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Resumen

Se estudi6 un sistema constituido por dos placas semiesféricas perfectamente conducto-
ras sujetas a una diferencia de potencial y rodeadas por un cascarén esférico formado por
un aislante topoldgico. Las ecuaciones que describen un sistema de este tipo corresponden
a una modificacién de las ecuaciones de Maxwell que incluye el efecto magnetoeléctrico,
en el que campos eléctricos dan lugar a campos magnéticos y viceversa, incluso en el caso
estatico. Se resolvio el problema, haciendo énfasis en el calculo del campo magnético, usan-
do potenciales escalares en la aproximacion en la que el acoplamiento magnetoeléctrico es
del orden de la constante de estructura fina. Ademads, se estudiaron algunos casos limi-
te que exploran las posibilidades geométricas del sistema con el objeto de determinar las
configuraciones mas favorables para la produccién y medicién del campo magnético. Final-
mente, se calcularon las magnitudes de los campos magnéticos producidos, concluyendo
que, en aquéllas configuraciones favorables, éstos son detectables mediante métodos de

magnetometria actuales.

* De esta investigacidn se produjo también el siguiente articulo:

Daniel G Veldazquez and L F Urrutia, The magnetoelectric effect due to a semispherical capa-
citor surrounded by a spherical topologically insulating shell, Phys. Scr. 95 095502 (2020).
DOI: https://doi.org/10.1088/1402-4896/abab84

Preprint: https://arxiv.org/abs/2007.09779


https://doi.org/10.1088/1402-4896/aba584
https://arxiv.org/abs/2007.09779




1. Introduccion

El efecto magnetoeléctrico (ME) consiste ya sea en la generacidn de una magnetizacion
debido a un campo eléctrico o en la producciéon de una polarizaciéon debido a un cam-
po magnético. En 1959, Dzyaloshinskii predijo que el efecto ocurriria en Cr,O3 [1], y en
1960 Astrov lo confirmé experimentalmente [2]. Ambos autores le dan crédito a Landau y
Lifshitz [3] por anticipar la existencia de esta propiedad en materiales antiferromagnéticos,
de los cuales Cr,O3 es un ejemplo. Para una descripcién detallada de los avances en este
campo antes de 1959 véase la Ref. [4]. Tiempo después del descubrimiento, las primeras
etapas de la investigacion de la electrodindmica asociada al efecto ME se resumieron en
la Ref. [5]. Una actualizacion reciente del resurgimiento de este estudio, incluyendo nue-
vos métodos para disefiar materiales magnetoeléctricos, nuevas técnicas experimentales y
conceptos tedricos para comprender el comportamiento ME también se reporta en la Ref.
[4].

Los materiales magnetoeléctricos, i. e. aquellos que exhiben el efecto ME, se pueden
encontrar entre la clase de materiales ferroicos. Una fase ferroica se caracteriza por ser
capaz de adoptar una alineacién interna espontanea de alguna propiedad. Las dos clases
relevantes para este trabajo son: (i) ferromagnetos, en los cuales los espines internos pue-
den modificarse por un campo magnético externo, y (ii) ferroeléctricos, en los que una
manipulacién similar de los momentos dipolares eléctricos puede lograrse al aplicar un
campo eléctrico. Un multiferroico magnetoeléctrico combina esos dos ordenamientos fe-
rroicos primarios en fases simples o compuestas, y es capaz de producir efectos ME mads
grandes. Sin embargo, los materiales magnetoeléctricos no necesariamente surgen de fa-
ses ferroicas, sino que pueden estar presentes en medios polarizables magnéticamente y/o
eléctricamente [6, 7].

El efecto ME estd caracterizado por la aparicion del término «;; E;B; en la expansién
de la densidad de energia libre F'(E, B) del material, que requiere que las simetrias bajo
paridad e inversion temporal se violen por separado en el cristal. De este modo, la polari-
zacién P, = —0F/0FE; y la magnetizacién M; = —JF/0B; adquieren los términos adicio-

nales «;;B; y «;;E;, respectivamente. El tensor «;; = 0P;/0B; = 0M;/0E;, denominado
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coeficiente magnetoeléctrico, es simétrico debido a la igualdad de las derivadas parciales
mixtas, lo que da lugar a las relaciones de Maxwell en termodindmica [8, 9]. Consideracio-
nes de simetria han jugado un papel fundamental en la identificacion de sus propiedades
magnetoeléctricas [10]. En general, el coeficiente «;; es muy pequefio, por ejemplo, del
orden de 4.13 ps m~! para Cr,O3 (unidades del SI). Esta baja magnitud se ilustra vivida-
mente en la Ref.[4] al mostrar que la aplicacién de un campo de 10° V. cm ™! induciria una
magnetizacion tras revertir uno de cada cinco de los 10° espines en esta red antiferromag-
nética. Acoplamientos mds grandes, del orden de 735 ps m~!, se han logrado en TbPO, y la
busqueda de acoplamientos magnetoeléctrico gigantes continua principalmente en multife-
rroicos compuestos [11]. Estos materiales ofrecen ventajas significativas, incluyendo mayor
flexibilidad en el disefio de aplicaciones especificas, operaciéon a temperatura ambiente y
optimizacion de las propiedades de acoplamiento [12]. El primer material magnetoeléctri-
co compuesto fue creado del ferroeléctrico BaTiO; y el ferromagnético CoFe,O, [4]. Estos
materiales compuestos han mostrado acoplamientos mas intensos que los multiferroicos
monofasicos.

Aunque se han logrado mejoras notables en las propiedades de los dispositivos a na-
noescala empleando corrientes eléctricas para producir el campo magnético inducido por
el efecto ME, se prevé una mayor reduccion en la potencia de operaciéon mediante el uso
de fuentes de campo eléctrico (voltaje) que disminuyan en gran medida el calentamien-
to de Joule asociado a la corriente requerida para producir el campo magnético fuente
[6, 13, 14]. Esto ha atraido mucha atencién hacia la manipulacién de campos eléctricos
que dan lugar al efecto ME, que es un drea nueva y emocionante de investigacion con el
potencial de impactar el almacenamiento magnético de datos, la espintrénica y los dis-
positivos magnéticos de alta frecuencia, lo que lleva a dispositivos mas pequeilos y mas
eficientes.

Se ha descubierto una nueva familia de materiales que también dan lugar al efecto ME.
Estos son los aislantes topolégicos (ATs) tridimensionales invariantes bajo inversién tempo-
ral, que exhiben propiedades notables debidas a su peculiar estructura de bandas [15, 16].
Desde la perspectiva macroscépica efectiva, que corresponde al acercamiento considerado
en este trabajo, pueden caracterizarse como aislantes en el bulto, pero conductores en las

superficies debido a la presencia de corrientes de Hall cuantizadas. El reconocimiento de



los fendmenos topoldgicos en materia condensada se remonta a la Ref. [17], en la que
se identifico la conductividad del efecto Hall cuantico (EHC) [18] con el primer ntimero
de Chern de la curvatura de Berry del espacio reciproco. Desde entonces, varias investi-
gaciones [19-23] permitieron un entendimiento méas profundo de estas fases topoldgicas,
tanto tedrica como experimentalmente. En particular, Bernevig [24] predijo la existencia
de ATs en pozos cuanticos bidimensionales de HgTe, y pronto Konig lo confirmé experi-
mentalmente [25]. En afios subsecuentes, el fendmeno se generalizé a tres dimensiones,
nuevamente comenzando con predicciones tedricas [26-31] seguidas por confirmaciones
experimentales, particularmente de Hsieh en Bi;_,Sb, [32].

Un efecto ME topolégico universal se ha medido recientemente en ATs [33]. Se ha visto
que cargas eléctricas cerca de la interfase entre dos ATs inducen monopolos magnéticos
imagen [34-36]. Se ha estudiado la propagacién de ondas electromagnéticas a través de
la frontera entre ATs, hallando que aparece una rotacién de Faraday no trivial [37, 38].
El desplazamiento de las lineas espectrales de iones hidrogenoides colocados frente a un
AT plano, asi como modificaciones del potencial Casimir Polder en la aproximacion sin
retardamiento se estudiaron en la Ref. [39]. La dindmica cldsica de un dtomo de hidrégeno
de Rydberg cerca de un AT plano también ha sido investigada [40]. En este trabajo se
considera el caso en el que el efecto ME se produce por ATs, lo cual se manifiesta a través
de una contribucidn isotrépica al coeficiente ME, i. e. cuando «;; = ©0;;.

En el régimen estatico, la produccién de campos magnéticos por fuentes eléctricas se ha
explorado en las Refs. [34, 35] localizando cargas puntuales frente a un medio magneto-
eléctrico plano semi-infinito. Sin embargo, las cargas puntuales son dificiles de manipular
y es complicado fijarlas sobre superficies, como se ha sefialado en la Ref. [35]. Dada la rele-
vancia que ha adquirido el tema del control eléctrico del efecto ME, la primera motivacién
para este trabajo surge de la necesidad de tener dispositivos mas manejables para lograr
este objetivo en ATs. Ciertamente, el uso de fuentes macroscopicas seria un avance realista
en esta direccion, junto con el empleo de condensadores (operados mediante diferencias
de potencial entre sus placas) para producir un campo eléctrico que a su vez genera el
campo magnético final mediante el efecto ME. En la Ref. [41] las cargas puntuales fueron
reemplazadas por esferas metalicas de radio R de aproximadamente 0.4 — 2.0 um a un po-

tencial dado y ubicadas a distancias 6ptimas D del orden de ym, con D > R, frente a un AT
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plano semi-infinito. Incluso cuando se obtienen campos magnéticos medibles, las regiones
optimas para la medicidn estdn entre la esfera metdlica y el medio plano, lo que dificulta
la insercion de magnetémetros. Por lo tanto, una segunda motivacion es la produccion de
un dispositivo compacto que facilite la insercién del magnetdmetro en los puntos donde
el campo magnético es maximo, acompafnado del reemplazo de los medios semi-infinitos
que producen el efecto ME. Otro aspecto importante de la propuesta es garantizar que el
campo magnético producido sea medible de acuerdo con la sensibilidad de los magnetd-
metros actuales. Esto naturalmente conduce a una tercera motivacion, que es el uso de
tales dispositivos para determinar el coeficiente magnetoeléctrico de los ATs, o de otros
materiales magnetoeléctricos, midiendo el campo magnético resultante. El dispositivo que
proponemos consiste en un condensador formado por dos semiesferas metdlicas huecas (o
dos placas semiesféricas), cargadas por una diferencia de potencial y cubiertas con una
pelicula uniforme del material magnetoeléctrico, lo que constituye una nueva realizacion
del efecto ME en ATs. Avances recientes en la fabricacién de materiales magnetoeléctricos
manipulables eléctricamente [13, 14] y los nuevos desarrollos en técnicas de recubrimiento
para conductores [42], podrian dar viabilidad a esta configuracién compacta, que resuel-
ve muchos de los desafios mencionados anteriormente. Se considera por primera vez, de
acuerdo con lo que sabemos, un dipolo como la fuente del efecto ME estatico, en lugar
de las fuentes cargadas utilizadas en los casos anteriores. Una posibilidad interesante que
surge es que el voltaje entre las placas puede hacerse dependiente del tiempo, dando asi
una motivacion adicional al estudio de la radiacién en la electrodinamica que describe la
respuesta electromagnética de medios magnetoeléctricos. Los detalles del dispositivo pro-

puesto se dan en la Seccion 2.

1.1. Descripcion fisica

El comportamiento de un aislante convencional estd descrito por una permitividad e
y una permeabilidad p. Un campo eléctrico induce una polarizaciéon, mientras que un
campo magnético induce una magnetizacién [34]. Las ecuaciones que codifican la res-
puesta electromagnética de estos materiales pueden derivarse del lagrangiano L., =

(1/87) (eE* — (1/u)B?) — p® + (1/¢)J - A una vez que se han expresado los campos en



términos de los potenciales electromagnéticos A, ®. En esta expresion, p y J son las densi-
dades externas de carga y corriente, respectivamente, y c es la velocidad de la luz.

Una fase topoldgica en 3D es descrita satisfactoriamente al sumar

Ly= -2 9E-B, (1.1)

472

donde « es la constante de estructura fina. Al pardmetro ¢/ se le denomina polarizabili-
dad magnetoeléctrica (PME) [43]. La modificacion que resulta de afiadir este término a la
densidad lagrangiana comprende precisamente la aparicion del efecto ME. Como L.,,, el
nuevo término es cuadratico en el campo electromagnético, contiene el mismo nimero de
derivadas del potencial electromagnético y es invariante bajo rotaciones [34]. Mediante
el tensor de Faraday F* = O*A” — 0" A" es posible escribir E - B = (1/8)e"*?F,, F,, =
(1/2)e**?9,(A,0,A,), siendo ¢**? el simbolo de Levi-Civita, antisimétrico bajo el inter-
cambio de cualquier par de indices, nulo cuando hay indices repetidos, y donde se adopta
g0123 — 11 (para una breve revisioén del formalismo de 4-vectores en la electrodindmica véa-
se el Apéndice A). De este modo, si ¥ es constante, el término £, constituye una derivada
total, por lo que no afecta las ecuaciones de movimiento. Sin embargo, tiene consecuencias
fisicas en interfases, donde aparecen gradientes de v [43].

Se define la accién total como S = 1/(ac) [ d*z(Le, + Ly) en el sistema CGS, en el
que los campos eléctrico y magnético tienen las mismas unidades de carga sobre distancia
cuadrada. Cabe aclarar que dz° = cdt, de forma que

g=1 /d%dt(ﬁem + Ly). (1.2)

(8
Suponiendo condiciones periddicas en una variedad sin bordes, se obtiene

Sy v

no 32n2

1
/ d4x5°‘5“”%FaﬁFW = 90y, (1.3)

donde el entero () es el segundo numero de Chern de la variedad. La constante de nor-
malizacion 1/« en la ecuacion (1.2) se afiade precisamente para que C, sea un numero
entero proporcional a Sy/h en la expresion (1.3). Este factor de normalizacién no afecta
las ecuaciones de movimiento.

iSg/h

Recordando que el objeto fisicamente relevante es ¢°?/", vemos que la electrodindmica

es invariante bajo la transformacién v — ¥ + 27n [36]. Por otro lado, la simetria bajo
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inversién temporal modifica J — — y, por tanto, la invariancia es consistente con J = 0y
Y = 7 (mddulo 27) [43], que son los tinicos valores que satisfacen e?’“? = ¢~"C2, Esto da
lugar a la clasificacion Z, de los aislantes: ¢ = 0 (aislante normal) y ¢ = 7 (fase topoldgica)
[29].

Para detectar el efecto ME es necesario colocar dos medios adyacentes con distintos
valores 1, y 1», de manera que 09 # 0 en la interfase. MicroscOpicamente, el origen de
este fendmeno en materiales topoldgicos es el efecto Hall cuantico [44], que se manifiesta
cuando se rompe la simetria bajo inversiéon temporal en la superficie, por ejemplo, median-
te un recubrimiento magnético [45, 46]. Esto origina el coeficiente no trivial ¢ = (2n+ 1),
que estd relacionado con una conductividad semi-cuantizada en la superficie del material
o = (n+ 1/2)e?/(2rh) = Ye?/(2wh) [34]. En general, la conductividad adquiere la for-
ma o = e’*v/(2nh), donde v puede tomar valores enteros y racionales muy especificos. El
segundo caso corresponde al EHC fraccionario, que resulta del surgimiento de cuasipar-
ticulas denominadas aniones, que no son ni bosones ni fermiones [47]. En el Apéndice
B se muestra el estudio de la respuesta microscopica de los aislantes topoldgicos y en el
Apéndice C se presentan dos formas de calcular la conductividad de Hall ¢ para sistemas
bidimensionales.

Un aspecto interesante del efecto ME en aislantes topoldgicos es que una carga eléctrica
cerca de su superficie puede generar no s6lo una carga eléctrica imagen, sino también un
monopolo magnético imagen, debido a las corrientes superficiales resultantes del efecto
Hall cudntico [34, 44]. Es importante sefialar que las ecuaciones que surgen de considerar
la densidad lagrangiana Ly describen distintos fendmenos fisicos, y no sé6lo la respuesta
electromagnética de los aislantes topolédgicos. Por ejemplo, la electrodindmica de metama-
teriales (J € C) [48, 49] y la respuesta de semimetales de Weyl (¥(x,t) = 2b - x — 2byt)
[48, 50, 51]. El término Ly describe también la interaccién del hipotético campo axiénico
con el campo electromagnético en fisica de particulas elementales [31, 44]. Los axiones
permanecen como buenos candidatos de la materia oscura [52]. En el contexto que es de
interés para esta investigacion, 9 es una propiedad del medio como lo son la permitividad

y permeabilidad.



1.2. Ecs. de Maxwell y condiciones de borde

En medios materiales, los fenémenos electromagnéticos son descritos por las ecuaciones

de Maxwell. En el sistema CGS no racionalizado,

19B 16D 4
V-D=4drp,, V-B=0, VxE+-—=0, VxH--"—Z=""3, (@14
c Ot c Ot c

donde E y B son los campos eléctrico y de inducciéon magnética, D y H son el campo de
desplazamiento eléctrico y el campo magnético, y p;, y J;, son las densidades de carga y
corriente libres. El comportamiento macroscépico de los aislantes topoldgicos es descrito

efectivamente mediante las ecuaciones constitutivas [29]

9 1. 9
D-—:E- 2B H=-B+2ZE (1.5)
T 1 s

Las expresiones (1.4) y (1.5) dan lugar a las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas:

V- (cE) = dmpy + “VV - B, (1.6)
10(cE) 4 a a OV
De aqui, se observa que
[0
pszerﬁ:pLJrﬁVﬁ'B, (1.8)
ac a O

donde py y Jy son las densidades de carga y de corriente inducidas por la PME, respectiva-
mente.
La respuesta mds general de un medio magnetoeléctrico también se puede obtener de

las ecuaciones de Euler-Lagrange mediante la accién

1 | 1
S[®,A] = /dtd3x [— (5E2 - —B2> — L Y@E-B-p®+-J.-Al,  (1.10)
8 ] 4?2 c

donde se observa que, ademds de considerar el término L., en la densidad lagrangiana, se
ha tomado en cuenta la contribucion de L.

Para el caso que nos concierne, ¢ es una propiedad de los aislantes. Esto quiere decir

que, para materiales lineales, isotrépicos y homogéneos, podemos describir la PME como
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una funcién de Heaviside, que toma cierto valor constante en la posicién del material
magnetoeléctrico y un valor distinto en el resto del espacio. La derivada de esta funcidn,
la delta de Dirac, aparece en las nuevas ecuaciones, implicando que sdlo las interfases
juegan un papel en la produccién del efecto ME. Explicitamente, las ecuaciones de Maxwell

inhomogéneas son

V-(eE) = 4mpr,+ad(Fx(x))B-n, VX (B/,u)—%(a;f)) = 4%TJL%—&(S(FE(X))E><ﬁ, (1.11)

donde & = Ad/m, siendo A la diferencia entre la PME de dos medios distintos. Por su
parte, Y es la superficie definida por la interfase entre dichos medios, parametrizada por
Fy(x) = 0 tal que n, = (0,n) = 0,Fx(x), donde n es el vector unitario normal a la
superficie. Las dos ecuaciones de Maxwell homogéneas permanecen iguales.

Suponiendo que las derivadas temporales de los campos son finitas cerca de las interfa-
ses, y debido a la continuidad de las componentes normales de D y B y las componentes

tangenciales de H y E, se sigue que
(eE)s-fi=aB 7))y, B/u)sxn=—-aExn)s, B)-n=0 (E)xxn=0, (1.12)
donde se ha usado la notacion
(V)ig-n=(Vi-n)s—(V,-n)g, (V)sxn=(V;xn)s—(V,XxXn)s. (1.13)

Los subindices i y o hacen referencia al campo vectorial en cada uno de los dos lados de
la interfase ¥. Por su parte, (V - n)s ¥y (V X n)y indican que se estd evaluando sobre la

interfase ¥, sobrentendiéndose que las respectivas funciones son continuas.

1.3. Estructura del trabajo

En la Seccién 2 se expone el andlisis de un condensador semiesférico —esfera hueca
perfectamente conductora (o — oo) con hemisferios sur y norte a potenciales opuestos —V'
y +V—, que se encuentra rodeado por un aislante topoldgico esférico grueso. Se tomaron,
para ello, campos estaticos y sin presencia de fuentes libres. Para la resolucion de las ecua-
ciones se utilizaron campos escalares eléctrico y magnético (¢ y ¥ respectivamente), lo cual

es permitido por las condiciones del problema, que aseguran V x E=0y V x B =0 en
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cada bulto, de modo que E = —V® y B = —V V. Dichos potenciales satisfacen la ecuacion
de Laplace, V2® = 0y V2V = 0, debido a las dos ecuaciones de Maxwell restantes V-E = 0
y V - B =0, lo cual permite expresar la solucién general de forma sencilla de acuerdo con
la simetria del problema empleando coordenadas esféricas. Esto reduce la resolucion de
las ecuaciones a la determinacién de algunos coeficientes. Se aplicaron las condiciones de
borde que resultan de las ecuaciones de Maxwell modificadas y se determinaron dichos
coeficientes. Todas las ecuaciones de este trabajo estdn escritas en el sistema CGS no racio-
nalizado. En el Apéndice D se muestra una revisién de las unidades de la PME en distintos
sistemas (SI, CGS y un sistema hibrido popular en los estudios experimentales).

En general, las soluciones poseen una dependencia en ¢ dificil de manejar. Por ello, se
utilizo el hecho de que o (la constante de estructura fina) es del orden de 1072, y que 9 es
del orden de 7, para realizar una expansion perturbativa. Todos los resultados obtenidos
son a primer orden en o}/, por lo que no describen satisfactoriamente la electrodindmica
de medios magnetoeléctricos para valores grandes de la PME. No obstante, constituyen un
buen punto de partida para un analisis mas profundo.

En la Seccion 3, se consideran algunas configuraciones particulares (casos limite) para
simplificar el problema por un lado y, por otro, para darle mds relevancia fisica a los re-
sultados. Ademas, esto permite comprobar que las soluciones halladas son consistentes. De
los cinco casos limite estudiados, tres resultan ser equivalentes al caso trivial (sin interfases
topoldgicas) y los dos restantes estan relacionados por una serie de transformaciones. Por
su parte, este andlisis dio lugar a expresiones explicitas de las corrientes inducidas por la
PME. Por completitud, se graficaron las lineas de flujo de los campos E y B para un ejemplo
representativo de cada uno de los casos limite.

En la actualidad, se han logrado medir campos magnéticos de 10 — 100 mG mediante
magnetémetros basados en un centro nitrogeno-vacancia (NV) en diamante [53, 54]. Con
esto en mente, en la Seccion 4 se estudian los valores de los pardmetros que simplificarian
un posible arreglo experimental, a la vez que maximizarian el campo magnético en ciertas
direcciones. El caso en que la interfase interior del AT coincide con la superficie del conden-
sador resulta de gran interés porque su construccion seria relativamente simple y generaria
campos magnéticos lo suficientemente intensos como para ser detectados por métodos mo-

dernos. Por otra parte, se estima el flujo magnético a través de una espira a cierta distancia
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del sistema, que resulta ser detectable mediante magnetémetros SQUID, capaces de medir
flujos del orden de 10~'* G cm? [55]. Esto le confiere una relevancia fenomenolégica a este
problema. Los resultados indican tres configuraciones relevantes: una de ellas da lugar a
campos altamente isotrépicos no tan intensos (aunque detectables), otra da lugar a campos
intensos en ciertas direcciones preferenciales y la ultima corresponde a un caso intermedio

entre los dos anteriores.
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2. Planteamiento del problema

Una de las formas mas simples de explorar el efecto ME en ATs es colocar una fuen-
te eléctrica en frente del material y determinar/medir el campo magnético inducido. La
implementacion de esta idea ha sido reportada para los siguientes casos: (i) una carga
puntual frente a un AT plano [34, 35] y (ii) una esfera de radio finito frente a un AT plano
[41]. En este trabajo, se propone reemplazar las cargas puntuales y los ATs semi-infinitos
por un condensador esférico macroscopico que produce un campo magnético en presencia
de un cascardn esférico de material topoldgico, constituyendo un arreglo muy compacto.
Por su parte, la interfase méas externa de este arreglo es accesible a los magnetdmetros.
Es interesante observar que la posibilidad méas simple en esta direccién seria una esfera
metdlica a un potencial dado rodeada por un AT. Sin embargo, la simetria esférica de este
arreglo prevendria la generaciéon del efecto ME, pues la densidad de corriente efectiva Jy
seria cero en las dos interfases del material, lo cual se traduce en campos magnéticos nulos.

En otras palabras, es necesario romper la simetria esférica, lo cual se logra al considerar
un condensador formado por dos placas metdlicas semiesféricas huecas de radio ¢ mante-
nidas a distinto potencial (V' y —V'), y que no se tocan en el ecuador. A este dispositivo lo
denominamos condensador semiesférico. La regiéon 1 (a < r < r1) es llenada por un medio
con permitividad ¢; y PME ¢;. A una distancia r; de su centro, tal que r; > a, hay un
cascarén de grosor r, — r; formado por un AT que define la regién 2 (r; < r < r3) y que
tiene permitividad e, y PME ¢J,. La region 3 (r, < r < o) tiene los mismos pardmetros que
la regién 1. Tomamos las regiones 1 y 3 como el vacio, de manera que ¢; = 1, ¢; =0,y
consideramos materiales no magnéticos, por lo que i = 1 en todo el espacio. El arreglo se
muestra en la Fig. 1.

La PME posee simetria esférica y esta dada por
U(r) =02(H(r —r1) = H(r —=r2)) + 91(1+ H(r1 —7) = H(r2 — 1)), (2.1)

donde H(z) es la funcién de Heaviside, que es 1 siz > 0y 0 si z < 0. Se ha considerado

que dentro del condensador semiesférico la PME es la del vacio.
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Figura 1: Sistema compuesto por un condensador semiesférico de radio a rodeado por un

aislante topoldgico esférico de grosor ro — 11.

Recapitulando, las ecuaciones constitutivas de un medio magnetoeléctrico son
Ja 1 Ja
D=¢E-—B, H=-B+ —E (2.2)
s o s
Esto implica que hay un término de magnetizacién que depende del campo eléctrico
y un término de polarizacién que depende del campo magnético. De las ecuaciones de

Maxwell en medios materiales, sin fuentes y en el caso estatico, se tiene
V-D=0, VxH=0, V-B=0, VxE=0. (2.3)

Se sigue, ademads, que VxB = 0y V-E = 0. Estas ecuaciones, junto con las constitutivas,
dan lugar a las siguientes condiciones de borde en términos de los campos E y B.

(D Para la interfase interior r = r;:

(EE)per, T =a(B - 7)pry, (B)pmp, X7 = —&(E X 7))y,
2.4)
(B)yey, -7 =0, (E)pey, X 7= 0.
(II) Para la interfase exterior r = ry:

(eE)y—p, - 7= —a(B -

>

reroy  (B)pep, X7 =a(E X 7),—,.,,
Jr=ras  (B)r=r, ( Jr=ry (2.5)
B)r=r, -7 =0, (E)p=p, x 7 =0,
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con & = (Vs — Vq)a/m.
Alternativamente, se pueden obtener estas condiciones de borde al considerar las mas

generales
(D)yy, -7 =0, (H)pep, x7=0, By, - 7=0, (E)j=p, x7 =0, (2.6)

donde i =1, 2.

Debido a que no hay fuentes y que los campos son estacionarios, es posible escribir todo
en términos de potenciales escalares tales que E = —V® y B = —VU. Estos potenciales
satisfacen la ecuacion de Laplace en cada regién. Ya que el sistema posee simetria azimutal,

basta expresar la solucién en coordenadas esféricas como [56]

,(r,0) = Z (Afrl + BZT‘UH)) Pi(cosb), (2.7)
1=0

U, (r,0) = (Clirl + Dlir_(l“)) Py(cos @), (2.8)

hE

l

Il
o

donde

r=\/12+ 9>+ 22, 6=tan"! <—Vi+y2> ¢ = tan! (%) . (2.9)

La variable r es la distancia radial desde el origen, mientras que 6 y ¢ son el angulo
polar y el &ngulo azimutal, respectivamente. Como se observa en la Fig. 1, el sistema posee
simetria azimutal, lo cual explica que los potenciales de las expresiones (2.7) y (2.8) no
dependan de ¢. Por otro lado, el indice i = 1,2, 3 hace referencia a cada una de las regiones
previamente definidas.

Se hace hincapié en que la configuracion tiene una discontinuidad del potencial eléctrico
en el ecuador del condensador, es decir, en r = a, § = 7/2, de modo que para acercarse
a estos puntos en cualquier cdlculo se tiene que proceder como un proceso limite. Dado

que el potencial eléctrico es la fuente del efecto ME, esperamos que se requiera un cuidado

similar al tratar con el campo magnético en estos puntos.

2.1. Determinacion del sistema de ecuaciones

Es sencillo escribir las condiciones de borde en términos de los potenciales escalares, lo

cual simplifica en gran medida el problema.
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(D Para la interfase interior r = r;:

52%(71) - gl%m) = 548;?’1 (ry), (2.10)

%( 1) — %( 1) = —daggz (r1), (2.11)

Tk = S ), 212

Pty = 202, (2.13)

(II) Para la interfase exterior r = ry:

gl%m) - 52%(7@) - —aa‘;’j? (ra), (2.14)

20 (r) — Z2() = 222 ), (2.15)

22 (1) = S ), 216)

%(m) — %(7’2). (2.17)

Cuando se toman dos subindices, ¥, ;(ry) o ®; ;(rx) (k =1, 2) es porque ¥;(r)) = V(1)
o ®,(ry) = ®,(rx), respectivamente, asi que es indiferente si se utiliza el potencial i-ésimo
o el j-ésimo en esa condicion de borde particular. Por su parte, en el sistema CGS, ; = 1,
por lo que &, coincide con la permitividad relativa ¢ = &5 /e;.

Ademas de estas ecuaciones que restringen los valores de los coeficientes, debemos to-

mar en consideracién que el potencial eléctrico es continuo en ambas interfases, i. e.,

Dy (r1) = Po(r1), (2.18)
Dy(ry) = P3(ra). (2.19)

A su vez, la componente normal del campo magnético debe anularse en r = a, puesto

que se trata de la superficie de un conductor:

ovy,

Asimismo, ambos potenciales deben anularse en el infinito si se desean soluciones fisi-

camente plausibles. Esto se traduce directamente en

C?=0, A}=0. (2.21)
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Finalmente, este problema exige una forma particular para el potencial eléctrico en
r = a, la superficie de la esfera, dada por

+V si(0<6<7/2)
®1(a,l) = (2.22)

=V si(n/2<0<m).
Esta ultima ecuacion implica que el campo eléctrico es perpendicular a la superficie de
la esfera r = a. Adicionalmente, como ®(cosf) = —P(— cos ) en la superficie del conden-
sador, los coeficientes con valores pares de [ son nulos. Por ende, de ahora en adelante se

usara la notaciéon

Z Z (2.23)

I=1,3,5,
El proximo objetivo consiste en hallar expresiones algebraicas que relacionen los coefi-
cientes A}, B, Cj, D;. Antes de comenzar a traducir las condiciones de borde en términos

de éstos, cabe hacer una aclaracion. Tomemos, por ejemplo, la ecuacién (2.13):

0, 0D,
— 2.2
5g 1) = g (1), (2.24)
0, mas explicitamente,
_ dP)( COSQ —+41)\ dP(cos 0)
Ajrt + Blr, (1) ! + Bfr, i (2.25)
> )= =2 (4 )=
Reagrupando términos, se sigue que
- dP(cos0)
AN+ Bl U — (A2 4 B2 D) | 2R (2.26)
i )~ E"
Por simplicidad, definimos 7} = Air} + Bir; "V, obteniendo
o\ dP(cos 9)
— _ : 2.2
Notese que
dP(cos®)  dPi(cosfl)dcos®  dP(cosd) (—sin(0)) (2.28)

do ~ dcosf d) dcosf

Asi, al multiplicar la expresién (2.27) por dFP,,(cosf)/df e integrar de -1 a 1, se tiene

Z ! dP(cos0) dP,,(cos )
p (% K ) /1 sin’0 dcos 6 dcost d(cos6) = 0. (2.29)
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Definiendo x = cos 6,

! dP(z) Py, ()

gCr 1— 2%)— o dx = 0. 2.30
le(m %)/1( )= =0 (2:30)
Integrando por partes y usando las relaciones de ortogonalidad de los polinomios de

Legendre, X

2
ademads de la propiedad
d o dPi(z) o

X [(1 O] 04 1)R() (2.32)

que no es mas que la ecuacién de Legendre [57], se llega a que

/_ - xQ)d}Zéff) al ;;(x)dx . x2)d}3§) Po()

1

- /1 U1+ 1) Py(x) P()d

1

_20(1+1)
P
(2.33)

Consecuentemente, la expresion (2.30) puede escribirse como

/ 1 .2 2l(l+1) o
zl: (0 =) 5 O =0 (2.34)

Al sumar todos los términos, sélo permanece aquel en que | = m:

2m(m + 1)
L2y v 2.35
O = Ym) =57 = O (2.35)

de donde se deduce finalmente que +; = ~7 para toda [ impar. En términos de A} y Bj, la

expresion (2.35) se reduce a
Alrt + By Y = A+ B Y, (2.36)

que es la misma restriccion impuesta por la condicidn @, () = Po(ry).

Andlogamente, para la interfase exterior r = r; se tiene que
A2l + B2py 1) = gy (D), (2.37)

Se concluye que cualquier condicién que involucre derivadas de los potenciales respecto
a 0 puede traducirse en una condicion sobre los potenciales mismos. Asi, (2.13) y (2.17)

dan lugar a las mismas ecuaciones que (2.18) y (2.19), respectivamente.
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De la misma manera, las ecuaciones

0, oV, 0B,
W(Tl) - %(7‘1) = -« 20 (1), (2.38)
8\113 8\112 - 6@273
5 (12) = 55 (r2) = a—=(r2), (2.39)
son equivalentes a
\112(7“1) — @1(7’1) = _dq)l,Q(rl); (240)
\113(7”2) — \112(7"2) = d@zg(’f’g). (241)

Expresamente,

(ctrt+ Dy ) = (Sl 4+ DT ) = —a (Al + B ) 242)
(Dﬁ;“*”) - (O + D¥r; “*”) — G (B?r;(lﬂ)) . (2.43)

Habiendo considerado todas las relaciones que involucran derivadas tangenciales, es
necesario fijar la atencién en las condiciones asociadas a derivadas radiales. Vemos que de

(2.7) y (2.8), se obtiene

0P,
or

ov; ;
or _; (G

Asi que las expresiones (2.10) y (2.14) dan lugar a

= A’ — (1 4+ 1) Bjr=?) P(cos 0), (2.44)

+ 1) Djr=2) Py(cos 0). (2.45)

€ (lA?rll (1 +1)Br —(l+2)) _ (lA}rlfl (4 1)Bl17,1—(z+2)) —a (lCZQTll L+ 1)D127"1_(l+2)> ,

(2.46)

(-(1 + 1)B§’r;(”2)) e (mfﬂ;l —(+ 1)337«;(”2)) - (—(z + 1)D§”r;<l”>) . (2.47)

Por otra parte, de la continuidad de la derivada radial del potencial magnético (ecuacio-

nes (2.12) y (2.16)) se sigue que

ICH ™ — (1+ 1)Dfry U =103 — (1 + 1) DR P, (2.48)

ICEry™t — (1+ 1) Dpry " = —(1+ 1) Djry, 2. (2.49)
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Y la ecuacién (2.20) indica que
1Cta™ = (1 4+ 1)D}a™ 2. (2.50)

Finalmente, se debe implementar la forma particular (semiesférica) del potencial eléc-

trico ® en r = a, dada por la ecuaciéon (2.22):
®y(a,0) = Z/azfl(e), (2.51)
!

donde oy = Ald' + Bla="Y y £,(0) = P/(cosf). De acuerdo con la Ref. [58], se puede

obtener de esta forma una relacion lineal entre coeficientes:

0 silespar
Ald' + Bla= Y = (2.52)

V, silesimpar

donde

1\ V2 214 1)1 -2

En la expresidn de los potenciales sélo aparecen polinomios impares, es decir, potencias
impares de cos 6. Este hecho, que ya habia sido mencionado, va de acuerdo con la simetria

del problema.
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2.2. Solucidon a primer orden

Se tienen doce coeficientes para cada /[ impar y doce ecuaciones que los relacionan

linealmente:
C3 =0, (2.54)
A} =0, (2.55)
Afrl + Blry Y = A3l 4 B, (2.56)
A2l + BPry (I+1) Bgr;(Hl), (2.57)
(Cfrll + Dpry Y ) - (Cllrll + lrf(lﬂ)) =—a (Alri + By (ZH)) v (2.58)
(Dpr ) = (o + Dpr; V) = & (BEry ™). (2.59)

£ (lA?rll L+ 1)B,2r;(l+2)) _ (lA}rll L+ 1)B}rf(l+2)) —a (ler’l Ly 1)Dl2rf(l+2)> 7

(2.60)
(—(z n 1)3,37«;”*2)) e (ZA%rg L+ 1)Bl?r;“+2)) - & (—(z n 1)D?r;<l+2)) . (26D
ICHA — (14 1)Dlry T = 102 — (14 1) D2r 112, (2.62)

125 — (14 1)D2ry 2 = —(1 4+ 1) Dpry; 2, (2.63)

ICla"=t = (I +1)Dja= 2, (2.64)

Alal + Bla=™Y = V. (2.65)

La siguiente solucidn aproximada fue inicialmente motivada al considerar que el sistema
es invariante bajo inversién temporal y que & es del orden de la constante de estructura
fina. La invariancia impone algunas restricciones a la dependencia en & de los coeficientes:
bajo inversién temporal (7) los campos eléctrico y magnético se transforman de acuerdo
con TE = Ey 7B = —B, mientras que, para las densidades de carga y corriente, Tp = py
TJ = —J. De esto se sigue que 7 transforma & en —a, pues YE - B debe ser invariante. Por
otro lado, para sistemas invariantes bajo dicha operacidn, se obtienen dos posibles valores
de la PME: ¢ = 0 para aislantes triviales o ¥/ = 7 para aislantes topolégicos.

En nuestro caso, los campos eléctrico y magnético tienen como fuente densidades de

carga que generan el potencial en las placas del condensador. Asi, la relacién lineal en-



22 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

tre fuentes y campos, aqui construidos como gradientes de potenciales, demandan que
®(a) = ®(—a) mientras V(&) = —V(—a&) para garantizar el comportamiento correcto de
los campos correspondientes bajo inversion temporal [41]. El razonamiento previo requie-
re que los coeficientes eléctricos (magnéticos) A}, Bi (C}, D;) incluyan sélo potencias pares
(impares) de &. Sin embargo, sin tomar la hipétesis de invariancia, un analisis mds detenido
revela que esta propiedad de los campos es una consecuencia algebraica de las ecuaciones
mismas, y no depende de la respuesta del sistema al aplicar inversion temporal. De esto se
sigue que los resultados mostrados a continuacién son validos incluso para sistemas que
no son invariantes bajo esta transformacion.

A primer orden en &, los coeficientes no nulos son

Al =XM1+ 1) (e —1)(le+1+1) (r"h =3, (2.66)

A? = A1+ 1)(20 + 1) (e — D)r2t (2.67)

Bl = =Xt (11 + 1) (e = 12 =3t e+ L+ ) (le + L+ g)), (2.68)
B = M\20 + )ri 3 le + 1+ 1), (2.69)

B} = (21 + 1)%erZ Tyttt (2.70)

Cl = =Xa(l+1)(le +L+1) (r"h — 3, (2.71)

C? = —Xa(l + 1)(20 + Der?*t (2.72)

D} = —xaa®*(le + 1+ 1) (ri™ —r2t (2.73)

D} = =Xal (a® ™ (le + 14+ 1) (rf ™ = e + e e + 1+ 1) + (14 1) (e — D)r'P?)
(2.74)

D} = =xal (i =13 (@ (le + 14+ 1) + (L4 1) (e = it (2.75)

donde se ha definido

al-l—lv'l
(I +1)(e = D)a2H1(le + 1+ 1) (rft —r35Y) 4 o302 (e 4 1+ D) (Ie + 1+ &) — 11+ 1) (e — 1201+

Incluso en esta situacién simplificada, se observa que las soluciones A}, B, C} y Dj no
son faciles de manejar, por lo que es conveniente discutir configuraciones particulares para

obtener resultados mas accesibles.
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3. Casos limite

Se ha encontrado ya la soluciéon méas general del problema (es decir, valida para cual-
quier conjunto de pardmetros {a, 71,72} que satisfaga a < r; < ry). Sin embargo, es con-
veniente estudiar ciertos casos limite, en primer lugar, para saber si la solucién es correcta
al reducirla a problemas conocidos y, en segundo lugar, para determinar las condiciones
optimas que permitirian obtener magnitudes medibles del campo magnético generado por
el efecto ME.

Por otro lado, se graficaron las lineas de flujo de los campos tomando un conjunto de
parametros representativo de cada uno de los casos limite. Para hacerlo, se calcularon los
respectivos potenciales hasta orden | = 9. Como se vera en la Seccion 4, esta aproximacion
es mas que suficiente para las configuraciones que aqui se consideran. Como se ha hecho
desde el inicio de la Seccién 2, se tomaron las regiones 1 y 3 como el vacio (¢; = ¢35 =
1,9, = ¥3 = 0). Por su parte, en la region 2 se fijaron los valores ¢, = 4 y ¥} = 7 para
realizar las grdficas. Los cdédigos de Mathematica empleados con este objetivo se presentan

en el Apéndice E.

3.1. Casocs=1,a=0

El primer caso consiste en dotar a la region 2, aquella comprendida entre r; y ro, de
las propiedades del vacio. Esto debe implicar coeficientes magnéticos nulos, dado que sin
gradientes de la PME no puede manifestarse el efecto ME. Como se verd, este problema
corresponde al de hallar el campo eléctrico producido por una esfera hueca con hemisferio
norte a potencial +V y hemisferio sur a potencial —V/, cuya solucién es bien conocida
(véase la Ref. [58]) y que denominaremos caso trivial.

Se ha procedido sustituyendo los valores @ = 1 y € = 0 en el sistema de ecuaciones, que

al ser resuelto da lugar a

B} = B} = B} = d""'V, (3.1

con el resto de los coeficientes nulos.
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CASOS LIMITE

Por tanto, el potencial magnético es idénticamente cero en todo el espacio, mientras que

el potencial eléctrico toma la forma

I+1

o = Z’() ViPi(cos ).

Vi =3V/2, Vi=-TV/S, Vi=11V/16...

Consecuentemente,

P = a? <3 ) 2Py (cos ) + a* (%7‘/) r~*P3(cosf) + ...

2
Vv 2 2
= 32;; {cose — 172i2 (g cos® ) — gcos 9) + } ,

que coincide con el resultado de la literatura [58].

(3.2)

(3.3)

(3.4)

En la Fig. 2 se muestran las lineas de flujo del campo eléctrico para la configuracion

trivial.

Figura 2: Campo eléctrico para el caso trivial.
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3.2. Casory =1y

A pesar de que este problema puede resolverse sustituyendo r; = ry en la solucién a
primer orden, se utilizara un procedimiento distinto con el fin explorar la forma explicita
de las corrientes inducidas por la PME en cada interfase. Se procedera analizando qué
ocurre en el limite en que dichas interfases coinciden, de manera que el grosor del aislante

topolégico se anula.

3.2.1. Densidades de corriente inducidas por la PME

Se ha dicho ya que el andlisis mediante potenciales escalares es valido en cada bulto
puesto que se satisfacen las ecuaciones de Maxwell homogéneas. Sin embargo, en las in-
terfases se producen corrientes superficiales debido a la magnetizacion. Analizaremos qué
ocurre con dichas corrientes en el limite r; = r,. Para ello, usaremos que la densidad de
corriente debida a la magnetizacion esta dada por Jy = ¢V x M, pues los campos son esta-
ticos y el término 0P /0t no contribuye. Hemos visto que el valor de la PME como funcién

de la distancia puede describirse mediante
W) =09(H(r —ry) — H(r —re)) + 91 (1+ H(ry —r) — H(ry — 1)), (3.5)
donde H(x) es la funcion de Heaviside. Asi,

Jy, = cV x (—0—QE> = Y VYXE

472 472

= e (W9 —9)((r —11) = 8(r —12))P x E (3.6)

472

= c%(é(r —1r1) = 0(r —r9))E X 7.

Se ha usado que V x E = 0, que dH(r)/dr = 6(r) y que 6(x) = §(—x), donde 6(x) es la
funcién delta de Dirac.

Notemos que si r; = r,, entonces la corriente Jy se anula. Como no hay fuentes indu-
cidas por la PME ni tampoco fuentes libres, se satisface la ecuacion de Laplace en toda la
regién r > a y por tanto se puede tomar un solo potencial eléctrico (magnético) para el

exterior de la esfera conductora. Esto se reduce al caso trivial.
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También se puede llegar a este resultado en términos de las corrientes superficiales, que

se obtienen al integrar la densidad de corriente en la interfase respectiva:

& ri &
Ky, = o %/IL% - (E X 7)6(r —ry)dr = CE(E X T) | pzry s (3.7)
& ra+y &
Kys=—c—1lim (E x #)o(r —ro)dr = —c—(E X 7)|—p,. (3.8)
4T =0 /., 47

Por tanto, de estas ecuaciones en el limite r; = r, se sigue que
Ky +Kyo =0. (3.9)

Esta igualdad se satisface porque la componente tangencial del campo eléctrico es con-
tinua en las interfases. Se concluye que no hay corrientes superficiales netas, lo que nueva-

mente asegura que el problema se reduce al caso trivial.

3.3. Casor;=a

Esto corresponde a eliminar la region de vacio entre el condensador y el material topold-
gico, de modo que el interior del cascardn estd en contacto con las placas del condensador.
Aqui la regién 1 se contrae a la superficie de una esfera. Con el fin de eliminar consis-
tentemente la regién 1 tenemos que verificar que las condiciones de borde correctas en la
superficie del condensador son ahora satisfechas en términos de los coeficientes A?, B?,
C? y D? cuando @, y ¥, se evaltian en r = a. Verificaremos que estas condiciones son

satisfechas tras aplicar la restriccién r; = a a los coeficientes (2.66-2.75):

(1 +1)(e — 1) +1+1) (1 - (2)”“)

a

Al = by 3.10

: 2l +1 © (3.10)
AP = (14+1)(e — 1AL, (3.11)

20+1 (712 1 2 1 2 _ 1 -1 2 204+1
Bllzrg (Ple+1)* +l(e+ 1) +e)—I(l+1)(e —1)%a A (3.12)
20 +1

B} = 2T (le +- 14+ 1)\, (3.13)
B} = (21 + 1)er3™A\L (3.14)
C? = —a(l + 1)e)., (3.15)
D? = —alea® )., (3.16)

D} = —ale (a®*' — 3™ AL (3.17)
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donde se ha definido

v "V, (3.18)
a4+ 1) (e — 1)+ le+141) '

La condicion (2.65) para el potencial en la superficie del condensador debe ser reempla-
zada por AZa' + B?a~(+1) = V. Se observa que los resultados obtenidos satisfacen esta rela-
cién. Por su parte, la condicién de borde (2.64) se lee ahora como [C?a!~! = (I4+1)D?a~(+2),
Nuevamente, los valores obtenidos muestran que este es el caso. Por ende, es posible igno-
rar sin problemas la region 1. En general, para esta configuracion los coeficientes magnéti-
cos son no nulos en las dos regiones de interés.

El caso a = r es de particular relevancia porque, como se vera en la Seccion 4, maximiza
el campo en la direccién del eje z en un intervalo importante de valores de a.

Se observan las lineas de flujo de los campos E y B para el caso a = r, en la Fig. 3.

(@ (b)

Figura 3: Caso r; = a: Usando los valores a = r; = 1y ry = 3, se graficaron (a) el campo

eléctrico y (b) el campo magnético.
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3.4. Casory — oo

Esta situacion consiste en la extensién del medio topoldgico hacia el infinito, de manera
que la region 3 es eliminada. Para analizar este caso, regresamos a las ecuaciones (2.57),

(2.59), (2.61) y (2.63), que en el limite r, — oo se reducen a
Al =0, Ciry=0, AW =0, ICHS' =0, (3.19)

puesto que, en el limite, r,™ = 0 para toda n > 0.
Como también r} — oo, la Unica forma en que se satisfacen las ecuaciones anteriores es
si
A? =C?=0. (3.20)
Por otra parte, ya que el andlisis la regién 3 carece de sentido (su dominio es r > ry),

los coeficientes B} y D; pueden ignorarse. Al eliminar estas cuatro variables (A?, C?, B}

y D}) del conjunto (2.54-2.65) se obtiene un sistema de seis ecuaciones. La solucién esta

dada por
Al =(Q+D(=1+e)\), Bl =—rf"(I+e+1e)),, B =—(1+20)r7 )\, (3.21)
Cl = —a(L+ DXy, D} = —ala®'\), D} = —al(a®*" =" A,
donde se ha definido
A= a*V; (3.22)

a?F (1 4+ 1) (—1+¢e) —ri I+ e +1e)

Las lineas de flujo de los campos E y B para el caso r, — oo se muestran en la Fig. 4.

3.4.1. Relacion entre los casos | = ay ry — o

En contraste con el caso r, — oo, en el caso r; = a hay dos gradientes de la PME. Uno se
manifiesta en la interfase » = r, y el otro corresponde a la superficie del conductor r = «q,
ya que dentro de éste se asume la PME del vacio. Veremos que el segundo no es relevante.
Para ello, es necesario recordar como se modifican las ecuaciones de Maxwell debido al

efecto ME. Particularmente,
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(@ (b)

Figura 4: Caso r, — oo: Usando los valores a = 1y r; = 2, se graficaron (a) el campo

eléctrico y (b) el campo magnético.

de donde se deduce que Jy = (ca/4m)d(Fx(x))E x n es la corriente inducida por la PME.
Ahora bien, en la interfase » = a, que corresponde a la superficie del conductor, el campo
eléctrico es radial debido al equilibrio electrostatico. En otras palabras, E x 7 = 0. Se con-
cluye que las corrientes que serian inducidas por el gradiente de la PME no se presentan
debido a la naturaleza conductora de la interfase r = a. Es importante notar que el resul-
tado es general: cuando una interfase entre dos medios con distinta PME coincide con una
superficie conductora, se anulan las corrientes inducidas.

Después de tomar los limites correspondientes, las dos interfases de los casos 1 = a 'y
ro — oo estdn determinadas por los radios (a, ;) y (a,r), como se muestra en las Figs. 3y
4 respectivamente. Tales graficas sugieren que ambos casos pueden relacionarse mediante

el conjunto de transformaciones
191 (—>’l92, (6&—> —ON./), r1 > To, E1 <> €9, (5-) 1/8), (324)

donde ¢ = ¢, /¢s.
En la Fig. 5 se ilustran las dos configuraciones, lo que hace mas transparente su cone-

xidén. Ahora se vera como cambia la solucion del caso r; = a. Definimos los coeficientes
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(a) (b)

Figura 5: Los casos (a) r1 = ay (b) rs — oo estdn relacionados por las transformaciones

indicadas en la ecuacion (3.24).

transformados
Al — A, B — B, C —=C, D —D. (3.25)
Para comenzar, es pertinente analizar cémo cambia el factor A\, que es comtn a todos

los coeficientes. En concordancia con la notacidén anteriormente introducida, nombramos

A al factor transformado, de suerte que

j\l B al—HVZ
a1+ 1)1 )e = 1)+ (1 )e+14+1)
al—i—l‘/;
= 3.26
8azl“(l—l— D1 —e)+r2 1+ 1e +¢) (3.26)
al—i—lvl

T ) (1t e) — T (It et e)

Asi, A\ puede escribirse en términos de )\, que fue definido para el caso r, — oo:

A= —e). (3.27)
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En consecuencia, observamos que

A= (D))= D)(-eN), B =i ife+ 11 1)(—eXy), B = 21+ 1)(1/ep (—eXy),
CF = a(l+1)(1/)(=eXy),  Df =a(l/e)a (~eXy), D} =a(l/e) (a1 = 1™ ) (—eXy).

(3.28)

Escrito de forma mds transparente,

A= (14+1)(=1+e)Ny, Bl =2l +le+e)Ny, B} =—(20 + 1)r2+i), (3.29)
Cl=—-a(l+ 1N, D}=-ad®"\,, D}=-a(a®"—ri") N,

Es decir, se recuperan los coeficientes de la configuracién r, — oo, como se afirmé
inicialmente.

La relacién establecida en la ecuacién (3.27) y el coeficiente D} del conjunto (3.29)
provee una explicaciéon simple del cambio de direccidon del campo magnético en la region
mas externa que se da en la configuracion r; = a respecto a la configuracién r, — oco. Este
comportamiento es aparente en las Figs. 3b y 4b. Recordemos que el potencial magnético
estd determinado por los coeficientes D} y D} = D? en los casos r; = a 'y 1, — 00,
respectivamente. Analizamos el cociente

D} D} 1+ 1)(e—1)+r"(le+l+1) 1IN

=L L = __ 3.30
D} D} ea+1(l+ Ee—-1)— rf”l(la +l+e) €D ( )

para determinar su signo. Como ¢ > 1y el numerador N es positivo, nos queda sélo hallar
el signo del denominador D. Ya que r; > a, se sigue que D < a**! <(l +1)(e—1) = (le +
[+ 5)) = —a®1(2] + 1) < 0. Es decir, N/(eD) es negativo, lo cual da lugar a un signo
menos relativo entre W, y Up. Esto explica que las configuraciones 11 = a y rs — o0
produzcan campos magnéticos en direcciones opuestas en dicha regién. Analogamente,
para el potencial eléctrico tenemos que los coeficientes relevantes son B} y B} = B?. Su
cociente es B?/B} = —N/(eD), que nos indica que el signo relativo entre ®¢ y ®p es
positivo, dando lugar a campos eléctricos en la misma direccién. Este comportamiento se

observa en las regiones externas de las Figs. 3a y 4a.
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3.5. Casor,=ayry— o0

En esta situacidn, toda la regién exterior al condensador semiesférico estd constitui-
da por el material topoldgico. La solucién se obtiene directamente de los coeficientes de
(3.21), y esta dada por
J(l —+ l)(€ — 1)‘/2 Bl _ al+1(l + e+ lg)‘/l BQ _ CLZ—HV}

20+ 1 S 2041 r ’
i = aal(1 + 1)‘/2’ Dl - @al+1lV2’ D2
2041 20+1

A=

(3.31)
=0.

Nétese que ahora ademds de C? = 0 tenemos D} = 0, por lo que en a < r < oo el
potencial magnético es nulo. Esto es lo que se espera para un medio homogéneo (con PME
constante).

Por otro lado, a pesar de que los coeficientes A} y B} no son nulos, el dominio del
potencial en la region 1 estd degenerado (sdlo tiene sentido hablar de ®; en r = a). Se
espera, no obstante, que ®;(a,f) = P5(a, ), lo cual ocurre a pesar de la forma barroca de

Al y B}. Explicitamente,

®y(a,0) = Z "(Ala! + Bla= "V Py(cos 6))

B I+D(=1+WN ,  (dT (U +e+1VIY gy
Z K 1+ 21 )“ + 1+ 21 ¢ Fi(cos )

= Z ViP(cosb).
1
(3.32)
A su vez,
Py(a,0) = Z/ (Bfa=") Py(cos ) Z’ (a"Via™ ) Py(cos6)
l : (3.33)
= Z "ViP(cosB).
!
El potencial eléctrico en el bulto (a < r < o0) estéd dado por ®,:
_ / 2,.—(1+1) _ / g 1
Dy (r, 0) Z (Bjr ) Pi(cos8) ZI: <7°> Vi P,(cos ), (3.34)

l

que de nuevo coincide con el caso trivial.
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Como prueba adicional de estos resultados, verificamos que los valores no nulos de
C} y D} reproducen la condicién de borde en las placas conductoras al imponer que la
componente normal del campo magnético es nula. Para ello usamos la ecuacion (2.45)
evaluada en r = a, que después de la sustitucién produce

ov, aa~'(l+ 1)V, - aa vy )
=2\ Y Na-@2 | p o
( or )ra zl: ( 20+ 1 la 20+ 1 (I+1)a )(cos@) =0
(3.35)

Como se procedio en un caso previo, se puede prescindir de los coeficientes de la region
1, pues los de la region 2 satisfacen las condiciones de borde en las placas del condensador
semiesférico. De este modo queda claro que el presente caso es equivalente al trivial.

Se concluye que, de los cinco limites estudiados, tres son equivalentes al caso trivial y
los dos restantes estan relacionados bajo el intercambio de los pardmetros en cada regién.
Cabe agregar que los casos en los que hay un hueco entre el conductor y la primera interfase
son mas dificiles de construir que aquellos en los que la superficie de la esfera conductora
coincide con la interfase del AT.

A pesar de la utilidad cualitativa de las graficas aqui expuestas, ha de tenerse en cuenta
que no pretenden hacer explicita la magnitud de los campos producidos, ya que sélo mues-
tran lineas de flujo. Con esto en mente, en la proxima Seccidn se estudian las magnitudes
de los campos y coémo hallar las configuraciones que los maximizan, acercando el problema

a un posible estudio fenomenoldgico.
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4. Posibilidades experimentales

El funcionamiento de los magnetémetros basados en un centro nitréogeno-vacancia (NV)
en diamante consiste en un defecto del diamante en el que dos 4&tomos de la red de carbono
se ven sustituidos por una vacancia y un atomo de nitrégeno [59]. Entre diversas propieda-
des, uno de sus estados posee un espin total S = 1 que interactia con campos magnéticos
externos, permitiendo su medicidn. Estos dispositivos operan con rangos de sensibilidad de
102G Hz /2 a 10t2G Hz~Y/? y operan a frecuencias del orden de hertz [60]. Esto quiere
decir que son capaces de detectar campos magnéticos de magnitudes tan pequefias como
1072 G. Alternativamente, los actuales magnetémetros SQUID (dispositivo superconductor
de interferencia cuantica), son capaces de medir cambios en el campo magnético corres-
pondientes a flujos del orden de 107°®,, donde ®, es el cuanto de flujo magnético con
valor de 2.2 x 1078 G cm? [55].

Fijando valores para los pardmetros que determinan el potencial magnético, es posible
estimar la magnitud del campo en distintos puntos del espacio. Ha de recordarse que he-
mos tomado las regiones 1 y 3 como el vacio, de modo que el efecto ME surge sélo por la
presencia del material topoldgico en la regién 2. Es importante fijar la atencidn cerca de la
interfase exterior del medio magnetoeléctrico, pues es esa la region accesible a los disposi-
tivos de medicién. En cuanto a la direccidn, es suficiente analizar los casos 6 = 0, 7 /4, 7/2
para tener una idea general del comportamiento de la magnitud del campo magnético.

Pondremos especial atencidn a la configuracion en la que el cascarén topoldgico esta en
contacto con el condensador (i. e. 7; = a) y en el que el campo magnético se mide en la

interfase exterior (i. e. en r = ;). Bajo estas condiciones, los campos pueden escribirse

como
[P3By)ys g vy = @ Y Fi(s)I(1+ 1)ViPy(cos ),
l
SNV dP(cosf)
B = - F(s)lv——22 1
LY 0] S—— @; (Vi (4.1)
con
41 (1 _ g2+1
Fi(s) =¢ il Uity s="L, (4.2)

[(e—=1D(I+ 1)+ (le+1+1)] o
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Argumentos dimensionales indican que los potenciales [®], _, ._ vy [V¥] _, .., que
son lineales en V}, son funciones tinicamente de s.

Para las estimaciones numeéricas, asignamos & = « ~ 1/137, el minimo valor que puede
tomar un aislante topoldgico para el cual elegimos TIBiSe,, con ¢ ~ 4. Ademads, se escoge
V = 3V ; a,r del orden de ym = 10~* cm vy se fija 7, = 1pum. Esta eleccién de las
caracteristicas del sistema esta motivada por la Ref. [41]. Los cédigos de Mathematica
empleados para realizar las estimaciones y graficas de esta Seccidén se presentan en el
Apéndice E.

En el sistema CGS, el campo eléctrico y el campo magnético se miden en statV/cm y
G, respectivamente. Ha de tenerse en cuenta la relacion con el SI: 1 statV = 300 V,1 G =

1074 T [9].

4.1. Configuracion optima en 0 = 0

Analizar el comportamiento del campo en la direccién § = 0 da una idea general del pro-
blema. Después de esto, se realizan estimaciones de la magnitud total del campo en otras
direcciones. Como primera aproximacién, puede suponerse que el maximo del campo mag-
nético se da cerca de la interfase para cualquier configuracion. Esta hipétesis es razonable
porque sabemos que el campo debe atenuarse con la distancia. Mds aun, puede demostrar-
se que si ; < 0.6 um, entonces ¢ = r; maximiza |B,(r2,0)| = |B(r2,0)| (la componente
tangencial de B se anula en # = 0). Se muestran algunos ejemplos en la Fig. 6, donde es
posible ver que a = r; es una buena eleccién para valores pequeiios de r; (Figs. 6a y 6b);
en contraste, para valores grandes de r; hay un valor 6ptimo de a para cada caso particular
(Figs. 6¢ y 6d). Para saber este valor, debe resolverse la ecuacién d|B(r3,0)|/da = 0 con ry
y o fijos.

En lo que resta de esta Seccidn, se toma a = r;. Prosiguiendo con el analisis, ha de
repararse que dado r, es posible determinar el valor de r; que maximiza |B(r,,0)| usando
la expresién d|B(rq,0)|/dr; = 0. En la Fig. 7 se muestra la gréfica de |B(rs,0)| en funcién
de r{, que alcanza el maximo en r; ~ 0.5 um.

Respecto a estas observaciones, cabe hacer algunos comentarios. El primero es que a
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(a) (b)

(0 (D

Figura 6: Usando los valores ro = 1 ymy (a) r1 = 0.3 um, (b) r1 = 0.5 um, (c) ry = 0.7 um,
(d) r = 0.9 um, se graficd la magnitud del campo magnético en la direccién 6§ = 0 como
funcion de la distancia para distintos valores de a. En los primeros casos, a = r; maximiza la

magnitud del campo cerca de rs. Para valores mayores a r; =~ 0.6 um este ya no es el caso.

pesar de que en el dominio r; > 0.6 um no se cumple la hipétesis de que a = r; maxi-
miza |B(r,0)|, en general (para cualquier valor de a) la magnitud del campo en dicho
dominio es menor que en r; = 0.5 um, donde se alcanzan los 0.2 G. El segundo es que
experimentalmente es mds sencillo hacer un recubrimiento del material magnetoeléctrico
en la superficie de la esfera conductora que dejar un espacio vacio entre ésta y el cascarén
esférico de grosor r, — r1, por lo que son de mayor interés experimental las configuracio-
nes en las que a coincide con ry. El tercero, relevante en cuanto a la eficiencia al realizar
calculos, es que para describir adecuadamente la fisica asociada a valores grandes de r; es
necesario considerar una gran cantidad de términos del potencial magnético. En la Fig. 8

se observa el cociente entre la aproximacién de ¥ a orden ! = 7y a orden [ = 1000. A partir
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Figura 7: Grdfica de |B(rz,0)| en funcién de r,. La magnitud del campo magnético alcanza su

valor mdximo en r; ~ 0.5 um, que corresponde a 0.2G.

de r; ~ 0.7um, [ = 7 ya no resulta ser un buen valor de corte para describir al sistema.
Para valores mayores de r;, la aproximacién se vuelve ain mas imprecisa. Es importante
aclarar que para graficar la Figs. 6a y 6b bast6 con tomar [ = 7, mientras que para la Figs.
6¢ y 6d fue necesario incrementar el nimero de términos.

De lo anterior, se concluye que la condiciéon ¢« = r; =~ 0.5 um daria lugar al campo
magnético mds intenso en la direccién del eje z. Como se observa en la Fig. 6b, este campo
seria del orden de 0.2 G en la interfase r = r,. Por completitud, es importante saber cémo se
comporta el campo en otras direcciones. En la Fig. 9a se muestra la gréfica de la magnitud
del campo B en las direcciones § = 0, 7/4, 7/2 como funcién de r. Asimismo, en la Fig. 9b
se muestra la magnitud total del campo en la interfase » = r, como funcion de # para la
configuracién a = r; y ;1 = 0.5 um. Es preciso sefialar que, en este caso, la magnitud del

campo es altamente isotrdpica.

4.2. Configuracion optima en ¢ = 7/2

El campo total es tangencial. Haciendo un andlisis similar al del caso anterior, se muestra
que, a diferencia de la componente radial en § = 0, cuando a = r; la componente tangen-
cial en § = 7/2 crece con r; en todo el dominio (Fig. 10). De ese modo, es posible generar
campos magnéticos grandes en la vecindad de # = 7/2 que disminuyen drasticamente en

otras direcciones. En la Fig. 11a se muestra la grafica de la magnitud total del campo con
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Figura 8: Grdfica de |V, /W09 como funcion de ry, con ro = 1 yum. La aproximacion a orden
7 es vdlida hasta r; ~ 0.6 um. Si se desea describir el comportamiento del sistema para

valores mayores, es necesario aumentar el orden de la aproximacion.

(@) (b)

Figura 9: Usando los valores ro = 1 ym, r1 = 0.5 umy a = ry, se graficoé (a) la magnitud
total del campo en tres direcciones 0 = 0, 7 /4, m/2 como funcién de ry (b) la magnitud del

campo en la interfase r = ry como funcion de 6.

ry = 0.75 um para tres angulos (¢ = 0, /4, 7/2) como funcién de la distancia, mientras
que en la Fig. 11b se muestra la grafica del campo en la interfase » = r, como funcién de
6. Se toma r; = 0.75 um porque es lo suficientemente grande para notar el contraste con el
caso r; = 0.5 um, ademas de que no supone grandes dificultades para realizar estimaciones

numéricas.

Una primera conclusidn que sugiere dos enfoques empiricos distintos, e incluso opues-
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Figura 10: Grdfica de |B(ry, w/2)| en funcién de r;. La funcidn es creciente en el dominio

mostrado.

(a b)

Figura 11: Usando los valores 7o = 1 um, r; = 0.75 umy a = ry, se graficé (a) la magnitud
total del campo en tres direcciones § = 0, w/4, w/2 como funcién de r y (b) la magnitud del

campo en la interfase r = ro como funcion de 6.

tos, es que la configuracion a = r; = 0.75 um generaria campos intensos pero anisotropicos,
mientras que la configuraciéon a = r; = 0.5 um generaria campos casi isotropicos pero de
menor magnitud.

Cabe notar lo que ocurre al escalar las dimensiones del sistema en su conjunto, supo-
niendo que se multiplica a, r; y r por un factor A > 1. La regién de interés es la mas

externa, en donde D} — A D?. Las componentes del campo magnético son

. D3 . D3\ dP(cos6
B, (r,0) =Y 'A™! (Tl—jQ) (I+ 1)P(cosB), By(r,0) == 'A™ (THZQ) l(d@ )

l l

(4.3)
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De este modo, al evaluar en 7 = Ar, se obtiene |B(7,0)| = [B(r, 6)|/A.

En particular, esto significa que el campo magnético medido en la interfase exterior de
la configuracion escalada se reduce en un factor A con respecto al medido en la misma
interfase antes de realizar el escalamiento. Es notable que un aumento en las dimensiones
del sistema de hasta diez veces (A = 10), con valores éptimos de |B| ~ 0.2 G, mantendria la
posibilidad de una deteccidn experimental al producir campos de magnitud |B| ~ 0.02 G.

Este resultado aplica a las dos configuraciones que hemos explorado hasta ahora.

4.3. Configuracion optima en ¢ = 7 /4

Andlogamente a los casos anteriores, se puede encontrar la condicién que maximiza el
campo en la direccién ¢ = 7/4. En la Fig. 12 se muestra la grafica de |B(rq, 7/4)| como
funcién de r;. El maximo se da en r; ~ 0.62 um. Este caso es un hibrido entre los dos
anteriores, pues da lugar a campos no tan intensos como en r; = 0.75 ym ni tan isotrépicos
como en r; = 0.5um. En la Fig. 13a se muestra el campo magnético como funcién de r
producido por esta configuracién en las direcciones § = 0, 7/4, 7/2. Asimismo, en la Fig.

13b se muestra el campo magnético en la interfase como funcion de 6.

Figura 12: Grdfica de |B(ry, w/4)| como funcion de r;.
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@ (b)

Figura 13: Usando los valores ro = 1 ym, r; = 0.62 umy a = ry, se graficé (a) la magnitud
total del campo en tres direcciones 0 = 0, 7 /4, m/2 como funcién de r y (b) la magnitud del

campo en la interfase r = ry como funcion de 6.

4.4. OQObservaciones

Fijando r = r, = 1 um, quedan dos parametros libres: a = r; y . Se grafic6 el campo
magnético en ciertas direcciones como funcién de a = r; < 0.95 ym. Se encontré un ma-
ximo que que ocurre para valores cada vez mas grandes de r; a medida que 6 se acerca a

/2.

Figura 14: Grdfica de |B(r2, )| como funcién de a = r, para diferentes valores de 6 que se
aproximan a 7 /2. El cambio en la pendiente después del mdximo es evidente, lo cual es

compatible con el hecho de que el campo debe anularse en el limite r| = r, = 1 um.
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La discontinuidad del potencial en » = a y § = 7/2 hace que en estos puntos las aproxi-
maciones numéricas sean poco confiables. Esto se evidencia al considerar a = r; y observar
el campo magnético en r, en el limite r; — ry. Sin embargo, de acuerdo con la fisica del
problema, se espera que en el limite a« = r; — ry, cuando el aislante topoldgico desaparece,
el campo magnético se anule en todo el espacio, particularmente en la interfase exterior.
Este comportamiento, que es manifiesto en las Figs. 7 y 12, es consistente con los casos
0 = /4, b /16, 37/8, 7w /16, que van acercdndose a 7/2. Lo anterior se muestra en la Fig.
14. No obstante, este no es el caso en la Fig. 10, en el que § = 7/2. En consecuencia, los
calculos en este entorno no son confiables con la precision que hemos empleado, por lo
que nos restringimos al dominio a = r; < 0.95 um en todas las configuraciones relevantes.

A modo de resumen de esta Seccion, dentro del limite ¢ = r; < 0.95 um nos enfocamos
en las configuraciones a = r; = 0.50, 0.62 y 0.75 um y exploramos el comportamiento del
campo magnético en la interfase exterior. Como se muestra en las Figs. 9b, 13b y 11b, la
caracteristica principal que muestra el campo magnético es un aumento en la anisotropia
angular a medida que aumenta r{, junto con un incremento correspondiente en su magni-

tud alrededor de 6 = 7/2.

4.5. Flujo magnético a través de un SQUID

El magnetdmetro SQUID es uno de los dispositivos mds eficaces y sensibles para me-
dir flujos magnéticos. A grandes rasgos, su funcionamiento estd basado en dos fenédme-
nos cuanticos: la superconductividad (resistencia eléctrica nula, que también da lugar a
la cuantizacion del flujo magnético) y el efecto Josephson [61]. Este tltimo ocurre en las
denominadas junturas de Josephson, que consisten en la unién de dos alambres super-
conductores mediante una fina capa aislante. Los estados superconductores estan descritos
por una funcién de onda distinta a cada lado de la capa aislante. Mediante tunelaje, una
corriente proporcional a la diferencia de fase Ay entre estas dos funciones de onda puede
fluir en la capa aislante en ausencia de un voltaje aplicado. Por su parte, si Ay cambia con
el tiempo, se genera un voltaje en el circuito [62].

Un SQUID es una espira superconductora (que permite unicamente multiplos enteros
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del cuanto de flujo magnético ®,) con una o dos junturas de Josephson. Un cambio en el
flujo que atraviesa la espira genera corrientes que lo contrarrestan. A su vez, este cambio
en la corriente que circula por el circuito da lugar a un cambio en Ay, lo que genera un
voltaje facilmente medible. Esto permite estimar flujos magnéticos con una precision de
hasta 1076,.

A continuacién nos proponemos estimar el flujo magnético a través de una espira circu-
lar de radio R cuyo centro se encuentra a una distancia ¢ del origen, como se muestra en la
Fig. 15. Esto nos permitira saber si los campos magnéticos generados por el condensador
semiesférico rodeado por un aislante topoldgico son detectables mediante magnetometria

SQUID. Nos restringimos al caso a = r; anteriormente estudiado. Es claro que

Figura 15: Una espira circular se posiciona a una distancia vertical { del origen. La distancia

a cualquier punto de la region encerrada por el circuito puede es descrita mediante el dngulo

polary C.

s=(tanf, r = (secf. (4.4)
Debido a la segunda expresion, el radio vector a la region interior de la espira es

r = (secOr. (4.5)
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De acuerdo con la relacién s = ( tan 6, el angulo maximo 6, (que determina la posicién
de la espira misma) puede expresarse en términos del radio R y la distancia vertical ¢,

ambas cantidades constantes, como

0y = arctan (?) ) (4.6)

Por tanto, debemos considerar que, en todas las ecuaciones anteriores, 6 € [0, 6].

En la regién 3, las componentes del campo magnético estan dadas por

B (r,0) ="' ((z + 1)%3(005 e)> : (4.7)
I
By(r,0) = Xl: (—%W) : (4.8)
Conociendo la relacién de recurrencia
1= _1p @) - e, (49
y definiendo x = cos 6, es posible escribir
dPlS;)s f) = —811110 ({P—1(cos @) — lcosOP(cosh)), (4.10)

de forma que, evaluado en la superficie delimitada por la espira, las componentes del

campo magnético son

: D}
B, (0) = B.(Csecb,0) = ; ((l + 1)WB(COS 9)) , (4.11)

3
By(0) = By(Csech,0) = ZI(C selle)H? (sir119 [1P,_1(cosf) — I cos O P(cos 0)]) (4.12)

Se ha hecho explicito que, ya que hay una relacién entre r y 6 en la regién donde el
campo magnético estd siendo evaluado, B, y By pueden escribirse en términos de s6lo una
de estas variables (en este caso, se ha escogido ).

Por otro lado, el elemento diferencial de area de la espira esta dado por
da = sdsdok, (4.13)

donde k es el vector unitario en la direccidon del eje 2. La relacién s = (tan6 permite
expresar la ecuacion anterior en una forma diferente que, aunque es complicada, resulta

de mayor utilidad:

dtanf
do

da = (¢ tan6) (g d@) dok = ¢*tan 0 sec? 0dOdpk. (4.14)
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Usando coordenadas esféricas, k es descrito por

k = cos 07 — sin 60. (4.15)

Esto es conveniente al obtener el producto punto entre el campo magnético y el elemen-

to diferencial de 4rea:
B-da = (B-k)(¢? tan 0 sec? 0d0d¢) = (B, (0) cos 0 — By(0) sin 0)(¢? tan 0 sec® 0d0de). (4.16)

De acuerdo con las ecuaciones (4.11) y (4.12), vemos que

3
B,.(0) cosf — By(0) sinf = Z /(Cselzw (2l 4+ 1)P(cosf) cos @ — [P,_1(cosh)]. (4.17)
1
El flujo magnético se define como
d = / B - da, (4.18)
S

donde S es la superficie delimitada por la espira. Mediante la ecuacién (4.16), se llega a
fo Di‘} , )
¢ =2 'L [(2l+1)P, — 1P
W/O ; (Csec)+2 [(20 4+ 1) P(cos @) cos @ — IP_1(cos 8)] | ¢ tan O sec” 0db

3

= /90 (Z /ﬁ [(20 + 1) Py(cos @) sinf — [ P,_1(cos #) tan 0]) do.
0 I

(4.19)
El factor 27 aparece tras integrar el angulo azimutal ¢.
Consideramos el caso especial a = ry, para el cual los coeficientes D} son
l+1v
D} = —ale (¢ — /YN, A = SR (4.20)

© a1+ 1) (e —1) + i (e +1+1)

En el Cuadro I se presenta el flujo magnético a través de una espira de radio R = 10 um,

como funcion de diferentes valores de a = r; y distancias (. La interfase externa del arreglo

se encuentra en 7, = 1 um y el flujo estd dado en unidades de 107'° G cm?. Estos valores

se calcularon usando la ecuacién (4.19). El céddigo de Mathematica empleado para este
propésito se presenta en el Apéndice E.

En promedio hallamos valores del orden de 10~ G cm?, que se encuentran dentro de

las posibilidades de mediciéon de magnetometria SQUID.
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a(um) \ ¢ (um) | 2 3] 4 | 5 | 6
0.50 8.4 7.8 7.1 6.4 5.6
0.62 10.2 9.5 8.7 7.8 6.8
0.75 9.9 9.2 8.4 7.5 6.6

Cuadro I: El flujo magnético, en unidades de 10~*° G cm?, a través de una espira circular de

radio R = 10 um a una distancia ¢ = 2, 3, 4, 5, 6 um, para las tres configuraciones

previamente consideradas, cuando ro =1 ymy a = ry.
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5. Conclusiones

El estudio de los medios magnetoeléctricos ha tenido un gran eco recientemente. En
particular, los aislantes topoldgicos (ATs) han recibido mucha atencion en la literatura. Di-
chos materiales son reconocidos por sus propiedades fisicas (bultos aislantes y superficies
conductoras con valores cuantizados de la conductividad). La respuesta electromagnética
de los aislantes topoldgicos es descrita por una modificacion de las ecuaciones de Maxwell
que considera la posibilidad de inducir una polarizacién (magnetizaciéon) mediante campos
magnéticos (eléctricos). El origen de este fendmeno, denominado efecto magnetoeléctrico
(ME), son corrientes y cargas inducidas por gradientes de la polarizabilidad magnetoeléctri-
ca (PME) 9, que caracteriza a los medios de forma similar a como lo hacen la permitividad
y la permeabilidad.

Si bien desde hace varias décadas ya se habia investigado el efecto ME en materiales
ferroeléctricos y ferromagnéticos, no fue hasta hace algunos afios que su estudio cobrd
una fuerza notable tanto tedrica como experimentalmente, debido a los avances en el en-
tendimiento y la fabricacién de materiales multiferroicos, junto con el reconocimiento de
que este efecto también estd presente en fases topoldgicas. Desde entonces, se han logra-
do avances significativos que posiblemente permitan aplicaciones tecnoldgicas en los afios
subsecuentes motivados por la produccidon de materiales compuestos con acoplamientos
magnetoeléctricos mds fuertes que los conocidos.

En este trabajo, se estudid un sistema formado por una esfera conductora hueca con
placas semiesféricas a potenciales +V y —V colocada en el vacio (¢; = 0) y rodeada por un
cascardn esférico grueso formado por un aislante topoldgico con ¥ = 7, como se muestra
en la Fig. 1. Usando coordenadas esféricas, se resolvié el problema considerando ausencia
de fuentes libres y para campos estacionarios. Las tres regiones delimitadas por los radios
interior y exterior del cascarén esférico estdn gobernadas por las ecuaciones de Maxwell
para medios materiales, mientras que los efectos del AT se manifiestan Unicamente en las
interfases a través de las condiciones de borde (2.4) y (2.5) que resultan de las relaciones
constitutivas (1.5). La motivacién principal fue la estimacién de la magnitud de los campos

magnéticos producidos por la configuracion eléctrica.
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La soluciéon general del sistema (2.54-2.65) posee una forma dificil de manejar, por lo
que se hizo una expansién en serie de potencias a primer orden en el pardmetro & = ¥/,

donde « es la constante de estructura fina. Esto dio lugar a la solucion (2.66-2.75).

a(pm) | [B(r2,0)[ (G) | [B(r2,7/4)| (G) | B(rz,w/2)| (G)
0.5 ~ 0.2 ~ 0.2 ~ 0.2
0.62 ~ 0.175 ~ 0.25 ~ 0.35
0.75 ~ 0.1 ~ 0.2 ~ 0.6

Cuadro II: Magnitudes del campo magnético en distintas direcciones para las configuraciones

mds relevantes. En todos los casos, a = r1y ro = 1 um.

Posteriormente, se particularizé el problema para algunos casos limite, permitiendo una
interpretacion mds directa de los resultados. Por otro lado, esto dio la oportunidad de
verificar si las soluciones obtenidas eran correctas al reducirlas a problemas conocidos.
Mads aun, se hallé que cuando una interfase entre dos medios con distinta PME coincide
con una superficie conductora, no se manifiesta el efecto ME.

La invariancia bajo inversion temporal en el bulto del AT (¢ = 7), junto con el origen
eléctrico de los campos electromagnéticos demandan que la expansién de ¢ (¥) contenga
sOlo potencias pares (impares) de @. Sin embargo, un andlisis mds profundo del sistema de
ecuaciones (2.54-2.65) revela que tal eleccion de las potencias de & es una consecuencia
algebraica de las ecuaciones. En este sentido, las expresiones para los coeficientes A;, B,
Cy, Dy, que se resolvieron a primer orden en &, también son validas cuando la invariancia
bajo inversidon temporal 7 — —1 no se satisface, lo cual permite extender la aplicacién
de los resultados obtenidos al caso de medios magnetoeléctricos lineales, isotrépicos y
homogéneos con valores arbitrarios de ¢ tales que & < 1.

Asimismo, se graficaron las lineas de flujo de los campos eléctrico y magnético para
distintas configuraciones y, finalmente, se estudiaron las posibilidades experimentales del
sistema para un numero significativo de configuraciones. Se buscaron principalmente aque-

llas que producen los campos magnéticos mas intensos, centrando la atencién en el caso
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a = r1 que es el mas sencillo de producir experimentalmente dado que el AT se encuentra
en contacto directo con la esfera conductora. Ya que el campo magnético decrece con la
distancia por tratarse de un sistema localizado, las estimaciones se hicieron principalmente
en las cercanias de la interfase exterior r, del cascardn esférico. Fijando r, = 1 um, queda-
ron unicamente dos pardmetros a explorar: el grosor del AT, parametrizado por a = r1, y
la isotropia angular del campo en la interfase exterior.

La discontinuidad del potencial fuente en » = a y § = 7/2 hace que en estos puntos
las aproximaciones numéricas sean poco confiables. Esto es particularmente notable al
considerar a = r; y observar el campo magnético en r, en el limite de un cascardn esférico
delgado, i. e. cuando r; — 7. El célculo se vuelve intrincado en este limite y requiere
técnicas numéricas mads sofisticadas que quedan fuera del propdsito de este trabajo. No
obstante, de acuerdo con la fisica del problema, se espera que en el limite a = r; — 7o,
cuando el AT desaparece, el campo magnético se anule en todos lados, particularmente en
la interfase exterior del cascardén. Este comportamiento, que es evidente en las Figs.7 y 12,
es consistente con los casos en que ¢ es w/4, 57/16, 37/8, 7w /16, aproximdndose a /2,
que se muestra en la Fig. 14. Sin embargo, eso no sucede en la Fig. 10 para § = 7 /2. El
problema se evita al restringir el dominio a a« = r; < 0.95 um en todas las configuraciones
relevantes.

Escogiendo las direcciones 0§ = 0, /4, w/2 y graficando el campo magnético como fun-
cién de a = r; < 0.95 um, se encontré un maximo que incrementa en magnitud y ocurre
para valores cada vez mayores de r; a medida que 6 se aproxima a 7 /2. Estas configuracio-
nes éptimas se dan cuando a = r; toma los valores 0.50, 0.62 y 0.75 um, respectivamente.
Luego de esto, se explord el comportamiento angular del campo magnético en la interfase
exterior r,. Como se muestra en las Figs. 9b, 13b y 11b, la caracteristica principal del cam-
po magnético es un incremento en la anisotropia angular a medida que r; crece, aunado
a un aumento correspondiente en su magnitud alrededor de # = = /2. De hecho, para la
configuracién a« = r; = 0.75um se obtienen |B| ~ 0.20, 0.35y 0.60Gen 6 = 0, 7/4y 7/2,
respectivamente. En el Cuadro II se muestra la magnitud del campo magnético en estas
tres direcciones generado por las configuraciones a = r; = 0.50, 0.62 y 0.75 um.

Se concluy6 que las magnitudes de los campos magnéticos producidos son detectables

de acuerdo con las condiciones experimentales actuales, que permiten medir campos del
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orden de 1072 G mediante magnetémetros basados en un centro nitrégeno-vacancia (NV)
en diamante. Adicionalmente, al considerar que es posible medir flujos magnéticos del or-
den de 10~'* G cm? mediante magnetometria SQUID, se calculd el flujo magnético a través
de una espira circular de radio R colocada perpendicularmente al eje z a una distancia ¢
del centro del condensador semiesférico, como se muestra en la Fig. 15. En el Cuadro I
se presentan los valores del flujo magnético para R = 10um, como funcién de distintos
valores de a = r; y distancias (. Las estimaciones del flujo magnético, que en promedio son
del orden de 107? G cm?, se encuentran cémodamente dentro los rangos de medicién de
los magnetémetros SQUID.

No es inmediata una comparacion de los resultados obtenidos en este trabajo con aque-
llos obtenidos por otros métodos estaticos implementados para estudiar el efecto ME, por
ejemplo, en las Refs. [34, 35, 41], pues éstas consideran fuentes eléctricas monopolares
para producir el efecto, mientras en este caso se considera, por primera vez segun nues-
tro conocimiento, una fuente dipolar para tal propoésito. De cualquier forma, en todos los
casos reportados, incluyendo éste, los campos magnéticos generados resultan ser medibles
mediante métodos modernos de magnetometria. En este trabajo se verific6 muchas veces
la consistencia de los resultados generales: (i) estudiando los limites que dan lugar a resul-
tados conocidos, (ii) verificando algunas propiedades de simetria esperadas y, finalmente,
(iii) comprobando que la eliminacién de alguna regiéon en un proceso limite traslada las
condiciones de borde consistentemente a los coeficientes restantes.

En conclusién, se propone un nuevo arreglo, compacto y con forma esférica, para es-
tudiar el efecto ME lineal isotrépico generado por una fuente eléctrica dipolar, que pro-
duce campos magnéticos medibles. Tales mediciones pueden emplearse para determinar
el acoplamiento magnetoeléctrico de los diferentes materiales que pueden utilizarse para

construir el cascarén externo del dispositivo.
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Apéndices

A. Electromagnetismo en formalismo 4-vectorial

Una forma particularmente simple de escribir las ecuaciones de Maxwell es mediante el

formalismo de 4-vectores. Para hacerlo, se define el tensor electromagnético o de Faraday
en unidades CGS y en donde se adopta la signatura (—, +, +, +):

0O E, FE, E,

Y

~E, 0 B, -B
(F)

= 1, (A1)
~E, -B. 0 B,
~E. B, —B, 0
donde los subindices 1 y v toman los valores 0, 1, 2, 3 (indice temporal e indices espaciales).
E; v B; son las componentes del campo eléctrico y magnético en la direccién .

Del mismo modo, se puede definir el dual de este tensor mediante

1
GW — §gwfpo Fo,

(A.2)

donde se estd usando convencion de Einstein (indices repetidos se suman) y 77 es el
simbolo de Levi-Civita, que satisface

+1 si(u,v, p,0) es permutacién par de (0, 1,2, 3)
chvpo —

—1 i (u, v, p,0) es permutacion impar de (0,1, 2, 3) (A.3)
0  en cualquier otro caso.
Explicitamente, el tensor dual posee la forma
0 B, B, B
B, 0 —-E. E,
G*™) = : (A.4)
-B, E. 0 -E

-B, —E, E, 0
Definiendo la 4-corriente como

(J") = (cp, Ju, Iy, J2), (A.5)
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donde p y (J,, J,, J,) son las densidades volumétrica de carga y de corriente, respectiva-
mente y c es la velocidad de la luz, es posible escribir las ecuaciones de Maxwell como

uy uv
OF _ 4_7rJM7 oG _o (A.6)
oxv c oxV

donde (0/0z") = (0,) = (—(1/c)0/0t, V) es el 4-gradiente. La equivalencia es la siguiente:

Ov
V-E=4rp & oF _ 41J°, (A.7)
Oxf’ c
VxB-— la—E = 4—7TJ > oF = 4—7TJi, (A.8)
c Ot c ox? c
Ov
V-B=0 <« oG =0, (A.9)
oxv
10B oOG™

como es usual en toda la literatura, el indice latino : denota exclusivamente componentes
espaciales.

En términos de los potenciales escalar ¢ y vectorial A, los campos eléctrico y magnético
pueden escribirse de la siguiente forma:

Ez—V@—la—A, B=VxA. (A.11)
c Ot

Definiendo el 4-potencial (4*) = (¢, A,, A,, A.), las componentes del tensor de Faraday

se formulan como
oA B OAH*
N or, Oz,

A su vez, de la definicion del tensor dual se sigue que

Fr =0"AY — 0" A", (A.12)

G = "7, A,. (A.13)

En este formalismo, es trivial ver que se satisfacen las ecuaciones de Maxwell homogé-
neas dG" /0x¥ = 0, pues el simbolo de Levi-Civita es antisimétrico y las derivadas parciales
conmutan, de modo que ¢/*?0,0,A, = 0. Sin embargo, las ecuaciones no homogéneas se
escriben como

0, F*" = 0,0"AY — 0,0" A* = %Jﬂ. (A.14)

Escogiendo la norma de Lorentz 9, A" = 0, estas expresiones adquieren una forma muy

simple:

0,0" Al = —4—7TJ“. (A.15)
c
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B. Algunos modelos microscdpicos

Las bandas de valencia y conduccién de los aislantes topoldgicos (ATs) se encuentran
separadas por una brecha de energia. Sin embargo, la brecha se cierra en los bordes, per-
mitiendo el transporte electrénico. Esto da lugar a la caracteristica fundamental de estos
materiales: aislantes en el bulto y conductores en la superficie. Se presentan a continua-
cién, de forma concisa, los modelos mas simples que describen la estructura electronica
de bandas de diversos ATs. Se recomienda consultar las referencias [63, 64] para un trata-
miento mas profundo.

Aislante de Chern (2D). Para comprender este ejemplo, es importante introducir
un concepto importante: la inversién temporal (IT), definida mediante ¢ — —¢. Un sistema
es invariante bajo esta transformacion si su hamiltoniano no es afectado por la misma, i. e.,
THT' = H, donde T es el operador de IT. Este operador es antiunitario, i. e. 7T = -7, y
sin pérdida de generalidad puede escribirse como 7" = io,C, donde C implica conjugacion
compleja y o, es una de las matrices de Pauli, definidas mds adelante.

Al aplicar esta transformacion, los vectores de posicion r, momento lineal p y momento

angular s se modifican de la siguiente forma:
r—r, p—-—-p, S— —S. (B.1)

El espin es un tipo de momento angular, lo que explica la manera en la que se transforma
bajo el operador de IT.

En general, una particula de espin 1/2 sin masa moviéndose a velocidad v puede des-
cribirse mediante el hamiltoniano H = vo - p [64], siendo o = (04,04,0,) el vector de

matrices de Pauli:

01 0 —2 10
Op = . Oy = , 0, = . (B.2)
10 1 0 0 —1
Tomando en cuenta la forma en la que se modifican las cantidades s = fio y p, queda
claro que este hamiltoniano es invariante bajo IT.

Un aislante de Chern bidimensional se modela como:

H=—0o- d, (B.3)
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Figura 16: Espectro del aislante de Chern. En los bordes, la relacion de dispersion estd dada

por Ey, = hvk [64].

donde d = (hvk,, hvk,, m). Notese que la tercera componente del vector d hace que este
hamiltoniano difiera del invariante bajo IT dado por H = vo - p (i. e., el término mo.
rompe la simetria). Sin embargo, es precisamente esto lo que da lugar a las propiedades
notables de este sistema: se puede mostrar [64] que el espectro de energias esta dado,
en el bulto, por Fy = i\/m y, en los bordes, por E, = +hvk, generando una
estructura de bandas como la que se muestra en la Fig. 16. Mds aun, la conductividad de

Hall es no nula y se encuentra cuantizada en unidades de ¢*/h [64].

Aislantes topologicos invariantes bajo IT (2D). Los ATs de esta clase tam-
bién tienen un bulto aislante y superficies conductoras. Sin embargo, cuentan con dos
canales de conduccion: en una direccion circulan electrones con espin hacia arriba y en la
direccién opuesta circulan electrones con espin hacia abajo. Estas corrientes también son
libres de disipacion, pues se encuentran protegidas por simetria bajo inversién temporal.
El origen de la estructura de bandas es una fuerte interaccidn espin-6rbita [25, 65].

Se considera un sistema formado por un bulto aislante y dos superficies electréonicas
planas que lo limitan por encima y por debajo. En el limite cuasi-2D (en que el grosor de

el bulto tiende a cero), la funcién de onda (r) posee cuatro componentes, asociadas a las
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superficies planas (que denominaremos t y b) y a sus dos posibles valores de espin [64]:

Vi
(8
by = "|. (B.4)
(o
Vb,
El hamiltoniano efectivo esta dado por:
i —ithv(0,0, + 0,0y) Aoy | B.5)
Aoy ihv(0,0; + 0,0y)

con A un parametro real similar a un término de masa y o, la matriz unitaria en el espacio
de espin [64]. Se puede mostrar que en la base que diagonaliza el hamiltoniano, las bandas
de energia son descritas en conjunto por la estructura normal (A > 0) y la estructura inver-
tida (A < 0), que resultan en dos canales sin brecha en los bordes. En el bulto, la relaciéon
de dispersién estd dada por Ey = +sgn(A)\/(hvk)?2 + A? y, en los bordes, por Ej, = shvk
(donde s = +1). La direccidn de propagacién del electrén estd determinada por su es-
pin. Existen dos estados transportadores de carga que estan protegidos de perturbaciones
locales que no rompen IT [64].

Aislantes topoldgicos 3D. Son una generalizacién del caso anterior. La fisica que
los describe no difiere en gran medida, salvo que los estados se propagan por superficies
bidimensionales. El vector que describe al espin es tangente a la superficie, pero perpendi-

cular al vector de propagacién [66].

C. Dos formas de calcular la conductividad de

Hall

La conductividad asociada al EHC en sistemas bidimensionales estd dada por ¢ =
e?Cy/(2nh), donde C; es un entero denominado primer numero de Chern (en tres dimen-
siones surge el segundo numero de Chern, que aparece en la ecuacién (1.3)). Es posible
obtener una expresién para C; en términos de los estados propios |¢(k)) del hamiltoniano

que describe al sistema, dado por = o -d, donde d = (fwk,, hwk,, m). El vector (fik,, hik,)
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es el momento lineal y v es la velocidad. El término mo, introduce una masa de Dirac.
Nos disponemos a demostrar que también es posible calcular C; directamente del vector
u=d/[d|

Consideremos la evolucién de |¢)(k(¢))) bajo una rotacion del vector de onda k. Se toma
como hipétesis que el estado resultante |¢(¢)) es también estado propio del hamiltoniano
H. Esta suposicién estd sustentada por el teorema adiabdtico, cuya forma original se debe
a los cientificos Born y Fock [67]. El teorema dice que si colocamos al sistema en un estado
propio del hamiltoniano H y rotamos lentamente el vector de onda k, entonces el siste-
ma se mantendrd en ese estado propio, con la condicidon de que la brecha entre energias
adyacentes sea lo suficientemente grande [47]. El estado final |¢(¢)) se puede escribir en

términos del estado inicial:
6(2)) = e k(1)) (C.1)

de manera que difieren sélo por una fase. Suponemos, por otra parte, que (¢ (k(t))|(k(t)))

1, por lo que igualmente (¢4(t)|p(t)) = 1. La fase descrita por 6(t) es no trivial y codifica
mucha informacién del sistema. Para ver esto, notamos que se satisface la ecuacién de
Schrodinger

i 16(0) = Ak 60} = BO(0) 6(0). €2

De acuerdo con la expresion (C.1), la ecuacion anterior adquiere la forma

iﬁ% [ k(1)) + FO(t) [ k(1)) = E(k(t)) [ (k(1))) . (C.3)

donde 4(t) = £6(t). Al multiplicar por el bra (y(k(t))| se tiene la ecuacién

1

0(t) = S BK(1)) — i (U (k(£)] 0, [¥(k(1))) (C4
Integrando respecto al tiempo llegamos a:
o) = 5 | Bcar =i [ wle(e))| 00 ote(t)) ar (€5)

El primer término es simplemente la fase dindmica. El segundo término es de mayor
interés: al completar un ciclo, de modo que se regresa al estado inicial en un tiempo ¢, se

obtiene la fase de Berry ~:

v =i / ()] O (kX)) dt’ = —i f W) Vi (k) -dk.  (C.6)
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La idea de la fase Berry surge entonces en la siguiente situacién: variamos el vector
de onda k pero, en udltima instancia, lo regresamos a su valor inicial. Esto significa que
se realiza una trayectoria cerrada en el espacio de los vectores de onda. Definiendo la
conexién de Berry

Ak = =i (V&) Vi (k) , (C.7)

observamos que la fase de Berry se escribe como

y = 7{ Ay - dk = / (Vi x Ay).dkydk,, (C.8)

donde se ha usado el teorema de Stokes y la integracion se extiende sobre la zona de

Brillouin total del sistema. El numero de Chern se escribe en términos de la fase de Berry:

1
Oy =L = / —(Vie X Ay).dkydk,. (C.9)

T o 2
Ahora nos disponemos a probar que el numero de Chern ' puede calcularse requiriendo
unicamente de la forma funcional del vector normalizado u(k) = d/|d|. Recordemos que
el hamiltoniano esta dado H (k) = o - d, donde o; son las matrices de Pauli.
Este hamiltoniano es estdndar para describir el comportamiento microscopico de los

aislantes topoldgicos. Explicitamente, queremos probar que

Cy = / L (k) - (9ru(k) x dyu(k))dk.dk,. (C.10)

—u
47

Las derivadas parciales 0; se efectian en el espacio de vectores de onda, de manera que

Vi = (01,0, 03). Notemos que probar esto es equivalente a demostrar la igualdad de los

integrandos de las ecuaciones (C.9) y (C.10):

(Vie  Ay). — %u(k) . (Bru(k) x dyu(k)). C.11)

El término de la izquierda puede simplificarse usando la definiciéon de la conexion de
Berry:
(Viex Ag). = —i(Viex (9(K) [ Vi (k)) ). = —i(0r (¢ (K) |0, (K)) — 02 (¥ (k) |01¢p(K))). (C.12)
De acuerdo con la regla de la derivada de un producto, se sigue que

A (Y(k)|02tp(k)) — O (1 (k)01 (k)) = (O1p(k)[Darp(k)) — (Datp(k)[O13p(k))
= (01 (k)[021(k)) — (D19 (k)[02¢) (k)" (C.13)
= 2iIm (019 (k)| 02t (k)) .
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De este modo, (Vi x Ag). = 2Im (019 (k)|02¢(k)), reduciendo la ecuacién (C.11) a
I (@6(09[050(K)) = (k) - (Dru(k) x dou(k)). (€14)

Para probar la igualdad de arriba, tenemos que encontrar la funcién de onda | (k)).
Primero notemos que

H? = (o -d)? = |dJ, (C.15)

de manera que los valores propios del hamiltoniano son +|d|. Definimos ahora el operador
o - u, que posee el par de valores propios +1. Es trivial ver que ambos operadores poseen
las mismas funciones propias porque difieren tinicamente por un factor. De esta manera,

hay dos funciones de onda asociadas al vector k, una para cada signo:

op+so-u [1 1 V1t su,

L(K)) = o - - , , (C.16)
O e \o) T VE \ st T

donde s = 1y 0y es la matriz identidad [64]. Es sencillo ver que efectivamente |¢(k)) es

funcién propia del operador o - u, y en consecuencia del hamiltoniano. Notemos que
(o-u)(og+s0-u)=0 -u+sul> =0 u+so=s(oy+so-u). (C.17)
De esto se concluye que |i4(k)) es funcién propia del operador o - u:
(0 -0) [¢s(k)) = s |1hs(k)) - (C.18)

El factor 1/4/2(1 + su.) resulta de normalizar el estado. Mds detalladamente, dado que

las matrices de Pauli son autoadjuntas, vemos que

1
0

(1) 155 (K)) = (00 + s(o - w)) (1 0) (0 + s(o - w))

2(1 + su)

1

. 1+ su,
=51 su) (1 + su, s(uy — zuy))

s(ug + iuy)

S N e

1+ 2su, =1,
2(1+ su,) + 2su: + [uf’]

2(1 + su) [
(C.19)

A partir de este momento, escribiremos el estado simplemente como |¢)). Ademads, efec-

tuaremos el andlisis tomando Unicamente s = 1, haciendo notar que el caso s = —1 es
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totalmente andlogo. Observemos que

T
Wl = o (C.20)
g E Uy — 'Luy m .
\/_
Considerando que 0, (| = (017, se tiene:
T
01U,
2v/1+u,
<31¢| 7 o (u24u2)01uz+2i(1—uz ) (Uy 01 us —ug O1uy) ) (Cz]-)
Q(ux—i-iuy)\/u%—s—u%\/l—uz
1 Oou
2y 14w,
‘82w> = E (u +u 7)02uz —2i(1—uz) (uy O2ug —ugdauy) | (C22)

2(ug— zuy)\/u2+u2\/1 Uz
Las expresiones son complicadas, pero hemos de recordar que sélo nos interesa la parte

imaginaria de (0;1|021). Notemos que, de hecho, estos objetos son de la forma
T

O1uz Oz,
1 Uz 1 Uz
(O] = NG e , |0ay) = 7 o . (C23)
2(u1+iuy)\/u%+u§\/lfuz 2(u17iuy)\/u%+u§\/lfuz

El producto de las primeras entradas es real, por lo que no es de interés. Por otro lado,

al multiplicar las segundas entradas se obtiene la parte imaginaria

1 ad + be
m (01Y|0z)) = 2 4(u2 +u2)?(1 — uy)
T Y #
1

- m [aluz(uyaQUx - Uxa2Uy) — 02uz(uy81ux — uraluy)} )

Ahora bien, como el vector u estd normalizado, de manera que u? = 1 — u} — u_, este

(C.24)

resultado puede simplificarse aiin mas, pues se cuenta con la expresion

Uz OiUg + UyOiUy

V1 —ui—ul ( )
que al ser sustituida en la ecuacion (C.24) da lugar a:
m (O1|01%)

1 1 [(uzagux + 1wy Oty ) (Uy 01Uy — Uy O11y) — (UgO1Ug + UyO1Uy ) (Uy Ootty — UrOaty)

4,/1—u%—u§ ug + ug

1 1 1
“—— <u2 - u§> [(u2 + u2) (Dot D1ty — Ouytigyy)]

1 1
_—— [Gguyalux — 82ux81uy] .

41— uZ — ul

(C.26)



62 APENDICES

Ahora falta analizar el lado derecho de la expresion (C.14) para ver que la igualdad es

satisfecha. Ha de observarse que

1
ZU(k) . (aﬂl(k) X (92u(k))
1
=1 [t (Dot 01ty — Dotz Oruy) + Uy (Dot Oru, — Oatt01Uy) + Uy (Oou, 01wy, — Doty O1uy))
(C.27)
Nuevamente, mediante la ecuacion (C.25) la expresion se reduce a
1 1 1
Zu(k) . (alll(k) X 02u(k)) = Zm [32uy81ux — 82ux(91uy] . (C28)
x y

De este modo, hemos probado la relacién (C.14), lo cual asegura que existen dos formas
de calcular el nimero de Chern y, a su vez, el valor de la conductividad de Hall. Una de
ellas es mediante la funcién de onda |¢(k))del hamiltoniano H = o - d:

¥ 1
Cl = % = /%(Vk X Ak)zdkzdky (C29)

y la otra a partir del vector u = d/|d]|:

C, = / L (k) - (9u(k) x Oru(k))dk,dk,. (C.30)

4

D. Sistemas de unidades

En la literatura no hay un consenso respecto al sistema de unidades mas apropiado
para reportar el valor de la PME, lo cual ha generado diversas confusiones. Por ello, es
importante aclarar cudl es la manera correcta de traducir los resultados de un sistema a
otro. A lo largo de este Apéndice, la notacion [()] indica las unidades de Q.

Comenzamos analizando la relacién entre las unidades el campo eléctrico y el campo

magnético [E] = [vB], que se puede deducir de la fuerza de Lorentz
1
FS[ = q(E + v X B), FCGS =q (E + ZV X B> . (D].)

Mientras que de las ecuaciones constitutivas D = D(E,P) y H = H(B, M) se infiere
que [D] = [eE] = [P]y [H] = [B/u] = [M].
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Particularmente, en el SI [E] = V/m = m - kg-s - A”!, mientras que [B] = T =
kg-s=?- A7'. Se confirma por tanto que [E] = m/s[B]. Por otra parte, en sistema CGS se
observa, de la fuerza de Lorentz, que [E] = [B] = em™/? . g'/2 . 57!, Partiendo de estas

observaciones preliminares, se analizaran las unidades de la PME en distintos sistemas.

Internacional

Es posible describir un sistema electromagnético en términos de la densidad de energia
libre g. En unidades del SI,
—¢°1(E,B;T) =... + P'E; + epein B, E), + M B;
+a BB+ (1/2)B].E:B; By, (D.2)
+ (127 BiE;Ey + ...,
donde T es la temperatura en K, P* es la polarizacion espontanea, M? es la magnetizacion
espontdnea y e;x, Ji;k, Vijr son coeficientes que codifican la dependencia de la energia libre
en las componentes de los campos eléctrico y magnético E; y B;. El superindice ? denota
que la funcién g depende del campo magnético B. Es importante hacer esta distincion
porque, por razones histéricas, algunos autores han considerado la forma g = g(E,H;T)
(estas convenciones se denominan M Eg y M Ey, respectivamente).
Cada término de esta serie estd relacionado a un efecto en especifico. En particular, el

término con coeficientes d;; estd asociado al efecto ME. Si el tensor &, es isotrépico,
~ ¢ (E,B;T) = ... +a%0y,;E;B; +...= ... + a°E-B + ..., (D.3)

donde ¢;; es la delta de Kronecker (,; = 1si¢ = jy d;; = 0sii # j). Derivando la energia

libre respecto a E (B) se obtiene el vector de polarizaciéon (magnetizacion):
PY¥(E,B;T) = -a’B, MY®(E B;T)=-a”E. (D.4)

A partir de estas relaciones, es posible deducir las unidades de &. Ha de tenerse en
cuenta que & = (Ya)/m, donde « es la constante de estructura fina y 9 es la PME. Por ello,

[a] = [V] independientemente del sistema de unidades. Es claro que

[P]=1[a"B], [M]=[a"E] (D.5)
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de donde se infieren, considerando que [E]| = [vB] = [vuM] (siendo v la velocidad), las

BB s

Como se ha mencionado, es comun encontrar la forma g = g(E, H;T) en la literatura.

unidades de a”:

El término de interés, nuevamente, es el magnetoeléctrico. En el caso isotrépico se tiene
- EHT)=..+a"E-H+ .., (D.7)

donde # denota que g depende del campo aplicado H. Ya que tanto (D.3) como (D.7) se
miden en el sistema internacional, se satisface que [¢(E,B;T)| = [¢(E,H;T)|. En conse-

cuencia, la relacién entre las unidades de &” y a* esta dada por

[a"EH] = [a°EB]. (D.8)
Como [B] = [uH], se sigue que
i =158l = [ o] = e =[] = &
@)= 2% = | /on] = e = |1 - 2. (.9)

El orden de a* suele ser alrededor de ps/m.

CGS (racionalizado y no racionalizado)

Las ecuaciones empleadas en este trabajo estdn escritas en el sistema CGS no raciona-
lizado (o gaussiano). Por tanto, es importante conocer las unidades en las que se mide la
PME en este sistema. Las ecuaciones de Maxwell son

19B 10D 4
V-D=drp,, V-B=0, VXxE+-—=0, VxH--"=""3, (D.10)
c Ot c Ot c

donde se observa que el factor 47 multiplica las fuentes de los campos. En el sistema
racionalizado (o de Lorentz-Heaviside), este factor se absorbe en la definiciéon de carga y
corriente, lo cual hace que las ecuaciones adquieran la forma

16B 16D J
V-D=p;,, V-B=0, VxE+-—=0, VxH--">="%, (D.11)
c Ot c Ot c

Andlogamente al caso anterior, es posible escribir la densidad de energia libre en térmi-

nos de B o en términos de H. Sin embargo, como iy = ¢y = ¢ = 1, se satisface [B] = [H]
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(ademads de [E] = [B]), de modo que la PME tendrd las mismas unidades independiente-
mente de si se considera M Egz o M Ey. En este sentido, basta con hacer el analisis para

uno de ellos. Expresamente, y tomando tinicamente el término de interés,
—¢%(E,B;T) = ... + (1/(47))aS.E; By + ... (D.12)

El superindice ¢ denota que estamos tratando el sistema gaussiano. Para sistemas iso-

tropicos, se tiene

47PME(E,B;T) = —a°B, (D.13)
4rMME(E,B;T) = —a“E. (D.14)

Del mismo modo, para el sistema de Lorentz-Heaviside (superindice ), se tiene que

PM¥(E,B;T) = —a"B, (D.15)
MME(E,B;T) = —-a"E. (D.16)

De estos dos conjuntos de ecuaciones, puede verse que
a¢ = 4mat. (D.17)
En general [H] = [M]. De las ecuaciones (D.14) y (D.16) se deduce que

[a¢] = [a"] = [M/E] = 1. (D.18)

Hibrido

En miras a aplicaciones tecnolégicas, se ha logrado reproducir el efecto M Fy a tempe-

raturas mas asequibles utilizando materiales compuestos [9]. De la ecuacion constitutiva
D =¢E +a""H, (D.19)

se deduce que [¢"*] = [F/H] al tomar ¢ adimensional. El superindice ¥ hace referencia a
un nuevo sistema. Ya que las magnitudes de los campos eléctricos y magnéticos empleados

en estos estudios fenomenoldgicos suelen ser del orden de mV/cm y Oe respectivamente,
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es comun encontrar que la PME se mide en mV/(¢cmOe). Sin embargo, V' es una unidad de-
rivada del SI y Oe del CGS. Es evidente que este sistema hibrido no corresponde a ninguno
de ellos, y su proliferacién en la literatura se debe a cuestiones experimentales.

De esta discusion, puede concluirse la relacién que existe entre diferentes sistemas de

unidades para la PME:
a% = 4na’ = Rya® = ca” = ka"F /R, (D.20)

donde Kk = /gy es la permitividad relativa del medio, Ry = \/Mo—/éo es la impedan-
cia caracteristica del vacio y ¢ = 1/,/gopio es la velocidad de la luz. En el sistema in-
ternacional, la permitividad y la permeabilidad del vacio son gy = 8.854 x 1072F/m y
po = 1.257 x 107°H/m donde F'y H simbolizan las unidades farad y henry, respectiva-
mente. Cabe remarcar que tanto &7 como &” se miden en unidades del SI, y su diferencia
reside en la interpretacién que se da a B y H.

En el Cuadro III se muestra el valor de & de distintas estructuras compuestas por ma-
teriales ferroicos. El sistema hibrido no ha sido considerando porque para obtener la PME
a partir de otro sistema de unidades, se necesita conocer la permitividad relativa, que no

siempre es accesible.

Estructura afl (2) a% al af (%) Referencia
MgO/Fe 94x 107" | 28x1072 | 22x 1073 | 7.5 x 107° [68]
MgO/FeggCogo | 5.2x 1071 | 1.5x 1072 | 1.2 x 1073 | 4.1 x 107° [69]
MgO/Fe 4.3 x 10710 0.1 1.0x 1072 | 3.4 x107* [70]
Gdy03/Co 2.4 x 1078 7.2 0.6 1.9 x 1072 [71]
ZrOy/MgO/Fe 1.6 x 1078 4.7 0.4 1.2 x 1072 [72]
BaTiO3/CogoFesg | 3.0 x 1076 | 9.0 x 10? 71.6 2.4 [73]

Cuadro II: Valores de & de varias estructuras en distintos sistemas de unidades.



E. Cddigos de Mathematica

A continuacion se muestran los cédigos de Mathematica 11.2 utilizados para realizar
las gréficas y estimaciones numéricas de este trabajo. Algunos comentarios, limitados por

asteriscos y entre paréntesis —(*..

o indican las expresiones/figuras correspondientes a los mismos.

(*ECS.
VL]
alfa_,
a2fa_,
bi[a_,

(2.66) -
t=Va (-1/2)~((L-1)/2) (2%L+1) (L-2)11/(2 ((L+1)/2)1);
(A+0) (P2¥2 - r2™2) (c146) (1+L+Le);

rl_,
rl_,

rl_,

_,‘11¢2L (l

b2[a_,
b3[a_,
clfa_,
c2[a_,
difa_,
d2[a_,

S (sl r2®tt (c1ee) +r1?Rh

rl_,
rl_,
rl_,
rl_,
rl_,

rl_,

r2_, €,
r2 , €,

r2 , €,

r2 , €,
r2 , €,
r2_, €,
r2 , €,
r2 , €,

r2 , €,

(2.75)

*)

a,Ll_]:=

a,l_]:
a,l]:
(1+L) ri*? (-1+¢)?

a,l_]:=

d3[a_,rl_,r2 ,e,a,l_]:=

S0 (P2 p2® ) (A4 0) P1V (c14e) +a™P (14 L4 L e)) a5

=(—l(1+1)rf“l(—1+e)z+¥d1(1+l)(rfdl—r 1’21)( 1+€) (1+1+1€)+
1+21

ri

Afla_,rl ,r2 ,e,a,l ]:=

el sistema de ecuaciones.x*)

Coeficientes

(1+L) (1+21L) r1*™?" (-1+6);

P2t (A4 l+le) (Lre+le));

(1+2L) rI™? P22 (141 4L €);
(1+2[) izt 2h21€;

—(@+l) (P2¥F - p2®) (14l 4l e) a;
—(A+l) A+21L) ri**t e a;

aloZL L ( 1'21 -r leL) (1+L+I. 6) a;

r?d1(1+1+le)(1+e+le”;
(al’L V(L] )/Z;

(#Se reescriben como funciones los coeficientes obtenidos al resolver

.*)—, pretenden facilitar la comprension de los cédigos

2L 1+ L+l ) +a*? (r‘ll’u—r2l'u) (1+L+1 E)) as;
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Lineas de flujo del campo eléctrico

(*FIGS. 2, 3, 4%)
d[r_, &,n_] :=
Sum[A[a, rl, r2, €, a, 1] *

suma

(Boole[a<r<ri] (al[a, r1, r2, €, a, 1]*r~1+bifa, ri, r2, e, a, 1]*r~(-1-1)) +
funcion caracteristica de Boole

Boole[rl <r <r2] (a2[a, r1, r2, €, a, 1]*r~1+b2[a, ri, r2, e, a, 1]*r~(-1-1)) +
funcion caracteristica de Boole
Boole[r2 < r] (b3[a, r1, r2, €, a, 1]*r~(-1-1))) *LegendreP[1, Cos[Z]],
funcion caracteristica de Boole
{1, 1, 2*n+1}] -
Sum[A[a, rl, r2, e, a, 21] *

suma

P de Legendre |coseno

(Boole[a < r <ri] (ai[a, ri, r2, e, a, 21]*r~(21) +
funcion caracteristica de Bo
bi[a, rli, r2, e, a, 21]*r~(-21-1)) +
Boole[rl < r < r2]
funcion caracteristica de Boole
(a2[a, r1, r2, e, a, 21]*r~(21) +b2[a, r1i, r2, e, a, 21]*r~(-21-1)) +

Boole[r2 < r] (b3[a, r‘1, r2, e, a,21]*r~(-21-1))) *LegendreP[2 1, Cos[Z]],
funcion caracteristica de Bo P de Legendre coseno

{1, 1, n}];
*® es el potencial eléctrico en todo el espacio en coordenadas esféricas a orden 2n+
P P

1. S6lo se consideran potencias impares al restar las potencias pares de
la suma total.

x[x_, y_]:=
Simplify[TransformedField["Polar” - "Cartesian", ¢[r, 6, n], {r, 8} - {x, y}11;

simplifica |campo transformado

El c6digo para el campo magnético es completamente andlogo.*)

{Ex, Ey} = {Simplify[-D[x[x, y], x]], Simplify[-D[x[x, y], v]1};
simplifica deriva simplifica deriva
Show [StreamPlot[ {Ex, Ey}, {x, x1, x2}, {v, y1, y2}, PlotRange » All,

mue-- [representacion de flujo

FramelLabel » {Style[".", 12], Style[z, 12]}],
etiqueta de marco |estilo estilo

rango de repr todo

(*Grafica de las lineas de flujo del campo eléctrico.x)

RegionPlot[x*2+y~2<a”™2, {x, x1, x2}, {y, 0, y2}, PlotStyle -» LightGreen],
representacion grafica de una region estilo de rep verde claro

RegionPlot[x"2+y~2<a”™2, {x, x1, x2}, {y, 0, y1}, PlotStyle » LightRed],
representacion grafica de una region estilo de rep rojo claro

(*Hemisferios del condensador.*)

RegionPlot[{ri*2 <x"*2+y~2<r2°2}, {x, x1, x2}, {y, y1, y2}, PlotRange » All],
representacion grafica de una region rango de rep--- |todo
AxesStyle -» Black, ImageSize » 350] (#Cascardn de AT.#)

estilo de ejes |negro tamario de imagen

(#(x1,x2) y (y1l,y2) son los limites del eje de las abscisas y las ordenadas.x)
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Grafica del campo magnético en ¢ = 0 como funcion de la distancia para r, fijoy

distintos valores de «

(*FIG. 6%)
¥3[a_, rl_,r_, 6 ,n_]:=
Sum[A[c*a, c*rl, c*r2, €, a, 1] % (d3[c*a, c*rl, c*r2, e, a, 1]+ (r)"~(-1-1))

* LegendreP[1l, Cos[&]], {1, 1, 2%*n+1}]

-Sum[A[c*a, c*rl, c*r2, €, a, 21] % (d3[c*a, c*rl, c*r2, e, a, 21]*(r)*(-21-1))

*LegendreP[2 1, Cos[6]], {1, 1, n}];

(xPotencial magnético en la regidn mas externa. Se fija r2=
1 micra y los parametros que varian ahora son a y ri.

Se multiplican a, rl1 y r2 por c para pasar de micras a cm,
unidad del sistema CGS.%)

Ri[r_] :=¥y3[(r1-0.1), rl, r, 0, n];

R2[r_] :=y3[(r1-0.05), r1, r, 0, n];

R3[r_] :=y3[(r1-0.02), r1, r, 0, n];

R4[r_] :=y3[r1, ri, r, 0, n];

(¥Las funciones Ri corresponden a Y3 en 6=0,

para distintos valores de a con rl fijo y, como siempre,

r2=1 micra. R4 corresponde al caso a=ril.*)

plot = Show|

Plot[Abs[R1 ' [c*r]], {r, 1, 2}, PlotLegends -» Placed[{r1-0.10} um, {0.8, 0.9}],

PlotRange -» All, PlotStyle » {RGBColor[255 /255, 99 /255, 71/255], Dashing[0.0

2

Plot[Abs[R2 " [c*r]], {r, 1, 2}, PlotLegends -» Placed[{r1-0.05} um, {0.8, 0.8}],

PlotRange -» All,
PlotStyle -» {RGBColor[5@ /255, 205 /255, 50/255], Dotted}],

Plot [Abs[R3 " [c*r]], {r, 1, 2}, PlotLegends -» Placed[{r1-0.02} um, {0.8, 0.7}],

5111,

PlotRange - All, PlotStyle » {RGBColor[65 /255, 105 /255, 225/255], DotDashed}],
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Plot[Abs[R4 [c*r]], {r, 1, 2}, PlotLegends-»Placed[{rl} um, {0.8, 0.6}],
rep valor a e

PlotRange - A11,

e rep

PlotStyle - {RGBColor[iOS /255, 105 /255, 105/255], Th1ck, Dash1ng[10] 115
estilo de repre color RGB

especificacio
AxesOrigin - {1, 0}, PlotRange - All, AxeslLabel - {Style["r‘ (um) ", 12],
origen de ejes ango a !

de rep todo |etiqueta de e

Jde rayaao

Style[Abs[Subscrlpt[B, "r"]1["e=0"1]1[G], 12] }, AxesStyle - Black, ImageSue - 350]

val sudinaice

- $~

(xGrafica del campo magnético en 6=0

como funcidn de la distancia para las cuatro configuraciones.
En esta direccidn el campo total es radial,
por lo que basta derivar el potencial 3 respecto a r.*)

Grafica del cociente 1), /11000 como funcién de a = r;
(*FIG. 8%)
y3la_, r_, € ,n_] :=

a

sum[(-1/2) " ((1-1)/2) (21+1) (1-2) 11/ (2 ((1+1)/2) 1) #A[a, a, r2, 4, 1/137, 1] +

(d3[a, a, r2, 4, 1 /137, 1] *r~ (-1- 1))*Legendr‘eP[1 Cos[e]], {1, 1, 2*n+1}] -

Sum[( 1/2)~((21-1)/2) (41+1) (21- 2)~-/(2((21+1)/2) )

A[a, a, r2,4,1/137, 21] % (d3[a, a, r2, 4, 1 /137, 21]*r~(-21-1)) *

LegendreP[2 1, Cos[#]], {1, 1, n}];
P de Legendre COSena

Plot [¥3[c*r2, r2, 0, 11] /Y3 [c*r2, r2, 0, 500], {c, 0, 1}, PlotRange—> {0, 1. 2},

representacion grafica

rango ae represen

AxeslLabel - {Style[Subscrlpt[r, 1] /Subscrlpt[r, 2], 12],
etiqueta de ejes |estilo subindice

Style[Abs [Subscr‘lpt [¥, 71 /U], 12]}, AxesStyle - Black, ImageSize - 350]
estilo val*-- |subindice e e eje e tamano de ima

0 gen
(*Grafica del cociente del potencial a orden © y a orden 1000 como funcidn de ri=
c*r2, donde c es un parametro que va de © a 1.%)
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Grafica del campo magnético como funcion de la distancia con 6 fijo y como funciéon

del angulo con r = r; fijo

(*FIGS. 9, 11, 13%)
¥3[a_, r_, €,n_]:=
Simplify[Sum[A[c*a, Cxd, C*r2, €, a, 1] % (d3[c*a, c*a, c*r2, e, a, 1]+ (r)~(-1-1))

*LegendreP[l, COS[<9]], {1, 1, 2*n+1}]

-Sum[A[c*a, Cxd, C*r2, €, a, 21] % (d3[c*a, c*a, c*r2, e, a, 21]*(r)"~(-21-1))

*Legendr‘eP[Z 1, Cos[@]], {1, 1, n}1];

(*Potencial magnético en la regidn mas externa. Se fijoé r2=1 micra,
y el parametro que variamos ahora es a=

rl. Se multiplican a y r2 por c para pasar de micras a cm.*)

R[r_, €] -Slmpllfy[D[wB[a, ry, &, nl, rll;
e[r_, €] -Slmpllfy[l/r*D[zﬁB[a, ry, &, nl, €11;

(*Componentes radial y angular del campo magnético.sx)
B[r_, €] :=Sqrt[(R[r, €])*2+ (8[r, 2]) ~2];

(*Campo total como funcidn de r y 6.%)

Show [

Plot[B[c*x, O], {x, 1, 2}, PlotLegends->P1aced[{"e=9"}, {0.8, 0.9}],

PlotStyle - {RGBColor[o, 128 /255, 128 /255], Th1ck}] B

Plot[B[c*x, P1/4], {x, 1, 2}, PlotLegends—»Placed[{"e 7/4"}, {0.8, 0.8}],

PlotStyle - {RGBColor‘[220/255, 20 /255, 60/255], Dashed}] 5

Plot[B[c*x, P1/2], {x, 1, 2}, PlotLegends->Placed[{"9 7/2"}, {0.8, 0.7}],

PlotStyle - {RGBColor‘[l, 165 /255, 0], DotDashed}], AxesOr‘lgln - {Automatlc, 0},

AxeslLabel » {Style["r‘(um) ", 12], Style [Abs[B] [G] » 121}, AxesStyle - Black,

ImageSize - 350]

(*Grafica del campo como funcidn de la distancia para tres angulos

distintos. )
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Plot[B[c+r2, 8], {5, @, Pi}, PlotRange » All,
nd--- |rango de rep-- |todo

representacion grafica

AxeslLabel -+ {5tyle["&6", 12], Style[Abs[B][G], 12]},
efiqueta de ejes |estilo estilo  |valor absoluto

AxesOrigin » {Automatic, 8.8}, AxesStyle » Black, ImageSize » 350]
estilo de ejes  |negro  |tamafio de imagen

origen de ejes automatico

(#Grafica del campo como funcidn del dngulo sobre la interfase exterior.#)

Estimacion del flujo magnético a través de una espira que se encuentra a cierta

distancia vertical ( del sistema

(*EC. (4.19)%)
R=10%c; (*Radio de la espira. Se toman 10 micras=10"(-3)cm.*)

€=.; (#Distancia vertical, debe ser mayor que r.#)

d3[a , e ,a,l Ji=-axlxex(a”(2L+1)-r*(2L+1))*a™ (L +1) *
VL] /(a*(2L+1)*(e-1) (L+1)+ (L*xc+[+1)*r~(20+1));

(*Coeficiente D173. Ya no necesitamos variar mas que el radio del
condensador semiesférico pues a=rl se ha fijado en 0.5,

©.62 o0 ©.75 micras. Asimismo, r2=1 micra.s*)

F[n_, & ] :=Sum[d3[a, €, a, 2*1+1]/ ((E*Sec[f]) " (2*x1+1)) *

suma
((4%1+3) xLegendreP[2%1+1, Cos[#]] *Sin[#] -
P de Legendre coSeno sena

(2%*1+1) *LegendreP[2%1, Cos[&]]*Tan[&]), {1, ©, n}]

P de Legendre COSEeno

(xEsta es la suma entre paréntesis de la expresidn (4.19) para el flujo

magnético. Se hace 1-
21+1 para so6lo considerar términos impares. Las unidades del flujo son statVcms=

Gcm™2+%)

Table[2 *Pi* Integrate[F[n, 8], {6, 0, ArcTan[R/E]}], {a, {©.5%c, ©.62%C, ©.75%C}}]
tabla integra arco tangente
(#Finalmente se integra lo anterior desde © hasta arctan(R/E) y se

multiplica por 2Pi como indica

la expresidén (4.19).
Finalmente se obtiene el flujo a orden n para los tres valores de a=

rl relevantes.#)



73

Grafica del campo magnético como funcién de a = r; sobre la interfase exterior para

varios angulos que se aproximan a ¢ = /2

(*FIG. 14, ANALOGO A CODIGO DE FIGS. 7, 10, 12%)
¥3la_, r_, 6 ,n_] :=
Sum[A[a, a, r2, €, a, 1] % (d3[a, a, r2, €, a, 1] % (r)~(-1-1)) *LegendreP[1, Cos[Z]],
suma P de Legendre coseno
{1, 1, 2*n+1}] -
Sum[A[a, a, r2, €, a, 21]*(d3[a, a, r2, e, a, 21]*(r)~(-21-1)) *
suma

LegendreP[2 1, Cos[&Z]], {1, 1, n}];
P de Legendre coseno

pe[e_ ] :=¥y3[a, 1, &, n];
(#Potencial ¥3 fijando r=r2=1 micra, es decir, sobre la interfase exterior,
como funcidn del angulox)
pr[r_] :=¥y3[a, r, Pi/4, n];
numero pl
(*Potencial ¥3 fijando 6=Pi/4,
como funcidén de la distancia. Idem para los tres siguientes pares de funciones.

Esto permite derivar mds facilmente para obtener el campo magnético.s)

nelé ] :=y3[a, 1, &, n];

nrlr_] :=y3[a, r, 5%Pi/16, n];
numero pi

o8[& ] :=y3[a, 1, &, n];

or[r_] :=¥y3[a, r, 6%xPi/16, n];
numero pi

x9[9_] :=y3[a, 1, €, n];

xr[r_] :=43[a, r, 7%Pi/16, n];

numero pi

Show |

muestra
Plot[Sqrt[(c*x8' ' [7+Pi/16]) 2+ (c*xr'[1])"2], {a, 0, ©.94},
rep ralZ cuadradada numero pi
PlotLegends -» Placed[{"6=77/16"}, {0.25, 0.65}],
leyendas de rep colocado
PlotRange -» All, PlotStyle » {RGBColor[255 /255, 99 /255, 71/255], Dotted}],
rango de rep todo |estilo de repre color RGB punteado
(*Los parémetros a, ri1, r2 del potencial ¥3 no se pasaron A cm. Por tanto,
el potencial se encuentra en unidades de statV/micra. Para pasar a statV/cm,
una alternativa es multiplicar el potencial por c al final en lugar de
modificar los parametros al principio.s)
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Plot[Sqrt[(c*oc8 " [3+Pi/8])"2+ (c*or'[1]) 2], {2, B, ©.94},

PlotLegends » Placed[{"&=37/8"} , {0.25, ©8.75}],
PlotRange - All, PlotStyle » {RGBColor[1, 165 /255, @], DotDashed}],

Plot_[Sqr‘t[(c*ne' [5#*Pi/16]) "2+ (c*nr'[1])~2], {a, @, a.\94},.

PlotLegends -» Placed[{"&=57/16"} , {©.25, ©.85}],
PlotRange -» All, PlotStyle » {RGBColor[50 /255, 285 /255, 50 /255], Dashed}],

Plot[Sqrt[(c*p8 ' [Pi/4]) "2+ (c*pr'[1])"2], {2, ©, ©.94},

PlotLegends » Placed[{"&=m/4"} , {©.25, ©8.95}],
PlotRange -» All, PlotStyle » {RGBColor[65 /255, 185 /255, 225/255]}],

AxeslLabel » {Style[Subscript[r, 1] [um], 12],

Style[Ahs["'B"' [ Subscript([r, 2], 6]1][G], 121},

AxesStyle » Black, ImageSize -+ 350]
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