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RESUMEN:
El objetivo de esta tesis es explorar las implicaciones en el problema de inflacion
eterna basados en el contexto de tratamientos de Gravedad Semiclésica y Teorias
de Colapso aplicados a la cosmologia inflacionaria. Comenzamos describiendo
la teorfa estandar de la Mecanica Cuéntica a través de sus postulados, més
adelante mediante un teorema de logica presentamos aspectos inconsistentes
en esta teoria. Después se menciona una propuesta para tratar de resolver el
problema de la medicion, se presentan las Teorias de Colapso con localizacion
espontanea y continua. Dado que uno de los objetivo de este trabajo es resaltar la
importancia de considerar aspectos interpretativos de la mecanica cuantica en el
contexto cosmologico se presenta un capitulo del estudio del modelo cosmolégico
estandar, en el cual se ahonda en el tema de inflacion y se procede al estudio del
problema de la inflacién eterna. En el capitulo siguiente se presenta el enfoque
mediante el cual se enfrenta al problema de la inflaciéon eterna en esta tesis,
comenzamos haciendo una critica a lo propuesto en el tratamiento estdndar, méas
adelante citamos otros trabajos que se han hecho usando Gravedad Semiclasica
y Teorias de Colapso, finalmente se presenta una propuesta y se muestra que es

prometedora para dar solucion al problema de inflacion eterna.
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Capitulo 1

Dificultades conceptuales de la

mecanica cuantica

1.1. Mecanica cuantica estandar

En este capitulo se dard un breve repaso de la mecanica cuantica estandar,
después se revisaran los problemas que ésta enfrenta actualmente, finalmente se
analizardn las teorias de colapso, que surgen como propuesta para resolver el

llamado problema de la medicion.

1.1.1. Postulados de la Mecanica Cuantica

La estructura matemaéatica y axiomatica de la mecanica cuantica estandar se

puede escribir a través de los siguientes postulados [1] :

1 Espacio de Hilbert Cada sistema fisico S esté asociado con un espacio
de Hilbert H, los estados fisicos de S son representados por medio de
vectores normalizados conocidos como vectores de estado, |¢)) de H. Por
otro lado, los observables fisicos son representados por medio de operado-
res autoadjuntos O en H y al hacer una medicion de estos, los posibles

resultados estaran dados por sus eigenvalores correspondientes,

O |o,) = o, |on) , (1.1)
1
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suponemos por simplicidad que el espectro de O es discreto y no degene-

rado.

Ecuaciéon de Schrédinger Para determinar el estado del sistema, |1 (%))
de S, a un tiempo inicial £y, un conjunto completo de observables que
conmutan en .S es medido. Entonces, una vez preparado el sistema, S, el
vector de estado inicial es el tinico eigenestado comiin de tales observables
y su evolucion temporal quedaré determinada por medio de la ecuacion

de Schrodinger,

i (8) = H [(2)) (1.2
esta ecuacion se caracteriza por ser lineal y determinista, por ende nos dice
cual es el estado del sistema a cualquier tiempo ¢ (una vez que se ha pre-

parado el sistema) si se conoce [1(tg)), siendo H el operador hamiltoniano

del sistema.

Probabilidad La probabilidad de obtener, en una medicion de O al tiem-

po t, el resultado o, estd dada por

Ploy] = [{onl [:()) I, (1.3)
donde |¢(t)) es el estado de Sy t el tiempo en el que se realizo la medicion.

Colapso El efecto de una mediciéon en el sistema S provoca un cambio
drastico en el vector de estado, esto es, de |[¢) a |o,). De manera esque-

maéatica se puede leer mediante:

|Y(t)) — Medicion — o). (1.4)

Podemos notar que en esta teoria se tienen dos postulados de evolucion, el
postulado del colapso y el de la ecuacion de Schrodinger, con caracteristicas

matematicas distintas. Procedemos a revisar las implicaciones que esto tiene.
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La ecuacion de Schrodinger es una ecuacion diferencial parcial lineal y como
es sabido basta dar condiciones iniciales para que su solucién quede totalmente
determinada. Esta caracteristica matematica implica que la evolucién de un
sistema gobernado por dicha ecuacion serd determinista. La solucion a (1.2) se

escribe como:

[9(t)) = U(t, to) (L)) , (1.5)

PiH(t — to)
h Y

siendo U (t, t) el operador de evolucion (para el caso en que H es independien-

Ul(t,ty) = exp — (1.6)

te de t) el cual es un operador unitario, caracteristica necesaria para que los
vectores de estado preserven la normal y por ende se pueda hacer una teoria
probabilistica como se indica en el tercer postulado.

Como ya se comento, otro aspecto relevante en esta ecuacion es la linealidad,
lo cual significa que si |¢(t1)) y [ (t2)) son soluciones de (1.2) también lo seré
a|y(ty)) + B (te)), siendo a y B ntumeros complejos cuya tnica restriccion es
que preserven la normalizacion. El postulado del colapso describe una evolucion
no lineal del vector de estado pues al hacer una mediciéon sobre el sistema, S,
este colapsa de un estado: a |11 (t)) + B |¢2(t)), a un estado particular |¢,(t))
0 [19(t)) con probabilidad |a|? y |8|* respectivamente.

Notamos que los dos postulados de evolucion son de “naturaleza” distinta,
lo cual no serfa un conflicto en la teoria si se especificara en qué situaciones
empleamos uno o el otro. Sin embargo, notamos que no existe un postulado o
indicacion en la teoria que nos guie sobre las situaciones en que podemos hacer

uso de la ecuacion de Schrodinger o del postulado de colapso.

1.1.2. Matriz de densiad

En el formalismo de la mecanica cuantica descrito previamente se da por
hecho que se tiene un sistema que estd bien determinado por un vector de
estado; |¢) o bien que se tiene un conjunto de subsistemas (que forman un

sistema) descritos por el mismo vector de estado, cuando estemos en alguna
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de estas dos situaciones diremos que se tiene un estado puro. El operador de

densidad para un estado puro se describe como de la siguiente manera:

p= ) (Y], (1.7)

si se expresa a [1)) como una superposicion de estados de una base {|¢;)},

)y =D i), (1.8)

7

con lo cual p se escribe como:
p=v) (Y| = E Cz'Cf; i) Wj‘ - (1.9)
ij

Sin embargo es muy importante saber describir un caso mas general, el que
describe a un sistema compuesto de subsistemas que no poseen el mismo el
mismo estado. En este caso cada estado esta etiquetado por |¢);) y la poblacion
relativa de cada uno de ellos estarda dada por p;. A esta clase de sistemas se
le suele denotar mezcla mixta o estado mixto. Es importante notar que las

poblaciones relativas p;, deben satisfacer,
> pi=1, (1.10)
i

donde estos p; son nimeros reales y representan un peso estadistico. Entonces,

el operador de densidad se puede definir mateméticamente mediante,

p= Zpi ) (Y], (1.11)

siendo p es un operador hermitiano que remplaza al vector de estado, es decir
toda la informacion del sistema a la cual podemos acceder esté descrita por este

operador, que cumple con la siguiente propiedad:
Tr(p) = 1. (1.12)

Para el caso de un estado puro, tendremos en (1.10) Gnicamente ¢ = 1 y

por ende p; = 1, dando como resultado que p se escriba simplemente como un

proyector: p = [¢) (.
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Ahora que hemos escrito en este lenguaje la teoria podemos clasificar a los
estados en puros y mixtos de acuerdo a las siguientes definiciones. Para estados

puros se tiene la condicion:

P =p, (1.13)
mientras que para un estado mezcla,
P’ p, (1.14)

o siendo mas precisos p? < 1.

1.1.3. Mezclas propias e impropias
Mezcla propia

Podemos definir una mezcla propia como un sistema cuyos subsistemas po-
seen un estado bien definido. Por ejemplo, si se tiene un conjunto de 5 particulas

con espin bien definido en z:
A 1) 1) (1.15)

el estado que caracteriza a esta mezcla se puede representar de la siguiente

manera;
v =1 el e )Y eH e )", (1.16)
mientras que su matriz de densidad se escribe como:
py = V) (V|
={H"e 0P e lH" o)) (117)

< {(+HV o (P (- o (+Y ® (7).
Con la finalidad de ver cual de las dos condiciones: (1.13) o (1.14) se satisface,

calculamos pi,

ps, = [0) (W] [¥) (1]
={H"e )|\ e P e|-)h
< {(+Y & (-|? & (-|P @ (+|* & (-]}

= Py

(1.18)
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lo que indica que se satisface (1.13). Es decir, se trata de un estado puro.

Si ahora, en lugar de considerar a las 5 particulas simultaneamente conside-
ramos el ensamble ! de una particula eligiendo una al azar, 2/5 partes estaran
en el estado |[+) y 3/5 en |—), de esta manera escribimos la matriz de densidad

estadisitica como:

pestt = 3 1) (+ + =) (1. (1.19)

Al calcular p?,,,, encontramos que,

= |19 (H + 2 1) (-

SEEITREEIS] (1.20)

- s () e,

notamos que en este caso p>,,; # pPestat, €5 decir, ya no representa un estado
puro. Es importante resaltar que la matriz de densidad probabilistica o en térmi-
nos de ensamble no debe considerarse de manera equivalente al de un conjunto

de particulas que estan representadas en p,; de manera simultanea.

Mezcla impropia

Una mezcla impropia se puede definir como un sistema con un estado bien
definido mientras que sus subsistemas no lo tienen, tal es el caso de un sistema

con dos particulas representado a través del singulete:

0= 20012 - 210 e, (121

1Un ensamble puede pensarse como una colecciéon de posibles resultados al realizar un experi-
mento, cada uno de los cuales tendra su propio peso.
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La matriz de densidad del sistema se escribe como

po = |0) (@]

—{\[H -)* \[I— +)© (1.22)
x {\/g (H (=1 - \/g (=1 ()

Si calculamos ,035 encontramos que ,

Ps {\/7\+ ) \/7\— +)©
x{\/;<+‘(1)<_‘(2)_\/g<_|(1)<+‘(2)} (1.23)

= Pos

es decir, cumple la condicién de un estado puro.
Revisamos que ocurre si calculamos la traza sobre la particula 1, con la fina-

lidad de ignorar los grados de libertad correspondientes a 1. De esta manera
ed(2)

obtendremos p, ", dado por
red(2 3 2
e R O e A (1.24)
mientras que,
red(2)y2 _ 9 @, @4 @ 1.2
(5" = g2 1207 (=17 + g 07 (1 (1.25)

notando asi que ya no tenemos un estado puro. Si ahora trazamos sobre la

particula 2 tenemos la siguiente matriz de densidad reducida:

red(

n_ 3 2
A =Y Y+ 219, (1.26)

la cual tampoco representa un estado puro pues,

red 9 4
(o) = g2 Y (Y 4+ 2 | (= (1.27)

y no se cumple (1.13).
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Es importante senalar que, a pesar de parecer idénticas las ecuaciones (1.19)
v (1.26) existe una gran diferencia ya que (1.19) describe una situacion estadis-
tica que se ha escrito en términos de ensambles mientras que la segunda, (1.26),
solo describe un sistema en el cual se han ignorado grados de libertad pero no
tiene un caracter estadistico. También es importante resaltar que si solo se tu-
viese un estado como (1.26), sin especificar que representa, carecia de sentido
total.

1.1.4. Postulados de la Mecanica Cuantica en términos

del operador de densidad

A continuacién se enuncian los postulados de la mecéanica cuantica a través

del formalismo de operador estadisitico.

Espacios de Hilbert Cada sistema fisico S esté asociado con un espacio
de Hilbert H, los estados fisicos de S son representados por medio de vec-
tores normalizados conocidos como vectores de estado, |1) de H, en este
caso toda la informacion del sistema esta contenida en p, los observables

siguen siendo representados por operadores autoadjuntos.

Ecuacién de von Neumann Se estudia la evolucion de p, cuya ecuacion

de evolucion es:

i (1) = [H, p(1)] (1.28)

donde H es el hamiltoniano del sistema. A esta ecuacion se le conoce como
ecuacion de von Neumann. Al igual que la ecuacion de Schrodinger, esta
es una ecuacion diferencial lineal de primer orden en ¢ y por consiguiente
bastara con dar condiciones iniciales, p(t(), para conocer su solucién en

todo t, es decir esta ecuacion de evolucion es determinista.

Probabilidad Al hacer una medicion del observable O sobre el sistema .S
la probabilidad de obtener o,, de todos sus posibles eigenvalores se escribe

co1mo

(O) =Tr(pO), (1.29)
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haciendo uso del teorema espectral, O = . a; |a;) (a;| y que P; = |a;) (ai]

podemos escribir

Plo,] = Tr[P,p). (1.30)

Colapso Ahora bien, cuando se realiza una medicion y se ha obtiene como
resultado el eigenvalor o,,, el operador estadistico experimenta el siguiente

cambio:
P.pP,

—  Medicion — —————
p edicion TriPpP]

(1.31)

que es la expresion equivalente a (1.4) del postulado del colapso.

1.2. EI problema de la medicién

1.2.1. Tres postulados incompatibles en el problema de

la medicién

Como se ha dado a conocer en lo anterior, la mecanica cuantica estandar
tiene problemas en su construccién, como un intento para solucionarlos se han
desarrollado diversas teorias. Sin embargo es de gran importancia saber qué
informacion vamos a preservar de la formulacion estandar y cuales son las con-
secuencias de modificar o quitar ciertos postulados, asi como también mantener
una estructura logica, es decir, que sus postulados no se contradigan entre si,
para ello es util analizar el resultado que enuncia Tim Maudlin en [2], donde se

demuestra que las siguientes tres proposiciones son incompatibles:

la) La funcion de onda de un sistema es completa, es decir, la funcion de onda
especifica (directa o indirectamente) todas las propiedades fisicas de un

sistema.

1b) La funcion de onda siempre evoluciona de acuerdo a la ecuacion de Schro-

dinger.
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lc) Las mediciones siempre tienen valores determinados, lo cual significa que
al final de una medicion el aparato de medicion esta en un estado determi-
nado. Por ejemplo, para el caso en el que medimos el espin de un electrén,
al final de esta medicion el dispositivo que la efectiia indica si el espin esté
[+) yno |[=) o|=) yno |+).

En este trabajo se muestra que de adoptar las tres premisas anteriores se
llega a una inconsistencia. El autor estudia con detalle tres aspectos fundamen-
tales: resultados, estadistica y efecto. Aqui presentamos lo correspondiente a

resultados.

El problema de resultados:

Consideramos que se tiene un “buen” aparato de mediciéon de espin en la
direccion z. El aparato debe estar construido de tal manera que si esta en un
estado preparado, |prep) e introducimos un electréon con espin en |z+) (espin en
direccion z y hacia arriba) el estado del aparato evolucionara a un estado “|+)”
y si introducimos un electron con espin en |z—) (espin en la direccion z hacia
abajo) el estado del aparato ahora evolucionara a un estado “|—)”. Denotando
con el subindice “e” al estado del electron y con “am” al aparato de medicion.

La evolucion descrita previamente se lee de la siguiente manera:

|24 @ |prep)on = [24) @ [F)am

(1.32)
‘Z_>e ® |pT€p>am — ”Z—>e ® |+>am :

Ahora, queremos analizar que pasa cuando hacemos una medicion del espin en

la direccion z. Sabemos que el estado en la direccion |z+) toma la forma:
1
V2

con lo cual el estado inicial del sistema “electron-aparato de medicion” pasa a

24) = —=llz ). + [2=)); (1.33)

ser
1

Al +lz=)d @lprep) o, (1.34)
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Si ahora consideramos como cierto el enunciado 1b) la evolucion estaré descrita
a través del estado S™,

1 1
|S > = _‘Z+>e® H—>am+_2’2_>e®|_>am' (135>

V2 V2

El problema es que ahora se presenta una disyuntiva al intentar mantener como
verdaderos 1a) y 1c) simultdneamente. Si queremos considerar como cierto 1a)
la funcién de onda deberia dar cuenta de todo hecho fisico sobre el aparato de
medicion, pero leemos a través de (1.34) que no es posible escribir un estado
que unicamente describa que el aparato de medicién se encuentre en “|4)” o
solo en “|—) 7, pues entran de manera simétrica tanto “|+)” como “|—)”. Si se
quisiera sostener 1a) y 1b) como verdaderos tendriamos que apelar a la negacion
de 1c) pues al hacer mediciones del espin en la direccion z éstas fallaran en dar
resultados determinados para los eigenvalores del espin en la direccion x, de esta
manera se muestra que no pueden mantenerse como validos los tres postulados,
la), 1b) y lc).

La negacion de cada una de las premisas anteriores nos da un posible camino
para resolver el problema de la medicion. Si se niega la) esto significa que
la funcién de onda no captura toda la realidad fisica, por ende existen otras
variables que dan cuenta de esta realidad faltante. A estas teorias se les suele
denotar como: Teorias de variables ocultas. Un ejemplo que entra en esta clase
es la mecénica de Bohm [3], en la cual las variables “ocultas” corresponden a
las posiciones de las particulas, la dinamica de estas nuevas variables esta dada
por la ecuacion de Bohm.

A las teorias que optan por negar la premisa 1b) generalmente se les llama
Teorias de colapso. Un ejemplo es la teoria de localizacion espontanea introdu-
cida por Ghirardi, Rimini y Weber (GRW) en 1986 [4], en la cual hay episodios
en los que la evolucion deja de ser lineal, a estos se les denota como “colapsos” en
este caso la evolucion queda descrita por la ecuacion (estocastica) de colapso.
Sin embargo existe también el caso en que la evolucion es siempre no lineal,
muestra de ello es la propuesta por Pearle en 1990 conocida como Teoria de

Localizacion espontanea y continua (CSL).

11
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La teoria que se obtiene al negar 1c) es la de muchos mundos o muchas
mentes.

Asociada al conflicto antes descrito, existe una serie de problemas que ge-
neran confusion propagandola a diversos contextos, esto es la confusion en:

fluctuaciones cuénticas, correlaciones cuanticas y decoherencia.

1.2.2. Fluctuaciones

A continuacién se presentan tres definiciones de fluctuaciones que se suelen
tomar por sinénimo, lo cual es erréneo.

Fluctuaciones cuanticas: Estas suelen definirse como indeterminaciones del
estado cuantico o de la funciéon de onda, pueden atribuirse a la deslocalizacion
de la posicion o el momento de una particula por citar algin ejemplo. Aunque
en la literatura también se suele utilizar como sinénimo de incertidumbre.

Es de suma importancia distinguir entre estas fluctuaciones y las que a conti-
nuacion se enunclaran.

Fluctuaciones estadisticas: Estas fluctuaciones son asociadas a ensam-
bles, cada uno de ellos con un peso asociado w;. Estas fluctuaciones describen
incertidumbres respecto a una coleccion de ciertos objeto o procesos.

Fluctuaciones de densidad: Hacen referencia a un objeto unico y usual-
mente extenso sobre el cual varia una cantidad de un punto a otro, como por
ejemplo la temperatura asociada a cada punto del universo.

Es importante enfatizar que en la literatura en repetidas ocasiones estas tres
definiciones suelen tomarse por sindénimo, sin embargo no puede ser equivalente
referirse a la deslocalizacion de la posicion o del momento (pensando en fluc-
tuaciones cuanticas) que a la medida que cuantifica la dispersion o variacion
de un conjunto de valores dados (haciendo referencia a las fluctuaciones esta-
disticas). Si se trabajan estos aspectos como equivalentes, se cometen errores
conceptuales que se ven reflejados en diversas teorias como mas adelante se
senalara. Procedemos a revisar un ejemplo [5].

Consideremos un oscilador armoénico simple en 1D el cual claramente tiene
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una incertidumbre respecto a la posicion. Lo relevante es que a pesar de ello, tal
incertidumbre no implica que el estado base no sea simétrico bajo una reflexion
respecto al origen, pues la incertidumbre es solo una medida de la dispersion
de los resultados al medir repetidas veces la posicion, considerando mediciones
sobre un ensamble de un sistema particulas preparadas de manera idéntica.
Como resultado se tiene que si se rompe la simetria de reflexion de un solo
oscilador armonico es porque una medicion sobre la posicion se ha realizado. En
otras palabras, las fluctuaciones cuanticas o incertidumbres no nos indican por
sf mismas que algtn sistema fisico esta experimentando un movimiento aleatorio

0 estocastico

1.2.3. Correlaciones cuanticas

Mediante un ejemplo [5] haremos notar que las funciones de correlacion en-
tre dos puntos no deben ser interpretadas como fluctuaciones cuanticas capaces
de romper la simetria de un estado.

Ejemplo EPBR: Dado que en la teoria cuantica, una funciéon de dos pun-
tos (A(z)B(y)) es una correlacion entre los valores de dos operadores A y B,
asociada con eventos en x y y respectivamente, lo anterior puede parecer que,
(A(z)B(y)), generara cierta clase de inhomogeneidad al pensar que hay algo
diferente sobre el estado del mundo en x y en y. A través de un ejemplo tipo

EPBR se puede visualizar facilmente qué es lo que realmente ocurre.

Consideremos el decaimiento de una particula de espin 0 en la direccion
de z. El estado que describe al sistema de dos particulas de espin 1/2 es un
estado de singulete [¢), el cual es invariante bajo rotaciones en torno al eje
del decaimiento. Se consideran dos vectores perpendiculares a z, los cuales se
denotan como 71 y s y se construyen los operadores A y B que denotan al
espin de la particula 1 en la direccién de nq y al espin de la particula 2 en la

direccion de ng. Ahora se busca la correlacion entre A y B,

(Y| AB |¢p) ~ fiy.iiy = cos ), (1.36)

13
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siendo 6 el angulo entre las dos orientaciones. A continuacion se revisaré que no

existe tal rompimiento de la simetria .

Sin mirar con detalle, se podria concluir que la correlacion entre A y B es
la responsable del rompimiento de dicha simetria, asumiendo que la correlaciéon
de cierta manera significa que la particula 1 tiene el espin definido a lo largo de
la direccion de ny y que la particula dos tiene el espin bien definido a lo largo
de n5. Sin embargo, la correlacion indicarfa eso si se hubiese efectuado una
medicion de los espines de las particulas. Los resultados sobre una amplia serie
de experimentos repetidos daran correlaciones estadisticas entre dos conjuntos
de resultados que van como cosf. Entonces el estado sigue siendo [¢), el cual
permanece completamente invariante bajo rotaciones y en este ni la particula 1

ni la particula 2 tienen una espin bien definido.

1.2.4. Decoherencia:

Antes de empezar a describir las nuevas herramientas y caracteristicas ma-
tematicas que seran requeridas es importante hacer notar que, para tener una
reduccion dinamica consistente, se trabaja con un mecanismo de localizacion al
nivel de la funcién de onda, pues se puede ejemplificar que al trabajar a este ni-
vel con el operador estadistico resultaria inconsistente debido a que estos puede
describir al mismo tiempo una infinidad de mezclas estadisticas no equivalentes.
Ejemplo:

Si consideramos el estado en superposicion de un macro objeto, tratdndolo como

un sistema de dos niveles tenemos

1

) = [|Aqui) + |All4)], (1.37)

S

2

Aqui) = ((1)) g |AllG) = (g) (1.38)

eligiendo una base,
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podemos escribir al estado de la siguiente manera

[¥) = % Kcl)) i @] (1.39)

1
@M=7§ﬂ®+ﬂﬂw

apelando al formalismo del operador matriz de densidad, tendremos que en esta

p=|w><w:§<1 1). (1.40)

base se expresa commo

11

Ahora pensemos en la siguiente situacion, se consideran N copias idénticas del
sistema macroscopico (1.37) y se busca encontrar un mecanismo universal que
transforme a nuestro ensamble en una mezcla estadistica tal que la mitad de los
sistemas esté en |Aqui) y la otra mitad en |All4). Este parece ser un ensamble
cuyos sistemas tienen macro propiedades bien definidas. Escribimos el operador
estadistico correspondiente
L
"R

que en términos de la base que se ha elegido se escribe como

, 1(10
p—é(o 1). (1.42)

Notamos que con el propoésito de suprimir los estados macroscopicos en superpo-

[| Aqui) (Aqui| + |Alla) (Alla|]; (1.41)

sicion se induce una dindmica que genera una evolucion en la matriz de densidad

111 110
5(11) ~ 5(01)’ (143)

por esta razon algunos autores llegan a considerar que los términos fuera de la

de tipo

diagonal se piensan como elementos de matriz que conectan diferentes estados
macroscopicos. La inconsistencia se hace notar cuando nos preguntamos si real-

mente esta evolucion nos esté garantizando que se suprime la superposicion. La

15
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respuesta es no, puesto que, como se indicaba, el operador de una mezcla esta-
distica puede describir al mismo tiempo una infinidad de mezclas estadisticas
inequivalentes, que facilmente se puede ejemplificar tomando en cuenta ahora

un estado en el cual la mitad de sus sistemas estén en el estado
1
—2[|Aqui> + |All4)] (1.44)

y la otra mitad en
1

V2

es decir que la probabilidad de obtener cada uno de ellos es de 1/2. Al calcular

[ Aqui) — [All4))], (1.45)

su correspondiente matriz de densidad el resultado es

1 1
Pl = §HAqu1’> + [Aqui)] + §[|Allé> + |All4)] (1.46)

110
(1) "

que es el mismo operador de densidad que se obtuvo para el estado (1.41). Guia-
dos por esta argumentacion consideramos que para asegurarnos que tenemos un
tratamiento que no es ambiguo es conveniente trabajar al nivel de la funcion de

onda.

1.3. Teorias de colapso

Como ya se ha mencionado, el problema de la mediciéon en mecénica cuantica
sigue siendo un obstaculo para poder considerarla como una teorfa fundamen-
tal. Usando la caracterizacion de Penrose [6], se denota al proceso unitario, U
y al proceso de reducciéon, R, en el cual el estado del sistema cambia instan-
taneamente de forma indeterminista. El proceso U controla la dinamica de un
sistema todo el tiempo que este se deja solo, mientras que el proceso R se lleva
a cabo cuando se ha realizado una medicién sobre el sistema. El problema esta
en que la teoria no es clara y transparente respecto a cuando usar uno u otro.

Aunado a lo anterior no tenemos una manera objetiva de referirnos al proceso
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R pues, queda sujeto a qué es una medicidon, o bien qué se requiere para que
alguien o algo sea capaz de realizarla |7]|. En la busqueda de una teoria cuantica
clara y logicamente consistente se han realizado miltiples esfuerzos por parte
de fisicos y filosofos.

Las teorias de colapso surgen como propuesta para resolver el problema de la
medicion [1]. Estas tienen una dindmica distinta a la estandar la cual incorpora
por si misma el fenémeno de colapso y a su vez unifica los dos procesos de
evolucion, R v U. A continuacion describiremos dos versiones de esta clase de
teorias: teorfas de colapso con localizacion esponténea y teorias de colapso con

localizacién continua.

1.3.1. Teorias de Colapso no relativistas

1.3.2. Mecanica Cuantica con localizacién espontanea

La primera variante de esta teoria fue llamada Mecanica Cuantica con Lo-
calizacion Espontanea (QMSL por sus siglas en inglés) por Ghirardi, Rimini y

Weber [4], inspirados principalmente en dos puntos:

= Que la eleccion de base en la que se lleve a cabo el colapso garantice una

posicion definida para un objeto macroscopico

= Que esta nueva dindmica tenga un impacto despreciable sobre los objetos
microscopicos, pero que cumpla con uno de nuestros objetivos: erradicar

la superposicion de distintos estados macroscopicos.

El modelo

A continuacion se presenta el modelo de QMSL mediante una serie de su-
puestos que se hacen para poder dar un modelo consistente que cumpla con los

objetivos planteados.

1. Cada particula de un sistema de n particulas distinguibles experimenta,

con una taza JA;, un proceso de localizaciéon esponténea.

17
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2. En el intervalo de tiempo entre dos procesos espontaneos consecutivos del
sistema, este evoluciona de acuerdo a la ecuacion de Schrodinger como la

conocemos de la mecanica cuantica estandar.

3. El proceso espontaneo de localizacion se describe mediante

1)  — Localizacion — 1) (1.48)

o) I
siendo
[¥5) = L [¥) (1.49)
y L’ es un operador lineal, positivo y autoadjunto en el espacio de Hilbert,

‘H, que representa la localizacion de la particula ¢ en la posicion x .

4. La densidad de probabilidad de ocurrencia de localizacién en x se asume

de la siguiente manera
Py(x) = || |vy) || (1.50)

y requiere una condicién de normalizacion
/d3x[L§C]2 = 1. (1.51)

5. Los operadores de localizacion L! se eligen con la siguiente forma

L = (%)3/4 exp (—%(qi — x)2> : (1.52)

donde ¢; es el operador de posicion de la i-ésima particula y \/La corres-

ponde a la desviacion estandar de una distribucion gaussiana.

Ejemplo:

Consideramos un problema unidimensional, una superposicion de dos fun-
ciones gaussianas, una centrada en la posicion —a y la otra alrededor del punto

a

U(z) = _/\i/‘ [exp —%(z +a)? 4 exp —%(z — a)Q} : (1.53)
18
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siendo N una constante de normalizacion. Se asume que la distancia entre dos
gaussianas es mucho mayor que la amplitud de localizaciéon, mientras que el

ancho es mucho menor que esta.
1 e 1
Vi Ve

Se considera una colapso alrededor de a, la funciéon de onda cambia de la si-

(1.54)

guiente manera

U(z) = Yu(2) = J\% {eXp —(2aa?) exp —%(z + a)? + exp —%(z — a)Q} :
(1.55)
al realizar este colapso alrededor de la posicion —a, notamos que la funciéon
gaussiana centrada en —a aparece acompanada por un término exp —2aa? que
la suprime con respecto al otro término (la exponencial centrada en a), esta
ultima funcion (1.55) denotaré ahora a una particula bien localizada alrededor
de la posicion a. Un argumento similar se da para un colpso que ocurre en torno
a a.
Si se considera el caso en el que la perturbacion se hace en una region intermedia
entre gaussianas, por ejemplo en 0 para este caso. Aqui la de onda no tendra
un cambio puesto que el centro de ambas gaussianas esta distante del cero no
hay nada que suprimir por ello la reduccién a un estado localizado no ocurre.
Sin embargo la probabilidad de que tal colapso ocurra viene dada por un factor
de exp —aa?. Entonces concluimos que la reduccion es mas probable que ocurra
en las regiones donde la particula tiene mayor probabilidad de encontrarse, tal

y como sucede en la interpretacion estandar de la mecanica cuéantica.

Operador estadistico en este modelo

Vamos a considerar una sola particula, suponemos que sufre un colapso

(localizacion) y por ello su funcion de onda cambia de

1) = [tha) (1.56)
19
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Ahora veamos lo que le sucede a un ensamble de particulas. Tenemos la pro-
babilidad de que la particula esté mas localizada alrededor de la posicion x, es
decir ahora tendremos un operador de densidad que representa a un ensamble,

como el citado en (1.19) pest-

3 [92) (a
www—»/de@MHwHQ (L57)

a donde se ha usado (1.48), si ademds empleamos (1.49) obtenemos

) ol - [ &Lt o) (w2, (15%)

a esta ultima integral la definimos como T'[|1)) (1]].
Entonces si el estado inicial es estadistico, el efecto sobre el operador p se des-

cribe como en la ecuacion anterior, esto es
p— Tlp) (1.59)

A continuacion se muestra la derivacion de la ecuacion de evolucion para p(t).
En un intervalo dt, el operador estadistico evoluciona de la siguiente manera: co-
mo se habia mencionado, el mecanismo de localizacion temporal es Poisoniano,
esto nos dice que existe una probabilidad A de que ocurra un colapso durante
ese intervalo de tiempo (recordamos que A es el promedio del nimero de eventos
que se tiene en una distribucion) en el cual p cambia a T[p], complementaria-
mente existe una probabilidad 1 — Adt de que dicho colapso no ocurra y entonces
el operador estadistico evolucione de acuerdo a la ecuacion de Schrédinger. A

través de la siguiente ecuacion se escribe la evolucion

?

p(t+dt) = (1 — Adt) |p(t) — 7—1[H, p(t)]dt| + MdtT[p(t)], (1.60)
lo cual significa que la ecuaciéon dinamica de QMSL estara dada por
d i
2P = = [H, p(t)] = Mp(t) = Tlp(t)]) (1.61)

que describe la evolucion cuantica de una sola particula que sufre aleatoriamente

un proceso de localizacion.
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El postulado 5 de esta nueva teoria nos permite obtener el siguiente resultado:

(@I Tlpllg") = exp =g = ") (¢ pld") (1.62)

Notamos que cuando ¢’ = ¢” obtenemos el siguiente resultado

(dl Tlpllg) = {alpla) (1.63)

esto nos muestra que la traza se conserva ante un colapso. A continuacion se
hablara de la teoria con localizaciéon continua, conviene hacer uso del calculo

[t0, la cual se detalla en el apéndice C.

21



1.

DIFICULTADES CONCEPTUALES DE LA MECANICA CUANTICA

22

1.3.3. Localizacién espontanea y continua

En el analisis correspondiente a GRW se postula que exista una base prefe-

rente de operadores A; de tal manera que:
= Los objetos macroscopicos estén siempre localizados en el espacio

= La dindmica microscopica no se altere de forma apreciable respecto a la

evolucion cuantica estandar.

= Bl aumento de energia del sistema, debido a localizaciones espaciales, no

sea detectable.

= Deben conservarse las propiedades de simetria de los sistemas que contie-

nen particulas idénticas.

A continuacién veremos como en esta teoria de localizacion espontéanea y conti-
nua, CSL (por sus siglas en inglés) cumple con los requisitos sefialados anterior-
mente. Procedemos a verificar cuales son los operadores A; que conformarén la
base privilegiada.

Consideramos los siguientes operadores de creacién y aniquilacion a'(y, s) y
a(y, s) de una particula en un punto x con componente de espin s que satis-
facen las relaciones de conmutacion o anticonmutacion canénicas. Se define un

promedio local del operador de densidad de la siguiente manera
N =3 [ dgly - 2)al . s)ay.s). (1.64)

donde g(x) es una funcion esféricamente simétrica, real positiva centrada alre-

dedor de x = 0, normalizada de tal forma que

/d3:1:g(x) =1, (1.65)

y asi

/ d*rN(x) = N, (1.66)
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siendo N el operador total de nimero. Notamos que los operadores N(z) son

autoadjuntos y conmutan entre ellos. Se elige

g(x) = ( ° )3/2 e 50, (1.67)

o
donde « es un parametro tal que o~ 3/2 representa escencialmente el volumen

sobre el cual se toma el promedio de la definicion de N(z). Los vectores

lq,s) = Nal(q1,s1)a' (g2, 52)...a' (qn, 5,) [0) (1.68)

estan normalizados como eigenestados comunes de los operadores N(x) con

eigenvalores
n
n(z) =Y glg — ). (1.69)
i=1
La ecuacion de Ito en este caso se escribe como

41 (8)) = [—%Hd+ / BNV (2, t) -~ / d%N?(w)dt,] (1.70)

donde

<< dB(z) >>=0
(1.71)
<< dB(x)dB(y) >> = v6°(z — y)dt

la ecuacion anterior se puede reescribir como

o) = [~2m [NV - [ o] pey. 0

que a su vez puede reescribirse como

J :

hon = —zi+ [EoN@ven - [ oD - )@ ve)
(1.73)

donde N(z) = > a'(z, s)a(z, s) es el operador densidad de nimero, y V'(z, s)

es el nuevo proceso estocastico Gaussiano definido como:

«

3/2 a 2
Vit = (55)" [ duet v, (1.74)

™
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cuyo promedio es cero, mientras que la funcion de correlacion
L V'(z, t1)V'(y, t2) > = yD(x — y)d(t; — t2)

8 3/2 QX 2
:’Y(E) 64( v) 5(t1—t2)

(1.75)

1.3.4. Matriz de densidad en CSL

La ecuacion para el operador estadistico en este formalismo se deduce como

Golt) = =3 (H.p) 4 [ aN@pie -1 [@pw) (170

1.3.5. Cbémo funciona CSL

La implicacion de este modelo en un sistema macroscopico, asumiendo que
el orden de magnitud de la longitud del parametro 1/y/a es tal que puede
razonablemente admitir que la funcién de onda de las variables internas de un
cuerpo rigido sean localizadas con respecto a 1/y/a
Sea () la coordenada del centro de masa el centro de masa de un sistema de

particulas idénticas, tales que constituyen al cuerpo rigido

|
i=1
y se escribe
¢ = Q+ qi, (1.78)

las coordenadas respecto del centro de masa suman cero, de tal manera con
son 3N — 3 funciones independientes de las variables internas, las cuales iden-
tificamos como r. Las variables internas r, juntas con las coordenadas () son

funciones de g;. Nosotros consideramos

(g, s) = W(Q)x(r,s) (1.79)

donde
S

x(r,s) = <A)A(fr’, 5), (1.80)
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donde "S” y "A’significan simetrizacion o antisimetrizaciéon con respecto a inter-
cambios de los argumentos (g;, s;). Las funciones de onda ¥ y y se normalizan
separadamente. La funcion A(r, s) se asume es angosta (con respecto a 1/y/a),
centrada alrededor del valor 7y de 7. Ahora veamos la accion del operador N ()

sobre las funciones de onda, uno encuentra que

N(z)P(Q)x(r,s) = F(Q — x)¥(Q)x(r, s) (1.81)

donde a funcion F(Q) — x) esta dada por

8 3/2 _ o (7 —[L‘Q
FQ-z)=Y (%) e~ §[Q+di(ro)=al” (1.82)

De acuerdo con la ecuacion (1.81) notamos que N (z) actiia solamente sobre el

factor ¥ de 1. Como consecuencia, bajo la suposicion que
H=Hgy+ H, (1.83)

si W y x satisfacen las ecuaciones

d|0) = [—%Hth+ / BrF(Q — 2)dB(z) — % / BrFAQ —x)dt] D)
(1.84)

dl) = [—%Hrdt] ) (1.85)

respectivamente, la funcion de onda (1.79) satisface la ecuacion de Ito (1.70). Se
puede concluir que, bajo esas asumsiones, el centro de masa y los movimientos
internos se desacoplan en la ausencia de los términos estocasticos en la ecua-
cion (1.79). Ademas los términos estocasticos no afectan a la estructura interna,
mientras que el centro de masa de la funciéon de onda obedece a la ecuacion di-
ferencial estocastica.

Para una particula el tiempo de colapso sera de la edad del universo, alrededor
de 10'7s. Sin embargo para un cuerpo del orden de 10?3 particulas, la funcion de
onda se colapsara en una millonésima de segundo. Entonces al estar trabajando

con un cuerpo macroscopico, como en este analisis, la localizacion se dara en
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una fraccion de una millonésima de segundo.

Concluimos esta seccién, donde hemos presentado una propuesta para resol-
ver el problema de la medicién, haciendo notar que la importancia de introducir
aspectos interpretativos de la Mecanica Cuantica es tanto de caracter filosofico
como fisico pues como mostraremos mas adelante que de no considerarlos con-
lleva a que se presenten serios problemas en la cosmologia, razéon por la cual

procedemos a una revision del modelo cosmologico actual.



Capitulo 2

Cosmologia

La cosmologia es el area de la fisica que se dedica al estudio del universo a
gran escala, en esta seccion haremos un breve repaso del modelo cosmoldgico

actual, adentrandonos en el tema de principal interés: el de la inflacién eterna.

2.1. Principio cosmolégico

El principio cosmologico generaliza las ideas de Copérnico sugiriendo que
ningin lugar en el universo ocupa un lugar privilegiado, es decir, a grandes
escalas el universo es homogéneo e isétropo. Este principio que puede ser visto
como una postura filosofica tiene un fuerte respaldo en las observaciones.

Sin ser muy rigurosos podemos decir que homogeneidad significa que a un
“Instante de tiempo dado” cada punto del “espacio” luce como cualquier otro
punto. Una definicién precisa se lee de la siguiente manera [8]: Un espacio-

tiempo (M, gap) *

, se dice que es homogéneo (espacialmente) si existe una fa-
milia uniparamétrica de hipersuperficies espaciales X; que estan foliando dicho
espacio-tiempo de tal manera que para cada t (donde ¢ es un pardmetro que
caracteriza la foliacion) y para cuales quiera dos puntos p, ¢ € ¥; existe una
isometria del espacio-tiempo métrico, g.p, la cual lleva p a q.

La definicion para el concepto de isotropia es la siguiente: un espacio-tiempo se

1Siendo M una variedad suave, dotada de una métrica Lorentziana, g, que representa al espacio
tiempo.
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dice que es isotropo (espacialmente) si esté cubierto por un conjunto de curvas

temporales {C,} v Vo, Vp € C,, Yo{,v§ € T,, de longitud 1 y ortogonales a

Cl, si existe un difeomorfismo que deja a p fijo y lleva a v{ en v§ y a su vez

deja la métrica invariante. A estas curvas {C,} se les conoce como observadores

co-moviles. Entonces si un espacio tiempo es homogéneo e isétropo se tienen las

siguientes implicaciones

Las curvas correspondientes a los observadores co-moviles son ortogonals

a las hipersuperficies de homogeneidad, ;.

Las superficies de homogeneidad son a su vez isétropas

La tres métrica hg, inducida por la métrica espcio-temporal en g4, en las

hipersuperficies de homogeneidad ¥; es una métrica de curvatura cons-

tante.

A continuacion se listan 3-métricas de curvatura constante que son proporcio-

nales a una de las siguientes tres métricas, hgp:
1. La meétrica espacial Euclidea:
hapy = dzodzy + dy,dy, + dz,dz

o bien,
d*o = da* + dy® + d2*

2. La métrica de la 3-esféra unitaria
hay = dxadxsy + sin? (x)[d0,dOy + sin?(0)dp,dips]
también escrita como
d*c = dx* + sin” ()[d#?* sin” () d?]
3. La métrica de la 3-hipérbola unitaria

hay = dxadxy, + sinh? (x)[d0,d0y + sin?(0)dp,dpy)

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)
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también escrita como

d*o = dx* + sinh? (0)[d6? sin” (/) d?] (2.6)

Introducimos a continuacion la definicion de tiempo coésmico. Dada una hiper-
superficie de homogeneidad ¥y definimos la funciéon de tiempo cosmologico,
denotada por t, es decir al punto p € M se le asigna el valor t(p), el cual denota
el tiempo propio medido por un observador co-mévil que pasa por p € M desde
que cruza la hipersuperficie .

Con lo anterior usando el tiempo césmico como coordenada y considerando las
coordenadas espaciales de X también en p € M, podemos considerar a la va-
riedad diferencial que usaremos para describir el espacio-tiempo como r X X,

de esta manera la métrica toma la siguiente forma
dS? = —dt* 4 a®[dx* + sin k*(d6* + Sin?(0)dy?)), (2.7)

donde se ha usado notacion unificada, sin k() € {x,sin(x),sin h(x)}, para los
casos k = 0,k = 1,k = —1, respectivamente y a se conoce como el factor de
escala. Notamos que para un t constante, a unicamente puede depender de ¢
para que obtengamos una 3—métrica homogénea e isétropa, también es impor-
tante sefialar que a(t) nos indica como cambia la separacion entre observadores
co-moviles.

Con esta métrica denotamos un universo homogéneo e isétropo pero que evolu-
ciona en el tiempo.

La métrica espacio-temporal también puede ser escrita como

dS? = —dt* + a(t)? dr® + r*(d6? + sin®(0)dy¢?) | | (2.8)

1 — kr?

esta se conoce como la métrica de Friedman-Lémaitre-Robertson-Waker (FLRW)

2.2. Cinematica

A continuacion definiremos términos cinematicos en el contexto cosmologico,

tales como corrimiento al rojo, ley de Huble, distancia luminosa y angular.
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2.2.1. Corrimiento al rojo (redshift)

Gracias a la simetria del espacio-tiempo no se pierde generalidad al conside-
remos una senal luminosa que se emite al tiempo ¢ = ¢; en una direccion radial
por un observador co-moévil en ¢; y recibida por otro observador con coordenada

ro. Al ser una senal luminosa, es decir nula, podemos escribir

dS? = 0= —dt* + a(t)? dr® (2.9)

1 — kr?

ta ro 1
/ At / __ (2.10)
¢, a(t) o V1 —kridr

considerando una segunda senal ahora emitida en t; + d;¢ y recibida en 9 4 dot

que implica

se obtiene similarmente

to+0o dt T2 1
/t1+(51t a(t) /7‘1+ V1 —kr2dr’

con lo anterior tenemos las siguientes igualdades

to to to+0o t1+01
[ e ey
t a(t) t a(t) t a(t) t a(t)

/t2+§2 dt _/i1+51 dt <2 13)
woooalt) Sy alt) '

que en el limite de intervalos cortos se puede escribir como

(2.11)

que implica

ot Gt
" a6 (2.14)

considerando §t como el tiempo (donde ¢ es el tiempo propio que miden estos
observadores), entre dos crestas de una onda y usando que A = ¢/f y en este

caso hacemos ¢ = 1y f = 1/t podemos escribir lo anterior como

Al A2
a(t)) = a(ts)’ (2.15)




2.2. Cinematica

el cambio de longitud de onda nos da informacion directa sobre el cambio en
el factor de escala. Podemos escribir la expresion anterior en términos de la
frecuencia de emision de un fotén, wy que serd observado con una frecuencia

menor wy al estar el universo expandiéndose, entonces tenemos:

W1 W2
= 2.16
alt)  alts 210
y a su vez
t
w_alh) (2.17)
w2 a(tg)
para facilitar el andlisis la expresion anterior la reescribiremos como
Wobs _ aobs’ (218)

wem aem
Los cosmoélogos suelen hablar en términos del “redshift” entre dos eventos,

el cual definen como el cociente del cambio en longitud de onda

)\obs - >\em
=2 = 2.19
T (249)
se sigue que
Qobs
z+1= . (2.20)
afem

Si consideramos que las observaciones tienen lugar hoy, es decir aq.s = ag, la
expresion anterior se escribe como
ag
z+1= : (2.21)

aem

El “redshift” de un objeto nos habla de cual era el factor de escala cuando esta

senal fue emitida.

Si ahora usamos que la frecuencia w es proporcional a la energia de un foton,

encontramos >
Wem, em ap
sl = Yem _ - 2.22
Wobs Eobs Aem ( >

si ahora consideramos una senal luminosa muy cercana al tiempo actual, ty,se

puede escribir
d
%m:mm—Aoza%yrﬁAt (2.23)
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de tal manera que lo anterior también se puede escribir en términos de la fre-
cuencia

dw  da At

—_— = (2.24)

W dt ag

Para una senal luminosa la “distancia recorrida”, que puede definirse dada

una hipersuperficie espacial, o y dados dos puntos. Podemos identificar a o
y 2 puntos con lo siguiente: dos observadores comoviles (observador emisor y
observador receotor) en una hipersuperficie de ¢ = cte, o caracterizada por ser
la hipersuperficie correspondiente al momento en que el observador receptor
recibe la senal, dicha distancia puede expresarse como

D = a/Ao = At, donde o hace referencia a la hipersuperficie, con lo que

dw _ dajdt (2.25)
w o)

2.2.2. Ley de Hubble

Es importante hacer la siguiente observacion, en este contexto el “redshift”

0N _ dw
AT w

caso es la expansion del espacio y no la velocidad relativa entre observadores la

de un objeto no se refiere al efecto Doppler convencional, — =V, en este
que lo produce. Sin embargo cuando se obsrvan galaxias a distancias que son
pequenas comparadas con, lo que se conoce como radio de Hubble Hy y el radio
de la curvatura espacial, la expansion del universo luce similar al de un conjunto
de galaxias que se mueve de tal manera que unas se apartan de las otras y el
"redshift” se vuelve muy similar al caso del efecto Doppler. Por lo anterior se
suele pensar a su vez en el redshift en términos de la velocidad V' = z. De esta
manera para distancias que satisfacen lo anterior podemos escribir la expresion

(2.25) mediante lo que se conoce como “La ley de Hubble”

ow da 0t
— =V =——D=HyD 2.26
w dt ay 0 (2:26)

donde H = % y su valor al dia de hoy se denota por Hy. La ley antes men-
cionada fue descubierta empiricamente por el astronomo E.Hubble en 1929,

esta ley fue el primer resultado observacional que da cuenta de la expansion
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del universo. Mediante esta ley determind el valor de la constante que lleva su
nombre, Hy = 100km/s.MpC'. la cual proporciona una escala de tiempo, cono-

cido como tiempo de Hubble T4y, hoy, Ty, = Hy 1 v una escala de distancia,
llamada “radio de Hubble” Ry hoy, Ry, = ¢ X Ho_l.

2.2.3. Distancia luminosa

En el espacio Euclidiano hay distintas formas de inferir la distancia a un
objeto; comparando por ejemplo el brillo aparente con la luminosidad intrinseca,
o su aparente velocidad angular con su velocidad transversal intrinseca, o bien
su tamano angular con su extension fisica. Para cada uno de esos casos se ha
definido una clase de distancia que es lo que se podria inferir si el espacio fuese
Euclidiano y no se estuviese en expansion.

La distancia luminosa se define de tal manera que se satisface

d> L

. 2.27
L= 7 (2.27)

donde L =la luminosidad absoluta de la fuente y F' =es el flujo medido por un
observador (la energia por unidad de tiempo por unidad de area del detector).
La definicion anterior esté inspirada en que para el espacio plano, para una
fuente a una distancia d el flujo sobre la lumiosidad es solo uno sobre el area, A
de una esfera centrada alrededor de la fuente, F//L = 1/4wd?. En un universo
tipo FLRW, el flujo sera diluido. La conservacion de los fotones nos habla de
que los fotones emitidos por la fuente pasaran eventualmente a través de la
esfera a una distancia comovil r = ry,del emisor. Pero el flujo se diluye por dos
efectos adicionales: el "redshift” individual de los fotones por un factor de 1+ z
y los fotones que golpean la esfera con menor frecuencia, dado que dos fotones
emitidos con un tiempo de diferencia dt seran medidos a un tiempo (1 + z)dt de
F 1

diferencia. Entonces nosotros tendremos 7 = (E=SEE siendo A el area de una

esfera A = 4m(agry)? de tal manera que obteneos que

dp = (1 + z)roag (2.28)
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La ecuacion anterior que denota la distancia luminosa se puede medir debi-
do a que hay fuentes astrofisicas conocidas, es decir se conoce su luminosidad

intrinseca. Al estar tratando con fotones, tendremos

dr = W(ry), (2.29)

/to 1 dt_/ro 1
. a(t) 0o V1—kr?

con lo cual si k = 0 se tiene Wi(rg) = 19, con k = 1 se encuentra Wi(ry) =
arcsin (1(), mientras que para k = —1 el resultado es Wy(ry) = arcsinh(z).
Ahora para determinar el miembro izquierdo de (2.29) hacemos un cambio de

variable, para reescribir la expresion en términos de z, de esta manera con
z = ap/a(t) — 1 tenemos dz = —(ag/a(t)?)adt = —(ag/a(t))H(t)dt,de tal

forma que
o q 1 (% 1
—dt:—/ —dz, 2.30
I e (2:30)

ro = xp,;l[alo /0 Hiz)dz]’ (2.31)

que combinando con (2.28) se obtiene

obteniendo asi

dp = (1+ z)aolllgi_l)[aal /2 H(2) 'dz] (2.32)
0

esta ultima expresion nos indica que si tenemos datos de z y dy, es decir co-
nocemos el redshift y la luminosidad intrinseca de los objetos se podria tener
informacion sobre H(z).

Los astronomos saben medir las cantidades L y F' a partir de ahi pueden calcular
la expresion (2.27). Si independientemente mide distintos redshifts, por ejemplo
a un conjunto de supernovas, y para cada uno de estos mide su correspondiente

dy, puede obtener informacion sobre la funcion H(z)

2.2.4. Distancia angular

Consideramos un objeto cuya longitud fisica sea L y esté orientado de ma-

nera ortogonal a nuestra linea de vision sobre la interseccion del cono de luz
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pasado y una hipersuperficie a t = T'. El valor de la coordenada radial se puede
escribir como Rp cuando tomamos nuestra linea de mundo como origen de las
coordenadas espaciales, sea 66 el angulo que subtiende L en el cielo. Vemos que
L = a(T)Rpo6

La distancia dngular se suele denotar por D4 = L/d§6. Por otro lado podemos
considerar las geodésicas radiales nulas, cuyos extremos estan en t = Ty y en L,

de esta manera tenemos

T Ry r

Si usamos H = a/a y hacemos dos cambios de variable obtenemos

Togt 1 (7 dz
‘I’k(RT)Z/TT o) " w )y HE) (2.34)

de esta manera podemos compararla ecuacion anterior (2.33) y obtenemos

Dy = a(T)U ;! [(1/@0) /O N ;(ZZ )] | (2.35)

Lo que se mide es Dy = L/§6

2.2.5. Horizonte de particula

Ahora consideremos la maxima distancia desde la cual un observador co-

movil en r = 0 y t = t; puede recibir seniales luminosas

tr Te 1
/O @dt = /O —mdr = lIfk(fre)- (236)

La distancia espacial en t; estara dada por

D = a(t;)Wy(r.) = a(t;) / f %

si la integral que se muestra a continuacion converge en el limie inferior, entonces

dt, (2.37)

D representa una distancia finita que se denotaréd como Dpyp

o
/O i (2.39)
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esta distancia es conocida como distancia de horizonte de particula y lo sera

siempre y cuando el limite inferior de integracion sea el inicio del universo, en

este caso se tiene t = 0.

Como en la siguiente seccion veremos, podemos considerar tres situaciones para

el universo, con el caso k = 0.

A1)

A.2)

Universo lleno de polvo, en este caso se encontrara que a(t) = At?3. para

este resultado tendremos que
Dyp(ty) = 3ty, (2.39)

notamos que con este valor para a(t) se obtiene que

H(ty) = gtf (2.40)

Ry(ty) = H(ty) ™' = gtf (2.41)

Universo lleno de radiacion, mostraremos que a(t) = At'/2, para lo cual

el horizonte de particula es

Dyp(ty) = 2ty, (2.42)
mientras que
I
H(ty) = §tfl (2.43)
Ry(ty) = H(t;) ' = 2t; (2.44)

Universo lleno de constante cosmolégica, para el cual se obtiene a(t) =
Cexp Ht, donde H = \/A/3, se encuentra que

1
Dup = —lexp H(t; — 1) — 1], (2.45)

para este caso se tiene que

H(ty) = H (2.46)
Ry(ty) = % (2.47)
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De los resultados anteriores podemos notar que para los casos A.1) y A.2) el
radio de Hubble es del mismo orden de magnitud que Dgp, mientras que para
el caso B) son muy distintos.

Es importante sefialar que en general el radio de Hubble Ry (t;) = H(t;)™! nos
da idea de la escala eficiente de interacciones causales pero no es un horizonte
de particula. También es relevante enfatizar que el horizonte esta dado por la
ecuacion (2.45).

Ya que hemos estudiado los aspectos basicos de cineméatica continuamos nuestro

estudio dando paso a revisar la dinamica.

2.3. Dinamica

La dindmica del universo se rige por las ecuaciones de Einstein

1
Ry + 59a R = 871G T, (2.48)

para la métrica de FLRW y en este caso para describir a la materia del universo

se considera un fluido perfecto, que se describe a través del siguiente tensor
T% = puu’ + P(g* + uu®), (2.49)

siendo u® la 4-velocidad del elemento del fluido, p la densidad y P la presion.

Al calcular las ecuaciones de Einstein se obtienen

1. Ecuacion de Friedman

a: k887G
I 9.
g + " 3 p (2.50)
2. )
a a k 4G
— 4 =_""(p—-3P 2.51
St ot 3 (p ) (2.51)

3. Combinando 1 y 2 se obtiene

4 _ 4G 3py (2.52)
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4. Ahora combinando 1 y 3 se encuentra

dl@’p) _  pd(a?)

dt dt

(2.53)

esta ultima ecuacion puede escribirse también como dE = —PdV .

. . . L. 2 ., .
Si definimos la densidad critica como p. = % la ecuacion de Friedman puede

escribirse de la siguiente manera

LU (2.54)
a 3
o bien " e
T
—=—(p— pe. 2.55
=T (o) (2.55)

a partir de la ultima ecuaciéon podemos notar que se obtiene lo siguiente

p=p.— k=0 (2.56)
p<p.—rk=-1 (2.57)
p>p.— k=1 (2.58)

Los casos para los cuales la ecuacion de Friedman tiene una solucion exacta son

los siguientes

a) Universo lleno de polvo, P = 0 con lo cual para 4 se tiene
p=CJd° (2.59)

y para la ecuacion de Friedman

a2 k (G
g (2.60)

cuya solucion es:
a(t) = At*?, (2.61)

donde A = 3,/87G/3.

38



2.4. Historia térmica

1

b) Universo lleno de radiacion, P = -, resultando para 4:

350
p=Cla, (2.62)
mientras que la ecuaciéon 1 es
»)
% + % = %C/a‘l, (2.63)
y su solucion es la siguiente
a(t) = Bt'/?, (2.64)

con B = 167G/3.

¢) Universo lleno de constante cosmoldgica. En este caso las ecuaciones de

Einstein se escriben de la siguiente manera

1

Ry — 5gabR — —Agu = 87GTY (2.65)
Comparando —Ag® /87G con (2.49) encontramos que la condicion en este
caso es P = —p = con lo cual la ecuacion de Friedman resulta
2 kA
222 (2.66)

a2 a2 3’

resolviendo por separacion de variables para el caso &k = 0 se obtiene la

a(t) = Aexp \/;’ (2.67)

con H = y/A/3, se escribe como

solucion:

a(t) = Aexp Ht. (2.68)

2.4. Historia térmica

Consideramos el universo con distintos componentes materiales, de los cuales

se hablo en la seccion anterior, asuminos que no hay flujos de energia entre ellos.
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La densidad critica hoy se define como esta dada por

3H?
0= 0 —19x10%n%*gr/cm?, (2.69)

P G

de manera estandar se usa 2 = p/p..A continuacion describiremos qué ocurre

cuando cada uno de estos componentes es dominante.

Polvo: Para este caso P = 0, con lo que

ppot = Phualanf )’ (2.70)

La materia visible que se describe a través de este componente contribuye
a la densidad media con p¥;. = 2 x 1073'gr/em?, se estima que hay
unas 10 veces més materia oscura en galaxias, de esta manera tendremos

P2 =3 X 107%0gr /em?®, es deir 08, = pY.:/ P2 ~ 0,150 2

Radiaciéon: Para este componente hemos obtenido P = 3— con lo cual

PRad = Proa(ao/a)*. (2.71)

Si consideramos que la radiacion esté en equilibrio término, de la Ley de
8moky <
s Esto signifi-

ca que mientras la expansion preserve el equilibrio términco, T' «x 1/a.

Stefan Boltzmann tendremos: p = x7T*, donde k =

La radiacion conocida como: radiacion cosmica (CMB, por sus siglas en
inglés) tiene hoy una temperatura de T = 2,7K° con lo cual p% , =
4x1073gr/em3; es decir Q% , = p%../p° ~ 1075h~2 INSERTARE IMA-
GEN

Podemos notar que hoy, p%ad ~ 10_4p9\4at, como se tiene que

0
PRad ~ 1
Pmat a

(2.72)

Cuando a/ag = 10 se tenfa igualdad, antes dominaba la radiacion.
Se usa como vela estandar (objetos de los cuales se conoce la luminosidad intrin-

seca) a las supernovas Ia, se toma la relacion entre dy y z. Usamos la ecuacion

dp = (1+ 2)ag®! V[ag 1/ZH(z)_1dz] (2.73)
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y expandiendo en serie H(z) = Hy+ H)z + ..., se ajusta a los datos y se ve que
H|, < 0, lo cual nos indica que la tasa de expansion era més lenta en el pasado,
contrario a lo que se esperaria, razoén por la cual se propone la contribuciéon de
una constante cosmologica pequena.

Tomando en cuenta las contribuciones a la densidad y usando la ecuacion de

Friedman se encuentra

24 2 = T (8 lanfa) + rualan/ ) + ) .
(%)2 = Qar(ao/a)’ + Qaala/ao)* + QX + Qp(ao/a)?, o
donde €2, = —ﬁ. Considerando ag = a tenemos de la ecuaciéon de Friedman
1=Q0 .+, +0%. (2.75)
Usando lo anterior en (2.73) se tiene entonces:
dp, =(1 + 2)ag®! " [(agHo) ™"
12 (2.76)

« / (01 4+ 2)? + Q0 (14 2P + Q01+ 2)' + 04) /2 de.
0

Después del inicio de la materia ocurre el desacople. Cuando T" > 3000/ habia
demasiados fotones con energias del orden de 10eV de manera que no podian
existir atomos. La matera ordinaria y la radiacion forman un plasma de ntcleos,
electrones, fotones en equilibrio término. Cuando la temperatura desciende a
T =~ 3000K se forman atomos, a partir de este rango para 1" los fotones se pro-
pagan sin impedimento. Este momento es cuando se emite el CMB, lo anterior
ocurre cuando ag/a = 1100.

Més adelante, cuando 7' ~ 10° K, fotones destruyen los niicleos. cuando la tem-
peratura desciende de T' ~ 10°K se forman ntcleos méas complejos, esto se

conoce como Nucleosintesis cosmologica.

2.4.1. Evolucién de estructura

Algo ignorado hasta ahora es que el universo no es totalmente homogéneo e

isotropo, tiene estructura y evoluciona.
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Caracterizacién y estadistica

Basados en el libro de [8] damos a conocer el estudio de la evolucion de la
estructura cosmologica se suele usar un tratamiento perturbativo, se escribe a

la métrica como

Gab = gffg) + 5gab (277>

y al tensor de energia moménto como

Ty =T + 6Ty, (2.78)

donde el fondo esta caracterizado por g((lg) y ng),

que corresponden al caso ho-
mogéneo e isétropo, mientras que las perturbaciones dgq, v 07y, corresponden
a las inhomogeneidades y a las anisotropias que representan la estructura.

Para dar un tratamiento preciso se consideran dos espacio-tiempos, { M7, gé(b)), Ta(g )
para describir al espacio de fondo y { Mo, gu, Tap} para el espacio tiempo que
contempla mas anisotropias e inhomogeneidades. Para definir las perturbaciones
usamos un difeomorfismo ® : M; — My, que mapea tensores de M; a My me-
diante @*(gég)) y (ID*(TCES)). De esta manera las perturbaciones se definen como
tensores en My dados por dgu = gap — CID*(gC(l?))) v 0T = Top — (D*(TCES)). Dado
que no hay una unica manera de elegir un difeomorfismo surge un problema,
pues la separacion depende de este, este problema se conoce como eleccion de
norma. Gracias a la alta simetria del fondo hay varias soluciones que resultan
convenientes, de cierta manera se restringe el mapeo ® : M; — M, por ejemplo
restringir a que ® conecte a puntos con el mismo valor de un escalar, como por

ejemplo la traza T de T}, hecho que implicarfa que
OTE = 6™ (T)) + & (¢ V)T, = 0. (2.79)

Es usual llevar las coordenadas elegidas en My a My con el mismo @, de esta
manera se veran igual las componentes de la métrica de fondo en M; y My, a
pesar de ello esto no determina que puntos de una variedad son mapeados en
otra. Sin embargo podemos pensar que después de haber llevado la métrica de

fondo y las coordenadas My, obtenemos

g% = (g = g0 () (da)a(dz" ), (2.80)

a 1%
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después se realiza un cambio de coordenadas. Las nuevas componentes seran
distintas a las de la métrica en M; y al compararlas interpretamos su diferencia
como la contribuciéon extra dgq, este cambio debe ser pequeno para que sea

considerada una perturbacion. Las ecuaciones perturbadas de Einstein son

Galg] — G[®*(¢')] = 87 GOT. (2.81)

Perturbaciones clasicas

Para cocnentrarnos en el tratamiento de las perturbaciones en el caso cos-

mologico con k = 0 [9]. La métrica no perturbada se escribe como
gég) = —dt* + a(t)*0;;dx'da’, (2.82)
a la perturbacion mas general la escribimos como
5gap = Soodt? + dgoi(dtda’ + dx'dt) + dg;jdr'da’. (2.83)

Escribimos las perturbaciones en términos de las componentes como

Sgo = —E (2.84)
S0 = al0)[5 + Gife, T) 2:55)

con 0G;/0x' =0y

0*B(x,t) N 0C;(z,t) N 0C;(x,t)
oxtoxI oz’ oz’

con (901/6562 = O, 0Dw/8xz = O, V] y ZZ Dzz = 0.

E,F, A, B se conocen como escalares, mientras que G;, C; como vectoriales y

591-]- = a2(t)[A(:c, t)éij + + Dij (l’, t)], (286)

D;; como tensoriales. Sera conveniente escribir las expresiones en términos del

tiempo conforme, dn = dt/a, con lo cual la métrica toma la siguiente forma

oxt
0°B N oC; N oC);
oxioxs  Oxt  Oxt

Jap =a*(n) [—(1 + E)dn* + ((9_F + G;)(dndz’ + dx'dn)
(2.87)

+ ((1 + A)(SZ] + + DZ]> dxzda:J]
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Nos concentramos en perturbaciones escalares eligiendo el difeomorfismo de tal
manera que implementamos la Norma de Newton ' = B = 0y E = 2,

A = —24 con lo cual obtenemos
gab = a*(n) [—(1 + 2p)dn” + (1 — 2¢));;dz’da’ ] . (2.88)
Las ecuaciones perturbadas a primer orden dan lo siguiente:

Componente i # j: 0;;(¢ — 1) = 0, que con condiciones a la frontera

implica ¢ = 1, se conoce como potencial Newtoniano.
Componente 00: V2 — 3H (' + Hy) = 4rGa’5p
Componente i ¢" + 3HY' + 2H' + H?) = 47 Ga?6 P,

donde’ =2, v2=5. .2

- 8_77’ i Oxi2

Caracterizacién espectral

Resulta conveniente trabajar en términos de transformadas de Fourier ciertas
cantidades, que denotaremos como Y, dependientes de (Z,n), como por ejemplo

dp, 1, entre otras. Estas cantidades se escriben como:

1

X(Z,n) = W/dSng(n)eiE'f- (2.89)

En nuestro universo los coeficientes toman valores determinados, pero en los
analisis se consideran como representantes de un ensamble de “posibles uni-
versos’ y se caracterizan las distribuciones estadisticas de los valores, de esta

manera definimos P, (7, k) el espectro de la x mediante la expresion
XiXg = 0% (k= KYPy(n, k), (2.90)

donde la linea representa el promedio sobre dicho ensamble de universos.
Es importante enfatizar que este promedio se ha hecho sobre una coleccion de
ensambles, es el analogo a (1.20), su caracter es estadisitico.

Harrison y Zeldovich argumentaron que el espectro para perturbaciones de la
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densidad relativa §°(n, ¥) = M, que es una cantidad adimensional, deberia
tener en el pasado remoto la forma Ps(n, k) = Ak" 3Ly, donde A es una cons-
tante adimensional, Ly una longitud caracteristica con n muy pequeno.
Resulta interesante estudiar el caso n = 0y Ps(n, k) = Ak™3, pues notamos
que al considerar n = 0 se tiene L) = 1 lo cual significa que se tiene un espectro
que es invariante de escala.

El dato mas remoto que se conoce sobre la estructura del universo es el CMB. Si
se asume que las fluctuaciones primordiales estdn caracterizadas por 73({{ Z(n,k) =
Ak™3 y se estudia como evolucionan durante el periodo dominado por radiacion
teniendo en cuenta la fisica del plasma de bariones, electrones, fotones, asi como
las perturbaciones de materia oscura considerada como polvo, se observan datos
detallados del CMB provistos por PLANK, COBE, entre otros.

Lo que se detecta en las observaciones son los fotones del CMB emitidos de la
ultima superficie de dispersion (LSS) que corresponden a una temperatura local
T =~ 3000/, estos son sujetos a corrimiento al rojo por parte de la expansion
cosmologica hasta T' ~ 2,7K y corrimiento al rojo por la salida del potencial
Newtoniano debido a la distribucion de materia. A su vez existe un efecto de

variacion de temperatura local que afecta las abundancias relativas de &tomos y
oT
Ty
polar y azimutal de las coordenadas esféricas y con ¥ (np,Zp) nos referimos al

fotones. Se tiene que %-(6, ¢) = %w(n, ¥), donde 0, ¢ corresponden a los dngulos

potencial Newtoniano en la interseccion de la LSS con nuestro cono pasado de
luz.

Este mapa se caracteriza en términos de su expansion en armonicos esféricos
ol
— = E A Yim (0, 0). (2.91)
T z
m

De esta manera los coeficientes estan dados por:

1

o = / 102 (1, ) Y7 (6, 6). (2.92)

Las mediciones de %(9, ¢) nos dan un mapa detallado del cual se extraen los
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coeficientes «y,. El estudio se centra en la cantidad

2
g 2.
l 2l +1 | lm’ < 93)

es decir, un promedio sobre las orientaciones de las magnitudes cuadradas de

los coeficientes.

Hasta aqui se ha dado un breve repaso del modelo cosmologico hasta antes

de 1980, procedemos a revisar algunos problemas que tenia este modelo y como

se dio solucién a estos.

2.4.2. Problemas del modelo cosmolégico estandar

i

1

111

Horizontes En el modelo cosmolégico estandar el universo temprano
estd dominado por radiacién, el horizonte de particulas tiene un tamano
distinto al de la superficie en que se emite el CMB, no existe explicacion
alguna de por qué puntos en el cielo se ven tan similares, por ejemplo al

medir la temperatura en distintas regiones.

Planitud Acorde a la ecuaciéon de Friedman [Q° — 1| = |k|/(Hya)? y si
el universo en algiin momento no tenia exactamente {2 = 1, entonces su
evolucion d(|Q° — 1)) /dt = —(2/Hg)a/(a?), como usualmente d < 0 esta
diferencia debe crecer con el tiempo. En el caso plano es un “repulsor” en
el espacio de fases. Se requiere un ajuste muy fino en el universo temprano

para no estar hoy muy lejos.

Reliquias molestas De acuerdo a las teorias de gran unificacion (GUT)
las transiciones de fases en el universo temprano tuvieron que dejar una
alta densidad de defectos topologicos tipo "monopolos” la pregunta es por
qué no se ven, si tendrian que verse como enormes masas interaccionando

fuertemente con la materia ordinaria.
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2.4.3. Motivacién al modelo inflacionario

La inflacion se considera un elemento fundamental en el pilar del modelo
cosmologico actual. Se considera que inicialmente, "un parche” del universo,
pequeno y altamente homogéneo comenzo6 a inflarse. Se piensa que existe un
tiempo pequeno entre el régimen de Planck (para el cual se dice, se requeriria
una teoria cuantica de la gravedad que describiera de manera fundamental la
geometria del espacio-tiempo) y el periodo inflacionario, en este periodo de
tiempo se supone es valido dar una caracterizacion clasica del espacio-tiempo.
En esta pequena region el horizonte de particula incluye la distancia recorrida
por la luz antes del periodo de inflacion. Fata el calculo
Este periodo de expansion acelerada, con a < 0, resuelve los problemas de
naturalidad, pues durante inflacién @ crece rapidamente, con lo cual €2 = 1 pasa
a ser un atractor, los horizontes de particula se vuelven arbitrariamente grandes
y se disuelven las reliquias. El mayor éxito de este modelo es que da cuenta de

la generacion natural de estructura.

2.5. Modelo inflacionario

El modelo cosmologico actual mas aceptado entre los cosmoélogos es el que
incluye el periodo de inflacion como descripcion del universo temprano, dicha
época se caracteriza por ser un periodo de expansion acelerada, uno de sus
mayores éxitos se basa en poder explicar las inhomogeneidades primordiales del
que representan las semillas cosmicas de estructura. A continuacion se presenta
un breve estudio sobre inflaciéon eterna desde el modelo de "slow-roll”.

El modelo cosmologico se describe por medio de la accion de Einsten-Hilbert,

R 1

en el modelo de "slow-roll” el sector de materia queda caracterizado por un

campo escalar, el campo de inflatén ¢. El espacio de fondo esta descrito por
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una métrica de FRW (Friedman-Robertson-Walker) cuyo elemento de linea es
dS* = a*(n)[—dn* + 6;;dz’ dx?). (2.95)

La accion descrita en (2.94) posee dos variables dindmicas, la métrica g y el
campo clésico, ¢, al variar con respecto a la primera obtenemos las ecuaciones

de campo de Einstein, al variar respecto a la segunda encontramos
VoV 40 — my = 0, (2.96)

En términos de coordenadas, considerando que la derivada covariante sobre un
campo escalar se reduce a una derivada parcial y usando el hecho de que la
diferencia entre dos operadores derivada V,, V, esta totalmente caracterizada

por medio de un campo tensorial (1,2),
(Vo= V) we=T° _, we (2.97)

para el caso en que no hay torsion. Con lo anterior la ecuacion (2.96) se reduce

a
9 10a(Op0) — T 3 (Depn)] — mP¢py = 0. (2.98)

Para (2.95) los simbolos de Christoffel asociados son

a'(n)
rm =r", =r"_=TI"_ = =H
" " aln) ) (2.99)

I
r",=0 para otros casos,

rv  =rv =I°_=H
! v ! () (2.100)
re,=rv,=r",=0 para otros casos,

donde 7 ' 7 denota derivada con respecto de n y H(n) es el parametro de
Hubble en términos del tiempo conforme. Entonces, al escribir la ecuacion (2.98)
considerando (2.99) y (2.100), obtenemos:

02 — 2H(n)0,, — a*(n)m?]¢o = 0, (2.101)

donde se ha tomado en cuenta la definicién del modo cero del campoo, ¢y, i.e,

que es independiente de la posicion.
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2.5.1. Slow-roll:

El mecanismo de Slow-roll consiste en asumir que al comienzo de inflacion, el
potencial de inflaton, que en este caso corresponde a V' (¢g) = %m%b%, es grande
pero bastante plano. El campo escalar rueda lentamente (de aqui el nombre
de slow-roll) a lo largo de este potencial, de tal manera que la constante de
Hubble decrece lentamente, y el universo experimenta una época de expansion
exponencial.

De considerar las ecuaciones relevantes de Einstein, escritas en tiempo fisico, se

(40" avien

tiene

3H(t)* = 4nG (2.102)

De la ecuacion de Klein-Gordon, escrita también en tiempo fisico, se tiene

LISy

doy OV
dr? a9y

7+ oo =0 (2.103)

Una solucion de estas ecuaciones representa una situacion de slow-roll, es decir,
podemos leer de (2.103) la ecuaciéon para un oscilador amortiguado, donde el
término que funge como amortiguador, es H(t), es decir, la expansion juega el
papel de una fuerza de friccion. Conforme avance el tiempo el potencial y esta
fuerza de friccion estaran en equilibrio, entonces tendremos lo que se conoce
como la condicion de Slow-roll d?¢g/dt?> = 0. Lo cual corresponde a

doo 1 oV

& = “3HD 900 (2.104)

2
Si suminos que el potencial es "muy plano”, de manera que (%) <<V, con

V = cte, tendremos que

TGV
3 )

H=H = (2.105)

en estas condiciones la expansion es exponencial, a(t) = Cexp Hjt.

Ahora, se reescriben las ecuaciones (2.102) y (2.103) en términos de tiempo
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conforme, dn = (dt/a) 2, obteniendo asf

dbn\ 2
3H(n)? = 4nG (%) +2a*V () | , (2.106)
U]
d% ¢y dpg OV
— +2H(n)— + =— = 0. 2.107
Escrito en términos de 1 la condicién de Slow-roll se traduce a
d* ¢y dy
— - 2.108
= MY, (2.108)
a partir de esta condicion se implica que
d 2 oV
dn 3H(n) O¢o
sustituyendo el correspondiente valor de V' se encuentra que
d 2,,,2
déo _ _am o (2.110)
dn 3H(n)

y la ecuacion (2.105) se escribe como

Hin) = aln)y| T = alo) Hy 2.111)

Hr(n—mno)’
—7 < n<ny, Ny <0, régimen donde empieza y termina inflacion. El factor de

notando asi que a(n) = expresion que es valida para 7, tales que

escala a(n) escrito como en la expresion anterior es una aproximacion, pues en
principio Hj es variable debido a que el potencial V' va cambiando a lo largo de

14€
inflacion, considerando lo anterior el factor de escala irfa como a(n) = (I;—Iln)

H
H2
considera muy pequeno, € < 1 durante el periodo de inflacion, ya que se supone

Ahora escribiendo en términos de H el pardmetro de slow-roll e = 1 — se

el potencial cambia muy lentamente en este periodo.

C . d? d? d
2De la definicion para 7 se tiene df;() = a% d;go - H(t)% y H(t) = ﬁ?—[(n)
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2.5.2. Perturbaciones cosmolégicas

Luego se consideran las perturbaciones:
¢ = do + 69(n, 7) (2.112)
siendo 0¢(n, &) << ¢o(n) con la métrica perturbada
ds® = a*(n)[—(1 + 2v)dn® + (1 — 2¢);;dx" da’], (2.113)

con ¥ (n,¥) << 1. El tratamiento usual consta de describir a d¢ y a 1 en

términos de nuevas variables que escribimos de la siguiente manera

_ o ap
"= en (2.114)
v=a(dp+ %1/1), (2.115)

después se realiza la cuantizacion de las perturbaciones en términos de opera-

dores de creacion y aniquilacion,

v(x,n) = Z (d;;;Vk(??) expik.T + d%u}i(n) exp —zEf) (2.116)

k

se eligen modos tales que en n — —o0, se comporten como soluciones de

frecuencia positiva, esto significa

vi(n) = ecp(~thn) <1 — k%) : (2.117)

dando lugar al vacio de Bunch-Davies, que se define por Se calcula la funcion

de dos puntos
(O] (2, n)v(y,m)[0) (2.118)

expresion de la cual podemos extraer el "Power spectrum”
0ol 0) = [ Prespikc—yPE, 219

dando como resultado P(k) = Ck™3. Notemos que este resultado nos habla

sobre las correlaciones cuanticas entre dos operadores. No se ha contemplado
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ningtin ensamble en el andlisis como es en el caso de la ecuacion (2.90) donde
se estd trabajando con un ensamble de posibles universos. La ecuacién aqui
presente nos habla sobre la correlacion entre dos operadores en distintos puntos,
mientras que la antes citada nos habla de probabilidades en un ensamble de
posibles universos. Es importante tener en mente la distinciéon entre dos objetos

similares pero conceptualmente distintos.

2.5.3. El problema de la emergencia de estructura

Como hemos mencionado, uno de los mayores éxitos del periodo inflaciona-
rio es que puede dar cuenta de las primeras anisotropias observadas en el CMB
(cosmic microwave radiation) necesarias para el surgimiento de estructura cos-
mica. Sin embargo algunas cuestiones que surgen a partir de este formalismo
son las siguientes: Si empezamos con un estado homogéneo e isétropo en qué
momento se rompio la simetria para poder dar cuenta de las inhomogeneidades.
Si estamos trabajando con la dinamica de un sistema cerrado no se rompen estas
simetrias, algunas propuestas que se han hecho para dar soluciéon al conflicto
han sido las siguientes: decir que las correlaciones rompen la simetria, pero en
el capitulo anterior se ha mostrado que este no es el caso. Otra posible respues-
ta ha sido usar argumentos basados en el mecanismo de decoherencia, que se

ilustré en el capitulo precedente no puede dar solucion.

2.5.4. Gravedad semiclasica con colapsos

La teoria de Gravedad semiclasica se aplica en un régimen en el cual no se
involucra el régimen de Planck, esta teoria intenta resolver los problemas que
se confrontan al intentar describir el espacio-tiempo asociado con un cuerpo
macroscopico descrito en términos cuanticos, que esta en una superposicion de
estados localizados en dos regiones distantes [10]. Un trabajo relevante en esto
es [11] considera tal experimento y afirma que la gravedad semiclasica no es

viable. El argumento esta basado en la siguiente dicotomia:
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1. Si no hay colapsos cuanticos entonces la gravedad semiclasica entra en

conflicto con su experimento.
2. Si hay colapsos cuanticos, las ecuaciones semiclasicas son inconsistentes.

En el dltimo punto el problema es que el colapso generalmente estaria asociado
con la falla de un lado de las ecuaciones de Einsten, pues el valor esperado del
tensor de energia momento tendria divergencias al momento del colapso. La pro-
puesta que se ha dado [12] es trabajar con Gravedad semiclasica no como una
teorfa fundamental, sino como una descripcion aproximada con un domino li-
mitado de aplicabilidad. Consideramos a las ecuaciones de gravedad semiclasica
antes y después del colapso pero no durante. Para que el enfoque esté bien des-
crito debe comentarse con un formalismo bien definido que incluya una manera
de unir las descripciones antes y después del colapso. Una propuesta concreta
de lo anterior se muestra en [12] donde ha desarrollado el siguiente enfoque para
trabajar a la Gravedad semiclasica incorporando teorias de colapso. Se trabaja
con un modelo llamado "Semiclassical Self-consistent configuration” (SSC) en el

cual un sistema se describe a través del siguiente conjunto de cantidades

{9 (), p(2), 7(x), H, |§) € H} (2.120)

Diremos que representa un SSC si y solo si ¢(z), (z) y ‘H corresponden a una

teoria cuéntica de campos sobre un espacio-tiempo que satisface

Gulg] = 871G (€] T lg(x), p(x), ()] [€) (2.121)

para todos los puntos x en el espacio-tiempo. Es decir estamos basdndonos en
una teorfa de gravedad semiclasica, la cual no consideramos una teorfa funda-
mental pero si una teoria efectiva.

La construccion de un SSC no es trivial. Pues de alguna manera se debe dar
un ansatz, se debe proponer la métrica adecuada del espacio-tiempo, construir
la teorfa cudntica, encontrar un estado apropiado, |£) € H, que sea compatible
con la configuracion seleccionada del espacio tiempo.

A través del enfoque de SSC se busca dar cuenta de la transicion de un universo
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simétrico a uno con el estado actual: inhomogéneo y anisétropo. Pero para dar
cuenta de dicha transicion es necesario elemento extra que se debe consdierar
y es el colapso cuantico de las funciones de onda de los campos de materia.
La propuesta, al incorporar las teorias CSL es poder explicar esta transicion
considerando la evolucién unitaria normal, caracteristica de teoria cuantica de
campos estandar pero suplementada por el colapso cuantico, el cual se ha plan-
teado puede predecir de alguna manera de los grados de libertad gravitacionales.
En est trabajo consideran que cualquier estado puede entenderse como un SSC
particular, razéon por la cual la transicion de un estado a otro, mediado por el

colapso se puede leer como
SSC-I — SSC-I1 (2.122)

La idea detrés de esta propuesta es considerar en un espacio de Hilbert asociado
una SSC-I que describa la transicion |£4) — |¢)), con |€(D), Q) targer €1 UN €Spa-
cio de Hilbert, HY). Notemos que {g\!), 1) #() HD), \5}7{“9@} no representa

un SSC, pues diremos que |(),;,,..; 10 es fisico. Este estado representa una ca-

targe

racterizacion del estado en el cual el colapso tomara a los campos de materia. Se

(I1)

necesita conectar al estado |€7)) con otro estado €)1 que “vive” en un nuevo

espacio de Hilbert, H) para este se tiene {gD), (1) 71 4 U1) |§>H} .

En este trabajo, estudian estas transiciones en el contexto inflacionario, consi-
derando a SSC-I como el estado homogéneo e isdtropo que toma lugar en un
tiempo correspondiente a pocos e-foldings de haber iniciado la inflacion. En este
caso se necesita un estado, [£ ( )> e HD tal que el valor de su tensor de energia

moménto sea el adecuado cerca de Sitter, este es el modo cero, excitado.
€)= F(@a"mn o), (2.123)
concretamente se considera 5(()[) = (&é”), que corresponde a un estado coherente,

F una funcién genérica que actua sobre los operadores X , F o exp (X’ ). Para

este caso particular los estados con solo el modo cero exitado, las componentes



2.5. Modelo inflacionario

00 e 75 de las ecuaciones de Einstein se simplifican a las siguientes

5220) _ 40 (@2%5 _ a2(1>m2(¢§fé>)> (2.124)
#4210 = —axG ((B)) — 2 Dm?(2))) (2.125)

aqui (dg) = (€0 = (9,61) : 1€D) v (dgy)) = (€1] = 6D2(s) = [¢) som
funciones de 7, “.” indican “normal ordering”. La ecuacion (2.124) es analoga a las
que se obtienen en el contexto de teoria clasica de campos, con los cuadrados
de los escalares del campo y las derivadas en el tiempo remplazadas por los
correspondientes operadores. El teorema de Ehrenfest garantiza las ecuaciones
de movimiento para el valor del campo de inflaton. En general las "relaciones

clésicas”

(625)) = (610 (2.126)
(625)) = (619)? (2.127)

no se mantendran. Sin embargo, si se considera un estado |£) que estd an-
gostamente centrado alrededor de una configuracion clasica del campo, gbg())(n)
N Wéfg(n), aqui se toma un “estado que es altamente coherente” (&(()I) €Dy =

fél) €D con 5'(()1) € C), para los cuales las relaciones clasicas se mantienen.

2.5.5. Nuevo tratamiento en las semillas de estructura

En el articulo [13] se muestra un tratamiento consistente para describir las
primeras anisotropias a partir de un enfoque que incorpora gravedad semiclasica
y teorias de colapso. Se trabaja con la métrica perturbada para describir el

espacio-tiempo de manera clésica
ds? = a*(n)[—(1 + 2v)dn* + (1 — 2¢)d;;dz" da’], (2.128)

donde esta trabajando con la normal de Newton y se han ignorado pertur-

baciones vectoriales y tensoriales. Al campo escalar se le dara un tratamiento

%)



2. COSMOLOGIA

56

cuantico, aunque veremos que serd equivalente tratarlo de manera clasica. El

campo se descompone de la siguiente manera

b(x) = po(x) + 0¢(x), (2.129)

se trabaja sobre la fluctuacion del campo de inflaton, d¢(Z, n). Se perturba la
accion hasta segundo orden en las fluctuaciones escalares del campo, haciendo
un cambio de variable auxiliar §(z) = adp(x).

Nos concentramos en los modos individuales del campo:

y(Z) = (273)3/2 /d/g[y(lg) exp ik.Z, (2.130)
() = W / AR (R exp iF. 4] (2.131)

en lo anterior se ha omitido la dependencia en 7, las expresiones anteriores
satisfacen el corchete de Poisson, al realizar la cuantizacion pasard a ser el
conmutador y separando a los modos en casos simétrico y antisimétrico se tiene
que los modos pasan a ser una coleccion independiente de osciladores armoénicos
modificados, cada uno evoluciona de manera independiente. Introducimos por

conveniencia para el futuro estos operadores:

X = VBEy(R) (2.132)
b, = VdE#(F), (2.133)

donde d3k representa un volumen “infinitesimal” en el espacio de las k’s alrededor
de k v (2.132), (2.133) satisfacen las reglas de conmutacion. En el tratamiento
antes hecho esta incluido el modo cero del campo, del cual se dard un anélisis
mas detallado en el siguiente capitulo.

Antes de proceder a revisar qué ocurre cuando se incorpora colapso, se cal-
culan los valores de expectacion cuando unicamente se tiene una evolucién uni-

taria, dada por el hamiltoniano del sistema Hj., para la cual se satisface:

d
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Para el operador de campo X y el operador moménto del campo, P se tienen

las siguientes iguakdades:

(2.135)

(2.136)

d | A X
LX) =(P) -
dn U
d o (P
— (P) = k(X)) + L
Py = K () +
a2 , 2 .
—(X)=— (k-5 | (X
0 =— (- 5) )
d2 .
—(P) = —k*(P
i (P) ==k (P)
Para las ecuaciones de segundo grado se hace el siguiente cambio de variables:
Q= (X?)
R = (P?)

y se obtiene:

d )
—Q=5- 2

dn n
L L
dn n
d o 2
d—ns = 2[R — k*Q]

cuyas soluciones son:

1 . i\ > 1,
Q=— Clﬁem" (1 + —) — Capge 2ikn <1 _

1 1
T (1 " (/ﬂ?)Q) ’

R = 0162ik77 + 02672“{7] + Cg,

1 o / 1 '
S = —2iCy—e*kn (1 + L) + 2iCy—e 2k <1 L

2 kn 2

(2.137)

(2.138)

(2.139)

(2.140)

(2.141)
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Con condiciones a la frontera:

Q(-T)=1/2k
R(=T) = k/2 (2.142)
S(—T) = 0.

En el enfoque propuesto se trabaja con las ecuaciones semiclasicas de Einstein
Gy = 870G (| Ty |£) . (2.143)

las ecuaciones semiclasicas de Einstein a primer orden son
0G,, = 8wGoT),, (2.144)

a partir de las cuales se obtiene ¢ = ¢ y en el enfoque de "slow-roll” con las
aproximaciones correspondientes obtenemos

_ AxGol(n)

. (n, k), (2.145)

2 g

—k"(n, k)

debido a que en [12]| se ha mostrado que a pesar de tratar de manera cuantica
al modo cero del campo de inflatén este tiene un comportamiento clasico, es
equivalente darle un tratamiento clasico, como se hace en [13], con lo cual la
ecuacion anterior se puede reescribir como: al traducir a su versiéon cuantica

k2 (n, F) = T 4y Ry (2.146)

A continuaciéon procedemos a revisar lo obtenido por las observaciones. Los

tenemos

satelites miden la temperatura que se detectando la radiaciéon de microondas de
cuerpo negro un numero de veces repetidas . Si v es la frecuencia de un pico
del espectro, entonces se tiene la siguiente relacion: AT /T = dv/v ~ %w La
cantidad AT(6, ¢)/T es funciéon de las coordenadas en la 2-esféra celeste. Esta

funcion expresada en términos de los armoénicos esféricos se lee como

AT(60.6)/T = 3" o Yiul0. ) (2,147
Im

i = [ E9(AT(0.)/T) ¥i,6.0) (2.148)
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estos coeficientes a su vez se pueden leer como

—

L1
Ay, = c/dQQ l;(@,gp)/d?’kexp (zkf)ﬁ < m(k,n) >, (2.149)

_ 4nGeo(n)
3a

es una cantidad bien definida en nuestro tratamiento, tiene una dependencia

donde ¢ = y n = 1. Como notamos «y,, depende de < ﬁ(E, n) >, que
estocéstica, lo que significa que depende de una funciéon aleatoria. Este meca-
nismo estocastico ocurre porque las teorias de colapso nos dan un ensamble de
posibles universos con distintas posibilidades de realizacion
A partir de la ecuacion (2.149) y de exp ik.Z = 47 > im il 51 (k) Yo (0, go)Yl;‘;L(lAc)
se tiene .

Ay = ZZ4WC/d3]€]l(kRD)Y2;L(I€)E < 7AT(]€,T]) >, (2150)
siendo Rp el radio comovil de "last scattering”, = Rp(sin(0) sin(¢), sin 6 cos ¢, cos 6)
y k = kk . Entonces

ol = (mel [ dhgR R0 Vi (R) 1 £ 0

= (4mc)? /OOO dka(kRD)Z%f(k)o

(2.151)

notando que f(k) = ak, con a es una constante, el resultado se vuelve inde-

pendiente de Rp. Esto se refiere a que el espectro es invariante de escala. En

ese caso,
ol = (47c)a / (o)t = (dre)a——t— (2.152)
" 0 Py 20(1 +1) '
para que esto pueda ser valido, es necesario que se satisfaga
<m(k)>?~k (2.153)

A continuacion se introducen las teorias de Colapso con localizacion continua,
CSL, las cuales describen el colapso hacia uno u otro de los estados del operador

A con una tasa de colapso A.
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Al incorporar la teoria de CSL la ecuacion dindmica ahora estara dada por

la ecuacion de Lindblad:

d oA Ao~
P = —ilH, p(t)] = S[A, 4, p(1)]]; (2.154)
usando esto la ecuacion correspondiente al moménto estard dada por:
TR (2.155)
2(A+ A¥)

Cuando en [13| se trata usando CSL al operador momento como operador

de colapso, A = P se encuentra

2
(P =Tk i (2.156)

2 2 A1+ VI+an

el cual se anula para A = 0, siendo 7T el tiempo conforme al inicio de la época

de inflacién. Para que el espectro sea invariante de escala, es necesario que el

término dominante va como
A= Nk, (2.157)
con A un parametro de dimensiones de tiempo~'. De manera similar cando en

[13] se trata usando CSL al operador campo como operador de colapso, X ,

tenemos el siguiente espectro
2 AT VEY 4\
2 VE2 =2+ VEE+ 20N

que para el caso A = 0 la expresion se anula. El requerimento para que este

(P)

(2.158)

espectro sea invariante de escala es que se satisfaga que el término dominante

vaya como

A= Mk, (2.159)

es en este ultimo caso en el que basaremos nuestro anélisis.
Procedemos a revisar las estimaciones de magnitud que justificaran las aproxi-
maciones que se haran en este trabajo. Empezamos diciendo que las fluctuacio-

nes de temperatura van como

—— = y=x107° (2.160)
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Considerando el término dominante en (2.158) tenemos que

Y2
PP~ (2.161)
que se puede reescribir como
AT = AT Gy, 2
—| == ANTZ 2.162
7] - o 2162

10? .
10-3 Ak /k ~ 11,5, los limi-

tes de integracion representan el rango observado para k, 103 Mpc™! < k <
102 Mpct.

Como se ha discutido en [14], el efecto en el periodo de reheating esta dado por

donde 7 representa una suma de modos k, 7 =

AT\? 1V -
— | =~ ——\TZ. 2.163
( T ) € Mg T ( )
De las observaciones se tiene que (%)2 ~ 10719 La desviacién de la planitud

del espectro nos indica que € ~ 10~2. Con V4 pensado por la escala de GUT
~ 101°GeV =~ 10_4Mp y tomando Z =~ 10 se puede concluir que AT es del
orden de 10% > 1.

Ahora que se ha revisado el modelo cosmolégico actual y como se han dado
propuestas alternativas al modelo estandar para poder explicar la emergencia
de estructura, damos paso al estudio de un problema que surge de no considerar
aspectos interpretativos de la Mecanica Cuéntica: el de la inflacion eterna. Pri-
mero revisaremos la version “estandar” de este problema y méas adelante haremos

una critica a esta.
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Capitulo 3

Inflacidn eterna

3.1. ;Qué es la inflaciéon eterna?

En la década de 1980, un conjunto de cosmologos, entre los que se encuen-
tran los profesores Steinhardt, Linde, Guth [15] [16] [17] mediante una serie de
trabajos argumentaron que las fluctuaciones del campo de inflatén podian con-
ducir al problema de inflacién eterna. A continuacién daremos a conocer este
enfoque, basandonos en el trabajo de Linde de 1986 [16]. Consideramos la accion
de Einstein-Hilbert (2.94). Las ecuaciones de evolucion del campo estaran dadas
a través de (2.101) y la ecuacion de Friedmann para un universo permeado de

una constante cosmologica:

87TG 1 m?
H(t) = ——(5 ¢0() 7%(75)2)- (3.1)
Para ¢y > M,, las soluciones a las ecuaciones (2.101) y (2.101), se aproximan

rapidamente al régimen asintotico, estas son:

mM,

237t
o) = avesp (376, — () ). 33

b0 = Pin

(3.2)

estas ecuaciones han sido escritas en términos del tiempo fisico, dt = adn y

se ha usado la identificacion G = MpQ. A partir de las ecuaciones anteriores se
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obtiene un tiempo critico, tei < 2v/37 ¢/mM,, en el cual el campo permanece
sin cambios y el universo se expande cuasi-exponencialmente a(t + i) =
a(t) exp (Hteit), donde

o Qﬁmd)o

H= N (3.4)

H >> t_} para ¢y >> M,. Esta expansion cuasi-exponencial hace que el

crit
universo sea localmente homogéneo e isétropo. Sin embargo, también la inflacion
es capaz de crear fluctuaciones de origen cuantico, dguam@(x) sobre el campo
clasico ¢p. Estas fluctuaciones seran generadas durante un tiempo At = H 1,
en la teorfa aqui presente las fluctuaciones se consideran como una distribucion
de perturbaciones del campo clasico dguen@(z) con una amplitud independiente

del tiempo

_H(¢o)  [2mgy
\/§7T 37‘(’]\4]37

y con una longitud de onda inicial Al ~ H~1. Més tarde estas longitudes de

|5qwm¢0 (23')’ (35)

onda creceran con a(t), pero a su vez se tendran nuevas perturbaciones con la
“nueva” longitud de onda Al ~ H~! . Las inhomogeneidades del campo ¢y dan
lugar a perturbaciones en la densidad dgyanp ().

Durante un tiempo At = H~! el promedio del campo ¢, decrece por

1
Ady = - Miey! (3.6)

de las ecuaciones (3.5) y (3.6) se sigue que

[Suandol S Ago i G0 S (My/3)(M,/m)"? (3.7)
y en este caso domina el campo clésico. Cuando

Squantdol 2 Ao st do 2, (M,/3)(M,/m)"?, (3.8)

domina el comportamiento cuéntico, donde M, < ¢y < 10°M,,. Esto significa
que la region M, < ¢o S M,(M,/m) en la cual la inflacién ocurre, se divide en

dos subregiones:



3.1. ;Qué es la inflacion eterna?

s Para ¢y <

Y

(M,/3)(M,/m)"? ~ 100M,, la evolucion del campo escalar

¢o en todos los puntos serd descrita por la ecuacion (3.2).

= Para ¢y > (M,/3)(M,/m)"? ~ 100M,), solo el promedio del campo ¢,
(promediado sobre la coordenada inicial del volumen del universo(no es-
pecifican pero supongo que realmente se refiere al comienzo del periodo
de inflacion) obedece la ecuacion (3.2) y el rol de las fluctuaciones juega

un papel importante.

En este trabajo consideran un dominio del universo de tamafio Al 2> O(H (¢y))
que contiene suficiente campo homogéneo, ¢y >> (M, /3)(M,/m)/?. De acuer-
do al teorema del "no pelo” para el espacio de Sitter, la inflacién en tal dominio
es independiente de lo que ocurre fuera de esta region. Basados en lo anterior,
los autores de estre trabajo senalan que tal dominio puede considerarse como
un "pocket-universo” o mini-universo inflacionario. Después de un tiempo tipico
At = H7! el tamano de este dominio crecera e veces, su volumen creceré e3
veces, este se convertird en 27 mini-universos de tamano O(H 1) al dividir por
O(e?), estos mini-universos contienen al campo ¢y — Adg + Iguan®o(z). Como la
longitud de onda tipica del campo dguan@o(x) que se genera durante el intervalo
de tiempo At = H™' es O(H™') y la amplitud de dyuando es O(H), el valor
del campo ¢ aproximadamente en la mitad de los mini-universos de tamano
O(H™1) decrecera por un factor de O(H), mientras que en otra mitad del do-
minio el campo crecerpa como ¢y + dguan®o () — Agy ~ ¢o+ O(H). El volumen
fisico del universo ocupado por el crecimiento del campo durante cada intervalo
At = H~! crece O(e3/2) veces. Entonces, pensando que el promedio del campo
¢ decrece debido a que rueda lentamente hacia el minimo de energia potencial
(3.2), el volumen fisico del universo se llena con un permanente crecimiento del
campo ¢y, se incrementa como exp (3 — In2)Ht 2 exp 4m¢ot/M,, y el volumen
fisico de los mini-universos, en el cual el campo ¢y no decrece, crece casi tan

rapido como %exp 3Ht. Esto genera la siguiente consecuencia:
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Los mini-universos de longitud inicial I > O(H ') contienen el campo ¢g 2

(M,/3)(M,/m)"/? reproduciran infinitamente otros mini-universos con:
b0 2 (My/3)(M,/m)'/? (3.9)

Este proceso ocurriria sin fin dando lugar a lo que se conoce como inflacion

eterna.
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Capitulo 4

El enfoque desarrollado en esta tesis

4.1. Critica a Inflacién eterna

En este capitulo analizaremos los detalles que se asumen en la historia de in-
flacion eterna. El autor menciona que la inflacién en capaz de crear fluctuaciones
de origen cuantico, d4uan®(x), las cuales asume son fluctuaciones estocasticas,
cuyos valores cambian de un punto a otro, pues hace referencia a que éstas
se consideran como una distribuciéon de perturbaciones del campo clasico. A

continuacion resaltamos inconsistencias en este modelo

En la seccion 2.1.6 se discutioé sobre la importancia de poder diferenciar
entre tres tipos de fluctuaciones, de manera particular se enfatizo en la
diferencia entre Fluctuaciones cuanticas y Fluctuaciones estadisti-
cas. Recordamos que las primeras hacen referencia a indeterminaciones
de estados cuénticos o de la funcion de onda. En este caso no estamos
hablando de un aspecto estocastico como en el caso de las Fluctuaciones
estadisticas, en el cual si pensamos que existe una coleccion de procesos,
cada uno con un peso distinto de probabilidad de ocurrencia. Si el autor
menciona que la inflacion es capaz de crear fluctuaciones de origen cuan-
tico, de acuerdo a la definicion de esta, no existira caracter estocastico en

este proceso, sin lo cual la inflacién eterna no podria llevarse a cabo.
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Otro aspecto por resaltar detras de su enfoque es que al considerar erro-
neamente a las fluctuaciones cuénticas como estocasticas supone que estas
tendran valores distintos de un punto a otro. Notemos que el modo res-
ponsable de la inflaciéon es el modo cero del campo de inflaton, el cual
por definicion es independiente de la posicion. Esto significa que aun en el
supuesto de tener una fluctuacion de tipo estocastica, lo que ocurra en un
punto se veré idéntico a lo que ocurra en otro. Al ser ¢y independiente de
la posicion no existe otra opciéon. La nociéon de considerar el espacio divi-
dido en dos regiones y pensar que en cada una de ellas sucederan distintas
cosas para el campo ¢y también es erréneo pues este no puede cambiar de

una region a otra, ya que por definicion no depende de la posicion.

Hasta aqui, habiendo senalado los puntos anteriores no existiria posibilidad
de que algo, como el problema de inflaciéon eterna surgiera, pues con lo antes
descrito no hay posibilidad alguna de que esto ocurra. Sin embargo es necesario
notar que esta no puede ser la historia final, pues como ya se mencion6 en
3.5.5, para que podamos hablar de formacion de estructura es indispensable
introducir las Teorias de Colapso, sin este elemento no es posible dar cuenta
del rompimiento de la homogeneidad e isotropia. Entonces, al entrar el colapso
en esta teoria, entra en juego también el cardcter estocastico que lleva en su
naturaleza. En este marco podriamos considerar la posibilidad de atribuir una
distribuciéon que cambie su valor de un punto a otro, pero recordemos que el
periodo de inflacion es descrito por el modo cero del campo de inflatéon, que por

definicién no depende de la posicion.



4.2. Consideraciones y objeciones

4.2. Consideraciones y objeciones

Antes de mostrar nuestra propuesta al problema de inflaciéon eterna, comen-
taremos sobre el trabajo [18], donde el Dr. Gabriel Leon en 2017, propone dar
solucion al problema de inflacion eterna con el enfoque que incorpora SSC més
Teorias de Colapso espontaneo con localizacion continua, CSL.

En la referencia mencionada, el autor también reconoce que para dar cuenta de
la formacion de estructura es necesario optar por el tratamiento que incorpora
Teorfas de Colapso. Basado en el trabajo [13] elige que el operador de colapso
sea el operador momento, la motivacion que el autor tiene en mente es que este

operador intimamente relacionado con el potencial Newtoniano,

€1>1/2 H

= (3) T

: 5o (1)

donde €; es el parametro de Slow-roll. Sin embargo esto implicarfa, por el resul-
tado en [18] que la taza de colapso vaya como A = 1/k.
El autor argumenta que la incertidumbre del modo cero del campo de inflaton

es cero. Trata separadamente al modo k£ = 0 de los modos k # 0.
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4.3. Propuesta de solucién a inflaciéon eterna

En esta seccién daremos a conocer nuestra propuesta de inflaciéon eterna.
Comenzamos sefialando que en [18] se trabaja con la expresion A = 1/k la cual
no estaria definida para el modo cero del campo, el autor trabaja de manera
independiente a los modos k # 0y k = 0, pues argumenta que la incertidumbre
del modo cero del campo de inflatén es cero. De ser cierto lo anterior, por el
principio de Heisenberg implicaria que la incertidumbre del momento fuese infi-
nita, hecho que impide proceder a un analisis basado en el colapso del operador
8.

Si bien concordamos con el autor de [18] en que la descripcion oficial esté
basada en el error conceptual de identificar incertidumbres cuénticas con fluc-
tuaciones estocasticas, de manera que sin un mecanismo tipo colapso no hay
razon para pensar que el valor medio del modo cero del campo se mueva de una
manera diferente que el generado por la ecuacion de Schrodinger, y para este ca-
so esté regido esencialmente por el teorema de Ehrnfest, pensamos que hay otro
problema mas: tomando en cuenta el hecho de que el modo cero del campo de
inflaton, ¢g es independiente de la posicion, por definiciéon, no es légico pensar
que el campo ¢( se pueda a comportar de manera distinta en distintas regiones.
El comportamiento del modo cero debe ser el mismo en cualquier punto del
espacio.

Ahora bien, como también se mencion6 en la seccion (2.5.3) al atender el pro-
blema de formaciéon de semillas de estructura es necesario introducir colapsos
para que tenga sentido el romper la homogeneidad e isotropia, y asi generar las
anisotropias primordiales que como hemos visto, para ser viables empiricamen-
te, han de estar caracterizadas estadisticamente por un espectro (2.159) que sea
invariante de escala. Hemos visto en [13| que si se adopta la propuesta de que el
operador que genera el colapso esponténeo es el operador ligado la campo cuan-
tico mismo (y no al momento conjugado) entonces este requerimiento implica

que el la taza de colapso, A deba ir como

A = Ak, (4.2)
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siendo k el modo del campo.

Como podemos notar, bajo estas condiciones en el caso del modo £ = 0 no
existiran colapsos, al no existir estos, el tratamiento que se le da a este modo
sigue siendo el tratamiento usual, a través del cual no se genera tal problema
como el de inflacion eterna, ya que su comportamiento (en contraste con el de
otros modos) seguira siendo el generado por la ecuacion de Schrodinger.

A primera vista pareceria que estas consideraciones resuelven totalmente el pro-
blema pero lamentablemente dicha conclusion no es completamente adecuada.
El problema se complica cuando consideramos la existencia de modos que son
de longitud de onda tan larga que efectivamente se podria considerar que pu-
diesen tener efectos locales indistinguibles del modo cero. En nuestra opinion y
tratandose particularmente de sus efectos gravitacionales, dichos modos corres-
ponderian a aquellos que tiene longitud de onda fisica As;s(k,n) (no confundir
la longitud de onda con la tasa de colapso) mayor que el horizonte de particula
al momento de interés 7, para estos el potencial Newtoniano es esencialmente

constante en funciéon de z de tal manera que la métrica se puede escribir como

gab = a*(n)[—(1 + 2p(n))dn® + (1 — 2¢(n));;da’ da’]
— )1 — 20(m) [~ (1 + 26()(1 - 20(n)) i + bydaida’] (43
= a*(7)[—dif” + 6;;dz'da’],

donde la nueva variable de tiempo conforme es dij = [(1421(n))(1—21(n))~1*/2dn
y redefinimos al factor de escala como @ = a(1 — 2i)"/2. De esta manera los
modos con k suficientemenete pequeno podrian contribuir de manera efectiva a
controlar lo que usualmente se atribuye al modo cero, es decir, el comportamien-
to del factor de escala aplicado a la region de interés conectada causalmente,
que es la region dentro de nuestro horizonte de particula.

El autor [18] considera relevantes los modos con k méas pequenos que Ry como
se hace en otras situaciones de inflacion eterna. Cabe notar que Ry sirve para
diferenciar situaciones en que hay o no hay equilibrio térmico en un fluido y no
necesariamente aplica para consideraciones cuanticas, de hecho en la referencia

[19] se muestra que puede haber correlaciones que incluso exceden el tamano
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del horizonte.

Como ya mencionamos, nos interesan los efectos de los modos k con:

2T 1 1
Aris(k, t) = a(t)— > — efrt=t) _ 1) ~ —[eHr(t=t1) : 4.4
jilh, ) =a(t) 7 > 7| |~ e

donde en la ultima estimacion nos hemos concentrado en una época relativa-
mente bien adentrada dentro del régimen inflacionario (después de un par de
e- folds) en lugar de solo el inicio donde el tamano del Horizonte seria cero (al
menos en nuestro anélisis que en realidad tendria que ser levemente modificado).

Tomando que el factor de escala en tiempo cosmico esa dado durante el régi-
men e inflacionario en una buena aproximacion como a(t) = Cefl'' = —1/(Hn)

tenemos que los modos relevantes serian aquellos que

Hit Hit
2_’]'(' >> ;[eHl(t_tI) _ 1 el _ 1 Ce I _ i[ 1 ] _ 7_
k Hra(ty) Hra(ty) efrtrs  Hpa(t) Cefliti™  Hp Ceflitr
(4.5)
donde en la tltima linea se us6 de que al inicio de inflacion se tiene a(t;) = H}T'
De manera que los modos relevantes son los que satisfacen
27
k’ <K kcrit = — (46)

T

y son por lo tanto los mismos en todo momento. Esta conclusion podria parecer
extrana hasta que uno nota que tanto el Horizonte de Particula como la longitud
de onda fisica de de un modo de longitud de onda co-mévil de un modo de k
escalan de la misma manera a causa de la expansion cosmica.

El siguiente punto es tratar de estimar el desplazamiento del valor esperado
del campo asociado con el colapso dichos modos. Esto es un asunto no trivial.
Como ya dijimos a falta de colapso no hay desplazamiento del valor de expec-
tacion mas alla del dado por la ecuacion de Schrodinger y que esperamos este
reflejando reflejado en este caso por las ecuaciones clasicas dado el teorema de
Ehrenfest.

Par llevar a cabo esta estimacion hacemos uso del anélogo a la ecuacion (70)

del articulo [13], (2.155), pero para las variables de campos asociados con cada

modo k. Esta ecuacion nos indica que (X)* = (X2)? — o> due como

__ 1
16| Re A’
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sabemos se anula en el caso sin colapso. Dicha ecuacion se obtiene al analizar
la ecuacion diferencial que proviene de la teoria de CSL.

Usando que d¢ = a~'y y que hemos usado en el analisis del modo de Fou-
rier de este campo ﬁ,—f» =X (/g), y trabajado con la variable de medida no cero
X P = Vd3kX (k) (donde d3k representa un volumen “infinitesimal” en el espacio
de las k’s alrededor de E) Entonces procedemos a hacer la estimacion desea-
da de la siguiente manera. Asumimos que los desplazamientos en las variables
(“discretas") X i son estadisticamente independiente (dado que los procesos es-
tocasticos de la dindmica CSL se suponen independientes para cada modo), asi

que

kerit
(60)2 = a2 (y)2 = a2 Z ()2 = a—2/ fd3k<X(k;)>2 (4.7)
k<herit 0
Ahora estimamos esta tultima cantidad considerando que esta bien representada
por el més evidente cambio que ocurre en la evolucion del sistema cuando se
introducen los efectos de CSL (ya que sabemos que si estos efectos generadores
de los colapsos espontaneos la cantidad de interés seria cero). Se trata de la la
adicion de la solucion del término inhomogeneo en la ecuacion de evolucion y

correspondiente a la incertidumbre extra en X dada por el orden de magnitud

de @ en la ecuacion (99) del articulo [13] es decir, @ = %

kcrit kcrit )\ | n | kcrit
(6¢)2 = a™? / 4rk2dk|Q| = a~? / Ark*dk =L = 2ma"?|n / dk\
0 0 i2}32 0
(4.8)

Finalmente escribimos A = kA, nosotros encontramos

ker
crit . - 2
(60)2 = 2mha™2n| / kdk = mha~ 2|k, = TAH |03 (22
0

=) (49)

crit
Notamos que el efecto es muy chico para |n| < T y se hace més pequeno a me-
dida que avanza la inflacion (recordando que 7 es negativo y crece hacia n = 0
(terminandose la época inflacionaria claramente de que esto tltimo suceda). Cal-

culando el desplazamiento cuantico del campo, derivamos 4.9 y multiplicamos
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por dn encontramos

o (0pydn = IV Aln|*2dn (4.10)

Comparando con el desplazamiento clasico del campo es decir del valor espera-
do de d¢ resultante de la parte estandar de la dindmica y considerado en las
discusiones de infacion eterna, seccion 3.1,

a(n)*m*¢o

dp = _T(n)dn (4.11)

. Wd (8/6 3/2 9/4\/7|77‘ /2m¢2
o (1) dn T M (4.12)

asoprn7 () () ()

donde se ha escrito a Hy en términos de la masa de Planck M, ~ 10YGeV,
H; = \/87Tm2¢%/6M5. Notamos que AT es del orden de 103, entonces v/103 =

10v/10 ~ 30. Se suele considerar que la masa del campo m es del orden de

GUT, con lo cual podemos notar que (%) < 1, si tomamos el punto de vista

que por consistencia, evitando entrar al régimen de gravedad cuantica (de la

escala de Planck), tendremos que (ﬁ> < 1, con lo cual podemos concluir que

i (5¢)dn
Po(n)dn

notamos que este enfoque es verdaderamente prometedor para ofrecer una re-

<1 (4.13)

solucion satisfactoria al problema de la inflacion eterna, que por cierto, ha sido
uno de los mas fuertes argumentos usados en contra de la idea de inflacion y el
motivo por el que algunos de los mas entusiastas defensores iniciales de dicha
idea hayan optado por abandonarla (citaré papers recientes de Steinhardt).
Claramente el tratamiento ofrecido aqui despierta varias incognitas, entre
ellas algunas del tipo general como, cual es la manera de hacer totalmente

compatible una teoria de colapso espontaneo no solo con la relatividad especial



4.3. Propuesta de solucion a inflacion eterna

sino también con la general [20], [21], [22], [23]. Otros problemas parecen un
tanto mas técnicos, como de donde sale el factor k, refiriéndonos a la ecuacion
(4.2) del trabajo [13] .

En este sentido vale la pena mencionar que hemos tratado de encontrar si la
expresion (4.2) puede provenir de principios geométricos, algunos calculos que
hasta el momento hemos realizado se encuentran en el apéndice: escalares de

curvatura.
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Capitulo &

Conclusiones

El tema central en este trabajo fue dar a conocer la importancia de consi-
derar aspectos interpretativos en la Mecanica Cuantica en el contexto cosmo-
l6gico. Motivados en reconocer que la Mecanica Cuéntica estandar no es una
teoria satisfactoria para dar cuenta de las semillas de estructura, pues se ha
mostrado que es necesario incorporar Teorias de Colapso Objetivo, analizamos
el problema de inflacion eterna basados en el contexto de Gravedad Semiclésica
y teorias de colapso. Revisamos los estudios bésicos del problema de Inflacion
eterna, publicados principalmente en la década de 1980 por Steinhardt, Linde,
Guth, entre otros. Resaltamos que el error comtn de considerar fluctuaciones
cuanticas como fluctuaciones estadisticas conlleva a un problema como es el de
la Inflacion Eterna. Estudiamos a su vez un trabajo que reconoce que el trata-
miento para este problema debe darse en un contexto de Gravedad Semiclasica
y Teorfas de Colapso. Sin embargo objetamos algunos puntos de dicho articu-
lo: que la incertidumbre del modo cero sea cero, lo cual conllevaria a tener una
incertidumbre infinita para el momento, debido al principio de Heisenberg; com-
parar modos con A, suficientemente grande con el modo cero usando el radio
de Hubble, el cual es de utilidad cuando se analizan interacciones o procesos en
que el asunto central es la presencia o no de equilibrio térmico, lo cual no se
tiene en inflacion. Nuestro trabajo hace énfasis en que por definicién el modo
cero del campo de inflaton no depende de la posicion, teniendo como consecuen-

cia que incluso un mecanismo estocastico no podria significar que cosas en una

7
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posicion sean distintas en otra. También hacemos un estudio de los modos con
Atis suficientemente grande (cuyo comportamiento es similar al modo cero del
campo) comparando con el horizonte de particula, el cual si nos da una idea de
las regiones que estuvieron casualmente conectadas. Finalmente mostramos que
la taza entre el desplazamiento cuantico y clasico del campo es muy pequena
para estos modos, resultado que es verdaderamente prometedor para dar una
resolucion satisfactoria al problema de inflacion eterna.

El resultado de esta tesis, junto con su precursor inmediato, el trabajo del Dr.
Gabriel Leon [18] en cuanto a la inflacion eterna representa después de las modi-
ficaciones dramaticas respecto a la generacion de ondas gravitacionales primor-
diales durante inflacion [24], [25], el segundo cambio verdaderamente dramatico,
resultado de los analisis basados en la incorporacion de Teorias de Colapso a

dicha situacion.



Apéndice A

Calculo de escalares

En este apéndice vamos a explorar posibilidades de relacionar con cantidades
geométricas el factor k, que aparece de manera prominente en determinar la taza
de colapso. Existen trabajos previos que sugieren que el colapso cuantico esta
vinculado con la geometria del espacio-tiempo [26], [27]. Aqui se explora a través
de distintos escalares de curvatura para la métrica perturbada de FLRW si es
posible hallar relacion entre estas cantidades y k, (2.158).

Consideramos la 4-métrica perturbada de FLRW, cuyo elemento de linea estéa

dado por
ds® = a(n)*[=(1 + 2¢(n, 2)) + (1 = 29 (n, x))d;;dz" dz’], (A.1)

considerando ¢ (n, ) = ¢i(n)e™ +1p_x(n)e~™ y tomando que ¢y () = 1 (n).
Entonces tenemos

Y(n, @) = i(n) (€™ +e ™), (A.2)

que puede escribirse de la forma considerando (1, x) = ¥r(n)e*® +1p_p(n)e~*

y tomando que 9 = 1_;. Entonces tenemos
W(n, x) = 29 cos k, (A.3)
si hacemos la identificacion 1y (n) = ep(n)/2, siendo € << 1 tenemos

ds* = a(n)?[—(1 + 2e¢(n) cos kx) + (1 — 2e(n) cos kx)d;;dx'dr’],  (A.4)
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no confundir ¢ con el empleado en la seccion 2.5.6 matricialmente la métrica se

lee
—(1 + 2epcos kx) 0 0 0
0 1 —2epcoskr 0 0
2
ab) = @
(9ar) () 0 0 1 —2epcoskx 0
0 0 0 1 —2epcoskx
(A.5)
donde se ha omitido escribir la dependencia ¢ respecto de 1 y su inversa esta
dada por:
1
~ (1+2epcos kx) 0 0 0
1 0 — 0 0
(gab) _ : 1—-2epcoskx . <A6>
CL(??) 0 0 1—2epcoskx 0
1
0 0 0 1—2¢epcoskzx
El determinante de la métrica correspondiente es:
det(gw) = g = — a(n)® + 16e*a(n)*p(n)* cos* (kz)
— 16£%a(n)%¢(n)? cos®(kx) (A7)

+4ea(n)®e(n) cos(kx)

por ende

V=g =la(n)® = 16c*a(n) ¢ (n)" cos’ (k)
+16%a(n)p(n)? cos® (kx) (A.8)

— 4ea(n)*p(n) cos(ka)]'?
Aproximando a primer orden en ¢ la expresion anterior tenemos
VvV —g(02) ~ a(n)*(1 — 2p(n)e cos kx) + O () (A.9)
aproximando a segundo orden se encuentra

VvV —g(03) ~ a(n)*(1 — 2p(n)e cos kx — 2%p(n)? cos?(kx)) + O(e?)  (A.10)
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A continuacion calcularemos el promedio de algunos escalares de curvatura sobre

una hipersuperficie:

<R>——/ dz/ dy/ dr/—gR (A.11)

donde R denota al escalar en turno y

/dz/ dy/ dxv/—h (A.12)

el volumen de una hipersuperficie espacial. Este volumen a primer orden en &

estd dado por

a?L*(kL — 3epsin(kL))
k Y

mientras que a segundo orden la expresion correspondiente se denota como:

a® (kL (3e%¢* + 4) + 3epsin(kL)(ep cos(kL) — 4))

BV (e?) ~

(A.13)

BV () = A4
V() a (A1)
La expansion del escalar de Ricci a primer orden esté dada por:
6a” 2
DR(e) 22 26" () cos(he) + 120/ ()¢ (n) cos(ka)
a(n)®  a(n)
(A.15)

+ k*a(n)p(n) cos(kx) + 3a(n)y" (n) cos(kzx)]
+ O (52)

buscamos el promedio para ) R(£2)* como se mostro en (A.11):

<B REHY > = /OLd / dy/ dz\/—g(0s) )3(52)

_ 2%3*Ya(n)* ( ) 1
(1) \a(m)?®) kL —3epsin(kL))  (A-10)
x [3kLa"(n) — esin(kL) (6(cx + 1)g(n)a”(n)
+12ad'(n)¢' () + aa(n)(3¢" () + K*o(n)))]

si consideramos L — 00, se tiene:

lim <W R(e?)* >= 293! 4(%) (A.17)
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La expansion del escalar de Ricci al cuadrado a primer orden esté dada por:

36a"(n)?>  24e ., )
a(n)®  a(n)" 5 [k“a(n)p(n)a”(n) cos(kx)

+ 3a(n)a” (n)g" (n) cos(kx) + 6p(n)a” (n)* cos(kx)
+12d'(n)a” (n)¢'(n) cos(kz)] + O(e?)

()RQ( ) ~

(A.18)

Nuevamente mediante la expresion (A.11) obtenemos el promedio para < (Y R2(£2))* >

y obtenemos:

3% 4%l(n)" (a”(n)2> i
a"(n)a3(kL — 3epsin(kL)) \ a(n)b
x [3a"(n)(2(2a + D)ep(n) sin(kL) — kL) (A.19)
+24aed’ (n)¢'(n) sin(kL)
+2aea(n) sin(kL) (3@"(7]) + kzgo(n))}

< (VR () >=

tomando el limite L — 0o se encuentra

< (g2 g 040) (@)
lim < (VR ()" >= 3740 (n)(a(n)G) (A.20)

a(n)®
+k2a(n)*e(n)d'(n)* cos(ka) — a(n)*a'(n)*¢" (1) cos(kx)
+4p(n)a' (n)* cos(kx) + 6a(n)®a’(n)a” (n)¢ (n) cos(kz)

—4a(n)p(n)d'(n)*a"(n) cos(kz)) + O (%)
(A.21)
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Hallamos el promedio y encontramos

alm2a” (M2 +1a’ (M4 —alra (n)2a” «
12o‘ka(77)4( ()2 (m)*+ (;7()77)8 (m)a’ () (n))

<(4) RabRab(€2)a >—

a3(kL — 3epsin(kL))
1
b k (a(n)*d”(n)* + a'(n)* — a(n)a’(n)?*a”(n)) R
x esin(kL) (204&(17)3 "(n)¢" (n) + 2(2a + 1)p(n)d’(n)* (A.22)

— 2(2c + L)a(n)e(n)d' (n)*a” (n)
+a(n)? (ad'(n) (6a"(n)¢'(n) — a'(n)¢"(n))
+o(n) (22a +1)a" () + ak*d' (n)*)))

Analizando el caso L — oo se encuentra

(e2)* >=12° <a(77)2a”(77)2 +a'(n)t - a(n)a,(mza,/(n))a

1 ; ab
im <% R b R a(n)?

L—oo

El promedio para Kretschmann, £ a primer orden es:

(4) por(2ya < 1
< EE)> P P+ 2000) = 2l )
% 39 Lg(p)! <4a(n) a"(n)” +8d'(n 2(7)7)8 Ba(n)a'(n)a (77))

kL2
* BLA(kL — 3epsin(kL))
(a(n)?a"(n) (3" (n) (kL — 2(2a + 1)ep(n) sin(kL))
+ 2aea(n) sin(kL) (K ¢(n) — 3¢"(n)))
+ 6a'(n) (kL — 2(2ac 4 1)ep(n) sin(kL))
— 6a(n)a'(n)* (a"(n) (kL — 2(2c + 1)eg(n) sin(kL))
v

+aza(n)sin(kL) (k*p(n) — ¢"(n))) — 12aca(n)*a’(n)a” (n)¢' (n) sin(kL))
(A.24)
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Cuando L — oo

lim <@ K(e2)* >=

L—oo
a1 (4a(n)’a"(n)* + 8a'(n)* — 8a(n)d'(n)*a"(n) \"
3 1 (A.25)
a(n)
y 6(1 — a(n)d'(n)?)
a(n)?a”"(n)? + 2a'(n)* — 2a(n)a’(n)*a"(n)
El escalar de Weyl en serie, a segundo orden, se escribe como:
16e2k* 2(k
W) ~ 265K 20 feos(kz) | (%) (A.26)
3a(n)*
elevando el resultado anterior a la potencia 1/2 encontramos
4ek? k
W(e3) = =W pln) cos x, (A.27)
V3a(n)?

promediamos haciendo uso de la expresion:

< VW () > 53 / dz/ dy/ dry/—g(e3)\/W(e3),  (A.28)

obteniendo como resultado

2k2
T >= 8a(n)*k ep(n)
3v/3a’
4e2p(n)? — 2+ 2e cos kLp(n) — 2e2sin kLp(n)? + 6ekLo(n) /sin kL
X

kL(4 4 3c%p )/sm k:L + 3ep(epcos kL — 4)
(A.29)

si pensamos que la caja en la que estamos integrando tiene un volumen, tal que

L — o0, obtenemos

16£°k(n) (1)

<W(EHV? >= : A.30
) v (A.30)
expresion a partir de la cual podemos despejar k y tenemos:
VA2« W (23)1/2 <1/2
poSlam<WiE) P> (A.31)

dea(n)e(n)



Considerando A
_ 4nGgy(n) < #(k.m) >

—k2¢(U7 k)

la ecuacion (A.31) se escribe como

a

31/441/2 < W(83)1/2 < 1/2

kol =
4a(n)drGey(n) < w(k,n) >

Y

(A.32)

(A.33)
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Apéndice B

Conceptos matematicos

Definiciéon B.0.1. Un espacio métrico es un conjunto, M y una funcion real

valuada d(.,.) en M x M que satisfacen
(i) d(z,y) =0
(i) d(xz,y) =0siysolosiz =y
(iii) d(z,y) = d(y,z)
(iv) d(zx, z) < d(z,y) + d(y, 2),
la funcion d es llamada una métrica de M.

Definicién B.0.2. Una secuencia de elementos {z,}°°; de un espacio métrico

(M, d) se dice que converge a un elemento x € M si d(z,x) — 0 como n — oc.

Definiciéon B.0.3. Una secuencia de elementos {z,} de un espacio métrico
(M,d) se dice que es una secuencia de Cauchy si (Ve > 0)(IN)n,m > N

implica d(zy,, ) < €.

Definicién B.0.4. Espacio vectorial: Un espacio vectorial, o espacio linea,
V sobre un campo K, es un conjunto en el cual dos operaciones, adiciéon y mul-
tiplicacion por un elemento de K, llamado escalar, son definidad. Los elementos

v € V llamados vectores satisfacen las siguientes propiedades

87



B. CONCEPTOS MATEMATICOS

88

i) u+v=u+v.
(i) (u+v)+w=u+(v+w).
(ili) Existe el vector O tal que v+0=v
(iv) Para cada u, existe —u, tal que u+ (—u) = 0.
(v) c(u+v) =cu+dv.
(vi) (¢+d)u = cu+ du.
(vil) (ed)u = c(du).
(viii) lu=u
en lo anterior u,v,w € V y ¢,d € K, con 1 el elemento unidad de K.

Definicion B.0.5. Mapeo Lineal: Dados V', W espacios vectoriales sobre K,

entonces si f : 'V x W es un mapeo lineal si

L flau+ pv) =af(u) + f(v)
conu,veV.

Definicién B.0.6. Dados (V,n), (W, m) espacios vectoriales sobre K, donde n
y m denotan las dimensiones de los espacios, respectivamente. El conjunto de
mapeos lineales entre V' y W con las operaciones: f(aw + fv) = af(w)+ f(v)
y (e¢f)(v) = c¢f(v), denotado como L(V, W) forman un espacio vectorial de
dimension Dim/(L(V, W)). Bajo la situacion Dim(L, k) = Dim(V), al espacio

vectorial (£, k) se le conoce como espacio dual de V', denotado por V*

Definicion B.0.7. Espacio normado: Un espacio lineal normado, es un es-
pacio vectorial V| sobre un campo R, o C y una funcion, ||.|| : V' — R, la cual

satisface

i) ||v]| = 0vv eV



(i) v=0siysolosiv=0
(ili) [lav]| = |a|||v]|[VVv € Vya e Ro C
() [lv +wl| <[v][ + [[w[[Vv, w € V

Definicion B.0.8. Sea V' = V(m, K) un espacio vectorial con una base e; y
sea g un espacio vectorial g : V. — V* podemos definir el producto interno

entre dos vectores vi, vo de V mediante
g(v1,vae) =< gvy, vy > (B.1)

Definicion B.0.9. Espacio de Hilbert: Un espacio de Hilbert, H es un espa-
cio vectorial complejo con producto interno, tal que toda secuencia de Cauchy

converge en el espacio [28], [29].
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Apéndice C

Integral de It6

La integral de It6 desarrollada por Kiyoshi Itd para el célculo de procesos
estocasticos, ha sido de gran utilidad en el area de matematicas financieras y
ecuaciones diferenciales estocasticas. A continuacion, basados en [30] presenta-

mos conceptos preliminares para poder dar a conocer su definicion .

Definicion C.0.1. og-algebra: Sea {2 un conjunto no vacio y F una coleccion

de subconjuntos de 2. Decimos que F es una o-algebra si se cumple
i El conjunto vacio pertenece a F,

ii Siempre que un conjunto A pertenezca a F, su complemento A° también

pertenecera a F.y

iii Siempre que una secuencia de conjuntos Aq, As, ... pertenezcan a F, en-

tonces la union U A,, también pertenece a F

Definicion C.0.2. Espacio de probabilidad: Sea (2 un conjunto no vacio,
F' una o—algebra de subconjuntos de 2. Una medida de probabilidad P es una
funcion que, a cada conjunto A € F, asigna un nimero en [0, 1], llamada la

probabilidad de A y se escribe P(A). Nosotros requerimos

i P(Q) =1,y
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ii siempre que A, Ao, ... sea una secuencia de conjuntos discontinuos en JF,

entonces
o0

n=1

Al triplete (€2, F, P) se le llama un espacio de probabilidad.

Definicién C.0.3. Sea 2 un conjunto no vacio. Sea T' un nimero fijo positivo
se asume que para cada t € [0, T] existe una o—algebra F(t). Se asume ademés
que si s < t entonces cada conjunto en F(s) estd también en F(¢). Entonces

nosotros las nombramos: una coleccion de o—algebras F(t), 0 <t < T,

Definicién C.0.4. Proceso Martingala Sea (€2, F,P) un espacio de pro-
babilidad, sea T" un namero fijo positivo, sea F(t), 0 < t < T, un filtro de

o—algebras de F. Consideramos un proceso estocéstico M(t), 0 <t < T.

i si EJM(t)|F(s)]=M(s),V0<s<t<T,

nosotros decimos que este proceso es martingala. No tiene tendencia a subir o

bajar.

Integral de It6: Consideramos un ntmero fijo positivo Ty se busca dar

sentido a .
/ A(t)dW (). (C.2)
0

Los ingredientes basicos de esta construcciéon son el movimiento Browniano
W(t), t > 0, en conjunto con un filtro F, ¢t > 0, para este movimiento Brow-
niano. Daremos el integrando A(t) adaptado a un proceso estocéstico. La razon
para hacerlo es que A(t) sera eventualmente a posicion que sr tome en un tiem-
po t, y eso tipicamente depende de la trayectoria valor activo hasta el momento
t. Todo lo que dependa de la ruta de un proceso aleatorio es en si mismo aleato-
rio. Todos los incrementos en el movimiento Browniano después de un tiempo ¢
son independientes de F(t), como At es F(t)-medible, también debe ser inde-

pendiente de estos futuros incrementos Brownianos. Las posiciones que toman



C.1. Integral de Itd en teorias de colapso

los valores activos pueden dependender de su historial, pero deben ser indepen-
dientes de los incrementos futuros del movimiento browniano que los impulsa.
El problema al que se enfrenta dar sentido a esta integral es que las trayectorias

del movimiento browniano no pueden diferenciarse en el tiempo, entonces se
define

| awagto = [ awg (©3)
0 0

donde el lado derecho de la igualdad anterior, es una integral ordinaria (integral
de Lebesgue) con respecto al tiempo. No trabaja directamente integrando el
movimiento Browniano. A continuacién se muestra una version de este trabajo,

de integral de It6, aplicado a las teorias de colapso.

C.1. Integral de I1t6 en teorias de colapso

En un espacio de Hilbert vamos a considerar un proceso Markoviano |¢5(t))

que satisface la siguiente ecuacion, que se conoce como ecuacion de Ito,
d|y) = [Cdt + A.dB] |[¢) (CA4)

el primer término corresponde a la parte hamiltoniana de la ecuacion de Schro-
dinger estandar, siendo C' un operador hermitiano. El segundo término en la
ecuacion representa un ruido que se ha agregado, en donde A = {A;} es un
conjunto de operadores y B = {B;} es un conjunto de procesos de movimiento

browniano, estos obedecen lo siguiente
<<dB; >>=0 , <<dBidB; >>=~5(x —y)dt, (C.5)

v es una constante real que se define como la volatilidad. En este caso estamos
presentando el caso discreto, sin embargo ¢ puede ser continuo, en ese caso la
suma se remplaza por una integral y la delta de Kronecker se convierte en una
delta de Dirac.
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