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Introduccion

Este trabajo versa sobre el tema de la negacion légica. En ella cubro
discusiones sobre la logicidad de la negacién, dos enfoques conexivos sobre la
negacion del condicional y un método para obtener reglas de tableaux para
férmulas negadas en una logica paraconsistente no veritativo funcional.

Jc Beall ha afirmado que no hay una negacién logica, o —en términos me-
nos controversiales— que no hay una negacién logica “filoséficamente intere-
sante”mas alla de ciertos patrones inferenciales para una conectiva unaria.
Algunas de las premisas en las que se basa para defender esta tesis presupo-
nen una postura filoséfica cercana a la sematica de pruebas dentro del debate
del significado de las conectivas légicas.

De acuerdo con la semantica de pruebas, los significados de las conectivas
son dados por las reglas primitivas en las que aparecen. Beall no habla del
significado de las conectivas, sino de su estatuto légico: una conectiva légica
tiene que estar caracterizada por reglas de derivacion. Pero estas reglas deben
cumplir con una caracteristica particular, pues en ellas no tienen que aparecer
otras conectivas mas que aquella a la que se intenta caracterizar. Por ejemplo,
las reglas para el condicional tendrian que ser similares (o las mismas) a las
siguientes:

ATFA,B

( 'FAA  BIFY
'rALA— B

ASBTIFAY

(—R) —L)

y no como las siguientes:

ATHFA,~B I'-AA  ~BIFY

(~=R) A <A By (=L A S BT Ay

que son las que se ofrecen para la lgica conexiva biclasica [34], en las que
aparecen negaciones.



Por ello la postura de Beall se asemeja —también dentro de la discusion
del significado de las conectivas— a lo que se ha denominado “separatis-
mo”. De acuerdo con esta ultima postura, el significado de cada conectiva
se obtiene de manera independiente del significado de las otras conectivas.
La alternativa a esta perspectiva es dada por el interaccionismo, en el que se
establece que los significados de cada conectiva se obtienen de sus relaciones
con otras conectivas. Un ejemplo es el de las légicas conexivas, en las que,
a decir de Routley [49], los significados del condicional y la negacién son
inseparables.

En las logicas conexivas, hay al menos dos enfoques sobre la negacion del
condicional [36]. En el primer enfoque se considera que la negacién del con-
dicional es equivalente con el esquema (A —~ B) [55], mientras que en el se-
gundo enfoque se considera una forma modalizada del mismo, (A — ¢ ~ B)
[58]. Estos enfoques han sido relacionados por Hitoshi Omori utilizando una
légica modal desarrollada por Sergei Odintsov y Heinrich Wansing [35]; sin
embargo, la relacion de ambos enfoques resulta problematica en la discusion
del posibilismo, perspectiva segiin la cual toda formula es posible. Utilizan-
do un fragmento de la légica LP junto con un condicional especial, Estrada
Gonzélez [17] relaciona una manera de definir las lgicas conexivas median-
te la definiciéon del condicional en términos de posibilidad, nociéon definida
a su vez en términos de consistencia, con la idea de que toda proposicién
es autoconsistente. Esto resulta en que toda féormula con la forma QA sea
vélida. Sin embargo, un teorema limitativo ofrecido por Omori en [36] esta-
blece que en una légica con pocos y casi incontrovertibles principios légicos
y reglas de inferencia', al anadir los esquemas ~ (A — B) +» (A =+~ B) y
~(A— B)— (A— O ~ B), se obtiene OB +» B como un esquema vélido,
lo que conlleva a que no se pueda anadir ¢ B como un esquema valido, so
pena de trivialidad. Uno de mis objetivos es mostrar como se pueden con-
servar ambos enfoques dentro de este mismo marco, es decir, utilizando la
expansion de LP, pero al precio de restringir el posibilismo a los casos en los
que las férmulas solo tienen valores designados.

Distinguir entre diferentes valores designados resulta ttil para proponer
un nuevo sistema de tableaux para la logica paraconsistente C; en el ter-
cer capitulo. Como es bien sabido, dicha légica esta caracterizada por un
método de decisién que no es representable por tablas finitas de valores. Las
condiciones usuales de evaluacion de las formulas libres de negacion para esa

'De los cuales hablaré en el capitulo 2.



légica permiten obtener las mismas reglas de la légica clasica en un calculo de
tableaux, pero resultan problematicas para las férmulas negadas, las cuales
pueden tener el mismo valor de las férmulas a las que se esta negando. Ante
tal escenario surge la pregunta de si la nocién de verdad que se utiliza en la
l6gica paraconsistente sigue siendo la misma que la de la logica clasica. Al
traducir las féormulas negadas a una légica trivaluada con dos valores desig-
nados, es posible recuperar la veritativo funcionalidad de C; y ofrecer una
nueva perspectiva sobre lo que parece ser prima facie la nocién de verdad en
la l6gica paraconsistente.

Los tres temas que he mencionado agotan el contenido de esta investiga-
cién; a pesar de lo distantes que puedan parecer, ellos contienen aportaciones
a la discusién sobre la negaciéon en la filosofia de la logica en los ambitos de
la l6gica conexiva y la logica paraconsistente. En este trabajo no exploraré si
hay implicaciones de las ideas centrales de los contenidos de cada capitulo so-
bre los restantes, ya que mi propdésito fue trabajar sobre cada uno de ellos de
manera independiente. Es decir que no estudiaré si los sistemas de tableaux
para la légica C; se puede extender para incluir negaciones de condicionales
con un enfoque conexivo; o si con las reglas de tableaux hay otra linea de
defensa para una postura similar a la de Beall.

La estructura de este trabajo es la siguiente En la primera parte del
trabajo discuto el argumento de Jc Beall con el que defiende que no hay
negacion légica. Una de las premisas del argumento establece que la negacion
tiene que ser exclusiva o exhaustiva y presento dos razones para negar esta
premisa

En la segunda parte del trabajo discuto tres enfoques de las logicas co-
nexivas con logicas modales veritativo funcionales y dos tipos de negacién.
Al interpretar la posibilidad como dicen Lewis y Langford en Symbolic Logic
y aceptar que la posibilidad tiene las condiciones de interpretacion que dice
Béziau para la negacion del condicional en el enfoque de Egré y Politzer, la
negacion del condicional en el enfoque de Wansing es interderivable con la
negacion del condicional en el enfoque de Egré y Politzer.

En la tercera parte del trabajo propongo un sistema de tableaux para la
l6gica paraconsistente C; de Newton da Costa. Discuto el procedimiento para
obtener un tableaux por medio de cuasimatrices y como poder representar
reglas para férmulas negadas en estos sistemas.

Cada uno de los capitulos constituye un articulo que ya ha sido publicado
o aceptado para su publicacién. El primer articulo, correspondiente al primer
capitulo, se encuentra condicionalmente aceptado en la revista Critica; el
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segundo articulo fue publicado el ano 2019 en el volumen 51 de la revista
Felsefe Arkivi- Archives of Philosophy bajo el titulo de “A note on three
approaches to connexivity” en las paginas 129-138; el tercero sera publicado
en una edicién dedicada al Coloquio de Estudiantes de Filosofia de la Ciencia
celebrado durante los dias 4, 5 y 6 de marzo de 2019 en el Instituto de
Investigaciones Filosoficas de la UNAM.
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Capitulo 1

Si hay negacién légica

En este capitulo discutimos la tesis de Jc Beall segtin la cual no hay negacion
légica.! Evaluamos la solidez del argumento con el que defiende su tesis y
presentamos dos razones para rechazar una de sus premisas: que la negacion
tiene que ser excluyente o exhaustiva. La primera razén involucra una pre-
sentacion alternativa de las reglas de la negacion en sistemas de secuentes
diferentes al que Beall presupone. La segunda razon establece que la negacién
no tiene que ser excluyente o exhaustiva.

Introducciéon

En este capitulo discutiremos la tesis de Beall, defendida en [4], de que no
hay negacién légica. Evaluaremos la solidez del argumento que sustenta la
tesis y presentaremos dos razones para negar la verdad de una de sus pre-
misas, segun la cual la negacién tiene que ser excluyente o exhaustiva. La
primera razon que ofrecemos es que incluso si aceptamos que la negacion
en la légica preferida por Beall —FDE— tiene que estar caracterizada por
reglas en las que no aparezcan otras conectivas, reglas asi pueden obtenerse
en marcos légicos distintos (marcos de sistemas de secuentes tri y tetrala-
terales [51], [52]) al presupuesto por Beall, que es un marco de sistemas de
secuentes de conclusiones multiples. De hecho, hay reglas asi para la nega-
cién en un célculo de secuentes estandar que no es considerado por Beall ni
por sus detractores. En ambos casos las reglas para la negaciéon no expresan
exclusividad ni exhaustividad. La segunda razoén, todavia mas sencilla, dice

!Este capitulo fue realizado de manera conjunta con Luis Estrada Gonzélez.



que la negacién no tiene que caracterizarse mediante exclusividad o exhaus-
tividad, sino simplemente como una conectiva que intercambia la verdad y
la falsedad.

El problema que abordamos aqui es importante porque esta estrechamen-
te vinculado con la comprension de FDE, que es una légica central en muchas
investigaciones ldgicas contemporéneas ademads de las del propio Beall (véan-
se por ejemplo [41], [37] y [38]). Pero la importancia del tema no se agota
en la comprension de FDE, sino que se trata de un problema més general
acerca de la naturaleza de la negacién. En ese sentido, nuestro trabajo puede
enmarcarse en el debate reciente entre Omori/De cf. [23] y Berto/Restall (cf.
[7] v [8]). Si bien no nos pronunciamos acerca de cudl es el mejor tratamiento
semantico para la negacién —si el “plan australiano”, defendido por Berto
y Restall, con su seméantica tipo Kripke y condiciones no estandar para la
negacion, o el “plan estadounidense”, defendido por Omori y De, con una
semantica extensional bivaluada pero no vertitativo funcional— si tratamos
el problema de qué propiedades si cabe esperar en una teoria suficientemente
general acerca de la negacién.

La estructura del capitulo es la siguiente. En la primera seccion presenta-
mos el argumento con el que Beall defiende que no hay negacion logica. En la
segunda seccion presentamos la objecion de Lionel Shapiro al argumento de
Beall, de acuerdo con la cual al cambiar la presentacion de la logica a marcos
de secuentes tri y tetralaterales, se pueden encontrar reglas para la negacion
en las que no aparecen otras conectivas. En la tercera seccion presentamos la
segunda objecién, segin la cual no es necesario que la negacién tenga que ser
excluyente o exhaustiva. La insistencia de Beall en que una conectiva logica
debe estar caracterizada por reglas en las que no aparezcan otras conectivas
se asemeja a la postura separatista en el tema del significado de las conectivas
logicas. En la cuarta seccion discutiremos este supuesto, lo cual también nos
lleva a considerar que hay otras opciones antes de concluir la inexistencia de
la negacion légica.

1.1. El argumento sobre la inexistencia de la
negacion légica

Jc Beall ha defendido que no hay negacién l6gica [4]. Su argumento para
defender esta tesis es el siguiente:



B1. La negacion légica debe ser excluyente o exhaustiva, esto es, dadas un
par de proposiciones A y ~ A, no pueden tener el mismo valor (exclusividad)
o entre las dos tienen todos los valores posibles (exhaustividad).

B2. Hay razones para abandonar exclusividad.

B3. Hay razones para abandonar exhaustividad.

B4. No hay razones para preferir abandonar exclusividad sobre exhaustivi-
dad, ni viceversa. Ademas, las razones para abandonar exclusividad y ex-
haustividad son mas fuertes que las razones para aceptarlas.

B5. Si hay razones para abandonar exclusividad y hay razones para abando-
nar exhaustividad, no hay razones para preferir abandonar una sobre la otra,
y las razones para abandonar exclusividad y exhaustividad son mas fuertes
que las razones para aceptarlas, entonces hay que abandonar ambas.

B6. Entonces, hay que abandonar exclusividad y exhaustividad.

B7. Asi, la negacién logica no es excluyente ni exhaustiva.

BC. Por lo tanto, no hay negacion logica.

A continuacién discutiremos brevemente todas las premisas, excepto la
primera, que dejaremos para la seccion 3.

Beall dice que las razones para abandonar exclusividad las proporcionan
las oraciones paraddjicas de autorreferencia. Una de estas oraciones es la del
mentiroso: “Esta oracion es falsa”. Para interpretar esta oracién en términos
intuitivos, las personas que admiten cimulos de valores de verdad (por ejem-
plo, [43], [3], [56], [57]) usan una semantica que les permita expresar que hay
oraciones que son tanto verdaderas como falsas. Dado que ellos interpretan la
negacion de una proposicién como la afirmacién de su falsedad, abandonan el
requerimiento de que la negacion sea excluyente de la verdad de esa féormula.
La légica preferida por varias personas que admiten cimulos de valores de
verdad para hacer esto es la légica paraconsistente LP.2

Con respecto a la tercera premisa, Beall dice que los fenémenos de vague-
dad proporcionan las razones para abandonar exhaustividad. Para hablar de
los fenémenos de vaguedad, las personas que admiten vacios de valores de
verdad (por ejemplo, [31] o [18]) usan una seméntica que les permita expresar
que hay oraciones que no son ni verdaderas ni falsas. La logica preferida por
varias personas que admiten vacios de valores de verdad para hacer esto es
la 16gica paracompleta Kz.?

2Las propiedades de LP han sido ampliamente estudiadas en varios lugares y son
bien conocidas; el locus classicus es por supuesto [42]; el lector con menos tiempo libre
puede revisar [43, capitulo 5].

3Para un estudio sucinto de las caracteristicas de K3, véase [18, capitulo 3].
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Con respecto a la cuarta premisa, Beall dice que no hay razones dadas
puramente por la logica para preferir abandonar exclusividad sobre exhausti-
vidad, ni viceversa. Las tinicas razones para preferir abandonar exclusividad
sobre exhaustividad (o viceversa) son razones extraldgicas, como que ha-
ya oraciones paraddjicas de autorreferencia o fenémenos de vaguedad. Sin
embargo, tomadas en conjunto, éstas constituyen razones mas fuertes pa-
ra abandonar tanto exhaustividad como exclusividad, no solamente una de
ellas. A Beall le parece que no hay una manera légicamente imparcial para
decidir entre exhaustividad y exclusividad sin que se acepte la posicién que
se quiere probar. Por ello es que Beall cree que la légica que subyace a todas
nuestras teorias verdaderas tiene que ser subcldsica [5] —esto es, una légica
cuyo conjunto de argumentos validos sea un subconjunto del conjunto de
argumentos validos de la logica clasica— y dicha logica tiene que tener una
negacion que no sea excluyente ni exhaustiva. Beall considera que esa logica
es FDE.*

Cualquiera de las premisas se puede discutir, pero le concederemos a Beall

las premisas B2 a B7, de modo que nos concentraremos en la evaluacién de
BI1.

1.2. Las reglas de derivacion para la negacién

Beall toma como evidencia de que no hay negacién légica que las reglas para
la negacién en FDE sean las siguientes:

my LEA~A~B
I, ~AFA T,~BFA (~AR) TR S A B)
T~ (AANB)F A

(~ AL)

4Las légicas LP y K3 son extensiones de FDE. Hay varias maneras de obtener
aquellas dos légicas a partir de ésta; en la siguiente seccién presentamos una forma de
hacerlo. El argumento de Beall sugiere que si la teoria correcta acerca de la negacién
no es la de K3 ni la de LP, quiza tal teoria correcta pueda obtenerse de la interseccién
de ambas légicas. La interseccién de LP y Kj es la 16gica S3 (véase [25]). S3 contiene
estrictamente a FDE, pues en ella valen todos los argumentos validos en FDE, pero
también el siguiente, que es invalido en FDE:
(RA) AN~ A+ BV ~B
No obstante, S3 no es la légica favorecida por el argumento de Beall, porque la validez
de (RA) en esa légica sugeriria que si la negacién no es excluyente entonces es exhausti-
va y, contraponiendo, que si no es exhaustiva entonces es excluyente, lo cual va contra la
idea de que la negacion no es excluyente ni exhaustiva.
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I~ A~DBFA

(~ VL) T.~(AVDB)F A (~ VR) r-A~A TFA~B
TFA ~(AVB)
T AFA TEA A

Considerando reglas de este tipo, Beall concluye que “(...) no hay una
negacién légica filoséficamente interesante (mas alla de los patrones de De
Morgan), ninguna conectiva de negacién interesante cuyo comportamiento
independiente [de otras conectivas]| (...) esté caracterizado por la légica mis-
ma” [4, p. 2]° y “hay una conectiva légica llamada negacidn u operador de
falsedad, sélo que la 16gica no le impone ninguna restriccién interesante (... )
aparte de lo que la légica le demanda de su interacciéon con otras conecti-
vas [que si son| légicas.”[4, p. 15]% Al considerar que en las reglas para una
conectiva légica —en este caso, la negacion— no deben aparecer otras conec-
tivas, Beall es implicitamente un separatista, pero trataremos este asunto en
la seccién 4.

Shapiro [51] ha replicado que Beall llegé a su conclusién por haber consi-
derado solo sistemas de secuentes con conclusiones multiples. En célculos de
secuentes tri y tetralaterales [52], hay reglas para la negacién incluso para la
l6gica FDE con los requisitos que Beall pide, esto es, que no involucren otras
conectivas. Estos 1ltimos sistemas son parecidos a los sistemas de secuentes
de n lados (véase [39, capitulo 4]).

La motivacion formal para desarrollar estos sistemas es la de proporcionar
una contrapartida de secuentes para la teoria de modelos de légicas con
n valores siguiendo esta intuicién: si la logica con dos valores necesita de
“secuentes bilaterales”, I' = A, una légica con n valores necesita de “secuentes
n-laterales”:

5%(...) there is no philosophically interesting logical negation (aside from De Mor-
gan behaviour), no interesting negation connective whose stand-alone behaviour (inde-
pendent of interaction with other connectives) is characterized by logic itself.”

6“There is a logical connective called negation or falsity operator; it’s just that lo-
gic imposes no interesting constrains on it (or dually, the null or truth operator), aside
from what logic demands of its interaction with other logical connectives.” En otras pa-
labras, para Beall una conectiva légica debe ser caracterizada por medio de “reglas pu-
ras” —como se les llama en [29]— o mds exactamente “reglas de introduccién puras” en
cédlculos de secuentes, es decir, reglas en donde las conectivas sélo figuren en el secuente
inferior. Estas nociones serdn 1tiles cuando al final de la seccién analicemos una tltima
linea de defensa para alguien que piense como Beall.
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Fl, All, ceey Aln; eeey Fn, Anl, ceey Anm H Al, Bll, ceey Bln; eeey An, Bnl, ceey Bnm
Asi, en un marco de secuentes trilaterales, las reglas de derivacién tienen
una de las siguientes formas generales:

T AN, BFA,C AR A, B S, C
O,D;0,EF U, F ©,DFV,E;®,F

donde I' y © no pueden ser vacios.

En el caso particular de las reglas para las conectivas en FDE usamos la
forma de la izquierda; en el caso de la negacién, tenemos las siguientes reglas
de derivacién:

Iy Ak A
YXFA~A

YA A
Y, ~AFA

(~R) (~L)
Si permitiéramos que A estuviera del lado de I' en la regla (~ R’), es decir,

A EA
T'SFA~A

(~R¥)

obtendriamos la negacién de LP. Si permitiéramos que ~ A estuviera del
lado de I' en la regla (~ L’), es decir,

'Y FAA

T *
(~L7) I~AXEFA

obtendriamos la negacion de Kjz. Si permitiéramos las cuatro reglas anterio-
res, obtendriamos la negacion de la logica clasica. En este caso no tendria
sentido, més alla de la generalidad, usar el punto y coma.

En un marco de secuentes tetralaterales, en cambio, las reglas de deriva-
ciéon para FDE tienen la siguiente forma general:

T A%, BFA,C;0,D
S FILGFU H O, 1

En el caso particular de las reglas de la negacién para la légica FDE,
tenemos las siguientes cuatro reglas de derivacion:
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YFA;0A AYEA;©
(~L1) [,~AYFA O (~ R1) 'S FAO,~A
(~ 12) YEA A0 (~ R2) Y, AFA;©

Y,~AFA;0 YA~ A0

Si permitéramos que A estuviera del lado de A en la regla (~L1) y que
A estuviera al lado de X en la regla (~R1), es decir,

YA A0
I~ AYFA O

Y AFA0
Y-EA;0,~ A

(~ L1%) (~ R1%)
obtendriamos la negacion de la légica K.

Si permitiéramos que A estuviera al lado de © en la regla (~1.2) y que A
estuviera al lado de I" en la regla (~R2), es decir,

YHA6A
[Y,~AFA;0

IAYEFA;©
YXFA ~ A0

(~ L2%) (~ R2%)
obtendriamos la negacién de la légica LP.7 Si permitiéramos las cuatro re-
glas de intercambio para las cuatro reglas de la negacion, obtendriamos la
negacion clasica.

De este modo, Shapiro logra dar una caracterizacién de la negacién inde-
pendiente de otras conectivas utilizando dos marcos légicos distintos. Cabe
mencionar que los sistemas multilaterales tienen aplicaciones filoséficas bien
conocidas, por ejemplo, en el contexto de légicas no transitivas usadas para
estudiar paradojas semanticas; véanse de nuevo [48] y [2].

La moraleja de considerar todas estas estructuras complejas es que hay
una conectiva de negacién cuyas propiedades estdn caracterizadas por la
l6gica misma, independientemente de cualquier otra conectiva, sélo que esto
no se observa en un marco como el de conclusiones multiples bilateral, que
es el que Beall presupone en su argumento.

Una posible objecién es que los sistemas de reglas con n lados no son
legitimos, sino que son una manera de reescribir tablas de verdad con n va-
lores.® El cargo de ilegimitidad es recurrente contra las generalizaciones® y

"En [48] y [2] hay presentaciones trilaterales de LP que usan precisamente estas
reglas.

8 Agradecemos a un dictaminador anénimo la sugerencia de discutir esta objecién.

9Véanse por ejemplo la afirmacién de Quine de que las 16gicas multivaluadas suelen
ser “dlgebra abstracta” [45, p. 70], no légica, asi como las criticas de Dummett contra la
légica de conclusiones miltiples [16, p. 187].

13



tienden a desaparecer conforme el uso de la nueva maquinaria avanza. Pe-
ro podriamos adelantar algunas razones para disipar algunas de esas dudas
acerca de los sistemas multilaterales. Primero, es 1til senalar que lo que se
presenta como objecion tiene algo de verdad: los sistemas de reglas multilate-
rales pueden considerarse como una presentacién alternativa de ciertas tablas
de verdad; lo mismo es cierto de los sistemas bilaterales, véase [1]. Pero de ahi
no se sigue que los sistemas de reglas no sean legitimos. Las interpretaciones
de los calculos usuales en términos bilaterales —donde un secuente I' = A
se interpreta ‘no es posible afirmar todo lo que estd en I' y rechazar algo
de lo que estd en A”, véase [47]— simplemente se extienden para contem-
plar otros actos de habla. Por ejemplo, Hjortland en [24] argumenta que el
lado adicional en el calculo trilateral para K3 es para el acto de abstencion
(ni afirmar ni negar). Como es de esperar, el acto correspondiente para el
lado adicional en LP, y asi completar los cuatro lados de FDE, es dificil
de conceptualizar, pero Paoli en [41] ya ha esbozado algunas ideas de c6mo
conceptualizar el acto de afirmar y negar a la vez. Asi, hay buenas razones
para no desechar como ilegitimos los calculos multilaterales; hay argumentos
para decir que son por lo menos tan legitimos, si bien menos familiares, que
los calculos bilaterales.

Sin embargo, en tltima instancia no es necesario considerar los sistemas
multilaterales para responderle a Beall, ya que hay otros calculos de secuentes
para FDE, como el de Font [19] con reglas para la negaciéon que tampoco
involucran otras conectivas:

T,A+ B (o) L FA

(~~L) T,~~AF B [~ A

(N)A"—B
~BF~ A

Finalmente, tanto la propuesta de Shapiro como el calculo de Font sirven
para bloquear otra linea de defensa para Beall o para alguien que piense
como ¢l. En el tema del significado de las conectivas, y siguiendo algunas
ideas de Gentzen!'®, es una posicién estandar considerar que las reglas de
introduccién de una conectiva determinen el significado de una conectiva.
Una versién mas estricta seria que dichas reglas fueran puras, esto es, que

0Gentzen dice que “las [reglas] de introduccién de una conectiva representen, por
decirlo asi, las definiciones de [las conectivas| en cuestién” [21, p. 295], dejdndole a las
reglas de eliminacién el estatuto de simples “consecuencias de esas definiciones”.
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sélo se introdujera una conectiva. Si, como también es usual, se considera que
las reglas en que las conectivas estan en los secuentes superiores representan
reglas de eliminacién de dichas conectivas y aquellas en que las conectivas
estan en los secuentes inferiores representan reglas de introduccion, entonces
las reglas que Beall considera para la negacion no determinarian el significado
de conectiva alguna. Sin embargo, en los sistemas de Shapiro y de Font si hay
tales reglas de introduccion puras para la negacién, de modo que si hay reglas
que determinen su significado, por lo menos segin la tradicion gentzeniana
recién esbozada.

De esta manera, aunque las objeciones a los sistemas de secuentes multi-
laterales fueran correctas, el calculo de Font es un sistema donde la negacion
se presenta con las caracteristicas que Beall espera. Asi, la conclusién de
Beall acerca de la inexistencia de la negacién es apresurada, y parece haber
llegado a ella simplemente por no haber considerado suficientes célculos de
secuentes para FDE.

1.3. Las condiciones de evaluacién para la ne-
gacion

Beall no dice por qué cree que Bl es verdadera, aunque supone que es ver-
dadera por razones légicas. Sin embargo, su argumento nos parece mas bien
una reduccién al absurdo de la premisa B1, pues segiin la premisa B7, la
negacion légica no es exhaustiva ni excluyente. Ademas, el paso de B7 a B8
no es inmediato, sino que requiere de un argumento como el siguiente:

B7. La negacién logica no es excluyente ni exhaustiva.

B7a. Si la negacion légica no es excluyente ni exhaustiva, es la negacion de
la l6gica FDE.

B7b. Sin embargo no hay conectiva que de acuerdo con FDE tenga un com-
portamiento independiente de cualquier otra conectiva y que esté caracteri-
zada por las siguientes reglas de secuentes de la logica clésica:

T AFA THAA

(VL) T A A (~R) [, ~AFA

las cuales expresan, conjuntamente, exhaustividad y exclusividad.
BC. Por lo tanto, no hay negacion logica.

La premisa B7b expresa practicamente lo mismo que la premisa B1. No
obstante, B7b no es una razén suficiente para la conclusién. Las reglas de
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derivacion en un marco de secuentes bilateral de conclusiones multiples—
que Beall asume en su argumento— tienen la siguiente forma general:

I AF B,A
0,CFD,%

Una regla puede leerse modeloteéricamente siguiendo estas instrucciones!!:
(LADOS) Si las férmulas estan a la derecha de -, las férmulas son falsas y
si las formulas estan a la izquierda de F, las féormulas son verdaderas.
(POLOS) Todos los secuentes en la parte superior se interpretan como en
(LADOS), poniendo en conjuncién las férmulas de cada secuente; cada con-
juncién de férmulas se pone en disyuncion con las conjunciones de férmulas
resultantes de interpretar los demds secuentes superiores como en (LADOS).
La disyuncién resultante de la parte superior es el antecedente de un condi-
cional cuyo consecuente es el secuente inferior, poniendo en disyuncién sus
férmulas interpretandolas como en (LADOS).!?

(CONVERTIBILIDAD) (POLOS) es convertible para el caso de la negacién:
la instruccién de (POLOS) para el secuente superior puede ser la instruccion
del secuente inferior y viceversa.!?

T3 lectura de las reglas no necesita tener en cuenta los contextos I', A, etc.; basta
considerar el lugar de las férmulas en las reglas.
12Por ejemplo, siguiendo la instruccién de (POLOS), la regla

(%L)FFAA I,BF A
A BFA

tiene la siguiente lectura: si el antecedente es falso o el consecuente es verdadero, el con-
dicional es verdadero.

13La validez y el alcance de (CONVERTIBILIDAD) es muy sensible a la presenta-
ci6én; para una misma logica L puede haber cdlculos y reglas para ciertas conectivas que
si la satisfagan y otros que no. Por ejemplo, sea L la 1égica clésica de orden cero. Su
presentacién estandar en calculo de secuentes incluye las siguientes reglas de introduc-
ci6n de la conjuncién a la izquierda (de F):

AR A
T,ANBFA

T AFA

(AL) T ANBFA

(AL)

Estas reglas, también conocidas como “reglas aditivas” o “reglas extensionales”, no sa-
tisfacen (CONVERTIBILIDAD). Sin embargo, la versién Ketonen de introduccién de
la conjuncién a la izquierda —ahora mas conocida como “regla multiplicativa” o “regla
intensional” y que en la légica clésica es equivalente a las dos reglas anteriores—
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Sabemos que, aunque estandar, esta manera de leer las reglas no es inica

ni estd exenta de controversias véase [39, pp. 30-35]. Por ejemplo, las reglas
también pueden leerse en términos de afirmacién y rechazo, cambiando sélo
la lectura de (LADOS) de la siguiente manera:
(LADOS) Si las férmulas estan a la derecha de I, las férmulas son rechazadas,
y si las férmulas estdn a la izquierda de F-, las férmulas son afirmadas. Sin
embargo, ignorar esas lecturas alternativas no perjudica en nada nuestro
argumento contra Beall. !4

Entonces las reglas (~R) y (~L) expresan no exhaustividad y exlusividad
sino, respectivamente, lo siguiente:

A es falsa si y sélo si ~ A es verdadera
A es verdadera si y sélo si ~ A es falsa

Pero FDE tiene exactamente estas condiciones de evaluaciéon para la
negaciéon en la semantica relacional. Sea £ un lenguaje con un conjunto de
variables proposicionales PROP = {p1,...,p,} y un conjunto de conectivas
{~,A\,V}. Una evaluacién para PROP es una relacién, denotada por ‘p’,
entre PROP y el conjunto de valores {1, 0}, de tal modo que ppl indica que p
se relaciona con 1 (p se relaciona con verdadero) y pp0, que p se relaciona con 0
(p se relaciona con falso). Sea FORM = {A, B,C...} el conjunto de férmulas
de L definidas de la manera usual. La relacion p se extiende a FORM y
al conjunto de valores {1,0} también de la manera usual; en particular, las
condiciones de interpretacién para ~ A en esta semantica para FDE son las
siguientes:
~ Apl siy solo si Ap0
~ Ap0 siy solo si Apl
que son las que obtuvimos a partir de las reglas. Que de estas condiciones
no se obtengan exclusividad y exhaustividad se debe a que la relacion de
interpretacién no es una funcién e incluye tanto el caso en el que Apl y Ap0
como el caso en el que ni Apl ni Ap0.

Alguien podria preguntarse si esto no es sino un mero artefacto de la
semantica relacional bivaluada. La respuesta es que no. En la otra seméntica
habitual para FDE, que es veritativo-funcional pero tetravaluada, la tabla

TLA,BFA

W) A BFA

s satisface (CONVERTIBILIDAD).
4Para una discusién mas detallada de cémo leer las reglas, véanse [39, capitulo 1,
seccién 3], [1], [46], [48], [20] v [54].
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de verdad para la negacion es la siguiente:

A ~ A
{1y | {0}
{1,0} | {1,0}
1] %]

{0y | {1}

que satisface exactamente las mismas condiciones de evaluacion que la semanti-
ca relacional bivaluada, a saber:

lewv(~A)siysdlosi0ev(A)

0€wv(~A)siysolosilewv(A)

El hecho de que la seméantica bivaluada relacional y la tetravaluada funcional
impliquen las mismas condiciones de verdad y falsedad para la negacién —
solo hay que tomar ‘p’ y ‘€’ como intercambiables— usualmente queda oculto
por la eleccién de la notacién T' (o t) para {1}, F' (o f) para {0}, N (o n,
por ‘neither true nor false’) para @ y B (o b, por ‘both true and false’) para
{1,0}.%

No obstante, es preciso mencionar que, siguiendo las instrucciones que
adoptamos para leer modelotéoricamente las reglas de derivacion, las reglas
para la negacién en el calculo de Font no inducen estas condiciones, sino,
respectivamente, las siguientes:

A es verdadera si y sélo si ~~ A es verdadera
A es falsa si y solo si ~~ A es falsa
A es verdadera y B es falsa si y solo si ~ A es falsa y ~ B es verdadera.

Estas condiciones de evaluacion para la negaciéon no corresponden exac-
tamente con las condiciones expresadas por las reglas (~R) y (~L) porque
en la tultima de las tres condiciones se consideran dos férmulas para expresar
la condicién de evaluacion estandar de la negacién, no sélo una. Sin embargo,
el calculo de Font aventaja a los otros calculos que hemos considerado hasta
ahora en que no sélo tiene reglas puras de introduccién para la negacién, sino
que las reglas reflejan una variante de la propiedad esperada de la negacién
de intercambiar verdad y falsedad.

En otras palabras: Beall afirmé que no hay una negacion logica por no
encontrar reglas puras para la negacion, sin siquiera sopesar que una conec-
tiva légica también puede ser distinguida por sus condiciones de verdad y de
falsedad, y que la negacién tiene condiciones de evaluacién muy particulares

15Véanse [44, p. 143] y [37] para méds detalles de las semdnticas para FDE.
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que la distinguen de otras conectivas; pero de ser cierto que una conectiva
légica se caracteriza por reglas puras (de introduccion), el cdlculo de Font no
s6lo cumple con esta caracteristica, sino que también las condiciones de eva-
luacién de la negacién en el calculo de Font tienen virtualmente las mismas
condiciones de evaluacién que la negacién en la légica clasica. Asi, encontra-
mos mas razones fuertes para afirmar que si hay negacion légica.

Asi, el argumento de Beall para concluir que no hay negacion logica no es
sélido, pues no es verdad que la légica no le imponga ninguna restriccién (in-
teresante) a la conectiva de negacién mas alla de lo que la l6gica le demanda
de su interaccion con otras conectivas. Como ha quedado claro por las con-
diciones de evaluacién para la negacién, la negacion tiene que intercambiar
el valor de verdad por el de falsedad y viceversa, y esto es independiente de
la interaccion que tiene con otras conectivas.

1.4. El separatismo

En la seccién 3, al discutir algunos pasos faltantes entre B7 y B8, notamos que
Beall exigia que las reglas para la negaciéon no incluyeran otras conectivas.
La insistencia de Beall en que una conectiva logica debe estar caracterizada
por reglas en las que no aparezcan otras conectivas, las denominadas “re-
glas puras”, se asemeja a la postura separatista en el tema del significado
de las conectivas légicas, y ofrece otra opcion para rechazar la solidez de
su argumento. Aunque la falta de solidez del argumento de Beall ya quedd
establecida y no nos pronunciaremos acerca de la verdad de este supuesto
adicional, creemos importante discutirlo por dos razones. La primera es que
de este modo redondeariamos nuestro analisis del argumento de Beall. La
segunda es que ese supuesto esta estrechamente vinculado con discusiones en
filosofia de la logica que hemos abordado en este capitulo, como el tema del
significado de las conectivas logicas, y el de la negacion en particular.

De acuerdo con el separatismo, el significado de cada conectiva logica se
determina de manera independiente del significado de otras conectivas. El
separatismo se opone al interaccionismo, postura segun la cual el significado
de cada conectiva logica depende de las relaciones que tenga con otras conec-
tivas. Aunque es similar a la distincién entre minimalismo y maximalismo
semanticos, la distincion entre separatismo e interaccionismo es independien-
te. El maximalismo es la tesis segtn la cual el significado de una conectiva ¢
en una légica L bajo una presentacion P depende de todos los elementos de
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L (bajo P) que estén relacionados con ¢; el minimalismo es la tesis segin la
cual el significado de ¢ no depende de todos esos elementos. La presentacién
P suele ser alguna version de una teoria de pruebas, siguiendo el trabajo
de Paoli [40], aunque también hay versiones modelo tedricas como en [6] y
[17].16 Si P es, digamos, un célculo de secuentes tipo Gentzen para L, un
maximalista diria que tanto las reglas estructurales para L como las opera-
cionales para ¢ —y quiza todos los secuentes derivables en los que aparezca
c¢— determinan al significado de ésta, mientras que un minimalista diria que
sélo las reglas operacionales lo hacen.

El separatismo no es necesariamente minimalista. Para el separatismo, el
resto de conectivas en L no contribuyen a determinar el significado de ¢, pero
estd abierta la posibilidad de que las reglas estructurales si lo hagan. Y el
interaccionismo no es necesariamente maximalista. El ejemplo de interaccio-
nismo que Routley tiene en mente al introducir esa nocion es el de las légicas
conexivas. Los esquemas distintivos de esas légicas son las tesis de Aristoteles
—~ (A=~ A)y~(~A— A)—y de Boecio —(A - B) -~ (A -~ B)
y (A -~ B) —~ (A — B)—. Segun Routley, en esas logicas los signifi-
cados de la negacion y del condicional son inseparables, no se puede dar el
significado de la una sin dar también el del otro y viceversa. Pero eso no
implica maximalismo: no es necesario que el significado de la negacién esté
determinado por el de otras conectivas mas alla del condicional y tampoco
por las reglas estructurales, si es que las logicas conexivas se presentaran en
un calculo de Gentzen.'”

Cada una de estas posturas puede ejemplificarse tanto en teoria de prue-
bas como en teoria de modelos. En el interaccionismo en teoria de pruebas,
el significado de las conectivas se determina por las reglas (bésicas, no de-
rivables ni admisibles) y axiomas en las que aparecen, pero en esas reglas y
axiomas puede aparecer mas de una conectiva. Los sistemas axiomatizados
al estilo Hilbert son tal vez el caso paradigmatico de interaccionismo, porque
si el significado de las conectivas estd determinado por los (esquemas de)
axiomas en los que aparecen, ese significado tipicamente estaria determinado
por el de otras conectivas. Pero el interaccionismo no es sugerido sélo por
los sistemas axiomaticos tipo Hilbert. En el calculo de secuentes que Beall
usa para presentar FDE, una de las reglas bésicas para la negacién es la

16Para una discusién mas reciente del debate maximalismo-minimalismo, véanse [24]

y [17] .
1"Para una discusién mas extensa del separatismo y el interaccionismo, véanse [49, p.
93] v [17] .
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siguiente:

I'FA~A~B
I'FA, ~(AAB)

(~ AR)

Tal regla es claramente interaccionista: si el significado de la negacion estuvie-
ra determinado por esa regla, dependeria del significado de la conjuncién.!®

El separatismo en teoria de pruebas es mas comun. Por ejemplo, en sis-
temas de secuentes de Gentzen y en sistemas de deduccion natural es habi-
tual encontrar reglas en las que sélo aparece una sola conectiva. También es
comun en teoria de modelos. Por ejemplo, las condiciones de evaluaciéon de
cada conectiva casi siempre son dadas en términos independientes de otras
conectivas, como en la logica FDE. No obstante, también hay teorias de mo-
delos interaccionistas, como la semantica bivaluada de Suszko para la logica
trivaluada de Lukasiewicz (véase [53]) en la que encontramos, por ejemplo, las
siguientes condiciones de evaluacion para el condicional, en las que también
aparece la negacion:
Si v(A) =v(B) y v(~ A) = v(~ B) entonces v(A — B) =1
Si v(A) = v(B) y v(~ A) # v(~ B) entonces v(A — B) = v(~ A)Y

Como ya dijimos, Beall presupone una perspectiva similar al separatismo
en teoria de pruebas, pero no tanto acerca del significado de las conectivas
sino en cuanto a su logicidad. Segun ese tipo de separatismo, una conectiva
es logica si y sélo si las reglas basicas en las que aparece no contienen otras
conectivas. Beall no ofrece ninguna razén para defender este tipo de separa-
tismo. Como vimos, en lugar de concluir la inexistencia de la negacion légica,
pudo o bien haber considerado una presentacion alternativa de FDE o haber
cuestionado su concepcion separatista de la logicidad de una conectiva.

Conclusiones

En este capitulo discutimos dos razones para dudar de la primera premisa en
el argumento de Beall. La primera razén es que hay reglas para la negacion
en las que no aparecen otras conectivas en marcos de secuentes diferentes al

18 Aunque Beall no trata explicitamente del tema del significado de las conectivas, que
las reglas para la negacién tengan esta caracteristica es parte de lo que lleva a Beall a
sostener que no hay negacion légica.

190tro ejemplo de esto son las semanticas bivaluadas desarrolladas por da Costa y
Alves [14] para las 16gicas C,,.
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considerado por Beall, pero estas reglas no expresan exclusividad y exhaus-
tividad. La segunda razon dice que no es verdad que la negacién tenga que
ser excluyente o exhaustiva. La negacién bien puede ser involutiva, es decir,
intercambiar el valor de verdad por el de falsedad (y viceversa), y ésta es una
restriccion interesante sobre la negacién.

De haber un argumento sélo en contra de la negacién légica, éste tendria
que considerar todas las caracterizaciones que se han dado de la negacién
logica. Beall sélo considera una de esas caracterizaciones, y por eso su argu-
mento falla.
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Capitulo 2

Tres enfoques sobre la
conexividad

Introducciéon

En este capitulo discuto tres enfoques sobre las logicas conexivas con 16gi-
cas modales veritativo-funcionales y dos tipos de negacion. El primer enfoque
es el de Lewis y Langford, con su definicién del condicional en términos de
consistencia. El segundo enfoque es el de Wansing, con su reformulaciéon de
la condicion de falsedad estandar para el condicional. El tercer enfoque es
el de Egré y Politzer, con su propuesta modalizada —A — { ~ B— para
la negacién del condicional. Exploraré si hay una manera de relacionar estos
tres enfoques en un mismo marco légico.

Como marco metodolégico utilizaré el trabajo de Luis Estrada Gonzélez
[22] para relacionar la connexividad con el posibilismo, la tesis segin la cual
todo es posible. Utilizando un fragmento de la légica LP expandido con
un condicional especial, Estrada Gonzalez relaciona el enfoque connexivo de
Lewis y Langford con la tesis de Nelson de que toda proposicion es autocon-
sistente. Esta relacion ha tenido como subproducto la distincion de diversos
operadores modales veritativo-funcionales. Mi procedimiento sera emplear
dichos operadores para evaluar la formula que expresa la condicién de false-
dad en el enfoque de Egré y Politzer. Mostraré que, al usar la denominada
modalidad de Béziau, O g, es posible relacionar en terminos de derivabilidad
la propuesta de la negacion del condicional en el enfoque de Wansing con la
propuesta de negaciéon del condicional en el enfoque de Egré y Politzer.
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2.1. Los tres enfoques sobre las légicas cone-
xivas

Las logicas conexivas son légicas en las cuales los siguientes esquemas son
validos:

~ (A=~ A)

~(~A— A

(A— B) >~ (A —>~ B)

(A—~ B) >~ (A— B)
mientras que el siguiente esquema es invalido:

(A— B) = (B— A)

En un articulo reciente, Hitoshi Omori [36] logra relacionar dos enfoques
sobre las 16gicas conexivas. El primer enfoque lo proporciona Heinrich Wan-
sing al presentar una condicion de falsedad no estandar para el condicional
[55]. El segundo enfoque es el de Paul Egré y Guy Politzer, quienes proponen
que la negacién del condicional tiene que estar modalizado internamente [58].

Wansing considera que la condicién de falsedad de un condicional es re-
presentada por el esquema (A —~ B) més que por el esquema (AA ~ B).
Por su parte, Egré y Politzer proponen los esquemas modalizados (AAQ ~ B)
(A — O ~ B) como esquemas equivalentes al esquema ~ (A — B), y los
llaman “formas débiles”, para distinguirlos de los esquemas méas comtnes que
son los que Wansing considera, a los que llaman “formas fuertes”.

Omori relaciona los dos enfoques considerando como negacién del con-
dional al esquema (A — { ~ B), pues bajo ciertas condiciones el enfoque de
Wansing resulta ser un caso limite del enfoque de Egré y Politzer.

Desde un frente distinto, Estrada Gonzdlez ha relacionado las logicas
conexivas con el posibilismo [17] usando como marco teérico el trabajo de
Everett Nelson, sirviéndose particularmente de su concepcién de la (au-
to)consistencia [32], y el trabajo de C.I. Lewis y C.H. Langford en cuanto a
su concepcion de la posibilidad [26].

Considérese la conectiva binaria de consistencia o [30]. Lewis y Lang-
ford definieron la posibilidad en términos de consistencia —O(A A B) =ges
(A o B)— y, mediante la definicién Lewisiana del condicional (estricto) en
términos de posibilidad —(A — B) =4y~ O(AA ~ B)— el condicional en
téminos de consistencia —(A — B) =44~ (A o B)—. Nelson, a su vez, pro-
puso que toda proposicién es autoconsistente, preservando la definicién del
condicional en términos de consistencia, pero rechazando la interdefinibilidad
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de consistencia y posibilidad.

Estrada Gonzalez conecta ambas propuestas usando un fragmento de la
l6gica LP aumentado con un condicional especial. La conexién de esas pers-
pectivas ha tenido como subproducto la distinciéon de varias modalidades
veritativo-funcionales.

Omori demostro que cualquier logica que satisfaga los siguientes esquemas

(A—A)

(A~ A)

(A— A)) < B

(B—-C)—=(A—=B)—(A—=0))

las siguientes reglas de inferencia

(A— B),A (A— B)
B O0A — OB

més la condicién de falsedad de Wansing sugerida por el esquema ~ (A —
B) +» (A —~ B)
y la version condicional modalizada de Egré y Politzer

~(A—B)< (A— O~ B)
tal 1égica tiene OB <> B como esquema valido, lo que significa que si se
anade ¢ B como un esquema vélido, equivalente a ~ (B —~ B) en el marco
de Lewis y Langford, entonces se obtiene una logica trivial. En consecuencia,
no es posible tener el enfoque de Wansing como el de Egré y Politzer dentro
de un mismo marco no trivial.

En este capitulo mostraré que es si es posible retener ambos enfoques
considerando un marco trivaluado de légica modal, lo que tiene algunas
consecuencias para la apreciacion negativa de las modalidades veritativo-
funcionales trivaluadas, como la que ofrece Béziau. La estructura del capitulo
es la siguiente. En la seccion 2 presento algunos preliminares técnicos. En la
seccion 3 presento las condiciones de evaluacion para las diferentes modalida-
des y la evaluacion de las férmulas equivalentes a la negacion del condicional.
Finalmente, en la seccién 4 discuto algunas implicaciones de estos resultados
para la modalidad trivaluada de Béziau.

2.2. Preliminares

Sea £ un lenguaje con un conjunto numerable PROP = {py, ps, p3, ...}
de variables proposicionales y con las conectivas — y ~, Las férmulas son
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definidas de manera usual. Las letras mayusculas A, B, C, etcétera, son
usadas como metavariables para formulas. Usaré FORM para denotar el
conjunto de féormulas de L.

Sea V' = {T,%, F'} un conjunto de valores de verdad, ordenados como
F<x<T,con DT ={T,+} y D~ = {F} como conjunto de valores designados
y antidesignados, respectivamente. Una funcion v : PROP — V es una
asignacion de valores de verdad a las variables proposicionales que puede ser
extendida a todas las féormulas siguiendo las condiciones mostradas en las
siguientes tablas:

A|l~A|B|A—-B
T F |[T| T
T!| F * *
T\ F |F| F
* * * X
*| x| F| F
Fl| T |T] *
Fl T | *] =
F| T |F| *

Es decir que el valor del condicional es el valor del consecuente si el antece-
dente tiene un valor designado; de otro modo, tiene el valor *. La negacién
es como en LP, es decir

Al~A
T F
* *
F T

Se puede introducir otra negacion, —, mas fuerte que ~, con las siguientes
condiciones de evaluacion:

Al ~A
T, F
| F
F| T

Distinguiré los siguientes casos: A y B son equivalentes si y sélo si tienen
los mismos valores bajo cualquier asignaciéon. A y B son interderivables si
y solo si siempre que una de ellas es premisa, la otra es conclusion en un
argumento valido. A y B son coimplicativas una a otra si y sélosi A — By
B — A son siempre designadas.

26



2.3. Unas cuantas modalidades

Todas las distintas modalidades consideradas en lo que sigue son defi-
nidas como negaciones de condicionales con esquemas implicando su propia
negacion, como se indica bajo cada modalidad. Los subindices ligados a cada
modalidad distinguen el tipo de modalidad que sera empleada. Las condi-
ciones de evaluacién para cada modalidad son el resultado de evaluar sus
condicionales respectivos y negaciones.

A QLA ~OrA Or~A ~Or~A
(A o A) |~ (A A) |~ (o A s 4) | o (o A —son A)

T T F * *

* k k *k *

F * * T F

Estas son las modalidades de Lewis y Langford evaluadas en este marco
trivaluado. Es facil ver que cualesquiera férmulas con la forma ;A son
designadas bajo cualquier asignacion, de ahi su relacién con el posibilismo.
Las siguientes modalidades usan, por el contrario, la negacién fuerte:

A <>LCA ﬁ<>Lc14 <>Lcﬁ14 j<>Lcﬁ¢A
—\(A — —\A) —|—\(A — —\A) —\(ﬂA — —\ﬂA) —\—\(—\A — —\—\A)

T T F F T

* T F F T

F F T T F

Las modalidades de abajo son introducidas por Béziau en [10] y son ob-
tenidas combinando las dos negaciones en la no-posibilidad, imposibilidad, y
necesidad.

A OBA ~ OpA Op~A ~Op~A
(A 2A) |~ oA 2A) | (v Ao 2 A) |~ A s~ A)

T T F F T

* T F T F

F F T T F

Las siguientes modalidades también se obtienen al mezclar las dos ne-
gaciones en la no-posibilidad, imposibilidad y la necesidad, pero empezando
con la posibilidad definida con ~.

A OrA -~OrA QA -0rA
(A A) | mm (A A) |~ (A o 2A) | 5~ (24 5 o A)

T T F * F

F * F T F
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2.4. La conexién

En lo que resta de este capitulo evaluaré los esquemas A —~ By ~
(A — B) y ofreceré algunos comentarios de los resultados: lo hago primero
sin tomar en cuenta las modalidades, y después con cada modalidad.

A|B|~B|A—-B|AAN~B|A—»~B|~(A—B)| +(A—B)
T|T F T F F F F
T * * * * * * F
T|F| T F T T T T
*| T | F T F F F F
* * * * * * * F
| F T F * T T T
F| T F * F * * F
F|F| T * F * * F

Es facil ver que A -~ By ~ (A — B) son equivalentes. Ahora procedo con
las distintas modalidades:

A|B | OB |A—=B| AANOL.~B | A—0r.—~B | ~(A— B) | ~(A— B)
T|T F T F F F F
T * F * F F * F
T | F T F T T T T
1T F T F F F F
* I F T F * T T T
F | T F * F * * F
F|* F * F * * F
F | F T * F * * F

A pesar de que ~ (A — B) y (A A Or.—B) no son equivalentes, hay
una interaccién interesante entre =(A — B) y (A A Or.~B). Esos esquemas
no son equivalentes porque difieren en la asignacién de un valor (en la sexta
hilera). Sin embargo, en ambos casos el valor es designado. Considerando que
la relacion de consecuencia légica es una relacién de preservacion de valores
designados (de premisas a conclusién), =(A — B) implica (A A Or.—B) y
viceversa, es decir, son formulas interderivables. Es decir que la negacion
fuerte del condicional se relaciona con una versién conyuntiva débil.
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A|B|Op~B|A—B | AANOp~B|A—-{Op~B | ~(A—B) | -(A— B)
T|T F T F F F F
T | * T * T T * F
T | F T F T T T T
| T F T F F F F
* | F T F * T T T
F T F * F * * F
F|* T * F * * F
F|F T * F * * F

Al igual que en el caso previo, los esquemas (A — Op ~ B)y ~ (A — B)
no son equivalentes porque se diferencian en la asignacién de dos valores (en
la segunda y quinta hilera), pero en ambos casos los valores son designados,
asi que son interderivables. Méas aun, ambos esquemas son coimplicativos,
porque (A - Op~B) >~ (A— B)y~(A— B) - (A — 0p ~ B) son
siempre validos, como el lector facilmente podra verificar.

O n es entonces la modalidad que puede relacionar dos enfoques sobre la
conexividad, porque si ~ (A — B) es equivalente con (A —~ B), entonces
(A -~ B) y (A = Op ~ B) son interderivables también. Es interesante
notar que esta era la modalidad que, de acuerdo con Béziau, fue considerada
por Lukasiewicz en un sistema donde nada es necesario pero no todo es
posible. Béziau considera la siguiente tabla de verdad! para la necesidad [J,
con Dt ={T}y D~ = {x, F}:

DA | A|0A
D~ | F|D-
D-|*| T
D-|T| T

Es decir, la necesidad puede tener sélo valores antidesignados. Béziau
afirma que en una logica con dos valores antidesignados, la necesidad puede
tener sélo valores antidesignados, porque de esta manera se puede obtener
una légica modal bésica, es decir, una légica en la cual los siguientes esquemas
de inferencia son validos.

! Estrictamente, esta no es una tabla de verdad, sino un conjunto de tablas de ver-
dad, ya que los valores en el conjunto de valores antidesignados puede ser precisificado
de diversas maneras. Por ejemplo, si A es F', el valor de (JA es o bien * o F'; esto es asf
para todos los valores que recibe A.
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OAF A A¥F A
A QA OA¥F A

Sin embargo, en el marco de Estrada Gonzélez, la necesidad de Béziau
—definida como Up =45~ Op ~—es al menos verdadera en un caso, como
se muestra en la siguiente tabla:

OpA | A | 0pA
D~ [F| D~
D~ | *| T

T O|T| T

Esta asignacién para la necesidad no tiene que ver con la eleccion del
conjunto de valores designados y antidesignados (en la perspectiva de Béziau,
la eleccion de dos valores designados significa la asignacion de sélo valores
designados para la posibilidad, lo que tampoco sucede dentro del marco de
Estrada Gonzélez).

Me parece que la distribucion de los valores en la tabla de Estrada
Gonzalez es mas natural, porque si la distribucién de valores para la po-
sibilidad es el resultado de la siguiente condicion:

v(OpA) = F (o antidesignado) si y sélo si v(A) = F, y v(0pA) =T en
otro caso
se esperaria que la distribucion de valores para la necesidad sea el resultado
de su condicién dual:

v(OpA) =T siy sélo siv(A) =T y v(OpA) = F (o antidesignado) en
cualquier otro caso.

Conclusiones

Después de haber presentado los esquemas que Egré y Politzer conside-
ran equivalentes con la negacién del condicional, y las distintas modalidades
veritativo-funcionales producto del trabajo de Estrada Gonzalez, evalué la
negacion de esos esquemas con esas modalidades. El resultado es que el en-
foque de Wansing, el de Lewis y Langord y finalmente el de Egré y Politzer
pueden ser relacionados con la modalidad ¢p: (A -~ B)y (A — 0 ~ B)
son interderivables.
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Capitulo 3

Un sistema de tableaux para la
l6gica paraconsistente 'y
basado en las semanticas de
traducciones posibles

En este capitulo presento un sistema de tableaux llamado Ms para la logica
paraconsistente C;. Este sistema estd basado en la semantica de traducciones
posibles. Discuto su construccion comparandolo con los sistemas de tableaux
para la légica clasica y la logica P1.

Introducciéon

En este capitulo quiero responder la siguiente pregunta: ;es posible obtener
reglas de tableaux para la légica paraconsistente C; a partir de sus cuasima-
trices?

Una légica paraconsistente es una légica en la cual no vale el esquema
de inferencia A A =A + B, para cualesquier formulas A y B. Las reglas
de tableaux son esquemas que muestran las condiciones de evaluacién de
las conectivas, por ejemplo: cuando es que las conectivas son verdaderas y
cuando es que son falsas. Las cuasimatrices pueden considerarse como un
caso particular de una matriz, en las cuales no hay un arreglo predefinido de
renglones. La tesis central de esta investigacion es que si es posible obtener
reglas de tableaux para dicha légica a partir de las cuasimatrices.
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En [27] Marconi presenté sistemas de tableaux seménticos al estilo de
los tableaux de Beth para Cj.'. En [9] Buchsbaum y Pequeno presentaron
un método de prueba de tableaux analitico para la logica de primer orden
basada en C;. En [12] Carnielli y Lima-Marques introdujeron un sistema de
tableaux a la Smullyan para una variante de C;, y mostraron que el sistema
es completo y decidible. En [15] D’Ottaviano y Castro presentaron sistemas
de tableaux para la jerarquia de légicas paraconsistentes C,, (1< n<w).

Cada uno de los sistemas que se han ofrecido hasta ahora para C; se basan
en distintas intuiciones sobre esta logica, pero ninguna de esas intuiciones
tiene que ver con la obtencion de reglas a partir de las cuasimatrices. En este
trabajo no hablaré de esos sistemas ni de las motivaciones de transfondo que
llevaron a su contruccién

Esta investigacion es importante porque explora si hay una manera sen-
cilla de obtener reglas de tableaux para la logica Cy, tal como sucede con
otras légicas multivaluadas y veritativo-funcionales. Si esto fuera posible, es-
to sugeriria que, independientemente de si se considera una logica que sea
veritativo-funcional, habria una manera uniforme de obtener reglas de ta-
bleaux.

Reitero nuevamente que la tesis de esta investigacion es que es posible
obtener reglas de tableaux para la légica C; a partir de sus cuasimatrices.
Para mostrar que es posible obtener reglas de tableaux para C; utilizaré las
seméanticas de traducciones posibles [28] (desde ahora abreviadas como STP),
un método que consiste en la obtencion de la semantica de una logica dada
traduciéndola a otra.

La estructura del trabajo es la siguiente. En la primera parte presento
la 16gica C; desde un punto de vista modelo-teorético. En la segunda parte
discuto la obtencién de reglas de un sistema de tableaux para la légica clésica
y para la légica P1. En la tercera parte expongo STP y analizo si es posible
obtener reglas de tableaux para C; utilizando este medio. En la cuarta parte
presento los resultados para una prueba de equivalencia de un sistema de
tableaux basado en STP con C; y senalo cémo es posible obtener reglas de
tableaux para C; a partir de sus cuasimatrices.

!Para més detalles de estos sistemas véase [33]
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3.1. Cy

Existen diferentes sistemas de logica paraconsistente. Entre estos sistemas
destaca el sistema de logica paraconsistente C;. Este sistema fue creado por
Newton da Costa en 1963 [13] junto con una jerarquia de sistemas paraconsis-
tentes C,, (1< n<w). El sistema C; permite el estudio de las contradicciones,
y lo hace por medio de axiomas y una teoria de modelos peculiar. Digo que
la teoria de modelos es peculiar porque su caracteristica mas distintiva es
que no es veritativo-funcional, aun cuando sus interpretaciones sean bivalua-
ciones. La teoria de modelos fue introducida en 1976 por Newton da Costa
junto con Elias Alves [14].

Sea L un lenguaje proposicional de orden cero con un conjunto finito
de variables proposicionales PROP = {pi,ps,ps,...} y con el conjunto de
conectivas {o, =, A, V, —}. Una férmula de £ es una sucesién de signos que
satisface una de las siguientes condiciones:

= p, es una férmula (para todo n)
= Si Ay B son férmulas, también lo son oA, =A, ANB, AVB, A— B

= Ninguna otra sucesion de signos es una férmula.

Las letras maytsculas A, B, C, etcétera, son usadas como metavariables
para formulas. Usaré FORM para denotar el conjunto de féormulas de £. Las
férmulas con la forma oA son derivadas y se definen como oA =45 ~(AA—A).
Las asignaciones de las férmulas son las siguientes:

1. v(A)=0=v(-4)=1

2. 9(—A)=1=v4) =1

B
<

oB)=v(A— B)=v(A—-B)=1=v(A)=0

5. W(AAB) =1 v(A) =0v(B) =1

(

(

(

4. v(A—B)=1sv(A)=06v(B)=1

(

6. v(AVB)=1&v(A)=16v(B)=1
(

7. v(cA) =v(oB) =1=v(o(AANB)) =v(o(AV B)) =v(c(A— B)) =1
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El simbolo ‘o’ indica un buen comportamiento de la férmula respecto del
esquema de no contradiccion, es decir, si una formula tiene ‘o’ dicha féormula
y su negacioén no pueden ser verdaderas.

Las asignaciones de C; tienen como corolario un método de decisiéon que
no es representable por una matriz finita, es decir, no ofrecen un arreglo finito
de filas y columnas tal como ocurre con la légica proposicional clasica u otras
logicas veritativo funcionales: por este motivo se les ha dado el nombre de
‘cuasimatrices’.

La construccién de las cuasimatrices procede mediante instrucciones que
no son muy intuitivas: por ejemplo, se pide que para asignar valor a un enun-
ciado negado molecular se atienda a los valores de los enunciados atémicos y
de sus negaciones. Estas son las instrucciones:

“A fin de construir una cuasimatriz para una férmula A el pro-
cedimiento es el siguiente:

1. Haz una lista de todas las variables proposicionales que ocurren
en A y colécalas en una linea.

2. Bajo la lista de las variables proposicionales coloca en lineas
sucesivas todas las posibles combinaciones de ‘0’ y ‘1’ que pueden
ser atribuidas a estas variables.

3. Haz una lista de todas las negaciones de variables proposicio-
nales y calcula su valor en cada linea del modo siguiente: si a
una variable le es dado el valor ‘0’, la negacion obtiene el valor
‘1’. Si a una variable le fue dado el valor ‘1’, bifurca la linea en
que esto ocurriod, escribiendo en la primera parte el valor ‘0’ y en
la segunda parte el valor ‘1’ para la negacion. Toda vez que hay
una bifurcacién, los valores que estan del lado izquierdo son los
mismos para las dos lineas.

4. Haz una lista y calcula para cada linea el valor de cada subférmu-
la de A y, si es una subférmula propia, de su negacion, cuyas
subférmulas propias y sus negaciones habian sido ya enlistadas y
calculadas, del modo siguiente:

i) Cuando no haya negaciones involucradas, procede como en una
tabla de verdad del calculo proposicional clésico;

ii) Si cualquiera de las formulas bajo consideracién es una nega-
cién y entonces de la forma —A’, escribe el valor ‘1’ bajo ella en
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las lineas en las cuales A’ tiene el valor ‘0’. En las lineas en las
cuales A’ tiene el valor ‘1’ procede del modo siguiente:

(1) Si A’ es de la forma —B, revisa si el valor de B es igual al
valor de —B. Si ese es el caso, bifurca la linea, escribiendo el valor
‘0’ en la primera parte, y en la segunda, el valor ‘1’. Si el valor de
B es diferente del valor de =B, simplemente escribe el valor ‘0.

(2) Si A’ es de la forma B§C, donde § es —, V 6 A, hay dos casos
a considerar:

(2.1) A’ es de la forma D A =D o de la forma =D A D].? En este
caso escribe el valor ‘0’ para la férmula —A’.

(2.2) A’ no es de la forma D A =D [ni de la forma =D A D]. En
este caso verifica si el valor de B es igual al valor de =B, o si el
valor de C' es igual al valor de —~C'. Si esto es verdadero, bifurca la
linea, escribiendo el valor ‘0’ en la primera parte y, en la segunda,
el valor ‘1’. Si, por el contrario, el valor de B es diferente al valor
de =B y el valor de C' es diferente al valor de =C', simplemente
escribe el valor ‘077, ([14, pags. 624-625], mi traduccion).

La intencién detrés de estas instrucciones es tomar en cuenta la posi-
bilidad de que dos férmulas sean verdaderas, una siendo la negacion de la
otra. Este tipo de asignaciones son llamadas ‘singulares’, es decir, cuando
v(A) = v(=A) = 1, en contraposicién a las asignaciones que son llamadas
‘normales’, cuando v(A) # v(—A). La logica paraconsistente tiene los dos ti-
pos de asignaciones, mientras que la logica clasica solo contiene asignaciones
normales.

La evaluacién de las féormulas moleculares positivas —es decir, sin
negaciones— procede como en la logica clasica. La evaluacion de las féormu-
las moleculares negativas esta determinada por el valor de su correspondiente
férmula positiva cuando el valor es ‘0" (por la primera condicién de la biva-
luacién). Pero cuando la féormula positiva es ‘1’, existe la posibilidad de que
la correspondiente negativa sea ‘1’ o sea ‘0’; todo depende del valor de las
formulas constituyentes: si alguna de ellas tiene una asignacién singular, afec-
ta la féormula de la cual es parte. Por eso hay una bifurcacién, en la cual se

2Los corchetes son mios, el contenido, de N. da Costa. Joao Marcos [28, pag. 49]
senala que el contenido de los corchetes es incorrecto, tanto en este caso como en el si-
guiente. Senalar esto no afectara el resto de la discusién.
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considera la posibilidad de que la férmula también reciba una asignacién sin-
gular. En los casos en los que los componentes tienen asignaciones normales,
la evaluacién se realiza como en la logica clésica.

Un ejemplo de una cuasimatriz es el siguiente:
A B -A -B BA-B A— (BA-B) (A— (BA-B))—-A

0o 0 1 1 0 1 1
| 0 0 1 1

01 1\ 1 1 1 1
0 1 0 0 1

S B 0 0 1
o L0 0 0 1

L1 1 1 1 0
L Lo 0 0 1

1 1 1 1

Dado que hay un caso en el que la formula es ‘0’, esta féormula no es valida
en esta légica.

3.2. Los tableaux semanticos

Una forma aproximadamente sencilla de acercarse a una logica puede
ser por medio de los tableaux (seménticos). Los tableaux se pueden obtener
generalmente de las asignaciones de valores y las evaluaciones de una férmula.

Consideraré por caso la logica clasica. La conjuncion es verdadera cuando
el primer y el segundo conyunto son verdaderos. Esto se puede representar
de la siguiente forma:

(1) ANB
(2) A
(3) B

Y la disyuncién es verdadera cuando el primer disyunto es verdadero o
cuando el segundo disyunto es verdadero. Esto se puede representar de la
siguiente forma:

(1) AV B
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Si se quiere probar la validez de un argumento se procede por reduccion
al absurdo: las premisas se suponen verdaderas y la conclusién no. En la
logica clésica, esto ultimo equivale a decir que las premisas son verdaderas y
la conclusién es falsa. Si se trata de averiguar si una féormula es teorema, la
formula se supone falsa. Para cualquier caso, tanto en la conclusién como en
la férmula sola, se tiene que anteponer una negacion.

Al final de la aplicacién de las reglas, hay que llegar a una contradic-
cién. En este caso particular, que una férmula sea verdadera y falsa (i.e. que
aparezcan dos férmulas de la forma A y = A a lo largo de una misma linea).

Pero esto no es especial de la logica clasica. Considérese la légica paracon-
sistente P1 (creada por Sette [50]), la cual considera tres valores de verdad,
{0,1,2}, pero admite sélo dos como valores designados, a saber, {0,1}. Las
asignaciones y evaluaciones de las conectivas se pueden resumir en las si-
guientes tablas: 3

O N DN DN

N~ O <
=== =
olo|lo~|lolololo
OO OIN ool
N~ O >

N o|o|o| | —lo
N OO oo N
IR IR

Cuadro 3.1: Matrices de P1

A diferencia del caso de la logica clasica, no basta con establecer una simple
formula. Los valores que preservan tanto la validez como la invalidez se tienen
que distinguir: por eso se agregan numeros a la derecha. Por ejemplo, si se
quiere considerar el caso en el que la implicaciéon no es designada (i.e. en
el caso en el que tiene el valor ‘2’), hay dos posibilidades: al antecedente le
es asignado ‘0" y al consecuente ‘2’ o al antecedente le es asignado ‘1’ y al
consecuente ‘2. Esto se puede representar de la siguiente forma:

3La lectura de una tabla comienza con hilera y termina con columna. Por ejemplo,
para leer el condicional primero se considera el antecedente (cuyo valor es el que se le
asigne en la hilera) y después el consecuente (con el valor que se le asigne en la columna):
si el antecedente tiene ‘1’ y el consecuente ‘2’; el condicional es ‘2’.
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(1) A= BJ2

A
2) AJ0 A/1
(3) B/2 B/2

Ahora las premisas se suponen con valores designados y la conclusién con
valores no designados a fin de comprobar la validez de un argumento. Algo
similar ocurre si se quiere comprobar la teoremicidad de una férmula.

Un ejemplo es el siguiente: A - BF-AV B

(1) A— B

(2) -~AV B/2

(3) -A/2

(4) B/2

(5) A/0
/\

(6) A— B/1 A — B/0

B
(7) * AJ2 B/0 B/1

Dado que la tinica premisa puede tener uno de los dos valores designados,
se tiene que considerar dos casos separados, como en el renglén 6. Ahora
bien, segin el cuadro 3.1 no hay ninguna evaluacién para el condicional que
dé el valor ‘1’ y por eso el lado izquierdo se cierra. El caso restante procede
de la manera esperada.

Este método de representacién de valores resulta efectivo para muchas
l6gicas que son no cléasicas y veritativo-funcionales, es decir, aquellas légicas
que determinan el valor de sus férmulas conjuntivas, disyuntivas, negativas e
implicativas a partir de las formulas que las componen. Pero esto no es tan
sencillo para la logica paraconsistente C; ;Cémo se podria proceder con un
caso como el siguiente?
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A B -A -B -AA-B —(=AA-B) AVB —(=AA-B)— (AV B)
0 0 1 1 1 0 0 1 1
0 0 1 1 1 2
0 11 . ! 0 i i 3
I I I 4
0 1 0 1 1 1 5
1o A ) 0 I I 6
1 1 1 7
o L0 0 1 1 1 8
I 0 I 1 i 9
N 0 I I I 10
) ) 0 I I 11
1 1 1 12

De acuerdo con la sexta linea, la férmula =(-=AA—B) es falsa si A es verdadera
y B es falsa. Pero segun la quinta linea la férmula —=(-A A —=B) es verdadera
exactamente en ese caso.

3.3. Semanticas de traducciones posibles

‘Semanticas de traducciones posibles’ es un nombre para un método que
consiste en la traduccion de las férmulas de una légica a otra. De manera mas
precisa, una semantica de traducciones posibles para una légica £ consiste
en el par TP=<{L;};c|r|, 1>, donde L; es una ldgica en la cual estd definida
la nocién modelo-teorética de interpretacion, T es el conjunto de funciones
de traduccion que tiene como dominio las férmulas de £ y como codominio
las férmulas de £;.

El método fue creado por Walter Carnielli [11], usado para una variante
de la jerarquia de cdlculos C,, (1< n<w) y aplicado en detalle para C; (y
C,.) en [28]. La idea bésica del método es traducir las férmulas de una légica
en otra en la que las asignaciones de los valores de verdad y las evaluaciones
comprenda mas de dos valores de verdad. Intuitivamente, el método sugiere
que si se aplica a la légica Cj, se puede recuperar la veritativo-funcionalidad
de C; al precio de aumentar los valores de verdad. De hecho, no sélo se
aumentan los valores de verdad, sino también las conectivas.

Llamaré a la logica que es traducida —C; en este caso— ‘légica inter-
pretable’, y a la logica en donde se hace la traduccién, ‘16gica interpretante’.
La légica interpretante de C; es W3, la cual destaca por el nimero de co-
nectivas que posee: tres para cada conectiva binaria y dos para la conectiva
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unaria de la negacion. Cada conectiva se distingue con un subindice, y tienen
las interpretaciones del cuadro 3.2.

MV IV F A VIV-[F|[A |V [V-]F
VIV VIF|VIVIV-[F|[V]V|V-|F
V- [V V- [ F|[V- [V |V |F|[V-|[V-[V-|F
FIF|F|F||F|F|F|F||F|F|F]|F
Vi| VIV [ F|[Va [VIV-|F|[Vs] V V-] F
VIivVIVI VI VIVIV VIV V]V]V
VoV V- V[V [V V[V [V [ V- [ V- | V-
FIV|VI|FI|[F|V|V-[F|[F|V]|V-|F
S VIV F|[ = [V]V-[F|[—=s] V]|V-|F
VI VIVIF[V V|V I[F||V |V ]|V |F
V- [ V- [V | F|[V- [VIV-|[F|[V-|V-|V-|F
FIV|V IV F|V[VIVIF [V V-]V

L e

VIF ||[V]F

V- F|[V- V-

FIVI|[F|V

Cuadro 3.2: Matrices de W3

-1, v ¢ son llamadas ‘negacion local” y ‘negacién continua’, respectivamen-
te. Los valores tienen el siguiente ordenamiento F'<V-<V, donde V y F
son los valores estandar, y V- representa la nocién de verdad por default. El
conjunto {V,V-} es el de los valores designados. La intencién de representar
V- es tomar en consideracion los casos en los que tenemos que aceptar una
formula porque no hay informacion que la contradiga. Si después de agregar
nueva informacion resulta que la féormula es verdadera, entonces su negacién
es falsa (y por eso tenemos la negacién local). Pero si después de agregar
nueva informacion, la férmula no resulta ser verdadera, su negacién es igual-
mente verdadera por default. Pues si la negaciéon fuese verdadera o falsa, esto
constituiria prueba en contra o a favor de la formula original.

Las formulas de la logica interpretable pueden tener muchas traducciones
posibles. Sin embargo, los resultados de [28] limitan los tipos de traducciones
a las siguientes (donde * € T' —es decir, * es una funcién de traduccién del
lenguaje de C; al de W3):
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“Tr. 1 Para cualquier variable atémica p:

a. p*=p
b. (=p)*= —cp
Tr. 2 Para férmulas del tipo (A#B), donde # € {A,V,—}:
a. Si (A#B) es (A A —A), entonces (A A A)*=
(A*NA3(=A)*), sino
b. (A#B)*= A% B¥, si (A= o A* y (~B)*= —, B*
. (A#B) = A* #,8% 51 (~A)*= =y A* y (<B)*= o B*
d. (A#B)*= A* #3B* en cualquier otro caso.
Tr 3. Para férmulas del tipo —(A#B), donde # € {A,V, —}:
a. Si (A#DB) es (AAN—A), entonces (—(AA—A))*= =L (AN
—A)*, si no
b. (=(A#B))*= —~p(A#B)*, si (mA)*= =L A%y (=B)*=
. B*%;
c. (m(A#B))*e {—L(A#B)*, —~c(A#B)*}, en cualquier
otro caso.
Tr 4. Para férmulas del tipo =—A:
a. (—|—|A)*: —|L(—|A)*, si (—|A)*: —|LA*;
b. (mmA)*e {-L(mA)*, =¢(=A)*}, en cualquier otro ca-
s0.”([28, p.28], mi traduccién).

Por ejemplo, considérese la férmula —(p; A p2). Dado que p; y p2 son atémi-
cas las negaciones deben ser continuas (por Tr.1). Si ambas negaciones son
continuas, la conjuncién debe ser Az (por Tr. 2). Dado que —¢p; y —¢pe, se
concluye que la negaciéon de —(py A p2) puede ser local o continua (por Tr.
3). Entonces, como ya se han considerado todos los casos, no hay sino dos
traducciones posibles: = (p1 A3 p2) y —n(p1 A3 p2).

Para probar que una inferencia de C; es valida o que una féormula es
un teorema, se tienen que producir todas las traducciones posibles de tales
expresiones en W3, y observar, dentro de esta logica, si tales traducciones
definen un un valor designado para la conclusién cada vez que las premisas
lo tienen, o si se tienen solo valores designados para una férmula en caso de
que se quiera saber si es un teorema.

Rescataré de este procedimiento, junto con los ejemplos de la logica clasica
y la logica P1, las caracteristicas para obtener las representaciones de un
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tableaux. Como en la léogica P1, tendré que senalar explicitamente el valor
de una férmula. Utilizaré la siguiente notacién: ‘+ para ‘V’ , ‘+-" para ‘V-’
y ‘" para ‘F".

De acuerdo con las condiciones de verdad de las férmulas positivas, se
puede proceder como en el caso clasico, es decir, se pueden utilizar las repre-
sentaciones de tableaux de dicha logica, s6lo que haciendo explicito cuando
un enunciado es verdadero, como en el siguiente caso:

(1) ANB/+
(2) A/+
(3) B/+

Para los casos negativos, se utilizan las traducciones de la légica interpre-
tante, y se observa bajo qué casos, en sus diferentes interpretaciones, resultan
ser ‘V’ o ‘V-". Una simple examinacién de esas traducciones (como las que
se exponen en el Cuadro 3.3) muestra que, se trate de negaciones locales o
continuas, tienen el mismo ntmero de V’s, pero difieren en el nimero de
V-’s; por eso es posible cenirse a los casos de negacién continua (bajo las
diferentes traducciones de las otras conectivas).

Por mor de brevedad, sélo haré explicito el procedimiento de =(A A B)
considerado arriba:

A | B | AN B | —c(ANsB) | ~(ANs B)
VIV %4 F F
V|V- V- V- F
V| F F \% \%
V-V V- V- F
V- | V- V- V- F
V-| F F \%4 \%
F 1V F \%4 \%4
F V- F \%4 \%4
F | F F \% \%

Cuadro 3.3: Tabla de valores de las traducciones posibles de =(A A B)

Entonces se tienen las siguientes posibilidades para que =(A A B) sea +:
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(1) —(AAB)/+

] T
2) AJ- Al+ Al + -
(3) B/- B/-

Y las siguientes posibilidades para que =(A A B) sea +—:

(1) ~(AAB)/ +—
e

2) Al+  Aj+—  AJ+-

3)  B/+— B/+  B/+-

Mediante un procedimiento repetitivo de este método se obtienen las si-
guientes reglas (estandarizaré las reglas para que sélo se representen los signos
+ v +-, bajo el entendido de que si un enunciado es falso, su negacion es
verdadera, se trate de una negacién local o continua):

Reglas generales

(1) -(ANAB)/+ (1) -(ANB)/ +—
T T
(2) -@/+ a/+ a/+— (2) a/+ — a/+ — a/+
(3) -B/+ -B/+ (3) B/ + — B/+ B/ + —
(1) —(AV B)/+
(2) —~A/+
(3) —B/+
(1) -(@VEH)+—
e
(2) a/+ — —@/+ a/+
(3) B/ + — B/ + —
(1) -(@—8)/+ (1) -(4— B)/ + —
TN T
(2) a/+ a/+— (2) a/+ — B/ + —
(3) -B/+ -B/+ (3) B/+
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(1) a/+ - (1) - a/+

T TN

(2) -A/+- A/t (2) a+ A/ +-
(1) a/+
(2) A/
(1) ~A/+ -
(2) A+ -

Reglas particulares

(1) a/+- (1) -/ + -
(

(2) -1/ +— (2) a/+ -
(1) ——a/+ (1) a/+
(2) a/+  (2) ——a/+

Este sistema funciona del siguiente modo: se comienza suponiendo que
la conclusion no tiene un valor designado (i.e. que es falso) mientras que
las premisas (si las hay) tienen valores designados; entonces, la negacién es
verdadera y se comienza con la aplicacion de las reglas. Las reglas generales
se aplican sélo a féormulas moleculares, y las reglas particulares se aplican
solo a las literales, por eso utilizo una notacién distinta para cada tipo de
férmula. Una rama cierra si contiene dos férmulas con la forma y signos A/+
yA/+ 6 A/ +—yoA/+60A/+y A+ —.

Observacién 1: Las reglas correspondientes a —(A#B)/+— para cualquier
# € {A,—,V} colapsan en sus contrapartes positivas, es decir, se utilizan
las mismas reglas para (A#B)/+ —. Una férmula con la forma oA no puede
tener el signo +—, y si esto sucede en una rama, debe cerrarse.

Estos son algunos ejemplos del funcionamiento de estas reglas:
Fo(—=—A— A)

(1) ~(——A = A)/+
A

2) ——A/+ A+ —

(3) —A/+ —A/+

(4) * A+
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oB,A— BF-B— —-A

(En este caso hay que considerar dos casos: uno cuando A — B/+ y otro
cuando A — B/ + —. Por la observacién 1, sélo vale la pena considerar el
caso en el que oB tiene +).

(1) oB/+
(2) A— B
(3) —(=B — —A)/+
/\
(4) A— B/+ A— B+ —
/\ /\
(5) —A/+ B/+ Al 4 — B/ + —
(6) P T B/+
(7) -~B/+ -B/+—- -B/+ -B/+-— T *
8) -B/+ -B/+-
9) ——A/+ A +
(10) * ——B/+
-—A/+ A /+ —-—A/+ *
g i ~-A/+  TTBA

Llamaré ‘Ms’ al sistema que retne estas reglas. A continuacion presento
algunos teoremas para probar la equivalencia de este nuevo sistema con Cj.

3.4. Prueba de equivalencia

Probaré la equivalencia de Ms con C;. Para esto he adoptado y adap-
tado la prueba de equivalencia del sistema TINCn con cada C, (1< n<w)
(presentada en [15]). Los axiomas del sistema C; son los siguientes:

(Ax1) A— (B — A)
(Ax2) (A= B)—= (A= (B—-0)) = (A=0))
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Ax3) (ANB) — A
Ax4) (AAB)— B
Ax5) A — (B — (AN B))
— (AV B)

Ax7) B — (AV B)

Ax8

(

(

(
(Ax6
(

(Ax8) (A—=C) = (B—C)— (AVB) = ())
(

Ax10) -—A— A

Ax11) oB = ((A— B) = ((A —» —B) —» —A))

)

)

) A

) A

) B

)
Ax9) AV -A

)

)

)
Ax13) cAANoB — o(AV B)
)

(
(
(Ax12) cAANoB — o(AA B)
(
(

Ax14) cANoB — o(A — B)

Y tiene sélo la regla de Modus Ponens:

(A— B),A
B

Primero probaré una variante de la regla de corte para el sistema de tableaux
presentado aqui.*.

Teorema 1. Para el sistema Ms hay un tableau cerrado para un conjunto
I’ de formulas si y solo si para una formula A existe un tableau cerrado para

Fru{-A/+}, TU{A/+} yTU{A/+ -}

4Donde el significado de los términos tableau cerrado, tableau completo v regla de
expansion son definidos como en [15, pag. 35].
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Prueba. (>) Si existe un tableau cerrado para I', es evidente que hay un
tableau cerrado para ' U{-A/+}, TU{A/+} yTU{A4/ + —}.

(<) Supdngase ahora que hay un tableau cerrado para ' U {—=A/+}, T'U
{A/+} y T U{A/ + —}. La prueba de que existe un tableau cerrado para I’
se hace por induccién sobre la complejidad de la férmula A.

Considérese que la formula A es una férmula atémica. Para los casos
cuando o bien —A/+ € I' 6 A/+ € ' 6 A/ +— € T, es evidente que T’
estd cerrado. Entonces sélo hay que analizar los siguientes casos: =A/+ ¢ T',
A/+¢TyA/+—¢T.

Siobien TU{=A/+} 6 TU{A/+} 6 T U{A/ + —} estan cerrados s6lo
a causa de las férmulas en I', entonces I' esta cerrado.

Obsérvese que de la férmula atémica A/+ sélo se puede generar = —A/+;
de =A/+, =——=A/+; y de A/ + — se puede generar —A/ + —.

Dado que I' U {—A/+} estd cerrado, entonces hay un tableau T tal que
sus ramas estan cerradas o bien por A/+ o por A/ + — o por =—A/+. Como
también TU{A/+} estd cerrado, existe un tableau T’ tal que sus ramas estan
cerradas por =A/+. Finalmente, I' U {A/ + —} también esté cerrado y, por
consiguiente, hay un tableau T” tal que sus ramas estan cerradas por = A/+.

Por lo tanto, en los tableaux T, T’ y T” las férmulas A/4+ o A/ + —
o —A/+ (en T), mA/+ (en T’) y A/+ (en T”), respectivamente, estan
generadas por las reglas de expansién en I' porque ni A/+ ni A/ + — ni
——A/+ pueden ser generadas de —A/+; —A/+ no puede ser generada de
A/+ y = A/+ no puede ser generada de A/ + —. Entonces, hay un tableau
cerrado para ' y I' esta cerrado.

Supdngase que el resultado se sigue para formulas A de complejidad p,
p>0.

Sea A una férmula de complejidad p + 1. (Dado que las pruebas para las
otras férmulas son similares, s6lo mostraré el caso para la conjuncién).

Sea A del tipo =B, siendo B de complejidad p.

Supéngase que 'U{—-—B/+}, TU{-B/+} yT'U{-B/+ —} estén

cerrados, considerando que =—=B/+, =B/+ y =B/+- no son férmu-
las que estan en I'.

Sea A del tipo (B A C).

Para los casos cuando o bien ~(BAC)/+ € T' 6 (BAC)/+ € T 6
(BANC)/ + — €T, es evidente que I' estd cerrado. Entonces sélo hay que
analizar los casos cuando ~(BAC)/+ ¢ I', (BAC)/+ ¢ 'y (BAC)/+— ¢ T.

Siobien TU{~(BAC)/+}6TU{(BAC)/+} 6T U{(BAC)/+ -}
estan cerrados so6lo a causa de las férmulas en I', entonces I' esta cerrado.

47



Obsérvese que de la férmula (B A C)/+ se puede generar B/+ y C'/+; de
-~(BANC)/+, -B/+ 6 B/+y =C/+ 6 B/ + —y =C/+:y de (BAC)/ +—
se puede generar B/ + -y C/+—-6B/+—-y C/+ 6 B/+y C/+ —.

Dado que I' U {—(B A C)/+} esta cerrado, hay un tableau T tal que sus
ramas estan cerradas por B/+ y C/+. Como también I'U{(B A C)/+} estd
cerrado, existe un tableau T’ tal que sus ramas estan cerradas por - B/+
o por ~C/+. Finalmente, I' U {(B A C)/ + —} también esta cerrado y, por
consiguiente, hay un tableau T” tal que sus ramas estén cerradas por = B/+
o =C/+.

Por lo tanto, en los tableaux T, T" y T” las férmulas B/+ y C/+ (en
T), =B/+ 6 =C/+ (en T?) y =B/+ 6 =C/+ (en T”) estan generadas por
las reglas de expansién en I' porque ni B/+ y C/+ pueden ser generadas de
TU{~(BAC)/+}; =B/+ 6 ~C/+ no puede ser generado de TU{(BAC)/+}
y =B/+ 6 =C'/+ no puede ser generado de I' U {(B A C')/ + —}. Entonces,
hay un tableau cerrado para I' y I' esta cerrado.

Sea A del tipo (B V C).
Sea A del tipo (B — C). O

Teorema 2. FEl sistema Ms es equivalente al sistema C}.

Bosquejo de prueba. (<) SiT' k¢, S, entonces ' by S.

Supdngase que I' F¢, S. S1S € I', I' Fp S. Entonces supondré que
Se¢rl.

Sea S un esquema axiomatico de C;. Hay que probar que I' -y, S, i.e.,
que I' U {=S/+} estd cerrado en Ms. Por mor de brevedad, presentaré la
prueba soélo del primer axioma.

Sea S el axioma 1. Entonces,

(1) r
(2) -(A— (B— A)/+
/\

(3) A+ Al + —

(4) -(B—= A)/+ -(B— A)/+
A A

(5) B/+ B/+~ B/+ B/+~

(6) -A/+ -A/+ -A/+ -A/+
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Consideraré que la férmula S es una consecuencia de las formulas prece-
dentes en la prueba en C; por Modus Ponens, i.e.,I' ¢, S es una consecuen-
cladel'Fg, AyT'Fo, A— S. Como se tiene que I' =y Ay T'bpps A — S,
F'u{-A/+} yTU{=(A — 5)/+} estan cerradas en Ms y entonces, por la
regla =(—)/+, TU{=A/+}, TU{A/+,=S/+} y TU{A/+—,~S/+} estéan ce-
rradas. Entonces TU{—A/+,-S/+}, TU{A/+,-S/+} yTU{A/+—,-S/+}
estén cerradas y, por la regla de corte, I'U{—S/+} estd cerrada. Por lo tanto
Iy S,

(>) Si 'y S, entonces T' B¢, S.

Supongase que I' 7 S. Hay que transformar cada regla de expansion
de Ms en una correspondiente prueba valida en C;. Para ello me valdré de
los dos siguentes lemas [14] y los dos siguientes teoremas (probados en |28,
péags. 69-73]), (donde QM F representa la cuasimatriz de cualquier férmula F',
col(F) denota el conjunto de subférmulas de F'y negaciones de subformulas
propias; para G €col(F), k(G) denota el valor que G toma en la linea k,
y una asignacion se dice que ‘corresponde’ a una linea k de QMF si, para

cada G ecol(F), v(GQ) = k(G)).5

Lema 3. Toda asignacion paraconsistente corresponde con una linea en
QMF.

Lema 4. Dada una linea k de QMF existe una asignacion paraconsistente
que le correponde.

Teorema 5. Toda asignacion en W3, w, y traduccion, *, determina una
asignacion paraconsistente, v, tal que v(A) = 1 sit w(A) = {V,V—} para
cada formula del lenguaje de C}.

Teorema 6. Toda asignacion paraconistente, v, determina una asignacion
en W38 y una traduccion * tal que w(A) € {V,V—=} si y sdlo si v(A) =1
para cada formula del lenguaje de Cj.

Entonces se puede hacer corresponder cada traduccion * y asignacion w
en W3 con una linea k£ de una cuasimatriz (por el lema 3 y por el teorema
5), como también, cada linea k£ de una cuasimatriz con una traduccién * y
a una asignacién en W3 (por el lema 4 y por el teorema 6). Por ejemplo,
para (A A —A) sélo hay una traduccién posible, i.e., =.(A A3 7¢A) cuya
cuasimatriz en C; y tabla en W3 son:

®Uso la notacién de [28] para los lemas de [14].
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A A AN-A —\<A N —|A) k
0 1 0 1 1
L L0 0 1 2
1 ] 0 3
A | 7cA| AN cA —|L(A N3 ﬁcA) W3
V F F V 1’
Vo V- V- F 0%
F V F V 3’

Cuadro 3.4: Tabla de valores de las traducciones posibles de (A A —A)

Es facil comprobar que:

k| *| W3
1(1] &
21| T
311 2

Cuadro 3.5: Correspondencia de * con k

En pocas palabras, si se considera una linea k de una cuasimatriz es
posible encontrar su asignacion correspondiente en W3 y traduccion posible
*. La conversa también es verdadera. Esto sucede con cualquier férmula y

cualquier traduccién.

Esto resulta en las siguientes equivalencias:

W3 C1

A+ [ v(A)=1yv(—A)=0
A/+ [v(A)=1yov(-A) =1

Al- [v(A)=0yu(-A) =1
—A/+ | v(A) =0y v(-A4) =1
—A/+ [ v(A)=1yv(-A) =1
-A/- | v(A)=1yv(=4)=0
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Ahora hay que traducir cada férmula con los signos + y +-, que perte-
necen a W3, a formulas de C;. Algunas reglas pueden tener més de una
traduccién. Cada regla debe resultar en una derivacién valida.

Consideraré el caso de =(A A B)/+. En C; la prueba correspondiente a
esta regla tendria la siguiente forma ~(AAB)/+ Fc1 =A/+V(A/+A=B/+)V
(A/ 4+ — A—=B/+), pero dado que el lenguaje de C; carece de los signos + y
+-, hay que cambiar las formulas que aparecen en la derivacién por férmulas
sin esos signos; para ello se consideran las condiciones de asignacién de las
formulas de C; junto con las equivalencias del cuadro 3.6.

Como se tiene que =(AAB)/+, entonces v(AAB) =0y v(—(AAB)) = 1,
por el cuadro 3.6. Pero v(AA B) = 0 siy sélo si v(A) =06 v(B) =0,y
entonces v(—A) = 1 6 v(—=B) = 1. Por lo tanto, hay que considerar se-
paradamente —A + y =B . Mediante un procecdimiento analogo se ob-
tienen los resultados esperados para las férmulas —=A/4, A/+ y —B/+:
-A ko1 mAV (AAN-B)V (A + — A —=B). Para el caso de A/ + —, se
tiene que v(A) = 1y v(—=A) = 1, pero el primero ya aparece en el segundo
disyunto con la misma féormula, es decir, =B. Por lo tanto, se considera solo
la segunda alternativa. Esto resulta en dos derivaciones:

—Akle, "AV(AN-B)V (mAN-B)

—Bteg "AV(AAN-B)V (mAN-DB)

3.5. De regreso a las cuasimatrices

Como ya senalé, es posible establececr una correspondencia entre las
férmulas con las etiquetas en Ms y las férmulas con sus respectivas valua-
ciones en Cy, siguiendo el cuadro (M).

Desde esta perspectiva, se puede apreciar que si es posible sacar de las
cuasimatrices un sistema de tableaux. Pero para percibir este hecho fue ne-
cesario complicar las cosas a través de traducciones de férmulas. Regresaré
al ejemplo que ofreci anteriormente:
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A B —-A -B -AA-B —\(—\A/\—\B) AV B ﬂ(ﬂAA—!B)—}(AVB)
0 O 1 1 1 0 0 1
o 1 1| 0 1 1 1
| ) 0 1 1
1 1 1
1 0 0 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1
1 1 1
0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 1 0 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1

Préstese atencion a la columna de =(—=A A =B). A primera vista pareceria
que la férmula es verdadera si, de acuerdo con la linea 4, v(A) =0y v(B) =
1. Pero esto ultimo contradiria la linea 3, para la que esto resulta falso.
Pero realmente no esta siendo verdadera en 4. Para que fuera verdadera
—siguiendo el cuadro 3.6— se necesitaria que la formula no negada fuera
falsa. Entonces, los casos en los que =(—A A =B) es verdadera se encuentran
en las lineas 2, 5, 8, 9 y 10. Y entonces, teniendo presente el cuadro 3.6,
se tienen las siguientes posibilidades: la férmula —(—A A =B) es verdadera
cuando v(=A) =1y v(B)=16v(A) =1y ov(B)=046v(A) =v(-4) =1
yu(B)=16v(A)=1yv(B)=v(-B)=16v(A) =1y v(B)=1.Pero
entonces A ocurre junto a todas las combinaciones posibles de asignacién de
B. Entonces se pueden reducir las cinco posibilidades a sélo tres, es decir,
v(A)=16v(=A)=1yv(B)=16v(A)=v(-A)=1yv(B)=15

Una formulacion del sistema de tableaux era posible desde el principio,
solo que esto no era evidente porque en la construccion de las cuasimatrices
se atiende principalmente a las instrucciones para hacerlas bien, y no de la
distincion entre la asignacion singular y la asignacién normal de una férmula.

SEs interesante notar que esto resulta en un tableaux con una presentacioén ligera-
mente diferente, porque en el lugar de v(A4) =1 (y similarmente en v(B) =1, para el
segundo y tercer disyunto), Ms tiene v(——A)=1. Pero esto no supone ningiin problema
(s6lo recuérdese las reglas particulares).
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Conclusiones

En este capitulo he discutido si es posible obtener un sistema de tableaux
para la logica paraconsistente C; a través de sus cuasimatrices. Expuse la
manera de obtener las reglas de un tableaux para la logica clasica y la logica
paraconsistente P1, como casos particulares de légicas veritativo funciona-
les. Mostré que mediante los rudimentos de las traducciones de traducciones
posibles se podia recuperar la veritativo funcionalidad de C;. A partir de la
traduccion de las formulas de C; a la légica trivaluada W3 pude ofrecer un
sistema de tableaux para C;. Finalmente senalé que dichas reglas se pue-
den obtener de las cuasimatrices estableciendo una correspondencia entre las
formulas etiquetadas de Ms con las valuaciones de Cj.
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Conclusion

En esta investigacion he discutido los presupuestos filosoficos que subya-
cen a la tesis de Beall de que no hay negacion légica. Argumenté que desde un
enfoque de teoria de pruebas se pueden proporcionar reglas para la negacion
con los criterios que Beall considera que debe tener cualquier conectiva légica,
y que desde un enfoque modelo tedrico la negacién se restringe a intercambiar
los valores verdadero y falso. Presenté dos enfoques a las logicas conexivas y
su relacién con el posibilismo. Mostré que las relaciones se pueden mantener
en un marco de logica trivaluada usando la modalidad de Béziau, pero al
costo de restingir el posibilismo a todo aquello que tiene algin grado de ser
verdadero, es decir, de sélo tener valores designados. Finalmente disené un
sistema de tableaux para la légica paraconsistente C; mediante la semantica
de traducciones posibles y discuti como se podian obtener las reglas de ese
sistema mediante sus cuasimatrices.
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