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Prefacio

En este trabajo de investigacion se tratan temas muy especializados. Por
esta razon, el primer capitulo es dedicado a las definiciones necesarias para
entender el contenido del texto, tratando de que éste sea autocontenido; sin
embargo, debido a su extension, referimos al lector a 2| y [4] para material
basico y complementario. La primera parte es dedicada a las definiciones
basicas de multidigraficas y digraficas, asi como las definiciones de conjunto
absorbente y conjunto independiente, las que nos llevan al concepto de nticleo
de una multidigrafica. En la segunda parte damos las definiciones de algunos
tipos de multidigraficas, de submultidigraficas y de algunas operaciones entre
multidigraficas y para multidigraficas, que son usadas a lo largo del trabajo.

En el segundo capitulo, llamado Introducciéon Historica, es un breve resu-
men de la evoluciéon de teoria de nicleos en digréficas, desde su surgimiento
en economia. Debido a que no toda digrafica tiene un ntcleo, es importante
apuntar que Chvatal probé en [6] que el problema de decision de determinar
si una digrafica tiene niicleo o no, es un problema NP-completo. Empezando
con las generalizaciones, a través del alcance entre los vértices de una digra-
fica, definimos a los nicleos por caminos (trayectorias) en una digréfica; que
a diferencia de los nicleos, toda digréfica tiene un nicleo por caminos (tra-
yectorias). Continuando con las generalizaciones de niicleos, hablamos de los
nucleos por trayectorias monocromaticas en multidigraficas con las flechas
coloreadas, que han sido ampliamente estudiados. En 1982, Sands, Sauer y
Woodrow probaron que toda multidigrafica 2-coloreada contiene un ntcleo
por trayectorias monocromaéticas, para el caso infinito se necesita una hi-
potesis adicional. En su trabajo plantean la siguiente pregunta que se debe
a Erdds: ses cierto que para cada n, existe un entero positvo mds pequeno
f(n) tal que cada torneo n-coloreado contiene un conjunto S de f(n) vértices
con la propiedad de que S es absorbente por trayectorias monocromdticas?,
en particular, ;f(3) = 37 Recientemente, Bousquet, Lochet y Thomassé
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demostraron que para cada k, existe un entero f(k) tal que si T es una mul-
tidigrdfica semicompleta cuyo conjunto de flechas es la union de k conjuntos
de flechas cuasi ordenados, entonces la cardinalidad del conjunto dominante
mds pequenio de T es menor que f(k) [5]. Dado que el cierre transitivo de
cada clase de color se puede ver como un cuasi orden, se sigue que, el proble-
ma Erdgs-Sands-Sauer-Woodrow puede deducirse del resultado de Bousquet,
Lochet y Thomassé. Es importante notar que el resultado de Sands, Sauer y
Woodrow afirma que no importa la multidigrafica ni la forma de colorearla,
si se hace con dos colores, entonces siempre se puede encontrar un nucleo por
trayectorias monocromaticas.

Mas adelante, Linek y Sands proponen colorear las flechas una multidi-
grafica con los vértices de una digrafica, posiblemente con lazos. Si H es la
digrafica con la que se colorea, decimos que la coloraciéon es una H-coloracion.
Dentro de las digraficas H-coloreadas un H-camino es un camino tales que
los colores de sus flechas forman camino en H, si un H-camino no repite
vértices lo llamamos H-trayectoria. En este sentido llamamos a H un patréon
de colores, o simplemente un patron. De manera natural se define el alcance
por H-caminos y por H-trayectorias, llegando a los nticleos por H-caminos
y nicleos por H-trayectorias.

Nuestro principal objeto de estudio son los patrones H que, sin importar
la multidigrafica ni la H-coloracion, garantizan la existencia de conjuntos de
vértices absorbentes por H-caminos o por H-trayectorias. En particular, los
patrones que garantizan la existencia de ntcleos por H-caminos o ntcleos
por H-trayectorias.

El tercer capitulo se centra en las diferencias y similitudes entre los
H-caminos y las H-trayectorias en una multidigrafica H-coloreada, asi como
entre los conceptos definidos a partir del alcance por H-caminos y los defi-
nidos a partir de las H-trayectorias. En la primera parte se muestra que, a
diferencia de los caminos y trayectorias usuales, un H-camino entre dos vérti-
ces no necesariamente contiene una H-trayectoria entre los mismos. Basados
en lo anterior, se muestran las diferencias y similitudes entre los nicleos por
H-caminos y los nticleos por H-trayectorias. Para convencer al lector que los
conceptos de ntcleo por H-caminos y nicleo por H-trayectorias son distintos,
y que el problema de decisién de su existencia es distinto, exhibimos un pa-
tron Hy y una digrafica Hi-coloreada que tiene un nicleo por H,-trayectorias
y no tiene nicleo por Hi-caminos. De la misma manera, se exhibe otro pa-
tron H, y otra digrafica Ho-coloreada que tiene un ntucleo por Ho-caminos y
no tiene nicleo por Hs-trayectorias. Con estos ejemplos se contruyen fami-
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lias infinitas de digraficas con las propiedades mencionadas. A pesar de las
diferencias y de ser conceptos distintos, no se puede negar que ambos estan
estrechamente relacionados. Por lo anterior, para finalizar el capitulo, demos-
tramos que los nicos patrones H tales que no importa la multidigrafica ni la
H-coloracion, todo H-camino entre dos vértices contiene una H-trayectoria
entre los mismos, son exactamente los patrones transitivos.

En el cuarto capitulo se presentan tres familias de patrones, definidas
por Arpin y Linek en [1], basadas en el alcance por H-caminos en multidi-
graficas H-coloreadas. %, (%2) es la clase de todas las digraficas H tal que
para cualquier H-coloracion de cualquier torneo 7' (multidigrafica) existe un
vértice v (un conjunto independiente de vértices) de T que es absorbente
por H-caminos en T. %5 es la clase de todas las digraficas H tal que pa-
ra cualquier H-coloraciéon de cualquier multidigrafica D, D tiene nicleo por
H-caminos. En este capitulo presentamos los resultados obtenidos por Arpin
y Linek sobre estas tres familias. Principalmente, la caracterizacién de los
patrones en %, como aquellos patrones que su complemento no tiene ciclos
impares. Una de las propiedades que demuestran Arpin y Linek es que es-
tas familias son cerradas bajo tomar subdigraficas inducidas, contracciones
y expansiones. Por lo que, el andlisis de estas familias se ha centrado en los
patrones de orden pequeno.

El quinto capitulo estd completamente dedicado a los patrones en %s.
Estos fueron nombrados por Galeana Sanchez y Strausz como patrones pan-
cromdticos, nosotros nos referimos a ellos como patrones pancromdticos por
caminos. En [12] Galeana Sanchez y Hernandez Cruz demuestran que ca-
da digrafica H es un patrén pancromatico por caminos, o el problema de
determinar si una digrafica H-coloreada tiene un ntcleo por H-caminos es
NP-completo. En [11] se prueba que los patrones pancromaticos por caminos
estan completamente caracterizados como elementos de dos familias. Sin em-
bargo, en este trabajo mostramos un contraejemplo a la construcciéon usada
en la demostracion del lema 6 que se encuentra en [11]. El lema 6 se usa
para argumentar que dos digraficas de orden tres no son patrones pancro-
maticos por caminos. También se utiliza de manera esencial en la prueba
presentada en [11], de la caracterizacion de los patrones en %As. Atin con ello,
actualmente, la caracterizaciéon puede ser cierta. Por lo anterior, el proble-
ma de caracterizar a los patrones pancromaéaticos por Cami)nos sigue abierto.

En particular, el problema de determinar si los patrones P53y Fj son patro-
nes pancromaticos por caminos sigue abierto. Para estos patrones mostramos
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g
que basta con demostrar que toda digrafica Ps-coloreada (Fy-coloreada) tiene

ntcleo por ;3—caminos (F,-caminos) para determinar su pertenencia, o no,
a la familia %3, recordemos que la definicion habla de multidigraficas. Asi
mismo, realizamos un analisis estructural de los patrones pancrométicos por
caminos, concluyendo que estos tienen que pertenecer a una de dos familias.
Dentro de este analisis, mostramos que no todas las digréaficas de una de estas
familias son patrones pancromaticos por caminos. Finalmente, enunciamos
dos problemas abiertos, sobre esta familia.

En el sexto capitulo definimos, por primera vez, las familias @i, con
i € {1,2,3}. Estas son las familias analogas a las presentadas por Arpin
y Linek en [1], pero basadas en el alcance por H-trayectorias. B, (%’72) es
la clase de todas las digraficas H tal que para cualquier H-coloracién de
cualquier torneo T (multidigréafica) existe un vértice v (un conjunto inde-
pendiente de vértices) de T' que es absorbente por H-trayectorias en T @3
es la clase de todas las digraficas H tal que para cualquier H-coloracion de
cualquier multidigrafica D, D tiene niicleo por H-trayectorias. En este capi-
tulo presentamos algunas propiedades de estas tres familias. Especialmente
demostramos que estas familias son cerradas bajo tomar subdigraficas indu-
cidas, contracciones y expansiones. Por lo que, el analisis de estas familias se
centra en los patrones de orden pequeno. Como resultado principal, carac-
terizamos a los patrones en %, como aquellos patrones que su complemento
no tiene ciclos impares; es decir, %, = Hs.

El séptimo capitulo se centra en los patrones de %’73. Nos referimos a
ellos como patrones pancromdticos por trayectorias. Como ya mencionamos
el enfoque para analizar a los patrones de esta familia es determinar si los
patrones de orden pequeno, menor o igual a tres, son patrones pancromaticos
por trayectorias o no. Usando los resultados obtenidos por Arpin y Linek, asi
como los obtenidos en el tercer y sexto capitulo, determinamos, a excepcion
del patron Fi, si cada uno de los patrones reflexivos de orden menor o igual
a tres, son pgtrones pancromaticos por trayectorias o no. Para probar que

los patrones P3 y F5 no son patrones pancromaticos por trayectorias usamos
una técnica similar a la presentada en [11], en el ya mencionado lema 6. Por
otro lado, mostramos que para F que basta con demostrar que toda digrafica
Fi-coloreada tiene niicleo por Fy-trayectorias para determinar su pertenencia,
0 no, a la familia %3, recordemos que la definicion habla de multidigraficas.
Con este anélisis, mostramos que los patrones pancromaticos por trayectorias
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son exactamente los patrones que se pueden contraer a 2K o a Py, si F] no

es patron pancromatico. En caso de que F) pertenezca a HAs, los patrones
pancromaticos por trayectorias pertenecen a una de dos familias. Finalmente,
planteamos dos problemas abiertos sobre los patrones de esta familia.

Los H-caminos estan definidos en las multidigraficas H-coloreadas; sin
embargo, a lo largo de este trabajo de investigaciéon, notamos que la propie-
dad de tener mas de una flecha entre dos vértices con la misma direccion
no habia sido explotada por completo. Por lo que definimos, por prime-
ra vez, los conceptos de H-camino dindmico y H-trayectoria dindmica en
una multidigrafica H-coloreada. El concepto de H-camino se puede genera-
lizar permitiendo “cambios de flecha”, esto es, en lugar de considerar un solo
H-camino, permitimos la concatenacién de dos H-caminos siempre que la 1l-
tima flecha del primero y la primer flecha del segundo tengan el mismo vértice
inicial y el mismo vértice final. Entonces, de esta manera, se obtiene una nue-
va forma de alcance entre dos vértices, en lugar de seguir inicamente por un
H-camino para que un vértice alcance a otro, podemos “cambiar de flecha”
para seguir avanzando. El octavo capitulo se centra en la definiciéon de los
H-caminos dindmicos, H-trayectorias dindmicas, asi como de sus respectivas
nociones de alcance. En este capitulo, se consideran los 4 tipos de niicleos ya
definidos, vy se exhiben patrones H y multidigraficas H-coloreadas que con-
tienen un tipo de ntcleo y no contienen de otro tipo; por ejemplo, se exhibe
un patron H y una multidigréfica H-coloreada que contiene un ntcleo por
H-caminos dindmicos pero no contiene nicleo por H-trayectorias. Al igual
que en el tercer capitulo, se forman familias infinitas con las propiedades de
los ejemplos mostrados. Se concluye que, los nuevos conceptos son realmente
distintos a los ya existentes, y por lo tanto, sus problemas de alcance son
distintos. A pesar de lo anterior, al finalizar el capitulo, demostramos que
para cada patron H y cada multidigrafica H-coloreada D, existe otro pa-
tron H y otra digrafica D tales que D tiene ntcleo por H-caminos dindmicos
(H-trayectorias dinamicas) si y solo si D tiene nicleo por H-caminos
(H -trayectorias). Sin embargo, esta equivalencia se realiza a través de una re-
duccién que depende totalmente del patron H, la multidigrafica y la
H-coloracion.

En ultimo capitulo definimos, por primera vez, las familias &; y .@i, con
i € {1,2,3). Estas son las familias andlogas a las presentadas por Arpin
y Linek en [1] y las presentadas en el capitulo 6, pero basadas en el al-
cance por H-caminos dindmicos y en el alcance por H-trayectorias diné-
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micas, respectivamente. A los patrones que pertenecen a %3 (Z;) los lla-
mamos patrones pancromdticos por caminos dindmicos (patrones pancro-
mdticos por trayectorias dindmicas). Al igual que las otras familias, pro-
bamos que estas son cerradas bajo tomar subdigraficas inducidas, contrac-
ciones y expansiones. Por lo que, su andlisis se centra en los patrones de
orden menor o igual a 3. Para demostrar la pertenencia, o no, a la fami-
lia 75 (Z5) realizamos algunas equivalencias entre los problemas de alcance
por H-trayectorias dinamicas (H-caminos dindmicos) con las H-trayectorias
(H-caminos). Con estas equivalencias, probamos que los patrones pancroma-
tlcos por trayectorias dinamicas son tunicamente las digraficas completas, s1

P2 no pertenece a @3 Y cumplen con pertenecer a una de dos familias, si P2
es un patrén pancromético por trayectorias dinamicas. De manera analoga,
probamos que los patrones pancromaticos por caminos dindmicos cumplen
con pertenecer una de dos familias. Dichas familias son distintas dependiendo

de si 2?( 1 es un patron pancromatico por caminos dinamicos o no.

El trabajo de investigacion, realizado durante este tiempo, presentado en
esta tesis se organiz6 en 4 articulos de investigacion, para que se considere
su publicacién en revistas indexadas, especializadas y de circulaciéon interna-
cional. De estos articulos, uno ya ha sido publicado, dos se encuentran en
revision y el dltimo se encuentra en proceso. Los articulos obtenidos son:

1. Los resultados expuestos en los capitulos 3, 6 y 7 forman parte del
articulo titulado “Panchromatic patterns by paths”, el cual fue
sometido para su revision a la revista internacional Discrete Mathe-
matics.

2. Algunos de los resultados expuestos en el capitulo 5 forman parte del
articulo titulado “Corrigendum to ‘On Panchromatic Patterns”,
el cual fue sometido para su revision a la revista internacional Discrete
Mathematics.

3. Algunos de los resultados expuestos en los capitulos 5 y 9 forman parte
del articulo titulado “Advances and open problems of panchro-
matic patterns”, el cual serd enviado para su revisiéon a una revista
internacional.

4. Algunos de los resultados expuestos en los capitulos 8 y 9 forman parte
del articulo titulado “Characterization of color patterns by dy-
namic H-paths”, el cual ya esta publicado en la revista internacional
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Discrete Applied Mathematics (G. Benitez-Bobadilla, H. Galeana-
Sanchez, and C. Herndndez-Cruz, Characterization of color patterns by
dynamic H-paths, Discrete Applied Mathematics, 267:41-51, 2019. DOI
10.1016/j.dam.2019.04.020).
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo damos la mayor parte de las definiciones que se usan a
lo largo de este trabajo, tratando que éste sea autocontenido; sin embargo,
debido a su extension, referimos al lector a |2| y [4] para material basico y
complementario. La primera secciéon se dedica a las definiciones basicas de
multidigraficas, asi como las definiciones de conjunto absorbente y conjunto
independiente, que nos llevan al concepto de nicleo de una multidigrafica. En
la segunda seccion damos las definiciones de algunos tipos de multidigraficas,
y de algunas operaciones entre multidigraficas y para multidigraficas, que son
usadas en el trabajo.

1.1. Primeras definiciones

Una multidigrdfica D consta de dos conjuntos V(D) y F(D), y una fun-
cion ¢p. El conjunto V(D) es finito y no vacio, y el conjunto F'(D) es finito
y ajeno a V(D). Los elementos V(D) son los vértices de D y los elementos
de F(D) son las flechas de D. La funcion ¢p se llama funcion de incidencia
y asocia a cada flecha de D un par ordenado de vértices distintos de D, véase
la figura Si f es una flecha de Dy ¥p(f) = (u,v), entonces decimos que
u es el vértice inicial de f y que v el vértice final de f, también decimos
que u es adyacente hacia el vértice v y el vértice v es adyacente desde u. El
conjunto Fplu,v| tiene como elementos las flechas de D cuyo vértice inicial
es u y su vértice final es v; es decir, Fplu,v] es la imagen inversa del par
ordenado (u,v) bajo ¥ p. Asi, decimos que dos vértices u y v de D son adya-
centes si existe una flecha entre ellos o, lo que es 1o mismo, si Fplu,v] # 0 o

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Figura 1.1: Representacion de una multidigrifica D, donde su conjunto de vér-
tices es V(D) = {u1, ua, us, u4, us, ug, uz, ug}, su conjunto de flechas estd
dado por F(D) = {f1, f2, f3, fa, f5, fs, 7, fs, fo, fro, f11, f12, f13, fra} y la funcidn
de incidencia es Yp(fi) = (ui,u2), ¥p(fe) = (ui,u2), ¥Yp(fs) = (uz,us),
Up(fa) = (us,ua), ¥n(fs) = (us,ua), ¥o(fs) = (us,us), ¥o(fr) = (us, ue),
Yp(fs) = (ug,ur), ¥p(fo) = (us,ur), ¥p(fio) = (us,u1), ¥p(fi1) = (u1,us),
Up(fi2) = (u2,us), ¥p(fiz) = (us,ur) y ¥p(fia) = (ue, u2).

Fplv,u] # 0. El orden de D es el ntimero de vértices en V(D) y el tamaro
de D es el namero de flechas en F'(D). Decimos que f € Fplu,v] es simétrica
si Fplv,u] # 0, y lamamos a f asimétrica si Fplv,u] = (). Cuando f es
simétrica, entonces lo denotamos por u <>p v. Si f es asimétrica escribimos
u +—p v. Escribimos u —p v cuando Fplu, v] # (). Extendiendo esta notacion
a conjuntos, sean A y B dos conjuntos de vértices de D, A —-p B, A—~p B
y A <>p B denotan que a —p b, a —p by a <>p b, respectivamente, para
todoa € Ay todobe B.

Notemos que en la definicion de multidigréafica, la funcién de incidencia
no le asocia a una flecha el mismo vértice inicial y final, a estas flechas
las llamamos [azos. Por otro lado, si se permite la existencia de dos o mas
flechas que compartan el vértice inicial y el vértice final, a estas flechas las
llamamos flechas paralelas. Cuando en una multidigrafica D, se tenga que
Fplu,v] contiene a lo mas un elemento, para todo par de vértices u,v € V (D),
decimos que D es una digrdfica; es decir, las digraficas no tienen flechas
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paralelas. En este trabajo habra ocasiones en que tnicamente trabajemos
con digraficas u ocasiones en las que sean permitidos los lazos, en dichas
ocasiones especificaremos en cuales casos estan, o no, permitidos cada una.
Por lo anterior, decimos que D es reflexiva si todos sus vértices tienen un
lazo.

El grado exterior de un vértice v, también llamado ezgrado y denotado
por d5(v) = 67 (v), es el nimero de flechas de D que tienen a v como vérti-
ce inicial. Anélogamente, el grado interior de un vértice v, también llamado
ingrado y denotado por é,(v) = 6 (v), es el namero de flechas de D que
tienen a v como vértice final. Decimos que un vértice v € V(D) es un pozo si
5% (v) =0, o bien, v es fuente si 6~ (v) = 0, en el caso que v sea pozo y fuente
lo llamamos vértice aislado. La vecindad exterior o exvecindad de un vértice
ves Njy(v) = Nt(v) = {u € V(D) : Fplv,u] # 0}, a sus elementos se les
llama wvecinos exteriores o exvecinos de v. La vecindad interior o invecindad
de un vértice v es N, (v) = N~ (v) = {u € V(D) : Fplu,v] # 0}, a sus
elementos se les llama vecinos interiores o invecinos de v. A un vértice x tal
que Nj(z) = Np(x) = V(D), lo llamamos vértice universal de D. El con-
junto de los vecinos exteriores de un subconjunto S de V(D) se define como
NA(S) = NT(S) = {y € V(D) : Fplv,y] # 0 para algin v € S}. Analoga-
mente, el conjunto de los vecinos interiores de un subconjunto S de V(D) es
N=(S) = Np(S) ={y € V(D) : Fply,v] # 0 para algtin v € S}. Sean Ay
B dos subconjuntos de vértices de D. Una AB-flecha en D es una flecha de
F(D) cuyo vértice inicial estd en A y el vértice final en B. Si A = {z}, enton-
ces escribimos una AB-flecha como xB-flecha. Analogamente, si B = {y},
entonces escribimos Ay-flecha.

Un camino es una sucesion que alterna vértices y flechas
C = (vo, fo, U1y Un-1, fu_1,vn) tal que f; € Fplv;,v;41] para toda
i € {0,...,n—1}. También lo llamamos un vyv,-camino, donde la longitud de
C' es [(C') = n. Por comodidad, cuando no sea necesario distinguir la flechas
del camino, describimos a C' como (vg, vy, ...,V,_1,0,). Una trayectoria es
un camino que no repite vértices. Decimos que el camino (v, vq, ..., Vy_1,vy)
es cerrado si vy = v,. Un ciclo es un camino cerrado que no repite vértices
salvo el primero y el altimo. Si la longitud de un ciclo es impar lo llamamos
ciclo tmpar. De la misma manera, si la longitud de un ciclo es par lo llama-
mos ciclo par. Es importante notar que, por definicién, toda uwv-trayectoria
es un uwv-camino pero no todo uv-camino es una uv-trayectoria; sin embar-
go, todo uv-camino contiene una uv-trayectoria. Sean C' = (zg, 1, ...,%,) y
C" = (Yo, Y1, - - -, Ym) dos caminos tales que z,, = yo. Escribimos (z;, C, z;) pa-
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ra referirnos al subcamino (z;,z;_1, ..., ;) de C. También escribimos C'UC’
para referirnos a la concatenacién, o unién, de los caminos C'y C’, que esté
dada por el camino (zg, z1, ..., 2, = Yo, Y1, - - -, Ym). La digrafica que es exac-

N
tamente una trayectoria asimétrica, de orden n, la denotamos por P,. Si la
x4
trayectoria es simétrica la denotamos por P,. Ademas, si la digrafica es un
_>

ciclo asimétrico con orden n, lo denotamos por C,,. Si el ciclo es simétrico lo
<

denotamos por C.,.

Sea S un subconjunto de V(D). Decimos que S es un conjunto indepen-
diente en D si todo par de vértices distintos de S no son adyacentes en D.
Lo llamamos conjunto absorbente en D si para todo vértice que no esta en S
existe una flecha hacia algtn vértice de S en D. Finalmente, un subconjunto
N C V(D) es un nicleo de D si es ambos, un conjunto independiente y
absorbente en D, véase la figura [I.2n. Observemos que en cualquier digrafi-
ca el conjunto que tiene un tnico vértice es un conjunto independiente, por
lo que toda digrafica tiene al menos un conjunto independiente. Ademas, el
conjunto de todos los vértices de la digrafica es un conjunto absorbente, por
lo que toda digrafica tiene al menos un conjunto absorbente. Sin embargo,
no todas las digraficas tienen nucleo. Por lo anterior, muchos autores se han
dedicado a encontrar condiciones para poder encontrar al menos un ntucleo
en algunas familias de digraficas, véase la figura [1.2p.

Una m-coloracion de una multidigrafica D es una funcién
¢ : F(D) — {1,2,...,m}. Nos referimos a D como una multidigrifica
m-coloreada. Sea T' = (xq, fo, %1, ..., fa_1,Ty) una trayectoria en D, decimos
que T es monocromdtica en D si el color de todas las flechas de T" es el mismo,
es decir, ((f;) = c para todai € {0,1,...,n—1} con c € {1,2,...,m}. Sean
x,y € V(D), decimos que = alcanza a y por trayectorias monocromdticas en
D si existe una trayectoria monocromatica que empieza en x y termina en y
en D. Un subconjunto S de V(D) es independiente por trayectorias mono-
cromdticas si ningin vértice de S alcanza a otro vértice de S por trayectorias
monocromaticas. Decimos que S es absorbente por trayectorias monocromd-
ticas si cada vértice que no pertenece a S alcanza a un vértice de S por
trayectorias monocromaticas en D. Finalmente, un nicleo por trayectorias
monocromdticas de D es un subconjunto de vértices que es independiente
por trayectorias monocrométicas y absorbente por trayectorias monocromé-
ticas.

Observemos que si D es una multidigrafica m-coloreada tal que toda
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Figura 1.2: N = {x1, 22} es un nicleo de D. C3 no tiene nicleo.

flecha de D tiene un color distinto, entonces N C V(D) es un nicleo por
trayectorias monocromaticas de D si y solo si N es niicleo de D.

1.2. Tipos de multidigraficas, submultidigrafi-
cas y operaciones

En esta seccion definimos algunos tipos de multidigréaficas, operaciones
de éstas, asi como las submultidigraficas y algunos tipos de ellas. Ademas,
enunciamos un resultado que nos es de utilidad en este trabajo.

Sean D v D, dos multidigraficas, posiblemente con lazos. Decimos que
D es isomorfa a D,, denotado por Dy = Ds, si y solo si existen dos fun-
ciones biyectivas f : V(Dy) — V(Dy) y 0 : F(Dy) — F(D,) tales que
Uy (a) = (u,0) si y solo si ¥ip, (8(a)) = (F(u), £(v).

Sea D una multidigrafica. Una multidigrafica D, es una submultidigrdfica
de D, denotado por D; C D, si V(D) C V(D), F(Dy) C F(D) y ¥p, es la
funcion ¢ p restringida a A(D;). También decimos que D es una supermultidi-
grifica de D;. Una multidigrafica Dy es una submultidigrdfica generadora de
D si es una submultidigrafica de D y V(Dy) = V(D). También decimos que
D es una supermultidigrdfica generadora de Do. Sea S C V(D), la submulti-
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K4 D1 D2
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Figura 1.3: La digrifica completa reflexiva de 4 vértices Ky, D1 una subdigrdfica
R d
de K4 y Dy = D1[S] la subdigrdfica inducida por S = {v1,vs,v4}.

digrdfica inducida por S de D, denotada por D[S], es tal que V(D[S]) =Sy
F(D|[S]) ={f € Fplz,y] : z,y € S}. En las definiciones anteriores, cuando
D sea una digrafica omitimos multi de los nombres.

Sean H; y H, dos multidigraficas, posiblemente con lazos. Decimos que
H, es Hy-libre, si Hy no es isomorfa a ninguna submultidigrafica inducida de
Hl.

Como en una digrafica D, existe a lo mas una flecha en Fplu,v], con
u,v € V(D), entonces escribimos (u, v) para hacer referencia a la tnica flecha
cuya imagen, respecto a la funcion de incidencia de D, es (u,v). Sea D
una digréafica, posiblemente con lazos. El complemento de D, denotado por
D¢, es la digrafica tal que V(D) = V(D) y (u,v) € F(D°) siy solo si
(u,v) ¢ F(D). La digrdfica dual de D, denotada por D™!, se define como la
digrafica resultante de cambiarle la direccion a todas las flechas de D, es decir,
F(D™) ={(u,v) : (v,u) € F(D)}.

A una digrafica la llamamos completa si todo par de vértices son adya-
centes y todas sus flechas son simétricas; es decir todas las posibles flechas
estan presentes. Si una digrafica completa tiene orden n, entonces la deno-

<
tamos por K, en caso de que sea reflexiva la llamamos completa reflexiva,

véase la figura [I.3] A una digrafica D tal que todo par de vértices de D son
adyacentes la llamamos semicompleta.

Una digrafica D es transitiva si para cada tres vértices distintos =, y y 2
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Figura 1.4: Torneo de seis vértices.

tales que (x,y, z) es una trayectoria en D, entonces (z,z) € F(D). Observe-
mos que las digraficas completas son transitivas, véase la figura (1.3

Una digrafica D es bipartita si V(D) admite una particion en dos conjun-
tos independientes y no vacios, V' 'y W. A los conjuntos V' y W les llamamos
clases de la biparticion de D. Si para todo par de vértices u,v € V(D)
en diferentes clases de la biparticion de D, se tiene que (u,v) € F(D) y
(v,u) € F(D), entonces decimos que D es una digrafica bipartita completa,

<>

y la denotamos por K, ,, donde r = |V|y s = |W]|.

Un multitorneo T es una multidigréafica tal que para todo par de vértices
distintos u y v de T, se tiene que Fplu,v] # ) o Fplu,v] # (), pero no ambos.
Un torneo es un multitorneo que es una digrafica, es decir, que entre todo
par de vértices distintos existe exactamente una flecha entre ellos, véase la
figura [1.4

Decimos que una multidigrafica D es conezxa si para todo par de vértices u
y v existe una sucesion de vértices que empieza v y termina en v tal que vér-
tices consecutivos en la sucesion son adyacentes. Observemos que la sucesion
en la multidigrafica conexa no tiene que ser un camino en ella. Por otro lado,
decimos que H es una multidigrafica fuertemente coneza si para cada par de
vértices v v v existe una uv-trayectoria y una vu-trayectoria en H. Debido a
que no toda multidigrafica es conexa, definimos una componente conexa de
una multidigrafica como una submultidigrafica conexa que es maxima por
contenciéon, con esta propiedad. Analogamente, una componente fuerte de
una multidigrafica es una submultidigrafica fuertemente conexa que es maxi-
ma, por contencion, con esta propiedad. Sea D una multidigrafica y D’ una
componente fuerte de D. Decimos que D’ es una componente fuerte inicial
(final) o simplemente componente inicial (final) de D si N=(V(D'")) C V(D')
(N*(V(D')) C V(D')).
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D, D,
V2 U2
U1
U3 Uy
Dl [ ] D2
D, + D,
V2 U2 V2 U2
(%1 (%1
U3 U U3 U

Figura 1.5: Digrdficas D1 y D2, con su suma Dy ® Dy y su uniéon Dy + Ds.

El siguiente teorema da una caracterizaciéon de las digraficas bipartitas
que son fuertemente conexas con respecto a los ciclos en ella, la prueba de
este teorema se puede encontrar en [2].

Teorema 1.2.1. (2] Sea D una digrifica fuertemente conexa de orden al
menos 2. D es bipartita si y solo si D no liene ciclos impares.

Sean D una multidigrafica,  un vértice de V(D) y f una flecha de F(D).
Definimos D — z como la multidigrafica tal que V(D — z) = V(D) — {z} ¥
F(D —x) = F(D) —{e € F(D) : x es vértice final o inicial de e}. De la
misma manera, D — f es la multidigrafica tal que V(D — f) = V(D) y
F(D - f) = F(D) — {f}. Ademas, si e ¢ F(D) y su vértice inicial es u
y el final es v, entonces D U e es la digrafica tal que V(D Ue) = V(D) y
F(DUe) = F(D)U/{e}.

Sean D; y Dy dos multidigraficas, posiblemente con lazos, cuyos conjuntos
de vértices son ajenos. La suma de D; y Dy, denotada por
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D, @ Dy, es la multidigrafica definida por V(D; @ Dy) = V(D;) U V(Dy)
y F(D; e Dy) = A(Dy) U A(Dsy) U (V(Dy) x V(Ds)), véase la figura [1.5
La union de Dy y Dy, denotada por D; + Ds, es la multidigrafica tal que
V(Dl + DQ) = V(Dl) U V(Dg) y F(Dl U Dg) = F(Dl) U F(DQ) Basados
en la notacion anterior, si se unen varias veces la misma multidigrafica D, la
denotamos por nD donde n es el nimero de copias de D, véase la figura [1.5

A continuacién definimos la contraccién de una digrafica. Esta operacion
nos serd de gran ayuda a lo largo de todo el trabajo para poder garantizar
la pertenencia, o no, de digraficas a ciertas familias especificas.

Sea H una digrafica reflexiva; es decir, todos sus vértices tienen un lazo,
tal que:

1. V(H) = QIC’,-, donde U denota la unién ajena.

2. H|[C;] es una digrafica completa.

3. C;x C; CF(H), stempre que i # jy (C;x C))NF(H)#0oi=jy
(x,z) € F(H) para alguna z € C;.

H H'

C@<

{01,02703} {U4,U5}

Figura 1.6: Digrdfica H con su contraccién H'.

La digrafica H' tal que V(H') = {C1,...,C} y (C;,C;) € F(H') siy
solo si (C; x Cj) N F(H) # () se llama una contraccion de H, de la misma
manera, se dice que H es una ezpansion de H', véase la figura [1.6] A cada
C; lo llamamos conjunto de contraccion de H.
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Capitulo 2

Introduccion historica

En este capitulo damos una breve introduccién historica a la evolucion
de la teoria de ntucleos en digraficas.

En el capitulo anterior, definimos un niicleo de una digrafica como un
subconjunto de vértices que es independiente y absorbente en dicha digréafica.
El concepto de niicleo tuvo su origen en la teoria de juegos y economia, Von
Neumann y Morgenstern en [19] definieron el concepto solucion en juegos
cooperativos, cuya nocion es la misma a la de ntcleo en digréaficas. Como ya
hemos visto, no toda digrafica tiene nicleo, mas atn, Chvatal probo en [6]
que el problema de decision de determinar si una digrafica tiene nticleo o
no es un problema NP-completo. Por lo que, muchos autores han centrado
sus investigaciones en encontrar condiciones para asegurar la existencia de al
menos un ntcleo en una digréafica. De la misma manera, se buscaron algunas
generalizaciones.

Sea D una multidigrafica y u,v € V(D). Decimos que u alcanza a a v
por trayectorias en D, si existe una uv-trayectoria en D. Un subconjunto de
vértices S es independiente por trayectorias si ningtun vértice de S alcanza por
trayectorias a ningin otro vértice de S en D. Decimos que S es un conjunto
absorbente por trayectorias si cada vértice que no pertenece a S, alcanza por
trayectorias a al menos un vértice de S en D. Un naicleo por trayectorias de
D es un subconjunto vértices que es ambos, independiente por trayectorias y
absorbente por trayectorias en D. En el libro clasico de Berge [3|, se prueba
que toda digrafica tiene un ntcleo por trayectorias.

En 1953 Landau probo6 en [16] que todo torneo tiene un vértice el cual
puede alcanzar a cualquier otro vértice del torneo con una trayectoria de lon-
gitud a lo més 2, él llamo a estos vértices reyes. Posteriormente, el concepto

11
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de ntcleo fue generalizado para digraficas m-coloreadas, bajo el nombre de
nicleo por trayectorias monocromdticas, los cuales ya definimos en el capitulo
anterior. Como ya hemos observado, si D es una digrafica de tamano m que
estd m-coloreada, entonces N C V(D) es un nicleo por trayectorias mono-
cromaticas de D si y solo si NV es nticleo D. Por otro lado, si consideramos
una digrafica 1-coloreada D, entonces todos las trayectorias son trayectorias
monocromaticas y viceversa. De esta manera, N C V(D) es un ntcleo por
trayectorias monocrométicas de D si y solo si /N es nicleo por trayectorias
D. En este sentido, el concepto de nicleo por trayectorias monocromaticas
generaliza al concepto de nicleo por trayectorias.

En 1982 Sands, Sauer and Woodrow probaron en [22], que toda multidi-
grafica 2-coloreada, con algunas restricciones para el caso infinito, contiene
un nicleo por trayectorias monocromaéticas. En el mismo trabajo se incluyo
la siguiente pregunta, que se debe a FErdGs: jes cierto que para cada n, existe
un entero positivo mds pequeno f(n) tal que cada torneo n-coloreado contiene
un conjunto S de f(n) vértices con la propiedad de que S es absorbente por
trayectorias monocromdticas?, en particular, sf(3) = 3% De acuerdo al re-
sultado obtenido por Sands Sauer y Woodrow, f(2) = 1 y como todo torneo
tiene un nicleo por trayectorias f(1) = 1. Recientemente, Bousquet, Lochet
y Thomassé demostraron que para cada k, existe un entero f(k) tal que si
T es una multidigrdfica semicompleta cuyo conjunto de flechas es la union
de k conjuntos de flechas cuasi ordenados, entonces existe un subconjunto de
vértices S que es absorbente con a lo mds f(k) elementos [5]. Dado que el
cierre transitivoﬂ de cada clase de color se puede ver como un cuasiorden,
por lo tanto, el problema Frdgs-Sands—Sauer-Woodrow puede deducirse del
resultado en [5].

Siguiendo con el caso monocromético, Minggang |18| probé que todo tor-
neo sin tridngulos heterocromaticos; es decir, que las flechas de toda subdi-
grafica inducida por tres vértices en el torneo usan a lo mas dos colores, tiene
un nicleo por trayectorias monocromaticas. En [10], Galeana-Sanchez probo
que si todos los ciclos de longitud k tienen al menos k — 1 colores idénticos
con k € {3,4}, entonces existe un vértice que es absorbente por trayecto-
rias monocromaticas; ambos resultados fueron generalizados por Hahn, Ille
y Woodrow en [13].

En [17], Linek y Sands generalizaron el problema descrito por Sands,

'El cierre transitivo de una digréafica es la digrafica resultante de agregar las flechas
faltantes hasta obtener una digréfica transitiva.
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Sauer y Woodroow en [22] de la siguiente manera; sea P un conjunto parcial-
mente ordenado y ¢ una coloracion de las flechas de un torneo 71" con los ele-
mentos de P. Ellos llamaron a una trayectoria (v1, ..., v,) en T mondtona si
c(vi, vip1) < ¢(vig1, Vo) en P para cada i. Propusieron el problema de en-
contrar el menor entero positivo t.(P), tal que para cada coloracion de las
flechas de cualquier torneo T" con elementos de P, existe un .S C V(T') con a
lo més t.(P) vértices, con la propiedad de que para cada vértice en V(T') — S
existe una trayectoria mondtona que empieza en él y termina en un vértice
de S.

Adicionalmente, ellos consideraron reemplazar al conjunto parcialmente
ordenado con una digrafica, reflexiva y colorear las flechas de un torneo con los
vértices de la digrafica reflexiva. Lo que nos lleva a algunas de las definiciones
méas importantes de este trabajo.

Definicién 2.0.1. Sea H una digrdfica posiblemente con lazos y D una
multidigrdfica. Una H-coloracion de las flechas de D o, simplemente, una
H-coloracion de D es una funcion ¢ : F(D) — V(H).

Con base en la definicion los vértices de H son pensados como colo-
res. También decimos que D es una multidigrafica H-coloreada. Observemos
que una H-coloracion no tiene que ser suprayectiva, es decir, no se tienen que
utilizar todos los colores. De lo anterior, se sigue que si H' es una subdigrafica
de H, entonces toda H’-coloracion de una multidigrafica es una H-coloracion
de la misma multidigrafica; es decir, toda multidigrafica H'-coloreada es una
multidigrafica H-coloreada.

Definiciéon 2.0.2. Sea D una multidigrdfica H-coloreada, con H-coloracion
¢. Un camino W = (xg,...,z,) en D es wun H-camino si

(W) = ((((zo, 21)), C((x1,72)), ..., C((Tn-1,20))) €s un camino en H. Si
W es una trayectoria, diremos que W es una H-trayectoria.

Para ejemplificar las definiciones anteriores, consideremos la digrafica H y
la  multidigrafica H-coloreada D en la figura Notemos que
C = (z, f1,, f3, 2, [1,Y, f6,w) es un H-camino, pues (b,r,r, g) es un camino
en H. Sin embargo, (w, fo, z, f1,y) no es una H-trayectoria pues (b, b) no es
un lazo de H.

En el sentido de encontrar los caminos y trayectorias en una multidigrafica
D que son H-caminos y H-trayectorias, respectivamente, pensamos a H como
un patron de colores, o simplemente un patréon. Ademaés, a lo largo del trabajo,
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H D

Figura 2.1: H una digrdfica y D una multidigrdfica H-coloreada.

vamos a suponer que para todo par de vértices uy v de D, todo par de flechas
de Fplu,v] tienen color distinto, lo que implica que |Fplu,v]| < |V (H)|.

A partir de la definicién anterior, es natural definir el concepto de alcance
por H-caminos y por H-trayectorias. Sea D una multidigrafica H-coloreada
y z,y € V(D) decimos que x alcanza a y por H-caminos (H -trayectorias) si
existe un H-camino (H-trayectoria) que empieza en x y termina en y en D.

Regresando al problema de Linek y Sands, ¢.(H) es el menor entero posi-
tivo tal que en cualquier torneo H-coloreado T, existe un subconjunto S de
vértices de T, con a lo mas t.(H) vértices, con la propiedad de que para cada
vértice en V(T') — S existe una H-trayectoria que empieza en él y termina en
algtin vértice de S.

De manera natural, ya definido el alcance por H-caminos en una multi-
digrafica D, se dice que un subconjunto S de vértices de D es independiente
por H-caminos en D si ningin vértice de S alcanza por H-caminos a otro
vértice de S en D. De la misma manera, un subconjunto S de vértices de
D es absorbente por H-caminos en D si todo vértice de V(D) — S alcanza
a un vértice de S por H-caminos en D. Un nicleo por H-caminos en D es
un subconjunto de vértices que es ambos; independiente por H-caminos y
absorbente por H-caminos en D.

Considerando H y la multidigrafica H-coloreada D de la figura pro-
baremos que el conjunto {w} es un nicleo por H-caminos de D. Como
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{w} consta de un unico vértice, entonces {w} es un conjunto independien-
te por H-caminos en D. Ademas, el camino (z, f1,v, f3, 2, f1, Y, f6, w) es un
H-camino en D que pasa por todos los vértices y termina en w, por lo que
{w} es un conjunto absorbente por H-caminos en D. Por lo tanto, {w} es
un nicleo por H-caminos en D.

Este trabajo se centra, principalmente, en las diferencias y similitudes
entre la existencia de los H-caminos y las H-trayectorias. Como ya hemos
mencionado, todo camino contiene una trayectoria; sin embargo, esto no es
siempre cierto cuando nos referimos a H-caminos y H-trayectorias en mul-
tidigraficas H-coloreadas. Para poder ejemplificar mejor esta afirmacion el
siguiente capitulo estd centrado en exhibir las diferencias entre H-caminos y
H-trayectorias.
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CAPITULO 2. INTRODUCCION HISTORICA



Capitulo 3

H-trayectorias y H-caminos

Este capitulo se centra en las diferencias y similitudes entre los
H-caminos y las H-trayectorias en una multidigrafica H-coloreada, asi como
entre los conceptos definidos a partir del alcance por H-caminos y los defini-
dos a partir de las H-trayectorias. En la primera parte del capitulo mostramos
como un H-camino entre dos vértices no contiene una H-trayectoria entre los
mismos. Basados en lo anterior, mostramos las diferencias y similitudes entre
los conceptos de independencia por H-caminos y absorbencia por H-caminos
con los conceptos de independencia por H-trayectorias y absorbencia por
H-trayectorias, y por consecuencia, entre los conceptos de nicleo por
H-caminos y nticleo por H-trayectorias.

Para convencer al lector que los conceptos de ntucleo por H-caminos y
nucleo por H-trayectorias son distintos, y que el problema de decision de su
existencia es distinto, exhibimos una digrafica H;-coloreada que contiene un
ntcleo por Hi-trayectorias y no contiene nicleo por Hi-caminos. De la mis-
ma manera, exhibimos otra digrafica Hs-coloreada que contiene un ntcleo
por Hs-caminos y no contiene niicleo por Hs-trayectorias. Incluso, a par-
tir de los ejemplos anteriores, construimos una familia infinita de digréaficas
H-coloreadas que tienen niicleo por Hi-trayectorias y no contienen ntcleo
por Hi-caminos, y una familia infinita de digraficas Hs-coloreada que con-
tienen un nicleo por Hy-caminos y no contienen niicleo por Hs-trayectorias.
Concluyendo asi, que son conceptos distintos que valen la pena investigar. A
pesar de las diferencias y de ser conceptos distintos, no se puede negar que
ambos estian estrechamente relacionados, por lo anterior, caracterizamos a
todos los patrones H tales que para toda digrafica y toda H-coloracion, se
tiene que todo H-camino de u a v contiene una H-trayectoria de u a v.

17
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H D

7\ x1

L3

Zo X5

Figura 3.1: (x9,x5,%1,%5,24) €s un H-camino de xo a x4 que no contiene una
H-trayectoria de xo a x4.

3.1. Alcance por H-trayectorias

Por definiciéon, en una multidigrafica, toda uv-trayectoria es un uv-camino;
mas altn, todo uv-camino contiene una uv-trayectoria. Sin embargo, esto no
siempre es cierto cuando hablamos de H-caminos y H-trayectorias. Sea H
una digrafica, posiblemente con lazos, y D una multidigrafica H-coloreada.
Por definicion, toda H-trayectoria de v a v es un H-camino de u a v en D.
En particular, las flechas de D son H-trayectorias y H-caminos; sin embargo,
no todo H-camino de u a v contiene una H-trayectoria de v a v. Ademas,
la concatenacion de un H-camino de u a v con un H-camino de v a w, no
necesariamente es un H-camino de u a w.

Para ejemplificar la observaciéon anterior, consideremos a D la digrafica
H-coloreada, ilustrada en la figura [3.1] Notemos que C' = (2, x5, 21, 5, T4)
es un H-camino en D; sin embargo, la Gnica trayectoria de x5 a x4 contenida
en C es (xq, 5, x4) que no es una H-trayectoria, pues el color (g,b) no es una
flecha de H. Por otro lado, (z3,x2,25) v (5, 24) son dos H-caminos pero el
camino (x3, Ts,Ts,x4) N0 es un H-camino pues (b, b, g) no es un camino en

H.

Por lo anterior, podemos concluir que el alcance por H-caminos y por
H-trayectorias no son iguales. De esta manera, vale la pena definir indepen-
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H D
x
u v
v
Y 2
g‘ b

Figura 3.2: N = {u,v} es un nicleo por H-lrayectorias de D.

dencia por H-trayectorias y absorbencia por H-trayectorias.

Para las siguientes definiciones, consideremos H una digrafica, posible-
mente con lazos, y D una multidigrafica H-coloreada. Un subconjunto
I C V(D) es independiente por H-trayectorias en D, si ningtn vértice de [ al-
canza por H-trayectorias a otro vértice de I en D. Un subconjunto S C V(D)
es absorbente por H-trayectorias en D si todo vértice que no esta en S alcanza
por H-trayectorias a un vértice de S en D. Un subconjunto N C V(D) es un
niucleo por H-trayectorias en D si es ambos: independiente por H-trayectorias
y absorbente por H-trayectorias en D.

Consideremos la digrafica H y la multidigrafica H-coloreada D en la fi-
gura Demostraremos que N = {u, v} es un nucleo por H-trayectorias de
D. Veamos que N es independiente por H-trayectorias en D. Debido a que
el tinico vecino exterior de v es el vértice x y el tinico vecino exterior de x es
u, entonces la tnica trayectoria de v a w en D es (v, x,u); sin embargo, (p,r)
no es una flecha de H, lo que implica que (v,z,u) no es una H-trayectoria.
Por lo tanto, no existe la H-trayectoria de v a u en D. Por otro lado, como el
tnico exvecino de u es y, y el nico invecino de v es y, se sigue que la tnica
trayectoria de u a v en D es (u,y,v), pero (g,b) no es una flecha de H; es
decir, no existe un H-trayectoria de u a v en D. Por lo tanto, N es indepen-
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diente por H-trayectorias en D. Ahora mostraremos que N es absorbente por
H-trayectorias en D. Notemos que (z,y,v) es una H-trayectoria en D, pues
(r,b) es una flecha de H. Ademaés, como toda flecha es una H-trayectoria,
entonces (x,u) lo es. Se sigue que N es absorbente por H-trayectorias, y por
lo tanto, N es niicleo por H-trayectorias en D.

La siguientes observaciones dicen que los conjuntos absorbentes por
H-trayectorias son conjuntos absorbentes por H-caminos, y los conjuntos in-
dependientes por H-caminos son conjuntos independientes por H-trayectorias.

Observacion 3.1.1. Sea H una digrdfica, posiblemente con lazos, y D una
multidigrdfica H-coloreada. Como toda H-trayectoria es un H-camino, en-
tonces

1. Todo conjunto absorbente por H-trayectorias es un conjunto absorbente
por H-caminos en D.

2. Todo conjunto independiente por H-caminos es un conjunto indepen-
diente por H-trayectorias en D.

A pesar de la observacion anterior, ya que no todo H-camino de u a v
contiene una H-trayectoria de u a v, podemos obtener la siguiente observa-
cion.

Observaciéon 3.1.2. Sea H una digrdfica, posiblemente con lazos, y D una
multidigrdfica H-coloreada. Como no todo H-camino entre dos vértices con-
tiene una H-trayectoria entre los mismo vértices, entonces

1. Un conjunto absorbente por H-caminos no necesariamente es un con-
jJunto absorbente por H-trayectorias en D.

2. Un conjunto independiente por H-trayectorias no necesariamente es un
conjunto independiente por H-caminos en D.

Las dos observaciones anteriores nos dan pie a la siguiente seccion.

3.2. Nucleos por H-trayectorias y nticleos por
H-caminos

Esta seccion se conforma por tres subsecciones. La primera muestra un
patron H; y una digrafica Hi-coloreada D; tal que D; tiene nicleo por
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H-trayectorias pero no tiene ntcleo por Hi-caminos. La segunda subsec-
cién muestra un patron Hy y una digrafica Ho-coloreada Dy tal que Dy tiene
ntcleo por Hy-caminos pero no tiene nicleo por Hi-trayectorias. En la ter-
cera seccion, a partir de los ejemplos de las primeras secciones, se muestran
familias infinitas con las mismas propiedades descritas en las primeras dos
subsecciones.

3.2.1. Digraficas con nicleo por H-trayectorias sin ni-
cleo por H-caminos

Consideremos el siguiente patrén H; y la digrafica Hi-coloreada D;.

Ejemplo 3.2.1. Hl D1

Afirmacién 3.2.1. D, tiene nicleo por Hi-trayectorias y no tiene nicleo
por Hy-caminos.

Demostracion. Afirmamos que N; = {u, v} es un niicleo por H;-trayectorias
de D;. Veamos que N es independiente por H;-trayectorias en D;.
Notemos que la tnica trayectoria de v a u en D; es (v, z,u); sin embargo,
(p,b) no es una flecha de Hy, por lo que no es una Hj-trayectoria en D;. Se
sigue que, no existe una H;-trayectoria de v a u en D;. Por otro lado, como
el inico exvecino de w es y, los invecinos de v son y y z, y el inico invecino
de z es y, entonces las dos tnicas trayectorias de u a y en D; son (u,y,v)
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y (u,y,z,v), pero no son Hj-trayectorias ya que (p,7) no es flecha de H; y
(p,g,b) no es un camino en H; pues (g,b) no es flecha de Hy, es decir, no
existe la Hi-trayectoria de v a v en D;. Por lo tanto, N es independiente
por Hi-trayectorias en D.

Para la absorbencia por H;-trayectorias, basta observar que (z,u), (y,v)
v (z,v) son flechas de D;. Por lo que, N; es absorbente por H;-trayectorias
en Dy.

Por lo tanto, N; es nticleo por H-trayectorias de D,.

Afirmamos que D; no tiene nicleo por Hi-caminos. Procediendo por con-
tradiccion, supongamos que D; tiene un nicleo por Hi-caminos, digamos V.
Observemos que como todo conjunto independiente por Hi-caminos es inde-
pendiente en Dy, v la cardinalidad méas grande que puede tener un conjunto
independiente en D es 2, se deduce que, |N;| < 2.

Supongamos que |Nj| = 1. Observemos que el inico exvecino de x es u
y el dnico exvecino de u es y; se sigue que, todo xy-camino, todo
xz-camino y todo xv-camino contienen la trayectoria (x,u,y), que no es una
H-trayectoria pues (b, p) no es una flecha de H;. Por lo que, {y}, {z} v {v}
no son niicleos por Hi-caminos en D;. Asi, tendremos los siguientes casos.

» Si N] = {u}, entonces como el tinico exvecino de v en Dy es z, y el Gnico
exvecino de x es u, se sigue que todo camino de v a v en D contiene
como subcamino a (v,z,u) que no es un H;-camino pues (p,b) no es
flecha de H;. Por lo que, N no es absorbente por Hi-caminos. Por lo
tanto, Ny # {u}.

» Si Ni = {z}, entonces notemos que la dltima flecha de todo camino de
u a x es de color p, pero el color p no tiene lazos y es una fuente en H.
Por lo que, ningin camino de u a x es un Hy-camino en D;. Se sigue
que Ny no es absorbente por Hy-caminos. Por lo tanto, N| # {z}.

Por lo anterior, podemos concluir que ningtin conjunto de cardinalidad
uno es absorbente por Hj-caminos en D;. Lo que implica que |N{| = 2.
Notemos que los tinicos conjuntos independientes de D; con cardinalidad dos
son {u, v}y {u, z}. Pero (u,y, z,y,v) es un Hj-camino que empieza en u, pasa
por z y termina v. Lo que implica que ni {u, v}, ni {u, z} son independientes
por Hy-caminos en D;. Por lo tanto, |N{| # 2, lo que es una contradiccion.

Por lo tanto, D; no tiene niicleo por Hq-caminos. O
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Figura 3.3: Ejemplos de digrdficas H-coloreadas con nicleo por H-trayectorias sin
nicleo por H-caminos.
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En la figura[3.3| se muestran dos digraficas Hy y Hs, junto con la digrafica
Hs-coloreada Dy y la digrafica Hs-coloreada Ds tales que Dy tiene nitcleo
por Hs-trayectorias y no tiene nicleo por Hy-caminos, y D3 tiene nicleo por
Hj-trayectorias y no tiene nicleo por Hz-caminos. Por brevedad del trabajo,
dichas pruebas no son presentadas.

3.2.2. Digraficas con ntcleo por H-caminos sin niucleo
por H-trayectorias

Consideremos el siguiente patron H, y la digrafica Hy-coloreada D,.

Ejemplo 3.2.2. H4 D4
zZ
e
Y
X w
g b

Afirmacion 3.2.2. D, tiene nicleo por Hy-caminos y no tiene nicleo por
H,-trayectorias.

Demostracion. Primero mostraremos que Ny = {w} es nicleo por Hy-caminos
en Dy. Notemos que como |N;| = 1, entonces N, es independiente por
H,-caminos en D,. Para ver que N, es absorbente por H-caminos en Dy,
basta notar que (z,y, z,y,w) es un Hy-camino que pasa por todos los vér-
tices de Dy y termina en w. Por lo tanto, N4 es niucleo por Hy-caminos en
Dy.

Ahora, demostraremos que D4 no tiene ntcleo por Hy-trayectorias. Proce-
diendo por contradiccién, supongamos que D, tiene un nicleo por
H,-trayectorias, digamos Nj.

Como toda flecha en Dy es una Hy-trayectoria, entonces V) tiene que ser
un conjunto independiente. Por lo que, |Nj| < 2.

Si |Nj| = 1, entonces tendremos los siguientes casos.
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» Si Nj = {w}, entonces al ser y el tnico exvecino de z en Ds e y el
tnico invecino de w, se sigue que, la tnica trayectoria de x a w en
Dy es (z,y,w) pero no es una Hy-trayectoria pues (b, g) ¢ F(Hy). Por
lo que, Nj no es absorbente por Hy-trayectorias en Dy. Por lo tanto,

N} # {w}.

» Si Nj = {x}, entonces notemos que la tnica trayectoria de y a x en D,
es (y,w, x); sin embargo, no es una H-trayectoria pues (g,p) ¢ F(Hy).
Por lo que, N no es absorbente por Hy-trayectorias en Dy4. Por lo tanto,

Ny # {x}.

» Si V) = {y}, entonces notemos que la tinica trayectoria de w a y en D,
es (w, x,y); sin embargo, no es una Hy-trayectoria pues (p,b) ¢ F(Hy).
Por lo que, Nj no es absorbente por Hy-trayectorias en Dy. Por lo tanto,

Ny #{y}-

» Si Nj = {z}, entonces notemos que la tinica trayectoria de w a z en Dy
es (w,x,y, z); sin embargo, no es una Hy-trayectoria pues (p, b, ) no es
un camino en Hy. Por lo que, Nj no es absorbente por Hy-trayectorias
en Dy. Por lo tanto, Nj # {z}.

Por lo tanto, ningtin conjunto de un vértice es absorbente por
H -trayectorias en Dy. Se sigue que || = 2.

Notemos que, los tinicos conjuntos independientes con dos elementos en
Dy son {x,z} y {w, z}; sin embargo, (z,y,2) y (z,y,w) son H-trayectorias
en D,. Por lo que, ni {z, z} ni {w, z} son independientes por H,-trayectorias
en Dy, lo que es una contradiccion. Se concluye que Nj no existe; es decir,
D, no tiene nidcleo por Hy-trayectorias. O

En la figura[3.4] se muestran dos digraficas Hs y Hg, junto con la digrafica
H;-coloreada Dy y la digrafica Hg-coloreada Dg tales que Djy tiene ntcleo
por Hs-caminos y no tiene ntuicleo por Hs-trayectorias, y Dg tiene nicleo por
Hg-caminos y no tiene nicleo por Hg-trayectorias. Por brevedad del trabajo,
dichas pruebas no son presentadas.
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Figura 3.4: Ejemplos de digrdficas H-coloreadas con nicleo por H-caminos sin
nicleo por H-trayectorias.
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3.2.3. Familias infinitas

En esta seccion se exhiben familias infinitas con las propiedades descritas
en las primeras dos subsecciones.

Sea H un patron, y sean Dy y D, dos digraficas H-coloreadas con colora-
ciones ¢ y ¢o, respectivamente. Consideremos la suma de Dy y Ds. Definimos
la H-coloracion ¢ de Dy @ Dy de la siguiente manera, ¢ : F'(D; e Dy) — V(H)
tal que

ci(a) siae€ F(Dy)
cla) =< ca(a) sia€ F(Ds)
d sia € V(D) xV(Dy) concd € V(H).

Basados en la H-coloracion anterior obtenemos el siguiente lema.

Lema 3.2.1. Sea H wun patron. Si Dy y Dy son dos multidigrificas
H-coloreadas, entonces la multidigrdifica H-coloreada D, ® Dy tiene nicleo
por H-caminos (H-trayectorias) si y solo si Dy tiene nicleo por H-caminos
(H-trayectorias).

Demostracion. La prueba del lema la haremos para H-caminos; sin embargo,
la prueba para H-trayectorias es completamente anéloga. Sean H, Dy, D5 y
Dy e Dy, como en la hipotesis.

Primero, supongamos que D;e D5 tiene un niicleo por H-caminos, digamos
N. Demostraremos que N es un niicleo por H-caminos de Ds.

Observemos que, por definicion de suma, ningin vértice en V' (Ds) es ad-
yacente hacia ningun vértice en V' (D), por lo que ningan conjunto de vérti-
ces de V(D) puede absorber por H-caminos a ningtin vértice de V' (Ds). Mas
atn, ningin vértice de V(D;) puede pertenecer a N; es decir,
N C V(Dy), pues si un vértice v € V(D;) pertenece a N, entonces nin-
gun vértice de V' (Ds) pertenece a N, y por la observacion anterior, N no
seria absorbente por H-caminos en D; e Ds.

Por otro lado, sean = e y dos vértices de V(D3) y C' un H-camino de x
a y en Di e Dy. Notemos que como ningin vértice de V(D5) es adyacente
hacia ningtn vértice de V' (D), entonces todo vértice de C' esté en V(Dy).
Se deduce que, todo H-camino, que empieza en un vértice de Do, en Dy @ Dy
también es un H-camino en D,. Por lo tanto, dado que N es un niicleo por
H-caminos de D; e D5, entonces N es un niicleo por H-caminos de D,.

Ahora, demostraremos que si D5 tiene un nicleo por H-caminos, entonces
Dy e D, tiene un niicleo por H-caminos. La definicion de ¢ garantiza que un
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H-camino en D, también es un H-camino en D; e Dy. Ademaés, observemos
nuevamente que, por la definicion de D; e Dy, cada vértice en V(D;) es
adyacente hacia todos los vértices en V(D3) y ningtin vértice en V(Ds) es
adyacente hacia ningin vértice en V' (Dj). Por lo que, no hay H-caminos entre
vértices de V(D) que contengan vértices en V' (D;). De lo anterior se deduce
que un ntcleo por H-caminos en D, también es un nicleo por H-caminos en
D; e D, ]

Como se sefialo anteriormente, utilizando el ejemplo y el
lema|3.2.1| construimos, de manera recursiva, una familia infinita de digraficas
que tienen un niucleo por H-trayectorias y no tienen niicleo por H-caminos
de la siguiente manera. Sean H; y D, las digraficas como en el ejemplo |3.2.1

A4
y K la digrafica que consta de un dnico vértice sin lazos. Definimos:
s D= Dl y

« Ditl = ', e D,

Observemos que por la elecciéon de D', por construccion y por el lema
, las digraficas D7 para toda j € N, tienen ntcleo por H;-trayectorias;
més ain, utilizando la contrapositiva del lema [3.2.1| obtenemos que ninguna
D’ tiene nicleo por H;-caminos.

Similarmente, usando el ejemplo y el lema [3.2.1] construimos, de
manera recursiva, una familia infinita de digraficas que tiene tienen ntcleo
por H-caminos y no tienen nticleo por H-trayectorias, de li siguiente manera.

Sean Hy y D, las digraficas como en el ejemplo |3.2.2) y K la digrafica que
consta de un tinico vértice sin lazos. Definimos:

= E'=Dyy

. = .
a [Tl :KlﬁE].

Observemos que por la eleccion de E', por construccion y por el lema
, las digraficas E7 para toda j € IN, tienen niicleo por H,-caminos; mas
aun, utilizando la contrapositiva del lema obtenemos que ninguna FE7
tiene nicleo por Hy-trayectorias.

Por lo tanto, el problema de determinar la existencia, o no, de un nicleo
por H-trayectorias en una digrafica H-coloreada y el problema de determinar
la existencia de un nicleo por H-caminos en una digrafica H-coloreada son,
de hecho, problemas diferentes. En vista de estos ejemplos, los resultados de
la siguiente seccion son un poco sorprendentes.
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3.3. Digraficas transitivas

En esta secciéon presentamos una caracterizacion de los patrones H, de
modo que para cada digrafica D y cada H-coloraciéon de D, cada H-camino
entre dos vértices en D contiene una H-trayectoria con los mismos vértices
finales.

Dado un conjunto de digréficas S, decimos que un digrafica es S-libre si
no contiene ninguna digrafica en S como subdigrafica inducida. Recordemos
que, si una propiedad P es cerrada al tomar subdigraficas inducidas, entonces
existe una familia de digraficas prohibidas, F, no necesariamente finita, que
caracterizan a las digraficas con esa propiedad. En otras palabras, una digra-
fica satisface la propiedad P si y solo si es F-libre. Como ejemplo, considere
el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Sea H una digrdfica reflexiva. H es una digrdfica transiti-
va si y solo si es T-libre, donde T es la familia de los digrdficas reflexivas
representadas en la figura|3.5a,

Demostracion. Observemos que la trayectoria (b,r,g) estd presente en las
siete digraficas de T; sin embargo, la flecha (b,g) no esta presente en nin-
guna, por lo que ninguno de los elementos de 7 es subdigrafica inducida de
una digrafica transitiva; es decir, si H es transitiva, entonces es T -libre. Para
la suficiencia, notemos que cualquier digrafica no transitiva tiene una sub-
digrafica de orden 3 donde tres flechas estan fijas (dos flechas consecutivas
presentes y una flecha ausente que formaria un torneo transitivo con las dos
flechas anteriores). Entonces, solo se deben elegir tres flechas, lo que lleva a
ocho posibilidades, dos de las cuales son isomorfas. Por lo tanto, la familia
T tiene siete digraficas. ]

Si consideramos los elementos de 7 como patrones de color H, cada uno
de ellos es un ejemplo que muestra que no todas los H-caminos contienen una
H-trayectoria con los mismos puntos finales, véase la figura [3.5b] El siguiente
resultado indica que estos son los tinicos patrones (minimos) con esta pro-
piedad.



30 CAPITULO 3. H-TRAYECTORIAS Y H-CAMINOS

F F, F3
T
g b b g g b
Fy 3 8’3
T r
b g g b g b
—)
Ps
T
b g

(a) La familia T.
D
z

T Y w

O

(b) Ejemplo donde (x,y,z,y,w) es un H-camino de x a w en D pero no hay una H-
trayectoria de x a w en D, por cada H en T.

Figura 3.5: Familia T y un ejemplo.
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Teorema 3.3.2. Sea H una digrdfica reflexiva. H es transitiva si y solo si
para cada multidigrdifica H-coloreada D, y cada par de vértices diferentes x
ey de V(D), cada H-camino de x ay en D contiene una H-trayectoria de
rayenD.

Demostracion. Sea H una digrafica reflexiva tal que cada multidigrafica
H-coloreada D, cumple que para cada par de vértices diferentes = e y de
V(D), cada H-camino de = a y en D contiene una H-trayectoria de = a y
en D. Demostraremos que H es transitiva. Procediendo por la contraposi-
tiva y segin el teorema (3.3.1] supongamos que H es una digrafica reflexiva
que contiene uno de los patrones de la figura [3.5a] como subdigrafica indu-
cida. Observemos que la digrafica de la figura [3.5b| es una multidigrafica
H-coloreada, con vértices x y w de tal manera que existe un H-camino de
x a w, pero no existe una H-trayectoria con los mismos puntos finales pues
(b,g) no es una flecha de H.

Ahora, supongamos que H es una digrafica reflexiva transitiva. Probare-
mos que para cada multidigrafica H-coloreada D, y que para cada par de
vértices diferentes z e y de V (D), cada H-camino de = a y en D contiene
una H-trayectoria de x a y en D. Sea D una multidigrafica H-coloreada, con
H-coloracion c¢. Sean x e 'y vértices diferentes en D vy
v = (z =z, f1,%1,. -, fn_1,Zn = y) un H-camino de x a y en D. Por defi-
nicion, ¢(y) = (co, €1, - - -, Cp—1) es un camino en H donde ¢; = ¢((f;, fi+1)) con
i € {0,1,...,n — 1}. Ademés, como H es transitiva, se sigue que
(ci,cj) € F(H) con ¢ < j. Sea P una trayectoria de z a y contenida en
7. Dado que (¢;,¢;) € F(H) con i < j, entonces los colores de las flechas de
P también forman un camino en H. Por lo tanto, P es una H-trayectoria de
rayenD. O

El resultado anterior nos permite establecer el siguiente teorema.

Teorema 3.3.3. Sean H una digrdfica transitiva y reflexiva, y D una multi-
digrdfica H-coloreada. El subconjunto K de V(D) es un nicleo por
H-caminos de D si y solo si es un nicleo por H-trayectorias de D.

Demostracion. Sea K C V(D) un nicleo por H-caminos de D. Mostraremos
que K es nicleo por H-trayectorias de D. Dado que K es independiente por
H-caminos en D y cada H-trayectoria es un H-camino en D, entonces, en
particular, K es un conjunto independiente por H-trayectorias en D. Para
mostrar que K es un absorbente por H-trayectorias en D, consideremos un
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vértice  en V(D) — K. Dado que K es absorbente por H-caminos en D,
entonces hay w en K tal que existe un H-camino de x a w en D, digamos 7.
Por el teorema se tiene que, v contiene una H-trayectoria de  a w en
D. Por lo tanto, K es un ntucleo por H-trayectorias de D.

Ahora, sea K’ C V(D) un niicleo por H-trayectorias de D. Demostrare-
mos que K’ es un nicleo por H-caminos de D. Como cada H-trayectoria es un
H-camino en D y K’ es absorbente por H-trayectorias, entonces K’ es ab-
sorbente por H-caminos. Del teorema se deduce que, cada H-camino
contiene una H-trayectoria. Como no hay H-trayectorias entre vértices de
K’ en D, se sigue que no hay H-caminos entre vértices de K’ en D y, por lo
que, K’ es independiente por H-caminos. Por lo tanto, K’ es un nucleo por
H-caminos de D. O

Observemos que el teorema anterior establece que tnicamente cuando
un patron H es reflexivo y transitivo, no importa que multidigrafica ni qué
H-coloracion se tome, los niicleos por H-caminos son exactamente los ntcleos
por H-trayectorias. Este resultado contrasta con los obtenidos en la seccion
anterior.



Capitulo 4

Familias %;

En este capitulo presentamos tres familias, de patrones, definidas por
Arpin y Linek en [1], basadas en el alcance por H-caminos en multidigréficas
H-coloreadas. Estas familias hacen aiin mas general y ambiciosa la pregunta
hecha por Linek y Sands en [17].

Definicion 4.0.1. (1] %, es la clase de todas las digrificas H tal que para
cualquier H-coloracion de cualquier torneo T existe un vértice v de T’ que es
absorbente por H-caminos en T

Definicidon 4.0.2. (1] B es la clase de todas las digrdficas H tal que para
cualquier H-coloracion de cualquier multidigrdfica D existe un subconjunto
independiente de vértices de D que es absorbente por H-caminos en D.

Definicién 4.0.3. [1] B es la clase de todas las digrdficas H tal que para
cualquier H-coloracion de cualquier multidigrdfica D, D tiene nicleo por
H-caminos.

Observemos que en una multidigrafica H-coloreada, todo conjunto in-
dependiente por H-caminos es un conjunto independiente. Mas ain, en un
torneo los conjuntos independientes son tinicamente los conjuntos que cons-
tan de un dnico vértice. De lo anterior, se sigue que A3 C Ay C H;.

A continuacién, exponemos algunos resultados basicos sobre estas fami-
lias, que aparecen en el trabajo realizado por Arpin y Linek [1].
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Lema 4.0.1. |1/ Las siguientes propiedades se cumplen.

1. Si H € B;, entonces todo vértice tiene un lazo, con i € {1,2,3}.

2. Si H € A;, entonces toda subdigrifica inducida de H es elemento de
B, con i € {1,2,3}.

3. Sea H un patron y H' una contraccion de H, se tiene que H € B; siy
solo st H' € B, con i € {1,2,3}.

4. Sea H € %,;. Si Hy es tal que V(H,) = V(H) y F(H) C F(H),
entonces Hy € %;, con i € {1,2}.

Del lema anterior, el primer inciso dice que si H pertenece a alguna de
estas familias, entonces H es una digrafica reflexiva, por este motivo, a par-
tir de este momento cada que nos referimos a un patrén en estas familias,
suponemos que es un patron reflexivo. El segundo y tercer inciso dicen que
estas familias son cerradas bajo tomar subdigraficas inducidas, contracciones
y expansiones. El tltimo inciso dice que %, y %, son cerradas bajo tomar
superdigraficas generadoras.

En [1], Arpin y Linek caracterizan completamente las digraficas que perte-
necen a la familia %A,. En la demostracion usan el siguiente lema, que afirma
que la familia %, es cerrada bajo tomar sumas de digréficas.

Lema 4.0.2. [I] Si Hy y Hy son patrones de %, entonces la suma de Hy
con Hy, Hy @ Hy también pertenece a ABs.

En el siguiente teorema se caracteriza completamente la familia %,.
Teorema 4.0.1. |1/ Los siguientes enunciados son equivalentes.

1. H € %,.

2. El complemento de H, H®, no tiene ciclos de longitud impar.

3. H es generada por un cuasiorden cuyo cociente de orden parcial es una
suma lineal de anticadenas con 1 y 2 elementos.

Las digraficas en %; no han sido caracterizadas; sin embargo, Arpin y
Linek probaron algunas propiedades de ellas |1|. En particular, demuestran
que la digrafica en la figura pertenece a Ay, pero al ser su complemento
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Figura 4.1: Digrifica en %, — PBo.

un ciclo de longitud cinco, por el teorema [4.0.1] no pertenece a %,. Es decir,
Py esté estrictamente contenida en ;. También, demuestran que la suma
de una digrafica en % con una digrafica en %, sin importar el orden de los
sumandos, pertenece a %;. Sin embargo, exhiben una suma de dos digraficas
en A1 — Py, que no pertenece a Hy; es decir, la familia %, no es cerrada
bajo sumas.

El siguiente capitulo es dedicado a la familia %3.
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Capitulo 5

Familia %3: Patrones
pancromaticos por caminos

Este capitulo se dedica a los elementos de la familia %5, definida en [1].
En [11], los patrones en esta familia son nombrados patrones pancromdticos,
para evitar confusiones, nosotros nos referimos a ellos como patrones pancro-
mdticos por caminos. En [12], Galeana Sanchez y Hernandez Cruz demues-
tran que una digrafica H es un patrén pancromético por caminos; es decir,
toda digrafica H-coloreada tiene niicleo por H-caminos, o bien, el problema
de determinar si una digrafica H-coloreada tiene un ntcleo por H-caminos
es NP-completo.

Anteriormente, se creia que los patrones pancromaticos por caminos esta-
ban completamente caracterizados |L1]; sin embargo, en este trabajo mostra-
mos un contraejemplo a la construccion usada en la demostracion del lema 6
que se encuentra en [11]. El lema 6 se usa para argumentar que dos digréficas
de orden tres no son patrones pancroméaticos por caminos. También se utiliza
de manera esencial para la prueba presentada en [11], de la caracterizacion de
los patrones en %5;. Aun con ello, actualmente, dicha caracterizacion puede
ser cierta, o no. Por lo anterior, el problema de caracterizar a los patrones
pancromaticos por Camings sigue abierto. En particular, el problema de de-

terminar si los patrones P3 y F, son patrones pancromaticos sigue abierto,
véase la figura [5.3] .i Para estos patrones mostramos que basta con ¢ demostrar

que toda digrafica P3 coloreada (Fy-coloreada) tiene nicleo por P3 caminos
(Fy-caminos) para determinar su pertenencia, o no, a la familia %s. Asi mis-
mo, realizamos un anélisis estructural de los patrones pancroméaticos por
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> >
K1.2K1 H

Figura 5.1: Digrdficas en PBo — PBs.

caminos, concluyendo que cada patron de % tiene una de dos estructuras.
Dentro de este anélisis, mostramos que no todas las digraficas que cumplen
con tener una de las dos estructuras mencionadas son patrones pancromati-

cos por caminos. También, demostramos que la digrafica reflexiva ;2 es el
linico patréon pancromadtico por caminos con todas sus flechas asimétricas,
y describimos la estructura de los patrones pancromaéticos por caminos con
todas sus flechas simétricas. Finalmente, enunciamos dos problemas abiertos,
sobre esta familia.

Empezamos por citar algunos resultados sobre esta familia. El siguiente
resultado es presentado por Arpin y Linek en [1].

Lema 5.0.1. (1] Si W = (zg,x1,...,2x) es un camino en H tal que

1. para cada x;, existe ¢; € V(H) tal que (x;,¢;) ¢ F(H), con
ie{0,1,....k—1}y

2. (xg,mo) & F(H).
Entonces H ¢ Bs.

El lema anterior da una forma de identificar a digraficas que no son pa-
trones pancromaéticos por caminos. Es decir, si una digrafica contiene un
camino para el cual no existe la flecha del iltimo vértice del camino hacia el
primer vértice del camino, y para cada vértice, distinto del final, existe otro
vértice hacia el que no es adyacente, entonces la digrafica no es un patron
pancromatico por caminos.



39

— x4

>
Kl 2K1 PQ K?

© ¢ ¢ ¢ ¥

Figura 5.2: Patrones pancromdticos por caminos de orden 1 y 2.

Sin usar el lema anterior, Arpin y Linek muestran que los patrones en la

figura , IH(l ° 2?(1 y H, no son patrones pancromaticos por caminos 1]
l\(_/)[és at}_}n, sus complementos no tienen ciclos impares, asi por el teorema [4.0.1,
K 02K,y H son elementos de 2. Concluyendo que, %3 esté estrictamente
contenida en %,.

Los incisos 2 y 3, del lema [4.0.1] dicen que la familia %3 es cerrada bajo
tomar subdigraficas inducidas, contracciones y expansiones. Por lo que, el
analisis de los patrones pancroméaticos por caminos se ha centrado en los
patrones con orden pequeno.

Sean H una digrafica posiblemente con lazos y D una multidigrafica
H-coloreada. Recordemos que estamos asumiendo que para todo par de vér-
tices u y v de D, todo par de flechas de Fip[u, v] tienen color distinto, lo que

x4
implica que |Fplu, v]| < |V (H)|. Sea K, la digrafica completa reflexiva con n
x4
vértices. Sea D una multidigrafica K-coloreada. Por la suposicién menciona-
da al inicio de este parrafo, se tiene que D es una digrafica. Observemos que
<
los Ki-caminos son exactamente los caminos en D. Se sigue que un ntcleo

x4
por caminos en D es un nicleo por K;-caminos en D. Como ya hemos dicho,
toda digrafica tiene nucleo por caminos [3].

Como ya mencionamos, Sands, Sauer y Woodrow prueban que toda mul-
tidigrafica 2-coloreada tiene un niicleo por caminos monocrométicos [22]. En
términos de H- Coloracmnes significa que toda multldlgraﬁca 2K 1-coloreada
tiene nicleo por 2K1 caminos. Podemos concluir que 2K1 es un patréon pan-
cromatico por caminos, véase la figura

Usando cuasiordenes, Arpin y Linek dan una demostracion alternativa al
resultado de Sands, Sauer y Woodrow [1|, méas atn, prueban que el patron
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Figura 5.3a: Patrones pancromdticos por caminos de orden 3.

_)
reflexivo P pertenece a #As. En la tesis doctoral de Rocio Sanchez se da una

N
prueba, que no usa cuasiérdenes, de que Ps es un patrén pancromético por
caminos [21], véase la figura 5.2}

Existen 16 patrones reflexivos, no isomorfos, de orden 3. En |1, Arpin

<~ <~ x4
y Linek prueban que K3, Ko + K1, K, @ Ky, Ko @ K1 y F) son patrones
pancromatlcos por cammos Vease la ﬁgura En el mismo trabajo prueban
que 2K1 .Kh P2+K1, 13, K1 °2K17 3K1; 03; P3; F3y Fy, no son patrones
pancrométicos por caminos, véase la figura [5.3p. Con estos resultados, se
sabe la pertenencia o no de 14 de los 16 patrones reflexivos de orden 3. Para
R4

los dos patrones restantes, P3 y Fb, Arpin y Linek dejan su pertenencia, o
no, a la familia %3 como un problema abierto, véase la figura .

5.1. Una prueba errénea
En 2016, en el articulo [11] se enuncia el siguiente lema:

Lema 5.1.1. [11] Sean H wuna digrdfica reflexiva, a = (u,v) tal que
a ¢ F(H), con u a distancia 2 de v en H y H = HUa. Si H ¢ %3,
entonces H ¢ As.
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Figura 5.3b: Patrones de orden 3, que no son patrones pancromdticos por caminos.

<>
Figura 5.3c: Patrones Ps y F».
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Figura 5.4: Construccion de D’ del lema ,

En la demostracion del lema anterior, dada wuna multidigrafica
H'-coloreada D, se construye una multidigrafica H-coloreada D', para la
cual se demuestra que D tiene nucleo por H'-caminos si y solo si D’ tiene
nicleo por H-caminos.

Sea H' = H Ua tal que (u,z,v) es una uv-trayectoria de longitud dos
en H, a = (u,v) y a ¢ F(H). Se construye D’ a partir de D de la siguiente
manera: para cada camino (x,y,w) en D, con flechas coloreadas por u y v,
en ese orden, se agrega un vértice ¢ en D’ junto con las flechas (y,9) v (9, v),
ambas con color z, véase la figura [5.4]

Sea Y el conjunto de todos los nuevos § en ', En [11], se afirma que si
K’ es un niicleo por H-caminos en D', entonces

K=(K'U{yeV(D) : jeK'})-Y

es un nicleo por H'-caminos en D.

A pesar de lo anterior, si consideramos H y H’, con D y su construc-
cion D', como se muestra en la figura entonces podemos notar que
K' = {2,3,5} es un niicleo por H-caminos en D’ pero K = {2,3,5} no
es un nicleo por H'-caminos en D, pues (2,3) es un H’-camino en D. Por
lo anterior, no podemos concluir que el lema [5.1.1] sea falso; sin embargo,
podemos afirmar que la prueba no es correcta.
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Figura 5.5: Contraejemplo de la construccion del lema .

H D’

H/
D
1
2

En [11], el lemma [5.1.1|se us6 para demostrar que los patrones ]%3 y F5 no
son patrones pancromaticos por caminos. Por el analisis anterior, el problema
de la pertenencia, o no, de ambos patrones a la familia %3 continta siendo
un problema abierto.

Cabe mencionar, que para continuar es necesario definir la siguiente fa-
milia de digraficas definidas en [11].

Definiciéon 5.1.1. Sea H una digrdfica reflexiva. Decimos que H es bicom-
pleta, si cumple que V(H) admite una particion en dos conjuntos X e Y,
tales que:

1. H[Y] y H[X] son digrdficas completas.
2. Y x X C F(H).

Notemos que la definiciéon anterior no prohibe la existencia de las
XY-flechas en H. Cuando en la digrafica estas flechas no estén presentes

diremos que H es una digrafica bicompleta estricta. También observemos que
<~

K, es bicompleta para todo natural n > 2, véase la figura |5.6|
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H

X Y

Figura 5.6: Ejemplo de una digrdfica bicompleta.

En [11], se afirma la siguiente caracterizacion de los patrones pancroma-
ticos por caminos.

Teorema 5.1.1. (11| H es un patrin pancromdtico por caminos si y solo si

<>
H es una digrdfica bicompleta o se puede contraer a 2K,.

Pero para demostrar que toda digrafica bicompleta es un patréon pancro-
matico por caminos se utiliza fuertemente en el lema [5.1.1} Ademas, para la
demostra(:lon de que todo patron pancromatico por caminos, que no se puede

contraer a 2K1, es una digrafica bicompleta, se utiliza que P3 y F5 no son
patrones pancrométicos por caminos. Por lo anterior, hasta el dia de hoy, no
se puede afirmar si el teorema |5.1.1] es cierto o no.

—
5.2. Patrones Fy y Ps

En esta seccién, nos centramos en los patrones Fy y ?’3. Recordemos
que, para probar que una digrafica H es un patrén pancromatico por cami-
nos, hay que demostrar que toda multidigrafica H-coloreada tiene ntucleo por
H-caminos. El siguiente lema nos permite reducir el espacio de trabajo a las
digraficas H-coloreadas, para algunas H; en particular, para los patrones Fj y
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<
P3, nos permite centrarnos en las digraficas Fh-coloreadas y en las digraficas
nd

Ps-coloreadas.

Lema 5.2.1. Sean H un patron y R = {x1,xs,...,x,} el conjunto de vértices
de H que no son vértices universales de H. Para cada x; existe un color c;
en H tal que (z;,¢;) ¢ A(H), coni € {2,3,...,n}.

Si toda digrdfica H-coloreada tiene nicleo por H-caminos, entonces H es
un patron pancromdtico por caminos.

Demostracion. Primero, mostraremos que para cada multidigrafica
H-coloreada D, existe una digrafica H-coloreada D tal que D tiene nticleo
por H-caminos si y solo si D tiene nticleo por H-caminos.

Sea U = V(H) — R el subconjunto de vértices universales de H. Cons-
truimos la digrafica H-coloreada 13, obtenida desde D a través de las si-
guientes modificaciones. Para cada par de vértices w y v de D tales que
Fplw,v] ={fi,..., fr} con r > 2, entonces:

1. Si existe, al menos, una f; en Fpw,v] con color u € U, entonces reem-
plazamos todo Fplw,v] por una unica flecha de w a v, ey,, con color
u.

2. Si toda flecha f; en Fplw,v] tiene color z;, con i € {1,...,r} vy
j €{1,...,n}, entonces:

a) Si existe f; de color x1, entonces reemplazamos f; por una flecha
I . con color 7.

b) Por cada f; con color z; con j € {2,...,n}, agregamos nuevos veér-
tices sJ, , v t],, a V(D), agregamos las flechas (u, s, ), (s}, ,,1%,,)

) 2w,v w,v? Yw,v
~

v (s{U’U, v), con colores x;, ¢; y x;, respectivamente, a F'(D) y bo-
rramos f; de las flechas de D.

Sean S el conjunto de todos los nuevos vértices de S{M en ﬁ, y T el
conjunto de todos los nuevos vértices ¢/, , en D.

Afirmacién 1. Sean z,y € V(D). Existe un H-camino de x a y en D si
y solo si existe un H-camino de = a y en D.

Demostracion de la Afirmacion 1.

Sea W = (w iwo,fojwl,fl, ooy fa—1,w, = y) un H-camino en D. No-

temos que existe W, un H-camino de x a y en ZA), que se obtiene desde W a
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través de las siguientes modificaciones. Para cada i € {0,1,...n — 1} tal que
| Fplw;, w;i11]| > 2, reemplazamos la flecha f;, por:

1. €ww;,, con color u, si existe f € Ip [w;, w;11] con color u para alguna
ueU,o

2. por (w;,w;y1) con color xy, si no existe f € Fplw;, w;1] con color u
para alguna u € U, y f; es de color z1, o

3. por (w;, s{;i’wiﬂ, w;4+1) la trayectoria monocromética de color z;, si no
existe f € Fplw;, w;11] con color u para alguna u € U,y f; en W es de
color z;.

Como W es un H-camino en D, basta con verificar que para cada substi-
tucion de las flechas en W, la sucesiéon de colores de las nuevas flechas siguen
siendo un camino en H. Pero notemos que cada substitucion de las flechas
en W son por flechas con un color que es un vértice universal H, por flechas
del mismo color o por una trayectoria monocromatica del mismo color. Por
lo tanto, W es un H-camino de z a y en D.

Por otro lado, sea W = (z = wo, fo,ws, fo, .., fo_1,w, = y) un
H-camino de z a y en D. Notemos que existe W, un H-camino de x a y
en D, que se obtiene desde W a través de las siguientes modificaciones:

1. Para cada ¢ € {1,...,n — 1} tal que w; € S, reemplazamos a
(Wi, fim1, Swiywien = Wi, fi, wig1), la trayectoria monocromética de
color z;, por una flecha de w;_; a w;4; con color z; en D,y

2. para cada i € {0,1...,n — 1} tal que |Fplw;, w;11]| > 2, diferente de
las obtenidas por las primeras modificaciones, reemplazamos la flecha
fi por:

a) f € Fplw;, wiy1] con color u, si f; es e€y,w,,, con color u, para
alguna v € U, o

b) por f € Fplw;,w;y1] con color xy, si no existe f' € Fplw;, wi1]
con color u para alguna v € U y f; tiene color ;.

Notemos que las modificaciones anteriores reemplazan una trayectoria
monocromatica por una flecha del mismo color, o reemplazan una flecha por
otra coloreada con un vértice universal de H, o reemplazan una flecha de
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color por otra con el mismo color. Por lo tanto, se deduce que W es un
H-camino de x a y en D. Esto termina la demostracion de la afirmacion 1.

Sea. N un ntucleo por H-caminos en D. Consideremos
N=NuU T, probaremos que N es un ntcleo por H-caminos en D. Co-
menzando por la independencia por H-caminos, notemos que NNS =10 y
los tnicos vértices que alcanzan a 1" por H-caminos son los vértices en S.
Ademés, cada vértice de T' es un pozo, por lo que no existen H-caminos que
empiezan en algun vértice de T'. Por la independencia por H-caminos de N
en D,y por la afirmacion 1, se sigue que no existen H-caminos entre vértices
de N en D. Como SN N = () y por las observaciones al inicio del parrafo, no
existen [H-caminos entre vértices de IV y vértices de T', o entre vértices de T,
en D. Por lo tanto, NV es independiente por H-caminos en D.

Ahora, probaremos que N es absorbente por H-caminos en D. Sea x un
vértice en V(D) — N. Si z € S, entonces, por construccion de D, existe t € T'
tal que (z,t) € F(lA)), ademés, t € N. Si z € V(D) — N, entonces existe
y € N tal que x alcanza a y por H-caminos en D. Por la afirmacion 1, existe
un H-camino de z a y en D. Por lo que, N es absorbente por H-caminos en
D y por | lo tanto, N es un ntcleo por H- Camlnos en D.

Sea N un nitcleo por H-caminos en D. Consideremos N = N V(D),
probaremos que NNV es un nicleo por H-caminos en D. Como todos los vértices
de T son pozos de D entonces T C N y por consecuencia, S N N = 0.
Mas atn, los tnicos vértices que alcanzan a T' por H-caminos en D son los
vértices de S. Como N es independiente por H-caminos en D7 entonces,
por la afirmacion 1, N = NN V(D) es independiente por H-caminos en D.
Ademés, por la absorbencia por H-caminos de N en lA), las observaciones al
inicio de este parrafo, y por la afirmacion 1, cada vértice en x € V(D) — N
alcanza a un vértice de N por H-caminos en D. Por lo que, N es absorbente
por H-caminos en D, y por lo tanto, N es un nticleo por H-caminos en D.

Finalmente, supongamos que cada digrafica H-coloreada tiene nicleo por
H-caminos. Sea D una multidigrafica H-coloreada, construimos D, a partir
de D, la digrafica H-coloreada anteriormente descrita. Se sigue que D tiene
niicleo por H-caminos, y por lo anterior, D tiene nticleo por H-caminos. Por
lo que, podemos concluir que H es un patrén pancromético por caminos. [

<~

nd
Consideremos P3 y Fy como en la figura . Notemos que P3 con
R}; = {x3,21} y Fy con Rp, = {xa, 21,23}, cumplen con las hipotesis del
3
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Figura 5.7: Construccion del lemal5.2.1| para P3 y F5.

lema Por lo tanto, tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 5.2.1. Si toda digrdfica Fs-coloreada tiene nicleo por Fs-caminos,
entonces Iy es un patron pancromdtico por caminos.

<> <
Corolario 5.2.2. i toda digrdfica Ps-coloreada tiene nicleo por Ps-caminos,
<~

entonces P3 es un patrén pancromdlico por caminos.

5.3. Andlisis estructural

A pesar del analisis de las secciones anteriores, en esta seccion, presenta-
mos un analisis estructural de los patrones pancromaéaticos por caminos, no
sin antes definir las digraficas cuasibicompletas y demostrar un lema técnico.
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Notemos que como %3 C Ay y por el teorema [4.0.1] se tiene que si una
digrafica es un patron pancromatico por caminos, entonces su complemento
no tiene ciclos impares, en particular, su complemento no tiene al ciclo de

-
tres vértices C'3 como subdigrafica.

Lema 5.3.1. Si H € %3, entonces se cumple:

1. Si (u,v) € F(H) es una flecha asimétrica, entonces };.(v) = 0.

2. Toda componente fuertemente conezxa, no trivial (con al menos dos vér-
tices), de H® es bipartita.

Demostracion. 1. Sea (u,v) € F(H¢) una flecha asimétrica. Procediendo
por contradiccién, supongamos que existe y € V(H¢) tal que
(v,y) € F(H®) y u # y. Si (y,v) ¢ F(H), entonces H[{u,v,y}| es

— —
isomorfa a P3, T3, C5 o Fy, que no son patrones pancromaticos por
caminos, por teorema 2 se tiene que H ¢ %3 lo cual es una con-

oy
tradiccion. Si (y,v) € F(H¢), entonces H[{u, v, y}] es isomorfa a F3, Ps,
x4 And — x4

2K, e Ki 0 Py + K4, que no son patrones pancromaticos por caminos,
por teorema 2 se sigue que H ¢ %3, causando una contradiccion.

Por lo tanto, §7.(v) = 0.
2. Como HB3 C HBy y por el teorema [4.0.1] se tiene H® no tiene ciclos
impares. Por lo que toda componente fuerte, no trivial, de H¢ cumple

las hipotesis del teorema y, por lo tanto, es una digrafica bipartita.
O

A continuacion definimos las digraficas cuasibicompletas.

Definicion 5.3.1. Sea H una digrdfica reflexiva. Decimos que H es cua-
sibicompleta, si V(H) admite una particion en dos conjuntos X e Y tales
que:

1. H[Y] es una digrdfica completa.

<~
2. H[X] es una digrdfica completa o puede contraerse a 2K.

3. Y x X C F(H).
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H

Figura 5.8: Ejemplo de una digrdifica cuasibicompleta.

Observemos que, en una digrafica cuasibicompleta H, algunas flechas de
X a Y pueden estar presentes en H; mas atn, si H[X]| es una digrafica
completa, entonces H cumple con ser una digrafica bicompleta, véase la figura

5.8

El siguiente teorema afirma que todo patron pancromético por caminos
xd
se puede contraer a 2K o es una digréafica cuasibicompleta.
4
Teorema 5.3.1. St H € %5, entonces H puede contraerse a 2K, o es una
digrdafica cuasibicompleta.

Demostracion. Sea H un patréon pancromatico por caminos. Si H es una
digrafica completa, entonces H es una digrafica bicompleta y, por lo tanto, es
una digrafica cuasibicompleta. Ahora, supongamos que H no es una digrafica
completa.

Como 3[? 1 no es un patréon pancroméatico, entonces H tiene como méaximo
dos componentes conexas. Si H tiene dos componentes conexas, entonces
cada componente tiene que ser una digrafica completa. De lo contrario hay
dos vértices en una componente, con a lo més una f ﬂecha entre ellos, que junto

con un vértice en la otra componente inducen 3K1 0 P2 + K1 en H, lo que
no puede suceder, pues A3 es cerrada bajo tomar subdigraficas inducidas y
<> — <>

tanto 3/; como P, 4+ K no son patrones pancromaticos por caminos. Por
<~

lo tanto, H tiene que ser una expansion de 2K .
Ahora, supongamos que H es una digrafica conexa. Demostraremos que
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H es una digréafica cuasibicompleta, para eso probaremos la existencia de
ciertas estructuras dentro del complemento de H.

Consideremos a H¢. Sea S una componente fuerte, no trivial, de H¢. Por
definicion de S, todo vértice en .S tiene exgrado al menos 1 en H¢. Por el lema
[b.3.1] se deduce que S tiene que ser una subdigrafica simétrica y bipartita de
H¢.Sean Ay B las partes de la biparticion de S. Demostraremos que S es una
digrafica bipartita completa en H¢. Como S es fuertemente conexa si A o B
consisten de un solo vértice, entonces S es una digrafica bipartita completa.
Supongamos que |A| > 2y |B| > 2. Procediendo por contradiccion, y como
S es simétrica, supongamos que existen a; € Ay by € B tales que ay <>y by.
Ya que S es fuertemente conexa, entonces existe by € B y as € A tal que
a; <>pe by y by <>pe ag, ademas, a; <>y as. Lo que implica que (b1, aq,az)
es una trayectoria en H que cumple las hipotesis del lema por lo que
H ¢ %3, que es una contradicion. Por lo tanto, A <>gec By S es una digrafica
bipartita completa en H°.

Observemos que por el lema [5.3.1]1 todas los componentes fuertes de
H¢ tienen que ser una componente fuerte inicial o una componente fuerte
terminal. Del mismo lema, también se deduce que cada componente fuerte
terminal consta de un tnico vértice y, como ya mostramos, cada componente
fuerte inicial es una digrafica bipartita completa o un tnico vértice.

Ahora demostraremos que existe a lo mas una componente fuerte inicial,
no trivial, en H¢. Procediendo por contradiccién supongamos que existen al
menos dos componentes fuerte iniciales, no triviales, digamos S; y Ss, en H®.
Se sigue que S7 y 5o son digraficas bipartitas completas en H¢ y todas las
flechas entre vértices de S7 y Sy estan presentes en H. Sean u, v € V(S7) tales
que u y v estan en diferentes partes de la biparticion de Sy. Sean w, z € V(.S3)
tales que w y z estan en diferentes partes de la biparticion de S;. Notemos
que (u, z,v) es una trayectoria tal que u <>pyc vy 2z <>gc w en H, es decir,
cumple la hipotesis del lema [5.0.1], lo que implica que H ¢ %3, lo que es una
contradiccién. Por lo tanto, a lo mas existe una componente fuerte inicial, no
trivial, en H°€.

Demostraremos que H es un digréafica cuasibicompleta. Sea X el subcon-
junto de V(H) tal que cada x € X pertenece a una componente fuerte inicial
que no es un vértice aislado en H¢, y sea Y = V(H) — X. Observemos que
todo vértice de Y estd en una componente fuerte terminal de H¢ o es un
vértice aislado en H°. Por otro lado, si X es vacio, entonces todos los vértices
son vértices universales en H; es decir, H es una digrafica completa, lo que
no puede suceder. Por lo que X # 0y Y # ().
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Sean y1,y» € Y. Mostraremos que y; <>g y2. Como y; es el Gnico vértice
en un componente fuerte terminal de H¢ o un vértice aislado en H¢, entonces
dfe(yi) = 0 con i € {1,2}. Se sigue que y; <>g Y2 y, por lo tanto, Y induce
una digrafica completa.

Mostraremos que H[X] es un digrafica completa o puede contraerse a

2?(1. Si cada componente fuerte inicial de H¢ es trivial, entonces d.(x) = 0
para cada x € X. Se tiene que x; <>y 9 para cada xi,ro € X. Por lo
tanto, H[X]| es un digrafica completa. Ahora asumamos que S es la tnica
componente fuerte inicial, no trivial, de H¢, la cual es una digrafica biparti-
ta completa. Sean A y B las partes de la biparticiéon de S. Probaremos que
X = V(5). Procediendo por contradiccion, supongamos que existe
r € X —=V/(95). Por definicion de X, existe y en V(H¢) — X tal que z —pge y.
Sean a € Ay b € B. Como S es una digrafica bipartita completa, enton-
ces a <>pe b, ademds, a <>y * y x <>y b, ya que = no pertenece a S. Se
sigue que (a,x,b) es una trayectoria en H tal que cumple con las hipotesis
de lema por lo que H ¢ %3, lo que es una contradiccion. Por lo tanto,

X =V/(S) y se puede concluir que H[X] puede contraerse a 2}?1.

Ahora, demostraremos que Y x X C F(H). Sea y € Y. Como y es el
tnico vértice en una componente fuerte terminal o es un vértice aislado en
He¢, entonces d7;.(y) = 0, por lo que y — 5 V(H), en particular y —y X. Por
lo tanto, Y — g X; es decir, Y x X C F(H).

Por todo lo anterior, podemos concluir que H es un digrafica cuasibicom-
pleta. O]

De los resultados presentados en este capitulo; en particular, del teore-
ma anterior, podemos obtener las siguientes observaciones, conclusiones y
problemas abiertos.

Observacién 5.3.1. El unico patron pancromdtico por caminos con todas
—

sus flechas asimétricas es P.

Demostracion. Sea H € %5 tal que todas sus flechas son asimétricas. Basta
demostrar que H tiene tinicamente dos vértices. Procediendo por contradic-
cion, supongamos que hay mas de dos vértices en H. Sea (x,y) una flecha en
H y z un vértice diferente de z e y. Como H es un patréon pancromético por
caminos, por el lema se sigue que H|[{x,y,2}] es un patréon pancroma-
tico por caminos. Pero no existe ningtn patrén pancromético por caminos
de orden 3 tal que todas sus flechas sean asimétricas, véase la figura [5.3]a,
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causando una contradicciéon. Por lo tanto, H tiene dos vértices y debe de ser

>
isomorfa a Ps. O

Observacion 5.3.2. Los patrones pancromdticos por caminos con todas sus
<~
flechas simétricas son las digrdficas completas, las expansiones de 2K, y ex-
<>

pansiones de Ps.

Demostracion. Sea H € ;3. Por el teorema se tiene que H es una

4
expansion de 2K; o una digrafica cuasibicompleta. Basta notar que las tni-
cas digraficas cuasibicompletas simétricas son las digraficas completas y las
e

expansiones de Ps. O

<> <
Observacion 5.3.3. K,2K | es una digrdfica cuasibicompleta; sin embargo,
x4 a4

como ya hemos mencionado, Arpin y Linek probaron que K, 2K no es un
patrén pancromdtico por caminos, véase la figura[5.3.b. Por consiguiente, la
implicacion reciproca del teorema anterior es falsa.

De la observacion [5.3.3 podemos concluir que cada patrén pancromético
por caminos tiene una estructura muy bien definida, es decir, pertenece a
una de dos familias. Lamentablemente, la implicacion reciproca es falsa.

Observacion 5.3.4. Sea H una digrifica cuaszbzcompleta que es un patron
pancromdtico por caminos. Como ya hemos dicho, Kl 02K1 no es un patmn

pancromdtico por caminos. Por lo tanto, st X induce una expansion de 2K1 Y
existe un vértice y en Y, que alcanza a al menos un vértice en una de las dos
subdigrdficas completas que induce X con una flecha asimétrica, entonces
y tiene que alcanzar a todos los vértices de la otra subdigrdfica completa
inducida por X con una flecha simétrica.

Como %3 es cerrado bajo tomar contracciones, expansiones y subdigrafi-
cas inducidas, el analisis de los patrones pancromaticos por caminos se centra
en los patrones de orden pequeno. Por lo que es de gran importancia conocer
cuales subdigraficas, de orden minimo, son prohibidas para los patrones pan-
cromaticos por caminos. A estos patrones prohibidos los llamamos obstruc-
ciones minimas. Por el teorema [5.3.1] se tiene que cada obstruccion minima,
para ser patron pancromaéatico por caminos, es una digrafica cuasibicompleta.

A continuacion, proponemos los siguientes problemas abiertos.
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<>
Problema 5.3.1. Determinar si P3 y Fy son patrones pancromdticos por

caminos o no.

Problema 5.3.2. Determinar cuales de las digrificas cuasibicompletas son
patrones pancromdticos por caminos.

Es importante notar que, los corolarios y establecen el pro-
g

blema de determinar si F5 y P3 son patrones pancromaticos por caminos, o
no, es suficiente para enfocarse en los digraficas; es decir, si cada digrafica

Fs-coloreada tlene nucleo por Fh-caminos Y cada digrafica P3 coloreada tie-

ne nucleo por P3 caminos, entonces Fy y P3 son patrones pancromaticos por
caminos.

Si la respuesta para ambos patrones en el problema [5.3.1] es negativa,
entonces ambos patrones son obstrucciones minimas, aun mas, la prueba,
presentada en [11] por Galeana-Sanchez y Strausz, que establece que cada
patréon pancromético por caminos es una digrafica bicompleta es valida. Es

importante tener en cuenta que tanto P3 como Fj son digraficas cuasibi-
completas. Por lo tanto, una respuesta positiva puede ayudar a resolver el
problema [5.3.2) o al menos dar una mejor comprension sobre los patrones
pancromaticos por caminos. Resolver el segundo problema completa la ca-
racterizacion de patrones pancromaticos por caminos.



Capitulo 6

Familias 9/372

En este capitulo definimos las familias %;, con i € {1,2,3}. Estas son las
familias andlogas a las presentadas por Arpin y Linek en [1], pero basadas
en el alcance por H-trayectorias. Que como hemos mostrado, en el capitulo
no siempre son equivalentes a los problemas de alcance por H-caminos.

Definicién 6.0.1. 9?1 es la clase de todas las digrificas H tal que para
cualquier H-coloracion de cualquier torneo T existe un vértice v de T’ que es
absorbente por H-trayectorias en T.

Definiciéon 6.0.2. %, es la clase de todas las digrdficas H tal que para
cualquier H-coloracion de cualquier multidigrdfica D existe un subconjunto
independiente de vértices de D que es absorbente por H-trayectorias en D.

Definicién 6.0.3. %’73 es la clase de todas las digrificas H tal que para
cualquier H-coloracion de cualquier multidigrifica D, D tiene nicleo por
H-trayectorias.

Observemos que todo conjunto independiente por H-trayectorias en una
multidigrafica H-coloreada es un conjunto independiente, se sigue que
By C ABy. Mas ain, en un torneo los conjuntos independientes son tni-
camente los conjuntos que constan de un tnico vértice. Por lo que se deduce
que By C HA.

<
Notemos que en una digrafica Ki-coloreada los nicleos por trayectorias
coinciden con los niicleos por H-trayectorias, y como ya hemos mencionado,

x4 ~
toda digrafica tiene nicleo por trayectorias |3|; esto significa que, K € %s.

%)
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Por otro lado, el resultado de Sands, Sauer y Woodrow en [22] que dice que to-
da multidigrafica 2-coloreada tiene ntcleo por trayectorias monocromaticas,
se puede reescribir en términos de H-trayectorias como: el patrén reflexivo

< ~
2K pertenece a HAs. Por lo anterior, ninguna de las tres familias es vacia.
A continuacion, presentamos algunas propiedades de estas familias.

Lema 6.0.1. Sea H un patron.

1.

2.

Si H € %’2-, entonces H es reflexiva, para cada i € {1,2,3}.

St H € %2 y Hi es una subdigrdfica inducida de H, entonces Hy € @2,
para cada i € {1,2,3}.

S1 H € %2 y Hy es una superdigrifica generadora de H, entonces
Hy € B;, para cada i € {1,2}.

Demostracion. 1. Procediendo por contrapositiva. Sea H un patrén con

—
un vértice z tal que (x,z) ¢ F(H). Consideremos a Cj, el ciclo de
longitud 3, que también es un torneo, junto con la H-coloracién que le

asigna el color x a cada flecha de 8'3. Notemos que las H-trayectorias
son tnicamente las flechas por lo que no hay un vértice que sea absor-
bente por H-trayectorias. Por lo que H ¢ %,. Como %3 C %, C %,
podemos concluir que H ¢ %;, con i € {1,2,3}.

El segundo inciso se sigue del hecho que toda Hj-coloraciéon de una
multidigrafica también es una H-coloracion, por lo que cualquier ejem-
plo que muestre que H; ¢ 9, también muestra que H ¢ %, para
ie€{1,2,3}.

Observemos que toda H-coloraciéon de una multidigrafica también es
una Hsy-coloraciéon, mas ain, toda H-trayectoria también es una
Hs-trayectoria en la misma multidigrafica. Por lo que todo subconjunto
independiente, que es absorbente por H-trayectorias también es absor-
bente por Hj-trayectorias. De lo anterior, se deduce que si H € %;,
entonces Hy € %; con i € {1,2}.

O

El lema anterior, afirma que los patrones que pertenecen a estas familias
son digraficas reflexivas, mas atin, son cerradas bajo tomar subdigraficas
inducidas.
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Figura 6.1: Ejemplo de una contraccion de gemelos verdaderos.

H,,

Sea H una digréfica reflexiva. A dos vértices distintos, x e y, los llamamos
gemelos verdaderos si N*(x) = Nt(y) y N~ (z) = N~ (y). Observemos que,
como H es reflexiva, entonces € N*(z) y y € N + (y). Por lo que, la

<~
subdigrafica inducida por {z,y} en H, es Ko y ambos son adyacentes hacia

y desde los mismos vértices.

Notemos que de la definicion anterior se deduce que, si x e y son gemelos
verdaderos, y eliminamos cualquiera de ellos o consideramos la contracciéon de
H donde el unico conjunto de contraccion, con dos o mas vértices, es {x,y},
entonces obtenemos patrones isomorfos. Denotamos este tipo de contracciéon
del conjunto {z,y} como H,, y al vértice nuevo lo denotamos por v,. De
la observacion anterior, es evidente que H,, es isomorfo a una subdigrafica
inducida de H, véase la figura 6.1

El siguiente lema establece que la contraccion de los gemelos verdaderos
y su operacion inversa, que llamamos expansion de gemelos verdaderos, se
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preserva dentro de las familias %; con i € {1,2,3}.

Lema 6.0.2. Sea H un patron reflexivo, Si v e y son un par de gemelos
verdaderos en H, entonces H € %, si y solo si Hy, € %, coni € {1,2,3}.

Demostracion. Como H,, es isomorfa a H — x, que es una sudigrafica indu-
cida de H, se sigue que, por el lema si H € 95’2, entonces H,, € 55’“
con i € {1,2,3}.

Sea D sea una multidigrafica H-coloreada, con coloracion ¢, denotada por
(D, c). También, consideremos a D con la siguiente H,,-coloracion, definida
de la siguiente manera:

eoy(a) = { c(a) sicla) £y cfa) 7:& z

Ugy  Sic(a) =z o0 c(a)

la denotamos por (D, cgy).

Sea P = (wp,wy,...,w,) una trayectoria en D. Mostraremos que P es
una H-trayectoria en (D, ¢) siy solo si P es una H,,-trayectoria en (D, ¢;y).

Primero, supongamos que P es una H-trayectoria en (D,c). Si ningu-
na flecha de P tiene color z o y, en (D,c), entonces P también es una
H,,-trayectoria en (D, c,,). Ahora, supongamos que al menos una flecha de
P tiene color = o color y en (D, c). Por definicién de ¢, cada una de esas
flechas tienen color v,, en (D, ¢,y ). Por otro lado, en H,,, el vértice con lazo,
Ugy tiene los mismos invecinos y los mismos exvecinos que tienen x e y en H.
Se deduce que la sucesion de colores de las flechas de P en (D, ¢,,) forman
un camino en H,,. Por lo tanto, P es una H,,-trayectoria en (D, c,,).

Ahora, supongamos que P es una H,,-trayectoria en (D, c,,). Si nin-
guna flecha de P tiene color v,,, en (D,c,,), entonces P también es una
H-trayectoria en (D, c). Supongamos que al menos una flecha de P tiene
color vy, en (D, cyy). Por definicién de ¢y, cada una de estas flechas tiene
color z o color y en (D, c). Ademaés, en H, x e y son gemelos verdaderos, por
lo que ambos tienen los mismos invecinos y los mismos exvecinos que v,, en
H,,. Se deduce que si el color v, se reemplaza por cualquiera de los colores
x oy en (D,c), entonces la sucesion de colores de las flechas de P en (D, ¢)
forma un camino en H. Por lo tanto, P es una H-trayectoria en (D, c).

Por la observacion anterior, se sigue que si H,, € %’Z, entonces H € %’Z,
con i € {1,2,3}. O

Observemos que, por definiciéon, H,, es una contraccion de H. Ademaés,
si H' es una contraccion de H, podemos llegar a H', a partir de H, tras una
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sucesion de contracciones de gemelos verdaderos de las digraficas resultantes.
Es decir, cada conjunto de contraccién para H’, con dos o mas elementos,
se puede ir contrayendo a través de gemelos verdaderos. De lo anterior, y
usando el lema podemos deducir el siguiente corolario.

Corolario 6.0.1. Sea H un patron y H' una contraccion de H. H € %2 st
y solo si H' € B;, coni € {1,2,3}.

6.1. Familia 9?2

En esta seccién, damos una caracterizacion de los patrones que pertenecen
a As. Estos patrones son las digraficas reflexivas tales que su complemento
no contiene ciclos impares. Recordemos que estas digraficas son exactamente
las que pertenecen a %, véase el teorema es decir, By = HBy.

Consideremos el siguiente lema, el cual nos dice que la familia %, es
cerrada bajo tomar sumas.

Lema 6.1.1. Sean H, y Hy dos patrones reflevivos. Si Hy y Hy pertenecen
a B, entonces Hy @ Hy € Bs.

Demostracion. Sean Hy, y Hy patrones reflexivos en C@Q.

Sea D una multidigrafica (H; e Hy)-coloreada. Demostraremos que D tiene
un conjunto independiente que es absorbente por H-trayectorias.

Para i € {1,2}, sea D; la subdigrafica generadora de D cuyo conjunto de
flechas consiste precisamente en aquellas flechas de D que estan coloreadas
con los vértices de H;. Como H; € %5, existe K un conjunto de vértices
independiente que es absorbente por Hi-trayectorias en D;. Anadlogamente,
como Hy € %y, existe K’ un conjunto independiente que es absorbente por
Hy-trayectorias en Ds[K], la subdigrafica inducida por K en Ds.

Por construcciéon, K’ es independiente en D; para verificar que K’ es ab-
sorbente por (H; e Hy)-trayectorias en D, consideremos x € V(D) — K'. Si
x € K, entonces la eleccion de K’ garantiza que existe una Ha-trayectoria
en D que termina en un vértice de K’, esa misma Hs-trayectoria es una
(H, @ Hy)-trayectoria en D. Si z ¢ K, entonces, por la eleccion de K, exis-
te un vértice y € K, tal que existe una Hi-trayectoria, digamos P, de x a
y en D; y, por lo tanto, en D. En caso de que y € K’, entonces P; es la
(H, e Hy)-trayectoria buscada. Si y ¢ K', entonces, como en el caso anterior,
existe una Hs-trayectoria, digamos P, desde y hasta un vértice
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z € K' en Dyo[K]. Sea s el ultimo vértice en P, que también estd en P,
existe pues y pertenece a ambas trayectorias. Consideremos la trayectoria
Py = (z,P,8) U(s,Ps,z) en D. Ya que P; es una H;j-trayectoria en D,
P, es una H-trayectoria en D y como todo vértice en V(H;) es adya-
cente hacia todos los vértices en V(H,), entonces se sigue que P; es una
(H, @ Hy)-trayectoria de x a z en D.

Por lo tanto, K’ es un conjunto independiente que es absorbente por
(H, ® Hy)-trayectorias en D. O

Usando el lema anterior obtenemos la siguiente caracterizacion de los
patrones en %s.

Teorema 6.1.1. Sea H un patron reflexivo. H pertenece a $Bo si y solo si
su complemento, H¢, no contiene ciclos impares.

Demostracion. Sea H € ,%72. Demostraremos, por contrapositiva, que H°
no contiene ciclos impares. Supongamos que H¢ contiene un ciclo impar
C = (0,1,2...,2k,0). Consideremos la digrafica que es un ciclo impar
Coky1 = (xo, 21, ..., %ok, Tg) junto con la siguiente H-coloracion ¢, tal que
c((zs,xip1)) =i para i € {0,1,...,2k — 1} v ¢((wax, o)) = 2k. Notemos que
cada H-trayectoria en (.1 es una tunica flecha. Se sigue que, Co 11 no tiene
un conjunto independiente que es absorbente por H-trayectorias y, por lo

tanto, H ¢ %s.
Ahora, supongamos que H° no tiene ciclos impares. Demostraremos que
H € %,. Sea Hq, ..., Hy una sucesion de los complementos de las compo-

nentes fuertes de H¢, tal que Hf es una componente inicial de H¢y Hf es
i—1

una componente inicial de H® — (U H;) con i € {2,...,k}. Como cada
j=1

H7 es una componente fuerte de H¢y no tiene ciclos impares, entonces, por

el teorema se tiene que H es bipartita, con V;; y Vi, sus clases de

la biparticion, para cada i € {1,...,k}. Se sigue que, en H, cada V;; indu-

ce una digrafica reflexiva completa con ¢ € {1,...,k} y j € {1,2}. Por lo

que, H[V;1] U H[V; ] es una subdigrafica generadora de H; y una expansion

<~

de 2K . Recordemos que 2}?1 € @3 - %’72. Por el corolario |6.0.1| y el lema
.3, se tiene que H; € %s.

Por la eleccion de H;, se tiene que H' = Hy o (--- o (Hz o (Hy® Hy))---)
es una subdigrafica generadora de H. M4s ain, por el lema [6.1.1} se si-
gue que H' € %,. Finalmente, por del lema .3, podemos concluir que
H e %,. m




Capitulo 7

Familia #3: Patrones
pancromaticos por trayectorias

En esta seccion dirigimos nuestra atenciéon a %73. A los elementos de esta
familia los llamamos patrones pancromdticos por trayectorias. En la seccion
del capitulo [5 se hace un anélisis estructural de los patrones pancromé-
ticos por caminos, utilizando subdigraficas prohibidas. Se puede utilizar un
enfoque similar para describir la estructura de los patrones pancromaticos
por trayectorias. La idea es clasificar todos los patrones con a lo mas tres
vértices; saber cuéles de ellos pertenecen a Hs, y de esta manera, obtener
suficiente informacién para describir la estructura general de los patrones
pancromaticos por trayectorias.

Comenzamos nuestro analisis con el siguiente teorema, que es una conse-
cuencia directa del teorema y relaciona a los patrones pancromaticos
por trayectorias con los patrones pancroméaticos por caminos.

Teorema 7.0.1. Si H es un patrén transitivo y reflexivo, entonces H es un
patron pancromdtico por trayectorias si y solo st H es un patron pancromdtico
POT CAMINOS.

Demostracion. Sean H un patron transitivo y reflexivo, y D una multidigra-
fica H-coloreada. El resultado se sigue directamente del teorema [3.3.3| que
afirma que todo nicleo por H-caminos en D es un nicleo por H-trayectorias
en D, y viceversa. O

Arpin y Linek muestran en [1] que toda digréfica reflexiva con orden uno
o dos es un patrén pancroméatico. Estos patrones son trivialmente transitivos,

61
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del teorema [7.0.1] se sigue que los patrones pancroméaticos con orden uno o
dos también son patrones pancromaticos por trayectorias.

A partir del teorema anterior, es posible analizar nueve de los 16 patrones
4

de orden tres En [1| Arpin y Linek demuestran que los patrones K3, Klng,

e

KQ e K1y K2 + Kl pertenecen a %3, ademas, todos de ellos son atrones
transitivos, por lo tanto, también pertenecen a %3, Vease la ﬁgura a. De

la misma manera, los patrones 2K1 ° Kl, PQ + Kl, T3, K1 ° 2K1 y 3K1 son
transitivos y no pertenecen a s, por lo que no son patrones pancromaticos
por trayectorias, véase la figura

El siguiente resultado se prueba en [1]; aunque lo declararon para patrones
pancromaticos por caminos, es facil notar que la misma prueba funciona para
patrones pancromaéaticos por trayectorias.

Lema 7.0.1. Si W = (xg,z1,...,21) es un camino en H tal que

1. Para cada z;, existe ¢; € V(H) tal que (z;,¢;) ¢ F(H), con
ied{0,1,...,k—1}.

2. (xg,mo) & F(H).
Entonces H ¢ ;.

Demostracion. Sean W = (xg, x1,..., ;) un camino en H como en la hipo-
tesis, y D la digrafica tal que

V(G) = {vj : i €Zs, j € Zjt1}U{vso}
y
= {(vij,vigg+1)) + 0<j<k—1}
U{(vik, V(it1)0) : @ € Zs}
U{(’Uij,voo) 1 E Zg,l Sj < ]{Z}

Consideramos ¢, la H-coloracion de D, definida de la siguiente manera:

T, si (u,v) = (vij, vi(j+1)) con 0 < j <k —1,
s((u,v)) =< xp  si(u,v) = (Vig, V(i41)0) con i € Zs,
cji—1 st (u,v) = (vij,V0) cOn i € Z3, 1 < j <k.

Afirmamos que D no tiene nucleo por H-trayectorias. Procediendo por
contradiccion, supongamos que existe N C V(D) tal que N es un nticleo por
H-trayectorias en D. Debido a que v, es un pozo de D, entonces v, € N.



63

<~ 4 <~
Kg Kl.KQ
<~ g

K2+K1 }—){2.}%1

| 23

(a) Patrones transitivos de orden 3, que son patrones pancromdticos por trayectorias.

x4 > — x4
2K1.K1 P2+K1 T3

<

<~
K1.2K1 3K1

e oo

(b) Patrones transitivos de orden 3, que no son patrones pancromdticos por trayectorias.

Figura 7.1: Patrones transitivos de orden 3.
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Ya que los vértices v;;, con @ € Zsy 1 < j < k, son adyacentes hacia
Uso, €ntonces no pueden ser elementos de N. Por construccion, toda trayec-
toria T = (20,...,2n = Us), de longitud al menos dos, cuyo vértice final
es U cumple que sus dos tltimas flechas son: (vi(j_1),vij) ¥ (vij, Vo), TeS-
pectivamente, con i € Zgy j € {1,...,k}, pero ¢((vi(j-1),vi5)) = Tj—1 ¥
S((vij, Vo)) = €j—1, que por hipotesis (z;_1,¢;—1) ¢ F(H). Por lo que, T no
es una H-trayectoria. Por lo tanto, toda H-trayectoria que termina en v,
es una flecha. Observemos que wvgg, v19 ¥ 29 N0 son adyacentes hacia v, se
sigue que N # {vs}-

Consideremos las siguientes trayectorias: T; = (vio, Vi1, Vi2, - - - , Uik, V(i+1)0)
con i € Zsz. Como <((vij,vi(j+1))) = xjconi € Zzy j € {0,...,k — 1} se
tiene que T; es una H-trayectoria en D, con ¢ € Zs. Por lo tanto, dos vértices
del conjunto {vgg, v10, V20 } NO pueden estar al mismo tiempo en N.

Por otro lado, (vio, T;, V(it1)0) U(Vii41)0, Tit1, Vii+2)0) €s la Ginica trayectoria
de vip a v(i42)0 €n D, con 1 € Z3; sin embargo, no es una H-trayectoria pues
s((vik, v(iv10)) = 2 ¥ s((Vr1)0, Vr1)1)) = To pero (wy, o) ¢ F(H). Se
sigue que no hay un vértice del conjunto {vgg, v10, U20} que es alcanzable por
H-trayectorias desde los otros dos vértices. De esta manera, se deduce que
no se puede construir NN, es decir, D no tiene ntcleo por H-trayectorias y,
por lo tanto, H ¢ . ]

Como consecuencia del lema anterior, obtenemos el siguiente corolario.

- =
Corolario 7.0.1. C3, P3, F3 y Fy no son patrones pancromdticos por tra-
yectorias.

Demostracion. Sea D la digrafica en la figura [7.2b] Notemos que D no tiene
- =

nucleo por H-trayectorias con H € {C3, P3, F3, F,}. Vale la pena notar que,
D se obtuvo usando la construccion dada por la prueba del lema O]

Hasta ahora, tratamos con trece de los dieciséis patrones reflexivos con
tres vértices. Los tres patrones restantes son mas dificiles de manejar. La

<~
siguiente seccion se enfoca en los patrones Ps, Fb y F7.
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— —
P3 Cs
X1
Zo X2 Zo T2
F3 Fy
x1
i T9 ZTo T

(a) Patrones no transitivos de orden 8, que no son patrones pancromdticos por trayectorias.

V21 V20

Voo ()

Vo1 Y10
(b) Digrifica H-coloreada sin nicleo por H-trayectorias.

Figura 7.2: Patrones que no son patrones pancromdticos por trayectorias y su
contraejemplo.
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<~
7.1. Patrones P3y I

En [11], se demuestra que los patrones ](_53 y F5 no son patrones pancro-
maticos por caminos, véase la figura[7.3] Sin embargo, al tratar de adaptar la
prueba en [11] para verificar si ambos patrones son patrones pancrométicos
por trayectorias, notamos que la prueba del lema clave, presentada en [11],

<

es erronea. Por lo que, hasta este momento no se sabe si P3 y F5, son patro-
nes pancromaticos por caminos o no. A pesar de esto, usamos una técnica

nd
similar a la propuesta en 11| para demostrar que P3 y F, no son patrones
pancromaticos por trayectorias.

<~

P3 F2

<>
Figura 7.3: Patrones P3 y F5.

Lema 7.1.1. El patrén H de la figura[7.4) no es un patrdn pancromdtico por
trayectorias.

Demostracién. Consideremos los patrones H y H' como en figura[7.4] Prime-
ro mostraremos que para cada multidigrafica H'-coloreada D existe una mul-
tidigrafica H-coloreada D’ tal que si D’ tiene un nicleo por H-trayectorias,
entonces D tiene un nicleo por H'-trayectorias.

Sea D una multidigrafica H'-coloreada, con coloraciéon ¢, construimos D’
a partir de D de la siguiente manera. Para cada trayectoria (7, ey, s, ea,t) en
D, con ey, ey € F(D), c¢(e1) =z v c(e2) = w, agregamos un nuevo vértice §,
junto con las flechas fi, fo € Fp[s, 8], f3 € Fp/[8, 8]y fa € Fpi[3,1] tales que
c(fi) =y, c(fa) = w, c(f3) =y y c(fs) = w. Sea S el conjunto de todos los
nuevos vértices § en D', véase la figura [7.4]

Supongamos que N’ C V(D') es un nucleo por H-trayectorias en D’
Consideremos N definido de la siguiente manera.

N=(NU{seVp: §eN'})-8S.
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H D’

V2R

1
fl f&
Ot
H’ " €1 €9
S
D
Ot
T
€1 €2
S

Figura 7.4: Patrones H y H' del lema .

Afirmamos que N es un ntcleo por H'-trayectorias en D. Para demostrar
que N es independiente por H'-trayectorias, sean u y v dos vértices de N.
Procediendo por contradiccion, supongamos que existe una H'-trayectoria
P = (u = ug,uy,...,u, =v) de wavin D. Notemos que P es una trayec-
toria en D’. Si P no es una H-trayectoria en D', entonces, por construccion,
existe al menos una subtrayectoria (r, ey, s,es,t) de P, con ey, es € F(D),
c(e1) =z y c¢(ez) = w. Consideremos la H-trayectoria (r, e, s, f1, §, f1,t), con
fi1 € Fpis, 8]y fu € Fp[3,1] tales que ¢(f1) =y v c(fs) = w. Sea P’ la trayec-
toria resultante de reemplazar cada subtrayectoria de la forma (7, ey, s, o, t)

de P, con ej,eq € F(D), cle;) = x y c(ea) = w, por su respectiva
H-trayectoria de la forma (r,e1,s, f1,8, f1,t) donde f; € Fp/ls,§ y
fa € Fpi[s,t] con ¢(f1) = y v ¢(fs) = w. Por construccion, P’ es una

H-trayectoria de u a v en D’. Por lo que tenemos 4 casos.

» {u,v} € N —{s € Vp : § € N'}. Se sigue que P o P’ es una
H-trayectoria entre dos vértices de D', contradiciendo la independencia
por H-trayectorias de IV'.

nue{seVp : §eN}yveN —{seVp : §€ N}.Seatu € V(D)
tal que & € N’ correspondiente a u. Como N (y) = V(H), entonces
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agregar el vértice 4, con la flecha de @ a u de color y, al inicio de P (o
de P'), nos da como resultado una H-trayectoria entre dos vértices de
N’ en D', contradiciendo la independencia por H-trayectorias de N'.

nu e N —{seVp : §€6 N}tyve{selVp : s§e& N} Sea
v € V(D) tal que v € N’ correspondiente a v. Como Ny (y) = {z,y} vy
Ng(w) = {z,w,y}, entonces agregar la flecha de v a © con color y, si la
flecha de wu,_1 a u, = v tiene color = o y, al final de P (o P’), o agregar
la flecha de v a ¥ con color w si la flecha de u,,_; a u,, = v tiene color
z o w, al final de P (o P’) nos da como resultado una H-trayectoria
entre dos vértices de N’ en D', contradiciendo la independencia por
H-trayectorias de N'.

» {u,v} C{se€Vp : §€ N'}. Sean 4,0 € V(D’) tales que 4,0 € N, los
vértices correspondientes a wu y v, respectivamente. Como
Nji(y) = V(H), Ny(y) = {z,y} y Ny(w) = {z,w,y}, entonces agregar
el vértice 4, con la flecha de @ a u de color y, al inicio de P (o de P'),
y agregar la flecha de v a © con color vy, si la flecha de uw,_; a u, = v
tiene color z o y, al final de P (o P’), o agregar la flecha de v a © con
color w si la flecha de u,_1 a u, = v tiene color z o w, al final de P (o
P’) nos da como resultado una H-trayectoria entre dos vértices de N’
en D', contradiciendo la independencia por H-trayectorias de N'.

Por lo tanto, no puede existir una H’-trayectoria de u a v en D; es decir, N
es independiente por H'-trayectorias en D.

Ahora demostraremos que N es absorbente por H'-trayectorias en D. Sea
u € V(D) — N. Por definicion de N, tenemos que u € V(D) — N’. Como
N’ es nucleo por H-trayectorias en D', entonces existe v € N’ tal que u al-

canza a v por H-trayectorias en D’. Sea P = (u = ug, uq, ..., u, = v) dicha
H-trayectoria en D’. Supongamos que v ¢ S. Si § € V/(P), entonces
§ = w; para alguna ¢ € {1,...,n — 1}. Por construccion de D’, se tiene

que s = u;_1, por lo que existe la flecha de u;_1 a u;11 en D con color w, méas
aln, la flecha de w; a u;4; tiene color w. Como N, (w) = V(H'), entonces
(wi—9,Ui—1, U1, Uiro) €s una H'-trayectoria en D. Se sigue que al remover
todos los § de P se obtiene una H’-trayectoria de u a v en D. Siv € S, en-
tonces u,_1 € N. El procedimiento anterior nos da una H'-trayectoria de u a
un vértice de N en D. Se concluye que N es absorbente por H'-trayectorias
en D, y, por lo tanto, N es un nticleo por H'-trayectorias en D.
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Figura 7.5: Patrones H y H' del lema .

Por otro lado, notemos que H'[{z,w, z}] no es un patréon pancromético
por trayectorias. Del lema se sigue que H' ¢ 9373. Por lo que existe una
multidigrafica H'-coloreada D que no tiene nticleo por H'-trayectorias. Sea
D’ la multidigrafica H-coloreada construida como al inicio de esta prueba.
Si H € %3, entonces D’ tiene nicleo por H-trayectorias, pero por los argu-
mentos presentados anteriormente, se implica que D tiene nticleo por
H'-trayectorias, lo que no puede suceder. Por lo tanto, H ¢ %s.

]

El siguiente resultado es muy similar al lema y la prueba anterior.

Lema 7.1.2. El patron H de la figura[7.5 no es un patron pancromdtico por
trayectorias.

Demostracion. Consideremos los patrones H y H' como en figura Como
en el lema anterior, mostraremos que para cada multidigrafica H'-coloreada
D existe una multidigrafica H-coloreada D’ tal que si D’ tiene un nicleo por
H-trayectorias, entonces D tiene un nicleo por H'-trayectorias.

Sea D una multidigrafica H'-coloreada, con coloracion ¢, construimos D’
a partir de D de la siguiente manera. Para cada trayectoria (r, ey, s, es,t) en
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D, con ey, ey € F(D), c¢(e1) = x y c(ea) = w, agregamos un nuevo vértice §,
junto con las flechas f1 € Fpis, 3], fo € Fp/[8,s] y f3 € Fpi[3,1] tales que
c(fi) =y, c(fs) =y y clfs) = w. Sea S el conjunto de todos los nuevos
vértices § en D', véase la figura [7.5]

Supongamos que N’ C V(D’) es un nucleo por H-trayectorias en D’
Consideremos N definido de la siguiente manera.

N=(N'U{seVp : e N'})-5.

Demostraremos que N es un nicleo por H'-trayectorias en D. Para la
independencia por H'-trayectorias, sean u y v dos vértices de N. Procediendo
por contradicciéon, supongamos que existe una H'-trayectoria
P = (u = wup,uq,...,u, = v) de u a vin D. Notemos que P es una tra-
yectoria en D’. Si P no es una H-trayectoria, entonces, por construccion,
existe al menos una subtrayectoria (r, e, s, ey, t) de P, con ej,es € F(D),
cler) = =y c(ex) = w. Consideremos la H-trayectoria (7, eq, s, f1, 8, f3,1)
con fi € Fp/s, sl y fs € Fpi[8,t] tales que ¢(f1) = y y c(fs) = w. Sea
P’ la trayectoria resultante de reemplazar cada subtrayectoria de la forma
(r,e1,8,ea,t) de P, con ey,es € F(D), c(e;) = x y c(eg) = w, por su res-
pectiva H-trayectoria de la forma (r, e, s, f1, 8§, f3,t) donde f1 € Fpi[s, 8] vy
fs € Fp/[8,t] tales que ¢(f1) = y v ¢(f3) = w. Por construccion, P’ es una
H-trayectoria de v a v en D’. Por lo que tenemos 4 casos.

» {u,v} € N —{s € Vp : § € N'}. Se sigue que P o P’ es una
H-trayectoria entre dos vértices de D’, contradiciendo la independencia
por H-trayectorias de N’.

nue{seVp:8eN}yveN —{seVp : € N}.Seat € V(D)
tal que @ € N’ correspondiente a u. Como y es un vértice universal
de H, entonces agregar el vértice ¢, con la flecha de @ a u de color
y, al inicio de P (o de P’), nos da como resultado una H-trayectoria
entre dos vértices de N’ en D', contradiciendo la independencia por
H-trayectorias de N'.

nueN —{seVp :s5eN}tyve{selVp : s N} Seav e V(D)
tal que © € N’ correspondiente a v. Como y es un vértice universal
de H, entonces agregar el vértice 0, con la flecha de © a u de color
y, al final de P (o de P’), nos da como resultado una H-trayectoria
entre dos vertices de N’ en D', contradiciendo la independencia por
H-trayectorias de N'.
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» {u,v} C{se€Vp : §€& N'}. Sean u,v € V(D) tales que u,0 € N’,
los vértices correspondientes a u y v, respectivamente. Como y es un
vértice universal de H, entonces agregar el vértice 4, con la flecha de @
a u de color y, al inicio de P (o de P’), y agregar la flecha de v a © con
color y, nos da como resultado una H-trayectoria entre dos vértices de
N’ en D', contradiciendo la independencia por H-trayectorias de N'.

Por lo tanto, no puede existir una H'-trayectoria de v a v en D; es decir,
N es independiente por H'-trayectorias en D.

Ahora, demostraremos que N es absorbente por H’-trayectorias en D.
Sea u € V(D) — N. Por definicion de N, tenemos que u € V(D) — N’. Como
N’ es nucleo por H-trayectorias en D', entonces existe v € N’ tal que u al-

canza a v por H-trayectorias en D’. Sea P = (uA: Uy, U, - - -, Uy = V) dicha
H-trayectoria en D’. Supongamos que v ¢ S. Si § € V/(P), entonces
§ = w; para alguna i € {1,...,n — 1}. Por construccion de D', se tiene

que s = u;_1, por lo que existe la flecha de u;_1 a u; 1 en D con color w, mas
aun, la flecha de u; a w;1; tiene color w. Como N, (w) = V(H'), entonces
(Ui—o, Ui—1,Uir1, Uir2) €s una H'-trayectoria en D. Se sigue que al remover
todos los § de P se obtiene una H'-trayectoria de v a v en D. Si v € 5’, en-
tonces u,,_; € N. El procedimiento anterior nos da una H’-trayectoria de u a
un vértice de N en D. Se concluye que N es absorbente por H'-trayectorias
en D, y, por lo tanto, N es un nucleo por H'-trayectorias en D.

Por otro lado, notemos que H'[{z,w, z}| no es un patréon pancroméatico
por trayectorias. Del lema se sigue que H' ¢ %73. Por lo que existe una
multidigrafica H'-coloreada D que no tiene nticleo por H'-trayectorias. Sea
D’ la multidigrafica H-coloreada construida como al inicio de esta prueba.
Si H € %3, entonces D’ tiene nicleo por H-trayectorias, pero por los argu-
mentos presentados anteriormente, se implica que D tiene ntcleo por
H'-trayectorias, lo que no puede suceder. Por lo tanto, H ¢ %s.

m

<>
Proposicion 7.1.1. Los patrones P3 y Fy no son patrones pancromdticos
por trayectorias.

Demostracion. Observemos que los vértices z v w, de los patrones H de los

lemas v [7.1.2], son gemelos verdaderos. Del corolario se tiene que

el patron H es un patréon pancromético por trayectorias siy solo si el patron
obtenido de H al contraer z y w es un patréon pancromético por trayectorias.
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<
Pero los patrones obtenidos al contraer z y w de H son Fy y Pj3 para los

lemas y respectivamente. De los lemmas y se deduce
<~

que F5 y P3 no son patrones pancrométicos por trayectorias. ]

7.2. Patron F;

En las secciones anteriores se demuestra cuales de los patrones de tres vér-
tices son un patrén pancromatico por trayectorias, o no, excepto el patron
Fi. Arpin y Linek demuestran en [1| que F; es un patréon pancromatico por
caminos, utilizando una operaciéon de cierre por colores para las digraficas
F-coloreadas. Desafortunadamente, su técnica no es directamente aplicable
en el caso por trayectorias, ni parece ser modificable para adaptarse a ella.
Un hecho interesante que deberia senalarse a partir de la técnica de Arpin y
Linek es que construyen una multidigrafica, hay flechas paralelos presentes,
donde siempre existen algunas subestructuras. A partir de aqui, uno puede
preguntarse si puede existir una multidigrafica F}-coloreada sin un niicleo por
Fi-trayectorias, mientras que cada digrafica Fi-coloreada, sin flechas parale-
los, tiene un ntucleo por Fi-trayectorias. Si es asi, buscar un contraejemplo
implica buscar dentro de todas multidigréaficas, lo que representa un espacio
de busqueda mas amplio que solo considerar digraficas. Afortunadamente,
no es el caso, el resultado principal de esta seccién nos dice que tinicamente
podemos considerar a las digréficas.

Para probar lo anterior, recordemos que el lema da condiciones a un
patron H para que su pertenencia o no, a la familia %5 pueda centrarse unica-
mente en encontrar un nicleo por H-caminos en las digraficas H-coloreadas.
En la demostracion de dicho lema, dada una multidigrafica H-coloreada
D se construye una digrafica H-coloreada D tal que D tiene niticleo por
H-caminos si y solo si D tiene nticleo por H-caminos. Para probar lo an-
terior, se demuestra que para todo par de vértices x e y de D, existe un
H-camino de  a y en D si y solo si existe un H-camino de x a y en D. En
esta ultima parte de la demostracion, para cada H-camino W, de z a y en D,
se sustituyen algunas flechas por otras con el mismo color, o por otras flechas
cuyo color es un vértice universal de H, o por trayectorias monocromaticas
del mismo color, para obtener un H-camino W de x a y en D. De manera
anéloga, para cada H-camino W dexrayen D se sustituyen algunas flechas
por otras con el mismo color, o por otras flechas cuyo color es un vértice uni-
versal de H, y se sustituyen algunas trayectorias monocromaéticas por flechas
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Figura 7.6: Construccion del lema m para Fi.

del mismo color, para obtener un H-camino W de x a y en D. Es importante
notar, que todas las sustituciones no reutilizan vértices de W o de W, es
decir, si W es una trayectoria, entonces W también lo es, y viceversa. Con
todo lo anterior, la prueba del siguiente lema es completamente analoga a la
presentada en lema intercambiando H-camino por H-trayectoria.

Lema 7.2.1. Sean H un patrony R = {x1, 9, ..., x,} el conjunto de vértices
de H que no son vértices universales de H. Supongamos que para cada x;
existe un color ¢; en H tal que (x;,¢;) ¢ A(H), coni € {2,3,...,n}.

St toda digrdfica H-coloreada tiene nicleo por H-trayectorias, entonces
H es un patrén pancromdtico por trayectorias.

Consideremos I} como en la ﬁgura Notemos que F; con R = {z, 23},
cumplen con las hipétesis del lema Por lo tanto, tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 7.2.1. St cada digrdfica Fi-coloreada tiene nicleo por
F\-trayectorias, entonces F| es un palron pancromdtico por trayectorias.
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7.3. Estructura y problemas abiertos de los pa-
trones pancromaticos por trayectorias

Para redondear nuestra comparacion entre los patrones pancrométicos
por trayectorias con los patrones pancroméaticos por caminos, hay que obser-
var que Arpin y Linek prueban que existe un patrén en %, que no pertenece
a 3. Recordemos que en la seccién se prueba que %’2 HBsy. Con base

en lo anterior, podemos observar que P3 € ,%’2, mas ain, P3 ¢ %3 Por lo
que, podemos concluir que %3 estd estrictamente contenido en %s.
Para alcanzar una conclusiéon respecto a %3, sea F la famlha de dlgraﬁcas

que Contlene como elementos a 2K10K1, P2+K1, T3, K102K1, 3K1, C'g, Pg7

Fy, F3, Fyy P3, véase las figuras|7.1b} |7.2a y . También, sea F' = FU{F} }.

Los siguientes afirmaciones describen la estructura de las digraficas
F-libres y las F'-libres, respectivamente. El primer lema se debe a Galea-
na Sanchez y Hernandez Cruz en [12].

Lema 7.3.1. [12] Una digrdfica reflexiva H es F-libre si y solo si H es una
digrdfica completa o V(H) admite una particion (Vy, Vz) tal que H[V;] es una
digrdfica reflexiva completa, con i € {1,2}, y se cumple una de las siguientes
dos posibilidades.

1. No hay flechas entre los vértices de Vi y los vértices de V5.

2. Todo vértice de Vi es adyacente hacia a todo vértice de Vo y algunos
vértices de Vo pueden ser adyacentes hacia algunos vértices de V.

El lema anterior dice que las digréaficas reflexivas que son F-libres son
<

tinicamente las digraficas completas, las expansiones de 2K y las digraficas
bicompletas.

Lema 7.3.2. Una digrdfica refleziva H es F'-libre si y solo si H es una
digrdafica completa o V(H) admite una particion (V1,Va) tal que H[V;] es una
digrdfica reflexiva completa, con i € {1,2}, y se cumple una de las siguientes
dos posibilidades.

1. No hay flechas entre los vértices de Vi y los vértices de V5.

2. Todo vértice de Vi es adyacente hacia a todo vértice de V, y ningun
vértice de Vy es adyacente hacia ningun vértice de V.
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Demostracion. Sea H una digrafica F'-libre. Supongamos que H no es una
digrafica completa.

<>
Como 3K, € F', entonces H tiene como méaximo dos componentes cone-
xas. Si H tiene dos componentes conexas, entonces cada componente tiene
que ser una digrafica completa. De lo contrario hay dos vértices en una com-

ponente, con a lo mas una ﬂecha entre ellos que junto con un vértice en la
4

otra Componente inducen 3K1 o Py + K1 en H, lo que no puede suceder,

pues 3K1, Pg + K1 € F'. Por lo tanto, V(H) admite una particion (V7, V3)
tal que H[V;] es una digrafica reflexiva completa, con i € {1,2}, tal que no
hay flechas entre los vértices de V; y los vértices de V5.

Ahora, supongamos que H es una digrafica conexa, no completa. Sean
z,y € V(H), tales que no hay flecha simétrica entre x e y. Definimos

={veV(H) : x+<gviU{z}y Vo =V —V, Mostraremos que
Vi y Vo cumplen las condiciones buscadas. Observemos que z € Vi e y € V5.
Sean u,v € V. Por definicion = <>y vy x <>y v. Como H es F'-libre, en-
tonces u <>y v. Sean z,w € V5, se sigue que no hay flecha simétrica entre x
y z, ni entre x y w. Como H es F'-libre, se sigue que w <>y z. Por lo tanto,
H[V;] es una digrafica completa, con i € {1,2}.

Como H es conexa, entonces existe una ViVa-flecha o una V,V;-flecha
en H. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que existe la V;Vi-flecha,
es decir, existe u € V; y w € V, tales que u -y w. Sea v € V;. Como
H{u,v,w}] ¢ F'y u <3y vy u =y w, entonces v —g w. Por lo tan-
to, Vi -y w. Sea z € Vo —{w} yv € Vi. Como w <y 2z, v -y wy
H[{w,z,v}] ¢ F', entonces v —py z. Por lo que, V; —y V5. Falta demostrar
que Vi —g Vs, es decir, que no existe la V5V;-flecha. Procediendo por con-
tradiccion, supongamos que existe z € Vo y v € V) tales que z <>y v. Sea
u e Vi —{v}. Como H[{u,v,z}] ¢ F', entonces z <>y u para todo u € Vi,
en particular para z, lo que implica que z € Vj, lo que es una contradiccion.
Por lo tanto, ningiin vértice de V5 es adyacente hacia ningtin vértice de V.

Notemos que la implicaciéon restante es inmediata pues toda subdigrafica
< 4 <> 4 4

inducida de H, con tres vértices, es isomorfa a 3K, Ko + K1, K1 e K5 0
<> <>

K, e K1, que no pertenecen a F'. O]

El lema anterior prueba que las digraficas reflexivas que son F’-libres son

x4
unicamente las digraficas completas, las expansiones de 2K y las digraficas
bicompletas estrictas.
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Por ahora, a excepcion de F}, tenemos una clasificacion completa de los
patrones de orden 3; las digraficas que no estan en F son patrones pancroma-
ticos por trayectorias, y las digraficas en F no lo son. Aunque no sabemos si
F| es un patrén pancromatico por trayectorias, tenemos suficiente informa-
cion para describir completamente lo que sucederia si F} ¢ %3, y proporcio-
nar algunas propiedades ttiles de patrones pancromaticos por trayectorias si
ocurre lo contrario.

Teorema 7.3.1. Sea H un patron reflexivo. Si Fy ¢ @3, entonces H € %73 s1
4

y solo st H es una digrdfica completa, una expansion de 2K, o una digrdfica
bicompleta estricta.

Demostracion. Sea H un patrén pancromatico por trayectorias. Se sigue que
H es F'-libre. Por el lema se tiene que H es una digrafica completa,
<~

una expansion de 2K, o una digrafica bicompleta estricta.
<~
Por otro lado, si H es una digrafica completa, una expansion de 2K, o
< 4
una digrafica bicompleta estricta, entonces se puede contraer a Ky, 2K o
_)

P, respectivamente, los cuales son todos patrones pancrométicos por tra-
yectorias. Por el corolario [6.0.1] se sigue que H es un patrén pancromético
por trayectorias. O

Teorema 7.3.2. Sea H un patron reflexivo y suponga que F; E %3 Si

H e ,%’3, entonces H es una digrdfica completa, una expansion de 2K1 0 una
digrdafica bicompleta.

Demostracion. Sea H un patron pancromdtico por trayectorias. Como
Fy, € %s, entonces H es F-libre. Por el lema [9.2.1] se sigue que H es una
<~

digrafica completa, una expansion de 2K, o una digrafica bicompleta. O

Para concluir este capitulo, proponemos dos problemas abiertos con res-
pecto a los patrones pancromaéticos por trayectorias.

Problema 7.3.1. Determinar si Fy es un patréon pancromdtico por trayec-
torias.

Problema 7.3.2. Encontrar una multidigrifica H-coloreada sin nicleo por
g
H-trayectorias, con H € {F5, P3}.
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Si la respuesta al problema [7.3.1] es negativa, esto resuelve la caracteriza-
cion de los patrones pancromaticas por trayectorias. Una respuesta positiva
llevaria a preguntar si hay otras subdigréficas prohibidas minimas (obstruc-
ciones minimas) para que una digrafica sea un patréon pancromético por tra-
yectorias. Cualquier obstrucciéon minima de este tipo deberia ser F-libre vy,
por lo tanto, tendria la estructura descrita en el teorema [9.2.2f si no existe
tal obstruccién, la implicacién reciproca al teorema seria verdadera, lo
que da como resultado una caracterizacion.

Respecto al problema recordemos que las pruebas de los lemas
y no son constructivas, por lo tanto, no se tiene un ejemplo de
una multidigrafica H-coloreada con la propiedad deseada.
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Capitulo 8

H-caminos dinamicos y
H-trayectorias dinamicas

En este capitulo definimos por primera vez el concepto de H-camino di-
namico y H-trayectoria dindmica en una multidigrafica H-coloreada. Lo que
da un nuevo concepto de alcance en las multidigraficas H-coloreadas.

En la introduccion del articulo Reachability problems in edge-colored di-
graphs de Arpin y Linek [1], de manera intuitiva, ellos hablan de los
H-caminos, en una multidigrafica H-coloreada, como aquellos caminos ta-
les que el color de dos flechas consecutivas forman una flecha en H; es decir,
tinicamente son permitidos los cambios de color en el camino si los vértices de
H correspondientes a estos colores son adyacentes. Sin embargo, al momento
de definir formalmente un H-camino, se definen como aquellos caminos tales
que la sucesion de colores de sus flechas forman un camino en H. A nues-
tro parecer, esta ultima definicién puede tener otro enfoque que aproveche,
de manera distinta, la existencia de flechas paralelas en las multidigraficas.
De esta manera, surge la idea de los “cambios de flecha”, dando lugar a los
H-caminos dindmicos.

Sea D una multidigrafica H-coloreada. El concepto de H-camino se puede
generalizar permitiendo “cambios de flecha”, esto es, en lugar de considerar
un solo H-camino, permitimos la concatenacion de dos H-caminos siempre
que la tdltima flecha del primero y la primer flecha del segundo tengan el
mismo vértice inicial y el mismo vértice final. Entonces, un nuevo concep-
to de alcance se obtiene de esta manera, en lugar de seguir inicamente por
un H-camino para que un vértice alcance a otro, podemos “cambiar de fle-
cha” para seguir avanzando. Formalmente, un H-camino dindmico en D,

79
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H D

L3 fe &5

foll 2 fs

X1 x2 Lyg

Figura 8.1: La sucesion (x1, x2,x3,x5) es una H-trayectoria dindmica. La sucesion
(r1,22,23,22,24) s un H-camino dindmico que no contiene una H-trayectoria
dindmica de x1 a x4.

es una sucesion de vértices W = (zg,z1,...,%,) en D tal que para cada
i €{0,...,n — 2} existen f; € Fplz;, 1] ¥ fix1 € FplTiy1, Tiy2], de modo
que (c(fi;),c(fix1)) es una flecha en H. Si W no repite vértices, entonces lla-
mamos a W una H -trayectoria dindmica, véase la figura[8.1] Basados en estas
nuevas definiciones, decimos que un vértice z en V(D) alcanza por H-caminos
dindmicos (H-trayectorias dindmicas) a otro vértice y en D si existe un
H-camino dinamico (una H-trayectoria dindmica) que empieza en x y ter-
mina en y.

Por definicion, los conceptos de H-camino, H-trayectoria, H-camino di-
namico y H-trayectoria dindmica son muy similares, mas ain, cuando se con-
sideran digraficas H-coloreadas los conceptos de H-camino (H-trayectoria)
y H-camino dindmico (H-trayectoria dindmica) coinciden. Por esta razon,
este capitulo esta centrado en exhibir las diferencias y similitudes que tienen
estos conceptos v sus respectivas nociones de alcace.

Observemos que, al igual que en los H-caminos, toda H-trayectoria di-
namica es un H-camino dindmico; sin embargo, no todo H-camino dindmico
de x a y contiene una H-trayectoria dindmica. Para ejemplificar la obser-
vacion anterior, consideremos al patron H y la multidigrafica H-coloreada
D de la figura . Notemos que (x1, s, 3, T2, 24) es un H-camino dina-
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Figura 8.2: {w} es un nicleo por H|-caminos dindmicos en D.

mico de z; a x4 en D, debido a que existen las flechas f; € Fplxy,xs],
fa € Fpla, z3] con (c(f1),c(f2)) = (b,b), f3 € Fplxa,xs], f1 € Fplzs, xa] con
(c(fs),c(fs)) = (rr) v fo € Fplrs,xa), f5 € Fplry, x4 con
(c(fa),c(f5)) = (1, 9), que no contiene una H-trayectoria dinamica de x a x4,
pues la tinica posible sucesion es (z1,x2,24) y (c(f1),c(f5)) = (b,g9) &€ F(H).

Por otro lado, notemos que todo H-camino es un H-camino dindmico pero
no todo H-camino dindmico es un H-camino. En la figura |8.1] el H-camino
dindmico (21, g, 3, T2, x4) no es un H-camino, mas atin, no contiene ningin
H-camino de z; a x4.

Basados en estas definiciones y observaciones, consideremos H un patron
y D una multidigrafica H-coloreada. Un subconjunto I C V(D) es indepen-
diente por H-caminos dindmicos en D, si ningin vértice de [ alcanza por
H-caminos dindmicos a otro vértice de I en D. Un subconjunto S C V(D)
es absorbente por H-caminos dindmicos en D si todo vértice que no esta en
S alcanza por H-caminos dindmicos a un vértice de S en D. Un subconjunto
N C V(D) es un nicleo por H-caminos dindmicos en D si es ambos: inde-

pendiente por H-caminos dindmicos y absorbente por H-caminos dinamicos
en D.

Para ilustrar la definicion anterior, consideremos al patron H{ y la mul-
tidigrafica H|-coloreada D’ en la figura Probaremos que {w} es un
nicleo por Hj-caminos dindmicos. Como {w} consta de un tdnico vértice,
entonces {w} es un conjunto independiente por Hj-caminos dinadmicos en
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Lk Dy

Figura 8.3: {u,v} es un nicleo por Hi-trayectorias dindmicas de D).

D). Por otro lado, (z,y,z,y,w) es un Hj-camino dinamico en D}, pues
(b,b), (9,9) ¥ (g,9) son flechas de H]. Se sigue que, {w} es absorbente por
H{-caminos dinamicos. Por lo tanto, {w} es nicleo por H]-caminos dinamicos
de Di.

De manera completamente andloga, en una multidigrafica H-coloreada D,
un subconjunto I C V(D) es independiente por H-trayectorias dindmicas en
D, si ningtn vértice de I alcanza por H-trayectorias dindmicas a otro vértice
de I en D. Un subconjunto S C V(D) es absorbente por H-trayectorias
dindmicas en D si todo vértice que no esta en S alcanza por H-trayectorias
dindmicas a un vértice de S en D. Un subconjunto N C V(D) es un nicleo por
H -trayectorias dindmicas en D si es ambos: independiente por H-trayectorias
dinamicas y absorbente por H-trayectorias dindmicas en D.

Para ilustrar la definicion anterior, consideremos al patron Hj y la multi-
digrafica Hj-coloreada D en la figura Demostraremos que {u,v} es un
nucleo por Hi-trayectorias dindmicas en Dj. Primero probaremos que {u, v}
es independiente por Hj-trayectorias dindmicas en D). Observemos que la
unica flecha que tiene como vértice inicial a v no tiene a u como vértice fi-
nal y es de color p, entonces no existe la Hi-trayectoria dindmica de v a u
en D). Observemos que (u,y) y (u,y,2) son todas las H)-trayectorias diné-
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micas desde u, las cuales no pasan o terminan por v, esto es, no existe la
Hl-trayectoria dindmica de u a v en D). Por lo que {u,v} es independiente
por Hl-trayectorias dindmicas en Dj}. Para mostrar que {u,v} es absorbente
por Hl-trayectorias dinadmicas en D), basta notar que (x,s,t,u) y (z,y,v)
son Hi-trayectorias dinamicas en D); pues (r,7), (b,b) v (g,b) son flechas de
HY. Por lo tanto, {u,v} es nicleo por Hj-trayectorias dinamicas de Dj.

De las definiciones anteriores obtenemos las siguientes observaciones, las
cuales nos dan la pauta para poder mostrar con mayor claridad que los
conceptos de nucleo por H-caminos dinamicos y nucleo por H-trayectorias
dinamicas, son distintos a los nticleos por H-caminos y a los nitcleos por
H-trayectorias.

Observacion 8.0.1. Sea H un patron y D una multidigrdfica H -coloreada.
Como todo H-trayectoria dindmica es un H-camino dindmico, entonces

1. Todo conjunto absorbente por H-trayectorias dindmicas es un conjunto
absorbente por H-caminos dindmicos en D.

2. Todo conjunto independiente por H-caminos dindmicos es un conjunto
independiente por H-trayectorias dindmicas en D.

Observacion 8.0.2. Sea H un patron y D una multidigrdfica H -coloreada.
Como todo H-camino es un H-camino dinamico, entonces

1. Todo conjunto absorbente por H-caminos es un conjunto absorbente por
H-caminos dindmicos en D.

2. Todo conjunto independiente por H-caminos dindmicos es un conjunto
idependiente por H-caminos en D.

Observacion 8.0.3. Sea H un patron y D una multidigrdfica H-coloreada.
Como todo H-trayectoria es una H-trayectoria dindmica, entonces

1. Todo conjunto absorbente por H-trayectorias es un conjunto absorbente
por H-trayectoria dindmicas en D.

2. Todo conjunto independiente por H-trayectorias dindmicas es un con-
gunto independiente por H-trayectorias en D.
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Observaciéon 8.0.4. Sea H un patron y D una multidigrdfica H-coloreada.
Como no todo H-camino dindmico entre dos wvértices contiene una
H -trayectoria dinamica entre los mismos vértices, entonces

1. Un conjunto absorbente por H-caminos dindmicos no necesariamente
es un conjunto absorbente por H-trayectorias dindmicas en D.

2. Un conjunto independiente por H-trayectorias dinamicas no necesaria-
mente es un conjunto independiente por H-caminos dindmicos en D.

Observacién 8.0.5. Sea H un patron y D una multidigrdfica H-coloreada.
Como mno todo H-camino dindmico entre dos wvértices contiene un
H-camino entre los mismos vértices, entonces

1. Un conjunto absorbente por H-caminos dindmicos no necesariamente
es un conjunto absorbente por H-caminos en D.

2. Un conjunto independiente por H-caminos no necesariamente es un
conjunto independiente por H-caminos dindmicos en D.

Observaciéon 8.0.6. Sea H un patron y D una multidigrdfica H-coloreada.
Como no toda H-trayectoria dindmica entre dos wvértices contiene una
H -trayectoria entre los mismos vértices, entonces

1. Un conjunto absorbente por H-trayectorias dindmicas no necesariamen-
te es un conjunto absorbente por H-trayectorias en D.

2. Un conjunto independiente por H-trayectorias no necesariamente es un
conjunto independiente por H-trayectorias dindmicas en D.

8.1. Ejemplos diferenciales

En esta seccibn mostramos ejemplos de patrones H y multidigraficas
H-coloreadas D, tales que D cumple con tener un tipo de nucleo (por
H-caminos, por H-trayectorias, por H-caminos dindmicos o por
H-trayectorias dinamicas) pero que no tiene otro tipo de nicleo, de los ya
mencionados.
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Ejemplo 8.1.1. La multidigrdfica H|-coloreada D' de la figura tiene
nicleo por Hi-caminos dindmicos pero no tiene nicleo por Hi-trayectorias
dindmicas.

Demostracion. Observemos que ya hemos demostrado que {w} es un nticleo
por Hi-caminos dinamicos en D).

Ahora, probaremos que D] no tiene ntcleo por Hi-trayectorias dinami-
cas. Procediendo por contradiccion, supongamos que D) tiene niicleo por
Hi-trayectorias dinamicas, digamos N. Si w € N, entonces N = {w}, ya
que (z,y,w) y (w,x) son Hi-trayectorias dinamicas en D;. Sin embargo, no-
temos que (z,y,w) es la unica sucesion que podria ser una H/-trayectoria
dindmica pero (b, g) no es una flecha de Hj. Se sigue que N no es absorbente
por Hi-trayectorias dindmicas, lo que no puede suceder. Por lo que podemos
suponer que w ¢ N. Observemos que después del color r no puede seguir
ningun otro color en una Hj-trayectoria dindmica en D7, entonces el tnico
vértice al que alcanza w por Hi-trayectorias es z. Asi z € N. Como (z,y, 2)
es una Hj-trayectoria dindmica, entonces y, z ¢ N. De lo anterior, N = {x}.
Notemos que la dnica posible Hj-trayectoria dindmica de y a = en D; es
(y,w,x) pero (g,r) no es una flecha de Hj, por lo que no lo es. Se sigue
que N no es absorbente por Hj-trayectorias dinamicas en D7, contradiciendo
que N es un niicleo por Hj-trayectorias dinamicas. Por lo tanto, D] no tiene
nicleo por Hi-trayectorias dindmicas. O

Ejemplo 8.1.2. La multidigrdfica H-coloreada D} de la figura tiene
nicleo por Hi-caminos dindmicos pero no tiene nicleo por Hi-caminos.

Demostracion. Primero mostraremos que {w} es un nicleo por Hj-caminos
dindmicos en Dj. Como {w} consta de un tnico vértice, entonces {w} es un
conjunto independiente por Hj-caminos dindmicos. Por otro lado,
(u,s,t,s,w), (y,s,t,s,w), (z,st,s,w), (z,8tsw) y (v,s1tsw) son
Hj-caminos dinamicos en D} pues (p,g), (r,0) v (b,b) son flechas de Hj.
Se sigue que {w} es absorbente por Hi-caminos dindmicos en Dj. Por lo
tanto, {w} es nucleo por H}-caminos dindmicos en Dj.

Afirmamos que Dj no tiene nicleo por Hi-caminos. Procediendo por con-
tradiccion, supongamos que N es un nicleo por Hi-caminos de Dj. Co-
mo w es un pozo en Dj, entonces w € N. Notemos que los tnicos vérti-
ces que alcanzan a w por Hj-caminos son s y t, puesto que (u,s,t,s,w),
(y,s,t,s,w), (x,s,t,s,w), (2,s,t,s,w) y (v,s,t,s,w) son Hj-caminos dina-
micos pero no son Hj-caminos en Dj. Por lo que, s,t ¢ N. Se sigue que
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Hj Dj

Figura 8.4: Patron Hj y multidigrdfica Hj-coloreada DYj. {w} es un nicleo por
H-caminos dindmicos de DY, pero Db no tiene nicleo por Hj-caminos.

: . . : , :
existe un subconjunto de {z,u,y, z,v} que es independiente por H}-caminos
y absorbente por Hj-caminos en Dj[{x,u,y,z,v}], es decir, un nicleo por
H'-caminos en Di[{z,u,vy,z, v}]. Sin embargo, notemos que H: = H;

3 3 s Wy 9y <y s 3
Di[{z,u,y,z,v}] = Dy, descritas en el ejemplo [3.2.1] para las cuales demos-
tramos que D; no tiene ntcleo por Hi-caminos, lo que es una contradiccion.
Por lo tanto, D} no tiene niicleo por Hj-caminos. O

Ejemplo 8.1.3. La mullidigrdfica H)-coloreada D} de la figura tiene
nicleo por Hj-caminos dindmicos pero no tiene nicleo por Hj-trayectorias.

Demostracion. Primero demostraremos que {v} es un nticleo por Hj-caminos
dindmicos en D). Como (z,s,t,s,v), (y,s,t,s,0), (z,8,t,8,0) y (w,s,t,s,0)
son Hj-caminos dinamicos en D) pues (b,b), (g,9) v (g, g) son flechas de H}.
Se sigue que {v} es absorbente por Hj-caminos dinamicos en D). Ademaés,
como {v} consta de un tnico vértice, entonces es un conjunto independien-
te por Hj-caminos dinamicos. Por lo tanto, {v} es nicleo por Hj-caminos
dindmicos en Dj.

Ahora, mostraremos que D) no tiene nucleo por Hj-trayectorias. Proce-
diendo por contradicciéon, supongamos que N es un nicleo por
H)-trayectorias de D). Notemos que como v es un pozo de D), entonces
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H, Dy

b :

Figura 8.5: Patron H) y multidigrifica Hj-coloreada D). {v} es un nicleo por
H)-caminos dindmicos de DY}, pero D)y no tiene nicleo por H)-trayectorias.

v € N. Méas dun, los tnicos vértices alcanzan a v por Hj-trayectorias son
s y t, puesto que (b,g) no es una flecha de H). Se sigue que s,t ¢ N.
Por lo que existe un subconjunto de {z,y,z,w} que es independiente por
H-trayectorias y absorbente por Hj-trayectorias en D)[{z,y, z,w}], es de-
cir, un nicleo por Hj-trayectorias en D)[{z,y, z,w}|. Sin embargo, notemos
que H) = Hy y Di[{z,y, z,w}] = Dy, descritas en el ejemplo para las
cuales demostramos que D4 no tiene niicleo por Hy-trayectorias, lo que es
una contradiccion. Por lo tanto, D) no tiene nicleo por Hj-caminos. ]

Ejemplo 8.1.4. La multidigrifica H)-coloreada D) de la figura tiene
nicleo por Hi-trayectorias dindmicas pero no tiene nicleo por Hi-caminos
dindmicos.

Demostracion. Observemos que ya hemos demostrado que {u, v} es un nicleo
por Hl-trayectorias dinamicas en D).

Afirmamos que D) no tiene nticleo por Hj-caminos dindmicos. Proce-
diendo por contradiccion, supongamos que N es un niicleo por Hj-caminos
dindmicos en D). Si v € N, entonces z,s,t ¢ N, pues son adyacentes a v en
D), més ain, como (u,y, z,y,v) es un Hj-camino dindmico en D), pues (r,7),
(9,9) y (g,b) son flechas de HJ, se sigue que u,y,z ¢ N. Por lo anterior, se
deduce que N = {v}. Notemos que (z,s), (z,s,t) y (z,s,t,u) son los unicos
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H/-caminos dinamicos de D), que empiezan en z. Lo que implica que N no
es absorbente por H)-caminos dindmicos en Dy, lo que no puede suceder. De
lo anterior, se tiene que v ¢ N. Notemos que la tnica flecha que tiene como
vértice inicial a v es de color p, que es un vértice aislado en HJ, es decir, el
tinico vértice al que v alcanza por Hj-caminos dindmicos en D) es x. De ahi,
x € N. Como y, z y s son adyacentes a x, entonces y, z y s no pertenecen
a N, mas ain, como ya dijimos (z, s,t,u) es un Hj-camino dinamico en D},
por lo que ¢ y u no pertenecen a N. De esta manera, N = {z}. Pero notemos
que (t,u) y (t,v) son los tinicos Hj-caminos dindmicos que empiezan con
el vértice ¢t en D). Lo que implica que N no es absorbente por Hj-caminos
dinamicos en D), que es una contradiccion. Por lo tanto, D} no tiene nucleo
por Hj-caminos dindmicos. O

Ejemplo 8.1.5. D; es una multidigrifica Hj-coloreada con nicleo por
Hi-trayectorias dindmicas sin nicleo por Hi-caminos.

Hj Dy

Figura 8.6: Patron Hj y multidigrdfica Hj-coloreada Df. {w} es un nicleo por
H-trayectorias dindmicas de D, pero D no tiene nicleo por Hi-caminos.

Demostracion. Primero demostraremos que {w} es un nicleo por
Hl-trayectorias dinamicas en Df. Como (z,s,t,w), (y,s,t,w), (z,s,t,w),
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(v,s,t,w) vy (u,s,t,w) son Hi-trayectorias dinamicas en D pues (p,g) y
(r,b) son flechas de H). Se sigue que {w} es absorbente por Hj-trayectorias
dinamicas en Df. Ademaés, como {w} consta de un tunico vértice, entonces es
un conjunto independiente por Hj-trayectorias dindmicas. Por lo tanto, {w}
es niicleo por Hi-trayectorias dinamicas en DX.

Ahora, mostraremos que D no tiene nicleo por Hi-caminos. Procediendo
por contradiccion, supongamos que N es un nacleo por
H'-caminos de Dy. Notemos que como w es un pozo de Dy, entonces w € N.
Maés atn, los tnicos vértices alcanzan a w por Hi-caminos son s y ¢, puesto
que (7,b) es una flecha Hj, y tanto (p,r) y como (g, b) no lo son. Se sigue que
s,t ¢ N. Se deduce que existe un subconjunto de {z,y, z,u, v} que es inde-
pendiente por Hj}-caminos y absorbente por Hi-caminos en Di[{z,y, z,u,v}],
es decir, un nucleo por Hj-caminos en Di[{x,y, z,u,v}]. Sin embargo, note-
mos que Hi = Hy y Di[{x,y,z,u,v}] = D1, descritas en el ejemplo [3.2.1]
para las cuales demostramos que D no tiene nicleo por Hi-caminos, lo que
es una contradiccion. Por lo tanto, Df no tiene nicleo por Hj-caminos. [

Ejemplo 8.1.6. Dj es una multidigrifica H-coloreada con nicleo por
Hl-trayectorias dindmicas sin nicleo por Hi-trayectorias.

Hs Dy

Figura 8.7: Patrén H. y multidigrifica Hf-coloreada Dj. {x} es un nicleo por
Hl-trayectorias dindmicas de Dy, pero Dg no tiene nicleo por H.-trayectorias.

Demostracion. Primero, demostraremos que {z} es un nicleo por
Hl-trayectorias dindmicas en Dj. Como {z} consta de un tdnico vértice, en-
tonces {z} es independiente por H:-trayectorias dinamicas. Para mostrar
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que {z} es absorbente por H:-trayectorias dinamicas, basta observar que
(y,w, z,z) es una H-trayectoria dinamica, pues (r,7) y (b, b) son flechas de
HY. Por lo que, {x} es absorbente por H!-trayectorias dindmicas y, por lo
tanto, un nicleo por Hi-trayectorias dindmicas en Dy,.

Ahora, mostraremos que Dy no tiene niicleo por Hi-trayectorias. Proce-
diendo por contradicciéon, supongamos que /N es un nicleo por
H!-caminos de Dj. Como N es un conjunto independiente en Dy, enton-
ces |N| < 2. Ademés, los unicos conjuntos independientes con dos vértices
en Dy son {z,w} v {y, z}, pero (z,y,w) y (y,w, z) son H-trayectorias, por
lo que ninguno de los dos es independiente por H:-trayectorias. Se sigue que
|N| = 1. Por otro lado, podemos notar que todas las Hi-trayectorias en Dy
tienen longitud a lo mas 2, mas ain, para todo vértice en V(D) existe otro
en V(Dg) tal que la trayectoria de menor longitud tiene longitud 3 en Dg.
Se sigue que ningtin conjunto con un solo vértice puede ser absorbente por
Hl-trayectorias en Dj. Lo que causa una contradiccion. Por lo tanto, D§ no
tiene ntcleo por Hi-trayectorias. O]

Ejemplo 8.1.7. La mullidigrdfica Hj-coloreada D! de la figura tiene
nicleo por Hi-caminos pero no tiene nicleo por Hi-caminos dindmicos.

Demostracion. Demostraremos que {wy, w;} es un niicleo por Hj-caminos en
D%. Para demostrar que es independiente por Hj-caminos, notemos que, co-
mo wy es pozo de D7, entonces no existe un Hj-camino de wy a wy en D7, Por
otro lado, todo camino de w; a wy en DY contiene a los caminos (wy, ws, wy) 0
(w1, wa, w3, we, wy), que no son Hi-caminos pues (r,b) y (r, g) no son flechas
de H). Se sigue que no existe un Hj-camino de w; a wy en D7. Por lo tan-
to, {wy, w1} es independiente por Hj-caminos. {wy,w;} es absorbente por
Hé—caminos, ya que (w3aw2aw4)7 (U7U)1), (U7wl)7 (y>w1)7 (val)a (.CL’,’LUl),
(s,wq) y (t,w1) son Hi-caminos en D. Por lo tanto, {wy,w;} es un nicleo
por Hj-caminos en D7.

Ahora, demostraremos que D7 no tiene nicleo por Hj-caminos dindmi-
cos. Procediendo por contradicciéon, supongamos que N es un ntucleo por
H!-caminos dinamicos de D’,.. Como wy es un pozo de D%, entonces wy € N,
més ain, como (wy, we, w3, Wy, wy) es un Hi-camino dindmico, se implica que
wy, we, w3 ¢ N. Como (p,r) no es una flecha de H), entonces ningun vérti-
ce del conjunto {u,v,y,z,x,s,t} alcanza a w, por Hj-caminos dinamicos.
Se deduce que existe un subconjunto de {u,v,y,z,x,s,t} que es indepen-
diente por H)-caminos dindmicos y absorbente por H}-caminos dindmicos
en Di[{u,v,y,z,x,s,t}], es decir, un nticleo por Hj-caminos dinamicos en
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H, Dz

Figura 8.8: Patrén H} y multidigrdfica H)-coloreada D%. {wi, w4} es un nicleo
por Hj-caminos de DY, pero D’ no tiene nicleo por Hj-caminos dindmicos.

Di[{u,v,y, z,x,s,t}]. Sin embargo, notemos que D;[{u,v,y, z,z,s,t}| = D5,
descrita en la figura , para la cual demostramos que D) no tiene nicleo
por Hj-caminos dinamicos, lo que es una contradiccion. Por lo tanto, D} no
tiene nicleo por H)-caminos dindmicos. ]
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Ejemplo 8.1.8. D} es una multidigrdfica Hj-coloreada con nicleo por
Hi-caminos sin nicleo por Hi-trayectorias dindmicas.

o D,

Figura 8.9: Patron H| y multidigrdfica H}-coloreada D5. {u} es un nicleo por
H{-caminos de D§, pero D no tiene nicleo por H{-trayectorias dindmicas.

Demostracion. Demostraremos que {u} es un niicleo por Hj-caminos en Dy.
Como {u} consta de un tnico vértice, entonces {u} es independiente por
H/-caminos. Para mostrar que {u} es absorbente por H;-caminos, basta ob-
servar que (y,s,t,s,u), (z,8,t,s,u), (v,s,t,s,u) y (w,s,t,s,u) son
Hi{-caminos en Dj. Por lo que, {u} es absorbente por Hj-caminos y, por
lo tanto, un nicleo por Hj-caminos en Dy.

Afirmamos que Djg no tiene nicleo por Hj-trayectorias dinamicas. Proce-
diendo por contradiccién, supongamos que D} tiene un nticleo por
Hi-trayectorias dindmicas, digamos N. Como u es un pozo de Dj, enton-
ces v € N. Mas atn, como (g,7) no es una flecha de Hi y (¢,s,u) es
una H/-trayectoria dindmica, entonces los tnicos vértices que alcanzan por
Hi-trayectorias dinamicas a u son s y t. Se deduce que existe un subconjunto
de {y,z,z,w} que es independiente por Hji-trayectorias dinamicas y absor-
bente por Hi-trayectorias dinamicas en Dg[{y, z,x, w}], es decir, un nicleo
por Hj-trayectorias dindmicas en Dg[{y, z, z, w}|. Sin embargo, notemos que
D{[{y, z,z,w}] = Dj, descrita en la figura[8.2] para la cual demostramos que
D} no tiene ntcleo por Hi-trayectorias dinamicas, lo que es una contradic-
cion. Por lo tanto, D§ no tiene nticleo por Hi-trayectorias dindmicas. O
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Ejemplo 8.1.9. La multidigrdfica H)-coloreada Dy de la figura tiene
nicleo por Hi-trayectorias pero no tiene nicleo por Hi-caminos dindmicos.

H, D,

Wy

Figura 8.10: Patron H) y multidigrifica Hj-coloreada Dj. {w1,ws} es un nicleo
por Hj-trayectorias de Dy, pero D no tiene nicleo por Hj-caminos dindmicos.

Demostracion. Demostraremos que {wy, w; } es un nicleo por Hi)-trayectorias
en D{. Para demostrar que es independiente por H)-trayectorias, notemos
que, como wy es pozo de Dy, entonces no existe una Hj-trayectoria de wy a w;
en Dj. Por otro lado, la tnica trayectoria de wy a wy en Dy es (wy, wa, w3, wy),
que no es una H)-trayectoria pues (r,b) y (7, g) no son flechas de H). Por lo
tanto, {wy4,w;} es independiente por Hj-trayectorias. {wy, w;} es absorben-
, .
te por Hj trayectorias, ya que (wy, ws, ws), (u,w1), (v,w), (4, w1), (2, wy),
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(x,w), (s,wy) y (t,wy) son Hi-trayectorias en Dy. Por lo tanto, {w4, w;} es
un nicleo por Hi-trayectorias en Dy.

Afirmamos que Dj no tiene niicleo por H)-caminos dinamicos. Procedien-
do por contradiccién, supongamos que N es un nucleo por
Hl-caminos dinamicos de Dg. Como wy es un pozo de Dy, entonces wy € N,
més aln, como (wy,wsy, w3, wy) es un Hi-camino dindmico, se implica que
wy, wg, w3 ¢ N. Como (p,r) no es una flecha de H), entonces ningin vér-
tice del conjunto {u,v,y, z,z,s,t} alcanza a w, por Hj-caminos dindmicos.
Se deduce que existe un subconjunto de {u,v,y,z,x,s,t} que es indepen-
diente por H)-caminos dindmicos y absorbente por H}-caminos dindmicos
en Dg[{u,v,y,z,x,s,t}], es decir, un nticleo por Hj-caminos dinamicos en
D{[{u,v,y, z,z,s,t}]. Sin embargo, notemos que Dj[{u,v,y, z,z,s,t}| = D5,
descrita en la figura para la cual demostramos que D) no tiene nicleo
por Hj-caminos dindmicos, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, Dy no
tiene nicleo por H)-caminos dindmicos. ]

Ejemplo 8.1.10. La multidigrifica Hi-coloreada D, de la figura tiene
nicleo por Hi-trayectorias pero no tiene nicleo por Hi-trayectorias dindmi-
cas.

Demostracion. Demostraremos que {u, s} es un niicleo por Hj-trayectorias
en D},. Para demostrar que es independiente por Hj-trayectorias, notemos
que, como u es pozo de D, entonces no existe una Hj-trayectoria de v a s en

lo- Por otro lado, la inica trayectoria de s a u en D}, es (s,t,v,u), que no es
una Hj-trayectoria pues (r,b) no es una flecha de Hj. Por lo tanto, {u, s} es
independiente por Hj-trayectorias. {u, s} es absorbente por H;-trayectorias,
va que (t,v,u), (x,s), (w,s), (y,s) y (z,s) son Hj-trayectorias en D} . Por
lo tanto, {u, s} es un niicleo por Hj-trayectorias en D,.

Afirmamos que D), no tiene nticleo por Hj-trayectorias dindmicas. Proce-
diendo por contradiccién, supongamos que D), tiene un niticleo por
Hi-trayectorias dindmicas, digamos N. Como u es un pozo de Dj,, enton-
ces u € N. Mas atn, como (g,7) no es una flecha de H| y (s,t,v,u) es
una H/-trayectoria dinamica, entonces los tnicos vértices que alcanzan por
Hi-trayectorias dinamicas a u son s, t y v. Se deduce que existe un sub-
conjunto de {y,z,z,w} que es independiente por Hj-trayectorias dinami-
cas y absorbente por Hi-trayectorias dindmicas en D},[{y, z,z,w}], es decir,
un nucleo por Hj-trayectorias dindmicas en D/y[{y, z,z,w}]|. Sin embargo,
notemos que Dj,[{y, z,x,w}] = Dj, descrita en la figura para la cual
demostramos que D] no tiene nicleo por Hi-trayectorias dinamicas, lo que
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Figura 8.11: Patrén H{ y multidigrifica H{-coloreada D,. {u} es un nicleo por
H{ -trayectorias de D, pero D, no tiene nicleo por Hi-trayectorias dindmicas.

es una contradiccion. Por lo tanto, D, no tiene nicleo por Hj-trayectorias
dindmicas. O

8.2. Familias infinitas

En esta seccion, probamos un lema con el que, a partir de los ejemplos
exhibidos en la seccién anterior, se forman familias infinitas con las propie-
dades descritas en cada uno de los ejemplos.

Sean D; y D, dos multidigraficas H-coloreadas. Recordemos la
H-coloracion ¢ de Dy e Dy definida en la seccion[3.2.3] ¢ : F(DyeDy) — V(H)
tal que

ci(a) siae€ F(Dy)
cla) =4¢ ca(a) siae€ F(Dy)
d sia € V(D) xV(Dy) cond € V(H).

Sea A el conjunto que contiene a los tipos de alcance: H-caminos,
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H-trayectorias, H-caminos dindmicos y H-trayectorias din&dmicas. Sea
A € A. Decimos que C' es un elemento de A, si C' es un camino del tipo
de alcance de A; por ejemplo, C' es un elemento de H-caminos si C' es un
H-camino en D. Basados en la H-coloracion anterior obtenemos el siguiente
lema.

Lema 8.2.1. Sean H wun patron. Si Dy y Do son dos multidigrificas
H-coloreadas, entonces la multidigrdfica H-coloreada D, ® Dy tiene nicleo
por A si y solo si Dy tiene nicleo por A, con A € A.

Demostracion. Sea A € A, fija, y sean H, Dy, Dy y Dy @ Dy, como en la
hipotesis.

Primero supongamos que D; e Dy tiene un nicleo por A, digamos N.
Mostraremos que Dy tiene un niicleo por A. Sea N un nicleo por A de
D, e Dy. Demostraremos que N es un nucleo por A de Ds.

Observemos que, por definicion de suma lineal, ningtn vértice en V' (Ds) es
adyacente hacia ningin vértice en V' (D), entonces ningin conjunto de vérti-
ces de V(D) puede absorber por A a ningtn vértice de V(D). Mas atin, nin-
gan  vértice de V(D;) puede pertenecer a N; es decir,
N C V(D,), pues de no ser asi, existe un vértice v € V(D;) que perte-
nece a N, pero al ser N independiente por A en D; e Dy, ningiin vértice de
V(D,) pertenece a N, y por la observacién anterior, N no seria absorbente
por A en D; e D,.

Por otro lado, sean = e y dos vértices de V' (D3) y C un elemento de A de
x ayen D e Dy. Notemos que como ningtn vértice de V(Dy) es adyacente
hacia ningtn vértice de V' (Dy), entonces todo vértice de C' esta en V(Ds). Se
deduce que todo elemento de A en D; e Dy también es un elemento de A en
Ds. Por lo tanto, dado que N es un ntcleo por A en D, @ Dy, entonces N es
un nucleo por A en Ds.

Ahora, demostraremos que si Dy tiene un nticleo por A, entonces D, e D,
tiene un nicleo por A. La definicion de ¢ garantiza que un elemento de A en
D, también es un elemento de A en D;eD,. Ademés, observemos nuevamente
que, por la definicién de D; @ D, cada vértice en V(D;) es adyacente hacia
todos los vértices en V(Ds) y ningin vértice en V(D) es adyacente hacia
ningin vértice en V(D). Por lo que, no hay elementos de A entre vértices
de V(D) que contengan vértices en V(D;). De lo anterior se deduce que un
nucleo por A en Dy también es un nicleo por A en D; e Ds. O

De manera anéloga a las familias generadas en la seccion [3.2.3] podemos
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utilizar el lema [8.2.1] y los ejemplos de la seccién anterior para generar de
manera recursiva familias infinitas de digraficas H-coloreadas tales que tienen
nicleo por A y no tienen nucleo por B, con A, B € A.

Por ejemplo, consideremos H), la multidigrafica Hj-coloreada DY, ambas

And
de la figura y K, la digrafica que consta de un tunico vértice sin lazos.
Definimos:

n G12D57y
u Gj+1:}<—%1.Gj.

Por el lema se tiene que la familia de digraficas G’ son digraficas
Hl-coloreadas con la propiedad de tener nicleo por Hj-trayectorias dindmicas
y no tener nicleo por Hj-caminos dindmicos.

De lo anterior, podemos afirmar que el problema de determinar la exis-
tencia, o no, de un niucleo por A en una digrafica H-coloreada y el problema
de determinar la existencia de un niicleo por B en una digrafica H-coloreada
son, de hecho, problemas diferentes, con A, B € Ay A # B.

8.3. Equivalencia con H-caminos

A pesar de lo mostrado en las secciones anteriores, las similitudes entre
estos conceptos son suficientes para permitirnos reducir el problema de encon-
trar un mnucleo por H-trayectorias dindmicas en una multidigrafica
H-coloreada al problema de encontrar un nicleo por H'-trayectorias en una
digrafica H'-coloreada, para H' un patrén en particular. Consideremos la
siguiente construccion.

Sean H un patron, D una multidigrafica H-coloreada con H-coloracion
¢,y u,v € V(D) tales que |Fplu,v]| > 2. Sea Fp[u] y Fj[v] definidas de la
siguiente manera

Folul ={a € F(D): u es el vértice final de a}

Fi[v] ={be F(D): v es el vértice inicial b}.

Construimos un nuevo patrén H' desde H. Primero, creamos un nuevo vértice
¢y lo agregamos a V(H) para obtener V(H’). Ahora, consideramos a los
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conjuntos I y O definidos por
I ={(¢(a),c): a€ Fplu]y existe e € Fplu,v] tal que (((a),((e)) € F(H)}

y
O = {(c,¢(b)): b€ Fjiv] y existe e € Fplu,v] tal que (¢(e), (b)) € F(H)}.

Para finalizar la construccion de H', sea F(H') = F(H) Ul UO.

Sea D’ la multidigrafica tal que V(D) = V(D) vy
F(D') = (F(D)— Fplu,v]) U{fuw} donde f,, es una flecha con vértice inicial
u y vértice final v. Definimos ¢’ : F(D') — V(H') de la siguiente manera:

Cle) = { g(e) siee€ F(D)

sie= fu

Lema 8.3.1. Sea H un patron y D una multidigrdfica H-coloreada. Si H'
y D" son construidas como arriba, entonces para todo par z,y € V(D)
eriste una H-trayectoria dindmica de x a y en D si y solo si existe una
H'-trayectoria dindmica de x ay en D'.

Demostracion. Sean x,y dos vértices en V(D) y W = (x = x¢,...,x, = )
una H-trayectoria dindmica en D. Probaremos que W es una H'-trayectoria
dindmica en D’. Como W es una H-trayectoria diniAmica en D, entonces para
cada i, con i € {0,...,n—2}, existen f; € Fplx;,xiv1] ¥ fir1 € Fplwit1, Tiva)
tales que (((fi),C(fiz1)) € F(H). Consideremos 3 casos.

= Si fi & Fplu,v] v fipn ¢ Fplu,vl, entonces ¢'(fi) = ((fi) ¥
('(fit1) = C(fixa). Por lo que, (¢'(fi), ¢'(fir1)) € F(H').

» Sif; € Fplu,v]y fis1 € Fplu,v], entonces f; ¢ F(D’) pero f,, € F(D’)
con (' (fup) = ¢. Como ('(fir1) = C(fix1) y por definicion de H', se sigue
que (¢,¢'(fiv1)) € F(H).

« Si fi ¢ Fplu,v] y fiy1 € Fplu,v], entonces fir1 ¢ A(D') pero
fuw € F(D') con ('(fuw) = c. Como ('(f;) = ((fi) y por definicion
de H', se sigue que ({'(fi),c) € F(H).

Por lo tanto, W es una H'-trayectoria dindmica en D’
Para la implicacion reciproca, sea W' = (z = zg,...,7, = y) una
H'-trayectoria dinamica en D’. Probaremos que W’ es una H-trayectoria
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dinamica en D. De nuevo, como W’ es una H’-trayectoria dindmica, para
cada i € {0,...,n—2} existen f; € Fp/ [z, xi11] ¥y fix1 € Fprlxip1, Ti40] tales
que (¢'(fi), (' (fix1)) € F(H'). Tenemos 3 casos.

Si fi # fuv Y fix1 # fuw, entonces ((fi) = ¢'(fi) y ((fis1) = {'(fiz1)- Porlo
que (C(fi),C(fir1)) € F(H). Si fi = fuw, entonces ('(f;) = ¢y fipr € Fj[v],
mas aln, (¢, ('(fiy1)) € F(H') y ((fir1) = ¢(fiy1). Por definicion de H',
existe e € Fplu,v] tal que (¢(e),((fix1)) € F(H). Si fiy1 = fuv, entonces
('(fix1) = cy fi € Fp[u], més atn, (¢'(fi11,¢)) € F(H') y ¢(f;) = ¢'(fi). Por
definicion de H', existe e € Fplu,v] tal que (¢(fi+1),((e)) € F(H).

Por lo tanto, W’ es una H-trayectoria dinamica en D. O

Usando el lema obtenemos la siguiente reduccion.

Teorema 8.3.1. Sea H un patron y D una multidigrdfica H-coloreada. Existe
un patron H y una digrdfica H-coloreada D tales que D tiene nicleo por
H-trayectorias dindmicas si y solo si D tiene nicleo por H- trayectorias.

Demostracion. Para demostrar la existencia de H es suficiente iterar la cons-
truccion anterior hasta que obtengamos una digrafica Hy-coloreada Dj,. Apli-
cando el lema |8.3.1] en cada iteracién, se obtiene que hay una H-trayectoria
dindmica entre dos vértices en D si y solo si hay una Hj-trayectoria entre
los mismos vértices en Dj. Escogemos H = Hy vy D = Dy, obteniendo el
resultado deseado. O

Notemos que V(D) = V(D) y |F(D)| < |F(D)|; ademés, de esta des-
igualdad se deduce que |¢| < |¢|. También, denotamos el nimero de pares
ordenados de vértices que tienen flechas paralelas en D por u(D), es eviden-
te que |V (H)| = [V(H)| + p(D), y |A(H)| < [A(H)| + 2u(D). Entonces, la
construccion de H, D'y C se puede hacer en tiempo lineal.

Del mismo modo, la construcciéon anterior también es valida para
H-caminos dinamicos, por lo que el problema de decision de encontrar un
ntcleo por H-caminos dindmicos en una multidigrafica H-coloreada puede re-
ducirse al problema de encontrar un ntcleo por H-caminos en una digrafica
H'-coloreada, para un patrén H' en particular.
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Capitulo 9
Familias .@2 y Y;

Inspirados en las clases %1, s y H; definidas por Arpin y Linek en 1],
y las clases %1, 7 y By definidas en el capltuloﬁ ahora definimos las clases
D, .@2 y 9. Basadas en el alcance por H-trayectorias dinamicas. Asi como
las  clases 2%2,, %, y %3, basadas en el alcance por
H-caminos dinamicos.

Definicién 9.0.1. él es la clase de todas las digrdficas H tal que para cual-
quier H-coloracion de cualquier multitorneo T existe un vértice v de T que
es absorbente por H-trayectorias dindmicas en T

Definicién 9.0.2. %, es la clase de todas las digrdficas H tal que para cual-
quier H-coloracion de cualquier multidigrdfica D existe un subconjunto inde-
pendiente de vértices de D que es absorbente por H-trayectorias dindmicas
en D.

Definicién 9.0.3. ég es la clase de todas las digrificas H tal que para
cualquier H-coloracion de cualquier multidigrifica D, D tiene nicleo por
H-trayectorias dindmicas.

De manera anéloga, se definen nuevas familias %;, con ¢ € {1, 2,3}, basa-
das en el alcance por H-caminos dindmicos. La mayor parte de las pruebas
que se presentan en este capitulos son sobre las familias &;; sin embargo,
varios de los resultados y construcciones son validos para las familias %;,
en dichos resultados haremos hincapié. Por estas razones, el analisis de las
familas es simultaneo.

Observemos que todo conjunto independiente por H-trayectorias diné-
micas en una multidigrafica H-coloreada es un conjunto independiente, se

101
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sigue que Y3 C %,. Mas alin, en un multitorneo los conjuntos independientes
son Unicamente los conjuntos que constan de un tnico vértice. Por lo que se
deduce que %5, C %;. De manera analoga, 95 C %, C 9.

<

Observemos que en una digrafica Kj-coloreada los ntcleos por trayecto-
rias coinciden con los ntucleos por H-trayectorias dindmicas y con los nicleos
por H-caminos dindmicos, como ya hemos men(:lonado toda digrafica tie-

ne nicleo por trayectorias; esto significa que, K1 € 9, y K1 € 5. Por lo
anterior, ninguna de las seis familias son vacias.
A continuacion, presentamos algunas propiedades de estas familias.

Lema 9.0.1. Sea H un patron.
1. St H € @i, entonces H es reflexiva, para cada i € {1,2,3}.

2. Si He .@z y Hy es una subdigrdfica inducida de H, entonces Hy € .@i,
para cada i € {1,2,3}.

3. 851 H € .@z y Hy es una superdigrdifica generadora de H, entonces
Hy € 9;, para cada i € {1,2}.

Demostracion. 1. Procediendo por contrapositiva. Sea H un patrén con

ﬁ
un vértice z tal que (x,z) ¢ F(H). Consideremos a C3, el ciclo de
longitud 3, que también es un torneo junto con la H-coloracion que le

asigna el color x a cada flecha de 8’3. Notemos que las H-trayectorias
dinamicas son tnicamente las flechas por lo que no hay un vértice que
sea absorbente por H-trayectorias dinamicas. Por lo que H ¢ Z; para
cada i € {1,2,3}.

2. El segundo inciso se sigue del hecho que toda H;-coloracion de una
multidigrafica también es una H-coloracion, por lo que cualquier ejem-
plo que muestre que H; ¢ Z; también muestra que H ¢ %, para
i€ {1,2,3}.

3. Observemos que toda H-coloracion de una multidigrafica también es
una Hs-coloracién, més ain, toda H-trayectoria dindmica también es
una Hs-trayectoria dindmica en la misma multidigrafica. Por lo que
todo subconjunto independiente, que es absorbente por H-trayectorias
dindmicas también es absorbente por Hs-trayectorias dinamicas. De lo
anterior, se deduce que si H € %, entonces Hy € 9; con i € {1,2}.

O
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El siguiente lema dice que las familias &; son cerradas bajo tomar con-
tracciones y expansiones.

Lema 9.0.2. Sea H' una contraccion de H, entonces H € él sty solo si
H € 9;,ie{1,2,3}.

Demostracion. Sea V(H) = C; U Cy U --- U (), una particién tal que
V(H") = {Cy,...,C,}. Sea D una multidigrafica con ¢ una H-coloracion
de D. Definimos ¢’ : F(D) — V(H') una H'-coloracion de D de la siguiente
manera ¢'(f) = C; donde C; es el unico tal que ¢(f) € C;.

Demostraremos que W = (zg, x1, ..., ;) es una H-trayectoria dinamica
en D siy solo si W es una H'-trayectoria dindmica en D.

Sea W = (x = xg,x1,...,%, = y) una H-trayectoria dindmica en D. W
es una H-trayectoria dinamica si y solo si para cada i € {0, ..., m—2} existen
fi € Fplzi,xina] y firr € Fplwipr, vis2] tales que (<(fi), <(fir1)) € FI(H). Si
y solo si ¢'(fi) = C; con <(f;) € C; v ¢'(fix1) = Ck con ¢(fiz1) € Cy. Siy
solo si (s(fi),s(fix1)) € (C; x Cx) NF(H) y (C;,Cy) € F(H') siy solo si W
es una H’-trayectoria dindmica en D.

Sea D una multidigrafica y ¢’ una H’'-coloracion de D. Escogemos ¢; € C;
fija y definimos ¢ : V(D) — V(H) la H-coloraciéon de D como ((f) = ¢
donde ¢; € C; = {'(f). Notemos que ¢ no necesariamente es suprayectiva.

Sea W' = (x = g, 21, ...,%, = y) una H'-trayectoria dindmica en D. Co-
mo W' es una H'-trayectoria dindmica si y so6lo si para cada
i €40,...,m—2} existen f; € Fplx;,xi11| v fix1 € Fplris1, xiio] tales que

(C(f:),C'(fie)) € F(H') si y solo si C(fi) = ¢; donde C'(fi) = Cj
C(fix1) = c donde ('(fir1) = Cp sty solo si (C;,C) € F(H') y
(C(fi),C(fix1)) € (C; x Cx,) N F(H) y siy solo si W' es una H-trayectoria
dinamica en D.

De las observaciones anteriores, se sigue que H € é@ siy solosi H' € .@i,
con i € {1,2,3}. O

Observemos que los lemas anélogos a lemas y también son
véalidos para los H-caminos dinamicos. Por lo que, los patrones en %;, son
reflexivos y las familias &; son cerradas bajo tomar subdigraficas inducidas,
contracciones y expansiones.

A partir de las definiciones de #; y %, demostramos que estas dos clases
son iguales.
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Teorema 9.0.1. .@1 = @1.

Demostracion. Probaremos las dos contenciones. Sea H € ,@1 y T un mul-
titorneo H-coloreado. Sea T” el torneo obtenido desde T borrando todos
las flechas paralelas de T' dejando exactamente una flecha entre dos vér-
tices de T. Como H € %, entonces existe un vértice que es absorbente
por H-trayectorias en T”. Observemos que toda H-trayectoria en T es una
H-trayectoria dindmica en T'. Se sigue que T' tiene un vértice que es absor-
bente por H-trayectorias dindmicas. Por lo tanto, H € %;.

Para la otra contencion, sea H € %;. Como, en un torneo, toda
H-trayectoria dindmica es una H-trayectoria y todo torneo es un multitorneo,
entonces se deduce que H € 4. n

Ahora, usando la caracterizacion de QZQ dada en el capitulo @ probamos
que %y = %Y. Sin embargo, vale la pena notar que mas adelante probaremos

que HBs # Y.

Teorema 9.0.2. Sea H un patron. H € 92 sty solo si H® no tiene ciclos
impares.

Demostracion. Es suficiente probar que %72 = .@2. Como ya hemos notado
en el capitulo anterior, todo conjunto independiente que es absorbente por
H-trayectorias en una multidigrafica es un conjunto independiente que es
absorbente por H-trayectorias dindmicas. Se sigue que %y C Z.

Para probar que %, C %,, mostraremos que si H € %,, entonces H¢
no tiene ciclos impares. Procediendo por contrapositiva. Si H¢ contiene un
ciclo impar C' = (0,1,2...,2k,0). Consideremos la digrafica que es un ciclo
impar Cory1 = (20,1, ..., %ok, To) junto con la siguiente H-coloracion c,
tal que c((x;,x41)) = i para i € {0,1,...,2k — 1} v c((zor, o)) = 2k.
Notemos que cada H-trayectoria dinamica en (5,1 es una tnica flecha. Se
sigue que, Coyq NO tiene un conjunto independiente que es absorbente por
H-trayectorias dinamicas y, por lo tanto, H ¢ %,. Por el teorema m
podemos concluir que H € %s.

Por lo tanto, By = %». O

No es dificil de notar que las versiones analogas a los teoremas y
son validos para H-caminos dindmicos, esto significa que #; = %, y
%2 - .@2.
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Figura 9.1: Patrones 2K, y Ps.

9.1. Familias 2 vy %,

En esta seccion hablamos de los patrones que pertenecen a .@3 y los patro-
nes que pertenecen a Zs. Nos referimos a ellos como patrones pancromdticos
por trayectorias dindmicas y como patrones pancromdticos por caminos dind-
micos, respectivamente. De la misma manera en que se abordé la familia de
patrones pancromaticos por trayectorias, analizamos los patrones de orden
a lo mas tres para poder recabar informacion, y poder describir la estruc-
tura general de los patrones pancromaticos por trayectorias dindmicas y la
estructura general de los patrones (_Pancromaticos por caminos dinamicos.

Como ya hemos mencionado, K; es un patréon pancromatico por trayec-
torias dindmicas y por caminos dinamicos, mas atn, por el lema|9.0.2|se tiene
4

que K, es un patréon pancromético por trayectorias dindmicas y por caminos
dindmicos, para todo n € IN.

— <~
Consideremos a los patrones 2K, y Ps en la figura

<~
Lema 9.1.1. Sea D una digrdfica Ps-coloreada, y sea D’ la multidigrdfica
obtenida desde D al reemplazar cada flecha (x,y) en D con color r por dos
flechas de x a y tales que una tiene color b y la otra color g.

<~
Para cada x,y € V(D) existe una Ps-trayectoria de x a y en D siy sdlo
<~

st hay una 2K 1-trayectoria dindmica de x a y en D'.

Demostracion. Sean D y D’ como en las hipo6tesis. Probaremos que toda
< <

Ps-trayectoria en D es una 2K -trayectoria dinamica en D’

<~
Sea W = (¢ = zo,...,2, = y) una Pjs-trayectoria en D. Sea
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i € {0,1...,n — 2}, consideremos (x;,Z;+1) ¥ (Tit1,Tir2). Tenemos 4 ca-
S0S.

» Si (24, x;41) tiene color 7y (41, ;1 2) tiene r en D, entonces existen
fi € Fp[zs, xi4q] con color by fiy1 € Fplxis1, xite] con color b en D'

» Si (x;,2;41) tiene color r y (x;11,%;42) tiene color b o color g en D,
entonces existen f;, f/ € Fp/|x;, x;41] tales que f; tiene color g y f! tiene
color b en D'. Por definicion de D’ la tnica flecha de Fp/[z; 11, x4 2] tiene
color b o color g. Por lo tanto, existen una flecha en Fp/[z;, x;11] y una
flecha en Fp/|x;. 1, z;42] tales que ambas tienen el mismo color en D’

» Si (x;,2;41) tiene color b o color g y (%41, %;42) tiene color r en D,
entonces existen fii1, i, € Fp/[Tiy1, Tio] tales que fiq tiene color
gy fiy, tiene color b en D'. Por definicién de D', la tnica flecha en
Fp/[x;, x;41] tiene color b o color g. Por lo tanto, existen una flecha en
Fprlx;,x;v1] y una flecha en Fp[z;iq1, 22 tales que ambas tienen el
mismo color en D',

» Si (x;,x;11) tiene color b o color g v (w11, T;12) tiene color g o color
b en D, entonces la tunica flecha en Fp/|z;,z;41] vy la tnica flecha en
Fpi[xii1, zi42] tienen el mismo color en D'.

And
Por lo que, W es un 2K -trayectoria dinamica en D’.
<~
Sea W = (zr = xg,...,x, = y) una 2K;-trayectoria dinamica en D’
nd

Probaremos que W es una Pj-trayectoria en D.

Notemos que si |Fp/|x;, x;11]] = 1 para cada ¢ € {0,1,...,n — 1}, en-
tonces W es una trayectoria monocromatica en D’ y por consecuencia una

<~

Ps-trayectoria en D. Ahora supongamos que existe al menos un
i € {0,1,...,n — 1} tal que |Fp/|x;,x;11]| = 2, entonces la tnica flecha
en Fplz;, z;41] tiene color r. Por lo tanto, cada cambio de flecha de W en

<
D’ es un cambio de color de W en D. Como r es un vértice universal en Psj,

s
entonces IV es una Pj3-trayectoria en D. O

Recordemos que en la proposicién con ayuda del lema [7.1.2] se
<
demuestra que P3 no es un patréon pancromatico por trayectorias. Por lo

nd
tanto, existe una multidigrafica Ps-coloreada D tal que D no tiene niicleo por
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<
Ps-trayectorias. Mas atin, notemos que en la construccion del lema |7.1.2| y

en la proposicion solo se usan flechas simétricas y asimétricas, es decir,
no se necesitan las flechas paralelas, por lo que el resultado es valido si se
restringe a digréficas.

<~ ~ ~
Teorema 9.1.1. 2K no es elemento de 93. Por lo tanto, si H € 93, en-
tonces H es una digrifica semicompleta.

Demostracion. Para la prlmera afirmacion, por el lema [7.1.2] Y la, proposicion

7.1.1] existe una digréfica P3 coloreada D sin nicleo por P3 -trayectorias.

Consideremos D’ la multidigrafica 2K 1-coloreada construida como en lema
que reemplaza cada flecha (x,y) en D con color r por dos flechas de x
a y tales que una tiene color b y otra tiene color g. Por el lema[9.1.1] D’ no

tiene nicleo por 2}? 1-trayectorias dinamicas.

La segunda afirmacion es consecuencia directa de la primera afirmacion
y del lema [0.0.1}2 que dice que los patrones pancromaticos por trayectorias
dinamicas son cerrados bajo tomar subdigraficas inducidas. O]

nd
Observemos que si D’ es la multidigrafica 2K ;-coloreada obtenida como
en el lema [9.1.1] entonces la prueba de lema también es vélida para
<

H-caminos dindmicos. Sin embargo, no se sabe si P3 pertenece a %3 o no,
por lo que la version del teorema puede no ser cierta para los H-caminos
dindmicos. Sin embargo, consideremos los siguientes lemas.

<~
Lema 9.1.2. 5i 2K es patron pancromdtico por caminos dindmicos, enton-
4

ces P3 es patron pancromdtico por caminos.

<
Demostracion. Supongamos que 2K, es patrén pancromatico por caminos
dindmicos. Por el corolario sabemos que basta con probar que todas
nd e

o N . ., N .
las digraficas Ps-coloreadas tienen ntcleo por Ps-caminos, para demostrar
<~
que Pj3 es patron pancromaético por caminos.
<
Sea D una digrafica Ps-coloreada. Demostraremos que D tiene nicleo
3
<~

x4
por Pz-caminos. Construimos D', la multidigrafica 2K ;-coloreada obtenida
<>

como en el lema (9.1.1, Como 2K es un patrén pancromatico por caminos
<~

dinamicos, entonces D’ tiene un nticleo por 2K -caminos dinamicos, digamos
N.
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2K1 P3

2 'Y

D/

u u v
uO—>0v
Figura 9.2: Construccion para el lema .

Como ya hemos mencionado, la version del lema[9.1.1] para H-caminos di-
narmcos es valida, y garantiza que para cada x ,y € V(D) existe un

P3 -camino de x a y en D si y solo si hay un 2K1 -camino dindmico de x
a y en D'. Se sigue que N es un nicleo por P3 caminos en D.
<~

Por lo tanto, P3 es un patrén pancromatico por caminos. O

<
Lema 9.1.3. St 2K, no es patron pancromdtico por caminos dindmicos,
<~

entonces P3 no es patron pancromdtico por caminos.

<~
Demostracion. Probaremos que para cada multidigrafica 2K ;-coloreada D
nd And
existe una digrafica Ps-coloreada D’ tal que D tiene ntcleo por 2K j-caminos
<
dinamicos si y solo si D’ tiene nicleo por Ps-caminos.
<~

Construimos la digrafica Ps-coloreada D’ desde D, a través de las siguien-
tes modificaciones. Para cada par de vértices uy v en V(D) con |Fplu, v]| = 2,
entonces reemplazamos Fp|u, v] por una tnica flecha de u a v, f,,, con color
r, véase la figura

A4 e
Probaremos que todo 2K {-camino dinamico en D es un Psz-camino en D',
<

Sea W = (z = xg,...,2, = y) un 2K;-camino dinamico en D.

Notemos que si |Fp[x;, x;41]| = 1, para cadai € {0,1,...,n—1}, entonces
W es un camino monocromaético en D de color g o de color b. Por consecuen-

<

cia, W es un Ps-camino en D’. Ahora, supongamos que existe al menos una
i€{0,1,...,n—1} tal que |Fplz;, z;41]| = 2. Por definicion de D', la tnica
flecha en Fp/[z;, x;11] tiene color r. Por lo que cada cambio de flecha de W
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en D es un cambio de color de g 0 b a r 0 es un cambio de color de r a b o g.
<~ i xsd
Como r es un vértice universal en P3, entonces W es un Ps-camino en D',
<
Ahora, sea W' = (z = x¢,...,2, = y) un Pz-camino en D’. Probare-
<

mos que W’ es un 2K;-camino dindmico en D. Sea i € {0,1,...,n — 2},
consideremos las flechas (z;, z;11) ¥y (Zi41, Ti12) en D'. Tenemos casos.

» Si (24, 2;41) tiene color r y (z;11,%;+2) tiene color r in D', entonces
existen f; € Fplx;,xi1] ¥ fir1 € Fplxis1, Tiyo], ambas con color b en
D.

» Si (x;,x;41) tiene color 7y (241, T;42) tiene color b o g en D’ entonces
existen f;, f/ € Fplx;, x;41] tales que f; tiene color g y f! tiene color b
en D. Por definicion de D’ la tinica flecha en Fp[z;i1, 22| tiene color
b o color g. Por lo que, existen una flecha en Fp|x;,z;11] y una flecha
en Fplxii1,Tite) con el mismo color en D.

» Si (x;,2;41) tiene color b o color gy (z;41,%i12) tiene color r en D',
entonces existen fii1, fi,1 € Fpl&ii1,Ziyo] tales que fi41 tiene color
gy fi., tiene color b en D. Por definicion de D’ la tnica flecha en
Fplz;, ;1] tiene color b o color g. Por lo que, existen una flecha en
Fplz;, x;11] y una flecha en Fplx;1,2;42] con el mismo color en D.

» Si (24, 7;41) tiene color b o color gy (241, T;12) tiene color g o color b en
<>

D', entonces, como W’ es un P3-camino, la unica flecha en Fp[z;, z;1]
y la tnica flecha en Fp[z;i1, x;12] tienen el mismo color en D.

Por lo tanto, W’ es un 2?(1—camino dinamico en D. o

Por lo anterior, podemos concluir queHD tiene nicleo por 2K -caminos
dinamicos si y solo si D’ tiene ntcleo por Ps- caminos

Si 2K1 gé 95, entonces existe una multidigrafica 2K1 coloreada D sin na-

cleo por 2K 1-caminos dinamicos. Consideremos D', la digrafica P3 coloreada
construida desde D como arriba. Se sigue que D’ no tiene nucleo por

<> <>
Ps-caminos. Por lo tanto, P3 ¢ %s. O

4 4
De los lemas [9.1.2| y [9.1.3] se sigue que P3 € %3 si y solo si 2K, € Y.
<

Sin embargo, recordemos que el problema de determinar si P3 es un patron
3
pancromatico por caminos es un problema abierto, véase el problema [5.3.1}
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%
P2 Fl

*>
Figura 9.3: Patrones Py y F.

%
Sean Py y Fi los patrones representados en la figura El siguien-
te resultado nos da la equivalencia del problema de decisiéon entre si una

multidigrafica lgg—coloreada tiene nicleo por Igg—trayectorias dindmicas y
el problema de decision de si una digrafica Fj-coloreada tiene ntucleo por
F-trayectorias. Ademés, recordemos que el teorema [7.2.1| afirma que el pro-
blema de decision de determinar si una multidigrafica Fj-coloreada tiene
nucleo por Fi-trayectorias equivalente al problema de decision de determi-
nar si la digrafica Fi-coloreada, construida en la prueba, tiene niuicleo por
F-trayectorias o no.

~ — ~
Teorema 9.1.2. F| € #B5 si y solo si Py € 3.

Demostracion. Sea D una multidigrafica lgg—coloreada. Denotaremos por D
la multidigrafica Fj-coloreada obtenida a partir de D a través de las siguientes
modificaciones. Para cada par de vértices u y v en D con fi, fo € Fplu,v]
tales que f; tiene color by f, tiene color g, reemplazamos ambas flechas por
una unica flecha de u a v, euv,_f;on color r.

Sea W = (xo, ..., x,) una Py-trayectoria dinamica en D. Demostraremos
que W es F|-trayectoria en D. Si para todo par de vértices consecutivos
x; ¥ xiz1 en W oexiste a lo mas una flecha de x; a x;q, entonces W es
una Fi-trayectoria monocroméatica con color b o color g en D o W es una
Fi-trayectoria con un tinico cambio de color, de g a b, en D. Se sigue que W

es una Fi-trayectoria en D. En otro caso, existe ¢ € {0,...,n — 1} tal que
|Fplzi, xi11]| = 2. Por construccion de D para cada i € {0,...,n — 1} con
|Fpla;, zit1]| = 2, existe €4,5,,, € F(D) con color r. Como 7 es un vértice

universal en F}, entonces W es una F-trayectoria de x a y en D.
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Sea W = (xo,...,T,) una Fj-trayectoria en D. Probaremos que W es
_>

una Po-trayectoria dinamica en D. Sea i € {0,1,...,n — 2}, consideremos
(i, Tiv1) ¥ (i1, Tiyo). Tenemos 4 casos.

» Si (24, ;41) tiene color r y (x;41,z;49) tiene color r en D, entonces
existen f; € Fplx;,x;41] con color by fii1 € Fplxii1, 22| con color b
in D.

» Si (x;,2;41) tiene color r y (x;11,2;42) tiene color b o color g en lA),
entonces existen f;, f/ € Fplx;, x;41] tales que f; tiene color g y f/ tiene
color b en D. Por definicion de D la tmica flecha en F (i1, Tio] tiene
color b or g. Por lo que, existen una flecha en Fp[x;, ;1] y una flecha
en Fplx;i1, ;0] tales que ambas tienen el mismo color en D.

» Si (x;,2;41) tiene color b o color g y (x;41,2;42) tiene color r en D,
entonces existen fi1, fi,1 € Fplwiy1, Tito] tales que fix1 tiene color
gy fi;, tiene color b en D. Por definicién de D la tinica flecha en
Fplz;, x;11] tiene color b o color g. Por lo que, existen una flecha en
Fplz;,z;11] y una flecha en Fplr;i1,x;10] tales que ambas tienen el
mismo color en D.

» Si (x;,x;41) tiene color b o color g y (z;41,x;12) tiene color g o color
b en lA), entonces la unica flecha en Fplx;,z;11] v la tnica flecha en
Fplziy1,xi12] tienen el mismo color en D o la flecha de x; a x;,; tiene
color g y la flecha de z;,1 a x;,5 tiene color b, en ambos casos se implica

—

una flecha en P,.

_>
Por lo tanto, W es una Ps-trayectoria dindmica en D. Podemos concluir que
D tiene ntucleo por P2 -trayectorias dindmicas si y solo si D tiene nicleo por
Fi-trayectorias.
Si F1 € %3, entonces toda digrafica Fi-coloreada tiene niicleo por
F-trayectorias, en partlcular D tiene nicleo por Fi-trayectorias. Imphcando

que D tiene ntucleo por PQ -trayectorias dinamicas y, por lo tanto, P2 € 93
Para la implicacion reciproca, consideremos la siguiente construccion. Sea

_ —
D una digrafica Fi-coloreada. Sea D la multidigrafica Ps-coloreada obtenida
a partir de D a través de las siguientes modificaciones. Para cada par de
vértices u y v en D tales que (u,v) € F(D) tiene color r, reemplazamos esa
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flecha por dos flechas de u a v, digamos f y f’ tales que f tiene color by f’
tiene color g.
Sea W = (xg,...,2,) una Fj-trayectoria en D. Probaremos que W es
—

una P-trayectoria dinamica en D. Sea i € {0,1,...,n — 2}, consideremos
(i, Tix1) ¥V (Tip1, Tizr2). Tenemos 4 casos.

» Si (z;,2;41) tiene color 7y (x;11,2;42) tiene color r en D, entonces
existen f; € Fplx;,x;41] con color by fii1 € Fplxiy1, xiyo] con color b
in D.

» Si (x;,2;41) tiene color r y (x;11,2;42) tiene color b o color g en D,
entonces existen f;, f/ € Fplx;, x;11] tales que f; tiene color g y f/ tiene
color b en D. Por definicion de D la tnica flecha en Fp[z;, 1, 2;10] tiene
color b or g. Por lo que, existen una flecha en Fp|x;, z;11] y una flecha
en Fplzii1, zi10] tales que ambas tienen el mismo color en D,

» Si (7;,7,41) tiene color b o color g v (w1, 7;.9) tiene color r en D,
entonces existen fi11, fi,; € Fplriy1, o] tales que fiy1 tiene color
gy fl., tiene color b en D. Por definicion de D la tnica flecha en
Fplz;, ;1] tiene color b o color g. Por lo que, existen una flecha en
Fplzi, xi11] v una flecha en Fplr;iq,x;12] tales que ambas tienen el

mismo color en D.

» Si (z;,x;11) tiene color b o color g y (41, %i42) tiene color g o color
b en D, entonces la tnica flecha en Fplz;,7;,1] v la tnica flecha en
Fplii1, Tiyo] tienen el mismo color en D o la flecha de z; a z;,; tiene
color g v la flecha de x;,1 a ;.5 tiene color b, en ambos casos se implica

una flecha en Fj.

- _
Por lo tanto, W es una Ps-trayectoria dinamica en D.
=

Sea W = (zq, ..., 7,) una Py-trayectoria dinamica en D. Demostraremos
que W es Fy-trayectoria en D. Si para todo par de vértices consecutivos ;
y Tjy1 en W existe a lo mas una flecha de z; a Zir1 en D, entonces W es
una Fj-trayectoria monocromética con color b o color g en D o W es una
F)-trayectoria con un tinico cambio de color, de g a b, en D. Se sigue que W

es una Fi-trayectoria en D. En otro caso, existe i € {0,...,n — 1} tal que
|Fp[zi, xi11]| = 2. Por construccion de D para cada i € {0,...,n — 1} con
|Fp[i, Tiv1]| = 2, existe eg,q,,, € F/(D) con color 7. Como 7 es un vértice

universal en F), entonces W es una F-trayectoria de x a y en D.
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Podemos concluir que D tiene nicleo por Fi-trayectorias si y s6lo si D
_>
tiene niucleo por Ps-trayectorias dindmicas.
—

~ —
Si Py € %3, entonces toda digrafica Ps-coloreada tiene nticleo por
ﬁ

_ —
Ps-trayectorias dinamicas, entonces D tiene niicleo por Ps-trayectorias di-
namicas. Implicando que D tiene ntcleo por Fi-trayectorias. Por el teorema
se tiene que F} € ;.
O

Dado que la pertenencia de Fj a @3 es un problema abierto, por el teorema
—

9.1.2| la pertenencia de Ps a @3 también es un problema abierto. Observe-
mos que el teorema también es cierto si hablamos de Fj-caminos y
ﬁ

Py-caminos dinamicos. No obstante, en [1|, Arpin y Linek probaron que

_)
Fy € %3, luego, Py € 9.
Como ya hemos mencionado, hay 16 patrones reflexivos no isomorfos de

orden 3, véase la figura [9.4] Analicemos cuales de ellos estan, o no, en @3
<—> And g

Por el teorema 9. 1 1|tenemos que las digraficas K2+K1, 2K 10K, P2+K1,

Kl L 2K17 3K17 Pg, Pg, F2 y F3 no pertenecen a .@3

Recordemos que si D es una digrafica, entonces D tiene un ntucleo por
H-trayectorias si y solo si D tiene un niicleo por H-trayectorias dinamicas.
Sea H = {T3, Fy,Cs}, notemos que ninguno de los elementos de H es un
patrén pancromatico por trayectorias, mas atn, todos cumplen las hipoétesis
del lema [7.0.1] este lema muestra como construir una digrafica H-coloreada
D sin nucleo por H-trayectorias, con H € H. Por lo tanto, H ¢ %5, para
toda H € H. o o o

Por otro lado, K1 ° K2 y K2 ° K1 se pueden contraer a P2 Por el lema

9.0.2| se tiene que K1 ° KQ y Kg ° K1 pertenecen a @3 si y solo si Pg € .@3

Como ya hemos mencionado, K 3 € .@3

Hemos tratado todos los patrones reflexivos con tres vértices, excepto por
Fy. Probaremos un resultado similar al lema y al teorema [9.1.2

Sea D una multidigrafica Fj-coloreada. Denotamos por D la digrafica
Fi-coloreada obtenida a partir de D por el siguiente procedimiento. Para
cada par de vértices u y v en D tales que hay al menos dos flechas de u a v,
reemplazamos F'p[u, v] por una unica flecha e,, de color r.

Lema 9.1.4. Para cada x,y € V(D) = V(D) existe una Fi-trayectoria
dindmica de x ay en D si y solo si hay una Fi-trayectoria de x ay en D.
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And And And —
Kg Fl K1.2K1 P3
x4 x4 PN
Ky + K, 2K 0 K, 3K, Fy
o s oo j\b
R R — > —
K10K2 P2+K1 03 F3
oo @/K‘?
< < —
KQ.Kl T3 P3 F4

WA

Figura 9.4: Patrones reflexivos no isomorfos de orden 3.
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Demostracion. Sea W = (xy, ..., x,) una Fj-trayectoria dinamica en D. De-
mostraremos que W es Fj-trayectoria en D. Si para todo par de vértices
consecutivos x; y ;11 en W existe a lo mas una flecha de x; a z;, 1, entonces
W es una Fi-trayectoria en D. En otro caso, existe ¢ € {0,...,n—1} tal que
|Fiplzi, x;44]| > 2. Por construccion de D para cada i € {0,...,n — 1} con
|Fplxi, xi11]| > 2, existe €3,4,,, € F([?) con color 7. Como r es un vértice
universal en Fy, entonces W es una Fy-trayectoria de z a y en D.

Sea W = (xo,...,T,) una Fj-trayectoria en D. Probaremos que W es
una Fi-trayectoria dinamica en D. Sea i € {0,1,...,n — 2}, consideremos

(i, Tiv1) ¥ (i1, Tiyo). Tenemos 4 casos.

» Si |Fplzi, i)l = 1y |Fplxisr, Tipa]| = 1, entonces ambas flechas
siguen presentes en D, por lo que sus colores son una flecha en F7.

» Si |Fplzg,zia]] > 2y |Fplrisi,zie]| = 1, entonces existen
fis [l € Fplxs, x41] tales que al menos una de las dos tiene color r
o color g. Notemos que V(Fy) = Nf (r) = N7, (g), por lo que el color
de dicha flecha con el color de la tnica flecha en Fp[z; 1, ;2] forman
una flecha en Fj.

» Si |Fplr,zia]] = 1y |Fplriti,zie]| > 2, entonces existen
fir1, fli1 € Fplwis1, xiyo] tales que al menos una de las dos tiene color
r o color b. Notemos que V(Fy) = Ny (1) = N, (b), por lo que el color
de dicha flecha con el color de la tunica flecha en Fplz;, z;41] forman
una flecha en Fj.

= Si ’FD[IL‘Z',J]Z‘+1]’ Z 2 y |FD[ZL‘Z'+1,ZL'Z‘+2]| Z 2, entonces existen
fis fl € Fplxi, xi41] tales que al menos una de las dos tiene color r
o color g, y existen fi11, fi,1 € Fp[%it1, Tit2] tales que al menos una de
las dos tiene color 7 o color b. Notemos que V (Fy) = N (r) = Nf (9) ¥
V(F1) = Ng, (r) = Np, (b), por lo que el color de la flecha en Fip[x;, 7411],
con color r o color g, con el color de la flecha en Fp[z; 1, 2;12], con color
r o color b, forman una flecha en Fj.

Por lo tanto, W es una Fy-trayectoria dinamica en D. O
Corolario 9.1.1. F| € ég sty solo si Fy € %73

Demostracion. Notemos que el teorema garantiza que si toda digrafica
Fi-coloreada tiene nicleo por Fi-trayectorias, entonces F; € %B3. Como toda
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digrafica es una multidigrafica, y en una digrafica Fij-coloreada los nicleos
por Fi-trayectorias dinamicas son los nicleos por Fi-trayectorias, se sigue
que si F| € 93, entonces I € %3

Supongamos que I} € %s. Sea D una multidigrafica Fy-coloreada y D la
digréfica construida como en el lema(9.1.4] reemplazando las flechas paralelas
entre dos vértices por una unica flecha con color r. Como F} € %3, entonces
D tiene nicleo por Fi-trayectorias, més aun, por le lema , se sigue que
D tiene ntucleo por Fi-trayectorias dindmicas. Por lo tanto, I} € Zs. O

Del corolario anterior y del teorema |9.1.2| podemos afirmar que lgz € @3
siy solo si I} € 9s.

Ahora, analicemos cudales patrones reflexivos de orden tres pertenecen, o
no, a s, véase la figura ;_>

Como ya hemos dicho, K3 es un patréon pancromatico por caminos di-
< < < < —

namicos. Notemos que K, ¢ K1 v K, e K5 se pueden contraer a Psy, que
<> Ed

es un patrén pancromatico por caminos dinamicos, por lo que K, @ K y
x4 x4

K, e K5 también lo son. Por otro lado, notemos que como F} es un patrén
pancromatico por caminos y, tanto el lema [9.1.4) como el corolario 9.1.1| son
validos para Fj-caminos y Fj-caminos dinamicos, se sigue que Fj es un patron
pancromatico por caminos dindmicos.

Recordemos que si D es una digrafica, entonces D tiene un ntcleo por
H-caminos si y s6lo si D tiene un niicleo por H-caminos dindmicos. Sea

<~ e — <~ <~ —

= {2K;, ¢ K1, Py + K4,T3,3K,Cs, P3, F3, Fy}, notemos que ninguno
de los elementos de H¢e es un patréon pancroméatico por caminos, mas aun,
todos cumplen las hipotesis del lema [5.0.1, este lema muestra como cons-
truir una digrafica H-coloreada D sin ntcleo por H-caminos, con H € Hc.
Por lo tanto, H ¢ 75, para toda H E He. Més atn, en [1| Arpin y Li-
nek exhlbleron una digréfica K 1 2K 1- coloreada que no tiene nicleo por

<>
Ko 2K1 caminos, dicho ejemplo muestra que K1 ° 2K1 no es un patréon

pancroméatico por caminos dindmicos.
<>
Con respecto a P3 consideremos el siguiente teorema.

<
Teorema 9.1.3. P53 es un patron pancromdtico por caminos dindmicos si

<~
solo st P3 es un patréon pancromdlico por caminos.

Demostracion. Primero, probaremos que para cada multidigrafica
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a <~ ~
Ps-coloreada D existe un digrafica Ps-coloreada D tal que D tiene ntcleo

<~ ~ And
por Ps-caminos dindmicos si y solo si D tiene niicleo por P3-caminos. Sea

g
P3 como en la figura

<> ~
Sea D una multidigrafica Ps-coloreada. Denotamos por D la digrafica

And
P3-coloreada obtenida desde D, tras las siguientes modificaciones. Para cada
par de vértices u y v en V(D) con |Fplu,v]| > 2, reemplazamos Fplu,v] por

una tnica flecha de u a v, digamos e,,,, con color r.
A4

< ~
Probaremos que todo Ps-camino dindmico en D es un Ps-camino en D.
<~
Sea W = (z = x9,...,2, = y) un Ps-camino en D.
Notemos que si |Fp[x;, x;11]| = 1 para cadai € {0,1,...,n— 1}, entonces
<~ <~

W es P3-camino dinamico sin cambios de flecha, esto es, W es un P3-camino

en D. Ahora supongamos que existe al menos una i € {0,1,...,n — 1} tal

que |Fplx;, xi11]| > 2, entonces la unica flecha en Fplz;, x;41] tiene color r.
x4

Como r es un vértice universal en Ps, entonces (r;_1,Z;, Tit1,Ti12) €S un

nd ~ g ~
Ps-camino en D. Por lo que, W es un Ps-camino en D.

~ nd ~
Reciprocamente, sea W = (z = zq,...,z, = y) un P3-camino en D. De-
~ i xed

mostraremos que W es un Psz-camino dindmico en D. Sea
i €{0,1,...,n — 2}, consideremos las flechas (z;,z;41) v (%41, Tite) en D.
Tenemos casos.

= Si|Fp[zi, ziy1]| = 1y |Fpl2iy1, wiro]| = 1, entonces las flechas (2, 7;41)
Y (Ziy1,Tis2) estan en D y en D, por lo que sus colores forman una
<>
flecha en Ps.
= Si |FD[IL‘Z',.Z'1‘+1]| Z 2 y |FD[xi+17Ii+2]| = 17 entonces existen

fis fl € Fplx;, ;1] tales que al menos una de ellas tiene color 7 o
tiene el mismo color de la tnica flecha en Fplz;i1,z;12]. Como r es un

<~ <~
vértice universal en P53y P3 es reflexiva, se sigue que el color de una
de estas flechas con el color de la tnica flecha en Fpx;, 1, z;yo] forman

<>
una flecha en Ps.

= Si |FD[IL‘Z',.Z'1‘+1]| = 1 y |FD[$Z‘+1,JZ1‘+2H Z 27 entonces existen
fi1, fiy1 € Fplxitr, iyo] tales que al menos una de ellas tiene r o
tiene el mismo color que la tunica flecha en Fplz;, z;41]. Como 7 es un
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<> s
vértice universal P3 y Pj es reflexiva, se sigue que el color de una de

estas flechas con el color de la unica flecha en Fplz;, z;41] forman una
<«
flecha en Ps;.

» Si |Fplrg,zin]l > 2y |Fplwigi,xie]| > 2, entonces existen
fi, i € Fpleg,xipa] y fi+1’f{+1 € Fplrit1,7i9). Como r es un vér-
<>

tice universal en Ps, si f; o f! tiene color r, entonces el color de esta
flecha con el color de cualquier otra flecha en Fplz;i1, x; 2] forman una

flecha en P3 Anélogamente, si f;11 o fj,; tiene color r, entonces el
color de esta flecha con el color de cualquier otra flecha en Fp[z;, ;1]

<
forman un flecha en P3. Por lo que, supongamos que ninguna de las
flechas f;, f{, fix1 o fi,, tiene color r. Se sigue que, f; o f/ tiene color
<~

by fi+1 0 f,, tiene color b; estos colores forman una flecha en Ps.

Por lo tanto, W es un gg—camino dindmico en D.

Por lo anterior, podemos concluir que D tiene nucleo por Jgg—caminos
dinamicos si y solo si D tiene nicleo por Ps-caminos.

Supongaﬁmos que ]%3 € A3, se sigue que cada gigraﬁca 1%3—Coloreada tiene
ntcleo por Pg—cgminos. Sea D un multidigrafica Ps-coloreada. Consideremos
D, la digrafica Ps-coloreada construida desde D como se describe arriba. Se

~ <
sigueH que, D tiene nucleo por Ps-caminos, g por consecuencia, D tiene niucleo
por Ps-caminos dinamicos. Por lo tanto, P3 € Z5.

Reciprocamente,{_}si ?5 € 95, entonces toda multidigrafica Igg—coloreada
tiene nicleo por Ps3-caminos dinémicos en particular, toda digrafica
PS Coloreada tiene nucleo por P3 Camlnos dindmicos. Como en cada di-
graﬁca P3 coloreada un ntcleo por P3 cammos dindmicos es un nicleo por

P3 caminos. Se sigue que toda digrafica P3 coloreada tiene niucleo por
<>

Ps-caminos. Por el lema |5.2.1] podemos concluir que P3 € Hs. O

<~ <~
Del teorema, anterior, tenemos que P3 € .@3 si y solo si P3 € ,%’3, y esto
sucede, como ya hemos dicho, si y solo si 2K1 € .@3 Por lo tanto, P3 € YDy

si y solo si 2K1 € 5. Mas altn, notemos que K2 + Kl se puede contraer
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a 2?(1, por lo que ?(2 + l?l € Y5 si y solo si 2[%1 € 5. Sin embargo,
determinar si cualquiera de los patrones mencionados, en este parrafo, son
patrones pancrométicos por caminos dindmicos, o no, es un problema abierto.

La pertenencia del patron F; a la familia &5, lo dejamos como un proble-
ma abierto.

Toda la informaciéon anterior, la resumimos en la tabla [0.1] en la que v/
significa que el patron pertenece a la familia, X significa que el patrén no
pertenece a la familia y P.A. significa que es su pertenencia a la familia es
un problema abierto.

9.2. Estructura y problemas abiertos de los Pa-
trones pancromaticos dinamicos

Con la informacién de las secciones anteriores es posible hablar de la
estructura de los patrones pancromaticos por trayectorias dinamicas, en tér-
minos de subdigraficas prohibidas.

Sea }"D 1a famllla de dlgraﬁcas que contlene como elementos a 2K Ky,

K2 + Kl; 2K1 'Kl, Pz + Kl; 13, Kl '2K1> 3K1, 037 P3, Fy, F3, Fyy P3>
véase la figura [9.4] El siguiente lema describe la estructura de las digraficas
Fp-libres. La prueba del lema estd en [12] v se debe a Galeana Sanchez y
Hernandez Cruz.

Lema 9.2.1. [12] Una digrifica refleziva H es Fp-libre si y sélo si V(H)
admite una particion (V1,Va) tal que H[V;] es una digrifica reflexiva completa,
con i € {1,2}, y todo vértice de Vi es adyacente hacia a todo vértice de Vy y
algunos vértices de Vo pueden ser adyacentes hacia algunos vértices de V.

El lema anterior nos dice que las digraficas reflexivas que son Fp-libres

son unicamente las digraficas bicompletas.
— < s <

Por ahora, a excepcion de los patrones Py, K1 e Ko, Ky @ }%l y Fi, te-
nemos una clasificaciéon completa de los patrones de orden menor a 3; mas
aln, determinar si alguno es un patrén pancromatico por trayectorias diné-
micas determina la pertenencia, o no, de los otros patrones. Las digraficas
que no estan en F p son patrones pancromaticos por trayectorlas dinamicas,

y las digraficas en ]:D no lo son. Aunque no sabemos si PQ es un patréon
pancromatico por trayectorias, tenemos suficiente informaciéon para describir
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N

Patrén
<~
Ky
~
K
2K,
4)
Py
<~
K
~ —
Ko+ K,y
<~ ~
Kl .KQ
—
Kg.Kl
— <~
2K1 .Kl
— —
Py + Ky
13
~ —
Kl .2K1

3K,
Fy

DR

p_U

.
:[>X

\

)—U
XXX;D\XXXXX\\;D\\?D\\

o |
il

X | X | X|X | X

g
>

;—U

X
P.A.

il
X X | x [ x|[x]|x

Tabla 9.1: Tabla que resume la pertenencia a las familias @3 y D3
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— ~
completamente lo que sucede si Py ¢ %5, y proporcionar una estructura de-
finida de los patrones pancromaticos por trayectorias dindmicas si ocurre lo
contrario.

— —~ ~
Teorema 9.2.1. Sea H un patrén reflexivo. Si Py ¢ 5, entonces H € P4
sty solo si H es una digrdfica completa.

Demostracion. Sea H € 5. Por el teorema [9.1.1, sabemos que H es una
3 J
%
digrafica semicompleta. Més ain, como P, no es un patrén pancromaético
?
por trayectorias dindmicas y por el lema 2, se tiene que entre cualquier
par de vértices existe una flecha simétrica entre ellos. Es decir, H es completa.

<~
Para la implicacién reciproca, basta notar que K, se puede contraer a
<>

K1, que es un patréon pancromatico por trayectorias dindmicas. Por el lema
<~ ~
9.0.2, se sigue que K,, € I3 para todo n € IN. O

— ~
Teorema 9.2.2. Sea H un patron reflexivo y suponga que Py € P3. Si
H € 95, entonces H es una digrdfica bicompleta.

Demostracion. Sea H un patron pancromético por trayectorias dindmicas.
Como ya hemos observado, los elementos de Fp no son patrones pancromaé-
ticos por trayectorias dinamicas. Por el lema[9.0.12, H no contiene a ningtin
elemento de Fp como subdigrafica inducida, es decir, Fp-libre. Por el lema
se sigue que H es una digrafica bicompleta. m

A continuacién, proponemos dos problemas con respecto a los patrones
pancromaticos por trayectorias dindmicas.
_>
Problema 9.2.1. Determinar si Py es un patron pancromdtico por trayec-
torias dindmicas.

4
Problema 9.2.2. Encontrar una multidigrdfica 2K -coloreada sin nicleo por

<
2K -trayectorias dindmicas.

Si la respuesta al problema [9.2.1] es negativa, esto resuelve la caracteri-
zacion de los patrones pancrométicas por trayectorias dindmicas. Una res-
puesta positiva lleva a preguntar si hay otras obstrucciones minimas, para
que una digrifica sea un patréon pancromatico por trayectorias dinamicas.
Cualquier obstruccién minima de este tipo debe ser Fp-libre y, por lo tanto,
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tiene que ser una digrafica bicompleta; si no existe tal obstruccion, la impli-
cacion reciproca al teorema 9.2.2| es verdadera, lo que da como resultado una
caracterizacion.

Respecto al problema [9.2.2] recordemos que las pruebas del lema y
del teorema [9.1.1| no son constructivas, por lo tanto, no se tiene un ejemplo

de una multidigrafica 2K ;-coloreada con la propiedad deseada.

Anélogamente, con la informacién de las secciones anteriores es posible
hablar de la estructura de los patrones pancromaticos por caminos dinami-
cos, en términos de subdigréaficas prohibidas. Dicha estructura depende de la

s

pertenencia o no de 2K, a 5.

<~
Teorema 9.2.3. Sea H un patrén y supongamos que 2K, € 95. Si H € s,
<>

entonces H se puede contraer a 2K, o H es una digrdfica cuasibicompleta.

Demostracion. Observemos que el teorema tiene la misma conclusion
que el teorema [5.3.1} mas atn, la demostracion del teorema [5.3.1{ inicamente
esta basado en que B es Cerrado baJo tomar subdigréficas inducidas y que

2K1 oKl, P2 +K1, T3, K1 02K1, 3K1, C’3, P3, F3 y Fj no son subdigraficas
inducidas de ningtin patrén pancromatico por caminos. Notemos que, como

D3 es Cerrado bajo tomar subdlgraﬁcas 1nduc1das y como hlpotesns se tlene
A4

que 2K1 pertenece a s, se sigue que 2K10K1 P2—|—K1, T3, Kl 02K1, 3K1,
Cg, P3, F3 y Fy no son subdigraficas inducidas de ningtn patrén pancroma-
tico por caminos dindmicos. Por lo tanto, la demostracion del teorema [5.3.1
es valida para los patrones pancromaticos por caminos dinamicos. O

<>
Teorema 9.2.4. Sea H un patron y suponga que 2K, ¢ Z3. Si H € s,
entonces V(H) admite una particion (Vi, Va) tales que V; induce una digrdfica
reflexiva completa, con i € {1,2}, cada vértice en Vi es adyacente hacia cada

vértice en Vy y los vértices de Vo pueden ser adyacentes hacia algunos vértices
en Vj.

Demostracion. Observemos que si 2}_(> 1 ¢ 5, entonces los patrones pancro-
maticos por caminos dinamicos y los patrones pancromaticos por trayectorias
dindmicas tienen las mismas subdigraficas inducidas prohibidas con a lo mas
tres vértices. Como las demostraciones del lema y del teorema [9.2.2
estdn basadas, unicamente, en las subdigraficas inducidas prohibidas con a
lo méas tres vértices. Se sigue el resultado deseado. O]
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<>
El teorema [9.2.3| establece que si 2K, € %3, entonces todos los patrones

And
pancromaticos por caminos dindmicos pueden contraerse a 2K 1 o son digra-
4 e

ficas cuasibicompletas, pero como en el teorema [5.3.1) notemos que K 2K
es una digrafica cuasibicompleta, pero no es un patréon pancromaético por ca-
minos dindmicos. Por lo tanto, la implicacion reciproca del teorema [9.2.3| es
falsa.

Para finalizar el capitulo, proponemos los siguientes problemas abiertos
con respecto a los patrones pancromaéaticos por caminos dinamicos.

s <~ <~ <~
Problema 9.2.3. Determinar si 2K, Ko + K1 y P3 son palrones pancro-
mdticos por caminos dindmicos.

Problema 9.2.4. Determinar si Fy es un patron pancromdtico por caminos
dindmicos.

Determinar si algiin patrén en el problema [9.2.3| pertenece a 3 resuelve
todo el problema. Una respuesta negativa al problema implica que todos
los patrones pancrométicos por caminos dindmicos son digraficas semicom-
pletas, en particular, son digraficas bicompletas, ademaés, el problema [9.2.4
serfa falso. Por lo tanto, podemos preguntarnos si hay otras obstrucciones
minimas para que una digrafica sea un patrén pancromético por caminos di-
namicos. Cualquiera de estas obstrucciones minimas deben de ser digraficas
bicompletas; si no existen tales obstrucciones, la implicacién reciproca al teo-
rema[9.2.4]es verdadera, dando como resultado una caracterizacion de los pa-
trones pancrométicos por caminos dinamicos. Si el problema tiene una
respuesta positiva, entonces todos los patrones pancromaticos por caminos

A nsd
dindmicos son digraficas cuasibicompletas o pueden contraerse a 2/, como
en el otro caso, podemos preguntarnos si hay otras obstrucciones minimas
para que un digrafica sea un patrén pancromatico por caminos dinamicos.

Notemos que cada obstruccion minima es una digréfica cuasibicompleta, por
And 4

ejemplo, como ya dijimos, K, e 2/ es una obstruccién minima, atin maés,
resolver el problema determina si F, es una obstruccién minima.
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Conclusiones

Este trabajo comienza con un breve recuento de la evoluciéon de los ni-
cleos en digraficas, hasta llegar a los niicleos por H-caminos. Al empezar este
trabajo, ya se sabia que la existencia de un nticleo por H-caminos en una
multidigrafica H-coloreada, no necesariamente implicaba la existencia de un
nucleo por H-trayectorias en la misma multidigrafica; esto se debe a que,
a diferencia de lo que pasa con los caminos y trayectorias en una multidi-
grafica, no todo H-camino contiene una H-trayectoria con los mismos vérti-
ces extremos. Analizando las diferencias, entre H-caminos y H-trayectorias
se exhibieron familias infinitas de multidigraficas que contienen nicleo por
H-caminos y no tienen niicleo por H-trayectorias, y viceversa. Marcando la
diferencia entre estos dos conceptos; sin embargo, por definiciéon, los con-
ceptos son muy cercanos. Por lo que, se prob6 que los patrones H para los
cuales no importa que multidigrafica ni que H-coloracion se tomen, todo
H-camino contiene una H-trayectoria con los mismos vértices extremos, son
exactamente los patrones transitivos.

Desde que comenzamos este trabajo, se buscod aprovechar las diferencias
y similitudes de entre H-caminos y H-trayectorias, asi como el trabajo pre-
vio realizado para las familias %;, para de esta manera definir y tratar de
caracterizar a los patrones de las familias %;, basadas en el alcance por
H-trayectorias. Para alcanzar esta meta, estudiamos a fondo, aunque no ex-
clusivamente, a los patrones que pertenecen a %, y 3. Para los cuales ya se
tenfan caracterizaciones completas. Al estudiar las pruebas presentadas para
la caracterizacion de los patrones pancrométicos por caminos, pudimos notar
un error en la demostracion del lema principal de la caracterizacion. Aunque
el error no prueba que el resultado es falso, deja abierta la caracterizacion;
ademas de generar otros problemas abiertos, en particular la pertenencia de
dos patrones de orden 3.

Regresando a #A3. Aunque desafortunadamente no pudimos caracterizar
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a los patrones pancromaticos por trayectorias, demostramos que estos tienen
una estructura muy bien definida. En el proceso, tras un exhaustivo anélisis
del patron Fi, notamos que la definicién de H-camino se hace sobre multi-
digraficas; sin embargo, la propiedad de tener méas de una flecha entre dos
vértices en la misma direcciéon, no habia sido explotada. De esta manera,
surgid la idea de los H-caminos dindmicos. Después de mostrar que real-
mente era un concepto distinto, aunque muy cercano a los ya mencionados,
nos enfocamos en las familias andlogas a las ya definidas pero basadas en el
alcance por H-caminos dindmicos y H-trayectorias dindmicas. Sin embargo,
con este concepto surgen muchas més preguntas, y oportunidades de temas
investigacion. _

_ Cabe mencionar que, en general, el estudio de las familias %, %1, 2, y
2, ha sido muy superficial. Por lo que, las aportaciones para estas familias
ayudarian mucho para encaminarse a una posible caracterizacion.

Para finalizar, en este trabajo obtuvimos resultados originales. Los cuales
se traducen en avances significativos en las caracterizaciones de los patrones
pancromaticos por caminos, por trayectorias, por caminos dindmicos y por
trayectorias dinamicas. De la misma manera, a lo largo del trabajo fuimos
planteando problemas de interés, para futuros temas de investigacion.



Bibliografia

[1]

2]

131

4]

[5]

[6]

17l

18]

19]

Arpin, P. y V. Linek: Reachability problems in edge-colored digraphs.
Discrete Mathematics, 307(17):2276 — 2289, 2007.

Bang-Jensen, J. y G. Z. Gutin: Digraphs: Theory, Algorithms and Ap-
plications. Springer-Verlag London, 22 edicion, 2008.

Berge, C.: Graphs. North-Holland Mathematical Library. North Holland,
1985.

Bondy, J. A. y U. S. R. Murty: Graph Theory, volumen 244 de Graduate
Texts in Mathematics. Springer-Verlag London, 2008.

Bousquet, N., W. Lochet y S. Thomassé: A proof of the Er-
dds—Sands—Sauer—Woodrow conjecture. Journal of Combinatorial
Theory, Series B, 137:316 — 319, 2019.

Chvéatal, V.: On the computational complezity of finding a kernel. Infor-
me técnico, Centre de Recherches Mathématiques, Université de Mon-
tréal, 1973.

Corneil, D. G., H. Lerchs y L.Stewart Burlingham: Complement reducible
graphs. Discrete Applied Mathematics, 3(3):163 — 174, 1981.

Delgado-Escalante, P. y H. Galeana-Sanchez: Restricted domination in
arc-colored digraphs. AKCE Int. J. Comb., 1:95-104, 2014.

Duchet, P.: Graphes Noyau-Parfaits. En Hammer, Peter L. (editor):
Combinatorics 79, volumen 9 de Annals of Discrete Mathematics, pagi-

nas 93 — 101. Elsevier, 1980.

127



128

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

21

BIBLIOGRAFIA

Galeana-Sanchez, H.: On monochromatic paths and monochromatic cy-
cles in edge coloured tournaments. Discrete Mathematics, 156(1):103 —
112, 1996.

Galeana-Sanchez, H. y R. Strausz: On panchromatic patterns. Discrete
Mathematics, 339(10):2536 — 2542, 2016.

Galeana-Sanchez, H. y C. Hernandez-Cruz: A dichotomy for the kernel
by H-walks problem in digraphs. Journal of Graph Theory, 90(3):213-
226, 2019.

Hahn, G., P. Ille y R. E. Woodrow: Absorbing sets in arc-coloured tour-
naments. Discrete Mathematics, 283(1):93 — 99, 2004.

Hell, P.: Graph partitions with prescribed patterns. European Journal of
Combinatorics, 35:335 — 353, 2014.

Hell, P. y C. Hernandez-Cruz: Minimal digraph obstructions for small
matrices. ArXiv, arXiv:1605.09587, 2016. https://arxiv.org/abs/
1605.09587.

Landau, H. G.: On dominance relations and the structure of animal so-
cieties: 1II The condition for a score structure. The Bulletin of Mathe-
matical Biophysics, 15(2):143-148, 1953.

Linek, V. y B. Sands: A note on paths in edge-coloured tournaments.
Ars Combinatoria, 44:225-228, 1996.

Minggang, S.: On monochromatic paths in m-coloured tournaments.
Journal of Combinatorial Theory, Series B, 45(1):108 — 111, 1988.

Morgenstern, O. y J. Von Neumann: Theory of Games and Economic
Behavior. Princeton University Press, 1944.

Reid, K. B.: Monotone reachability in arc-colored tournaments. Congr.
Numer., 146:131-141, 2000.

Sanchez Lopez, R.. H-trayectorias y H-caminos en digrificas H-
coloreadas. Tesis de Doctorado, UNAM, 2013.


https://arxiv.org/abs/1605.09587
https://arxiv.org/abs/1605.09587

BIBLIOGRAFIA 129

[22] Sands, B., N. Sauer y R. Woodrow: On monochromatic paths in edge-
coloured digraphs. Journal of Combinatorial Theory, Series B, 33(3):271
— 275, 1982.



	Portada
	Prefacio
	Índice General
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Introducción Histórica
	Capítulo 3. H-trayectorias y H-caminos
	Capítulo 4. Familias Bᵢ
	Capítulo 5. Familia B₃: Patronespancromáticos por Caminos
	Capítulo 6. Familias Bᵢ
	Capítulo 7. Familia B₃: Patronespancromáticos por Trayectorias
	Capítulo 8. H-caminos Dinámicos y H-trayectorias dinámicas

	Capítulo 9. Familias e Dᵢ y Dᵢ
	Conclusiones
	Bibliografía

