
 

 

 

 
 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO 
PROGRAMA DE MAESTRÍA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMÁTICAS Y 

DE LA ESPECIALIZACIÓN EN ESTADÍSTICA APLICADA 
  
 
 

PATRONES PANCROMÁTICOS 
 
 
 

TESIS 
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE: 

DOCTOR EN CIENCIAS 
 
 
 
 

PRESENTA: 
GERMÁN BENÍTEZ BOBADILLA 

 
 
 
 

DIRECTORA DE LA TESIS 
DRA. HORTENSIA GALEANA SÁNCHEZ, INSTITUTO DE MATEMÁTICAS UNAM 

 
 

MIEMBROS DEL COMITÉ TUTOR 
DR. HUGO ALBERTO RINCÓN MEJÍA, FACULTAD DE CIENCIAS UNAM 

DR. ILÁN ABRAHAM GOLDFEDER ORTIZ, PROGRAMA DE MAESTRÍA Y 
DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMÁTICAS Y DE LA ESPECIALIZACIÓN EN 

ESTADÍSTICA APLICADA 
 

 
CIUDAD DE MÉXICO, SEPTIEMBRE 2020.  



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



Prefacio

En este trabajo de investigación se tratan temas muy especializados. Por
esta razón, el primer capítulo es dedicado a las de�niciones necesarias para
entender el contenido del texto, tratando de que éste sea autocontenido; sin
embargo, debido a su extensión, referimos al lector a [2] y [4] para material
básico y complementario. La primera parte es dedicada a las de�niciones
básicas de multidigrá�cas y digrá�cas, así como las de�niciones de conjunto
absorbente y conjunto independiente, las que nos llevan al concepto de núcleo
de una multidigrá�ca. En la segunda parte damos las de�niciones de algunos
tipos de multidigrá�cas, de submultidigrá�cas y de algunas operaciones entre
multidigrá�cas y para multidigrá�cas, que son usadas a lo largo del trabajo.

En el segundo capítulo, llamado Introducción Histórica, es un breve resu-
men de la evolución de teoría de núcleos en digrá�cas, desde su surgimiento
en economía. Debido a que no toda digrá�ca tiene un núcleo, es importante
apuntar que Chvátal probó en [6] que el problema de decisión de determinar
si una digrá�ca tiene núcleo o no, es un problema NP-completo. Empezando
con las generalizaciones, a través del alcance entre los vértices de una digrá-
�ca, de�nimos a los núcleos por caminos (trayectorias) en una digrá�ca; que
a diferencia de los núcleos, toda digrá�ca tiene un núcleo por caminos (tra-
yectorias). Continuando con las generalizaciones de núcleos, hablamos de los
núcleos por trayectorias monocromáticas en multidigrá�cas con las �echas
coloreadas, que han sido ampliamente estudiados. En 1982, Sands, Sauer y
Woodrow probaron que toda multidigrá�ca 2-coloreada contiene un núcleo
por trayectorias monocromáticas, para el caso in�nito se necesita una hi-
pótesis adicional. En su trabajo plantean la siguiente pregunta que se debe
a Erd®s: ¾es cierto que para cada n, existe un entero positvo más pequeño
f(n) tal que cada torneo n-coloreado contiene un conjunto S de f(n) vértices
con la propiedad de que S es absorbente por trayectorias monocromáticas?,
en particular, ¾f(3) = 3? Recientemente, Bousquet, Lochet y Thomassé

I



II PREFACIO

demostraron que para cada k, existe un entero f(k) tal que si T es una mul-
tidigrá�ca semicompleta cuyo conjunto de �echas es la unión de k conjuntos
de �echas cuasi ordenados, entonces la cardinalidad del conjunto dominante
más pequeño de T es menor que f(k) [5]. Dado que el cierre transitivo de
cada clase de color se puede ver como un cuasi orden, se sigue que, el proble-
ma Erd®s-Sands-Sauer-Woodrow puede deducirse del resultado de Bousquet,
Lochet y Thomassé. Es importante notar que el resultado de Sands, Sauer y
Woodrow a�rma que no importa la multidigrá�ca ni la forma de colorearla,
si se hace con dos colores, entonces siempre se puede encontrar un núcleo por
trayectorias monocromáticas.

Más adelante, Linek y Sands proponen colorear las �echas una multidi-
grá�ca con los vértices de una digrá�ca, posiblemente con lazos. Si H es la
digrá�ca con la que se colorea, decimos que la coloración es una H-coloración.
Dentro de las digrá�cas H-coloreadas un H-camino es un camino tales que
los colores de sus �echas forman camino en H, si un H-camino no repite
vértices lo llamamos H-trayectoria. En este sentido llamamos a H un patrón
de colores, o simplemente un patrón. De manera natural se de�ne el alcance
por H-caminos y por H-trayectorias, llegando a los núcleos por H-caminos
y núcleos por H-trayectorias.

Nuestro principal objeto de estudio son los patrones H que, sin importar
la multidigrá�ca ni la H-coloración, garantizan la existencia de conjuntos de
vértices absorbentes por H-caminos o por H-trayectorias. En particular, los
patrones que garantizan la existencia de núcleos por H-caminos o núcleos
por H-trayectorias.

El tercer capítulo se centra en las diferencias y similitudes entre los
H-caminos y las H-trayectorias en una multidigrá�ca H-coloreada, así como
entre los conceptos de�nidos a partir del alcance por H-caminos y los de�-
nidos a partir de las H-trayectorias. En la primera parte se muestra que, a
diferencia de los caminos y trayectorias usuales, un H-camino entre dos vérti-
ces no necesariamente contiene una H-trayectoria entre los mismos. Basados
en lo anterior, se muestran las diferencias y similitudes entre los núcleos por
H-caminos y los núcleos por H-trayectorias. Para convencer al lector que los
conceptos de núcleo por H-caminos y núcleo por H-trayectorias son distintos,
y que el problema de decisión de su existencia es distinto, exhibimos un pa-
trón H1 y una digrá�ca H1-coloreada que tiene un núcleo por H1-trayectorias
y no tiene núcleo por H1-caminos. De la misma manera, se exhibe otro pa-
trón H2 y otra digrá�ca H2-coloreada que tiene un núcleo por H2-caminos y
no tiene núcleo por H2-trayectorias. Con estos ejemplos se contruyen fami-



PREFACIO III

lias in�nitas de digrá�cas con las propiedades mencionadas. A pesar de las
diferencias y de ser conceptos distintos, no se puede negar que ambos están
estrechamente relacionados. Por lo anterior, para �nalizar el capítulo, demos-
tramos que los únicos patrones H tales que no importa la multidigrá�ca ni la
H-coloración, todo H-camino entre dos vértices contiene una H-trayectoria
entre los mismos, son exactamente los patrones transitivos.

En el cuarto capítulo se presentan tres familias de patrones, de�nidas
por Arpin y Linek en [1], basadas en el alcance por H-caminos en multidi-
grá�cas H-coloreadas. B1 (B2) es la clase de todas las digrá�cas H tal que
para cualquier H-coloración de cualquier torneo T (multidigrá�ca) existe un
vértice v (un conjunto independiente de vértices) de T que es absorbente
por H-caminos en T . B3 es la clase de todas las digrá�cas H tal que pa-
ra cualquier H-coloración de cualquier multidigrá�ca D, D tiene núcleo por
H-caminos. En este capítulo presentamos los resultados obtenidos por Arpin
y Linek sobre estas tres familias. Principalmente, la caracterización de los
patrones en B2 como aquellos patrones que su complemento no tiene ciclos
impares. Una de las propiedades que demuestran Arpin y Linek es que es-
tas familias son cerradas bajo tomar subdigrá�cas inducidas, contracciones
y expansiones. Por lo que, el análisis de estas familias se ha centrado en los
patrones de orden pequeño.

El quinto capítulo está completamente dedicado a los patrones en B3.
Éstos fueron nombrados por Galeana Sánchez y Strausz como patrones pan-
cromáticos, nosotros nos referimos a ellos como patrones pancromáticos por
caminos. En [12] Galeana Sánchez y Hernández Cruz demuestran que ca-
da digrá�ca H es un patrón pancromático por caminos, o el problema de
determinar si una digrá�ca H-coloreada tiene un núcleo por H-caminos es
NP-completo. En [11] se prueba que los patrones pancromáticos por caminos
están completamente caracterizados como elementos de dos familias. Sin em-
bargo, en este trabajo mostramos un contraejemplo a la construcción usada
en la demostración del lema 6 que se encuentra en [11]. El lema 6 se usa
para argumentar que dos digrá�cas de orden tres no son patrones pancro-
máticos por caminos. También se utiliza de manera esencial en la prueba
presentada en [11], de la caracterización de los patrones en B3. Aún con ello,
actualmente, la caracterización puede ser cierta. Por lo anterior, el proble-
ma de caracterizar a los patrones pancromáticos por caminos sigue abierto.

En particular, el problema de determinar si los patrones
↔
P 3 y F2 son patro-

nes pancromáticos por caminos sigue abierto. Para estos patrones mostramos
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que basta con demostrar que toda digrá�ca
↔
P 3-coloreada (F2-coloreada) tiene

núcleo por
↔
P 3-caminos (F2-caminos) para determinar su pertenencia, o no,

a la familia B3, recordemos que la de�nición habla de multidigrá�cas. Así
mismo, realizamos un análisis estructural de los patrones pancromáticos por
caminos, concluyendo que estos tienen que pertenecer a una de dos familias.
Dentro de este análisis, mostramos que no todas las digrá�cas de una de estas
familias son patrones pancromáticos por caminos. Finalmente, enunciamos
dos problemas abiertos, sobre esta familia.

En el sexto capítulo de�nimos, por primera vez, las familias B̃i, con
i ∈ {1, 2, 3}. Éstas son las familias análogas a las presentadas por Arpin
y Linek en [1], pero basadas en el alcance por H-trayectorias. B̃1 (B̃2) es
la clase de todas las digrá�cas H tal que para cualquier H-coloración de
cualquier torneo T (multidigrá�ca) existe un vértice v (un conjunto inde-
pendiente de vértices) de T que es absorbente por H-trayectorias en T . B̃3

es la clase de todas las digrá�cas H tal que para cualquier H-coloración de
cualquier multidigrá�ca D, D tiene núcleo por H-trayectorias. En este capí-
tulo presentamos algunas propiedades de estas tres familias. Especialmente
demostramos que estas familias son cerradas bajo tomar subdigrá�cas indu-
cidas, contracciones y expansiones. Por lo que, el análisis de estas familias se
centra en los patrones de orden pequeño. Como resultado principal, carac-
terizamos a los patrones en B̃2 como aquellos patrones que su complemento
no tiene ciclos impares; es decir, B̃2 = B2.

El séptimo capítulo se centra en los patrones de B̃3. Nos referimos a
ellos como patrones pancromáticos por trayectorias. Como ya mencionamos
el enfoque para analizar a los patrones de esta familia es determinar si los
patrones de orden pequeño, menor o igual a tres, son patrones pancromáticos
por trayectorias o no. Usando los resultados obtenidos por Arpin y Linek, así
como los obtenidos en el tercer y sexto capítulo, determinamos, a excepción
del patrón F1, si cada uno de los patrones re�exivos de orden menor o igual
a tres, son patrones pancromáticos por trayectorias o no. Para probar que

los patrones
↔
P 3 y F2 no son patrones pancromáticos por trayectorias usamos

una técnica similar a la presentada en [11], en el ya mencionado lema 6. Por
otro lado, mostramos que para F1 que basta con demostrar que toda digrá�ca
F1-coloreada tiene núcleo por F2-trayectorias para determinar su pertenencia,
o no, a la familia B̃3, recordemos que la de�nición habla de multidigrá�cas.
Con este análisis, mostramos que los patrones pancromáticos por trayectorias
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son exactamente los patrones que se pueden contraer a 2
↔
K1 o a

→
P 2, si F1 no

es patrón pancromático. En caso de que F1 pertenezca a B̃3, los patrones
pancromáticos por trayectorias pertenecen a una de dos familias. Finalmente,
planteamos dos problemas abiertos sobre los patrones de esta familia.

Los H-caminos están de�nidos en las multidigrá�cas H-coloreadas; sin
embargo, a lo largo de este trabajo de investigación, notamos que la propie-
dad de tener más de una �echa entre dos vértices con la misma dirección
no había sido explotada por completo. Por lo que de�nimos, por prime-
ra vez, los conceptos de H-camino dinámico y H-trayectoria dinámica en
una multidigrá�ca H-coloreada. El concepto de H-camino se puede genera-
lizar permitiendo �cambios de �echa�, esto es, en lugar de considerar un solo
H-camino, permitimos la concatenación de dos H-caminos siempre que la úl-
tima �echa del primero y la primer �echa del segundo tengan el mismo vértice
inicial y el mismo vértice �nal. Entonces, de esta manera, se obtiene una nue-
va forma de alcance entre dos vértices, en lugar de seguir únicamente por un
H-camino para que un vértice alcance a otro, podemos �cambiar de �echa�
para seguir avanzando. El octavo capítulo se centra en la de�nición de los
H-caminos dinámicos, H-trayectorias dinámicas, así como de sus respectivas
nociones de alcance. En este capítulo, se consideran los 4 tipos de núcleos ya
de�nidos, y se exhiben patrones H y multidigrá�cas H-coloreadas que con-
tienen un tipo de núcleo y no contienen de otro tipo; por ejemplo, se exhibe
un patrón H y una multidigrá�ca H-coloreada que contiene un núcleo por
H-caminos dinámicos pero no contiene núcleo por H-trayectorias. Al igual
que en el tercer capítulo, se forman familias in�nitas con las propiedades de
los ejemplos mostrados. Se concluye que, los nuevos conceptos son realmente
distintos a los ya existentes, y por lo tanto, sus problemas de alcance son
distintos. A pesar de lo anterior, al �nalizar el capítulo, demostramos que
para cada patrón H y cada multidigrá�ca H-coloreada D, existe otro pa-
trón Ĥ y otra digrá�ca D̂ tales que D tiene núcleo por H-caminos dinámicos
(H-trayectorias dinámicas) si y solo si D̂ tiene núcleo por Ĥ-caminos
(Ĥ-trayectorias). Sin embargo, esta equivalencia se realiza a través de una re-
ducción que depende totalmente del patrón H, la multidigrá�ca y la
H-coloración.

En último capítulo de�nimos, por primera vez, las familias Di y D̃i, con
i ∈ {1, 2, 3}. Éstas son las familias análogas a las presentadas por Arpin
y Linek en [1] y las presentadas en el capítulo 6, pero basadas en el al-
cance por H-caminos dinámicos y en el alcance por H-trayectorias diná-
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micas, respectivamente. A los patrones que pertenecen a D3 (D̃3) los lla-
mamos patrones pancromáticos por caminos dinámicos (patrones pancro-
máticos por trayectorias dinámicas). Al igual que las otras familias, pro-
bamos que estas son cerradas bajo tomar subdigrá�cas inducidas, contrac-
ciones y expansiones. Por lo que, su análisis se centra en los patrones de
orden menor o igual a 3. Para demostrar la pertenencia, o no, a la fami-
lia D̃3 (D3) realizamos algunas equivalencias entre los problemas de alcance
por H-trayectorias dinámicas (H-caminos dinámicos) con las H-trayectorias
(H-caminos). Con estas equivalencias, probamos que los patrones pancromá-
ticos por trayectorias dinámicas son únicamente las digrá�cas completas, si
→
P 2 no pertenece a D̃3. Y cumplen con pertenecer a una de dos familias, si

→
P 2

es un patrón pancromático por trayectorias dinámicas. De manera análoga,
probamos que los patrones pancromáticos por caminos dinámicos cumplen
con pertenecer una de dos familias. Dichas familias son distintas dependiendo

de si 2
↔
K1 es un patrón pancromático por caminos dinámicos o no.

El trabajo de investigación, realizado durante este tiempo, presentado en
esta tesis se organizó en 4 artículos de investigación, para que se considere
su publicación en revistas indexadas, especializadas y de circulación interna-
cional. De estos artículos, uno ya ha sido publicado, dos se encuentran en
revisión y el último se encuentra en proceso. Los artículos obtenidos son:

1. Los resultados expuestos en los capítulos 3, 6 y 7 forman parte del
artículo titulado �Panchromatic patterns by paths�, el cual fue
sometido para su revisión a la revista internacional Discrete Mathe-

matics.

2. Algunos de los resultados expuestos en el capítulo 5 forman parte del
artículo titulado �Corrigendum to `On Panchromatic Patterns'�,
el cual fue sometido para su revisión a la revista internacionalDiscrete
Mathematics.

3. Algunos de los resultados expuestos en los capítulos 5 y 9 forman parte
del artículo titulado �Advances and open problems of panchro-

matic patterns�, el cual será enviado para su revisión a una revista
internacional.

4. Algunos de los resultados expuestos en los capítulos 8 y 9 forman parte
del artículo titulado �Characterization of color patterns by dy-

namic H-paths�, el cual ya está publicado en la revista internacional
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Discrete Applied Mathematics (G. Benítez-Bobadilla, H. Galeana-
Sánchez, and C. Hernández-Cruz, Characterization of color patterns by
dynamicH-paths, Discrete Applied Mathematics, 267:41-51, 2019. DOI
10.1016/j.dam.2019.04.020).
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo damos la mayor parte de las de�niciones que se usan a
lo largo de este trabajo, tratando que éste sea autocontenido; sin embargo,
debido a su extensión, referimos al lector a [2] y [4] para material básico y
complementario. La primera sección se dedica a las de�niciones básicas de
multidigrá�cas, así como las de�niciones de conjunto absorbente y conjunto
independiente, que nos llevan al concepto de núcleo de una multidigrá�ca. En
la segunda sección damos las de�niciones de algunos tipos de multidigrá�cas,
y de algunas operaciones entre multidigrá�cas y para multidigrá�cas, que son
usadas en el trabajo.

1.1. Primeras de�niciones

Una multidigrá�ca D consta de dos conjuntos V (D) y F (D), y una fun-
ción ψD. El conjunto V (D) es �nito y no vacío, y el conjunto F (D) es �nito
y ajeno a V (D). Los elementos V (D) son los vértices de D y los elementos
de F (D) son las �echas de D. La función ψD se llama función de incidencia
y asocia a cada �echa de D un par ordenado de vértices distintos de D, véase
la �gura 1.1. Si f es una �echa de D y ψD(f) = (u, v), entonces decimos que
u es el vértice inicial de f y que v el vértice �nal de f , también decimos
que u es adyacente hacia el vértice v y el vértice v es adyacente desde u. El
conjunto FD[u, v] tiene como elementos las �echas de D cuyo vértice inicial
es u y su vértice �nal es v; es decir, FD[u, v] es la imagen inversa del par
ordenado (u, v) bajo ψD. Así, decimos que dos vértices u y v de D son adya-
centes si existe una �echa entre ellos o, lo que es lo mismo, si FD[u, v] 6= ∅ o

1
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D

u1

u2

u3 u4

u5

u6

u7u8

f1 f2

f3

f4

f5
f6

f7

f8f9

f10
f11

f12

f13

f14

Figura 1.1: Representación de una multidigrá�ca D, donde su conjunto de vér-

tices es V (D) = {u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8}, su conjunto de �echas está

dado por F (D) = {f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8, f9, f10, f11, f12, f13, f14} y la función

de incidencia es ψD(f1) = (u1, u2), ψD(f2) = (u1, u2), ψD(f3) = (u2, u3),
ψD(f4) = (u3, u4), ψD(f5) = (u3, u4), ψD(f6) = (u4, u5), ψD(f7) = (u5, u6),
ψD(f8) = (u6, u7), ψD(f9) = (u8, u7), ψD(f10) = (u8, u1), ψD(f11) = (u1, u8),
ψD(f12) = (u2, u5), ψD(f13) = (u3, u7) y ψD(f14) = (u6, u2).

FD[v, u] 6= ∅. El orden de D es el número de vértices en V (D) y el tamaño
de D es el número de �echas en F (D). Decimos que f ∈ FD[u, v] es simétrica
si FD[v, u] 6= ∅, y llamamos a f asimétrica si FD[v, u] = ∅. Cuando f es
simétrica, entonces lo denotamos por u↔D v. Si f es asimétrica escribimos
u 7→D v. Escribimos u→D v cuando FD[u, v] 6= ∅. Extendiendo esta notación
a conjuntos, sean A y B dos conjuntos de vértices de D, A→D B, A 7→D B
y A ↔D B denotan que a →D b, a 7→D b y a ↔D b, respectivamente, para
todo a ∈ A y todo b ∈ B.

Notemos que en la de�nición de multidigrá�ca, la función de incidencia
no le asocia a una �echa el mismo vértice inicial y �nal, a estas �echas
las llamamos lazos. Por otro lado, sí se permite la existencia de dos o más
�echas que compartan el vértice inicial y el vértice �nal, a estas �echas las
llamamos �echas paralelas. Cuando en una multidigrá�ca D, se tenga que
FD[u, v] contiene a lo más un elemento, para todo par de vértices u, v ∈ V (D),
decimos que D es una digrá�ca; es decir, las digrá�cas no tienen �echas
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paralelas. En este trabajo habrá ocasiones en que únicamente trabajemos
con digrá�cas u ocasiones en las que sean permitidos los lazos, en dichas
ocasiones especi�caremos en cuales casos están, o no, permitidos cada una.
Por lo anterior, decimos que D es re�exiva si todos sus vértices tienen un
lazo.

El grado exterior de un vértice v, también llamado exgrado y denotado
por δ+

D(v) = δ+(v), es el número de �echas de D que tienen a v como vérti-
ce inicial. Análogamente, el grado interior de un vértice v, también llamado
ingrado y denotado por δ−D(v) = δ−(v), es el número de �echas de D que
tienen a v como vértice �nal. Decimos que un vértice v ∈ V (D) es un pozo si
δ+(v) = 0, o bien, v es fuente si δ−(v) = 0, en el caso que v sea pozo y fuente
lo llamamos vértice aislado. La vecindad exterior o exvecindad de un vértice
v es N+

D (v) = N+(v) = {u ∈ V (D) : FD[v, u] 6= ∅}, a sus elementos se les
llama vecinos exteriores o exvecinos de v. La vecindad interior o invecindad
de un vértice v es N−D (v) = N−(v) = {u ∈ V (D) : FD[u, v] 6= ∅}, a sus
elementos se les llama vecinos interiores o invecinos de v. A un vértice x tal
que N+

D (x) = N−D (x) = V (D), lo llamamos vértice universal de D. El con-
junto de los vecinos exteriores de un subconjunto S de V (D) se de�ne como
N+

D (S) = N+(S) = {y ∈ V (D) : FD[v, y] 6= ∅ para algún v ∈ S}. Análoga-
mente, el conjunto de los vecinos interiores de un subconjunto S de V (D) es
N−(S) = N−D (S) = {y ∈ V (D) : FD[y, v] 6= ∅ para algún v ∈ S}. Sean A y
B dos subconjuntos de vértices de D. Una AB-�echa en D es una �echa de
F (D) cuyo vértice inicial está en A y el vértice �nal en B. Si A = {x}, enton-
ces escribimos una AB-�echa como xB-�echa. Análogamente, si B = {y},
entonces escribimos Ay-�echa.

Un camino es una sucesión que alterna vértices y �echas
C = (v0, f0, v1, . . . , vn−1, fn−1, vn) tal que fi ∈ FD[vi, vi+1] para toda
i ∈ {0, . . . , n−1}. También lo llamamos un v0vn-camino, donde la longitud de
C es l(C) = n. Por comodidad, cuando no sea necesario distinguir la �echas
del camino, describimos a C como (v0, v1, . . . , vn−1, vn). Una trayectoria es
un camino que no repite vértices. Decimos que el camino (v0, v1, . . . , vn−1, vn)
es cerrado si v0 = vn. Un ciclo es un camino cerrado que no repite vértices
salvo el primero y el último. Si la longitud de un ciclo es impar lo llamamos
ciclo impar. De la misma manera, si la longitud de un ciclo es par lo llama-
mos ciclo par. Es importante notar que, por de�nición, toda uv-trayectoria
es un uv-camino pero no todo uv-camino es una uv-trayectoria; sin embar-
go, todo uv-camino contiene una uv-trayectoria. Sean C = (x0, x1, . . . , xn) y
C ′ = (y0, y1, . . . , ym) dos caminos tales que xn = y0. Escribimos (xi, C, xj) pa-
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ra referirnos al subcamino (xi, xi−1, . . . , xj) de C. También escribimos C ∪C ′
para referirnos a la concatenación, o unión, de los caminos C y C ′, que está
dada por el camino (x0, x1, . . . , xn = y0, y1, . . . , ym). La digrá�ca que es exac-

tamente una trayectoria asimétrica, de orden n, la denotamos por
→
P n. Si la

trayectoria es simétrica la denotamos por
↔
P n. Además, si la digrá�ca es un

ciclo asimétrico con orden n, lo denotamos por
→
Cn. Si el ciclo es simétrico lo

denotamos por
↔
Cn.

Sea S un subconjunto de V (D). Decimos que S es un conjunto indepen-
diente en D si todo par de vértices distintos de S no son adyacentes en D.
Lo llamamos conjunto absorbente en D si para todo vértice que no está en S
existe una �echa hacia algún vértice de S en D. Finalmente, un subconjunto
N ⊆ V (D) es un núcleo de D si es ambos, un conjunto independiente y
absorbente en D, véase la �gura 1.2a. Observemos que en cualquier digrá�-
ca el conjunto que tiene un único vértice es un conjunto independiente, por
lo que toda digrá�ca tiene al menos un conjunto independiente. Además, el
conjunto de todos los vértices de la digrá�ca es un conjunto absorbente, por
lo que toda digrá�ca tiene al menos un conjunto absorbente. Sin embargo,
no todas las digrá�cas tienen núcleo. Por lo anterior, muchos autores se han
dedicado a encontrar condiciones para poder encontrar al menos un núcleo
en algunas familias de digrá�cas, véase la �gura 1.2b.

Una m-coloración de una multidigrá�ca D es una función
ζ : F (D) → {1, 2, . . . ,m}. Nos referimos a D como una multidigrá�ca
m-coloreada. Sea T = (x0, f0, x1, . . . , fn−1, xn) una trayectoria en D, decimos
que T es monocromática en D si el color de todas las �echas de T es el mismo,
es decir, ζ(fi) = c para toda i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} con c ∈ {1, 2, . . . ,m}. Sean
x, y ∈ V (D), decimos que x alcanza a y por trayectorias monocromáticas en
D si existe una trayectoria monocromática que empieza en x y termina en y
en D. Un subconjunto S de V (D) es independiente por trayectorias mono-
cromáticas si ningún vértice de S alcanza a otro vértice de S por trayectorias
monocromáticas. Decimos que S es absorbente por trayectorias monocromá-
ticas si cada vértice que no pertenece a S alcanza a un vértice de S por
trayectorias monocromáticas en D. Finalmente, un núcleo por trayectorias
monocromáticas de D es un subconjunto de vértices que es independiente
por trayectorias monocromáticas y absorbente por trayectorias monocromá-
ticas.

Observemos que si D es una multidigrá�ca m-coloreada tal que toda
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D

x1

x2

x3

x4

x5

a)

→
C3

u1 u2

u3

b)

Figura 1.2: N = {x1, x2} es un núcleo de D.
→
C3 no tiene núcleo.

�echa de D tiene un color distinto, entonces N ⊆ V (D) es un núcleo por
trayectorias monocromáticas de D si y solo si N es núcleo de D.

1.2. Tipos de multidigrá�cas, submultidigrá�-

cas y operaciones

En esta sección de�nimos algunos tipos de multidigrá�cas, operaciones
de éstas, así como las submultidigrá�cas y algunos tipos de ellas. Además,
enunciamos un resultado que nos es de utilidad en este trabajo.

Sean D1 y D2 dos multidigrá�cas, posiblemente con lazos. Decimos que
D1 es isomorfa a D2, denotado por D1

∼= D2, si y solo si existen dos fun-
ciones biyectivas f : V (D1) → V (D2) y θ : F (D1) → F (D2) tales que
ψD1(a) = (u, v) si y solo si ψD2(θ(a)) = (f(u), f(v)).

Sea D una multidigrá�ca. Una multidigrá�ca D1 es una submultidigrá�ca
de D, denotado por D1 ⊆ D, si V (D1) ⊆ V (D), F (D1) ⊆ F (D) y ψD1 es la
función ψD restringida a A(D1). También decimos queD es una supermultidi-
grá�ca de D1. Una multidigrá�ca D2 es una submultidigrá�ca generadora de
D si es una submultidigrá�ca de D y V (D2) = V (D). También decimos que
D es una supermultidigrá�ca generadora de D2. Sea S ⊆ V (D), la submulti-
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↔
K4

v1

v2 v3

v4

D1

v1

v2 v3

v4

D2

v1

v3

v4

Figura 1.3: La digrá�ca completa re�exiva de 4 vértices
↔
K4, D1 una subdigrá�ca

de
↔
K4 y D2 = D1[S] la subdigrá�ca inducida por S = {v1, v3, v4}.

digrá�ca inducida por S de D, denotada por D[S], es tal que V (D[S]) = S y
F (D[S]) = {f ∈ FD[x, y] : x, y ∈ S}. En las de�niciones anteriores, cuando
D sea una digrá�ca omitimos multi de los nombres.

Sean H1 y H2 dos multidigrá�cas, posiblemente con lazos. Decimos que
H1 es H2-libre, si H2 no es isomorfa a ninguna submultidigrá�ca inducida de
H1.

Como en una digrá�ca D, existe a lo más una �echa en FD[u, v], con
u, v ∈ V (D), entonces escribimos (u, v) para hacer referencia a la única �echa
cuya imagen, respecto a la función de incidencia de D, es (u, v). Sea D
una digrá�ca, posiblemente con lazos. El complemento de D, denotado por
Dc, es la digrá�ca tal que V (Dc) = V (D) y (u, v) ∈ F (Dc) si y solo si
(u, v) /∈ F (D). La digrá�ca dual de D, denotada por D−1, se de�ne como la
digrá�ca resultante de cambiarle la dirección a todas las �echas deD, es decir,
F (D−1) = {(u, v) : (v, u) ∈ F (D)}.

A una digrá�ca la llamamos completa si todo par de vértices son adya-
centes y todas sus �echas son simétricas; es decir todas las posibles �echas
están presentes. Si una digrá�ca completa tiene orden n, entonces la deno-

tamos por
↔
Kn, en caso de que sea re�exiva la llamamos completa re�exiva,

véase la �gura 1.3. A una digrá�ca D tal que todo par de vértices de D son
adyacentes la llamamos semicompleta.

Una digrá�ca D es transitiva si para cada tres vértices distintos x, y y z
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Figura 1.4: Torneo de seis vértices.

tales que (x, y, z) es una trayectoria en D, entonces (x, z) ∈ F (D). Observe-
mos que las digrá�cas completas son transitivas, véase la �gura 1.3.

Una digrá�ca D es bipartita si V (D) admite una partición en dos conjun-
tos independientes y no vacíos, V y W . A los conjuntos V y W les llamamos
clases de la bipartición de D. Si para todo par de vértices u, v ∈ V (D)
en diferentes clases de la bipartición de D, se tiene que (u, v) ∈ F (D) y
(v, u) ∈ F (D), entonces decimos que D es una digrá�ca bipartita completa,

y la denotamos por
↔
Kr,s, donde r = |V | y s = |W |.

Un multitorneo T es una multidigrá�ca tal que para todo par de vértices
distintos u y v de T , se tiene que FD[u, v] 6= ∅ o FD[u, v] 6= ∅, pero no ambos.
Un torneo es un multitorneo que es una digrá�ca, es decir, que entre todo
par de vértices distintos existe exactamente una �echa entre ellos, véase la
�gura 1.4.

Decimos que una multidigrá�ca D es conexa si para todo par de vértices u
y v existe una sucesión de vértices que empieza u y termina en v tal que vér-
tices consecutivos en la sucesión son adyacentes. Observemos que la sucesión
en la multidigrá�ca conexa no tiene que ser un camino en ella. Por otro lado,
decimos que H es una multidigrá�ca fuertemente conexa si para cada par de
vértices u y v existe una uv-trayectoria y una vu-trayectoria en H. Debido a
que no toda multidigrá�ca es conexa, de�nimos una componente conexa de
una multidigrá�ca como una submultidigrá�ca conexa que es máxima por
contención, con esta propiedad. Análogamente, una componente fuerte de
una multidigrá�ca es una submultidigrá�ca fuertemente conexa que es máxi-
ma, por contención, con esta propiedad. Sea D una multidigrá�ca y D′ una
componente fuerte de D. Decimos que D′ es una componente fuerte inicial
(�nal) o simplemente componente inicial (�nal) de D si N−(V (D′)) ⊆ V (D′)
(N+(V (D′)) ⊆ V (D′)).
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D1

v1

v2

v3

D1 •D2

v1

v2

v3 u1

u2

D2

u1

u2

D1 +D2

v1

v2

v3 u1

u2

Figura 1.5: Digrá�cas D1 y D2, con su suma D1 •D2 y su unión D1 +D2.

El siguiente teorema da una caracterización de las digrá�cas bipartitas
que son fuertemente conexas con respecto a los ciclos en ella, la prueba de
este teorema se puede encontrar en [2].

Teorema 1.2.1. [2] Sea D una digrá�ca fuertemente conexa de orden al
menos 2. D es bipartita si y solo si D no tiene ciclos impares.

Sean D una multidigrá�ca, x un vértice de V (D) y f una �echa de F (D).
De�nimos D − x como la multidigrá�ca tal que V (D − x) = V (D) − {x} y
F (D − x) = F (D) − {e ∈ F (D) : x es vértice �nal o inicial de e}. De la
misma manera, D − f es la multidigrá�ca tal que V (D − f) = V (D) y
F (D − f) = F (D) − {f}. Además, si e /∈ F (D) y su vértice inicial es u
y el �nal es v, entonces D ∪ e es la digrá�ca tal que V (D ∪ e) = V (D) y
F (D ∪ e) = F (D) ∪ {e}.

SeanD1 yD2 dos multidigrá�cas, posiblemente con lazos, cuyos conjuntos
de vértices son ajenos. La suma de D1 y D2, denotada por
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D1 • D2, es la multidigrá�ca de�nida por V (D1 • D2) = V (D1) ∪ V (D2)
y F (D1 • D2) = A(D1) ∪ A(D2) ∪ (V (D1) × V (D2)), véase la �gura 1.5.
La unión de D1 y D2, denotada por D1 + D2, es la multidigrá�ca tal que
V (D1 + D2) = V (D1) ∪ V (D2) y F (D1 ∪ D2) = F (D1) ∪ F (D2). Basados
en la notación anterior, si se unen varias veces la misma multidigrá�ca D, la
denotamos por nD donde n es el número de copias de D, véase la �gura 1.5.

A continuación de�nimos la contracción de una digrá�ca. Esta operación
nos será de gran ayuda a lo largo de todo el trabajo para poder garantizar
la pertenencia, o no, de digrá�cas a ciertas familias especí�cas.

Sea H una digrá�ca re�exiva; es decir, todos sus vértices tienen un lazo,
tal que:

1. V (H) =
n
t
i=1
Ci, donde t denota la unión ajena.

2. H[Ci] es una digrá�ca completa.

3. Ci × Cj ⊆ F (H), siempre que i 6= j y (Ci × Cj) ∩ F (H) 6= ∅ o i = j y
(x, x) ∈ F (H) para alguna x ∈ Ci.

H

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

H ′

{v1,v2,v3} {v4,v5}

{v7}

{v6}

Figura 1.6: Digrá�ca H con su contracción H ′.

La digrá�ca H ′ tal que V (H ′) = {C1, . . . , Cn} y (Ci, Cj) ∈ F (H ′) si y
solo si (Ci × Cj) ∩ F (H) 6= ∅ se llama una contracción de H, de la misma
manera, se dice que H es una expansión de H ′, véase la �gura 1.6. A cada
Ci lo llamamos conjunto de contracción de H.
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Capítulo 2

Introducción histórica

En este capítulo damos una breve introducción histórica a la evolución
de la teoría de núcleos en digrá�cas.

En el capítulo anterior, de�nimos un núcleo de una digrá�ca como un
subconjunto de vértices que es independiente y absorbente en dicha digrá�ca.
El concepto de núcleo tuvo su origen en la teoría de juegos y economía, Von
Neumann y Morgenstern en [19] de�nieron el concepto solución en juegos
cooperativos, cuya noción es la misma a la de núcleo en digrá�cas. Como ya
hemos visto, no toda digrá�ca tiene núcleo, más aún, Chvátal probó en [6]
que el problema de decisión de determinar si una digrá�ca tiene núcleo o
no es un problema NP-completo. Por lo que, muchos autores han centrado
sus investigaciones en encontrar condiciones para asegurar la existencia de al
menos un núcleo en una digrá�ca. De la misma manera, se buscaron algunas
generalizaciones.

Sea D una multidigrá�ca y u, v ∈ V (D). Decimos que u alcanza a a v
por trayectorias en D, si existe una uv-trayectoria en D. Un subconjunto de
vértices S es independiente por trayectorias si ningún vértice de S alcanza por
trayectorias a ningún otro vértice de S en D. Decimos que S es un conjunto
absorbente por trayectorias si cada vértice que no pertenece a S, alcanza por
trayectorias a al menos un vértice de S en D. Un núcleo por trayectorias de
D es un subconjunto vértices que es ambos, independiente por trayectorias y
absorbente por trayectorias en D. En el libro clásico de Berge [3], se prueba
que toda digrá�ca tiene un núcleo por trayectorias.

En 1953 Landau probó en [16] que todo torneo tiene un vértice el cual
puede alcanzar a cualquier otro vértice del torneo con una trayectoria de lon-
gitud a lo más 2, él llamó a estos vértices reyes. Posteriormente, el concepto

11
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de núcleo fue generalizado para digrá�cas m-coloreadas, bajo el nombre de
núcleo por trayectorias monocromáticas, los cuales ya de�nimos en el capítulo
anterior. Como ya hemos observado, si D es una digrá�ca de tamaño m que
está m-coloreada, entonces N ⊆ V (D) es un núcleo por trayectorias mono-
cromáticas de D si y solo si N es núcleo D. Por otro lado, si consideramos
una digrá�ca 1-coloreada D, entonces todos las trayectorias son trayectorias
monocromáticas y viceversa. De esta manera, N ⊆ V (D) es un núcleo por
trayectorias monocromáticas de D si y solo si N es núcleo por trayectorias
D. En este sentido, el concepto de núcleo por trayectorias monocromáticas
generaliza al concepto de núcleo por trayectorias.

En 1982 Sands, Sauer and Woodrow probaron en [22], que toda multidi-
grá�ca 2-coloreada, con algunas restricciones para el caso in�nito, contiene
un núcleo por trayectorias monocromáticas. En el mismo trabajo se incluyó
la siguiente pregunta, que se debe a Erd®s: ¾es cierto que para cada n, existe
un entero positivo más pequeño f(n) tal que cada torneo n-coloreado contiene
un conjunto S de f(n) vértices con la propiedad de que S es absorbente por
trayectorias monocromáticas?, en particular, ¾f(3) = 3? De acuerdo al re-
sultado obtenido por Sands Sauer y Woodrow, f(2) = 1 y como todo torneo
tiene un núcleo por trayectorias f(1) = 1. Recientemente, Bousquet, Lochet
y Thomassé demostraron que para cada k, existe un entero f(k) tal que si
T es una multidigrá�ca semicompleta cuyo conjunto de �echas es la unión
de k conjuntos de �echas cuasi ordenados, entonces existe un subconjunto de
vértices S que es absorbente con a lo más f(k) elementos [5]. Dado que el
cierre transitivo1 de cada clase de color se puede ver como un cuasiorden,
por lo tanto, el problema Erd®s�Sands�Sauer�Woodrow puede deducirse del
resultado en [5].

Siguiendo con el caso monocromático, Minggang [18] probó que todo tor-
neo sin triángulos heterocromáticos; es decir, que las �echas de toda subdi-
grá�ca inducida por tres vértices en el torneo usan a lo más dos colores, tiene
un núcleo por trayectorias monocromáticas. En [10], Galeana-Sánchez probó
que si todos los ciclos de longitud k tienen al menos k − 1 colores idénticos
con k ∈ {3, 4}, entonces existe un vértice que es absorbente por trayecto-
rias monocromáticas; ambos resultados fueron generalizados por Hahn, Ille
y Woodrow en [13].

En [17], Linek y Sands generalizaron el problema descrito por Sands,

1El cierre transitivo de una digrá�ca es la digrá�ca resultante de agregar las �echas

faltantes hasta obtener una digrá�ca transitiva.
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Sauer y Woodroow en [22] de la siguiente manera; sea P un conjunto parcial-
mente ordenado y c una coloración de las �echas de un torneo T con los ele-
mentos de P . Ellos llamaron a una trayectoria (v1, . . . , vn) en T monótona si
c(vi, vi+1) ≤ c(vi+1, vi+2) en P para cada i. Propusieron el problema de en-
contrar el menor entero positivo tc(P ), tal que para cada coloración de las
�echas de cualquier torneo T con elementos de P , existe un S ⊆ V (T ) con a
lo más tc(P ) vértices, con la propiedad de que para cada vértice en V (T )−S
existe una trayectoria monótona que empieza en él y termina en un vértice
de S.

Adicionalmente, ellos consideraron reemplazar al conjunto parcialmente
ordenado con una digrá�ca, re�exiva y colorear las �echas de un torneo con los
vértices de la digrá�ca re�exiva. Lo que nos lleva a algunas de las de�niciones
más importantes de este trabajo.

De�nición 2.0.1. Sea H una digrá�ca posiblemente con lazos y D una
multidigrá�ca. Una H-coloración de las �echas de D o, simplemente, una
H-coloración de D es una función ζ : F (D)→ V (H).

Con base en la de�nición 2.0.1, los vértices de H son pensados como colo-
res. También decimos que D es una multidigrá�ca H-coloreada. Observemos
que una H-coloración no tiene que ser suprayectiva, es decir, no se tienen que
utilizar todos los colores. De lo anterior, se sigue que si H ′ es una subdigrá�ca
de H, entonces toda H ′-coloración de una multidigrá�ca es una H-coloración
de la misma multidigrá�ca; es decir, toda multidigrá�ca H ′-coloreada es una
multidigrá�ca H-coloreada.

De�nición 2.0.2. Sea D una multidigrá�ca H-coloreada, con H-coloración
ζ. Un camino W = (x0, . . . , xn) en D es un H-camino si
ζ(W ) = (ζ((x0, x1)), ζ((x1, x2)), . . . , ζ((xn−1, xn))) es un camino en H. Si
W es una trayectoria, diremos que W es una H-trayectoria.

Para ejempli�car las de�niciones anteriores, consideremos la digrá�ca H y
la multidigrá�ca H-coloreada D en la �gura 2.1. Notemos que
C = (x, f1, y, f3, z, f4, y, f6, w) es un H-camino, pues (b, r, r, g) es un camino
en H. Sin embargo, (w, f2, x, f1, y) no es una H-trayectoria pues (b, b) no es
un lazo de H.

En el sentido de encontrar los caminos y trayectorias en una multidigrá�ca
D que sonH-caminos yH-trayectorias, respectivamente, pensamos aH como
un patrón de colores, o simplemente un patrón. Además, a lo largo del trabajo,
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H

g

r

b

D

x

w

y
z

f1
f2

f3

f4

f5

f6

f7

Figura 2.1: H una digrá�ca y D una multidigrá�ca H-coloreada.

vamos a suponer que para todo par de vértices u y v de D, todo par de �echas
de FD[u, v] tienen color distinto, lo que implica que |FD[u, v]| ≤ |V (H)|.

A partir de la de�nición anterior, es natural de�nir el concepto de alcance
por H-caminos y por H-trayectorias. Sea D una multidigrá�ca H-coloreada
y x, y ∈ V (D) decimos que x alcanza a y por H-caminos (H-trayectorias) si
existe un H-camino (H-trayectoria) que empieza en x y termina en y en D.

Regresando al problema de Linek y Sands, tc(H) es el menor entero posi-
tivo tal que en cualquier torneo H-coloreado T , existe un subconjunto S de
vértices de T , con a lo más tc(H) vértices, con la propiedad de que para cada
vértice en V (T )−S existe una H-trayectoria que empieza en él y termina en
algún vértice de S.

De manera natural, ya de�nido el alcance por H-caminos en una multi-
digrá�ca D, se dice que un subconjunto S de vértices de D es independiente
por H-caminos en D si ningún vértice de S alcanza por H-caminos a otro
vértice de S en D. De la misma manera, un subconjunto S de vértices de
D es absorbente por H-caminos en D si todo vértice de V (D) − S alcanza
a un vértice de S por H-caminos en D. Un núcleo por H-caminos en D es
un subconjunto de vértices que es ambos; independiente por H-caminos y
absorbente por H-caminos en D.

Considerando H y la multidigrá�ca H-coloreada D de la �gura 2.1, pro-
baremos que el conjunto {w} es un núcleo por H-caminos de D. Como
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{w} consta de un único vértice, entonces {w} es un conjunto independien-
te por H-caminos en D. Además, el camino (x, f1, y, f3, z, f4, y, f6, w) es un
H-camino en D que pasa por todos los vértices y termina en w, por lo que
{w} es un conjunto absorbente por H-caminos en D. Por lo tanto, {w} es
un núcleo por H-caminos en D.

Este trabajo se centra, principalmente, en las diferencias y similitudes
entre la existencia de los H-caminos y las H-trayectorias. Como ya hemos
mencionado, todo camino contiene una trayectoria; sin embargo, esto no es
siempre cierto cuando nos referimos a H-caminos y H-trayectorias en mul-
tidigrá�cas H-coloreadas. Para poder ejempli�car mejor esta a�rmación el
siguiente capítulo está centrado en exhibir las diferencias entre H-caminos y
H-trayectorias.
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Capítulo 3

H-trayectorias y H-caminos

Este capítulo se centra en las diferencias y similitudes entre los
H-caminos y las H-trayectorias en una multidigrá�ca H-coloreada, así como
entre los conceptos de�nidos a partir del alcance por H-caminos y los de�ni-
dos a partir de lasH-trayectorias. En la primera parte del capítulo mostramos
como un H-camino entre dos vértices no contiene una H-trayectoria entre los
mismos. Basados en lo anterior, mostramos las diferencias y similitudes entre
los conceptos de independencia por H-caminos y absorbencia por H-caminos
con los conceptos de independencia por H-trayectorias y absorbencia por
H-trayectorias, y por consecuencia, entre los conceptos de núcleo por
H-caminos y núcleo por H-trayectorias.

Para convencer al lector que los conceptos de núcleo por H-caminos y
núcleo por H-trayectorias son distintos, y que el problema de decisión de su
existencia es distinto, exhibimos una digrá�ca H1-coloreada que contiene un
núcleo por H1-trayectorias y no contiene núcleo por H1-caminos. De la mis-
ma manera, exhibimos otra digrá�ca H2-coloreada que contiene un núcleo
por H2-caminos y no contiene núcleo por H2-trayectorias. Incluso, a par-
tir de los ejemplos anteriores, construimos una familia in�nita de digrá�cas
H1-coloreadas que tienen núcleo por H1-trayectorias y no contienen núcleo
por H1-caminos, y una familia in�nita de digrá�cas H2-coloreada que con-
tienen un núcleo por H2-caminos y no contienen núcleo por H2-trayectorias.
Concluyendo así, que son conceptos distintos que valen la pena investigar. A
pesar de las diferencias y de ser conceptos distintos, no se puede negar que
ambos están estrechamente relacionados, por lo anterior, caracterizamos a
todos los patrones H tales que para toda digrá�ca y toda H-coloración, se
tiene que todo H-camino de u a v contiene una H-trayectoria de u a v.

17
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H
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x2

x3

x4

x5

Figura 3.1: (x2, x5, x1, x5, x4) es un H-camino de x2 a x4 que no contiene una

H-trayectoria de x2 a x4.

3.1. Alcance por H-trayectorias

Por de�nición, en una multidigrá�ca, toda uv-trayectoria es un uv-camino;
más aún, todo uv-camino contiene una uv-trayectoria. Sin embargo, esto no
siempre es cierto cuando hablamos de H-caminos y H-trayectorias. Sea H
una digrá�ca, posiblemente con lazos, y D una multidigrá�ca H-coloreada.
Por de�nición, toda H-trayectoria de u a v es un H-camino de u a v en D.
En particular, las �echas de D son H-trayectorias y H-caminos; sin embargo,
no todo H-camino de u a v contiene una H-trayectoria de u a v. Además,
la concatenación de un H-camino de u a v con un H-camino de v a w, no
necesariamente es un H-camino de u a w.

Para ejempli�car la observación anterior, consideremos a D la digrá�ca
H-coloreada, ilustrada en la �gura 3.1. Notemos que C = (x2, x5, x1, x5, x4)
es un H-camino en D; sin embargo, la única trayectoria de x2 a x4 contenida
en C es (x2, x5, x4) que no es una H-trayectoria, pues el color (g, b) no es una
�echa de H. Por otro lado, (x3, x2, x5) y (x5, x4) son dos H-caminos pero el
camino (x3, x2, x5, x4) no es un H-camino pues (b, b, g) no es un camino en
H.

Por lo anterior, podemos concluir que el alcance por H-caminos y por
H-trayectorias no son iguales. De esta manera, vale la pena de�nir indepen-
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Figura 3.2: N = {u, v} es un núcleo por H-trayectorias de D.

dencia por H-trayectorias y absorbencia por H-trayectorias.

Para las siguientes de�niciones, consideremos H una digrá�ca, posible-
mente con lazos, y D una multidigrá�ca H-coloreada. Un subconjunto
I ⊆ V (D) es independiente por H-trayectorias enD, si ningún vértice de I al-
canza por H-trayectorias a otro vértice de I en D. Un subconjunto S ⊆ V (D)
es absorbente por H-trayectorias enD si todo vértice que no está en S alcanza
por H-trayectorias a un vértice de S en D. Un subconjunto N ⊆ V (D) es un
núcleo por H-trayectorias enD si es ambos: independiente porH-trayectorias
y absorbente por H-trayectorias en D.

Consideremos la digrá�ca H y la multidigrá�ca H-coloreada D en la �-
gura 3.2. Demostraremos que N = {u, v} es un núcleo por H-trayectorias de
D. Veamos que N es independiente por H-trayectorias en D. Debido a que
el único vecino exterior de v es el vértice x y el único vecino exterior de x es
u, entonces la única trayectoria de v a u en D es (v, x, u); sin embargo, (p, r)
no es una �echa de H, lo que implica que (v, x, u) no es una H-trayectoria.
Por lo tanto, no existe la H-trayectoria de v a u en D. Por otro lado, como el
único exvecino de u es y, y el único invecino de v es y, se sigue que la única
trayectoria de u a v en D es (u, y, v), pero (g, b) no es una �echa de H; es
decir, no existe un H-trayectoria de u a v en D. Por lo tanto, N es indepen-
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diente por H-trayectorias en D. Ahora mostraremos que N es absorbente por
H-trayectorias en D. Notemos que (z, y, v) es una H-trayectoria en D, pues
(r, b) es una �echa de H. Además, como toda �echa es una H-trayectoria,
entonces (x, u) lo es. Se sigue que N es absorbente por H-trayectorias, y por
lo tanto, N es núcleo por H-trayectorias en D.

La siguientes observaciones dicen que los conjuntos absorbentes por
H-trayectorias son conjuntos absorbentes por H-caminos, y los conjuntos in-
dependientes porH-caminos son conjuntos independientes porH-trayectorias.

Observación 3.1.1. Sea H una digrá�ca, posiblemente con lazos, y D una
multidigrá�ca H-coloreada. Como toda H-trayectoria es un H-camino, en-
tonces

1. Todo conjunto absorbente por H-trayectorias es un conjunto absorbente
por H-caminos en D.

2. Todo conjunto independiente por H-caminos es un conjunto indepen-
diente por H-trayectorias en D.

A pesar de la observación anterior, ya que no todo H-camino de u a v
contiene una H-trayectoria de u a v, podemos obtener la siguiente observa-
ción.

Observación 3.1.2. Sea H una digrá�ca, posiblemente con lazos, y D una
multidigrá�ca H-coloreada. Como no todo H-camino entre dos vértices con-
tiene una H-trayectoria entre los mismo vértices, entonces

1. Un conjunto absorbente por H-caminos no necesariamente es un con-
junto absorbente por H-trayectorias en D.

2. Un conjunto independiente por H-trayectorias no necesariamente es un
conjunto independiente por H-caminos en D.

Las dos observaciones anteriores nos dan pie a la siguiente sección.

3.2. Núcleos por H-trayectorias y núcleos por

H-caminos

Esta sección se conforma por tres subsecciones. La primera muestra un
patrón H1 y una digrá�ca H1-coloreada D1 tal que D1 tiene núcleo por
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H1-trayectorias pero no tiene núcleo por H1-caminos. La segunda subsec-
ción muestra un patrón H2 y una digrá�ca H2-coloreada D2 tal que D2 tiene
núcleo por H2-caminos pero no tiene núcleo por H1-trayectorias. En la ter-
cera sección, a partir de los ejemplos de las primeras secciones, se muestran
familias in�nitas con las mismas propiedades descritas en las primeras dos
subsecciones.

3.2.1. Digrá�cas con núcleo por H-trayectorias sin nú-

cleo por H-caminos

Consideremos el siguiente patrón H1 y la digrá�ca H1-coloreada D1.

Ejemplo 3.2.1. H1

g

r

b

p

D1

x

u v

y z

A�rmación 3.2.1. D1 tiene núcleo por H1-trayectorias y no tiene núcleo
por H1-caminos.

Demostración. A�rmamos que N1 = {u, v} es un núcleo por H1-trayectorias
de D1. Veamos que N1 es independiente por H1-trayectorias en D1.

Notemos que la única trayectoria de v a u en D1 es (v, x, u); sin embargo,
(p, b) no es una �echa de H1, por lo que no es una H1-trayectoria en D1. Se
sigue que, no existe una H1-trayectoria de v a u en D1. Por otro lado, como
el único exvecino de u es y, los invecinos de v son y y z, y el único invecino
de z es y, entonces las dos únicas trayectorias de u a y en D1 son (u, y, v)
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y (u, y, z, v), pero no son H1-trayectorias ya que (p, r) no es �echa de H1 y
(p, g, b) no es un camino en H1 pues (g, b) no es �echa de H1, es decir, no
existe la H1-trayectoria de u a v en D1. Por lo tanto, N1 es independiente
por H1-trayectorias en D1.

Para la absorbencia por H1-trayectorias, basta observar que (x, u), (y, v)
y (z, v) son �echas de D1. Por lo que, N1 es absorbente por H1-trayectorias
en D1.

Por lo tanto, N1 es núcleo por H1-trayectorias de D1.
A�rmamos que D1 no tiene núcleo por H1-caminos. Procediendo por con-

tradicción, supongamos que D1 tiene un núcleo por H1-caminos, digamos N ′1.
Observemos que como todo conjunto independiente por H1-caminos es inde-
pendiente en D1, y la cardinalidad más grande que puede tener un conjunto
independiente en D1 es 2, se deduce que, |N1| ≤ 2.

Supongamos que |N ′1| = 1. Observemos que el único exvecino de x es u
y el único exvecino de u es y; se sigue que, todo xy-camino, todo
xz-camino y todo xv-camino contienen la trayectoria (x, u, y), que no es una
H1-trayectoria pues (b, p) no es una �echa de H1. Por lo que, {y}, {z} y {v}
no son núcleos por H1-caminos en D1. Así, tendremos los siguientes casos.

Si N ′1 = {u}, entonces como el único exvecino de v enD1 es x, y el único
exvecino de x es u, se sigue que todo camino de v a u en D1 contiene
como subcamino a (v, x, u) que no es un H1-camino pues (p, b) no es
�echa de H1. Por lo que, N ′1 no es absorbente por H1-caminos. Por lo
tanto, N ′1 6= {u}.

Si N ′1 = {x}, entonces notemos que la última �echa de todo camino de
u a x es de color p, pero el color p no tiene lazos y es una fuente en H1.
Por lo que, ningún camino de u a x es un H1-camino en D1. Se sigue
que N ′1 no es absorbente por H1-caminos. Por lo tanto, N ′1 6= {x}.

Por lo anterior, podemos concluir que ningún conjunto de cardinalidad
uno es absorbente por H1-caminos en D1. Lo que implica que |N ′1| = 2.
Notemos que los únicos conjuntos independientes de D1 con cardinalidad dos
son {u, v} y {u, z}. Pero (u, y, z, y, v) es unH1-camino que empieza en u, pasa
por z y termina v. Lo que implica que ni {u, v}, ni {u, z} son independientes
por H1-caminos en D1. Por lo tanto, |N ′1| 6= 2, lo que es una contradicción.

Por lo tanto, D1 no tiene núcleo por H1-caminos.



3.2. NÚCLEOS POR H-TRAYECTORIAS Y POR H-CAMINOS 23

H2

g

r

b

H3

g

r

b

p

D2

x

u v

y z

D3

x

u v

y z

Figura 3.3: Ejemplos de digrá�cas H-coloreadas con núcleo por H-trayectorias sin

núcleo por H-caminos.
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En la �gura 3.3 se muestran dos digrá�cas H2 y H3, junto con la digrá�ca
H2-coloreada D2 y la digrá�ca H3-coloreada D3 tales que D2 tiene núcleo
por H2-trayectorias y no tiene núcleo por H2-caminos, y D3 tiene núcleo por
H3-trayectorias y no tiene núcleo por H3-caminos. Por brevedad del trabajo,
dichas pruebas no son presentadas.

3.2.2. Digrá�cas con núcleo por H-caminos sin núcleo

por H-trayectorias

Consideremos el siguiente patrón H4 y la digrá�ca H4-coloreada D4.

Ejemplo 3.2.2. H4

g b

rp

D4

x w
y

z

A�rmación 3.2.2. D4 tiene núcleo por H4-caminos y no tiene núcleo por
H4-trayectorias.

Demostración. Primero mostraremos queN4 = {w} es núcleo porH4-caminos
en D4. Notemos que como |N4| = 1, entonces N4 es independiente por
H4-caminos en D4. Para ver que N4 es absorbente por H-caminos en D4,
basta notar que (x, y, z, y, w) es un H4-camino que pasa por todos los vér-
tices de D4 y termina en w. Por lo tanto, N4 es núcleo por H4-caminos en
D4.

Ahora, demostraremos que D4 no tiene núcleo por H4-trayectorias. Proce-
diendo por contradicción, supongamos que D4 tiene un núcleo por
H4-trayectorias, digamos N ′4.

Como toda �echa en D4 es una H4-trayectoria, entonces N ′4 tiene que ser
un conjunto independiente. Por lo que, |N ′4| ≤ 2.

Si |N ′4| = 1, entonces tendremos los siguientes casos.
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Si N ′4 = {w}, entonces al ser y el único exvecino de x en D5 e y el
único invecino de w, se sigue que, la única trayectoria de x a w en
D4 es (x, y, w) pero no es una H4-trayectoria pues (b, g) /∈ F (H4). Por
lo que, N ′4 no es absorbente por H4-trayectorias en D4. Por lo tanto,
N ′4 6= {w}.

Si N ′4 = {x}, entonces notemos que la única trayectoria de y a x en D4

es (y, w, x); sin embargo, no es una H4-trayectoria pues (g, p) /∈ F (H4).
Por lo que, N ′4 no es absorbente porH4-trayectorias enD4. Por lo tanto,
N ′4 6= {x}.

Si N ′4 = {y}, entonces notemos que la única trayectoria de w a y en D4

es (w, x, y); sin embargo, no es una H4-trayectoria pues (p, b) /∈ F (H4).
Por lo que, N ′4 no es absorbente porH4-trayectorias enD4. Por lo tanto,
N ′4 6= {y}.

Si N ′4 = {z}, entonces notemos que la única trayectoria de w a z en D4

es (w, x, y, z); sin embargo, no es una H4-trayectoria pues (p, b, r) no es
un camino en H4. Por lo que, N ′4 no es absorbente por H4-trayectorias
en D4. Por lo tanto, N ′4 6= {z}.

Por lo tanto, ningún conjunto de un vértice es absorbente por
H4-trayectorias en D4. Se sigue que |N ′4| = 2.

Notemos que, los únicos conjuntos independientes con dos elementos en
D4 son {x, z} y {w, z}; sin embargo, (x, y, z) y (z, y, w) son H4-trayectorias
en D4. Por lo que, ni {x, z} ni {w, z} son independientes por H4-trayectorias
en D4, lo que es una contradicción. Se concluye que N ′4 no existe; es decir,
D4 no tiene núcleo por H4-trayectorias.

En la �gura 3.4 se muestran dos digrá�cas H5 y H6, junto con la digrá�ca
H5-coloreada D5 y la digrá�ca H6-coloreada D6 tales que D5 tiene núcleo
por H5-caminos y no tiene núcleo por H5-trayectorias, y D6 tiene núcleo por
H6-caminos y no tiene núcleo por H6-trayectorias. Por brevedad del trabajo,
dichas pruebas no son presentadas.
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Figura 3.4: Ejemplos de digrá�cas H-coloreadas con núcleo por H-caminos sin

núcleo por H-trayectorias.
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3.2.3. Familias in�nitas

En esta sección se exhiben familias in�nitas con las propiedades descritas
en las primeras dos subsecciones.

Sea H un patrón, y sean D1 y D2 dos digrá�cas H-coloreadas con colora-
ciones c1 y c2, respectivamente. Consideremos la suma de D1 y D2. De�nimos
la H-coloración c de D1 •D2 de la siguiente manera, c : F (D1 •D2)→ V (H)
tal que

c(a) =


c1(a) si a ∈ F (D1)
c2(a) si a ∈ F (D2)
c′ si a ∈ V (D1)× V (D2) con c′ ∈ V (H).

Basados en la H-coloración anterior obtenemos el siguiente lema.

Lema 3.2.1. Sea H un patrón. Si D1 y D2 son dos multidigrá�cas
H-coloreadas, entonces la multidigrá�ca H-coloreada D1 • D2 tiene núcleo
por H-caminos (H-trayectorias) si y solo si D2 tiene núcleo por H-caminos
(H-trayectorias).

Demostración. La prueba del lema la haremos para H-caminos; sin embargo,
la prueba para H-trayectorias es completamente análoga. Sean H, D1, D2 y
D1 •D2, como en la hipótesis.

Primero, supongamos queD1•D2 tiene un núcleo porH-caminos, digamos
N . Demostraremos que N es un núcleo por H-caminos de D2.

Observemos que, por de�nición de suma, ningún vértice en V (D2) es ad-
yacente hacia ningún vértice en V (D1), por lo que ningún conjunto de vérti-
ces de V (D1) puede absorber por H-caminos a ningún vértice de V (D2). Más
aún, ningún vértice de V (D1) puede pertenecer a N ; es decir,
N ⊆ V (D2), pues si un vértice v ∈ V (D1) pertenece a N , entonces nin-
gún vértice de V (D2) pertenece a N , y por la observación anterior, N no
sería absorbente por H-caminos en D1 •D2.

Por otro lado, sean x e y dos vértices de V (D2) y C un H-camino de x
a y en D1 • D2. Notemos que como ningún vértice de V (D2) es adyacente
hacia ningún vértice de V (D1), entonces todo vértice de C está en V (D2).
Se deduce que, todo H-camino, que empieza en un vértice de D2, en D1 •D2

también es un H-camino en D2. Por lo tanto, dado que N es un núcleo por
H-caminos de D1 •D2, entonces N es un núcleo por H-caminos de D2.

Ahora, demostraremos que si D2 tiene un núcleo por H-caminos, entonces
D1 •D2 tiene un núcleo por H-caminos. La de�nición de c garantiza que un
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H-camino en D2 también es un H-camino en D1 •D2. Además, observemos
nuevamente que, por la de�nición de D1 • D2, cada vértice en V (D1) es
adyacente hacia todos los vértices en V (D2) y ningún vértice en V (D2) es
adyacente hacia ningún vértice en V (D1). Por lo que, no hayH-caminos entre
vértices de V (D2) que contengan vértices en V (D1). De lo anterior se deduce
que un núcleo por H-caminos en D2 también es un núcleo por H-caminos en
D1 •D2.

Como se señaló anteriormente, utilizando el ejemplo 3.2.1 y el
lema 3.2.1 construimos, de manera recursiva, una familia in�nita de digrá�cas
que tienen un núcleo por H-trayectorias y no tienen núcleo por H-caminos
de la siguiente manera. Sean H1 y D1 las digrá�cas como en el ejemplo 3.2.1

y
↔
K1 la digrá�ca que consta de un único vértice sin lazos. De�nimos:

D1 = D1 y

Dj+1 =
↔
K1 •Dj.

Observemos que por la elección de D1, por construcción y por el lema
3.2.1, las digrá�cas Dj para toda j ∈ N, tienen núcleo por H1-trayectorias;
más aún, utilizando la contrapositiva del lema 3.2.1 obtenemos que ninguna
Dj tiene núcleo por H1-caminos.

Similarmente, usando el ejemplo 3.2.2 y el lema 3.2.1 construimos, de
manera recursiva, una familia in�nita de digrá�cas que tiene tienen núcleo
por H-caminos y no tienen núcleo por H-trayectorias, de la siguiente manera.

Sean H4 y D4 las digrá�cas como en el ejemplo 3.2.2 y
↔
K1 la digrá�ca que

consta de un único vértice sin lazos. De�nimos:

E1 = D4 y

Ej+1 =
↔
K1 • Ej.

Observemos que por la elección de E1, por construcción y por el lema
3.2.1, las digrá�cas Ej para toda j ∈ N, tienen núcleo por H4-caminos; más
aún, utilizando la contrapositiva del lema 3.2.1 obtenemos que ninguna Ej

tiene núcleo por H4-trayectorias.
Por lo tanto, el problema de determinar la existencia, o no, de un núcleo

por H-trayectorias en una digrá�ca H-coloreada y el problema de determinar
la existencia de un núcleo por H-caminos en una digrá�ca H-coloreada son,
de hecho, problemas diferentes. En vista de estos ejemplos, los resultados de
la siguiente sección son un poco sorprendentes.
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3.3. Digrá�cas transitivas

En esta sección presentamos una caracterización de los patrones H, de
modo que para cada digrá�ca D y cada H-coloración de D, cada H-camino
entre dos vértices en D contiene una H-trayectoria con los mismos vértices
�nales.

Dado un conjunto de digrá�cas S, decimos que un digrá�ca es S-libre si
no contiene ninguna digrá�ca en S como subdigrá�ca inducida. Recordemos
que, si una propiedad P es cerrada al tomar subdigrá�cas inducidas, entonces
existe una familia de digrá�cas prohibidas, F , no necesariamente �nita, que
caracterizan a las digrá�cas con esa propiedad. En otras palabras, una digrá-
�ca satisface la propiedad P si y solo si es F -libre. Como ejemplo, considere
el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Sea H una digrá�ca re�exiva. H es una digrá�ca transiti-
va si y solo si es T -libre, donde T es la familia de los digrá�cas re�exivas
representadas en la �gura 3.5a.

Demostración. Observemos que la trayectoria (b, r, g) está presente en las
siete digrá�cas de T ; sin embargo, la �echa (b, g) no está presente en nin-
guna, por lo que ninguno de los elementos de T es subdigrá�ca inducida de
una digrá�ca transitiva; es decir, si H es transitiva, entonces es T -libre. Para
la su�ciencia, notemos que cualquier digrá�ca no transitiva tiene una sub-
digrá�ca de orden 3 donde tres �echas están �jas (dos �echas consecutivas
presentes y una �echa ausente que formaría un torneo transitivo con las dos
�echas anteriores). Entonces, solo se deben elegir tres �echas, lo que lleva a
ocho posibilidades, dos de las cuales son isomorfas. Por lo tanto, la familia
T tiene siete digrá�cas.

Si consideramos los elementos de T como patrones de color H, cada uno
de ellos es un ejemplo que muestra que no todas los H-caminos contienen una
H-trayectoria con los mismos puntos �nales, véase la �gura 3.5b. El siguiente
resultado indica que estos son los únicos patrones (mínimos) con esta pro-
piedad.
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(a) La familia T .
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(b) Ejemplo donde (x, y, z, y, w) es un H-camino de x a w en D pero no hay una H-

trayectoria de x a w en D, por cada H en T .

Figura 3.5: Familia T y un ejemplo.
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Teorema 3.3.2. Sea H una digrá�ca re�exiva. H es transitiva si y solo si
para cada multidigrá�ca H-coloreada D, y cada par de vértices diferentes x
e y de V (D), cada H-camino de x a y en D contiene una H-trayectoria de
x a y en D.

Demostración. Sea H una digrá�ca re�exiva tal que cada multidigrá�ca
H-coloreada D, cumple que para cada par de vértices diferentes x e y de
V (D), cada H-camino de x a y en D contiene una H-trayectoria de x a y
en D. Demostraremos que H es transitiva. Procediendo por la contraposi-
tiva y según el teorema 3.3.1, supongamos que H es una digrá�ca re�exiva
que contiene uno de los patrones de la �gura 3.5a como subdigrá�ca indu-
cida. Observemos que la digrá�ca de la �gura 3.5b es una multidigrá�ca
H-coloreada, con vértices x y w de tal manera que existe un H-camino de
x a w, pero no existe una H-trayectoria con los mismos puntos �nales pues
(b, g) no es una �echa de H.

Ahora, supongamos que H es una digrá�ca re�exiva transitiva. Probare-
mos que para cada multidigrá�ca H-coloreada D, y que para cada par de
vértices diferentes x e y de V (D), cada H-camino de x a y en D contiene
una H-trayectoria de x a y en D. Sea D una multidigrá�ca H-coloreada, con
H-coloración c. Sean x e y vértices diferentes en D y
γ = (x = x0, f1, x1, . . . , fn−1, xn = y) un H-camino de x a y en D. Por de�-
nición, c(γ) = (c0, c1, . . . , cn−1) es un camino enH donde ci = c((fi, fi+1)) con
i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Además, como H es transitiva, se sigue que
(ci, cj) ∈ F (H) con i < j. Sea P una trayectoria de x a y contenida en
γ. Dado que (ci, cj) ∈ F (H) con i < j, entonces los colores de las �echas de
P también forman un camino en H. Por lo tanto, P es una H-trayectoria de
x a y en D.

El resultado anterior nos permite establecer el siguiente teorema.

Teorema 3.3.3. Sean H una digrá�ca transitiva y re�exiva, y D una multi-
digrá�ca H-coloreada. El subconjunto K de V (D) es un núcleo por
H-caminos de D si y solo si es un núcleo por H-trayectorias de D.

Demostración. Sea K ⊆ V (D) un núcleo por H-caminos de D. Mostraremos
que K es núcleo por H-trayectorias de D. Dado que K es independiente por
H-caminos en D y cada H-trayectoria es un H-camino en D, entonces, en
particular, K es un conjunto independiente por H-trayectorias en D. Para
mostrar que K es un absorbente por H-trayectorias en D, consideremos un
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vértice x en V (D) − K. Dado que K es absorbente por H-caminos en D,
entonces hay w en K tal que existe un H-camino de x a w en D, digamos γ.
Por el teorema 3.3.2, se tiene que, γ contiene una H-trayectoria de x a w en
D. Por lo tanto, K es un núcleo por H-trayectorias de D.

Ahora, sea K ′ ⊆ V (D) un núcleo por H-trayectorias de D. Demostrare-
mos queK ′ es un núcleo porH-caminos deD. Como cadaH-trayectoria es un
H-camino en D y K ′ es absorbente por H-trayectorias, entonces K ′ es ab-
sorbente por H-caminos. Del teorema 3.3.2 se deduce que, cada H-camino
contiene una H-trayectoria. Como no hay H-trayectorias entre vértices de
K ′ en D, se sigue que no hay H-caminos entre vértices de K ′ en D y, por lo
que, K ′ es independiente por H-caminos. Por lo tanto, K ′ es un núcleo por
H-caminos de D.

Observemos que el teorema anterior establece que únicamente cuando
un patrón H es re�exivo y transitivo, no importa que multidigrá�ca ni qué
H-coloración se tome, los núcleos por H-caminos son exactamente los núcleos
por H-trayectorias. Este resultado contrasta con los obtenidos en la sección
anterior.



Capítulo 4

Familias Bi

En este capítulo presentamos tres familias, de patrones, de�nidas por
Arpin y Linek en [1], basadas en el alcance por H-caminos en multidigrá�cas
H-coloreadas. Estas familias hacen aún más general y ambiciosa la pregunta
hecha por Linek y Sands en [17].

De�nición 4.0.1. [1] B1 es la clase de todas las digrá�cas H tal que para
cualquier H-coloración de cualquier torneo T existe un vértice v de T que es
absorbente por H-caminos en T .

De�nición 4.0.2. [1] B2 es la clase de todas las digrá�cas H tal que para
cualquier H-coloración de cualquier multidigrá�ca D existe un subconjunto
independiente de vértices de D que es absorbente por H-caminos en D.

De�nición 4.0.3. [1] B3 es la clase de todas las digrá�cas H tal que para
cualquier H-coloración de cualquier multidigrá�ca D, D tiene núcleo por
H-caminos.

Observemos que en una multidigrá�ca H-coloreada, todo conjunto in-
dependiente por H-caminos es un conjunto independiente. Más aún, en un
torneo los conjuntos independientes son únicamente los conjuntos que cons-
tan de un único vértice. De lo anterior, se sigue que B3 ⊆ B2 ⊆ B1.

A continuación, exponemos algunos resultados básicos sobre estas fami-
lias, que aparecen en el trabajo realizado por Arpin y Linek [1].

33
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Lema 4.0.1. [1] Las siguientes propiedades se cumplen.

1. Si H ∈ Bi, entonces todo vértice tiene un lazo, con i ∈ {1, 2, 3}.

2. Si H ∈ Bi, entonces toda subdigrá�ca inducida de H es elemento de
Bi, con i ∈ {1, 2, 3}.

3. Sea H un patrón y H ′ una contracción de H, se tiene que H ∈ Bi si y
solo si H ′ ∈ Bi, con i ∈ {1, 2, 3}.

4. Sea H ∈ Bi. Si H1 es tal que V (H1) = V (H) y F (H) ⊆ F (H1),
entonces H1 ∈ Bi, con i ∈ {1, 2}.

Del lema anterior, el primer inciso dice que si H pertenece a alguna de
estas familias, entonces H es una digrá�ca re�exiva, por este motivo, a par-
tir de este momento cada que nos referimos a un patrón en estas familias,
suponemos que es un patrón re�exivo. El segundo y tercer inciso dicen que
estas familias son cerradas bajo tomar subdigrá�cas inducidas, contracciones
y expansiones. El último inciso dice que B1 y B2 son cerradas bajo tomar
súperdigrá�cas generadoras.

En [1], Arpin y Linek caracterizan completamente las digrá�cas que perte-
necen a la familia B2. En la demostración usan el siguiente lema, que a�rma
que la familia B2 es cerrada bajo tomar sumas de digrá�cas.

Lema 4.0.2. [1] Si H1 y H2 son patrones de B2, entonces la suma de H1

con H2, H1 •H2 también pertenece a B2.

En el siguiente teorema se caracteriza completamente la familia B2.

Teorema 4.0.1. [1] Los siguientes enunciados son equivalentes.

1. H ∈ B2.

2. El complemento de H, Hc, no tiene ciclos de longitud impar.

3. H es generada por un cuasiorden cuyo cociente de orden parcial es una
suma lineal de anticadenas con 1 y 2 elementos.

Las digrá�cas en B1 no han sido caracterizadas; sin embargo, Arpin y
Linek probaron algunas propiedades de ellas [1]. En particular, demuestran
que la digrá�ca en la �gura 4.1 pertenece a B1, pero al ser su complemento
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Figura 4.1: Digrá�ca en B1 −B2.

un ciclo de longitud cinco, por el teorema 4.0.1, no pertenece a B2. Es decir,
B2 está estrictamente contenida en B1. También, demuestran que la suma
de una digrá�ca en B2 con una digrá�ca en B1, sin importar el orden de los
sumandos, pertenece a B1. Sin embargo, exhiben una suma de dos digrá�cas
en B1 −B2, que no pertenece a B1; es decir, la familia B1 no es cerrada
bajo sumas.

El siguiente capítulo es dedicado a la familia B3.
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Capítulo 5

Familia B3: Patrones
pancromáticos por caminos

Este capítulo se dedica a los elementos de la familia B3, de�nida en [1].
En [11], los patrones en esta familia son nombrados patrones pancromáticos,
para evitar confusiones, nosotros nos referimos a ellos como patrones pancro-
máticos por caminos. En [12], Galeana Sánchez y Hernández Cruz demues-
tran que una digrá�ca H es un patrón pancromático por caminos; es decir,
toda digrá�ca H-coloreada tiene núcleo por H-caminos, o bien, el problema
de determinar si una digrá�ca H-coloreada tiene un núcleo por H-caminos
es NP-completo.

Anteriormente, se creía que los patrones pancromáticos por caminos esta-
ban completamente caracterizados [11]; sin embargo, en este trabajo mostra-
mos un contraejemplo a la construcción usada en la demostración del lema 6
que se encuentra en [11]. El lema 6 se usa para argumentar que dos digrá�cas
de orden tres no son patrones pancromáticos por caminos. También se utiliza
de manera esencial para la prueba presentada en [11], de la caracterización de
los patrones en B3. Aún con ello, actualmente, dicha caracterización puede
ser cierta, o no. Por lo anterior, el problema de caracterizar a los patrones
pancromáticos por caminos sigue abierto. En particular, el problema de de-

terminar si los patrones
↔
P 3 y F2 son patrones pancromáticos sigue abierto,

véase la �gura 5.3c. Para estos patrones mostramos que basta con demostrar

que toda digrá�ca
↔
P 3-coloreada (F2-coloreada) tiene núcleo por

↔
P 3-caminos

(F2-caminos) para determinar su pertenencia, o no, a la familia B3. Así mis-
mo, realizamos un análisis estructural de los patrones pancromáticos por
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Figura 5.1: Digrá�cas en B2 −B3.

caminos, concluyendo que cada patrón de B3 tiene una de dos estructuras.
Dentro de este análisis, mostramos que no todas las digrá�cas que cumplen
con tener una de las dos estructuras mencionadas son patrones pancromáti-

cos por caminos. También, demostramos que la digrá�ca re�exiva
→
P 2 es el

único patrón pancromático por caminos con todas sus �echas asimétricas,
y describimos la estructura de los patrones pancromáticos por caminos con
todas sus �echas simétricas. Finalmente, enunciamos dos problemas abiertos,
sobre esta familia.

Empezamos por citar algunos resultados sobre esta familia. El siguiente
resultado es presentado por Arpin y Linek en [1].

Lema 5.0.1. [1] Si W = (x0, x1, . . . , xk) es un camino en H tal que

1. para cada xi, existe ci ∈ V (H) tal que (xi, ci) /∈ F (H), con
i ∈ {0, 1, . . . , k − 1} y

2. (xk, x0) /∈ F (H).

Entonces H /∈ B3.

El lema anterior da una forma de identi�car a digrá�cas que no son pa-
trones pancromáticos por caminos. Es decir, si una digrá�ca contiene un
camino para el cual no existe la �echa del último vértice del camino hacia el
primer vértice del camino, y para cada vértice, distinto del �nal, existe otro
vértice hacia el que no es adyacente, entonces la digrá�ca no es un patrón
pancromático por caminos.
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↔
K1

2
↔
K1

→
P 2

↔
K2

Figura 5.2: Patrones pancromáticos por caminos de orden 1 y 2.

Sin usar el lema anterior, Arpin y Linek muestran que los patrones en la

�gura 5.1,
↔
K1 • 2

↔
K1 y Ĥ, no son patrones pancromáticos por caminos [1].

Más aún, sus complementos no tienen ciclos impares, así por el teorema 4.0.1,
↔
K1 •2

↔
K1 y Ĥ son elementos de B2. Concluyendo que, B3 está estrictamente

contenida en B2.

Los incisos 2 y 3, del lema 4.0.1, dicen que la familia B3 es cerrada bajo
tomar subdigrá�cas inducidas, contracciones y expansiones. Por lo que, el
análisis de los patrones pancromáticos por caminos se ha centrado en los
patrones con orden pequeño.

Sean H una digrá�ca posiblemente con lazos y D una multidigrá�ca
H-coloreada. Recordemos que estamos asumiendo que para todo par de vér-
tices u y v de D, todo par de �echas de FD[u, v] tienen color distinto, lo que

implica que |FD[u, v]| ≤ |V (H)|. Sea
↔
Kn la digrá�ca completa re�exiva con n

vértices. Sea D una multidigrá�ca
↔
K1-coloreada. Por la suposición menciona-

da al inicio de este párrafo, se tiene que D es una digrá�ca. Observemos que

los
↔
K1-caminos son exactamente los caminos en D. Se sigue que un núcleo

por caminos en D es un núcleo por
↔
K1-caminos en D. Como ya hemos dicho,

toda digrá�ca tiene núcleo por caminos [3].

Como ya mencionamos, Sands, Sauer y Woodrow prueban que toda mul-
tidigrá�ca 2-coloreada tiene un núcleo por caminos monocromáticos [22]. En

términos de H-coloraciones, signi�ca que toda multidigrá�ca 2
↔
K1-coloreada

tiene núcleo por 2
↔
K1-caminos. Podemos concluir que 2

↔
K1 es un patrón pan-

cromático por caminos, véase la �gura 5.2.

Usando cuasiórdenes, Arpin y Linek dan una demostración alternativa al
resultado de Sands, Sauer y Woodrow [1], más aún, prueban que el patrón
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↔
K3

↔
K2 +

↔
K1

↔
K1 •

↔
K2

↔
K2 •

↔
K1 F1

Figura 5.3a: Patrones pancromáticos por caminos de orden 3.

re�exivo
→
P 2 pertenece a B3. En la tesis doctoral de Rocío Sánchez se da una

prueba, que no usa cuasiórdenes, de que
→
P 2 es un patrón pancromático por

caminos [21], véase la �gura 5.2.
Existen 16 patrones re�exivos, no isomorfos, de orden 3. En [1], Arpin

y Linek prueban que
↔
K3,

↔
K2 +

↔
K1,

↔
K1 •

↔
K2,

↔
K2 •

↔
K1 y F1 son patrones

pancromáticos por caminos, véase la �gura 5.3a. En el mismo trabajo prueban

que 2
↔
K1 •

↔
K1,

→
P 2 +

↔
K1, T3,

↔
K1 • 2

↔
K1, 3

↔
K1,

→
C3,

→
P 3, F3 y F4, no son patrones

pancromáticos por caminos, véase la �gura 5.3b. Con estos resultados, se
sabe la pertenencia o no de 14 de los 16 patrones re�exivos de orden 3. Para

los dos patrones restantes,
↔
P 3 y F2, Arpin y Linek dejan su pertenencia, o

no, a la familia B3 como un problema abierto, véase la �gura 5.3c.

5.1. Una prueba errónea

En 2016, en el artículo [11] se enuncia el siguiente lema:

Lema 5.1.1. [11] Sean H una digrá�ca re�exiva, a = (u, v) tal que
a /∈ F (H), con u a distancia 2 de v en H y H ′ = H ∪ a. Si H ′ /∈ B3,
entonces H /∈ B3.
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2
↔
K1 •

↔
K1

→
P 2 +

↔
K1

T3

↔
K1 • 2

↔
K1

3
↔
K1

→
C3

→
P 3

F3

F4

Figura 5.3b: Patrones de orden 3, que no son patrones pancromáticos por caminos.

↔
P 3

F2

Figura 5.3c: Patrones
↔
P 3 y F2.
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Figura 5.4: Construcción de D′ del lema 5.1.1.

En la demostración del lema anterior, dada una multidigrá�ca
H ′-coloreada D, se construye una multidigrá�ca H-coloreada D′, para la
cual se demuestra que D tiene núcleo por H ′-caminos si y solo si D′ tiene
núcleo por H-caminos.

Sea H ′ = H ∪ a tal que (u, z, v) es una uv-trayectoria de longitud dos
en H, a = (u, v) y a /∈ F (H). Se construye D′ a partir de D de la siguiente
manera: para cada camino (x, y, w) en D, con �echas coloreadas por u y v,
en ese orden, se agrega un vértice ŷ en D′ junto con las �echas (y, ŷ) y (ŷ, y),
ambas con color z, véase la �gura 5.4.

Sea Ŷ el conjunto de todos los nuevos ŷ en D′. En [11], se a�rma que si
K ′ es un núcleo por H-caminos en D′, entonces

K = (K ′ ∪ {y ∈ V (D) : ŷ ∈ K ′})− Ŷ

es un núcleo por H ′-caminos en D.
A pesar de lo anterior, si consideramos H y H ′, con D y su construc-

ción D′, como se muestra en la �gura 5.5, entonces podemos notar que
K ′ = {2, 3̂, 5} es un núcleo por H-caminos en D′ pero K = {2, 3, 5} no
es un núcleo por H ′-caminos en D, pues (2, 3) es un H ′-camino en D. Por
lo anterior, no podemos concluir que el lema 5.1.1 sea falso; sin embargo,
podemos a�rmar que la prueba no es correcta.
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Figura 5.5: Contraejemplo de la construcción del lema 5.1.1.

En [11], el lemma 5.1.1 se usó para demostrar que los patrones
↔
P 3 y F2 no

son patrones pancromáticos por caminos. Por el análisis anterior, el problema
de la pertenencia, o no, de ambos patrones a la familia B3 continúa siendo
un problema abierto.

Cabe mencionar, que para continuar es necesario de�nir la siguiente fa-
milia de digrá�cas de�nidas en [11].

De�nición 5.1.1. Sea H una digrá�ca re�exiva. Decimos que H es bicom-
pleta, si cumple que V (H) admite una partición en dos conjuntos X e Y ,
tales que:

1. H[Y ] y H[X] son digrá�cas completas.

2. Y ×X ⊆ F (H).

Notemos que la de�nición anterior no prohíbe la existencia de las
XY -�echas en H. Cuando en la digrá�ca estas �echas no estén presentes
diremos que H es una digrá�ca bicompleta estricta. También observemos que
↔
Kn es bicompleta para todo natural n ≥ 2, véase la �gura 5.6.
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H

X Y

Figura 5.6: Ejemplo de una digrá�ca bicompleta.

En [11], se a�rma la siguiente caracterización de los patrones pancromá-
ticos por caminos.

Teorema 5.1.1. [11] H es un patrón pancromático por caminos si y solo si

H es una digrá�ca bicompleta o se puede contraer a 2
↔
K1.

Pero para demostrar que toda digrá�ca bicompleta es un patrón pancro-
mático por caminos se utiliza fuertemente en el lema 5.1.1. Además, para la
demostración de que todo patrón pancromático por caminos, que no se puede

contraer a 2
↔
K1, es una digrá�ca bicompleta, se utiliza que

↔
P 3 y F2 no son

patrones pancromáticos por caminos. Por lo anterior, hasta el día de hoy, no
se puede a�rmar si el teorema 5.1.1 es cierto o no.

5.2. Patrones F2 y
↔
P 3

En esta sección, nos centramos en los patrones F2 y
↔
P 3. Recordemos

que, para probar que una digrá�ca H es un patrón pancromático por cami-
nos, hay que demostrar que toda multidigrá�ca H-coloreada tiene núcleo por
H-caminos. El siguiente lema nos permite reducir el espacio de trabajo a las
digrá�casH-coloreadas, para algunasH; en particular, para los patrones F2 y
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↔
P 3, nos permite centrarnos en las digrá�cas F2-coloreadas y en las digrá�cas
↔
P 3-coloreadas.

Lema 5.2.1. Sean H un patrón y R = {x1, x2, . . . , xn} el conjunto de vértices
de H que no son vértices universales de H. Para cada xi existe un color ci
en H tal que (xi, ci) /∈ A(H), con i ∈ {2, 3, . . . , n}.

Si toda digrá�ca H-coloreada tiene núcleo por H-caminos, entonces H es
un patrón pancromático por caminos.

Demostración. Primero, mostraremos que para cada multidigrá�ca
H-coloreada D, existe una digrá�ca H-coloreada D̂ tal que D tiene núcleo
por H-caminos si y solo si D̂ tiene núcleo por H-caminos.

Sea U = V (H) − R el subconjunto de vértices universales de H. Cons-
truimos la digrá�ca H-coloreada D̂, obtenida desde D a través de las si-
guientes modi�caciones. Para cada par de vértices w y v de D tales que
FD[w, v] = {f1, . . . , fr} con r ≥ 2, entonces:

1. Si existe, al menos, una fi en FD[w, v] con color u ∈ U , entonces reem-
plazamos todo FD[w, v] por una única �echa de w a v, ewv, con color
u.

2. Si toda �echa fi en FD[w, v] tiene color xj, con i ∈ {1, . . . , r} y
j ∈ {1, . . . , n}, entonces:

a) Si existe fi de color x1, entonces reemplazamos fi por una �echa
f 1
wv, con color x1.

b) Por cada fi con color xj con j ∈ {2, . . . , n}, agregamos nuevos vér-
tices sjw,v y t

j
w,v a V (D̂), agregamos las �echas (u, sjw,v), (sjw,v, t

j
w,v)

y (sjw,v, v), con colores xj, cj y xj, respectivamente, a F (D̂) y bo-

rramos fi de las �echas de D̂.

Sean S el conjunto de todos los nuevos vértices de sjw,v en D̂, y T el

conjunto de todos los nuevos vértices tjw,v en D̂.
A�rmación 1. Sean x, y ∈ V (D). Existe un H-camino de x a y en D si

y solo si existe un H-camino de x a y en D̂.
Demostración de la A�rmación 1.
Sea W = (w = w0, f0, w1, f1, . . . , fn−1, wn = y) un H-camino en D. No-

temos que existe Ŵ , un H-camino de x a y en D̂, que se obtiene desde W a
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través de las siguientes modi�caciones. Para cada i ∈ {0, 1, . . . n− 1} tal que
|FD[wi, wi+1]| ≥ 2, reemplazamos la �echa fi, por:

1. ewiwi+1
con color u, si existe f ∈ FD[wi, wi+1] con color u para alguna

u ∈ U , o

2. por (wi, wi+1) con color x1, si no existe f ∈ FD[wi, wi+1] con color u
para alguna u ∈ U , y fi es de color x1, o

3. por (wi, s
j
wi,wi+1

, wi+1) la trayectoria monocromática de color xj, si no
existe f ∈ FD[wi, wi+1] con color u para alguna u ∈ U , y fi en W es de
color xj.

Como W es un H-camino en D, basta con veri�car que para cada substi-
tución de las �echas en W , la sucesión de colores de las nuevas �echas siguen
siendo un camino en H. Pero notemos que cada substitución de las �echas
en W son por �echas con un color que es un vértice universal H, por �echas
del mismo color o por una trayectoria monocromática del mismo color. Por
lo tanto, Ŵ es un H-camino de x a y en D̂.

Por otro lado, sea Ŵ = (x = w0, f0, w2, f2, . . . , fn−1, wn = y) un
H-camino de x a y en D̂. Notemos que existe W , un H-camino de x a y
en D, que se obtiene desde W a través de las siguientes modi�caciones:

1. Para cada i ∈ {1, . . . , n − 1} tal que wi ∈ S, reemplazamos a
(wi−1, fi−1, swi−1,wi+1

= wi, fi, wi+1), la trayectoria monocromática de
color xj, por una �echa de wi−1 a wi+1 con color xj en D, y

2. para cada i ∈ {0, 1 . . . , n − 1} tal que |FD[wi, wi+1]| ≥ 2, diferente de
las obtenidas por las primeras modi�caciones, reemplazamos la �echa
fi por:

a) f ∈ FD[wi, wi+1] con color u, si fi es ewiwi+1
con color u, para

alguna u ∈ U , o
b) por f ∈ FD[wi, wi+1] con color x1, si no existe f ′ ∈ FD[wi, wi+1]

con color u para alguna u ∈ U y fi tiene color x1.

Notemos que las modi�caciones anteriores reemplazan una trayectoria
monocromática por una �echa del mismo color, o reemplazan una �echa por
otra coloreada con un vértice universal de H, o reemplazan una �echa de
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color por otra con el mismo color. Por lo tanto, se deduce que W es un
H-camino de x a y en D. Esto termina la demostración de la a�rmación 1.

Sea N un núcleo por H-caminos en D. Consideremos
N̂ = N ∪ T , probaremos que N̂ es un núcleo por H-caminos en D̂. Co-
menzando por la independencia por H-caminos, notemos que N̂ ∩ S = ∅ y
los únicos vértices que alcanzan a T por H-caminos son los vértices en S.
Además, cada vértice de T es un pozo, por lo que no existen H-caminos que
empiezan en algún vértice de T . Por la independencia por H-caminos de N
en D, y por la a�rmación 1, se sigue que no existen H-caminos entre vértices
de N en D̂. Como S ∩N = ∅ y por las observaciones al inicio del párrafo, no
existen H-caminos entre vértices de N y vértices de T , o entre vértices de T ,
en D̂. Por lo tanto, N̂ es independiente por H-caminos en D̂.

Ahora, probaremos que N̂ es absorbente por H-caminos en D. Sea x un
vértice en V (D̂)− N̂ . Si x ∈ S, entonces, por construcción de D̂, existe t ∈ T
tal que (x, t) ∈ F (D̂); además, t ∈ N̂ . Si x ∈ V (D) − N , entonces existe
y ∈ N tal que x alcanza a y por H-caminos en D. Por la a�rmación 1, existe
un H-camino de x a y en D̂. Por lo que, N̂ es absorbente por H-caminos en
D̂, y por lo tanto, N̂ es un núcleo por H-caminos en D̂.

Sea N̂ un núcleo por H-caminos en D̂. Consideremos N = N̂ ∩ V (D),
probaremos que N es un núcleo por H-caminos en D. Como todos los vértices
de T son pozos de D̂, entonces T ⊆ N̂ , y por consecuencia, S ∩ N̂ = ∅.
Más aún, los únicos vértices que alcanzan a T por H-caminos en D̂ son los
vértices de S. Como N̂ es independiente por H-caminos en D̂, entonces,
por la a�rmación 1, N = N̂ ∩ V (D) es independiente por H-caminos en D.
Además, por la absorbencia por H-caminos de N̂ en D̂, las observaciones al
inicio de este párrafo, y por la a�rmación 1, cada vértice en x ∈ V (D) − N
alcanza a un vértice de N por H-caminos en D. Por lo que, N es absorbente
por H-caminos en D, y por lo tanto, N es un núcleo por H-caminos en D.

Finalmente, supongamos que cada digrá�ca H-coloreada tiene núcleo por
H-caminos. Sea D una multidigrá�ca H-coloreada, construimos D̂, a partir
de D, la digrá�ca H-coloreada anteriormente descrita. Se sigue que D̂ tiene
núcleo por H-caminos, y por lo anterior, D tiene núcleo por H-caminos. Por
lo que, podemos concluir que H es un patrón pancromático por caminos.

Consideremos
↔
P 3 y F2 como en la �gura 5.7. Notemos que

↔
P 3 con

R↔
P 3

= {x3, x1} y F2 con RF2 = {x2, x1, x3}, cumplen con las hipótesis del
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Figura 5.7: Construcción del lema 5.2.1 para
↔
P 3 y F2.

lema 5.2.1. Por lo tanto, tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 5.2.1. Si toda digrá�ca F2-coloreada tiene núcleo por F2-caminos,
entonces F2 es un patrón pancromático por caminos.

Corolario 5.2.2. Si toda digrá�ca
↔
P 3-coloreada tiene núcleo por

↔
P 3-caminos,

entonces
↔
P 3 es un patrón pancromático por caminos.

5.3. Análisis estructural

A pesar del análisis de las secciones anteriores, en esta sección, presenta-
mos un análisis estructural de los patrones pancromáticos por caminos, no
sin antes de�nir las digrá�cas cuasibicompletas y demostrar un lema técnico.
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Notemos que como B3 ⊂ B2 y por el teorema 4.0.1, se tiene que si una
digrá�ca es un patrón pancromático por caminos, entonces su complemento
no tiene ciclos impares, en particular, su complemento no tiene al ciclo de

tres vértices
→
C3 como subdigrá�ca.

Lema 5.3.1. Si H ∈ B3, entonces se cumple:

1. Si (u, v) ∈ F (Hc) es una �echa asimétrica, entonces δ+
Hc(v) = 0.

2. Toda componente fuertemente conexa, no trivial (con al menos dos vér-
tices), de Hc es bipartita.

Demostración. 1. Sea (u, v) ∈ F (Hc) una �echa asimétrica. Procediendo
por contradicción, supongamos que existe y ∈ V (Hc) tal que
(v, y) ∈ F (Hc) y u 6= y. Si (y, v) /∈ F (Hc), entonces H[{u, v, y}] es
isomorfa a

→
P 3, T3,

→
C3 o F4, que no son patrones pancromáticos por

caminos, por teorema 4.0.1.2 se tiene que H /∈ B3 lo cual es una con-

tradicción. Si (y, v) ∈ F (Hc), entoncesH[{u, v, y}] es isomorfa a F3,
→
P 3,

2
↔
K1 •

↔
K1 o

→
P 2 +

↔
K1, que no son patrones pancromáticos por caminos,

por teorema 4.0.1.2 se sigue que H /∈ B3, causando una contradicción.

Por lo tanto, δ+
Hc(v) = 0.

2. Como B3 ⊂ B2 y por el teorema 4.0.1, se tiene Hc no tiene ciclos
impares. Por lo que toda componente fuerte, no trivial, de Hc cumple
las hipótesis del teorema 1.2.1 y, por lo tanto, es una digrá�ca bipartita.

A continuación de�nimos las digrá�cas cuasibicompletas.

De�nición 5.3.1. Sea H una digrá�ca re�exiva. Decimos que H es cua-
sibicompleta, si V (H) admite una partición en dos conjuntos X e Y tales
que:

1. H[Y ] es una digrá�ca completa.

2. H[X] es una digrá�ca completa o puede contraerse a 2
↔
K1.

3. Y ×X ⊆ F (H).
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H

Figura 5.8: Ejemplo de una digrá�ca cuasibicompleta.

Observemos que, en una digrá�ca cuasibicompleta H, algunas �echas de
X a Y pueden estar presentes en H; más aún, si H[X] es una digrá�ca
completa, entoncesH cumple con ser una digrá�ca bicompleta, véase la �gura
5.8.

El siguiente teorema a�rma que todo patrón pancromático por caminos

se puede contraer a 2
↔
K1 o es una digrá�ca cuasibicompleta.

Teorema 5.3.1. Si H ∈ B3, entonces H puede contraerse a 2
↔
K1 o es una

digrá�ca cuasibicompleta.

Demostración. Sea H un patrón pancromático por caminos. Si H es una
digrá�ca completa, entonces H es una digrá�ca bicompleta y, por lo tanto, es
una digrá�ca cuasibicompleta. Ahora, supongamos que H no es una digrá�ca
completa.

Como 3
↔
K1 no es un patrón pancromático, entonces H tiene como máximo

dos componentes conexas. Si H tiene dos componentes conexas, entonces
cada componente tiene que ser una digrá�ca completa. De lo contrario hay
dos vértices en una componente, con a lo más una �echa entre ellos, que junto

con un vértice en la otra componente inducen 3
↔
K1 o

→
P 2 +

↔
K1 en H, lo que

no puede suceder, pues B3 es cerrada bajo tomar subdigrá�cas inducidas y

tanto 3
↔
K1 como

→
P 2 +

↔
K1 no son patrones pancromáticos por caminos. Por

lo tanto, H tiene que ser una expansión de 2
↔
K1.

Ahora, supongamos que H es una digrá�ca conexa. Demostraremos que
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H es una digrá�ca cuasibicompleta, para eso probaremos la existencia de
ciertas estructuras dentro del complemento de H.

Consideremos a Hc. Sea S una componente fuerte, no trivial, de Hc. Por
de�nición de S, todo vértice en S tiene exgrado al menos 1 en Hc. Por el lema
5.3.1 se deduce que S tiene que ser una subdigrá�ca simétrica y bipartita de
Hc. Sean A y B las partes de la bipartición de S. Demostraremos que S es una
digrá�ca bipartita completa en Hc. Como S es fuertemente conexa si A o B
consisten de un solo vértice, entonces S es una digrá�ca bipartita completa.
Supongamos que |A| ≥ 2 y |B| ≥ 2. Procediendo por contradicción, y como
S es simétrica, supongamos que existen a1 ∈ A y b1 ∈ B tales que a1 ↔H b1.
Ya que S es fuertemente conexa, entonces existe b2 ∈ B y a2 ∈ A tal que
a1 ↔Hc b2 y b1 ↔Hc a2, además, a1 ↔H a2. Lo que implica que (b1, a1, a2)
es una trayectoria en H que cumple las hipótesis del lema 5.0.1, por lo que
H /∈ B3, que es una contradición. Por lo tanto, A↔Hc B y S es una digrá�ca
bipartita completa en Hc.

Observemos que por el lema 5.3.1.1 todas los componentes fuertes de
Hc tienen que ser una componente fuerte inicial o una componente fuerte
terminal. Del mismo lema, también se deduce que cada componente fuerte
terminal consta de un único vértice y, como ya mostramos, cada componente
fuerte inicial es una digrá�ca bipartita completa o un único vértice.

Ahora demostraremos que existe a lo más una componente fuerte inicial,
no trivial, en Hc. Procediendo por contradicción supongamos que existen al
menos dos componentes fuerte iniciales, no triviales, digamos S1 y S2, en Hc.
Se sigue que S1 y S2 son digrá�cas bipartitas completas en Hc y todas las
�echas entre vértices de S1 y S2 están presentes en H. Sean u, v ∈ V (S1) tales
que u y v están en diferentes partes de la bipartición de S1. Sean w, z ∈ V (S2)
tales que w y z están en diferentes partes de la bipartición de S2. Notemos
que (u, z, v) es una trayectoria tal que u ↔Hc v y z ↔Hc w en H, es decir,
cumple la hipótesis del lema 5.0.1, lo que implica que H /∈ B3, lo que es una
contradicción. Por lo tanto, a lo más existe una componente fuerte inicial, no
trivial, en Hc.

Demostraremos que H es un digrá�ca cuasibicompleta. Sea X el subcon-
junto de V (H) tal que cada x ∈ X pertenece a una componente fuerte inicial
que no es un vértice aislado en Hc, y sea Y = V (H) −X. Observemos que
todo vértice de Y está en una componente fuerte terminal de Hc o es un
vértice aislado en Hc. Por otro lado, si X es vacío, entonces todos los vértices
son vértices universales en H; es decir, H es una digrá�ca completa, lo que
no puede suceder. Por lo que X 6= ∅ y Y 6= ∅.
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Sean y1, y2 ∈ Y . Mostraremos que y1 ↔H y2. Como yi es el único vértice
en un componente fuerte terminal de Hc o un vértice aislado en Hc, entonces
δ+
Hc(yi) = 0 con i ∈ {1, 2}. Se sigue que y1 ↔H y2 y, por lo tanto, Y induce
una digrá�ca completa.

Mostraremos que H[X] es un digrá�ca completa o puede contraerse a

2
↔
K1. Si cada componente fuerte inicial de Hc es trivial, entonces δ−Hc(x) = 0
para cada x ∈ X. Se tiene que x1 ↔H x2 para cada x1, x2 ∈ X. Por lo
tanto, H[X] es un digrá�ca completa. Ahora asumamos que S es la única
componente fuerte inicial, no trivial, de Hc, la cual es una digrá�ca biparti-
ta completa. Sean A y B las partes de la bipartición de S. Probaremos que
X = V (S). Procediendo por contradicción, supongamos que existe
x ∈ X −V (S). Por de�nición de X, existe y en V (Hc)−X tal que x→Hc y.
Sean a ∈ A y b ∈ B. Como S es una digrá�ca bipartita completa, enton-
ces a ↔Hc b, además, a ↔H x y x ↔H b, ya que x no pertenece a S. Se
sigue que (a, x, b) es una trayectoria en H tal que cumple con las hipótesis
de lema 5.0.1, por lo que H /∈ B3, lo que es una contradicción. Por lo tanto,

X = V (S) y se puede concluir que H[X] puede contraerse a 2
↔
K1.

Ahora, demostraremos que Y × X ⊆ F (H). Sea y ∈ Y . Como y es el
único vértice en una componente fuerte terminal o es un vértice aislado en
Hc, entonces δ+

Hc(y) = 0, por lo que y →H V (H), en particular y →H X. Por
lo tanto, Y →H X; es decir, Y ×X ⊆ F (H).

Por todo lo anterior, podemos concluir que H es un digrá�ca cuasibicom-
pleta.

De los resultados presentados en este capítulo; en particular, del teore-
ma anterior, podemos obtener las siguientes observaciones, conclusiones y
problemas abiertos.

Observación 5.3.1. El único patrón pancromático por caminos con todas

sus �echas asimétricas es
→
P 2.

Demostración. Sea H ∈ B3 tal que todas sus �echas son asimétricas. Basta
demostrar que H tiene únicamente dos vértices. Procediendo por contradic-
ción, supongamos que hay más de dos vértices en H. Sea (x, y) una �echa en
H y z un vértice diferente de x e y. Como H es un patrón pancromático por
caminos, por el lema 4.0.1, se sigue que H[{x, y, z}] es un patrón pancromá-
tico por caminos. Pero no existe ningún patrón pancromático por caminos
de orden 3 tal que todas sus �echas sean asimétricas, véase la �gura 5.3.a,
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causando una contradicción. Por lo tanto, H tiene dos vértices y debe de ser

isomorfa a
↔
P 2.

Observación 5.3.2. Los patrones pancromáticos por caminos con todas sus

�echas simétricas son las digrá�cas completas, las expansiones de 2
↔
K1 y ex-

pansiones de
↔
P 3.

Demostración. Sea H ∈ B3. Por el teorema 5.3.1 se tiene que H es una

expansión de 2
↔
K1 o una digrá�ca cuasibicompleta. Basta notar que las úni-

cas digrá�cas cuasibicompletas simétricas son las digrá�cas completas y las

expansiones de
↔
P 3.

Observación 5.3.3.
↔
K1•2

↔
K1 es una digrá�ca cuasibicompleta; sin embargo,

como ya hemos mencionado, Arpin y Linek probaron que
↔
K1 • 2

↔
K1 no es un

patrón pancromático por caminos, véase la �gura 5.3.b. Por consiguiente, la
implicación recíproca del teorema anterior es falsa.

De la observación 5.3.3 podemos concluir que cada patrón pancromático
por caminos tiene una estructura muy bien de�nida, es decir, pertenece a
una de dos familias. Lamentablemente, la implicación recíproca es falsa.

Observación 5.3.4. Sea H una digrá�ca cuasibicompleta que es un patrón

pancromático por caminos. Como ya hemos dicho,
↔
K1 • 2

↔
K1 no es un patrón

pancromático por caminos. Por lo tanto, si X induce una expansión de 2
↔
K1 y

existe un vértice y en Y , que alcanza a al menos un vértice en una de las dos
subdigrá�cas completas que induce X con una �echa asimétrica, entonces
y tiene que alcanzar a todos los vértices de la otra subdigrá�ca completa
inducida por X con una �echa simétrica.

Como B3 es cerrado bajo tomar contracciones, expansiones y subdigrá�-
cas inducidas, el análisis de los patrones pancromáticos por caminos se centra
en los patrones de orden pequeño. Por lo que es de gran importancia conocer
cuáles subdigrá�cas, de orden mínimo, son prohibidas para los patrones pan-
cromáticos por caminos. A estos patrones prohibidos los llamamos obstruc-
ciones mínimas. Por el teorema 5.3.1 se tiene que cada obstrucción mínima,
para ser patrón pancromático por caminos, es una digrá�ca cuasibicompleta.

A continuación, proponemos los siguientes problemas abiertos.
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Problema 5.3.1. Determinar si
↔
P 3 y F2 son patrones pancromáticos por

caminos o no.

Problema 5.3.2. Determinar cuales de las digrá�cas cuasibicompletas son
patrones pancromáticos por caminos.

Es importante notar que, los corolarios 5.2.1 y 5.2.2 establecen el pro-

blema de determinar si F2 y
↔
P 3 son patrones pancromáticos por caminos, o

no, es su�ciente para enfocarse en los digrá�cas; es decir, si cada digrá�ca

F2-coloreada tiene núcleo por F2-caminos y cada digrá�ca
↔
P 3-coloreada tie-

ne núcleo por
↔
P 3-caminos, entonces F2 y

↔
P 3 son patrones pancromáticos por

caminos.
Si la respuesta para ambos patrones en el problema 5.3.1 es negativa,

entonces ambos patrones son obstrucciones mínimas, aún más, la prueba,
presentada en [11] por Galeana-Sánchez y Strausz, que establece que cada
patrón pancromático por caminos es una digrá�ca bicompleta es válida. Es

importante tener en cuenta que tanto
↔
P 3 como F2 son digrá�cas cuasibi-

completas. Por lo tanto, una respuesta positiva puede ayudar a resolver el
problema 5.3.2, o al menos dar una mejor comprensión sobre los patrones
pancromáticos por caminos. Resolver el segundo problema completa la ca-
racterización de patrones pancromáticos por caminos.



Capítulo 6

Familias B̃i

En este capítulo de�nimos las familias B̃i, con i ∈ {1, 2, 3}. Éstas son las
familias análogas a las presentadas por Arpin y Linek en [1], pero basadas
en el alcance por H-trayectorias. Que como hemos mostrado, en el capítulo
3 no siempre son equivalentes a los problemas de alcance por H-caminos.

De�nición 6.0.1. B̃1 es la clase de todas las digrá�cas H tal que para
cualquier H-coloración de cualquier torneo T existe un vértice v de T que es
absorbente por H-trayectorias en T .

De�nición 6.0.2. B̃2 es la clase de todas las digrá�cas H tal que para
cualquier H-coloración de cualquier multidigrá�ca D existe un subconjunto
independiente de vértices de D que es absorbente por H-trayectorias en D.

De�nición 6.0.3. B̃3 es la clase de todas las digrá�cas H tal que para
cualquier H-coloración de cualquier multidigrá�ca D, D tiene núcleo por
H-trayectorias.

Observemos que todo conjunto independiente por H-trayectorias en una
multidigrá�ca H-coloreada es un conjunto independiente, se sigue que
B̃3 ⊆ B̃2. Más aún, en un torneo los conjuntos independientes son úni-
camente los conjuntos que constan de un único vértice. Por lo que se deduce
que B̃2 ⊆ B̃1.

Notemos que en una digrá�ca
↔
K1-coloreada los núcleos por trayectorias

coinciden con los núcleos por H-trayectorias, y como ya hemos mencionado,

toda digrá�ca tiene núcleo por trayectorias [3]; esto signi�ca que,
↔
K1 ∈ B̃3.

55
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Por otro lado, el resultado de Sands, Sauer y Woodrow en [22] que dice que to-
da multidigrá�ca 2-coloreada tiene núcleo por trayectorias monocromáticas,
se puede reescribir en términos de H-trayectorias como: el patrón re�exivo

2
↔
K1 pertenece a B̃3. Por lo anterior, ninguna de las tres familias es vacía.
A continuación, presentamos algunas propiedades de estas familias.

Lema 6.0.1. Sea H un patrón.

1. Si H ∈ B̃i, entonces H es re�exiva, para cada i ∈ {1, 2, 3}.

2. Si H ∈ B̃i y H1 es una subdigrá�ca inducida de H, entonces H1 ∈ B̃i,
para cada i ∈ {1, 2, 3}.

3. Si H ∈ B̃i y H2 es una superdigrá�ca generadora de H, entonces
H2 ∈ B̃i, para cada i ∈ {1, 2}.

Demostración. 1. Procediendo por contrapositiva. Sea H un patrón con

un vértice x tal que (x, x) /∈ F (H). Consideremos a
→
C3, el ciclo de

longitud 3, que también es un torneo, junto con la H-coloración que le

asigna el color x a cada �echa de
→
C3. Notemos que las H-trayectorias

son únicamente las �echas por lo que no hay un vértice que sea absor-
bente por H-trayectorias. Por lo que H /∈ B̃1. Como B̃3 ⊆ B̃2 ⊆ B̃1,
podemos concluir que H /∈ B̃i, con i ∈ {1, 2, 3}.

2. El segundo inciso se sigue del hecho que toda H1-coloración de una
multidigrá�ca también es una H-coloración, por lo que cualquier ejem-
plo que muestre que H1 /∈ B̃i también muestra que H /∈ B̃i para
i ∈ {1, 2, 3}.

3. Observemos que toda H-coloración de una multidigrá�ca también es
una H2-coloración, más aún, toda H-trayectoria también es una
H2-trayectoria en la misma multidigrá�ca. Por lo que todo subconjunto
independiente, que es absorbente por H-trayectorias también es absor-
bente por H2-trayectorias. De lo anterior, se deduce que si H ∈ B̃i,
entonces H2 ∈ B̃i con i ∈ {1, 2}.

El lema anterior, a�rma que los patrones que pertenecen a estas familias
son digrá�cas re�exivas, más aún, son cerradas bajo tomar subdigrá�cas
inducidas.
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H

x
y

Hxy

vxy

H − x

y

H − y

x

Figura 6.1: Ejemplo de una contracción de gemelos verdaderos.

Sea H una digrá�ca re�exiva. A dos vértices distintos, x e y, los llamamos
gemelos verdaderos si N+(x) = N+(y) y N−(x) = N−(y). Observemos que,
como H es re�exiva, entonces x ∈ N+(x) y y ∈ N + (y). Por lo que, la

subdigrá�ca inducida por {x, y} en H, es
↔
K2 y ambos son adyacentes hacia

y desde los mismos vértices.

Notemos que de la de�nición anterior se deduce que, si x e y son gemelos
verdaderos, y eliminamos cualquiera de ellos o consideramos la contracción de
H donde el único conjunto de contracción, con dos o más vértices, es {x, y},
entonces obtenemos patrones isomorfos. Denotamos este tipo de contracción
del conjunto {x, y} como Hxy y al vértice nuevo lo denotamos por vxy. De
la observación anterior, es evidente que Hxy es isomorfo a una subdigrá�ca
inducida de H, véase la �gura 6.1.

El siguiente lema establece que la contracción de los gemelos verdaderos
y su operación inversa, que llamamos expansión de gemelos verdaderos, se
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preserva dentro de las familias B̃i con i ∈ {1, 2, 3}.

Lema 6.0.2. Sea H un patrón re�exivo, Si x e y son un par de gemelos
verdaderos en H, entonces H ∈ B̃i si y solo si Hxy ∈ B̃i, con i ∈ {1, 2, 3}.

Demostración. Como Hxy es isomorfa a H − x, que es una sudigrá�ca indu-
cida de H, se sigue que, por el lema 6.0.1, si H ∈ B̃i, entonces Hxy ∈ B̃i,
con i ∈ {1, 2, 3}.

Sea D sea una multidigrá�ca H-coloreada, con coloración c, denotada por
(D, c). También, consideremos a D con la siguiente Hxy-coloración, de�nida
de la siguiente manera:

cxy(a) =

{
c(a) si c(a) 6= x y c(a) 6= y
vxy si c(a) = x o c(a) = y.

la denotamos por (D, cxy).
Sea P = (w0, w1, . . . , wn) una trayectoria en D. Mostraremos que P es

una H-trayectoria en (D, c) si y solo si P es una Hxy-trayectoria en (D, cxy).
Primero, supongamos que P es una H-trayectoria en (D, c). Si ningu-

na �echa de P tiene color x o y, en (D, c), entonces P también es una
Hxy-trayectoria en (D, cxy). Ahora, supongamos que al menos una �echa de
P tiene color x o color y en (D, c). Por de�nición de cxy, cada una de esas
�echas tienen color vxy en (D, cxy). Por otro lado, en Hxy, el vértice con lazo,
vxy tiene los mismos invecinos y los mismos exvecinos que tienen x e y en H.
Se deduce que la sucesión de colores de las �echas de P en (D, cxy) forman
un camino en Hxy. Por lo tanto, P es una Hxy-trayectoria en (D, cxy).

Ahora, supongamos que P es una Hxy-trayectoria en (D, cxy). Si nin-
guna �echa de P tiene color vxy, en (D, cxy), entonces P también es una
H-trayectoria en (D, c). Supongamos que al menos una �echa de P tiene
color vxy en (D, cxy). Por de�nición de cxy, cada una de estas �echas tiene
color x o color y en (D, c). Además, en H, x e y son gemelos verdaderos, por
lo que ambos tienen los mismos invecinos y los mismos exvecinos que vxy en
Hxy. Se deduce que si el color vxy se reemplaza por cualquiera de los colores
x o y en (D, c), entonces la sucesión de colores de las �echas de P en (D, c)
forma un camino en H. Por lo tanto, P es una H-trayectoria en (D, c).

Por la observación anterior, se sigue que si Hxy ∈ B̃i, entonces H ∈ B̃i,
con i ∈ {1, 2, 3}.

Observemos que, por de�nición, Hxy es una contracción de H. Además,
si H ′ es una contracción de H, podemos llegar a H ′, a partir de H, tras una
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sucesión de contracciones de gemelos verdaderos de las digrá�cas resultantes.
Es decir, cada conjunto de contracción para H ′, con dos o más elementos,
se puede ir contrayendo a través de gemelos verdaderos. De lo anterior, y
usando el lema 6.0.2 podemos deducir el siguiente corolario.

Corolario 6.0.1. Sea H un patrón y H ′ una contracción de H. H ∈ B̃i si
y solo si H ′ ∈ B̃i, con i ∈ {1, 2, 3}.

6.1. Familia B̃2

En esta sección, damos una caracterización de los patrones que pertenecen
a B̃2. Estos patrones son las digrá�cas re�exivas tales que su complemento
no contiene ciclos impares. Recordemos que estas digrá�cas son exactamente
las que pertenecen a B2, véase el teorema 4.0.1; es decir, B̃2 = B2.

Consideremos el siguiente lema, el cual nos dice que la familia B̃2 es
cerrada bajo tomar sumas.

Lema 6.1.1. Sean H1 y H2 dos patrones re�exivos. Si H1 y H2 pertenecen
a B̃2, entonces H1 •H2 ∈ B̃2.

Demostración. Sean H1 y H2 patrones re�exivos en B̃2.
SeaD una multidigrá�ca (H1•H2)-coloreada. Demostraremos queD tiene

un conjunto independiente que es absorbente por H-trayectorias.
Para i ∈ {1, 2}, sea Di la subdigrá�ca generadora de D cuyo conjunto de

�echas consiste precisamente en aquellas �echas de D que están coloreadas
con los vértices de Hi. Como H1 ∈ B̃2, existe K un conjunto de vértices
independiente que es absorbente por H1-trayectorias en D1. Análogamente,
como H2 ∈ B̃2, existe K ′ un conjunto independiente que es absorbente por
H2-trayectorias en D2[K], la subdigrá�ca inducida por K en D2.

Por construcción, K ′ es independiente en D; para veri�car que K ′ es ab-
sorbente por (H1 • H2)-trayectorias en D, consideremos x ∈ V (D) −K ′. Si
x ∈ K, entonces la elección de K ′ garantiza que existe una H2-trayectoria
en D que termina en un vértice de K ′, esa misma H2-trayectoria es una
(H1 • H2)-trayectoria en D. Si x /∈ K, entonces, por la elección de K, exis-
te un vértice y ∈ K, tal que existe una H1-trayectoria, digamos P1, de x a
y en D1 y, por lo tanto, en D. En caso de que y ∈ K ′, entonces P1 es la
(H1 •H2)-trayectoria buscada. Si y /∈ K ′, entonces, como en el caso anterior,
existe una H2-trayectoria, digamos P2 desde y hasta un vértice
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z ∈ K ′ en D2[K]. Sea s el último vértice en P2 que también está en P1,
existe pues y pertenece a ambas trayectorias. Consideremos la trayectoria
P3 = (x, P1, s) ∪ (s, P2, z) en D. Ya que P1 es una H1-trayectoria en D,
P2 es una H2-trayectoria en D y como todo vértice en V (H1) es adya-
cente hacia todos los vértices en V (H2), entonces se sigue que P3 es una
(H1 •H2)-trayectoria de x a z en D.

Por lo tanto, K ′ es un conjunto independiente que es absorbente por
(H1 •H2)-trayectorias en D.

Usando el lema anterior obtenemos la siguiente caracterización de los
patrones en B̃2.

Teorema 6.1.1. Sea H un patrón re�exivo. H pertenece a B̃2 si y solo si
su complemento, Hc, no contiene ciclos impares.

Demostración. Sea H ∈ B̃2. Demostraremos, por contrapositiva, que Hc

no contiene ciclos impares. Supongamos que Hc contiene un ciclo impar
C = (0, 1, 2 . . . , 2k, 0). Consideremos la digrá�ca que es un ciclo impar
C2k+1 = (x0, x1, . . . , x2k, x0) junto con la siguiente H-coloración c, tal que
c((xi, xi+1)) = i para i ∈ {0, 1, . . . , 2k − 1} y c((x2k, x0)) = 2k. Notemos que
cada H-trayectoria en C2k+1 es una única �echa. Se sigue que, C2k+1 no tiene
un conjunto independiente que es absorbente por H-trayectorias y, por lo
tanto, H /∈ B̃2.

Ahora, supongamos que Hc no tiene ciclos impares. Demostraremos que
H ∈ B̃2. Sea H1, . . . , Hk una sucesión de los complementos de las compo-
nentes fuertes de Hc, tal que Hc

1 es una componente inicial de Hc y Hc
i es

una componente inicial de Hc −

(
i−1⋃
j=1

Hc
j

)
con i ∈ {2, . . . , k}. Como cada

Hc
j es una componente fuerte de Hc y no tiene ciclos impares, entonces, por

el teorema 1.2.1, se tiene que Hc
i es bipartita, con Vi,1 y Vi,2 sus clases de

la bipartición, para cada i ∈ {1, . . . , k}. Se sigue que, en H, cada Vi,j indu-
ce una digrá�ca re�exiva completa con i ∈ {1, . . . , k} y j ∈ {1, 2}. Por lo
que, H[Vi,1] ∪H[Vi,2] es una subdigrá�ca generadora de Hi y una expansión

de 2
↔
K1. Recordemos que 2

↔
K1 ∈ B̃3 ⊆ B̃2. Por el corolario 6.0.1 y el lema

6.0.1.3, se tiene que Hi ∈ B̃2.
Por la elección de Hi, se tiene que H ′ = Hk • (· · · • (H3 • (H2 •H1)) · · · )

es una subdigrá�ca generadora de H. Más aún, por el lema 6.1.1, se si-
gue que H ′ ∈ B̃2. Finalmente, por del lema 6.0.1.3, podemos concluir que
H ∈ B̃2.



Capítulo 7

Familia B̃3: Patrones
pancromáticos por trayectorias

En esta sección dirigimos nuestra atención a B̃3. A los elementos de esta
familia los llamamos patrones pancromáticos por trayectorias. En la sección
5.3 del capítulo 5, se hace un análisis estructural de los patrones pancromá-
ticos por caminos, utilizando subdigrá�cas prohibidas. Se puede utilizar un
enfoque similar para describir la estructura de los patrones pancromáticos
por trayectorias. La idea es clasi�car todos los patrones con a lo más tres
vértices; saber cuáles de ellos pertenecen a B̃3, y de esta manera, obtener
su�ciente información para describir la estructura general de los patrones
pancromáticos por trayectorias.

Comenzamos nuestro análisis con el siguiente teorema, que es una conse-
cuencia directa del teorema 3.3.3, y relaciona a los patrones pancromáticos
por trayectorias con los patrones pancromáticos por caminos.

Teorema 7.0.1. Si H es un patrón transitivo y re�exivo, entonces H es un
patrón pancromático por trayectorias si y solo si H es un patrón pancromático
por caminos.

Demostración. Sean H un patrón transitivo y re�exivo, y D una multidigrá-
�ca H-coloreada. El resultado se sigue directamente del teorema 3.3.3 que
a�rma que todo núcleo por H-caminos en D es un núcleo por H-trayectorias
en D, y viceversa.

Arpin y Linek muestran en [1] que toda digrá�ca re�exiva con orden uno
o dos es un patrón pancromático. Estos patrones son trivialmente transitivos,
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del teorema 7.0.1 se sigue que los patrones pancromáticos con orden uno o
dos también son patrones pancromáticos por trayectorias.

A partir del teorema anterior, es posible analizar nueve de los 16 patrones

de orden tres. En [1], Arpin y Linek demuestran que los patrones
↔
K3,

↔
K1•

↔
K2,

↔
K2 •

↔
K1 y

↔
K2 +

↔
K1 pertenecen a B3, además, todos de ellos son patrones

transitivos, por lo tanto, también pertenecen a B̃3, véase la �gura 7.1a. De

la misma manera, los patrones 2
↔
K1 •

↔
K1,

→
P 2 +

↔
K1, T3,

↔
K1 • 2

↔
K1 y 3

↔
K1 son

transitivos y no pertenecen a B3, por lo que no son patrones pancromáticos
por trayectorias, véase la �gura 7.1b.

El siguiente resultado se prueba en [1]; aunque lo declararon para patrones
pancromáticos por caminos, es fácil notar que la misma prueba funciona para
patrones pancromáticos por trayectorias.

Lema 7.0.1. Si W = (x0, x1, . . . , xk) es un camino en H tal que

1. Para cada xi, existe ci ∈ V (H) tal que (xi, ci) /∈ F (H), con
i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}.

2. (xk, x0) /∈ F (H).

Entonces H /∈ B̃3.

Demostración. Sean W = (x0, x1, . . . , xk) un camino en H como en la hipó-
tesis, y D la digrá�ca tal que

V (G) = {vij : i ∈ Z3, j ∈ Zk+1} ∪ {v∞}
y

F (D) = {(vij, vi(j+1)) : 0 ≤ j ≤ k − 1}
∪{(vik, v(i+1)0) : i ∈ Z3}
∪{(vij, v∞) : i ∈ Z3, 1 ≤ j ≤ k}.

Consideramos ς, la H-coloración de D, de�nida de la siguiente manera:

ς((u, v)) =


xj si (u, v) = (vij, vi(j+1)) con 0 ≤ j ≤ k − 1,
xk si (u, v) = (vik, v(i+1)0) con i ∈ Z3,
cj−1 si (u, v) = (vij, v∞) con i ∈ Z3, 1 ≤ j ≤ k.

A�rmamos que D no tiene núcleo por H-trayectorias. Procediendo por
contradicción, supongamos que existe N ⊆ V (D) tal que N es un núcleo por
H-trayectorias en D. Debido a que v∞ es un pozo de D, entonces v∞ ∈ N .
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↔
K3

↔
K2 +

↔
K1

↔
K1 •

↔
K2

↔
K2 •

↔
K1

(a) Patrones transitivos de orden 3, que son patrones pancromáticos por trayectorias.

2
↔
K1 •

↔
K1

→
P 2 +

↔
K1

T3

↔
K1 • 2

↔
K1 3

↔
K1

(b) Patrones transitivos de orden 3, que no son patrones pancromáticos por trayectorias.

Figura 7.1: Patrones transitivos de orden 3.
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Ya que los vértices vij, con i ∈ Z3 y 1 ≤ j ≤ k, son adyacentes hacia
v∞, entonces no pueden ser elementos de N . Por construcción, toda trayec-
toria T = (z0, . . . , zn = v∞), de longitud al menos dos, cuyo vértice �nal
es v∞ cumple que sus dos últimas �echas son: (vi(j−1), vij) y (vij, v∞), res-
pectivamente, con i ∈ Z3 y j ∈ {1, . . . , k}, pero ς((vi(j−1), vij)) = xj−1 y
ς((vij, v∞)) = cj−1, que por hipótesis (xj−1, cj−1) /∈ F (H). Por lo que, T no
es una H-trayectoria. Por lo tanto, toda H-trayectoria que termina en v∞
es una �echa. Observemos que v00, v10 y v20 no son adyacentes hacia v∞, se
sigue que N 6= {v∞}.

Consideremos las siguientes trayectorias: Ti = (vi0, vi1, vi2, . . . , vik, v(i+1)0)
con i ∈ Z3. Como ς((vij, vi(j+1))) = xj con i ∈ Z3 y j ∈ {0, . . . , k − 1} se
tiene que Ti es una H-trayectoria en D, con i ∈ Z3. Por lo tanto, dos vértices
del conjunto {v00, v10, v20} no pueden estar al mismo tiempo en N .

Por otro lado, (vi0, Ti, v(i+1)0)∪(v(i+1)0, Ti+1, v(i+2)0) es la única trayectoria
de vi0 a v(i+2)0 en D, con i ∈ Z3; sin embargo, no es una H-trayectoria pues
ς((vik, v(i+1)0)) = xk y ς((v(i+1)0, v(i+1)1)) = x0 pero (xk, x0) /∈ F (H). Se
sigue que no hay un vértice del conjunto {v00, v10, v20} que es alcanzable por
H-trayectorias desde los otros dos vértices. De esta manera, se deduce que
no se puede construir N , es decir, D no tiene núcleo por H-trayectorias y,
por lo tanto, H /∈ B̃3.

Como consecuencia del lema anterior, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 7.0.1.
→
C3,

→
P 3, F3 y F4 no son patrones pancromáticos por tra-

yectorias.

Demostración. Sea D la digrá�ca en la �gura 7.2b. Notemos que D no tiene

núcleo por H-trayectorias con H ∈ {
→
C3,

→
P 3, F3, F4}. Vale la pena notar que,

D se obtuvo usando la construcción dada por la prueba del lema 7.0.1.

Hasta ahora, tratamos con trece de los dieciséis patrones re�exivos con
tres vértices. Los tres patrones restantes son más difíciles de manejar. La

siguiente sección se enfoca en los patrones
↔
P 3, F2 y F1.
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→
P 3

x0

x1

x2

F3

x0

x1

x2

→
C3

x0

x1

x2

F4

x0

x2

x1

(a) Patrones no transitivos de orden 3, que no son patrones pancromáticos por trayectorias.

D

v00

v01 v10

v11

v20v21

v∞

(b) Digrá�ca H-coloreada sin núcleo por H-trayectorias.

Figura 7.2: Patrones que no son patrones pancromáticos por trayectorias y su

contraejemplo.
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7.1. Patrones
↔
P 3 y F2

En [11], se demuestra que los patrones
↔
P 3 y F2 no son patrones pancro-

máticos por caminos, véase la �gura 7.3. Sin embargo, al tratar de adaptar la
prueba en [11] para veri�car si ambos patrones son patrones pancromáticos
por trayectorias, notamos que la prueba del lema clave, presentada en [11],

es errónea. Por lo que, hasta este momento no se sabe si
↔
P 3 y F2 son patro-

nes pancromáticos por caminos o no. A pesar de esto, usamos una técnica

similar a la propuesta en [11] para demostrar que
↔
P 3 y F2 no son patrones

pancromáticos por trayectorias.

↔
P 3

F2

Figura 7.3: Patrones
↔
P 3 y F2.

Lema 7.1.1. El patrón H de la �gura 7.4 no es un patrón pancromático por
trayectorias.

Demostración. Consideremos los patrones H y H ′ como en �gura 7.4. Prime-
ro mostraremos que para cada multidigrá�ca H ′-coloreada D existe una mul-
tidigrá�ca H-coloreada D′ tal que si D′ tiene un núcleo por H-trayectorias,
entonces D tiene un núcleo por H ′-trayectorias.

Sea D una multidigrá�ca H ′-coloreada, con coloración c, construimos D′

a partir de D de la siguiente manera. Para cada trayectoria (r, e1, s, e2, t) en
D, con e1, e2 ∈ F (D), c(e1) = x y c(e2) = w, agregamos un nuevo vértice ŝ,
junto con las �echas f1, f2 ∈ FD′ [s, ŝ], f3 ∈ FD′ [ŝ, s] y f4 ∈ FD′ [ŝ, t] tales que
c(f1) = y, c(f2) = w, c(f3) = y y c(f4) = w. Sea Ŝ el conjunto de todos los
nuevos vértices ŝ en D′, véase la �gura 7.4.

Supongamos que N ′ ⊆ V (D′) es un núcleo por H-trayectorias en D′.
Consideremos N de�nido de la siguiente manera.

N = (N ′ ∪ {s ∈ VD : ŝ ∈ N ′})− Ŝ.
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Figura 7.4: Patrones H y H ′ del lema 7.1.1.

A�rmamos que N es un núcleo por H ′-trayectorias en D. Para demostrar
que N es independiente por H ′-trayectorias, sean u y v dos vértices de N .
Procediendo por contradicción, supongamos que existe una H ′-trayectoria
P = (u = u0, u1, . . . , un = v) de u a v in D. Notemos que P es una trayec-
toria en D′. Si P no es una H-trayectoria en D′, entonces, por construcción,
existe al menos una subtrayectoria (r, e1, s, e2, t) de P , con e1, e2 ∈ F (D),
c(e1) = x y c(e2) = w. Consideremos la H-trayectoria (r, e1, s, f1, ŝ, f4, t), con
f1 ∈ FD′ [s, ŝ] y f4 ∈ FD′ [ŝ, t] tales que c(f1) = y y c(f4) = w. Sea P ′ la trayec-
toria resultante de reemplazar cada subtrayectoria de la forma (r, e1, s, e2, t)
de P , con e1, e2 ∈ F (D), c(e1) = x y c(e2) = w, por su respectiva
H-trayectoria de la forma (r, e1, s, f1, ŝ, f4, t) donde f1 ∈ FD′ [s, ŝ] y
f4 ∈ FD′ [ŝ, t] con c(f1) = y y c(f4) = w. Por construcción, P ′ es una
H-trayectoria de u a v en D′. Por lo que tenemos 4 casos.

{u, v} ⊆ N ′ − {s ∈ VD : ŝ ∈ N ′}. Se sigue que P o P ′ es una
H-trayectoria entre dos vértices de D′, contradiciendo la independencia
por H-trayectorias de N ′.

u ∈ {s ∈ VD : ŝ ∈ N ′} y v ∈ N ′ − {s ∈ VD : ŝ ∈ N ′}. Sea û ∈ V (D′)
tal que û ∈ N ′ correspondiente a u. Como N+

H (y) = V (H), entonces
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agregar el vértice û, con la �echa de û a u de color y, al inicio de P (o
de P ′), nos da como resultado una H-trayectoria entre dos vértices de
N ′ en D′, contradiciendo la independencia por H-trayectorias de N ′.

u ∈ N ′ − {s ∈ VD : ŝ ∈ N ′} y v ∈ {s ∈ VD : ŝ ∈ N ′}. Sea
v̂ ∈ V (D′) tal que v̂ ∈ N ′ correspondiente a v. Como N−H (y) = {x, y} y
N−H (w) = {z, w, y}, entonces agregar la �echa de v a v̂ con color y, si la
�echa de un−1 a un = v tiene color x o y, al �nal de P (o P ′), o agregar
la �echa de v a v̂ con color w si la �echa de un−1 a un = v tiene color
z o w, al �nal de P (o P ′) nos da como resultado una H-trayectoria
entre dos vértices de N ′ en D′, contradiciendo la independencia por
H-trayectorias de N ′.

{u, v} ⊆ {s ∈ VD : ŝ ∈ N ′}. Sean û, v̂ ∈ V (D′) tales que û, v̂ ∈ N ′, los
vértices correspondientes a u y v, respectivamente. Como
N+

H (y) = V (H), N−H (y) = {x, y} y N−H (w) = {z, w, y}, entonces agregar
el vértice û, con la �echa de û a u de color y, al inicio de P (o de P ′),
y agregar la �echa de v a v̂ con color y, si la �echa de un−1 a un = v
tiene color x o y, al �nal de P (o P ′), o agregar la �echa de v a v̂ con
color w si la �echa de un−1 a un = v tiene color z o w, al �nal de P (o
P ′) nos da como resultado una H-trayectoria entre dos vértices de N ′

en D′, contradiciendo la independencia por H-trayectorias de N ′.

Por lo tanto, no puede existir una H ′-trayectoria de u a v en D; es decir, N
es independiente por H ′-trayectorias en D.

Ahora demostraremos que N es absorbente por H ′-trayectorias en D. Sea
u ∈ V (D) − N . Por de�nición de N , tenemos que u ∈ V (D′) − N ′. Como
N ′ es núcleo por H-trayectorias en D′, entonces existe v ∈ N ′ tal que u al-
canza a v por H-trayectorias en D′. Sea P = (u = u0, u1, . . . , un = v) dicha
H-trayectoria en D′. Supongamos que v /∈ Ŝ. Si ŝ ∈ V (P ), entonces
ŝ = ui para alguna i ∈ {1, . . . , n − 1}. Por construcción de D′, se tiene
que s = ui−1, por lo que existe la �echa de ui−1 a ui+1 en D con color w, más
aún, la �echa de ui a ui+1 tiene color w. Como N−H′(w) = V (H ′), entonces
(ui−2, ui−1, ui+1, ui+2) es una H ′-trayectoria en D. Se sigue que al remover
todos los ŝ de P se obtiene una H ′-trayectoria de u a v en D. Si v ∈ Ŝ, en-
tonces un−1 ∈ N . El procedimiento anterior nos da una H ′-trayectoria de u a
un vértice de N en D. Se concluye que N es absorbente por H ′-trayectorias
en D, y, por lo tanto, N es un núcleo por H ′-trayectorias en D.
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Figura 7.5: Patrones H y H ′ del lema 7.1.2.

Por otro lado, notemos que H ′[{x,w, z}] no es un patrón pancromático
por trayectorias. Del lema 6.0.1 se sigue que H ′ /∈ B̃3. Por lo que existe una
multidigrá�ca H ′-coloreada D que no tiene núcleo por H ′-trayectorias. Sea
D′ la multidigrá�ca H-coloreada construida como al inicio de esta prueba.
Si H ∈ B̃3, entonces D′ tiene núcleo por H-trayectorias, pero por los argu-
mentos presentados anteriormente, se implica que D tiene núcleo por
H ′-trayectorias, lo que no puede suceder. Por lo tanto, H /∈ B̃3.

El siguiente resultado es muy similar al lema y la prueba anterior.

Lema 7.1.2. El patrón H de la �gura 7.5 no es un patrón pancromático por
trayectorias.

Demostración. Consideremos los patrones H y H ′ como en �gura 7.5. Como
en el lema anterior, mostraremos que para cada multidigrá�ca H ′-coloreada
D existe una multidigrá�ca H-coloreada D′ tal que si D′ tiene un núcleo por
H-trayectorias, entonces D tiene un núcleo por H ′-trayectorias.

Sea D una multidigrá�ca H ′-coloreada, con coloración c, construimos D′

a partir de D de la siguiente manera. Para cada trayectoria (r, e1, s, e2, t) en
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D, con e1, e2 ∈ F (D), c(e1) = x y c(e2) = w, agregamos un nuevo vértice ŝ,
junto con las �echas f1 ∈ FD′ [s, ŝ], f2 ∈ FD′ [ŝ, s] y f3 ∈ FD′ [ŝ, t] tales que
c(f1) = y, c(f2) = y y c(f3) = w. Sea Ŝ el conjunto de todos los nuevos
vértices ŝ en D′, véase la �gura 7.5.

Supongamos que N ′ ⊆ V (D′) es un núcleo por H-trayectorias en D′.
Consideremos N de�nido de la siguiente manera.

N = (N ′ ∪ {s ∈ VD : ŝ ∈ N ′})− Ŝ.
Demostraremos que N es un núcleo por H ′-trayectorias en D. Para la

independencia por H ′-trayectorias, sean u y v dos vértices de N . Procediendo
por contradicción, supongamos que existe una H ′-trayectoria
P = (u = u0, u1, . . . , un = v) de u a v in D. Notemos que P es una tra-
yectoria en D′. Si P no es una H-trayectoria, entonces, por construcción,
existe al menos una subtrayectoria (r, e1, s, e2, t) de P , con e1, e2 ∈ F (D),
c(e1) = x y c(e2) = w. Consideremos la H-trayectoria (r, e1, s, f1, ŝ, f3, t)
con f1 ∈ FD′ [s, ŝ] y f3 ∈ FD′ [ŝ, t] tales que c(f1) = y y c(f4) = w. Sea
P ′ la trayectoria resultante de reemplazar cada subtrayectoria de la forma
(r, e1, s, e2, t) de P , con e1, e2 ∈ F (D), c(e1) = x y c(e2) = w, por su res-
pectiva H-trayectoria de la forma (r, e1, s, f1, ŝ, f3, t) donde f1 ∈ FD′ [s, ŝ] y
f3 ∈ FD′ [ŝ, t] tales que c(f1) = y y c(f3) = w. Por construcción, P ′ es una
H-trayectoria de u a v en D′. Por lo que tenemos 4 casos.

{u, v} ⊆ N ′ − {s ∈ VD : ŝ ∈ N ′}. Se sigue que P o P ′ es una
H-trayectoria entre dos vértices de D′, contradiciendo la independencia
por H-trayectorias de N ′.

u ∈ {s ∈ VD : ŝ ∈ N ′} y v ∈ N ′ − {s ∈ VD : ŝ ∈ N ′}. Sea û ∈ V (D′)
tal que û ∈ N ′ correspondiente a u. Como y es un vértice universal
de H, entonces agregar el vértice û, con la �echa de û a u de color
y, al inicio de P (o de P ′), nos da como resultado una H-trayectoria
entre dos vértices de N ′ en D′, contradiciendo la independencia por
H-trayectorias de N ′.

u ∈ N ′ − {s ∈ VD : ŝ ∈ N ′} y v ∈ {s ∈ VD : ŝ ∈ N ′}. Sea v̂ ∈ V (D′)
tal que v̂ ∈ N ′ correspondiente a v. Como y es un vértice universal
de H, entonces agregar el vértice v̂, con la �echa de v̂ a u de color
y, al �nal de P (o de P ′), nos da como resultado una H-trayectoria
entre dos vértices de N ′ en D′, contradiciendo la independencia por
H-trayectorias de N ′.
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{u, v} ⊆ {s ∈ VD : ŝ ∈ N ′}. Sean û, v̂ ∈ V (D′) tales que û, v̂ ∈ N ′,
los vértices correspondientes a u y v, respectivamente. Como y es un
vértice universal de H, entonces agregar el vértice û, con la �echa de û
a u de color y, al inicio de P (o de P ′), y agregar la �echa de v a v̂ con
color y, nos da como resultado una H-trayectoria entre dos vértices de
N ′ en D′, contradiciendo la independencia por H-trayectorias de N ′.

Por lo tanto, no puede existir una H ′-trayectoria de u a v en D; es decir,
N es independiente por H ′-trayectorias en D.

Ahora, demostraremos que N es absorbente por H ′-trayectorias en D.
Sea u ∈ V (D)−N . Por de�nición de N , tenemos que u ∈ V (D′)−N ′. Como
N ′ es núcleo por H-trayectorias en D′, entonces existe v ∈ N ′ tal que u al-
canza a v por H-trayectorias en D′. Sea P = (u = u0, u1, . . . , un = v) dicha
H-trayectoria en D′. Supongamos que v /∈ Ŝ. Si ŝ ∈ V (P ), entonces
ŝ = ui para alguna i ∈ {1, . . . , n − 1}. Por construcción de D′, se tiene
que s = ui−1, por lo que existe la �echa de ui−1 a ui+1 en D con color w, más
aún, la �echa de ui a ui+1 tiene color w. Como N−H′(w) = V (H ′), entonces
(ui−2, ui−1, ui+1, ui+2) es una H ′-trayectoria en D. Se sigue que al remover
todos los ŝ de P se obtiene una H ′-trayectoria de u a v en D. Si v ∈ Ŝ, en-
tonces un−1 ∈ N . El procedimiento anterior nos da una H ′-trayectoria de u a
un vértice de N en D. Se concluye que N es absorbente por H ′-trayectorias
en D, y, por lo tanto, N es un núcleo por H ′-trayectorias en D.

Por otro lado, notemos que H ′[{x,w, z}] no es un patrón pancromático
por trayectorias. Del lema 6.0.1 se sigue que H ′ /∈ B̃3. Por lo que existe una
multidigrá�ca H ′-coloreada D que no tiene núcleo por H ′-trayectorias. Sea
D′ la multidigrá�ca H-coloreada construida como al inicio de esta prueba.
Si H ∈ B̃3, entonces D′ tiene núcleo por H-trayectorias, pero por los argu-
mentos presentados anteriormente, se implica que D tiene núcleo por
H ′-trayectorias, lo que no puede suceder. Por lo tanto, H /∈ B̃3.

Proposición 7.1.1. Los patrones
↔
P 3 y F2 no son patrones pancromáticos

por trayectorias.

Demostración. Observemos que los vértices z y w, de los patrones H de los
lemas 7.1.1 y 7.1.2, son gemelos verdaderos. Del corolario 6.0.1 se tiene que
el patrón H es un patrón pancromático por trayectorias si y solo si el patrón
obtenido de H al contraer z y w es un patrón pancromático por trayectorias.
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Pero los patrones obtenidos al contraer z y w de H son F2 y
↔
P 3 para los

lemas 7.1.1 y 7.1.2, respectivamente. De los lemmas 7.1.1 y 7.1.2 se deduce

que F2 y
↔
P 3 no son patrones pancromáticos por trayectorias.

7.2. Patrón F1

En las secciones anteriores se demuestra cuáles de los patrones de tres vér-
tices son un patrón pancromático por trayectorias, o no, excepto el patrón
F1. Arpin y Linek demuestran en [1] que F1 es un patrón pancromático por
caminos, utilizando una operación de cierre por colores para las digrá�cas
F1-coloreadas. Desafortunadamente, su técnica no es directamente aplicable
en el caso por trayectorias, ni parece ser modi�cable para adaptarse a ella.
Un hecho interesante que debería señalarse a partir de la técnica de Arpin y
Linek es que construyen una multidigrá�ca, hay �echas paralelos presentes,
donde siempre existen algunas subestructuras. A partir de aquí, uno puede
preguntarse si puede existir una multidigrá�ca F1-coloreada sin un núcleo por
F1-trayectorias, mientras que cada digrá�ca F1-coloreada, sin �echas parale-
los, tiene un núcleo por F1-trayectorias. Si es así, buscar un contraejemplo
implica buscar dentro de todas multidigrá�cas, lo que representa un espacio
de búsqueda más amplio que solo considerar digrá�cas. Afortunadamente,
no es el caso, el resultado principal de esta sección nos dice que únicamente
podemos considerar a las digrá�cas.

Para probar lo anterior, recordemos que el lema 5.2.1 da condiciones a un
patrónH para que su pertenencia o no, a la familia B3 pueda centrarse única-
mente en encontrar un núcleo por H-caminos en las digrá�cas H-coloreadas.
En la demostración de dicho lema, dada una multidigrá�ca H-coloreada
D se construye una digrá�ca H-coloreada D̂ tal que D tiene núcleo por
H-caminos si y solo si D̂ tiene núcleo por H-caminos. Para probar lo an-
terior, se demuestra que para todo par de vértices x e y de D, existe un
H-camino de x a y en D si y solo si existe un H-camino de x a y en D̂. En
esta última parte de la demostración, para cada H-caminoW , de x a y en D,
se sustituyen algunas �echas por otras con el mismo color, o por otras �echas
cuyo color es un vértice universal de H, o por trayectorias monocromáticas
del mismo color, para obtener un H-camino Ŵ de x a y en D̂. De manera
análoga, para cada H-camino Ŵ , de x a y en D̂, se sustituyen algunas �echas
por otras con el mismo color, o por otras �echas cuyo color es un vértice uni-
versal de H, y se sustituyen algunas trayectorias monocromáticas por �echas
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Figura 7.6: Construcción del lema 7.2.1 para F1.

del mismo color, para obtener un H-camino W de x a y en D. Es importante
notar, que todas las sustituciones no reutilizan vértices de W o de Ŵ , es
decir, si W es una trayectoria, entonces Ŵ también lo es, y viceversa. Con
todo lo anterior, la prueba del siguiente lema es completamente análoga a la
presentada en lema 5.2.1 intercambiando H-camino por H-trayectoria.

Lema 7.2.1. Sean H un patrón y R = {x1, x2, . . . , xn} el conjunto de vértices
de H que no son vértices universales de H. Supongamos que para cada xi
existe un color ci en H tal que (xi, ci) /∈ A(H), con i ∈ {2, 3, . . . , n}.

Si toda digrá�ca H-coloreada tiene núcleo por H-trayectorias, entonces
H es un patrón pancromático por trayectorias.

Consideremos F1 como en la �gura 7.6. Notemos que F1 con R = {x1, x3},
cumplen con las hipótesis del lema 7.2.1. Por lo tanto, tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 7.2.1. Si cada digrá�ca F1-coloreada tiene núcleo por
F1-trayectorias, entonces F1 es un patrón pancromático por trayectorias.
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7.3. Estructura y problemas abiertos de los pa-

trones pancromáticos por trayectorias

Para redondear nuestra comparación entre los patrones pancromáticos
por trayectorias con los patrones pancromáticos por caminos, hay que obser-
var que Arpin y Linek prueban que existe un patrón en B2 que no pertenece
a B3. Recordemos que en la sección 6.1 se prueba que B̃2 = B2. Con base

en lo anterior, podemos observar que
↔
P 3 ∈ B̃2, más aún,

↔
P 3 /∈ B̃3. Por lo

que, podemos concluir que B̃3 está estrictamente contenido en B̃2.
Para alcanzar una conclusión respecto a B̃3, sea F la familia de digrá�cas

que contiene como elementos a 2
↔
K1•

↔
K1,

→
P 2+

↔
K1, T3,

↔
K1•2

↔
K1, 3

↔
K1,

→
C3,

→
P 3,

F2, F3, F4 y
↔
P 3, véase las �guras 7.1b, 7.2a y 7.3. También, sea F ′ = F∪{F1}.

Los siguientes a�rmaciones describen la estructura de las digrá�cas
F -libres y las F ′-libres, respectivamente. El primer lema se debe a Galea-
na Sánchez y Hernández Cruz en [12].

Lema 7.3.1. [12] Una digrá�ca re�exiva H es F-libre si y solo si H es una
digrá�ca completa o V (H) admite una partición (V1, V2) tal que H[Vi] es una
digrá�ca re�exiva completa, con i ∈ {1, 2}, y se cumple una de las siguientes
dos posibilidades.

1. No hay �echas entre los vértices de V1 y los vértices de V2.

2. Todo vértice de V1 es adyacente hacia a todo vértice de V2 y algunos
vértices de V2 pueden ser adyacentes hacia algunos vértices de V1.

El lema anterior dice que las digrá�cas re�exivas que son F -libres son

únicamente las digrá�cas completas, las expansiones de 2
↔
K1 y las digrá�cas

bicompletas.

Lema 7.3.2. Una digrá�ca re�exiva H es F ′-libre si y solo si H es una
digrá�ca completa o V (H) admite una partición (V1, V2) tal que H[Vi] es una
digrá�ca re�exiva completa, con i ∈ {1, 2}, y se cumple una de las siguientes
dos posibilidades.

1. No hay �echas entre los vértices de V1 y los vértices de V2.

2. Todo vértice de V1 es adyacente hacia a todo vértice de V2 y ningún
vértice de V2 es adyacente hacia ningún vértice de V1.
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Demostración. Sea H una digrá�ca F ′-libre. Supongamos que H no es una
digrá�ca completa.

Como 3
↔
K1 ∈ F ′, entonces H tiene como máximo dos componentes cone-

xas. Si H tiene dos componentes conexas, entonces cada componente tiene
que ser una digrá�ca completa. De lo contrario hay dos vértices en una com-
ponente, con a lo más una �echa entre ellos, que junto con un vértice en la

otra componente inducen 3
↔
K1 o

↔
P 2 +

↔
K1 en H, lo que no puede suceder,

pues 3
↔
K1,

↔
P 2 +

↔
K1 ∈ F ′. Por lo tanto, V (H) admite una partición (V1, V2)

tal que H[Vi] es una digrá�ca re�exiva completa, con i ∈ {1, 2}, tal que no
hay �echas entre los vértices de V1 y los vértices de V2.

Ahora, supongamos que H es una digrá�ca conexa, no completa. Sean
x, y ∈ V (H), tales que no hay �echa simétrica entre x e y. De�nimos
V1 = {v ∈ V (H) : x ↔H v} ∪ {x} y V2 = V1 − V2. Mostraremos que
V1 y V2 cumplen las condiciones buscadas. Observemos que x ∈ V1 e y ∈ V2.
Sean u, v ∈ V1. Por de�nición x ↔H u y x ↔H v. Como H es F ′-libre, en-
tonces u↔H v. Sean z, w ∈ V2, se sigue que no hay �echa simétrica entre x
y z, ni entre x y w. Como H es F ′-libre, se sigue que w ↔H z. Por lo tanto,
H[Vi] es una digrá�ca completa, con i ∈ {1, 2}.

Como H es conexa, entonces existe una V1V2-�echa o una V2V1-�echa
en H. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que existe la V1V2-�echa,
es decir, existe u ∈ V1 y w ∈ V2 tales que u →H w. Sea v ∈ V1. Como
H[{u, v, w}] /∈ F ′ y u ↔H v y u →H w, entonces v →H w. Por lo tan-
to, V1 →H w. Sea z ∈ V2 − {w} y v ∈ V1. Como w ↔H z, v →H w y
H[{w, z, v}] /∈ F ′, entonces v →H z. Por lo que, V1 →H V2. Falta demostrar
que V1 7→H V2, es decir, que no existe la V2V1-�echa. Procediendo por con-
tradicción, supongamos que existe z ∈ V2 y v ∈ V1 tales que z ↔H v. Sea
u ∈ V1 − {v}. Como H[{u, v, z}] /∈ F ′, entonces z ↔H u para todo u ∈ V1,
en particular para x, lo que implica que z ∈ V1, lo que es una contradicción.
Por lo tanto, ningún vértice de V2 es adyacente hacia ningún vértice de V1.

Notemos que la implicación restante es inmediata pues toda subdigrá�ca

inducida de H, con tres vértices, es isomorfa a 3
↔
K1,

↔
K2 +

↔
K1,

↔
K1 •

↔
K2 o

↔
K2 •

↔
K1, que no pertenecen a F ′.

El lema anterior prueba que las digrá�cas re�exivas que son F ′-libres son
únicamente las digrá�cas completas, las expansiones de 2

↔
K1 y las digrá�cas

bicompletas estrictas.
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Por ahora, a excepción de F1, tenemos una clasi�cación completa de los
patrones de orden 3; las digrá�cas que no están en F son patrones pancromá-
ticos por trayectorias, y las digrá�cas en F no lo son. Aunque no sabemos si
F1 es un patrón pancromático por trayectorias, tenemos su�ciente informa-
ción para describir completamente lo que sucedería si F1 /∈ B̃3, y proporcio-
nar algunas propiedades útiles de patrones pancromáticos por trayectorias si
ocurre lo contrario.

Teorema 7.3.1. Sea H un patrón re�exivo. Si F1 /∈ B̃3, entonces H ∈ B̃3 si

y solo si H es una digrá�ca completa, una expansión de 2
↔
K1 o una digrá�ca

bicompleta estricta.

Demostración. Sea H un patrón pancromático por trayectorias. Se sigue que
H es F ′-libre. Por el lema 7.3.2 se tiene que H es una digrá�ca completa,

una expansión de 2
↔
K1 o una digrá�ca bicompleta estricta.

Por otro lado, si H es una digrá�ca completa, una expansión de 2
↔
K1 o

una digrá�ca bicompleta estricta, entonces se puede contraer a
↔
K1, 2

↔
K1 o

→
P 2, respectivamente, los cuales son todos patrones pancromáticos por tra-
yectorias. Por el corolario 6.0.1 se sigue que H es un patrón pancromático
por trayectorias.

Teorema 7.3.2. Sea H un patrón re�exivo y suponga que F1 ∈ B̃3. Si

H ∈ B̃3, entonces H es una digrá�ca completa, una expansión de 2
↔
K1 o una

digrá�ca bicompleta.

Demostración. Sea H un patrón pancromático por trayectorias. Como
F1 ∈ B̃3, entonces H es F -libre. Por el lema 9.2.1, se sigue que H es una

digrá�ca completa, una expansión de 2
↔
K1 o una digrá�ca bicompleta.

Para concluir este capítulo, proponemos dos problemas abiertos con res-
pecto a los patrones pancromáticos por trayectorias.

Problema 7.3.1. Determinar si F1 es un patrón pancromático por trayec-
torias.

Problema 7.3.2. Encontrar una multidigrá�ca H-coloreada sin núcleo por

H-trayectorias, con H ∈ {F2,
↔
P 3}.
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Si la respuesta al problema 7.3.1 es negativa, esto resuelve la caracteriza-
ción de los patrones pancromáticas por trayectorias. Una respuesta positiva
llevaría a preguntar si hay otras subdigrá�cas prohibidas mínimas (obstruc-
ciones mínimas) para que una digrá�ca sea un patrón pancromático por tra-
yectorias. Cualquier obstrucción mínima de este tipo debería ser F -libre y,
por lo tanto, tendría la estructura descrita en el teorema 9.2.2; si no existe
tal obstrucción, la implicación recíproca al teorema 9.2.2 sería verdadera, lo
que da como resultado una caracterización.

Respecto al problema 7.3.2, recordemos que las pruebas de los lemas
7.1.1 y 7.1.2 no son constructivas, por lo tanto, no se tiene un ejemplo de
una multidigrá�ca H-coloreada con la propiedad deseada.
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Capítulo 8

H-caminos dinámicos y
H-trayectorias dinámicas

En este capítulo de�nimos por primera vez el concepto de H-camino di-
námico y H-trayectoria dinámica en una multidigrá�ca H-coloreada. Lo que
da un nuevo concepto de alcance en las multidigrá�cas H-coloreadas.

En la introducción del artículo Reachability problems in edge-colored di-
graphs de Arpin y Linek [1], de manera intuitiva, ellos hablan de los
H-caminos, en una multidigrá�ca H-coloreada, como aquellos caminos ta-
les que el color de dos �echas consecutivas forman una �echa en H; es decir,
únicamente son permitidos los cambios de color en el camino si los vértices de
H correspondientes a estos colores son adyacentes. Sin embargo, al momento
de de�nir formalmente un H-camino, se de�nen como aquellos caminos tales
que la sucesión de colores de sus �echas forman un camino en H. A nues-
tro parecer, esta última de�nición puede tener otro enfoque que aproveche,
de manera distinta, la existencia de �echas paralelas en las multidigrá�cas.
De esta manera, surge la idea de los �cambios de �echa�, dando lugar a los
H-caminos dinámicos.

Sea D una multidigrá�ca H-coloreada. El concepto de H-camino se puede
generalizar permitiendo �cambios de �echa�, esto es, en lugar de considerar
un solo H-camino, permitimos la concatenación de dos H-caminos siempre
que la última �echa del primero y la primer �echa del segundo tengan el
mismo vértice inicial y el mismo vértice �nal. Entonces, un nuevo concep-
to de alcance se obtiene de esta manera, en lugar de seguir únicamente por
un H-camino para que un vértice alcance a otro, podemos �cambiar de �e-
cha� para seguir avanzando. Formalmente, un H-camino dinámico en D,

79
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H

g
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x1 x2

x3
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f3f4
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Figura 8.1: La sucesión (x1, x2, x3, x5) es una H-trayectoria dinámica. La sucesión

(x1, x2, x3, x2, x4) es un H-camino dinámico que no contiene una H-trayectoria

dinámica de x1 a x4.

es una sucesión de vértices W = (x0, x1, . . . , xn) en D tal que para cada
i ∈ {0, . . . , n − 2} existen fi ∈ FD[xi, xi+1] y fi+1 ∈ FD[xi+1, xi+2], de modo
que (c(fi), c(fi+1)) es una �echa en H. Si W no repite vértices, entonces lla-
mamos aW una H-trayectoria dinámica, véase la �gura 8.1. Basados en estas
nuevas de�niciones, decimos que un vértice x en V (D) alcanza por H-caminos
dinámicos (H-trayectorias dinámicas) a otro vértice y en D si existe un
H-camino dinámico (una H-trayectoria dinámica) que empieza en x y ter-
mina en y.

Por de�nición, los conceptos de H-camino, H-trayectoria, H-camino di-
námico y H-trayectoria dinámica son muy similares, más aún, cuando se con-
sideran digrá�cas H-coloreadas los conceptos de H-camino (H-trayectoria)
y H-camino dinámico (H-trayectoria dinámica) coinciden. Por esta razón,
este capítulo está centrado en exhibir las diferencias y similitudes que tienen
estos conceptos y sus respectivas nociones de alcace.

Observemos que, al igual que en los H-caminos, toda H-trayectoria di-
námica es un H-camino dinámico; sin embargo, no todo H-camino dinámico
de x a y contiene una H-trayectoria dinámica. Para ejempli�car la obser-
vación anterior, consideremos al patrón H y la multidigrá�ca H-coloreada
D de la �gura 8.1. Notemos que (x1, x2, x3, x2, x4) es un H-camino diná-
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D′1
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Figura 8.2: {w} es un núcleo por H ′1-caminos dinámicos en D.

mico de x1 a x4 en D, debido a que existen las �echas f1 ∈ FD[x1, x2],
f2 ∈ FD[x2, x3] con (c(f1), c(f2)) = (b, b), f3 ∈ FD[x2, x3], f4 ∈ FD[x3, x2] con
(c(f3), c(f4)) = (r, r) y f4 ∈ FD[x3, x2], f5 ∈ FD[x2, x4] con
(c(f4), c(f5)) = (r, g), que no contiene una H-trayectoria dinámica de x1 a x4,
pues la única posible sucesión es (x1, x2, x4) y (c(f1), c(f5)) = (b, g) /∈ F (H).

Por otro lado, notemos que todoH-camino es unH-camino dinámico pero
no todo H-camino dinámico es un H-camino. En la �gura 8.1 el H-camino
dinámico (x1, x2, x3, x2, x4) no es un H-camino, más aún, no contiene ningún
H-camino de x1 a x4.

Basados en estas de�niciones y observaciones, consideremos H un patrón
y D una multidigrá�ca H-coloreada. Un subconjunto I ⊆ V (D) es indepen-
diente por H-caminos dinámicos en D, si ningún vértice de I alcanza por
H-caminos dinámicos a otro vértice de I en D. Un subconjunto S ⊆ V (D)
es absorbente por H-caminos dinámicos en D si todo vértice que no está en
S alcanza por H-caminos dinámicos a un vértice de S en D. Un subconjunto
N ⊆ V (D) es un núcleo por H-caminos dinámicos en D si es ambos: inde-
pendiente por H-caminos dinámicos y absorbente por H-caminos dinámicos
en D.

Para ilustrar la de�nición anterior, consideremos al patrón H ′1 y la mul-
tidigrá�ca H ′1-coloreada D′1 en la �gura 8.2. Probaremos que {w} es un
núcleo por H ′1-caminos dinámicos. Como {w} consta de un único vértice,
entonces {w} es un conjunto independiente por H ′1-caminos dinámicos en



82 CAPÍTULO 8. CAMINOS Y TRAYECTORIAS DINÁMICAS
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Figura 8.3: {u, v} es un núcleo por H ′2-trayectorias dinámicas de D′2.

D′1. Por otro lado, (x, y, z, y, w) es un H ′1-camino dinámico en D′1, pues
(b, b), (g, g) y (g, g) son �echas de H ′1. Se sigue que, {w} es absorbente por
H ′1-caminos dinámicos. Por lo tanto, {w} es núcleo porH ′1-caminos dinámicos
de D′1.

De manera completamente análoga, en una multidigrá�caH-coloreadaD,
un subconjunto I ⊆ V (D) es independiente por H-trayectorias dinámicas en
D, si ningún vértice de I alcanza por H-trayectorias dinámicas a otro vértice
de I en D. Un subconjunto S ⊆ V (D) es absorbente por H-trayectorias
dinámicas en D si todo vértice que no está en S alcanza por H-trayectorias
dinámicas a un vértice de S enD. Un subconjuntoN ⊆ V (D) es un núcleo por
H-trayectorias dinámicas enD si es ambos: independiente porH-trayectorias
dinámicas y absorbente por H-trayectorias dinámicas en D.

Para ilustrar la de�nición anterior, consideremos al patrón H ′2 y la multi-
digrá�ca H ′2-coloreada D

′
2 en la �gura 8.3. Demostraremos que {u, v} es un

núcleo por H ′2-trayectorias dinámicas en D′2. Primero probaremos que {u, v}
es independiente por H ′2-trayectorias dinámicas en D′2. Observemos que la
única �echa que tiene como vértice inicial a v no tiene a u como vértice �-
nal y es de color p, entonces no existe la H ′2-trayectoria dinámica de v a u
en D′2. Observemos que (u, y) y (u, y, z) son todas las H ′2-trayectorias diná-
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micas desde u, las cuales no pasan o terminan por v, esto es, no existe la
H ′2-trayectoria dinámica de u a v en D′2. Por lo que {u, v} es independiente
por H ′2-trayectorias dinámicas en D′2. Para mostrar que {u, v} es absorbente
por H ′2-trayectorias dinámicas en D′2, basta notar que (x, s, t, u) y (z, y, v)
son H ′2-trayectorias dinámicas en D′2; pues (r, r), (b, b) y (g, b) son �echas de
H ′2. Por lo tanto, {u, v} es núcleo por H ′2-trayectorias dinámicas de D′2.

De las de�niciones anteriores obtenemos las siguientes observaciones, las
cuales nos dan la pauta para poder mostrar con mayor claridad que los
conceptos de núcleo por H-caminos dinámicos y núcleo por H-trayectorias
dinámicas, son distintos a los núcleos por H-caminos y a los núcleos por
H-trayectorias.

Observación 8.0.1. Sea H un patrón y D una multidigrá�ca H-coloreada.
Como todo H-trayectoria dinámica es un H-camino dinámico, entonces

1. Todo conjunto absorbente por H-trayectorias dinámicas es un conjunto
absorbente por H-caminos dinámicos en D.

2. Todo conjunto independiente por H-caminos dinámicos es un conjunto
independiente por H-trayectorias dinámicas en D.

Observación 8.0.2. Sea H un patrón y D una multidigrá�ca H-coloreada.
Como todo H-camino es un H-camino dinámico, entonces

1. Todo conjunto absorbente por H-caminos es un conjunto absorbente por
H-caminos dinámicos en D.

2. Todo conjunto independiente por H-caminos dinámicos es un conjunto
independiente por H-caminos en D.

Observación 8.0.3. Sea H un patrón y D una multidigrá�ca H-coloreada.
Como todo H-trayectoria es una H-trayectoria dinámica, entonces

1. Todo conjunto absorbente por H-trayectorias es un conjunto absorbente
por H-trayectoria dinámicas en D.

2. Todo conjunto independiente por H-trayectorias dinámicas es un con-
junto independiente por H-trayectorias en D.
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Observación 8.0.4. Sea H un patrón y D una multidigrá�ca H-coloreada.
Como no todo H-camino dinámico entre dos vértices contiene una
H-trayectoria dinámica entre los mismos vértices, entonces

1. Un conjunto absorbente por H-caminos dinámicos no necesariamente
es un conjunto absorbente por H-trayectorias dinámicas en D.

2. Un conjunto independiente por H-trayectorias dinámicas no necesaria-
mente es un conjunto independiente por H-caminos dinámicos en D.

Observación 8.0.5. Sea H un patrón y D una multidigrá�ca H-coloreada.
Como no todo H-camino dinámico entre dos vértices contiene un
H-camino entre los mismos vértices, entonces

1. Un conjunto absorbente por H-caminos dinámicos no necesariamente
es un conjunto absorbente por H-caminos en D.

2. Un conjunto independiente por H-caminos no necesariamente es un
conjunto independiente por H-caminos dinámicos en D.

Observación 8.0.6. Sea H un patrón y D una multidigrá�ca H-coloreada.
Como no toda H-trayectoria dinámica entre dos vértices contiene una
H-trayectoria entre los mismos vértices, entonces

1. Un conjunto absorbente por H-trayectorias dinámicas no necesariamen-
te es un conjunto absorbente por H-trayectorias en D.

2. Un conjunto independiente por H-trayectorias no necesariamente es un
conjunto independiente por H-trayectorias dinámicas en D.

8.1. Ejemplos diferenciales

En esta sección mostramos ejemplos de patrones H y multidigrá�cas
H-coloreadas D, tales que D cumple con tener un tipo de núcleo (por
H-caminos, por H-trayectorias, por H-caminos dinámicos o por
H-trayectorias dinámicas) pero que no tiene otro tipo de núcleo, de los ya
mencionados.
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Ejemplo 8.1.1. La multidigrá�ca H ′1-coloreada D′1 de la �gura 8.2 tiene
núcleo por H ′1-caminos dinámicos pero no tiene núcleo por H ′1-trayectorias
dinámicas.

Demostración. Observemos que ya hemos demostrado que {w} es un núcleo
por H ′1-caminos dinámicos en D′1.

Ahora, probaremos que D′1 no tiene núcleo por H ′1-trayectorias dinámi-
cas. Procediendo por contradicción, supongamos que D′1 tiene núcleo por
H ′1-trayectorias dinámicas, digamos N . Si w ∈ N , entonces N = {w}, ya
que (z, y, w) y (w, x) son H ′1-trayectorias dinámicas en D1. Sin embargo, no-
temos que (x, y, w) es la única sucesión que podría ser una H ′1-trayectoria
dinámica pero (b, g) no es una �echa de H ′1. Se sigue que N no es absorbente
por H ′1-trayectorias dinámicas, lo que no puede suceder. Por lo que podemos
suponer que w /∈ N . Observemos que después del color r no puede seguir
ningún otro color en una H ′1-trayectoria dinámica en D′1, entonces el único
vértice al que alcanza w por H ′1-trayectorias es x. Así x ∈ N . Como (x, y, z)
es una H ′1-trayectoria dinámica, entonces y, z /∈ N . De lo anterior, N = {x}.
Notemos que la única posible H ′1-trayectoria dinámica de y a x en D1 es
(y, w, x) pero (g, r) no es una �echa de H ′1, por lo que no lo es. Se sigue
que N no es absorbente por H ′1-trayectorias dinámicas en D′1, contradiciendo
que N es un núcleo por H ′1-trayectorias dinámicas. Por lo tanto, D′1 no tiene
núcleo por H ′1-trayectorias dinámicas.

Ejemplo 8.1.2. La multidigrá�ca H ′3-coloreada D′3 de la �gura 8.4 tiene
núcleo por H ′3-caminos dinámicos pero no tiene núcleo por H ′3-caminos.

Demostración. Primero mostraremos que {w} es un núcleo por H ′3-caminos
dinámicos en D′3. Como {w} consta de un único vértice, entonces {w} es un
conjunto independiente por H ′3-caminos dinámicos. Por otro lado,
(u, s, t, s, w), (y, s, t, s, w), (x, s, t, s, w), (z, s, t, s, w) y (v, s, t, s, w) son
H ′3-caminos dinámicos en D′3 pues (p, g), (r, b) y (b, b) son �echas de H ′3.
Se sigue que {w} es absorbente por H ′3-caminos dinámicos en D2. Por lo
tanto, {w} es núcleo por H ′3-caminos dinámicos en D′3.

A�rmamos que D′3 no tiene núcleo por H
′
3-caminos. Procediendo por con-

tradicción, supongamos que N es un núcleo por H ′3-caminos de D′3. Co-
mo w es un pozo en D′3, entonces w ∈ N . Notemos que los únicos vérti-
ces que alcanzan a w por H ′3-caminos son s y t, puesto que (u, s, t, s, w),
(y, s, t, s, w), (x, s, t, s, w), (z, s, t, s, w) y (v, s, t, s, w) son H ′3-caminos diná-
micos pero no son H ′3-caminos en D′3. Por lo que, s, t /∈ N . Se sigue que
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Figura 8.4: Patrón H ′3 y multidigrá�ca H ′3-coloreada D
′
3. {w} es un núcleo por

H ′3-caminos dinámicos de D′3, pero D
′
3 no tiene núcleo por H ′3-caminos.

existe un subconjunto de {x, u, y, z, v} que es independiente por H ′3-caminos
y absorbente por H ′3-caminos en D′3[{x, u, y, z, v}], es decir, un núcleo por
H ′3-caminos en D′3[{x, u, y, z, v}]. Sin embargo, notemos que H ′3 = H1 y
D′3[{x, u, y, z, v}] = D1, descritas en el ejemplo 3.2.1, para las cuales demos-
tramos que D1 no tiene núcleo por H1-caminos, lo que es una contradicción.
Por lo tanto, D′3 no tiene núcleo por H ′3-caminos.

Ejemplo 8.1.3. La multidigrá�ca H ′4-coloreada D′4 de la �gura 8.5 tiene
núcleo por H ′4-caminos dinámicos pero no tiene núcleo por H ′4-trayectorias.

Demostración. Primero demostraremos que {v} es un núcleo por H ′4-caminos
dinámicos en D′4. Como (x, s, t, s, v), (y, s, t, s, v), (z, s, t, s, v) y (w, s, t, s, v)
son H ′4-caminos dinámicos en D′4 pues (b, b), (g, g) y (g, g) son �echas de H ′4.
Se sigue que {v} es absorbente por H ′4-caminos dinámicos en D′4. Además,
como {v} consta de un único vértice, entonces es un conjunto independien-
te por H ′4-caminos dinámicos. Por lo tanto, {v} es núcleo por H ′4-caminos
dinámicos en D′4.

Ahora, mostraremos que D′4 no tiene núcleo por H ′4-trayectorias. Proce-
diendo por contradicción, supongamos que N es un núcleo por
H ′4-trayectorias de D′4. Notemos que como v es un pozo de D′4, entonces
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Figura 8.5: Patrón H ′4 y multidigrá�ca H ′4-coloreada D′4. {v} es un núcleo por

H ′4-caminos dinámicos de D′4, pero D
′
4 no tiene núcleo por H ′4-trayectorias.

v ∈ N . Más áun, los únicos vértices alcanzan a v por H ′4-trayectorias son
s y t, puesto que (b, g) no es una �echa de H ′4. Se sigue que s, t /∈ N .
Por lo que existe un subconjunto de {x, y, z, w} que es independiente por
H ′4-trayectorias y absorbente por H ′4-trayectorias en D′4[{x, y, z, w}], es de-
cir, un núcleo por H ′4-trayectorias en D

′
4[{x, y, z, w}]. Sin embargo, notemos

que H ′4 = H4 y D′4[{x, y, z, w}] = D4, descritas en el ejemplo 3.2.2, para las
cuales demostramos que D4 no tiene núcleo por H4-trayectorias, lo que es
una contradicción. Por lo tanto, D′4 no tiene núcleo por H ′4-caminos.

Ejemplo 8.1.4. La multidigrá�ca H ′2-coloreada D′2 de la �gura 8.3 tiene
núcleo por H ′2-trayectorias dinámicas pero no tiene núcleo por H ′2-caminos
dinámicos.

Demostración. Observemos que ya hemos demostrado que {u, v} es un núcleo
por H ′2-trayectorias dinámicas en D′2.

A�rmamos que D′2 no tiene núcleo por H ′2-caminos dinámicos. Proce-
diendo por contradicción, supongamos que N es un núcleo por H ′2-caminos
dinámicos en D′2. Si v ∈ N , entonces x, s, t /∈ N , pues son adyacentes a v en
D′2, más aún, como (u, y, z, y, v) es un H ′2-camino dinámico en D′2, pues (r, r),
(g, g) y (g, b) son �echas de H ′2, se sigue que u, y, z /∈ N . Por lo anterior, se
deduce que N = {v}. Notemos que (x, s), (x, s, t) y (x, s, t, u) son los únicos
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H ′2-caminos dinámicos de D′2 que empiezan en x. Lo que implica que N no
es absorbente por H ′2-caminos dinámicos en D4, lo que no puede suceder. De
lo anterior, se tiene que v /∈ N . Notemos que la única �echa que tiene como
vértice inicial a v es de color p, que es un vértice aislado en H ′2, es decir, el
único vértice al que v alcanza por H ′2-caminos dinámicos en D′2 es x. De ahí,
x ∈ N . Como y, z y s son adyacentes a x, entonces y, z y s no pertenecen
a N , más aún, como ya dijimos (x, s, t, u) es un H ′2-camino dinámico en D′2,
por lo que t y u no pertenecen a N . De esta manera, N = {x}. Pero notemos
que (t, u) y (t, v) son los únicos H ′2-caminos dinámicos que empiezan con
el vértice t en D′2. Lo que implica que N no es absorbente por H ′2-caminos
dinámicos en D′2, que es una contradicción. Por lo tanto, D′2 no tiene núcleo
por H ′2-caminos dinámicos.

Ejemplo 8.1.5. D′5 es una multidigrá�ca H ′3-coloreada con núcleo por
H ′3-trayectorias dinámicas sin núcleo por H ′3-caminos.
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Figura 8.6: Patrón H ′3 y multidigrá�ca H ′3-coloreada D
′
5. {w} es un núcleo por

H ′3-trayectorias dinámicas de D′5, pero D
′
5 no tiene núcleo por H ′3-caminos.

Demostración. Primero demostraremos que {w} es un núcleo por
H ′3-trayectorias dinámicas en D′5. Como (x, s, t, w), (y, s, t, w), (z, s, t, w),
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(v, s, t, w) y (u, s, t, w) son H ′3-trayectorias dinámicas en D′5 pues (p, g) y
(r, b) son �echas de H ′3. Se sigue que {w} es absorbente por H ′3-trayectorias
dinámicas en D′5. Además, como {w} consta de un único vértice, entonces es
un conjunto independiente por H ′3-trayectorias dinámicas. Por lo tanto, {w}
es núcleo por H ′3-trayectorias dinámicas en D′5.

Ahora, mostraremos que D′5 no tiene núcleo por H
′
3-caminos. Procediendo

por contradicción, supongamos que N es un núcleo por
H ′3-caminos de D′5. Notemos que como w es un pozo de D′5, entonces w ∈ N .
Más aún, los únicos vértices alcanzan a w por H ′3-caminos son s y t, puesto
que (r, b) es una �echa H ′3, y tanto (p, r) y como (g, b) no lo son. Se sigue que
s, t /∈ N . Se deduce que existe un subconjunto de {x, y, z, u, v} que es inde-
pendiente por H ′3-caminos y absorbente por H ′3-caminos en D′5[{x, y, z, u, v}],
es decir, un núcleo por H ′3-caminos en D′5[{x, y, z, u, v}]. Sin embargo, note-
mos que H ′3 = H1 y D′5[{x, y, z, u, v}] = D1, descritas en el ejemplo 3.2.1,
para las cuales demostramos que D1 no tiene núcleo por H1-caminos, lo que
es una contradicción. Por lo tanto, D′5 no tiene núcleo por H ′3-caminos.

Ejemplo 8.1.6. D′6 es una multidigrá�ca H ′5-coloreada con núcleo por
H ′5-trayectorias dinámicas sin núcleo por H ′5-trayectorias.
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Figura 8.7: Patrón H ′5 y multidigrá�ca H ′5-coloreada D
′
6. {x} es un núcleo por

H ′5-trayectorias dinámicas de D′6, pero D
′
6 no tiene núcleo por H ′5-trayectorias.

Demostración. Primero, demostraremos que {x} es un núcleo por
H ′5-trayectorias dinámicas en D′6. Como {x} consta de un único vértice, en-
tonces {x} es independiente por H ′5-trayectorias dinámicas. Para mostrar
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que {x} es absorbente por H ′5-trayectorias dinámicas, basta observar que
(y, w, z, x) es una H ′5-trayectoria dinámica, pues (r, r) y (b, b) son �echas de
H ′5. Por lo que, {x} es absorbente por H ′5-trayectorias dinámicas y, por lo
tanto, un núcleo por H ′5-trayectorias dinámicas en D′6.

Ahora, mostraremos que D′6 no tiene núcleo por H ′5-trayectorias. Proce-
diendo por contradicción, supongamos que N es un núcleo por
H ′5-caminos de D′6. Como N es un conjunto independiente en D′6, enton-
ces |N | ≤ 2. Además, los únicos conjuntos independientes con dos vértices
en D′6 son {x,w} y {y, z}, pero (x, y, w) y (y, w, z) son H ′5-trayectorias, por
lo que ninguno de los dos es independiente por H ′5-trayectorias. Se sigue que
|N | = 1. Por otro lado, podemos notar que todas las H ′5-trayectorias en D

′
6

tienen longitud a lo más 2, más aún, para todo vértice en V (D′6) existe otro
en V (D′6) tal que la trayectoria de menor longitud tiene longitud 3 en D′6.
Se sigue que ningún conjunto con un solo vértice puede ser absorbente por
H ′5-trayectorias en D

′
6. Lo que causa una contradicción. Por lo tanto, D′6 no

tiene núcleo por H ′5-trayectorias.

Ejemplo 8.1.7. La multidigrá�ca H ′2-coloreada D′7 de la �gura 8.8 tiene
núcleo por H ′2-caminos pero no tiene núcleo por H ′2-caminos dinámicos.

Demostración. Demostraremos que {w4, w1} es un núcleo por H ′2-caminos en
D′7. Para demostrar que es independiente por H ′2-caminos, notemos que, co-
mo w4 es pozo de D′7, entonces no existe un H

′
2-camino de w4 a w1 en D′7. Por

otro lado, todo camino de w1 a w4 en D′7 contiene a los caminos (w1, w2, w4) o
(w1, w2, w3, w2, w4), que no son H ′2-caminos pues (r, b) y (r, g) no son �echas
de H ′2. Se sigue que no existe un H ′2-camino de w1 a w4 en D′7. Por lo tan-
to, {w4, w1} es independiente por H ′2-caminos. {w4, w1} es absorbente por
H ′2-caminos, ya que (w3, w2, w4), (u,w1), (v, w1), (y, w1), (z, w1), (x,w1),
(s, w1) y (t, w1) son H ′2-caminos en D′7. Por lo tanto, {w4, w1} es un núcleo
por H ′2-caminos en D′7.

Ahora, demostraremos que D′7 no tiene núcleo por H ′2-caminos dinámi-
cos. Procediendo por contradicción, supongamos que N es un núcleo por
H ′2-caminos dinámicos de D′7. Como w4 es un pozo de D′7, entonces w4 ∈ N ,
más aún, como (w1, w2, w3, w2, w4) es un H ′2-camino dinámico, se implica que
w1, w2, w3 /∈ N . Como (p, r) no es una �echa de H ′2, entonces ningún vérti-
ce del conjunto {u, v, y, z, x, s, t} alcanza a w4 por H ′2-caminos dinámicos.
Se deduce que existe un subconjunto de {u, v, y, z, x, s, t} que es indepen-
diente por H ′2-caminos dinámicos y absorbente por H ′2-caminos dinámicos
en D′7[{u, v, y, z, x, s, t}], es decir, un núcleo por H ′2-caminos dinámicos en
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Figura 8.8: Patrón H ′2 y multidigrá�ca H ′2-coloreada D
′
7. {w1, w4} es un núcleo

por H ′2-caminos de D′7, pero D
′
7 no tiene núcleo por H ′2-caminos dinámicos.

D′7[{u, v, y, z, x, s, t}]. Sin embargo, notemos que D′7[{u, v, y, z, x, s, t}] = D′2,
descrita en la �gura 8.3, para la cual demostramos que D′2 no tiene núcleo
por H ′2-caminos dinámicos, lo que es una contradicción. Por lo tanto, D′7 no
tiene núcleo por H ′2-caminos dinámicos.
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Ejemplo 8.1.8. D′8 es una multidigrá�ca H ′1-coloreada con núcleo por
H ′1-caminos sin núcleo por H ′1-trayectorias dinámicas.
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Figura 8.9: Patrón H ′1 y multidigrá�ca H ′1-coloreada D
′
8. {u} es un núcleo por

H ′1-caminos de D′8, pero D
′
8 no tiene núcleo por H ′1-trayectorias dinámicas.

Demostración. Demostraremos que {u} es un núcleo por H ′1-caminos en D′8.
Como {u} consta de un único vértice, entonces {u} es independiente por
H ′1-caminos. Para mostrar que {u} es absorbente por H ′1-caminos, basta ob-
servar que (y, s, t, s, u), (z, s, t, s, u), (x, s, t, s, u) y (w, s, t, s, u) son
H ′1-caminos en D′8. Por lo que, {u} es absorbente por H ′1-caminos y, por
lo tanto, un núcleo por H ′1-caminos en D′8.

A�rmamos que D′8 no tiene núcleo por H
′
1-trayectorias dinámicas. Proce-

diendo por contradicción, supongamos que D′8 tiene un núcleo por
H ′1-trayectorias dinámicas, digamos N . Como u es un pozo de D′8, enton-
ces u ∈ N . Más aún, como (g, r) no es una �echa de H ′1 y (t, s, u) es
una H ′1-trayectoria dinámica, entonces los únicos vértices que alcanzan por
H ′1-trayectorias dinámicas a u son s y t. Se deduce que existe un subconjunto
de {y, z, x, w} que es independiente por H ′1-trayectorias dinámicas y absor-
bente por H ′1-trayectorias dinámicas en D′8[{y, z, x, w}], es decir, un núcleo
por H ′1-trayectorias dinámicas en D′8[{y, z, x, w}]. Sin embargo, notemos que
D′8[{y, z, x, w}] = D′1, descrita en la �gura 8.2, para la cual demostramos que
D′1 no tiene núcleo por H ′1-trayectorias dinámicas, lo que es una contradic-
ción. Por lo tanto, D′8 no tiene núcleo por H ′1-trayectorias dinámicas.
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Ejemplo 8.1.9. La multidigrá�ca H ′2-coloreada D′9 de la �gura 8.10 tiene
núcleo por H ′2-trayectorias pero no tiene núcleo por H ′2-caminos dinámicos.
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Figura 8.10: Patrón H ′2 y multidigrá�ca H ′2-coloreada D
′
9. {w1, w4} es un núcleo

por H ′2-trayectorias de D′9, pero D
′
9 no tiene núcleo por H ′2-caminos dinámicos.

Demostración. Demostraremos que {w4, w1} es un núcleo porH ′2-trayectorias
en D′9. Para demostrar que es independiente por H ′2-trayectorias, notemos
que, como w4 es pozo de D′9, entonces no existe una H

′
2-trayectoria de w4 a w1

en D′9. Por otro lado, la única trayectoria de w1 a w4 en D′9 es (w1, w2, w3, w4),
que no es una H ′2-trayectoria pues (r, b) y (r, g) no son �echas de H ′2. Por lo
tanto, {w4, w1} es independiente por H ′2-trayectorias. {w4, w1} es absorben-
te por H ′2-trayectorias, ya que (w2, w3, w4), (u,w1), (v, w1), (y, w1), (z, w1),
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(x,w1), (s, w1) y (t, w1) son H ′2-trayectorias en D
′
9. Por lo tanto, {w4, w1} es

un núcleo por H ′2-trayectorias en D
′
9.

A�rmamos que D′9 no tiene núcleo por H
′
2-caminos dinámicos. Procedien-

do por contradicción, supongamos que N es un núcleo por
H ′2-caminos dinámicos de D′9. Como w4 es un pozo de D′9, entonces w4 ∈ N ,
más aún, como (w1, w2, w3, w4) es un H ′2-camino dinámico, se implica que
w1, w2, w3 /∈ N . Como (p, r) no es una �echa de H ′2, entonces ningún vér-
tice del conjunto {u, v, y, z, x, s, t} alcanza a w4 por H ′2-caminos dinámicos.
Se deduce que existe un subconjunto de {u, v, y, z, x, s, t} que es indepen-
diente por H ′2-caminos dinámicos y absorbente por H ′2-caminos dinámicos
en D′9[{u, v, y, z, x, s, t}], es decir, un núcleo por H ′2-caminos dinámicos en
D′9[{u, v, y, z, x, s, t}]. Sin embargo, notemos que D′9[{u, v, y, z, x, s, t}] = D′2,
descrita en la �gura 8.3, para la cual demostramos que D′2 no tiene núcleo
por H ′2-caminos dinámicos, lo que es una contradicción. Por lo tanto, D′9 no
tiene núcleo por H ′2-caminos dinámicos.

Ejemplo 8.1.10. La multidigrá�ca H ′1-coloreada D
′
10 de la �gura 8.11 tiene

núcleo por H ′1-trayectorias pero no tiene núcleo por H ′1-trayectorias dinámi-
cas.

Demostración. Demostraremos que {u, s} es un núcleo por H ′1-trayectorias
en D′10. Para demostrar que es independiente por H ′1-trayectorias, notemos
que, como u es pozo de D′10, entonces no existe una H

′
1-trayectoria de u a s en

D′10. Por otro lado, la única trayectoria de s a u en D
′
10 es (s, t, v, u), que no es

una H ′1-trayectoria pues (r, b) no es una �echa de H ′1. Por lo tanto, {u, s} es
independiente por H ′1-trayectorias. {u, s} es absorbente por H ′1-trayectorias,
ya que (t, v, u), (x, s), (w, s), (y, s) y (z, s) son H ′1-trayectorias en D

′
10. Por

lo tanto, {u, s} es un núcleo por H ′1-trayectorias en D
′
10.

A�rmamos que D′10 no tiene núcleo por H
′
1-trayectorias dinámicas. Proce-

diendo por contradicción, supongamos que D′10 tiene un núcleo por
H ′1-trayectorias dinámicas, digamos N . Como u es un pozo de D′10, enton-
ces u ∈ N . Más aún, como (g, r) no es una �echa de H ′1 y (s, t, v, u) es
una H ′1-trayectoria dinámica, entonces los únicos vértices que alcanzan por
H ′1-trayectorias dinámicas a u son s, t y v. Se deduce que existe un sub-
conjunto de {y, z, x, w} que es independiente por H ′1-trayectorias dinámi-
cas y absorbente por H ′1-trayectorias dinámicas en D′10[{y, z, x, w}], es decir,
un núcleo por H ′1-trayectorias dinámicas en D′10[{y, z, x, w}]. Sin embargo,
notemos que D′10[{y, z, x, w}] = D′1, descrita en la �gura 8.2, para la cual
demostramos que D′1 no tiene núcleo por H ′1-trayectorias dinámicas, lo que
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Figura 8.11: Patrón H ′1 y multidigrá�ca H ′1-coloreada D
′
10. {u} es un núcleo por

H ′1-trayectorias de D′10, pero D
′
10 no tiene núcleo por H ′1-trayectorias dinámicas.

es una contradicción. Por lo tanto, D′10 no tiene núcleo por H ′1-trayectorias
dinámicas.

8.2. Familias in�nitas

En esta sección, probamos un lema con el que, a partir de los ejemplos
exhibidos en la sección anterior, se forman familias in�nitas con las propie-
dades descritas en cada uno de los ejemplos.

Sean D1 y D2 dos multidigrá�cas H-coloreadas. Recordemos la
H-coloración c de D1•D2 de�nida en la sección 3.2.3, c : F (D1•D2)→ V (H)
tal que

c(a) =


c1(a) si a ∈ F (D1)
c2(a) si a ∈ F (D2)
c′ si a ∈ V (D1)× V (D2) con c′ ∈ V (H).

Sea A el conjunto que contiene a los tipos de alcance: H-caminos,
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H-trayectorias, H-caminos dinámicos y H-trayectorias dinámicas. Sea
A ∈ A. Decimos que C es un elemento de A, si C es un camino del tipo
de alcance de A; por ejemplo, C es un elemento de H-caminos si C es un
H-camino en D. Basados en la H-coloración anterior obtenemos el siguiente
lema.

Lema 8.2.1. Sean H un patrón. Si D1 y D2 son dos multidigrá�cas
H-coloreadas, entonces la multidigrá�ca H-coloreada D1 • D2 tiene núcleo
por A si y solo si D2 tiene núcleo por A, con A ∈ A.

Demostración. Sea A ∈ A, �ja, y sean H, D1, D2 y D1 • D2, como en la
hipótesis.

Primero supongamos que D1 • D2 tiene un núcleo por A, digamos N .
Mostraremos que D2 tiene un núcleo por A. Sea N un núcleo por A de
D1 •D2. Demostraremos que N es un núcleo por A de D2.

Observemos que, por de�nición de suma lineal, ningún vértice en V (D2) es
adyacente hacia ningún vértice en V (D1), entonces ningún conjunto de vérti-
ces de V (D1) puede absorber por A a ningún vértice de V (D2). Más aún, nin-
gún vértice de V (D1) puede pertenecer a N ; es decir,
N ⊆ V (D2), pues de no ser así, existe un vértice v ∈ V (D1) que perte-
nece a N , pero al ser N independiente por A en D1 •D2, ningún vértice de
V (D2) pertenece a N , y por la observación anterior, N no sería absorbente
por A en D1 •D2.

Por otro lado, sean x e y dos vértices de V (D2) y C un elemento de A de
x a y en D1 •D2. Notemos que como ningún vértice de V (D2) es adyacente
hacia ningún vértice de V (D1), entonces todo vértice de C está en V (D2). Se
deduce que todo elemento de A en D1 •D2 también es un elemento de A en
D2. Por lo tanto, dado que N es un núcleo por A en D1 •D2, entonces N es
un núcleo por A en D2.

Ahora, demostraremos que si D2 tiene un núcleo por A, entonces D1 •D2

tiene un núcleo por A. La de�nición de c garantiza que un elemento de A en
D2 también es un elemento de A enD1•D2. Además, observemos nuevamente
que, por la de�nición de D1 •D2, cada vértice en V (D1) es adyacente hacia
todos los vértices en V (D2) y ningún vértice en V (D2) es adyacente hacia
ningún vértice en V (D1). Por lo que, no hay elementos de A entre vértices
de V (D2) que contengan vértices en V (D1). De lo anterior se deduce que un
núcleo por A en D2 también es un núcleo por A en D1 •D2.

De manera análoga a las familias generadas en la sección 3.2.3, podemos
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utilizar el lema 8.2.1 y los ejemplos de la sección anterior para generar de
manera recursiva familias in�nitas de digrá�casH-coloreadas tales que tienen
núcleo por A y no tienen núcleo por B, con A,B ∈ A.

Por ejemplo, consideremos H ′2, la multidigrá�ca H ′2-coloreada D
′
2, ambas

de la �gura 8.3 y
↔
K1 la digrá�ca que consta de un único vértice sin lazos.

De�nimos:

G1 = D′2, y

Gj+1 =
↔
K1 •Gj.

Por el lema 8.2.1, se tiene que la familia de digrá�cas Gj son digrá�cas
H ′2-coloreadas con la propiedad de tener núcleo porH

′
2-trayectorias dinámicas

y no tener núcleo por H ′2-caminos dinámicos.
De lo anterior, podemos a�rmar que el problema de determinar la exis-

tencia, o no, de un núcleo por A en una digrá�ca H-coloreada y el problema
de determinar la existencia de un núcleo por B en una digrá�ca H-coloreada
son, de hecho, problemas diferentes, con A,B ∈ A y A 6= B.

8.3. Equivalencia con H-caminos

A pesar de lo mostrado en las secciones anteriores, las similitudes entre
estos conceptos son su�cientes para permitirnos reducir el problema de encon-
trar un núcleo por H-trayectorias dinámicas en una multidigrá�ca
H-coloreada al problema de encontrar un núcleo por H ′-trayectorias en una
digrá�ca H ′-coloreada, para H ′ un patrón en particular. Consideremos la
siguiente construcción.

Sean H un patrón, D una multidigrá�ca H-coloreada con H-coloración
ζ, y u, v ∈ V (D) tales que |FD[u, v]| ≥ 2. Sea F−D [u] y F+

D [v] de�nidas de la
siguiente manera

F−D [u] = {a ∈ F (D) : u es el vértice �nal de a}

y
F+
D [v] = {b ∈ F (D) : v es el vértice inicial b}.

Construimos un nuevo patrónH ′ desdeH. Primero, creamos un nuevo vértice
c y lo agregamos a V (H) para obtener V (H ′). Ahora, consideramos a los
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conjuntos I y O de�nidos por

I = {(ζ(a), c) : a ∈ F−D [u] y existe e ∈ FD[u, v] tal que (ζ(a), ζ(e)) ∈ F (H)}

y

O = {(c, ζ(b)) : b ∈ F+
D [v] y existe e ∈ FD[u, v] tal que (ζ(e), ζ(b)) ∈ F (H)}.

Para �nalizar la construcción de H ′, sea F (H ′) = F (H) ∪ I ∪O.
Sea D′ la multidigrá�ca tal que V (D′) = V (D) y

F (D′) = (F (D)−FD[u, v])∪{fuv} donde fuv es una �echa con vértice inicial
u y vértice �nal v. De�nimos ζ ′ : F (D′)→ V (H ′) de la siguiente manera:

ζ ′(e) =

{
ζ(e) si e ∈ F (D)
c si e = fuv

Lema 8.3.1. Sea H un patrón y D una multidigrá�ca H-coloreada. Si H ′

y D′ son construidas como arriba, entonces para todo par x, y ∈ V (D)
existe una H-trayectoria dinámica de x a y en D si y solo si existe una
H ′-trayectoria dinámica de x a y en D′.

Demostración. Sean x, y dos vértices en V (D) y W = (x = x0, . . . , xn = y)
una H-trayectoria dinámica en D. Probaremos que W es una H ′-trayectoria
dinámica en D′. ComoW es una H-trayectoria dinámica en D, entonces para
cada i, con i ∈ {0, . . . , n−2}, existen fi ∈ FD[xi, xi+1] y fi+1 ∈ FD[xi+1, xi+2]
tales que (ζ(fi), ζ(fi+1)) ∈ F (H). Consideremos 3 casos.

Si fi /∈ FD[u, v] y fi+1 /∈ FD[u, v], entonces ζ ′(fi) = ζ(fi) y
ζ ′(fi+1) = ζ(fi+1). Por lo que, (ζ ′(fi), ζ

′(fi+1)) ∈ F (H ′).

Si fi ∈ FD[u, v] y fi+1 /∈ FD[u, v], entonces fi /∈ F (D′) pero fuv ∈ F (D′)
con ζ ′(fuv) = c. Como ζ ′(fi+1) = ζ(fi+1) y por de�nición de H ′, se sigue
que (c, ζ ′(fi+1)) ∈ F (H ′).

Si fi /∈ FD[u, v] y fi+1 ∈ FD[u, v], entonces fi+1 /∈ A(D′) pero
fuv ∈ F (D′) con ζ ′(fuv) = c. Como ζ ′(fi) = ζ(fi) y por de�nición
de H ′, se sigue que (ζ ′(fi), c) ∈ F (H ′).

Por lo tanto, W es una H ′-trayectoria dinámica en D′.
Para la implicación recíproca, sea W ′ = (x = x0, . . . , xn = y) una

H ′-trayectoria dinámica en D′. Probaremos que W ′ es una H-trayectoria
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dinámica en D. De nuevo, como W ′ es una H ′-trayectoria dinámica, para
cada i ∈ {0, . . . , n− 2} existen fi ∈ FD′ [xi, xi+1] y fi+1 ∈ FD′ [xi+1, xi+2] tales
que (ζ ′(fi), ζ

′(fi+1)) ∈ F (H ′). Tenemos 3 casos.
Si fi 6= fuv y fi+1 6= fuv, entonces ζ(fi) = ζ ′(fi) y ζ(fi+1) = ζ ′(fi+1). Por lo

que (ζ(fi), ζ(fi+1)) ∈ F (H). Si fi = fuv, entonces ζ ′(fi) = c y fi+1 ∈ F+
D [v],

más aún, (c, ζ ′(fi+1)) ∈ F (H ′) y ζ(fi+1) = ζ ′(fi+1). Por de�nición de H ′,
existe e ∈ FD[u, v] tal que (ζ(e), ζ(fi+1)) ∈ F (H). Si fi+1 = fuv, entonces
ζ ′(fi+1) = c y fi ∈ F−D [u], más aún, (ζ ′(fi+1, c)) ∈ F (H ′) y ζ(fi) = ζ ′(fi). Por
de�nición de H ′, existe e ∈ FD[u, v] tal que (ζ(fi+1), ζ(e)) ∈ F (H).

Por lo tanto, W ′ es una H-trayectoria dinámica en D.

Usando el lema 8.3.1 obtenemos la siguiente reducción.

Teorema 8.3.1. Sea H un patrón y D una multidigrá�ca H-coloreada. Existe
un patrón Ĥ y una digrá�ca Ĥ-coloreada D̂ tales que D tiene núcleo por
H-trayectorias dinámicas si y solo si D̂ tiene núcleo por Ĥ-trayectorias.

Demostración. Para demostrar la existencia de Ĥ es su�ciente iterar la cons-
trucción anterior hasta que obtengamos una digrá�ca Hk-coloreada Dk. Apli-
cando el lema 8.3.1 en cada iteración, se obtiene que hay una H-trayectoria
dinámica entre dos vértices en D si y solo si hay una Hk-trayectoria entre
los mismos vértices en Dk. Escogemos Ĥ = Hk y D̂ = Dk, obteniendo el
resultado deseado.

Notemos que V (D̂) = V (D) y |F (D̂)| < |F (D)|; además, de esta des-
igualdad se deduce que |ζ| < |ζ̂|. También, denotamos el número de pares
ordenados de vértices que tienen �echas paralelas en D por µ(D), es eviden-
te que |V (Ĥ)| = |V (H)| + µ(D), y |A(Ĥ)| ≤ |A(H)| + 2µ(D). Entonces, la
construcción de Ĥ, D̂ y ζ̂ se puede hacer en tiempo lineal.

Del mismo modo, la construcción anterior también es válida para
H-caminos dinámicos, por lo que el problema de decisión de encontrar un
núcleo porH-caminos dinámicos en una multidigrá�caH-coloreada puede re-
ducirse al problema de encontrar un núcleo por H-caminos en una digrá�ca
H ′-coloreada, para un patrón H ′ en particular.
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Capítulo 9

Familias D̃i y Di

Inspirados en las clases B1, B2 y B3 de�nidas por Arpin y Linek en [1],
y las clases B̃1, B̃2 y B̃3 de�nidas en el capítulo 6, ahora de�nimos las clases
D̃1, D̃2 y D̃3. Basadas en el alcance por H-trayectorias dinámicas. Así como
las clases D1, D2 y D3, basadas en el alcance por
H-caminos dinámicos.

De�nición 9.0.1. D̃1 es la clase de todas las digrá�cas H tal que para cual-
quier H-coloración de cualquier multitorneo T existe un vértice v de T que
es absorbente por H-trayectorias dinámicas en T .

De�nición 9.0.2. D̃2 es la clase de todas las digrá�cas H tal que para cual-
quier H-coloración de cualquier multidigrá�ca D existe un subconjunto inde-
pendiente de vértices de D que es absorbente por H-trayectorias dinámicas
en D.

De�nición 9.0.3. D̃3 es la clase de todas las digrá�cas H tal que para
cualquier H-coloración de cualquier multidigrá�ca D, D tiene núcleo por
H-trayectorias dinámicas.

De manera análoga, se de�nen nuevas familias Di, con i ∈ {1, 2, 3}, basa-
das en el alcance por H-caminos dinámicos. La mayor parte de las pruebas
que se presentan en este capítulos son sobre las familias D̃i; sin embargo,
varios de los resultados y construcciones son válidos para las familias Di,
en dichos resultados haremos hincapié. Por estas razones, el análisis de las
familas es simultáneo.

Observemos que todo conjunto independiente por H-trayectorias diná-
micas en una multidigrá�ca H-coloreada es un conjunto independiente, se

101
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sigue que D̃3 ⊆ D̃2. Más aún, en un multitorneo los conjuntos independientes
son únicamente los conjuntos que constan de un único vértice. Por lo que se
deduce que D̃2 ⊆ D̃1. De manera análoga, D3 ⊆ D2 ⊆ D1.

Observemos que en una digrá�ca
↔
K1-coloreada los núcleos por trayecto-

rias coinciden con los núcleos por H-trayectorias dinámicas y con los núcleos
por H-caminos dinámicos, como ya hemos mencionado, toda digrá�ca tie-

ne núcleo por trayectorias; esto signi�ca que,
↔
K1 ∈ D̃3 y

↔
K1 ∈ D3. Por lo

anterior, ninguna de las seis familias son vacías.
A continuación, presentamos algunas propiedades de estas familias.

Lema 9.0.1. Sea H un patrón.

1. Si H ∈ D̃i, entonces H es re�exiva, para cada i ∈ {1, 2, 3}.

2. Si H ∈ D̃i y H1 es una subdigrá�ca inducida de H, entonces H1 ∈ D̃i,
para cada i ∈ {1, 2, 3}.

3. Si H ∈ D̃i y H2 es una superdigrá�ca generadora de H, entonces
H2 ∈ D̃i, para cada i ∈ {1, 2}.

Demostración. 1. Procediendo por contrapositiva. Sea H un patrón con

un vértice x tal que (x, x) /∈ F (H). Consideremos a
→
C3, el ciclo de

longitud 3, que también es un torneo junto con la H-coloración que le

asigna el color x a cada �echa de
→
C3. Notemos que las H-trayectorias

dinámicas son únicamente las �echas por lo que no hay un vértice que
sea absorbente por H-trayectorias dinámicas. Por lo que H /∈ D̃i para
cada i ∈ {1, 2, 3}.

2. El segundo inciso se sigue del hecho que toda H1-coloración de una
multidigrá�ca también es una H-coloración, por lo que cualquier ejem-
plo que muestre que H1 /∈ D̃i también muestra que H /∈ D̃i para
i ∈ {1, 2, 3}.

3. Observemos que toda H-coloración de una multidigrá�ca también es
una H2-coloración, más aún, toda H-trayectoria dinámica también es
una H2-trayectoria dinámica en la misma multidigrá�ca. Por lo que
todo subconjunto independiente, que es absorbente por H-trayectorias
dinámicas también es absorbente por H2-trayectorias dinámicas. De lo
anterior, se deduce que si H ∈ D̃i, entonces H2 ∈ D̃i con i ∈ {1, 2}.
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El siguiente lema dice que las familias D̃i son cerradas bajo tomar con-
tracciones y expansiones.

Lema 9.0.2. Sea H ′ una contracción de H, entonces H ∈ D̃i si y solo si
H ′ ∈ D̃i, i ∈ {1, 2, 3}.

Demostración. Sea V (H) = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cn una partición tal que
V (H ′) = {C1, . . . , Cn}. Sea D una multidigrá�ca con ς una H-coloración
de D. De�nimos ς ′ : F (D)→ V (H ′) una H ′-coloración de D de la siguiente
manera ς ′(f) = Ci donde Ci es el único tal que ς(f) ∈ Ci.

Demostraremos que W = (x0, x1, . . . , xm) es una H-trayectoria dinámica
en D si y sólo si W es una H ′-trayectoria dinámica en D.

Sea W = (x = x0, x1, . . . , xm = y) una H-trayectoria dinámica en D. W
es unaH-trayectoria dinámica si y sólo si para cada i ∈ {0, . . . ,m−2} existen
fi ∈ FD[xi, xi+1] y fi+1 ∈ FD[xi+1, xi+2] tales que (ς(fi), ς(fi+1)) ∈ F (H). Si
y sólo si ς ′(fi) = Cj con ς(fi) ∈ Cj y ς ′(fi+1) = Ck con ς(fi+1) ∈ Ck. Si y
sólo si (ς(fi), ς(fi+1)) ∈ (Cj × Ck) ∩ F (H) y (Cj, Ck) ∈ F (H ′) si y sólo si W
es una H ′-trayectoria dinámica en D.

Sea D una multidigrá�ca y ζ ′ una H ′-coloración de D. Escogemos ci ∈ Ci

�ja y de�nimos ζ : V (D) → V (H) la H-coloración de D como ζ(f) = ci
donde ci ∈ Ci = ζ ′(f). Notemos que ζ no necesariamente es suprayectiva.

SeaW ′ = (x = x0, x1, . . . , xm = y) unaH ′-trayectoria dinámica enD. Co-
mo W ′ es una H ′-trayectoria dinámica si y sólo si para cada
i ∈ {0, . . . ,m − 2} existen fi ∈ FD[xi, xi+1] y fi+1 ∈ FD[xi+1, xi+2] tales que
(ζ ′(fi), ζ

′(fi+1)) ∈ F (H ′) si y sólo si ζ(fi) = cj donde ζ ′(fi) = Cj y
ζ(fi+1) = ck donde ζ ′(fi+1) = Ck si y sólo si (Cj, Ck) ∈ F (H ′) y
(ζ(fi), ζ(fi+1)) ∈ (Cj × Ck) ∩ F (H) y si y sólo si W ′ es una H-trayectoria
dinámica en D.

De las observaciones anteriores, se sigue que H ∈ D̃i si y sólo si H ′ ∈ D̃i,
con i ∈ {1, 2, 3}.

Observemos que los lemas análogos a lemas 9.0.1 y 9.0.2 también son
válidos para los H-caminos dinámicos. Por lo que, los patrones en Di, son
re�exivos y las familias Di son cerradas bajo tomar subdigrá�cas inducidas,
contracciones y expansiones.

A partir de las de�niciones de B̃1 y D̃1 demostramos que estas dos clases
son iguales.
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Teorema 9.0.1. D̃1 = B̃1.

Demostración. Probaremos las dos contenciones. Sea H ∈ B̃1 y T un mul-
titorneo H-coloreado. Sea T ′ el torneo obtenido desde T borrando todos
las �echas paralelas de T dejando exactamente una �echa entre dos vér-
tices de T . Como H ∈ B̃1, entonces existe un vértice que es absorbente
por H-trayectorias en T ′. Observemos que toda H-trayectoria en T ′ es una
H-trayectoria dinámica en T . Se sigue que T tiene un vértice que es absor-
bente por H-trayectorias dinámicas. Por lo tanto, H ∈ D̃1.

Para la otra contención, sea H ∈ D̃1. Como, en un torneo, toda
H-trayectoria dinámica es unaH-trayectoria y todo torneo es un multitorneo,
entonces se deduce que H ∈ B̃1.

Ahora, usando la caracterización de B̃2 dada en el capítulo 6 probamos
que B̃2 = D̃2. Sin embargo, vale la pena notar que más adelante probaremos
que B̃3 6= D̃3.

Teorema 9.0.2. Sea H un patrón. H ∈ D̃2 si y solo si Hc no tiene ciclos
impares.

Demostración. Es su�ciente probar que B̃2 = D̃2. Como ya hemos notado
en el capítulo anterior, todo conjunto independiente que es absorbente por
H-trayectorias en una multidigrá�ca es un conjunto independiente que es
absorbente por H-trayectorias dinámicas. Se sigue que B̃2 ⊆ D̃2.

Para probar que D̃2 ⊆ B̃2, mostraremos que si H ∈ D̃2, entonces Hc

no tiene ciclos impares. Procediendo por contrapositiva. Si Hc contiene un
ciclo impar C = (0, 1, 2 . . . , 2k, 0). Consideremos la digrá�ca que es un ciclo
impar C2k+1 = (x0, x1, . . . , x2k, x0) junto con la siguiente H-coloración c,
tal que c((xi, xi+1)) = i para i ∈ {0, 1, . . . , 2k − 1} y c((x2k, x0)) = 2k.
Notemos que cada H-trayectoria dinámica en C2k+1 es una única �echa. Se
sigue que, C2k+1 no tiene un conjunto independiente que es absorbente por
H-trayectorias dinámicas y, por lo tanto, H /∈ D̃2. Por el teorema 6.1.1,
podemos concluir que H ∈ B̃2.

Por lo tanto, B̃2 = D̃2.

No es difícil de notar que las versiones análogas a los teoremas 9.0.1 y
9.0.2 son válidos para H-caminos dinámicos, esto signi�ca que B1 = D1 y
B2 = D2.
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Figura 9.1: Patrones 2
↔
K1 y

↔
P 3.

9.1. Familias D̃3 y D3

En esta sección hablamos de los patrones que pertenecen a D̃3 y los patro-
nes que pertenecen a D3. Nos referimos a ellos como patrones pancromáticos
por trayectorias dinámicas y como patrones pancromáticos por caminos diná-
micos, respectivamente. De la misma manera en que se abordó la familia de
patrones pancromáticos por trayectorias, analizamos los patrones de orden
a lo más tres para poder recabar información, y poder describir la estruc-
tura general de los patrones pancromáticos por trayectorias dinámicas y la
estructura general de los patrones pancromáticos por caminos dinámicos.

Como ya hemos mencionado,
↔
K1 es un patrón pancromático por trayec-

torias dinámicas y por caminos dinámicos, más aún, por el lema 9.0.2 se tiene

que
↔
Kn es un patrón pancromático por trayectorias dinámicas y por caminos

dinámicos, para todo n ∈ N.
Consideremos a los patrones 2

↔
K1 y

↔
P 3 en la �gura 9.1.

Lema 9.1.1. Sea D una digrá�ca
↔
P 3-coloreada, y sea D′ la multidigrá�ca

obtenida desde D al reemplazar cada �echa (x, y) en D con color r por dos
�echas de x a y tales que una tiene color b y la otra color g.

Para cada x, y ∈ V (D) existe una
↔
P 3-trayectoria de x a y en D si y sólo

si hay una 2
↔
K1-trayectoria dinámica de x a y en D′.

Demostración. Sean D y D′ como en las hipótesis. Probaremos que toda
↔
P 3-trayectoria en D es una 2

↔
K1-trayectoria dinámica en D′

Sea W = (x = x0, . . . , xn = y) una
↔
P 3-trayectoria en D. Sea
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i ∈ {0, 1 . . . , n − 2}, consideremos (xi, xi+1) y (xi+1, xi+2). Tenemos 4 ca-
sos.

Si (xi, xi+1) tiene color r y (xi+1, xi+2) tiene r en D, entonces existen
fi ∈ FD′ [xi, xi+1] con color b y fi+1 ∈ FD′ [xi+1, xi+2] con color b en D′.

Si (xi, xi+1) tiene color r y (xi+1, xi+2) tiene color b o color g en D,
entonces existen fi, f ′i ∈ FD′ [xi, xi+1] tales que fi tiene color g y f ′i tiene
color b enD′. Por de�nición deD′ la única �echa de FD′ [xi+1, xi+2] tiene
color b o color g. Por lo tanto, existen una �echa en FD′ [xi, xi+1] y una
�echa en FD′ [xi+1, xi+2] tales que ambas tienen el mismo color en D′.

Si (xi, xi+1) tiene color b o color g y (xi+1, xi+2) tiene color r en D,
entonces existen fi+1, f

′
i+1 ∈ FD′ [xi+1, xi+2] tales que fi+1 tiene color

g y f ′i+1 tiene color b en D′. Por de�nición de D′, la única �echa en
FD′ [xi, xi+1] tiene color b o color g. Por lo tanto, existen una �echa en
FD′ [xi, xi+1] y una �echa en FD′ [xi+1, xi+2] tales que ambas tienen el
mismo color en D′.

Si (xi, xi+1) tiene color b o color g y (xi+1, xi+2) tiene color g o color
b en D, entonces la única �echa en FD′ [xi, xi+1] y la única �echa en
FD′ [xi+1, xi+2] tienen el mismo color en D′.

Por lo que, W es un 2
↔
K1-trayectoria dinámica en D′.

Sea W = (x = x0, . . . , xn = y) una 2
↔
K1-trayectoria dinámica en D′.

Probaremos que W es una
↔
P 3-trayectoria en D.

Notemos que si |FD′ [xi, xi+1]| = 1 para cada i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, en-
tonces W es una trayectoria monocromática en D′ y por consecuencia una
↔
P 3-trayectoria en D. Ahora supongamos que existe al menos un
i ∈ {0, 1, . . . , n − 1} tal que |FD′ [xi, xi+1]| = 2, entonces la única �echa
en FD[xi, xi+1] tiene color r. Por lo tanto, cada cambio de �echa de W en

D′ es un cambio de color de W en D. Como r es un vértice universal en
↔
P 3,

entonces W es una
↔
P 3-trayectoria en D.

Recordemos que en la proposición 7.1.1, con ayuda del lema 7.1.2, se

demuestra que
↔
P 3 no es un patrón pancromático por trayectorias. Por lo

tanto, existe una multidigrá�ca
↔
P 3-coloreada D tal que D no tiene núcleo por
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↔
P 3-trayectorias. Más aún, notemos que en la construcción del lema 7.1.2 y
en la proposición 7.1.1 solo se usan �echas simétricas y asimétricas, es decir,
no se necesitan las �echas paralelas, por lo que el resultado es válido si se
restringe a digrá�cas.

Teorema 9.1.1. 2
↔
K1 no es elemento de D̃3. Por lo tanto, si H ∈ D̃3, en-

tonces H es una digrá�ca semicompleta.

Demostración. Para la primera a�rmación, por el lema 7.1.2 y la proposición

7.1.1 existe una digrá�ca
↔
P 3-coloreada D sin núcleo por

↔
P 3-trayectorias.

Consideremos D′ la multidigrá�ca 2
↔
K1-coloreada construida como en lema

9.1.1, que reemplaza cada �echa (x, y) en D con color r por dos �echas de x
a y tales que una tiene color b y otra tiene color g. Por el lema 9.1.1, D′ no

tiene núcleo por 2
↔
K1-trayectorias dinámicas.

La segunda a�rmación es consecuencia directa de la primera a�rmación
y del lema 9.0.1.2 que dice que los patrones pancromáticos por trayectorias
dinámicas son cerrados bajo tomar subdigrá�cas inducidas.

Observemos que si D′ es la multidigrá�ca 2
↔
K1-coloreada obtenida como

en el lema 9.1.1, entonces la prueba de lema 9.1.1 también es válida para

H-caminos dinámicos. Sin embargo, no se sabe si
↔
P 3 pertenece a B3 o no,

por lo que la versión del teorema 9.1.1 puede no ser cierta para los H-caminos
dinámicos. Sin embargo, consideremos los siguientes lemas.

Lema 9.1.2. Si 2
↔
K1 es patrón pancromático por caminos dinámicos, enton-

ces
↔
P 3 es patrón pancromático por caminos.

Demostración. Supongamos que 2
↔
K1 es patrón pancromático por caminos

dinámicos. Por el corolario 5.2.2, sabemos que basta con probar que todas

las digrá�cas
↔
P 3-coloreadas tienen núcleo por

↔
P 3-caminos, para demostrar

que
↔
P 3 es patrón pancromático por caminos.

Sea D una digrá�ca
↔
P 3-coloreada. Demostraremos que D tiene núcleo

por
↔
P 3-caminos. Construimos D′, la multidigrá�ca 2

↔
K1-coloreada obtenida

como en el lema 9.1.1. Como 2
↔
K1 es un patrón pancromático por caminos

dinámicos, entonces D′ tiene un núcleo por 2
↔
K1-caminos dinámicos, digamos

N .
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2
↔
K1

g b

D

u v

↔
P 3

g

r

b

D′

u v

Figura 9.2: Construcción para el lema 9.1.3.

Como ya hemos mencionado, la versión del lema 9.1.1 para H-caminos di-
námicos es válida, y garantiza que para cada x, y ∈ V (D) existe un
↔
P 3-camino de x a y en D si y solo si hay un 2

↔
K1-camino dinámico de x

a y en D′. Se sigue que N es un núcleo por
↔
P 3-caminos en D.

Por lo tanto,
↔
P 3 es un patrón pancromático por caminos.

Lema 9.1.3. Si 2
↔
K1 no es patrón pancromático por caminos dinámicos,

entonces
↔
P 3 no es patrón pancromático por caminos.

Demostración. Probaremos que para cada multidigrá�ca 2
↔
K1-coloreada D

existe una digrá�ca
↔
P 3-coloreada D′ tal que D tiene núcleo por 2

↔
K1-caminos

dinámicos si y solo si D′ tiene núcleo por
↔
P 3-caminos.

Construimos la digrá�ca
↔
P 3-coloreada D′ desde D, a través de las siguien-

tes modi�caciones. Para cada par de vértices u y v en V (D) con |FD[u, v]| = 2,
entonces reemplazamos FD[u, v] por una única �echa de u a v, fuv, con color
r, véase la �gura 9.2.

Probaremos que todo 2
↔
K1-camino dinámico en D es un

↔
P 3-camino en D′.

Sea W = (x = x0, . . . , xn = y) un 2
↔
K1-camino dinámico en D.

Notemos que si |FD[xi, xi+1]| = 1, para cada i ∈ {0, 1, . . . , n−1}, entonces
W es un camino monocromático en D de color g o de color b. Por consecuen-

cia, W es un
↔
P 3-camino en D′. Ahora, supongamos que existe al menos una

i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} tal que |FD[xi, xi+1]| = 2. Por de�nición de D′, la única
�echa en FD′ [xi, xi+1] tiene color r. Por lo que cada cambio de �echa de W



9.1. PATRONES PANCROMÁTICOS DINÁMICOS 109

en D es un cambio de color de g o b a r o es un cambio de color de r a b o g.

Como r es un vértice universal en
↔
P 3, entonces W es un

↔
P 3-camino en D′.

Ahora, sea W ′ = (x = x0, . . . , xn = y) un
↔
P 3-camino en D′. Probare-

mos que W ′ es un 2
↔
K1-camino dinámico en D. Sea i ∈ {0, 1, . . . , n − 2},

consideremos las �echas (xi, xi+1) y (xi+1, xi+2) en D′. Tenemos casos.

Si (xi, xi+1) tiene color r y (xi+1, xi+2) tiene color r in D′, entonces
existen fi ∈ FD[xi, xi+1] y fi+1 ∈ FD[xi+1, xi+2], ambas con color b en
D.

Si (xi, xi+1) tiene color r y (xi+1, xi+2) tiene color b o g en D′, entonces
existen fi, f ′i ∈ FD[xi, xi+1] tales que fi tiene color g y f ′i tiene color b
en D. Por de�nición de D′ la única �echa en FD[xi+1, xi+2] tiene color
b o color g. Por lo que, existen una �echa en FD[xi, xi+1] y una �echa
en FD[xi+1, xi+2] con el mismo color en D.

Si (xi, xi+1) tiene color b o color g y (xi+1, xi+2) tiene color r en D′,
entonces existen fi+1, f

′
i+1 ∈ FD[xi+1, xi+2] tales que fi+1 tiene color

g y f ′i+1 tiene color b en D. Por de�nición de D′ la única �echa en
FD[xi, xi+1] tiene color b o color g. Por lo que, existen una �echa en
FD[xi, xi+1] y una �echa en FD[xi+1, xi+2] con el mismo color en D.

Si (xi, xi+1) tiene color b o color g y (xi+1, xi+2) tiene color g o color b en

D′, entonces, como W ′ es un
↔
P 3-camino, la única �echa en FD[xi, xi+1]

y la única �echa en FD[xi+1, xi+2] tienen el mismo color en D.

Por lo tanto, W ′ es un 2
↔
K1-camino dinámico en D.

Por lo anterior, podemos concluir que D tiene núcleo por 2
↔
K1-caminos

dinámicos si y solo si D′ tiene núcleo por
↔
P 3-caminos.

Si 2
↔
K1 /∈ D3, entonces existe una multidigrá�ca 2

↔
K1-coloreada D sin nú-

cleo por 2
↔
K1-caminos dinámicos. Consideremos D′, la digrá�ca

↔
P 3-coloreada

construida desde D como arriba. Se sigue que D′ no tiene núcleo por
↔
P 3-caminos. Por lo tanto,

↔
P 3 /∈ B3.

De los lemas 9.1.2 y 9.1.3, se sigue que
↔
P 3 ∈ B3 si y solo si 2

↔
K1 ∈ D3.

Sin embargo, recordemos que el problema de determinar si
↔
P 3 es un patrón

pancromático por caminos es un problema abierto, véase el problema 5.3.1.
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→
P 2

g b

F1

g b

r

Figura 9.3: Patrones
→
P 2 y F1.

Sean
→
P 2 y F1 los patrones representados en la �gura 9.3. El siguien-

te resultado nos da la equivalencia del problema de decisión entre si una

multidigrá�ca
→
P 2-coloreada tiene núcleo por

→
P 2-trayectorias dinámicas y

el problema de decisión de si una digrá�ca F1-coloreada tiene núcleo por
F1-trayectorias. Además, recordemos que el teorema 7.2.1 a�rma que el pro-
blema de decisión de determinar si una multidigrá�ca F1-coloreada tiene
núcleo por F1-trayectorias equivalente al problema de decisión de determi-
nar si la digrá�ca F1-coloreada, construida en la prueba, tiene núcleo por
F1-trayectorias o no.

Teorema 9.1.2. F1 ∈ B̃3 si y sólo si
→
P 2 ∈ D̃3.

Demostración. Sea D una multidigrá�ca
→
P 2-coloreada. Denotaremos por D̂

la multidigrá�ca F1-coloreada obtenida a partir deD a través de las siguientes
modi�caciones. Para cada par de vértices u y v en D con f1, f2 ∈ FD[u, v]
tales que f1 tiene color b y f2 tiene color g, reemplazamos ambas �echas por
una única �echa de u a v, euv, con color r.

Sea W = (x0, . . . , xn) una
→
P 2-trayectoria dinámica en D. Demostraremos

que W es F1-trayectoria en D̂. Si para todo par de vértices consecutivos
xi y xi+1 en W existe a lo más una �echa de xi a xi+1, entonces W es
una F1-trayectoria monocromática con color b o color g en D̂ o W es una
F1-trayectoria con un único cambio de color, de g a b, en D̂. Se sigue que W
es una F1-trayectoria en D̂. En otro caso, existe i ∈ {0, . . . , n − 1} tal que
|FD[xi, xi+1]| = 2. Por construcción de D̂ para cada i ∈ {0, . . . , n − 1} con
|FD[xi, xi+1]| = 2, existe exixi+1

∈ F (D̂) con color r. Como r es un vértice
universal en F1, entonces W es una F1-trayectoria de x a y en D̂.
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Sea Ŵ = (x0, . . . , xn) una F1-trayectoria en D̂. Probaremos que Ŵ es

una
→
P 2-trayectoria dinámica en D. Sea i ∈ {0, 1, . . . , n − 2}, consideremos

(xi, xi+1) y (xi+1, xi+2). Tenemos 4 casos.

Si (xi, xi+1) tiene color r y (xi+1, xi+2) tiene color r en D̂, entonces
existen fi ∈ FD[xi, xi+1] con color b y fi+1 ∈ FD[xi+1, xi+2] con color b
in D.

Si (xi, xi+1) tiene color r y (xi+1, xi+2) tiene color b o color g en D̂,
entonces existen fi, f ′i ∈ FD[xi, xi+1] tales que fi tiene color g y f ′i tiene
color b en D. Por de�nición de D̂ la única �echa en FD[xi+1, xi+2] tiene
color b or g. Por lo que, existen una �echa en FD[xi, xi+1] y una �echa
en FD[xi+1, xi+2] tales que ambas tienen el mismo color en D.

Si (xi, xi+1) tiene color b o color g y (xi+1, xi+2) tiene color r en D̂,
entonces existen fi+1, f

′
i+1 ∈ FD[xi+1, xi+2] tales que fi+1 tiene color

g y f ′i+1 tiene color b en D. Por de�nición de D̂ la única �echa en
FD[xi, xi+1] tiene color b o color g. Por lo que, existen una �echa en
FD[xi, xi+1] y una �echa en FD[xi+1, xi+2] tales que ambas tienen el
mismo color en D.

Si (xi, xi+1) tiene color b o color g y (xi+1, xi+2) tiene color g o color
b en D̂, entonces la única �echa en FD[xi, xi+1] y la única �echa en
FD[xi+1, xi+2] tienen el mismo color en D o la �echa de xi a xi+1 tiene
color g y la �echa de xi+1 a xi+2 tiene color b, en ambos casos se implica

una �echa en
→
P 2.

Por lo tanto, Ŵ es una
→
P 2-trayectoria dinámica en D. Podemos concluir que

D tiene núcleo por
→
P 2-trayectorias dinámicas si y sólo si D̂ tiene núcleo por

F1-trayectorias.
Si F1 ∈ B̃3, entonces toda digrá�ca F1-coloreada tiene núcleo por

F1-trayectorias, en particular, D̂ tiene núcleo por F1-trayectorias. Implicando

que D tiene núcleo por
→
P 2-trayectorias dinámicas y, por lo tanto,

→
P 2 ∈ D̃3.

Para la implicación recíproca, consideremos la siguiente construcción. Sea

D una digrá�ca F1-coloreada. Sea D̄ la multidigrá�ca
→
P 2-coloreada obtenida

a partir de D a través de las siguientes modi�caciones. Para cada par de
vértices u y v en D tales que (u, v) ∈ F (D) tiene color r, reemplazamos esa
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�echa por dos �echas de u a v, digamos f y f ′ tales que f tiene color b y f ′

tiene color g.
Sea W = (x0, . . . , xn) una F1-trayectoria en D. Probaremos que W es

una
→
P 2-trayectoria dinámica en D̄. Sea i ∈ {0, 1, . . . , n − 2}, consideremos

(xi, xi+1) y (xi+1, xi+2). Tenemos 4 casos.

Si (xi, xi+1) tiene color r y (xi+1, xi+2) tiene color r en D, entonces
existen fi ∈ FD̄[xi, xi+1] con color b y fi+1 ∈ FD̄[xi+1, xi+2] con color b
in D̄.

Si (xi, xi+1) tiene color r y (xi+1, xi+2) tiene color b o color g en D,
entonces existen fi, f ′i ∈ FD̄[xi, xi+1] tales que fi tiene color g y f ′i tiene
color b en D̄. Por de�nición de D̄ la única �echa en FD̄[xi+1, xi+2] tiene
color b or g. Por lo que, existen una �echa en FD̄[xi, xi+1] y una �echa
en FD̄[xi+1, xi+2] tales que ambas tienen el mismo color en D̄.

Si (xi, xi+1) tiene color b o color g y (xi+1, xi+2) tiene color r en D̄,
entonces existen fi+1, f

′
i+1 ∈ FD̄[xi+1, xi+2] tales que fi+1 tiene color

g y f ′i+1 tiene color b en D̄. Por de�nición de D̄ la única �echa en
FD̄[xi, xi+1] tiene color b o color g. Por lo que, existen una �echa en
FD̄[xi, xi+1] y una �echa en FD̄[xi+1, xi+2] tales que ambas tienen el
mismo color en D̄.

Si (xi, xi+1) tiene color b o color g y (xi+1, xi+2) tiene color g o color
b en D̄, entonces la única �echa en FD̄[xi, xi+1] y la única �echa en
FD̄[xi+1, xi+2] tienen el mismo color en D̄ o la �echa de xi a xi+1 tiene
color g y la �echa de xi+1 a xi+2 tiene color b, en ambos casos se implica
una �echa en F1.

Por lo tanto, W es una
→
P 2-trayectoria dinámica en D̄.

Sea W̄ = (x0, . . . , xn) una
→
P 2-trayectoria dinámica en D̄. Demostraremos

que W̄ es F1-trayectoria en D. Si para todo par de vértices consecutivos xi
y xi+1 en W̄ existe a lo más una �echa de xi a xi+1 en D, entonces W̄ es
una F1-trayectoria monocromática con color b o color g en D o W̄ es una
F1-trayectoria con un único cambio de color, de g a b, en D. Se sigue que W̄
es una F1-trayectoria en D. En otro caso, existe i ∈ {0, . . . , n − 1} tal que
|FD̄[xi, xi+1]| = 2. Por construcción de D̄ para cada i ∈ {0, . . . , n − 1} con
|FD̄[xi, xi+1]| = 2, existe exixi+1

∈ F (D) con color r. Como r es un vértice
universal en F1, entonces W̄ es una F1-trayectoria de x a y en D.
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Podemos concluir que D tiene núcleo por F1-trayectorias si y sólo si D̄

tiene núcleo por
→
P 2-trayectorias dinámicas.

Si
→
P 2 ∈ D̃3, entonces toda digrá�ca

→
P 2-coloreada tiene núcleo por

→
P 2-trayectorias dinámicas, entonces D̄ tiene núcleo por

→
P 2-trayectorias di-

námicas. Implicando que D tiene núcleo por F1-trayectorias. Por el teorema
7.2.1 se tiene que F1 ∈ B̃3.

Dado que la pertenencia de F1 a B̃3 es un problema abierto, por el teorema

9.1.2 la pertenencia de
→
P 2 a D̃3 también es un problema abierto. Observe-

mos que el teorema 9.1.2 también es cierto si hablamos de F1-caminos y
→
P 2-caminos dinámicos. No obstante, en [1], Arpin y Linek probaron que

F1 ∈ B3, luego,
→
P 2 ∈ D3.

Como ya hemos mencionado, hay 16 patrones re�exivos no isomorfos de
orden 3, véase la �gura 9.4. Analicemos cuales de ellos están, o no, en D̃3.

Por el teorema 9.1.1 tenemos que las digrá�cas
↔
K2+

↔
K1, 2

↔
K1•

↔
K1,

↔
P 2+

↔
K1,

↔
K1 • 2

↔
K1, 3

↔
K1,

→
P 3,

↔
P 3, F2 y F3 no pertenecen a D̃3.

Recordemos que si D es una digrá�ca, entonces D tiene un núcleo por
H-trayectorias si y sólo si D tiene un núcleo por H-trayectorias dinámicas.
Sea H = {T3, F4, C3}, notemos que ninguno de los elementos de H es un
patrón pancromático por trayectorias, más aún, todos cumplen las hipótesis
del lema 7.0.1, este lema muestra cómo construir una digrá�ca H-coloreada
D sin núcleo por H-trayectorias, con H ∈ H. Por lo tanto, H /∈ D̃3, para
toda H ∈ H.

Por otro lado,
↔
K1 •

↔
K2 y

↔
K2 •

↔
K1 se pueden contraer a

→
P 2. Por el lema

9.0.2 se tiene que
↔
K1 •

↔
K2 y

↔
K2 •

↔
K1 pertenecen a D̃3 si y sólo si

→
P 2 ∈ D̃3.

Como ya hemos mencionado,
↔
K3 ∈ D̃3.

Hemos tratado todos los patrones re�exivos con tres vértices, excepto por
F1. Probaremos un resultado similar al lema 9.1.1 y al teorema 9.1.2.

Sea D una multidigrá�ca F1-coloreada. Denotamos por D̃ la digrá�ca
F1-coloreada obtenida a partir de D por el siguiente procedimiento. Para
cada par de vértices u y v en D tales que hay al menos dos �echas de u a v,
reemplazamos FD[u, v] por una única �echa euv de color r.

Lema 9.1.4. Para cada x, y ∈ V (D) = V (D̃) existe una F1-trayectoria
dinámica de x a y en D si y sólo si hay una F1-trayectoria de x a y en D̃.
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↔
K3

↔
K2 +

↔
K1

↔
K1 •

↔
K2

↔
K2 •

↔
K1

F1

2
↔
K1 •

↔
K1

→
P 2 +

↔
K1

T3

↔
K1 • 2

↔
K1

3
↔
K1

→
C3

→
P 3

↔
P 3

F2

F3

F4

Figura 9.4: Patrones re�exivos no isomorfos de orden 3.
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Demostración. Sea W = (x0, . . . , xn) una F1-trayectoria dinámica en D. De-
mostraremos que W es F1-trayectoria en D̃. Si para todo par de vértices
consecutivos xi y xi+1 en W existe a lo más una �echa de xi a xi+1, entonces
W es una F1-trayectoria en D̃. En otro caso, existe i ∈ {0, . . . , n− 1} tal que
|FD[xi, xi+1]| ≥ 2. Por construcción de D̃ para cada i ∈ {0, . . . , n − 1} con
|FD[xi, xi+1]| ≥ 2, existe exixi+1

∈ F (D̃) con color r. Como r es un vértice
universal en F1, entonces W es una F1-trayectoria de x a y en D̃.

Sea W̃ = (x0, . . . , xn) una F1-trayectoria en D̃. Probaremos que W̃ es
una F1-trayectoria dinámica en D. Sea i ∈ {0, 1, . . . , n − 2}, consideremos
(xi, xi+1) y (xi+1, xi+2). Tenemos 4 casos.

Si |FD[xi, xi+1]| = 1 y |FD[xi+1, xi+2]| = 1, entonces ambas �echas
siguen presentes en D, por lo que sus colores son una �echa en F1.

Si |FD[xi, xi+1]| ≥ 2 y |FD[xi+1, xi+2]| = 1, entonces existen
fi, f

′
i ∈ FD[xi, xi+1] tales que al menos una de las dos tiene color r

o color g. Notemos que V (F1) = N+
F1

(r) = N+
F1

(g), por lo que el color
de dicha �echa con el color de la única �echa en FD[xi+1, xi+2] forman
una �echa en F1.

Si |FD[xi, xi+1]| = 1 y |FD[xi+1, xi+2]| ≥ 2, entonces existen
fi+1, f

′
i+1 ∈ FD[xi+1, xi+2] tales que al menos una de las dos tiene color

r o color b. Notemos que V (F1) = N−F1
(r) = N−F1

(b), por lo que el color
de dicha �echa con el color de la única �echa en FD[xi, xi+1] forman
una �echa en F1.

Si |FD[xi, xi+1]| ≥ 2 y |FD[xi+1, xi+2]| ≥ 2, entonces existen
fi, f

′
i ∈ FD[xi, xi+1] tales que al menos una de las dos tiene color r

o color g, y existen fi+1, f
′
i+1 ∈ FD[xi+1, xi+2] tales que al menos una de

las dos tiene color r o color b. Notemos que V (F1) = N+
F1

(r) = N+
F1

(g) y
V (F1) = N−F1

(r) = N−F1
(b), por lo que el color de la �echa en FD[xi, xi+1],

con color r o color g, con el color de la �echa en FD[xi+1, xi+2], con color
r o color b, forman una �echa en F1.

Por lo tanto, W̃ es una F1-trayectoria dinámica en D.

Corolario 9.1.1. F1 ∈ D̃3 si y sólo si F1 ∈ B̃3

Demostración. Notemos que el teorema 7.2.1, garantiza que si toda digrá�ca
F1-coloreada tiene núcleo por F1-trayectorias, entonces F1 ∈ B̃3. Como toda
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digrá�ca es una multidigrá�ca, y en una digrá�ca F1-coloreada los núcleos
por F1-trayectorias dinámicas son los núcleos por F1-trayectorias, se sigue
que si F1 ∈ D̃3, entonces F1 ∈ B̃3.

Supongamos que F1 ∈ B̃3. Sea D una multidigrá�ca F1-coloreada y D̃ la
digrá�ca construida como en el lema 9.1.4, reemplazando las �echas paralelas
entre dos vértices por una única �echa con color r. Como F1 ∈ B̃3, entonces
D̃ tiene núcleo por F1-trayectorias, más aún, por le lema 9.1.4, se sigue que
D tiene núcleo por F1-trayectorias dinámicas. Por lo tanto, F1 ∈ D̃3.

Del corolario anterior y del teorema 9.1.2 podemos a�rmar que
→
P 2 ∈ D̃3

si y solo si F1 ∈ D̃3.
Ahora, analicemos cuáles patrones re�exivos de orden tres pertenecen, o

no, a D3, véase la �gura 9.4.

Como ya hemos dicho,
↔
K3 es un patrón pancromático por caminos di-

námicos. Notemos que
↔
K2 •

↔
K1 y

↔
K1 •

↔
K2 se pueden contraer a

→
P 2, que

es un patrón pancromático por caminos dinámicos, por lo que
↔
K2 •

↔
K1 y

↔
K1 •

↔
K2 también lo son. Por otro lado, notemos que como F1 es un patrón

pancromático por caminos y, tanto el lema 9.1.4, como el corolario 9.1.1 son
válidos para F1-caminos y F1-caminos dinámicos, se sigue que F1 es un patrón
pancromático por caminos dinámicos.

Recordemos que si D es una digrá�ca, entonces D tiene un núcleo por
H-caminos si y sólo si D tiene un núcleo por H-caminos dinámicos. Sea

HC = {2
↔
K1 •

↔
K1,

→
P 2 +

↔
K1, T3, 3

↔
K1, C3,

→
P 3, F3, F4}, notemos que ninguno

de los elementos de HC es un patrón pancromático por caminos, más aún,
todos cumplen las hipótesis del lema 5.0.1, este lema muestra cómo cons-
truir una digrá�ca H-coloreada D sin núcleo por H-caminos, con H ∈ HC .
Por lo tanto, H /∈ D3, para toda H ∈ HC . Más aún, en [1], Arpin y Li-

nek exhibieron una digrá�ca
↔
K1 • 2

↔
K1-coloreada que no tiene núcleo por

↔
K1 • 2

↔
K1-caminos, dicho ejemplo muestra que

↔
K1 • 2

↔
K1 no es un patrón

pancromático por caminos dinámicos.

Con respecto a
↔
P 3 consideremos el siguiente teorema.

Teorema 9.1.3.
↔
P 3 es un patrón pancromático por caminos dinámicos si

solo si
↔
P 3 es un patrón pancromático por caminos.

Demostración. Primero, probaremos que para cada multidigrá�ca
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↔
P 3-coloreada D existe un digrá�ca

↔
P 3-coloreada D̃ tal que D tiene núcleo

por
↔
P 3-caminos dinámicos si y solo si D̃ tiene núcleo por

↔
P 3-caminos. Sea

↔
P 3 como en la �gura 9.1.

Sea D una multidigrá�ca
↔
P 3-coloreada. Denotamos por D̃ la digrá�ca

↔
P 3-coloreada obtenida desde D, tras las siguientes modi�caciones. Para cada
par de vértices u y v en V (D) con |FD[u, v]| ≥ 2, reemplazamos FD[u, v] por
una única �echa de u a v, digamos euv, con color r.

Probaremos que todo
↔
P 3-camino dinámico en D es un

↔
P 3-camino en D̃.

Sea W = (x = x0, . . . , xn = y) un
↔
P 3-camino en D.

Notemos que si |FD[xi, xi+1]| = 1 para cada i ∈ {0, 1, . . . , n−1}, entonces
W es

↔
P 3-camino dinámico sin cambios de �echa, esto es, W es un

↔
P 3-camino

en D̃. Ahora supongamos que existe al menos una i ∈ {0, 1, . . . , n − 1} tal
que |FD[xi, xi+1]| ≥ 2, entonces la única �echa en FD̃[xi, xi+1] tiene color r.

Como r es un vértice universal en
↔
P 3, entonces (xi−1, xi, xi+1, xi+2) es un

↔
P 3-camino en D̃. Por lo que, W es un

↔
P 3-camino en D̃.

Recíprocamente, sea W̃ = (x = x0, . . . , xn = y) un
↔
P 3-camino en D̃. De-

mostraremos que W̃ es un
↔
P 3-camino dinámico en D. Sea

i ∈ {0, 1, . . . , n − 2}, consideremos las �echas (xi, xi+1) y (xi+1, xi+2) en D̃.
Tenemos casos.

Si |FD[xi, xi+1]| = 1 y |FD[xi+1, xi+2]| = 1, entonces las �echas (xi, xi+1)
y (xi+1, xi+2) están en D̃ y en D, por lo que sus colores forman una

�echa en
↔
P 3.

Si |FD[xi, xi+1]| ≥ 2 y |FD[xi+1, xi+2]| = 1, entonces existen
fi, f

′
i ∈ FD[xi, xi+1] tales que al menos una de ellas tiene color r o

tiene el mismo color de la única �echa en FD[xi+1, xi+2]. Como r es un

vértice universal en
↔
P 3 y

↔
P 3 es re�exiva, se sigue que el color de una

de estas �echas con el color de la única �echa en FD[xi+1, xi+2] forman

una �echa en
↔
P 3.

Si |FD[xi, xi+1]| = 1 y |FD[xi+1, xi+2]| ≥ 2, entonces existen
fi+1, f

′
i+1 ∈ FD[xi+1, xi+2] tales que al menos una de ellas tiene r o

tiene el mismo color que la única �echa en FD[xi, xi+1]. Como r es un
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vértice universal
↔
P 3 y

↔
P 3 es re�exiva, se sigue que el color de una de

estas �echas con el color de la única �echa en FD[xi, xi+1] forman una

�echa en
↔
P 3.

Si |FD[xi, xi+1]| ≥ 2 y |FD[xi+1, xi+2]| ≥ 2, entonces existen
fi, f

′
i ∈ FD[xi, xi+1] y fi+1, f

′
i+1 ∈ FD[xi+1, xi+2]. Como r es un vér-

tice universal en
↔
P 3, si fi o f ′i tiene color r, entonces el color de esta

�echa con el color de cualquier otra �echa en FD[xi+1, xi+2] forman una

�echa en
↔
P 3. Análogamente, si fi+1 o f ′i+1 tiene color r, entonces el

color de esta �echa con el color de cualquier otra �echa en FD[xi, xi+1]

forman un �echa en
↔
P 3. Por lo que, supongamos que ninguna de las

�echas fi, f ′i , fi+1 o f ′i+1 tiene color r. Se sigue que, fi o f ′i tiene color

b y fi+1 o f ′i+1 tiene color b; estos colores forman una �echa en
↔
P 3.

Por lo tanto, W̃ es un
↔
P 3-camino dinámico en D.

Por lo anterior, podemos concluir que D tiene núcleo por
↔
P 3-caminos

dinámicos si y solo si D̃ tiene núcleo por
↔
P 3-caminos.

Supongamos que
↔
P 3 ∈ B3, se sigue que cada digrá�ca

↔
P 3-coloreada tiene

núcleo por
↔
P 3-caminos. Sea D un multidigrá�ca

↔
P 3-coloreada. Consideremos

D̃, la digrá�ca
↔
P 3-coloreada construida desde D como se describe arriba. Se

sigue que, D̃ tiene núcleo por
↔
P 3-caminos, y por consecuencia, D tiene núcleo

por
↔
P 3-caminos dinámicos. Por lo tanto,

↔
P 3 ∈ D3.

Recíprocamente, si
↔
P 3 ∈ D3, entonces toda multidigrá�ca

↔
P 3-coloreada

tiene núcleo por
↔
P 3-caminos dinámicos, en particular, toda digrá�ca

↔
P 3-coloreada tiene núcleo por

↔
P 3-caminos dinámicos. Como en cada di-

grá�ca
↔
P 3-coloreada un núcleo por

↔
P 3-caminos dinámicos es un núcleo por

↔
P 3-caminos. Se sigue que toda digrá�ca

↔
P 3-coloreada tiene núcleo por

↔
P 3-caminos. Por el lema 5.2.1, podemos concluir que

↔
P 3 ∈ B3.

Del teorema anterior, tenemos que
↔
P 3 ∈ D3 si y solo si

↔
P 3 ∈ B3, y esto

sucede, como ya hemos dicho, si y solo si 2
↔
K1 ∈ D3. Por lo tanto,

↔
P 3 ∈ D3

si y solo si 2
↔
K1 ∈ D3. Más aún, notemos que

↔
K2 +

↔
K1 se puede contraer
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a 2
↔
K1, por lo que

↔
K2 +

↔
K1 ∈ D3 si y solo si 2

↔
K1 ∈ D3. Sin embargo,

determinar si cualquiera de los patrones mencionados, en este párrafo, son
patrones pancromáticos por caminos dinámicos, o no, es un problema abierto.

La pertenencia del patrón F2 a la familia D3, lo dejamos como un proble-
ma abierto.

Toda la información anterior, la resumimos en la tabla 9.1, en la que X
signi�ca que el patrón pertenece a la familia, × signi�ca que el patrón no
pertenece a la familia y P.A. signi�ca que es su pertenencia a la familia es
un problema abierto.

9.2. Estructura y problemas abiertos de los Pa-

trones pancromáticos dinámicos

Con la información de las secciones anteriores es posible hablar de la
estructura de los patrones pancromáticos por trayectorias dinámicas, en tér-
minos de subdigrá�cas prohibidas.

Sea F̃D la familia de digrá�cas que contiene como elementos a 2
↔
K1,

↔
K2 +

↔
K1, 2

↔
K1 •

↔
K1,

→
P 2 +

↔
K1, T3,

↔
K1 • 2

↔
K1, 3

↔
K1,

→
C3,

→
P 3, F2, F3, F4 y

↔
P 3,

véase la �gura 9.4. El siguiente lema describe la estructura de las digrá�cas
F̃D-libres. La prueba del lema está en [12] y se debe a Galeana Sánchez y
Hernández Cruz.

Lema 9.2.1. [12] Una digrá�ca re�exiva H es F̃D-libre si y sólo si V (H)
admite una partición (V1, V2) tal que H[Vi] es una digrá�ca re�exiva completa,
con i ∈ {1, 2}, y todo vértice de V1 es adyacente hacia a todo vértice de V2 y
algunos vértices de V2 pueden ser adyacentes hacia algunos vértices de V1.

El lema anterior nos dice que las digrá�cas re�exivas que son FD-libres
son únicamente las digrá�cas bicompletas.

Por ahora, a excepción de los patrones
→
P 2,

↔
K1 •

↔
K2,

↔
K2 •

↔
K1 y F1, te-

nemos una clasi�cación completa de los patrones de orden menor a 3; más
aún, determinar si alguno es un patrón pancromático por trayectorias diná-
micas determina la pertenencia, o no, de los otros patrones. Las digrá�cas
que no están en F̃D son patrones pancromáticos por trayectorias dinámicas,

y las digrá�cas en F̃D no lo son. Aunque no sabemos si
→
P 2 es un patrón

pancromático por trayectorias, tenemos su�ciente información para describir
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Patrón D̃3 D3
↔
K1 X X
↔
K2 X X

2
↔
K1 × P.A.
→
P 2 P.A. X
↔
K3 X X

↔
K2 +

↔
K1 × P.A.

↔
K1 •

↔
K2 P.A. X

↔
K2 •

↔
K1 P.A. X

2
↔
K1 •

↔
K1 × ×

→
P 2 +

↔
K1 × ×

T3 × ×
↔
K1 • 2

↔
K1 × ×

3
↔
K1 × ×
F1 P.A. X
F2 × P.A.
F3 × ×
F4 × ×
→
C3 × ×
→
P 3 × ×
↔
P 3 × P.A.

Tabla 9.1: Tabla que resume la pertenencia a las familias D̃3 y D3
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completamente lo que sucede si
→
P 2 /∈ D̃3, y proporcionar una estructura de-

�nida de los patrones pancromáticos por trayectorias dinámicas si ocurre lo
contrario.

Teorema 9.2.1. Sea H un patrón re�exivo. Si
→
P 2 /∈ D̃3, entonces H ∈ D̃3

si y sólo si H es una digrá�ca completa.

Demostración. Sea H ∈ D̃3. Por el teorema 9.1.1, sabemos que H es una

digrá�ca semicompleta. Más aún, como
→
P 2 no es un patrón pancromático

por trayectorias dinámicas y por el lema 9.0.1.2, se tiene que entre cualquier
par de vértices existe una �echa simétrica entre ellos. Es decir,H es completa.

Para la implicación recíproca, basta notar que
↔
Kn se puede contraer a

↔
K1, que es un patrón pancromático por trayectorias dinámicas. Por el lema

9.0.2, se sigue que
↔
Kn ∈ D̃3 para todo n ∈ N.

Teorema 9.2.2. Sea H un patrón re�exivo y suponga que
→
P 2 ∈ D̃3. Si

H ∈ D̃3, entonces H es una digrá�ca bicompleta.

Demostración. Sea H un patrón pancromático por trayectorias dinámicas.
Como ya hemos observado, los elementos de F̃D no son patrones pancromá-
ticos por trayectorias dinámicas. Por el lema 9.0.1.2, H no contiene a ningún
elemento de F̃D como subdigrá�ca inducida, es decir, F̃D-libre. Por el lema
9.2.1, se sigue que H es una digrá�ca bicompleta.

A continuación, proponemos dos problemas con respecto a los patrones
pancromáticos por trayectorias dinámicas.

Problema 9.2.1. Determinar si
→
P 2 es un patrón pancromático por trayec-

torias dinámicas.

Problema 9.2.2. Encontrar una multidigrá�ca 2
↔
K1-coloreada sin núcleo por

2
↔
K1-trayectorias dinámicas.

Si la respuesta al problema 9.2.1 es negativa, esto resuelve la caracteri-
zación de los patrones pancromáticas por trayectorias dinámicas. Una res-
puesta positiva lleva a preguntar si hay otras obstrucciones mínimas, para
que una digrá�ca sea un patrón pancromático por trayectorias dinámicas.
Cualquier obstrucción mínima de este tipo debe ser F̃D-libre y, por lo tanto,
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tiene que ser una digrá�ca bicompleta; si no existe tal obstrucción, la impli-
cación recíproca al teorema 9.2.2 es verdadera, lo que da como resultado una
caracterización.

Respecto al problema 9.2.2, recordemos que las pruebas del lema 9.1.1 y
del teorema 9.1.1 no son constructivas, por lo tanto, no se tiene un ejemplo

de una multidigrá�ca 2
↔
K1-coloreada con la propiedad deseada.

Análogamente, con la información de las secciones anteriores es posible
hablar de la estructura de los patrones pancromáticos por caminos dinámi-
cos, en términos de subdigrá�cas prohibidas. Dicha estructura depende de la

pertenencia o no de 2
↔
K1 a D3.

Teorema 9.2.3. Sea H un patrón y supongamos que 2
↔
K1 ∈ D3. Si H ∈ D3,

entonces H se puede contraer a 2
↔
K1 o H es una digrá�ca cuasibicompleta.

Demostración. Observemos que el teorema 9.2.3 tiene la misma conclusión
que el teorema 5.3.1, más aún, la demostración del teorema 5.3.1 únicamente
está basado en que B3 es cerrado bajo tomar subdigrá�cas inducidas y que

2
↔
K1 •

↔
K1,

→
P 2 +

↔
K1, T3,

↔
K1 • 2

↔
K1, 3

↔
K1,

→
C3,

→
P 3, F3 y F4 no son subdigrá�cas

inducidas de ningún patrón pancromático por caminos. Notemos que, como
D3 es cerrado bajo tomar subdigrá�cas inducidas, y como hipótesis, se tiene

que 2
↔
K1 pertenece a D3, se sigue que 2

↔
K1 •

↔
K1,

→
P 2 +

↔
K1, T3,

↔
K1 •2

↔
K1, 3

↔
K1,

→
C3,

→
P 3, F3 y F4 no son subdigrá�cas inducidas de ningún patrón pancromá-

tico por caminos dinámicos. Por lo tanto, la demostración del teorema 5.3.1
es válida para los patrones pancromáticos por caminos dinámicos.

Teorema 9.2.4. Sea H un patrón y suponga que 2
↔
K1 /∈ D3. Si H ∈ D3,

entonces V (H) admite una partición (V1, V2) tales que Vi induce una digrá�ca
re�exiva completa, con i ∈ {1, 2}, cada vértice en V1 es adyacente hacia cada
vértice en V2 y los vértices de V2 pueden ser adyacentes hacia algunos vértices
en V1.

Demostración. Observemos que si 2
↔
K1 /∈ D3, entonces los patrones pancro-

máticos por caminos dinámicos y los patrones pancromáticos por trayectorias
dinámicas tienen las mismas subdigrá�cas inducidas prohibidas con a lo más
tres vértices. Como las demostraciones del lema 9.2.1 y del teorema 9.2.2
están basadas, únicamente, en las subdigrá�cas inducidas prohibidas con a
lo más tres vértices. Se sigue el resultado deseado.
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El teorema 9.2.3 establece que si 2
↔
K1 ∈ D3, entonces todos los patrones

pancromáticos por caminos dinámicos pueden contraerse a 2
↔
K1 o son digrá-

�cas cuasibicompletas, pero como en el teorema 5.3.1, notemos que
↔
K1 •2

↔
K1

es una digrá�ca cuasibicompleta, pero no es un patrón pancromático por ca-
minos dinámicos. Por lo tanto, la implicación recíproca del teorema 9.2.3 es
falsa.

Para �nalizar el capítulo, proponemos los siguientes problemas abiertos
con respecto a los patrones pancromáticos por caminos dinámicos.

Problema 9.2.3. Determinar si 2
↔
K1,

↔
K2 +

↔
K1 y

↔
P 3 son patrones pancro-

máticos por caminos dinámicos.

Problema 9.2.4. Determinar si F2 es un patrón pancromático por caminos
dinámicos.

Determinar si algún patrón en el problema 9.2.3 pertenece a D3 resuelve
todo el problema. Una respuesta negativa al problema 9.2.3 implica que todos
los patrones pancromáticos por caminos dinámicos son digrá�cas semicom-
pletas, en particular, son digrá�cas bicompletas, además, el problema 9.2.4
sería falso. Por lo tanto, podemos preguntarnos si hay otras obstrucciones
mínimas para que una digrá�ca sea un patrón pancromático por caminos di-
námicos. Cualquiera de estas obstrucciones mínimas deben de ser digrá�cas
bicompletas; si no existen tales obstrucciones, la implicación recíproca al teo-
rema 9.2.4 es verdadera, dando como resultado una caracterización de los pa-
trones pancromáticos por caminos dinámicos. Si el problema 9.2.3 tiene una
respuesta positiva, entonces todos los patrones pancromáticos por caminos

dinámicos son digrá�cas cuasibicompletas o pueden contraerse a 2
↔
K1, como

en el otro caso, podemos preguntarnos si hay otras obstrucciones mínimas
para que un digrá�ca sea un patrón pancromático por caminos dinámicos.
Notemos que cada obstrucción mínima es una digrá�ca cuasibicompleta, por

ejemplo, como ya dijimos,
↔
K1 • 2

↔
K1 es una obstrucción mínima, aún más,

resolver el problema 9.2.4 determina si F2 es una obstrucción mínima.
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Conclusiones

Este trabajo comienza con un breve recuento de la evolución de los nú-
cleos en digrá�cas, hasta llegar a los núcleos por H-caminos. Al empezar este
trabajo, ya se sabía que la existencia de un núcleo por H-caminos en una
multidigrá�ca H-coloreada, no necesariamente implicaba la existencia de un
núcleo por H-trayectorias en la misma multidigrá�ca; esto se debe a que,
a diferencia de lo que pasa con los caminos y trayectorias en una multidi-
grá�ca, no todo H-camino contiene una H-trayectoria con los mismos vérti-
ces extremos. Analizando las diferencias, entre H-caminos y H-trayectorias
se exhibieron familias in�nitas de multidigrá�cas que contienen núcleo por
H-caminos y no tienen núcleo por H-trayectorias, y viceversa. Marcando la
diferencia entre estos dos conceptos; sin embargo, por de�nición, los con-
ceptos son muy cercanos. Por lo que, se probó que los patrones H para los
cuales no importa que multidigrá�ca ni que H-coloración se tomen, todo
H-camino contiene una H-trayectoria con los mismos vértices extremos, son
exactamente los patrones transitivos.

Desde que comenzamos este trabajo, se buscó aprovechar las diferencias
y similitudes de entre H-caminos y H-trayectorias, así como el trabajo pre-
vio realizado para las familias Bi, para de esta manera de�nir y tratar de
caracterizar a los patrones de las familias B̃i, basadas en el alcance por
H-trayectorias. Para alcanzar esta meta, estudiamos a fondo, aunque no ex-
clusivamente, a los patrones que pertenecen a B2 y B3. Para los cuales ya se
tenían caracterizaciones completas. Al estudiar las pruebas presentadas para
la caracterización de los patrones pancromáticos por caminos, pudimos notar
un error en la demostración del lema principal de la caracterización. Aunque
el error no prueba que el resultado es falso, deja abierta la caracterización;
además de generar otros problemas abiertos, en particular la pertenencia de
dos patrones de orden 3.

Regresando a B̃3. Aunque desafortunadamente no pudimos caracterizar
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a los patrones pancromáticos por trayectorias, demostramos que estos tienen
una estructura muy bien de�nida. En el proceso, tras un exhaustivo análisis
del patrón F1, notamos que la de�nición de H-camino se hace sobre multi-
digrá�cas; sin embargo, la propiedad de tener más de una �echa entre dos
vértices en la misma dirección, no había sido explotada. De esta manera,
surgió la idea de los H-caminos dinámicos. Después de mostrar que real-
mente era un concepto distinto, aunque muy cercano a los ya mencionados,
nos enfocamos en las familias análogas a las ya de�nidas pero basadas en el
alcance por H-caminos dinámicos y H-trayectorias dinámicas. Sin embargo,
con este concepto surgen muchas más preguntas, y oportunidades de temas
investigación.

Cabe mencionar que, en general, el estudio de las familias B1, B̃1, D1 y
D̃1 ha sido muy super�cial. Por lo que, las aportaciones para estas familias
ayudarían mucho para encaminarse a una posible caracterización.

Para �nalizar, en este trabajo obtuvimos resultados originales. Los cuales
se traducen en avances signi�cativos en las caracterizaciones de los patrones
pancromáticos por caminos, por trayectorias, por caminos dinámicos y por
trayectorias dinámicas. De la misma manera, a lo largo del trabajo fuimos
planteando problemas de interés, para futuros temas de investigación.
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