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Capitulo 1

Introducciéon

1.1. Motivacion

Los cursos de control automatico que se imparten en la licenciatura de Ingenieria
eléctrica y electronica tienen como objetivo general identificar, analizar y disenar sis-
temas que permitan modificar el comportamiento de otros sistemas [11]. Para lograr
lo anterior, durante la imparticién de las asignaturas, el profesorado y el alumnado
emplean herramientas didacticas de distinta indole como el andlisis matematico, la si-
mulacién numerica a través de un software especializado y la practica experimental.

En particular, el uso de dispositivos que faciliten la experimentacion es conveniente
ya que permite verificar fisicamente los conceptos tedricos y proporciona al alumnado
observar problematicas que no se presentan en una simulacién niimerica, como pueden
ser el ruido en las senales medidas y las limitaciones de los actuadores.

Un dispositivo muy 1til que se utiliza tanto para la ensenanza como para la in-
vestigacién en control automatico es el péndulo. En particular el péndulo rotacional
invertido o de Furuta es de especial interés, pues ha sido un modelo de referencia para
el andlisis, debido a que su comportamiento comprende conceptos de no linealidad e
inestabilidad; incluir la dindmica del actuador; algunos modelos de friccion y fuerzas
centripetas y de Coriolis. A partir de que el péndulo de Furuta fue propuesto se han
publicado articulos y tesis describiendo diversos algoritmos de control lineal y no lineal.

Considerando lo anterior, se desarrolla el presente trabajo, teniendo como finalidad
vincular e implementar la teoria aprendida en un sistema fisico especifico conocido
como péndulo invertido rotacional o de Furuta; fomentar y facilitar a los estudiantes
de ingenieria el estudio de la teoria de control, sus aplicaciones y legar un modelo fisico
de trabajo a los estudiantes para aplicar lo aprendido.




1. INTRODUCCION

1.2. Antecedentes

La historia de la fisica del péndulo se remonta a los primeros momentos de la
ciencia moderna. Galileo Galilei lo utilizé para estudiar la caida libre de los cuerpos
e Isaac Newton para determinar la constante de gravedad de la Tierra. Asi mismo, el
impacto tecnoldgico se ha desarrollado junto con el estudio de este dispositivo. Se puede
mencionar por ejemplo, el desarrollo del reloj de péndulo que mejord la navegacion
maritima, Figura 1.1; la implementaciéon del metrénomo, fue y ha sido de utilidad
para la musica [32]; el péndulo de Foucault, Figura 1.2, nombrado asi en honor del
fisico francés Jean Bernard Leon Foucault, se empleé para estudiar la rotacion de la
Tierra utilizando ademds los estudios realizados por Gaspard Gustav Coriolis sobre la
aceleracién adicional que sufre un cuerpo al desplazarse sobre un sistema en rotacién,
efecto que lleva también su nombre [19], [21].

(2) (b)

Figura 1.1: Péndulo de Foucault [45]
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Figura 1.2: Péndulo de Foucault [15]




1.2 Antecedentes

La Figura 1.3 muestra cierto tipo de péndulos, algunos de los cuales se idearon para
demostrar algiin fenémeno y otros como variaciones del péndulo simple y analizar su
comportamiento. Asi, se tiene el péndulo simple, Figura 1.3 (a) con el cual se comenzé
el estudio de las oscilaciones e inspirdé algunos otros experimentos mencionados ante-
riormente; el péndulo doble, Figura 1.3 (b) cuyo diseno y facil implementacién, pero
de complejidad dindmica exhibe propiedades cadticas [24]; el péndulo cicloidal, Figura
1.3 (¢) fue disenado por Christiaan Huygens, demostré ser un diseno que garantiza que
un péndulo sea isécrono, que permite, ademads, regular con facilidad la marcha de un
reloj [40], [43]; péndulo de Newton, Figura 1.3 (d) introducido por Edme Mariotte, cuyo
propdsito de estudio es la transmision elastica del movimiento originados por colisiones
entre ellos, cabe mencionar que el nombre de Newton atribuido a este dispositivo se
debe quiza a que éste estudio la oscilacién del péndulo para determinar las propieda-
des generales de la resistencia de un fluido y que sus leyes de movimiento explican el
funcionamiento del dispositivo disenado por Mariotte [33]; péndulo balistico, Figura
1.3 (e) orientado al estudio de la artilleria, como la velocidad de los proyectiles, tipo
de pélvora en funcién del tamano del proyectil y su lanzamiento, etc. [6]; la dindmica
del péndulo de torsién, Figura 1.3 (f) ha sido una herramienta 1til e interesante para
la determinacién de constantes fisicas importantes como la constante de gravitacién
universal G realizada por Henry Cavendish o la constante K de Charles Coulomb [12];
el péndulo esférico, Figura 1.3 (g) es un péndulo simple que se mueve en el espacio
limitado por la longitud de su hilo, describiendo un movimiento sobre una superficie
esférica, el péndulo de Foucault es un péndulo esférico [44].

C] |z

(a) Péndulo (b) Péndulo doble (¢) Péndulo (d) Péndulo

simple cicloidal de Newton

&) \‘ m m \H‘(~> 1

\—‘ fiB‘Ih m 5T m ) "

—

\ A 7

(e) Péndulo balistico  (f) Péndulo de (g) Péndulo esférico

torsion

Figura 1.3: Tipos de péndulo.




1. INTRODUCCION

Otro punto de vista desde el cual se puede abordar el estudio del movimiento del
péndulo, es considerar su comportamiento en una posicién vertical, que se conoce como
péndulo invertido Figura 1.4; el primer péndulo invertido conocido fue propuesto por
James Forbes en 1841 como mecanismo para el funcionamiento de un sismégrafo, Figura
1.5. El dispositivo estaba conformado por una varilla de metal colocada verticalmente
y unida a una masa que podia fijarse a lo largo de su longitud, la varilla se apoyaba
sobre un alambre cilidrico de acero, cuya rigidez podia modificarse manualmente, asi
el periodo libre del péndulo podia variarse a través de la posiciéon de la masa y de
la rigidez del apoyo, obteniendo diferentes amplificaciones de la respuesta del mismo
ante la accién de un terremoto [2]. Un péndulo invertido es un péndulo cuya masa
estd concentrada por encima de su punto de pivote. En 1908, A. Stephenson, descubrié
que la posicién vertical superior del péndulo podria ser estable cuando la frecuencia de
conduccion es rapida, sin embargo, hasta la década de 1950 no habia explicacién para
este fendmeno inusual. Mas tarde, en, 1951, la estabilidad del péndulo invertido fue
explicada y verificada experimentalmente por Pjotr Kapitza Figura 1.6, dicho péndulo
se hace vibrar en suspension y esto ocasiona que se equilibre en una posicién vertical
hacia arriba [20)].

Acos(wl) | | C

Figura 1.4: Péndulo simple invertido [4]

Figura 1.5: Sismografo inventado por James Forbes, aplicando los principios del péndulo

invertido [41]




1.2 Antecedentes

'}

Figura 1.6: Péndulo de Kapitza. Un motor hace girar la manivela y ésta hace vibrar el

brazo al que se une el péndulo. [42]

En esencia, se pueden considerar dos tipos de péndulo invertido, con base al tipo
de mecanismo que los mueve [39], Figura 1.7:

¢ Péndulo con movimiento lineal sobre un carro.

¢ Péndulo con movimiento giratorio.

El primero, mostrado en la Figura 1.7 (a) consiste en un carro que se desplaza sobre
un riel horizontal y un péndulo que posee desplazamiento angular en el plano vertical
conectado a uno de sus extremos al carro; el segundo, Figura 1.7 (b) estd formado
por dos eslabones, uno llamado brazo y otro péndulo y dos articulaciones rotacionales,
En uno de los extremos del brazo se encuentra unido un actuador (motor), el cual
le imprime un movimiento angular sobre el plano horizontal. En el extremo libre del
brazo se encuentra conectado el péndulo a través de una articulacién que puede girar
libremente y permite la rotacién de este tltimo en el plano vertical.

(a) (b)

Figura 1.7: Tipos de péndulo invertido segin el tipo de movimiento: (a) Lineal sobre un

carro, [25], (b) Movimiento giratorio [38]




1. INTRODUCCION

Dichos movimientos se pueden producir por la accién de un actuador, generalmente
un motor de corriente directa, la cual se conoce como actuacién directa, sin embargo
también se puede producir movimiento por medio de otros elementos que no estén inter-
conectados, conocida como actuacién indirecta. Se considera como grados de libertad
al nimero de actuadores que posee un mecanismo y se pueden clasificar en sistemas
actuados y sistemas subactuados, asi, los sistemas actuados poseen el mismo nimero
de actuadores que de grados de libertad y los sistemas subactuados tienen un menor
numero de actuadores que grados de libertad. Ejemplos de sistemas subactuados son el
péndulo con rueda inercial, el sistema viga-bola y el robot planar de uniones elasticas
Figura 1.8.

(b) Sistema viga- (c) Robot planar de unio-
con rueda bola nes eldsticas

inercial

Figura 1.8: Tipos de péndulo invertido.

Bésicamente se aborda el estudio del péndulo invertido con dos enfoques, uno es el
“balanceo” del péndulo para llevarlo a su posicién inestable y el otro es mantener dicha
posicién, es decir, la estabilizacién del punto inestable. Para enfrentar este problema se
han disenado diversos esquemas de control, entre los que se puede mencionar [18]:

¢ Control basado en energias: Se consideran las funciones matematicas que mo-
delan los fenémenos correspondientes a energias (cinética, potencial), asi como
los términos que disipan energia para disenar algoritmos de control sobre estas
funciones.

¢ Control por realimentacion de estados: Consiste en determinar ganancias de re-
alimentacién que cumplan con la acciéon de control.

¢ Control por estructura variable: Es un tipo de control no lineal que presenta
conmutaciéon a alta velocidad que se caracteriza por presentar robustez.

¢ Control basado en andlisis geométricos: En este tipo de esquema se proponen
métodos que simplifican el andlisis matematico utilizando técnicas de andlisis
geométricos como elipsoidales, poli tops y poliedros.




1.3 Objetivos

¢ Control difuso: Se basa en la logica difusa; opera bajo reglas l6gicas tradicionales
(si-entonces) y permite generar una actuacién deseada.

El péndulo rotatorio invertido o péndulo de Furuta es un sistema mecénico subac-
tuado

1.3. Objetivos

<

Simular y analizar la respuesta del sistema en lazo abierto.

¢ Disenar un observador de Luenberger, asi como un algoritmo de control LQR y
aplicarlo al modelo simulado.

<

Disenar y construir el modelo disenado.

<

Implementar el algoritmo de control al modelo fisico.

<

Comparativa entre respuesta simulada y respuesta real.

1.4. Contribuciones

El péndulo de Furuta es un dispositivo que permite el estudio del control automati-
co a través de la experimentacion. Bajo esta perspectiva diversos autores han realizado
articulos [1], [8], [17], [18], [23], [38]. Sin embargo, por razones de enfoque, en algunos
casos no consideran un modelo completo del péndulo o no se disena un experimento
fisico. Por otro lado existen trabajos como [27] que si se consideran lo mencionado an-
teriormente. En este sentido, la construccién del péndulo para validar el algoritmo de
control disenado, ademas de considerar terminos como la friccién viscosa y las fuerzas
centripetas y de Coriolis anaden un valor agregado al presente trabajo.

El modelo fisico que se presenta es una herramienta que facilita la comprensién de la
teoria de diversas materias relacionadas con el control automatico, su formato permite
la implementacion de algoritmos de control de forma similar a diagramas de bloques.

La construccion del péndulo partié del diseno hecho previamente por medio de un
diseno virtual 3D; los costos para la maquinacién del mismo son bajos respecto a los
precios comerciales, asi como la portabilidad.

Se disend, ademas, una animacién del péndulo de Furuta que muestra el comporta-
miento en lazo abierto y en lazo cerrado.




1. INTRODUCCION

El prototipo propuesto puede ser usado para evaluar el desempeno de diversos
algoritmos de control tanto lineales como no lineales. Es decir, el prototipo puede ser
utilizados para docencia e investigacion.

1.5. Estructura de la tesis
Este trabajo esta dividido en 5 capitulos:

Capitulo 1. Introduccién. Se da un panorama general de la historia y evolucién del
péndulo, asi como los enfoques en los cuales se ha estudiado e inspirado para explicar
diversos fenémenos. Se explican los motivos para realizar el modelo fisico que se pre-
senta, los objetivos, asi como la contribucion de la tesis.

Capitulo 2. Péndulo de Furuta. En este capitulo se analiza el péndulo de Furuta; se
obtiene su modelo matematico a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange, incluyendo
la dindmica del motor de corriente directa y su inclusiéon en el modelo; se linealiza alre-
dedor del punto de equilibrio de interés. Se plantea el problema de control y se abordan
esquemas de control.

Capitulo 3. Plataforma experimental. En esta seccién se divide la construccion del
péndulo de Furuta en estructura y diseno de gabinete, el primero describe las partes
maquinadas; el gabinete comprende la parte electréonica, adquisicion de datos y de po-
tencia del dispositivo. Se presenta el péndulo de Furuta armado.

Capitulo 4. Resultados. Se valida el modelo y se disefian algoritmos de control tanto
para la animacién como para el péndulo fisico.

Capitulo 5. Conclusiones. Discusion sobre el cumplimiento de los objetivos y descrip-
cién de las complicaciones que surgieron durante el desarrollo del trabajo presentado.




Capitulo 2

Péndulo de Furuta

2.1. Descripcion del sistema

En particular, se considera al péndulo invertido rotatorio conocido como péndulo
de Furuta Figura 2.1 (a) llamado asi en honor al profesor K. Furuta, quien lo propuso
[17], como un diseno alternativo para evitar el problema de longitud limitada del riel
en el péndulo de carro.

Este péndulo consta de un motor de corriente directa que se desempena como ac-
tuador del sistema acoplado por medio de su eje a un extremo del eslabén o brazo, al
cual se le aplica un par que lo mueve en un plano horizontal descrito por un angulo
q1; el extremo contrario del eslabén se encuentra unido al péndulo y gira en un plano
vertical en un dngulo gy respecto al eje del eslabdn, ver Figura 2.1 (b).

(a) (b)

Figura 2.1: Péndulo de Furuta.




2. PENDULO DE FURUTA

2.2. Dinamica del péndulo de Furuta

Para el modelo del péndulo de Furuta se considera lo siguiente [8]:

¢ El eje del motor y eslabén estan acoplados rigidamente.
¢ Se asume que el péndulo es rigido.
¢ Los ejes coordenados del eslabén y el péndulo son los ejes principales.

¢ Soélo se considera friccién viscosa.

Teniendo en cuenta la configuracion del péndulo de Furuta, es posible describirlo
como un brazo manipulador (robot) de dos grados de libertad, debido a que se conforma
de eslabones interconectados por articulaciones, de revolucién en este caso formando
una cadena cinemadtica abierta [10], [26].

Las coordenadas generalizadas son en este caso las posiciones articulares ¢ = [q1 ¢2] T.
Para un robot manipulador, el niimero de articulaciones determina el namero de grados
de libertad.

Al estudio de la cinemética de sistemas robdticos se le denomina cinemética directa.
Es una funcion vectorial fr(l;,q) que relaciona las coordenadas articulares ¢ € R”
y propiedades geométricas del sistema mecanico [; con las coordenadas cartesianas
[z,y,2]T € %3 del robot y la orientacién [, ¢,9]T € R de la herramienta colocada en
el efector final. Es decir fr : R — R™ tal que:

= fR(li> Q)

ESUE SIS N N )

El algoritmo de Denavit-Hartenberg (DH), es un procedimiento para obtener una
representacion de la orientacion y traslacion de un robot que consiste en determinar
una tabla de pardmetros relacionados con los eslabones del robot (Apéndice A.1).

Un diagrama esquematico del péndulo de Furuta con los sistemas de referencia segin
el algoritmo DH se muestra en la Figura 2.2. Cabe mencionar que esta asignaciéon no
es Unica, en el Apéndice A.2 se muestran otros sistemas validos.
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2.2 Dinamica del péndulo de Furuta

Figura 2.2: Sistemas de coordenadas asignadas al péndulo de Furuta segun el algoritmo

DH [27].

Los parametros se muestran en la Tabla 2.1:

i a; di (67 Hz

10|09 q

210l | 0 |90+ g

Tabla 2.1: Valores asociados al péndulo de Furuta segiin el algoritmo DH para la Figura

2.2

La matriz de transformacién homogenea que describe la posicién y orientacion del
péndulo de Furuta, ver A.3.1, del sistema de referencia zsy2zo respecto al sistema de
referencia xgyozo es:

—C1S2 —C1Cy =851 | 1151 — 12C152
—5152 =510 C1 | 1LCL — 125152
—CY So 0 —15Cy
0 0 0 | 1

11



2. PENDULO DE FURUTA

Una forma de obtener la dindmica del sistema es empleando la formulacién de Euler-
Lagrange debido a que utiliza las coordenadas generalizadas, las cuales se relacionan
con los grados de libertad del sistema [28]; las coordenadas generalizadas en este caso
corresponden a las variables articulares del péndulo de Furuta, es decir ¢ = [¢1 g2].

Las ecuaciones dindmicas se obtienen empleando la funcién denominada lagran-
giano, que se define como la diferencia entre la energia cinética y la energia potencial
del sistema.

La energfa cinética estd dada por [34]

n
K= %Zmz OUZ'T O’Ui —I—O w; T OIi Owl- (2.1)
i=1
donde %v; € R2 es la velocidad lineal y %w; € R2 la velocidad angular del i-ésimo ele-
mento respecto al sistema de referencia de la base. La matriz 'I; € R3*3 es el tensor
de inercia expresado con respecto a un sistema de referencia fijo al centro de masa
del objeto. El tensor de inercia °I; € R3*3 se relaciona con el tensor ‘I; mediante la
siguiente transformacion de similitud [27]

or, =" R, I, °R; T (2.2)

Por otro lado, la velocidad lineal y angular del centro de masa estan dadas por

O’UZ‘ = m‘q (23)

Owi = mq (2.4)

donde J,; € #3%? v J,; € R3*? son las matrices jacobianas [26]. Puesto que se ha utili-
zado la convencién de Denavit-Hartenberg, estas matrices se determinan de la siguiente
manera:

Jm' = [Zj,1 X (O’I"i —0 jfl)...O] s Jwi = [ijl...()] (25)

coni=1,2y 75 =1,...,i. El vector z; corresponde a la tercera columna de la matriz de
rotacién °R;. Or; es el vector de posicién del sistema de referencia j — 1. Tomando en
cuenta las ecuaciones (2.2)-(2.5), la energia cinética del péndulo (2.1) se expresa como:

2
1 , 1
K = 5q § m Joi T o+ Jui T R L OR T Juid = 5qTM(q)q (2.6)
=1

donde M(q) € R? es la matriz de inercia simétrica positiva definida.

12



2.2 Dinamica del péndulo de Furuta

El lagrangiano en este caso es:

: 1. .
L(g,4) = 54T M(a)d — U(q) (2.7)
Al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange %({%L) — a%L =7,donde L=K —-U

es el lagrangiano definido como la diferencia entre la energia cinética K y la energia
potencial U; 7 es el vector de fuerzas y pares generalizados [27], se obtiene

. 10 0
M(q)g+M(q)¢g— ==—GTM(q)§+ =—U(q) =nrt 2.8
(@)§+ M(a)d - 5 8q(q (9)q 94 (q) (2.8)
donde n = [1 0] T. Cabe mencionar que este procedimiento no permite tener en cuenta
fuerzas dispativas como la friccién, en este caso se considera la ecuaciéon de Rayleigh
asumiendo que es directamente proporcional a la velocidad angular de la articulacién

analizada (41 y ¢2) [29]. Entonces la forma compacta queda como:

M(q)j+C(q,4)q + Dq+g(q) =nt (2.9)
donde
. . . 10, )
C(q,q) = M(q)q — iafq(qTM(q)Q) (2.10)
0
9(q) = %U(q) (2.11)

El vector C(q, )¢ € R? es el vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis, g(q) € R?
es el vector de fuerzas y pares gravitacionales y D € R? representa la friccién viscosa
con D € R?*? una matriz simétrica positiva definida.

Una manera de obtener la matriz C(q, §) es a través de los simbolos de Christoffel
[26], definidos como:

1,0 0 0
itk — & —hy; —h i 7}7/2 ) ‘7 ‘7 k= 172 2.12
Cijk 2(8(]1 kj + aqj k 8Qk J) v ( )

donde h;; denota el ij-ésimo elemento de la matriz M (q). El kj-ésimo elemento Cy; de
la matriz C(q, ¢) puede obtenerse de la siguiente manera

Crj = | V% | T4g (2.13)
C2jk

La energia potencial del péndulo de Furuta esta dada por

2
U= Z —myg Or; (2.14)
i=1
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2. PENDULO DE FURUTA

donde g =[00 — 9.8]T y %; € R3 es el vector de posicién del centro de masa de cada
elemento.

A continuacién, se determinan los elementos de la ecuacién (2.9).

Los centros de masa de cada eslabén se expresan como: %r; =0 R;ir; +° P;, ver
Apéndice A.3.2.

Para el eslabén y péndulo queda respectivamente:

=51l =151 — 1:2C1S2
07’1 = Cllcl s 07’2 = 1101 - lchlsg (2.15)
0 —12C

Los jacobianos obtenidos, ver Apéndice A.3.3, son:

Eslabén:
—1aC1 0 0 0
Jov1 = 1151 0, Jo1 = 0 0 (2.16)
0 0 10
Péndulo:
—11C1 + 125152 —C1Calen 0 =5
ng = —l151 — l020182 Slc2l02 ) Jw2 = 0 Cl (2'17)
0 1259 1 0
La matriz de inercia M(q), ver Apéndice A.3.4, es:
- 01 + HQS% 05C5
M) = | (2.13)
Matriz de Coriolis, ver Apéndice A.3.5:
. 025(2q2)G2  3625(2¢2)41 — 035 (q2)d2 ]
C(q,q) = .2 2.19
(2.9) { ~10:5(202)ds 0 (2.19)

Energia potencial, definida en el Apéndice A.3.6:

U = magole2Co

14



2.3 Dindmica del motor

Vector de gravedad, (Apéndice A.3.7):

9(q) = [ v ] (2.20)

—magole2S2

Definiendo un parametro mas, se tiene

04 = magoleo (2.21)
Sustituyendo (2.21) en (2.20)

9(q) = [ 904 ] (2.22)

Finalmente, sustituyendo (2.18), (2.19), (2.22) en (2.9), el modelo del péndulo queda

01 + 0252 05Cy ] - { 625(202)d2 5(025(202)61) = 0s5(22)d2 | ;993

63C5 62 —2(625(2¢2)q1) 0

K P B
0 do |97 =048, | =7

2.3. Dinamica del motor

Un motor de corriente directa trabaja bajo el principio de que un conductor de co-
rriente en un campo magnético experimenta una fuerza. Si el estator del motor produce
un flujo de induccién magnética y la corriente en el rotor es 4, entonces habra un par
de torsién sobre el rotor que lo hace girar [34]. La magnitud de este par de torsion es:

T = ki (2.24)

donde 7, y k;, es el par del motor y la constante del motor, respectivamente. La ecua-
ci6én (2.24) implica que el par de torsién sobre el rotor se controla por medio del control
de la corriente del inducido.

Cuando un motor gira, también actiia como un generador y se desarrolla un voltaje
a través de su inducido, este voltaje es proporcional a la velocidad del conductor en el
campo y se denomina fuerza contraelectromotriz; se denota como e y se opone al flujo
de corriente en el conductor. Se expresa como:

eb = kelm (2.25)

donde K. es la constante de fuerza contraelectromotriz, y ¢, denota la velocidad an-
gular del motor.

15



2. PENDULO DE FURUTA

La Figura 2.3 muestra el diagrama de un motor de corriente directa con carga

acoplada.
qm qlT
O E
bm
Figura 2.3: Circuito de un motor de dc con carga acoplada [34]
donde

¢ R es la resistencia de armadura del motor.

L es la inductancia del motor.

<

<

ep es la fuerza contraelectromotriz.

<

Tm €s el par del motor.

o J,, es la inercia del motor.

<

q es la posicion angular del eje de la carga.
© @m es la posicion angular del eje del motor.
o 7 es el par aplicado a la carga.

o V(t) es la fuente o voltaje de entrada al motor.

El motor de corriente directa se compone de un subsistema eléctrico y un subsistema
mecanico. Las ecuaciones de elemento del subsistema eléctrico son

Vi = Ri (2.26)
d .

Considerando que ¢,, = ¢, las ecuaciones de elemento del subsistema mecanico
quedan expresadas como:

T = ki (2.28)
Tim = Jmi (2.29)

16



2.3 Dindmica del motor

De esta manera, la ecuacién de enlace del subsistema eléctrico estd representada
por (2.25) y la ecuacién asociada al subsistema mecanico estd dada por (2.24).

Aplicando las leyes de Kirchoff al subsistema eléctrico, se obtiene la ecuacién de
conjunto de este subsistema

V(t)=Vr+VL+tep (2.30)

Aplicando la segunda ley de Newton al subsistema mecéanico, se obtiene la ecuacién
de conjunto de este subsistema

T + Tom +T =T (2.31)

Sustituyendo (2.25)-(2.27) en (2.30) y (2.24)-(2.29) en (2.31) se obtiene respectiva-
mente

d
V. = RitLzi+kein (2.32)
fomi —T = Jy -+ b (2.33)

Si se desprecia la inductancia (L & 0) en (2.32) y dado que la posicién angular del
motor es la misma que la posicion angular de la carga, se tiene ¢, = q.

V = Ri+ keg (2.34)

Despejando i de (2.34) y sustituyendo en (2.33)

o= E(V—ke@
I +bmg = ]%”(V—keq‘)—T
Jmij+<bm—k”lf‘f>q = %”V—T
T o= — mq-(bm+k’;fe>q+2‘v (2.35)

Para incluir la dindmica del motor en la ecuaciéon de movimiento del péndulo de
Furuta, se sustituye (2.35) en (2.23)

_ (bm+’“;,f“e)q+’“gv] (2.36)

M(q)i+ C(a.4)d +Di +g(q) = [ e 0

17



2. PENDULO DE FURUTA

Por igualdad de matrices, se obtiene:

L N ke
M(q)§+C(q,9)q + D+ g(q) = eV (2.37)
donde
— [ 64+ 6257 63 ~ [dr o
M(Q)_[ 0:Cy 6y | D=140 a
07 = mylZ +mal + Iy + T
kekm
di = di+by+ 7

2.4. Obtencion de los puntos de equilibrio

Considerando el siguiente cambio de variable

:m:[g;], :1:2:[‘1:1], u=vt) (2.38)

q2
asignando (2.38) a (2.37) y conociendo que la matriz de inercia es invertible se obtiene

fx1, @2,u) = G = M~ (a1) [ngu — C(a1, 22)(x2) — Daa — g(a1)] (2.39)

con ny = [% 0]T.

Considerando las ecuaciones (2.38) y (2.39), una representacién en variables de es-
tado del sistema (2.37) esta dada por

. ) - )
T = M~ (21) [npu — C(z1, 32)(x2) — Do — g(x1)] (2.40)

Desarrollando (2.40)
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2.4 Obtencién de los puntos de equilibrio

T3
T4

ﬁ(%&gu — 9%5(21‘2)%31‘4 + egegsgwi — di0523 — %02935(2%’2)0233%

T = +03d2Coxy — 030,C252)

ﬁ(—%@gCgu + 0203C5S (229) x4 — 9%025’2.71121 + 03d1Coxs + %91925(2%‘2).%%

—01dowa + 010455 + 303535 (222) 23 — O2d2S3x4 + 020453)

(2.41)
Definicién. [35|Un estado x* es un estado de equilibrio (o punto de equilibrio) del

sistema, si una vez que la trayectoria x(t) es igual a x*, esta permanece igual a
x*. para todo tiempo futuro.

Matemdticamente, esto significa que el vector constante x* satisface

0= f(z*) (2.42)

Los puntos de equilibrio se pueden encontrar resolviendo las ecuaciones algebraicas
no lineales (2.42)

De acuerdo a (2.42), se tiene para el punto de equilibrio

z3
0 .
0 ﬁ(%@ﬂt — 9%8(2$2)$3$4 + 92935’2:@21 — d109x3 — %6’2935(21‘2)02%%
0 = +93d202$4 — 6’3940252)
0 é(—%@gCgu + 0293025(2%2).%‘3:64 — 0%02521‘?1 + 93d16’2x3 + %91925(2%2)56%
—01doxy + 010455 + %9%5225(21‘2)$§ — 92d25221'4 + 029455’)

(2.43)
De la ecuacién (2.43), se tiene que x3 = x4 = 0. Sustituyendo en x9, se tiene Sy = 0.
Por lo que el punto de equilibro corresponde a
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2. PENDULO DE FURUTA

x5 = angsen(0) (2.44)

De manera general, la funcién seno tiene infinitos valores que cumplen con (2.44),
asi, dichos valores son nmw con n € Z.

En particular, sélo se toman los valores correspondientes a 5 = 0 y =5 = 7, ya
que cumplen con (2.42) y por ser los minimos valores de los n posibles que también
cumplen la condicién.

Dichos puntos de equilibrio: 5 = 0 corresponde a la posicién vertical natural del
péndulo, es decir, hacia abajo; visto de manera formal, corresponde al punto de equili-
brio estable del sistema. El punto x5 = 7 corresponde a la posicién vertical del péndulo
hacia arriba, es decir, al punto de equilibrio inestable del sistema.

Es importante mencionar que la variable x; no aparece en la dindmica modela-
da, esto implica que puede tomar cualquier valor entre 0 y 2w. Ademas, fisicamente,
esta variable estd limitada por el cable del encoder, por lo tanto también su movimiento.

Finalmente, los puntos de equilibrio del sistema son

(2.45)

con z; € [0, 27].

2.5. Linealizacion

Una operacién normal del sistema puede ocurrir alrededor de un punto de equilibrio,
y las senales pueden considerarse seniales pequenas alrededor del punto de equilibrio.
Sin embargo, si el sistema opera alrededor de un punto de equilibrio y si las sefiales
involucradas son pequenas, es posible aproximar el sistema no lineal mediante un sis-
tema lineal. Este sistema lineal es equivalente al sistema no lineal, considerado dentro
de un rango de operacién limitado. [30]

El proceso de linealizacién presentado se basa en el desarrollo de la funcién no lineal
en series de Taylor alrededor del punto de operacién y la retencién sélo del término
lineal. Debido a que no se consideran los términos de orden superior del desarrollo.

Si se consideran como salidas las posiciones angulares x1 y 2, el sistema linealizado
alrededor del punto de equilibrio estable toma la forma:
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2.6 Controlabilidad

o 03 9490
det*

016490
det*

0

_ d10-
det*

dq103
det*

0 [ 0
1 0
T+
93d2 ku.92
det* R det*
_b1ds _ ka3
det* | - R det*

El sistema linealizado alrededor del punto de equilibrio inestable, estd dado por

0

0

_ 030490
det*

_ 016490
det*

0

_d162
det*

_ di63
det*

_ 03ds
det*

_ 61ds
det*

T+
ko2
R det*

kq b3
- R det*

donde det* = 6105 — 03 y = [z1 m2 23 4] T.

[0

0
i =

0

0
i =
2.6.

Controlabilidad

Sea el sistema descrito por

donde

T = Az + Bu

o x : vector de estados de dimension n.

o w : senal de control (escalar).

o A : Matriz de n x n.

¢ B :matrizden x 1

(2.48)

Definicién. [30]. El sistema 2.48 es de estado controlable en t = to, si es posible
construir una senal de control sin restricciones que transfiera un estado inicial a

cualquier estado final en un untervalo de tiempo finito to <t < t;.
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2. PENDULO DE FURUTA

Una forma de verificar la controlabilidad en sistemas lineales invariantes en el tiempo

(LTI) es mediante el rango de la matriz de controlabilidad
M.=[B AB .- A" D]

Teorema. [30]. El sistema (2.48) es controlable si y sélo si (2

(2.49)

.49) tiene rango completo.

i.e., es decir que el rango de la matriz M. de n X n sea n.

Sustituyendo los datos de la Tabla 3.5 en (2.46), se obtiene el siguiente sistema LTI

0 0 1 0
s_ oo 0 1 o
- 0 18.8947 —0.8084 0.5138
0 —72.5106 0.7756 —1.9719
_[roo00],
Y= lo1o0 o0
La matriz de controlabilidad del sistema (2.50) es:
0 3.8980 —5.0727
M- 0 —3.7399  10.3980
c 3.8980 —5.0727 —61.2210
—3.7399 10.3980  246.7442

0

3.8980
—3.7399

(2.50)

—61.2
246.7

372.7 (2:51)

—128.80

el rango de Mc es 4, por lo que el sistema (2.50) es controlable.

De manera similar, sustituyendo los datos de la Tabla 3.6 en (2.47), se obtiene el

siguiente sistema

0 0 1 0 0
. 0 0 0 1 n 0
T 7 |0 18.8947 —0.8084 —0.5138 | T | 3.8080 | “
0 72.5106 —0.7756 —1.9719 3.7399
1 0 0O
y = [ 010 0 ] z (2.52)
La matriz de controlabilidad asociada al sistema 2.52 es:
0 —5.0727 80.1
3.8980
M,, — 0 37399 —10.3980 295.6 (2.53)
3.8980 _ 50798 — 10.3980 80.1088 —413.1
3.7399 ' ) 295.6235 —1399

La matriz 2.52 también es controlable.
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2.7 Observabilidad

2.7. Observabilidad

Sea el sistema no forzado descrito por:

i = Az (2.54)
=Cx

donde

o x : vector de estados de dimensién n.
o gy : vector de salida de dimensién m.
o wu : senal de control (escalar).

o A : Matriz de n X n.

o C : matrizde m X n

Definicién. [30]. Se dice que el sistema (2.54) es observable si el estado x(ty) se
determina a partir de la observacion de y(t) durante un intervalo de tiempo,
to < t < t1. Por tanto, el sistema es observable si todas las transiciones del
estado afectan eventualmente a todos los elementos del vector de salida.

Una forma de verificar la observabilidad en sistemas lineales invariantes en el tiempo
(LTT) es mediante

C

CcA
M, = - (2.55)

CAn—l

Teorema. [30]. El sistema (2.54) es observable si y sdlo si la matriz (2.55) es de rango
completo.

Obteniendo la matriz de observabilidad del sistema LTI (2.50), se tiene:

o = O
= o O
o O O

0 0 1
18.8947 —0.8084  0.5138
—72.5106 0.7756  —1.9719
—52.5304 1.0520  17.4662
157.6384 —2.1564 —68.2237 |

(2.56)

oo oo oo

23



2. PENDULO DE FURUTA

El rango de Mj es 4, por lo que el sistema es (2.50) es observable.

Aplicando (2.55) en (2.52), se tiene

[ 1 0 0 0 i
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Mo, = 0 18.8947 —0.8084 0—0.5138 (2.57)

0 725106 —0.7756 —1.9719
0 —52.5304 1.0520 20.3232

| 0 —157.6360 2.1564 76.7973

El rango de la matriz M,, es 4, por lo que el sistema (2.52) es observable.

2.8. Simulacién

Como complemento a la dindmica modelada, se realizé6 un péndulo virtual Figura
2.4. Esta representacion esta disenada segun los parametros obtenidos.

Se considera la posicién natural del péndulo como 0° Figura 2.5 (a) y un movimiento
angular positivo si las variables q; y g2 se mueven en el sentido antihorario Figura 2.4

(b).

~7

(a) (b)
Figura 2.4: Representacion virtual del péndulo de Furuta.

El modelo matematico de un sistema permite analizar las caracteristicas dindmicas
del sistema con precision. En este sentido, el péndulo virtual se desempena de acuerdo
a la dindmica modelada.
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2.8 Simulacién

Evaluando el sistema con entrada nula y una condicién inicial alrededor del punto
de equilibrio inestable se obtienen las graficas mostradas en la Figura 2.5. Se eligié
qo = 175°.

LI, = |
i ’ \ ‘ \ {‘ \l [‘ \\ ‘[\\ ‘m\ /ﬂ\ /\ | {“ \ |
Ao A o
H; H’\;\;\l /\j\/\/
THH IR |

w

Figura 2.5: (a) Respuesta del eslabén al dejar caer el péndulo desde una posicién de 175°.
La posicién inicial del eslab6n es 0. (b) Respuesta del péndulo, al dejarlo caer desde una

posicién de 175°.

Como se puede observar, las oscilaciones del eslabén y el péndulo respectivamente
disminuyen progresivamente hasta llegar al punto de equilibrio estable.
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2. PENDULO DE FURUTA

2.9. Problema de control

El problema de control del péndulo de Furuta, comprende dos rubros. El primero
comprende el llevar el péndulo a la posicién vertical y segundo mantener el péndulo en
esa posicién.

Diversas investigaciones comprenden implementaciones y variaciones para resolver
el problema de control del péndulo de Furuta. Para los fines de esta tesis se considera
como objetivo de control el mantener la posiciéon del péndulo en su punto de equilibrio
inestable.

Dado el sistema (2.47), lograr que z(t) — z*, considerando lo siguiente:

¢ Los pardametros del sistemas son conocidos.

o El estado es completamente medible.

2.9.1. Esquemas de control

2.9.1.1. Control por retroalimentacién de estados

Considérese el sistema de dimensién n con m entradas dado por

& = Az + Bu (2.58)

donde A € R™*™ B € R™™ son matrices de coeficientes constantes. Puesto que el
estado contiene toda la informacién necesaria para predecir el comportamiento del
sistema, la ley de control es funcién del estado, i.e.

u=ax) (2.59)
Para el caso lineal

u=—-Kzx (2.60)

donde K € R™™ es una matriz de ganancias constantes. Sustituyendo la ecuacién
(2.60) en (2.58), la dindmica en lazo cerrado estd dada por

& = (A - BK)z. (2.61)

Teorema. [16].Para el sistema lineal (2.58), la ganancia K en (2.60) puede elegirse tal
que la ecuacidon caracteristica del sistema en lazo cerrado (2.61) tenga coeficientes
reales arbitrarios si y sélo si, el par (A,B) es controlable.
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2.9 Problema de control

2.9.1.2. Regulador cuadrético lineal (LQR)

Si bien, la ganancia K en (2.60) se puede obtener mediante el método de asignacién
de polos [3]; la ley de control resultante, aunque cumple con el objetivo de estabilizar
el punto de equilibrio, puede no ser la ideal en términos de velocidad de convergencia
o la cantidad de energia entregada al sistema.

Teorema. [16].El control dptimo para el sistema (2.58), que minimiza la funcion de
costo

J— %xT(tf)P(tf)a:(tf) + % / "eTQe() + TR ()] dt (2.62)
0
estd dada por

u(t) = —R™'BTP(t)x(t) (2.63)

donde Q@ € R"™™ es una matriz simétrica positiva semidefinida, R € R™*™ es
)

una matriz simétrica positiva definida y P(t) € R™™ es una matriz simétrica

positiva definida solucion de la ecuacion diferencial de Riccati

% = ATP(t)+ P()A+Q — P(t)BR™'BTP(t) (2.64)

sujeto a la condicion de frontera P(ty) = Py.

Corolario. [16].5% el sistema lineal (2.58) es controlable, la ley de control que minimiza
la funcion de costo

1 oo
J = 2/ [T Qx + uT Ru]dt (2.65)
0

estd dada por

u=—-R 'BTPx (2.66)

con P es una matriz simétrica positiva definida solucion de la ecuacion algebraica
de Riccati

ATP+PA+Q—-PBR 'BTP=0 (2.67)
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2. PENDULO DE FURUTA

2.9.1.3. Observador de estados

Un observador de estados, es un sistema dindmico cuyos estados observados conver-
gen a los estados reales del sistema. Dependiendo del niimero de estados observados es
de orden completo o de orden reducido. Considérese el sistema en variables de estado

£ = Ax+ Bu
y = Czx (2.68)

donde z € R™, y € RP y u € R™. Se asume que sélo se puede medir la salida del
sistema. Un observador debe calcular los estados estimados  a partir de la informacién
que puede ser medida, como la entrada y la salida. Si el controlador que se emplea es de
la forma u = —Kx, entonces el observador debe garantizar la convergencia del estado
estimado al estado real, es decir,

lim Z = x.
Tr—r00

Un observador que cumple con esta caracteristica es el observador de Luenberguer,
el cual se basa en generar una copia del sistema original més un término de correccién

B(t) = A&(t)+ Bu(t) + L(y(t) — 9(t)),  #(0) =&
g(t) = Ci(t) (2.69)

donde L € R™P es una matriz de ganancia constante. Se define el error de estimacién
como T = x — Z. La dindmica del error estd dada por

T = Ax(t) + Bu(t) — A& — Bu(t) — L(y(t) — 9). (2.70)

Usando y = Cz en la ecuacién anterior, se tiene

i=(A—LO)& (2.71)
Si los valores propios de la matriz A — LC tienen parte real negativa, entonces el

lim;_, o & = 0. La aplicacion de los observadores de estado reside en encontrar la matriz
de ganancia L tal que garantice que la matriz A — LC sea Hurwitz.

Teorema. Si el sistema de la ecuacion (2.68) es observable, entonces su estado puede
ser estimado usando el observador (2.69), donde los valores propios de la matriz
A — LC pueden ser asignados arbitrariamente previendo que los valores propios
comlejos aparecen con sus parejas conjugadas.

Si se considera que el par (A,C) es observable, y el par (AT,CT) es controlable,
entonces, se puede calcular la matriz constante K, tal que la matriz AT — CTK posea
cualquier valor propio arbitrario. Puesto que los valores propios de una matriz son los
mismos en la matriz traspuesta, entonces la matriz A — KT C tiene los mismos valores
propios que la matriz AT — CTK. Definiendo L = KT se obtiene la matriz que se
implementara en el observador de estados.
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Capitulo 3

Plataforma experimental

En este capitulo se presenta el disefio del péndulo de Furuta, su construccion; la ca-
racterizacién y descripcién de sus componentes mecéanicos, eléctricos y de comunicacién.

Los criterios bajo los cuales se disenaron las piezas son los siguientes:

¢ Los elementos deben ser rigidos.
¢ Los eslabones deben tener baja inercia y peso.

¢ El prototipo debe ser portable y de facil ensamblaje.
Bajo este orden de ideas, se consideraron tres tipos de materiales:

o Acrilico.

o MDF (Medium Density Fiberboard, por sus siglas en inglés) tablero de fibras de
densidad media).

¢ Aluminio.

Dichos materiales comparten ligereza, facilidad de corte y accesibilidad. Sin embargo
existen detalles que son importantes al momento de la maquinacion.

¢ Maquinado: El acrilico y el MDF pueden ser cortados por ldser. Sin embargo,
algunas piezas presentan dificultad, tanto por su geometria como por los deta-
lles de ensamblado. En este sentido las caracteristicas del aluminio cubren las
deficiencias del acrilico y el MDF.

¢ Rigidez: Los materiales antes mencionados cuentan con cierto grado de rigidez,
el detalle gira en torno a la aplicacién de fuerza al momento de ajustar algin
tornillo, debido a que el diseno comprende orificios para ensamble a través de
tornillos. Un mal ajuste de dichos tornillos puede derivar en alguna ruptura o
abolladura de la pieza por exceso de fuerza. Esta complicacién no se presenta con
el aluminio.
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3. PLATAFORMA EXPERIMENTAL

¢ Ensamble: La mayor parte de las piezas se unen mediante tornillos. La unién
implica que alguna pieza posea cuerda para poder colocar el tornillo; la cuerda, en
algunos casos como la pieza eslabdn es muy fina, lo que implica tener sumo cuidado
al momento de ensamblar o de quitar la pieza si es necesario. Por lo anterior, es
necesario que el material a elegir no tenga dificultades tanto en elaborar la cuerda
necesaria para el tornillo, como en resistir un posible barrido de la cuerda o el
tornillo.

Se eligié como material de trabajo el aluminio ya que cumple con los puntos pre-
viamente descritos. En particular se trabaja con el aluminio 6061, que es un material
existente en el mercado con propiedades definidas para la industria. Algunas propieda-
des del aluminio 6061 [36] son:

o Medio a alta resistencia.

o Alta ductilidad.

¢ Buen refinamiento de superficie.

o Excelente resistencia a la corrosién debido a las condiciones atmosféricas.
© Buena resistencia a la corrosién de agua de mar.

o Puede ser anodizado.

¢ Buena soldabilidad.

¢ Ampliamente disponible.

3.1. Diseno

Una vez elegido el material, se disenian las partes que componen el péndulo, asi
como la forma final del prototipo tanto en modelo 3D como la implementacién fisica.

Para la parte del modelo 3D se utilizo el software Autodesk Inventor en su versién
para estudiantes.

El modelo propuesto comprende el disefio de una estructura para dar soporte al
motor y al encoder; dos piezas denominadas eslabon y péndulo, asi como una estruc-
tura menor llamada gabinete para la organizacion de la parte de adquisiéon de datos,
control y etapa de potencia.

La estructura general del péndulo de Furuta se basa en disenos sobre los cudles ya
se han trabajado, como en: [37] y [14], es decir una distribucién de cuatro columnas
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3.1 Diseno

sujetas a placas por sus extremos sobre la que se monta el eslabén y péndulo respecti-
vamente. Por otro lado la forma de las piezas eslabén y péndulo se disenaron de manera
propia considerando que no deben interferir con el movimineto del péndulo de Furuta.

Las piezas se consideraron para acoplarse al motor adquirido y que el actuador
soporte la carga. Se verifico con la pruebas a rotor bloqueado y determinacion de la
constante mecanica k,.

Finalmente, con la estructura ensamblada no se presentaron vibraciones o senales
de desmontaje.

3.1.1. Estructura

Se consideré una estructura cilindrica para el soporte principal del péndulo. Las
piezas que la componen constan de dos tapas circulares; una para la parte inferior y
otra para la parte superior del cilindro. La circunferencia superior incluye orificios para
el acoplamiento del motor de corriente continua.

Las tapas se unen mediante cuatro columnas que forman el cilindro. Las piezas
correspondientes se muestran en la Figura 3.1

(a) Superior (b) Inferior

(¢) Columna

Figura 3.1: Piezas disenadas para la estructura principal. La estructura se forma al unir

las piezas superior (a) e inferior (b) mediante cuatro columnas (c).

Dado que el motor de corriente continua que se utiliza es de eje saliente o doble
eje, para acoplar el encoder, es necesario incorporar un soporte para evitar vibraciones.
Para esto se propone un disenio similar a la estructura principal, pero ésta se arma
dentro de la misma (Figura 3.2).
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3. PLATAFORMA EXPERIMENTAL

(a) Columna (b) (c) Cople (d) Soporte para en-
para encoder Cople motor- coder

motor- encoder

eslabon

Figura 3.2: Piezas disenadas para soporte del motor de corriente continua y el encoder

acoplado a este.

El armado de estas piezas se logra acoplando primero el motor y un encoder por
medio del cople motor-encoder, Figura 3.2 (c). Una vez hecho esto se une el motor a
la placa superior, Figura 3.1 (a) y finalmente se refuerzan mediante la placa Figura 3.2
(d) y cuatro columnas Figura 3.2 (a).

La Figura 3.3 muestra las piezas disenadas correspondientes al eslabén (a) y péndulo
(b), respectivamente. El eslab6n se incorpora a la estructura por medio del cople motor
- eslabén, Figura 3.2 (b) y el péndulo se une al eslabén por el extremo contrario por
medio de un segundo encoder.

(a) Eslabén (b) Péndulo

Figura 3.3: Diseno de piezas.
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3.1 Diseno

3.1.2. Gabinete

El péndulo de Furuta requiere de un sistema de control, adquisién de datos y etapa
de potencia. Todos estos elementos se interconectan y forman un sistema mas amplio.
Para organizar estos elementos se propone un gabinete como el de la Figura 3.4.

Figura 3.4: Diseno propuesto para la pieza denominada gabinete

3.1.3. Péndulo armado

La Figura 3.5 muestra el péndulo de Furuta propuesto segtn los disenios mostrados
anteriormente.

Figura 3.5: Péndulo armado. Estructura formada mediante las piezas disefiadas.

Las medidas correspondientes a cada pieza que componen el péndulo de Furuta se
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3. PLATAFORMA EXPERIMENTAL

detallan en el Apéndice B.

3.2. Comunicacion

3.2.1. Caracterizacién del motor de corriente continua

El motor que se utiliza para el péndulo de Furuta se muestra en la Figura 3.6.

Figura 3.6: Motor de corriente directa de doble flecha

Las caracteristicas del motor se muestran en la Tabla 3.1

Dimensién Didmetro: 40 [mm],longitud: 56[mm]|
Voltaje 24 [V]
Par 25.56 [mN-m]
Velocidad 3506 [rpm)]
Corriente 0.648 [A]
Salida 9.38 [W]
Eficiencia 60.3 %
Méxima salida posible 13.7 [W]

Tabla 3.1: Caracteristicas del motor NISCA [7].

La caracterizacién del motor consiste en dos pruebas:

¢ Rotor bloqueado: Permite determinar la resistencia de armadura R del motor.
Dicha prueba consiste en aplicar un voltaje constante y detener por completo el
péndulo y asi medir la corriente.

o Constante mecanica del motor k,,: Consiste en variar el voltaje y medir el dngulo
formado con cada variacién. La constante mecédnica del motor k,,, estéd relacionada
por la ecuacion del péndulo simple.
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3.2 Comunicaciéon

Para realizar dichas pruebas se acopla el péndulo al eje del motor como se muestra
en el esquema de la Figura 3.7 (a). El acoplamiento fisico se aprecia en la Figura 3.7

(b).

g
Péndulo
Motor \—IZI | L
Icz
. I o ‘
/777777777777 |
1 | |
(a) (b)

Figura 3.7: (a) Esquema para la caracterizacién del motor. La masa y longitud del cen-
tro de masa del péndulo son conocidos, (b) Arreglo para la caracterizacién del motor de

corriente continua

El procedimiento descrito para la prueba a rotor bloqueado se realiz6 para diferentes
voltajes. Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 3.2
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3. PLATAFORMA EXPERIMENTAL

Voltaje [V] | Corriente [A]
2 0.18
4 0.28
) 0.44

6.1 0.5
8 0.86
10 1.15
12 1.37
14 1.5
16 1.61
17 1.85
20 1.89
22.1 2.31
24 2.38

Tabla 3.2: Valores obtenidos de la prueba a rotor bloqueado.

Con los valores obtenidos, se realizé una regresién lineal y se calcul6 la resistencia
de armadura R, Figura 3.8.

R =9.6172
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3.2 Comunicaciéon

Prueba a rotor bloqueado

25
® Datos experimentales
Recta de ajuste
P
Iil 15 |-
(O]
=
c
Q0
S
f—
o 1r
)
0.5
0 | | | |
0 5 10 15 20 25

Voltaje [V]

Figura 3.8: Gréfica de ajuste de los datos experimentales mostrados en la Tabla 3.2

Para la constante mecénica del motor k,,, se considera la ecuacién del péndulo [35]
&+ bp + mglsen(p) =7
donde

¢  es el dngulo formado por el péndulo y la vertical respecto a su punto fijo.
o [ es la longitud del péndulo.

© m es la masa.

o b es el coeficiente de friccién.

¢ ¢ es la constante de gravedad.

Se aplica un voltaje constante y en estado estacionario

Sb = 90 =0
Se tiene

km

Se mide ¢ y se calcula mglsen(yp) a distintos voltajes. Los valores obtenidos se
muestran en la Tabla 3.3

mglsen(p) =T (3.1)
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3. PLATAFORMA EXPERIMENTAL

Voltaje [V] | q [grados] | T4[N - m)]
0.3 3.96 0.0038
0.5 8.28 0.0080
0.7 16.06 0.0154

1 17.82 0.0170
1.2 29.34 0.0273
1.4 29.7 0.0276
1.6 30.42 0.0282
1.8 32.22 0.0297
2 25.92 0.0243
2.3 28.44 0.0265
2.5 31.32 0.0290
2.8 33.12 0.0304
3 37.26 0.0337
3.4 41.94 0.0372
3.6 50.58 0.0430
3.9 59.94 0.0482
4.3 66.24 0.0510
4.5 77.4 0.0544
4.9 99.36 0.0550

Tabla 3.3: Datos obtenidos para determinar la constante mecanica del motor.

38



3.2 Comunicaciéon

06 Prueba para determinar la constante mecanica del motor
T T T T T

T T T T
® Datos experimentales é
. [ J
Recta de ajuste
0.05 f 2 :
)
I/
0.04 1
)
§ °
Z£.003f °® s * 1
[ oo °
o °
0.02 [ 1
&
)
0.01 [ 4
[ J
[

0 | | | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

Voltaje [V]

Figura 3.9: Ajuste de los valores experimentales para determinar la constante mecénica

del motor de acuerdo a la Tabla 3.3.

Sustituyendo los valores de la Tabla 3.3 en la ecuacién (3.1)

_
" Ra
k—m = 0.0098797
Ra
k., = 0.09501

3.2.2. Launchpad TMS320F28379D

El microcontrolador que se utiliza es el modelo TMS320F28379D de Texas Instru-
ments, el cual es un launchpad que pertenece a la familia C2000, se muestra en la
Figura 3.10. Este dispositivo presenta una ventaja costo-benefico respecto a otros mi-
crocontroladores, posee hardware implementado que ahorra la programacién de ciertos
requerimientos para la comunicacién y tiene la posibilidad de conectarse con Simulink
de MatLab.
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3. PLATAFORMA EXPERIMENTAL

Figura 3.10: Launchpad TMS320F28379D [22].

Las caracteriticas de la placa que se implementan al péndulo son:

¢ Dos médulos para encoder de 5 [V].
¢ Dos salidas digitales.

¢ Una Salida PWM.

El conjunto de pines del microcontrolador conocidos como FQeP_Ay EQeP_B son
de particular interés debido a que son moédulos exclusivos para encoder, en este sentido
la conexién es directa. Por otro lado, el enlace con Simulink facilita la lectura de los
datos, pues existe un paquete de complemento que cuenta con bloques especializados
para cada funcién, asi, se tiene un bloque para los sensores; uno para la salida PWM;
uno para cada entrada y salida requerida.

Una guia rapida se muestra en el apéndice C

El launchpad es la interfaz entre el sistema y el programa en el cual se desarrolla
el control; recibe las posiciones angulares que llegan de las lecturas tomadas de los
encoders y manda la senal de control hacia la etapa de potencia.

3.2.3. Sensores

El péndulo de Furuta consta de dos articulaciones de revolucién. Para medir la
posicién de las articulaciones se requieren de dos sensores; uno para cada articulacién.
En particular se tienen dos ejemplares del mismo modelo, codificador o encoder E6B2-
CWZ6C, como se muestra en la Figura 3.11. Este codificador cuenta con una resolucién
de 2000 pulsos/rev.
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3.2 Comunicaciéon

Figura 3.11: Sensor de posicién angular utilizado para medir las posiciones angulares del

eslabon y péndulo.

Como se menciond en la seccién 3.2.2 la conexién de los sensores con la tarjeta
launchpad se hace de manera directa por medio de los médulos EQeP_A y EQeP_B
los cuales son moédulos destinados a lectura de encoder.

La salida de un codificador fue adaptada a la entrada del médulo EQeP_A (Apéndi-
ce D).

Por otro lado, el codificador restante se adapté a un conector DB9Y como se muestra
en la Figura 3.12, la cual es una conexién directa al modulo EQeP_B del launchpad
F28379D.

B I Vcc  GND

ARV}

Figura 3.12: Esquema de conector DB9. Conexién entre el encoder y el médulo EQeP_B

de la tarjeta Launchpad TMS320F28379D.

Las sefiales correspondientes a ambos codificadores se muestran en la Figura 3.13
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3. PLATAFORMA EXPERIMENTAL

Deten. )
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Ch2 s.00v_ P1. A Chl 7 0.00V
Chd 5.00V
4 0.00000 s

Figura 3.13: Senales de salida de los canales A y B de ambos codificadores.

Donde los canales 1y 2 del osciloscopio muestran las seniales A y B, respectivamente
de un codificador, asi mismo, lo canales 3 y 4 muestran los canales A y B del codificador
restante.

3.2.4. Etapa de potencia

La energia necesaria que entrega la tarjeta F28379D es limitada dado que no pro-
porciona la potencia necesaria para mover de manera adecuada el motor de corriente
continua. Para compensar esta limitacion, se uso el driver MC33926, Figura 3.14, cuyas
caracteristicas se muestran en la Tabla 3.4.

VIN (5 - 28V)
GND

ouT2

OUT1

Figura 3.14: Driver MC33926 [31].
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3.2 Comunicacién

Caracteristica MC33926
Canales de motor 1
Volataje de funcionamiento minimo 5[V]
Voltaje maximo de funcionamiento 28[V]
Corriente de salida continua 2.5[4]
Corriente pico de salida 5[A4]
Frecuencia maxima de PWM 20[K HZ]
Voltaje légico minimo 2.5[V]
Voltaje légico méximo 5.5[V]

Tabla 3.4: Caracteristicas del driver MC3392 [31].

Este dispositivo permite controlar el sentido de giro del motor ya que cuenta con un
puente H completo y regular la velocidad a través de PWM (Pulse Width Modulation,
por sus siglas en inglés). Ademds entrega una corriente aceptable, y se encuentra en el
rango de operaciéon del motor de corriente continua.

En la Figura 3.15 se presenta el diagrama general de conexiones.

PcC

Unidn mecinica
{cople)

Encoder 2
(motor)

PWM2

vee Gnp GNP

LAUNCHXL-F28379D
Encoder 1
(péndulo)

QEPB QEP_A

Fuente\ i ﬁ
P77

GIiD

Figura 3.15: Conexiones del péndulo de Furuta incluyendo adquisiciéon de datos y etapa

de potencia
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3. PLATAFORMA EXPERIMENTAL

3.3. Prototipo

Las piezas maquinadas correspondientes al eslabén y al péndulo se muestran en la
Figura 3.16. Los parametros asociados a cada pieza se muestran en las Tablas 3.5 y 3.6.

(a) (b)

Figura 3.16: (a) Eslabén maquilado segtin el disefio, (b) Péndulo maquinado segtn disefio.

Parametro Valor Unidades
mp 0.107 [Kg]
I 0.1729 [m]
le1 0.112453 [m]
Ly 2.3735421071 | [Kg — m?

Tabla 3.5: Pardmetros del eslabén. Valores obtenidos con el software Autodesk Inventor
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3.3 Prototipo

Parametro Valor Unidades
mo 0.3 [Kg]
la 0.24 [m]
lea 0.125677 [m]
Lyyo 2.0686421071 | [Kg — m?]

Tabla 3.6: Parametros del péndulo. Valores obtenidos con el software Autodesk Inventor

A continuacion se muestra el gabinete disenado, maquinado y armado en acrilico
junto con la PCB para la adquisicién de datos, la etapa de potencia y la tarjeta launch-
pad F28379D Figura 3.17.

Figura 3.17: Estructura disenada para integrar los componentes correspondientes a la

etapa de control, adquisicién de datos y potencia

Finalmente, se muestra el prototipo armado propuesto del péndulo de Furuta en la
Figura 3.18.
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3. PLATAFORMA EXPERIMENTAL

Figura 3.18: Prototipo armado

La estructura del péndulo de Furuta construido presenta resistencia a la vibracién
del motor con alimentacién maxima (24 [V]) y rigidez en la unién del rotor con el
eslabén, lo cual permite que no exista movimiento relativo adicional entre estas dos
piezas.
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Capitulo 4

Resultados

En este capitulo se presentan los resultados de implementar los esquemas de control
al péndulo de Furuta y compararlos con la simulacion.

4.1. Validacion del modelo

Retomando el sistema (2.50).

0 0 1 0 0
s |0 o 0 1 o 0 .
0 18.8947 —0.8084 0.5138 3.8980
0 —72.5106 0.7756 —1.9719 —3.7399
_[1 000
vo= [0 10 0]

Para validar el sistema lineal se diseni6 el siguiente observador

& = Ai(t)+ Bu(t)+ Lyt) —g], (0) =20
git) = Ci(t) (4.1)

=

donde la matriz L se calculé con la funcién place del software MatLab.

L = place(A’,C",[-210.7 —279.5 —434.3 — 485.9])
los polos del observador se colocaron en [—210.7 —279.5 —434.3 —485.9] , obteniendo

con ello la matriz
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4. RESULTADOS

720 40

60 690
113690 16840
23070 110650

En la Figura 4.1 se muestra un diagrama de bloques del proceso descrito, donde
u(t) es la entrada del sistema y es igual a 0 para esta prueba; y(t) es el estado medido
y xc(t) es el estado estimado u observado.

u(t) y(t)
Péndulo

de Furuta

v

»
>

xe(t)

—
R Observador >

Figura 4.1: Diagrama de bloques que ilustra la implementacién del observador de estados

para el sistema.

Se validé el modelo del sistema fisico al mismo tiempo que se comprobé el observa-
dor en lazo abierto con una prueba en una trayectoria arbitraria, cercana al punto de
equilibrio z* = [z7 0 0 0] T, donde z7} € [0 27].

Se observé el comportamiento del estado medido y la respuesta del estado observado.

La posicién inicial tanto del sistema como del osbervador de estados se colocd en
x=[1100].

La respuesta del sistema simulado de la posicién angular x; y su estimado, se mues-
tra en la Figura 4.2, asi mismo, la respuesta de la posicién angular de x5 y su estimado,
se muestran en la Figura 4.3.

Las respuestas de los estados estimados convergen a las senales del sistema simulado.

La respuesta de la posicion angular x1 del péndulo fisico y su estimado, se muestran
en la Figura 4.4, asi mismo, la respuesta de la posiciéon angular xo del péndulo fisico y
su estimado, se muestran en la Figura 4.5.

Se observa que la respuesta de los estados estimados x1 y xa convergen respectiva-
mente a la senal real medida del eslabén y el péndulo, por lo que el sistema linealizado
es valido.
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4.1 Validacion del modelo

Posicion angular [grados]

~
o

N
\ x1
= = x1 estimado
1
L
U
U
U

~
S

e — — T
>

“4
—=

2
&

——
== "
=

i
==
=

A

AN

x
3

0.5 1 1.5

2

25
Tiempo [s]

3

45 5

Figura 4.2: Respuesta en lazo abierto del sistema simulado (eslabén), con observador de

estados.

Posicion angular [grados]

60

— D
\ = = x2 estimado

IS
S

| n

N
S

A

)

S
S

-40

0.5 1 1.5

2

25
Tiempo [s]

3

45 5

Figura 4.3: Respuesta en lazo abierto del sistema simulado (péndulo), con observador de

estados.
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4. RESULTADOS

J

20
x1
T— — — x1 estimado

=

=

[P
-

=]

A b = =

Posicién angular [grados]

IS

IR S PR SRS S
— -
S iy

0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Tiempo [s]

Figura 4.4: Respuesta en lazo abierto del eslabén, con observador de estados del péndulo

fisico.

I
x2 i 3 i i

l_ |~ — —x2estimado e S ., -

400!

350

@
S
S

)
&
S
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S
S
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Posicion angular [grados]

@
3

=)

! ] ] i i
i 1 i | ]

0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

&
3

Tiempo [s]

Figura 4.5: Respuesta en lazo abierto del péndulo, con observador de estados del péndulo

fisico.

Ademsds de la prueba antes mencionada, se realizé otra prueba en la cual se oscilaba
el péndulo de manera manual. Los resultados se muestran en (4.6) y (4.7)

50



4.2 Control LQR implementado

x1
— — —x1 estimado

=]

‘S

U

[

Posicién angular [grados]
—
—

&

5 6

7

Tiempo [s]

Figura 4.6: Respuesta arbitraria del modelo fisico en lazo abierto (eslabén), con observa-

dor de estados.

15 T T

x2
— — —x2 estimado

i
V

o

Posicion angular [grados]

Tiempo [s]

Figura 4.7: Respuesta arbitraria del modelo fisico en lazo abierto (péndulo), con obser-

vador de estados.

4.2. Control LQR implementado

Una vez validado el modelo, se considera el estabilizar el punto de equilibrio ines-

table z* = [z7 m 0 0] T.

La Figura 4.8 muestra un diagrama de bloques para el control LQR, donde u(t)
es la entrada del sistemaa; r(t) es la referencia; y(t) es el estado medido y x.(t) es el

estado estimado u observado.
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4. RESULTADOS

u® | pendulo

(t)
O de Furuta "
xe(t)
L
[ observador | Lar [——»

Figura 4.8: Diagrama de bloques del control LQR para el sistema.

Retomando (2.52)

0 0 1 0 0
. 0 0 0 1 n 0
Y7 10 188947 —0.8084 —0.5138 |“ 7T | 3.8980 | “
0 725106 —0.7756 —1.9719 3.7399
B 1 0 00 -
Y= lo100
Se asume que todos los estados se pueden medir. Se utilizé una ley de control LQR
de la forma v = — Kz, donde la matriz K se calcul6 con la ayuda de la funcién lgr de

MatLab.

K =lqr(A,B,Q,R)

Las matrices de ponderacién que se utilizaron fueron

25 0 0 0
0 25 0 0

Q=100 o 1 o] E=1!
0 0 01

donde se le da més peso a la convergencia en posicion que a la velocidad en la matriz
Q@ y una R pequena para no saturar el actuador.

La ganancia resultante en este caso fue

K =[-50 384.5144 —17.3959 — 37.2689]
La condicién inicial fue [0 180 0 0] T.
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4.2 Control LQR implementado

Las respuestas del eslabon y del péndulo del sistema simulado con este algoritmo
de control se muestran en la Figura 4.9 y la Figura 4.10 respectivamente

x1
= = x1 estimado

A

=
——

Posicién angular [grados]

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Tiempo [s]

Figura 4.9: Respuesta del eslabon del sistema simulado.

\ \
—_—x2
— — = x2 estimado
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2
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S
4

\
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I
{
{
I
I
1
I
{
1
{
{
{

]

]
S

3
3

Posicién angular [grados]

N

3
S

' 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Tiempo [s]

Figura 4.10: Respuesta del péndulo del sistema simulado.

La Figura 4.11 muestra la posicién del péndulo de la representacién virtual del
péndulo.
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4. RESULTADOS

Figura 4.11: Respuesta del modelo virtual del péndulo con un control LQR.

Las respuestas obtenidas, se muestran en la Figura 4.12 para el eslabon y en la
Figura 4.13 para el péndulo.

o Sl el it A AR Y X

u._‘l
l"‘-'\_\-,'1 wh
x1 real

)
E * — — — x1 estimado VWH';I
2 200 0
.
5 b
S 285 \,
(@] 1
< 280 .
: \

1
5 o5 -
2 \
@ 270
o
o

5 10 15 20
Tiempo [s]

Figura 4.12: Respuesta del eslabdn.
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4.2 Control LQR implementado

190

X2 real

— — — X2 estimado -
—_ 'I‘l
) . -
'8‘ ) ‘, =
© =1 [N 1 =1 nr-
[ S P R T - -—p
2 I L
o 0o el )
B4 I i
o
c
©
c
Q17
2
7]
o
o

3
S

Tiemgo [s]
Figura 4.13: Respuesta del péndulo.

Los algoritmos de control disenados, mostraron un buen desempeno tanto en la
simulaciéon como en el prototipo.
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Capitulo 5

Conclusiones

El objetivo de obtener el modelo matematico del péndulo de Furuta se cumplio,
ademas de que se analizé y simulo.

El modelo matematico junto al péndulo virtual resulté ser razonable, pues su
desempeno respecto al péndulo fisico es similar, ademas de que la inclusion de
los términos de friccion viscosa y fuerzas centripetas y de Coriolis ayudé tener un
modelo més completo.

La implementacién fisica del péndulo se logré con la ayuda del diseno previo con
el software Autodesk Inventor. Algunos detalles de dicho diseno se modificaron al
momento de la fabricacion, debido a que al momento de realizar la maquinacion,
algunas piezas no fueron posibles de hacer, por ejemplo, las columnas de soporte
del encoder acoplado al motor, se sustituyeron por cuatro espigas, las cuales se
fijan al péndulo por tuercas de presion y tuercas normales.

Otras caracteristicas favorables fueron la estabilidad de la estructura ante las
vibraciones del motor en méxima operacién y la no existencia de ”juego.®tre la
unién del eje del motor y el eslabén lo que permite un mejor giro en ese punto.

La comunicacién del sistema se facilita por la comodidad del microcontrolador
utilizado en el sentido de que su arquitectura permite conectar y aquirir datos de
manera directa de los sensores.

Otra ventaja notable del microcontrolador es la compatibilidad con simulink de
Matlab. Esto permite una migracion sencilla entre las pruebas simuladas y los
experimentos fisicos. En este sentido no fue necesario el desarrollo de una interfaz
de usuario para visualizar las lecturas de los datos. Bajo esta perspectiva, es
posible aplicar diversos esquemas de control lineal y no lineal.

Cabe mencionar que una complicacién que no se solucioné del todo, es la de
pérdida de comunicacion después de cierto tiempo.

La construcciéon del modelo fisico corresponde al modelo estudiado.
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5. CONCLUSIONES

¢ En cada prueba, se compard el comportamiento fisico con el comportamiento
simulado, logrando con ello poder determinar la implicacién de dindmicas no
consideradas en el modelado.

¢ El algoritmo de control disenado e implementado cumplié el objetivo de mante-
nerse en el punto deseado.
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Apéndice A

Procedimientos

A.1. Algoritmo de Denavit-Hartenberg

1. Localizar y numerar los ejes de las articulaciones zg, 21, ..., 2n—1. El €je z; se alinea
con el eje de la articulacién.

2. Establecer el origen del sistema xgygzo a lo largo del eje zg. Por lo general, el
origen Oy se sitla en la base del robot.
Para i =1,...,n se llevan a cabo los pasos 3 a 5.

3. Establecer el origen O; en la interseccion del eje z; con la normal comun a z;_1 y

z;. Sl z; interseca a z;_1, establecer el origen O;en la interseccién. Si z; y z;—1 son
paralelos, establecer el origen en la articulacién i.

4. Establecer z; a lo largo de la normal comun entre z;_1 y z; con direcciéon de O;_1
a O;. Si z;_1 interseca z; establecer x; normal al plano formado por z;_1 y z;, i.e
(.TZ‘ = Zj—1 X Zl).

5. Establecer y; de acuerdo con la regla de la mano derecha.

6. Establecer el sistema del efector final x,y,z,. Si la n-ésima articulacion es de
revolucién, alinear z, con z,_1; si es prismatica elegir z, de forma arbitraria. El
eje x, se establece de acuerdo al paso 4.

7. Crear una tabla con los parametros a;, d;,o; v 6;.

o a; es la distancia O;_1 a O; a lo largo de x;

¢ d; es la distancia de O;_1 hasta la interseccion entre z;_1 y x; a lo largo de
Zi—1

¢ «y es el angulo entre x;_1 y x; medido con respecto a z;_1

¢ 6; es el angulo entre z;_1 y z; medido con respecto a z;
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A. PROCEDIMIENTOS

8. Calcular las matrices de transformacion homogénea con los pardametros del paso 7,

0(91 —SGiCozi —SHiSai CLZ‘SOéi
- S0; C0;Sa; —COSw; | a;50;
i—1 A () — 2 1 1 7 0 7
Al(ql) o 0 SOéi C’ai dl
0 0 0o | 1

Donde:

o CO; = cos(0;)
o Cay = cos(ay)
o S6; = sen(6;)
o Sa; = sen(a;)

9. Calcular la matriz de transformacién homogénea °A4,, =0 A;..." "1 A, . Esta matriz
da la posiciéon y orientacién del efector final del robot con respecto al sistema

LoYo<0
A.2. Sistemas de referencia

Asignacién de otros sistemas de referencia validos segun el algoritmo de Denavit-
Hartenberg.

Figura A.1: Sistema de referencia alternativo
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A .2 Sistemas de referencia

1 a; dz‘ (67 91‘

110|054 90|90 +q

20103 |l 0|90+ g2

Tabla A.1: Valores asociados al péndulo de Furuta segun el algoritmo DH para la Figura
Al

Figura A.2: Sistema de referencia alternativo

1 a; dz‘ (673 91

1107|909 +q

2 l3 12 0 qs - 90

Tabla A.2: Valores asociados al péndulo de Furuta segun el algoritmo DH para la Figura
A2
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A. PROCEDIMIENTOS

A.3. Dinamica del péndulo

A.3.1. Matriz de transformacién homogénea

Para la Figura 2.2 se obtuvo la Tabla 2.1.

Sustituyendo los valores obtenidos en la expresién del punto 8 de A.1, queda:

Ci 0 —S]0 C(90+ g2) —S(90+gq2) 0| 1LC(90 + g2)
o _ | S 0 GO 14— | SO0+a) CO0+q) 0] hLSO0+q)
1o -1 o0 |0 27 0 0 1 I
0 0 0 |1 0 0 0] 1
Donde:

o C1 = cos(q1).
o S1 = sen(q1).
o C(90 + q2) = cos(90 + q2).

o S(90 + g2) = sen(90 + ¢2).

De las identidades trigonométricas:

o sen(a + b) = sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b).
o cos(a+ b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b).

Sustituyendo en los términos de la matriz ! Ay:

o sen(90 + g2) = sen(90)cos(g2) + cos(90)sen(q2) = cos(qz) = Co.
o c0s(90 + q2) = cos(90)cos(q2) — sen(90)sen(qz) = —sen(q2) = —Sa.

—SQ —CQ 0 —1252
Cy =52 0] 1Cy
0 0 1] &

0 0 0] 1

1A2:

Finalmente:
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A.3 Dinamica del péndulo

04y =24, "4,
[ Cl 0 —Sl 0 —SQ —CQ 0 —ZQSQ
0A2 — Sl 0 C’1 0 02 *SQ 0 ZQC’Q
0 -1 0 [0 0 0 1| &
| 0 0 0 |1 0 0 0] 1

[ —C1S2 —Ci1Cy =851 | =151 — 12C152
=5152 =51C2 C1 | 1C1 — 12515
0 0 0 | 1

A.3.2. Calculo de los centros de masa de los eslabones

La matriz de transformacién homogenea %A tiene la siguiente forma:

Ry | OP
04 _ 2 | TP
o [

Donde:

o YRy es la matriz de rotacién del péndulo.

o 9P, es la matriz de posicién del péndulo.

El vector de posicion del centro de masa del eslabon y el péndulo respecto al sistema
0 queda descrito por:

Or; =0 Ryir; +° P, i=1,2.

o 0

r; vector de posicion del centro de masa.
o YR; matriz de rotacién
o 'r; vector de posicion del centro de masa

o 9P vector de posicién

Asi, para cada eslabdn se tiene:

ci 0 =5 0
0R1 = S 0 &) , 0P1 = 0
0 -1 0 0
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A. PROCEDIMIENTOS

—-C1Sy —-C1Cy =851 —11S1 — 19C1S2
Ry=| =519 —-S1C2 C1 |, "Py=| [CI—155
—Cy Sy 0 —1l5Cy

Para el eslabén y el péndulo respectivamente:

0 —L%
07“1 = 0 s 0’/”2 = 0
.1 | 0
cCi 0 -5 0 ] 0 —S1la
m="Ri'rm+°P=| S 0 0 |+|0|=]| Cila (A1)
0o -1 0 ler | 0 0
[ —C1Sy —Ci1Cy =5 —L7, —1151 — 15C1.Sy
Org =0 Ry 2rg 4Py = | —818y —S5102 (4 0 + | LC1 =155
L —CQ SQ 0 0 —ZQCQ
I 1151 + Clsngz — 15C1Ss
= 11Cy + 5152L§2 — 195155
i CoLy — 15Co
lg =1y — L%
=151 — 12C152
07“2 = l101 — lc2SIS2 (AQ)

—le2Co

A.3.3. Calculo de Jacobianos

La cinemética diferencial directa es la derivada con respecto al tiempo de la ci-
nematica directa [10]

v
w

} = %fR(Q) = 8@]@6} = J(q)q

d
dt[fﬂyzeqﬂ/f]T:[

Asi, la velocidad articular ¢ € R” se relaciona con la velocidad lineal v = % [x,y,2]T =
[#,7, 2] T € R y la velocidad angular & = %[9, o, T = [9, b, @D]T € N3, ademds el ma-

peo es descrito en términos de una matriz J(q) = %q(q) € R6*" denominada jacobiano

del manipulador o jacobiano analitico:
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A.3 Dinamica del péndulo

Ju(q) € B3> relaciona la velocidad articular ¢ € R" con la velocidad lineal v € R3,
mientras que J,(q) € R3*" relaciona la velocidad angular w € %2 con la velocidad
articular ¢ € R”, es decir:

donde
o Jyi = zim1 X (P X Piq)
o Jy=[pz0  pz1--pza—_i]

Para el eslabdn, se tiene:

0 —ldSl 0 _lclcl 0
1 0 0 0 0
0 0
le = [ZO O] = 0 0 (A4)
1 0
Para el péndulo:
Ty = [Zox"ry | Z1 x (rg — P1)] (A.5)
[0 —1151 = 12C152 | =51 — (1151 + 12C1S2)
= 0 x l101 — lczslsg Cl X l101 — lCQS]_SQ
| 1 ZCQCQ 0 _lc202
—11C1 4 125152 —C1Calep
= —1151 — 1:2C152 5101
i 0 -5:1C1l1 + S%SQZCQ + 51C1l1 + C%SQ[CQ
=11 C1 + 125152 —Ci1Cale
= —1151 —12C152 5103l
i 0 le252
0 -5
Jwg = [Zo 2’1] = 0 Cl (A.G)
1 0
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A. PROCEDIMIENTOS

A.3.4. Matriz de inercia M(q)

En el estudio de la dindmica, propiedades de inercia tales como centros de masas,
momento de inercia, tensor de inercia, etc., asociados con la masa o la inercia de los
eslabones individuales que aparecen en las ecuaciones dindmicas de movimiento de un
robot, afectaran el comportamiento de este ultimo. Para estudiar la dindamica de un
robot, es importate conocer estas diferentes propiedades de inercia [26].

Resulta que para una determinada orientacién de un sistema de referencia, los pro-
ductos de inercia desapareceran. Estos ejes especiales de coordenadas se llaman ejes
principales y los momentos de inercia correspondientes se llaman momentos principales
de inercia [34].

La matriz de inercia M (q), [5] esta dada por:

n
M(Q) = Z[szmT(q)Jm(Q) + szT(Q)R’L(Q)ERZT(Q)JML(Q)]> i=1,2.
i=1
donde I; es el tensor de inercia. Suponiendo que el rotor tiene una distribucién de masa
simétrica alrededor de su eje de rotacion, su tensor de inercia, con origen en el centro
de masa y eje z;, alineado con el eje de rotacién se puede escribir como [5]

Lzi 0 0
0 Iy O
0 0 I

En este caso se obtiene con el software Autodesk inventor.

Entonces, para la la matriz de inercia del péndulode Furuta, se tiene:
M(q) = maJyyJor + Jg, Fali RY Juy + mad i us + JL, Re Ty RS (A7)

Separando los términos, sustituyendo los jacobianos A.3- A.6 y el tensor de inercia,
desarrollando para A.T:

—14C1 O
—11C1 =151 0
myJy1 Ty = my [ 6 ! 5 ! 0 ] —1aS1 0
0 0
- 0 ol | 0o o0
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A.3 Dinamica del péndulo

00 1 Gr 0 =5
JT AR LRI T, = { 00 0 ] S 0 1
0o -1 0
Iaczl 0 0 Cl Sl 0 0 0
0 Iy 0 0 0 -1 0 0
0 0 I, -5 C;y 0 1 0
_ | Lyyn 00
o 0 00

—11C1 + 125152 12010

—1151 —12C152  —1251C>

Mo Jus T Ty = mo |: —11Cy + 19515y —1151 — 12C155 0 :|

—1:2C1C —1:2510 252 0 1255
- a b
=Ml Ly

LGy + 1:25152) (—l2CiC2) + (=151 — 12C152)(—1251C2)

(
(

(—1C1 +1:25152)? + (—11S1 — 12C152)?
—11C1 + 1:25152) (—1e2C1C2) + (—1251C2) (=151 — 12C152)

S a
o b
o c
o d=(—101C2)? + (—125102)? + (12592)*

Desarrollando a, b, c y d:

a = 130} — 21101125182 + 12,5753 + 1353 4 211511095199 + 1%,C25%
= 1583

b = UlewCiCy — lplaC181C8 + 111:952C 4 1:loC1.51Co.S,

= lle2Cs
¢ = LlwCiCy — 1501810585 + 111:SiCo + 14,018,058,

= l1le2Co
d = 150705 + 155705 + 125,55 = 15C5(CF + S7) + 1295 = 15(C3 + 53)

= 532

[ mal? + maleS3 malilenCy
maJun T vz = mal1le2Co mal?,
JWQTRQIQRQTJLU2 = efghi (AS)
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A. PROCEDIMIENTOS

oo | 0O 01
T8 ¢ 0
i —0152 ClC2 —Sl
< f = —5152 —5102 Cl
-Gy 5 0
[ Ia:a:Q 0 0
o g= 0 Iyo O
| 0 0 IzzZ
[ —C1S2 —515; —Cs
o h=| -C1Cy —-51Cy S
-5 (& 0
0 -5
o 1= 0 Cl
1 0

Multiplicando ef, gh queda:

0 0 1 -C15y Ci1Cy -5
ef = | % oo ] —$18 810y Oy
SR —Cy S, 0
T e S, 0
o | C15152 — C15152  C151C3 — C151C, 512 + 012
[ Ieo O 0 —C152 =515 —Cs
gh = 0 Iyyz 0 —0102 —5102 SQ
L 0 0 Izzg —S1 Cl 0
[ 1200152 —I;25152 —Ip220
= —Iyy20102 —Iyy251C2 InySQ
- ZZQSl IzzQCl 0
Ahora, (ef)(gh):
_ _02 SQ 0
(ef)(gh) = [ C1518y — C1515y 1810y — C151Cy S§ + CF ]
—I302C1S2  —1p225152 112200
—1yy2C1Cy  —1yy251C2  Iyy252
_Izz281 ]zz201 0
[ L2C1C98s — Iy C1CeSs 114951CSs — Iy251CaSs  1poC3 + Iyy2S3
N _IZZQSI IzzQCI 0
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A.3 Dinamica del péndulo

(ef) (gh)(i):
o[ Lia2C1C28s — IypC1C2Sy 142510982 — Iy251C2S2  1ipaC3 + Iy2S3
e - | e e 0

0 -5
0
1 0

. IJ;J;QCQQ + Iyy2522 0

o 0 Izz25% =+ 1222012

[ LwnC3 41,253 0

B 0 IzzQ

Tl Ro Iy RS Jup = [ laa2C3 & In2S; 0 ]

0 Izz2
Sustituyendo en A.7

wa- [ 3]+ 1]

0 0 0 0
2 2 Q2 2 2
m2l1 + mglczSZ maliloCy waQCQ + InySz 0
malileoCs mal?, 0 .2

M(q) = ml? + Iy + mald + mal% S5 + Ly2C3 + IS5 malileaCo
1 malileCo malZy + Lo

El término I,.2 es muy pequeno, por lo que se desprecia.
Por simetria de la pieza: péndulo, el término 1.9 = Iy

Definiendo los siguientes parametros:

01 = mllzl + mzl% + Iyyl.
D)

93 = mglllcg.

malZy + Lyyo.
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A. PROCEDIMIENTOS

La matriz de inercia del péndulo de Furuta queda:

[ 01+ 60253 050

M(q) = 050, 5, (A.9)

A.3.5. Matriz de Coriolis

Para calcular la matriz de Coriolis con los simbolos de Christoffel, se tiene la si-
guiente ecuacién:

n
C(k,5) = Ciji(@)s
1/ 0 0 0
Cijk = 5 ((‘3qihkj + aiqjhki - aqkhij>

A _ | Ci1 Cr2
C(Q)Q) - |: 021 022 :|

NOTA: No confundir los elementos C12,C; de la matriz C(q, ¢) con la contraccién
usada para la suma de dngulos cos(ql + ¢2) = C2. En este caso, se usa la contraccién
para sen(q2) = Sz y cos(q2) = Cs.

Desarrollando
C(1,1) = Cindgr + Conge (A.10)
1/ 0 0 0
H 2 (3(11 n a1 ' oq 11)
1/ 0 0 0
C = —|(=—nh —hig — —h = 0,055
211 5 <8q2 11+8q1 12 o0 21> 20252

C(1,1) = 020254

C(1,2) = Ciagi + Congo (A.11)
1 0 0 0
(A ST L) S
Ci21 5 <3q1 12 + 96" o 12> 2257
1/ 0 0 0
= (Lot by~ b)) =0
Ca21 5 <8q2 12 + 90 12 o0 22> 359

C(1,2) = 02028241 — 035242
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A.3 Dinamica del péndulo

C(2,1) = Cuzdqi + Cor2de (A.12)
1/ 0 0 0
C = —|=—nh —h —hi1 | = —62C55
112 5 <8q1 21 + o0 21 o0 11 > 20202
1/ 0 0 0
- - (2 L by — L by ) =
Co12 5 <8q2 ho1 + 502 oo 21) 0
C(2,1) = —62025q¢
C(2,2) = Cia2q1 + C224o (A.13)
1/ 0 0 0
- - (% hot — Ry ) =
C1a2 5 <6q1 22+8 2 5 12) 0
1/ 0 0 0
- - (% hoy — = hgy | =
Ca22 (8 - 22+8 2 5. 22) 0
C(2,2) = 0
Aplicando la identidad
cos(a)sen(b) = % [sen(a +b) — sen(a — b)]
Para el término C5S9, se tiene
1 1
C25y = 5 [sen(2q2) — sen(0)] = Esen(2q2)
Sustituyendo el término anterior en los elementos de C(q, ¢), queda
1 )
c(,1) = Eﬁgsen(2q2)q (A.14)
1 ) .
c(,2) = iﬂgsen@qz)ql—Hgsen(qZ)qz (A.15)
1
c2,1) = —5023671(2(]2)@1 (A.16)
C(2,2) = 0 (A.17)
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A. PROCEDIMIENTOS

A.3.6. Energia potencial

La energia potencial total almacenada en el robot se obtiene por la suma de las
contribuciones de cada eslabén. La energia potencial guardada en el eslabén i se define
como la cantidad de trabajo que se necesita para levantar el centro de masa del eslabén
i desde un plano de referencia horizontal hasta su posicion actual bajo la influencia de
la gravedad. El trabajo necesario para desplazar el eslabén i hasta la posicién r; se
determina por —m;gT%;, donde g es el vector debido a la aceleracién de la gravedad
[34]. Por ende, la energia potencial total almacenada en un brazo de robot se obtiene

mediante:

7
U = Y —migTr, i=1.2 (A.18)
1
0
g = 0
90
go = —9.8

El vector r; es una funcién de las variables de articulacion, es decir, las ¢; del robot.
Por lo tanto, la energia potencial total es una funcién tUnicamente de las variables de
articulacion g;, y no de las velocidades de articulacién ¢;.

Sustituyendo A.1y A.2 en A.18 y desarrollando, se tiene

=151 =151 — 2C152
U = —m1 [ 0 0 —-98 ] ldCl — mo [ 0 0 —98 ] l101 — ZCQSLSQ
0 —l2Co

U = magoleaCs

A.3.7. Vector de gravedad

9(q) € N™ es el vector de fuerzas o pares gravitacionales obtenido como el gradiente
de la energia potencial [9], es decir

B 0
9(q) = %U(Q) = [ M100le2S2 ]

debida a la accion de la gravedad.
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A 4 Linealizacién

A.4. Linealizacion

El modelo dinamico en variables de estado del péndulo de Furuta presentado en el
capitulo 3 estd dado por

b= | ] = 2 = flx1,z9,u
oo [ T2 ] B [ M~ (a1)[ngu — C(21, x9) w9 — Dy — g(a1)] = fla1, z2,u)

donde = = [z x2 x3 4] T = [q1 ¢2 ¢3 q4] T, A continuacién se desarrolla cada término
de la ecuacién anterior

f(lv 1) = 43
f(25 1) =124
02035 (2
f(3, 1) dlt [1]; 9 925(2x2)x3x4 + 629352.@21 — d192$3 - MZ’%
+ 03daCoxy + 030490C2.5o]
1 a 010252
f(4, 1) = @[—%Gg(bu + 9293025(2x2)x3$4 - 9%028256421 + d19302:c3 + 122(:1:2)x§
025 (2x5)52
+ 2(22)233% — O1daxy — O2d2S524 — 01049052 — 02049053]
donde det = 0105 — 03 + (03 + 63)53.
El sistema linealizado alrededor del punto de equilibrio estd dado por
[ Oxlfl (%cgfl Bngl Bz4f1 i %fl ]
8x1f2 6x2f2 6x3f2 8:1:4f2 %fé
T = x + u (A.19)
o-fs afs afs et 2 f3
e h ih =h h L 21

donde

o ¢ _ o ¢ _ o ¢ _ o ¢ _
3 =0 501 =0 z5h=1 g0 =0

_ o ¢ _ o ¢ _ o ¢ _
axlfQ 0 55~L=0 s5h=0 55hL=1

3%1]03:0
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92935(2$2)Cg

9 .’Eg - 92930(21’2)02$§

f3 [ 202C (2x2)x324 + 0205Ch27 +

kq,
- 93d252933 + 030490C5 — 03049055 + [ﬁue2 — 035(212) w34 + 02035227 — difax3

a

9 035 (2x9)C: 0 1
23(22)2 3+ 03doCozy + 9394900252][a det]
ii _ 2(9% + 9%)0252
Oxo det B (9192 — 93 + (9% + 032))5%)2
0 1
879:3]03 = @ [—9%5(2%2)%4 — d162 — 92935(21’2)02%3]
0 1
871’4][ d ; [ 925(22?2)563 + 205035514 + 93d202]
0
87:1:1f4 =0
0 1 Kk,
7f4 [ 9352u + 292930(21‘2)02.%’3$4 — 92035(2%2)52.@3334 — 93021‘4 =+ 9352304
axg det R
— d103S2x3 + 91920(21‘2)33:23 + 9%02525(21‘2)1‘3 + XQSQ C(2$2){L‘§ — 205d955C5x4
0 1 kq
— 010490C5 — 3020490S3Cs] + [G—Q@] [—Rfegcgu + 0903055 (29) w324 — 05028073
01025(2 025 219)52
+ d103Cox3 + —2 2( m)ﬂﬁ% + ( ;2) 223 — O1daxy — O2daS54 — 01049052
- 92949055’]
0
8753]? d ; [0205C25 (22) 24 + d103C5 + 01025 (222) 73 + X35 (222) S5 3]
0
o, fi= @ [0205C25 (222) 23 — 205C2Soa4 — O1ds — 02d253 ]

S =0

=0

ifg = % [%92]
({;‘3“](4 = é [—229302}
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Planos
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B. PLANOS
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B. PLANOS
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Apéndice C

Launchpad 28379D

En el sitio [22] se describen a profundidad las caracteristicas y funcionalidades de
este microcontrolador.

Los recursos necesarios para la compatibilidad Matlab-Texas Instruments son:

o MatLab.
¢ Code composer studio.
¢ Control suite.

o Paqueteria de soporte MatLab-C2000
Para manejar los recursos instalados en MatLab, se sigue lo siguiente:

¢ Abrir Simulink de MatLab.
¢ Abrir la ventana “Library browser”.

¢ Seleccionar la paqueteria “Embedded Coder Support Package for Texas Instru-
ments C2000”.

¢ Seleccionar “F2837xD”, Figura C.1.
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C. LAUNCHPAD 28379D

&5 Simulink Library Browser

Sk C— Y R g R )

Embedded Coder Support Package for Texas Instruments C2000 Processors/F2837xD

‘Audio System Toolbox ~
Automated Driving System Toolbox

Communications Toolbox

Communications Toolbox HDL Support

F2B37x107x
AINO
Al

C28x

%

F2837107x

—

oc CLATaskTri g
Computer Vision System Toolbox ADC AN Cahbmuon Protocol
Control System Toolbox
Data Acquistion Toolbox G2 F283Tx F283Tx
Deep Leamning Toolbox cpioxp Y apiox
DSP System Toolbox
DSP System Toolbox HDL Support DACA GPIODI GPIO DO
Embedded Coder DAC Digital Input Digital Output
v Embedded Coder Support Package for Texas Instruments CZ g 72 72
c2s02x
2803 e
2805 eCAN ROV eCAN XMT ecap
C2806x eCAN Recelve €CAN Transmit
c280x F2B37007I004x 72
cas1x
c2833x
gg;;:x P eqEP 126 Rov
280 ePWM 12C Receive
F2837%D F2ET, F28370
F2837x5 ){WD ‘ ){ L
Memory Operations st
Optimization 12 XNT oo Cramat
scheduling 12C Transmit TPC Receive 1PC Transmit
Target Communication o o o
Fuzzy Logic Toolbox
HDL Coder Data}y YData PIEIFR12INTS
HOL Verifier © sciRov scixmT Sw Int Trigger
< > SCI Receive. SCI Transmit____Software Interrupt Trigger

Figura C.1: Seleccién de bloques para MatLab Simulink.

En particular se trabajé con los siguientes bloques:

o eQEP: Es el bloque dedicado a la lectura de datos de los sensores (encoder).

o ePW M: Manda una senal PWM al launchpad para el control de velocidad del

motor de corriente directa.

o GPIO DO: El bloque GPIO se encarga de salidas o entradas digitales. En este

caso se utilizaron bloques de salidas digitales GPIODO.

La forma de manejar los bloques es igual a cualquier modelo disenado en Simulink
de MatLab, con sus debidos ajustes, por ejemplo, para este caso los pulsos leidos por el
bloque eQ E P no se muestran en términos de grados o radianes, por lo que es necesario

una conversion de pulsos a alguno de estos, Figura C.2

(]

grados

s @ om
veociad

Figura C.2: Modelo en Simulink para lectura de pulsos del encoder.

Cabe mencionar que esta forma de abordar la implementacién del algoritmo de
control disenado no requiere una programacion interna del microcontrolador.

——

—
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Apéndice D

Codificador para DSpace

La relacion de conexién para encoder que estd configurada en el sensor, se presenta
en la Tabla D.1 [13].

Pin Senal Pin Senal
1 | Vee (+5V) 9 | Vce (+5V)
PHIO(X) 10 GND
PHIOX) | 11 GND
PHIO9(X) 12 GND
PHIO9(X) | 13 GND
IDX(X) 14 GND
IDX(X) || 15 GND
GND

O | N | O | O = | W | N

Tabla D.1: Relacion de conexiones encoder- DSpace.

Considerando la relacién de conexiones anterior, las terminales de interés son los
pines 1, 2, 4, 6 y 8 que se conectan a los pines 1, 2, 3, 4 y 5 correspondientes a los
canales A, B, I, V.. vy Gnd de la tarjeta launchpad de Texas Instruments.
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Apéndice E

PCB para encoder

Se disené una placa de circuito impreso PCB (Printed Circuit Board, por sus siglas
en inglés), para la conexién de los sensores y la tarjeta launchpad.

Dicho diseno considera la estructura de los médulos de la tarjeta launchpad EQeP_A
y EQeP_B. Para el caso del médulo EQeP_A se acoplé un conector DB9 como se
muestra en la Figura 3.12. Al médulo EQeP_B se le acoplé a un conector DB15 y se
conectaron los respectivos pines de acuerdo a la Tabla D.1.

La Figura E.1 (a)-(b) muestra el diseno en 3D con diferentes vistas. La figura E.1
(c) presenta el diseno final para la implementacién de la placa de cobre.

(a) (b)

Figura E.1: Vistas superior (a) e inferior (b) de la PCB montada con los conectores y
los pines de salida a la tarjeta launchpad. Se muestra ademads el orden de conexién para la

tarjeta launchpad, (c) vista de impresion para la PCB.
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