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Introducción

Una superficie topológica es una variedad 2-dimensional, Hausdorff y segundo numerable. En
adelante, por superficie nos referimos a una superficie topológica conexa, orientable y sin frontera.
Decimos que una superficie es de tipo finito si tiene grupo fundamental finitamente generado;
de lo contrario diremos que es una superficies de tipo infinito.

Toda superficie S está completamente determinada hasta homeomorfismos por tres invarian-
tes topológicos: el género g(S) ∈ N ∪ {∞}, el espacio de fines Ends(S) y el espacio de fines
acumulados por género Ends∞(S) ⊆ Ends(S). A los elementos de Ends(S) r Ends∞(S) se les
llama fines planos de la superficie. El conjunto S∪Ends(S) está dotado de una topología que lo
hace un espacio topológico conexo, Hausdorff, compacto y que contiene densamente a la super-
ficie S; este espacio se conoce como la compactificación de Freudenthal de la superficie S, véase
la Sección 1. Con la topología heredada de S ∪ Ends(S), los subespacios Ends∞(S) y Ends(S)
son homeomorfos a subconjuntos cerrados anidados del conjunto de Cantor 2N. Más aún, todo
par de subconjuntos anidados del conjunto de Cantor es el espacio de fines de una superficie,
véase [Ric63].

Una superficie S es de tipo finito si y sólo si g(S) < ∞ y Ends(S) es un conjunto finito.
En este caso S se denota por Sng donde g = g(S) y n es la cardinalidad del conjunto Ends(S).
Si n = 0 entonces S0g es la superficie compacta de género g a la cual nos referimos por Sg. La
superficie Sng se puede obtener de Sg haciendo Sng = Sg r P donde P ⊂ Sg tiene cardinalidad
n. Usualmente en la literatura los elementos de P se conocen como las ponchaduras de Sng . En
general, a los fines planos aislados de una superficie se le llaman ponchaduras de la superficie.

Asociado a una superficie topológica S está el grupo modular Mod (S) el cual está formado
por todas las clases de isotopía de homeomorfismos S → S que preservan la orientación de la
superficie. Si además incluimos las clases de isotopía de homeomorfismos S → S que invierten
la orientación de la superficie, obtenemos el grupo modular extendido de S el cual se denota por
Mod ∗(S). El grupo modular y el grupo modular extendido están relacionados por la sucesión
exacta corta

1 −→Mod (S) −→Mod ∗(S) −→ Z/2Z −→ 1. (1)

Los grupos modulares de superficies de tipo finito han sido ampliamente estudiados y existe
vasta información acerca de ellos, véase por ejemplo [FM12] y referencias citadas ahí. Por el
contrario, los grupos modulares de superficies de tipo infinito han sido poco investigados y solo
recientemente se ha hecho un esfuerzo real para comprenderlos. En la literatura actual, los
grupos modulares de superficies de tipo infinito son conocidos como big mapping class groups.
La justificación del calificativo big se debe a que estos grupos son no numerables, mientras que
los grupos modulares de superficies de tipo finito son numerables.

Un objeto importante en el estudio de los grupos modulares de superficies es el complejo de
curvas. Dada una superficie S, el complejo de curvas C(S) asociado a S es el complejo simpli-
cial abstracto cuyo conjunto de vértices está formado por todas las clases de isotopía de curvas
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cerradas simples esenciales1 en S, los k-simplejos están formados por k+1 vértices con represen-
tantes disjuntos a pares. Este complejo simplicial fue introducido por W. Harvey [Har79, Har81]
para superficies de tipo finito y desde entonces se ha demostrado que es un objeto central en el
estudio de grupos modulares, véase [Iva01]. El complejo de curvas es un complejo bandera (flag
complex) y por lo tanto el grupo de automorfismos simpliciales de C(S) es isomorfo al grupo de
automorfismos simpliciales del 1-esqueleto de C(S), el cual se conoce como el grafo de curvas de
la superficie S que también denotamos por C(S). Una superficie S es esporádica si pertenece al
conjunto {Sn≤40 , Sn≤11 }. Entonces el grafo de curvas C(S) es no vacío y conexo si y solo si S no es
esporádica, véase [FM12].

El grupo modular extendidoMod ∗(S) actúa sobre el complejo de curvas C(S) por automor-
fismos simpliciales y por consiguiente se tiene el homomorfismo de grupos

Ψ :Mod ∗(S)→ Aut (C(S)). (2)

En el estudio de los grupos modulares de superficies de tipo finito el siguiente resultado es
fundamental.

Teorema (de Ivanov para superficies de tipo finito). Sea Sng una superficie de tipo finito no
esporádica distinta de S21. Entonces todo automorfismo simplicial de C(Sng) está inducido por un
homeomorfismo, es decir, Ψ es sobreyectiva.

Este resultado fue demostrado inicialmente por N. Ivanov [Iva97] cuando Sng tienen género al
menos dos; desde entonces se conoce como el Teorema de Ivanov. Posteriormente este teorema
fue extendido de forma independiente por M. Korkmaz [Kor96] y F. Luo [Luo00] para superficies
de género cero con al menos cinco ponchaduras y para superficies con género uno y al menos dos
ponchaduras, este último da una descripción precisa del homomorfismo Ψ en los casos restantes.
El Teorema de Ivanov es central en la teoría por los profundos resultados que se derivan de este
acerca de la estructura algebraica de Mod (Sng), algunas aplicaciones del Teorema de Ivanov se
pueden ver en [Iva01, Iva97].

En el contexto de superficies de tipo infinito, J. Hernández-Hernández y F. Valdez [HHV17]
fueron los primeros en investigar las propiedades del homomorfismo Ψ. Demostraron que si S
es una superficie de tipo infinito cuyo espacio de fines coincide con su espacio de fines acumu-
lados por género, es decir, Ends(S) = Ends∞(S), entonces Aut (C(S)) =Mod ∗(S). Uno de los
resultados principales obtenidos es:

Teorema A. Sea S una superficie de tipo infinito. Entonces todo automorfismo del complejo de
curvas está inducido por un homeomorfismo. Más aún, la aplicación natural

Ψ :Mod∗ (S)→ Aut (C(S))

es un isomorfismo.

En el proceso de nuestra investigación para la obtención del resultado anterior desarrollamos
el (i) método de Alexander para superficies de tipo infinito [HHMV19] y solucionamos afirma-
tivamente el (ii) problema de rigidez topológica del grafo de curvas [HHMV18] para superficies
de tipo infinito. A continuación describimos estos dos resultados así como el contexto y sus
aplicaciones.

(i) Método de Alexander para superficies de tipo infinito. El método de Alexander es una he-
rramienta básica en el estudio de los grupos modulares de superficies de tipo finito. En esencia

1Una curva cerrada simple en S es esencial si no es isotópica a un punto o a una ponchadura de la superficie.
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establece que para determinar si un homeomorfismo de la superficie es isotópico a la identi-
dad basta con observar su acción en una colección finita de curvas cerradas simples esenciales,
véase la Proposición 2.8 en [FM12]. En colaboración con J. Hernández-Hernández y F. Valdez
[HHMV19] generalizamos este método para superficies de tipo infinito:

Teorema B (Método de Alexander para superficies de tipo infinito). Sea S una superficie de
tipo infinito. Entonces existe una colección de curvas cerradas simples esenciales Γ (numerable
de cardinalidad infinita) en S tal que cualquier homeomorfismo en Homeo+(S) que preserva la
clase de isotopía de los elementos en Γ , es isotópico a la identidad en S.

Como consecuencia directa del Teorema B, el homomorfismo Ψ es inyectivo para toda
superficie S de tipo infinito. Este resultado era bien conocido para superficies de tipo finito
Sng /∈ {Sn≤21 , S2}, véase el Teorema 2.1.1. Análogamente a lo que sucede con grupos modulares
de superficies de tipo finito, usando el método de Alexander se puede probar que el centro de
Mod (S) es trivial para toda superficie de tipo infinito, véase [LL19] ó el Teorema 2.1.6.

El Teorema B también tiene aplicaciones en el estudio deMod ∗(S) como espacio topológico
con la topología cociente heredada de Homeo(S) con la topología compacto-abierta. Por ejemplo,
N. Vlamis [Vla19] demuestra que la componente conexa por trayectorias del espacio Homeo(S)
que contiene a la identidad es cerrada y abierta, por lo tantoMod ∗(S) es Hausdorff y totalmente
disconexo, véase también la Proposición 2.1.8. Además, si S es una superficie de tipo infinito
entonces Mod ∗(S) es topológicamente perfecto, véase el Teorema 2.1.11. Lo anterior no sucede
con los grupos modulares de superficies de tipo finito, pues todos estos son espacios topológicos
discretos.

(ii) Problema de rigidez topológica del grafo de curvas. Si φ : C(S) → C(S′) es un isomorfismo
simplicial entre el grafo de curvas de S y S′, respectivamente, entonces ¿S es homeomorfa a
S′?, es decir, ¿el complejo de curvas está completamente determinado por la superficie? Como
consecuencia del trabajo de K. Shackleton [Sha07] sobre encajes locales entre grafos de curvas de
superficies de tipo finito se deduce que C(Sng) es rígido combinatoriamente para superficies Sng no
esporádicas y no contenidas en {S2, S

6
0, S

2
1, S

5
0} (Teorema 1 en [Ibíd.]), más aún, por el Teorema de

Ivanov φ está inducido por un homeomorfismo. En colaboración con J. Hernández-Hernández y
F. Valdez [HHMV18] probamos los análogos de los resultados anteriores de K. Shackleton para
grafos de curvas de superficies de tipo infinito. De forma más precisa, demostramos el teorema
siguiente cuya demostración es tratada en el Capítulo 3.

Teorema C (Rigidez topológica del grafo de curvas). Sean S y S′ dos superficies de tipo infinito
y φ : C(S)→ C(S′) un isomorfismo simplicial. Entonces S es homeomorfa a S′ y φ está inducido
por un homeomorfismo h : S→ S′.

Notemos que el Teorema A (Teorema de Ivanov para superficies de tipo infinito) es con-
secuencia de los Teoremas B y C. El Teorema A fue obtenido de forma independiente por J.
Bavard, S. Dowdall y K. Rafi en [BDR20] y lo usan para obtener información acerca de la es-
tructura algebraica del grupo modular. Por ejemplo, demuestran que el grupo comensurador
abstracto de Mod (S) es isomorfo a Mod ∗(S); también, prueban que todo isomorfismo entre
grupos modulares de superficies de tipo infinito está inducido por un homeomorfismo. Este últi-
mo resultado fue previamente obtenido por P. Patel y N. Vlamis [PV18] para el grupo modular
puro PMod (S) el cual es el subgrupo de Mod (S) generado por todas las clases que actúan de
forma trivial en el espacio de fines de la superficie.

Por otra parte, el Teorema A también ha tenido aplicaciones en el estudio de la topología
de Mod ∗(S). Como bien fue observado por J. Aramayona, P. Patel y N. Vlamis en [APV17], si
dotamos al grupo Aut (C(S)) con la topología permutación, entonces Ψ :Mod∗ (S)→ Aut (C(S))
es un isomorfismo de grupos topológicos, véase el Teorema 3.1.6. Como consecuencia de lo
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anterior, se puede probar que si S es una superficie de tipo infinito entonces el grupo modular
extendido Mod ∗(S) es un grupo topológico polaco (véase [APV17] ó el Teorema 3.1.7), no es
localmente compacto (véase el Teorema 3.1.8) y es 0-dimensional2, para todos estos resultados
véase también [Vla19].

Recientemente se ha obtenido el análogo del Teorema de Ivanov para otros complejos sim-
pliciales asociados a superficies de tipo infinito distintos al complejo de curvas. Por ejemplo,
J. Aroca [Aro18] demostró que el grupo de automorfismos de determinados grafos simpliciales
cuyos vértices son multicurvas (con propiedades específicas) en una superficie de tipo infinito es
isomorfo al grupo modular extendido de la superficie. Otro ejemplo se encuentra en [AGK+19], en
donde los autores demuestran que el grupo de automorfismo del complejo de Torelli es isomorfo
al grupo modular extendido. Este resultado les permitió demostrar que el grupo conmensurador
abstracto del grupo de Torelli (el subgrupo de Mod (S) con acción trivial en el primer grupo de
homología de S) es isomorfo al grupo modular extendido de la superficie.

En resumen, el estudio del complejo de curvas de una superficie ha sido importante en el
estudio de la estructura algebraica y topológica de grupos modulares de superficies.

Otra faceta de cómo estudiar los grupos es a través de sus acciones en espacios hiperbólicos
en el sentido de Gromov. Si un grupo discreto G actúa por isometrías en un espacio métrico
geodésico X hiperbólico (en el sentido de Gromov), entonces un elemento g ∈ G tiene acción
elíptica, parabólica o loxodrómica en el espacio X si el conjunto límite Λ(〈g〉) ⊂ ∂X del subgrupo
〈g〉 < G tiene 0,1 ó 2 elementos, respectivamente, donde ∂X es la frontera de Gromov de X,
véase [Gro87, GdlH90, Osi18]. Esta es una forma de clasificar los elementos de un grupo a través
de su acción en un espacio hiperbólico.

Un espacio métrico natural en donde el grupo modular de una superficie actúa por isometrías
es en el grafo de curvas dotado de la métrica combinatoria que a cada par de vértices que
forman una arista le asigna distancia 1. Si S es una superficie no esporádica entonces el grafo
de curvas es no vacío, conexo, localmente infinito y hiperbólico, véase [MM99, HPW15, Bow14,
Aou13]. Asimismo, el grafo de curvas C(S) tiene diámetro infinito si y sólo si S es de tipo
finito [MM99]. Por el Teorema de clasificación de Thurston [Thu88] los elementos de Mod (Sng)
se clasifican como periódicos, reducibles ó pseudo-Anosov, véase [FLP12, FM12]. Gracias a esta
clasificación, los elementos deMod (Sng) con acción elíptica en C(Sng) son los elementos periódicos
y reducibles, no tiene elementos parabólicos y los elementos loxodrómicos son las clases de
isotopía de homeomorfismos pseudo-Anosov, véase [MM99]. En cambio, si S es una superficie de
tipo infinito, todos los elementos de Mod (S) tienen acción elíptica en C(S), pues las órbitas de
la acción son acotadas.

Aquí surge la pregunta natural, ¿los grupos modulares de superficies de tipo infinito admiten
acciones por isometrías sobre espacios métricos geodésicos, hiperbólicos con órbitas no acotadas?
Esta pregunta la han respondido K. Mann y K. Rafi [MR19] en gran generalidad. Para nuestra
sorpresa, ellos demuestran que existen grupos modulares de superficies de tipo infinito que
no admiten acciones en espacios geométricos con órbitas no acotadas. Esto marca una nueva
diferencia entre estos grupos con los grupos modulares de superficies de tipo finito. Sin embargo,
como veremos en los párrafos posteriores, cierta clase de grupos modulares de superficies de tipo
infinito sí admiten acciones por isometrías en espacios geométricos con propiedades análogas al
grafo de curvas de superficies de tipo finito. En adelante describimos el grafo de lazos L(S;p)
asociado a una superficie de tipo infinito S con p ∈ S. Este grafo resulta ser hiperbólico y
de diámetro infinito. También, describimos el grupo Mod (S;p) que actúa por isometrías sobre
L(S;p) y que está relacionado con el grupo modular Mod (S) por medio de la sucesión exacta
de Birman, véase la Ecuación (3).

Sea S una superficie de tipo infinito y p ∈ S, denotamos porMod (S;p) al grupo de todas las

2La topología de Mod ∗(S) tiene una base de abiertos y cerrados.
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clases de isotopía relativa a p de homeomorfismos S→ S que fijan a p y preservan la orientación
de la superficie. Este grupo está relacionado con el grupo modular Mod (S) por medio de la
sucesión exacta de Birman:

1 −→ π1(S, p) −→Mod (S;p)
F−→Mod (S) −→ 1, (3)

donde F es el homomorfismo que olvida la isotopía relativa a p, véase la introducción al Capítulo
4 para más detalles.

Un lazo en S basado en p es una función continua α : [0, 1] → S tal que su restricción al
intervalo abierto (0, 1) es un encaje topológico y α(0) = p = α(1). El grafo de lazos de S relativo
a p, denotado por L(S;p), se define como el grafo simplicial abstracto cuyo conjunto de vértices
es el conjunto de todas las clases de isotopía relativa a p de lazos esenciales3 basados en p;
dos vértices generan una arista si tienen representantes disjuntos excepto en p. Este grafo fue
introducido por J. Bavard [Bav16] (motivada por las preguntas de D. Calegari en [Cal09a]) al
estudiar el espacio de cuasimorfismos no triviales de Mod (S2 r (K ∪∞)) con K un conjunto
de Cantor contenido sobre el ecuador horizontal de S2. Notemos que haciendo p = ∞ el grupo
modularMod (S2r (K ∪∞)) coincide conMod (S2rK;p). En general,Mod (S;p) coincide con
Mod (Sr {p}) si y solo si S no tiene ponchaduras.

El grafo de lazos L(S;p) es conexo, hiperbólico (en el sentido de Gromov) y tiene diámetro
infinito [Bav16, AFP17, FA19, DFV18]. Además, el grupoMod (S;p) actúa por isometrías sobre
el grafo L(S;p) dotado con la métrica combinatoria. De esta manera, un elemento enMod (S;p)
se puede clasificar como elíptico, parabólico o loxodrómico de acuerdo a su acción en la frontera
de Gromov ∂L(S;p) del grafo de lazos L(S;p). Otra de las aportaciones principales de esta tesis
es al estudio de cierta clase de elementos de Mod (S;p) con acción loxodrómica en el grafo de
lazos. Para ello usamos la descripción de la frontera de Gromov de L(S;p) descrita por J. Bavard
y A. Walker en [BW18a].

J. Bavard y A. Walker en [BW18a] describen los elementos de ∂L(S;p) como cliques4 cuyos
vértices son clases de isotopía de rayos que llenan (high-filling rays) basados en p. Luego, un
elemento loxodrómico f ∈Mod (S;p) fija exactamente dos cliques C− y C+ de rayos que llenan en
∂L(S;p). En [BW18b], nuevamente J. Bavard y A. Walker demuestran que 0 < |C−| = |C+| <∞
(donde | · | denota el número de vértices) y definen el peso de f como ω(f) = |C−| = |C+|. En
este mismo trabajo, los autores puntualizan que los únicos ejemplos de elementos loxodrómicos
en Mod (S;p) que se conocían hasta ese momento eran:

1. El elemento loxodrómico h ∈ S2 r (K ∪ {∞}) definido por J. Bavard en [Bav16], donde K
es un conjunto de Cantor contenido en el ecuador horizontal de la esfera S2. Este elemento
no está en el grupo modular puro, no preserva ninguna subsuperficie de tipo topológico
finito y tiene peso uno.

2. Clases definidas por homeomorfismos pseudo-Anosov con soporte en una subsuperficie de
tipo finito S′ de S que contiene a p en su interior, Teorema 8.3.1 en [BW18b].

Por esta razón, en el comentario 8.3.3 en [BW18b], los autores proponen construir ejemplos
de elementos loxodrómicos de peso mayor que 1 que no preserven ninguna subsuperficie de ti-
po finito. Motivados por este comentario, en colaboración con F. Valdez [MV20] construimos
elementos loxodrómicos en Mod (S;p) con pesos arbitrarios y que satisfacen las propiedades
requeridas, véase el Teorema D. La construcción de dichos elementos está inspirada en la cons-
trucción de Thurston-Veech de homeomorfismos pseudo-Anosov de superficies de tipo finito,
véase [Thu88], [Vee89] o [FM12] para detalles acerca de esta construcción.

3Un lazo es esencial si no es homotópicamente trivial relativo a p.
4Grafos completos.
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Teorema D. Sea S una superficie de tipo infinito, p ∈ S fijo y m ∈ N. Sean α = {αi}i∈I y
β = {βj}j∈J multicurvas en posición mínima cuya unión llena5 S tal que:

1. el grafo de configuración6 G(α,β) es de valencia finita,

2. cada componente conexa Dk de S \ α ∪ β es un polígono o un polígono ponchado7 con
nk ≤ N lados, para algún N ∈ N fijo, y

3. la componente conexa de S \ α ∪ β que contiene a p es un 2m-polígono.

Si Tα, Tβ ∈Mod (S;p) son los giros de Dehn (positivos) a lo largo de las multicurvas α y β, res-
pectivamente, entonces cualquier elemento f ∈Mod (S;p) en el semigrupo positivo generado por
Tα y T−1β dado por una palabra en donde ambos generadores aparecen es un elemento loxodrómico
de peso m para la acción de Mod (S;p) sobre el grafo de lazos L(S;p).

Similarmente como en la construcción de Thurston-Veech, la prueba descansa en encontrar
una estructura plana sobre S en la cual Tα y Tβ actúen por automorfismos afines. En el caso de
superficies de tipo finito, esta estructura es única (hasta un reescalamiento) y está garantizada
por el Teorema de Perron-Frobenius, véase el Teorema 4.3.1. Para superficies de tipo infinito,
la existencia de la estructura plana sobre S la garantiza la existencia de funciones armónicas
positivas del operador de adyacencia asociado al grafo G(α,β). Esto fue posible por el trabajo
previo de P. Hooper en [Hoo15] sobre la dinámica de transformaciones infinitas de cambio de
intervalo. Por este motivo hemos denominado a esta construcción la construcción de Hooper-
Thurston-Veech. En contraste con superficies de tipo finito, existe una cantidad no numerable
de estructuras planas sobre S que no están relacionadas hasta un reescalamiento. Hacemos notar
también que la construcción de Hooper-Thurston-Veech es más general y aplica para una clase
más grande de pares de multicurvas. Sin embargo, esta construcción es bastante más delicada y
depende en gran medida del tipo de multicurvas que tomemos. Esto lo explicamos con detalle
en la Sección 4.3. Véase también la Proposición 4.3.11 para una diferencia entre la construcción
de Thurston-Veech y la construcción de Hooper-Thurston-Veech.

En el Teorema 4.1.2 demostramos que para toda superficie de tipo infinito S siempre existen
pares de multicurvas como en el Teorema D, más aún, existe una cantidad no numerable de
ellas. Esto asegura la existencia de suficientes elementos en Mod (S;p) con acción loxodrómica
en L(S;p). Para la demostración, desarrollamos las formas normales de superficies de tipo infinito
las cuales son una manera canónica de dibujar una superficie de tipo infinito. También hemos
usado el Teorema D para mostrar otro fenómeno propio de los grupos modulares de superficies
de tipo infinito. El Corolario 4.1.5 establece que para toda superficie de tipo infinito S existe
una sucesión de elementos loxodrómicos en Mod (S;p) que converge a un elemento elíptico. Lo
anterior no es posible en grupos modulares de superficies de tipo finito, pues todos estos son
grupos topológicos discretos.

Aún con el honesto esfuerzo de este trabajo, sigue abierto el problema de caracterizar los
elementos de Mod (S;p) con acción loxodrómica en el grafo de lazos L(S;p). De acuerdo a la
evidencia obtenida, nos aventuramos a formular la siguiente:

Conjetura. Si f ∈Mod (S;p) satisface que para cualquier lazo o rayo α basado en p, fn(α) no
es isotópico a α para todo n ∈ Z r {0}, entonces f tiene acción loxodrómica en el grafo de lazos
L(S;p).

5Una colección de curvas cerradas simples esenciales llena S si toda componente conexa conexa complementaria
de la unión de las curvas en la colección es homemorfa a un disco o un disco ponchado.

6El conjunto de vértices de este grafo es I ∪ J y existe una arista entre i ∈ I y j ∈ J por cada punto de
intersección entre αi y βj.

7La frontera de cualquier componente conexa de S \ α ∪ β está formada por arcos contenidos en las curvas
α ∪ β, así, podemos pensar a estas como polígonos (topológicos).
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La propiedad anterior (cuando α es una curva esencial) caracteriza a los elementos pseudo-
Anosov del grupo modular de superficies de tipo finito, y estos a su vez, tienen acción loxodrómica
en el grafo de curvas, vea [MM99].

La aplicación más importante hasta el momento del Teorema D es al espacio de cuasimor-
fismos no triviales del grupo Mod (S;p). Describimos brevemente este concepto y su contexto.
El espacio de cuasimorfismos no triviales Q̃M(G) de un grupo discreto G se define como el
kernel del morfismo de comparación H2b(G;R) → H2(G;R) entre la cohomología real acotada y
la cohomología real de G, véase [Fri17]. El concepto de cohomología acotada fue introducida por
M. Gromov en su tratado [Gro82] para calcular el volumen simplicial de variedades Rieman-
nianas orientadas con curvatura escalar acotada; para introducirse en el tema de cohomología
acotada y su relación con otras áreas de las matemáticas véase [Cal09b, Fri17, Fuj09] y para su
generalización a grupos topológicos localmente compactos véase [DM01].

Se ha demostrado que el cálculo de la dimensión de Q̃M(G) está directamente relacionado con
la estructura del grupo en cuestión. Por mencionar un ejemplo, si G es un grupo promediable
(amenable group) entonces dim Q̃M(G) = 0, véase el Corolario 3.8 en [Fri17]. En general, el
cálculo de la dimensión del espacio de cuasimorfismos no triviales de un grupo determinado no
es una tarea sencilla. Sin embargo, se han usado las acciones de grupos sobre espacios geométricos
para demostrar que existe una gran variedad de clases de grupos con espacios de cuasimorfismos
no triviales de dimensión infinita, véase la sección 2.9 en [Fri17] para una lista detallada.

Dentro de lo que nos concierne, M. Bestvina y K. Fujiwara demuestran que si la acción
de un grupo G en un espacio hiperbólico es no elemental y contienen al menos dos elementos
independientes y anti-alineados entonces dim Q̃M(G) = ∞, véase el Teorema 1 en [BF02].
Como aplicación obtienen que si G es un subgrupo de Mod (Sng) (donde Sng no es una superficie
esporádica) con al menos dos elementos que tienen acción loxodrómica sobre el grafo de curvas
C(Sng) entonces dim Q̃M(G) = ∞. Inspirados en el trabajo de M. Bestvina y K. Fujiwara,
J. Bavard y A. Walker demuestran que cualesquiera dos elementos de Mod (S;p) con acción
loxodrómica sobre el grafo de lazos con pesos distintos son independientes y anti-alineados,
véase el Teorema 9.1.1 en [BW18b]. Por todo lo anterior, obtenemos de forma inmediata la
siguiente aplicación del Teorema D:

Corolario. Sea S una superficie de tipo infinito con p ∈ S fijo. Si f1 y f2 son elementos loxo-
drómicos como en el Teorema D con pesos m1 6= m2, respectivamente, entonces el espacio de
cuasimorfismos no triviales de cualquier subgrupo de Mod (S;p) que contiene a f1 y f2 tiene
dimensión infinita.

Como hemos mencionado, si S no tiene ponchaduras entonces Mod (S;p) es isomorfo al
grupo modular Mod (S r {p}). Por consiguiente, el Teorema D y el corolario anterior aplican
para los grupos modulares de superficies de tipo infinito con exactamente una ponchadura. Por
otro lado, se conoce solo una superficie de tipo infinito para el cual el espacio de cuasimorfismos
no triviales del grupo modular respectivo tiene dimensión cero. Esta superficie es S2 r K con K
un conjunto de Cantor contenido en el ecuador horizontal de la esfera S2. Esto es consecuencia
del Teorema de la dualidad de Bavard, véase el Teorema 2.70 en [Cal09b], y de queMod (S2rK)
es uniformemente perfecto, véase [Cal09a]. Recientemente, K. Mann y K. Rafi [MR19] aplican
el concepto de grupo gruesamente acotado (coarsely bounded), introducido por Rosendal en
[Ros17], a grupos modulares de superficies de tipo infinito y demuestran que existen muchas
superficies de tipo infinito cuyo grupo modular no admite acciones sobre espacios geométricos
con órbitas no acotadas. Por lo tanto, en estos casos no es posible calcular la dimensión del
espacio de cuasimorfismos usando los métodos de M. Bestvina y K. Fujiwara en [BF02]. Por
mencionar algunos ejemplos que abarcan el trabajo de K. Mann y K. Rafi estánMod (S2rK) y
Mod (N) donde N es el Monstruo del lago Ness (la superficie de tipo infinito con exactamente
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un fin el cual está acumulado por género). Hasta ahora permanece abierta la pregunta acerca de
la dimensión del espacio de cuasimorfismos no triviales de Mod (N).

En conclusión, el estudio de los grupos modulares de superficies de tipo infinito ha sido
bastante intenso en los últimos años, véase [AV20]. Estos grupos comparten ciertas propiedades
con los grupos modulares de superficies de tipo finito, en algunas ocasiones acompañada de
la generalización de algunas herramientas existentes en el estudio de los grupos modulares de
superficies de tipo finito. Ejemplo de lo anterior son los Teoremas A, B y C mencionados arriba,
véase nuevamente [AV20] para otros puntos de contacto.

Un problema central en la teoría de grupos modulares de superficies de tipo infinito, es la
clasificación de los elementos de Mod (S) al estilo de Nielsen-Thurston. Una forma de obtener
esta clasificación es por medio de la caracterización de los elementos elípticos, parabólicos y
loxodrómicos de Mod (S) respecto a su acción en un espacio métrico geodésico hiperbólico. Es
importante señalar que por el trabajo de K. Mann y K. Rafi [MR19], existen muchas superficies
para las cuales todos los elementos del grupo modular son elípticos. Por lo tanto en estos casos no
es posible dar una buena clasificación de los elementos de Mod (S) usando acciones en espacios
métricos hiperbólicos. Sin embargo, si S tiene exactamente una ponchadura, el Teorema D
representa un avance en el problema de clasificación, al exhibir una clase no numerable de
elementos loxodrómicos en Mod (S) respecto a su acción en el grafo de lazos.

Recientemente, también se han estudiado otros grafos asociados a superficies de tipo infinito
análogos a los que existen para superficies de tipo finito. Algunos ejemplos son: el grafo de
multicurvas (con restricciones topológicas y geométricas) el cual en la mayoría de los casos es
hiperbólico y tiene diámetro infinito, para detalles véase [FP15] y [Aro18]. El grafo de curvas
no separadoras de una superficie de tipo infinito con género finito y positivo es hiperbólico y
tiene diámetro infinito, véase [Ras20]. El grafo de arcos relativo a un conjunto finito de puntos
marcados es cuasi-isométrico al grafo de lazos y por lo tanto es hiperbólico y de diámetro infinito,
véase [AV18] y [AFP17]. Finalmente, en [DFV18] los autores caracterizan los grafos Mod (S)-
invariantes con órbitas no acotadas cuyos vértices son curvas cerradas simples esenciales. En
cada caso, sigue abierto el estudio de la acción del grupo modular en la frontera de Gromov.
Este estudio tendría potenciales aplicaciones al problema de clasificación de los elementos de
Mod (S).

Finalmente, no cabe duda que el estudio de los grupos modulares de superficies de tipo
infinito serguirá siendo importante en los próximos años prometiendo resultados novedosos e
impactantes. Recomendamos ver [LPRT19] en donde se puede encontrar una lista actualizada
de los problemas abiertos en el área de grupos modulares de superficies de tipo infinito.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. Superficies topológicas

Una superficie topológica es una 2-variedad Hausdorff y segundo numerable. Por definición una
superficie topológica no tiene frontera, sin embargo, habrán resultados que son fácilmente extra-
polados a superficies con frontera. Especificaremos esto en su momento. En este trabajo cuando
hablemos de una superficie nos referimos a una superficie topológica conexa, orientable y sin
frontera.

Por el teorema de clasificación de superficies [Lef25, Ric63], una superficie tiene asociado
dos invariantes topológicos que la caracterizan completamente hasta homeomorfismos: el género
g(S) ∈ N∪{∞} y un par de espacios topológicos anidados Ends(S) ⊇ Ends∞(S) llamados espacio
de fines y espacio de fines acumulados por género de S, respectivamente.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Kerékjártó,[Ric63]). Sean S y S′ dos superficies. Entonces S es
homeomorfa a S′ si y sólo si g(S) = g(S′) y los espacios Ends(S) ⊇ Ends∞(S) y Ends(S′) ⊇
Ends∞(S′) son homeomorfos como espacios anidados1.

Nota 1.1.2. El Teorema de Kerékjártó es más general e incluye a las superficies con frontera y
a las superficies no orientables. En estos casos es necesario agregar otros invariates topológicos
adicionales que describen su comportamiento al infinito.

Brevemente describimos el espacio de fines y el espacio de fines acumulados por género de
una superficie.

Sea S una superficie y consideramos A(S) el conjunto de todas las sucesiones anidadas
(Ui)i≥1 := U1 ) U2 ) · · · de subconjuntos abiertos, no vacíos, conexos y con frontera topológica
compacta en S tales que

⋂
iUi = ∅. Dos sucesiones (Ui)i≥1, (U′j)j≥1 en A(S) están relacionadas

si para todo i ∈ N existe j ∈ N tal que Ui ) U′j, y viceversa. Denotamos con Ends(S) al conjunto
de todas las clases de equivalencia de elementos en A(S). Los elementos de Ends(S) se escriben
como [Ui].

Dado un subconjunto abierto y conexo U de S, consideramos

U∗ := {[Ui] ∈ Ends(S) : existe j ∈ N tal que U ) Uj}. (1.1)

La colección de conjuntos de la forma U t U∗ define una base para la topología de Ŝ :=
S ∪ Ends(S). El siguiente teorema describe la topología de Ŝ y del espacio de fines de una
superficie.

Teorema 1.1.3 ([Ray60]). Sea S una superficie y Ŝ := S ∪ Ends(S). Entonces
1Es decir, existe un homemorfismo f : Ends(S) → Ends(S ′) tal que la f(Ends∞(S)) = Ends∞(S ′).
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1. Ŝ es Hausdorff, conexo, localmente conexo y compacto,

2. Ends(S) es cerrado, no tiene puntos interiores en Ŝ y es totalmente disconexo, y

3. si U ⊆ Ŝ es abierto y conexo, entonces ŜrU es conexo.

Al espacio topológico Ŝ = S ∪ Ends(S) se le llama la compactificación de Freudenthal de la
superficie S. Por el Teorema 1.1.3, el espacio Ends(S) ⊂ Ŝ es homeomorfo a un subconjunto
cerrado del conjunto de Cantor 2N. Este espacio es llamado el espacio de fines de S y nos
referimos a un elemento particular de Ends(S) como un fin de la superficie S.

Un fin [Ui] ∈ Ends(S) de S es plano si existe i ∈ N tal que Ui tiene género 0. Se denota
por Ends∞(S) al espacio de fines acumulados por género de S el cual se define como el conjunto
de todos los fines no planos de S. El espacio Ends∞(S) es un subespacio cerrado de Ends(S).
Por lo tanto, los espacios Ends∞(S) ⊆ Ends(S) son homeomorfos a dos subconjuntos cerrados
anidados del conjunto de Cantor 2N, véase [Ric63]. Tenemos el siguiente teorema de realización.

Teorema 1.1.4 ([Ric63]). Sean F ⊇ F′ dos subconjuntos cerrados anidados del conjunto de
Cantor 2N. Entonces existe una superficie S con espacio de fines y espacio de fines acumulado
por género homeomorfos a F y F′, respectivamente.

Otro subconjunto del espacio de fines que usaremos constantemente es el espacio de fines
planos aislados al cual nos referimos por IPEnds(S). Usualmente, los elementos de IPEnds(S)
se piensan como pochaduras de la superficie.

Definición 1.1.5 (Superficies de tipo finito e infinito). Sea S una superficie topológica. Decimos
que S es de tipo finito si tiene grupo fundamental finitamente generado. De lo contrario, decimos
que S es de tipo infinito.

Una superficie topológica S es de tipo finito si y solo si g(S) <∞ y Ends(S) es un conjunto
finito. En este caso S se denota por Sng donde g = g(S) y n es la cardinalidad del conjunto
Ends(S). Si n = 0 entonces S0g es la superficie compacta de género g a la cual nos referimos
por Sg. La superficie Sng se puede obtener de Sg haciendo Sng = Sg r P donde P ⊂ Sg tiene
cardinalidad n. Usualmente en la literatura los elementos de P se conocen como las ponchaduras
de Sng . En general, a los fines planos aislados de una superficie se llaman ponchaduras de la
superficie.

Definición 1.1.6 (Complejidad y superficies esporádicas). La complejidad de una superficie de
tipo finito S = Sng es κ(S) := 3g− 3+n. Decimos que S es una superficie esporádica si κ(S) ≤ 1.

Nota 1.1.7. Notemos que las únicas superficies esporádicas son: Sn≤40 , S1 y S11.

Si S es una superficie de tipo infinito entonces el conjunto de fines planos aislados IPEnds(S)
es un subespacio propio, numerable y discreto de Ends(S). Usualmente, los elementos de este
espacio son considerados como ponchaduras o bien como puntos marcados en la superficie. En
la Figura 1.1 se muestran algunos ejemplos de superficies de tipo infinito.

En algunas demostraciones consideramos superficies con frontera, por ello introducimos la
siguientes definiciones y notación. Dada una superficie S posiblemente con frontera no vacía,
denotamos con ∂S a la frontera de S. Definimos y denotamos el interior de S por int(S) := Sr∂S.

Una curva cerrada simple en S es un encaje topológico S1 ↪→ S. Por brevedad diremos curva
para referirnos a una curva cerrada simple.

En adelante, cuando consideremos superficies con frontera asumiremos que las componentes
conexas de ∂S son curvas (cerradas simples) en la superficie.
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Figura 1.1: Superficies de tipo infinito.

Nota 1.1.8 (Superficies de tipo finito con frontera). Toda superficie con frontera y grupo fun-
damental finitamente generado está completamente determinada por el género g ≥ 0, el número
de ponchadura n ≥ 0 en la superficie y el número de componentes de frontera b ≥ 0, véase
[Ric63]. Estas superficies se denotan por Sng,b. Notemos que el interior de Sng,b es una superficie
sin frontera homeomorfa a Sn+bg . Definimos la complejidad de Sng,b como κ(int(Sng+b)).

Definición 1.1.9 (Curva esencial). Sea S una superficie posiblemente con frontera. Decimos que
una curva α en S es esencial si no es isotópica a un punto, a una ponchadura o a una componente
de frontera de S. Si Sr α es conexa entonces decimos que α es una curva no separadora, de lo
contrario, llamamos a α curva separadora.

Ahora definimos el concepto de saturación principal de una superficie de tipo infinito por
subsuperficies de tipo finito. El uso de este concepto será recurrente en este escrito, ya que
algunos resultados válidos para superficies de tipo finito se pueden inducir a superficies de tipo
infinito por medio de saturaciones principales.

Definición 1.1.10 (Saturación principal). Sea {Si}i∈N una sucesión creciente de subsuperficies
con frontera de una superficie de tipo infinito S (posiblemente con frontera no vacía). Decimos
que {Si} es una saturación principal de S si S =

⋃
i∈N Si y para todo i ∈ N se satisfacen las

siguientes condiciones:

1. int(Si) es una superficie de tipo finito,

2. int(Si) está contenido en int(Si+1),

3. ∂Si r ∂S es una unión disjunta finita de curvas esenciales separadoras en S, y

4. el inteerior de cada componente conexa de Si+1 r Si tiene complejidad al menos 4.

Dado que una superficie es σ-compacto, las saturaciones principales siempre existen. En la
Figura 1.2 se muestra un ejemplo de una saturación principal en el monstruo del lago Ness, es
decir, la superficie de tipo infinito con exactamente un fin el cual es acumulado por género.
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Figura 1.2: Una saturación principal en el monstruo del lago Ness.

1.2. Curvas, arcos y multicurvas

En esta sección introducimos la noción de arco esencial en una superficie S de tipo infinito con
puntos finales en Ends(S) (no necesariamente en el conjunto de punchaduras IPEnds(S)). Todo
el discurso de esta sección está encaminado en dar la prueba de la Proposición 1.2.14 la cual
afirma que si S es una superficie hiperbólica de primer tipo entonces todo arco esencial en S tiene
un único representante geodésico en su clase de isotopía. Este resultado aparece en el Apéndice
del trabajo [BW18b] de J. Bavard y A. Walker, aquí damos una demostración alternativa.

Definición 1.2.1 (Arco esencial). Un arco simple en una superficie S es un encaje β : (0, 1) ↪→ S

con extensión continua β̂ : [0, 1]→ Ŝ = S ∪ Ends(S) tal que β̂(0), β̂(1) ∈ Ends(S). Llamamos a
β̂(0) y β̂(1) los puntos finales de β. También, decimos que un arco β en S es esencial si β̂ no es
isotópico, relativo a sus puntos finales, a un punto en Ŝ.

Nota 1.2.2 (Arcos en superficies con frontera). Un arco en una superficie con frontera es una
función continua β : [0, 1] → S tal que la restricción de β al intervalo (0, 1) es un encaje cuya
imagen está completamente contenida en int(S), y β(0), β(1) ∈ ∂S. Un arco es esencial si no
es isotópico a un arco contenido en ∂S. Recordemos que las isotopías son tomadas relativas a la
frontera de S.

Decimos que dos arcos o curvas esenciales α y β en una superficie S forman un bígono si
existe un disco D ⊂ S cuya frontera está formada por dos arcos, uno contenido en α y el otro
contenido en β, véase la Figura 1.3.

Figura 1.3: Bígono formado por α y β.

Definición 1.2.3 (Posición mínima). Dos arcos o curvas esenciales en una superficie están en
posición mínima si no forman bígonos.

Si a y b son clases de isotopía de arcos o curvas esenciales en una superficie S, el número de
intersección geométrica de a con b se define por

i (a, b) := ı́nf{|α ∩ β| : α ∈ a, β ∈ b} ∈ N ∪ {∞}. (1.2)

Lema 1.2.4 (Sección 1.2 en [FM12], Lema 2.5 [CB88]). Sea S una superficie y α,β curvas o
arcos esenciales con ambos puntos finales en IPEnds(S). Entonces β es isotópico a β′, por medio
de una isotopía de S, que está en posición mínima con α. Más aún, α y β están en posición
mínima sí y solo si |α ∩ β| = i ([α], [β]) <∞.
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Todo arco esencial en S con ambos puntos finales en IPEnds(S) es propio2 pues está soportado
en una subsuperficie de tipo finito de S. Lo mismo se puede afirmar para cualquier curva esencial
en S.

Lema 1.2.5 (Arcos esenciales son propios). Sea S una superficie de tipo infinito. Entonces todo
arco esencial en S es propio.

Demostración. Sea α : (0, 1) → S un arco esencial en S, K ⊂ S subconjunto compacto de S
y U := S r K. Entonces U t U∗ ⊂ Ŝ (véase la Ecuación 1.1) es una vecindad abierta que
contiene a α̂(0) y α̂(1) en su interior. Por la continuidad de α̂, existen 1 > t > s > 0 tales que
α̂([0, s)), α̂((t, 1]) ⊂ U tU∗. Por lo tanto, α−1(K) = α̂−1(K) ⊆ [s, t] es compacto. �

Sea {Si}i∈N una saturación principal de una superficie de tipo infinito S, véase la Definición
1.1.10. Para cada i ∈ N denotamos por Bi al conjunto de todas las curvas frontera de Si y
hacemos B :=

⋃
i∈N Bi. Por definición, para i 6= j tenemos que Bi ∩ Bj = ∅.

Lema 1.2.6 (Posición mínima de arcos respecto a saturaciones principales). Sea S una superficie
de tipo infinito y {Si}i∈N una saturación principal de S. Entonces todo arco esencial α en S es
homotópico a un arco α′, por medio de una isotopía de S, relativa a ∂S, tal que α′ está en
posición mínima con toda curva en B.

Demostración. Si ambos puntos finales de α están en IPEnds(S) entonces α intersecta un número
finito de curvas en B. Aplicando el Lema 1.2.4 obtenemos el resultado.

Supongamos que al menos un punto final de α no es una ponchadura de S. Por el Lema
1.2.5, α ⊂ S es propio. Así, para todo i ∈ N, α ∩ ∂Si tiene cardinalidad finita.

Ahora construimos una familia de isotopías ambientes {Hi : S×I→ S}i∈N que nos permitirán
construir una isotopía ambiente H : S× I → S con α ′ := H(α, 1) en posición mínima con todos
los elementos de B. Hagamos α0 := α y tomemos m1 ∈ N el mínimo número natural para el
cual todo bígono que forma α con ∂S1 está completamente contenido en Sm1 . Por el Lema 1.2.4
aplicado a Sm1 , existe una isotopía ambiente H1 : S× I→ S rel. Sr Sm1 tal que H1(−, 0) = IdS,
H1|∂S1×{1} = Id|∂S1 y H1(α0, 1) está en posición mínima con todas las curvas en B1. Definamos
α1 := H1(α0, 1).

Similarmente, tomemos m2 ≥ m1 de tal manera que todo bígono entre α1 y ∂S2 esté con-
tenido completamente en Sm2 . Usando un argumento similar al de arriba aplicado a S r S2,
podemos construir una isotopía ambiente H2 : S× I→ S rel. Sr Sm2 tal que H2|S1×I = H1|S1×I,
H2|(SrS1)×{0} = Id|SrS1 , H2|∂S2×{1} = Id|∂S2 y α2 := H2(α1, 1) está en posición mínima con todas
las curvas en B2 ∪ B1.

De forma inductiva, para cada n ≥ 3 construimos la isotopía ambiente Hn : S × I → S rel.
Sr Smn que satisface las propiedades siguientes:

1. Hn|Sm×I = Hm|Sm×I para todo m < n,

2. Hn|(SrSn−1)×{0} = Id|SrSn−1 ,

3. Hn|∂Sn×{1} = Id|∂Sn , y

4. αn := Hn(αn−1, 1) está en posición mínima con toda curva en Bm para todo m ≤ n.

Para cada n ∈ N definimos gn := Hn(−, 1) ∈ Homeo+(S). Por la condición 1 la función

g: S → S

s ∈ Sn 7→ gn(s),

2Una función continua es propia si la imagen inversa de todo conjunto compacto es compacto.

5



define un homeomorfismo de S que preserva la orientación. También, por la condición 4, g(α)
está en posición mínima con todas las curvas en B. Ahora veamos que g es homotópica a IdS.
En efecto, para cada n ∈ N consideramos el homeomorfismo

ζn:
[
n−1
n ,

n
n+1

] → [0, 1]

t 7→ n (n+ 1)
(
t− n−1

n

)
.

Por las condiciones 1 y 2 sobre las homotopías {Hn}n∈N tenemos que la aplicaciónH : S×I→ S

dada por

H(s, t) =

{
Hn (s, ζn (t)) si t ∈

[
n−1
n ,

n
n+1

]
,

g(s) si t = 1,

define una homotopía ambiente de S con H(−, 0) = IdS y H(−, 1) = g. �

Definición 1.2.7 (Colecciones de curvas localmente finitas). Una colección de curvas o arcos
esenciales L en una superficie S es localmente finita si todo punto en S tiene una vecindad abierta
que intersecta a un número finito de curvas en L.

Dos colecciones de curvas o arcos esenciales L y L′ localmente finitas en una superficie S
están en posición mínima si para todo l ∈ L y todo l′ ∈ L′, l y l′ están en posición mínima.

Definición 1.2.8 (Multicurva). Una multicurva en una superficie S es una colección de curvas
esenciales localmente finita tal que todos sus elementos son disjuntos y no isotópicos a pares. A
una multicurva maximal respecto a la inclusión le llamamos descomposición en pantalones de S.

Si S = Sng es una superficie de tipo finito y α es una descomposición en pantalones de
Sng entonces α tiene exactamente κ(Sng) − 1 elementos, más aún, S r α es la unión disjunta
de κ(Sng) − g + 1 superficies cada una homeomorfa a S30. En cambio, una descomposición en
pantalones α de una superficie de tipo infinito S tiene cantidad infinita (numerable). De forma
similar, cada componente conexa de Sr α es una superficie homeomorfa a S30. Comúnmente, a
S30 se le llama pantalón (topológico).

Nota 1.2.9. En superficies de tipo infinito existen colecciones maximales de curvas esenciales
(respecto a la inclusión) disjuntas y no isotópicas a pares para las cuales su complemento en la
superficie no es una colección disjunta de superficies homeomorfas a S30, véase la Figura 3.6.2
en [Hub06] para un ejemplo. En este caso, la colección de curvas mencionada no es localmente
finita.

Una superficie S es hiperbólica si está dotada de una estructura hiperbólica. Denotemos por
µ a la métrica hiperbólica sobre S y llamemos Sµ a la superficie hiperbólica S con la métrica
µ. Se dice que Sµ es convexo si para todo par de puntos x, y ∈ Sµ y todo segmento δ en Sµ
con puntos finales x, y es isotópico, relativo a {x, y}, a un segmento geodésico. Si Sµ es convexo
entonces el cubriente universal de Sµ, S̃µ, es isométrico a un subconjunto convexo C ⊆ D, donde
D es el disco de Poincaré, el grupo fundamental de Sµ, π1(Sµ) < Isom+(D), actúa de forma libre
y propiamente discontinua sobre C y Sµ = C/π1(Sµ), véase [CME06].

Un pantalón geométrico es una superficie (posiblemente con frontera) cuyo interior es homeo-
morfo a un pantalón (topológico) el cual está equipado con una estructura hiperbólica convexa
y tiene frontera geodésica. La Figura 1.4 muestra los posibles casos en que puede aparecer un
pantalón geométrico.

Definición 1.2.10 (Descomposición en pantalones geométricos). Una descomposición en pan-
talones P := {αi}i≥1 de una superficie hiperbólica Sµ es geométrico si todas las curvas de P
son geodésicas cerradas simples en Sµ y la cerradura en Sµ de cada componente conexa de
Sµ r

(⋃
i≥1 αi

)
es isométrico a un pantalón geométrico.
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Figura 1.4: Pantalones geométricos.

Una superficie hiperbólica convexa Sµ es Nielsen-convexo si todo punto z ∈ Sµ pertenece a
un segmento geodésico con puntos finales en geodésicas cerrada simples en Sµ. Este concepto
fue introducido en [ALP+11] en el estudio de los diferentes espacios de Teichmüller asociados a
una superficie de tipo infinito. El resultado que necesitamos aquí es el siguiente:

Teorema 1.2.11 (Teorema 4.5 en [ALP+11]). Sea Sµ una superficie hiperbólica. Entonces Sµ
es Nielsen-convexo si y solo si toda descomposición en pantalones (topológico) de Sµ es isotópica
a una descomposición en pantalones geométrico.

Nota 1.2.12. Una superficie hiperbólica Sµ es de primer tipo si el conjunto límite de π1(Sµ) <
Iso+(D), Λ(π1(Sµ)), coincide con ∂D, es decir, Λ(π1(Sµ)) = ∂D. Si Sµ es una superficie hiper-
bólica de primer tipo entonces Sµ es Nielsen-convexo.

Por la nota anterior, tenemos que la demostración de la siguiente proposición es completa-
mente análoga al del Lema 2.6 en [CB88].

Proposición 1.2.13. Sea Sµ una superficie hiperbólica de primer tipo, P1 y P2 dos descomposi-
ciones en pantalones de Sµ distintas. Entonces existe f ∈ Homeo+(Sµ) isotópico a IdSµ tal que
f(P1) y f(P2) son ambos descomposiciones en pantalones geométricos de Sµ, en particular, están
en posición mínima.

Toda curva cerrada simple esencial en Sµ tiene un único representante geodésico en su clase
de isotopía. Lo mismo se puede afirmar para cualquier arco esencial cuyos puntos finales son
ponchaduras en Sµ (véase la Proposición 1.6 y el comentario en la sección 1.2.7 en [FM12]). A
continuación, mostramos que si Sµ es una superficie hiperbólica de primer tipo entonces podemos
afirmar que todo arco esencial (cuyos puntos finales no necesariamente son punchaduras en Sµ)
tiene un único representante geodésico en su clase de isotopía. Este hecho será crucial para
dar una descripción precisa de los elementos en la frontera de Gromov del grafo de lazos en el
Capítulo 4.

Proposición 1.2.14 (Representante geodésico de arcos). Sea Sµ una superficie hiperbólica de
primer tipo. Entonces todo arco esencial en Sµ tiene un único representante geodésico en su clase
de isotopía.

Demostración. Sea γ un arco esencial en Sµ. Si Sµ es de tipo finito o ambos puntos finales de γ
son ponchaduras en Sµ véase Sección 1.2 de [FM12].

Supongamos que la superficie Sµ es de tipo infinito. Consideremos los casos (i) ambos puntos
finales de γ no son cúspides de Sµ (ii) exactamente un punto final de γ es una cúspide de Sµ.
(i) ambos puntos finales de γ no son cúspides en Sµ. Sea {Si}i∈N una saturación principal de
Sµ y B el conjunto de curvas frontera de esta saturación. Completando B a una descomposición
en pantalones P de Sµ y usando el Teorema 1.2.11 aplicado a P, podemos asumir que todas las
curvas en B son geodésicas cerradas simples en Sµ. Luego, por el Lema 1.2.6, podemos poner a
γ en posición mínima con todas las curvas en B.
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Consideremos π : D→ Sµ el cubriente universal de Sµ. Tomemos γ̃ ⊂ D un levantamiento de
γ. Veamos que γ̃ define dos puntos distintos en la frontera de D. Los argumentos que usamos
son los mismos de Levitt en su prueba del Lema 1 en [Lev83]. Primero, dado que γ está en
posición mínima con todas las curvas en B, se tiene que γ̃ intersecta a lo más una vez a cualquier
componente conexa de π−1(B). Notemos que γ intersecta un número infinito de curvas en B.
Puesto que Sµ es de primer tipo y las curvas en B son disjuntas a pares tenemos que los puntos
finales de γ̃ están en ∂D. Además, dado que γ no es esencial los puntos finales de γ̃ son distintos.
Llamemos p̃ y q̃ a los puntos finales de γ̃.

Sea δ̃ la única geodésica en D con puntos finales p̃ y q̃. Mostremos que δ := π(δ̃) es una
geodésica simple en Sµ en la clase de isotopía de γ. La demostración de lo anterior esta basada
en la siguiente afirmación; existe una saturación principal {S ′i}i∈N de Sµ y una sucesión {δn : R→
Sµ}n≥0 de arcos esenciales en Sµ tales que:

1. δ0 := γ,

2. para todo n ≥ 0, δn es isotópica a δn+1,

3. para todo n ≥ 0, δn está en posición mínima con todas las curvas frontera de {S ′i}i∈N,

4. existen sucesiones 0 < t1 < t2 < . . . y 0 > t ′1 > t
′
2 > . . . tales que para todo n ≥ 1, δn|[t ′n,tn]

es un segmento geodésico simple en Sµ contenido en S ′n+1 con δn(t
′
n), δn(tn) ∈ ∂S ′n.

Por el inciso 3, para cada n ≥ 0, δn tiene un único levantamiento δ̃n en D con puntos finales
p̃ y q̃. Este hecho y el inciso 4 implica que la sucesión de segmentos geodésicos simples {δn|[t ′n,tn]}
converge a δ. Por consiguiente, δ es simple. Finalmente, por los incisos 1 y 2, γ es isotópico a
δ. En resumen, δ es una geodésica simple en la clase de isotopía de γ. La unicidad se obtiene
inmediatamente.

Ahora demostramos la afirmación de arriba. Sin perdida de generalidad supongamos que
γ(0) ∈ S1 y hagamos δ0 = γ. Sea t1 > 0 tal que γ(t1) ∈ ∂S1 y γ(t) ∈ Sµ r S1 para todo t > t1.
Esto lo podemos hacer pues γ es propio y S1 es una superficie de tipo finito cuyas curvas frontera
son separadoras en Sµ. De forma similar escogemos t ′1 < 0. Sea S

′
1 := S1 y definamos S ′2 como la

mínima subsuperficie en {Si}i∈N tal que γ([t ′1, t1]) ⊂ S ′2. Luego, dado que Sµ es una superficie de
primer tipo, en particular es Nielsen-convexo, γ|[t ′1,t1] es isotópico (rel. {γ(t ′1), γ(t1)}∪ Sµr S ′2) a
un segmento geodésico simple. Completamos la isotopía anterior a una isotopía global sobre Sµ
para obtener un arco esencial δ1 con las condiciones deseadas. Inductivamente construimos δn
para todo n ≥ 2 usando el procedimiento anterior.
Caso ii) exactamente un punto final p de γ es una cúspide de Sµ. Supongamos que γ(−∞) = p.
Similarmente al caso i), construimos la geodésica δ. La construcción de la saturación principal
{S ′i}i∈N y de la sucesión {δn} de arcos simples en la afirmación del caso i) es cierta usando
intervalos de la forma (−∞, tn]. El resto de la prueba es análoga al caso i). �

Terminamos esta sección con una definición que usaremos constantemente en este escrito.

Definición 1.2.15 (Colección de curvas y arcos que llenan una subsuperficie). Sea S una su-
perficie, N ⊆ S una subsuperficie, y A una colección de curvas y arcos en S contenidos en N.
Decimos que A llena N si int(NrA) es la unión disjunta de discos y discos ponchados.

1.3. El grupo modular de una superficie

El grupo modular de superficies de tipo finito ha sido ampliamente estudiado en las últimas
décadas, véase por ejemplo [FM12] y las referencias en este libro. En cambio, la literatura de
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grupos modulares de superficies de tipo infinito ha sido poco desarrollada. Uno de los objetivos
de esta tesis es contribuir en el estudio de los grupos modulares de superficies de tipo infinito.
En esta sección introducimos el grupo modular para superficies en general así como algunos de
sus subgrupos. Explicamos las diferencias y similitudes que comparten los grupos modulares de
superficies de tipo finito con los grupos modulares de superficies de tipo infinito. En la literatura
reciente a estos últimos se les puede encontrar con el nombre de big mapping class groups.

Dada una superficie S, denotamos con Homeo(S) al conjunto de todos los homeomorfismos
S → S incluyendo los que invierten la orientación de S. Dotamos a Homeo(S) con la topología
compacto-abierta el cual lo hace un grupo topológico con la operación composición de funciones.

También, definimos Homeo+(S) como el grupo de todos los homeomorfismos S → S que
preservan la orientación de S. Notemos que Homeo+(S) es un subgrupo cerrado de Homeo(S)
de índice dos.

Con Homeo0(S) denotamos a la componente conexa por trayectorias de Homeo+(S) que
contiene a IdS. Notemos que Homeo0(S) es un subgrupo normal de Homeo+(S).

Nota 1.3.1. En [Yag00], T. Yagasaki mostró que el espacio Homeo0(S) de una superficie de
tipo infinito S es una l2-variedad homotópicamente trivial, véase también [BMSY14, BMR+13].
Si S es una superficie de tipo finito posiblemente con frontera diferente de S0, S10, S

2
0, S1, el

disco cerrado, el anillo cerrado o el disco cerrado ponchado entonces el espacio Homeo0(S) es
contraíble, véase el Teorema 1.14 en [FM12] y referencias citadas allí.

Ahora introducimos el objeto principal de estudio.

Definición 1.3.2 (Grupo modular y grupo modular extendido). Dada S una superficie, el grupo
modular de S se define por

Mod (S) := Homeo+(S)/Homeo0(S), (1.3)

y el grupo modular extendido de S se define por

Mod ∗(S) := Homeo(S)/Homeo0(S). (1.4)

Nota 1.3.3. Equivalentemente, Mod ∗(S) es el grupo de todas las clases de isotopía de homeo-
morfismos S→ S que fijan puntualmente ∂S. Una afirmación similar es cierto para Mod (S).

Los grupos modulares de superficies de tipo finito han sido ampliamente estudiados y se
conoce mucho acerca de ellos, como ejemplo basta ver [FM12] en donde se pone de manifiesto
la importancia de estos grupos por su relación con distintas áreas de las matemáticas. Por otro
lado, solo recientemente el estudio de los grupos modulares de superficies de tipo infinito ha sido
de interés para la comunidad matemática, recomendamos ver [AV20] para un recopilación de los
resultados acerca de este tema hasta el momento.

Nota 1.3.4 (Grupo modular de superficies con frontera). Algunos resultados obtenidos en esta
tesis son válidos para superficies con frontera, diremos en su lugar cuando esto sea así. En este
caso, los elementos de Homeo(S) son todos los homeomorfismos h : S→ S tales que h|∂S = Id∂S.
De manera similar se definen los grupos Homeo+(S) y Homeo0(S). El grupo modular extendido
de una superficie con frontera, que también lo denotamos porMod ∗(S), se define como el grupo
de todas las clases de isotopía de homeomorfismos S → S que fijan puntualmente la frontera
de la superficie. En este caso la isotopía es relativa a la frontera de S. De forma similar se
define el grupo modular y los distintos subgrupos del grupo modular extendido que definiremos
posteriormente.

9



Homotopía vs Isotopía. Un hecho que será crucial en la obtención de nuestros resultados es
que homotopía e isotopía en superficies topológicas son equivalentes.

Teorema 1.3.5 (Equivalencia entre homotopía e isotopía). Sea S una superficie de tipo infinito
posiblemente con frontera y f, g ∈ Homeo+(S). Entonces f es homotópico a g si y solo si f es
isotopico a g.

Este Teorema 1.3.5 se sigue del trabajo de Cantwell y Colon, véase [CC15]. Este resultado
también es cierto para superficies de tipo finito, en cuyo caso se tiene que excluir el disco cerrado,
el anillo cerrado, y la esfera con una o dos ponchaduras, véase [Bae28, Eps66] o bien el Teorema
1.12 en [FM12].

En resumen, tenemos cuatro maneras equivalentes de ver el grupo modular (extendido) de
una superficie, excepto en los casos descritos en el párrafo anterior:

Mod (S) := Homeo+(S)/Homeo0(S),

= π0(Homeo
+(S)),

= Homeo+(S)/isotopía,
= Homeo+(S)/homotopía.

Nota 1.3.6 (Grupo modular suave). El grupo modular (extendido) de una superficie de tipo
finito se puede definir, equivalentemente, como el grupo de todas las clases de difeotopías de
la superficie, véase el Teorema 1.13 en [FM12]. Esto deja de ser cierto para superficies de tipo
infinito. Por mencionar solo un ejemplo, si S es una superficie cerrada menos el conjunto de
Cantor estándar (triádico) contenido en un intervalo Cn-encajado de manera suave en S, entonces
el grupo de todas las clases de difeotopías de clase Cn con n ≥ 2 es numerable, véase [FN18] para
más detalles y ejemplos más generales. También en [HM19b] podemos encontrar otras diferencias
entre el grupo modular y el grupo modular suave de superficies de tipo infinito.

Usando la compactificación de Freudenthal de una superficie S tenemos que todo elemento
del grupo modularMod (S) induce un homeomorfismo del espacio de fines Ends(S) en sí mismo,
es decir, se tiene el homomorfismo de grupos continuo

F :Mod (S)→ Homeo(Ends(S), Ends∞(S)). (1.5)

Definición 1.3.7 (Grupo modular puro). El grupo modular puro de una superficie S se define
por

PMod (S) := Ker (F).

El grupo modular puro PMod (S) es un subgrupo cerrado de Mod (S). Si el espacio de fines
de S es finito entonces PMod (S) tiene índice finito en Mod (S). También, PMod (S) coincide
con Mod (S) si y solamente si S es una superficie de tipo finito con a lo más una ponchadura
o S es una superficie de tipo infinito con a lo más un fin acumulado por género y a lo más
una ponchadura; la Figura 1.5 muestra las únicas posibilidades para S de tipo infinito con
PMod (S) =Mod (S). Notemos que PMod (S) es no numerable para superficies de tipo infinito.

Introducimos el siguiente subgrupo del grupo modular puro PMod (S).

Definición 1.3.8 (Grupo modular de soporte compacto). Dada una superficie S se define y
denota por Mod c(S) al subgrupo de PMod (S) generado por todas las clases de isotopía de
homeomorfismos con soporte compacto en S.
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Figura 1.5: Las dos posibilidades para una superficie de tipo infinito S que satisface PMod(S) =
Mod (S).

Si S es una superficie de tipo finito entoncesMod c(S) = PMod (S). En otro caso,Mod c(S)
es un subgrupo normal propio de PMod (S). En efecto, tomemos una saturación principal {Si}i∈N
por subsuperficies de tipo finito de la superficie de tipo infinito S. Entonces

Mod c(S) = lim−→PMod (Sn).
Así, Mod c(S) es numerable y por lo tanto distinto de PMod (S).

Nota 1.3.9 (Topología de Mod∗(S)). El grupo modular extendido Mod ∗(S) de una superficie
topológica S es un grupo topológico con la topología cociente heredada de Homeo(S) por medio
de la aplicación proyección π : Homeo(S) → Mod ∗(S). Con esta topología sobre Mod ∗(S), el
grupo modularMod (S) y el grupo modular puro PMod (S) son subgrupos cerrados deMod ∗(S).

Si Sng es una superficie de tipo finito entonces Mod ∗(Sng) es discreto. Como aporte de esta
tesis, los resultados obtenidos en los Capítulos 2 y 3 permiten obtener información acerca de
la topología de Mod ∗(S) cuando S es una superficie de tipo infinito. Por ejemplo, se puede
probar que el grupo modular extendido de una superficie de tipo infinito es un grupo topológico
polaco (Teorema 3.1.7), no numerable, totalmente disconexo (Teorema 2.1.10), topológicamente
perfecto (Teorema 2.1.11) y no es localmente compacto (Teorema 3.1.8). Varios de los resul-
tados anteriores aparecen recopilados en [Vla19] por N. Vlamis. Aquí damos demostraciones
alternativas de algunos de ellos.

1.4. Giros de Dehn

Uno de los elementos más simples del grupo modular de una superficie son los giros de Dehn
alrededor de curvas cerradas simples. Describiremos brevemente estos elementos y definiremos
los giros de Dehn alrededor de multicurvas.

Sea A el anillo cerrado S1× [0, 1] con su orientación estándar. Sea S una superficie topológica
orientada con orientación fija. Consideremos γ una curva cerrada simple en S,N(γ) una vecindad
regular cerrada de γ con orientación inducida por S y δ el arco simple transversal a γ que
conecta las dos componentes de frontera de N(γ). Tomemos el homeomorfismo ρ : A → N(γ)
que preserva la orientación tal que ρ−1(γ) = S1 ×

{
1
2

}
y ρ−1(δ) = {0} × [0, 1]. En la Figura 1.6

hemos identificado N(γ) con A y este a su vez lo hemos encajado en el plano (θ, t) por medio
de la aplicación (θ, r) 7→ (θ, r+ 1).

El giro de Dehn izquierdo Tγ : S→ S ∈ Homeo+(S) alrededor de la curva γ se define por:

Tγ(x) =

{
ρ ◦ T ◦ ρ−1(x) si x ∈ N(γ),
x si x ∈ SrN(γ),

donde T : A→ A es el homeomorfismo dado por T(θ, t) := (θ+ 2πt, t).
Denotamos con T−1γ al inverso de Tγ y lo llamamos el giro de Dehn derecho alrededor de la

curva γ. La clase de isotopía de Tγ está completamente determinada por la clase de isotopía de la
curva γ y no depende de la vecindad regular N(γ), véase [Iva01] y [FM12] para más propiedades
acerca de los giros de Dehn.
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Figura 1.6: Acción del giro de Dehn izquierdo Tγ sobre el arco δ.

Nota 1.4.1 (Generadores del grupo modular). Para una superficie de tipo finito Sng , el grupo
modular puro PMod (Sng) está generado por un número finito de giros de Dehn. Dado que
PMod (Sng) es un subgrupo de índice finito enMod (Sng) tenemos que este último es finitamente
generado, más aún, está generado por un número finito de giros de Dehn y medios giros (half-
twist), véase la Sección 9 en [FM12] para la definición de los homemorfismos medios giros. De
hecho, Mod (Sng) está finitamente presentado, véase el Teorema 5.3 en [FM12].

Dado un grupo topológico G y A ⊆ G, decimos que G es topológicamente generado por A
si G = 〈A〉, es decir, A genera un subgrupo denso de G. Si S es una superficie de tipo infinito
con a lo más un fin acumulado por género entonces PMod (S) es topológicamente generado por
giros de Dehn, véase [PV18] o [AV20]. En otro caso, el grupo modular puro es topológicamente
generado por giros de Dehn y translaciones del género (handle shifts), véase el Teorema 4 en
[PV18]. Por otro lado, el grupo modular de una superficie de tipo infinito no es topológicamente
generado por un subconjunto compacto, véase [Vla19].

Introducimos ahora los giros de Dehn alrededor de multicurvas. Esta clase de homeomorfis-
mos serán importantes para establecer los resultados en el Capítulo 4. Sea K un subconjunto
finito o infinito de N, m ∈ ZK y α := {αk}k∈K una multicurva en una superficie topológica S.
Para cada curva αk ∈ α tomamos Nk := N(αk) una vecindad regular cerrada de αk en S tal que
Ni ∩Nj = ∅ para todo i 6= j.

El giro de Dehn izquierdo alrededor de la multicurva α, Tα ∈ Homeo+(S), la definimos por

Tα(x) =

{
Tαk(x) si x ∈ Nk,
x si x ∈ Sr (∪k∈KNk),

De manera similar, decimos que T−1α es el giro de Dehn derecho alrededor de la multicurva
α. Notemos que la clase de isotopía de Tα es un elemento en el grupo modular puro PMod (S).
Los giros de Dehn alrededor de multicurvas en superficies de tipo infinito serán importantes en
nuestro trabajo desarrollado en el Capítulo 4.

1.5. Clasificación de Nielsen-Thurston

La clasificación de los elementos de Mod (Sng) es un resultado central en desarrollo de la teo-
ría de los grupos modulares de superficies de tipo finito. Esta clasificación se debe a Thurston
en [Thu88]. Sin embargo, este resultado ya aparecía implícita en los trabajos de Nielsen, reco-
mendamos ver [FM12] para más información acerca de este tema. En lo que sigue describimos
brevemente en qué consiste esta clasificación.
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Sea Sng una superficie de tipo finito. Un homeomorfismo ϕ ∈ Homeo+(Sng) es pseudo-Anosov
si existe un par de foliaciones singulares medibles transversas (Fu, µu) y (Fs, µs) sobre Sng y un
número λ > 1 tales que

ϕ · (Fu, µu) = (Fu, λµu), y
ϕ · (Fs, µs) = (Fs, λ−1µs).

Las foliaciones (Fu, µu) y (Fs, µs) se llaman foliación inestable y foliación estable, respecti-
vamente, y el número λ se dice que es el factor de estiramiento de ϕ.

Un elemento f ∈Mod (S) es pseudo-Anosov si tiene un representante en su clase de isotopía
que es un homeomorfismo pseudo-Anosov. Dos homeomorfismos pseudo-Anosov en la misma
clase de isotopía son conjugados por un homeomorfismo isotópico a la identidad, véase [FLP12].

También decimos que un elemento f ∈ Mod (Sng) es reducible si existe una multicurva α =
{α}mi=1 tal que f(αi) es isotópica a αi para todo i ∈ {1, . . . ,m}.

Teorema 1.5.1 (Clasificación de Nielsen-Thurston). Sea Sng una superficie de tipo finito. Enton-
ces cada elemento f ∈Mod (Sng) es periódico, reducible o pseudo-Anosov. Además, un elemento
pseudo-Anosov no es periódico ni reducible.

En el Capítulo 4 extenderemos la construcción de Thurston-Veech (Sección 14.1 en [FM12])
a superficies de tipo infinito el cual llamamos la construcción de Hooper-Thurston-Veech, véase la
Sección 4.3. Con esta herramienta logramos construir elementos en el grupo modular de ciertas
superficies de tipo infinito con acción loxodrómica en el grafo de lazos. Estos elementos son
análogos a los homeomorfismos pseudo-Anosov en el sentido que preservan un par de foliaciones
singulares medibles transversas sobre la superficie de tipo infinito con factor de estiramiento
λ ≥ 2, véase el Teorema 4.3.8.

1.6. El grafo de curvas

Un objeto importante en el estudio de los grupos modulares de superficies es el complejo de
curvas. Dada una superficie S, el complejo de curvas C(S) asociado a S es el complejo simpli-
cial abstracto cuyo conjunto de vértices está formado por todas las clases de isotopía de curvas
cerradas simples esenciales en S, los k-simplejos están formados por k+ 1 vértices con represen-
tantes disjuntos a pares. Este complejo simplicial fue introducido por W. Harvey [Har79, Har81]
para superficies de tipo finito y desde entonces se ha demostrado que es un objeto central en el
estudio de grupos modulares, véase [Iva01]. El complejo de curvas es un complejo bandera (flag
complex) y por lo tanto el grupo de automorfismos simpliciales de C(S) es isomorfo al grupo de
automorfismos simpliciales del 1-esqueleto de C(S), el cual se conoce como el grafo de curvas de
la superficie S que también denotamos por C(S).

Al grafo de curvas C(S) lo dotamos de la métrica combinatoria que a cada par de vértices
conectados por una arista le asigna distancia igual a 1. Para toda superficie S, excepto para
las superficies esporádicas, C(S) es no vacío, conexo y localmente infinito, [Sch06]. Sin embargo,
dependiendo del tipo topológico de la superficie, el grafo de curvas tiene distintas propiedades. Si
Sng no es esporádica entonces C(Sng) es 17-hiperbólico en el sentido de Gromov y tienen diámetro
infinito, véase [MM99, HPW15, Bow14]. En cambio, si S es una superficie de tipo infinito entonces
C(S) tiene diámetro 2 y por consiguiente es 2-hiperbólico. En el capítulo 3 quedará claro que si
bien el grafo de curvas de una superficie de tipo infinito no es interesante desde el punto de vista
de la geometría a larga escala por tener diámetro finito sí captura mucha información algebraica
y topológica del grupo modular.

El grupo modular extendido de una superficie S induce una acción natural por automorfismos
simpliciales sobre el grafo de curvas, esto es, dado φ := [f] ∈Mod ∗(S), definimos φ̃ ∈ Aut (C(S))
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por φ̃ : [α] 7→ [f(α)] para todo vértice [α] ∈ C0(S). De esta manera tenemos el morfismo de grupos
siguiente:

Ψ :Mod ∗(S) → Aut (C(S))
φ 7→ φ̃

La aplicación del método de Alexander (Sección 2.3 en [FM12]) para superficies de tipo
finito permite establecer que Ψ es inyectiva si Sng /∈ {Sn≤21 , S2}, véase también el Teorema 2.1.1.
El primer aporte de esta tesis al estudio de grupos modulares de superficies de tipo infinito se
encuentra en el Capítulo 2 en donde desarrollamos el método de Alexander para superficies de
tipo infinito. Entre algunas de las aplicaciones de este resultado obtenemos que Ψ es inyectiva
para toda superficie de tipo infinito.

Otro de los aportes principales de esta tesis es el análogo del siguiente teorema para superficies
de tipo infinito, véase el Teorema 3.1.4.

Teorema 1.6.1 (de Ivanov para superficies de tipo finito). Sea Sng una superficie de tipo finito
no esporádica distinta de S21. Entonces todo automorfismo simplicial de C(Sng) está inducido por
un homeomorfismo, es decir, Ψ es sobreyectiva.

Este resultado fue demostrado inicialmente por N. Ivanov [Iva97] cuando Sng tienen género al
menos dos; desde entonces se conoce como el Teorema de Ivanov. Posteriormente este teorema
fue extendido de forma independiente por M. Korkmaz [Kor96] y F. Luo [Luo00] para superficies
de género cero con al menos cinco ponchaduras y para superficies con género uno y al menos dos
ponchaduras, este último da una descripción precisa del homomorfismo Ψ en los casos restantes.
El Teorema de Ivanov es central en la teoría por los profundos resultados que se derivan de
este acerca de la estructura algebraica de Mod (Sng), algunas aplicaciones del Teorema 1.6.1 se
pueden ver en [Iva01, Iva97]. En la introducción del Capítulo 3 recopilamos algunas aplicaciones
del análogo del Teorema 1.6.1 para superficies de tipo infinito concernientes a la topología y
estructura algebraica del grupo modular extendido Mod ∗(S).

1.7. El grafo de lazos

Este grafo de lazos fue introducido por J. Bavard [Bav16] (motivada por las preguntas de D.
Calegari en [Cal09a]) al estudiar el espacio de cuasimorfismos no triviales deMod (S2r(K ∪∞))
con K un conjunto de Cantor contenido sobre el ecuador horizontal de S2, (D. Calegari en
[Cal09a] propuso estudiar el grafo de rayos de S2 r (K ∪∞) con potenciales aplicaciones al
estudio del espacio de cuasimorfismos del grupo modular Mod (S2 r (K ∪∞)). En [Bav16], J.
Bavard demostró que el grafo de lazos es cuasi-isométrico al grafo de rayos, es Gromov-hiperbólico
y tiene diámetro infinito). Posteriormente, el grafo de lazos fue generalizado para toda superficie
de tipo infinito S y se demostró que este grafo es Gromov-hiperbólico y tiene diámetro infinito,
véase [AFP17, FA19]. Recientemente, en [BW18b] y [BW18a], J. Bavard y A. Walker estudian
la frontera de Gromov del grafo de lazos y establecen una descripción precisa de los elementos de
Mod (S;p) con acción loxodrómica en el grafo de lazos. Usando esta descripción, en el Capítulo 4
construimos elementos loxodrómicos que no preservan ninguna subsuperficie de tipo finito. Esta
construcción está inspirada en la construcción de Thurston-Veech de homeomorfismos pseudo-
Anosov de superficies de tipo finito.

Definición 1.7.1 (Lazo esencial). Sea S una superficie y p ∈ S un punto marcado. Un lazo
basado en p es una función continua α : [0, 1] → S tal que α(0) = α(1) = p y la restricción de
α al intervalo abierto (0, 1) es un encaje topológico. Decimos que un lazo es esencial si no es
isotópico, relativo a {p}, a un punto.
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Equivalentemente, si pensamos a p como una punchadura de S entonces un lazo esencial en
S es un arco esencial con ambos puntos finales en p, véase la Definición 1.2.1. Ahora definimos
formalmente el grafo de lazos de una superficie con al menos una ponchadura.

Definición 1.7.2 (Grafo de lazos). Sea S una superficie y p ∈ S un punto marcado. El grafo de
lazos de S, L(S;p), es el grafo simplicial abstracto cuyo conjunto de vértices son todas las clases
de isotopía, relativa a {p}, de lazos esenciales en S y dos vértices generan una arista en L(S;p) si
tienen representantes disjuntos.

Nota 1.7.3. Notemos que todo lazo tiene soporte en una subsuperficie de tipo finito de S, por
consiguiente, el conjunto de vértices de L(S;p) es numerable.

Definición 1.7.4. Sea S una superficie y p ∈ S un punto marcado. Definimos y denotamos con
Mod (S;p) al grupo de todas las clases de isotopía, relativa a {p}, de homeomorfismos S→ S que
preservan la orientación de S y que fijan a p. De forma análoga se defineMod ∗(S;p) permitiendo
homeomorfismos que no necesariamente preservan la orientación de S.

Nota 1.7.5. Si la superficie S no tienen ponchaduras, es decir, IPEnds(S) = ∅ entonces el grupo
Mod (S;p) coincide con el grupo modular Mod (Sr {p}). El recíproco también es cierto.

Si dotamos al grafo de lazos L(S;p) con la métrica combinatoria, entonces el grupoMod (S;p)
actúa por isometrías sobre L(S;p). Más aún, la acción es fiel. En efecto, consideremos a p como
una ponchadura de S y supongamos que f ∈ Mod (S) fija la clase de isotopía de todo lazo
α basado en p. Entonces f también fija la clase de conjugación de todo elemento en π1(S, p).
Por el método de Alexander para superficies de tipo finito e infinito, véase el Teorema 2.1.4), f
es isotópico a IdS relativo a Ends(S), en particular, f es isotópico a IdS relativo a {p} pues p
consideramos a p como una ponchadura de S.
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Capítulo 2

Método de Alexander para superficies
de tipo infinito

2.1. Resultados y aplicaciones

El método de Alexander nos dice que para poder decidir si un homeomorfismo Sng → Sng es
isotópico a IdSng basta ver su acción sobre una colección finita de arcos y curvas esenciales en
Sng , véase la Sección 2.3 en [FM12] para más detalles.

Teorema 2.1.1 (método de Alexander para superficies de tipo finito). Sea Sng una superficie de
tipo finito con complejidad κ(Sng) ≥ 1 y ϕ ∈ Homeo+(Sng). Si Sng /∈ {S01, S

1
1, S

2
1, S

0
2} entonces existe

una colección finita de curvas esenciales Γ en Sng tal que si ϕ preserva las clases de isotopía de
los elementos de Γ , entonces ϕ es isotópico a IdSng .

Nota 2.1.2. Para toda superficie en el conjunto {S01, S
1
1, S

2
1, S

0
2} la involución hiperelíptica no es

isotópica al homeomorfismo identidad y preserva las clases de isotopía de toda curva esencial en
la superficie, véase la Figura 2.1.

Figura 2.1

Una aplicación inmediata del método de Alexander es el siguiente:

Corolario 2.1.3. Si Sng es una superficie de tipo finito con complejidad κ(Sng) ≥ 2 y no pertenece
al conjunto {S21, S2} entonces el homomorfismo de grupos Ψ : Mod ∗(Sng) → Aut (C(Sng)) es
inyectivo.

Motivados por estudiar el homomorfismo Ψ en el caso de superficies de tipo infinito, en este
apartado generalizamos el método de Alexander. El enunciado que probaremos en este capítulo
es el siguiente:

Teorema 2.1.4. Sea S una superficie de tipo infinito posiblemente con frontera no vacía. En-
tonces existe una colección de curvas y arcos esenciales Γ en S localmente finita tal que cualquier
homeomorfismo en Homeo+(S) que preserva la clase de isotopía de los elementos en Γ , es iso-
tópico a la identidad en S.
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La colección de curvas y arcos esenciales Γ en el Teorema 2.1.4 es localmente finita, de
cardinalidad infinita, y se cumple que toda subsuperficie de tipo finito de S contiene un número
finito de elementos de Γ . En este sentido, Γ es pequeña comparada con el número total de
curvas y arcos esenciales en la superficie S. Los resultados de este capítulo fueron publicados en
[HHMV19].

Aplicaciones

En [HHV17], J. Hernández-Hernández y F. Valdez demostraron que la representación Ψ es fiel
si S es una superficie de tipo infinito cuyos fines están acumulados por género. Como aplicación
del Teorema 2.1.4 obtenemos la generalización de este resultado para toda superficie de tipo
infinito. Los métodos usados en [HHV17] son distintos a los desarrollados aquí.

Teorema 2.1.5. Sea S una superficie de tipo infinito. Entonces la acción natural del grupo
modular extendido de S en el complejo de curvas es fiel, es decir, Ψ :Mod ∗(S)→ Aut (C(S)) es
inyectivo.

El centro de un grupo G es el subgrupo de G generado por todos los elementos de G que
conmuta con todo elemento de G. J. Lanier y M. Loving nos han señalado el siguiente corolario
del Teorema 2.1.4. La demostración es completamente análoga a la prueba del Teorema 3.10 en
[FM12] o véase [LL19].

Teorema 2.1.6. Sea S una superficie de tipo infinito. Entonces en centro deMod (S) es trivial.

Nota 2.1.7. Para superficies con frontera, la clase de isotopía de giros de Dehn alrededor de
curvas paralelas a las curvas frontera son elementos no triviales del centro del grupo modular.

La siguientes aplicaciones están relacionadas con la topología del grupo modular.

Proposición 2.1.8. Sea S una superficie de tipo infinito posiblemente con frontera. Entonces
el subgrupo normal Homeo0(S) es cerrado en Homeo(S).

Demostración. Dado K ⊂ S compacto y U ⊆ S abierto denotamos con [K,U] al elemento en la
base de la topología compacto-abierta de Homeo+(S). Pongamos C := Homeo0(S) y tomemos
f ∈ C r C ⊆ Homeo+(S). Sea α una curva esencial en S y consideremos N(α) una vecindad
regular (abierta) de α en S homeomorfa a un anillo abierto. Como f ∈ [α, f(N(α))], existe
h ∈ C ∩ [α, f(N(α))]. Así, h(α) es isotópica a f(α). También, h(α) es isotópica a α pues h ∈ C.
Por lo tanto, f(α) es isotópica a α para toda curva esencial α en S. Por el Teorema 2.1.4, f está
en C. Por lo tanto Homeo0(S) es cerrado en Homeo+(S).

Dado que Homeo+(S) es cerrado en Homeo(S), tenemos que Homeo0(S) es cerrado en
Homeo(S). �

Nota 2.1.9 (Mod ∗(Sng) es discreto). Si Sng es una superficie de tipo finito entonces la Proposición
2.1.8 también es válido y su demostración es análoga. Más aún, Homeo0(Sng) es abierto en
Homeo(Sng). Para ver esto, tomemos una colección finita de curvas esenciales Γ cuya unión llena
Sng y que satisface las hipótesis del Teorema 2.1.1. Entonces Homeo0(Sng) =

⋂
γ∈Γ [γ,N(γ)]. Por

lo tanto, Homeo0(Sng) coincide con la componente conexa de Homeo(Sng) que contiene a IdSng .
Así concluimos que Mod ∗(Sng) es discreto.

Si S es una superficie de tipo infinito entonces Homeo0(S) coincide con la componente conexa
de Homeo(S) que contiene a IdS. La prueba usa el Teorema 2.1.4 y es bastante elaborada para
presentarla aquí, nos referimos a las notas de N. Vlamis [Vla19] para su demostración. La
discusión anterior implica lo siguiente:
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Teorema 2.1.10. Sea S una superficie de tipo infinito posiblemente con frontera. Entonces el
grupo modular extendido Mod ∗(S) es totalmente disconexo.

El siguiente resultado marca otra diferencia entre los grupos modulares de superficies de tipo
infinito y los grupos modulares de superficies de tipo finito.

Teorema 2.1.11. Sea S una superficie de tipo infinito posiblemente con frontera. Entonces el
grupo modular extendido Mod ∗(S) es topológicamente perfecto.

Demostración. Tomemos {αi}i≥1 una multicurva infinita en S. Definamos fn ∈ Homeo+(S) como
el giro de Dehn alrededor de la multicurva {αi}i≥n. Tenemos que la sucesión {fn} converge a IdS
en la topología compacto abierta, y por lo tanto [IdS] ∈Mod ∗(S) es un punto de acumulación.

�

2.2. Prueba del Teorema 2.1.4

En lo que resta de este capítulo todas las superficies que consideremos son de tipo infinito posi-
blemente con frontera. Esbozamos brevemente la idea de la prueba del Teorema 2.1.4. Usamos la
noción de saturación principal de una superficie de tipo infinito S (Definición 1.1.10) y probamos
que todo homeomorfismo h que preserva las clases de isotopía de las curvas frontera de la satu-
ración principal es isotópico a un homeomorfismo h′ que fija puntualmente las componentes de
frontera de la saturación principal, véase el Lema 2.2.4. En la prueba de este lema usamos teoría
de obstrucción para asegurar la existencia de tal isotopía. Esta es la parte delicada y técnica de
toda la prueba. Por ello dedicamos una sección individual al final del capítulo para exponer el
resultado de teoría de obstrucción que usamos. Introducimos el concepto de sistema de Alexan-
der estable de curvas y arcos en una superficie S. Estas son colecciones de curvas y arcos en la
superficie tal que todo homeomorfismo f ∈ Homeo+(S) que preserva las clases de isotopía de
los elementos de esta colección es isotópica a IdS. Posteriormente, construimos explícitamente
una colección de curvas y arcos que llenan la superficie S y probamos que esta colección es un
sistema de Alexander estable. Al final demostramos que existe una cantidad no numerable de
sistemas de Alexander estables.

Recordemos que si S tiene frontera entonces los elementos de Homeo+(S) fijan puntualmente
la frontera de S. Además, las isotopías se consideran relativas la ∂S.

La siguiente definición está inspirada en el método de Alexander para superficies de tipo
finito, véase la Sección 2.3 en [FM12].

Definición 2.2.1 (Sistema de Alexander). Sea Γ := {γi}i∈I una colección de curvas y arcos
esenciales en S. Decimos que Γ es un sistema de Alexander si satisface las siguientes condiciones:

1. Los elementos en Γ están en posición mínima por pares.

2. Para todo γi, γj ∈ Γ con γi 6= γj, tenemos que γi no es isotópico a γj.

3. Para distintos indices i, j, k ∈ I, al menos uno de los siguientes conjuntos es vacío: γi ∩ γj,
γj ∩ γk, γk ∩ γi.

Observemos que todo subconjunto de un sistema de Alexander es un sistema de Alexander.
Cabe señalar que la definición de sistema de Alexander es también válida para superficies de
tipo finito. La siguiente proposición es el análogo de la Proposición 2.8 en [FM12] en el contexto
de superficies de tipo infinito cuya demostración también es completamente análoga.
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Lema 2.2.2 (Proposición 2.8 [FM12]). Sea S una superficie de tipo infinito posiblemente con
frontera no vacía, y Γ un sistema de Alexander finito en S. Si h ∈ Homeo+(S) tal que para toda
γ ∈ Γ , h(γ) es isotópico a γ, entonces existe f ∈ Homeo+(S) isotópico a IdS relativo a ∂S tal
que f|γ = h|γ para toda γ ∈ Γ .

Nota 2.2.3. Si S no es conexa y Γ tiene cardinalidad finita en cada componente de S, entonces
podemos aplicar el Lema 2.2.2 a cada componente conexa de S.

Sea {Si}i∈N una saturación principal de S (Definición 1.1.10). Para cada i ∈ N, denotamos
por Bi al conjunto de todas las curvas frontera de Si que son curvas esenciales en S. Por la
condición 2 en la Definición 1.1.10, para i 6= j tenemos que Bi ∩ Bj = ∅. Definimos las fronteras
de {Si}i∈N por B :=

⋃
i∈N Bi.

Por simplicidad, si A es una colección de curvas y arcos en S y f ∈ Homeo+(S), denotamos
con f|A a la restricción de f al conjunto en S que resulta de la unión de todos los elementos en
A.

El paso fundamental para demostrar el Teorema 2.1.4 es el lema siguiente.

Lema 2.2.4. Sea S una superficie de tipo infinito posiblemente con frontera, {Si}i∈N una satura-
ción principal de S, y B las fronteras de {Si}i∈N. Si h ∈ Homeo+(S) es tal que h(γ) es isotópico
a γ para toda γ ∈ B, entonces h es isotópico a un homeomorfismo g ∈ Homeo+(S) para el cual
g|B = Id|B.

Demostración. Dividimos la prueba en dos partes. En la primera parte construimos un homeo-
morfismo g tal que g|B = IdS|B. En la segunda parte, usando resultados clásicos de teoría de
obstrucción, mostramos que g es isotópica a h. En la Sección 2.3 explicamos los resultados de
teoría de obtrucción que utilizamos.

Primera Parte: Construcción de g. Notemos que para cada i ≥ 1, Bi es un sistema de
Alexander finito tanto en S como en S r Sk para cada k < i. Dado que h y B1 satisfacen
las condiciones del Lema 2.2.2, existe f1 ∈ Homeo+(S) isotópico a IdS tal que f1|B1 = Id|B1 .
Definamos g1 := f−11 ◦ h. Entonces g1|B1 = IdS|B1 , y por lo tanto g1(S1) = S1. Además, g1 fija
las clases de isotopía de los elementos de B. De esta manera tenemos que la restricción de g1 a
Sr int(S1) y B2 satisfacen las condiciones de la Nota 2.2.3 en Sr int(S1).

Sea g̃1 := g1|Srint(S1). Entonces por la Nota 2.2.3, existe f̃2 ∈ Homeo+(Sr int(S1)) (que fija
puntualmente ∂(Srint(S1))) isotópico a IdSrint(S1) relativo a ∂(Srint(S1)) tal que f̃2|B2 = g̃1|B2 .
Así, definimos el homeomorfismo siguiente:

f2(s) =

{
s si s ∈ S1,
f̃2(s) otro caso.

Notemos que f2 también es isotópico a IdS. Similarmente, definimos g2 := f−12 ◦ g1 ∈
Homeo+(S).

Por construcción, g2 satisface que g2|B2 = IdS|B2 , y g2|S1 = g1|S1 . Más aún, g2 preserva las
componentes conexas de Sr S2, y g2 es isotópica a g1.

De esta manera, definimos inductivamente para cada n > 2 un homeomorfismo gn ∈
Homeo+(S) tal que:

1. gn es isotópico a gn−1,

2. gn|Bn = IdS|Bn , y

3. para todo m < n, tenemos que gn|Sm = gm|Sm .

20



Definimos la función siguiente:

g : S → S

s 7→ gn(s) si s ∈ Sn.

Por el punto 3, g está bien definida. Además, por construcción se tiene que g ∈ Homeo+(S)
y g|B = IdS|B.

Segunda Parte: g es isotópico a h. Afirmamos que para cada n ≥ 1, el homeomorfismo gn
es homotópico a gn+1 relativo a Sn, es decir, existe una homotopía Hn : S× I→ S que satisface
lo siguiente:

(a) Hn|S×{0} = gn,

(b) Hn|S×{1} = gn+1, y

(c) Hn(x, t) = gn(x) = gn+1(x) para todo t ∈ I y para todo x ∈ Sn.

La prueba de la afirmación anterior usa teoría de obstrucción. Su exposición será tratada
en la Sección 2.3 al final de este capítulo. La principal dificultad es que hay muchas formas de
homotopar gn en gn+1. Nosotros estamos interesados en asegurar la existencia de las homotopías
Hn que son relativas a Sn.

Para cada n ≤ 1, definimos el homeomorfismo

ζn:
[
n−1
n ,

n
n+1

] → [0, 1]

t 7→ n (n+ 1)
(
t− n−1

n

)
.

Por las condiciones (a) y (b) sobre la familia de homotopías {Hn} la aplicación H : S× I→ S

dada por

H(s, t) =

{
Hn (s, ζn (t)) si t ∈

[
n−1
n ,

n
n+1

]
,

g(s) si t = 1,

está bien definida.
Afirmamos que H es una homotopía entre g1 y g. Primero, notamos que para todo s ∈ S,

H(s, 0) = H1(s, ζ1(0)) = H1(s, 0) = g1(s) y H(s, 1) = g(s). Resta probar que H es continua.
Si (s, t) ∈ S × [0, 1), entonces por definición, para algún n ≤ 1, H y Hn coinciden en alguna
vecindad abierta de (s, t). Por la continuidad de Hn, H es continua en (s, t). Ahora, tomemos
(s, 1) ∈ S × {1}. Entonces existe m ≥ 1 tal que s ∈ int(Sm) para todo m ≥ n. Escojamos una
vecindad abierta Us de s propiamente contenida en int(Sm). Por la condición (c) listada arriba,
para todo m ≥ n y (s ′, t ′) ∈ Us× (n−1n , 1], tenemos que H(s ′, t ′) = Hm(s ′, t ′) = gm(s ′) = g(s ′).
Así, H coincide con g en una vecindad abierta de (s, 1) y por lo tanto H es continua en (s, 1).

Finalmente, dado que h es isotópica a g1, obtenemos que h es homotópica a g. Por el Teorema
1.3.5, concluimos que h es isotópica a g. �

Definición 2.2.5 (Sistema de Alexander estable). Sea Γ un sistema de Alexander en S. Decimos
que Γ es un sistema de Alexander estable en S si Γ llena S y cada f ∈ Homeo+(S) que preserva
las clases de isotopía de los elementos en Γ es isotópico a la identidad relativo a ∂S.

Nota 2.2.6. No todo sistema de Alexander que llena S es estable. En la Figura 2.2 mostra-
mos una colección de curvas A en la superficie cerrada con género 4 en donde la involución
hiperelíptica preserva las curvas en A pero no es isotópica al homeomorfismo identidad.
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Figura 2.2: Un ejemplo de sistema de Alexander que llena la superficie cerrada con género 4 que
no es estable.

Figura 2.3: (Izquierda) Un ejemplo de sistema de Alexander estable en la superficie S44,3. (Dere-
cha) Un ejemplo de sistema de Alexander estable en la superficie S0,8

Nota 2.2.7. En la Figura 2.3 mostramos ejemplos de sistemas de Alexander estables en superfi-
cies de tipo finito que pueden usarse para construir sistemas de Alexander estables en cualquier
superficie de tipo infinito. La forma de hacer lo anterior es tomando una saturación principal
{Si}i∈N de S y considerar las curvas y arcos en la Figura 2.3 en cada componente conexa de SrB.

Prueba del Teorema 2.1.4. Construiremos un sistema de Alexander Γ que llena S y mostramos
que este es estable.

Tomemos una saturación principal {Si}i∈N de S, y sea B a la colección de curvas frontera de
{Si}i∈N que no son curvas frontera de S. Sea γ ∈ B y supongamos que γ es una curva frontera
de Sn.

Tomemos τ1 y τ2 dos puntos distintos en γ y escojamos dos arcos esenciales a1, a2 en S que
conectan τ1 con τ2 de tal manera que el interior de a1 este contenido en Sn r int(Sn−1) y el
interior de a2 este contenido en el interior de Sn+1 r int(Sn).

La concatenación γ∗ de a1 seguido de a2 es una curva esencial que intersecta transversalmente
γ en los puntos τ1 y τ2. Denotamos por B∗ a la colección {γ∗}γ∈B.

Para cada n ≥ 1 es posible escoger una colección finita Cn de curvas esenciales en Sn r
int(Sn−1) tal que para cada componente conexa S ′ de Sn r int(Sn−1) la colección de curvas y
arcos definida por Cn ∪ (B∗ ∩ S ′) es un sistema de Alexander finito cuyo complemento en S ′ es
una unión disjunta de discos y discos ponchados. Por el método de Alexander para superficies
de tipo topológico finito (Proposición 2.8 [FM12]), Cn ∪ (B∗ ∩ S ′) es estable. Ejemplos de tales
colecciones de curvas son mostradas en la Figura 2.3.

Definimos C :=
⋃
n≥1Cn y Γ := B ∪ B∗ ∪ C. Hacemos notar que por construcción Γ es un

sistema de Alexander en S.
Sea h ∈ Homeo+(S) tal que fija las clases de isotopía de elementos en γ. Afirmamos que h

es isotópica a IdS, probando así que Γ es un sistema de Alexander estable.
Primero, dado que h fija la clase de isotopía de los elementos en B ⊆ Γ , el Lema 2.2.4, h es

isotópica a h ′ ∈ Homeo+(S) para la cual h ′|B = IdS|B. En particular, h ′ fija todas las clases de
isotopía de los elementos en Γ .
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También, notemos que para cualquier n ≥ 1, si S ′ es una componente conexa de Sn r
int(Sn−1), entonces h ′|S ′(S ′) = S ′ y h ′|∂S ′ = Id∂S ′ . Así, h ′|S ′ ∈ Homeo+(S ′) y fija puntualmente
∂S ′. Usando el hecho que por construcción R := Γ ∩ S ′ es un sistema de Alexander estable en
S ′, y que h ′|S ′ fija las clases de isotopía de cada elemento en R, obtenemos una isotopía JS ′
relativa a ∂S ′ de h ′|S ′ a IdS ′ . Repitiendo este proceso con todas las componentes conexas de
Sn r int(Sn−1) para toda n ≥ 1, obtenemos una colección de isotopías relativas a la frontera
de {Si}i∈N. Finalmente, juntamos estas isotopías para obtener una isotopía de h ′ a IdS. Aquí
termina la prueba del Teorema 2.1.4. �

Ya que hemos probado la existencia de sistemas de Alexander estables de curvas y arcos
en cualquier superficie de tipo infinito, mostramos a continuación que existe una cantidad no
numerables de clases de isotopía de estas.

Lema 2.2.8. Sea S una superficie de tipo infinito posiblemente con frontera. Entonces existe
una cantidad no numerable de clases de isotopía de sistemas de Alexander estables en S.

Demostración. Fijemos {Si}i∈N una saturación principal de S, y sea Γ := B ∪ C ∪ B∗ como
en la prueba del Teorema 2.1.4. Para cada i ≥ 1, sea φi ∈ Homeo+(int(Si) r Si−1) (que fija
puntualmente ∂(int(Si)rSi−1)) un homeomorfismo pseudo-Anosov (con S0 = ∅), véase la sección
1.4 para ver la definición de homeomorfismo pseudo-Anosov.

Denotemos porA al conjunto de todas las clases de isotopía de sistemas de Alexander estables
de S. Notemos que A es invariante bajo la acción de Homeo+(int(Si)rSi−1); así podemos definir
la aplicación siguiente:

Φ : {0, 1}Z
+ → A

{εi}i∈N 7→
B ∪

⋃
i≥1
φεii (Ci)

 ∪
⋃
i≥1
φεii (f(Bi))

 ,
donde f es la biyección entre B y B∗. Dado que cada φi es un homeomorfismo pseudo-Anosov,
Φ es inyectivo. De esta manera, A es un conjunto no numerable. �

2.3. Homotopía relativa

En este apartado explicamos cómo resultados clásicos de teoría de obstrucción son usados para
asegurar la existencia de las homotopías Hn en la prueba del Lema 2.2.4. Nuestra discusión está
basada en el trabajo de P. Olum [Olu50] y adaptada al contexto de superficies orientadas con
frontera.

El problema de la Extensión: Sea S una superficie orientable (no necesariamente compacta, ni
de tipo finito y con frontera posiblemente no vacía) y S′ ⊆ S una subsuperficie. Consideremos
dos funciones continuas f0, f1 : S→ S tal que f0(s) = f1(s) para todo s ∈ S′. Siguiendo [Olu50],
sea S̄0,1 el subconjunto de S× I formado por S× {0}∪S′× I∪S× {1}. Definamos F : S̄0,1 → S por:

F(s, t) =

{
f0(s) si (s, t) ∈ S× {0} ∪ S′ × I
f1(s) si (s, t) ∈ S× {1}.

(2.1)

Decimos que f0 es homotópica a f1 relativa a S′ si F definida como arriba tiene una extensión
continua a S×I. El resultado siguiente es una adaptación del Teorema 25.2 en [Olu50] al contexto
de superficies orientables con frontera no vacía; este da un criterio para determinar cuando f0
y f1 son homotópicas relativa a S′. Primero enunciamos el resultado, después explicamos su
contenido y finalmente mostramos cómo aplicarlo en la prueba del Lema 2.2.4.
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Teorema 2.3.1. Sean f0, f1 : S → S dos funciones continuas tal que f0(s) = f1(s) para todo
s ∈ S′ con S ′ una subsuperficie conexa y no vacía de S. Sea s0 ∈ S′ y θi : π1(S, s0)→ π1(S, fi(s0))
el homomorfismo inducido por fi para i = 0, 1. Para k ∈ {0, 1, 2} fijo, los enunciados siguientes
son equivalentes:

1. (Para k = 2) Ok(f0, f1) rel S′ es no-vacío y contiene al elemento cero.

2. (Para 1 ≤ k) f0 ' f1 dim k (rel S′).

3. (Para 1 ≤ k) Ok+1(f0, f1) rel S′ es no vacío.

4. (Para k = 1) Los homomorfismos θ0, θ1 inducidos por f0 y f1, respectivamente, son iguales.

Ahora explicamos el contenido de este teorema. Sea τ una triangulación de S y τk su k-
esqueleto (en particular τ2 = S). Dos funciones f0 y f1 que satisfacen las hipótesis del Teorema
anterior son homotópicas en dimensión k relativa a S′, escribimos f0 ' f1 dim k (rel S′), si f0
restringida a S′ ∪ τk es homotópica a f1 restringida a S′ ∪ τk relativa a S′. Este es precisamente
el contenido del punto 2. En los puntos 1 y 3 aparece Ok(f0, f1) rel S′, la k-ésima obstrucción
de una homotopía de f0 a f1 relativo a S′. Este es un subconjunto del grupo de cohomología
Hk(S, S′, θ∗0πn). Aquí, θ

∗
0πk es el sistema de grupos locales (torcidos) θ∗0πk(S, s0), donde πk(S, s0)

es el k-ésimo grupo de homotopía de S con base en s0. La definición tanto de obstrucción como
de cohomología de grupos están explicados en[Olu50], citamos también [DK01] para ver los
resultados clásicos de teoría de obstrucción. Como veremos posteriormente estos objetos son
triviales en nuestro contexto.

Construcción de las homotopías Hn. Recordemos que en la prueba del Lema 2.2.4 para cada
n ≥ 1 tenemos dos homeomorfismos gn, gn+1 ∈ Homeo+(S) isotópicos entre sí que coinciden
en Sn ⊂ S. Esto implica que los isomorfismos que inducen en el grupo fundamental de S con
punto base en el interior de Sn son iguales. En otras palabras, gn y gn+1 satisfacen el punto 4
del Teorema 2.3.1.

Por el punto 3 tenemos que O2(f0, f1) rel S′ es no vacío. Dado que S no es una esfera,
los grupos de cohomología H2(S, S′, θ∗0πn) son triviales (pues todos los coeficientes π2(S, s0) son
triviales), y por lo tanto tenemos queO2(f0, f1) rel S′ solo contiene al elemento cero, satisfaciendo
así el punto 1 para k = 2. En particular, por el punto 2 podemos concluir que gn y gn+1 son
homotópicas en dimensión dos relativo a Sn, lo cual deseábamos. �
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Capítulo 3

Automorfismos del grafo de curvas

3.1. Resultados y aplicaciones

La aplicación del método de Alexander nos permite obtener que el homomorfismo Ψ :Mod ∗(S)→
Aut (C(S)) es inyectivo para toda superficie S /∈ {S01, S

1
1, S

2
1, S

0
2} con complejidad κ(S) ≥ 1, véase

el Corolario 2.1.3. Ahora cabe preguntarse si la representación Ψ es sobreyectiva.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Ivanov para superficies de tipo finito). Sea Sng una superficie de
tipo finito no esporádica distinta de S21. Entonces todo automorfismo simplicial de C(Sng) está
inducido por un homeomorfismo, es decir, Ψ es sobreyectiva.

Este resultado fue demostrado inicialmente por N. Ivanov [Iva97] cuando Sng tienen género al
menos dos; desde entonces se conoce como el Teorema de Ivanov. Posteriormente este teorema
fue extendido de forma independiente por M. Korkmaz [Kor96] y F. Luo [Luo00] para superficies
de género cero con al menos cinco ponchaduras y para superficies con género uno y al menos
dos ponchaduras, este último da también una descripción precisa del homomorfismo Ψ en los
casos restantes. El Teorema de Ivanov es central en la teoría por los profundos resultados que se
derivan de este acerca de la estructura algebraica de Mod (Sng), algunas aplicaciones se pueden
ver en [Iva01, Iva97].

Nota 3.1.2. Si S ∈ {S01, S
1
1, S

4
0} entonces C(S) tiene una cantidad numerable de vértices y carece

de aristas. Por consiguiente, el grupo Aut (C(S)) es isomorfo al grupo de permutaciones de N,
el cual es no numerable. Sin embargo, Mod (S) es numerable. Así, el homomorfismo Ψ no es
sobreyectivo.

Por otro lado tenemos el problema de rigidez del grafo de curvas, esto es: Si φ : C(S)→ C(S′)
es un isomorfismo simplicial entre el grafo de curvas de S y S′, respectivamente, entonces ¿S
es homeomorfa a S′?, es decir, ¿el complejo de curvas está completamente determinado por la
superficie? Como consecuencia del trabajo de K. Shackleton [Sha07] sobre encajes locales entre
grafos de curvas de superficies de tipo finito se deduce que C(Sng) es rígido combinatoriamente
para superficies Sng no esporádicas y no contenidas en {S2, S

6
0, S

2
1, S

5
0} (Teorema 1 en [Ibíd.]), más

aún, por el Teorema de Ivanov φ está inducido por un homeomorfismo. En colaboración con J.
Hernández-Hernández y F. Valdez [HHMV18] probamos los análogos de los resultados anteriores
para grafos de curvas de superficies de tipo infinito. De forma más precisa, demostramos el
teorema siguiente:

Teorema 3.1.3. Sean S y S′ dos superficies de tipo infinito y φ : C(S)→ C(S′) un isomorfismo
simplicial. Entonces S es homeomorfa a S′ y φ está inducido por un homeomorfismo h : S→ S′.

La sobreyectividad de Ψ fue obtenido de forma independiente por J. Bavard, S. Dowdall, y
K. Rafi en [BDR20].
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Aplicaciones

Presentamos aquí algunas aplicaciones del Teorema 3.1.3. Recomendamos ver las notas de N.
Vlamis [Vla19] en donde aparecen algunas de estas aplicaciones y se recopilan muchas otras más.
También recomendamos el artículo [AV20] de J. Aramayona y N. Vlamis en donde se puede ver
un panorama general sobre lo que se sabe acerca de grupos modulares de superficies de tipo
infinito.

Usando el método de Alexander para superficies de tipo infinito, véase el Teorema 2.1.5, y
el Teorema 3.1.3 obtenemos:

Teorema 3.1.4. Sea S una superficie de tipo topológico infinito. Entonces todo automorfismo
del complejo de curvas está inducido por un homeomorfismo. Más aún, la aplicación natural

Ψ :Mod∗ (S)→ Aut (C(S))

es un isomorfismo.

Este resultado fue obtenido previamente por J. Hernández-Hernández y Ferrán Valdez en
[HHV17] en el caso cuando S es una superficie de tipo infinito tal que todos sus fines son
acumulados por género.

Como aplicación del Teorema de Ivanov en el contexto de superficies de tipo finito, N. Ivanov
mostró que el grupo de automorfismos exteriores de un subgrupo de índice finito de Mod∗ (S)
es finito, y que el grupo conmensurador abstracto1 de Mod∗ (S) es isomorfo a Mod∗ (S). Nos
referimos a la sección 8 y 9 de [Iva01] para ver otras aplicaciones del Teorema de Ivanov. De
forma muy similar al estudio emprendido por N. Ivanov, en [BDR20] J. Bavard, S. Dowdall, y
K. Rafi obtienen como aplicación del Teorema 3.1.4 lo siguiente:

Teorema 3.1.5 ([BDR20]). Sea S una superficie de tipo infinito. Entonces

a) el grupo de automorfismos externos de un subgrupo de índice finito de Mod∗ (S) es finito,
y

b) el grupo conmensurador abstracto de Mod∗ (S) es isomorfo a Mod∗ (S).

Véase el Corolario 1.2 en [BDR20] para una versión más detallada y completa del Teorema
anterior.

Otra aplicación importante del Teorema 3.1.4 es que el isomorfismo Ψ :Mod ∗(S)→ Aut (C(S))
es un isomorfismo de grupos topológicos al dotar a Aut (C(S)) con la topología permutación. Ex-
plicamos esto a continuación. Sea X un grafo con conjunto de vértices numerable. Dado A un
subconjunto de vértices en X, definimos el estabilizador puntual de A por U(A) := {f ∈ Aut (Γ) :
f(a) = a para todo a ∈ A}. La colección de todos los Aut (Γ)-trasladados de estabilizadores
puntuales de conjuntos finitos A define una base para la topología de Aut (Γ).

El conjunto de vértices de C(S) es numerable de cardinalidad infinita, por consiguiente
Aut (C(S)) es un grupo topológico con la topología permutación descrita arriba. Por otro la-
do recordemos que Mod∗ (S) es un grupo topológico con la topología cociente inducida por
Homeo(S, ∂ S) con la topología compacta-abierta.

Los siguientes dos resultados aparecen por primera vez en [APV17] atribuidos a J. Arama-
yona, P. Patel y N. Vlamis.

Por el Teorema 3.1.4 y la aplicación del método de Alexander (Teorema 2.1.4) nos da como
resultado el siguiente

1Sea G un grupo. Consideremos el conjunto {f : Γ1 → Γ2 isomorfismo : Γ1, Γ2 ≤ G de índice finito}. Dos
morfismos f : Γ1 → Γ2 y f ′ : Γ ′1 → Γ ′2 están relacionados si coinciden en un subgrupo de índice finito de Γ1 ∩ Γ ′1 . El
conjunto de clases de equivalencia de tales isomorfismos define el conmensurador abstracto de G el cual se denota
por Comm(G). Este tiene estructura de grupo al definir f ′ ◦ f sobre f ′(Γ2 ∩ Γ ′1).
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Teorema 3.1.6 ([APV17]). Sea S una superficie de tipo infinito. Entonces el isomorfismo de
grupos Ψ :Mod∗ (S)→ Aut (C(S)) es un homeomorfismo de grupos topológicos.

Usando el trabajo de P. Cameron en [Cam96], damos una prueba alternativa del siguiente
teorema.

Teorema 3.1.7 ([APV17]). Sea S una superficie de tipo infinito. El grupo topológico Mod∗ (S)
es polaco.

Demostración. Por el Teorema 3.1.6,Mod ∗(S) es isomorfo como grupo topológico a Aut (C(S)).
Luego, por el Teorema 2.1 en [Cam96] el grupo Aut (C(S)) es un subgrupo cerrado del grupo
simétrico infinito NN. Dado que NN es un grupo topológico Polaco y que esta propiedad se hereda
a subgrupos cerrados, obtenemos que Aut (C(S)) es Polaco. �

Recordemos que si S es una superficie de tipo finito, entoncesMod∗ (S) es un grupo topológico
discreto. En particular,Mod∗ (S) es localmente compacto. Usando la correspondencia topológica
dada por el Teorema 3.1.6 y que el grupo Aut (C(S)) puede verse como subgrupo cerrado del
grupo simétrico infinito NN, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.8 ([Vla19]). Sea S una superficie de tipo topológico infinito. El grupo topológico
Mod∗ (S) no es localmente compacto.

Demostración. Por el Teorema 3.1.6, probamos la afirmación para Aut (C(S)). Supongamos que
este espacio es localmente compacto, es decir, para todo punto f̃ ∈ Aut (C(S)) existe una vecindad
U de f̃ con cerradura compacta. Tomando una traslación podemos asumir que U(A) ⊆ U para
algún conjunto finito A de vértices en C(S). Como U es relativamente compacto tenemos que la
cerradura de U(A) es compacta en Aut (C(S)).

Por otro lado, dado un vértice v en C(S), definimos Pv : Aut (C(S)) → C0(S) por f̃ 7→ f̃(v)
para cada f̃ ∈ Aut (C(S)), donde C0(S) denota el conjunto de vértices de C(S). Con la topología
discreta sobre C0(S), la función Pv es continua. Así, para cada v ∈ C0(S), Pv(U(A)) ⊂ C0(S) es
finito. Afirmamos que existe v ∈ C0(S) − A y existe f ∈ Mod ∗(S) tal que f̃ = Ψ(f) ∈ U(A) y
f̃(v) /∈ Pv(U(A)). Esto es una contradicción pues como f̃ ∈ U(A) entonces por la definición de
Pv, f̃(v) ∈ Pv(U(A)). Para probar la afirmación, sea S ′ una subsuperficie conexa de tipo finito de
S que contiene a toda curva de A. Tomemos v una curva con soporte disjunto de S ′. Luego dado
B un conjunto finito de curvas en S arbitrario, es posible encontrar un homeomorfismo f con
soporte disjunto de S ′ y tal que f(v) no esté contenida en B. Haciendo B = Pv(U(A)) obtenemos
la prueba de la afirmación. �

3.2. Invarianza del tipo topológico de curvas

En esta sección damos los resultados preliminares necesarios para probar el Teorema 3.1.3.
Primero caracterizamos simplicialmente las descomposiciones en pantalones de una superficie.
Luego, definimos el grafo de adyacencia asociado a una descomposición en pantalones de una
superficie de tipo infinito y probamos que todo isomorfismo simplicial entre grafos de curvas
induce un isomorfismo entre grafos de adyacencia. También investigamos la invarianza de ciertos
tipos topológicos de clases de isotopía de curvas esenciales bajo isomorfismos simpliciales entre
grafos de curvas.

Recordemos que una descomposición en pantalones de una superficie S es una multicurva
maximal (respecto a la inclusión), véase la Definición 1.2.8. Nos referimos por descomposición
en pantalones tanto a una multicurva maximal P := {αk}k∈K y a su imagen {[αk]}k∈K en C0(S).

El siguiente lema caracteriza simplicialmente una descomposición en pantalones de S en el
grafo de curvas C(S).
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Lema 3.2.1. Sea S una superficie de tipo infinito y P := {αk}k∈N ⊆ C0(S). Entonces P es una
descomposición en pantalones de S si y solo si esta colección satisface lo siguiente:

1. i(αk, αl) = 0 para todo k, l ∈ N,

2. para cada α ∈ C0(S) se tiene:

a. i(α,αk) 6= 0 para algún k ∈ N, y
b. |{k ∈ N : i(α,αk) 6= 0}| <∞.

Demostración. La condición necesaria se verifica rápidamente. Probamos la condición suficiente.
Dado que S es una superficie, está uniformizada por el disco de Poincaré. Así, podemos escoger
una métrica Riemanniana completa en S con curvatura constante negativa. Dado que la métrica
es completa, podemos escoger para cada αk el único representante geodésico en la clase de
isotopía de αk. Las condiciones 1 y 2.a implican que {αk}k∈N es una colección maximal de curvas
disjuntas y no isotópicas a pares. Para verificar que esta colección de curvas es localmente finita
procedemos de la siguiente manera. Sea s ∈ S un punto y N ⊆ S una subsuperficie compacta de
tipo finito que contiene a s en su interior, tal que cada componente de ∂N es una curva geodésica
cerrada esencial en S. Supongamos primero que existe una cantidad finita de curvas en {αk}k∈N
que intersectan a ∂N. En este caso, podemos encontrar una vecindad U de s contenida en N que
intersecta a un número finito de elementos en {αk}k∈N. Por otro lado, si una cantidad infinita de
elementos en {αk}k∈N intersecta a ∂N, obtenemos una contradicción con la condición 2.b. �

Corolario 3.2.2. Sea φ : C(S) → C(S ′) un isomorfismo simplicial. Entonces φ manda una
descomposición en pantalones de S en una descomposición en pantalones de S ′.

Una multicurva L en una superficie S acota una subsuperficie Σ de S, si los elementos de L
son exactamente las curvas frontera de la cerradura de Σ en S. También, decimos que Σ está
inducida por L si existe un subconjunto M ⊆ L que acota int(Σ) y no contiene elementos de
LrM en su interior. En este caso, ∂Σ 6= ∅ y las curvas frontera de Σ están contenidas en L.

Sea P una descomposición en pantalones, y α,β ∈ P. Decimos que α y β son adyacentes
respecto a P si existe una subsuperficie Σ inducida por P tal que α y β son dos de sus curvas
frontera.

Definición 3.2.3 (Grafo de adyacencia). Sea S una superficie y P una descomposición en
pantalones de S. Definimos el grafo de adyacencia de P, denotado por A(P), como el grafo
simplicial abstracto cuyo conjunto de vértices es P y dos vértices generan una arista si son
adyacentes respecto a P.

Ahora estamos en condiciones de probar que un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas
induce un isomorfismo entre grafos de adyacencia.

Proposición 3.2.4. Sea φ : C(S) → C(S ′) un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas de
superficies de tipo infinito. Entonces φ induce un isomorfismo de grafos

φ̃ : A(P)→ A(φ(P))
para cualquier descomposición en pares de pantalones P de S.

Demostración. Dado que descomposiciones en pantalones son multicurvas maximales, φ̃ es una
correspondencia biyectiva entre el conjunto de vértices de A(P) y el conjunto de vértices de
A(φ(P)). De esta manera, basta verificar que tanto φ̃ como φ̃−1 preservan aristas. Lo anterior
sigue del hecho que cualesquiera dos vértices α y β son adyacentes en A(P) si y solo si existe
una curva γ en S que intersecta a α y β pero no intersecta ninguna otra curva en Pr {α,β}.
�
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A continuación probamos varias propiedades topológicas preservadas por el isomorfismo φ :
C(S) → C(S ′). Los siguientes dos lemas y la Proposición 3.2.7 se pueden deducir del trabajo
de Shakelton [Sha07]. Para ser más precisos, el Lema 3.2.6 y la Proposición 3.2.7 abajo son
los Lemas 8 y 12 en [Sha07]. El trabajo de Shackelton no es en el contexto de superficies de
tipo infinito, sin embargo, los argumentos que usa son de naturaleza local, y así, pueden ser
inmediatamente extrapolados a todas las superficies de tipo infinito. Para que esta parte de la
tesis sea autocontenido, incluimos un esbozo de las pruebas en cada caso.

Decimos que una curva esencial α en S es separadora si S r α no es conexa. Una curva
separadora es exterior si acota una subsuperficie homeomorfa a S30.

Lema 3.2.5. Sea φ : C(S) → C(S ′) un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas de super-
ficies de tipo infinito. Entonce φ envía curvas separadoras no-exteriores en curvas separadoras
no-exteriores, curvas no-separadoras en curvas no-separadoras y por lo tanto curvas exteriores
en curvas exteriores.

Demostración. Observemos que para cualquier descomposición en pantalones P de S, un vértice
en A(P) es un vértice de corte si y solo si es una curva separadora no-exterior. Como φ̃ es un
isomorfismo, esta preserva vértices separadores y así φ envía curvas separadoras no-exteriores
en curvas separadores no-exteriores.

Ahora, si α es una curva no-separadora en S, podemos encontrar una descomposición en
pantalones P de S con α en P y con grado cuatro en A(P). El resultado sigue de notar que
un vértice en A(P) asociado a una curva exterior tiene grado a lo más dos para cualquier
descomposición en pantalones P. �

Sea α una curva separadora no-exterior contenida en una descomposición en pantalones P
de S. Entonces por la definición de adyacencia con respecto a P, existe descomposiciones en
pantalones P1, P2 de las componentes conexas de S r {α} que corresponden a las componentes
conexas de A(P)r {α}. Por la Proposición y Lema anteriores, esta descomposición es preservada
por φ, esto es, φ(α) es una curva separadora no-exterior en S′, y φ(P1), φ(P2) son descompo-
siciones en pantalones de S′ r {φ(α)}. En el caso particular que α acote una subsuperficie de
tipo finito con complejidad κ, tenemos que φ(α) también acota una subsuperficie de tipo finito
con complejidad κ. Estos hechos aparecerán de forma implícita en la prueba de algunos de los
resultados subsecuentes.

Lema 3.2.6. Sea φ : C(S) → C(S ′) un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas de super-
ficies de tipo infinito y α una curva separadora no-exterior que acota una subsuperficie homeo-
morfa a S11,0 (toro ponchado). Entonces φ(α) también acota a una subsuperficie homeomorfa a
S11,0 (toro ponchado).

Demostración. Sea S := Σ1 t α t Σ2 donde Σ1 es un toro ponchado y Σ2 es una superficie de
tipo infinito conexa. Sea P una descomposición en pantalones de S que contiene α. Entonces
P := P1tαtP2 con P1 y P2 descomposición en pantalones de Σ1 y Σ2, respectivamente. Además,
P1 solo contiene una curva no-separadora β (es decir, Σ1 tiene complejidad uno). Observar que
α es un vértice de corte en A(P). Por el Lema 3.2.5, φ(α) es también un vértice de corte en
A(φ(P)).

Entonces S′ := Σ′1 t φ(α) t Σ′2 donde Σ′1 y Σ′2 son subsuperficies conexas de S′, y φ(P) :=
φ(P1) t φ(α) t φ(P2) con φ(P1) y φ(P2) descomposiciones en pantalones de Σ′1 y Σ′2, respec-
tivamente. Por lo tanto, Σ′1 tiene complejidad uno y φ(P1) solo contiene a φ(β). Nuevamente,
por el Lema 3.2.5, φ(β) es una curva no-separadora en S′ y concluimos que φ(α) acota un toro
ponchado. �
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Proposición 3.2.7. Sea φ : C(S) → C(S ′) un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas
de superficies de tipo infinito. Entonces el género de S coincide con el género de S ′, es decir,
g(S) = g(S ′).

Demostración. Sea L una multicurva en S tal que cada curva en L acota un toro ponchado en
S y S r L solo tiene una componente conexa de tipo topológico infinito con género cero. En
otras palabras, L es una multicurva que captura todo el género en S, véase la Figura 3.1. Por lo
anterior, g(S) coincide con la cardinalidad de L. Por el Lema 3.2.6, para cada α ∈ L, la curva
φ(α) acota un toro ponchado en S′ inducido por φ(L). Así, g(S) ≤ g(S′). Dado que φ es un
isomorfismo obtenemos la igualdad. �

Figura 3.1: Curvas que capturan el género de S.

Dos curvas {α,β} forman un par periférico si acotan una subsuperficie de S homeomorfa a
S10,2 (anillo ponchado).

Proposición 3.2.8. Sea φ : C(S) → C(S ′) un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas de
superficies de tipo infinito. Entonces φ envía pares periféricos en pares periféricos.

Demostración. Observemos que si {α,β} es un par periférico entonces ambas curvas son separa-
doras o bien ambas son no-separadoras. Por lo tanto consideramos solo los tres casos siguientes:
(1) ambas curvas α y β son curvas separadoras siendo α una curva exterior, (2) ambas curvas α
y β son curvas separadoras no-exteriores, y (3) ambas curvas α y β son curvas no-separadoras.

Caso 1 : Sea P una descomposición en pantalones de S que contiene a α y β. Entonces α es
un vértice de grado uno en A(P) que es adyacente solo a β. Estas propiedades son preservadas
por isomorfismos simpliciales. Por la Proposición 3.2.4 y Lema 3.2.5, φ(α) es una curva exterior
adyacente solo a φ(β) y así estas curvas forman un par periférico en S′.

Caso 2 : Este es un resultado inmediato del hecho que φ es un isomorfismo y del lema siguiente
que da una caracterización simplicial de pares periféricos formado por curvas separadoras no-
exteriores. Recordemos que el enlace de un vértice α ∈ C0(S) es el subgrafo completo de C(S)
inducido por todos los vértices adyacentes a α en C(S). Esto lo denotamos por Lk(α). Notemos
también que Lk(α) es naturalmente isomorfo a C(S r α). Para cualquier subgrafo Γ de C(S),
denotamos por Γ∗ al grafo cuyo conjunto de vértices es V(Γ) y dos vértices generan una arista
si no generan una arista en Γ .

Lema 3.2.9. Sean α y β dos curvas separadoras no-exteriores disjuntas. Entonces el grafo
(Lk(α) ∩ Lk(β))∗ tiene dos componentes conexas si y solo si {α,β} forma un par periférico.

Demostración. La condición necesaria de la afirmación es evidente. Para la condición suficiente,
notemos que Sr (α ∪ β) := S1tS2tS3. Como (Lk(α) ∩ Lk(β))∗ tiene dos componentes conexas,
existe j tal que Sj tiene complejidad no-positiva. Más aún, dado que α y β son curvas separadores
no-exteriores obtenemos que ∂Sj = α∪β. Un cálculo directo sobre los posibles tipos topológicos
de Sj da el resultado. �
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Caso 3 : Hasta tomar un homeomorfismo de S, podemos encontrar una curva separadora γ tal
que {α,β, γ} acota un pantalón como en la Figura 3.2. Sea P una descomposición en pantalones
de S que contenga a {α,β, γ}. Por el Lema 3.2.5, φ(γ) es también una curva separadora, así
tenemos que S′ rφ(γ) := S1 t S2, más aún, el vértice correspondiente en A(φ(P)) es un vértice
de corte que separa a A(φ(P)) en un grafo finito Γ1 (cuyos vértices son φ(α) y φ(β)) y un
grafo infinito Γ2. La definición de adyacencia con respecto a A(φ(P)) implica que Γ1 y Γ2 son los
grafos de adyacencia de descomposiciones en pantalones de S1 y S2 (hasta re-indexar para que
los índices coincidan), respectivamente. Entonces S1 tiene complejidad igual a dos y contiene a
φ(α) ∪ φ(β). Dado que ambas curvas φ(α) y φ(β) son no-separadoras en S′, S1 tiene género
positivo. Por lo tanto S1 es homeomorfa a un toro con una componente de frontera (con curva
frontera φ(γ)) y una ponchadura, de donde se obtiene el resultado. �

Figura 3.2: α y β son curvas no-separadoras que forman un par periférico.

Proposición 3.2.10. Sea φ : C(S)→ C(S ′) un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas de
superficies de tipo topológico infinito. Suponga que α es una curva separadora no exterior que
acota una subsuperficie de tipo finito Σ ⊆ S. Entonces φ(α) acota una subsuperficie de tipo finito
Σ ′ ⊆ S ′ homeomorfa a Σ.

Demostración. Sea S := Σ t α t Σ1 donde Σ es una superficie de tipo finito conexa con género
g, n ponchaduras y una componente de frontera dada por α. Entonces por el Lema 3.2.5 y el
parráfo que le sigue, φ(α) acota una subsuperficie de tipo finito Σ′ de la misma complejidad que
Σ. Así podemos escribir S′ := Σ′ tφ(α) t Σ′1. Tomemos P una descomposición en pantalones de
Σ satisfaciendo:

Si g = 0, P está compuesta solamente de curvas separadoras en S.

Si g > 0, P contiene g curvas que acotan un toro ponchado y P ∪ {α} contiene n pares
periféricos.

Notemos que estas propiedades de P son preservadas por φ. Si g = 0 entonces φ(P) está
también compuesta solamente de curvas separadoras, así Σ′ tiene género cero. Si g > 0 entonces
φ(P) es una descomposición en pantalones de Σ′ con g curvas que acotan un toro ponchado
y φ(P) ∪ {φ(α)} contiene n pares periféricos. Dado que Σ y Σ′ tienen la misma complejidad y
exactamente una componente de frontera, un cálculo directo muestra que ellas son homeomorfas.

�
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3.3. Prueba del Teorema 3.1.3

La idea de la prueba es la siguiente: si {Si}i∈N es una saturación principal de S y φ : C(S)→ C(S ′)
es un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas entonces existe un homeomorfismo f : S→ S ′

que coincide con φ en la colección B de curvas frontera de la saturación principal. La herra-
mienta principal para establecer esto es el uso del grafo de adyacencia de una descomposición
en pantalones de S. Luego mostramos que la restricción de φ a Si define una función simplicial
inyectiva φi : C(Si) → C(f(Si)). Aplicando el trabajo de K. Shackleton [Sha07] sobre la rígi-
dez combinatoria del grafo de curvas de superficies de tipo finito obtenemos homeomorfismos
gi : Si → f(Si) que coincide con φi. Finalmente se prueba que esta colección de homeomorfismos
induce un homeomorfismo h : S→ S′ que coincide con φ en todo C(S).

Sea {Si}i∈N una saturación principal de S. Para cada i ≥ 1 denotamos por Bi al conjunto de
curvas frontera de Si y B :=

⋃
i≥1 Bi.

En la prueba del teorema siguiente usamos la siguiente notación: dada una descomposición
en pantalones P de S y un subconjunto Y ⊆ P, denotamos por V(Y) al conjunto de vértices en
el grafo de adyacencia A(P) definido por los elementos en Y.

Teorema 3.3.1. Sean S y S ′ superficies de tipo infinito y φ : C(S) → C(S ′) un isomorfismo
simplicial. Entonces S es homeomorfa a S ′. Más aún, existe un homeomorfismo f : S → S ′ tal
que φ(β) = f(β) para todo β ∈ B.

Demostración. Sea S r B :=
⋃
j≥1 int(Σj), donde la colección {Σj}j≥1 está formada por subsu-

perficies de S de tipo finito cuya complejidad es al menos cuatro y tal que para cualquier j 6= k,
Σj ∩ Σk es vacía o bien está formado por curvas frontera de Si, para alguna i ≥ 1, véase la
Figura 3.3. Para cada j ≥ 1, sea Pj una descomposición en pantalones de Σj que contiene una
multicurva (posiblemente vacía) tal que cada curva en ella acota un toro ponchado en Σj; en
otras palabras, escogemos Pj de tal manera que capture el género de Σj, como en la Figura 3.1.
Entonces P :=

(⊔
j≥1 Pj

)⊔(⊔
i≥1 Bi

)
es una descomposición en pantalones de S. Sea A(P) el

grafo de adyacencia de P y φ̃ : A(P) → A(φ(P)) el isomorfismo de grafos correspondiente (ver
Proposición 3.2.4). Las curvas en B son por definición no-exteriores y separadoras, así cada ele-
mento v ∈ V(B) es un vértice de corte en A(P). Entonces A(P)rV(B) =

⊔
j≥1 Γj, donde cada Γj

es un subgrafo finito cuyo conjunto de vértices V(Γj) es precisamente la descomposición en pares
de pantalones Pj de Σj

Recordando que φ envía curvas separadoras no-exteriores en curvas separadoras no-exteriores
(ver Lema 3.2.5) y definiendo Σ′j como la subsuperficie de S′ acotada por φ(∂Σj), tenemos que

φ̃(P) =

⊔
j≥1
φ̃(Pj)

⊔⊔
i≥1
φ̃(Bi)


es tal que φ̃(Pj) es una descomposición en pantalones de Σ′j ⊂ S′. Dado que φ̃(Pj) es conexa
respecto a A(φ(P)), Σ′j es conexa. Por construcción Pj captura el género de Σj y dado que φ es
un isomorfismo simplicial, Σj y Σ′j tienen el mismo género, el mismo número de componentes de
frontera y la complejidad de ambas coinciden. Un cálculo directo permite concluir que ellas son
homeomorfas. Nuevamente, por construcción tenemos que ∂Σ′j := {φ(α) : α ⊆ ∂Σj}. Entonces
podemos encontrar una colección de homeomorfismos que preservan la orientación {fj : Σj →
Σ′j}j≥1 tal que cada fj envía una curva frontera α ⊂ ∂Σj en φ(α) ⊂ ∂Σ′j. Estos homeomorfismos
se pueden pegar para originar un homeomorfismo global f : S→ S′ que coincide con φ sobre el
conjunto B. �
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Figura 3.3: La colección de subsuperficies {Σj}j≥1.

Con este resultado hemos probado la rigidez topológica del grafo de curvas. Ahora que
sabemos que S es homeomorfa a S ′ resta probar que φ está inducido por un homeomorfismo
S→ S ′.

De aquí en adelante, f : S → S′ denota al homeomorfismo obtenido en el Teorema 3.3.1.
Notemos que todo homeomorfismo h de la forma f ◦ g con g ∈ Stabpt(B), donde Stabpt(B) :=
{g ∈ Homeo+(S) : g fija puntualmente a B}, también coincide con φ en B.

Para cada subsuperficie Σ de S con complejidad al menos dos, tenemos que la inclusión
natural ι : Σ → S induce un mapeo simplicial ι∗ : C(Σ) → C(S) entre grafos de curvas que es
un isomorfismo sobre su imagen. Abusando de notación, denotamos por C(Σ) a la imagen de ι∗
sobre C(S). Análogamente, hacemos lo mismo para subsuperficies de S′.

Lema 3.3.2. Para todo i ≥ 1, y para toda curva α ∈ C(Si) < C(S), tenemos que φ(α) ∈
C(f(Si)) < C(S′). En particular, para cada i ≥ 1, la restricción de φ a C(Si) define una función
simplicial inyectiva φi : C(Si)→ C(f(Si)).
Demostración. Sea i ≥ 1 fijo, P1 una descomposición en pantalones de Si, y P2 una descomposi-
ción en pantalones de SrSi. Entonces P := P1tBitP2 define una descomposición en pantalones
de S.

Recordemos que f coincide con φ sobre B, y que todas las curvas en ∂f(Si) son separadoras.
Entonces, por el mismo argumento como en el Teorema 3.3.1 tenemos que φ(P1) es una des-
composición en pantalones de f(Si) y está contenida en el interior de f(Si). Análogamente, las
curvas en φ(P2) están contenidas en el interior de f(Sr Si).

Ahora, sea α una curva contenida en Si. Si α ∈ P1, entonces φ(α) ∈ C(f(Si)) como arriba.
Si α /∈ P1, entonces existe β ∈ P1 tal que i (α,β) 6= 0. Así tenemos que:

φ(α) es disjunta de cada elemento de φ(Bi) = f(Bi),

φ(β) está contenida en f(Si), y

i (φ(α), φ(β)) 6= 0.

Por lo tanto podemos concluir que φ(α) está contenida en f(Si). �
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Con este Lema y el resultado de Shackleton sobre rigidez combinatoria entre grafos de curvas
(véase el Teorema 1 en [Sha07]), obtenemos para cada i ≥ 1 un homeomorfismo gi : Si → f(Si)
inducido por φi, esto es, para toda curva α ∈ C(Si) se tiene que φ(α) = gi(α).

Afirmamos que cada gi se puede extender, hasta isotopía, a un homeomorfismo gi : Si → f(Si)
entre las cerraduras en S y S′ de las subsuperficies respectivas. Explicamos esto en los siguientes
párrafos.

Cada Si es una subsuperficie abierta de S y sus ponchaduras se pueden clasificar en dos cate-
gorías: aquellas que persisten cuando tomamos la cerradura Si de Si en S (que son precisamente
las ponchaduras de Si que también son ponchaduras de S) y aquellas que no (estas inducen
curvas en Bi = ∂Si cuando se toma la cerradura de Si en S). La obstrucción de la extensión de
gi es que gi intercambie una ponchadura de Si que persiste en Si con otra que no. Supondremos
que este es el caso y llegaremos a una contradicción.

Sean α, β y γ curvas que acotan un pantalón en S tal que α ⊂ Si y β, γ ∈ C(Si). Notemos
que esto implica que {β, γ} es un par periférico en Si. Si gi intercambia la ponchadura de Si
definida por Si r α con una ponchadura de S, entonces {φ(β), φ(γ)} define un par periférico en
S. Por la Proposición 3.2.8, {β, γ} es también un par periférico en S′. Esta situación está descrita
en la Figura 3.4. Es claro que S r α tiene una componente cuya complejidad es estrictamente
menor que tres. Esto es una contradicción pues ambas componentes de Srα tiene complejidad
al menos cuatro.

Figura 3.4: {β, γ} es un par periférico.

De esta manera podemos isotopar gi a un homeomorfismo g̃i : Si → f(Si) que se puede
extender a un homeomorfismo gi : Si → f(Si) que también está inducida por φi. Usando el
Lema siguiente podemos asegurar que para cada i ≥ 1, gi coincide con f sobre el conjunto B.

Lema 3.3.3. Sean α,β y γ curvas en S que acotan un pantalón en S tal que α es una curva
separadora. Entonces φ(α), φ(β) y φ(γ) también acotan un pantalón en S′.

Demostración. Sea P una descomposición en pantalones de S con α,β, γ ∈ P. Entonces α es
adyacente a β y γ, y β es adyacente a γ en A(P). Por la Proposición 3.2.4, sabemos que
adyacencia es preservada por φ. La única posibilidad para que esto suceda y que las curvas
φ(α), φ(β) y φ(γ) no acoten un pantalón en S′, está (hasta isomorfismo) ilustrado en la Figura
3.5. Sin embargo, si esto sucede, podemos encontrar una curva δ en S′ que intersecta solo una vez
a φ(α), lo cual es imposible dado que φ(α) es una curva separadora en S′ (véase Lema 3.2.5).
Por lo tanto φ(α), φ(β) y φ(γ) acotan un pantalón en S′. �

Para cada i ≥ 1 podemos tomar un homeomorfismo li : Sr Si → S′ r f(Si) de la forma f ◦ η
con η ∈ Stabpt(B), y definimos:
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Figura 3.5: Las curvas φ(α), φ(β) y φ(γ) no acotan un pantalón.

hi(x) =

{
gi(x) si x ∈ Si,
li(x) si x ∈ Sr Si.

De esta forma obtenemos una familia de homeomorfismo hi : S → S′ que por construcción
satisface que hi(α) = φ(α) = hj(α) para todo i < j y toda α ∈ C(Si) < C(Sj) < C(S). Como
consecuencia del Método de Alexander (véase la Proposición 2.8, [FM12]), obtenemos que para
cada i < j, hi|Si = hj|Sj ◦Mi, donde Mi ∈ Homeo+(Si) es un giro de Dehn (posiblemente con
peso) a lo largo de una multicurva cuyo soporte está contenido en una vecindad de ∂Si en Si.
En otras palabras, para cada i ≥ 1 existe una subsuperficie S̃i ⊂ Si ⊂ S isotópica a Si tal que el
soporte de Mi está contenido en S r S̃i :=

⊔mi
k=1Ak, donde cada Ak es un anillo. En particular

tenemos que M|S̃i = Id|S̃i , y así para cada i < j, hi|S̃i = hj|S̃i . De esta manera podemos definir

h : S → S′

s ∈ S̃i 7→ hi(s).

Dado que para todo 1 ≤ i < j tenemos que hi|S̃i = hj|S̃i , h está bien definida. Más aún, es
un homeomorfismo y por construcción coincide con φ en todo el grafo de curvas C(S), como se
deseaba. �
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Capítulo 4

Elementos del grupo modular con
acción loxodrómica en el grafo de lazos

4.1. Resultados y aplicaciones

Sea S una superficie de tipo infinito y p ∈ S un punto marcado. Recordamos que Mod (S;p) es
el grupo de todas las clases de isotopía, relativa a {p}, de homemorfismos S → S que preservan
la orientación de S y fijan p, véase la Definición 1.7.4. Notemos que Mod (S;p) coincide con el
grupo modular Mod (Sr {p}) si y solo si S no tiene ponchaduras, es decir, IPEnds(S) = ∅.

El grupoMod (S;p) está relacionado con el grupo modularMod (S) por medio de la sucesión
exacta de Birman:

1 −→ π1(S, p)
P−→Mod (S;p)

F−→Mod (S) −→ 1. (4.1)

Para obtener lo anterior, primero notemos que Homeo+(S, p) → Homeo+(S)
E−→ S es un

fibración donde E es la función evaluación en p. Luego, dado que Homeo+(S) es un espacio
topológico contraíble (véase la Nota 1.3.1) y S es una superficie conexa, aplicando la sucesión
exacta larga de grupos de homotopía obtenemos la sucesión exacta de Birman, para más detalles
véase la Sección 4.2.3 en [FM12].

El grafo de lazos L(S;p) es el grafo simplicial abstracto cuyo conjunto de vértices está formado
por todas las clases de isotopía, relativa a {p}, de lazos esenciales basados en p y dos vértices
generan una arista si tienen representantes disjuntos excepto en p, véase la Definición 1.7.2. Este
grafo fue introducido por J. Bavard en [Bav16] en el estudio del espacio de cuasimorfismos no
triviales de Mod (S2 r (K ∪ {p})) donde K es un conjunto de Cantor contenido en el ecuador
horizontal de la esfera y p ∈ S2 es el polo norte.

El grupo Mod (S;p) actúa por isometrías en el grafo de lazos L(S;p) dotado de la métrica
combinatoria. Además, como espacio métrico L(S;p) es conexo, Gromov-hiperbólico y tiene
diámetro infinito, véase [Bav16, FA19, DFV18]. Gracias a estas propiedades que posee el grafo
de lazos, un elemento de Mod (S;p) es elíptico, parabólico o loxodrómico de acuerdo a su acción
en la frontera de Gromov de L(S;p). Para ser más precisos, si X es un espacio métrico geodésico
Gromov-hiperbólico, la frontera de Gromov ∂X se define como el conjunto de todas las clases
de equivalencia de sucesiones que convergen al infinito (con el producto de Gromov). La unión
X ∪ ∂X es un espacio topológico Hausdorff completamente metrizable que contiene a X como
subconjunto denso, para más detalles véase la Sección 1.8 en [Gro87]. Si G es un grupo que
actúa por isometrías sobre X, el conjunto límite de G, denotado por Λ(G) ⊆ ∂X, es el conjunto
de puntos de acumulación en ∂X de G-órbitas, es decir, Λ(G) = G · x∩∂X con x ∈ X. Se dice que
un elemento g ∈ G es elíptico si |Λ(〈g〉)| = 0 (equivalentemente, las órbitas de 〈g〉 son acotadas),
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parabólico si |Λ(〈g〉)| = 1 o loxodrómico si |Λ(〈g〉)| = 2. En tal caso, también se dice que la acción
de g en X es elíptica, parabólica o loxodrómica, respectivamente. Los elementos de Λ(〈g〉) son
puntos fijos de la acción de 〈g〉 sobre ∂X, véase la Sección 8.1 en [Gro87] para ver los detalles de
esta clasificación.

En [BW18a], Bavard y Walker describen los elementos de ∂L(S;p) como cliques, es decir,
grafos completos, cuyos vértices son clases de isotopía de rayos que llenan (high-filling rays)
basados en p. Posteriormente, los mismos autores en [BW18b] demuestran que si f ∈Mod (S;p)
es un elemento loxodrómico entonces los elementos de Λ(〈f〉) := {C+, C−} tienen una cantidad
finita de vértices y además estos tienen misma cardinalidad. Llamaron al número natural |C+| =
|C−| el peso de f. Luego, J. Bavard y A. Walker observan que los únicos ejemplos de elementos
loxodrómicos en Mod (S;p) que se conocían hasta ese momento eran:

1. El elemento loxodrómico h ∈ S2 r (K ∪ {p}) (con p ∈ S2 el polo norte y K un conjunto de
Cantor contenido en el ecuador horizontal de la esfera) definido por J. Bavard en [Bav16].
Este elemento no está en el grupo modular puro, no preserva ninguna subsuperficie de tipo
topológico finito y tiene peso uno.

2. Clases de isotopía definidas por homeomorfismos pseudo-Anosov con soporte en una sub-
superficie de tipo finito S′ de S que contiene a p en su interior, véase el Teorema 8.3.1 en
[BW18b].

Por esta razón, en el comentario 8.3.3 en [BW18b], los autores proponen construir ejemplos
de elementos loxodrómicos de peso mayor que 1 que no preserven ninguna subsuperficie de
tipo finito. Motivados por este comentario, en colaboración con F. Valdez construimos una
cantidad no numerable de elementos loxodrómicos en Mod (S;p) con dichas propiedades, este
es el principal resultado que nos proponemos exponer en este apartado. Los resultados de este
capítulo se encuentran publicados en [MV20]. Enunciamos el resultado principal de este capítulo.

Teorema 4.1.1. Sea S una superficie de tipo infinito, p ∈ S un punto marcado y m ∈ N. Sean
α = {αi}i∈I y β = {βj}j∈J multicurvas en posición mínima cuya unión llena S y no contiene a p
y tales que:

1. el grafo de configuración1 G(α,β) es de valencia finita,

2. cada componente conexa Dk de S \ α ∪ β es un polígono o un polígono ponchado2 con
nk ≤ N lados para algún N ∈ N y

3. la componente conexa de S \ α ∪ β que contiene a p es un 2m-polígono.

Si Tα, Tβ ∈ Mod (S;p) son los giros de Dehn (izquierdos) alrededor de las multicurvas α y β,
respectivamente, entonces cualquier elemento f ∈ Mod (S;p) en el semigrupo positivo genera-
do por Tα y T−1β dado por una palabra en donde ambos generadores aparecen es un elemento
loxodrómico de peso m para la acción de Mod (S;p) sobre el grafo de lazos L(S;p).

Similarmente como en la construcción de Thurston-Veech (véase [Thu88] y [Vee89]), la prueba
del teorema anterior se basa en encontrar una estructura plana sobre S en la cual Tα y Tβ actúen
por automorfismos afines. En el caso de superficies de tipo finito, esta estructura es única (hasta
un reescalamiento) y está garantizada por el Teorema de Perron-Frobenius. Para superficies de

1El conjunto de vértices de este grafo es I ∪ J y, existe una arista entre i ∈ I y j ∈ J por cada punto de
intersección entre αi y βj.

2La frontera de cualquier componente conexa de S \ α ∪ β está formada por arcos contenidos en las curvas
α ∪ β, así, podemos pensar a estas como polígonos (topológicos).
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tipo infinito, la existencia de la estructura plana sobre S está garantizada por la existencia de
funciones armónicas positivas del operador de adyacencia asociado al grafo de configuración
G(α,β). Esto fue posible por el trabajo previo de P. Hooper en [Hoo15] sobre dinámica de
transformaciones infinitas de cambio de intervalo. Por esta razón a esta construcción la hemos
denominado la construcción de Hooper-Thurston-Veech. En este contexto, existe una cantidad
no numerable de estructuras planas sobre S (que no están relacionadas hasta un reescalamiento).
Señalamos que la construcción de Hooper-Thurston-Veech es más general y aplica para una clase
más grande de pares de multicurvas, sin embargo, esta construcción es bastante más delicada y
depende en gran medida del tipo de multicurvas que tomemos. Esto lo explicamos con detalle
en la Sección 4.3. Por otro lado, la construcción de Hopper-Thurston-Veech presenta diferencias
respecto a la construcción de Thurston-Veech, esto lo señalamos en la Proposición 4.3.11, véase
también [DHV19].

El siguiente teorema afirma que para toda superficie de tipo infinito S siempre existen pares
de multicurvas como en el Teorema 4.1.1, más aún, existe una cantidad no numerable de ellas.
Esto asegura la existencia de suficientes elementos en Mod (S;p) con acción loxodrómica en el
grafo de lazos L(S;p).

Teorema 4.1.2. Sea S una superficie de tipo infinito, p ∈ S un punto marcado y m ∈ N.
Entonces existen dos multicurvas α := {αk}k∈N y β := {βj}j∈N cuya unión llena S y no contiene
a p, y tales que:

1. existeM > 0 tal que todo vértice del grafo de configuración G(α,β) tiene grado a lo másM,
equivalentemente, para todo αk ∈ α y βj ∈ β,

∑
j≥1 i(αk, βj) < M y

∑
k≥1 i(αk, βj) < M,

2. existe una componente conexa D de S r (α ∪ β) que contiene a p y tal que ∂D es un
2m-polígono y

3. cada componente conexa Di de S r (α ∪ β) es un polígono de ni lados con ni ≤ N para
alguna N ∈ N.

Para la demostración, desarrollamos las formas normales de superficies de tipo infinito las
cuales son una manera canónica de dibujar una superficie de tipo infinito. Estas formas normales
facilitan la construcción explícita de las multicurvas que satisfacen las condiciones del Teorema
4.1.2, véase la Sección 4.6.

Aplicaciones

Dado un grupo G discreto, el espacio de cuasimorfismos no triviales Q̃M(G) de G se define como
el kernel del morfismo de comparación H2b(G;R) → H2(G;R) entre la cohomología acotada y
la cohomología real de G. El cálculo de la dimensión del espacio de cuasimorfismos no triviales
de un grupo determinado no es una tarea sencilla. Sin embargo, se han usado las acciones de
grupos sobre espacios geométricos para demostrar que existe una gran variedad de clases de
grupos con espacios de cuasimorfismos no triviales de dimensión infinita, véase la sección 2.9 en
[Fri17] para una lista detallada. En particular, M. Bestvina y K. Fujiwara demuestran que si la
acción de un grupo G en un espacio Gromov-hiperbólico es no elemental y contienen al menos
dos elementos independientes y anti-alineados entonces dim Q̃M(G) = ∞, véase el Teorema
1 en [BF02]. Inspirados en el trabajo de M. Bestvina y K. Fujiwara, J. Bavard y A. Walker
demuestran que cualesquiera dos elementos deMod (S;p) (con la topología discreta) con acción
loxodrómica sobre el grafo de lazos con pesos distintos son independientes y anti-alineados, véase
el Teorema 9.1.1 en [BW18b]. Por todo lo anterior, obtenemos de forma inmediata la siguiente
aplicación del Teorema 4.1.1:
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Corolario 4.1.3. Sea S una superficie de tipo infinito con p ∈ S un punto marcado. Si f1 y f2 son
elementos loxodrómicos como en el Teorema 4.1.1 con pesos m1 6= m2, respectivamente, entonces
el espacio de cuasimorfismos no triviales de cualquier subgrupo de Mod (S;p) que contiene a f1
y f2 tiene dimensión infinita.

Para hacer más visible el resultado anterior y exponer otros resultados relevantes con el
estudio de los grupos modulares de superficies de tipo infinito hacemos el siguiente paréntesis.
Sean X un espacio métrico, con métrica d, geodésico, Gromov-hiperbólico y G un grupo discreto
con acción sobre X por isometrías. Decimos que la acción de G en X es elemental si el conjunto
límite Λ(G) ⊆ ∂X de la acción es infinito, donde ∂X es la frontera de Gromov de X. La acción
de G en X es acilíndrica si para todo D ≥ 0 existe, R,N ≥ 0 tal que para todo x, y ∈ X con
d(x, y) ≥ D se satisface que el conjunto

{g ∈ G : d(x, g · x), d(y, g · y) ≤ R},

tiene cardinalidad a lo más N. Un grupo es acilíndricamente hiperbólico si admite una acción
acilíndrica no elemental. En [Bow08] B. Bowditch prueba que la acción del grupo modular
Mod (Sng) sobre el grafo de curvas C(Sng) es acilíndrica. En contraste, si S es una superficie
de tipo infinito entonces el estabilizador puntual en Mod (S;p) de cualquier conjunto finito de
lazos es infinito. Por lo tanto, el grupoMod (S;p) no actúa acilíndricamente en el grafo de lazos
L(S;p). Más aún, J. Bavard y A. Genevois [BG18] demostraron que los grupos modulares de
superficies de tipo infinito no son acilíndricamente hiperbólicos.

Por otra parte, con la finalidad de estudiar el espacio de cuasimorfismos no triviales de
grupos modulares de superficies de tipo finito, M. Bestvina y K. Fujiwara en [BF02] introducen
la noción de acción WPD (weak properly discontinuous). Decimos que un elemento loxodrómico
g ∈ G es WPD si para todo x ∈ X y para todo R ≥ 0, existe N ∈ N tal que

{h ∈ G : d(x, g · x), d(gN · x, hgn · x) ≤ R}

es finito. Entonces se dice que el grupo G tiene acción WPD sobre X si la acción es no elemental y
contiene al menos un elemento WPD. Notemos que ser acilíndrico implica ser WPD. Los autores
en [Ibíd.] probaron que si G tiene acción WPD sobre X entonces la dimensión del espacio de
cuasimorfismos no triviales de G es infinita, es decir, dim Q̃M(G) =∞. En particular, probaron
que todo elemento pseudo-Anosov deMod (Sng) es un elemento WPD respecto a su acción sobre
el grafo de curvas, véase la Sección 1.5 para la definición de elemento pseudo-Anosov. Por lo
tanto, Mod (Spg) tiene acción WPD sobre C(Sng) y dim Q̃M(Mod (Sng)) = ∞. Notemos que si S
es una superficie de tipo infinito entoncesMod (S;p) no contiene elementos WPD respecto a su
acción sobre el grafo de lazos, la razón es la misma por cual la acción de Mod (S;p) sobre el
grafo de lazos no es acilíndrica.

Posteriormente, M. Bestvina, K. Bromberg y K. Fujiwara en [BBF15]) introducen una versión
débil del concepto de acción WWP a la cual llamaron WWPD. Veamos brevemente en qué
consiste. Sean G y X como antes y sea g ∈ G un elemento loxodrómico con Λ(〈g〉) = {η+, η−} ⊂
∂X el conjunto de puntos fijos de g. Decimos que g es WWPD si para toda sucesión {gn}n∈N
de elementos en G con gn(η+) → η+ y gn(η−) → η− existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N se
satisface que gn(η+) = η+ y gn(η−) = η−. Los autores en [Ibíd.] demuestran que todo elemento
pseudo-Anosov en Mod (Sng) es WWPD respecto a su acción sobre el grafo de curvas de la
superficie Sng . Inspirados en el trabajo de M. Bestvina y K. Fujiwara en [BF02], M. Handel y L.
Mosher en [HM19a] demuestran que si H es un subgrupo de G con al menos un par de elementos
loxodrómicos independientes y al menos un elemento WWPD entonces dim Q̃M(H) =∞, véase
el Teorema 2.10 en [HM19a]. Como hemos dicho anteriormente, si S es una superficie de tipo
infinito entonces el grupo Mod (S;p) no tienen elementos WPD. Recientemente, A. Rasmussen
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[Ras19] ha anunciado que los elementos WWPD deMod (S;p) son los elementos pseudo-Anosov
soportados en una subsuperficie S ′ de tipo finito de S que contiene a p en su interior. Como
consecuencia obtenemos:

Corolario 4.1.4. Los elementos loxodrómicos como en el Teorema 4.1.1 no son WWPD respecto
a su acción sobre el grafo de lazos L(S;p).

Para grupos modulares de superficies de tipo finito toda sucesión convergente enMod (Sng) es
eventualmente constante puesMod (Sng) es un grupo topológico discreto. Un fenómeno distinto a
lo anterior sucede en el grupoMod (S;p). Nuestra construcción usada para demostrar el Teorema
4.1.2 nos permite construir sucesiones de elementos loxodrómicos que convergen a elementos
elípticos en Mod (S;p), véase el final de la sección 4.6 para la prueba del siguiente resultado:

Corolario 4.1.5. Sea S una superficie de tipo infinito y p ∈ S un punto marcado. Entonces
existe una sucesión {fn} en Mod (S;p) de elementos loxodrómicos que converge en la topología
compacto-abierta a un elemento (no trivial) elíptico. En particular, el conjunto formado por
todos los elementos de Mod (S;p) con acción loxodrómica en el grafo de lazos no es cerrado.

4.2. Preliminares

Introducimos las generalidades de los resultados de J. Bavard y A. Walker en [BW18a] y [BW18b]
que usaremos en la prueba del Teorema 4.1.1. Así mismo damos también los conceptos de teoría
de superficies planas necesarios para describir la construcción de Hooper-Thurston-Veech en la
Sección 4.3.

4.2.1. El grafo de lazos y su frontera

En [BW18a], J. Bavard y A. Walker describen de manera precisa los elementos de la fronte-
ra de Gromov del grafo de lazos L(S;p) en términos de la cubierta cónica. Por otro lado, en
[BW18b] describen los elementos en Mod (S;p) con acción loxodrómica en L(S;p). Describimos
brevemente los aspectos generales de su trabajo que usaremos.

El siguiente Teorema es una reformulación del Teorema 1.1 y el Lema 3.4 en [AFP17]. El
caso particular cuando S = S2 r (K ∪ {p}) donde K es un conjunto de Cantor contenido en el
ecuador horizontal de S2 y p ∈ S2 es el polo norte se le atribuye a J. Bavard [Bav16]. Véase
también [FA19] para una versión más general.

Teorema 4.2.1 ([Bav16, AFP17, FA19]). Sea S una superficie de tipo infinito y p ∈ S un punto
marcado. Entonces el grafo de lazos L(S;p) es conexo, Gromov-hiperbólico y tiene diámetro
infinito.

Para describir la frontera de Gromov de L(S;p) necesitamos introducir el grafo de rayos
completo asociado a S. De aquí en adelante asumimos que S es una superficie hiperbólica de
primer tipo, véase la Nota 1.2.12, y consideramos a p como una ponchadura de la superficie, es
decir, es un fin plano aislado de S. Tomando en cuenta lo anterior, p es una cúspide de S.

Un rayo corto en S es un arco esencial con exactamente un punto final en p, es decir, el otro
punto final está en Ends(S)r {p}. Por la Proposición 1.2.14 todo lazo o rayo corto en S tiene un
único representante geodésico en su clase de isotopía.

Un rayo largo en S es una geodésica simple bi-infinita con un fin en p y cuyo fin restante
nunca es un punto en Ends(S).
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Definición 4.2.2 (Grafo de rayos completo). Sea S una superficie (de tipo infinito) hiperbólica
de primer tipo y p una ponchadura de S. El grafo de rayos completo de S, denotado por R(S;p),
es el grafo simplicial abstracto cuyo conjunto de vértices está formado por todas las clases de
isotopía de lazos, rayos cortos y rayos largos en S y dos vértices generan una arista en R(S;p) si
tienen representantes disjuntos en su clase de isotopía.

Nota 4.2.3. A diferencia del grafo de lazos L(S;p), el grafo de rayos completo R(S;p) tiene una
cantidad no numerable de vértices.

Un hecho crucial y nada obvio del trabajo J. Bavard y A. Walker es que el grupoMod (S;p)
actúa por isometrías en el grafo de rayos completo R(S;p), Lema 5.5.1 en [BW18b]. Para esto
ellos introducen la cubierta cónica de la superficie S.

La cubierta cónica de S, denotada por SC, es el espacio cubriente de S asociado al subgrupo Z
de π1(S) generado por una curva cerrada simple γ alrededor de p. La cubierta cónica SC es con-
formemente equivalente a un disco ponchado, donde la ponchadura p̃ es el único levantamiento
de la cúspide p, véase la Figura 4.1. Definimos la circunferencia cónica, S1C, como la frontera de
la cubierta cónica SC. Notemos que toda geodésica simple en S que representa a un lazo, rayo
corto o rayo largo, orientado y con origen en p, tiene un único levantamiento geodésico en SC
con un fin en p̃ y el otro fin en la circunferencia cónica S1C.

Figura 4.1: SC es la cubierta cónica de S.

El conjunto de puntos finales en la circunferencia cónica de los levantamientos a la cubierta
cónica de lazos orientados es denso en S1C. Dado que todo φ ∈ Mod (S;p) fija la ponchadura
p, existe φ̃ : SC → SC levantamiento de φ a la cubierta cónica SC. Como φ preserva el orden
cíclico de los puntos finales de los levantamientos de lazos, se tiene que φ̃ se extiende a un
homeomorfismo sobre SC ∪ S1C. Por lo tanto, Mod (S;p) actúa por isometrías en R(S;p).

Teorema 4.2.4 ([BW18b]). Sea S una superficie de tipo infinito, hiperbólica de primer tipo con
al menos una ponchadura p. Entonces el grafo de rayos completo R(S;p) no es conexo. Además,
R(S;p) tiene una componente conexa que contiene a todo lazo y rayo corto de S, tiene diámetro
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infinito y es cuasiisométrico al grafo de lazos L(S;p). Cualquier otra componente conexa de
R(S;p) es un clique3 cuyos elementos son exclusivamente rayos largos.

Llamamos componente principal a la componente conexa de R(S;p) que contiene a todo
lazo y rayo corto de S. Observemos que si γ es un rayo largo no contenido en la componente
principal de R(S;p) entonces está a distancia infinita de esta componente conexa. En particular,
γ intersecta transversalmente a todo lazo y rayo corto en S. Los rayos largos no contenidos en la
componente principal se llaman rayos que llenan S (high-filling rays). Con este lenguaje, toda
componente conexa de R(S;p) distinta de la componente principal es un clique de rayos que
llenan S.

Denotemos con H(S;p) al conjunto de todos los rayos que llenan S en R(S;p). En [BW18a],
J. Bavard y A. Walker dotan a H(S;p) de una topología, véanse Sección 4.1 y la Definición 5.2.4
en [Ibíd.] para detalles.

Teorema 4.2.5. Sea E(S;p) = H(S;p)/ ∼, donde ∼ identifica todos los rayos high-filling con-
tenidos en el mismo clique y dotemos a este conjunto con la topología cociente. Entonces existe
un homeomorfismo Mod (S;p)-equivariante F : E(S;p) → ∂L(S;p) donde ∂L(S;p) es la frontera
de Gromov del grafo de lazos.

Sea φ ∈Mod (S;p) un elemento loxodrómico y φ+, φ− ∈ ∂L(S;p) los puntos en la frontera
de Gromov fijos por φ. Por el Teorema 4.2.5, φ+ y φ− son cliques de rayos que llenan S.

Teorema 4.2.6 (Teorema 7.1.1 en [BW18b]). Sea φ un elemento loxodrómico de Mod (S;p)
respecto a su acción en el grafo de lazos L(S;p). Entonces los puntos φ+, φ− ∈ ∂L(S;p) fijos por
φ tienen una cantidad finita de vértices, más aún, tienen la misma cardinalidad.

Definimos el peso de un elemento loxodrómico φ ∈ Mod (S;p) como la cardinalidad de φ+

o bien de φ−.

4.2.2. Superficies planas

En pocas palabras, la construcción de Hooper-Thurston-Veech consiste en lo siguiente: dada una
superficie de tipo infinito S y un par de multicurvas α y β tal que su unión llena la superficie
(más hipótesis adicionales) construir una estructura plana sobre S en donde los giros de Dehn
izquierdos Tα y Tβ alrededor de las multicurvas α y β, respectivamente, son automorfismo afines.
En esta sección tratamos las generalidades de superficies planas que usaremos para describir de
forma precisa la construcción de Hooper-Thurston-Veech.

Una estructura plana en una superficie X es un atlas maximal de funciones τ := {φi : Ui → C}
donde {Ui} es una cubierta abierta de X y cada φi es un homeomorfismo sobre su imagen tal
que las funciones de transición de τ son traslaciones o reflexiones por un punto, estas últimas
son funciones de la forma z 7→ −z+ c para alguna c ∈ C.

Sea X una superficie dotada de una métrica Riemanniana. Un punto p ∈ X es una singularidad
cónica de ángulo nπ para algún n ∈ N si existe una vecindad abierta U ⊂ X de p isométrico a
una vecindad del origen V ⊂ C∗ con métrica (dr)2 + (nrdθ)2. Si n = 2 llamamos a p un punto
regular de S.

Definición 4.2.7 (Superficie plana y superficie de traslación). Una superficie plana es un par
M := (X, τ) con X una superficie y τ una estructura plana sobre XrΣ en donde Σ ⊂ X satisface
lo siguiente:

3Un clique es un grafo simplicial completo.
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1. Σ es un subconjunto discreto y cerrado de X y

2. todo elemento z ∈ Σ es una singularidad cónica.

Si todas las funciones de transición de τ son traslaciones llamamos a M una superficie de
traslación.

En la definición anterior, X puede ser una superficie de tipo infinito. Un ejemplo de estas
superficies planas es: llamemos X∗ al resultado de pegar los lados de una cantidad infinita
numerable de polígonos compactos por medio de traslaciones o reflexiones por un punto. En
general X∗ no es una superficie, pues los vértices de una cantidad infinita de polígonos pueden
estar pegados. Obtenemos una superficie plana de tipo infinito X al remover de X∗ todos los
puntos que no tienen una vecindad homeomorfa a un abierto de C.

Completación métrica. Sea M es una superficie plana. Entonces X r Σ hereda una métrica
plana por medio del pull back de la métrica Euclidiana sobre C. En particular, todos los puntos
de X r Σ son regulares. Denotamos con M̂ a la completación métrica de X r Σ respecto a
esta métrica. Al conjunto de puntos no-regulares de M̂ lo denotamos con Sing(M) ⊂ M̂ y lo
llamamos el conjunto de singularidades de M̂, véase [DHV19].

Cubriente doble orientado. Si M no es una superficie de traslación entonces M tiene un
cubriente doble d : M̃ → M tal que M̃ es una superficie de traslación por medio del pull back
de la estructura plana de M. Supongamos que z0 es una singularidad cónica de M de ángulo
nπ. Si n es par entonces d−1(z0) está formado por dos singularidades cónicas de M̃ de ángulo
nπ, en cambio, si n es impar entonces d−1(z0) es una singularidad cónica de M̃ de ángulo 2nπ,
véase la Sección 1.1.4 en [DHV19].

Transformaciones afines. Sean M1 := (X1, τ1) y M2 := (X2, τ2) superficies planas con con-
juntos de singularidades cónicas Σ1 y Σ2, respectivamente. Una función f : M1 → M2 con
f(Σ1) ⊆ Σ2 es afín si f|X1rΣ1 es una función R-afín en coordenadas locales. Un automorfismo
afín deM1 es un homeomorfismo f :M1 →M1 afín. Denotamos con Aff (M1) al grupo de todos
los automorfismos afines de M1 y con Aff +(M1) al subgrupo de Aff (M1) formado por todos
los automorfismos afines de M1 que preservan la orientación. Dado f ∈ Aff (M), la derivada de
f define un único elemento Df ∈ GL(2,R)/{Id,−Id} al cual llamamos la derivada de f.

Flujo de líneas. Identifiquemos el círculo unitario S1 el conjunto de direcciones y tomemos
una dirección θ ∈ S1. Si M es una superficie de traslación entonces el campo de direcciones
que se obtiene del pull back del campo vectorial constante VC,θ(z) := e

iθ en C define un campo
vectorial VM,θ sobre M. En este caso, las curvas solución del campo vectorial VM,θ define un
flujo FtM,θ sobre M el cual se llama flujo de líneas ó flujo de traslación sobre M en la dirección
θ. Estrictamente hablando, FtM,θ no es un flujo enM, pues puede alcanzar un punto singular de
M en tiempo finito. En general, si M es una superficie plana arbitraria, entonces el pull back
del campo vectorial VC,θ sobre C solo define un campo direcciones sobre M. En este caso, las
curvas integrales de este campo de direcciones define una foliación FM,θ sobreM en la dirección
θ. Cuando el contexto sea claro, suprimimos M en VM,θ, FtM,θ y FM,θ, véase la Sección 1.1.5 en
[DHV19].

Cilindros y bandas. Un cilindro horizontal, denotado por Cc,I, es una superficie de traslación
de la forma ([0, c]× I) / ∼ donde I ⊂ R es un intervalo abierto, no necesariamente acotado, y
(0, s) está identificado con (c, s) para todo s ∈ I. El número c y la longitud del intervalo I,
long(I), se llaman la circunferencia y la altura de Cc,I, respectivamente. El modulo del cilindro
Cc,I se define por long(I)

c .
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Una banda horizontal, denotado por C∞,I, es una superficie de traslación de la forma R× I
con I ⊂ R un intervalo abierto acotado. Análogamente, la altura de la banda horizontal C∞,I se
define por long(I).

Un subconjunto abierto de una superficie de traslación M es un cilindro (respectivamente,
banda) en la dirección θ ∈ S1 si es isométrico a e−iθCc,I (respectivamente, e−iθC∞,I). Para
superficies planas en general la definición de cilindros y bandas es similar aunque en este caso
la dirección está bien definida hasta cambio de signo.

Definición 4.2.8 (Descomposición en cilindros). Sea M una superficie plana y θ ∈ S1 una
dirección. Una descomposición en cilindros de M en la dirección θ es una colección maximal
(bajo la contención de conjuntos) {Ck}k≥0 de cilindros en la dirección θ en M disjuntos a pares
tal que M =

⋃
k≥1Ck.

4.3. Construcción de Hooper-Thurston-Veech

En esta sección describimos la construcción de Hooper-Thurston-Veech la cual es la generalización
a superficies de tipo infinito de la construcción de Thurston-Veech para superficies de tipo finito,
véase el Teorema 4.3.1. Esta construcción está inspirado en el trabajo de P. Hooper [Hoo15]
en donde construye una superficie de traslación apartir de un grafo bipartito con determinadas
propiedades (ribbon graph). A diferencia de él, nosotros tomamos como datos de entrada una
superficie de tipo infinito arbitraria y un par de multicurvas que llenan la superficie. Para ser más
precisos: dadas dos multicurvas α y β en una superficie de tipo infinito S tal que su unión llena la
superficie (con hipótesis adicionales, véase Teorema 4.1.1), construimos el grafo de configuración,
G(α,β), el cual es un grafo simplicial bipartito localmente finito cuyos vértices tienen grado
uniformemente acotado. Usando teoría espectral de grafos aplicado al grafo G(α,β) para cada
λ ≥ 2 y h una función λ-armónica del operador de adyacencia asociado al grafo G(α,β) es
posible dotar a S de una estructura plana τ tal que los giros de Dehn izquierdos Tα y Tβ actúan
por automorfismos afines en la superficie planaM :=M(α,β, λ, h) := (S, τ). La superficie plana
M no necesariamente es una superficie de traslación. El grupo 〈Tα, Tβ〉 generado por Tα y Tβ es
libre de rango 2 y la derivada induce una representación fiel ρ : 〈Tα, Tβ〉 → PSL(2,R), véase el
Teorema 4.3.8.

También contrastamos la construcción de Thurston-Veech con la construcción de Hooper-
Thurston-Veech. En la construcción de Thurston-Veech, la clase de isotopía de un elemento f ∈
Gλ con derivada parabólica es un elemento reducible de Mod (Sng), es decir, deja invariante una
multicurva en Sng , véase la Sección 1.5. Este fenómeno no es válido en general en la construcción
de Hooper-Thurston-Veech. Como evidencia mostramos un par de multicurvas α y β en el
monstruo del lago Ness S, con λ = 2 y h la función λ-armónica igual a la función constante
1 tal que f := Tα ◦ Tβ tiene derivada parabólica pero que para todo n ∈ Z r {0} y toda curva
esencial γ enM :=M(α,β, λ = 2, h = 1), fn(γ) no es isotópica a γ, véase la Proposición 4.3.11.
La propiedad anterior para f caracteriza a los homeomorfismos pseudo-Anosov de superficies de
tipo finito.

Es posible generalizar la construcción de Hooper-Thurston-Veech al considerar multicurvas
arbitrarias α y β cuya unión llena S. Similarmente, tomando λ ≥ 2 y h una función λ-armónica
del operador de adyacencia de G(α,β) es posible dotar de una estructura plana a una subsu-
perficie de la superficie S. Esta subsuperficie es densa en S y en general no es homeomorfa a S.
Detallamos esto en la Sección 4.7.

Iniciamos por recordar la construcción de Thurston-Veech, véase el Teorema 14.1 en [FM12].
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Teorema 4.3.1 (Construcción de Thurston-Veech). Sean α := {αi}
n
i=1 y β := {βj}

m
j=1 dos mul-

ticurvas que llenan una superficie de tipo finito Sng . Entonces existe λ := λ(α,β) > 1 y una
representación fiel ρ : 〈Tα, Tβ〉→ PSL(2,R) dada por:

Tα 7→ (
1 λ

0 1

)
, Tβ 7→ (

1 0

−λ 1

)
.

Además, f ∈ 〈Tα, Tβ〉 es periódico, reducible o pseudo-Anosov de acuerdo a si ρ(f) es elíptico,
parabólico o hiperbólico, respectivamente.

La idea para probar el teorema anterior es encontrar una estructura plana sobre Sng que
admita descomposiciones en cilindros horizontal y vertical {Hi}ni=1 y {Vj}

m
j=1, respectivamente,

tal que cada cilindro tiene módulo 1
λ . Además, la curvas centrales de Hi y Vj son αi y βj,

respectivamente. Esta estructura plana existe y es única hasta reescalamiento por el teorema de
Perron-Frobenius, véase el Teorema 14.2 en [FM12]. Para ver que el giro de Dehn Tα alrededor
de la multicurva α es una transformación afín de Sng tomemos un cilindro horizontal Hi con
curva central αi cuya altura es hi y cuya circunferencia es ci. Como el módulo del cilindro Hi es
1
λ tenemos que λhi = ci. La imagen de los vectores (ci, 0) y (0, hi) bajo la matriz

(
1 λ

0 1

)
nos da

(ci, 0) y (λhi, hi) = (ci, hi), respectivamente. Cortando sobre la diagonal el nuevo cuadrilátero,
véase la Figura 4.2, y pegando de acuerdo a la identificación recuperamos el cilindro Hi. Por
lo tanto, Tα actúa como un automorfismo afín sobre Hi y fija la frontera de Hi. El mismo
procedimiento se puede aplicar a todo cilindro horizontal en {Hi}

n
i=1. De esta manera obtenemos

que Tα es un automorfismo afín sobre todo S, véase la Figura 4.2. Análogamente se prueba que
Tβ es un automorfismo afín de S.

Figura 4.2: Acción del giro de Dehn afín Tα sobre el cilindro Hi.

La construcción de Hooper-Thurston-Veech es una generalización de la construcción de
Thurston-Veech a superficies de tipo infinito. A continuación explicamos cómo se obtiene di-
cha generalización.

Definición 4.3.2 (Grafo de configuración). Sean α := {αi}i∈I y β := {βj}j∈J dos multicurvas en
posición mínima en una superficie S. El grafo de configuración del par (α,β) es el grafo bipartito
G(α,β) cuyo conjunto de vértices es I t J y hay una arista entre los vértices i ∈ I y j ∈ J por
cada intersección entre las curvas αi y βj.

Nota 4.3.3. Como las multicurvas son colecciones de curvas localmente finitas, véase la Defini-
ción 1.2.7, el grafo de configuración G(α,β) es localmente finito. Además, el conjunto de aristas
de G(α,β) está en correspondencia biyectiva con el conjunto

(⋃
i∈I αi

)⋂(⋃
j∈J βj

)
.

Recordamos que una colección de curvas α localmente finita llena una superficie S si toda
componente conexa de Srα es homeomorfa a un disco o un disco ponchado, véase la Definición
1.2.15.
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Lema 4.3.4. Sean α := {αi}i∈I y β := {βj}j∈J dos multicurvas en posición mínima en una
superficie S. Si las multicurvas α y β son tales que su unión llena la superficie S entonces el
grafo G(α,β) es conexo.

Definición 4.3.5 (Operador de adyacencia). Sea G un grafo conexo y localmente finito con
conjunto de vértices V . El operador de adyacencia de G es la aplicación lineal A := A(G) : RV →
RV que a cada h ∈ RV le asigna A(h) ∈ RV definido por

A(h)(v) :=
∑
w∼v

h(w),

donde la suma es tomada sobre los vértices w adyacentes a v en G con multiplicidad dada por
el número de aristas entre w y v.

Descomposición en cilindros y funciones armónicas. Sea M una superficie plana que
contiene dos descomposiciones en cilindros, una horizontal H := {Hi}i∈I y otra vertical V :=
{Vj}j∈J, respectivamente, tal que todo cilindro en H ∪ V tiene modulo 1

λ para algún λ ∈ R>0.
Tomemos las curvas centrales αi de Hi y βj de Vj, respectivamente, y definamos α := {αi}i∈I y
β := {βj}j∈J. Entonces α y β son multicurvas cuya unión llena M, además, los giros de Dehn
izquierdos Tα y Tβ alrededor de las multicurvas α y β, respectivamente, son automorfismos afines
de M. Sea G(α,β) el grafo de configuración asociado al par de multicurvas (α,β) con conjunto
de vértices I ∪ J y consideremos la función h : I ∪ J → R>0 que asigna a cada índice la altura
del cilindro correspondiente. Entonces h ∈ RI∪J y satisface la ecuación Ah = λh donde A es el
operador de adyacencia del grafo G(α,β).

Definición 4.3.6 (Función λ-armónica). Sea G un grafo conexo localmente finito con conjunto
de vértices V , A el operador de adyacencia de G y λ > 0. Una función h : V → R>0 es λ-armónica
si satisface la ecuación Ah = λh.

En resumen, la existencia de descomposiciones en cilindros horizontal y vertical en una
superficie plana donde todos los cilindros tienen módulo 1

λ implica la existencia de una función
λ-armónica del operador de adyacencia del grafo de configuración G(α,β). La construcción de
Hooper-Thurston-Veech para superficies de tipo infinito es el converso del proceso anterior: dadas
dos multicurvas α y β cuya unión llena una superficie (topológica) de tipo infinito S y dada h
una función λ-armónica del operador de adyacencia del grafo G(α,β) se puede construir una
estructura plana τ (que depende de α, β, λ y h) sobre S con descomposiciones en cilindros
horizontal y vertical (con curvas centrales α y β, repectivamente) donde todos los cilindros
tienen módulo 1

λ .
Antes de describir la construcción de Hooper-Thurston-Veech revisamos algunos resultados

de teoría espectral de grafos infinitos, véase [MW89] para una revisión completa de este tema.
Decimos que un grafo conexo tiene grado finito si el grado de los vértices está uniformemente
acotado.

Sea G un grafo conexo bipartito de grado finito con una cantidad infinita de vértices. Entonces
Por el Teorema 3.1 en [MW89], el operador de adyacencia asociado a G es un operador acotado
sobre el espacio de Hilbert l2(V) donde V es el conjunto de vértices de G. Luego, por el Teorema
4.4 en [MW89], el radio espectral del operador de adyacencia coincide con su norma. Por lo
tanto, el radio espectral del operador de adyacencia A(G) es finito.

Definimos el radio espectral del grafo G, denotado por r(G), como el radio espectral del
operador de adyacencia asociado a G.

Lema 4.3.7. Sea G un grafo bipartito conexo, de grado finito y con una cantidad infinita de
vértices. Entonces r(G) es finito, más aún, r(G) ≥ 2.
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Demostración. Solo necesitamos ver que r(G) ≥ 2. Por la hipótesis sobre el grafo G es posible
encontrar una copia del grafo de los números naturales N como subgrafo de G. Dado que el radio
espectral del operador de adyacencia de N es igual a 2, véase el Ejercicio 8 en la pág. 268 en
[TL58], tenemos que r(A) ≥ 2, véase el Teorema 4.13 en [MW89]. �

Teorema 4.3.8 (Construcción de Hooper-Thurston-Veech). Sea S una superficie de tipo infinito.
Suponga que existe α := {αi}i∈I y β := {βj}j∈J dos multicurvas cuya unión llena la superficie S
tales que

(i) el grado de los vértices del grafo de configuración G(α,β) está uniformemente acotado y

(ii) la frontera de toda componente complementaria de N(α ∪ β) en S es un polígono con un
número finito de lados, donde N(α ∪ β) es una vecindad regular de α ∪ β en S.

Entonces se satisface lo siguiente:

1. Para todo λ ≥ 2 existe una función h positiva λ-armónica de G(α,β) que define una
estructura plana τ sobre S.

2. La superficie plana M :=M(α,β, λ, h) := (S, τ) admite dos descomposiciones en cilindros
una horizontal H := {Hi}i∈I y otra vertical V := {Vj}j∈J donde todo cilindro en H ∪ V tiene
módulo 1

λ . Las curvas centrales de H y V son las multicurvas α y β, respectivamente.

3. Los giros de Dehn izquierdos Tα y Tβ alrededor de las multicurvas α y β, respectivamente,
son automorfismos afines de M y fijan la frontera de los cilindros en H y V, respectiva-
mente.

4. El subgrupo de Mod (S) generado por las clases de isotopía de Tα y Tβ es isomorfo a
〈Tα, Tβ〉 ≤ Aff +(M). Además, 〈Tα, Tβ〉 es libre de rango 2 y la derivada define una repre-
sentación fiel ρ : 〈Tα, Tβ〉→ PSL(2,R) dada por:

Tα → (
1 λ

0 1

)
, Tβ → (

1 0

−λ 1

)
.

Nota 4.3.9. 1. Notemos que si p es una ponchadura de la superficie S, entonces 〈Tα, Tβ〉 es
también un subgrupo de Mod (S;p).

2. En la Sección 4.6 presentamos la prueba del Teorema 4.1.2 el cual asegura la existencia de
pares de multicurvas que satisfacen las condiciones del Teorema 4.3.8 en toda superficie
de tipo infinito.

3. En la Sección 4.7 veremos ejemplos en donde la condición (ii) no se satisface y enunciaremos
el marco general donde es válida la construcción de Hooper-Thurston-Veech.

Demostración. Por la condición (i), el hecho que el grafo de configuración G(α,β) es conexo y
por el Lema 4.3.7, tenemos que r(G(α,β)) ≥ 2. Usando el Teorema 6.3 en [MW89] tenemos que
para todo λ ≥ r(G(α,β)) ≥ 2 la ecuación Ah = λh tiene una solución λ−armónica positiva,
donde A := A(G(α,β)).

Ahora veremos cómo dotar a S de una estructura plana a partir de una función λ-armónica del
operador de adyacenciaA. Abusando de la notación, denotamos con α∪β al conjunto

(⋃
i≥1 αi

)
∪(⋃

j≥1 βj

)
y con α ∩ β al conjunto

(⋃
i≥1 αi

)
∩
(⋃

j≥1 βj

)
. Por simplicidad, consideramos las
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ponchaduras de S como puntos marcados en la superficie. Así, toda componente complementaria
de α ∪ β en S es un disco o un disco con un punto marcado en su interior.

Consideramos α ∪ β ⊂ S como un grafo encajado en S cuyo conjunto de vértices es α ∩ β y
con conjunto de aristas la colección de arcos en α∪ βr (α ∩ β). Al grafo α∪ β le asociamos su
grafo dual denotado por (α ∪ β)∗ ⊂ S, el cual lo definimos como sigue: sea D una componente
conexa de Sr (α ∪ β). Si D es homeomorfo a un disco con punto un marcado hacemos pD ∈ D
igual al punto marcado de D, en otro caso, tomamos pD ∈ D un punto en el interior de D. El
conjunto de vértices de (α ∪ β)∗ es el conjunto {pD : D es componente conexa de S r (α ∪ β)}.
Ahora, por cada arista e del grafo α∪β asignamos la única arista e∗ ∈ E((α∪β)∗) transversal a e
que conecta los vértices de las componentes conexas de Sr (α∪β) adyacentes a e (posiblemente
la misma), véase la Figura 4.27.

Figura 4.3: El grafo α ∪ β está en línea continua (curvas azules y rojas), en línea discontinua
negra está el grafo dual (α ∪ β)∗.

Por la condición (ii) el grafo dual (α ∪ β)∗ define una descomposición celular de S por
cuadriláteros, es decir, cada componente conexa de S r (α ∪ β)∗ es un cuadrilátero. Notemos
que cada cuadrilátero contiene exactamente un punto de α ∩ β.

Sea h : V(G(α,β))→ R>0 una función λ-armónica con λ ≥ 2 y consideremos las funciones

pα, pβ : E(G(α,β))→ V(G(α,β))

tales que para cada arista e ∈ E(G(α,β)), pα(e) y pβ(e) son los vértices finales de e en I y J,
respectivamente.

Recordemos que el conjunto de aristas de G(α,β) está en correspondencia biyectiva con
α ∩ β. Así, por cada arista e ∈ E(G(α,β)), definimos Re como la cerradura del cuadrilátero
topológico en S que contiene en su interior al punto en α∩β correspondiente a e. Para construir
la estructura plana sobre S, a cada cuadrilátero topológico Re, con e ∈ E(G(α,β)) asociamos el
rectángulo [0, h(pβ(e))] × [0, h(pα(e))], véase la Figura 4.4. Esto define una estructura plana τ
sobre S y denotamos con M :=M(α,β, λ, h) := (S, τ) a la superficie plana obtenida.

Notemos que para cada i ∈ I, los rectángulos en el conjunto {Re : e ∈ p−1α (i)} tienen altura
h(i). Sea Hi el conjunto que se obtiene de pegar los rectángulos que pertenecen al conjunto
{Re : e ∈ p−1α (i)} de acuerdo al recorrido de αi en alguna dirección preferida. Entonces tenemos
que αi es la curva central del cilindro Hi =

⋃
e∈p−1α (i) Re cuya circunferencia está dada por∑

e∈p−1α (i)

h(pβ(e)) =
∑
j∼i

h(j) = Ah(i) = λh(i).

Por lo tanto el módulo del cilindro Hi es igua a 1
λ . Similarmente, βj es la curva central del

cilindro Vj :=
⋃
e∈p−1β (j) Re el cual tiene módulo 1

λ .
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Figura 4.4: Rectificación del rectángulo Re.

De lo anterior, los giros de Dehn positivos Tα y Tβ son automorfismos afines de M con

derivadas
(
1 λ

0 1

)
y
(
1 0

−λ 1

)
, respectivamente. Así, ρ = 〈Tα, Tβ〉→ PSL(2,R) definida por

Tα → (
1 λ

0 1

)
, Tβ → (

1 0

−λ 1

)
,

es un homomorfismo de grupos.
Tomemos el subgrupo de Mod (S) generado por las clases de isotopía de Tα y Tβ el cual

denotamos por 〈Tα, Tβ〉, aquí estamos identificando los giros de Dehn con su clase de isotopía.
Dado que todo automorfismo afín isotópico a la identidad es la identidad podemos ver a 〈Tα, Tβ〉
como subgrupo de Aff +(M). De esta manera la derivada induce el homomorfismo de grupos
ρ : 〈Tα, Tβ〉→ PSL(2,R).

Ahora demostramos que 〈Tα, Tβ〉 es libre de rango 2, la demostración es tomada de [Lei04].

Denotemos con Gλ al subgrupo de PSL(2,R) generado por la matrices
(
1 λ

0 1

)
y
(
1 0

−λ 1

)
.

Veamos que Gλ es libre de rango 2. El dominio fundamental de la acción de Gλ sobre H2 es

{−
λ

2
< Re(z) ≤ λ

2
} ∩ {|z+

1

λ
| >

1

λ
} ∩ {|z−

1

λ
| ≥ 1

λ
} ⊂ H2.

Figura 4.5: (Izquierda) dominio fundamental para λ = 2. (Derecha) dominio fundamental para
λ > 2.

Si λ = 2, entonces H2/Gλ es homeomorfo a la esfera con tres ponchaduras S30. En cambio, si
λ > 2, entonces la envolvente convexa de H2/Gλ es homeomorfa al disco con dos ponchaduras.
En cualquiera de los dos casos, Gλ es libre de rango 2, véase la Figura 4.5.

Como 〈Tα, Tβ〉 está generado por dos elementos, tenemos que ψ : F2 → 〈Tα, Tβ〉 es sobre-
yectiva. Así, el homomorfismo ρ ◦ ψ : F2 → Gλ ∼= F2 también es sobreyectivo. Dado que F2 es
Hopfiano, véase [MKS04], tenemos que ρ ◦ψ es un isomorfismo. De esta manera ψ es inyectivo
y por lo tanto un isomorfismo.

�
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Nota 4.3.10. Sean (α,β) un par de multicurvas como en el Teorema 4.3.8. Por construcción,
todo vértice del grafo dual (α ∪ β)∗ tiene grado par. Por consiguiente si v ∈ V((α ∪ β)∗) tiene
grado k, este define una singularidad cónica de M de ángulo πk

2 . En particular, si k2 es impar,
entonces la superficie M no es de traslación, pues en una en una superficie de traslación toda
singularidad cónica es de ángulo multiplo par de π.

Thurston-Veech vs Hopper-Thurston-Veech. Sean λ ≥ 2 y denotemos con Gλ al subgrupo

de PSL(2,R) generado por la matrices
(
1 λ

0 1

)
y
(
1 0

−λ 1

)
. Al final de la demostración del Teore-

ma 4.3.8 probamos que Gλ es libre de rango 2. Ahora, si λ > 2 entonces todo elemento parabólico
de Gλ es conjugado a alguno de los generadores de Gλ. En cambio, si λ = 2 entonces todo ele-

mento parabólico de Gλ es conjugado a
(
1 λ

0 1

)
,

(
1 0

−λ 1

)
,

(
1− λ2 λ

−λ 1

)
=

(
1 λ

0 1

)(
1 0

−λ 1

)
ó
(
1− λ2 −λ
λ 1

)
=

(
1 λ

0 1

)−1(
1 0

−λ 1

)−1

, véase el final de la demostración del Teorema 4.3.8

y la Figura 4.5. Esta observación nos permite encontrar una diferencia sustancial entre la cons-
trucción de Hooper-Thurston-Veech respecto a la construcción de Thurston-Veech.

Proposición 4.3.11. SeaM la escalera infinita (infinite staircase) como en la Figura 4.6 y sean
α y β las multicurvas obtenidas de las curvas centrales de los cilindros en las descomposiciones en
cilindros horizontal y vertical deM, respectivamente. Entonces la transformación afín f := Tα◦Tβ
tiene derivada parabólica y satisface que para toda curva cerrada simple esencial γ en M y para
todo n ∈ Z r {0}, fn(γ) no es isotópica a γ.

Nota 4.3.12. En la construcción de Thurston-Veech, todo elemento del grupo 〈Tα, Tβ〉 con
derivada parabólica es reducible, es decir, deja invariante una multicurva en la superficie, véase
el Teorema 4.3.1.

Figura 4.6: La escalera infinita M es homeomorfa al monstruo del lago Ness, figura tomada de
[DHV19].

Demostración. Sea G(α,β) el grafo de configuración asociado a α y β. En este caso, G(α,β) es
isomorfo al grafo de los números enteros. Luego, para λ = 2 tenemos que h : Z → R>0 dada
por h(n) = 1 para toda n ∈ Z es la única (salvo un reescalamiento) función 2-armónica del
operador de adyacencia asociado a G(α,β). Por el Teorema 4.3.8 los giros de Dehn Tα y Tβ

son automorfismos afines de M := M(α,β, λ = 2, h ≡ 1) con derivadas
(
1 2

0 1

)
y
(
1 0

−2 1

)
,

respectivamente.

51



La transformación afín f := Tα ◦ Tβ tiene derivada parabólica pues ρ(f) =
(
−3 2

−2 1

)
. Luego,

ρ(f) tiene como (único) vector propio a (x, y) = (1,−1) el cual tiene dirección θ = −π
4 . Aplicando

la caracterización del flujo de líneas sobre la escalera al infinito en [HHW13], tenemos que el
flujo de líneas F tθ se descompone en dos bandas infinitas. Esto implica en particular que para
toda curva cerrada simple esencial γ enM y para todo n ∈ Zr {0}, fn(γ) no es isotópica a γ. En
la Figura 4.7 se describe el par de multicurvas en el monstruo del lago Ness (topológico) tal que
la construcción de Hooper-Thurston-Veech da origen a la escalera al infinito M :=M(α,β, λ =
2, h ≡ 1).

Figura 4.7: Multicurvas orientadas α (azul) y β (rojo) en el monstruo del lago Ness tal que la
construcción de Hooper-Thurston-Veech produce la escalera al infinito M(α,β, λ = 2, h ≡ 1),
figura tomada de [DHV19].

�

Grafos bipartitos con λ = 2. Veremos que existe una cantidad finita de grafos bipartitos
infinitos para los cuales su operador de adyacencia tiene valor propio 2.

Proposición 4.3.13. Sea Γ un grafo bipartito, conexo de grado finito con una cantidad infinita
de vértices. Entonces r(Γ) = 2 si y solo si Γ es alguno de los grafos en la Figura 4.8, más
aún, en cada caso el operador de adyacencia tiene una única (salvo un reescalamiento) función
2-armónica.

Figura 4.8: Grafos bipartitos infinitos cuyo operador de adyacencia tiene valor propio λ = 2. En
los vértices hemos asignado el valor de la única (salvo reescalamiento) función 2-armónica.
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Demostración. Sea ItJ la partición en conjuntos disjuntos del conjunto de vértices de Γ . Notemos
que por las hipótesis sobre Γ tenemos que tanto I como J tienen cardinalidad infinita.

Podemos verificar que para cada uno de los grafos en la Figura 4.8 el operador de adyacencia
tiene una única (salvo un reescalamiento) solución 2-armónica, véase la Figura 4.8 para un
ejemplo de una función 2-armónica en cada caso. Para la otra parte de la prueba, usaremos la
clasificación de grafos bipartitos que tienen radio espectral exactamente 2, véase el Teorema 4.3
en [Lei04]. Estos grafos son mostrados en la Figura 4.9 (Figura 7 en [Lei04]).

Figura 4.9: Grafos bipartitos finitos cuyo operador de adyacencia tiene valor propio λ = 2.

Sea Γ un grafo bipartito como en la proposición con radio espectral r(Γ) = 2. Supongamos
que Γ no es un árbol. Como Γ es bipartito entonces Γ contiene un ciclo de longitud par C, es
decir, C es de la forma P2c para algún c ≥ 1, véase la Figura 4.9. Como Γ tiene una cantidad
infinita de vértices entonces existe D un subgrafo propiamente contenido en Γ y que contiene
propiamente a C. Por el Teorema 4.2 en [Lei04], r(D) > r(C) = 2 y por el Teorema 4.13 en
[MW89], r(Γ) ≥ r(D). Así r(Γ) > 2 lo cual es una contradicción. Por lo tanto Γ no contiene
ciclos, es decir, Γ es un árbol.

Dado que Γ es un árbol entonces satisface uno de los siguientes puntos:

1. el grado de todo vértice es a lo más 2,

2. contiene a lo más un vértice de grado 3,

3. contiene al menos dos vértices de grado 3,

4. contiene al menos un vértice de grado 4.

En el caso 1, Γ corresponde con el grafo de los números naturales N o con el grafo de los números
enteros Z. Ambos grafos tienen radio espectral igual a 2. En el caso 2, si Γ contiene a R8, véase
la Figura 4.9, entonces r(Γ) > 2. Para verificar esto, usamos el mismo argumento de arriba que
se uso para probar que Γ no contiene ciclos. De esta manera Γ no contiene propiamente una
copia del grafo R8. Por inspección concluimos que en este caso Γ corresponde con el último
grafo en la Figura 4.8. En el caso 3, Γ contiene propiamente como subgrafo a Oc para algún
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c > 5. Nuevamente, r(Γ) > 2 lo cual es una contradicción. Finalmente para el caso 4, Γ contiene
propiamente como subgrafo a O5, véase la Figura 4.9. Por consiguiente, r(Γ) > 2 lo cual no
puede ser. �

4.4. Direcciones λ-renormalizables

Como hemos mencionado anteriormente, P. Hooper en [Hoo15] toma como dato de entrada un
grafo bipartito (ribbon graph) y construye una superficie de traslación, véase la Sección 3.4 en
[Ibíd ]. Algunos de los resultados principales de P. Hooper en [Ibíd.] conciernen a la dinámica del
flujo de líneas en una dirección renormalizable sobre la superficie de traslación. A diferencia de
P. Hooper, nosotros tomamos como datos de entrada dos multicurvas que llenan la superficie,
λ ≥ 2 y una función λ-armónica y obtenemos una superficie plana M que en general no es de
traslación. Sin embargo, el doble cubriente orientado deM, M̃, sí es una superficie de traslación
y las descomposiciones en cilindros horizontal y vertical deM, cuyos cilindros tienen módulo 1

λ ,
inducen descomposiciones en cilindros horizontal y vertical de M̃, respectivamente, con cilindros
todos de módulo 1

λ . De esta manera la superficie de traslación M̃ se puede obtener por medio
de la construcción de P. Hooper y podemos aplicar sus resultados sobre el flujo de líneas a la
superficie M̃. En la Sección 4.5 establecemos resultados sobre el flujo de líneas válidos para M̃
que se heredan a la superficie plana M. Esto permite obtener el Teorema 4.1.1.

Definición 4.4.1 (Direcciones λ-renormalizables). Sean λ ≥ 2 y Gλ ≤ PSL(2,R) el grupo
generado por las matrices ρ(Tα) y ρ(Tβ) donde ρ es la representación como en el Teorema 4.3.8.
El grupo Gλ actúa sobre la línea real proyectiva RP1 de forma lineal. Decimos que una dirección
θ ∈ S1 es λ-renormalizable si su proyectivización en RP1 está en el conjunto límite de Gλ y no
es la proyectivización de una dirección propia de cualquier elemento conjugado en Gλ de(

1 λ

0 1

)
,

(
1 0

−λ 1

)
ó
(
1 0

−λ 1

)(
1 λ

0 1

)
.

Supongamos que la superficie M como en el Teorema 4.3.8 es de traslación y sea F tθ el flujo
de líneas sobre M en la dirección λ-renormalizable θ.

Teorema 4.4.2 (Teorema 6.2 en [Hoo15]). El flujo de líneas F tθ no tiene conexiones silla.

Teorema 4.4.3 (Teorema 6.4 en [Hoo15]). El flujo de líneas F tθ es conservativo, es decir, dado
A ⊂M con medida (de Lebesgue) positiva y cualquier T > 0, para casi todo x ∈M existe t ≥ T
tal que F tθ(x) ∈ A.

4.5. Prueba del Teorema 4.1.1

Sean S una superficie de tipo infinito con una ponchadura p ∈ Ends(S), α y β dos multicurvas
cuya unión llena S que satisfacen las hipótesis del Teorema 4.1.1, λ ≥ 2 y h una función λ-
armónica del operador de adyacencia asociado al grafo de adyacencia G(α,β). Por el Teorema
4.3.8, existe una estructura plana τ sobre S tal que los giros de Dehn Tα y Tβ son automorfismo
R-afines sobre M := (S, τ). Además, M tiene dos descomposiciones en cilindros una horizontal
H y otra vertical V tales que las curvas en α y β son las curvas centrales de los cilindros en H
y V, respectivamente. Consideremos la representación fiel ρ : 〈Tα, Tβ〉→ PSL(2,R) dado por:

Tα → (
1 λ

0 1

)
, Tβ → (

1 0

−λ 1

)
.
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Sea f ∈Mod (S;p) en el semigrupo positivo generado por Tα y T−1β dado por una palabra en
donde cada generador aparece. Entonces ρ(f) es una matriz positiva hiperbólica con direcciones
propias θ y θ ′ asociados a los valores propios η > 1 y η−1 de ρ(f), respectivamente. Notemos
que la normalización de estas direcciones propias son direcciones λ-renormalizables las cuales las
denotamos también por θ y θ ′, véase la Definición 4.4.1. Entonces θ y θ ′ definen dos foliaciones
singulares medibles transversas (Fuθ , µu) y (Fsθ ′ , µs) inestable y estable, respectivamente, tales
que f · (Fuθ , µu) = (Fuθ , ηµu) y f · (Fsθ, µs) = (Fsθ, η−1µs). Por brevedad escribimos Fs y Fu para
referirnos a estas foliaciones, véase [FM12] para saber detalles acerca de como se definen las
medidas transversas µu y µs, aunque para la discusión que sigue no es esencial.

Recordemos que todo vértice del grafo dual (α∪β)∗ es una singularidad cónica de la superficie
plana M de ángulo kπ para algún k ∈ Z>0. Denotamos con C al conjunto de todos los vértices
del grafo dual (α∪β)∗. Para cada q ∈ C y F ∈ {Fu,Fs} denotamos por Sepq(F) al conjunto de
hojas de la foliación F con origen en q, a tales hojas les llamamos separatrices con origen en q.
Notemos que si el ángulo total de q ∈ C es kπ entonces |Sepq(Fu)| = |Sepq(F s)| = k. También,
dado A ⊆ C y F ∈ {Fu,Fs}, Q(A,F) ⊂M denota la unión de todas las separatrices de F con
origen en un punto de A, es decir, Q(A,F) :=

⋃
q∈A, l∈Sepq(F) l.

La siguiente proposición es esencial para la demostración del Teorema 4.1.1.

Proposición 4.5.1. Sea q ∈ C. Entonces toda separatriz en Sepq(F s) ∪ Sepq(Fu) es densa en
M.

Demostración. Primero consideramos el caso cuando M es una superficie de traslación. Al final
consideramos el caso cuando M no es una superficie de traslación.

Mostremos que cualquier separatriz en Sepq(Fu) es densa. La misma afirmación es cierta
para las separatrices en Sepq(F s) cuya demostración es análoga. La prueba se sigue de dos
afirmaciones:

Afirmación 1. La unión de todas las separatrices de Fu, Q = Q(C,Fu), es densa en S.

Para probar esto, usamos fuertemente el trabajo de P. Hooper [Hoo15] y que la superficieM
es de traslación. Supongamos que existe un conjunto U abierto no vacío en M rQC . Notemos
que U es Fu-invariante. Luego, dado que la dirección θ es una dirección λ-renormalizable, por el
Teorema 4.4.2, el flujo de líneas Fu no tiene conexiones silla. Así, el conjunto U no puede ser un
cilindro y por lo tanto U contiene una banda infinita, i.e. un conjunto que (salvo una rotación)
es isométrico a (a, b) × R para algún a < b. Pero esto es imposible pues, por el Teorema 4.4.3
(Teorema 6.4 in [Hoo15]), el flujo de líneas Fu es conservativo. Aquí termina la prueba de la
Afirmación 1.

De aquí en adelante, si γ es una separatriz de Fu con origen en q ∈ C, denotamos por γ(x),
con x > 0, a la parametrización de γ para la cual ĺımx→0 γ(x) = q y |γ′(x)| = 1.

Sea C un cilindro horizontal o vertical en M y ξ ∈ C ∩ ∂C. Denotamos por γuξ,C (respecti-
vamente, γsξ,C) a la única separatriz de Fu (respectivamente, Fs) con origen en ξ para la cual
γuξ,C(t) ∈ C para todo t en una vecindad pequeña de 0. Si H ∈ H es un cilindro horizontal, sean
Cb(H) y Ct(H) el conjunto de todos los puntos en C∩∂H que están en el borde inferior y superior4

del cilindro H, respectivamente; similarmente, para un cilindro vertical V ∈ V denotamos con
Ce(V) y Cw(V) al conjunto de todos los puntos en C ∩ ∂V contenidos en el borde izquierdo y
derecho de V , respectivamente.

Sean H ∈ H y V ∈ V tales que H∩ V 6= ∅. En este caso, H∩ V es un rectángulo en M cuyas
esquinas denotamos por qb, qt, pb, pt como se muestra en la Figura 4.10.

4Dotamos a M con la orientación inducida por la orientación estándar del plano Euclidiano para que tenga
sentido hablar de componentes de frontera izquierda-derecha y superior-inferior de un cilindro.
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Figura 4.10: Rectángulo H ∩ V .

Afirmación 2. Para cada ξ ∈ {qt, pb, pt}, la separatriz γuξ,H está contenida en ω(γu
qb,H

), el
conjunto ω-límite5 de γu

qb,H
.

Para probar esta afirmación, observemos que las coordenadas de ρ(f) son todas positivas. En
particular, ρ(f) envía el cuadrante R2x≥0,y≥0 en sí mismo. Sin perdida de generalidad, supongamos
que el espacio propio inestable de ρ(f) está contenido en R2x≥0,y≥0∪R2x≤0,y≤0. Entonces el espacio
propio estable de ρ(f) está contenido en R2x≥0,y≤0 ∪ R2x≤0,y≥0. Así, γuqb,H intersecta a γsξ,H, más

aún,
(
γu
qb,H
∩ γsξ,H

)
∩ (H ∪ V) 6= ∅, véase la Figura 4.10. Al tomar la evaluación de todos

estos puntos en potencias positivas sucesivas de f obtenemos que ξ ∈ ω(γu
qb,H

), y por lo tanto,
γuξ,H ⊆ ω(γu

qb,H
). Esto termina la prueba de la Afirmación 2.

Como consecuencia inmediata de la Afirmación 2 tenemos lo siguiente: para cualesquiera
H ∈ H y V ∈ V se satisface:

(i) para cada ξ ∈ Cb(H) ∪ Ct(H), la separatriz γuξ,H está contenida en ω(γu
qb,H

), y

(ii) para cada ξ ∈ Ce(V) ∪ Cw(V), la separatriz γuξ,V está contenida en ω(γu
qb,V

) = ω(γu
qb,H

).

Ahora estamos en condiciones de probar la Proposición 4.5.1 para el caso cuando M es una
superficie de traslación. Sea q ∈ C y H ∈ H un cilindro horizontal tal que q ∈ Cb(H). Denotemos
con αH ∈ α la curva central del cilindro H y sea Lk(αH) el link (enlace) de αH en el grafo
de configuración G(α,β). Por los hechos (i) y (ii) arriba, para cada cilindro vertical V ′ con
V ′ ∩ H 6= ∅ y para todo ξ ∈ Ce(V ′) ∪ Cw(V ′), la separatriz γuξ,V ′ está contenida en ω(γu

qb,H
).

Notemos que la curva central de V ′ está contenida en Lk(α). Usando la conexidad del grafo
de configuración G(α,β) y aplicando repetidamente los hechos (i) y (ii) obtenemos que toda
separatriz de la foliación Fu está contenida en ω(γu

qb,H
), es decir, Q(C,Fu) ⊆ ω(γu

qb,H
). Por

la Afirmación 1 se concluye el resultado de la Proposición 4.5.1 cuando M es una superficie de

5ω(γu
qb,H

, f) :=
⋂
n∈N f

n(γu
qb,H

).
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traslación. Aquí termina la prueba de la Proposición 4.5.1 en el caso cuandoM es una superficie
de traslación.

Supongamos ahora que M no es una superficie de traslación. Sea d : M̃ → M la cubierta
doble orientada de M. Veamos que la superficie de traslación M̃ admite dos descomposiciones
en cilindros una horizontal y otra vertical tal que el módulo de todo cilindro en estas descom-
posiciones es 1

λ .
Notemos que para cada cilindro horizontal H ∈ H en la descomposición por cilindros hori-

zontales de M, d−1(H) está formado por dos copias isométricas de H. Además, estos cilindros
son maximales en M̃. El único caso en que d−1(H) es un solo cilindro en M̃ es precisamente
cuando una singularidad cónica de ángulo π está en ∂H. Es un hecho general que si p ∈ C es una
singularidad cónica de ángulo nπ, entonces d−1(p) está formada por dos singularidades cónicas
de ángulo nπ si n es par, mientras que si n es impar, d−1(p) solo consta de una singularidad có-
nica de ángulo 2nπ. Notemos que los puntos en C ∩∂H que son singularidades cónicas de ángulo
π en la superficie plana M provienen de ponchaduras (fines planos aislados) de la superficie S.
Por lo tanto, d−1(H) no puede ser un cilindro en M̃. La misma afirmación es cierta para cual-
quier cilindro vertical en V y la prueba es análoga. De lo anterior concluimos que H̃ := d−1(H)
y Ṽ := d−1(V) definen descomposiciones horizontales y verticales maximales de M̃ con curvas
centrales α̃ := d−1(α) y β̃ := d−1(β), respectivamente.

Ahora, dado que los cilindros en H̃∪Ṽ tienen el mismo módulo que los cilindros en H∪V, los
giros de Dehn alrededor de las multicurvas α̃ y β̃, Tα̃ y T

β̃
, respectivamente, son automorfismos

afines de M̃. Además, la derivada de Tα̃ coincide con la derivada de Tα y la derivada de T
β̃

coincide con la derivada de Tβ. Así, el levantamiento de f a M̃, f̃, es un automorfismo afín sobre
M̃ en el semigrupo positivo generado por Tα̃ y T−1

β̃
. Además la derivada de f̃ es igual a la matriz

ρ(f) ∈ PSL(2,R). Por consiguiente los vectores propios de la derivada de f̃ definen dos foliaciones
f̃-invariantes F̃u y F̃s medibles transversas en M̃ tales que F̃u = d−1(Fu) y F̃s = d−1(Fs).

Sea q ∈ C y tomemos γ ∈ Sep(Fu) con origen en q. Como F̃u = d−1(Fu), existe γ̃ ⊆
d−1(γ) separatriz de F̃u con origen en un punto q̃ ∈ d−1(q) tal que d(γ̃) = γ. Dado que M̃
es una superficie de traslación, γ̃ es densa en M̃. Por consiguiente, γ es densa en M pues d es
sobreyectiva. Aquí termina la prueba de la Proposición 4.5.1. �

Continuamos con la prueba del Teorema 4.1.1. Tomemos una estructura hiperbólica de primer
tipo sobre S, véase la Nota 1.2.12. Denotemos con π : D→ S al cubriente universal de S.

Consideremos el grafo de rayos completo R(S;p) de S. Notemos que en este caso, la poncha-
dura p representa una cúspide de S. Indexamos el conjunto de separatrices de Fu con origen en
la cúspide p de S por Sepp(Fu) := {γi}

m
i=1. En lo que sigue, a cada γi ∈ Sep(Fu) le asociaremos

una única geodésica δi en S y mostraremos que el conjunto {δi}
m
i=1 define un clique de rayos

que llenan ( high-filling rays) la superficie S. Para los elementos en Sep(Fs) los argumentos son
análogos. Las ideas usadas están inspiradas en el trabajo de P. Levitt en [Lev83].

Escojamos p̃ ∈ ∂D un levantamiento de la cúspide p, y tomemos γ̃ ⊂ D un levantamiento de
γ ∈ Sep(Fu) que tiene a p̃ como uno de sus puntos finales.

Notemos que p es una cúspide en S acotada por una región cuya frontera es un polígono
con 2m lados los cuales son arcos de curvas en α ∪ β. En consecuencia, existe η ∈ α ∪ β tal
que γ intersecta transversalmente a η. Notemos que la foliación Fu es transversal a toda curva
en α ∪ β. Salvo una isotopía acotada6 podemos asumir que η es una geodésica cerrada simple
en S. Como γ es densa en S, véase la Proposición 4.5.1, γ intersecta transversalmente a η un

6Una isotopía H : S × I → S es acotada si existe D > 0 tal que para todo t ∈ I, sups∈S{d(s,H(s, t))} ≤ D,
donde d es la métrica hiperbólica sobre S.
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número infinito de veces. Por lo tanto, γ̃ intersecta un número infinito de levantamientos de η.
Afirmamos lo siguiente:

Afirmación 3. γ̃ intersecta a cualquier componente conexa de π−1(η) a lo más una vez.

Sea η̃ una componente conexa de π−1(η) y supongamos que (*) no sucede. Entonces existe un
disco D encajado en D cuya frontera ∂D está acotada por dos arcos transversales, uno contenido
en γ̃ y el otro contenido en η̃. Como el conjunto C es discreto y cerrado en S, (recordar que
C es el conjunto de vértices de los cuadriláteros que dan origen a la estructura plana sobre S),
tenemos que π−1(C) ∩D es finito, donde π−1(C) es el conjunto de singularidades de la foliación
F̃u = π−1(Fu) sobre D. Así, existe una hoja de la foliación Fu tangente al arco de D contenido
en η̃. Esto contradice que la foliación Fu es transversal a la curva η. Aquí termina la prueba de
la Afirmación 3.

Por la Afirmación 3, existe una sucesión infinita de dominios acotados por geodésicas en
π−1(η) que están anidados en D∪∂D, véase la Figura 4.11. Puesto que el grupo fundamental de S
es un grupo Fuchsiano de primer tipo, los puntos finales de π−1(η) son densos en la círcunferencia
unitaria ∂D. Por lo tanto, existe un punto en q̃ := q(γ̃) ∈ ∂D que es punto final de γ̃.

Figura 4.11: Vecindades anidadas del punto q̃ cuya frontera está acotada por geodésicas en
π−1(η).

Como γ no es un lazo en S, pues la foliación Fu no tiene conexiones de silla, tenemos que
q̃ 6= p̃. Sea δ̃ la única geodésica en D con puntos finales p̃ y q̃, y definamos δ := π(δ̃).

Demostremos que la geodésica δ es simple. Supongamos lo contrario. Entonces existen dos
geodésicas conexas de π−1(δ) que se intersectan transversalmente en D. Esto implica que existen
dos componentes conexas de π−1(γ) que se intersectan, lo cual es imposible, pues γ es simple en
S.

Ahora demostramos que la geodésica δ es un rayo largo en S. Como γ no es un lazo en S,
entonces δ no es un lazo. Por otro lado, sabemos que γ intersecta un número infinito de veces a
una curva en α∪β. Por la afirmación (*) arriba, tenemos que lo mismo es cierto para δ. Puesto
que todo rayo corto es propio en S, δ no puede ser un rayo corto.

Para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}, denotemos con q̃i al punto final del levantamiento de γi ∈
Sepp(Fu) con punto final en p̃, y sea δi := π(δ̃i), donde δ̃i es la única geodésica en D cuyos
punto finales son p̃ y q̃i. Hemos mostrado arriba que cada δi es un rayo largo en S. Dado que
las separatrices en Sepp(Fu) no son isotópicas entre sí, se infiere que δi 6= δj para todo i 6= j.

Definamos ∆ := {δi}
m
i=1. Notemos que f(∆) = ∆ pues f permuta los elementos de Sepp(Fu).

Veamos que el conjunto ∆ es un clique de rayos que llenan la superficie S, es decir, es un punto
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en la frontera de Gromov de R(S;p). Consideremos υ un rayo (o lazo) geodésico simple en S
con origen en p tal que υ /∈ ∆. Como todo elemento en ∆ es un rayo largo en S, basta probar
que υ intersecta a algún elemento de ∆. Nuevamente, fijemos p̃ ∈ π−1(p) y tomemos υ̃ el único
levantamiento de υ con punto final p̃. Declaremos que q̃ es el otro punto final de υ̃.

Para el resto de la prueba véase la Figura 4.12. Sea D ⊂ D ∪ ∂D un disco cuya frontera está
formada por p̃ ∪ γ̃l ∪ γ̃r ∪A, donde A es un arco cerrado en ∂D que contiene a q̃, y γ̃l y γ̃r son
los levantamientos de γl y γr, respectivamente, distintos tal que D no contiene en su interior
ninguna componente de π−1(Sepp(Fu)) con punto final p̃. Sean q̃l y q̃r los puntos finales γ̃l y
γ̃r en A, respectivamente. Luego, como p es una singularidad de la foliación Fu existe un arco
simple Σ ⊂ D con un punto final en γ̃l y el otro en γ̃r que es transversal a la foliación π−1(Fu)
excepto en un punto ξ en el interior de Σ en donde la foliación es tangente. Más aún, podemos
asumir que la componente conexa D ′ de D r Σ que contiene a p̃ en su frontera no contiene
puntos singulares de la foliación π−1(Fu), pues la singularidad p de Fu no es acumulada por
otras singularidades de la foliación. El punto ξ divide a Σ en dos segmentos ΣL y ΣR. Por otro
lado q̃ divide al segmento A en dos segmentos AL y AR.

Figura 4.12

Dado que γ ∈ Sepp(Fu) es denso en S, π−1(γ) es denso en D. En particular, π−1(γ) ∩ Σ es
denso en Σ pues π−1(Fu) es transversal a Σr ξ y D ′ no contiene puntos singulares de π−1(Fu).
Podemos tomar una hoja γ̃ ′ de π−1(γ) que intersecta a ΣL en un punto ξ ′l. Sin perdida de
generalidad, supongamos que uno de sus puntos finales q̃ ′l está en AL. Dado que D ′ ⊂ D no
contiene singularidades de la foliación π−1(Fu), γ̃ ′ ∩ Σ = {ξ ′l, ξ

′
r} con ξ ′r ∈ ΣR.

Nuevamente, como π−1(γ) ∩ Σ es transversal y densa en Σ, existe una hoja γ̃ ′′ de γ̃ que
intersecta ΣR transversalmente en un punto ξ ′′r ∈ ΣR entre ξ ′r y ΣR ∩ γ̃r. Más aún, podemos
asumir que un punto final de γ̃ ′′ está contenido en AR suficientemente cerca de q̃r. Esto se puede
hacer así pues π−1(C) (el conjunto de singularidades de la foliación π−1(Fu)) es un subconjunto
discreto y cerrado de D y por la forma en que el punto final de γ̃r fue localizado por medio
de vecindades. Por lo tanto, el otro punto final de γ̃ ′′ está entre q̃l y q̃ ′L. De esta manera, la
geodésica en D que conecta los puntos finales de γ̃ ′′ intersecta a υ̃ transversalmente. Así, υ y γ
se intersectan transversalmente y por lo tanto υ intersecta transversalmente a un elemento del
conjunto ∆. Esto termina la demostración del Teorema 4.1.1. �
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Nota 4.5.2. Observamos que para probar que el conjunto ∆ = {δi}
m
i=1 es un clique de rayos que

llenan S basta la densidad de las separatrices de las foliaciones Fs y Fu en una vecindad de S
que contiene a p.

Tomando en cuenta la nota anterior, recuperamos el Lema 7.1.2 en [BW18b], véase también
el Teorema 8.3.1 en Ibíd.

Corolario 4.5.3 (Lema 7.1.2 en [BW18b]). Sea S ′ ⊂ S una subsuperficie de tipo finito que
contiene a p con complejidad κ(S ′) ≥ 1, h ′ ∈ Mod (S ′) un elemento pseudo-Anosov que fija p
para el cual p es una singularidad de ángulo k de las foliaciones estable e inestable asociadas a
h ′. Sea h ∈Mod (S, p) la extensión de h ′ como la identidad en SrS ′. Entonces h ∈Mod (S;p)
es un elemento loxodrómico de peso k. Más aún, los conjuntos de separatrices basadas en p de
las foliaciones invariantes por h ′ definen (después de estirar como en la prueba del Teorema
4.1.1) los cliques de rayos high-filling fijados por h ′.

Demostración del Corolario 4.1.5. Sean α (curvas azules) y β (curvas rojas) las multicurvas que
llenan el monstruo del lago Ness S con punto marcado p como en la Figura 4.13. Escribamos
β := β ′t{ai}i∈Nt{bi}i∈N. Para cada n ∈ N definamos βn := β ′t{ai}i≥nt{bi}i≥n. Por el Teorema
4.1.1, para cada n ∈ N, fn := Tα ◦T−1βn ∈Mod (S;p) tiene acción loxodrómica en el grafo de lazos
L(S;p) y por lo tanto en la componente principal de R(S;p) pues esta última es cuasi-isométrica
a L(S). Notemos que fn converge a f := Tα ◦ T−1β ′ en la topología compacto-abierta. Es claro que
f fija puntualmente los rayos cortos l y l ′ con origen en p. Por lo tanto f tiene acción elíptica
en la componente principal del grafo R(S;p) y por consiguiente en L(S;p).

Figura 4.13

4.6. Prueba del Teorema 4.1.2

Inspirados en la construcción de J. Bavard y A. Walker de una superficie a partir de un grafo,
desarrollamos la forma normal de una superficie de tipo infinito. Esta forma normal es una
descripción visual específica de una superficie de tipo infinito la cual nos permite construir
explícitamente el par de multicurvas del Teorema 4.1.2.

Denotamos con T2N al árbol binario enraizado infinito con raíz ∅, esto es, el árbol cuyo
conjunto de vértices es numerable de cardinalidad infinita y tal que todo vértice de T2N tiene
grado tres, con excepción del vértice raíz ∅ quien tiene grado dos. Llamamos d a la métrica
combinatoria sobre T2N.

El espacio de fines de T2N, Ends(T2N), es homeomorfo al conjunto de Cantor 2N y se puede
ver como el conjunto de todos los rayos geodésicos infinitos en T2N con vértice inicial ∅, véase
la Figura 4.14. Para cada x ∈ 2N =

∏
i∈N{0, 1}, sea r(x) := (∅, a1, a2, . . .) ∈ Ends(T2N) el rayo

geodésico asociado a x. Entonces r : 2N → Ends(T2N) es un homeomorfismo.
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Figura 4.14: Encaje de T2N en H2.

Definición 4.6.1. Sea F un subconjunto de 2N. Definimos el árbol inducido por F por TF :=⋃
x∈F r(x) ⊆ T2N.

Observemos que el espacio de fines de TF coincide con F.
Sean v y v∗ dos vértices distintos en T2N. Si v está contenido en la geodésica que conecta a

v∗ con ∅, entonces decimos que v∗ es un descendiente de v.

Definición 4.6.2 (Árbol simple). Un subárbol enraizado de T2N sin hojas es simple si para todo
vértice v con grado dos, diferente del vértice raíz, se tiene que todos los vértices descendientes
de v también tiene grado dos.

Cirugía. Sea R un subárbol de T2N, y L ⊆ R0 un subconjunto no vacío de vértices de R. A
partir de R y L definimos GR,L como el grafo obtenido de R por medio de reemplazar cada vértice
en L por un triángulo, véase Figura 4.15. De forma más precisa, definimos O(L) := {(v, v∗) ∈
R1 : v ∈ L, v∗ es un descendiente de v}, y denotemos por R ′ al árbol obtenido de R por medio de
subdivisión baricéntrica sobre las aristas de R contenida en O(L). Tomemos v ∈ L.

1) Si deg(v) = 3, llamamos v ′ y v ′′ a los dos descendientes de v adyacentes a v en R′.

2) Si deg(v) = 2, denotamos por v ′ al único descendiente de v en R′, y tomamos un nuevo
vértice v ′′ que no está en V(R′).

Definimos y denotamos por G := GR,L al grafo cuyo conjunto de vértices es V(G) := V(R ′) t(⋃
v∈L,deg(v)=2{v

′′}
)
, y conjunto de aristas E(G) := E(R ′) t

(⋃
v∈L{(v, v

′′), (v ′, v ′′)}
)
.

Definición 4.6.3 (Grafo T(S)). Sea S una superficie de tipo topológico infinito con género
g ∈ N ∪ {0,∞} y Ends(S) ⊇ Ends∞(S) su espacio de fines y espacio de fines acumulados por
género. Tomemos un encaje f : Ends(S)→ 2N. Por el Lema 4.6.5, cuya demostración posponemos
por el momento, asumimos que el subárbol Tf(Ends(S)) de T2N inducido por f(Ends(S)) es simple.
Definimos el grafo T(S) de acuerdo a los siguientes criterios:

Si g(S) = 0 definimos T(S) := Tf(Ends(S)).

Si g(S) = ∞ entonces T(S) = GT,L con T := Tf(Ends(S)) y L el conjunto de vértices de
Tf(Ends∞(S)).

Si g(S) ∈ N entonces T(S) = GT,L donde T := Tf(Ends(S)) y L es el conjunto de vértices de
un segmento geodésico en T de longitud g(S) − 1 enraizado en ∅.
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Figura 4.15: Cirugía en los vértices.

La realización geométrica de T(S) se encaja en el plano {(x, 0, z) ∈ H3 : z > 0} como en
la Figura 4.14. Abusando de la notación, denotamos nuevamente con T(S) a este encaje. Más
aún, existe una vecindad regular Nε = Nε(T(S)) ⊆ H3 de T(S) de radio ε > 0 (suficientemente
pequeña) tal que S es homeomorfa a S′ := ∂Nε. Observar que T(S) es retracto por deformación
fuerte de S′. Identificamos S con S′ y decimos que S está en forma normal y que T(S) es el grafo
subyacente que induce a S.

Nota 4.6.4. En [BW18b], A. Walker and J. Bavard definen el rooted core tree T del cual ellos
construyen una superficie S(T) homeomorfa a la superficie dada S, véase Lemma 2.3.1 y sección
2.3 en [Ibid ]. En nuestra construcción, Tf(Ends(S)) es un “rooted core tree” al declarar que un
vértice de Tf(Ends(S) está marcado si es un vértice de Tf(Ends∞(S)). La principal diferencia con el
trabajo de Bavard y Walker es que la forma normal que proponemos proviene de un árbol simple.
Esta propiedad es fuertemente usada en la demostración del Teorema 4.1.2.

Dado F un subgrafo de T(S), denotamos con S(F) := ∂Nε(F) a la subsuperficie de S inducida
por F, donde Nε(F) ⊂ H3 es la vecindad regular de F de radio ε > 0. En particular tenemos que
S(T(S)) = S.

Lema 4.6.5. Sea F′ un subconjunto cerrado no vacío del conjunto de Cantor 2N. Entonces existe
F ⊆ 2N homeomorfo a F′ tal que TF, el subárbol inducido por F, es simple.

Recordemos que el lema anterior garantiza que en la construcción de la forma normal de S
se pueda asumir que el árbol Tf(Ends(S)) sea simple.

Demostración. Consideremos el homeomorfismo r : 2N → Ends(T2N) como arriba. Sea x ∈
F ′ ⊆ 2N, y r(x) := {rnx }n≥0 el rayo geodésico en TF ′ con vértice inicial ∅ asociado a x. Hacemos
Ax := {anx ≥ 0 : el vértice ra

n
x
x tiene grado tres en TF ′ o es igual a ∅}Nn=0, para algúnN := N(x) ∈

N ∪ {∞}. Ahora definamos φ : F ′ → 2N como sigue: para cada x ∈ F ′, φ(x) ∈ 2N está definida
por

φ(x)(m) =

{
x(amx ) si m ≤ N(x)
0 si m > N(x).

La aplicación φ es inyectiva. En efecto, supongamos que x y y son elementos distintos en
F′. Entonces n := máx{m : rmx = rmy } < ∞. Así, tenemos que x(n) 6= y(n). Como los vértices
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rn+1x y rn+1y son diferentes, el vértice rnx = rny tiene dos ramificaciones en TF ′ . Por consiguiente
n = amx = amy para algún m ≥ 0 y φ(x)(m) = x(n) 6= y(n) = φ(y)(m).

Mostremos que φ es continua. Supongamos que φ(x) ∈ Us con s ∈ 2n, donde 2n denota el
espacio de todas las funciones de {0, 1, 2, . . . , n} sobre {0, 1}, y Us es una vecindad abierta de s en
2N, i.e., el conjunto de todas las funciones en 2N tal que su restricción a {0, 1, 2, . . . , n} coincide
con s. Sea t igual a la restricción de x a {0, 1, 2, . . . , axm}, donde m = n si n ≤ N(x) o m = N(x)
en otro caso. La continuidad de φ sigue de notar que x está en Ut ∩ F′ y φ(Ut ∩ F′) ⊆ Us.

Como F′ es compacto, φ es un homeomorfismo sobre su imagen. Por lo tanto F := φ(F′) es
homeomorfo a F′.

Mostremos que el árbol TF inducido por F es simple. Sea v un vértice de TF. Entonces v = rnφ(x)
para algún x ∈ F′ y algún n ∈ N. Si n ≤ N(x), entonces v tiene grado tres. En caso contrario, v
tiene grado dos. Esto prueba nuestra afirmación. �

Demostración del Teorema 4.1.2. Dividimos la prueba en dos partes. En la primera parte pro-
bamos la existencia de un par de multicurvas cuya unión llena S y que satisfacen los incisos (1)
y (2) del teorema. En la segunda parte, usamos la primera parte de la demostración para dar
explícitamente un par de multicurvas que satisfacen todos los incisos del Teorema.

Primera parte: Sea S una superficie de tipo topológico infinito en su forma normal y T(S) la
gráfica subyacente que induce a S.

La idea de la prueba es construir dos colecciones disjuntas de curvas disjuntas a pares A
(curvas azules) y B (curvas rojas) tal que después de olvidar las curvas no-esenciales en A y B,
obtenemos el par de multicurvas α and β, respectivamente. Al final probamos que en efecto,
este par de multicurvas satisfacen los incisos 1 y 2 del Teorema 4.1.2.

Definamos la gráfica Tg(S) como el subgrafo completo de T(S) generado por todos los vértices
contenidos en un triángulo de T(S). Notemos que Tg(S) es conexo.

Sea T ′g(S) el grafo que se obtiene de la unión de Tg(S) con todas las aristas en T(S) adyacentes
a Tg(S). Como Tg(S) es conexo, el grafo T ′g(S) también es conexo. Consideremos ∆ un triángulo
en Tg(S) y sea ∆ ′ la unión disjunta de ∆ con todas las aristas en T ′g(S) adyacentes a ∆. Tenemos
que ∆ ′ es una de las siguientes posibilidades: (1) la unión disjunta de ∆ con exactamente tres
aristas adyacentes a él, o (2) la unión disjunta de ∆ con exactamente dos aristas adyacentes a
él. En cada caso escogemos las curvas azules y rojas como en la Figura 4.16 (Izquierda).

Figura 4.16: Curvas azules y rojas asociadas a la vecindad ∆ ′ del triángulo ∆.

Para cada arista e en T ′g(S) que conecta dos triángulos en T ′g(S), escogemos la curva azul
como en la Figura 4.17.

Identificamos dos casos:
Caso (1) Ends(S) = Ends∞(S). En este caso Tg(S) = T ′g(S) = T(S). Entonces todas las curvas
en A ∪ B son esenciales y termina la construcción de las colecciones de curvas A and B.
Caso (2) Ends(S) 6= Ends∞(S). En este caso identificamos dos subcasos adicionales: (i) S tiene
a lo más un fin plano aislado, y (ii) S tiene más de dos fines planos aislados.
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Figura 4.17: Curva azul asociada a la arista que conecta dos triángulos.

(i) S tiene a lo más un fin plano aislado. Sea F una componente conexa de T(S) − T ′g(S).
Tenemos que F es un árbol no vacío con un número infinito de vértices. Sea vF el único
vértice en F que es adyacente a una arista e(vF) en T ′g(S). Si vF tiene grado uno en F, entonces
todo vértice de F distinto de vf tiene grado dos, pues Tf(Ends(S)) es un árbol simple, véase
la Definición 4.6.2. En este caso, tenemos que la subsuperficie S(F) ⊂ S inducida por F es
homeomorfa al disco ponchado. Entonces la curva en S asociada a la arista e(vF) no es
esencial.

Si vF tiene grado dos en F, coloreamos de color azul todas las aristas en un nivel impar de
F, y de color rojo todas las aristas en un nivel par de F, véase la Figura 4.18 (Izquierda).
Sean e y e ′ dos aristas en F ambas en el mismo nivel que comparten un vértice común v.
Supongamos que todos los vértices de e ∪ e ′ diferentes de v tienen grado tres. Si e y e ′

están coloreados de azul (red color), escogemos la curva roja (curva azul) en S como en la
Figura 4.18 (Derecha).

Figura 4.18: (Izquierda) Las aristas de F coloreadas de color azul y rojo. (Derecha) La curva en
S correspondiente al par de aristas e y e′ coloreadas de azul.

Para cada arista e(vF), escogemos la curva azul en S como en la Figura 4.19 (Izquierda).
Finalmente, para cada arista e de F, tomamos la curva en S coloreada con el mismo color
de la arista e como es mostrada en la Figura 4.19 (Derecha). Aquí finaliza la construcción
de A and B en este caso.

(ii) S tiene más de un fin plano aislado. Sea R el subgrafo completo de T(S) generado por el
conjunto de vértices dado por la unión disjunta de el vértice ∅ y el conjunto de todos los
vértices de grado tres en T(S). Definimos T ′′g (S) como el grafo completo de T(S) generado
por todos los vértices en T(S) a distancia a lo más uno de R. Notemos que T ′′g (S) es conexo
y contiene a T ′g(S), pues Tf(Ends(S)) es simple. También, T ′′g (S) tiene al menos dos hojas,
i.e., vértices de grado uno, pues Ends(S) tiene al menos dos fines planos aislados. Sean
v1 y v2 dos hojas en T ′′g (S) a distancia 3 en T ′′g (S). Entonces existe una única arista e
en T ′′g (S) cuyos vértices adyacentes están a distancia uno de v1 o v2. Así, tenemos que
e está contenida en una componente conexa de T(S) r T ′g(S), ya que e no es una arista
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Figura 4.19: (Izquierda) Curva azul asociada a la arista e(vF) que conecta F con T ′g(S). (Derecha)
Curva azul (curva roja) asociada a la arista e of F.

contenida en un triángulo de T(S). Si e está coloreada de color rojo (color azul), escogemos
la curva azul (curva roja) en S como en la Figura 4.20. Aquí finaliza la construcción de las
colecciones de curvas A and B.

Figura 4.20: La curva azul correspondiente a la arista roja e.

Definimos α y β como el conjunto de curvas esenciales en A y B, respectivamente. Por
construcción tenemos que α y β son multicurvas en posición mínima. Además, α ∪ β llena S.
Además, estas multicurvas satisfacen el inciso 1 del Teorema 4.1.2, pues, toda curva η ∈ α ∪ β
intersecta a lo más tres curvas en α ∪ β y, i([a], [b]) = |a ∩ b| ≤ 2 para toda a ∈ α y b ∈ β.

Por otro lado, toda componente conexa de Srα ( y Srβ, respectivamente) es una superficie
de tipo finito. Así, toda componente conexa de Sr (α∪β) es un polígono finito, más aún, tienen
a los más seis lados. Aquí termina la primera parte de la prueba.

Segunda Parte: Consideremos a p ∈ S como un punto marcado. Sea m ∈ N y tomemos
una multicurva finita δ en S tal que la componente conexa Q de S r δ que contiene al punto
p es homeomorfa a Sm+2

0 , i.e., la superficie con género cero y con m + 2 ponchaduras. En Q
escogemos las curvas azules y rojas como es mostrado en la Figura 4.21, y las llamamos α′ y β′,
respectivamente. Notemos que la componente conexa de Qr (α ′ ∪ β ′) que contiene al punto p
es un polígono con 2m lados, i.e., es un 2m-polígono.

La idea es extender las multicurvas α′ y β′ a multicurvas α and β, respectivamente, de tal
manera que satisfagan todas las propiedades deseadas. Consideramos dos casos: (i) m es par y
(ii) m es impar.

(i) m es par. Sin perdida de generalidad supongamos que Srα′ tiene dos componentes conexas.
Sea F la componente conexa de Srα′ que no contiene el punto p. Entonces la cerradura de F en
S, F, es una superficie de tipo topológico infinito con b > 0 componentes de frontera. Además,
F∩β′ es una colección finita de arcos esenciales en F disjuntos a pares con puntos finales en ∂F,
más aún, los puntos finales de un arco en F∩β′ están en una componente conexa común de ∂F.
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Figura 4.21: Las curvas α′ (azules) y β′ (rojas) en Q que contiene a p como punto marcado.

Denotamos con θF a la colección de arcos en F∩β′, y declaramos δF como el conjunto de curvas
en δ contenidas en F.

Afirmación: Existe un par de multicurvas α ′′F and β ′′F que llenan F, satisfacen los incisos (1) y
(2) del Teorema y tales que θF ∩ β ′′F = ∅.

Asumiendo la afirmación anterior tenemos que α := α′
⋃
(
⋃
α ′′F ) y β := β′

⋃
(
⋃
β ′′F ) son las

multicurvas que deseamos.
Dividimos la prueba de la afirmación en dos casos: b = 1 y b > 1. Para el caso b = 1

identificamos dos subcasos a considerar:

F es de tipo finito. En este caso no es difícil construir el par de multicurvas α ′′ y β ′′ como se
desea. Para una construcción explícita siga las siguientes líneas. De lo contrario puede pasar
al siguiente caso. Procedemos por inducción sobre la complejidad de F, κ(F) = 3g+n− 2.

Caso base: Si κ(F) = 0 entonces F es homeomorfa a S20,1 y α ′′F = β ′′F = ∅. Si κ(F) = 1

entonces F es homeomorfa o bien a S30,1 ó a S01,1. En cualquier caso, hacemos β ′′F = ∅ y
escogemos α ′′F (curvas azules) como en la Figura 4.22.

Figura 4.22: En ambos casos, θF es el arco esencial en color rojo y α ′′F es la curva esencial en
color azul.

Supongamos que la afirmación es cierta para k−1 ≥ κ(F) > 1, y demostramos la afirmación
para κ(F) = k. Tenemos que |δF| ∈ {1, 2} pues las curvas en δF acotan un pantalón P en F.
Sea F1 := Fr P y F1 su cerradura en F. Dado que κ(F) > 1, tenemos que F1 6= ∅. Además,
∂F1 es igual a la unión de todas las curvas en δF, y θF está contenida en P.

Caso |δF| = 1. En este caso κ(F1) = κ(F) − 1. Escogemos una curva esencial γ en F tal que
su intersección geométrica con la única curva en AF es exactamente dos, véase la Figura
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4.23. Sea θF1 el arco esencial en F1 ∩ γ. Por hipótesis de inducción sobre F1, existen α
′′
F1

y
β
′′
F1

tal que θF1 ∩ β
′′
F1

= ∅. Así, α ′′F := {γ} ∪ β ′′F1 y β ′′F := δF ∪ α
′′
F1

son las multicurvas en F
que deseábamos.

Figura 4.23: Caso |δF| = 1.

Caso |δF| = 2. Llamemos δ1, δ2 a las dos curvas en δF.

Supongamos que F1 no es conexa. Entonces δ1 y δ2 son curvas separadoras F y F1 :=
F1,1 t F1,2 donde F1,i son las dos componentes conexas de F1. Sea i ∈ {1, 2}. Entonces
F1,i tiene una componente de frontera. Escogemos una curva esencial γ en F tal que su
intersección geométrica con δ1 y δ2 es exactamente dos, véase la Figura 4.24 (Izquierda).
Declaramos θF1,i como el conjunto de todos los arcos esenciales en F1,i ∩ γ. Tenemos que
κ(F1,i) < κ(F). Así, por hipótesis de inducción existen α ′′F1,i y β

′′
F1,i

tal que θF1,i ∩β
′′
F1,i

= ∅.
Por lo tanto α ′′F := {γ}∪β ′′F1,1 ∪β

′′
F1,2

y β ′′F := δF ∪α
′′
F1,1
∪α ′′F1,2 satisfacen la tesis de nuestra

afirmación.

Ahora supongamos que F1 es conexa. Entonces F1 tiene género mayor que cero. Sea γ una
curva separadora (no necesariamente esencial) en F1 que acota una subsuperficie W de F
homeomorfa a S11,1 y tal que contiene en su interior a las curvas δ1 y δ2, véase la Figura
4.24 (Derecha). Tenemos que F r γ := W t F2. En W elegimos la curva no separadora γ′

tal que i(γ′, δ1) = i(γ′, δ2) = 1. Si γ es esencial en F1, tomamos γ ′′ en F1 de tal manera
que i(γ ′′, γ) = 2. Notemos que κ(F2) = 3(g − 1) + n − 2 < κ(F). Definamos θF2 como el
único arco esencial contenido en F2 ∩ γ ′′. De nuevo, por hipótesis de inducción, existe un
par de multicurvas α ′′F2 y β ′′F2 que llenan F2 y tal que β ′′F2 ∩ θF2 = ∅, donde θF2 := F2 ∩ δ.
Por lo tanto α ′′F := {γ, γ ′} ∪ α ′′F2 y β ′′F := {γ ′′} ∪ δF ∪ β

′′
F2

satisfacen lo que queríamos.

F es de tipo infinito: Sea α ′′F (curvas rojas) y β ′′F (curvas azules) el par de multicurvas en F
como en la primera parte de la demostración. Dado que los arcos en θF está contenida en
un pantalón contenido en F, estas intersectan solamente una curva en α ′′F ∪β

′′
F . Así, hasta

intercambiar los colores de α ′′F y β ′′F si fuese necesario podemos obtener que β ′′F ∩ θF = ∅.

Ahora, consideremos el caso b > 1. Sea γ la curva separadora en F que acota una subsuperficie
W homeomorfa a S10,b. Hacemos F r γ := W t F1, y definimos θF1 como el conjunto de arcos
en F1 contenidos en θF ∩ F1. Sean η1 y η2 dos curvas en F1 (no necesariamente esenciales) tal
que γ, η1 y η2 acotan un pantalón P en F1. Si un elemento de θF intersecta esencialmente a
alguna ηi, remplazamos este elemento por un arco con los mismos puntos finales completamente
contenida en P. Después de hacer estos reemplazos, asumimos que θF no intersecta a η1 ∪ η2,
véase la Figura 4.25. Así, θF ⊆ P. Como F1 tiene una componente de frontera, por el Caso b = 1
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Figura 4.24: (Izquierda) F1 no es conexa. (Derecha) F1 es conexa.

arriba, existe un par de multicurvas α ′′F1 y β
′′
F1

que llenan F1 y tal que θF1 ∩β ′′F1 = ∅. Finalmente,
definimos α ′′F := {γ} ∪ α ′′F1 y β ′′F := β

′′
F2
.

Figura 4.25: Caso b > 1.

(ii) m es impar. Sin perdida de generalidad supongamos que las curvas en α′ encierran todas las
ponchaduras de Q excepto una. Entonces añadimos las curvas α1 y β1 a α ′ y β ′ respectivamente
como en la Figura 4.26. Finalmente, para cada componente conexa de Srα ′ que no contiene al
punto p aplicamos el caso anterior.

Figura 4.26: Caso m impar.
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Aquí termina la demostración de la segunda parte y por lo tanto del Teorema 4.1.2. �

Nota 4.6.6. Existe una cantidad no numerable de pares de multicurvas que llenan S como en
el Teorema 4.1.2. Los argumentos son análogos a los usados en la demostración del Lema 2.2.8.

4.7. Multicurvas y la construcción de Hooper-Thurston-Veech

En esta sección estudiamos los pares de multicurvas que llenan una superficie de tipo infinito y
enunciamos el contexto general en donde es válido la construcción de Hooper-Thurston-Veech.

Sean α := {αi}i∈I y β := {βj}j∈J dos multicurvas cuya unión llena una superficie S de tipo
infinito. Abusando de la notación, denotamos con α ∪ β al conjunto

(⋃
i≥1 αi

)
∪
(⋃

j≥1 βj

)
y

con α ∩ β al conjunto
(⋃

i≥1 αi

)
∩
(⋃

j≥1 βj

)
. Por simplicidad, consideremos las ponchaduras

de S como puntos marcados en la superficie. De esta manera, toda componente complementaria
de α ∪ β en S es un disco o un disco con un punto marcado en su interior.

Recordemos algunas consideraciones usadas en la demostración del Teorema 4.3.8. Consi-
deramos α ∪ β ⊂ S como un grafo encajado en S cuyo conjunto de vértices es α ∩ β y con
conjunto de aristas la colección de arcos en α ∪ β r (α ∩ β). Al grafo α ∪ β le asociamos su
grafo dual denotado por (α ∪ β)∗ ⊂ S: para cada componente conexa D de S r (α ∪ β), sea
pD ∈ D el punto marcado de D si D es un disco con punto marcado en su interior, en otro
caso, tomamos pD ∈ D un punto en el interior de D. El conjunto de vértices de (α ∪ β)∗ es
el conjunto {pD : D es componente conexa de S r (α ∪ β)}. Luego, por cada arista e del grafo
α ∪ β asignamos la única arista e∗ ∈ E((α ∪ β)∗) transversal a e que conecta los vértices de las
componentes conexas de S r (α ∪ β) adyacentes a e (posiblemente la misma), véase la Figura
4.27.

Figura 4.27: El grafo α∪β está representado en línea continua (curvas azules y rojas) y el grafo
dual (α ∪ β)∗ está representado en línea discontinua negra.

Como α∪β llena S, cada punto en α∩β está contenido en un único cuadrilátero topológico
de Sr (α∪β)∗. Para cada v ∈ α∩β sea Rv la cerradura en S del cuadrilátero en Sr (α∪β)∗ que
contiene a v en su interior. Definamos el conjunto S� ⊆ S como la unión de todos los cuadriláteros
topológicos Rv con v ∈ α ∩ β. En general, S� no es un superficie, pues el grafo dual (α ∪ β)∗
puede contener vértices de grado infinito. Para convencerse de lo anterior considere los ejemplos
de abajo. En lo que sigue, N(α∪β) denota a la vecindad regular de α∪β en S tal que coincide
con la unión disjunta de las vecindades regulares de las curvas en α ∪ β.
Ejemplo 4.7.1 (Grafo dual (α ∪ β)∗ es localmente finito). Sean α (curvas azules) y β (curvas
rojas) las multicurvas en el monstruo del lago Ness que se muestran en la Figura 4.28. En este

69



caso todo vértice del grafo dual (α ∪ β)∗ tiene grado finito, pues, toda componente conexa de
S r N(α ∪ β) es un polígono con un número finito de lados. La Figura 4.29 muestra cómo se
ven localmente los grafos α ∪ β y (α ∪ β)∗. En particular, (α ∪ β)∗ define una descomposición
celular de S por cuadriláteros topológicos y S� coincide con S.

Figura 4.28

Figura 4.29: Grafos α ∪ β y (α ∪ β)∗ localmente.

Ejemplo 4.7.2 (Grafo dual (α ∪ β)∗ no es localmente finito). Consideremos las multicurvas
α (curvas azules) y β (curvas rojas) en el monstruo del lago Ness S como en la Figura 4.30.
Notemos que el grafo dual (α ∪ β)∗ tiene solamente un vértice p el cual tiene grado infinito,
equivalentemente, S r (α ∪ β) es conexo. Sea D := S rN(α ∪ β). Entonces el interior de D es
homeomorfo un disco y D tiene dos fines. En la Figura 4.31 se muestra la forma de D y parte
del grafo (α ∪ β)∗. En este caso, S� no es una superficie, pues el punto p ∈ (α ∪ β)∗ no tiene
una vecindad abierta en S� homeomorfa a un abierto del plano Euclidiano. Sin embargo, S� es
denso en S.

Figura 4.30

Ejemplo 4.7.3 (Componentes conexas de SrN(α∪β) con más de dos fines). Sean α y β el par
de multicurvas mostradas en la Figura 4.32 en la superficie S de tipo infinito con exactamente
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Figura 4.31: El grafo dual (α ∪ β)∗ está mostrado en línea discontinua. La vecindad en S� del
punto p ∈ S� no es homeomorfa a un abierto del plano Euclidiano.

cuatro fines todos ellos acumulados por género. Como puede observarse, (α ∪ β)∗ tiene solo un
vértice p con grado infinito y la correspondiente componente complementaria D de N(α∪β) en
S tiene 4 fines. No es complicado generalizar este ejemplo para producir ejemplos en donde D
tenga la cantidad finita de fines que se desee.

Figura 4.32: Pares de multicurvas en la superficie con cuatro fines que son acumulados por género
con una componente conexa D′ de SrN(α ∪ β) con 4 fines.

La siguiente proposición sigue directamente.

Proposición 4.7.4. Sean α y β un par de multicurvas que llenan una superficie de tipo infinito
S. Entonces el grafo dual (α ∪ β)∗ define una descomposición celular de S∗ por cuadriláteros
topológicos si y solo si (α ∪ β)∗ es un grafo localmente finito.

Denotamos por S∗� a la superficie que se obtiene de S� al eliminar todos los vértices de
(α ∪ β)∗ que tienen grado infinito. El siguiente teorema es la versión general de la construcción
de Hooper-Thurston-Veech para la superficie S∗�. La demostración es análoga a la del Teorema
4.3.8.

Teorema 4.7.5 (Construcción de Hooper-Thurston-Veech). Sea S una superficie de tipo infinito.
Suponga que existe α := {αi}i∈I y β := {βj}j∈J dos multicurvas cuya unión llena S, y tales que

(i) el grafo de configuración G(α,β) tiene grado finito.

Entonces se tiene lo siguiente:
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1. Para todo λ ≥ 2 existe h una función λ-armónica de G(α,β) que define una estructura
plana τ sobre S∗�.

2. La superficie plana M := M(α,β, λ, h) := (S∗�, τ) admite una descomposición en cilindros
una horizontal y otra vertical H := {Hi}i∈I y V := {Vj}j∈J, respectivamente, donde todos
los cilindros tienen módulo 1

λ . Las curvas centrales de H y V son las multicurvas α y β,
respectivamente.

3. Los giros de Dehn izquierdos Tα y Tβ alrededor de las multicurvas α y β, respectivamente,
son automorfismos afines de M y fijan la frontera de los cilindros en H y V, respectiva-
mente.

4. El subgrupo de Mod (S) generado por las clases de isotopía de Tα y Tβ es isomorfo a
〈Tα, Tβ〉 ≤ Aff +(M). Además, 〈Tα, Tβ〉 es libre de rango 2 y la derivada define una repre-
sentación fiel ρ : 〈Tα, Tβ〉→ PSL(2,R) dada por:

Tα → (
1 λ

0 1

)
, Tβ → (

1 0

−λ 1

)
.

Si además,

(ii) la frontera de toda componente de S r N(α ∪ β) es un polígono con un número finito de
lados,

entonces

5. S∗� = S.
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