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Introduccion

Uno de los inicios de la teoria de cohomologia de grupos surgié con el trabajo de Hurewicz en 1936
sobre espacios asféricos. Un espacio X es asférico si m,(X) = 0 para n # 1. Hurewicz demostré que un
espacio asférico X estd completamente determinado salvo homotopia por su grupo fundamental.

En 1953, Eilenberg y MacLane demuestran que dado un grupo discreto G, existe un CW-complejo asféri-
co X con 7;(X) = G. Un espacio X que cumple estas condiciones es conocido como espacio de Eilenberg-
MacLane de tipo K(G, 1). Con estos resultados se pueden definir de manera topoldgica la homologia y
cohomologia de un grupo G como:

Hn(G>Z) :Hn(X)v Hn(sz) = Hn(X)v

donde X es precisamente un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo K(G, 1). Algebraicamente, los grupos
de homologia y cohomologia en bajas dimensiones habian sido estudiados antes que los grupos definidos
topologicamente. En 1904, Schur estudié un grupo isomorfo a H>(G,Z.) y este grupo es conocido como el
multiplicador de Schur de G. En 1932, Baer estudié H?(G,A) como un grupo de clases de equivalencia de
extensiones. Fue en 1945 que Eilenberg y MacLane introducen un enfoque algebraico que incluye a estos
grupos como un caso particular:

H,(G,M) = Tor%(Z,M), H"(G,M)=ExtL(Z,M).

Algunas propiedades que satisfacen la homologia y cohomologia de un grupo son las siguientes (ver
[Bro82]):

>~

Lema de Shapiro: si H es un subgrupo de G y M es un H-médulo, entonces H,(G,Ind$(M))
H,(H,M)y H"(G,Colnd5(M)) = H"(H,M).

H,(G, —) es un d-funtor homol4gico universal y H" (G, — ) es un §-funtor cohomoldgico universal.

Existencia de morfismos de restriccion y transfer.

Existencia de productos cup y cap.



En [KWO04], Knudson y Walker contruyen una teoria homoldgica J#(X,G,A) donde G es un grupo
algebraico y X es una variedad algebraica ambos sobre el mismo campo k. Ellos demuestran que si X
es un esquema afin, entonces existe un isomorfismo entre 7 (Spec(k),G,Z) y los grupos de homologia
H;(BG(k)/T',Z) donde k es la cerrradura algebraica de k, T es el grupo de Galois de la extensién k/k,
Spec(k) es el espectro primo de k, G(k) es el grupo discreto de puntos k-racionales de G y BG(k) el es-
pacio clasificante de G(k). De esta manera, Knudson estaba interesado en calcular la homologia de cierto
espacio cociente H,(BG/Q,Z.) donde BG es el espacio clasificante de un grupo discreto G y Q es un grupo
finito que esté actuando sobre G por automorfismos y él pensaba que podia hacerlo con el complejo de pun-

tos fijos del complejo barra C(G). Esta fue la motivacién de Knudson para definir los siguientes invariantes.

Supongamos que Q y G son grupos discretos donde Q estd actuando sobre G por automorfismos. En este
caso diremos que G es un Q-grupo. La accién de Q sobre G induce una accién de Q sobre el complejo barra
C(G) definida por: g[g1 | -~ | gn] = [g81 | --- | &n). Supongamos que A es un grupo abeliano con acciones
triviales de Q y G. Knudson define en [Knu06] la homologia y cohomologia de cadenas invariantes:

H2(G,A) =H.((C(G)®A)?), Hj(G,A)=H"*(Hom(C(G)?,A)).

Estos invariantes generalizan los grupos de homologia y cohomologia usual de un grupo con coeficientes en
7 ya que si la accién de Q sobre G es trivial, entonces C(G)¢ = C(G) y (C(G)®A)? = C(G) ® A, por lo
tanto se recuperan los grupos de homologia y cohomologia. Utilizando técnicas de topologia equivariante,
Knudson calculé la homologia H? (G,A) para algunos grupos ciclicos. En [JLM18], se construye una su-
cesion espectral que converge a H,(Q,C(G) ®A) cuyo segundo término es isomorfo a HZ(G,A). Cuando
esta sucesion espectral colapsa, esta produce un isomorfismo HZ (G,A) =H,(Q,C(G) ®A). En [AIMM20],
se demuestra que si Q = Z, y n es invertible en A (la multiplicacién por n en A es un isomorfismo), en-
tonces HZ"(G,A) = H,(G x Z,,A). También se da una relacién entre el primer grupo de homologia de
cadenas invariantes de Knudson y la abelianizacién del grupo G//Q por medio de un morfismo natural
(G//]Q)ap — HIQ (G,Z). El grupo G//Q estd equipado con una proyeccién Q-invariante p: G — G//Q'y
estd caracterizado por la siguiente propiedad universal: si ¢ : G — H es tal que ¢(qg) = ¢(g) para cada
g € G, g € Q, entonces existe un dnico morfismo y : G//Q — H tal que yo p = ¢. Explicitamente, el grupo
G//Q estd dado como sigue. Denotemos por [G,Q]%*? la cerradura normal de [G, Q] en G x Q. Entonces
G//Q es la imagen bajo la composicién G — G x Q — G x Q/[G, 0]¢*?, donde la primera aplicacién es la
inclusién y la segunda es la proyeccion.

Inspirados en esto, proponemos una teoria que generaliza tanto a la homologia y cohomologia de grupos
clésica con coeficientes arbitrarios y de cierta manera también generaliza la homologia y cohomologia de ca-
denas invariantes. Ademads, brinda informacion algebraica Q-equivariante andloga a la que nos proporciona
la teorfa clédsica. Algunos resultados de este trabajo se publicaron en [AJMM?20]. Este trabajo esta estructu-
rado de la siguiente manera. En el capitulo 1 presentamos las preliminares. Introducimos en el capitulo 2,
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la categoria Q-G .# od cuyos objetos son grupos abelianos M con acciones de Q y G de tal manera que si
consideramos a la accién de G sobre M como un grupoide (grupoide accién), entonces las acciones de Q
sobre G y sobre M inducen una accién de Q sobre este grupoide, es decir, Q estd actuando sobre la accién de
G sobre M. Los morfismos en esta categoria son los morfismos de G-mddulos y O-moédulos a la vez. La cate-
goria Q-G .# od es equivalente a la categoria de médulos sobre el producto semidirecto G x Q (Proposicion
2.2.1). De esta manera, la categoria Q-G .# od posee todas la bondades de una categoria abeliana ademas de
ser una categoria con suficientes proyectivos y suficientes inyectivos. Estos objetos seran nuestros médulos
de coeficientes. Proponemos la homologia y cohomologia invariante del O-grupo G con coeficientes en el
Q-G médulo M de la siguiente manera:

HHZ(G,M) = H,((B(G) ©cM)?), HH)(G,M) = H*(Homg(B(G),M)?),

donde B(G) es la resolucion barra. En las proposiciones 2.3.1 y 2.3.2 podemos ver la relaciéon que exis-
te entre la cohomologia invariante, la cohomologia de cadenas invariantes de Knudson y la cohomologia
clasica cuando Q es un grupo finito y |Q| es invertible en M. Una desventaja de estos grupos de homo-
logia y cohomologia invariante es que estdn definidos por una resolucién de Q-G médulos muy particular
y esta resolucién particular B(G), no es una resolucién proyectiva en Q-G .# od, es decir, en general los
funtores de homologia y cohomologia invariante no son funtores derivados. Uno de los objetivos de este
trabajo es encontrar si existen condiciones bajo las cuales la cohomologia invariante es un funtor derivado.
En la teoria clésica, la cohomologia de un grupo G siempre tiene una interpretacién topolégica, es decir
H"(G,M) >~ H"(X,.#) donde X es un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo K(G, 1) y .# es el sistema de
coeficientes locales sobre X asociados al G-médulo M. En la seccion 2.4 vemos que si A es un Q-G mdédulo
con acciones triviales, entonces la cohomologia invariante tiene una interpretacién topoldgica.

Teorema 2.4.1 Si A es un Q-G mddulo con acciones triviales, entonces existe un isomorfismo:
HHy(G,A) = H"(BG/Q,A).

Aqui BG es un modelo del espacio clasificante particular: BG es la realizacion geométrica del nervio de G.
En este caso, no podemos reemplazar BG por cualquier modelo del espacio clasificante a menos que sea
Q-homotdpicamente equivalente a BG.

Por otra parte, si consideramos la sucesion exacta:
l—GC—>GxQ0—0——>1
tenemos que la sucesion espectral de Hochschild-Serre converge a la cohomologia del producto semidirecto:
EV?=HP(Q,HY(G,M)) = H""(Gx Q,M),
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de esta manera, la columna Eg"* tiene la forma: H(Q,H(G,M)) = H1(G,M)?. Ahora si Q es finito y |Q|
es invertible en M, entonces por la Proposicion 2.3.1,

Ey* = H'(Q.H'(G.M)) = H'(G.M)% = HH}(G. M),

esto significa que la segunda pagina de la sucesion espectral E, contiene en su columna Eg’* a la coho-
mologia invariante HH},(G,M) y converge a H*(G x Q,M). Por otra parte, si Q es ciclico finito y [Q] es
invertible en M, entonces H?(Q,H?(G,M)) = 0 para p > 0, es decir, la sucesion espectral E, colapsa en E
y la cohomologia invariante H Hé(G,M ) coincide con la cohomologia usual del producto semidirecto.

Teorema 2.5.1. Si Q es un grupo ciclico finito y |Q| es invertible en M, entonces existe un isomorfismo:
HH}(G,M) = H*(G x Q,M).

Otro de los objetivos que surgieron durante el desarrollo de este trabajo, fue definir una teoria de homo-
logia y cohomologia de Tate invariante para Q-grupos finitos y demostrar un teorema de dualidad andlogo
al siguiente en la teorfa cldsica: el producto cup H(G,Z)® H_;(G,Z) — H°(G,Z) = Z,) induce un iso-
morfismo H'(G,Z) = (H_;(G,Z))', donde A’ = Hom(A,Q/Z) representa el dual de A.

Consideramos la resolucién barra B(G) — Z y su dual Z = Z* — B(G)*. Aqui, el dual de un R-médulo
M es M* = Homg(M,R). Pegando estas dos resoluciones obtenemos la resolucién completa estandar:

Z[G] L—11e]
N A

donde 1 : Z — Z[G] estd dado por N(n) =nY,ccgy d, : B.—1(G)* — B,(G)" estd dado por d,;(f) = f od,.
De esta manera todas las aplicaciones son Q-equivariantes. Este complejo completo lo denotaremos por
B(G). De esta forma, B,,(G) = B,(G) paran >0y B,(G) =B_,_1(G)* paran < —1.

- —Bi1(G)

B

Hemos podido definir la homologia y cohomologia de Tate invariante como:
HHZ (G, M) = H.((B(G)©6M)?), HH(G.M)=H"(Homg(B(G),M)?).

Pero no hemos podido definir un producto cup para esta cohomologia. Sin embargo presentamos en la sec-
cién 2.7 un teorema de dualidad para grupos ciclicos de orden primo.

Teorema 2.7.1. Si Q = Z,, con p primo, G es un Q-grupo finito y G2 = {1}, entonces existe un isomorfismo

HHJ(G,2) = HH? |(G,Z), paran> 2.
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Finalizamos el capitulo 2, demostrando que bajo ciertas condiciones existen sucesiones exactas largas y
de esta manera, la cohomologia invariante es un d-funtor cohomoldgico pero no un §-funtor cohomolégico
universal como si sucede en la teoria cldsica. Demostramos la existencia del morfismo de restriccion y pro-
ductos en homologia y cohomologia invariante.

El capitulo 3 lo destinamos a la interpretacion de HHg(G,M ), HHé(G,M )y HHé(G,M ), demostrando
el siguiente teorema anélogo al teorema de clasificacién de extensiones de la teoria usual:

Teorema 3.2.1. Existe una biyeccién entre HHé(G,M )Y Exto(G,M).

Aqui Extg(G,M) es el conjunto de clases de equivalencia de extensiones Q-equivariantes de la forma
0—M — E — G — 1 que admiten una secciéon Q-equivariante s : G — E y donde M tiene estructura
de O-G moédulo. Esto generaliza lo que sucede en la teoria clasica ya que si Q actda trivialmente sobre G,
entonces HHé(G,M) coincide con H*(G,M) y Exty(G,M) coincide con el conjunto de clases de equiva-
lencia de extensiones de la forma0 =M — E — G — 1.

Finalmente, el capitulo 4 lo dedicamos al estudio de la cohomologia invariante de acciones libres (4.1.1).
Una accién Q — Aut(G) es semilibre si Q, = {1} 6 Q, = Q para cada g € G y diremos que una accion es
libre si Q, = {1} para g # 1. Aqui Q, denota el grupo de isotropia de g € G. A diferencia de la teorfa clésica,
donde 1a resolucién barra B(G) es homotépicamente equivalente a la resolucién barra normalizada BN (G)
ya que estas son resoluciones proyectivas del mismo mdédulo Z, en la categoria Q-G .# od estas resoluciones
no son proyectivas y tampoco necesariamente homotépicamente equivalentes. Sin embargo, para acciones
libres demostramos en 4.1.3 que podemos reemplazar la resolucion barra B(G) por la resolucién barra
normalizada BN (G) para calcular HH(G,M). En este caso, BY(G) es un Q-G médulo proyectivo para
n > 0y de esta forma, también podemos reemplazar la resolucién barra normalizada BY (G) por cualquier
resolucién proyectiva del ideal de aumentacién de G denotado por I y asi obtenemos:

(M%)2, n=0,
HH(G,M) = § Ext) ;(Ig,M)/IDerg(G,M), n=1,
Engjcl(lG7M)7 n> 27
donde IDerp(G,M) es el conjunto de derivaciones internas Q-equivariantes, es decir,
IDerg ={d,: G— M |xc M2}

donde d,(g) = (g — 1)x. Como mencionamos anteriormente, en la teoria cldsica, la cohnomologia de un grupo
es un funtor derivado y para acciones libres, la cohomologia invariante se comporta como un funtor derivado
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a partir de n > 2. En la seccién 4.2, demostramos la existencia del transfer para cierta clase de subgrupos
Q-invariantes de G y demostramos propiedades andlogas a la propiedades del transfer de la teoria clasica.

El teorema 1.3.2 nos proporciona bajo ciertas hipdtesis una sucesion espectral que converge a la coho-
mologia de los puntos fijos de un complejo de cocadenas de G-mddulos

EDY = HP(G,H(C)) = H"™(CC).

Aplicando este resultado a ciertos complejos de cocadenas de la forma C = Homg(F, M), obtenemos las
siguientes sucesiones espectrales para acciones libres y semilibres:

Teorema 4.3.1. Si la accién Q — Aut(G) es semilibre y M es un Q-G mdédulo tal que como Q-mddulo
es Q-aciclico, entonces existe una sucesion espectral de la forma:

E}! = HP(Q,HY(G,M)) = HH} (G, M).

Si la accién Q — Aut(G) es libre y M es un Q-G médulo arbitrario, entonces existe una sucesion espectral

de la forma:
HP(Q,HTH(G,M)) ¢>0
EDY = = Ext})d(I,M).
H?(Q,Der(G,M)) q=0

Con este resultado presentamos el ejemplo 4.3.3 que demuestra que en general la cohomologia invariante
no es igual a la cohomologia usual del producto semidirecto G x Q. Concluimos el capitulo analizando los
grupos de cohomologia relativa de Takasu ([Tak59]): Si H es un subgrupo de G, se define el funtor:

liGny: G-Mod — G-Mod,
L6,y (M) = ker(0u),

donde 0y : Z|G] @y M — M envia g@m al elemento gm. Se definen los grupos de homologia y cohomologia
relativa de Takasu por:

Hn(GaHvM) = Tor;?—l(l(G,H)(Z)vM>a Hn(G7H7M) = Exrg_l(I(G,H)(Z)vM)a

para n > 1 y demostramos que la cohomologia invariante de acciones libres es un caso particular de esta
cohomologia relativa:

Teorema 4.4.2. Existe un isomorfismo entre la cohomologia invariante para acciones libres y los grupos
de cohomologia relativa de Takasu,

HH,(G,M) = H"(Gx Q,0,M), paran > 2.
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Por tltimo, en [Tak59] se demuestra que los grupos de cohomologia relativa son un caso particular
de los grupos de cohomologia usual. Usando este resultado, demostramos que la cohomologia invariante
H Hg(G, M) coincide con la cohomologia cldsica del producto semidirecto pero con un cambio de coeficien-
tes:

Teorema 4.4.3. Si la accién Q — Aur(G) es libre, los grupos de cohomologia invariante coinciden con
los grupos de cohomologia usual del producto semidirecto G x Q, salvo por un cambio de coeficientes, es
decir,

HH,(G,M) = H"(G % 0,J(Gxp,0)(M)), para n>2.

Aqui J(g i) (M) = coker(iy) donde iy : M — Homy (Z]G], M) estd dado por iy (m)(x) = xm. En general,
(M%)2 n=0,
HH,(G,M) = { Derg(G,M)/IDero(G,M) n=1,

H"(GxQ,JGx00)(M)) n=>2.

Una diferencia importante entre la cohomologia cldsica H*(G,M) y la cohomologia invariante es que
HH}(G,M) detecta el tipo de accién Q — Aut(G) mientras que H*(G,M) no lo hace. De esta manera
podemos pensar a HH},(G,M) como una cohomologia de la accién Q — Aut(G). Por otra parte, ya que
Homg(B(G),M)? = Homg.g(B(G),M), la cohomologia HH (G, M) estd relacionada con la cohomologfa
H*(G x Q,M) y se podria llegar a pensar que estas cohomologias coinciden, pero a lo largo de este trabajo
hemos visto que en general estas cohomologias difieren incluso para el caso de acciones libres, de esta
manera tiene sentido el estudio de este invariante. Uno de los mayores inconvenientes de HH(G,M ) es
como esta definido, sin embargo, en algunos casos hemos podido evitar esta limitante y presentar algunos
resultados interesantes.
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Capitulo 1

Cohomologia de grupos y sucesiones
espectrales

En este capitulo, presentamos brevemente los temas necesarios para poder abordar sin problemas los
siguientes capitulos. Concluiremos con el Teorema 1.3.2 que serd muy importante en el capitulo 4 ya que
nos proporcionard una sucesion espectral para el cdlculo de cohomologia invariante de acciones libres.

1.1. Categorias abelianas y funtores derivados

En esta seccion introducimos las definiciones basicas de la teoria de categorias asi como las definiciones
principales del dlgebra homoldgica en categorias abelianas en general.

Definicion 1.1.1. Una categoria consta de lo siguiente:
= Una coleccién de objetos Ob(%).

= Para cada par de objetos A, B € Ob(%) se tiene un conjunto que serd llamado conjunto de morfismos
de A en By serd denotado por Hom (A, B).

= Para cualesquiera tres objetos A,B,C € Ob(%) con Homg(A,B) # 0 # Hom¢(B,C) se tiene una
funcién composicion

R :Homy(A,B) x Homg(B,C) — Homg(A,C), R(f,g) =gof.

Se satisfacen las siguientes leyes de composicion:

C1 Para todo objeto A en ¢ existe un morfismo 14 € Homy (A, A) llamado identidad en A tal que para todo
f € Homg(A,B), 1go f=fy fols=f.



C2 DadosA,B,C,D € Ob(€¢)y f € Homg(A,B),g € Homy(B,C) y h € Homy(C,D), se tiene la siguiente
igualdad: R(R(h,g),f) = R(h,R(g, f))-

Ejemplo 1.1.1. Grp es la categoria cuyos objetos son los grupos y cuyos morfismos son los homomorfismos
de grupos.

Ejemplo 1.1.2. Ring es la categoria cuyos objetos son los anillos y cuyos morfismos son los homomorfismos
de anillos.

Ejemplo 1.1.3. Top es la categoria cuyos objetos son los espacios topoldgicos y cuyos morfismos son las
aplicaciones continuas.

Definicion 1.1.2. Sea f € Homy(A,B). Diremos que f es un monomorfismo si para todo objeto X en
la categoria, la funcién f, : Homy(X,A) — Homy(X,B), ¢ — fo ¢ es inyectiva. Diremos que f es un
epimorfismo si la funcién f* : Homy (B, X) — Homg (A, X), ¢ — ¢ o f es inyectiva. Diremos que f es un
isomorfismo si existe g € Homy (B,A) tal que fog=1py go f = l4.

Es claro que un isomorfismo es un monomorfismo y un epimorfismo, pero un morfismo que es mono-
morfismo y epimorfismo no necesariamente es un isomorfismo como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.1.4. Consideremos la categoria Haus de espacios topologicos de Hausdorff. En esta categoria
los monomorfismos son las aplicaciones continuas inyectivas, mientras que los epimorfismos son las aplica-
ciones continuas con imagen densa. Sea p € §” un punto en la esfera de dimensién n, entonces la inclusién
natural i : $"\ {p} — S” es un monomorfismo y a la vez un epimorfismo en Haus pero no es un isomorfismo.

Definicion 1.1.3. Una categoria se llama aditiva si:

A1 Para todo par de objetos A y B, Hom (A, B) tiene estructura de grupo abeliano.

A2 Para cualesquiera tres objetos A,B,C € ¢ la funcién composicion R es bilineal.

A3 Existe un objeto cero denotado 0 en % tal que para todo objeto A en €', Hom (0,A) = {0} = Homy (A, 0).
A4 Para todo par de objetos A, B existe el producto directo A x B.

A una categoria que satisface solamente Al) y A2) se la llama pre-aditiva.

Definicion 1.1.4. Sea % una categoria aditiva, y sea ¢ : A — B un morfismo de objetos en €. Definimos
el kernel de ¢ como una pareja (ker(¢),i), donde ker(¢) estd en € e i : ker(¢) — A es un morfismo que
satisface: ¢ oi = 0 y dados un objeto X en 4" y un morfismo & : X — A tal que ¢ o ¢ = 0, existe un tinico
morfismo G : X — ker(¢) tal que el diagrama

ker(9) A%

WA



conmuta. Esta definicidn es equivalente a que la sucesion de grupos abelianos
0 —— Homy (X ,ker(at)) — Homy (X,A) — Homy (X, B)

sea exacta para cada objeto X en %.

De igual forma se define el cokernel de ¢ como un par (coker(¢), p) formado por un objeto coker(¢)
en ¢ y un morfismo p : B — coker(¢) que satisface: po ¢ = 0 y dados un objeto X en ¢ y un morfismo
0 : B — X tal que 6 o ¢ = 0 existe un tinico morfismo G : coker(¢) — X tal que el siguiente diagrama:

A l.p 2 coker(¢)

A

conmuta. Esta definicién es equivalente a que la sucesion de grupos abelianos
0 —— Homgy (coker(a),X) — Homy (B, X) — Homy (A, X)
sea exacta para cada objeto X en .

Evidentemente el ker(ct) y coker(a) son unicos salvo isomorfismo. En ocasiones abusaremos de la
notacién y usaremos s6lo el morfismo o el objeto cuando hablemos del kernel o cokernel.

Definicion 1.1.5. Una categoria abeliana es una categoria aditiva ¢ que satisface las siguientes condiciones:

= Todo morfismo o € Homy (A, B) admite un kernel y un cokernel.
= Todo monomorfismo es el kernel de su cokernel.

= Todo epimorfismo es el cokernel de su kernel.

Ejemplo 1.1.5. Sea R un anillo. La categoria R-.# od de R-médulos izquierdos es una categoria abeliana.
En particular, la categoria </'b de grupos abelianos es abeliana. Si A y B son R-médulos, el conjunto de mor-
fismos en esta categoria lo denotaremos por Homg(A,B) = Homg_z,q4(A,B). Si R = Z entonces conjunto
de morfismos de Z-mddulos serd denotado por Hom(A,B) = Homy,(A,B).

Definicion 1.1.6. (Subobjetos y cocientes). Sea % una categoria abeliana y X un objeto de %’. Un objeto A
en %es un subobjeto de X si existe un monomorfismo i : A — X. Dos subobjetos ij :A — X e i : A — X son
equivalentes si existe un isomorfismo f : A; — A tal que el siguiente diagrama conmuta:

A s x

| A

A

Si A es un subobjeto de X, definimos el cociente X /A como el cokernel de i : A — X.



Proposicion 1.1.1. Sea a : A — B un morfismo en una categoria abeliana €. Entonces el cokernel del
kernel de o es isomorfo al kernel del cokernel de Q.

Demostracion: Seai:ker(a) — A el kernel de @, p : B — coker(a) el cokernel de «, p' : A — coker(i) el
cokernel de i, i’ : ker(p) — B el kernel de p. Como a oi = 0, existe un Gnico morfismo ¢ : coker(i) — B
tal que @op’ = a y como poa = 0, existe un Gnico morfismo Y : A — ker(p) tal que i/ o ¥ = . Por
otra parte, po@op’ = poo =0y por ser p’ un epimorfismo, p o ¢ = 0 asi que existe un tinico morfismo
h: coker(i) — ker(p) tal que i’ oh = @. Ademds, i’ ohop’ = pop’ = o =i oy y por ser i’ un monomorfismo,
ho p' = y. De esta manera el siguiente diagrama conmuta:

coker (i)

SN,

ker(o) LA B

WA

ker(p)

Sea X un objeto en € y s : ker(p) — X un morfismo tal que soy =0y 7 : ker(s) — ker(p) el kernel de

coker(a).

s. Por la propiedad universal del kernel existe r : A — ker(s) tal que ror = y. Sea A : B — coker(i' ot) el
cokernel de i’ ot. Como Aot = A oi'otor =0, existe ¥ : coker(a) — coker(i' ot) tal que Yo p = A. Por
otra parte, A oi’ = yopoi =0y como i’ of es un monomorfismo, i oz es el kernel de A asi que existe
q : ker(p) — ker(s) tal que i’ ot oq = i' y por ser i un monomorfismo, 7 0 g = I;,,(,) entonces t es epi y
s =0, asi que W es epi. De manera similar se demuestra que ¢ es mono y como hop' =y yi'oh= @, hes
un isomorfismo. O

Gracias a esta proposicion, queda bien definida la imagen de un morfismo en una categoria abeliana:

Definicion 1.1.7. Sea @ : A — B un morfismo en una categoria abeliana, definimos la imagen de o como
Im(a) = coker(ker(at)) = ker(coker(a)) junto con los morfismos naturales g: A — Im(a) y f: Im(a) — B.

Nota 1.1.1. Cualquier morfismo o : A — B en una categoria abeliana % se factoriza mediante la imagen
A—% Im(a) LB

con g un epimorfismo y f un monomorfismo.

Para un estudio mas a fondo de la teorfa de categorias y categorias abelianas también se pueden consultar
por ejemplo [Mac70] y [Mit64].

Definicion 1.1.8 (Sucesiones exactas). Sea ¢ una categoria abeliana, una sucesién

A-%-B-"-.C



es exacta en B si Im(a) y ker(f3) son equivalentes como subobjetos de B. Una sucesion

Anfl An An+1 —
es exacta si es exacta en cada objeto A;.

Definicion 1.1.9. Sean %) y %5 dos categorias, un funtor covariante F : €| — %, es una regla que asocia a
cada objeto de ) un objeto de %> y para cada par de objetos A, B en 6 se tiene una funcion Homy;, (A, B) —
Homg, (F(A),F(B)), con F(fog)=F(f)oF(g)yF(1a)= 1) para todo objeto A en €. Andlogamente
definimos un funtor contravariante entre categorias 4] y é», como una regla que asocia a cada objeto de €}
un objeto de %2, y cada par de objetos A, B en %) se tiene una funciéon Homy;, (A, B) — Homg, (F(B),F(A))
con F(fog)="F(g)oF(f)y F(la) = 1p() para todo objeto A en 4.

Ejemplo 1.1.6. Sea R un anillo y A un R-médulo derecho, definimos (A® _) : R-# od — /b dado por
AR_)X)=AXyA®@_)(f: X—=Y)=140f:A®X — ARY, esta asignacion es un funtor covariante.

Ejemplo 1.1.7. Sea Diff la categoria de variedades diferenciables y aplicaciones diferenciables. Sean X
y Y variedades diferenciables y sea ¢ : X — Y una funcion diferenciable. Denotamos por 7,X el espacio
tangente de X en el punto p € X. Sea k € N, una k-forma diferencial @ asigna a cada punto p € X una
aplicacion k-lineal alternante @, : (7,X )¥ — R. El conjunto de k-formas diferenciales en X es denotado por
QF(X) y tiene estructura de grupo abeliano. La aplicacién ¢ induce un morfismo de grupos abelianos

0" QkY) — QF(X),

q)*(w) S Qk(X)7 q)*((l))p(\/],' o 7vk) = w(P(P)(d(PP(v1)7' . ,d(Pp(Vk)),

para cada p € X y v; € T,X. Por lo tanto, QF: Diff — </b el funtor que asigna a cada variedad diferencia-
ble X el grupo abeliano Q(X) de k-formas diferenciables y a cada aplicacién diferenciable ¢ : X — Y el
morfismo de grupos abelianos ¢* : Q%(Y) — Q¥(X), es un funtor contravariante.

Un ejemplo muy importante que ocuparemos mds adelante es el siguiente:

Ejemplo 1.1.8. Consideremos la categoria A cuyos objetos son los conjuntos [n] = {0,1,...,n} paran >
0. Los morfismos en esta categoria son las funciones f : [n] — [m] monédtonas no decrecientes. Vamos a
considerar los siguientes morfismos:

Oi:[n—1]—[n], 0<i<n, ci:n+1]—n], 0<i<n,
: s Jj<i . Js J=i
) {j+1, j>i ) {j—l, j>i



que son especiales por la siguiente razén: si f : [n] — [m] es un morfismo en A, entonces f se factoriza en la
forma:

f: 6iio".06ik06jlo."06jl'

Es decir, cualquier morfismo en la categoria A estd generado por dichos morfismos.

Un objeto simplicial en la categoria ¢ es un funtor contravariante F : A — %. De manera equivalente,
un objeto simplicial en € consta de lo siguiente:

= Una sucesion de objetos X, = {X,, = F([n]) }s>0 en €

= Para n > 1, una coleccién de morfismos d; = F(5;) : X, — X,—1, 0 < i < n. Llamados aplicaciones
cara o simplemente caras.

= Para cada n > 0, una coleccién de morfismos s; = F (0;) : X — X411, 0 < j < n. Llamadas aplicacio-
nes degeneracion o simplemente degeneraciones.

y satisfacen las siguientes identidades simpliciales:

aioajzaj,lo&, <],
§i08j=S;+108i, l§],
diosj=sj_100;, i<},
diosj=1id, i=joi=j+1,
diosj=s;00i_1, i>j+1.

Si € = Grp es la categoria de grupos, diremos que X, es un grupo simplicial. Si ¢’ = Top la categoria
de espacios topoldgicos, diremos que X, es un espacio simplicial. La categoria en la que estamos interesados
es la categoria de conjuntos Set, en este caso, llamaremos a X, un conjunto simplicial. A cada conjunto
simplicial le podemos asociar un espacio topolégico de la siguiente manera:

Sea X, un conjunto simplicial y consideramos a X,, como un espacio discreto. Sea A" la cerradura con-
vexa de la base estdndar de R"*!, es decir, A" = {(to,...,t,) € R""! | ¥;#; = 1} con aplicaciones cara y
degeneraciones:

61':An_] —)An, (to,...,tn,I)H(to,...,l‘,',l,o,t,',...,l‘nfl), 0<i<n.
oj:An+1 = A" (to,.. - tag1) = (f0,- . i+ i1, .. tapr), 0<j<n.

Entonces definimos la realizacion geométrica |X. | de X, como:

n (xn)6i(t07- .. atnfl)) ~ (ai(xn)v (th cee 7tn*1))7
X* - X}’l XA ~,
’ ’ n|;|0 / (xn,Gj(l(),...,l‘n+])) ~ (Sj(xn),(to,...,ln+1)).



Donde | ]~ X, x A" tiene la topologia débil y |X,| la topologia cociente. Estamos interesados en considerar
la realizacién geométrica de un conjunto simplicial X, sin involucrar degeneraciones, a esta realizacién la
llamaremos realizaciéon geométrica gruesa.

Definicion 1.1.10. Sean <7 y 4 categorias abelianas, un funtor F : .o/ — 8 covariante es exacto izquierdo
si para cada sucesidn exacta

en la categoria o7, la sucesion

F(B)

F(C)

: . o B -
es exacta en A. F es exacto si para cada sucesion exacta A —— B —— C, la sucesion

F(a) F(B)

F(A)

F(B) F(C)

es exacta en 4.

Definicion 1.1.11. Sean %] y %, dos categorias preaditivas, un funtor covariante F : 41 — %, es aditivo si
para cada par de objetos A y B en ¢ la funcion Homg, (A; B) — Homg, (F(A),F(B)) es un morfismo de
grupos abelianos. De forma andloga se definen los funtores aditivos contravariantes.

Definicién 1.1.12. Sea % una categoria abeliana. Un complejo de cocadenas en & es un par (.#, ) donde
Z y & son sucesiones de objetos y morfismos en ¢

8,‘,1 5,' 6i+1

T T e 7 7
tales que &;0 ;1 = 0 para toda i. Ahora sea k; : ker§; — .%; la inclusion natural, entonces existe un morfismo
ci: Fi_1 — kerd; tal que k; o c; = §;_1 ahora definimos el i-ésimo objeto de cohomologia del complejo .7
como

H'(F) = kerd;/Im&;_| = coker(c;).

De manera analoga se define un complejo de cadenas y su homologia.



Definicion 1.1.13. Sean (C,8) y (C',8’) dos complejos de cocadenas en una categoria abeliana 4. Un
morfismo de complejos de cocadenas f : (C,8) — (C’',8’) es una coleccién de morfismos f,, : C, — C,, tal
que el siguiente diagrama conmuta:

Cn—l Cn C}’H—l
fnll fnJ/ fn+ll
- G, ntl

Definicion 1.1.14. Sean f,g: (C,6) — (C',8") dos morfismos de complejos de cocadenas. Una homotopia
entre f y g es una coleccién de morfismos £, : C, — C, _, tales que f, — g, = 8, _, 0 h, +h,41 00, y escri-
biremos f ~ g. Un morfismo f : (C,8) — (C’,6’) es una equivalencia homotépica si existe un morfismo
g:(C',8") — (C,8) tal que fog ~ i 5y gof =~ lcs). Dos complejos de cocadenas son homotépica-
mente equivalentes si existe una equivalencia homotdpica entre ellos.

Definicion 1.1.15. Sea % una categoria abeliana, decimos que un objeto P en % es proyectivo si siempre
que se tenga ¢ : M — N un epimorfismo y f : P — N, existe un morfismo f : P — M tal que el siguiente

Vb

diagrama conmuta:

Decimos que un objeto I en % es inyectivo si siempre que se tenga i : M — N un monomorfismo y
g: M — I, existe un morfismo g : N — [ tal que el siguiente diagrama conmuta:

0*>M*i>N

Definicion 1.1.16. Sea A un objeto en una categoria abeliana %', una resolucién proyectiva de A es una
sucesion exacta
P, P P A 0

donde cada P; es un objeto proyectivo. Andlogamente definimos una resolucién inyectiva de A como una
sucesion exacta
0 A Iy I L

donde cada I; es un objeto inyectivo. Diremos que una categoria abeliana % tiene suficientes proyectivos
(inyectivos) si todo objeto en 4" admite una resolucion proyectiva (inyectiva respectivamente).



Sean € y & categorias abelianas tal que % tiene suficientes inyectivos y F' : € — & un funtor exacto
izquierdo, definimos el k-ésimo funtor derivado de F por la derecha evaluando en A € € como:

R'F(A)=HNF () € 2,

donde A — I es una resolucion inyectiva en . Analogamente, supongamos que % tiene suficientes proyec-
tivos y sea F : ¢ — Z un funtor exacto derecho, definimos el k-ésimo funtor derivado de F por la izquierda
evaluado en A € ¢ como:

LiF(A) =H(F(P)) € 2,

donde P — A es una resolucién proyectiva en €. Es bien sabido que estas asignaciones no dependen de la
eleccion de las resoluciones inyectivas y proyectivas respectivamente.

Si M es un R-médulo derecho y A, B, N son R-mddulos izquierdos y consideramos los funtores particu-
lares — @g N 'y Homg(A, — ) entonces sus funtores derivados reciben un nombre particular:

Extk(A,B) = R*(Homg(A, —))(B),

TorR(M,N) = Li(— @gN)(M).

Nota 1.1.2. De la misma manera que en ([Bro82], cap. 3, 2), se puede ver que estos funtores se pueden
calcular de la siguiente manera: Si ' — M es una resolucién proyectiva de R-mdédulos derechos y P — N es
una resolucién proyectiva de R-médulos izquierdos, entonces

Tor®(M,N) = H.(F ®x N) = H.(F ®g P) = H.(M ®g P).

Similarmente, si F — M es una resolucion proyectiva de R-mddulos izquierdos y N — Q es una resolu-
cién inyectiva de R-mddulos izquierdos, entonces

Extg(M,N) = H*(Homgr(M,Q)) = H (Homg(F,Q)) = H* (Homg(F,N)).

Cabe mencionar que cuando el anillo R es el anillo de los enteros Z, simplemente escribiremos A ® B =
A®yz B.

Para un estudio més detallado de los funtores derivados y en general de dlgebra homoldgica se pueden
ver [HS71] y [Wei94].

1.2. Homologia y cohomologia de un grupo discreto

Sea G un grupo discreto. El anillo de grupo entero Z[G] se define como el grupo libre abeliano genera-
do por G, es decir, el conjunto de sumas formales finitas Z[G] = {¥,cgn,¢} con el siguiente producto: Si

9



a= ):geG negyb= ):geG mgg, entonces ab = deG heg con hg =Y 1 NgMy-14.
Un G-médulo izquierdo o simplemente G-mddulo, es un grupo abeliano M junto con una accion
0:G— Aut(M).
Andlogamente, un G médulo derecho es un grupo abeliano M junto con una accién
0:G? = Aur(M),

donde G°? es el grupo cuyo conjunto subyacente es G y cuya operacion de grupo estd dada por: g1 - g2 = g281.
En ambos casos escribiremos abusando de la notacién:

gx=0(g)(x),

paracadage Gyx e M.

Cada G-médulo izquierdo M admite una estructura de G-médulo derecho de la siguiente manera:

x-g = g 'x. Andlogamente, cada G-médulo derecho N admite una estructura de G-médulo izquierdo.

Un morfismo entre G-modulos es un morfismo de grupos abelianos f : M — N tal que f(gx) = gf(x)
para cada g € Gy x € M. Denotaremos por G-.# od a la categoria de G-médulos. Sean M y N dos G-mddu-
los, denotaremos por Homg(M,N) al conjunto de morfismos en esta categoria.

Sea R un anillo. La siguiente funcién:
f 1 Homging(Z]G|,R) — Homg,p(G,R")

fy)=vlc,

es una biyeccion. Si R = End(M) es el anillo de endomorfismos de un grupo abeliano M, entonces obtene-
mos la biyeccién
Homging(Z|G),End(M)) = Homg,,(G,Aut(M)),

de esta manera, podemos hablar indistintamente de G-médulos y mddulos sobre el anillo Z[G]. Debido
a esta correspondencia entre G-médulos y Z[G]-mddulos, escribiremos F @G M en vez de F @z M y
Homg(F,M) en vez de Homy ) (F,M).

A partir de ahora consideraremos a Z como un G-médulo con accién trivial a menos que se indique lo
contrario.

10



Definicion 1.2.1. Sea G un grupo y M un G-médulo. Definimos la homologia y cohomologia de G como
los funtores derivados de Z @ — y Homg(Z, — ). En otras palabras, si P — Z es una resolucién proyectiva

de G-modulos,
H,(G,M) =H,(F ®@cM),
H"(G,M) =H"(Homg(F,M)).

Una resolucién proyectiva de Z sobre Z[G] que estaremos utilizando es la resolucion barra que describi-
mos a continuacién: Consideremos B, (G) como el Z-mddulo libre generado por los elementos (go, .. .,gx)
con g; € G. Entonces B,(G) tiene estructura de G-mdédulo con la accion

8(80,---,8n) = (880, ---,88n)-
Definimos el morfismo de aumentacion:
€:By(G)=Z|G] = Z

g—1

y definimos los diferenciales paran > 1:
dy : By(G) = B,—1(G)

dn(g()7"'7gn) = Z (_l)i(g07"'7gi7"'agn)7

0<i<n
donde g; indica que se ha omitido el elemento g;. Como la accién de G sobre el conjunto de elementos de la
forma (go,...,gx) es libre, B,(G) es un Z[G]-mddulo libre. Por otra parte, los diferenciales son morfismos
de Z[G]-médulos porque son morfismos de grupos abelianos que son G-equivariantes. Por otra parte, la

sucesion
-+ — B2(G) = B1(G) = By(G) - Z — 0

es exacta ([Bro82], pag. 18). De esta manera obtenemos una resolucién libre de Z sobre Z[G]: Una base
para B,(G) es el conjunto de elementos de la forma (1,¢/,...,8},) = (1,81,8182,-..,8182- - &n) alos cuales
denotaremos por :

g1 ]| gn) = (1,81,8182:---.8182" " &n)-

8n

Consideramos el submédulo B),(G) C B
para algdn i. Es facil ver que d(B), (G)) -
cocientes d : B,(G)/B,(G) — B,—1(G)/B
la resolucién barra y denotaremos por BYY

2(G) generado por los elementos [g; | -+ | g] tal que g; =1
B),_,(G) asi que podemos restringir estos diferenciales a los
1(G).a¥([g1 -+ [gal) =d([g1 | -+~ | gn]). Llamaremos a B(G)
a la resolucion barra normalizada:

©)
BYG = B,(G)/B,(G) = Z[GN{[g1 | -~ | g] | 1 # gi € G}.
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En términos de esta base el diferencial queda definido como:

dV([gr ]| ga)) =g1lg2 |- lgal+ Y, (=D'[gi || gigis1 |- [l +(=1)"[g1 -+ | gn-1]

1<i<n—1

ignorando los sumandos que contienen un 1. En ocasiones abusaremos de la notacién y no haremos dis-
tincién entre d y d". Tanto B(G) como BY (G) son resoluciones proyectivas de Z sobre Z[G], por lo tanto,
son homotdpicamente equivalentes (ver [Wei94] Teorema 2.2.6). Definimos el complejo barra C(G) como
el producto tensorial C(G) = B(G) ®¢ Z, es decir, C,(G) es el Z-mddulo libre generado por los elementos
[g1 ]| gn] y el diferencial en C(G) estd inducido por el diferencial de la resolucién barra.

Es bien sabido que los grupos de cohomologia H*(G, M) en bajas dimensiones admiten interpretaciones
algebraicas (ver por ejemplo: [Bro82], capitulo IV):
= El grupo H°(G,M) es el médulo de puntos fijos de M, H*(G,M) = MC.

» H'(G,M) estd dado en términos de derivaciones. H'(G,M) = Der(G,M)/IDer(G,M) donde Der(G,M) =
{d:G—>M|d(g1g) =g1d(g) +d(g1)} y IDer(G,M) = {d,: G — M | x € M} donde d,(g) =
(g—D)x.

» H%(G,M) clasifica extensiones de la forma: 0 — M — E — G — 1 que inducen la misma accién de
G sobre M.

En el capitulo 3 generalizaremos estas interpretaciones.

1.3. Sucesiones espectrales

En esta seccion daremos algunas herramientas para hacer cdlculos més adelante y aunque todo lo que
presentamos en esta seccion es valido en categorias abelianas que satisfacen las hipdtesis adecuadas, sélo
hablaremos de sucesiones espectrales en categorias de médulos.

Definicion 1.3.1. Una sucesion espectral cohomoldgica consta de lo siguiente:

= Sea a € N. Una familia (E,,d,),>, de R-mddulos Z-bigraduados EP? tal que cada E, estd equipado
con un diferencial d, : E, — E, de grado (r,—r+ 1) tal que d> = 0.

= Se tienen isomorfismos H?”4(E,,d,) = Effl :

El objeto (E,,d,) es llamado r-ésima pagina de E. El grado total de EF? es n = p + q. En este caso los
diferenciales d?*? : EP? — E? el gon de grado total 1.

12



Sea E una sucesion espectral con pagina inicial (E,,d,). Definimos los submédulos bigraduados Z, y
B, de E, como ZE! = ker(d2) y BD! = Im(df 47"}, de esta manera, E, = Z,/B,. Definimos Z, | y

B,+1 como los submédulos de E,, tales que ker(d,+1) = Z4+1/Ba y Im(dy11) = Ba+1/Bq, entonces
0CB,CBu1C€Z,11CZ,CE,
y Eii2 2 Z411/Bgt1. De la misma manera definimos para cada r € N, B, y Z, tal que
0CB,CBy1 C--CB,C--CZC---CZy11 CZ,CE,

y E,+1 = Z,/B,. Definimos los mddulos bigraduados Z. y B. como:
Zo=(1Z,  Bw=|JB:
r>a r>a
entonces B, C Z., y definimos

Eoo = Z../B...

Sean (E,d) y (D,0) sucesiones espectrales con paginas iniciales E, y D, respectivamente. Un morfis-
mo de sucesiones espectrales f : E — D es una familia de morfismos f, : D, — E,, r > a de R-mddulos
bigraduados, es decir, tales que f,od, = §,0 f, y ademds, f,.; es el morfismo inducido por f, en coho-
mologia. Esta definicion es equivalente a tener un morfismo f : E, — D, de mddulos bigraduados tal que
f(Z(E),) CZ(D),y f(B(E),) C B(D), y tal que todos los diagramas:

Z(E)r 1 /B(E)r1 —= Z(E), 1 /B(E),

/| |

Z(D);-1/B(D);—1 T>Z<D)r71/B(D)r71

r

sean conmutativos. De esta manera, f : E — D induce un morfismo f. : Eec — Deo.

Sea M un R-mddulo. Una filtracién de M es una familia de submédulos de M, tales que:
o CFy MCFEMCF, \MC---

Decimos que una filtracién es finita si existen s < t tal que F;M =0y F;M = M. Una filtracién induce
un médulo graduado GrM, dado por Gr,M = F,M /F,..1M. Si el médulo M es un médulo graduado, una
filtracién de M es una filtracién {F,M,} ,cz para cada n € Z. De esta manera, una filtracién de un médulo
graduado M induce un mdédulo bigraduado Gr, ;M dado por,

GrpgM = GryMpiq = FyMpiq/Fpi1Mpiq.

Una filtracién de un médulo graduado M es finita si para cada n € Z, la filtracién {F,M,} es finita.
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Definicion 1.3.2. Una sucesion espectral (E,,d,) converge a un médulo graduado H si existe una filtracién
finita F de H tal que E24 = Gr, ,H = F,HP"1/F, |H*4. Esto serd denotado por E = H.

Teorema 1.3.1 ([Mac63], Teorema 3.1). Una filtracion F de un complejo de cocadenas C induce una suce-
sion espectral (E,d) tal que

EyY=~Gr,,C=F,C""/F,,,C"*" y EP~HYGr,.C).
Si la filtracion F es finita, entonces E = H*(C).
Definicion 1.3.3. Una sucesién espectral (E,d) colapsa en E, cuando dy = 0 para k > r. En este caso,
E,=E ) = =Ew.

Un bicomplejo de cocadenas es un médulo bigraduado K con dos diferenciales, uno horizontal d’ y otro
vertical d” tal que el siguiente diagrama conmuta:

!
gpatl 4 gptlgtl]

d// T Td//

KP4 _— o gptla
d/

Cada bicomplejo K induce un complejo de cocadenas TK al que llamaremos complejo total y estd dado

por:
TK"= ] k",
ptq=n
con diferencial:
d: H KP4 — H K~
ptq=n k+l=n+1

d(x)is = d" (xp-1) + (=1)"d (1)
Definimos una primera filtracién para el complejo de cocadenas TK dada por:
'Fp(TK) =TTk
i<p

Si el bicomplejo K es tal que para cada n sélo hay un nimero finito de médulos K”¢ con p+¢g=n
distintos de cero (un bicomplejo que satisface esta condicién lo llamaremos acotado), entonces la primera
filtracién F(TK) es finita, y esta induce una sucesién espectral 'E = H*(TK). Esta sucesién espectral es
de la forma: 'Ef? = KP4 y 'TEVY = HI(KP*).
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Definimos la segunda filtracién como:

"F,(TK)" =] K" /*.
i<p

Nuevamente si el complejo K es acotado, entonces la segunda filtracién 7/ F(TK) es finita e induce
una segunda sucesion espectral /E = H*(TK). Esta sucesion espectral es de la forma: 7E)? = K97 y
l[Ef’:q _ Hq(K*’p).

Vamos a definir ahora la cohomologia de un grupo con coeficientes en un complejo de cocadenas:

Sea G un grupo, (F,d) una resolucion proyectiva de Z sobre Z[G] y (C,§) un complejo de cocadenas no
negativo de G-médulos. Definimos el complejo de cocadenas Homg(F,C) como:

Homg(F,C)" = [] Homg(Fp,C?)
ptq=n

con diferencial D(f) = 8o f+ (—1)"t fod, es decir, Homg(F,C) es el complejo total inducido por el
bicomplejo de cocadenas K”? = Homg(F,,C?) con diferencial horizontal d'(f) = f od y diferencial vertical

d'(f)=50f.

Definicion 1.3.4. Sea G un grupo y C un complejo de cocadenas no negativo de G-mddulos. La cohomologia
de G con coeficientes en C se define como:

H"(G,C) = H"(Homg(F,C)),
donde F es una resolucion proyectiva de Z sobre Z[G].

De manera similar se define la homologia de G con coeficientes en un complejo de cadenas. Por el mo-
mento s6lo hablaremos de la cohomologia.

Ya que C es un complejo de cocadenas no negativo, el bicomplejo K7 = Homg(F,,C?) es acotado y de
esta manera existen dos sucesiones espectrales que convergen a la cohomologia del complejo total asociado
que en este caso, es la cohomologia H*(G,C). Con la primera filtracién obtenemos E} = Homg(F,,C1),
TEPT = HY(Homg(F,,C*)) = Homg(F,,H%(C)) ya que el G-médulo F, es proyectivo. Por dltimo, /E}*? =
HP?(G,H(C)) ya que F es una resolucion proyectiva de G. Con la segunda filtracién obtenemos "/E}? =
Homg(F,,CP) y "EY"" = H1(G,CP). En resumen, tenemos:

'Ey* = H?(G,H'(C)) = H"™(G,C),
"M = HY(G,CP) = H"™(G,C).
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Terminaremos esta seccién con un teorema que utilizaremos mas adelante para hacer algunos calculos.
Dado un complejo (C, §) de G-médulos, denotaremos por C© al complejo de puntos fijos, es decir, (C¢), =
CC y cuyos diferenciales son las restricciones a los puntos fijos.

Teorema 1.3.2. Sea G un grupo y C un complejo de cocadenas no negativo de G-mdédulos tal que cada C"

es H*-aciclico, es decir, H*(G,C") = 0 para k > 0. Entonces existe una sucesion espectral de la forma:
E}=HP(G,H(C)) = H"(CY).

Demostracion: De la sucesion espectral inducida por la segunda filtracién, obtenemos:

0, q7#0,
"gP = H(G,CP) =
(€, q=0,
asi que:
0, q#0
"EPT = = H"(G,C).
HP(CY), ¢=0

de esta forma la segunda sucesién espectral colapsa en /' E, por lo tanto, H* (G, M) = H*(C%). Por otro lado,
la sucesi6n espectral inducida por la primera filtracién es de la forma 'E} = HP(G,HY(C)) y converge a
HP4(G,C) = HP4(CY) y asf obtenemos la sucesién espectral buscada:

EY? = HP(G,HY(C)) = H"*(CY). O
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Capitulo 2

Cohomologia invariante

En este capitulo introducimos la categoria Q-G .# od cuyos objetos seran los médulos de coeficientes
para definir la cohomologia invariante HHé(G,M). Aqui veremos cual es la relacién de este invariante
con la cohomologia cldsica y la cohomologia de cadenas invariantes de Knudson. También daremos una
interpretacion topoldgica cuando los coeficientes son triviales. Ademads, analizaremos cual es la relacién
con la cohomologia clésica del producto semidirecto H*(G x Q, M) entre otros resultados.

2.1. Grupos de homologia y cohomologia de Knudson

En esta seccién presentamos los grupos de homologia y cohomologia de cadenas invariantes definidos
en [Knu06]. Knudson define estos invariantes con la finalidad de producir una herramienta para calcular
la homologia de ciertos espacios cociente BG/Q donde Q estd actuando sobre G por automorfismos. Sin
embargo esta homologia de cadenas invariantes no siempre coincide con la homologia de BG/Q y esta es
una de la razones para buscar y estudiar otra generalizacién de la homologia y cohomologia de grupos.

Definicion 2.1.1. Sean G y Q grupos donde Q estd actuando sobre G mediante automorfismos, es decir, G
estd equipado con un morfismo de grupos:

¢ : Q0 — Aut(G)

y escribiremos gg = ¢(q)(g). En este caso diremos que G es un Q-grupo. Un morfismo de O-grupos es un
morfismo de grupos Q-equivariante.

Sea G un Q-grupo. Supongamos que A es un grupo abeliano donde G y Q actuan trivialmente. Entonces
la accion de Q sobre G induce una accion de Q sobre C(G) ® A por:

q(lg1 ]| gn]®a) =[qg1 |- | ggn] @ a.
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Definicion 2.1.2. Sea G un Q-grupo y A un grupo abeliano con acciones triviales de Q y G. La homologia
y cohomologia de cadenas invariantes se define como:

H*Q(G7A> = H*((C(G) ®A)Q)ﬂ

Hj(G,A) = H*(Hom(C(G)?,A)).

2.2. La categoria Q-G .# od

Definicion 2.2.1. Un grupoide es una categoria 4 de tal manera que la coleccion de objetos Ob(%’) es un
conjunto y cada morfismo es un isomorfismo.

Supongamos que G es un Q-grupo y M tiene estructura de G-moédulo y O-moédulo. Podemos considerar
ala accion de G sobre M como un grupoide llamado grupoide accién cuyo conjunto de objetos es igual a M
y por cada elemento (g,x) € G X M, tenemos un morfismo g : x — gx. Denotemos por ¢ a este grupoide. De
esta manera, una condicion necesaria y suficiente para que las acciones de Q sobre G y Q sobre M induzcan
una accion de Q sobre ¢, es que

q9:9—9,
X gx,
(g:x— gx) > (g8 : gx — q(gx)),

sea un funtor y esto es equivalente a pedir que g(gx) = (¢g)(gx) ya que de esta forma, gg : gx — g(gx) seria
un morfismo en ¢.

Después de analizar la accion de Q sobre la resolucion barra del grupo G:

q(glgr |-+ | gn]) = q(8(1,81,8182,-.-.81 &) =
=q(g,881,88182,---,881" " &n)
= (48,98981,98981982, - - - 198981 " 48n)
=q8(1,981,981982,---,981 " -q8) = qglqg1 | - | 98],

podemos observar que Q estd actuando sobre la accién de G sobre B(G). Esto motiva la siguiente definicion:

Definicion 2.2.2. Sea G un Q-grupo. Un Q-G mdédulo es un grupo abeliano M con estructuras de G-médulo
y O-mdédulo tal que las dos estructuras estan relacionadas por

q(gx) = (98)(gx),

paracadag € Q, g € G, x € M. Un morfismo de Q-G médulos es un morfismo de grupos abelianos f: M — N
tal que f(gx) = gf(x)y f(gx) =qf(x) paracadage Q, g€ Gyx € M.
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Ejemplo 2.2.1. Cualquier grupo abeliano A con acciones triviales de Gy Q, es un Q-G médulo.

Ejemplo 2.2.2. Z, = (s | s*) acttia sobre Z, = (t | t") por s : t —t !, entonces Z[Z,] es un Z,-7, médulo.
En general, si G es un Q-grupo, entonces Z[G]| es un Q-G médulo.

Ejemplo 2.2.3. Sea G un Q-grupo. Z[G](Q) es el Z[G]-médulo libre generado por Q donde la accién de Q
estd dada por: ¢' (X x,q) = ¥.(¢'x4)(¢'q) y la accién de G es diagonal. Con estas acciones, Z[G](Q) es un
0-G médulo.

Denotaremos por Q-G .# od la categoria cuyos objetos son Q-G mddulos y cuyos morfismos son los
morfismos de Q-G médulos. Homg.g(A,B) denotard el conjunto de morfismos de A a B en esta categoria.
Cabe mencionar que denotaremos por G x Q-.# od a la categoria de médulos sobre el producto semidirecto
G~ 0.

Proposicion 2.2.1. La categoria Q-G .# od es isomorfa a la categoria de mddulos sobre G x Q.

Demostracion: Sea T el funtor
T:0-GA#od— GxQ-#0od,

M— M,
f=r,
donde M’y f’ estén definidos como sigue: M’ es igual a M como grupo abeliano y la accién de un elemento

(g,9) € G x Q sobre m € M esta dada por

(8,q)m = g(gm)

y f'(m) = f(m). Sea L el funtor
L:GxQ-#od— Q-G.#0od,

M—M,

f=71
donde M es definido como grupo abeliano igual a M. Las acciones de G y Q sobre M estén inducidas por
la accién de G x Q sobre M al restringir esta accién a Q y a G. Es decir, un elemento g € Q actda sobre
m € M por la regla, gm = (1,q)m y g € G actia por gm = (g, 1)m. Con estas acciones, M resulta ser un

Q-G médulo. El morfismo f estd definido por f(m) = f(m) para todo m € M. Es fécil ver que T define un
isomorfismo de categorias con inversa L. O
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Este resultado nos dice que la categoria Q-G .# od posee todas las bondades de una categoria de médu-
los sobre un anillo, sin embargo a lo largo de este trabajo hablaremos en el contexto de los Q-G mddulos.

Consideremos una clase especial de Q-G médulos M que contienen un Q-conjunto libre B como subcon-
junto y que satisfacen la siguiente propiedad universal: sea E un conjunto de representantes de B/Q y dado
cualquier Q-G médulo N y cualquier funcién f : E — N de conjuntos, existe un tinico morfismo f: M— N
de Q-G mdédulos tal que el siguiente diagrama conmuta:

E—>M
N
N.
Esto es equivalente a la siguiente definicién donde T es el funtor de la Proposicién 2.2.1:
Definicion 2.2.3. Un Q-G médulo M es un Q-G mddulo libre, si T (M) es un G x Q-médulo libre.

La siguiente proposicion es una caracterizacion de los Q-G médulos libres:

Proposicion 2.2.2. Un Q-G mddulo M es libre si 'y sélo si M admite una 7,[G)-base donde Q actiia libre-
mente.

Demostracion: Si M admite una Z[G|-base donde Q actiia libremente, entonces M = @,.; Z[G]i tal que Q
actda libremente sobre /. Para cada i € I, tenemos un Z[G x QJ-isomorfismo:

P ZIGlqi = Z[G » 0,

qeQ

g(qi) = (&,9)-

Si E es un conjunto de representantes de //Q, entonces
M=P (@Z[G]qj) = PZ[Gx Q).
JEE \g€Q JEE

Inversamente, si M es un Q-G mddulo libre, entonces 7 (M) = M es un Z[G x Q]-mdédulo libre, asi

M=PzGxoliz P Z[Gl(gi)

i€l (q:)eQ@xI
y la accién de Q sobre Q x I dada por ¢'(q,i) = (¢'q,i) es libre. O

La siguiente proposicion se sigue inmediatamente del isomorfismo de categorias dado por la Proposicién
2.2.1:
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Proposicion 2.2.3. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. P es un Q-G mddulo proyectivo.
2. Cada sucesion exacta 0 — M' — M — P — 0 de Q-G médulos se escinde.

3. P es sumando directo de un Q-G mddulo libre.

Proposicion 2.2.4. La categoria Q-G .# od tiene suficientes proyectivos.

Demostracion: Sea M un Q-G médulo y sea M el Z|G]-médulo libre generado por M x Q. Definimos una
accién de G sobre M por:

gzxi(miaqi) - ngi(mhqi)v 8 S G7 X; € Z[G]7 qi S Q7 m; € M
y definimos una accién de Q sobre M por:

qzxi(miaqi) = qui(mi7qqi)7 q,4i S Q7 Xi € ZG7 m; € M.

De esta forma,

q(g)_xi(mi,qi)) = q(}_gxi(mi,q:)) = Y [(q8) (gx)] (mi, qqi) = q8(q (}_xi(mi, q)))-

Por lo tanto, con estas acciones, M tiene estructura de Q-G modulo y la funcién # : M x Q — M,
(m,q) — (gm) induce un morfismo de Q-G médulos sobreyectivo T : M — M. Ahora demostraremos que M
es proyectivo. Para esto, consideremos el siguiente diagrama:

M

|s

A——=B——0.

Para cada m € M existe a,, € A tal que o(a,,) = B(m, 1), de esta manera definimos ¢ : M — A como
¢©(m,q) = gan y extendemos por linealidad sobre Z[G] y asf, el siguiente diagrama:

ylﬁ
A——=B——0

conmuta. Por lo tanto, M es proyectivo en Q-G .# od. Es decir, demostramos que todo Q-G médulo es
cociente de un Q-G médulo proyectivo y en una categoria abeliana esto es suficiente para construir una

resolucion proyectiva de M. O

21



Con esto, podemos ver que el médulo M construido en la demostracién de la proposicién anterior, es
libre por lo que todo Q-G médulo admite una resolucion libre.

Dado un morfismo de Q-grupos o : G — G’ el funtor de restriccion via a, estd definido como sigue:

Resq : Q-G M od — Q-G M od
M — Resq (M),
donde Resy (M) como Q-médulo es el mismo M y la accion de G estd dada por
g-x=a(g)x, g€G, xeM.

Con esta accién, Resq(M) tiene estructura de Q-G médulo. Si f: M — N es un morfismo de Q-G
modulos, definimos Resq (f) : Resq (M) — Resq(N), Resq(f)(x) = f(x). Se tiene que f(g-x) = f(a(g)x) =
o(g)f(x) =g f(x), con esto, Resq(f) es un morfismo de Q-G médulos.

Describimos a continuacién dos funtores importantes. Definimos el funtor extension:

extq : Q-G Mod — Q-G' . od
extq(M) = Z[G'| @6 M,

donde Z[G'] es considerado como G-médulo derecho via @, las acciones de G’ y Q estdn dadas por

1N

g(g"om)=gg"@m, q(g@m)=qs' ®qm,
donde g',¢" € G',q € Q,x € My extq(f) = 17/ @ f. La aplicaci6n natural
i:M—Z|GlocM
m—1RQm,

es de O-G médulos donde Z[G'] @G M es considerado un Q-G médulo via o. Entonces se satisface la
siguiente propiedad universal:

Proposicion 2.2.5. Dado un Q-G' médulo N y una aplicacién de Q-G médulos f : M — N, existe un tinico
morfismo de Q-G' médulos ]7: Z|G')®cM — N tal que el siguiente diagrama conmuta :

M —>7Z[GocM

| A

N
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Demostracion: Para la existencia definimos f (g’ @m) = g’ f(m), es facil ver que estd aplicacién es de Q-G
modulos y hace que el diagrama conmute. Si & : Z[G'] ® M — N es otra aplicacion de Q-G' médulos que

hace conmutativo el diagrama, entonces h(g' @m) = h(g'(1@m)) =gh(l@m) =g f(m) = f(¢ @m). O

De esta forma obtenemos una biyeccién:

Homg.g (extq(M),N) = Homg.g(M,Resq(N)).
Definimos ahora el funtor coextension:
coexty : Q-G M od — Q-G M od
M — Homg(Z|G'),M),
donde Z[G'] es considerado Q-G médulo izquierdo via o y las acciones de G’ y Q estdn dadas por:
g f(g")=1"s), a-f(g)=afla'g),
donde ¢',¢" € G',q € O, f € Homg(Z|G'|,M) y coexty(f) = Homg(Z[G'], f). La aplicacién natural
n: Homg(Z[G'|,M) - M

es un morfismo de Q-G médulos donde Homg(Z[G'],M) esta considerado un Q-G médulo via a y se tiene
la siguiente propiedad universal:

Proposicion 2.2.6. Dado un Q-G' médulo N y un morfismo de Q-G médulos f : N — M, existe un inico
morfismo de Q-G' médulos f: N — Homg(Z[G'|,M) tal que el siguiente diagrama conmuta:

ey

HOmG(Z[G/],M) ?M

Demostracion: Para la existencia, definimos f(n)(g’ ) = f(g'n), esta asignacién es de Q-G’ médulos y hace
el diagrama conmutativo. Si & : N — Homg(Z[G'],M) es otra aplicacién de Q-G médulos que hace el
diagrama conmutativo, entonces h(n)(g') = g’ - h(n)(1) = h(g'n)(1) = f(g'n) = f(n)(g') por lo tanto, f =
h.

O

Asi obtenemos una biyeccion

Homg.cr (N, coexty(M)) = Homg.g(Resq(N),M).
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Si H es un Q-subgrupo de G, es decir, H es un subgrupo de G y ademds es Q-invariante, entonces la
inclusién natural i : H — G es un morfismo de Q-grupos. Si consideramos o =i : H — G, entonces los funto-
res extension y coextension definidos arriba reciben el nombre de induccién y coinduccién respectivamente
y se denotan por

IndS(M) = Z[G| ®u M,

Coind$(M) = Homy (Z[G),M).

Proposicion 2.2.7. Si M es un Q-H médulo proyectivo (inyectivo), entonces Ind5(M) (Coind(M)) es un
Q-G mddulo proyectivo (inyectivo).

Demostracion: Supongamos primero que M es un Q-H médulo libre, entonces M = @, Z[H|]y donde Q
actiia libremente sobre /. De esta forma, Z[G] @y M = @,(Z[G] @y Z[H]Y) = @, Z[G]y y asi, Indf;(M)
es libre. Si M es Q-H proyectivo, entonces existe un Q-H moédulo N tal que M & N es Q-H libre, asi que
IndS(M & N) = Ind$(M) & Ind§(N) es libre y por lo tanto, Ind$(M) es Q-G proyectivo.

Supongamos ahora que M es un Q-H mddulo inyectivo, entonces el funtor Homg.(—,M) es exacto y
por la propiedad universal del Coind$ (M), el funtor Homg.g( —,Coind$(M)) también es exacto y por lo
tanto, Coind$ (M) es un Q-G médulo inyectivo. O

Nota 2.2.1. Si M es un Q-G mddulo libre entonces

M =Pz[Ge,

acl

donde Q actia libremente sobre /. Entonces Q actda libremente sobre B = {ga. | g € G, € I} y M se puede
expresar como el grupo libre abeliano generado por B,

M =Z[B].
Asi que M es un Q-mddulo libre. En resumen,
= Si M es un Q-G médulo libre, entonces M es un G-mddulo libre y también un Q-médulo libre.

= Si M es un Q-G mddulo proyectivo, entonces M es un G-médulo proyectivo y también un Q-médulo
proyectivo.
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2.3. Homologia y cohomologia invariante de Q-grupos
Sea G un Q-grupo. Si M y N son Q-G médulos, definimos:
¢ :QxHomg(M,N)— Homg(M,N),

¢(q.f)=q-f,
q-f(x) =qf(q ).

Esta funcién es una accién bien definida ya que:
q-f(gx) =af(q"'(gx) =af (g '8)(g %) =

=qllq'9)f(q 'x)] =g(qf(q""x)) = g(q- f(x))

yasi, qg- f € Homg(M,N). Entonces Homg(M,N) es un Q-médulo. De esta manera, Homg(B(G),M) tam-
bién tiene estructura de Q-moédulo. Ademads el diferencial en Homg(B(G),M), inducido por la resolucion
barra:

0 : Homg(B,(G),M) — Homg(B,+1(G),M)

8f([gr |- lenr) =arf(gal - l&nri)+ Y (=1 f(er || gigis1 || gnt1])

1<i<n+1

H=1" (g || gal)

satisface:

8(g- g1l gnr1]) =g1(g-F)g2 |- g+ Y, (=Dq-f)lgr ]| gigir1 || &ns1))

1<i<n+1

(=" g - f)gr |- | ga)) =alg g1 (g g2 | -+ 1 g gni1]))+

+q( Y —0fg el g eig i |- | qlgn+1])> +a((=D)""f(lg "1 |- g "ga)) =

1<i<n+1

=q8f(q g1 ] [gnr1]) = q-8f([g1 ]+ | gnr1))-
Es decir, 6 : Homg(B,(G),M) — Homg(B,+1(G),M) es Q-lineal.

Por otra parte, si M y N son Q-G mddulos, podemos considerar a M como G-mddulo derecho con la

accién x- g = g_lx, de esta forma M @ N = (M ® N)g, es decir, M ®¢ N es el grupo de coinvariantes de
M ® N bajo la accién diagonal. Por lo tanto, la funcién

V:0XM®gN —M®gN, (¢,x®Yy)— qx®qy,
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es una accion bien definida ya que si g € G, tenemos

q(gx®gy) = (q8)(qx) ® (q8)(qy) = gx @ qy.

Asi que M ®¢ N es un Q-mdédulo. De esta manera, B(G) @ M también tiene estructura de Q-mddulo y
el diferencial:
d: B, ®@cM — B,—1 @c M

(g1 |- lel@x)=gile2 |- |gl@x+ Y [e1|-|gigir1 || g]®x

1<i<n—1
+(=1)"g1 ] [ gn1] ®x
es claramente Q-lineal. Asi podemos restringir estos diferenciales a los grupos de puntos fijos:
8 : Homg(B,(G),M)2 — Homg(B,,1(G),M)?
d:(BpocM)? — (B,_1 ¢ M)C.
De esta forma, podemos definir la homologia y cohomologia invariante:

Definicion 2.3.1. Sea G un Q-grupo y M un Q-G médulo. Definimos la homologia y cohomologia inva-
riante del O-grupo G con coeficientes en M como:

HH2(G,M) = H.((B(G) ®¢M)2,9),
HH},(G,M) = H*(Homg(B(G),M)?,85).

Nota 2.3.1. Es claro que esta homologia y cohomologia generalizan la homologia y cohomologia de grupos
usual ya que si Q actda trivialmente sobre G y sobre M, entonces

(B(G) @6 M)2 = B(G) @6 M y Homg(B(G),M)? = Homg(B(G),M).

También podemos notar ficilmente que si A es un Q-G médulo trivial, entonces B(G) ®gA = C(G) ® A
y asi HH2(G,A) = H?(G,A) de esta manera, HHZ (G, M) también es una generalizacion de los grupos de
homologia de cadenas invariantes de Knudson.

Definicion 2.3.2. Un elemento n € Z es invertible en un grupo abeliano A, si la funcién:

n:A—A

av— na,

es un isomorfismo.
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Lema 2.3.1. Si n € Z es invertible en un G-mddulo A, entonces n es invertible en los grupos abelianos
Bi(G) ®GA y en Homg(Bi(G),A) para cada k € Z.

Demostracion: 1a multiplicacion por n en B(G) ® A es igual a la funcién 1) ® n cuya inversa es
gy ® % y la multiplicacién por n en Homg(B(G),A) estd dada por la composicién no f que es un isomor-
fismo ya que la multiplicacién por n en A lo es. O

La siguiente proposicién da una relacion entre la homologia y cohomologia invariante y la homologia
y cohomologia usual cuando |Q| es invertible en M. Knudson en [Knu06] demuestra el resultado de una
manera diferente s6lo para homologia, es decir, HZ(G,A) = H,(G,A)2.

Proposicion 2.3.1. Si|Q| es invertible en M, entonces HHZ (G, M) = H,(G,M)2 y HH}(G,M) = H"(G,M)?.
Demostracion: La accién de Q en B(G) ®¢ M induce una accion bien definida:

0 xH,(G,M) — H,(G,M)

(g:[g1 |- | gn]®x) > [qg1 ]| qgn] @ qx

yaquesiz=09([g1 | | gn+1] ®x) entonces

(¢,2) = qd([g1 |-+ [ gn1] ©x) = 9(q([g1 | - | gn1] @ X)) =0
y ya que |Q| es invertible en M, también es invertible en B, (G) ®¢ M asi definimos:

a: H,(G,M)? — HH2(G,M)
_— 1 72
2= —) qz,
’Q| qeQ
el cual es un isomorfismo cuya inversa es el morfismo i, : HHZ(G,M) — H,(G,M)2 inducido por la inclu-
sién natural i : (B,(G) ®¢M)¢ — B,(G) ®c M. La accién de Q sobre Homg(B(G),M) induce una accién
bien definida en H"(G,M):
0 x H"(G,M) — H"(G,M)

(@.f)aq-f
yaque si f = &(h), entonces g-8(h) = 6(g-h) =0y como |Q| es invertible en M, podemos definir

¢ :H"(G,M)? — HH}(G,M)

— 1
fe @qgéq‘f

el cual resulta ser un isomorfismo cuya inversa es el morfismo j* : HH (G, M) — H"(G,M )€ inducido por
la inclusién natural: j : Homg(B,(G),M)2 — Homg(B,(G),M). O
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La siguiente proposicion brinda bajo ciertas hipétesis un isomorfismo entre HH&(G,M ) y los grupos de
cohomologia de Knudson pero antes vamos a demostrar un lema.

Lema 2.3.2. Si M es un Q-G mddulo trivial, entonces HH})(G,M) = H"(Homg(C(G),M)?).

Demostracion: Definimos ¢ : Hom(C,(G),M) — Homg(B,(G),M) por
o()[g1 |- |gn))=r(lg1] | 8gn] ®1).Esta asignacién es un isomorfismo equivariante con inversa
v : Homg(By(G),M) — Hom(C,(G),M) dada por w(f)([g1 | -+ | ga] @n) =nf([g1 |- | &n])-

Por otra parte,

S(e(Ngr |- [eni]) = o(f)([g2 |-~ [ gnra])+
+ ), U0 (er |- L gigier |- | gwet]) + (=1 @(f)([g1 |-+ | ga)) =

=flg2 - gl + Y, (1) f(gr |- | gigiv1 |- | gni1] @ 1)+

1<i<n

HD" f(lgr |- Tenl @) =d(N)([gr |-+ [ gnr1] ©1) = @(d(N))([1 | -+~ | gnr1])-

Por lo tanto, el siguiente diagrama:

Hom(C,(G),M) Hom(Cy11(G), M)

0| |e

Homg(B,(G),M) —5 Homg(B,+1(G),M)
es conmutativo y Q-equivariante y de esta manera, induce un diagrama conmutativo a nivel de puntos fijos:

Hom(Cy(G),M)2 —%~ Hom(Cpy1(G),M)2

0| <o

Homg(B,(G),M)2 —> Homg(Bn:1(G),M)2. O

Proposicion 2.3.2. Si Q es finito y M es un Q-G mddulo trivial tal que |Q| es invertible en M, entonces
HH}(G,M) = Hj (G, M).

Demostracion: Definimos

o : Hom(C,(G)2, M) — Hom(C,(G),M)2,

alf)(gr] | g ®@n)= |Q‘ (qul | gn] ® )

q€0
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B : Hom(C,(G),M)2 — Hom(C,(G)2,M),

B(f)=flc,ce -
Supongamos que f € Hom(C,(G)2,M) y x € C,(G)?, entonces

B(a(f))(x) = a(f) |c, e (¥) = a(f)(x) = @f (ZQ(]X> = @(IQV(X)) = f(x).
q€

Ahora supongamos que f € Hom(C,(G),M)? y x € C,(G), entonces

a(B(f))(x) = |é|f lc.(6)e (Z qx) = é|f (Z qX> = |1Q|(\Q|f(X)) = /()

qeQ q€0

y asi & es un isomorfismo.

Por otra parte,

o(8(f))([g1 ]+ | gns1]®n) = é|5f (Zéq{gl | | gnt1] ®n>
g€

1 ‘
=f< Y (lgg2 |- lagll@n+ Y. (=1'lgg1 || (qgi)(qgir1) |- | qgnr1]@n
10| qc0 1<i<n+1

+(=1)"gg1 | -+ | qgal @n) )

=a(f)(g] \8n+1]®”)+z<—1)i0‘(f)([81 || gigit1 |+ | gnr1]®@n)
+(=1)"a(f) (g1 ] - | gl @n) =d(a(f))([g1 |- | gns1] @n).

Por lo tanto el siguiente diagrama es conmutativo:

Hom(C,(G)2,M) —°= Hom(C,1(G)2, M)

Hom(C,(G),M)? ——> Hom(Cy41 (G),M)?

y asf obtenemos el isomorfismo Hpy (G, M) = H"(Homg(C (G),M)?) y por el lema anterior, obtenemos el
isomorfismo deseado:

HH(G,M) = H}\(G,M). O
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2.4. Una interpretacion topologica para HH;,(G,M)

En [Knu06], Knudson demuestra que si Q = Z, con p un niimero primo y G¢ = {1}, entonces H2(G,7) =
H,(BG/Q,Z). En esta seccion demostramos un resultado similar para HHH}(G,A) pero el resultado es vélido
para cualquier grupo Q 'y no sélo para Z, cuando las acciones de Q' y G sobre A son triviales. Antes de esto,
vamos a dar la definicién de G-CW complejo.

Definicion 2.4.1. Sea G un grupo topoldgico. Un G-espacio es un espacio topoldgico X junto con una accién
¢ : G — Homeo(X) tal que la funcién inducida @ : G x X — X, ¢(g,x) = ¢(g)(x) es continua.

Definicion 2.4.2. Sea n un entero no negativo y sea D" = {x € R" | |[x|| < 1}. Una G-(n-celda) es un G-
espacio de la forma (G/H) x D" donde H es un subgrupo de G, la G-accion sobre D" es trivial y la accion
de G sobre G/H es la accién natural sobre el conjunto de clases laterales g- (¢'H) = gg'H.

Definicion 2.4.3. Un G-espacio X es un G-CW-complejo si X es el limite directo de G-espacios X, con
inclusiones i, : X, — X,+1, tal que Xp es la union disjunta de G-(0-celdas) G/H y X,, es obtenido de X,
adjuntando una coleccién de G-(n-celdas) {G/Hy x D"} 4cr mediante funciones equivariantes de pegado
Qo : G/Hy X s"=1 5 X,_| como en el siguiente diagrama push-out:

L] G/Hy x S" ' —= X,

o i

Ll G/Hy x D" X,.
acR

Un G-CW complejo Y es un subcomplejo de X si ¥ es un G-subespacio de X y ¥, =Y NX, en la
descomposicién celular.

Definicion 2.4.4. Sea G un grupo y X un CW complejo. Decimos que una accion G — Homeo(X ) es celular
si para cada g € G y cada n-celda E de X, gE es una n-celda de X y tal que si g € G fija una celda, entonces
fija punto a punto cada elemento de dicha celda.

Proposicion 2.4.1. Sea G un grupo discreto. X es un G-CW complejo siy sélo si X es un CW complejo con
una accion celular de G.

Demostracion: Supongamos que X es un G-CW complejo y sea {G/Hy X D"}qcg el conjunto de G-(n-
celdas) de X, entonces tenemos una funcidn equivariante

¢: | J(G/HyxD") = X,

aER

tal que las funciones ¢ | JHexsn—1 coinciden con las aplicaciones de pegado. Consideremos el conjunto
R’ =|]4cr G/Hy entonces obtenemos una aplicacion y : R’ x D" — X, dada por y(gH;,x) = @(gH;,x) y de
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esta manera obtenemos un diagrama push-out:

/ -1
R xS —=X,

e

R x D" X,.

Por lo tanto, X es un CW complejo en donde claramente G actda sobre el conjunto de indices R’, de esta
manera es una accion celular. Ahora supongamos que X es un CW complejo con una accién celular de G, sea
{D!,} acr un conjunto de n-celdas que definen la estructura de CW-complejo de X. Consideremos a R como
un espacio discreto y sea ¥ : R X D" — X, la aplicacién asociada de n-celdas en X, tal que al restrigirla sobre
R x §"~!, obtenemos la aplicacién de pegado. Ya que la accién de G sobre X es celular, G actia sobre R.
Entonces R es unién disjunta de sus Orbitas. Si R; es la 6rbita de i € R y H; es el estabilizador de i, entonces
gracias a que R y G son discretos, R; y G/H; también son discretos, entonces tenemos un homeomorfismo
Yi: R; = G/Hl

Definimos una funcién equivariante ¢; : G/H; x D" — X,,, ¢i(gH;,x) = gy (v, '(H;),x). Entonces, res-
tringiendo estas aplicaciones a G/H; x §"~! obtenemos aplicaciones de pegado y asf el siguiente diagrama
conmutativo es un push-out:

Ll (G/Hg) x 8" ' —= X,

T |

L] (G/Hy) x D" X,..
act

Por lo tanto, X es un G-CW -complejo. O

Sea EG, el conjunto simplicial (ver ejemplo 1.1.8) definido de la siguiente manera: EG, = G"*! con
aplicaciones cara y degeneraciones dadas por:

0;: EG, — EG,_1, 5itEG, - EG,;1, 0<i<n,

0i(80,---,8n) = (80,---,8ir---,8n)s 5i(80,---,8n) = (80,---,8i,&is---+8n)-
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Definimos BG, como el conjunto simplicial: BG,, = G" con aplicaciones cara y degeneraciones:

(g27~-7gn)7 l:()a
8,-:BG,Z—>BG,1,1, 8,-(g1,...,gn): (gl,...,gigi+1,...,gn), 1§i<n,
(glv"')gnfl)) i:n,

si:BGn_>BGn+lv si(gla'”vgn):(gla"'7gialvgiJrlv"'agn)a OSZSI’I

Ahora vamos a considerar las realizaciones geométricas gruesas, es decir, sin involucrar las degenera-
ciones.
Sea EG la realizacién geométrica de EG, y BG la realizacién geométrica de BG,, es decir,

EG= <|_|(G”+1 X A")) /~, donde ((go,...,&n),8i(t)) ~ (3i(g0;...,&n),1), tEA" ! gi €G.

n>0

BG = <|_|(G” xA")) /~, donde ((g1,...,8n),8i(t)) ~ (3i(g1,-..,8n),1), tEA" ! g, €G.

n>0

Entonces, EG tiene estructura de CW-complejo y G actda sobre EG celularmente y libremente por

8l(gos---:8n):1] = [(g80;- - - 88n),1]

asi que EG/G = BG. De esta forma, el complejo de cadenas celular de EG es la resolucién barra B(G) y el
complejo de cadenas celular de BG es el complejo barra B(G)g = B(G) ®¢ Z = C(G).

Nota 2.4.1. La realizacion geométrica de cualquier conjunto simplicial es un CW-complejo con una n-
celda por cada elemento no degenerado x € X, es decir, x no estd en la imagen de alguna degeneracién
s;j: X,—1 — X,. Mientras que la realizacion geométrica gruesa es un CW-complejo con una n-celda por cada
elemento x € X,,. En particular, estamos considerando a EG y BG como CW-complejos cuyos complejos de
cadenas celulares son B(G) y C(G) repectivamente.

La accién de Q sobre G induce una accién de Q sobre BG dada por

ql(81,---8n):t] = [(q81,---,q8n),1]

y es tal que si un elemento g € Q deja fija una celda o de BG, entonces deja fijos todos los puntos de dicha
celda, es decir, si g0 = 0, entonces gx = x para cada x € 6. De esta forma, BG tiene estructura de Q-CW
complejo y su cociente BG/Q es un CW-complejo con una n-celda por cada Q-6rbita de (g1, ...,8n)-
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Entonces, el complejo de cadenas celular de BG/Q es un complejo

- c, d,

Cnfl Cn+1

donde C, es el Z-médulo libre generado por G /Q 'y los diferenciales d,, estan inducidos por los diferenciales
del complejo barra, es decir,

d'(Q(g1,--,8n) = Qg2 ,8n) + Y, (—1)'0(81,---,8i8i+1:---+8n)

1<i<n

+(_1)nQ(gla---agn71)-

Demostraremos ahora que Z[G"/Q] = C,(G). Definimos:

n:C(G) = Z[G"/Q], [g1 |-~ [ gl = Qler |-~ | gnl-

Esta aplicacion es claramente sobreyectiva y IpC,(G) C ker(n). Sea Y;ni[gi, | --- | &i,] € ker(n) pode-
mos suponer que cada [g;, | --- | g;,] estd en la misma Q-6rbita, entonces supongamos que todos los elementos
[gi, | - | gi,] estdn en la 6rbita de [g | --- | gx), entonces

Zni[gn |- ] &l Zzni[gil |- ] gi) — (Z”z) g1 ] |8l

1

=Y nillgi [+ | 8] = lg1 [+ &)
:Zni(‘b’[gl ’ ‘ gn} - [gl | ’gn]) EIQC(G),

Por lo tanto, 1 se factoriza por un isomorfismo 1 : C(G)o — Z[G"/Q] que hace conmutativo:

Co(G)g —2=Cu1(G)g

| !

26" Q) —ZI6" /0.

De esta manera, el complejo de cadenas que calcula la homologia de BG/Q es C(G)g y la cohomologia
de este espacio cociente con coeficientes triviales A, estd dada por:

H"(BG/Q,A) = H"(Hom(C(G)g,A)).
Sea 7 : C(G) — C(G)g la proyeccién natural y definimos:

@ : Hom(C(G)g,A) — Hom(C(G),A)2, f+s form,
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esta aplicacién es un isomorfismo cuya inversa esta dada por:
v : Hom(C(G),A)2 — Hom(C(G)g,A),

by h({gr [ Tgal) = h(lg1 |-+ | ga])-

Ademés, estos isomorfismos son de cadenas, es decir, el siguiente diagrama:

Hom(C,(G),A)2 —2= Hom(Cyy1(G),A)2

ulw uiw

Hom(C,(G)g,A) — Hom(Cp+1(G)g,A)

conmuta. Por tltimo, gracias al isomorfismo de la Proposicién 2.3.2, hemos obtenido el siguiente resultado:

Teorema 2.4.1. Si A es un Q-G mdédulo con acciones triviales, entonces existe un isomorfismo:
HH&(G,A) ~H"(X/Q,A)
donde X es cualquier Q-espacio, Q-homotopicamente equivalente a BG.

En este caso, no podemos reemplazar X por cualquier modelo del espacio clasificante a menos que sea
Q-homotdpicamente equivalente a BG.

Corolario 2.4.1. Sea Q un grupo finito y A un Q-G mddulo con acciones triviales. Si |Q| es invertible en A,

entonces:
H}(G,A) = H*(BG/Q,A).

2.5. Relacion entre la cohomologia invariante y el producto semidirecto

Ya hemos visto en una seccion anterior que la categoria de Q-G mddulos es equivalente a la categoria
de médulos sobre G x Q. De esta manera, la resolucion barra B(G) que usamos para definir HHp,(G,M)
es una resolucién de médulos sobre G X Q asi que una pregunta pertinente seria ;qué relacion hay entre
HH;(G,M) y la cohomologia del producto semidirecto H*(G x Q,M)? En esta seccién vamos a dar una
respuesta parcial a dicha pregunta.

Lo primero que podemos observar es que en general, la resolucién barra B(G) no es una resolucién
proyectiva en Q-G .# od de lo contrario, B(G) seria una resolucion proyectiva en la categoria G x Q-.# od

y asi HH,(G,M) = H*(G x Q,M). De hecho, en general, Bo(G) = Z[G] no es proyectivo en Q-G.# od.

34



Supongamos que Z[G] es proyectivo en Q-G.# od y sea Z[G](Q) el Z[G]-médulo libre generado por Q
como en el ejemplo 2.2.3. Entonces la aplicacién & : Z[G|(Q) — Z[G], ¥.x,q — ¥.x, debe admitir una inversa
derecha u : Z[G| — Z[G](Q) en Q-G.# od. Para la existencia de 1, dada por (1) = Y x,q, es necesario y
suficiente que se satisfagan las siguientes condiciones:

» g'xy=xyq paracadagq,q € Q.

= Yx, =1

Sin embargo, podemos encontrar ejemplos donde no se satisfacen estas dos condiciones a la vez, como el
siguiente:

Ejemplo 2.5.1. Sea Q =7, = (s | s*), G=Z3 = (t | *) y Q actuando sobre G por inversos, es decir, s : Z3 —
Zs, t >t~ ' Entonces (1) = (a+ bt + ct*) + (a+ct + bt?)s donde x; = a+ bt +ct* y x; = a+ ct + bt>.
Para que se cumpla la segunda condicién, es necesario que 2a = 1 y b+ ¢ = 0 pero esto es imposible ya que
a,b,c eZ.

Vamos a recordar como se obtiene la sucesion espectral de Hochschild-Serre en la teoria clasica. Para
esto, primero recordemos que podemos pensar a H"(G, M) como un funtor contravariante en la categoria
de pares: Sea Z la categoria cuyos objetos son pares (G,M) donde G es un grupo y M es un G-médulo
y cuyos morfismos son pares (o, f) : (G,M) — (G',M’) donde & : G — G’ es un morfismo de grupos y
f:M' — M es un morfismo de grupos abelianos tal que f(a(g)x') = gf(x') paracada ge Gy x' € M'.
Si F y F’ son resoluciones proyectivas para G y G’ respectivamente y T es un morfismo de complejos de
cadenas compatible con o, es decir, 7,(gx) = a(g)7,(x) paracada g € G, x € F,, y n > 0. Entonces existe un
morfismo de complejos de cocadenas:

Hom(t,f): Homg (F',M') — Homg(F,M)
h— fohort,

el cual induce un morfismo en cohomologia: (a, f)* : H*(G',M") — H*(G,M). Consideremos una sucesion
exacta de grupos:

1 H—~G-"~9Q 1.
Sea M un G-médulo y F una resolucion proyectiva de Z sobre Z[G]|. El isomorfismo en la categoria de

pares:
(g, f) : (H,M) — (H,M)

o (h) =g 'hg, fo(m)=gm,

da lugar a un isomorfismo en cohomologia (0, f,)* : H?(H,M) — H?(H,M) el cual induce una accién
G x HP(H,M) — HP(H,M) tal que H actua trivialmente y asi obtenemos una accién sobre la cohomologia

Q x H'(H,M) — H"(H.M), (q,f) —q"f.
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Aqui, ¢ - f esta dada por: g- f(x) = gf (g 'x) donde g € G es cualquier elemento tal que 7(g) = q.
Con esto, H?(H, M) tiene estructura de Q-médulo. Por otra parte, Homg(F,M) = Homy (F,M)? y ademds
Homp (Fi,M) es un médulo Q-aciclico, entonces después de aplicar el teorema 1.3.2, obtenemos la sucesion
espectral cohomolégica de Hochschild-Serre ([Bro82], cap. VII, 6):

EV?=HP(Q,H"(H,M)) = H"*1(G,M).
Sea Q un grupo, G un Q-grupo y M un Q-G médulo. Consideremos la sucesion exacta:
l—G——GxQ——Q0——1.

Entonces tenemos que la sucesion espectral de Hochschild-Serre converge a la cohomologia del producto
semidirecto:
Ey = HP(Q,H(G,M)) = H""(G x Q,M)

y asi, la columna Eg " tiene la forma:
H°(Q,HY(G,M)) = H1(G,M)°.
Ahora la accién de Q sobre H4(G, M) esté inducida por el isomorfismo en la categoria de pares:
(0g,rq) : (G,M) = (G, M), 0y(8) =g '8, r4(x) = gx.

Si consideramos la resolucion barra B(G), podemos ver que dicha accién coincide con la accién sobre
la cohomologia que estd inducida por la accién de Q sobre la resolucién barra.

Si | Q| es invertible en M, por la Proposicion 2.3.1,
H(Q,H"(G,M)) = H*(G,M)° = HH}(G,M).

En resumen, si |Q| es invertible en M, existe una sucesion espectral cuya segunda pdgina contiene en su
columna Eg " a la cohomologia invariante HH;(G,M) y que converge a H*(G x Q,M). Sin embargo, hay
casos donde estas dos cohomologias coinciden.

Sea Q un grupo finito y A un Q-mdédulo, la aplicacion N : A — A, a — Y., qa es Q-invariante, es decir,
satisface N(qa) = N(a) y Im(N) C A€ por lo tanto induce una aplicacion N : Ag — A9, a— Y, cpqa ala

que llamaremos aplicacién norma.

La demostracién de las siguientes tres proposiciones son rutinarias.

Proposicion 2.5.1. El orden de Q anula a ker(N) y a coker(N).
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Proposicion 2.5.2. Si |Q| es invertible en A, entonces |Q| es invertible en Ag, A, ker(N), coker(N) y
HP(G,A).

Corolario 2.5.1. Si |Q| es invertible en A, entonces N: Ag — A€ es un isomorfismo.

Demostracion: Como |Q| anula tanto a ker(N) y coker(N) y las aplicaciones ker(N) — ker(N), x — |Q|x,
coker(N) — coker(N), y — |Qly son isomorfismos pero también son la aplicacion 0, se tiene que los grupos
ker(N) y coker(N) son iguales a 0. O

Teorema 2.5.1. Si Q es un grupo ciclico finito y |Q| es invertible en M, entonces existe un isomorfismo:
HHé(G,M) 2H"(GxQ,M).

Demostracion: Sea Q = 7, y consideremos la sucesién exacta:
|l —G—>GxZy—Zy—1,
entonces tenemos una sucesion espectral:
EY? =HP(Z,,H!(G,M)) = H’"(G x Zy,M).
Por la Proposicion 2.3.1,
H(Z,,H(G,M)) = HY(G,M)" =~ HH} (G,M)

y como |Q| es invertible en M, por la proposicién 2.5.2, |Q| es invertible en H7(G,M) y por el corolario
25.1,N:HY(G,M)g — HY(G,M)? es un isomorfismo. Entonces obtenemos:

coker(N), p=2k>2
H?(Z,,H1(G,M)) = =0,
ker(N), p=2k—1>1

de esta forma, los Unicos términos no necesariamente nulos estdn en la columna Eg "y asi, HHj (G,M) =
H*(G X Zp,M). O
2.6. O-Funtores y el morfismo de restriccion

En esta seccién vamos a ver que bajo ciertas condiciones, HHE(G,M ) es un funtor cohomoldgico.

Definicion 2.6.1. Sea T = {T, },c7z una familia de funtores covariantes de la categoria de Q-G médulos a la
categoria de grupos abelianos. Diremos que T es un 8-funtor si para cada sucesién exacta 0 — M — M —
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M" — 0 de Q-G médulos, existen morfismos de conexion naturales 6 : 7,(M") — T,,1(M') de tal manera

que todas las composiciones son cero en la siguiente sucesion:
1) 1)
e Ty (M) s Ty (M) T (M) —— Ty (M) 2 Ty (M) —— -

Si la sucesion anterior es exacta para cada sucesion exacta corta 0 — M — M — M” — 0, diremos que

T es un funtor cohomolégico.

Lema 2.6.1. Sea f : A — B un morfismo sobreyectivo de Q-médulos. Si H'(Q,ker(f)) = 0, entonces f |40:
AQ — BC es sobreyectiva.

Demostracion: La sucesion exacta 0 — ker(f) — A — B — 0 induce una sucesion exacta larga en coho-

mologia:
f

0 —— (ker(f))? AQ B HY (0, ker(f)) — -+

y como H'(Q,ker(f)) =0, f [40: A — B2 es sobreyectiva. O
Vamos a considerar a la cohomologia invariante como funtor del médulo de coeficientes:
HHy(G, —) : Q-GA# od — Ab.
Consideremos una sucesion exacta de Q-G maddulos:

LI VL Y 0.

0 M’

El funtor Homg(B,(G), — )€ es composicién de dos funtores, el funtor Homg(B,(G), — ) y el funtor de
Q-puntos fijos y como ambos son exactos izquierdos, el funtor Homg(B,(G), — )€ es exacto izquierdo. Por

lo tanto, la sucesion:
0 —— Homg(Ba(G),M")2 —%~ Homg(B,(G),M)2 — Homg(B,(G),M")2
es exacta pero en general, B, no es sobreyectiva. Sin embargo, la aplicacion
Homg(B,(G),M) — Homg(B,(G),M"), frsBof

es sobreyectiva ya que B,(G) es proyectivo en la categoria de G-médulos. Por lo tanto, gracias al lema
anterior, una condicién suficiente para la sobreyectividad de S, es que H'(Q,Homg(B,(G),M’)) = 0y asi
obtenemos que HH}(G, — ) es un §-funtor:
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Proposicion 2.6.1. Sea 0 Mt Py 0 una sucesion exacta de Q-G mddulos. Si

H'(Q,Homg(B,(G),M")) =0 para cada n > 0, entonces existe un morfismo de conexién 8" : HH)(G,M") —
HH&Jrl (G.M") para cada n > 0 tal que la siguiente sucesion:

- —>HH5(G,M’) —>HH5(G,M) —>HH5(G,M”) i>HH5“(G,M’) —
es exacta.
Demostracion: Como vimos anteriormente,
0 —> Homg(Ba(G),M")2 —% > Homg(Bn(G),M)2 —~ Homg(BA(G),M")2 —>0
es exacta para cadan > 0y asi
0 —— Homg(B(G),M")2 —*~ Homg(B(G),M)2 — = Homs(B(G),M") ——0

es exacta en la categoria de complejos de cadenas de grupos abelianos y esta sucesion exacta induce la
sucesion buscada. O

Este morfismo de conexidn es natural, es decir, dado un diagrama conmutativo de Q-G médulos:

0 A A A" 0
0 B B B’ 0

con filas exactas en donde se satisfacen las condiciones de la proposicién anterior para la existencia de los
morfismos de conexion, entonces el siguiente diagrama conmuta:

HH}(G,A") —~ HH} (G,A')

| |

HHy(G,B") —~ HH}™(G,B).
De esta manera, HH,(G, —) es un §-funtor cohomolégico.

Ahora consideremos la categoria € cuyos objetos son pares (G,M) donde G es un Q-grupo y M es un
Q-G mdédulo, los morfismos en esta categoria son pares:

(a.f): (G.M) — (G, M),
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donde o : G — G’ es un morfismo de Q-grupos 'y f : M’ — M es un morfismo de Q-a mdédulos, es decir, es
Q-equivariante y f(o(g)x") = gf (x').

En esta seccion vamos a considerar a la cohomologia invariante como un funtor contravariante:
HH)(—,—):C — b

(G,M) — HH}(G,M)

ysi (@, f): (G,M) — (G',M") es un morfismo, definimos (a, f)* : HH)(G',M') — HH}(G,M) de la si-
guiente manera:

Sea o : B,(G) — B,(G'), o(glg1 |-+ | gn])) = 0t(g)[et(g1) | -~ | @(gn)]. Sih:B,(G") — M’ esun cociclo,
entonces fohoa : B,(G) — M es un morfismo de Q-G médulos y

§(fohoa)=(foh)o(atod)=

= (foh)o(doa)= fo(hod)oa

= fo(6h)oa =0.
Es decir, foho o es un cociclo también. Ademds si 7 = 81’ es una cofrontera, entonces foho & €s una
cofrontera ya que

fohoa=fo(h)oa =

=fo(Wod)oa=(foh')o(doa) =

=(foh)o(aod)=8(foh o).
Asf que la asignacién:

(o0, f)" : HH)(G',M') — HH}y (G, M)
(o, f)"(R) = fohod

estd bien definida. A este morfismo lo llamaremos restriccién y lo denotaremos por (o, f)* = Res(q,5). Si

H es un subgrupo Q-invariante de G, « es la inclusién natural c =i: H - Gy f = 1) : M — M, entonces

escribiremos Resf; = Res; 1,,) : HH(G,M) — HHy(H,M).
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2.7. Un teorema de dualidad para Q =7,

En esta seccién vamos a utilizar la férmula de Kiinneth y algunos resultados de Knudson ([Knu06]) para
demostrar un teorema de dualidad cuando Q es un grupo ciclico de orden primo.

Proposicion 2.7.1. [Férmula de Kiinneth ([HS71], cap. 3)] Sea R un dominio de ideales principales. Sean

C y C' complejos de cadenas de R-médulos tal que C es libre. Entonces existe una sucesion exacta natural:

0 —— T1 Exth(H,(C),Hyp11(C')) —= Hy (Hom(C.C')
pE

- HZHOmR(Hp(C)7HP+n(C,)) —0
pe

y esta sucesion se escinde.

Sea M un R-médulo y C' = M, es decir, C’ es el complejo de cadenas concentrado en dimension 0
(C, =My C,, =0 para n # 0). En este caso, la Proposicién 2.7.1 es llamada Teorema de los coeficientes
universales en cohomologia:

Proposicion 2.7.2 ([HS71]). Sea R un dominio de ideales principales, C un complejo de cadenas de R-

modulos libres y M un R-modulo. Entonces existe una sucesion exacta natural:
0 —— Exty(H,—1(C),M) — H"(Homg(C,M)) — Homg(H,(C),M) —0
y esta sucesion se escinde.

Si A es Q-G médulo con acciones triviales, entonces
Homg(B(G),A)? = Homp(C(G),A) = Hom(C(G)g,A).

Ahora veamos que C,(G)g es proyectivo. Para esto consideremos & : By — By y B : C,(G)g — B>
morfismos de grupos abelianos tal que ¢ es sobreyectivo y 7 : C,(G) — C,(G)g es la proyeccion natural.
Podemos considerar a By y B, como Q-mddulos con acciones triviales, de esta forma « es Q-equivariante.
Como C,(G) es Z-libre con base en el conjunto {[g; | --- | g]}, un morfismo f : C,(G) — B; queda com-
pletamente determinado por los valores que toma en dicha base. Definimos f([g; | --- | gn]) = x € B; de tal
manera que &(x) = Bon([g1 | - | &), entonces podemos definir f(g[gi | --- | gn]) =x ya que Bom es
Q-equivariante. De esta manera, podemos definir f : C,(G) — B; constante en cada Q-6rbita del conjunto
{lg1 | -~ | gn]}. En otras palabras, existe un morfismo Q-equivariante f : C,(G) — B tal que el siguiente
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diagrama conmuta:
Cu(G

)
/¢, (Jg)g

|s

B By 0

o

y f se factoriza de manera tinica por medio de f : Cu(G)o = Bi1, (g1 |-+ | &gn) — f(lg1] -] 8n]) y esta
ultima aplicacion es tal que el siguiente diagrama conmuta:

By 0.

Por lo tanto, C,,(G)g es Z-proyectivo y como Z es un dominio de ideales principales, C,(G) es Z-libre.
De esta forma C = C(G) y A satisfacen las hipétesis del teorema de los coeficientes universales y asf, existe
una sucesién exacta que se escinde:

0 —— Exty(H,1(C(G)g),A) — HH}}(G,A) — Hom(H,(C(G)g),A) —0 .

Supongamos ahora que Q es finito y no trivial y consideremos la aplicacién norma (morfismo de com-
plejos de cadenas):

N:C(G)o—C(G)2, [g1 |18l — Y [ag1 |- | qgnl-
qeQ

Esta aplicacion en general, no es un isomorfismo. Como C(G), es libre sobre Z y ker(N) es un submédu-
lo de C(G)g, entonces ker(N) es libre y ademds es anulado por |Q| (Proposicién 2.5.1) asi que ker(N) = 0,
por lo tanto tenemos una sucesion exacta:

0—= C(G)g —¥> C(G)2 — coker(N) —=0 .

La siguiente proposicion nos dice quien es la homologfa del complejo coker(N) cuando Q = Z, con p
primo.

Proposicion 2.7.3 ([Knu06], Prop. 2.1). Sea Q = Z, donde p es primo. Entonces coker(N), = Cn(GQ,Zp)
y asi, existe un isomorfismo:
H,(coker(N)) = H,(G2,Z,).
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Demostracion: Para n =0, Co(G) =Z y Ny : Z — 7Z es simplemente la multiplicacién por p asi que
coker(N)o = Z, = Z®Z, = Co(G2,Z,). Para n > 0, ya que p es primo, las Q-6rbitas de cualquier ele-
mento [g) | --- | g,) tienen orden 1 o p. El grupo C(G)? C C(G) es libre ya que es un submédulo de un
Z-mbdulo libre y tiene una base de elementos de la forma

Y lagi |-+ | gl

q€0
junto con elementos [g | -+ | g,] para g; € G€. La funcién norma satisface N([g1 | --- | g4]) = plg1 | -+~ | &n]
si gi € G2 para todo i, de lo contrario, N([g1 | -+ | gn]) = Lye0ld81 | -+ | g8a)- Entonces es claro que

_ Z{[g1| -] gal | i € G}
PZ{[g1 |-+~ | gn] | 8i € G2}

~C,(G2,Z,)

coker(N),

y las aplicaciones frontera de coker(N) estén inducidas por las de C(G)2. Por lo tanto, obtenemos el iso-
morfismo deseado. Ul

De esta manera, cuando Q = Z, tenemos una sucesion exacta:

= Hy(C(G)g) — HH(G,Z) —= H,(G®,Zy) —= H,-1(C(G)g) — -
y asi llegamos al siguiente corolario:

Corolario 2.7.1. Si Q =7,y G2 = {1}, entonces existe un isomorfismo:
Hn(C(G)o) = HH,(G,7)
paran > 1.

Bajo las mismas hipétesis del corolario anterior, obtenemos la siguiente sucesion exacta:
0 —— Ext}(HH? |(G,Z),Z) —= HH}(G,Z) — Hom(HH(G,Z),Z) — 0

y esta sucesién se escinde. Por otra parte, si G es finito, entonces HZ(G,Z) es anulado por |G| para
n > 0 ([Knu06], Prop. 4.1) y como en este caso los coeficientes son Q-G mdédulos con acciones trivia-
les, HHZ(G,7) = HZ(G,Z) (ver Nota 2.3.1). Asi que |G| anula a HHZ(G,Z). Ahora como Z es libre de
torsion, si G es finito,

Hom(HHZ(G,7),7) =0

y tenemos un isomorfismo:

HHY(G,Z) = Ext)(HH? | (G,Z),Z) ® Hom(HHZ(G,Z),Z) = Ext}(HH? ,(G,Z),Z), paran > 2.
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Para un grupo abeliano A definimos A’ = Hom(A,Q/Z). Si nA = 0 para algin n > 0, tenemos
Hom(A,Q/Z) = Hom(A,(n"'Z)/Z) = Hom(A,Zy,).

Asi que podemos identificar A’ con Hom(A,Zy,). Si A es ciclico de orden n, entonces también A’ es ciclico
de orden n. Como consecuencia tenemos que si A es un grupo abeliano finito, entonces A’ = A ([Bro82],
Cap. 6, Sec. 7). Ahora ya estamos en condiciones de demostrar el resultado principal de esta seccidn.

Teorema 2.7.1. Si Q =7, con p primo, G es un Q-grupo finito 'y G2 = {1}, entonces existe un isomorfismo
HHY(G,2) 2 HH? |(G,Z)
paran > 2.

Demostracién: Como G es finito, C(G) es finitamente generado y también C(G)2. Por lo tanto, HHZ (G, Z.)
es finitamente generado y como es anulado por |G| para n > 0, obtenemos que HHY (G,Z) es un grupo
abeliano finito para n > 0. Asi que HHZ(G,Z) = HHZ(G,Z) para n > 0. Por otra parte, consideremos la
sucesion exacta de grupos abelianos:

0 z Q Q/Z 0

que es una resolucién inyectiva de Z. Entonces para calcular Ext, (HHHQ_1 (G,Z),Z) aplicamos el funtor
H om(HH,?_1 (G,Z), —) alaresolucién inyectiva anterior para obtener:

Hom(HH? |(G,Z),Q) ~>—~ Hom(HH ,(G,Z),Q/Z) —>~ 0
pero Q es libre de torsién y HH,%1 (G,Z) es finito, entonces Hom(HH,%l (G,Z),Q) =0y asi,

Exty(HH? |(G,Z),Z) = Hom(HH?. (G, Z),Q/Z) = (HH, (G, Z))' = HH]

n—1

(G, 7). O

2.8. Productos

En esta seccién describiremos algunos productos que podemos definir en homologia y cohomologia in-
variante.

Sean:G— GxG, g+ (g,g) laaplicacion diagonal. Un morfimo de complejos de cadenas A : B(G) —

B(G) ® B(G) es compatible con 1 si A(g[g1 |-~ | &n]) = (g,8)A([g1 | - | gn])- Fijemos una clase de Q-
homotopia de morfismos de cadenas A : B(G) — B(G) ® B(G) compatible con 1.
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Nota 2.8.1. A diferencia de la teoria cldsica en donde cualesquiera dos morfismos de cadenas Aj,A; :
B(G) — B(G) ® B(G) son homotGpicos y de esta manera los productos cup y cap no dependen del mor-
fismo de cadenas elegido, aqui es importante dejar fija una clase de Q-homotopia de morfismos de cadenas
A : B(G) — B(G) ® B(G) ya que los complejos B(G) y B(G) ® B(G) no son resoluciones proyectivas en
Q-G .# od y de esta manera, dos morfismos de cadenas A; y Ay no son necesariamente Q-homotdpicos y
dos clases diferentes de Q-homotopia podrian estar definiendo productos diferentes.

La aplicacién de Alexander-Whitney:
A:B(G) — B(G) ® B(G)

Algr |- 1gal)="Y lg1]- gl ®g1-gklgrs1 |-+ | &n]
0<k<n

es un ejemplo de morfismo de complejos de cadenas Q-equivariante y compatible con 1.

Sean u € Homg(B,(G),M)? y v € Homg(B,(G),N)?, definimos el producto cruzado como:

0
uvaHomG< & (Bk(G)®B,(G)),M®N> :
k+I=p+q

(—=DPu(x)@v(y), si p=deg(x), q=deg(y),
uxv(x®y)=
0, otro caso.

Si d es diferencial de B(G), entonces el diferencial d’ en B(G) ® B(G) estéa dado por:

d: @ B,(G)®By(G)—~ & ByG)®B,(G),
ptq=n prg=n—1

d(x®y)=dx)@y+(—1)x@d(y),

donde x € B;(G), y € B;(G) con k+1 = n. Sea 9 el diferencial en Homg(B(G) ® B(G),M ® N)?. Entonces
d estd definido como:

0 0
8:H0mg<€B B,,(G)®Bq(G),M®N> —>H0mg< b B,,(G)@Bq(G),M@N) ,

ptg=n p+q=n+1

I(f)(x®y) = fd (x®y)),
donde x € Bi(G),y € B/(G) conk+1=n—+1.
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El producto cruzado satisface:
A(uxv)(x®y) = (uxv)od (x®y) =
= (uxv)(d(x) @y + (~1)**Vxcd(y))
= (= 1)Mu(d(x)) ©v(y) + (= 1) Wu(x) @ v(d(y))
= (= 1)™MIu(x) ©v(y) + (= 1)P¢Wu(x) @ dv(y).

Es decir, d(u x v) = du x v+ (—1)Pu x dv (Aqui estamos haciedo un abuso de notacién ya que estamos uti-
lizando 0 para el diferencial de tres complejos diferentes: Homg(B(G) @ B(G),M @ N)?, Homg(B(G),M)?
y Homg(B(G),N)2). En consecuencia, si u y v son cociclos, entonces u x v es un cociclo también. Si adems
de ser cociclos, se tiene que 1 0 v es una cofrontera, entonces # X v también es una cofrontera. Por otra parte,

definimos uUv = u X vo A, como A es un morfismo de complejos de cadenas,
d(uUv)=uxvo(Aod)
=uxvo(doA)=(uxvod)oA
=d(uxv)oA=(duxv+(—1)Puxadv)oA
=duxvoA+(—1)’ux dvoA
=dulUv+(—1)PuUav.
De esta forma, podemos definir el producto cup:
HHY(G,M)® HH}(G,N) — HH}) (G, M @ N)

URKQVH=>uUv=uxvoA.

Como mencionamos anteriormente, cada clase de Q-homotopia define un producto cup. La clase de
Q-homotopia de morfismos de cadenas A : B(G) — B(G) ® B(G) que vamos a elegir, es la clase cuyo repre-

sentante es la aplicacién de Alexander-Whitney:

Allgr |- 1ga) =Y g1 ] 18]l ®g1--gklgrs1 |-+ | &n)-

0<k<n

En términos de esta aplicacion, el producto cup quedaria definido de la siguiente manera:
@Uv)(lgr ][ gprql) = (=) ullgr|--- | gp]) @&1---gpv((gps [ -+ | 8prql)-

Este producto satisface las siguientes propiedades:

46



Proposicion 2.8.1. 1. El producto cup HHB(G,M) ®HH8(G,N) — HHB(G,M ®N) es la aplicacion
(M%)P ® (N®)2 — ((M®@N)®)? inducida por las inclusiones: (M©)2 — My (N®)? — N.

2. Dados f :M — M’ y h: N — N' aplicaciones de Q-G mddulos y elementos u € HHé(G,M) yVE
HH}(G,N), entonces tenemos que (f @ h)(uUv) = f.(u) Uh.(v) donde (— ). = HH(G, —).

3. Compatibilidad con el morfismo de conexion. Sea 0 — M’ — M — M" — 0 una sucesion exacta de

Q-G mddulos y sea N un Q-G mddulo tal que 0 - M' QN - M QN — M" @ N — 0 es exacta.
Ademds, supongamos que H'(Q,Homg(By(G),M')) =0 = H'(Q,Homg(Bi(G),M' ® N)) para cada
k > 0 entonces 8(uUv) = 8(u) Uv para cada u € HH{)(G,M") y v € HH}(G,N).
Similarmente, Sea 0 — N' — N — N” — 0 una sucesion exacta de Q-G médulos y sea M un Q-
G médulo tal que 0 - M QN — M QN — M QN" — 0 es exacta. Ademds, supongamos que
H'(Q,Homg(Bi(G),N")) = 0= H'(Q,Homg(Bi(G),M @ N')) para todo k > 0 entonces §(uUv) =
(=1)PuU8(v) para cada u € HH,(G,M) y v € HHg(G,N").

4. Existencia de elemento neutro. Existe un elemento 1 € HHg(G, 7)) que satisface 1Uu=u=uU1
para todo u € HH,(G,M).

5. Asociatividad. Dados, u; € HHé(G,M,-) para i = 1,2,3, tenemos (u; Uuz) Uuz = u; U (up Uuz) €
HHé(G,M] QX M, ®M3).

Demostracién: 1. Laaplicacion de Alexander-Whitney en dimensién 0 estd dada por A : Z[G] — Z[G] ®
Z[G], 1 - 1®1, entonces uUv(l) =uxv(A(1)) =uUv(l®1) = u(1) @ v(1). Esto concluye la
demostracién ya que u(1) € (M%)C y v(1) € (N9)2.

2. (foh)uv)(er |- [gpqgl) = (=D foullgr ][ gp]) ©g1---gphov([gpr1 [ -~ | gpigl) =
Few) Uh(v)([g1 |-+~ | gptq))-

3. Yaque H'(Q,Homg(Bi(G),M")) = 0= H'(Q,Homg(B.(G),M' ®N)), en el siguiente diagrama:

0 —— Homg(B(G),M")¢ ——— Homg(B(G),M)? Homg(B(G),M")¢ ——=0

-Uv l—Uv l—Uv

0 —— Homg(B(G),M' ® N)¢ —— Homg(B(G),M @ N)? — Homg(B(G),M" @ N)¢ ——=0

las filas son exactas y gracias al punto 2 y ya que d(uUv) = duUv+ (—1)PulUdv = duUv, el diagrama
anterior es conmutativo en la categoria de complejos de cocadenas de grupos abelianos. Ahora como
el morfismo de conexién es natural, obtenemos: 6 (u) Uv = §(uUv). De manera andloga se demuestra
la parte restante.

4. La funcién constante 1 € Homg(Z[G),Z)? es un cociclo y si u € HHé(G,M), entonces 1 U u([g |
o gpl) =uller |- [gpl) =uL1([gr | --- [ &p))-
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5. Seanu; € HHg(G,Ml), U € HHZ(G,MZ) yus € HHIQ(G,M3) entonces

(Ml UMZ)ULB(LS’I ’ | gp+q+l]) =
= (—1)(p+q)l(ul UMZ)([gl |- ‘ gp+q])®gl"'8p+q“3([8p+q+l ’ ‘ 8p+q+l])
= (_1)(p+q)l+pq“l([gl |- |gp])®gl - ‘gp”2([gp+l |- |gp+q])®gl - ‘gp+q”3([gp+q+l |- ’gp+q+l])'
Por otra parte,
uyU(upUusz)([g1 |+ | gprgri]) =

(—)P Ty ([g1 | | gp)) @ g1 gp(2 Uuiz) ([8ps1 | +++ | 8prrgert])
= (_l)p(q+l)+qlul([gl |- lgpl)®gr---gpua(lgpr1| - | 8prql) @81 &prqus([8prqr1 |-+ | 8prgui])-

Asi que el producto cup es asociativo.
O

Se sigue entonces que HH((G,Z) es un anillo graduado y que HH,(G,M) es un HH};(G, Z)-médulo
graduado.

El morfismo de complejos de cadenas:
Y:Homg(B(G),M)® ((B(G) ® B(G)) ®cN) = B(G) ®c (M®N)

UR (xRyn) — (—l)deg(”)deg(x)x@) u(y)@n

es QO-lineal. Nuevamente supongamos que A es la aproximacién diagonal de Alexander-Whitney, entonces,
la aplicacion

Yo (1®(A®1)): Homg(B(G),M)® (B(G) ®¢N) — B(G) @c (M ®N)
es un morfismo de complejos de cadenas Q-lineal e induce un morfismo:
HH)(G,M)® HHZ(G,N) — HH? ,(G.M®N),
al que llamaremos producto cap. Explicitamente el producto cap queda expresado como:

un((gi || gq]®n) = (_1)p(q_p)[gl || gqu]®g1 “'gqu”([gqu+1 |- gq])@)n‘

Proposicién 2.8.2. HHZ(G,M) es un médulo graduado sobre el anillo graduado HH}(G,Z).
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Demostracion: Sélo hay que demostrar que si uy € HH))(G,Z), u» € HH)(G,Z) y z=[g1 | - | g1l @n,
entonces (u; Uup) Nz =u; N(uyNz), para esto veamos que:

(1 Uup) Nz = (—1)PrOEPgy | g, T @ (g1 81— pqitt Vua([81-p—gr1 | -+ | &1])) @0

= ()PP gy | gy )@ (181-p—gi |+ | 81-g)) ©81-p—q1 - 81-qu2([81—g1 | -+ 81]) ®n
= ()i | gy gl @un([g-p—get |+ | 81-g)) @ u([g1-gs1 | -+ | g1 ©n.

Por otra parte,
w0 (uaNz) =y N (=) Dgy [ | g1l ® g1+ g1—quia([g1—g1 | -+~ | &1]) @ n)

= (~1P Dy | g g @un((1-g-pr || 81-g)) @ t02([81-g41 | -+ [ @) @n. O

El producto cap es adjunto al producto cup en el siguiente sentido: Consideremos la aplicacion evalua-
cién:
ev:Homg(B(G),M)® (B(G) ®¢N) - Mg N
UR (x@n) — u(x) dn,

y esta aplicacion es Q-lineal. Denotemos por (u,z) la imagen de u ® z bajo esta aplicacion. Entonces,
(Jdu,z) = (du,x@n) = du(x) @n =u(d(x)) @n = (u,d(x) @n) = (u,dz).
Asi que la evaluacién induce una aplicacién:
HH}(G,M)®HHS(G,N) — (M ®¢N)?

y satisface:
(uUv,z) = (u,vNz)

para cada u € HHg(G,Ml), ve HHg(G,Mz), Z€ HHpQJrq(G,M_g).

Si G es un grupo abeliano, entonces la multiplicacién G X G — G es un morfismo de grupos. Si k es un
anillo conmutativo G-trivial, en la teoria usual se define el producto de Pontryagin como la composicién:

H.(G,k) @ H"(G,k) —~ H,(G x G,k x k) —= H,(G,k)
donde X es el morfismo inducido por
(F®ck)® (F®ck) = (FOF)®g (k®k)),
(x1 ®k1) @ (2 ®@kz) = ((x1 ®x2) ® (k1 ®k2))
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y U :(GxG,k®k)— (G,k) es la aplicaciéon multiplicacién ((g1,82) — g182,A1 ® A2 — A1A2). Entonces,
para definir el producto de Pontryagin invariante, necesitamos un morfismo 7 : B(G) ® B(G) — B(G) de
cadenas Q-lineal que preserve aumentacion. El grupo S, de permutaciones de {1,...,n} actia sobre B,(G)
por:

olgi |- & =(=1)"ge101) | - | o-1(m)-

Sean=p+qy D,, el subconjunto de S, , de permutaciones que satisfacen: o (i) < o(j) para 1 <i <
j<pyparap+1<i<j< p+gq.Definimos

7, : (B(G) ® B(G)),, — Bu(G)
(g1 ] 18] ®[gpr1 | | gpagl = Y. Olg1 || gpsgl-

6€Dy,

Si G es un Q-grupo abeliano y k un anillo conmutativo G-trivial y Q-trivial, entonces el producto de
Pontryagin invariante queda definido como:

0
HHY(G,k) ® HHZ(G,k) — HH

[H-q(G?k)

(ler ] lgpl®@k1) @ ([gps1 |+ | gprgl ®k2) > Z olgi || gprql ®kiky.

€Dy,

Este producto es asociativo y tiene un elemento neutro.
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Capitulo 3

Grupos de cohomologia invariante en bajas
dimensiones

Una extension de un grupo G por un grupo N es una sucesion exacta: 1 - N - F — G — 1. Dos
extensiones | + N - E -G —1y1—N — E — G — 1 se dice que son equivalentes si existe un
morfismo de grupos o : E — E’ tal que el siguiente diagrama conmuta:

1 N E G 1
T
1 N E' G 1.

El problema principal en el estudio de las extensiones de grupos es clasificar las extensiones de G por
N salvo equivalencia. Si el grupo N es abeliano, este problema involucra sélo a los grupos de cohomologia
H'y H?. En este breve capitulo daremos interpretaciones de HHY, H Hé y HHé en donde este tltimo grupo
clasifica una generalizacién de las extensiones antes mencionadas.

0 1
3.1. HHY(G,M)yHH}(G,M)
Ahora vamos a dar una interpretacién de los grupos HHg(G,M )y HHé(G,M ).

Sea M un Q-G médulo. Un elemento f € Homg(Z|G],M) esta determinado por un elemento m € M. Es
decir, f(1) € M determina por completo esta funcién, de hecho, ¢ : Homg(Z|G],M) — M, f +— f(1) es un
isomorfismo. Ademés @(q- f) = q-f(1) = qf(g~'1) = qf(1), es decir, ¢ es Q-lineal y asi obtenemos un
isomorfismo Homg(Z[G],M)? = M?.
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El kernel de la aplicacion
v : M2 — Homg(B,(G),M)?

m= fm

fu((g]) = (g—1)m

coincide con HHB(G,M ) ya que el siguiente diagrama conmuta:

Homo(Z[G),M)2 -~ Hom(B1(G),M)2

(Pl ilHumG(Bl(G)‘M)Q

M2 Homg(B,(G),M)2.

De esta manera, un elemento m € M? estd en el kernel de ¥ si y s6lo si f,[g] = 0 para cada g € G
pero esto es equivalente a decir que m € MY asi que HHg(G,M ) = M2 N MC. Por otra parte, g(gm) =
q((g~'g)m) = gm para cada g € Q, m € MC, es decir, Q actda sobre MC y asi podemos escribir:

0 G
HHY(G,M) = (M)°.
Hé(G,M ) estd dado en términos de las derivaciones que definimos a continuacién:

Definicion 3.1.1. Una derivacion Q-equivariante de G en M es una funciéon Q-equivariante d : G — M
tal que d(g1g2) =d(g1) +g1d(g2) para cada g1, g> € G. El conjunto de Q-derivaciones lo denotaremos por
Derg(G,M). Cada elemento m € M? define una derivacién Q-equivariante d,, : G — M dada por d,,(g) =
(g — 1)m, a estas derivaciones las llamaremos Q-derivaciones internas. Al conjunto de Q-derivaciones
internas lo denotaremos por IDerg(G,M) = {d,, | m € M?}.

Para calcular HHé(G,M ) vamos a considerar la sucesion:

M2 Y~ Homg(B1(G),M)2 —2~ Homg (B>(G),M)2

donde 8" f([g1 ] 82]) = g1/ ([g2]) — f([8182]) + £ ([g1]) asi que f € ker(8") siy sélosi f([g182]) = g1/ ([s2]) +
f([g1]) para cada g1, 8> € G. Entonces ker(8') = Derg(G,M).

Por otra parte, Im(y) = {y(m) |m € M2} = {f,, | m € M2} = IDery(G,M). Por lo tanto, hemos obte-

nido
HH)(G,M) = ker(8") /Im(y) = Derg(G,M)/IDero(G,M).
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3.2. Extensiones Q-equivariantes

Definicion 3.2.1. Sea Q un grupo. Una extension Q-equivariante de grupos es una sucesion exacta

1 A .p P ¢ 1

donde A, By C son Q-grupos y ademds o y f son Q-equivariantes.

Sea M un Q-G médulo y
0 M—~E-">G 1

una extension J-equivariante. Esta extension induce una accién de G sobre M de la siguiente manera:

i(g-m)=xi(m)x~!

donde m(x) = g. Si X' € E es tal que m(x') = g, entonces existe m' € M tal que x’ = i(m’)x entonces

/—1 1 1

Ki(m)x' ' = xi(m")i(m)i(m') " 'x~! = xi(m'mm'~")x~! = xi(m)x~! asi que g-m no depende de la eleccién

de x.

Por otra parte, g(g-m) = q(xi(m)x™") = gxqi(m)q(x~") = qxi(qgm)(gx)~' = qg - (gm). Por lo tanto con
esta accion, M adquiere una estructura de Q-G mdédulo donde la acciéon de G no necesariamente es igual a
la accién original de G sobre M.

Definicion 3.2.2. Dos extensiones Q-equivariantes 1 A—2-B b C ly
1 A—2>p P C 1 son equivalentes si existe un morfismo de grupos Q-equivariante 1 :
B — B’ tal que el siguiente diagrama conmuta:
1 a—*.p P ¢ 1
ilA in llc
o / B
1 A B C 1

Si G es un Q-grupo y M es un Q-G mddulo, denotaremos por Exty(G,M) al conjunto de clases de
equivalencia de extensiones de la forma

que inducen la misma estructura original del Q-G médulo M y que poseen una seccidon equivariante, es decir,
que existe una funcién de conjuntos s : G — E tal que B(s(g)) = g, s(¢g) = gs(g) paracada g € G, g € Q.
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Ejemplo 3.2.1. Como Z[Z,] es un Z;-Z, médulo, Z[Z,) x Z, es un Z,-grupo. Entonces la sucesion

0 ZZ,] — > 7|7 % Ty = Ty — 0

con i la inclusién natural y 7 la proyeccién natural, es una extension Z,-equivariante que admite una seccion
equivariante normalizada s : Z,, — Z|[Zy| X Zin, x — (0,x).

Es bien sabido que el segundo grupo de cohomologia usual H*(G, M) clasifica extensiones de G por M
(ver [Bro82]), aqui presentamos una clasificacién de extensiones equivariantes.

Teorema 3.2.1. Sea M un Q-G mddulo. Existe una biyeccion entre HHé(G,M) y Exto(G,M).

Demostracion: Definimos ¢ : HHé(G,M ) — Exto(G,M) de la siguiente manera: sea f € HHé(G,M ) don-
de f € Homg(B2(G),M)? es un representante de la clase de cohomologia, es decir, satisface la siguiente

| g1f([g2183]) — flg182 | g3]) + f([81 ] g283]) — f([g1 | &2]) =0

para cada g1, g2, g3 € G. De la ecuacién anterior, se obtiene que:
F( 1) =f([1]1])

f(g[1]) =g f([1]1])

y yaque f([1 | 1]) es un Q-punto fijo, definimos & € Homg(B1(G),M)? como h([g]) = f([1 | 1]), entonces
f' = f—0h € Homg(B2(G),M)? esté en la misma clase de cohomologia de f y satisface que:

(g =r(11gh)—f([1]1])=0,
fg 1)) =f(g 1)) —gf([1]1])=0.

A un cociclo que satisface estas condiciones se le llama cociclo normalizado. Entonces hemos visto
que toda clase de cohomologia f € HHé(G,M ) contiene un cociclo normalizado. De esta forma, podemos
suponer que f es normalizado.

El conjunto M x G con el siguiente producto:

(my1,81)(m2,82) = (flg1 | g2] +m1 +g1m2,8182),

es un grupo el cual denotamos por M x y G. Ademds, gracias a que f es Q-lineal, la accién diagonal de Q
sobre M x ¢ G satisface que

q(mi,81)(m2,82) = q(flg1 | g2] +mi+g1m2,8182)
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= (flgg1 | 982] +gmi + (qg1)qm2,98198>) = q(m1,81)q(m2,&2)

y asi tenemos una accion diagonal Q — Aut(M x s G).

Seai:M —Mx;G,i(m)=(m,1)yn:Mx;G— G, n(m,g) =gy obtenemos una extensién equiva-
riante

0—>M—">Mx;G—L~G—>1

la cual define la misma estructura de G-mddulo en M que la original y admite una seccién Q-equivariante
normalizada s : G — M x ¢ G, s(g) = (0,g). Si f’ es otro cociclo invariante normalizado tal que f = f7,
entonces existe una cocadena normalizada u € Homg(B)(G),M)? tal que

f'=f—ou

y asi, definimos 6 : M x ;G — M x ¢ G, 0(m,g) = (u([g]) +m,g) el cual es un morfismo de grupos Q-
equivariante y hace el siguiente diagrama conmutativo:

0—>M—>Mx;G—>G—1

T

0O—M—-MxpG——G——1.

De esta forma, @ estd bien definida.

Sea y : Exty(G,M) — HHé(G,M) la funcién dada de la siguiente manera: Sea

0 M—~E-"-G 1
una extension equivariante de Q-grupos con una seccion equivariante s : G — E. Sean g1, g» € G entonces

m(s(g1)s(g2)) = m(s(g182))

y como E es un grupo y el morfismo i : M — E es inyectivo, existe un dnico elemento a(,, .,) € M que
depende de la pareja (g1, g2) tal que s(g1)s(82) = i(a(g, 4,))5(8182). Por otra parte, a(yq, 40,) € M €s el inico
elemento tal que

s(qg1)s(qg2) = i(a(qgl,qu)>s(qglqu)

pero i(qa(ghgz)) también satisface la ecuacion anterior gracias a que s es Q-equivariante. De esta manera
hemos obtenido un elemento f € Homgy(B2(G),M)? definido como f([g1 | g2]) = a
ciatividad de E, f es un 2-cociclo invariante y definimos y(E) = f € HHé(G,M ).

g1.22)" Gracias a la aso-
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Si s es otra seccion equivariante, entonces existe y : G — M tal que s'(g) = y(g)s(g). Es fécil ver que
y(qg) = qy(g) asi que hemos definido una cocadena invariante y € Homg(B1(G),M)?. Sea f’ el 2-cociclo
definido por s, entonces también es fécil ver que f' = f+ dy. Por lo tanto f = f’ y asi w(E) no depende de
la seccién elegida.

Supongamos ahora que E y E’ son dos extensiones equivalentes, es decir, existe un diagrama conmuta-
tivo equivariante:

0 M—sE-*.G 1
LI
0 M-t p TG 1.

Sea s una seccién equivariante de 7, entonces 1) o s es una seccién equivariante de 7’ y podemos elegir
esta seccion ya que hemos demostrado que W(E’) no depende de la seccién. Sean fy f’ los 2-cociclos
definidos por E y E’ respectivamente, entonces

s'(81)s'(82) = n(s(g1)s(82)) = n(i(f(81.82)))n(s(8182)) = i'(f(81,82))5'(8182)-
Por lo tanto, f = f’ y asi, y(E) = y(E').

Sea f e HHH(G,M)ys:G—M %G, s(g) = (0, g) una seccién definida en ¢ (f), entonces s(g;)s(g2) =

(f(g1,82),1)s(g182) y ast, w(o(f)) = f.

Sea E € Extg(G,M) y f el 2-cociclo definido por una seccion s de E. Definimos y: E — M x s G,
y(e) = (e(s(m(e))) !, m(e)) el cual es equivariante y hace el siguiente diagrama conmutativo:

0O—M—" s F_* . G— 1

b

04>M44>MX]¢'G”—>G—>1.
I

Por lo tanto ¢(y(E)) = E y asi, HHé(G,M) = Exto(G,M). O
El siguiente corolario dice que bajo ciertas condiciones el grupo de cohomologia de Knudson Hé(G,A)
también clasifica extensiones.

Corolario 3.2.1. Si A es un Q-G mddulo con acciones triviales y |Q| es invertible en A entonces Hé(G,A)
clasifica extensiones equivariantes
0-A—-E—-G—0

que poseen una seccion Q-equivariante y que inducen sobre A una accion G-trivial.

Demostracion: Se sigue directamente del isomorfismo de la Proposicién 2.3.2. O
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Capitulo 4

O-Grupos libres

Ya hemos visto que en general B,(G) no es proyectivo en Q-G .# od. Sin embargo, cuando la accién
Q — Aut(G) es libre, podemos asegurar que BY (G) es proyectivo (de hecho libre) en Q-G .# od para n > 0.
Después de ver esto demostraremos que podemos reemplazar la resolucién barra B(G) por la resolucién
barra normalizada B" (G) en la definicién de HH},(G,M). En este capitulo estudiaremos la cohomologia de
este tipo de acciones.

4.1. Acciones libres

Estrictamente cualquier accién Q — Aut(G) no es libre ya que el elemento neutro 1 € G es un punto
fijo. Asi que establecemos la siguiente definicion en la categoria de grupos.

Definicion 4.1.1. Sean Q y G grupos tal que Q actia sobre G por automorfismos. Decimos que la accién
Q — Aut(G) es libre si el grupo de isotropia de cada elemento no trivial, es trivial. Es decir, Q, = {1} para
cada g # 1. Este es un caso particular de accién semi-libre.

Nota 4.1.1. Si G y G’ son Q-grupos donde la accién Q — Aut(G) es libre y 7 : G’ — G es un morfismo
de Q-grupos sobreyectivo, entonces podemos definir una seccion Q-equivariante s : G — G’ de la siguiente
manera: Primero definimos s(1) = 1. Tomamos un representante g de cada Q-6rbita de G\ {1} y definimos
s(g) = ¢ donde g’ € G’ es cualquier elemento con 7(g’) = g. Finalmente, definimos s(gg) = ¢g’ para cada
g € Q. Esta asignacion esta bien definida ya que la accion de Q sobre G es libre. De esta forma, en el teorema
3.2.1 se puede prescindir de la hipdtesis de la existencia de una seccién normalizada Q-equivariante ya que
esta siempre existe si la accion es libre.

Proposicién 4.1.1. Si la accién de Q sobre G es libre, entonces para cada n > 0, BY(G) es libre en Q-G
M od y por lo tanto proyectivo.
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Demostracién: Una Z[G)-base de BY (G) es el conjunto {[g1 | --- | g.] | & € G,gi # 1} y como Q actiia
libremente sobre G, Q actda libremente sobre esta base. Por lo tanto BY (G) es libre para n > 0. O

A diferencia de la resolucién barra normalizada BY(G), no podemos asegurar que los Q-G médulos
B, (G) sean proyectivos ya que estos siempre contienen al Q-punto fijo [1 | -+ | 1] aunque la accién de Q sea
libre.

Como BY (G) es proyectivo paran > 1, existen morfismos de Q-G médulos o, : BY (G) — B,(G) tal que
el siguiente diagrama conmuta:

—— BY(G) — BY(G) —— B (G) Z|G) Z 0
\LOB laz ial llz[c] llz
-+ — B3(G) —— B2(G) —— B1(G) Z[G] Z 0.

Es decir, a partir de n = 1 podemos completar a un morfismo de complejos de cadenas « : BN (G) — B(G)
unica salvo homotopia en la categoria de complejos de Q-G médulos. Por otra parte, la proyeccion natural
7 : B(G) — BN (G) es un morfismo de complejos de cadenas de Q-G médulos, entonces la composicién 7o «
es homotépica a la identidad 1pv(g) : BY(G) — BY(G) en la categoria Q-G.# od, asi que esta composicién
induce la identidad en cohomologia,

L+ (Home (BN (G)my0) = O 0 " : H*(Homg(B" (G),M)?) — HH,(G,M) — H*(Homg(B" (G),M)?),

pero no podemos aplicar el mismo argumento para la composicién @ o & ya que los Q-G médulos B, (G) no
son proyectivos. La aplicacién ©* : H* (Homg (BN (G),M)?) — HH}(G,M) es inyectiva y para demostrar
que es sobreyectiva, vamos a demostrar que cada clase de cohomologia f € HH&(G,M ) contiene un cociclo
normalizado Q-lineal, es decir, que existe un cociclo f' € Homg(B,(G),M)? con f'([g1 | --- | gu]) = O si
alglin g; = 1, tal que f = f'.

Definicién 4.1.2. Una cocadena f € Homg(B,(G),M)? es i-normalizada si f([g; | -+ | g,]) = O para
cualquier tupla (gi,...,8,) con g = 1 para algin 1 <k <i.

Dado un cociclo f € Homg(B,(G),M)? definimos f; € Homg(B,(G),M)? paracada 0 <i<nyh; €
Homg(B,_1(G),M)? para cada 1 < i < n de manera recursiva:

fo=1F, fi=fior=8his hi(lgr |-+ | gna]) = (=1 "fisa([gr [ - [ gt | 1| &i |-+~ | gn-1))-
Proposicion 4.1.2. Cada f; es i-normalizada.

Demostracion: Procedemos por induccién sobre i. Para i = 0, el resultado es inmediato ya que cualquier co-
cadena es una cocadena 0-normalizada. Suponemos que el resultado es vélido parai— 1 y vamos a demostrar
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que el resultado es valido para i. Ya que f;_; es i — 1-normalizada, k; es i — 1-normalizada, entonces es facil
ver que O0h; es i — 1 normalizada y de este modo, f; es i — 1-normalizada. Para probar que f; es i-normalizada,
solo hay que demostrar que fi([g1 | --- | gi—1 | 1| &+1 |- | gn]) = 0. Para esto, vemos directamente de la
definicién que 0 f, = 6 f,—1 = --- = 8 f = 0, entonces,

fillgr - lgia [T g |-+ [&a]) =

ficr(lgr |- lgicu [Vl givt |- | gal) —Ohi([g1 |-~ 1 g1 | 1| gix1 |- ] &n])
=fic1([gr |- | gi=1 | 1| git1 |-~ | &n)) —g1hi([g2 | -+~ | imt | 1| &it1 | -+ | gnl)

— Y (0hi(lgi |- gigisr |- 18—t | 1] gist |-+ | gn])
1<jzi-2

— Y Uh(lgr] - Igi-1 | 1] gixt || ggjs1 |-+ | gn)
i+1<j<n—1

(=" hilgr | [ i [ 1] gt |+ L gna1]) = ficr([g1 |-+ [ gict | 1] gi1 | -+ | gn))
- Y e g [ g | [ gigj1 |+ | gn))

i+1<j<n—1
(=" fici(lgr |-+ T gimt [ 11 ] giga | =+ | 8a—1])
=(=D""8fi1([gr |- lgia | 1|1 ]g-1]|ga])=0. O

Con esto podemos ver que f,, es n-normalizada pero esto es equivalente a decir que f,, es normalizada.
Por otra parte,

f_fn:(f_f1)+(fl_f2)+"'+(fn—l_fn)
=0h +8hy+---+0h, =8 (Zh,-)

y Y, h; es una cocadena Q-lineal en Homg(B,_1(G),M)2. Por lo tanto f y f, representan la misma clase
de cohomologia invariante en HHg(G,M ) y de esta manera, f; se factoriza por medio de un cociclo f’ €
Homg (BN (G),M)?, es decir, f' ot = f,. Entonces n*(f') = f, = f € HH{(G,M). Por lo tanto hemos
demostrado que la aplicacién

n* : H"(Homg (BN (G),M)?) — HH}(G,M)
es sobreyectiva y asi, un isomorfismo. De esta manera hemos obtenido la siguiente proposicion:
Proposicion 4.1.3. Si la accion Q — Aut(G) es libre, entonces la aplicacion natural

n* : H"(Homg (BN (G),M)?) — HH}(G,M)

es un isomorfismo para cada n > 0. Por lo tanto, podemos sustituir la resolucion barra B(G) por la resolu-

cién barra normalizada B" (G).
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SiA'y B son Q-G médulos, denotaremos por Exty, (A, B) al enésimo funtor derivado de Homg.g(-,M)
= Homg( - ,M)?, es decir, si F es cualquier resolucién proyectiva de A en Q-G.# od, entonces

Ext},(A,B) = H"(Homg(F,B)?).

A continuacién vamos a demostrar que la cohomologia invariante H Hé(G,M ) de acciones libres se pue-
de calcular mediante un funtor derivado Exta_G(A,B) para ciertos Q-G modulos A y B.

Aiin cuando la accién de Q sobre G es libre, BY (G) = Z[G] no necesariamente es proyectivo y por lo
tanto HHp)(G, M) no necesariamente coincide con Exty, (Z,M). Denotemos por Ig = ker(€) = {¥neg €
Z[G] | Y ny = 0} al ideal de aumentacién. Entonces podemos considerar la siguiente sucesion:

dy di

BYG I 0

BV): o ——=BY(O)

que es una resolucion proyectiva de I en Q-G .# od. Procederemos a continuacion a calcular Ext}) g (Ig,M),
para esto, aplicamos Homg(—,M)? ala resolucién BY (Is) y obtenemos:

0 n_s2 P
HOmG(BIIV(G),M)Q 64> Hom(;(B]zv(G)’M)Q H)HomG(Bév(G),M)Q H} o
Entonces podemos observar que
Exté_G(IG,M) = ker(5/n)/1m(5/n—1) = k€r(5n+1)/1m(6n) — HH&H (G,M) paran> 1.

Para n = 0, podemos ver que el funtor Homg(-,M)? es composicién de los funtores Homg(-,M) y
(-)€ y estos tltimos son exactos izquierdos asi que Homg(-,M)? es exacto izquierdo, por lo tanto,

Extg_G(IG,M) = ker(8") = Homg(Ig,M)°.
Ahora consideremos la aplicacion:
N : Homg(Ig,M) — Der(G,M), f+—dy,
donde d¢(g) = f(g— 1). Esta aplicaci6n estd bien definida ya que
dr(8182) = f(g182—1) = f(g182— g1 +81—1)

=g1f(g2—1)+f(g1—1) = g1ds(g2) +dy(g1).

Ademids, n(q- f)(g) =qf(qg 'g—1) =qdr(q 'g) = q-ds(g) asi que 7 es un morfismo de Q-médulos.
Por otra parte, definimos:

W : Der(G,M) — Homg(Ig,M), u(d)(g—1)=d(g)
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y estd bien definida ya que:
u(d)(g'(g—1) =ud)(gg—1+1-g)=d(g's)—d(g') = g'd(g) = ¢'u(d)(g— 1)
y 7 es la inversa de u. Entonces,
Ext)_¢(Ig,M) = Homg(Ig,M)? = Derg(G,M).
Por lo tanto, obtenemos la siguiente descripcion de H H&(G,M )

(MG)Q n=0,
HH)(G,M) =S Ext)), (Ig,M)/IDerg(G,M) n=1,

Ext}y (Ig,M) n>2.
Si A es un Q-G médulo trivial, entonces IDerp(G,A) = 0 y asi obtenemos:

A n=20,
HH}(G,A) =
Ext}y t(Ig,M) n>1.

Las siguientes dos proposiciones son resultados andlogos a resultados en la categoria de G-mddulos y
se pueden consultar por ejemplo en [Bro82].

Proposicion 4.1.4. Sea f : C' — C una equivalencia débil de complejos de cadenas de Q-G médulos e I un
complejo de cocadenas no negativo de Q-G mddulos inyectivos, entonces

Homg.g(f,1) : Homg.(C,I) = Homg.g(C',I)
es una equivalencia débil.

Demostracion: Sea C el cono de f. Como f : C' — C es una equivalencia débil, C” es aciclico. Por la
propiedad universal de la suma directa, el cono de Homo.g(f,I) es Homgp.g(C",I) y este es aciclico ya que
H,(Homg.¢(C",I)) = [C" 1], = [£"C" 1] = 0 porque los médulos I, son Q-G inyectivos, I es no negativo y
Y"C" es aciclico. O

Proposicion 4.1.5. Supongamos que f : C' — C una equivalencia débil entre complejos de cocadenas de

Q-G modulos y P un complejo de cadenas no negativo de Q-G modulos proyectivos, entonces
HOmQ_G(P, f) : HOI’HQ_G(P, C/) — HOWLQ_G(P, C)

es una equivalencia débil.
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Demostracion: Sea C” el cono de f: C' — C, entonces C” es aciclico. Por la propiedad universal del
producto directo, el cono de Homg.g(P, f) es Homg.g(P,C"). Ademés, H,(Homg.g(P,C")) = [P,C"], =
[P,X7"C"] = 0 ya que C” es aciclico, P es no negativo y los modulos P, son Q-G proyectivos. O

Sean : P — Ig — 0 una resolucién Q-G proyectivade Ig y it : 0 — M — I una resolucién Q-G inyectiva
del O-G médulo M. Entonces podemos calcular la cohomologia invariante de las dos formas:

H”(HomQ_G(P,M)) = H"(HomQ_G(I(;,I))
y de esta forma obtenemos la siguiente proposicién (lo que no ocurre en el caso general):

Proposicion 4.1.6. Si Q actiia libremente sobre G y M es un Q-G mddulo inyectivo, entonces H Hg(G,M )=
0 para cada n > 2.

4.2. El transfer

A continuacién vamos a contruir una aplicacion en el sentido contrario de la restriccion (seccion 2.6)
para Exté_G(lg,M). Para esto, necesitaremos una clase especial de Q-subgrupos de G y el siguiente lema
que resulta ser un corolario del teorema 2.2.1.

Lema 4.2.1. Sea H un Q-subgrupo de G. Si M es un Q-G mddulo proyectivo, entonces Res$ (M) es un Q-H
modulo proyectivo.

Definicion 4.2.1. Un Q-subgrupo H de G es adecuado si H es de indice finito y si existe un conjunto de
representantes £ de G/H donde denotaremos por g al dnico elemento en E tal que Hg = Hg, que satisfacen

qg=qgyl=1
Ejemplo 4.2.1. Sea Q = Z, = (t | t*) y G = Zy; con k impar donde Q actiia sobre G por
t: Zosp — Liysg, n+— —n.

Entonces el subgrupo H = (k) es un Q-subgrupo adecuado de G ya que el conjunto

k—1 k+1
0,1,2k—1,2,2k—2,...,——, ——
{ ) ) ) ) ) ) 2 ) 2 }
es un conjunto de representantes que satisfacen las condiciones de la definicién anterior.

Supongamos que H es un Q-subgrupo adecuado de G y E un conjunto de representantes como en la
definicién anterior. Definimos:

n:G—H, n(g) =gz .
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Esta funcion satisface

n(qg) = (48)(g8) "

= (q8)(q8) " = (ag)(qg ")
=qlgg ') =an(g).
paracada g € Q, g € G, es decir, 1 es Q-equivariante. Por otra parte,
n(hg) = (hg)(hg)~' = (hg)(8)~" =hn(g),

paracada h € H, g € G, es decir, 1) es H-equivariante. Esta aplicaciéon induce un morfismo:

n:lg—1Ig, g—1—n(g) —1

de H-Q médulos donde consideramos a I como un H-Q mddulo por restriccion.

Sea P’ una resolucién proyectiva del Q-G médulo I y P una resolucién proyectiva del Q-H moédulo
Iy. Por el lema anterior, Res$ (P') es un complejo aciclico de Q-H médulos proyectivos, entonces existe un
unico morfismo de complejos de cadenas

W : Res$(P) — P
(salvo O-H homotopia) de O-H médulos tal que el siguiente diagrama conmuta:

ResG(P') —— Res% (1)

d k

P—— Iy.
Por otra parte, si N es un Q-G médulo, tanto N como N¢ son Q-médulos y la aplicacién

t:NT N, 1(n) = Zgn
g€k

es un morfismo de Q-mdédulos. Vamos a considerar el caso cuando N = Hom(P',M) y
t:Homy(P' ;M) — Homg(P',M).
Sea f : P, — M un cociclo en Homy (P,,M)?, entonces definimos el transfer como sigue:

tr" s Extly (I, M) — Ext}y o(I,M), ft(fop)=Y g-(fopu).
g€k

Esta asignacién no depende ni de las resoluciones proyectivas ni del morfismo de complejos de cadenas
elegida p. De esta forma, cuando la accién Q — Aut(G) es libre, tenemos un transfer para HH,(G,M)
para n > 2 ya que un Q-subgrupo de G es un Q-subgrupo libre o el grupo trivial y asi Extg , (Iy,M) =
HH&“(H,M) paran > 1.
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Proposicion 4.2.1. Supongamos que G es un Q-grupo libre y que H es un Q-subgrupo adecuado. Entonces
troResf; = (G : H)id : HH}}(G,M) — HH}(G,M)
paran > 2.
Demostracion: Consideremos el siguiente diagrama:
P——1;

b

P*>IH

|

P ——1I;

donde Py P’ son resoluciones proyectivas de cada ideal de aumentacion respectivamente, entonces basta
con encontrar una Q-H homotopia entre jo i y 1p. Podemos considerar las resoluciones barra de los ideales
de aumentacién pero recordemos que estas son restricciones de las resoluciones barra del médulo trivial Z,
asi que podemos considerar el siguiente diagrama conmutativo:

—— BY(G) BY(G) 7|G) ——=7——0
Js | e

—— BY(H) BY(H) ZH —=Z——0
N

——BY(G) BY(G) 7G| —Z —0

donde i : BY (H) — BY(G) es la inclusién natural y
W :B)(G) — B)/(H)

/.L(go, .- ~>gn) = (77(80)»- . an(gn))

es un morfismo de complejos de cadenas de Q-H médulos. Definimos hg : Z[G] — BY (G) por ho(g) =
g(1,g71). Esta es una aplicacién de Q-H médulos y satisface que dohg =iop — 1 z[G] Y como BY(G) es
proyectivo para n > 1, podemos extender esta aplicacién a una homotopia de Q-H mddulos entre io u y
v () y al restringir a resoluciones de los ideales de aumentacion, obtenemos la homotopia deseada. De
esta manera, si f € Homg(BY (G),M)? es un cociclo, entonces

roRes(f)= Y g-(foiop) =

gcE
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Y ¢ (foldohthod+lgg)) =Y g (fodoh+fohod+f)

gcE gcE
=fodoY g-ht+fo(Y ghod+Y g f=fo(Y g-hod+(G:H)f=(G:Hf
8€E geE g€E g€E

O]

Nota 4.2.1. La demostracién anterior nos permite construir el transfer para n = 0,1 y de hecho el resultado
anterior también es vélido paran =0, 1.

Como consecuencia tenemos los siguientes corolarios. En el primero sélo hay que notar que si (G : H)
es invertible en M, entonces también es invertible en HH&(G,M ) y en el segundo corolario s6lo hay que
aplicar el primero al Q-subgrupo trivial {1} que es adecuado.

Corolario 4.2.1. Sea H un Q-subgrupo adecuado de G y sea M un Q-G médulo tal que HH&(H M) =0
para algiin n > 1, entonces HHpy(G,M) es anulado por (G : H). Si ademds, (G : H) es invertible en M,
entonces HHpy(G,M) = 0.

Corolario 4.2.2. Si G es finito, entonces HH},(G,M) es anulado por |G| para n > 0. Si |G| es invertible en
M entonces HH})(G,M) = 0 para n > 0.

4.3. Una sucesion espectral para la cohomologia de acciones libres y semili-
bres.

En esta seccidon haremos algunos célculos de cohomologia invariante y presentamos una herramienta
que se deriva del teorema 1.3.2 para calcular la cohomologia invariante de acciones libres y semilibres.

Ejemplo 4.3.1. Sea Q un grupo y S un conjunto donde Q actia libremente. Entonces el grupo libre F(S)
generado por S es un Q-grupo con accion inducida por la accién de Q sobre S. Entonces el ideal de aumen-
tacion /g (g) es un Z[F (S)]-médulo libre con base S—1 = {s— 1| s € S} y ademds Q actia libremente sobre
dicha base. Asi que /() es proyectivo en Q-G .# od. Por lo tanto,

Hy(F(S),Z) = Derg(F(S),Z) n=1,



Ejemplo 4.3.2. Consideremos los grupos Q = Z, = (s | s*) y G = Z = (t). Z, actda libremente sobre Z, por

s:Z—7

t— 1L

De esta manera, Z es un Z;-grupo libre. El ideal de aumentacion Iz es el Z[G]-médulo libre generado
por el elemento t — 1 pero no es un Z,-Z moédulo proyectivo. Una resolucién proyectiva para este ideal es

la siguiente:
= Z[G) (L)~ LG (L)~ ZIG)(Z2) *— Iz —0
donde Z[G|(Z,) es el Z,-Z mdbdulo definido como en el ejemplo 2.2.3. El morfismo de aumentacion esta
dado por:
€:Z[G|(Zy) — Iz,
x4ys— (x—1y)(r—1)

y los diferenciales estdn dados por:

x(L4ts) 4yt~ (1 +1s), i=2k—1,
di(x+ys) =
x(1—ts)—yt= (1 —ts), i=2k,

con x,y € Z. Consideremos al médulo de coeficientes Z como un Z;-7Z mdédulo trivial. Al aplicar el funtor
Homg(—,7)? se tiene que Homg(Iz,7)? = Derg(Z,Z) = 0y Homg(Z[G)(Z>),7Z)? = Z. Entonces,
obtenemos el complejo de cocadenas:

0 Z. Z Z Z
por lo tanto,
0 n=2k,
Ext%z,Z(IZ,Z) =
Zr, n=2k-—1,
y
7 n=0,

HH}, (Z,Z)={ 0 n=2k—1,

Zz n:2k22

66



Ahora deseamos aplicar el teorema 1.3.2 al complejo de cocadenas Homg(BY (G),M)?, para esto es
necesario que H"(Q,Homg(BY (G),M)) = 0 para cadan >0y k > 0.

Vamos a descomponer Homg (B;(V (G),M) usando la siguiente proposicion. Pero antes introducimos algo
de nomenclatura.

Sim :A— By m:A— By son sobreyecciones de grupos abelianos, escribimos ) ~ 7, si existe un
isomorfismo & : B — B, tal que el siguiente diagrama conmuta:

Ai>Bl

BN

Bs.

Proposicion 4.3.1 ([Bro82], Cap. 3 Prop 5.8). Sea N un Q-mddulo tal que como grupo abeliano, admite una
descomposicion en producto directo (m; : N — M;)ic;. Supongamos que existe una accion derecha transitiva
de Q sobre I tal que m;q ~ T, para cada i € I, q € Q. Si H es el grupo de isotropia de algiin i € I, entonces
M; hereda una estructura de H-médulo de N y N = CoindgMi.

Nota 4.3.1. La accion heredada de h € H = Q; sobre M; estd dada por la existencia del isomorfismo ¢y, :
M; — M; mediante el siguiente diagrama conmutativo:

Homg(B"(G), M) admite una descomposicién en producto directo de la siguiente manera:

HOmG(Bﬁlv(G)aM) = Homg @ ZGllgi |-+ | &), M | = H M[g,.1|.‘.\gin]
lgiy |- lgin)€(G\{1})" (i |-+[gin]€(G\{1})"
donde M[gl] --|g;,] = M. Entonces la descomposicion es
(g |- 1g5,) - Homa (By (G). M) = Mig, |6, 1)lgy |1 Je(G\ {11 gy |1, (F) = F([8ir |-+ | gii])

Por otra parte, se tiene una accion derecha de Q sobre (G \ {1})" dada por

lgin |- | gila=a "lgi |- | &),
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entonces ﬂ[gil |-+-|gin]d ™ Toq1 l¢i, ya que

I8
g '(q-fUgi |- 1g,))=a"(af(a " Igi |- | &) = Flg " [gi | -+ | &)

es decir, el isomorfismo ¢! M[gl.1 — My hace el siguiente diagrama conmutativo:

‘m‘ginJ 8i; “glm}

ﬂ’-[gil [+ |81y ]

Homg(BY (G),M) ——~ Homg(BY (G),M) —"~ Mg, |- 1gi]

—1
q
T~ lgiy i) l
M- (8iy | |8im]

y la accién del grupo de isotropia Q| sobre M[g,-] |--|g;,] Inducida por la descomposicion, coincide con

8iy |""gim]
la accién original del Q-G médulo M. Asi que Homg(BY (G),M) satisface las hipétesis de la proposicién

4.3.1 salvo por la transitividad de la accion sobre el conjunto de indices. Entonces separamos en 6rbitas:

HomG(Bler(G)7M) = M[g;1|"‘|gfn}
[giy [-+]gin ] €(G\{1})"

~Y ~Y . Q
= H H M[é’il [lgi] | — H COlndQ[g,. \"'\gi,,]M
oc(G\{1})"/0 \ [gi|-~|gi,]€O os(G\{1})"/Q !

y en este dltimo producto la accién de Q es diagonal. De este modo y por el lema de Shapiro ([Bro82], Cap.
3, Prop 6.2):

H"(Q,Homg(B{(G),M)) =[]  H"(Q,-g,:M)
0c(G\[1})"/0

y asi hemos obtenido el siguiente Teorema en donde nos referimos a una accién semilibre en el sentido
general, es decir, una accién Q — Aut(G) es semilibre si Q, = Q 6 Q, = {1} paracada g € G.

Teorema 4.3.1. Si la accion Q — Aut(G) es semilibre y M es un Q-G mddulo tal que como Q-médulo es
Q-aciclico, entonces existe una sucesion espectral de la forma:

EVY=HP(Q,HY(G,M)) = HH)"*(G,M).

Si la accion Q — Aut(G) es libre y M es un Q-G mddulo arbitrario, entonces existe una sucesion

espectral de la forma:

HP(Q,HT"(G,M)) ¢>0
ED = = Ext} {(Ig,M).
HP(Q,Der(G,M)) q=0
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Demostracion: Para el primer caso, la descomposicidn descrita arriba para la resolucién barra normalizada,
aplica también para la resolucion barra B(G). ¢ = Homg(B(G),M) es un complejo de cocadenas no nega-
tivo de Q-mddulos. Si la accion Q — Aut(G) es semilibre y M es Q-aciclico, entonces Oles, 2] = {1} o
Q[gil -|g;,] = ©- En ambos casos:

Hn(QaHomG(Bk(G)vM)) = H Hn(Q[gil\~-~|g;k]aM) =0
0G0

paran > 0y por el teorema 1.3.2 existe una sucesion espectral de la forma:
EPY=HP(Q,HY(¥)) = H'"(¢2) = HH. (G, M).
Para el segundo caso consideremos la resolucién barra BN (Ig) del ideal de aumentacién
= BY(G) —BY(G) —~ I —0

y el complejo de cocadenas no negativo de Q-médulos ¢ = Homg(B" (G),M). Si la accién es libre y M es

arbitrario, entonces O ] = {1}, de esta forma obtenemos:

8iy || gin

H"(Q,Homg (B} (G),M)) =[] H"(Qg, |-Jg,]»M) =0
0e(G\{1}*/0

paran > 1 asi que se satisfacen las condiciones del teorema 1.3.2 y existe una sucesion espectral de la forma:

BT = HO(Q () = HP9(6%) = ExdUo,M)

Der(G,M) q=0,
HY(€) = HY(Homg(B"(G),M)) =
H(G,M) ¢>0.

Lo cual concluye la demostracién. O

Ejemplo 4.3.3. Sea G = Z, = {t | t") con n impar, Q = Z, = (s | s*) y M = Z con acciones triviales. La
accion de Z, sobre Z,, esta dada por

$: %y —> L, 111

De esta forma, Z, es un Z,-grupo libre ya que n es impar. Entonces existe una sucesion espectral de la

forma:
HP(Zy,HT™(Z,, 7)) q>1
EP = = Ext}) ™, (I,, 7).
H?(Zy,Der(Zy,Z)) q=0
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Como Der(Zy,,Z) = 0, el renglén E; ¥ es cero. Para calcular HP (Z,, H4™ (Z,, 7)), tenemos que encon-
trar la accién de Z, sobre H7t! (Zy,7Z) inducida por la accién de Z, sobre la resolucién barra de Z,. Dicha

accion estd inducida por el isomorfismo en la categoria de pares:
(aﬂhrﬂ]) : (G7M) - (G7M)7 O‘q = q71g7 rq(x) =gx.

Para encontrar la accién de s € Z,, basta encontrar un morfismo de complejos de cadenas {7, }

s Z|Z) N> 22, > 22, 7 0
E— Jo l
7 Z,] - Z|Zy)] — Zn) 17 0.

tal que T, (tx) = t~'7,(x) para cada x € Z[Z,]. La aplicacién 1 : Z[Z,] — Z|Z,) estd completamente deter-
minada por el valor (1) € Z|Z,]. Podemos obtener estos valores de manera recursiva:

1 k = 4i,
—t7 k=4i+1,
(1) =
(1) 1 k=4i+2,

1 k=4i+3.

Entonces al aplicar el funtor Homg( —,Z) al diagrama anterior obtenemos:

0 72,7 .7 0 7z_n"
o o e e
n
0 Z—>T—>L—>17
donde
1 k=4i,
1 k=4i+1,
ou(l) =
(1) 1 k=4i+2,
1 k=4i+3.

Por lo tanto, la accién de s € Z, es trivial sobre H*(Z,,7) y la accién de s sobre H**2(Z,,7) es

multiplicacién por —1. Por otra parte,

HP(Zy,Z,) siq esimpar,
HP(Z>,H1"(Z,,Z)) =
0 si g es par.
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Si la accién de Z, sobre Z,, es trivial, entonces la aplicacién norma es multiplicacién por 2 en Z,, que
resulta ser un isomorfismo. Por lo tanto,

Zy sip=20,
HP (Zo,Z,) =
0 sip>0.

Por otro lado, si la accién de Z, sobre Z, es multiplicacién por —1, entonces los coinvariantes (Z,)z, y
los puntos fijos (Z,)%* son triviales. Por lo tanto, H?(Z,,Z,) = 0. En resumen,

Zy, sip=0,g=4k—1
HP(Zy,HI" Y (Z,,7)) =

0  otro caso.
L. . 0 ,
De esta manera, la tinica columna diferente de cero es Ez’* y asi

Zn sik=4i—1,
Exty _y (Iz,,7) =

0  otro caso.

Por lo tanto,
7Z k=0,

HHj (Z,,2) = T, k=4,

0  otro caso.

Por otra parte, en [Han93] se calculan los grupos de cohomologia H*(Z, X Z,,Z):

(7 k=0,
Z, k=4i+2,
HYZ, % 7y,7) =
Zn®Zy k=4k,
L 0 k impar.

De esta manera, HH; (Zy,Z) % H*(Zy % Z,Z). Con este ejemplo podemos ver que en general, la
cohomologia invariante HH&(G,M ) no es igual a la cohomologia del producto semidirecto H*(G x Q,M).
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4.4. Cohomologia relativa de Takasu

En esta seccién vamos a demostrar que la cohomologia invariante HH&(G,M ) coincide con la cohomo-
logia usual del producto semidirecto G x Q pero con un cambio de coeficientes, para esto, hablaremos de
los grupos de cohomologia relativa de Takasu ([Tak59]).

Comencemos definiendo algunas categorias. La categoria & es la categoria cuyos objetos son pares
(G,H) donde G es un grupo y H C G es un subgrupo. Un morfismo ¢ : (G,H) — (G',H’) en esta categoria
es un morfismo de grupos ¢ : G — G’ tal que ¢(H) C H'.

Ahora definimos la categoria ¢ como la categoria cuyos objetos son las ternas (G,H,M) donde G es
un grupo, H C G es un subgrupo y M es un G-médulo. Un morfismo en esta categoria es un par (Q, f) :
(G,H,M) — (G',H',M") donde o : (G,H) — (G',H’) es un morfismo en la categoria 2y f: M — M’ es
un morfismo de G-mddulos via ¢, es decir, f(gx) = a(g)f(x) paracada g € G, x € M.

Por ultimo, definimos ¢ la categoria cuyos objetos son pares (G,M) donde G es un grupo y M es
un G-médulo y cuyos morfismos son pares (@, f) : (G,M) — (G',M’) donde o : G — G’ es un morfismo
de grupos 'y f: M — M’ es un morfismo de G-médulos via o como en la categoria €. En esta situacion,
definimos el funtor

1:4— %, (GH,M)— (G,ker(6y)),

donde 6y : Z|G]| @y M — M, g @ m — gm es un morfismo de G-médulos. Denotaremos por /(g ) (M) al
G-médulo ker(6yy).

Si(a,f):(G,H,M)— (G',H',M") es un morfismo en ¢, definimos I(a, ) = (&, f) : (G, I g u)(M)) —
(G, I yryM") donde
filigm (M) = I (M)

es el tinico morfismo (propiedad universal del kernel (1.1.4)) que hace el siguiente diagrama conmutativo:

0 —— Iig.p) (M) —> Z[G| @y M~ M ——0

C

!
O HI(GCH/)(M/) HZ[G/] ®H/ M/ ﬁM/ —_— 0

M

Si fijamos el par (G,H) y o = 1 : G — G, podemos interpretar el funtor / como el funtor covariante

Loy : G-Mod — G-Mod, M — g (M), [ F.
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Ahora vamos definir la parte dual, para esto, debemos definir nuevas categorias:

Sea 2 la categoria cuyos objetos son ternas (G,H,M) donde G es un grupo, H C G es un subgrupo y M
es un G-médulo. Un morfismo en esta categoria es un par (o, f) : (G,H,M) — (G',H',M") donde @ es un
morfismo en la categoria &y f : M’ — M es un morfismo de G-médulos via a es decir, f(a(g)x') = gf (x')
paracadage G, X' e M.

Sea 2’ la categoria cuyos objetos son pares (G,M) donde G es un grupo y M es un G-médulo. Un
morfismo en esta categoria es un par (¢, f) : (G,M) — (G',M") donde « es un morfismo de grupos y f es
un morfismo como en la categoria 2. Definimos el funtor:

J:92— 9 (G,H,M)w— (G,coker(iy)),
donde iy : M — Homy (Z[G],M), ips(m)(x) = xm para cada x € Z[G], m € M. Denotaremos por J(¢ y7)(M)

al G-médulo coker(iy).

Si(a,f):(G,H,M)— (G',H',M") es un morfismo en 2, definimos J (¢, f) = (&, f) : (G,J(G.u)(M)) —
(G',Jg' mr)(M")) donde
Fide M) = Jigmy(M)

es el inico morfismo (propiedad universal del cokernel (1.1.4)) que hace el siguiente diagrama conmutativo:

0—M &HomH/(Z[G/],M/) HJ(G’,H’)(M/) —0

fl/ J/Hum(a,f) \L

7

M

Si fijamos el par (G,H) y o = 1 : G — G, podemos interpretar el funtor J como el funtor covariante:
JGm) : G-AMod — G-Mod, M— Jou(M), frsf.
Proposicion 4.4.1. ([Tak59])
1. 1iG m) es un funtor covariante exacto y Jg gy es un funtor covariante exacto.

2. Si M es un G-mddulo proyectivo, entonces 1(G (M) también es un G-mddulo proyectivo. Si M es un

G-mddulo inyectivo, entonces J G p) (M) también es un G-mddulo inyectivo.

1

3. Existen equivalencias naturales de funtores: I i\ (A) @6 B= A®c 1 m)(B) y Homg(A,J (G m)(B))
Homg(I(Gﬂ) (A),B).
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Definicion 4.4.1. Definimos los grupos de homologia y cohomologia del par (G,H) € & con coeficientes

en el G-mdédulo M como:
H,(G,H,M) = Torr(z;—l(I(G,H)(Z>vM)v n>l,

H"(G,H,M) =Ext} (I u)(Z),M), n>1.
Nota 4.4.1. Si H = {1}, entonces 07(x ®n) = ne(x), es decir, [ {1})(Z) = I asi que
H,(G,{1},M) = Tor$ | (Ig,M) = H,(G,M), n>2,
H"(G,{1},M) = Ext} '(I,M) = H"(G,M), n>?2.
Teorema 4.4.1. ([1ak59]) Para cada G-modulo M tenemos una equivalencia natural de funtores:
H,(G,H,M) = H, 1(G,IG)(M)),
H"(G,H,M) =H""'(G,Jig.m)(M)).

Demostracion: Sea F unaresolucién proyectiva de Z sobre Z[G], entonces por la Proposicién 4.4.1, I ) (F)

es una resolucion proyectiva de /(g z7)(Z). De este modo, para la homologfa:
H,-1(G, (g, (M)) = Hy—1(F @6 (6,1 (M))
=~ Hy_(Iigu)(F) ®c M) = TorS (I (Z),M)
= H,(G,H,M).
Para la cohomologia:
H,1(G,Jgn)(M)) = Hy—1(Homg(F,J g1y (M)))
= H"" (Homg(Ii ) (F),M)) = Ext; ' (I 1) (), M)
=H,(G,H,M). O
Ahora regresando a la cohomologia invariante, supongamos que la acciéon Q — Aut(G) es libre. Entonces
HH(G,M) = Ext}y (I, M), n>2.

Por otra parte, si A es un Q-G médulo, Z[G x Q] ®¢ A es un Q-G médulo donde las acciones estdn dadas
por el producto en la primera entrada y Z|G] ® A es un Q-G médulo donde la accién de G estd dada por
multiplicacion en la primera entrada y la accién de Q es diagonal. Definimos

¢ :Z[Gx Q@A — Z[G]|®A, (g,q9)®a— gRqa.
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Esta aplicacién es un morfismo de Q-G médulos ya que

0(d((g,9)®a) =0((¢'g,q) ®a) =g'g®qa= g ¢((g,9) ®a)

0(d((g:9)®a)=0((dg.qdq)®a)=4g2q'9a=q o((g,9) ®a).

Ademds @ es un isomorfismo con inversa
V:Z[G|®A = Z[GxQ]®pA, g®a— (g,1)®a

y el siguiente diagrama conmuta:

ZIGx Q] @pA 2= A

Z[G]|® A
donde 64((g,q) ®a) = g(qa) y 04(g ®a) = ga. En estas condiciones obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.4.2. Existe un isomorfismo entre la cohomologia invariante para acciones libres y los grupos
de cohomologia ralativa de Takasu,

HH,(G,M) = H"(GxQ,0,M), paran>2.

Demostracion: Si A = 7., entonces tenemos un diagrama conmutativo:

ZIGx Q9oL 2~ 17

Z[G)®Z

de esta manera, ker(6z) = ker(6;) pero ker(6z) = I(Gx0,0)(Z) y ker(8;) = I por lo tanto, Exté_‘Gl (Ig,M) =
Extg;o(I(6x0.0)(Z),M) y asi,

HH,(G,M) = H"(GxQ,0,M), paran>2. [

La siguiente equivalencia entre la cohomologia relativa de Takasu y la cohomologia relativa con coefi-
cientes locales se puede consultar en [ACS20] y [AC17].

Sea X un CW-complejo arcoconexo con cubriente universal p : X=X y grupo fundamental 7 (X) = G.
Sea S, (Xv ) el complejo de cadenas celular de X, la accién de G sobre X induce una accién de G sobre
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S.(X). De esta manera, S, (X) es un complejo de cadenas de G-médulos. Sea M un G-médulo. Se define la
cohomologia de X con coeficientes locales asociados al G-mddulo M como:

H"(X,M) = H"(Homg(S.(X),M)).

SiY C X es un subespacio, entonces Y = p~'(¥) es un G-subespacio de X y S, (¥) es un G-subcomplejo
de S.(X). Denotamos por S*(X,Y,M) al kernel de la sobreyeccién Homg(S.(X),M) — Homg(S.(Y),M)
dada por restriccion a S, (? ). Entonces se define la cohomologia relativa con coeficientes locales asociados
al G-médulo M como:

H"(X,Y,M) = H"(S*(X,Y,M)).

La cohomologia relativa de Takasu tiene una interpretacion topoldgica: Si M es un G-médulo, entonces
H"(G,H,M) = H"(BG,BH,M),

donde consideramos a BH como un subespacio de BG reemplazando la funcién i : BH — BG inducida por
la inclusién de H en G, por la cofibraciéon BH — M; donde M; es el cilindro de i. De esta manera, si M es
un O-G médulo y Q actia libremente sobre G, entonces la cohomologia invariante HHg(G,M) tiene una
interpretacion topoldgica:

HHy(G,M) = H"(B(Gx Q),BQ,M), paran> 2.

Finalmente, si la accién Q — Aut(G) es libre, la cohomologfa invariante HHj,(G, M) es un caso parti-
cular de la cohomologia usual del producto semidirecto G X Q, sin embargo, no deja de ser interesante ya
que estas cohomologias no coinciden estrictamente sino que hay un cambio de coeficientes. Este resultado
es un corolario inmediato de los teoremas 4.4.1 y 4.4.2.

Teorema 4.4.3. Si la accion Q — Aut(G) es libre, los grupos de cohomologia invariante coinciden con los

grupos de cohomologia usual del producto semidirecto G x Q, salvo por un cambio de coeficientes, es decir,
HH,(G,M) = H"(G % Q,JGup,0/(M)), para n>?2.
En resumen, si la accién Q — Aut(G) es libre,

(M©)@ n=0,
HHy(G,M) = { Dero(G,M)/IDerg(G,M) n=1,

H"(G%Q,JGno0) (M) n=>2.
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