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Resumen

La mecdanica cuantica ha cambiado la forma de percibir la fisica. Esta nos muestra
las leyes de la naturaleza del universo microscopico y surge debido a la necesidad de
explicar problemas que no podian ser explicados por la fisica clasica ya desarrollada.
En el contexto de la mecanica cuantica cantidades fisicas, como la energia, dejan de
ser tratadas como continuas para convertirse en cantidades discretas o, bien, cuantos
de éstas. Los experimentos por su parte nos han mostrado que coinciden con las
predicciones que da la mecanica cuantica.

Casi a la par de que se comenzé a estudiar la mecanica cuantica se desarrolld
la relatividad especial que postula que la velocidad de la luz, ¢, es constante para
cualquier observador y representa una cota superior para la velocidad de cualquier
objeto. La relatividad especial ademads, revolucioné la forma de ver el espacio y el
tiempo, juntando ambas nociones en una sola: el espacio-tiempo.

De esta manera, conocer las dos ideas anteriores serd nuestro punto de partida
en esta tesis. Comenzamos nuestro estudio por la relatividad general que surge de la
necesidad de generalizar lo propuesto por la relatividad especial, es decir, el estudio de
la fisica en un sistema de referencia arbitrario. Einstein se di6 cuenta de la equivalencia
que existe entre un sistema acelerado y el campo gravitacional, lo cual generé una
revolucién en cémo percibimos a la gravedad. Asi, el campo gravitacional deja de
ser tratado como una fuerza y en su lugar es visto como una modificacién en la
geometria del espacio-tiempo influenciada por la materia (energia). Esta nueva forma
de entender la gravedad trajo consigo descubrimientos que en la actualidad siguen
siendo objeto de estudio como el caso de las ondas gravitacionales cuya evidencia
experimental fue encontrada recientemente.

Por otro lado, se encuentra la teoria cuantica de campos que a través de la mecani-
ca cuantica y la relatividad especial nos dio una nueva forma de describir a la natura-
leza. Por medio de la cuantizacién de los diferentes tipos de campos para describir a
las particulas elementales que conforman el universo. Esta forma de entender la fisica
es la base para entender los procesos detras de los aceleradores de particulas y del
modelo estandar.

A pesar de los avances en estas dos areas no existe una teoria que nos de la
naturaleza cudntica detras de la gravedad. Un acercamiento a la naturaleza cuantica
de este problema esta en estudiar la cuantizacién de campos en geometrias curvas.
Esta teoria, aunque no pretenda ser una teoria fundamental de la naturaleza, busca
darnos idea del comportamiento cuantico de los campos en el regimen donde no hay
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efectos cuanticos gravitacionales. Lo anterior nos permitira estudiar la cuantizacion
de un campos escalar cerca de un agujero negro, no quedandonos con aquellos que
surgen de la accion de Einstein-Hilbert. En particular, para aquellos agujeros negros
que surgen de la teoria de Gauss Bonnet.

Esta tesis se encuentra dividida en 4 capitulos. En el primero haremos un estudio
de la relatividad general, partiendo de la accién que da lugar a las ecuaciones de
movimiento para finalizar con los términos de frontera. Posteriormente, estudiaremos
las soluciones de vacio, centrandonos en los agujeros negros. Luego veremos la teoria
cuantica de campos y el proceso de cuantizacién canénica para el campo escalar en
un fondo plano.

En el segundo capitulo, nos centraremos a estudiar la cuantizaciéon nuevamente de
un campo escalar con la diferencia de que esta vez sera en un espacio-tiempo arbitra-
rio, estudiando las posibles complicaciones que esto conlleva. Nuesto siguiente paso
serd estudiar el efecto Unruh, que aunque sigamos trabajando en el espacio-tiempo
plano, resulta ser un primer acercamiento para aplicar los conceptos que obtendremos
de estudiar la teoria cuantica de campos en fondos curvos. En el efecto Unruh compa-
raremos la cuantizacién del campo escalar desde el punto de vista de un observador
en reposo con el de un observador con aceleracién propia constante. Posteriormente
haremos el estudio de la cuantizacién del campo escalar cerca de un agujero negro que
deja de ser una geometria plana. Para encontrarnos como resultado final el espectro
térmico de un agujero negro y su respectiva temperatura de Hawking.

Durante el tercer capitulo, estudiaremos la acciéon de Gauss-Bonnet y como ésta
modifica la accion de Einstein-Hilbert, vista en el primer capitulo, de la cual dedu-
ciremos las ecuaciones de movimiento y los términos de frontera correspondientes.
Luego veremos las soluciones de agujero negro procedentes de esta nueva teoria. Para
finalizar con la cuantizacion en la geometria de un agujero negro en 5 dimensiones, en-
contrandonos con una generalizacion para la temperatura de Hawking de un agujero
negro con simetria esférica y estatica.

Finalmente, en el cuarto capitulo daremos las conclusiones de lo visto a lo largo
de la tesis.
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Capitulo 1

Introduccion

En la actualidad existen dos ramas fundamentales de la fisica que describen a la
naturaleza de maneras muy diferentes. Por un lado esta la mecanica cuantica, que es
la encargada de describir sistemas a escalas pequenas. Esta revoluciona la forma en
que estudiamos los sistemas fisicos. Pues, en contraste con la fisica clésica, la fisica
cuantica deja de ser determinista, volviendose en una nocién probabilistica [1]. En
ese sentido los estados fisicos dejan de ser trayectorias en el espacio y se convierten
en funciones de onda. Ademds, cantidades importantes en la fisica clasica, como la
posicién y el momento de una particula, no pueden ser medidas con precision.

Del otro lado se encuentra la relatividad general, que estudia objetos a grandes
escalas como estrellas masivas, galaxias, o bien agujeros negros. En un principio se
crefa que la gravedad era una fuerza, pues gracias Newton, a través de la formulacion
de la ley de gravitacion universal, la humanidad fue capaz de predecir la dindmica
del sistema solar. Sin embargo, la relatividad especial nos ensend que esta forma
de describir a la naturaleza no era del todo correcta. Por su parte la relatividad
general se centra en el estudio de los objetos que mencionamos al principio de este
parrafo como las fuentes del campo gravitacional. Las escalas energéticas de dichos
objetos modifican la geometria del espacio-tiempo, cambiando la forma en que los
observadores perciben nociones como el tiempo o la distancia [2] [3].

En este primer capitulo veremos los fundamentos de la relatividad general, defi-
niendo la accién de Einstein Hilbert para encontrar la ecuacién de campo de Einstein.
Posteriormente, nos centramos a estudiar la soluciéon de agujero negro de Schwarzs-
child. Para finalizar con la cuantizacién del campo escalar en el espacio-tiempo de
Minkowski.

1.1. Antecedentes matematicos

Antes de comenzar con los temas mas importante de esta tesis conviene dar un
breve vistazo a la formulacién matemaética que nos sera de gran utilidad para entender
la relatividad general. Para ello, si nuestro objeto de interes es el espacio-tiempo
podemos indetificar una correspondencia con el espacio en cuatro dimensiones (R?),



es decir, que podemos caracterizar un evento con cuatro ntumeros. En relatividad
especial asumimos que dicha correspondencia es global pues todos los eventos en
el espacio-tiempo se corresponden continuamente con R*. En relatividad general la
estructura global de la geometria del espacio-tiempo puede ser diferente a R*, por
lo que es necesario introducir el concepto de variedad. Esta localmente, es decir, en
la vecindad de cualquier punto podemos verla (en general) como R™ pero con otras
propiedades globales [5]. Para esta seccién, seguiremos las ideas presentadas en las
referencias [4] [5].

Podemos definir a una variedad real, M, n-dimensional, C* (infinitamente y con-
tinuamente diferenciable) si para una coleccién de subconjuntos {O,} satisfacen que:

1. Para cada p € M se encuentre en al menos un O, es decir, que {O,} cubra a
M.

2. Para cada «, exista un mapeo ¢, : O, — U, uno-a-uno y sobreyectivo, donde
U, son subconjuntos abiertos de R™.

3. Si dos conjuntos O, y Oz estén sobrepuestos, es decir, O, N Oz = 0 (donde 0
es el conjunto vacio). El mapeo 1), o @ﬁgl Uy = Ug es C.

Al par {U,, 1.} se conoce como carta en el contexto de matemadticas y sistema de
coordenadas para fisica.

Otro concepto que debemos estudiar para una geometria curva es el de vector.
En este nuevo contexto la estructura de espacio vectorial cambia ya que, por ejem-
plo la nociéon de sumar dos vectores desaparece. Sin embargo, podemos recuperar la
estructura del espacio vectorial para “desplazamientos infinitesimales” alrededor de
un punto en la variedad. En una variedad los vectores tangentes se definen a través
del vector tangente a una curva en M. Para definir al vector tangente necesitamos
primero de una curva C': (a,b) — M, donde (a,b) es un intervalo abierto en R y una
funcién f : M — R que es C*. Asi, definimos al vector tangente en p = C'(0) € M
(t =0 € (a,b)) como la derivada direccional de la funcién f(C(t)) a lo largo de la
curva C en t = 0, es decir,

d(f(C(1))

(1.1)

dt —o
Al elegir un conjunto de coordenadas ¢(p) = x* podemos reescribir la ecuacién ([1.1)
o 0f 0 ¢~ (x) dr(C(1)) of
o “(x)dx t
= XtF—L — XH) 1.2
Z Oxh dt -0 Oxh 25 (1.2)

I

donde 0, = 0/0z* denota la derivada parcial con respecto a z# y X# = da*(C(t))/dt|i—o.
En la ecuacion utilizamos la convencion de suma de Finstein que consiste en
suprimir los simbolos de sumatoria siempre y cuando existan indices repetidos. De
esta forma, la ecuacion se obtiene al aplicar el operador diferencial X = X*0,
a la funcion f. Por otro lado, el operador diferencial X define al vector tangente a
p € M. Como se menciona en [5] la coleccién de vectores tangentes definen un espacio



vectorial que llamamos el espacio tangente y denotamos como V,,. Més atn, si defi-
nimos e, = d, es posible demostrar que forman una base para V,. La base e, recibe
el nombre de base coordenada. Para un vector V = V*e,, definimos a V# como las
componentes de V' con respecto a e,,. Si tomamos ahora una nueva carta ¢'(p) = {2'*}
es facil ver que las componentes de un vector V# y V'® se relacionan de la siguiente

forma
ox'*

ozv’
La ecuacién (1.3]) es conocida como la ley de transformacion de vectores y como se
menciona en [2] esta da una primera definicién de vector en relatividad especial.
Consideremos ahora el espacio dual de V}, denotado por V', es decir, la colecciéon
de funciones lineales f : V,, — R que, a su vez, define un espacio vectorial. De esta
manera, dada la base {e,} del espacio tangente V,, definimos a la base dual {dz"} tal
que

Vi =y (1.3)

dz”(e,) = 6., (1.4)

donde 0, es la delta de Kronecker. Al espacio dual también se le conoce como el
espacio cotangente y a los vectores duales como I-formas o covectores. Dicho esto,
un covector en general puede ser escrito como w = w,dz", donde w, definen las
componentes de la 1-forma. Definimos también el producto interno entre un vector V'
y una l-forma w de la siguiente manera

(V,w) = VFw,(0,,dz") = VFw,. (1.5)

A partir de la ecuacion ([1.5) podemos encontrar como se relacionan las componentes
de una 1-forma para diferentes cartas {z#} y {2}, encontrando

, Oxt

W, = wuw.

(1.6)

Podemos considerar ahora al espacio dual de V', es decir, el doble dual de V,,
que denotamos por V. De esta forma, por definicién, un elemento v*™* € V* es una
funcién lineal tal que v™* : V* — R. Como se menciona en [3], el espacio V;* es
naturalmente isomorfo a V,,. Esto quiere decir que para cada vector v € V},, podemos
definir la funcpn vjk* tal. que para w* € V1, v** (w*) = w*(v), que es bl‘yectlva y, por
tanto, nos permite identificar V,J* con V. Lo anterior nos permite definir a un ¢ensor,
T, de tipo (k,[) sobre V, como una funcién multilineal

T:\Vp*x...x\/;:x\l/;x...x%%.]l% (1.7)
WI; TV

l

Asi, al tomar k-covectores y [-vectores la funcion T nos arroja un numero real. Es
claro que a partir de la definicién de tensor, que un tensor de tipo (0,1) corresponde
a un covector y uno de tipo (1,0) a un elemento de V** que, debido a que podemos
identificar a los elementos de V™ con V,, concluimos que un tensor de tipo (1,0)
corresponde a un vector. Una operacién importante entre tensores es el producto



exterior; éste lo podemos definir dado dos tensores 7' de tipo (k,1) y otro T" de tipo
(k',1"), el producto exterior de estos, es decir, T'®T" es un tensor de tipo (k+&',+1'),
por lo que dado k + k' covectores v, ..o ¥ y [ + I vectores wy, ..., wipp [5]

1o 1% k+E'* .
TRT (v ,...,v WYy ey Wi rr)

=T, .., 0" wy, o, w) T (R L VPR wi).
(1.8)

El producto exterior nos permite dar una definicién de tensor a partir del producto
exterior de vectores y covectores. En ese sentido, si tomamos una base {v,} de V,, y su
correspondiente base dual {v”" } entonces, es facil ver que {v,, ®...Qv,, @V Q..v" }
es una base para los tensores de tipo (k,[). Asi, podemos expresar un tensor de tipo
(k,1) de la siguiente manera

T =T 0, ®..Qv, VI ® .01, (1.9)

vi...v;

donde T*1-#%  son las componentes del tensor 1" respecto a la base {v,}. Dichas
componentes se transforman para diferentes cartas de la siguiente manera

’ i
1) g, _ ox'™ ox'M. Jx™ ox¥t
T . = T l;l_,_yl e i e -
(R Oxt Oxte Jz'™1 ox'

(1.10)

La ecuacion se le conoce como la ley de transformacion de tensores.

Un concepto importante que desarrollaremos en esta tesis es el de la métrica
espaciotemporal que nos da una nocién de distancia infinitesimal en la variedad. Una
métrica pseudo-Riemanniana se define como un tensor de tipo (0,2) que es simétrica,
es decir, para dos vectores U y V en V, g(U,V) = ¢g(V,U), y no degenerada, por lo
que si g(U, V1) = 0 para cualquier vector U € V,, entonces V; = 0. Como se menciona
en [5], estas propiedades nos permiten definir un producto interno en V, (para cada
punto p € M), veremos esto a continuacién. Dada una carta de M podemos escribir
a la métrica como

g = gudz" ® dz". (1.11)

De la ecuacién es claro que ¢(d,,0,) = g,,- Una propiedad interesante de la
métrica es como relaciona los vectores y covectores, por lo que al considerar un vector
V =V*H9,

g(-,V) = g VPds" = w,dx”, (1.12)

donde g, V# = w, define las componentes de un covector. Este resultado nos permite

comparar con el producto interno que definimos para covectores y vectores en la
ecuacion (|1.5)), obteniendo

w,VH = (w, V) =g(U,, V), (1.13)

donde U,, es un vector que se relaciona con la 1-forma w a través de g, U}, = w,.
Las componentes de la métrica g,,, usualmente se relacionan con las entradas de
una matriz, por lo que si esta matriz es invertible definimos a la métrica inversa g"”



tal que g,,9"* = 52‘. De esta forma, podemos establecer un isomorfismo entre V,, y V¥
a través de la siguiente relacion

Vi=w, =g,V"; w'=U"=g¢g"w,. (1.14)

Dada una métrica siempre podemos encontrar una base ortonormal {v,} que
cumpla: g(v,,v,) = 0 para u # vy g(v,,v,) = £1. El nimero de signos + defi-
nen a la signatura de la métrica. Las métricas que estudiaremos en esta tesis tie-
nen signatura (—,+,...,4) y son conocidas como métricas Lorentizianas (con un
solo signo negativo). Definimos en este contexto la métrica de Minkowski dada por
N = diag(—1,1, ..., 1). Por otro lado, las métricas con signatura (+, ..., +) son cono-
cidas como métricas Riemannianas. Definimos también al intervalo como

ds® = g, dxtda”, (1.15)

donde a partir de ahora, y a menos que se espicifique, omitiremos el simbolo de
producto exterior ®.

Con lo visto hasta ahora estamos en condiciones para hablar de la curvatura para
el espacio-tiempo. La nocién de curvatura a la que estamos acostumbrados refiere a
superficies dos dimensionales que se situan en el espacio tridimensional. En ese sentido,
una superficie es curva ya que podemos encajarla en un espacio de dimensién mas alta.
En este caso esta nocién no es la que nos interesa pues nos gustaria dar una nocién de
curvatura sin la necesidad de tener que definir un espacio de dimensién més alta que
se conoce como curvatura intrinseca. Para desarrollar lo anterior, necesitamos definir
el transporte paralelo. Este intuitivamente lo podemos definir como el movimiento de
un vector a lo largo de una curva manteniendo su direcciéon. Como se menciona en [5],
podemos caracterizar una geometria plana si al transportar paralelamente cualquier
vector a lo largo de cualquier curva cerrada, el vector final coincide con el vector
inicial. En general, podemos caracterizar la curvatura intrinseca de una variedad en
como se transportan paralelamente los vectores a lo largo de una curva.

No es dificil imaginarse que la nocién de transporte paralelo a lo largo de una curva
se relaciona con como definimos las derivadas para un campo vectorial. Por lo que un
vector es transportado paralelamente si la derivada de este a lo largo de una curva
es cero. Asi, nuestro siguiente objetivo es dar una definicién de las derivadas para un
tensor. Como se menciona en [5], aunque podamos definir el operador de derivada
0, = 0/0x", es decir, la derivada parcial ordinaria, esta depende de como elijamos la
carta (coordenadas) para la variedad, y por tanto, no se asocia naturalmente con la
estructura de la variedad. Lo anterior nos conduce a la necesidad de definir al operador
diferencial V (a veces llamada derivada covariante) en una variedad M como una
funcién tal que para dos campos vectoriales X y Y, (X|Y) — VY satisface las
siguientes condiciones:

Vx(Y +2)=VyY + V7, (1.16)
Vxiy(Z) =VxZ +VyZ, (1.17)
VixY = fVxY, (1.18)



Vx(fY) = X[fIVxY + fVxY, (1.19)

donde f es una funcién escalar y X, Y y Z campos vectoriales definidos sobre la
variedad.

Dada una carta x = ¢(p) sobre M, definimos a las funciones I, ;, también cono-
cidos como los coeficientes de la conexion, de la siguiente forma

Ve, =V e, = N

vu:

(1.20)

La ecuacion nos dice que los coeficientes de la conexién definen como cambian
los vectores base punto a punto. Por otro lado, definido ya como actia el operador
de derivada sobre la base, podemos ver qué sucede para cualquier vector. Asi, dado
V =Vte, y U = U"e, vectores en V,

VvU = ViV, (U%,) = V¥ U e, + U"V,e,) = V(U + U'T) Jex.  (1.21)

Es claro de la ecuacion ((1.21) que la derivada covariante es una funcién que manda
dos vectores en un nuevo vector, por lo que la componente A es V*V,U?*, donde
A A A
V.U =90,U" +UT,, (1.22)
notemos que la expresion ((1.22) define la componente A del vector V,U y no la deri-
vada de U?. Sin embargo, para esta tesis utilizaremos esta notacién cuando hablemos
de la derivada covariante de un vector.

Como se menciona en [4], definimos la derivada covariante para el campo vectorial
X de una funcién escalar f como

Vxf=X|f], (1.23)

es decir, como la derivada direccional ordinaria que definimos anteriormente. De esta
manera, la ecuacién define una regla de Leibnitz para fX, por lo que si ahora
queremos generalizar la derivada covariante para tensores en general, necesitamos que
para dos tensores arbitrarios T y T5 sea valida la regla de Leibnitz, es decir,

De esta forma, podemos calcular la derivada covariante para las componentes de un
covector wy, encontrando
_ v
Vuwy = Ouwy — T wy. (1.25)

Asi, es facil generalizar la derivada covariante para las componentes de un tensor de
tipo (k, (), obteniendo

V,UITML”NIIEIL..VZ :aMTMI"'/’LIZI.”Vl _I_ FZ(IXTQ“.MICVL..VZ + e
+ FZ:ZT“LNQVL..VZ - nglTﬂl“'“Zmyl - e (126>
— FO‘ TUI-"Nk:

2%} vy..a”



Regresando a los coeficientes de la conexién, ahora debemos hablar sobre como
estos transforman para diferentes cartas. Esta transformacion se encuentra dada por
i

Oz’ da¥ 0" 0%z Ox'™
ON T i 0B PNV + Ox'% 0x'N O
La ecuacién (|1.27)) nos dice que la conexién no transforma como la ecuacién ((1.10)) y,
por tanto, como se menciona en [2] no define a un tensor. Sin embargo, d,v” + ' v®
si define a las componentes de uno.

En este punto estamos en condiciones para definir el transporte paralelo en térmi-
nos de la derivada covariante. Asi, decimos que V' € V,, es transportado paralelamente
a lo largo de la curva c¢(t) : (a,b) — R si para todo t € (a,b) se cumple la siguiente
condicion

2%

(1.27)

Vx(V)lew =0, (1.28)

donde X es el vector tangente a la curva ¢(t).

Como se menciona en [4], si nuestra variedad tiene una métrica podemos dar
condiciones razonables para encontrar los coeficientes de conexién. De esta forma,
imponemos que el producto interno para dos vectores transportados paralelamente a
lo largo de cualquier curva se conserve. Esta condicion se traduce a que la métrica
sea covariantemente conservada, es decir,

V,9as = 0. (1.29)

A partir de la ecuacién ([1.29)), es facil obtener una ecuacién para los coeficientes de
la conexién que son compatibles con la métrica, encontrando

K K 1 K K K
FMV:FpV+§(TV#+T#V+TMV>’ (1.30)
donde 77, =T}, — T’} es el tensor de torsion y
ks 1 KA
F;u/ = 59 (augz/)\ + az/g/\u - a)\guu)v (131)

define a los simbolos de Christoffel. Por otro lado, decimos que la conexién es la
conexion de Levi-Civita si es libre de torsion, es decir, 7, = 0. Esta condicién es
relevante para la relatividad general, pues como podemos ver en [4] la tinica conexién
compatible con la métrica para una variedad pseudo-Riemanianna es la conexién de
Levi-Civita. Asi,

K v 1 K
F#V = F;w = ég A(augw\ + 8ng — axgw,). (1.32)

A partir de ahora cuando escribamos los coeficientes de la conexién nos referiremos
a los simbolos de Christoffel, es decir, la conexién de Levi-Civita.

Como anticipamos la nocién de curvatura en la que estamos interesados, es la
diferencia de un vector trasladado paralelamente a través de una curva cerrada con
el vector inicial. Se puede probar [2, [4] que para curvas cerradas infinitesimales la
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diferencia entre estos dos vectores se encuentra codificada por el tensor de Riemann.
Dada una carta, expresamos las componentes de este como
— A A
R%,, = 0.5, — 0,15, + T, '3, — 5,3, (1.33)
Otros tensor 1util que podemos obtener a partir del Riemann es el tensor de Ricci que
definimos como

R,, = R® (1.34)

pows

finalmente definimos al escalar de curvatura como la traza del tensor de Ricci, es
decir,
R=¢"R,,. (1.35)

Asi, como bien anticipamos una variedad es plana si para cualquier vector transporta-
do paralelamente a lo largo de cualquier curva cerrada coincide con el vector original.
Por lo que la variedad es plana si y solo si todas las componentes del tensor de Rie-
mann son cero, es decir, R% =0 [2]. Para finalizar esta seccién, es importante notar
que las expresiones (1.33)) (1.34) y (1.35) son funcién a lo mas de segundas derivadas
de la métrica.

Con las herramientas que ya desarrollamos estamos en condiciones para estudiar
la fisica del espacio-tiempo. Para ello, es necesario introducir la accion de Einstein-
Hilbert que nos dara las ecuaciones de movimiento que describen la dinamica del
espacio-tiempo.

1.2. La accion de Einstein Hilbert

La relatividad general nos permite describir la geometria del espacio-tiempo sin la
necesidad de escoger un conjunto particular de coordenadas. Hoy en dia sabemos que
la gravitacion Newtoniana es insuficiente para describir algunos fenémenos ya obser-
vados (como la precesién del perihelio de Mercurio [6]), ademés de ser incompatible
con algunas de las ideas de la relatividad especial. La principal razon de esta incom-
patibilidad es que, en la teoria Newtoniana, la interaccién gravitatoria es instantanea,
es decir, mas veloz que la luz. De esta manera es claro que la teoria de Newton debe
ser modificada. Einstein, basado en lo anterior, llego a la teoria de la relatividad ge-
neral a través de diversas ideas. Entre ellas estan el principio de covarianza, que nos
dice que toda ley fisica debe tener la misma forma para cualquier observador. Otra
fue el principio de equivalencia, es decir, que todos los cuerpos caen con la misma
aceleracion dentro de un campo gravitacional sin importar su masa. Finalmente el
principio de Mach, propuesto por Ernst Mach, que en contraste con lo postulado por
la relatividad especial, toda la materia en el universo contribuye localmente a los
sistemas de referencia inerciales [5].

Para incorporar lo ya dicho, Einstein en 1915 tuvo que postular la teoria de la
relatividad general, en ella la gravedad deja de ser una fuerza y es tratada mas bien
como una curvatura en la geometria del espacio-tiempo, que en principio, es debida
a la presencia de materia y/o alguna fuente de energia. Asi, el espacio-tiempo lo
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definimos como una variedad pseudo-Riemanianna cuyas propiedades intrinsecas (es
decir independientes de los observadores) deben ser descritas a través de la métrica
guv- Para el resto de esta seccién los desarrollos fueron extraidos, en su mayoria, del
recurso [6] de la bibliografia.

Asi, debemos describir la dindmica del espacio-tiempo a partir de ecuaciones de
movimiento para la métrica espacio-temporal. Para ello, como dicta la teoria clasica
de campos (de la cual hablaremos més adelante), debemos iniciar nuestro estudio a
partir de una acciéon. Dicha accién debe contener las simetrias que representan las
leyes de conservacién, reproducir las ecuaciones de movimiento buscadas y debe ser
un escalar. Por otro lado, conviene que sea funcién de la métrica: g,.; Ongu; v a lo
mas 00,9, esto con el fin de evitar patologias en esta teorfa. De la misma forma
nos gustaria que las ecuaciones de movimiento que aparezcan sean de segundo orden
en la métrica. Por todo lo anterior el escalar mas simple (y se podria probar que el
unico), es el escalar de curvatura (escalar de Ricci), por lo que definimos la accion de
Einstein Hilbert dada por

Spr = / vV—g d*zR, (1.36)

con el factor g = det (g,,) para tener invarianza en un cambio de coordenadas a nivel
de la accién y R el escalar de curvatura. Ahora para encontrar dichas ecuaciones de
movimiento debemos calcular la variacién de esta accién para el campos g,,. De la

definicién del escalar de curvatura ((1.35)
0SEn = /d4:c[ =99 Rap + /=9 09" Rag + /—g9°°6 Rap). (1.37)

Notemos que estamos variando ¢*?, la métrica inversa, que para fines operativos
nos dara las ecuaciones de movimiento correctas. Es facil ver que la relacién con dg,,
esta dada por

0 =8(g*"gs,) = 6(05)

g R (1.38)
=659""g5y + 9°° 095,

encontrando que
09 = —gaﬁéggvgw’. (1.39)

Ahora debemos obtener la variacion del término /—g, por lo que al utilizar nueva-
mente la regla de la cadena

1
2v/=9g

El determinante por su parte, lo podemos definir a partir de la matriz de menores
(ignorando la convencién de suma de Einstein) de la siguiente forma

—g=- Z (_1)#+Vg;w det(m,.), (1.40)

v

0v/—g = 0(—9g).
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donde m,, representa la matriz menor que es el resultado de quitar la fila p y la
columna v de la métrica. De la expresion (1.40]), podemos calcular explicitamente la
variacién de —g, obteniendo

0(—g) == (=1)"6g,, det(my). (1.41)

v

Ademés, a partir de la misma ecuacién ([1.40) podemos deducir otra ecuacién igual-
mente 1til para la métrica inversa

ggA“ = Z (—1)‘“+Vg)\‘ugu,, det(mw)

= (=1)"75) det(my,) = (—1)* det(my,y) (1.42)

—1)ntA
g = = ; det(my,y).

Visto lo anterior, al combinar las ecuaciones ([1.41]) y (1.42)) obtenemos la siguiente
expresion

6(=g) = =D (=1)""6g,, det(my,)
== 0gugg™ (1.43)

= —99"" 0.

Asi, la variacion de la raiz del determinante de la métrica esta dada por

1 —g V=g
_ — —g‘uy g T g‘ulj(;g vy 144
2\/—g 2v/—g " 2 p (1.44)

que al sustituir lo encontrado en la ecuacion ([1.39) en (1.44]) obtenemos

5= = 5—0(~9)

v 1oy -9 a
= = =" 0,009 gus = = == Gap0g"". (1.45)

sv=g = YL sy, = V0 2

Finalmente, sustituyendo en la ecuacién (|1.37)), la expresion deducida en (|1.45),
la variacién de la accién de Einstein Hilbert puede ser escrita como

05pH = / d'z] 6v/=gg" Ry + V=g 69" Ry] + / d'x\/=gg" S Ry
= /d4x {— —'z_gguyég“”gaﬁRag +vV—g (5g“”RW] + /d4x\/—gg“”5RW

1
= /d4x V=g (RW — §gw,R> 5g”y+/d4x\/—gg“”5RW.
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Al pedir que 6Sgy = 0, obtenemos dos términos. El que representa a la segunda
integral veremos que se puede ver como un término de frontera que no afecta a la
dindmica de la geometria del interior, y el de la primera integral que define la ecuacién
de Euler Lagrange correspondiente, que esta dada por

1
G;w = R,uu - éguuR = 07 (146)

que corresponde a la ecuacion de movimiento para el campo gravitacional que re-
presentan toda la dindmica del espacio-tiempo en vacio (ausencia de materia). La
ecuacion ((1.46)) es conocida como la ecuacién de campo de Einstein, y fueron publi-
cadas en 1915.

Ahora toca estudiar el segundo término de la integral o bien, la variacion de
dR,,. Nuevamente como la variaciéon cumple la regla de Leibnitz y conmuta con las
parciales, la variacién del tensor de Ricci, la podemos expresar como la variacion de
los simbolos de Christoffel, obteniendo

SRy = ONOT), — 0,60, + 613,10, + 13,00, — 5F3prgu - rﬁpérgu. (1.47)

Aunque I'§, no sea un tensor (pues no transforma como uno), demostraremos que
oI}, es un tensor. De esta manera, calculamos la variacién como

1
61—‘;0;y = 5ga)\]‘_‘)\/u/ + §ga)\(au(sg)\u =+ 81/(59#/\ - a)\(sguu),

que al definir I}, = g Ty, y usar la ecuacién ((1.39) encontramos que

1
61—‘311 = é(gak(a}iég)w + 81/59“)\ - a)\(sguv) - gaptsgpago—)\z(FAuV))

1
= égaA(aﬁgxu + 0u0gun — 0r0gu) — 9°09x02(17,))

1
= igaA(audg)\u + 81/59;1)\ - 8)\59;” - 2FZV59)\J)-

Por otro lado, utilizando las propiedades de la métrica y los simbolos de Christoffel
obtenemos

a 1 a o o o
5F#V = §g (aufsg)\l/ - F“Aégal/ - FW(SQ)\J + ay(;gu)\ — F#ydgak (148)
_ng(sgﬁw - a)\(;gl“/ + Fiuéglﬂf + FZAégou)~
Que se puede reescribir como
(6% 1 (0%
5F,u1/ = §g )\(V,uég)\v + vuégu)\ - deg;w), (149)

Asi, reescribimos la variacién en el tensor de Ricci como

SRy = (VA(OT,) = V.(6T1)). (1.50)
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De esta forma, a partir de la ecuacién ((1.50)) podemos calcular la cantidad que

necesitamos, es decir,
v v A A
"R, = g (Vas(Ty,) — V,0I')
= (Va(g"dTy,) = V(9" oT}n)),
cambiando indices en el segundo término v por A, obtenemos:
9" Ry, = (Va(g"0Ty,) — Va(g"oT},))
. v A A v
= V(g"oTy, — g oIy,

La ecuacién ([1.51]), nos muestra que la segunda integral en la ecuacion (1.2)) es
la divergencia de un tensor, que en virtud del teorema de la divergenciaﬂ podemos
expresarla como una integral de superficie en la frontera, que no afecta a la dinamica
de la métrica en el interior de ésta. Asi, nos gustaria imponer condiciones de frontera
de Dirichlet o Neumann dependiendo de la situacién de nuestro interes [6]. Para

aplicar alguna de estas condiciones de frontera, conviene expresar g"”d R,,,, en términos

de 0g,,,. Al sustituir la ecuacion (|1.49) en la expresién (1.51)), obtenemos

(1.51)

1
glw5R;w :V/\<glw§g)\a(vu5.gau + vu(sgua - Vadg,uu)

1
- gw\_gva(vy(ggw + V0u0gua — Vadgu))

2 (1.52)
= (VO + VOV 000 — 4 V"V
— VAV S gan — 9V VS G + VIVSG,),
encontrando finalmente que
4" 6Ry, = V50 — 0" (Va V)30, (1.53)

Si definimos ahora ¢**V,Vjs = [J, como el operador D’alambertiano, para una
derivada covariante, podemos reescribir la variacion de la accion de Einstein Hilbert
como

1
0Sun = / d'z /=g (Rw - 5ng)59"” * / d'z /=g(V"V" = g"'0)dg,m, (1.54)
que expresado en términos de la divergencia de un tensor, estd dada por
1
(5SE‘H :/d4l‘ V=4 (R,ul/ - _Rg,uu> 5g,uzz

2 (1.55)
- / d'z =gV (9" 9" = 9" 9 ) Ve gun-

'El teorema de Gauss o Teorema de la divergencia para espacios curvos podemos escribirlo para
un vector, A", como
/ \/—gVMA“d4x = / Atds,,
% av
donde V es una region del espacio-tiempo, dV frontera de la regién V y ds, el diferencial de la
superficie [7].
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Esto lo podemos reescribir como

(SSEH = /d4l’ \/—gGW(sg‘“’ —|—/d4$\/ —gV)\(AB)A, (156)
donde de la ecuacién ((1.55) podemos identificar
ABA — (QAagu,B _ gA”go‘B)V,,(Sgag- (1.57)

Tomando ahora el segundo término de la integral en la ecuacion (1.56]), encontra-
mos que

/ d'z /=gVA(AB) = 7{ ds\(AB) = h, f Py Vhn(ABY, (138

donde dsy es el diferencial de superficie que define a la frontera del espacio-tiempo,
h, es un parametro el cual discutiremos méds adelante, n, es el vector normal a la
superficie y h;; es la métrica inducida de dicha superficie. Ademés, al simplificar
vemos que

ny(AB)* = (n®g" — n*¢* )V .0 Gaw- (1.59)

Usando la definicién de un proyector en el espacio tiempo (que proyecta tensores
definidos en el espacio-tiempo en la direccién tangencial en la superficie que nos
interesa [0]) podemos escribir a la métrica como

g" = h"" + h.ntn”, (1.60)

el parametro h, viene a partir de la relacién: n#n, = h,, y por tanto, define la clase
del vector, es decir, temporaloide (h, = —1), espacialoide (h, = 1) o nulo (h, = 0).
Dicho esto, supondremos superficies no nulas [7]. Asi, sustituyendo la ecuacién ([1.60))
en (|1.59))

na(AB)* = (n®* (B — hyntn”) — n*(h* — h,n®n"))V .0 ow L 61
= (n*h*" — n*h* )V 10 gaw - (1.61)
Escrita la variaciéon como en la ecuacion , estamos en condiciones para im-
poner nuestras condiciones de frontera. Tomando asi las condiciones de Dirichlet, que
matematicamente traducimos como 0¢,,|frontera = 0 y considerando ademéds que su
derivada tangencial nos deja en la frontera, el cambio en forma tangencial es cero, es
decir, WV ;0G0 frontera = 0. Por otro lado debemos notar que la derivada normal
definida por: n*V ,0g,, no es necesariamente cero pues esa informacién la descono-
cemos y hacerla cero significaria imponer condiciones de Neumann, que implicaria
sobredefinir nuestro problema.
Asi, al imponer condiciones de frontera de Dirichlet, implica

RPN 10 G = 1B (8,09, — T8 895, — T0,09,5) = —nh* 8,09,
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y por tanto al reescribir la variacién de Einstein Hilbert encontramos que
0Spy = /d4x V—=9G,.69" + h,nj{dgy\/ —h(=h""n"0,00,.). (1.62)

Es claro de la ecuacién ([1.62]), que al aplicar inicamente las condiciones de frontera
de Dirichlet no reproduce las ecuaciones de movimiento buscadas pues ain quedan
términos de frontera diferentes de cero. Sin embargo, para arreglar lo anterior conviene
definir una nueva accion que no modifique la dinamica del interior, es decir, que
conduzca a la misma ecuacién de movimiento que Sgg.

Sabemos, de lo hecho en [6], que la accién de Einstein-Hilbert puede ser reescrita
de la siguiente forma

Sgr =2 / d*z/=gg*’ (T IV s — Th TV ) + / d*z0\(v/—gB?), (1.63)

donde
B = g"Ty, — ¢TIy, (1.64)

que aunque no sea un tensor cumple que
V=gVAB* = 0\(vV—=gB"), (1.65)

y por tanto podemos definir a la acciéon de Einstein como
Sg = Sgy — / d*z /—gV\B* =2 / d'wy/=gg* (T4, Iy —Th,TY,).  (1.66)

Vale la pena decir que esta nueva accién cumple las condiciones ya dichas, pues este
solo ha agregado un término de frontera y que por definicién no afecta a la dindamica
del interior [6]. Por lo que ahora en concreto habria que estudiar la variacién de la
accion de Einstein que se traduce en variar inicamente el término que hemos agregado.
De esta forma, obtenemos que

6(hT f &y \/—_hm(B)A> b, f By v —hmsd(B), (1.67)

asf al calcular la variacién de B* a partir de la ecuacién (1.64)), aplicar condiciones

de Dirichlet y comparar con la ecuacién (1.51)) y (1.57)), simplificamos obteniendo
5B>\ = g,UV(Sl"l);V - Q’MCSFZM = ( Aaguﬁ - g)\ygaﬁ)vuégaﬂﬂ”onteru = AB)\|f1ﬂomfe7’a- (168)

Finalmente al extremizar la accién, es decir, 6Sg = 0 encontramos que
0=065g = / d*z /=9G,.09" + h, 74 By —h(=h*"'n"9,04,,)
— hrj{d?’y\/—_h(—hp”n“@“@py) (1.69)
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que reproduce las ecuaciones de movimiento buscadas, es decir, G, = 0.

Hasta ahora no hemos incorporado la parte que codifica a la materia en las ecuacio-
nes de Einstein. Para ello debemos agregar a la acciéon de Einstein Hilbert el término
Smat que corresponde a la materia que se encuentra en el espacio-tiempo que desea-
mos estudiar (esta puede venir de un campo escalar, vectorial, tensorial, etc.). Por lo
que la accion con el término de materia estd dada por

1
S = ESEH+Smat(¢, Oup, Ay, ...), (1.70)

donde k es una constante que agregamos por unidades. A partir de este momento y
a menos que se especifique, en el resto de este texto tomaremos unidades naturales,
es decir, G =1y ¢ = 1. Asi, variando el nuevo término tenemos

2 6Smat

Ty=——7——1, (1.71)
: V=g g
obteniendo las siguientes ecuaciones de movimiento,
1
R, — §ng = KT),. (1.72)

Ahora para encontrar el valor de x, recordemos la ecuacién de Newton para el
potencial gravitacional, dada por

V26 = 4mp, (1.73)

donde p es la densidad de materia que es fuente del campo gravitacional. La expresion
(1.73) es una ecuaciéon de segundo orden para el potencial gravitacional conocida
como la ecuacién de Poisson. Debemos notar que la ecuacién de Newton tiene del
lado izquierdo una ecuacion de segundo orden para el potencial y en su lado derecho
la fuente del campo. Por otro lado, como mencionamos anteriormente la ecuacion
de movimiento hallada en en su lado izquierdo tiene ecuaciones de segundo
orden para la métrica que representan la dinamica de la geometria del espacio-tiempo
y del lado derecho el término que codifica a la materia. Por lo que haciendo una
comparacion de las dos ideas anteriores en el limite Newtoniano podemos asociar a
la métrica g,, con el potencial newtoniano ¢ y encontrar la siguiente ecuacion

1
R, — §Rg,“, = 87T, (1.74)
hallando que x = 87 [2]. Permitiendo reescribir la ecuacién ((1.70)) como
1
S =—=Sgg + Snat- (1.75)
8T
Como hemos dicho, la presencia de materia influye en la estructura del espacio-

tiempo y esto se ve reflejado en cémo escojamos T}, pues comparando con electro-
magnétismo, no es lo mismo describir el campo eléctrico producido por una densidad
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de carga puntual que el campo descrito por una placa con densidad de carga. De la
misma forma podemos describir diversos tensores de energia-momento para distintas
situaciones fisicas, que cambiarian la estructura del espacio-tiempo. En una teoria
clasica de campos el tensor de energia-momento, codifica la densidad y la densidad
de corriente, de energia y momento. Dicho tensor tiene el mismo papel de la densidad
de materia en la ecuacion , es decir, la fuente del campo gravitacional [2]. Este
por definicion cumple la siguiente condicién

9,T" = 0.

Cabe recalcar que dicha expresion es valida para un espacio-tiempo plano. Por tanto,
en espacios-tiempos curvos se debe modificar sustituyendo por la derivada covariante,
obteniendo [§]

v, " = 0.

Con esto en mente, la ecuacion de campo debe cumplir la condicién de conservacion
de energia y momento. De esta forma, partiendo de la ecuacién de movimiento

G* = 8aT™,

la conservacion se dara si y solo si la divergencia del tensor de Einstein es cero. Pero
antes de hacer ese célculo engorroso debemos notar dos cosas importantes: el tensor
de Einstein estd formado de contracciones del tensor de Riemann R% ,, que a su vez
posee propiedades interesantes, entre ellas estda una de las identidades de Bianchi.
En concreto, ésta relaciona las componentes de la derivada covariante del tensor de
Riemann, y manipulando dichas identidades podemos probar que efectivamente se
cumple que V,G* = 0, [2] y, por tanto, la ecuaciéon de campo conserva la energia y
momento. Vale la pena mencionar que una forma heuristica de deducir la ecuacion
de campo es a partir del desarrollo anterior que fue como el mismo Einstein dedujo
la forma final de su ecuacion.

Algunos ejemplos de tensores de energia-momento, es el que describe un cam-
po escalar ¢ con masa, o también conocido como campo de Klein-Gordon del cual
hablaremos més adelante

Ty = 0,60,0 = S0 (1°6° + 0,00°0), (1.76)

donde m es la masa del campo [2]. Otro tensor de energia momento importante y
muy utilizado para modelos cosmolégicos, es el que describe a un fluido perfecto,
dicho tensor esta dado por

Ty = (p+ p)uytty + PG, (1.77)

donde p es la presién, p la densidad de masa del fluido y u, la cuadrivelocidad de los
elementos del fluido [9]. Por ltimo otro tensor de energia momento importante es el
que describe al campo electromagnético. Dicho tensor esta dado por
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1 1 o
TMV = E (FﬂﬂFuﬂ - Zg/wFaﬁF B)a (178)

donde F),, = 0, A, — 0,A,, es el tensor de Faraday con A, el cuadripotencial electro-
magnético [2].

Dicho esto, es claro que llegar a la ecuacién de Einstein a través de la conservacion
de T),,, nos permite agregar un termino al lado izquierdo de la ecuaciéon de campo.

na
De esa manera, sabiendo que [2]
Vagw/ =0,
en particular
V0" =0 (1.79)

por lo que siguiendo la deduccién anterior, si colocamos al tensor de Einstein en la
ecuacién de campo por el hecho de que tiene divergencia cero, podriamos modificar
la ecuacién de campo agregando que

G + Ngy = 87T, (1.80)

donde A es una constante. Es facil ver que sigue teniendo divergencia cero,
por lo que agregar este nuevo término no modifica la condicién para 7). Pero a
cambio hemos sacrificado que Minkowski deje de ser solucién para A # 0. Fisicamente
A tiene mucha relevancia, pues tomando un tensor de energia momento adecuado,
como el descrito por la ecuacion , es posible modelar la geometria del universo,
obteniendo como resultado que esta no es estatica en contraste a lo que pensaba
el mismo Einstein [6]. Por lo que para arreglar este gran problema incorporé este
término para eliminar la dindmica predicha en su ecuacion. Por ello a A se le conoce
como la constante cosmoldgica. Cabe mencionar que podemos modificar la accion de
Einstein-Hilbert para incluir esta constante, asi escribimos

Spa = /d% V—g[R — 2A], (1.81)

cuyas ecuaciones de movimiento son las dadas en ([1.80)).

Para finalizar la discusion sobre la accién de Einstein Hilbert, notemos que aunque
hemos deducido correctamente las ecuaciones de movimiento a partir del principio
variacional, existe un detalle con el término B*: este no tiene ningun significado
fisico. Veamos que el término de frontera lo podriamos modificar, partiendo del hecho
de que este no es tnico pues siempre podemos agregar cantidades que se cancelan
pidiendo las condiciones de Dirichlet. En particular podemos agregar términos que
tienen que ver con la geométria extrinseca [6] que aparece por encajar una superficie
de una dimensién menor en otra de dimensiéon mayor. Asi, definimos el término de
frontera de Gibbons-Hawking- York como

Sauy = 2h, f Py VhK, (1.82)
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K es la traza del tensor de curvatura extrinseca K, que podemos definir como
Ko = h1h3V . ns. (1.83)

La curvatura extrinseca nos da una medida de como encajamos las superficies tri-
dimensionales en el espacio-tiempo de tres dimensiones espaciales y una temporal a
través de como cambia el vector normal al transportarse paralelamente en la super-
ficie. De esta manera, escribimos a la traza como

K = hK;; = h9h]R)V ins = h**Vang
= (¢°" = hn®nP)Vang = g*°Vang (1.84)

«
= V.n%,

donde hemos utilizado que, ng(V,n?) = 0 [6]. Asi, podemos calcular la variacién de
K como [T]

0K = 6(h* (Vuny) = 01" (Vuny) + B (8,6n, — 015 ng — T 0ng).
Si pedimos ahora que la variacién de h,, y n, en la frontera sea cero, obtenemos
§K = —h*"6T% ng
1
= —Eh’“‘”go‘ﬂ(ﬁuégm + 0,000 — 0adgw)nga

1
= _§huy(auégya + azz(sgua - aaégl“’)na’

que al imponer la condicion de Dirichlet, podemos reescribir a K de la siguiente
forma

1
OK = Sh"n (9u0g,). (1.85)

Por otro lado, como variar v/—h implica variar h;;, entonces escribimos §Sgyy como

I
5Scmy = 2h, f &y ¢—h(§hﬂ”na<aaagw>)

(1.86)
= hT]{d?’y V—=hh*"'n%(0adgum ),

que es justo la expresion de la segunda integral que encontramos en la ecuacién ((1.62]).
Asi, al sumarle el término Sgyy a Sgy, obtenemos

Sg = Sen + Scny

0Sg = 0Sgy +0Scry = /d4l‘ \/—gGW(Sg‘“’,

que reproducen nuevamente las ecuaciones de movimiento buscadas, al imponer 1ini-
camente condiciones de Dirichlet. Pero ahora a partir de una accién que es funcién
de la curvatura intrinseca y extrinseca.
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1.3. Agujeros negros en la teoria de Einstein Hil-
bert

Una vez deducidas las ecuaciones de movimiento para la métrica, debemos estudiar
algunas de las soluciones mas importantes para los fines de esta tesis. En concreto las
que representan a agujeros negros.

Antes de ello, conviene definir dos conceptos que usaremos a lo largo de este es-
tudio. El primero corresponde al significado de una geodésica, las cuales definen las
trayectorias mas rectas posibles y temporaloides que traza una particula con masa
(en Minkowski estas corresponden a lineas rectas) [2]. Fisicamente representan a las
particulas que estan en caida libre, es decir, que se encuentran moviéndose en pre-
sencia de un campo gravitacional que, como ya hemos dicho, modifica la geometria
del espacio-tiempo. Para encontrar la ecuacién diferencial que siguen estas curvas,
sabemos que el vector tangente a una curva esta dado por

ot = dﬂ, (1.87)
d\
donde A es un pardmetro afin que caracteriza a la curva z# = z#()\) en el espacio-
tiempo. Notemos que si A = 7, es decir, que parametrizamos a la curva con el tiempo
propio de la particula, el vector tangente coincide con la definicion de cuadrivelocidad.
La accién de una particula libre con masa m esta dada por [6]

m v1/2
S = —m/ds = —m/ {—guy%%} dA, (1.88)

Que al pedir .5 = 0, obtenemos las siguientes ecuaciones de movimiento

d*xH dz® dxP
_ w7 = 1.
E e an (1.89)
que en términos del vector tangente queda escrita como
vV vt = 0. (1.90)

La ecuacion diferencial define a las curvas geodésicas. Otra definicién de geodési-
ca que podemos dar a partir de la ecuacion es como la curva cuyo vector tan-
gente es transportado paralelamente a lo largo de si misma [5]. Por otro lado, es ficil
ver que cualquier parametrizacion afin a A la cumple, en particular para los fines
de esta tesis, conviene parametrizar con el tiempo propio 7. Vale la pena mencio-
nar que la ecuacion diferencial , que como ya hemos mencionado, representa las
trayectorias de particulas de prueba puntuales, libres y en presencia de un campo gra-
vitacional. Por lo que en cierto limite debemos retomar a la ecuacién de movimiento
de mecanica Newtoniana. En este caso al tomar el espacio-tiempo de Minkowski y el
limite de mecanica Newtoniana, es decir, v << 1, y por tanto 7 ~ ¢, nos recupera
la ecuacién de movimiento para una particula libre, en mecanica Newtoniana. En el
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limite de campo débil (limite newtoniano) la métrica del espacio-tiempo se encuentra
determinada por el potencial newtoniano ¢, dicha métrica puede ser escrita como [2]

ds® = —(1+2¢)dt* + (1 — 2¢)(dz® + dy* + d2?), (1.91)
encontrando la siguiente ecuacién de movimiento para las particulas

d?at
dt?

= —0'¢. (1.92)

De esta manera, la ecuacion reproduce la segunda ley de Newton para una
particula en presencia de un campo gravitacional.

El segundo concepto se trata de de un campo vectorial de Killing. Dichos campos
representan simetrias en el espacio-tiempo que guardan una estrecha relacién con
cantidades conservadas [3]. Para encontrar la ecuacion diferencial que satisfacen dichos
campos, debemos definir la derivada de Lie que describe el “arrastre” de una cantidad
vectorial o tensorial a lo largo de una curva identificada por su vector tangente. La
derivada de Lie de un campo tensorial de tipo (0,2) se puede escribir como

LTy, = 82001 + 1,00, + T,,0,£%, (1.93)

donde § = &Fe, es el vector tangente que define el arrastre. Con la definicién de la
ecuacion ([1.93]), un vector de Killing k, es aquel que cumple

Interpretamos de esta manera que al hacer el arrastre de la métrica a través de un
vector de Killing, ésta es invariante. Ahora falta calcular la forma explicita de la ecua-
ciéon diferencial correspondiente al campo vectorial de Killing. Para ello, reescribimos
la ecuacién ((1.94) como
L9 = k*0aguw + 9uaO0vk® + 9o 0,k
= kaaag,uu + [au(g,uaka) - kaaugua] + [au(kagazz> - kaa,ugau]
= kaaocgw/ + [auku - kaaug;wc] + [auku - kaaugow]
ol
=0k, —k 5(8#9(1,, + 0uGua — Ouluv)

1
+ Ouky — k;aﬁ(augay + @Vgua — GQgW)

— 8,,/{:u - karauy + ayku - karauy
= Oykp — koD%, + Ok — kal'S,
— V,,ku + vukw

por lo que la ecuacién para el campo de Killing es

Yok + V,ky, = 0. (1.95)
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Notemos que la ecuacién diferencial es lineal, por lo que la suma de dos
campos de Killing sigue siendo un campo de Killing. Ademas se puede probar que el
conmutadoxﬂ de dos campos vectoriales de Killing sigue siendo un campo de Killing
[6].

Por otro lado, al tomar un sistema de coordenadas especifico, podemos calcular
la ecuacién de Killing para el vector k = 8%, donde £ es una coordenada espacio-
temporal y k representa al vector base en dicha direccion. Asi, la ecuacion se
simplifica obteniendo

‘ckg;w == a{guu- (197)

Si la métrica g, no depende de la coordenada &, es claro que k es un vector de Killing.
Estos vectores se relacionan con cantidades conservadas. Por tanto, si definimos

la cantidad
K = p"k,, (1.98)

donde p* = mu* es el cuadrimomento de la particula. Podemos probar que la cantidad
en ([1.98) es en efecto una cantidad conservada para curvas que representan geodésicas.
Para ello, escribimos

d(p"k,) dp* dk dut dk
P ) _ g P @ AU G
dr "dr P dr mn Hdr TP dr
dut dz®
= mkuﬁ + muuﬁaaku
dut

= mku? + muru* (Vo k, + wak;ﬂ)

dut w8 [, o
= mk, ?—Ffaﬁu u’ | +muruVok,,

y de la ecuacién ((1.95)),
0 = vu'u*(V, ko + Vok,) = 2u"uV  k

alvu,

dat .
dr *

d(p"k,) d*z+ dz® dz”?
aph) e (S e G AT
dr M dr? Tl dr dr

ademads como u* =
=0, (1.99)

y por tanto, para una particula que sigue una geodésica conserva la cantidad (|1.98)).
Mas adelante veremos que para el espacio-tiempo de Schwarzschild dichas cantidades
conservadas representan a la energia y el momento de dichas particulas.

2Este conmutador se encuentra en el contexto de geometria diferencial, por lo que si tenemos el
campo vectorial X = X*e, y Y = Y*e, con ¢, la base del espacio-tiempo, definimos al conmutador
de estos dos campos como el campo vectorial [4] [6]

X, Y] = (X"9,Y" — Y 9,X")e,. (1.96)
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Una vez vistos los conceptos anteriores, estamos listos para estudiar las soluciones
de las ecuaciones de Einstein. Como ya hemos dicho queremos encontrar las soluciones
que corresponden a agujeros negros. Por tanto, debemos estudiar en concreto las
soluciones en ausencia de materia de las ecuaciones de Einstein, es decir, con T, = 0.
Es facil ver qué podemos simplificar la ecuacién de movimiento. Asi, recordando la
ecuacion de campo sin constante cosmologica

G, = 8nT,,,

en ausencia de materia podemos calcular la traza del tensor de Einstein, obteniendo
v v 1
G=g"G,, = g" <RW _ éRgW) =R—2R=0,

que implica
R =0,

y por tanto, podemos reescribir la ecuacién de movimiento como
Ry, =0. (1.100)

La ecuacién es util para obtener la métrica de un agujero negro.

Ya con la ecuacion de movimiento simplificada, debemos hablar de la solucién méas
sencilla que representa un agujero negro. Esta se trata de la solucion de Schwarzs-
child. Ademas, corresponde a la primera solucion de la ecuacion de campo de Einstein
y fue hallada por el fisico Karl Schwarzschild en 1916. La solucién de Schwarzschild
describe una regién sin materia, con simetria esférica y estatica. Qué en otras pala-
bras interpretamos, como el campo gravitacional en la region exterior de un cuerpo
completamente esférico que no evoluciona en el tiempo.

Ahora, como mencionamos anteriormente, la solucién de Schwarzschild contiene
2 simetrias: esférica y estatica. Veamos en qué consiste cada una. Por su parte la
simetria esférica aparece en aquellas métricas que son invariantes bajo rotaciones. En
ese sentido la métrica espacio temporal debe estar relacionada en cada éribita con
multiplos de la métrica correspondiente a la 2-esfera, esta cantidad en coordenadas
esféricas (6, ¢) la definimos como [6]

dQ? = df* + sin® Od¢°. (1.101)

Las 2-esferas estan completamente caracterizadas por su area A, por lo que conviene
definir la coordenada r como
A\ L2
r= < ) , (1.102)

4z

asi el elemento de linea para cada 6rbita de la 2-esfera esta dado por:

ds* = r?(df? + sin? 0dp?). (1.103)
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La simetria estatica se encuentra en métricas que son invariantes bajo una re-
fleccion temporal, es decir, t — —t. Fisicamente dicha simetria se rompe cuando
hay movimientos de rotacién involucrados (como por ejemplo en el agujero negro de
Kerr [11]), pues al aplicar dicha reflexién temporal implica un cambio en la direccién
de rotacion. Por otro lado, la simetria estatica implica que el espacio-tiempo tiene
simetria estacionaria. Esta se encuentra presente en métricas que no tienen depen-
dencia explicita en el tiempo, y por tanto invariantes bajo traslaciones temporales, es
decir, ' — t 4+ a. Esto la podemos resumir con la siguiente condicién: d,g,, = 0.

Ahora, para escribir el elemento de linea mas general con estas 3 simetrias eligiendo
coordenadas esféricas (t,r,0, ), debemos recordar la métrica de relatividad especial
en dichas coordenadas que se define como

ds® = —dt* + dr* + r?dQ?, (1.104)

por lo que si conservamos la forma de la métrica de la ecuacion ((1.104) y tomando
las consideraciones sobre las otras simetrias, la forma més simple y general para el
elemento de linea es

ds®* = —A(r)dt* + B(r)dr* + C(r)dQ*. (1.105)

Definimos una nueva coordenada C(r') = r? que nos permite reescribir la ecuacién

(1.105)) como
ds* = —A(r)dt* + B(r)dr?® + r*dQ>. (1.106)

Asi, al introducir esta métrica en la ecuacién ((1.100)), obtenemos las siguientes expre-
siones para A y B [10]

A(r) = (1 N % (1.107)

donde K y C son constantes de integracién. Para hallar dichos valores debemos estu-
diar el comportamiento asintético del espacio-tiempo. Para ello, debemos considerar
las ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica A que deducimos en la anterior-
mente, es decir,

G+ Ag, = 0.

Vale la pena decir, que agregar dicha constante tiene fuertes implicaciones en las
soluciones de la ecuacion de campo. Debido a esto, podemos definir tres geometrias
diferentes. La primera representa a A = 0, resultando geometrias asintéticamente
planas, es decir, que para r — oo debe recuperarse el espacio-tiempo de Minkowski.
Sin embargo, al tener A # 0, el espacio-tiempo de Minkowski deja de ser solucion,
obteniendo dos diferentes geometrias: de Sitter para A > 0 y anti-de Sitter para
A <O.

Retomando la discusion sobre las constantes de integracion C'y K, para la so-
luciéon de Schwarzschild, hemos tomado A = 0, por lo que tenemos una geometria
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asintéticamente plana, que nos fija la constante, K = 1 [6]. Ahora para hallar C,
debemos analizar el comportamiento de una particula prueba en el régimen de campo

débil, es decir, r — oo. Encontrando que: C' = —2M (recuperando G y c, el valor de
C = —QSQM ), donde M es la masa Newtoniana que provoca esta geometria medida

desde un observador (en este caso, la particula prueba) en infinito. Asi el elemento
de linea de Schwarzschild en coordenadas de Schwarzschild esta dado por

—1
ds® = — (1 — ¥>dt2 - (1 — %) dr® + r2dQ?. (1.108)
Recuperar el espacio-tiempo de Minkowski en r — oo, implica que las coordenadas ¢
y r corresponden a observadores en infinito.

Ahora de la ecuacién debemos ver que hay dos valores para r que son
preocupantes: r = 0 y r = 2M. Estos representan potencialmente divergencias en la
métrica. Como hemos dicho la relatividad general nos da la libertad de escoger las
coordenadas, por lo que estas singularidades podrian depender de la mala eleccién del
sistema de coordenadas. Para averiguarlo debemos preguntarnos acerca de cantidades
que no dependan del sistema de coordenadas, dichos objetos son los escalares. El
escalar de curvatura de la solucién de Schwarschild es cero en todos el espacio-tiempo,
por lo que no nos puede dar la informacién que necesitamos, y como el tensor de Ricci
también es cero debemos construir otro escalar con el tensor de Riemann (diferente
de cero pues la geometria no es plana). En particular, podemos definir el escalar de
Krestchmann como [11]

I = Ropu R, (1.109)

que en el caso de la solucion de Schwarszchild es

48 M*?

I=—7%

. (1.110)

De la ecuacién , es claro que el unico lugar que realmente es una patologia
real estd en r = 0 que representa lo que definimos como una singularidad fisica y no
depende de la eleccion de coordenadas. La superficie r = 2M representa una singula-
ridad debido a la eleccién de coordenadas; mas adelante veremos que efectivamente
un cambio de coordenadas elimina dicho problema.

Para interpretar fisicamente la regién r = 2M, definimos dos conceptos a partir
de los vectores de Killing. El primero es el concepto de observador estacionario. Se
define como aquel que se mueve siguiendo una trayectoria temportal cuyo vector
tangente es un campo vectorial de Killing. El segundo corresponde a un observador
estatico, decimos que un observador estacionario es estatico respecto a otro observador
estacionario si ambos siguen una trayectoria dada por el mismo campo de Killing [I1].

El siguiente andlisis fue hecho en base al recurso [I1] de la bibliografia. Podemos
calcular los vectores de Killing asociados a la métrica de Schwarzschild a partir de la
ecuacion . Notemos que debido a que la métrica no depende de ¢ y t existen
dos vectores de Killing triviales: k; = e, = (0,0,0,1) y k' = e¢; = (1,0,0,0). Con
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estos vectores de Killing podemos calcular las cantidades conservadas a partir de la

ecuacion ((1.98)), obteniendo

L. = kip, = gukp" = mu®gys = mr? sin®(0)¢ (1.111)

2M
— E =k'p, = gukip" =mu'gy = —m(l — —)t, (1.112)
r

que identificamos como el momento angular en la direccién z y la energia de la particu-
la. No es dificil imaginarse que los otros dos vectores de Killing representan a la
conservacion de [, y [, sin embargo, en las coordenadas de Schwarzschild no tienen
expresiones triviales.

Ahora con los vectores de Killing ya calculados podemos definir a los observadores
mencionados anteriormente. Gracias a la simetria esférica podemos pensar en un
movimiento paralelo al plano ecuatorial, por lo que el vector més general para un
observador estacionario es

1
u' = < (Kf + whky), (1.113)

donde N es una constante de normalizacién y w la velocidad angular asociada a
la coordenada ¢. Siguiendo la definicién de un observador estacionario, la ecuacién
debe representar a la cuadrivelocidad de una particula, por lo que debemos
pedir que u* sea temporal o nulo, es decir,

wfuy, = guutn’ = guu'u' + geputu® = gy + wgss, (1.114)
imponer que el vector sea temporaloide implica que u,u* < 0, encontrando la siguiente
relacion para w:

— Gt

w < . (1.115)
oo

Dado que w representa una cantidad fisica medible esta debe ser un nimero real,
por lo que si

r—2M

w < 5.
3 sin?(6)’

(1.116)
w sera un numero complejo si 7 < 2M. Este resultado muestra que no existen obser-
vadores estacionarios después de la region que representa r = 2M.

Ahora, si desearamos escribir la forma mas general para un observador estatico
dada la definicién anterior debemos escribir

1

est Nest k#? (1117>

donde N, es una constante de normalizacion. Dicho observador es estatico respecto
a otro estacionario, definido en la ecuacién ([1.113]). Al pedir que este vector sea
temporaloide encontramos que la superficie limite donde ningtin observador puede
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permanecer estatico respecto a un sistema referencia inercial es r = 2M, que coincide
con la superficie ya encontrada.

Estas propiedades nos ayudan a definir a la superficie r = 2M como aquella donde
ninguin observador puede ser estacionario ni estatico y donde el movimiento es hacia
la singularidad fisica r = 0. Esto tltimo lo veremos a continuacién. Para ello, debemos
observar la estructura causal de este espacio-tiempo calculando las geodésicas radiales
nulas, es decir, las trayectorias tipo luz. Asi, omitiendo la parte angular debemos
anular el elemento de linea, por lo que al tomar ds = 0 encontramos que [3]

2M oM\

0——(1——>dt2+ (1——) dr?. (1.118)

r r
De esta manera, vemos que ecuacion diferencial de las geodésicas nulas esta dada por

dt oM\ !
—=4(1-— 1.119
dr ( r ) ’ ( )

por tanto, al integrar obtenemos que
r

t=+ 2MIn |— —1 C 1.120
a1l e (1.120)

donde el signo positivo corresponde a geodésicas entrantes, el negativo a las salientes y
C es una constante de integracién. Con la ecuacion podemos graficar los conos
de luz correspondientes al espacio-tiempo de Schwarzschild. La posicién de estos se
puede ver en la figura . En ésta, podemos notar que r = 2M separa dos zonas. Por
un lado en el lado izquierdo los conos de luz estan totalmente degenerados y apuntan
hacia la singularidad fisica, por lo que cualquier particula que traspase (o este dentro
de) la superficie r = 2M estard obligada a alcanzar a la singularidad fisica en r» = 0 .
Del otro lado, tenemos que mientras mas nos alejamos de » = 2M los conos de luz se
asemejan mas a los de relatividad especial, que es un resultado esperado ya que hemos
pedido que la métrica sea asintoticamente plana. Finalmente, al acercarse a r = 2M,
comienzan a cerrarse influyendo causalmente en menos zonas del espacio-tiempo [14].
Lo anterior nos permite concluir que las dos zonas estdan desconectadas causalmente.
Por su parte, los conos de luz en la region » = 2M | que ahora en adelante llamaremos
horizonte de eventos, se encuentran totalmente cerrados, por lo que los rayos de luz no
pueden salir hacia infinito y no nos da informacion de aquellos rayos que se adentran
al interior del horizonte. Esto se debe principalmente a que empleamos coordenadas
de Schwarzschild para describir los conos de luz de la figura [14]. Para hacer més
evidente dicho efecto conviene analizar nuevamente a la métrica, a partir del elemento
de linea, es decir,

—ds* =dr* = (1 - %>dt2, (1.121)

r

donde hemos considerado radios constantes, ademés de eliminar la parte angular. Al
integrar dicha expresién obtenemos

AT = (1 - ﬂ) At. (1.122)
r
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Figura 1.1: Grafica de geodésicas radiales nulas en la métrica de Schwarzschild en
coordenadas de Schwarzschild. Que nos dan la orientacién de los conos de luz.

La ecuacion (|1.122]) nos da una comparacién entre el tiempo propio de un observador
estético y el tiempo coordenado (tiempo propio de un observador estatico en r — 00)
[6]. Si suponemos un observador que cae y envia una senal de periodo A7, podemos
comparar las senales que recibe un observador en infinito a partir de la ecuacién
. Notemos que cuando dicho observador se encuentra en el horizonte de eventos
la senal At tiende a infinito. Esto significa que el observador en infinito nunca vera a los
objetos atravesar la superficie del horizonte, pues las seniales emitidas por estos no son
capaces de llegar en un tiempo finito [14]. De esta manera, concluimos que dos eventos
separados por el horizonte de eventos estan causalmente desconectados. Por otro lado,
sabiendo que el periodo se relacionan con las frecuencias de dichas senales podemos
comparar las frecuencias emitidas y recibidas para distintos radios, encontrando que
estas senales sufren un corrimiento al rojo gravitacional. Lo anterior nos permite
deducir que la regiéon r = 2M corresponde a una superficie con corrimiento al rojo
infinito [6].

Llegado a este punto nuestra siguiente tarea consiste en estudiar lo ya anticipado,
es decir, que r = 2M corresponde a una singularidad de coordenadas. Para ello,
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definimos a r* como

r

r*=2MIn|{— —1 r 1.123

(357 -1) +7 (1.123)

Por su parte si 2M < r < oo entonces —oo < r* < 00, en particular r — 2M implica
r* — —oo. Ademas, es claro que para C' una constante, la ecuacién t + r* = C

corresponde a geodésicas nulas entrantes y salientes respectivamente [15]. De esta
forma, podemos definir la siguiente coordenada

u=t+r"—r, (1.124)

como la coordenada temporal recorre —oo < u < 00. Es facil ver que la nueva métrica
esta dada por

2M 4M 2M
ds® = — (1 - T) du® + ——dudr + (1 + 7) dr? + r?dSp?, (1.125)

donde con este cambio de variable hemos evidenciado que r = 2M corresponde a
una singularidad debido a las coordenadas, ya que esta superficie deja de ser singular
en la métrica . Ahora al buscar las geodésicas radiales nulas para describir
la estructura de los conos de luz, encontramos las siguientes expresiones para las
geodésicas

u=-—-r+C, (1.126)

donde C' es una constante de integracion y corresponde a las geodésicas salientes. Por
otro lado

u=r-+4MIn

,
— —1|+D 1.127
i 1]+ D (1127

siendo D otra constante, y define a las geodésicas entrantes. Podemos ver la nueva
orientacién de los conos en la figura . En ella logramos ver cémo ahora en es-
tas nuevas coordenadas los rayos de luz pueden atravesar el horizonte de eventos del
agujero negro y como nuevamente al atravesarlo, las particulas se mueven inevita-
blemente a la singularidad fisica. Por otro lado, al igual que para las coordenadas
anteriores al alejarnos del horizonte los conos de luz tienden a ser los de relatividad
especial.

Notemos que en este conjunto de coordenadas nos dan la informacién de los rayos
de luz que atraviesan el horizonte de eventos. Estas coordenadas reciben el nombre de
coordenadas de Eddington Finkelstein avanzadas. Por otro lado, aunque no haremos el
analisis a fondo podemos definir las coordenadas de Eddington Finkelstein retrasadas
que estan dadas por [14]

v=t—1r"4r. (1.128)

Que ahora describe a la coordenada temporal de geodésicas radiales nulas de fotones
salientes. Lo interesante de esto, es que los conos de luz nos dicen que las particulas
pueden salir del horizonte de eventos e ir hacia infinito. En contraste, éstas no pueden
volver al interior de este. Por lo que decimos que este conjunto de coordenadas describe
a la solucién de Schwarzschild en forma de un agujero blanco.



Introduccion 29

=M

Figura 1.2: Grafica de geodésicas radiales nulas en el espacio-tiempo de Schwarzschild,
en las coordenadas de la métrica (|1.125)).

Para finalizar la discusiéon sobre el agujero negro de Schwarzschild vale la pena
preguntarnos si esta solucion es tunica. De esta manera, podemos escribir el siguiente
elemento de linea

ds® = —A(r, t)dt* + B(r,t)dr* + r*dQ?, (1.129)
donde A y B son funciones de ¢ y r. Notemos que en este sentido, a diferencia de
cuando dedujimos la métrica de Schwarzschild, en esta ocasién solo pedimos simetria
esférica. Por lo que al resolver la ecuacion de campo, obtenemos la siguiente métrica

3]

IM oM\
ds? — —e2I® (1 _ _) dt® + (1 — _> dr?® + r2dQ?, (1.130)
T T

donde f(t) es una funcién arbitraria del tiempo. Pero si definimos a ¢’ como

t = / el Dt (1.131)

obtenemos nuevamente la métrica de Schwarzschild. A este resultado se le conoce
como el teorema de Birkhoff. Dicho teorema lo podemos enunciar de la siguiente ma-
nera, Toda solucion en vacio, es decir, T,,, = 0 con simetria esférica de las ecuaciones
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de FEinstein, es estdtica y asintoticamente plana [3]. En particular dicha descripccién
coincide con el espacio-tiempo de Schwarszchild. Por lo que la tnica solucién con
simetria esférica y en vacio de las ecuaciones de Einstein: es Schwarzschild.

Una vez estudiados los aspectos mas importantes de la solucion de Schwarzschild,
debemos mencionar que en la teoria de Einstein Hilbert existen mas soluciones que
describen agujeros negros. De esta manera, podemos definir a la soluciéon de Kerr
que describe un agujero negro con momento angular. Mas aun todos los agujeros
negros que son solucién de las ecuaciones de Einstein-Maxwell (al agregar el campo
electromagnético) estan completamente caracterizadas por 3 pardmetros: la masa M,
la carga ¢ y el momento angular a. Este resultado es conocido como el teorema de no-
pelo. Ademas, el elemento de linea de un agujero negro con carga y momento angular
estd dado por [16]

.2 2
—%(dt — asin®0dp)? + 81229(@2 +a?)de — adt)? + RK
donde R? = 7?2 +a%cos? 0y A = r?+a? —2Mr +q?. A la métrica se le conoce

como la métrica de Kerr-Newmann.

ds® = dr® + R*d6?, (1.132)

1.4. Cuantizacion del campo escalar en el espacio-
tiempo de Minkowski

Una vez vistas las caracteristicas principales de la relatividad general debemos
estudiar la teoria cuantica de campos. Como ya hemos mencionado, esta surge de la
incompatibilidad que hay entre la mecanica cuantica usual y la relatividad especial.

En esta seccién nos basaremos en las ideas extraidas recurso [I7] de la biblio-
grafia. Para comenzar con el estudio de la teorfa cuantica de campos hace falta ver él
formalismo detras de la teoria clasica de campos. En principio, en esta teoria debe-
mos identificar al campo ¢(x,t), que es funcién del espacio-tiempo, como la variable
dinamica. Por otro lado, sabemos que en mecéanica clésica la cantidad fundamental
es la accién, que escribimos como

S = /dtL, (1.133)

donde L es el lagrangiano de la teoria. En este punto todo es completamente analogo a
mecanica clésica, con la diferencia en que ahora el campo ¢(t, 7) es la variable dinami-
ca (como anticipamos). Por lo que en ese sentido podemos expresar al lagrangiano
como

L= /d?’:cﬁ, (1.134)

donde L es la densidad lagrangiana. Esta cantidad debe ser un funcional del campo
¢(x,t) y tnicamente de las primeras derivadas, es decir, d,¢(x,t). Reescribiendo a la
accion como

S = /d”‘:cﬁ(gp,augo). (1.135)
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Una vez construida la accién debemos calcular las ecuaciones de movimiento al
extremizar la accién, es decir, S = 0 (como ya lo hemos hecho para la accién de
Einstein Hilbert). De esta manera, obtenemos la siguiente ecuacién de movimiento

I7
. 0 <i) L (1.136)
. 8(5’”@) dp ’

que corresponde a la ecuacién de Euler Lagrange dado L£. Debemos notar que la
deduccion anterior esté contenida en el formalismo Lagrangiano que se encuentra
acorde a la relatividad especial, pues es claro que las expresiones ([1.135)) y ({1.136])
son invariantes de Lorentz. Sin embargo, una de las cantidades m&s importantes
en mecanica cuantica es el Hamiltoniano. Para los fines de esta tesis es importante
estudiar la teoria cuantica de campos abordando el formalismo Hamiltoniano en el
contexto de campos. Asi, definimos al momento canénico conjugado de ¢ como

oL
donde ¢ = 0;p. Podemos escribir a la densidad Hamiltoniana H como
H=np—L, (1.138)
que se relaciona con el Hamiltoniano H a través de
H = /d?’:z;”H. (1.139)

Otro punto importante, del cual ya hemos hablado cuando estudiamos el tensor
de energia momento, es el teorema de Noether. Este nos da una relacién entre las
simetrias continuas del sistema y cantidades conservadas. En concreto, por cada si-
metria continua en la que la densidad Lagrangiana no se modifique (que se traduce
en que la fisica del sistema no cambie), el teorema de Noether nos permite deducir la
cantidad conservada. Asi, considerando las siguientes transformaciones infinitesimales
[17]

o't =zt + oxt, (1.140)

donde x* es la coordenada espacio temporal, ™ es la coordenada transformada, y
dx* corresponde a la transformacién infinitesimal de las coordenadas.

(@) = p(z) + op(x), (1.141)
Con dp(x) que corresponde a la transformacién infinitesimal del campo.
L(z") = L(x)+ 0L(x), (1.142)

de la cual dL(z) se trata de la transformacién infinitesimal de la densidad Lagrangia-
na. Las transformaciones anteriores nos permiten calcular la corriente conservada de
Noether que esta dada por

JH = oL 4,0—( oL 890—5l’f£)6a7”, (1.143)

8(augp) 5’(%0) )
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si ademads, el campo y sus derivadas se anulan suficientemente rapido en infinito,
podemos escribir la siguiente cantidad conservada

Q= / Bz J°, (1.144)
v
donde V' corresponde al volumen de integraciéon. La cantidad ((1.144]) cumple que
dQ
— =0 1.145
o, (1145)

y en efecto define una cantidad conservada. Por ejemplo podemos calcular la cantidad
conservada para la invarianza ante traslaciones espaciotemporales, es decir, al tomar
la transformacién de coordenadas

't =gt — e, (1.146)
e identificar a la variacién infinitesimal como
oxt = =6t (1.147)

Ademas si el campo no cambia ante traslaciones, es decir, dp, = 0, la corriente
conservada estda dada por
oL
Jh =T = ———0,p — d" L. 1.148
v v a(augo) SO 14 ( )
Es claro que la corriente en la ecuacion ([1.148]) corresponde al tensor de energia
momento. Notemos que en este caso tenemos 4 cantidades conservadas asociadas a
la energia y el momento. Que a partir de la ecuacion (|1.144)) encontramos que estan
dadas por

P, = / d*2T°, (1.149)
Vv

que corresponden al cuadrimomento del campo.

1.4.1. Cuantizacion del campo escalar real en el espacio-tiempo
de Minkowski

Anteriormente hemos hablado de la teoria clasica de campos para un campo es-
calar. Ahora, debemos enfocarnos en la cuantizacion de éste. Recalcando que nos
centraremos en esta tesis en la cuantizacién de un campo escalar, pues es el tipo de
campo mas simple que podemos encontrar en la teoria cuantica de campos. En esa
direccién, conviene iniciar nuestro estudio por el campo escalar real.

Para comenzar a estudiar la dinamica del campo escalar real debemos comenzar
con una densidad Lagrangiana. La mas sencilla, cuyo término potencial es estable y
produzca ecuaciones de movimiento lineales, estd dado por

1 1
L= =51 0updup — 5m’¢’, (1.150)
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donde m es la masa del campo, cuya interpretacién veremos mas adelante. A partir

de la ecuacion ((1.136)) encontramos que
(00,0, —m*)p = (9,0" —m?*)p = 0, (1.151)

corresponde a la ecuaciéon de movimiento. A la ecuacion se le conoce como
el lagrangiano de Klein-Gordon, y a la expresion como la ecuacion de Klein-
Gordon.

Si ahora queremos construir el Hamiltoniano, el primer paso es escribir el momento
canonico conjugado. De la ecuacién ((1.137]) obtenemos que

oL

= a5 ¥ (1.152)

™

que nos permitira construir a partir de la ecuacion (|1.138)) la densidad Hamiltoniana.
Esta se puede escribir como [17]

M= (4 (Vo) + '), (1.153)
donde Vi, se refiere al vector gradiente de .

Una vez construidas las cantidades anteriores, podemos comenzar con el proceso
de cuantizacion. El método que usaremos a lo largo de esta tesis es conocido como
cuantizacion canonica. En analogia a la mecédnica cuantica donde existe una rela-
cién de conmutacién entre el operador de momento y de posicién [I]. Asi, debemos
promover a operadores al campo ¢ y su momento canénico conjugado 7 que denota-
remos ahora en adelante como ¢ y 7. Siguiendo la analogia imponemos las siguientes
relaciones de conmutacion

[2(Z, 1), 7 (5, 1)] = i6*(Z — 1), (1.154)

[6,¢] = [7,7] =0, (1.155)

es importante recalcar que todos los conmutadores deben ser evaluadas a mismos
tiempos. Por otro lado, aunque ya sabemos que la ecuacién de movimiento clésica
estd dada por la ecuacién de Klein-Gordon debemos corroborar que esta coincide
con la ecuacién de movimiento cuantica. Para ello, recordemos que en el cuadro
de Heisenberg los operadores son los que evolucionan en el tiempo, a diferencia del
cuadro de Schrodinger donde son las funciones de onda. De esta manera, la ecuacion
de movimiento para un operador O(t) estd dada por [18]

i9,0 = [0, H], (1.156)

donde H es el operador Hamiltoniano. A la ecuacién ((1.156]) se le conoce como la
ecuacion de Heisenberg. Asi, a partir de la densidad Hamiltoniana para el campo de
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Klein Gordon deducida en (|1.153)) escribimos
0,p(Z,t) = |Q(, ¢ d31A2*t Vo, t))? 2%yt
¢ th(Q?, >_ (,0(37, )7 y2(7T (y> >+( gO(y, )) +m ¥ <y7 )
1

_ §/d3y[¢(f, t),72(§,t)]

= 1/d3y{ff(37, OIP(T, 1), 7(,8)] + [2(Z, 1), #(F, )] 7 (7, 1) }

por lo que la ecuacién de movimiento para ¢ es
Op(Z,t) = (2, t). (1.157)

Si seguimos un procedimiento andlogo podemos llegar a que la ecuacién de movimiento
para 7 esta dada por
O (T, t) = —(=V? + m?)p(T, 1), (1.158)

donde V2 es el operador laplaciano. Finalmente, al juntar las ecuaciones (1.157)) y
(1.158]), obtenemos

(=0} +V? —m?)p(T,t) = (0,0" — m*)$(F,t) = 0, (1.159)

concluyendo que la ecuacién de movimiento cuantica coincide con la ecuaciéon de
Klein-Gordon [1§].

Con la ecuacién de movimiento para el operador de campo, nuestro siguiente
objetivo es resolver la ecuacion de Klein-Gordon. Que esta ecuacion sea lineal nos
permite expandir en modos de Fourier, por lo que podemos escribir

nfo d3p PG A
gO(.fU,t) :/WNPEP ap(t), (1160)

donde p’ corresponde al vector de onda de la expansion, N, es un factor de norma-
lizacién y a,(t) es un coeficiente de Fourier dependiente del tiempo que da caracter
de operador al operador de campo ¢. Si sustituimos la expansiéon de Fourier en la
ecuacion (|1.159)), obtenemos la siguiente ecuacién de movimiento para a,(t)

(0F + [p* + m*)a(p.t) = 0. (1.161)
Si definimos la relacién de dispersién relativista, la energia E, estd dada por

E, = VI[p]* +m?, (1.162)

y es claro que podemos escribir a a,(t) como

ap(t) = alVe Pt + alP e, (1.163)
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con d,(g ) y a]() ) son operadores independientes del tiempo. Asi, al sustituir en la ecua-

cién ([1.160]) y simplificando haciendo un cambio de variable de p'a —p’en el segundo

término obtenemos que

al o d3p A pire 2) —ip-x
90(95775):/WN11(G(1) P4 ale ) > (1.164)
pOZEp

donde p -z = p,x*. Como hemos dicho al principio, nos interesa cuantizar un campo
escalar real, por lo que se debe cumplir que ¢ = ¢*. Dicha condicién se traduce a que
el operador de campo sea hermitico, es decir, ¢ = 4! de esta forma a( ) — = (a (1 ))L = a;,.
Ademaés, el valor de N, lo fijamos de tal forma que ¢(Z, t) sea un 1nvar1ante relativista.
Asi, encontramos que al operador de campo lo podemos escribir como

(T, t) = / ﬂL(a ePT 4 Gl e PT) (1.165)
’ (2m)3 2B, " P P, '
y por tanto, el momento canénico conjugado esta dado por
dp |E 4 4
#(2,t) = —i =P (g,eT — gle P 1.166
#0 = [ G\ G ) (1.166)

En este punto hay varias cosas a recalcar: primero es que a partir de la ecuacion
(1.165)) podemos definir los modos de frecuencia positiva y negativa a partir del tiem-
pot,conw >0y w <0 [20] . Otra cosa es que la ecuacién de movimiento en ((1.161])
corresponde a la de un oscilador arménico con frecuencia E, [18]. Esto significa que
cuantizar un campo libre es obtener el espectro para osciladores armonicos desaco-
plados en cada punto del espacio-tiempo. Por otro lado, recordando la relacién de
dispersién dada en , es claro que la podemos reescribir de la siguiente forma

pup = —m?, (1.167)

qué escrita como en la ttlima expresién podemos verlo como un invariante relativista
construido por el cuadrimomento p* de una particula con masa m. Més adelante
veremos qué quiere decir este resultado.

Ahora centrémonos en los operadores a, y &L. Como hemos mencionado la ecuacion
de movimiento para a,(t) corresponde a la de un oscilador arménico desacoplado,
por lo que los operadores a, y EL;E tienen la forma de ser operadores de creacién
y aniquilacién. De esta forma, dichos operadores deberian tener ciertas reglas de
conmutacién caracteristicas de un oscilador arménico [17]. Para verlo sustituimos las

ecuaciones ([1.165]) y (1.166|) en el conmutador ([1.154]), obteniendo

d? d3 1 -
010,360 = =i | [ el 7199 — ol
q p

+ [&;7 dq]e%(—perq-y) _ [djﬂ &;]e—i(p'ﬂc-kq-y))‘

(1.168)
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Si sabemos que [H(T,t), 7 (7, t)] = i0*(T — ¥), es facil ver que se debe debe de cumplir
que [1§]

. af] = (2755~ @) (1.169)

a,, 4, = lal,all =0, 1.170
Py g P’ g

donde las expresiones (1.169) y (1.170) son las relaciones de conmutacién de los
operadores de creacion y aniquilaciéon de un oscilador armonico. De esta manera,
las excitaciones del campo estan caracterizadas por el espectro de osciladores en cada
punto del espacio-tiempo.

Una vez definidos los operadores a, y d;r), nuestra siguiente tarea es construir el
espacio de Fock, qué representa la suma directa de productos tensoriales de espacios
de Hilbert de n particulas. Para ello definimos el vacio |0) tal que, para todo p se
cumple lo siguiente

i, |0) = 0. (1.171)

Por lo que para este estado no existe ningin oscilador excitado. Posteriormente de-
bemos definir al estado [p) como

9) = V/2E,a} |0) (1.172)

donde (/2E, es un factor que agregamos por normalizacién. Al estado se le
conoce como el estado de una particula. Mas adelante veremos que dicho nombre
hace referencia a que estos estados describen a una particula bosénica, con momento
p, energia E, y espin cero. Lo anterior nos dice que las excitaciones del campo es-
calar producen particulas con dichas caracterisiticas. Finalmente debemos definir los
estados multiparticula que para n particulas estan dados por

n

B, s ) = [ [ V2En @, 10) (1.173)

=1

Ya con los estados de particula, nuestro siguiente objetivo es estudiar el espectro
de los eigenestados del Hamiltoniano. Para ello debemos encontrar una expresion del
Hamiltoniano en términos de los operadores de creacién y aniquilacién. Al sustituir
las expresiones (|1.165) y (1.166)), en la ecuacién (1.153)) obtenemos

. &p E
H:/ P20 (4,08 + alay). (1.174)

La ecuacién es un resultado esperado, pues tiene la forma del Hamiltoniano
de un oscilador arménico. Sin embargo, debemos notar que hay un problema pues
un oscilador arménico cuantico posee una energia de vacio diferente de cero. En ese
sentido dicha energia se suma por cada oscilador, por lo que si hay uno por cada
punto del espacio-tiempo esta energia es infinita. Para ver esto hace falta calcular el
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eigenvalor de la energia del estado |0). De esta manera, encontramos

110 = [ 55 E;(yr;w 210

e
-/ (Zﬁﬁg%@w%g’(m o).

donde usamos la relacién de conmutacion . De la ecuacion 1)) podemos ver
lo anticipado, es decir, que la energia diverge. Lo anterior, aunque sea problemético
tiene una solucion y estd en el hecho de que nosotros medimos las diferencias de energia
de los eigenestados. Por tanto, para resolver, debemos reordenar los niveles de energia
con respecto a la energia de vacio. Asi, el Hamiltoniano después del reordenamiento
esta dado por

d3p At
H — El)ac = WEPGPCLP’ (1175)

donde Eue = [ b 2 (2m)%5%(0).

Para evitar este tipo divergencias conviene definir al orden normal, que simple-
mente coloca todos los operadores de aniquilacion a la derecha y nos permite medir
ya las diferencias de cualquier cantidad. De esta manera, definimos al Hamiltoniano

en orden normal como [1§]

- &*p E,, . i d’p E, .
:H::/ (- apal : +:ala, )—/<27T) 5 —(ala, + alay)

d3p
_ ata
= / 27)? Epapap

Por otro lado, podemos escribir al operador de momento : pr (va en orden
normal), a partir de la ecuacién , nuevamente en términos de los operadores
de creacién y aniquilaciéon. Al sustituir como hicimos en el caso anterior, podemos ver
que

(1.176)

. d3p R
. Pt ::/(2 )Bp“ ala (1.177)

Finalmente, a partir de las relaciones de conmutacion es posible encontrar lo si-
guiente

PR p) = p" |p) (1.178)
H:|p)=E,|p), (1.179)

que corrobora que |p) es un eigenestado de la energia y del momento. Por tanto
corresponden a estados de particulas con momento p'y energia F,. Para comprobar
que efectivamente dichas particulas tienen espin cero hace falta construir el operador
de momento angular J. Como se puede ver en la referencia [I7], la tinica contribucién
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del operador de momento angular es el momento angular orbital L, concluyendo que
la contribucién de espin es nula y, por tanto, las particulas que estudiamos durante
esta seccion tienen espin cero.

Ahora, hace falta definir al propagador de Feynman, el cual nos da una medida de
como evolucionan los estados de particula. Esto lo podemos ver calculando el siguiente
valor de expectacién

Dp(z —y) = (0| T{p(x)$(y)}|0) (1.180)
donde
T{p(x)(y)} = (=" — ) (0 4 (2)(y) [0) + 0(y° — %) (0] p(y) () |0) ,
define al orden temportal y 8(x) es la funcién de Heavyside dada por [1§]

1 s2 >0
0(x) =
0 st <.

La expresion ((1.180]) nos da la amplitud la probabilidad de que una particula que esta
en z se propague a y. Al desarrollar la expresion ((1.180]) obtenemos [1§]

d*p i ,
Dp(z —y) = e Py, 1.181
F( y) / (27’(’)4 pg — m2 +ie ( )
donde € es un término que agregamos por hacer una integral de contorno y evitar a
los polos en £E,.

1.4.2. Cuantizacion del campo escalar complejo en el espacio-
tiempo de Minkowski

Ya estudiado el campo escalar real, nos enfocaremos ahora en estudiar el campo
escalar complejo. En general, sabemos que un campo escalar complejo cumple que
» # ¢f, es decir, un campo no hermitico, por lo que en principio ¢ y ¢ son dos
campos independientes.

Como ya hicimos con el campo escalar real, debemos partir de una densidad
lagrangiana que conviene escribir de la siguiente manera

L= —n"0,p0,0" —m?ppt. (1.182)

Con la ecuacién ([1.182) es posible encontrar los momentos canénicos conjugados,

obteniendo _
=g, (1.183)

it =5 (1.184)

Gracias a las ecuaciones (1.183) y ([1.184)), hallamos que el Hamiltoniano estd dado
por [19]

H = /d%(frffr + 0;0T0'p + m*pi ). (1.185)
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Es claro que la expresién ([1.185]) corresponde a un operador hermitiano, es decir,
H = H'. Con ayuda del Hamiltoniano y de la ecuacién de Heisenberg, podemos
calcular las siguientes ecuaciones de movimiento

(0,0" —m*)@ =0, (1.186)

(0,0 —m*)¢" = 0. (1.187)

Dicho lo anterior, debemos imponer relaciones de conmutacién como ya hicimos,
encontrando

[p(@, ), 7 (7, 1)] = [¢"(&, 1), 71(7,1)] = i0°(7 — ). (1.188)

Por otro lado, los otros conmutadores son cero.
En analogia con el campo escalar real, nuestro siguiente objetivo consiste en es-
tudiar la expansion del campo. Asi, es facil ver que

d3p 1 4 .
H(Tt) = | ———=a,e PT 4 bleP? , 1.189
o@n) = [ ks TEP( o i) - (1159
dgp 1 ( . A .
H(T, 1) = / al e 4+ b em) 1.190
90( ) (27’(’)3 \/E p p W=E, ( )

De las ecuaciones (1.189) y (1.190), podemos notar que existen dos conjuntos de
operadores de creacion y aniquilacién a, y lA)p, siendo una consecuencia inmediata de
que el operador no sea hermitico. Es posible demostrar que estos operadores siguen
las siguientes relaciones de conmutacién

[dmd;;/] = [Epvl;;:/] = (277)35(17_17)7 (1.191)

con las otras relaciones de conmutacion cero.

El significado fisico de estos dos operadores son dos particulas independientes con
la misma masa m. Para ver como se relacionan estos tipos de particulas hace falta
analizar una simetria en el lagrangiano que no se encuentra en el campo escalar real.
Para ello, debemos tomar las siguientes tranformaciones

Q' — pet (1.192)

't — ple™, (1.193)

donde « es una pardmetro de la variacion. Como ya vimos podemos encontrar una
corriente conservada

Tt = —il(0"¢")¢ — (0"9)¢T], (1.194)

con el respectivo operador de carga

Q= /d%JO = —z’/d?’:z:(frg& — #tph. (1.195)
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Si calculamos en términos de los operadores de creacién y aniquilacion el operador de
carga (en orden normal) encontramos

Ay A

A a3
:Q;:/m};g(agaﬁ— 15,). (1.196)

El operador : Q : conmuta con el Hamiltoniano, encontrando que estas particulas
tienen un numero cuantico extra: la carga. Por tanto, las particulas asociadas a a,
tienen energia E,, momento p, espin cero y carga +1. Por su parte, las asociadas a
I;p difieren Unicamente en tener carga —1. Definimos asi, a las particulas asociadas a
IA)p como las antiparticulas de las particulas asociadas a a,. Para finalizar hace falta
escribir el operador de cuadrimomento en los operadores de creacion y aniquilacion.

Asi

~ d3p . A
pr= / (27T)3p“(a;r)ap+b;bp). (1.197)

Vale la pena mencionar la existencia de otros tipos de campos, el espinorial y el
vectorial. Estos campos al cuantizarse describen particulas de espin 1/2 (fermiones)
y de espin 1 (bosones) respectivamente. Dando una descripccion ahora de particulas
como los electrones y los fotones. [17, [18]



Capitulo 2

Cuantizacion en fondos cuvos y
Radiacion de Hawking

En este capitulo estudiaremos la cuantizacion de un campo escalar en una geo-
metria arbitraria, viendo las grandes diferencias que existen con respecto al caso
plano. La principal diferencia radica en las diversas nociones de vacio que aparecen
de las diferentes formas de expansion del campo, que a través de las transformacio-
nes de Bogoliuvob podemos conectar. Para ver lo anterior utilizaremos el proceso de
cuantizacion canoénica que desarrollamos en el primer capitulo.

Mas adelante podemos aplicar la cuantizacién canénica en fondos curvos para dos
ejemplos concretos: El efecto Unruh y la radiacién de Hawking, siendo este tltimo el
resultado més importante de la teoria cuantica de campos en fondos curvos [20].

2.1. Cuantizacién del campo escalar en un fondo
curvo

En el capitulo anterior hemos utilizado el proceso de cuantizacién canénica de un
campo escalar en el espacio-tiempo de Minkowski. Nuestro siguiente objetivo es uti-
lizar dicho método en una geometria arbitraria. Conviene esbozar de forma general
los pasos a seguir. En principio debemos modificar la densidad Lagrangiana inter-
cambiando la métrica n* por g"” (una métrica de la cual més adelante hablaremos).
Por otro lado, para obtener invarianza bajo cambios de coordenadas a nivel de la
accion agregamos a ésta la raiz del determinante de las componentes de la métrica,
v/—g. También, sustituimos a las derivadas parciales 0, por derivadas covariantes V,,.
Con estos cambios en la accidn, estamos en condiciones para obtener las ecuaciones
de movimiento a nivel clasico y encontrar la expresién del campo. El siguiente paso
es definir el momento candnico conjugado y el Hamiltoniano que nos seran de gran
ayuda para el proceso de cuantizacion canoénica del campo escalar, en el cual proce-
deremos de manera analoga al capitulo anterior, es decir, promover a operadores al
campo y su respectivo momento para imponer las relaciones de conmutacion entre
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estos operadores. Finalmente, seguimos con la construccion del espacio de Fock, que
consiste en definir el vacio y los estados de particula a partir de los operadores de
creaciéon. En este tltimo punto se encuentra la gran diferencia con respecto al caso
plano. Pues como veremos mas adelante, al no existir las simetrias del espacio-tiempo
plano (invarianza de Poincaré), tenemos que tener cuidado para definir los estados de
particula y el vacio. [21], 22] 23].

De esta manera, con los pasos que ya hemos mencionado podemos generalizar la
accién de Klein-Gordon para una métrica g, como [21]

5= / d*2v/=g(g""V Vo +mp), (2.1)

donde m corresponde nuevamente a la masa del campo. Por su parte, la ecuacion de
movimiento obtenida de la accién (2.1)) estd dada por

(9"'V,V, —m?)p = 0. (2.2)

A la ecuacién de movimiento (2.2) se le conoce como acoplamiento minimo, pues
corresponde a la expresion mas sencilla que incluye la interaccion del campo ¢ y al
campo gravitacional g, .

En este punto debemos mencionar que la ecuacion tendra una formulacion
de valores iniciales bien comportada (es decir, dadas las condiciones iniciales del
campo se pueda determinar de forma tnica la evolucién de este) en un espacio-tiempo
globalmente hiperbdlico. Esto quiere decir que siempre podemos hacer una foliacion
del espacio-tiempo en hipersuperficies espaciales, o bien llamadas hipersuperficies de
Cauchy, que se encuentran caracterizadas por un tiempo ¢ y denotamos por ¥, [24].

Si definimos a la métrica espacial tridimensional h;; asociada a la hipersuperficie
3. Hace falta tnicamente describir el espacio-tiempo entre dichas foliaciones. Para
ello, debemos definir al vector t* que conecta a las rebanadas de la foliacién . En
general dicho vector no es ortogonal a >, ya que las coordenadas espaciales no son
necesariamente invariantes al ser transportadas a lo largo de este vector. Por tanto,
conviene separar al vector d; en su parte normal y tangencial a ¥, obteniendo [24]

th = aNH + B, (2.3)

donde a es un escalar conocido como funcion de lapso, N* es el vector unitario normal
a Y y " el vector de corrimiento que es tangencial a la misma superficie. Por su
parte la métrica puede ser escrita en funcién de «, 5°, h;; de la siguiente forma [9]

ds® = (—a® + B;8")dt* + 2B,dtda’ + hijda'da’. (2.4)

Si defininimos la funcién escalar ¢ que caracteriza a cada foliacion, el vector normal
esta dado por N, = —aV .t [9] y, por tanto

N, = (-a,0,0,0), N* = (1/a, —f"/a). (2.5)
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Un concepto ttil que no abordamos durante la cuantizacién del campo escalar en
el espacio-tiempo de Minkowski, es el producto interno de dos soluciones (incluyendo
soluciones complejas) de Klein-Gordon que estd dado por [24] 25]

(02 @), = i /E IV 6 — (V,007)6), (2.6)

donde ¢ y ¢ son soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon, h es el determinante de
la métrica inducida h;; y dX* = d*zN* el elemento diferencial de la hipersuperficie.
Veamos ahora que este producto interno no depende de la hipersuperficie elegida, por
lo que al escribir

(0 )51 — (9. 0)sy = i / IV 6 — (V™))

31

_i / IS VRV 06 — (Vi) 0).

Si ademas, estas se anulan en el infinito espacial, podemos reescribir la expresion
anterior como [21]

(907 ¢)E1 - (907 ¢)22 = 7’/ dEM\/E(SO*vM¢ - (VMQO*)¢),
v

donde V' es el volumen confinado por las hipersuperficies ¥, y Y5, OV denota a la

frontera de todo el volumen. A partir del teorema de Gauss hallamos que

(0, &)1 — (0, D)y =i /V 0/ =gV (7Y 6 — (V,0)0)

= Z/ d'ay/=g(p*m*¢ — m*p* )
\%
=0,

probando que este producto interno no depende de la hipersuperficie tomada, por lo
que ahora en adelante omitiremos el subindice de la hipersuperficie.

Gracias al producto interior, es natural definir { f;, fj’f‘} como una base ortonormal
del espacio de soluciones, es decir, que cumple las siguientes reglas de ortonormaliza-
cién

(fivfj) = 51'3', (fi*,f;) = —51']', (fhf;) =0, (2-7)
donde el indice i definird el niimero cudntico que etiqueta a la base [23] que para este
caso denotaran niumeros discretos. Posteriormente, cambiaremos dicho indice a uno
continuo como hicimos en el primer capitulo, y este denotard el momento p.

Hasta ahora el proceso de cuantizacién ha sido completamente andlogo al caso
plano sin embargo, llegado a este punto debemos hacer ciertas consideraciones. En
principio, cuando construimos la teoria cuantica de campos en el espacio tiempo de
Minkowski, tal como se menciona en [23], la invarianza de Poincaré juega un papel cla-
ve. Pues elegimos una representacién (para las relaciones de conmutacién candnicas)
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preferencial en la cual se tiene un estado de vacio invariante ante transformaciones de
Poincaré. Por su parte, en un espacio-tiempo curvo no existe un criterio similar, por
lo que en principio no existe ningun criterio para elegir entre bases [27]. Otro factor
a tomar en cuenta es que en un espacio-tiempo general no existe un operador de
traslaciones temporales, en contraste con el espacio-tiempo plano. Como se menciona

n [27], la interpretacién de particulas y de vacio dependen fuertemente de descom-
poner al campo en modos de frecuencia positiva y negativa que, a su vez, depende
de la existencia de una simetria ante traslaciones temporales en el espacio-tiempo de
Minkowski. Lo anterior implica que en un espacio-tiempo arbitrario sin simetrias no
existe una nocioén natural de particulas o de un estado de vacio.

Por otro lado, es facil ver que el momento candnico conjugado esta dado por

™= \/__gguoau% (2.8)
que en términos del vector normal reescribimos como

T = \/ENMaMQO. (2.9)
El Hamiltoniano por su parte se puede escribir como

_ 1 3, T (T 0ig \ o , — 2 2
H—Q/d x(goo(\/_—g g 81g0> V—99"0,p0;0 + /—gmZp~ |. (2.10)

De forma andloga podemos iniciar el proceso de cuantizacién al promover a ope-
radores las variables dinamicas e imponer las siguientes relaciones de conmutacion

(@, 1), 7 (5,1)] = i6*(Z — 1), (2.11)

[95’ 95] = [ﬁ-’ ﬁ-] =0. (2.12)

Retomemos a la base {f;, f7}. En analogfa con lo hecho para el caso plano definimos
el operador de aniquilacién, a;, como [24]

(fir ) = ay, (2.13)
y el correspondiente operador de creacion, dj», de la siguiente forma
—(f;,¢) = al. (2.14)

Es claro que en las ecuaciones 1' y 1) los operadores a; y &j» se encuentran en
funcion del operador de campo y del momento. Por lo que a partir de las relaciones

de conmutacion entre éstos, es posible ver que se traducen para a; y &ZT como [24]

s, al] = [(fi0), —(f7, 0)] = —i/zdsw\/ﬁN”(fi*(Vufj) — (VD) f5) = (fis £3) = 645
(2.15)
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Por otro lado, es facil ver que
[dh dj] = [djv d;r] =0, (2'16>
y corresponden nuevamente a las relaciones de conmutacién de un oscilador arménico.
Antes de definir concretamente el correspondiente espacio Fock, en el cual actuaran
los operadores @; y G, mencionamos la importancia de la invarianza de Poincaré para
definir el estado de vacio y de particulas. En particular, la invarianza ante traslacio-
nes temporales que nos permite definir modos de frecuencia positiva. Esto tltimo lo
podemos ver explicitamente al tomar los modos que utilizamos en el capitulo anterior,
pues es facil ver que cumplen la siguiente ecuacion de eigenvalores [26]
Owuy, = —iEyu,, (2.17)
donde u,, estd dado por
u, = ! e, (2.18)
V2E,
con E, > 0, y donde el operador 0, es el generador de traslaciones temporales. De
esta forma, para el caso plano, definimos los modos de frecuencia positiva, que co-
mo anticipamos, se relacionan directamente en como definimos el estado de vacio
y los posteriores estados de particula [28]. En contraste, cuando trabajamos en un
espacio-tiempo arbitrario tenemos condiciones diferentes. El espacio-tiempo deja de
ser invariante bajo transformaciones de Poincaré, en particular, la invarianza ante ba-
jo traslaciones temporales desaparece y, por tanto, el generador asociado. En general,
no podemos definir modos de frecuencia positivos correctamente, por lo que no existe
una nocién de vacio unica. Mas ain, al no existir una eleccién de vacio preferencial,
tenemos la libertad de definir una nueva base de modos {4;, %} } que induce un nuevo
estado de vacio y adquiere la misma importancia que la usada anteriormente [20]. Asi,
concluimos que la eleccién de los modos de la expansién del campo no es tinica. Mas
adelante veremos que condiciones necesitamos para generalizar la nocién de vacio y
particulas.
Si ahora definimos a una nueva base de soluciones {1;, wj}, los nuevos operadores
de creacion y aniquilacion estdan dados por

(5, ) = by, (2.19)
— (¥}, ) = b, (2.20)

donde l;; y l;j son los operadores de creacion y aniquilacién respectivamente. El campo
por su parte, es claro que lo podemos escribir en términos de {f;, f;} v {¢,%}} como

o= (aifi+alfl) ="y (b + b)) (2.21)

? J

Notemos que en este punto se pueden definir dos estados de vacio dadas las dos
expansiones. De esta manera, escribimos al vacio [0y), tal que

a; |07) =0, (2.22)
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y al vacio |0y) como aquel que cumple
b [0,) = 0, (2.23)

para todo 7. Posteriormente, los estados de partiucla se definen a partir de los ope-
radores de creacién actuando en los vacios correspondientes. Por tanto, vemos que la
nocién del vacio no es tnica tal como anticipamos [21], 23].

Antes de continuar, debemos discutir sobre la unicidad del vacio y la existencia
de estados de particula. Como ya hemos dicho en un espacio-tiempo curvo general
no existe ninguna simetria, por lo que no podemos hablar de una representacién
preferencial donde, para el caso plano, elegimos un estado invariante de Poincaré.
Sin embargo, podemos hacer una excepccion al tener una geometria estacionaria. Un
espacio-tiempo estacionario tiene un vector de Killing &k temporal [24] [26]. Asi, existe
una simetria ante traslaciones temporales y generaliza la nocién de un vacio tnico y
de particulas como mencionamos para el espacio-tiempo de Minkowski. Esto se debe
a que podemos definir los modos de frecuencia positiva, por lo que construiremos el
espacio de Fock a partir de los modos {¢;, ¢f} que cumplan la siguiente condicién [26]

k10,0 = —iE,d;, (2.24)

es decir, aquellas que son eigenfunciones de la direccional con respecto al vector k* que
ahora define el operador de traslaciones temporales. Es claro que la ecuacién ([2.24)
en el caso de Minkowski se convierte en . Sabemos que de forma general no
existe esta situaciéon en un espacio-tiempo arbitrario, por lo que es comun tratar este
problema suponiendo que la geometria es estacionaria durante algunos intervalos de
tiempo, es decir, en el pasado asintotico o bien el futuro asintético. Esta aproximacion
define al concepto de particula como estados asintéticos. Sin embargo, esto puede
significar que los modos no sean los mismos de una seccién a otra, permitiendo una
mezcla entre los modos de frecuencia positiva y negativa [26].

Ya hemos hablado de como podemos expandir al operador con diferentes bases,
por lo que es natural preguntarnos acerca de las transformaciones que conectan a
ambas bases. Estas se conocen como Transformaciones de Bogoliubov. Asi, dada una
base expresamos al elemento 1; en términos de la base {f;.f;} como [21]

V; = Z(ajifi + Bjifi), (2.25)

donde ay; y Bj; son coeficientes complejos conocidos como coeficientes de Bogoliubov.
Usando el producto interno de Klein-Gordon es facil ver que [23]

(fi, ¥5) = s, (2.26)
(fi45) = —Bjis (2.27)

Por otro lado, es facil demostrar a partir de las relaciones de ortonormalizacion y uti-
lizando la definicién explicita del producto interno, que los coeficientes de Bogoliuvob



Cuantizacion en fondos cuvos y Radiacion de Hawking 47

cumplen lo siguiente [21], 23]

Z(aﬂazl Bﬂﬂzl> ]17 (228>

l

Z(Oéjzau — BjBix) = 0. (2.29)

l

Gracias a esto podemos calcular la transformacion inversa, encontrando que

fi=> (e — Biiv}). (2.30)

J

Es claro que con estas expresiones, si 3;; = 0, los modos de frecuencias positivas bajo
estas transformaciones mandan a modos de frecuencias positivas, con el entendido de
que trabajamos en un espacio-tiempo estacionario.

Ademas, es posible relacionar ambos conjuntos de operadores de aniquilacion a
partir de los coeficientes de Bogoliubov, encontrando [23]

a; = Z(i)jaji + l;;ﬁjz)a (2.31)
J

l;j = Z(dia;i - dlﬁ}})‘ (2.32)

Como ya hemos dicho, las dos expansiones del campo definen dos espacios de Fock.
Por tanto, podemos calcular como actian los operadores de aniquilaciéon en el vacio
correspondiente a los otros modos, es decir [23],

&i |01/}> = Z(b aﬂ bT/BJZ |O¢ Z Jiog |0¢ (233)

J

que es diferente de cero siempre y cuando exista algin §;; # 0. Si ahora definimos
al operador de nimero como Ny, = dgdi, encontramos que el valor de expectacion de
este operador en el estado de vacio |0y) es [21]

(0g] Ng, 04 = 185l (2.34)
j

Nuevamente es claro que si 8 = 0, el nimero de particulas es cero y, por tanto,
ambas nociones de vacio coinciden. En contraste, 3;; # 0 nos dice que estado de vacio
para los modos v; se percibe como un estado excitado en el espacio de Fock que
definen los modos f;.

Como mencionamos en el espacio-tiempo de Minkowski la invarianza ante transfor-
maciones de Poincaré nos permite definir al espacio de Fock y los estados de particula
para todos los observadores inerciales [23]. En principio, esto sucede cuando los mo-
dos estan conectados a partir de una transformacion de Lorentz o bien un cambio de
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coordenadas que mantengan la condicién §;; = 0 [26]. También, podemos generalizar
esta definiciéon para un espacio-tiempo estacionario, por lo que en ésta tesis nos enfo-
caremos a cuantizar el campo escalar en geometrias con esta simetria. Sin embargo,
un paso intermedio es el Efecto Unruh que aunque en este no estemos trabajando en
un espacio-tiempo curvo (seguimos en Minkowski) podemos comparar dos nociones
de vacio que aparecen por utilizar diferentes generadores de traslaciones temporales

27].

2.2. Efecto Unruh

Anteriormente estudiamos el proceso de cuantizacién candnica de un campo es-
calar libre en un espacio-tiempo curvo bajo ciertas condiciones. Sin embargo, antes
de aplicarlo para una métrica concreta, conviene dar un paso intermedio, por lo que
ahora estudiaremos el efecto Unruh. Este predice la deteccién de particulas cuando
el campo esta en el estado de vacio en el sistema inercial en comparacién con un ob-
servador que se encuentra en aceleracion propia constante, dentro del espacio-tiempo
de Minkowski. Mas aun, en dicha deteccion el observador mide una distribucién de
Bose-Einstein correspondiente a un bano térmico con temperatura proporcional a la
aceleracion propia [22].

Vale la pena recalcar que todo el desarrollo que haremos se encuentra en el espacio-
tiempo plano con la diferencia de que ahora estudiaremos la cuantizacion desde un
sistema de coordenadas cuyo significado fisico esta en relacién con observadores ace-
lerados [20]. Asi, encontramos que para este caso existen dos nociones de vacio que
no coinciden.

Esta seccién esta basada en su mayoria por la referencia [22] de la bibliografia.
Dicho esto, nuestro primer objetivo es describir la trayectoria de una particula mo-
viéndose con aceleracion propia constante, es decir, la que se encuentra medida desde
el sistema de referencia de la misma particula. Esta es la definicién de un movimiento
uniformemente acelerado en relatividad especial. Se debe recordar que la aceleracion,
es decir, dv'/dt no puede ser constante, ya que la velocidad debe cumplir v < 1. Por
otro lado, del capitulo anterior la cuadrivelocidad u* esta dada por

7dx“
- dr’

(2.35)

ut

donde x* es la linea de mundo de los objetos acelerados y 7 el tiempo propio. Ademas,
ut cumple la siguiente condicion

u,ut = —1. (2.36)
De igual manera definimos a la cuadriaceleracién

dut d?

b —- =
“ dr dr?

(2.37)
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Por otro lado, a partir de la ecuacién (2.36)) es posible encontrar que
uta, =0, (2.38)

si consideramos ahora el sistema de referencia comévil u* = (1,0,0,0), es claro que
ap = 0. Asi, tenemos que
2
a,at = —a’, (2.39)

donde a es la magnitud del vector tridimensional asociado a la aceleracién propia.
Al integrar estas ecuaciones diferenciales e imponer condiciones iniciales la linea de
mundo de un observador uniformemente acelerado estd dada por
1 1 L.

x(T) =z — o + o cosh(ar) ; t(1) =to + o sinh(at). (2.40)
Si ademas pedimos que el movimiento sea en la direccién x, es claro que las coordena-
das y y z se mantienen idénticas. Por otro lado, si escogemos las siguientes condiciones
iniciales £(0) = a™! y ¢(0) = 0 podemos ver que las lineas de mundo son ramas de
hipérbola, donde la asintota de dicha familia de hipérbolas corresponde al cono de luz
en el espacio-tiempo de Minkowski. Por lo ya dicho y simplicidad conviene escribir al
espacio-tiempo en 1+1 dimensiones.

Para describir la cuantizacion desde el sistema de referencia uniformemente ace-
lerado hace falta definir las coordenadas del sistema de referencia inercial (¢, z), y las
correspondientes al sistema acelerado con las coordenadas (7, ), donde & es la distan-
cia medida por el observador acelerado. Cabe senalar que en las coordenadas dadas
en la ecuacién ([2.40|) corresponden a & = 0. De esta manera, es posible demostrar que
en general las coordenadas de un observador acelerado (7,&) (dadas las condiciones
iniciales mencionadas anteriormente) se pueden escribir como

Hr €)= 1 *a“g sinh(ar), (2.41)
(7€) = 2% cosh(ar). (2.42)

Con las expresiones (2.41)) y (2.42)), es facil ver que 7y £ obedecen que —oo < 7 < 00

y —a~! < £ < oo. Por otro lado, notemos que las coordenadas anteriores sélo cubren
una cuarta parte del espacio-tiempo de Minkowski. En concreto x > |t|, que llamamos
cuna derecha de Rindler. Podemos definir a la cuna izquierda de Rindler a través del
siguiente cambio de variable

t(r,&) = ! j;af sinh(at), (2.43)
2(r€) = — 2% Coshiar), (2.44)

que cubre ahora otra cuarta parte del espacio-tiempo de Minkowski (z < —|t|). Las
otras dos zonas definen al universo de Kasner en expansion y el universo de Kasner
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en contraccién [20) 23]. De esta forma vemos que un observador acelerado no puede
acceder a todas las secciones del espacio-tiempo de Minkowski. De hecho, cada una de
las 4 secciones que hemos definido estan separadas causalmente. Para ver esto hace
falta ver la estructura causal de la métrica con estas coordenadas. Asi, el elemento
de linea esta dado por

ds® = —(1+ a&)?dr? + d&*. (2.45)
Si ahora hacemos el siguiente cambio de variable,
1
)= (%a@ (2.46)

es claro que podemos expresar la ecuacién diferencial de las geodésicas tipo luz como
dr = %(ap) dp (2.47)

e integrando obtenemos,
1
T= :I:—a2 In|p| + C, (2.48)

donde C' es una constante de integracién el signo positivo y negativo corresponden
a las geodésicas entrantes y salientes, respectivamente. De esta manera, al graficar
podemos ver que los conos de luz de esta métrica comienzan a cerrarse cuando p — 0,
por lo que se asemeja al horizonte de eventos de un agujero negro. Dicha condicion nos
dice que este horizonte se encuentra en las asintotas, definidas por z = |t| para la cunia
derecha y para x = —|t| en la cuna izquierda. A esta zona, debido a su naturaleza
se le conoce como horizonte de aceleracion. Este horizonte, como ya hemos dicho,
desconecta causalmente las 4 regiones mencionadas y representa al cono de luz en el
espacio-tiempo de Minkowski. Otro detalle importante a mencionar es que mientras
p — 0, de la ecuacién ([2.46]), vemos que la aceleracion propia a — oco. Esto quiere
decir que para el caso de la luz, las hipérbolas se degeneran a las asintotas. El analisis
anterior puede verse graficamente en la figura .
Para nuestros fines, conviene utilizar otro cambio de coordenadas [22]

T =T, (2.49)

X — éln(l +£), (2.50)

donde —oo < x < 00. Asi, el elemento de linea correspondiente esta dado por
ds® = e*X(—d7?* + dx?). (2.51)

De la métrica , notemos que esta no depende de la coordenada 7. Esto implica
que el vector 0, es un vector de Killing que define a las traslaciones temporales. Por
otro lado, es facil ver que este vector es temporal en las regiones de la cuna derecha
y izquierda y, por tanto, al restringir el espacio-tiempo de Minkowski en alguna de
estas cunas encontramos un espacio-tiempo estatico y globalmente hiperbdlico que
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OOK

Figura 2.1: Grafica de geodésicas radiales nulas en las coordenadas de rindler que
nos dan la orientacion de los conos de luz. Es claro que para p — 0 los conos de luz
comienzan a cerrarse, por lo que esta superficie define un horizonte de aceleracion.

llamaremos espacio-tiempo de Rindler [27]. La ecuacién también es util pues
nos simplifica el proceso de cuantizacién, ya que esta expresion de la métrica es
conforme a Minkowski. En general, decimos que una métrica g,,, es conforme a g,
si y solo si [22]

g;w - 7(17)9#1/7 (2.52)

donde 7 es una funcién escalar diferente de cero que es conocida como factor confor-
me. Las métricas conformes ademds, preservan los dngulos entre dos vectores [23]. Por
otro lado, una métrica es conformemente plana si en la defincién anterior g,, = 7,..
Dicha condicién para nuestros fines es importante pues las ecuaciones de movimiento
para el campo son idénticas a las vistas durante el primer capitulo. En otras pa-
labras el campo, que deseamos cuantizar, queda totalmente desacoplado del campo
gravitacional.

De esta manera, si tomamos por simplicidad un campo escalar sin masa, podemos
escribir a la accién como

S = / d*y\/=gg" 0,00, = / dPye* ™ (—e X0, 00-p + € > X0, 00y p)

(2.53)
=/d2y(—07s02 + 07,
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donde y = (7, x). La ecuacién de movimiento estd dada por

(02 = 0%)(r,x) = 0, (2.54)

que es la misma forma de la ecuacién diferencial, que encontramos para la métrica de
Minkowski en coordenadas usuales.

Como vimos en la secciéon anterior la ecuaciéon de movimiento clasica coincide
con su andloga cuéantica y, por tanto, la ecuacion de movimiento dada en se
mantiene al promover a operador al campo (7, x). Por otro lado, al ser el espacio-
tiempo de Rindler estatico nos permite definir el espacio de Fock y los correspondientes
operadores de creacion y aniquilacion {Bp, BIT,} Asi, podemos escribir al operador de
campo como [22]

dp 1, . - o
@(1,x) = / —p—(e”"yprre‘lp'ybL) : (2.55)

2 \/ Ep PO=E,

En este punto, debemos mencionar que durante la cuantizacién nos centraremos tni-
camente en resolver para la cuna derecha, ya que la izquierda es completamente
analoga. Ademds, notemos que la expresion (2.55)) separa los modos de frecuencia po-
sitivos y negativos con respecto al generador 0,. Por otro lado, escribimos al operador
de campo en coordenadas (t, z), encontrando que

ip 1 |
Bt 7) = / W L ivey 4oomivegh)| (2.56)

2r \/E, p P=F,

A partir de las expansiones ([2.55)) v (2.56|) podemos obtener los dos vacios corres-
pondientes. Definimos al vacio de Minkowski |0,/), tal que

y al vacio de Rindler [0g) de forma que

para todo p. Los posteriores estados de particula se definen a partir de los operadores
de creacion actuando en sus respectivos vacios. Una vez establecido lo anterior, nuestro
siguiente objetivo es calcular el valor de expectacion del operador de ntimero N, R, =
bib; con respecto al vacio de Minkowski, es decir, (0] Ng, [0a/). Para ello, definimos
las coordenadas del cono de luz

u=t—zw=t+x;, u=7T—X,0=T+YX, (2.59)
que se relacionan entre si a partir la siguiente ecuacion

u=—ate ™ ; v=ate. (2.60)
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Reescribiendo al operador de campo encontramos que
“dp 1 i Bt ;
5t 1) — e P +pxd ezEpt—pocd]L
0 = [ GE e )

*d 1 . .
—/ _p—(eszpt+pxdp 4 ezEptfpxd;)
0

21 \/2F,

+/ @ 1 (efiEptfpwd_ _|_€iEpt+pIEdT>
o 27 \/2E, P -p

pO:Ep

pOZEp

)
pOZEp

donde hemos cambiado de variable de p a —p. Ademas de la relacién de dispersion
relativista, p,pt = —Eg +p% = 0y tomando w = p, escribimos al campo como

A(t ) /OO dw 1 ( —iwu 4 + iwu/\'i'>
’a'; = —_— 6 a,w € aw
90 0 27T v 2w

2.61
+/OO dw 1 ( —WU A + wo AT ) ( 6 )
— e "a_, +e“"al ).
0 2m V2w
Haciendo un procedimiento similar, encontramos la siguiente expresion
Cdw 1 a o
@(T, X) — / __(efzwubw_i_ezwubl)
21/
0 STV (2.62)

Cdw 1 N A
+ i e—zwvb_w + ezwvbiw )
/0 21 \/2w ( )

Es claro de las ecuaciones (2.61)) y (2.62) que podemos separar el campo de la
siguiente forma [22]

¢ = A(u) + B(v) = P(a) + Q(v), (2.63)

y en conjunto con la transformacién dada en la ecuacién (2.60)), concluimos que po-
demos relacionar estas partes del operador de campo de la siguiente manera

~ A

A(u(@)) = P(a), (2.64)

B(v(v)) = Q(0). (2.65)

Nos centraremos a resolver la ecuacion ([2.64)), pues la otra es completamente andloga.
Asi
Y

©dw 1 : : *d 1 Quj Qaj,
o —=(e ", + eal) = / o 5 (€ M ha + € UH), 2.66
/0 27T\/2w( ) 0o 2m \/m( N ) ( )

que al multiplicar por el factor e

5-€e"* e integrar con respecto a u, obtenemos que
s

A on ; /°° do [ di |, on s iious
—e" M A(u) = — — (e ’”“aw + e “““’“al y 2.67
/ A= =1 o
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_ EQ si 2>0
oo d A )
/ 90 ioi ) — (2.68)

—o0 2T E'Q‘ si 2 <0.

Si tomamos que €2 > 0, tenemos la siguiente relacién

bo = / dw(uaiiy, + Buadl), (2.69)
0

/ & du Vi 1Q
w — Z U—1WU — _Tw , 2'
X du on4, Q
y — Z UTriwu — _T_w , 2' 1
Bua =1/ — / 2t \ 1= (2.71)

son los coeficientes de Bogoliuvob y

S du a- .
To = / Y piQu—iwu (2.72)

2
oo Am

donde

La ecuacién (2.69) representa la transformacion de Bogoliubov correspondiente. La
transformacion inversa la podemos encontrar a partir de las ecuaciones ([2.28]) y (2.29)),
hallando que

0

Veamos como podemos reescribir la expresion de T, al sustituir en términos
unicamente de u, es decir,

> Jdi . _
T.o= / —— exp [zQu + —we ““}
o 4m? a
> dx w | oL
_ had u(a+iQY)
/0 i exp { - x} e

—/0 T2 exp {;x}x

1 / dxeiwz/al,—iQ/a—17
0

472q

donde hemos utilizado el siguiente cambio de variable x = e~*". Si utilizamos la
definicién de la funcién Gamma[] encontramos que

1 2. w7 —if)
T, = —In— r . 2.74
we 47r2anp[a et Qa] [ a } (2.74)

La funcién Gamma se puede definir a partir de la siguiente integral [22]

INF :/ dt e7 "1
0
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Por su parte, es facil ver que T_,,q se puede escribir como

1 0 07 [0
T oo exp {Z— n¥ W—} r {L} (2.75)

" 4n2a a a 2a a
Con ambas expresiones, podemos hacer el célculo explicito de (04| Ng, [047). Asi,
(Onr] N [0ar) = (Onr] Db [0ar)

= (O] / dw(a gad, + Bada) / dw(apaio + Buodl,) [0ar)
0 0

_ / 4B,
0

donde hemos usado la relacién de conmutacion [dy, a,] = 6(w — w'). Al sustituir la
expresion (2.71]) encontramos que

. © 0
(Orr] Nrg |00r) = / dw=—|T_qf
0 w

1 -7} 12
- 167T2aQQeXp { a } 'F{_ 7]

2

2
oe 1

/ dw—
0 w

0o i(Q—)/a
I= / duwt (‘-") : (2.76)
0 w\a

con el siguiente cambio de variable, x = In(w/a), podemos reescribir a I como

12w
exp ;lng

Si definimos

I= / dre™ =Y/ — 97a5(Q — Q). (2.77)

o0

Asi, es facil concluir que

o0
1
/ dw—
0 w
Por otro lado, sabemos que una de las propiedades de la funcién Gamma es |I'(iz)|* =
[22], que nos permite encontrar que

2

= 21ad(0). (2.78)

1. w
exXp 7lng

PR | S
x sinh

1
16m2a2

(Onr| Ngg, [0ar) =

Qexp [—m] 7 1 80)

a 27@5(0) = Hm (279)

a a

La divergencia en la expresion (2.79)) viene de la integracién de todo el volumen, por
lo que podemos interpretar a

1 1
472 e27Qfa _ 1

= po. (2.80)
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como una densidad de particulas. Dicha densidad sigue la distribucion de Bose-
Einstein con temperatura 7" = -, es decir, que es proporcional a la aceleracion
propia tal como anticipamos. A esta temperatura se le conoce como la Temperatura
de Unruh. Por tanto, como vimos al principio de esta seccion, el efecto Unruh con-
siste en que un observador acelerado detecta un bano térmico de particulas a una
cierta temperatura proporcional a la aceleracion propia, en contraste con uno que se
encuentra en un sistema de referencia inercial.

Una vez estudiado el efecto Unruh estamos en condiciones para cuantizar un
campo escalar real en un fondo curvo especifico, el espacio-tiempo de Schwarzschild.
En la siguiente seccién estudiaremos los principales resultados de este hacer este

procedimiento.

2.3. Radiacion de Hawking y termodinamica de
agujeros negros

En esta seccién estudiaremos la radiacion de Hawking producto de la cuantizacion
de un campo escalar en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Este, ademas, tiene cierta
relacion con la ya visto para el efecto Unruh. Sin embargo, conviene primero estudiar
la termodinamica de agujeros negros.

En principio, ésta se basa en que podemos establecer leyes de la mecanica de
agujeros negros que hacen analogia a las leyes de la termodindmica [5]. Como se
menciona en [5, 31], Hawking demostré que el area del horizonte de eventos de un
agujero negro no decrece en el tiempo bajo ciertas hipétesis. Por su parte, lo anterior
corresponde directamente a la segunda ley de la termodinamica que hace referencia
a que la entropia tampoco puede decrecer en cualquier proceso de la naturaleza que
se encuentra en un sistema cerrado.

Para encontrar las mencionadas relaciones entre estas leyes hace falta definir la
gravedad superficial K, que puede ser definida en el horizonte de eventos de un agujero
negro estacionario [5]. En esa direccién, primero definimos a una hipersuperficie nula
N, si cumple que [6]

v, =0 (2.81)

donde v* es un vector normal a N. Ademds, de la definicién es claro que dicho
vector es ortogonal a si mismo. Fisicamente esto significa que en una superficie nula las
trayectorias tipo luz son normales y a la vez tangentes a ésta. A partir de lo anterior,
podemos ahora definir a un horizonte de Killing KC, como una hipersuperficie nula
cuyo vector normal y*, es un vector de Killing.

Por otro lado, como un horizonte de killing es una hipersuperficie nula el vector
de Killing x*, es nulo en toda el horizonte; en particular, x,x" es constante en el
horizonte. Por lo que el cambio de la cantidad anterior tiene que ser normal a esta
superficie, que en otras palabras significa que el vector V#(x“x,) es normal a K, es
decir [5],

VH(X"Xa) = —26x" |k, (2.82)
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donde x es una funciéon que sirve como un reescalamiento entre ambos vectores.
Ademas, es posible probar que cumple que [6]

x*o,k = 0. (2.83)

La ecuacién nos dice que la derivada direccional de x es cero y, por tanto, es
constante en las orbitas que define el vector x* [5].

A la funcién « se le conoce como gravedad superficial que podemos obtener direc-
tamente a partir de la siguiente expresién [5]

W = (V) (Vo) (2.84)

Con las definiciones anteriores, debemos calcularlas utilizando a la métrica de
Schwarzschild. Como vimos en el capitulo anterior, es facil ver que Schwarzschild
posee un vector de Killing temporal (en coordenadas de Schwarzschild) dado por

X = 0. (2.85)
Cuya norma la podemos escribir como

Xux! = — (1 - g) (2.86)
De la ecuacion es claro que en la superficie r = 2M, es decir, el horizonte
de eventos, el vector de Killing es nulo. Por otro lado, es posible demostrar que el
vector de Killing d; es normal a K y, por tanto, podemos concluir que el horizonte de
eventos es también un horizonte de Killing [30]. De esa manera, la gravedad superficial
es constante a lo largo de todo el horizonte de eventos. Asi, con ayuda de la ecuacion
, encontramos que la gravedad superficial para el agujero negro de Schwarzschild
estd dada por [5] '
= 7
Recordemos que estamos en busca de una relacion con la termodindmica. La gra-
vedad superficial es una candidata a estar relacionada con la temperatura del sistema,
pues dicha cantidad es constante a lo largo del horizonte de eventos, surgiendo una
analogia a la temperatura 7', que es constante para un cuerpo en equilibrio término.
Para ver esto, debemos enunciar un equivalente a la primera ley de la termodinami-
ca. Para ello, debemos dar una definiciéon de masa (energia) en relatividad general.
Una de estas definiciones es la masa de Komar que definimos para una geometria
estacionaria y asintéticamente plana. Esta se encuentra dada por [5]

1 1
M=2 / (TW — —Tg,“,) nty’ — — / €uras VX, (2.88)
» 2 87T H

donde ¥ es una hipersuperficie, H el horizonte de eventos, H la interseccion del
horizonte con la 2-esfera, n* es un vector normal a la superficie ¥ y €q5 es el

K

(2.87)
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simbolo de Levi—CivitaH que nos ayuda a expresar el elemento de volumen. La masa
de Komar se puede simplificar como

1 1
M = 2/2 (Tw — §Tgw,> nfx” + EK,A, (2.89)

donde A es el area del horizonte de eventos. Recordemos que para el agujero negro de
Schwarzchild 7}, = 0, por lo que podemos simplificar la expresién (2.89)), encontrando
que

1
M = —kgA. 2.
47T/<; (2.90)

En este punto, debemos ver que que ha aparecido la gravedad superficial en esta ex-
presion de la masa. A partir de la ecuacién , nuestra siguiente tarea es escribirla
en su forma diferencial. La discusion y los calculos para llegar a ésta escapa de los
fines de esta tesis, pero puede ser encontrada en la referencia [5] de la bibliografia.
De ella encontramos que

1
dM = —kdA. 2.91
87rli (2.9 )

De esta manera, podemos comparar la ecuacion (2.91) con la primera ley de la ter-
modindmica (excluyendo el término mecdnico —pdV') dada por

dE = TdS. (2.92)

Si ahora consideramos lo que dijimos al principio de esta seccion, es decir, que el area
no puede decrecer en el tiempo. Concluimos que existe una clara correspondencia entre
el area del horizonte y la entropia que nos permite relacionar la gravedad superficial
con la temperatura.

Asi, de lo que hemos discutido, estamos en condiciones para enunciar las siguientes
leyes de la mecanica de agujeros negros:

» Ley Cero: La gravedad superficial x es constante sobre el horizonte de eventos
de un agujero negro estacionario

» Primera Ley: La masa M (o energia interna), se relaciona con el drea del hori-
zonte de eventos bajo la ecuacion (2.91)).

= Sequnda Ley: El area de un agujero negro no puede decrecer en el tiempo en
ningin proceso, es decir, siempre aumenta o se mantiene constante.

Los enunciados anteriores son comparables con las leyes de la termodindmica. Por lo
que podemos concluir las siguientes relaciones [5]

E=M (2.93)

2El sfmbolo de Levi-Civita se define como un tensor antisimétrico que toma el valor +1 para
permutaciones pares, —1 para permutaciones impares y cero para indices iguales [6].
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T =akr (2.94)
S=_1 4 (2.95)
-~ 8ma’ '
donde a es una constante que encontraremos su valor mas adelante. Ademas, la ecua-
cion 1} coincide con la relaciéon de dispersion relativista £ = +/p? + m?, para
p=0.

Con ayuda de las ideas anteriores, podemos intuir que los agujeros negros emiten
una radiacién térmica a temperatura , a pesar de que la relatividad general nos
diga que los agujeros negros no emiten radiacién y, por tanto, estos tengan 7' = 0
[5]. En 1975, Hawking demostré por medio de la teorfa cuéntica de campos, que
la radiacién proveniente de los agujeros negros se debe a un proceso de creaciéon y
aniquilacion que resulta en una emisién de particulas efectiva. Este fendémeno se le
conoce como radiacion de Hawking [32].

Debemos mencionar que hasta ahora no hemos utilizado la teoria cudntica de
campos, por lo que para probar la radiaciéon de Hawking y encontrar el valor exacto
de la temperatura y entropia tendriamos que usar la teoria cuantica de campos en la
métrica de Schwarzschild.

Por simplicidad conviene estudiar nuevamente un campo escalar real sin masa.
Ademas, debido a que el espacio-tiempo de Schwarzschild tiene simetria esférica po-
demos hacer una primera aproximacién considerando al campo @ = @(¢, 7).

El siguiente desarrollo, en su mayoria, puede consultarse en la referencia [20] de la
bibliografia. Para ello, reescribimos a la métrica de Schwarzschild en 3+1 dimensiones

2M oM\
ds® = — (1 — —)dt2 + (1 - —) dr® + r*dQ?. (2.96)
r r
Si introducimos el siguiente cambio de variable
f—r oMl —— —1 (2.97)
2M ’

esta nueva coordenada r* solo cubre la region exterior del agujero negro, es decir,
r > 2M. La métrica por su parte esta dada por

o (4 2M Y\, ., V2] ()2 dO2
s _(1 T(r*))[ G2 + (dr*)?] + r(r*)2dO2. (2.98)

Notemos que si eliminamos la parte angular en la métrica esta se vuelve con-
formemente plana.

Para escribir las ecuaciones de movimiento debemos seguir los pasos que hicimos
al inicio de este capitulo a partir de la métrica , encontrando

{ — O+ 9%+ %(1 — %)&»«] p(t,r) =0. (2.99)
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De la ecuacion ([2.99) notemos que existe un término de primer orden en 0,, por lo que,
en un inicio, no podemos reproducir exactamente una ecuacion de onda. Para entender
la naturaleza de este 1iltimo término conviene escribir al campo de la siguiente forma

Lot ) = ot 1), (2.100)

que nos permite escribir la ecuacién de movimiento como

— 07 + 0% + 2M (1 — %)} o(t, %) = 0. (2.101)

r3

En comparacién con las ecuaciones de movimiento que hemos estudiado, la ecuacién

(2.101]) presenta un potencial efectivo dado por
2M 2M
V(irt) = — (1 — —) (2.102)

Por su parte, la presencia de este potencial genera un término de backscattering de
los modos de expansién en esta métrica y, por tanto, corresponde a una barrera de
potencial que evita la propagacion libre de los modos. Este fenémeno modifica el
espectro de emision de un agujero negro en comparacion con el que encontraremos
mas adelante. Es posible probar que estas diferencias en el espectro de emisién son
pequenas para altas frecuencias, por lo que no considerar este término de potencial
efectivo es una buena aproximacién [33]. De esta manera, la ecuacién de movimiento
puede ser escrita como

(=02 + %) =0, (2.103)

que corresponde a la ecuaciéon de onda. Debemos mencionar que al tomar esta apro-
ximacion estamos considerando la métrica de Schwarzschild reducida en 1+ 1 dimen-
siones que es conformalmente plana.

Definimos ahora las coordenadas nulas

u=t—r"; o=t+r", (2.104)

donde u define las coordenadas nulas salientes y v las entrantes. Podemos hacer un
procedimiento similar a lo hecho para el efecto Unruh por tanto, es facil ver que el
operador de campo se puede expandir como

~ o . Oodpl A A oodpl A A
tr)=A B — £ (he U ptpirt (b Y ity
¢( T ) (u)+ ('U) /0 2’/T\/2_p( p€ + p€ )+/0 27T\/2_p( p€ _l—(pe ))7

2.105

identificando a A() como los modos salientes y B(#) a los entrantes.

En este punto, faltaria expresar al campo é con otra base y calcular como difieren
ambas nociones de vacio. Asi, debemos enfocarnos en encontrar una forma de describir
los estados de una con respecto a otra. De esa manera, podremos ver al estado de
vacio como un estado de particulas. En ese sentido no es dificil imaginarse que la
radiacion de Hawking mencionada anteriormente se traduce a una radiacién térmica
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de particulas. Sin embargo, a partir de lo dicho en [20], para entender la radiacién
de Hawking debemos enfocarnos en el proceso dinamico que da lugar a un agujero
negro, es decir, el colapso gravitacional. Como se menciona en [34], en un inicio la
presion debida a las reacciones termonucleares dentro de una estrella se encuentran
en equilibrio con el campo gravitacional. El colapso gravitacional inicia cuando el
combustible detras de estas reacciones comienza a agotarse obteniendo un nuevo
estado de equilibrio. En particular, una estrella con simetria esférica y radio mayor
a 2M que comienza a colpasar disminuye su radio hasta convertirse en un agujero
negro. Graficamente podemos seguir el colapso gravitacional a partir de un diagrama
de PenroseEL como se ve en la figura .

Al ser este un proceso dindmico sin una expresién analitica debemos utilizar la
aproximacién que hemos mencionado anteriormente. Es decir, suponer 3 secciones del
espacio-tiempo: la primera corresponde a un espacio-tiempo estatico asintoticamente
plano, donde se encuentra la estrella previamente al colapso. Donde la regién exterior
a dicha estrella es la geometria de Schwarzschild y deja de ser valida en el interior
de esta. Lo anterior se puede considerar gracias al teorema de Birkhoff pues, como
se menciond, Schwarzschild es la tnica soluciéon con simetria esférica y en vacio. Por
otro lado, el espacio-tiempo intermedio es dindmico y describe a la estrella durante
el colapso gravitacional hasta la formacion del agujero negro. Finalmente, tenemos
otra geometria estatica, con la diferencia de que ahora se encuentra el agujero negro
126, 36] Esta geometria se puede ilustrar en la figura ([2.3).

Definido el escenario anterior, nos centraremos a cuantizar el campo escalar en
la primera regién estatica del espacio-tiempo, es decir, previa al proceso de colapso.
Si ademads, nos enfocamos en la regién asintoticamente plana (r — c0), sabemos del
capitulo anterior, que podemos expandir el campo de la siguiente forma

A “dp 1

o « . . > dp ) )

t —p _ A~ —ipu | At _ipu G e~wpY At ipv

dtr) = PkQU) = [ 52 e a2 e +a<_p€ 3
2.106

donde u =t —r y v =1+ r son las coordenadas nulas salientes y entrantes respecti-
vamente.

Con las dos expresiones del campo estamos en condiciones para definir los espacios
de Fock correspondientes. Asi, definimos en el futuro asintético al vacio |0y,) corres-
pondiente a los modos de frecuencia (2.105). Andlogamente el vacio |0;,) definido en
el pasado asintético a partir de los modos . Con los vacios ya definidos nuestro
siguiente objetivo consiste en encontrar las transformaciones de Bogoliubov, entre las
dos expresiones del campo. Gracias a ellas podemos medir la deteccion de particulas
vistas por un observador situado en el futuro asintético, que proviene de propagar el
campo desde el pasado asintético.

Una vez dicho lo anterior, para obtener los coeficientes de Bogoliuvob debemos
comparar los modos en las dos regiones que ya mencionamos y encontrar la densidad

3Estos diagramas a grandes rasgos nos ayudan a estudiar la estructura causal de un espacio-
tiempo. Estudiarlos a fondo escapan de los fines de esta tesis. Sin embargo, en la referencia [35] se
pueden estudiar més a fondo estos.
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Figura 2.2: Diagrama de Penrose del colapso de una estrella. La region que cubre la
curva roja representa la materia en colapso. J el futuro nulo asintético, J~ el pasado
asintético nulo, it el infinito temporal futuro, i~ el infinito temporal pasado e I° el
infinito radial. La linea punteada define el horizonte de eventos. Por su parte la linea
azul es la geodésica entrante v, que delimita el horizonte de eventos, pues esta es la
ultima que escapa hacia el futuro asintético nulo. La parte superior representa a la
singularidad fisica.

de particulas provenientes del pasado asintético que, en otras palabras, define la
radiacién emitida. Para ello, debemos propagar hacia atras temporalmente los modos
salientes que se encuentran definidos en el futuro asintético y ver como se comportan
esto en el pasado asintotico.

Esta propagacién consta de las siguientes partes: La propagacién desde el futuro
asintético hasta la zona donde la materia esté en colapso (zona cubierta por la curva
roja, en el diagrama de Penrose dado en ([2.2))). Después, la propagacion a través de
la materia en colapso hasta llegar a la superficie » = 0, que representa el centro de la
estrella y no la singularidad fisica. Finalmente, la propagacion a partir de este tltimo
llegando al pasado asintdtico.

Veamos cada paso en detalle. En principio, al concentrarnos mayormente en mo-
dos de alta frecuencia (capaces de atravesar el potencial efectivo) podemos hacer una
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t, < t, espacio-tiempo estacionario.
Agujero negro ya formado

t; <t < t,, espacio-tiempo
dinamico. Durante el colapso.

t < t,, espacio-tiempo estacionario.
Antes del colapso gravitacional.

Figura 2.3: Diagrama que nos muestra las 3 regiones del espacio-tiempo durante el
colapso gravitacional.

aproximacion, que denominamos como aprozimacion de optica geométrica. Esta con-
siste en hacer la propagacién de los modos con ayuda de las geodésicas nulas [20] [32].
Si ademds, nos concentramos en la zona cerca del horizonte de eventos (r ~ 2M)
podemos aproximar la coordenada r* como

. r
r* &~ 2M In (m 1), (2.107)
ya que el logaritmo diverge y tiene mayor relevancia en dicho limite. En un inicio
la primera parte de la propagacion es libre, es decir, del futuro asintético hasta la
superficie de materia en colapso. Por otro lado, las altas frecuencias de los modos
nos permiten considerar nuevamente una propagacion libre a través de la materia en
colapso hasta llegar a r = 0. Para finalizar, solo haria falta propagar estos modos al
pasado asintotico donde haremos uso de la aproximacion de éptica geométrica. Asi,
nos gustaria seguir a una geodésica entrante v y ver la geodésica saliente u(v) que
le corresponde en su trayecto por el espacio-tiempo. Para ello, conviene definir a la
distancia afin como la distancia entre las geodésicas nulas u(vg) y @(v) y que podemos
aproximar como el parametro afin .

Con lo anterior, nuestro siguiente objetivo es calcular la parametrizacion afin de
estas geodésicas. Por tanto, a partir de lo visto durante el primer capitulo, el elemento
de linea para una trayectoria tipo luz estd dada por [37]

0 = ds® = g,,dr"dz", (2.108)
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por lo que es facil obtener la siguiente ecuacién de movimiento
dx* dx¥
G — =
AN dA ’
donde A es el parametro afin. De esta forma, como calculamos anteriormente, en la
métrica de Schwarzschild tenemos las siguientes cantidades conservadas

(2.109)

2M )\ dt
l—— )| —=F 2.110
( r )d)\ ’ ( )
do
2— p—
P =L (2.111)

identificando a E con la energia y [, con el momento angular en la direccién z. Que
debido a la conservacion del momento angular hemos fijado el movimiento en el plano
formado por el dngulo § = 7/2. Por tanto, al sustituir estas cantidades y la métrica
de Schwarzschild en (2.109)) obtenemos

dr\> L2 IM
2 f— — — _— —
E? = (dA) + (1 ; ) (2.112)

con L el momento angular total. Asi, si pedimos que estas geodésicas sean radiales
podemos reescribir la ecuaciéon de movimiento, obteniendo que

+E= (Z—D, (2.113)

donde el signo positivo corresponde a las geodésicas entrantes y el negativo a las
salientes. Si usamos la coordenada radial r* obtenemos las siguientes relaciones para
las geodésicas nulas entrantes y salientes [37]

d d
d d

Dicho lo anterior, estamos en condiciones para estudiar el comportamiento de la
geodésica saliente en el pasado asintético. Asi, definimos a la geodésica entrante v
que se encuentra parametrizada por el parametro afin X. Por otro lado, la coordenada
nula u(A) la podemos parametrizar a partir de la siguiente ecuacién de movimiento

du dt dr*
A\ d\ d\’
Cabe recalcar que la ecuacién (2.116]) no esta igualada a cero pues estamos haciendo

la parametrizacién con el parametro asociado a la geodésica v. A partir de la ecuacion
(2.110]), y de la regla de la cadena podemos reescribir la ecuaciéon diferencial como

_ -1
du_ 2(1 - %) E. (2.117)

(2.116)

dA\ r
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Singularidad

Figura 2.4: Trayectoria de las geodésicas v y vy en la geometria del colapso.

Por otro lado, a partir de la ecuacién (2.113) y fijando la condicién inicial 7(0) = 2M
encontramos

r(\) = 2M — EX. (2.118)

De esta manera gracias a la ecuacion (2.118)), encontramos la parametrizacién de @ a
lo largo de la geodésica C', es decir,

a(\) = 2EX — 4AM In(\ k), (2.119)

donde k; es una constante de integracién negativa elegida por conveniencia [37]. Ya
con la ecuacién podemos estudiar su comportamiento en el limite adecua-
do. Por lo que si nos interesa estudiar las geodésicas cerca del horizonte de eventos
hallamos

w(N) = —4M In(A/ky). (2.120)

Como ya hemos visto, del diagrama de Penrose en la figura , es claro que las
geodésicas nulas entrantes poseen una coordenada v constante. Estas parten del infi-
nito pasado nulo, llegan al centro del cuerpo en colapso, para convertirse en geodésicas
nulas salientes con coordenada @(v) constante. En el mismo diagrama es claro que
para la geodésica con coordenada nula v > vy, estas alcanzan a la singularidad inevi-
tablemente.
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Asi, gracias a la aproximacion de Optica de geométrica y con la ayuda de la
figura (2.4), podemos considerar que dos modos salientes u(vg) y @(v), mantienen
la misma distancia afin a lo largo de todo el recorrido. En particular, la distancia afin
entre las geodésicas entrantes vy y v en el pasado asintotico. Dicho lo anterior, en el
pasado asintético la distancia afin A, la podemos expresar como la diferencia entre
las coordenadas nulas, es decir,

Vo — U = —aA, (2.121)

donde a es una constante. Lo anterior, nos permite escribir a la coordenada saliente
u de la siguiente forma

i(v) = —4M In (a(”‘)—k_l“)> = —4MIn (“O b_ ”), (2.122)

donde b = —k;/a y corresponde a una constante positiva. De esta forma, estamos en
condiciones para hacer nuestra comparacion, por lo que debemos calcular los coefi-
cientes de Bogoliuvob correspondientes.

Como ya vimos cuando estudiamos el efecto Unruh, para calcular el espectro
térmico de los modos provenientes del pasado asintotico hace falta calcular la siguiente
cantidad

(03n] b3by [0in)
que corresponde al nimero medio de particulas en el futuro asintético. Por tanto,

basta calcular el siguiente coeficiente de Bogoliuvob f,,. A partir de la ecuacién
(2.27) podemos calcular el coeficiente §,,, encontrando que

B = —(fpr> ¥p); (2.123)
donde . N

fo= - \/Q—pe"”“, (2.124)

vp = S (2.125)

2m\/2p

De esta forma, podemos calcular explicitamente el valor de 3,,/, encontrando que[37]

B i V0 p 1 —ipva e_ip/a 1 —ip’ﬂa e—ipv

;) = — — V| ——€ v - € v

P 472 | V2p V20 2p V2p
] 1 . o, N

—4;2 / \/_/dv |:26va81,(€”) ) — Op(e™® “e”’”)}

= —4—7]-2 d'U/‘ [ _Z(p u-i—pv a u:|
_ b dv V| —ipo4M 4M T N
47r2 b
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donde integramos sobre aquellos modos que no se quedan atrapados en el horizonte
de eventos, es decir, v < vy. Al hacer el cambio de variable ¢t = (vy — v)/b podemos
reescribir la integral como

1 |y » 0 bt s Min —1 1 P’ s i\ "
/Bpp’ = 4—7‘_2 54M€ 0 /oo dtep t P = 4—71_2 ;4M6 0 (p_b> F[4Mlp]

Finalmente, encontramos que

1 4 i 1 i 2r My’ /
= —— 4 | —4AMe " — ETMPTAMap']. 2.126
Bpp a2\ p € (pb) € [AMip'] ( )

A partir de la ecuacién (2.126f), podemos calcular la radiacion térmica, sabiendo que

(Oin] B By [030) = / dp| By ?

00
2

1 , <1 1
= 16 M%p/ e~ 4mMp |F[4Mip’]\2/ —lexp [4Mip'In | — dp,
1674 D pb
(2.127)
que al usar las expresiones que vimos en el efecto Unruh encontramos que
P 1 5(0)
T _
(04| Oy |0in) = 12 N 1 (2.128)

Es claro de la ecuacion (2.128]) que volvemos a obtener un resultado con una
densidad de particulas con una distribucion de Bose-Einstein. Por otro lado, al ser un

campo escalar sin masa sabemos que p’ = E,y = w, por lo que podemos identificar la

temperatura de esta distribucién, obteniendo

1 K
— — 2.12
8t M 27 ( 9)

Asi, conluimos que nuestro observador en el futuro asintético mide una radiacion de
particulas con temperatura , que se conoce como temperatura de Hawking.

Maés atin como ya habiamos dicho, con ayuda del resultado anterior es posible
calcular la constante a que surgié al analizar la termodindmica de agujeros negros.
Por lo que podemos hallar los valores exactos de la temperatura y entropia de un
agujero negro.

Este resultado es interesante, ya que como vimos en el primer capitulo un agujero
negro, tiene un horizonte de eventos, donde cualquier objeto que lo atraviese se des-
conecta causalmente con la region exterior a éste. En contraste, vemos que al estudiar
un campo escalar sin masa, durante el proceso de colapso, nos encontramos que los
agujeros emiten radiacién. En principio, esta radiacion es producto de la creacion y
aniquilacion de pares de particulas que se da cerca del horizonte de eventos, por lo que



68 Cuantizacion en fondos cuvos y Radiacion de Hawking

una de ellas se dirige hacia la singularidad y la otra, por su parte, logra escapar [3§].
Lo anterior es una primera aproximacion del fenémeno y mas bien, como se menciona
en [20], la radiacién de Hawking se define como una radiacién saliente detectada por
observadores inerciales en el futuro asintético nulo (tiempos tardios tras el proceso
de colapso).

Otro punto importante que se menciona en la referencia [20] es la relacién lo-
garitmica entre las coordenadas nulas que definimos para el efecto Unruh y la radia-
ciéon de Hawking que nos permite hacer el calculo. Cabe recalcar que para el caso de
la radiacion de Hawking dicha relacién se cumple para tiempos tardios tras el colapso,
por lo que esto consituye una aproximacion que, tal como se menciona en el mismo,
resulta ser una buena aproximacién.



Capitulo 3

Cuantizacion del campo escalar en
la teoria de Gauss Bonnet

En el capitulo anterior estudiamos en detalle el espacio-tiempo de Schwarzschild
ademas de la cuantizacion de un campo escalar en este. A raiz de esto, obtuvimos la
radiacién térmica que los agujeros negros producen durante el proceso de colapso. Por
lo que es valido hacernos la pregunta sobre si estos resultados pueden generalizarse
a cualquier solucién de agujero negro, en particular, a aquellos que se encuentran en
dimensiones mayores.

En este capitulo estudiaremos la teoria de Gauss Bonnet que generaliza la de Eins-
tein Hilbert para dimensiones D > 4. En esta teoria se agregan términos cuadraticos
en la curvatura que mantienen ecuaciones diferenciales de segundo orden para la
métrica g, recalcando que para D = 4 la adicion de este término se considera un in-
variante topoldgico que no afecta a la dindmica. También, veremos como se modifican
las soluciones de agujero negro y la radiacion térmica correspondiente a ellos.

3.1. La accion de Gauss Bonnet

Como vimos en el primer capitulo la relatividad general esta descrita a partir de
la accién de Einstein que, a su vez, da lugar a las ecuaciones de campo de Einstein.
Por lo que a partir de la acciéon de Einstein

Sip — / /=GR + Sat.cmy

donde S,,4t.cry incluye al término de frontera y el de materia. El término que involu-
cra a la dindmica de la geometria es /—gR. Veamos como se modifican las ecuaciones
de movimiento para el caso mds sencillo que consiste en agregar el término R? a la

69
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accion de Einstein-Hilbertl] De esta forma, podemos escribir la accién como

S = /d4x\/—_g(R —2A + aR?), (3.1)

donde a es una constante de acoplamiento. Al calcular las ecuaciones de movimiento
correspondientes obtenemos que [40]

1
G, + Ag +2a[RR,, + (9,0 — V,V,)R] — a§R2gW = 0. (3.2)

De la ecuacién debemos notar dos cosas. La primera es que las soluciones de
vacio que estudiamos durante el primer capitulo siguen siendo soluciones de esta
nueva ecuacion de movimiento ya que, como encontramos, estas siguen la ecuacién
de movimiento R, = 0, por lo que en principio en esta nueva teoria las soluciones
de agujero negro persisten como soluciones [40]. Por otro lado, la ecuacién deja
de ser una ecuacioén diferencial de segundo orden para g,,, encontrando que en esta
teoria podrian existir patalogias como mencionamos en el primer capitulo. Por tanto,
si buscamos agregar estos términos cuadraticos en la curvatura nos gustaria que esta
nueva teoria mantenga la ecuaciones de segundo orden en la métrica.

Como se menciona en [41], podemos construir una teoria gravitacional en D di-
mensiones que mantenga ecuaciones de segundo orden. En principio, conviene pedir
que el equivalente al tensor de Einstein A, , cumpla que

AMV = Aulm (33)
Aaﬁ = Aaﬁ(gum a’yguua 373,\%1/), (34)
VMAMV = 07 (35)

ademas, la ecuacion de movimiento en vacio esta dada por
A =0. (3.6)

Dicho esto, necesitamos construir una acciéon cuya ecuacién de movimiento cumpla
las propiedades anteriores. Por lo que definimos [40)]

S = /de\/—gZanR", (3.7)
n=0

donde a,, son constantes cuyo significado fisico discutiremos mas adelante, D es la
dimensién del espacio-tiempo y n m son parametros que cumplen: n < m, D = 2m
para dimensiones pares y D = 2m + 1 para dimensiones impares. Por otro lado, los

ITal como se menciona en [39], este término es conocido como el de Starobinsky y corresponde a
una correccion cuantica para el regimen de altas energias de la accion de Einstein Hilbert.
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términos R™ corresponden a las densidades de Euler en 2n dimensiones que tnica-
mente contribuyen a la dinamica cuando 2n < D. Estos se pueden escribir como
[40]

n

1

n __ H1V1...UnVn By

R" = 2_n(5041/61~~an6n HR Pty (3.8)
r=1
donde la cantidad d),}; "7 ";" estd dada por
1

U1V1...nln __ o H1 SV Un SUn

60‘161--047Lﬁn o nlé[al 5150“15671} (39>

y se le conoce como la delta de Kronecker generalizada. Por otro lado, los corchetes
definen la antisimetrizacién de los indices. La accion para el espacio-tiempo en
D dimensiones mantiene las ecuaciones de segundo orden en la métrica y generaliza
la accion de Einstein-Hilbert vista en el primer capitulo. A este resultado se le conoce
como el Teorema de Lovelock [40, 41].

Visto lo anterior, es facil ver que para D = 4 la ecuacién se reduce a la
accién de Einstein Hilbert con constante cosmoldgica [41]. Por otro lado, el término
cuadratico se encuentra dado por

R? = R? — 4R, R" — Ras R, (3.10)

y se le conoce como el término de Gauss Bonnet que en D = 4 define un invariante
topoldgico que no se involucra en la dinamica. De esta manera, a partir del teorema
de Lovelock, el término de Gauss Bonnet contribuird en la dindmica si consideramos
un espacio-tiempo en una dimension D > 5 [42]. Por lo que definimos formalmente a
la accién de Gauss-Bonnet Bl como

5= / /=GR — 2A + a(R® — AR R™ — RpasR™%),  (3.11)

donde a es una constante de acoplamiento con unidades [longitud]™" que, en prin-
cipio, define un parametro libre. En el contexto de la teoria de cuerdas el término
de Gauss Bonnet se considera una correccion a la relatividad general que se vuelve
relevante para cortas distancias. La escala natural en la que se espera que aparezcan
dichas correcciones es la longitud de Planck [, = V167G y decimos que modifican
a la teoria de Einstein Hilbert en el regimen ultravioleta. Este hace referencia a que
estamos estudiando la gravitacién a energias mas altas en comparacion con las escalas
estudiadas en relatividad general [40]. Por otro lado, la ecuacién (3.11]) notemos que
ahora estd integrada para D = 5.

Visto lo anterior, nuestro siguiente objetivo es obtener las ecuaciones de movi-
miento en vacio para esta nueva teoria. Asi, al hacer la variacién obtenemos que

2La accién de Gauss-Bonnet para D < 4 define un término de frontera que, como mencionamos,
no se involucra en la dindmica [40].
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[42]

G + Mg + | Runag R — AR s R — AR\ R,

) (3.12)
+2RR,, — 5g,W(R2 — 4R R* — Rop s R*) | = 0.

La expresién ([3.12]) corresponde a la ecuacién de movimiento en vacio que proviene de
la teoria de Gauss Bonnet. Notemos ademads, tal como anticipamos, esta tiene como

maximo ecuaciones diferenciales de segundo orden para la métrica.
Visto lo anterior, en analogia a lo hecho en el primer capitulo debemos hablar de
los términos de frontera. Tal como se menciona en [44], podemos escribir al término

de frontera como

h,
Sy = / d*2vVhQes, (3.13)
167T M

donde h, es la norma de los vectores normales no nulos, h;; es la métrica espacial que
induce a la hipersuperficie M. Por otro lado, el factor Qgp lo podemos escribir en
términos de la curvatura extrinseca K;;, de la siguiente manera

Qn = 001 (3R - FRERD) (3.14)
con R(h)%n el tensor de Riemann construido a partir de la métrica h;;.

Por tanto, al juntar la accién en con obtenemos las ecuaciones de
movimiento (en vacio) inicamente imponiendo condiciones de frontera de Di-
richlet. Obtenemos de esta forma, la teoria de Einstein-Gauss-Bonnet que generaliza
a la relatividad general cuando se trabaja en un espacio-tiempo con dimensién mayor
a b, por lo que debemos enfocarnos ahora en encontrar las soluciones en vacio de esta
teoria.

3.2. Agujeros negros en la gravedad de Einstein-
Gauss-Bonnet

Una vez construida la teoria de Einstein-Gauss-Bonnet, el siguiente paso es en-
contrar las soluciones de vacio como hicimos en el primer capitulo. Para ello, con-
sideraremos nuevamente geometrias con A = 0. Para esta seccién nos basaremos
principalmente en la referencia [40)].

Queremos enfocarnos en aquellas soluciones con simetria esférica y estatica. Como
se menciona en [45], el elemento de linea més general con estas dos simetrias estd dado
por

ds* = —e*dt* + eV dr® + r?dS23, (3.15)
donde ¢ y 1 son funciones unicamente de r y df)3 corresponde al elemento de linea
de la 3-esfera que se define como

dQ3 = d€? + sin® £(dO* + sin? 0dyp?), (3.16)
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con un nuevo angulo £ que recorre de 0 a ™ que se agrega en comparacion a la 2-
esfera que estudiamos en el primer capitulo. Notemos que esto significa que nuestra
métrica es invariante ante rotaciones con la diferencia de que ahora consideramos un
espacio-tiempo con 4 dimensiones espaciales.

Con lo anterior en mente es posible encontrar que la métrica que resuelve la
ecuacion , es decir, en ausencia de materia estd dada por [45]

2 2 -1
ds? = — {1+r—(1j: 1+ 16Ma>]dt2+ {1+r—<1:|: 1+ 16M“>} dr? +r2d02.
4a rt da rt

(3.17)
donde el signo mas y menos proviene de tener una ecuacion diferencial de segundo
orden cuadratica, que define al menos dos soluciones con simetria esférica. M es una
constante de integracién que representa nuevamente la masa de nuestra solucién. La
ecuacion (3.17)) representa a la solucién mas general con las simetrias ya mencionadas
que proviene de la teoria de Einstein-Gauss-Bonnet y se le conoce como la métrica
de Boulware-Deser [40] 45]. Notemos que para M = 0 encontramos dos soluciones:
el espacio-tiempo plano y el anti-de Sitter. Este tiltimo describe un comportamiento
diferente con respecto al espacio-tiempo plano, y puede ser estudiado en detalle en la
referencia [14].

Veamos el comportamiento de la solucién para cada signo y eleccion de parametros.
Primero tomemos el caso para a > 0y el signo negativo, en ese caso existe una solucién
de agujero negro con un horizonte de eventos. Para ver esto, en analogia al primer
capitulo conviene calcular las superficies singulares de la métrica. En principio, r = 0
no presenta una divergencia para la métrica (en cualquier caso) ya que

2 16M M
1+r—<1i— 1+ a) — 144/ (3.18)
=0 a

4a rt
Sin embargo, como veremos mas adelante el escalar de curvatura diverge en esta
superficie, por lo que define una singularidad fisica. Por otro lado, para encontrar el
horizonte de eventos debemos resolver la siguiente ecuacion

T

r2 16Ma
1+—(1—14/1 =0. 3.19
N 4a < * rd ) (3.19)
Concluimos que para esta solucién existen 3 puntos singulares rg = 0y ry =

+./2(M — a), siempre y cuando se cumpla que M > a > 0. Por su parte, r_ no
tiene un significado fisico y r, esperariamos que corresponda al horizonte de eventos
de este agujero negro. Para demostrarlo se debe hacer un analisis de los conos de luz
para la solucién asociada con esta eleccién de parametros como hicimos anteriormente.

Por otra parte, tomando a > 0 y el signo positivo es claro que no existen otros
puntos singulares. En este caso se trata de una singularidad desnuda, es decir, que
no existe un horizonte de eventos que recubra a la singularidad fisica y, por tanto, no
definen una solucién de agujero negro. Como se menciona en [46], un espacio-tiempo
que contiene singularidades desnudas tiene problemas de estabilidad, causalidad, etc.



74 Cuantizacion del campo escalar en la teoria de Gauss Bonnet

Por lo problemético de esto, en 1969, Roger Penrose propuso una solucién que consiste
en postular la conjetura de censura cosmica, estableciendo que en la naturaleza no
pueden existir singularidades sin un horizonte que las recubra [14].

El comportamiento asintdtico también es diferente para cada signo. Para ver esto,
debemos estudiar el comportamiento de la solucién para r — oo, por lo que

r? 16Ma r? SMa
—goo=1+—(1414/1 ~1+—(1+|1 . 3.20
goo +4a( +T4) +4a( [+T4D (3.20)
Si tomamos el signo positivo obtenemos
2M
—goo~ 1=, (3.21)

que describe una soluciéon asintoticamente plana; en contraste, para el signo negativo
encontramos que
— ~ 1 T—Q M 3.22)
Joo +2a+7’2’ (3
y describe una solucién asintoticamente anti-de Sitter con una constante cosmoldgica
Aeff ~ —1/(1 [40, 45]

De igual forma, podemos hacer un analisis para el limite de relatividad general, es
decir, a — 0. En el cual encontramos un comportamiento similar al encontrado para
la solucion en la region asintética .

Podemos concluir que a diferencia de la teoria de Einstein la solucién en vacio con
simetria esférica y estatica dada en nos arroja al menos una posibilidad extra
para nuestro estudio. Mientras que en la teoria de Einstein la solucién era tinicamente
el agujero negro de Schwarzschlid.

Calculemos ahora el tensor de Riemann y el escalar de curvatura para esta métri-
ca . Como ya hemos mencionado, el tensor de Riemann codifica que nuestra
geometria tenga curvatura, por lo que basta calcular algunas de las componentes no
nulas de este para ver que esta geometria es no plana. Asi, al tomar la rama negativa

obtenemos
16aM<\/@_ 3) N (\/m_ 1>T4

Rtrtr = 3/2 ) (323>
rt (1 + —167?4M) {7‘2 (7“2, /1+ —IGﬂIM — 1) — 4a}
r? <1 —4/1+ —16“4M)
R, = , 3.24
vy o1y et (3.24)
( /1 + 167(,14M _ 1) <,,,,2 1+ 16a4M 2 _ 4a>
R¢t¢t - (3.25)
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Por otro lado, para ver que efectivamente r = 0 define una singularidad fisica es
necesario calcular el escalar de curvatura R, obteniendo

384aM? —|—4OaMr4(3—2,/1—|— 16T+M) _ 5¢8( /1 4+ 167?4M _ 1)

R = 37 (3.26)
ard (1 + —mﬁM)

De la ecuacion es claro que en r = 0 el escalar de curvatura diverge, por lo que
como anticipamos r = 0 es la singularidad fisica del agujero negro dado en la métrica
(13.17)).

Como se menciona en [4(, [47], tomar el signo positivo describe una solucién ines-
table, por lo que nos centraremos la soluciéon con el signo negativo. En particular,
el limite asintético que se conoce como la solucion de Schwarzschild-Tangherini o
bien la solucién de Schwarzschild en 5 dimensiones que fue encontrada por Tanghe-
rini en 1963 [48]. En general, podemos escribir a la métrica de Schwarzschild en D
dimensiones como [48§]

IM oM\ !
ds? — — (1 _ _) dt® + (1 - —) dr® +r%dQ%_,, (3.27)
rm rm

donde n = D — 3y dQ%_, corresponde a la métrica de D — 2 esfera.

De esta manera, conviene hacer una analisis de la soluciéon para D = 5 que,
en analogia al primer capitulo, conviene estudiar a las geodésicas radiales nulas. La
ecuacion diferencial de estas esta dada por

dt _ (1 M\ (M (3.28)
dr N r2—2M )’ ’

donde identificamos los signos + que etiquetan a las geodésicas entrantes y salientes
respectivamente. De esta manera, encontramos que

t(r):i(r%—\/gln %)JFC,

donde C' es una constante de integracién. A partir de la ecuacién podemos
hacer el correspondiente analisis de los conos de luz como se muestra en la figura
. Por lo que la orientacién de estos vuelve a exhibir que r = v/2M corresponde
al horizonte de eventos y r = 0 a la singularidad fisica que es inevitable una vez
atravesado el horizonte de eventos.

Por otro lado, este analisis nos permite definir de forma andloga a la coordenada
r* que equivale a la denominada coordenada tortuga que vimos para el agujero negro
de Schwarzschild. Para este caso la definimos como

. [M_ |r—+2M
r"=r4+4/—h|l———
2 r+v2M

(3.29)

(3.30)
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Figura 3.1: Orientacién de los conos de luz en la geometria de Schwarzschild-
Tangherini en D=5. La linea r, = v/2M representa el horizonte de eventos del agujero
negro.

Dicho esto, nuestro siguiente objetivo es calcular nuevamente la radiacion de Haw-
king proveniente del agujero negro de Schwarzschild-Tangherini y su respectiva tem-
peratura.

Una vez vista la gravedad en la teoria de Gauss Bonnet, deberiamos estudiar ahora
la cuantizacién de un campo escalar en un espacio-tiempo en 441 dimensiones. Sin
embargo, este proceso es exactamente analogo al ya visto en 3+1 dimensiones. De
esta manera, el tinico cambio se encuentra en aumentar las variables de integracion.

3.3. Radiacion de Hawking en el agujero negro de
Schwarzschild-Tangherini
Dicho lo anterior, nuestro siguiente objetivo ahora es estudiar la cuantizacion

de un campo escalar en la geometria dada en (3.27) para n = 2. De esta forma,
encontraremos la radiaciéon de Hawking para esta solucion.
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Como hicimos en el segundo capitulo, nos concentraremos a estudiar el campo
escalar sin masa ¢, y suponer que este campo tiene simetria esférica.

Por otro lado, conviene reescribir la métrica de Schwarzschild-Tangherini en térmi-
nos de la variable r* vista en ([3.30]). Por lo que podemos escribir a la métrica de forma
conforme, encontrando que

ds? = (1- 2L — dt* + (dr*)?| + r?dQ;. (3.31)
(-5l |

B 7”2 (7,*

Esto nos permite estudiar la accién del campo escalar y su correspondiente ecuacién
de movimiento dada por

3 2M .
[—aﬂaf* +;(1— W)&«*]w:& (3.32)

Notemos que nuevamente obtenemos una ecuacion de onda salvo un término de primer
orden. En analogia a lo hecho en el segundo capitulo debemos ver la naturaleza del
ultimo término de la ecuacion (3.32)). Para ello, es conveniente hacer el siguiente
cambio de variable =3/ 2$(t, r*) = ¢(t,r*) [49], permitiendo reescribir la ecuacién de
movimiento como

6M oM 3 oM\ -, .

donde podemos identificar nuevamente un potencial efectivo dado por

V(r) = @< -~ ﬂ) + % (1 -~ i—ﬂf)z (3.34)

rd r2

que funge como una barrera de potencial que, como ya hemos dicho, modifica el
espectro de la radiacion caracteristica del agujero negro. Por otro lado, nuevamente
seran los modos de alta frecuencia los que atraviesen este potencial efectivo, por
lo que, en principio, podemos hacer caso omiso de este término. De esta manera,
reesscribimos la ecuacién de movimiento como

[—0? 4+ 0%]p(t, ) = 0. (3.35)

La ecuacién es claramente una ecuacién de onda que hemos estudiado a lo
largo de esta tesis. Por tanto, podemos hacer una expansiéon del campo como la hecha
en el segundo capitulo. En términos de las coordenadas nulas 4 =t —r* y v =t +r*,
por lo que podemos escribir al campo como

ASEY

Xdp 1 .~ . . Xdp 1 A A
(4, 7) = /0 by ) + /0 e ). (330

donde blt y b, son los operadores de creacién y aniquilacién respectivamente..
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Con lo anterior, nuestro siguiente objetivo es estudiar el colapso gravitacional que
da resultado al agujero negro que se encuentra descrito por la métrica . De esta
forma, podemos estudiar la radiacién emitida desde el pasado asintético (previa al
colapso).

Como se menciona en [45, [50], la regién exterior en vacio de un cuerpo esférico
y estdtico puede ser descrita a partir de la métrica (3.17)). Por lo que tomando el
limite a — 0, podemos considerar a la métrica de Schwarzschild-Tangherini como el
espacio-tiempo del exterior del cuerpo en colapso. Si consideramos que la radiacion
proviene de la region asintoticamente plana podemos aproximar la regiéon exterior co-
mo el espacio-tiempo de Minkowski. Lo anterior nos permite expandir al campo como
hicimos anteriormente, es decir, en términos de las coordenadas u y v, encontrando
que

d(u,v) = /00 d—pi(& e 4 gl et 4 /OO @L(d e L ale™).  (3.37)
’ o 2m2p " P o 2m2p " P

En esa direccion, el siguiente paso consiste en propagar un modo saliente del futuro

asintético hacia el pasado asintético como hicimos en el segundo capitulo. Para ello,

volvemos a utilizar la aproximacion de éptica geométrica y, por tanto, utilizaremos las

geodésicas radiales nulas para la propagacion de los modos. De esta manera, podemos

encontrar las siguientes cantidades conservadas [51]

2M N\ dt
E=1-—)— 3.38
( r2 )d)\ ( )
dy
I, =r"-L. .
Y (3.39)
y escribir la siguiente ecuacién para la energia
dr\? I oM
E*=|— —(1—-— 3.40
(&) +=(-5%) 240

donde L corresponde al momento angular total. Si nos enfocamos a estudiar unica-
mente las geodésicas radiales encontramos

dr
— ==xF. 41
d\ (3.41)

Los signos positivo y negativo definen las geodésicas entrantes y salientes respectiva-
mente. A partir de la ecuacién (3.38]) y (3.41) es posible llegar a que

d
(tEr) =0, (3.42)

que corresponde nuevamente a la ecuacion de movimiento de las coordenadas nulas
en términos del parametro afin .
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Dicho esto, nuestra siguiente tarea consiste nuevamente en poder escribir a la
geodésica saliente u en términos de v. Para ello, debemos seguir el recorrido de una
geodésica entrante que llamaremos v. Asi, a partir de la ecuacion (3.41]) encontramos

r(\) = —EX 4+ V2M, (3.43)

dénde pedimos de condicién inicial que r(0) = vV2M. Por otro lado, en términos de
la geodésica v la ecuacion para @ se modifica, obteniendo

di oM\
== 2(1_7) E. (3.44)

De esta manera, escribimos a la geodésica @ como

iW(\) = 2EX — V2M In %‘ —V2M In |2v2M — E)|, (3.45)

siendo A una constante negativa. Escrito lo anterior debemos estudiar el comporta-
miento de @ cerca del horizonte de eventos (lejos de la zona asintoticamente plana),
es decir, para A &= 0. Esto nos permite reescribir 4 como

u~—vV2MIn

%‘. (3.46)

La ecuacion (3.46) nos recuerda a la que encontramos en el segundo capitulo y por
tanto, para encontrar la expresion u(v) tenemos que hacer uso de la aproximacién de
Optica geométrica, que nos permite escribir a la geodésica v como

v = —B\ + v, (3.47)

donde la geodésica vy define al horizonte de eventos y B es otra constante. Por lo que
es claro que podemos escribir la geodésica u en términos de v de la siguiente forma

i(v) = —v2MIn |22

(3.48)

con K una constante.

A partir de la ecuacién debemos centrarnos en calcular la radiacion prove-
niente de esta solucién. Para ello, debemos calcular nuevamente el valor de expectacién
(04| N;“t |0;,). Hacer este calculo consiste tinicamente en encontrar el valor de |S,,|?
de los coeficientes de Bogoliuvob que relacionan las expansiones del campo @ y

B37). Asi,
1 vo 1 e—ip’ﬂ(v) 1 - e~ ipY
L — dv | ——e "9, _ —ip U(v)av -
O = g U{ ’ < V2 > W (\/220)}

B / ﬂpv Uo i V2Mip' —1
T 4m2 K ’
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Es claro que por medio del mismo cambio de variable que utilizamos durante el
segundo capitulo, podemos reescribir a 3, como

Bop = A2 \/7\/_ o ) _W\/ﬁ [\/_ '], (3.50)

donde I' es nuevamente la funcion Gamma. Finalmente, encontramos que

(Oin| l;;,l;p, |0in) = / dp|ﬁp’p|2
0

IM > q 2
= 167t 4p6‘”“ﬁ4blffv pﬂft/) p eXp[—w/2A4ﬂfhdpf<ﬂ dp
0
1 80
o 472 62\/W7rp’ _ ]_
(3.51)

Asi, de la ecuacién (3.51)) encontramos que la radiacién puede ser vista nuevamente
como una densidad de particulas que sigue la distribucién Bose-Einstein. En este caso
la temperatura se encuentra dada por

1 1
Comv/2M  2mry

Lo anterior nos demuestra que este agujero negro, presenta el fenémeno de radia-
cién. Sin embargo, podemos ver que en esta geometria la cuantizacion nos arrojé una
nueva temperatura para la radiaciéon de Hawking de un agujero negro, en comparacion
a la vista en el capitulo 2.

En este punto, podriamos buscar una relacion general para estimar la temperatura
de cualquier agujero negro con simetria esférica y estatica. Por lo que es facil corro-
borar de las dos métricas que hemos estudiado la expresién general de la temperatura
esta dada por

(3.52)

1 df

= (3.53)

donde f(r) es la funcién que define a la métrica del agujero negro y calculamos el
valor de la gravedad superficial «, es decir,

1df

= —— 3.54
2dr ( )

r=ry

Asi, si tomamos a la métrica de Schwarzschild-Tangherini en D dimensiones encon-
tramos que la temperatura de este agujero negro esta dada por

n
T=——— 3.55
A (2M )1/’ ( )
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con n = D — 3. Por otro lado, con la ecuacién (3.53]) podriamos determinar la tempe-
ratura del agujero negro que corresponde a la métrica en (3.17)), es decir, en la teoria
de Gauss Bonnet. Asi, encontramos que

1 14 16aM/r* —1 1
_ _(\/ + 16aM/r )r' _ _ZT—JF, (3.56)
4T\ 2a+/1 + 16aM /r* . 2mritda

que define la temperatura de este agujero negro. Notemos de la ecuacion que en
el limite de relatividad general, es decir, a — 0 retomamos nuevamente la temperatura
que encontramos en la ecuacién . Por otro lado, la temperatura que encontramos
para esta solucion coincide con la que aparece al utilizar otros métodos. Un método
muy utilizado para verificarlo se le conoce como identificacion periodica. Este podemos
estudiarlo a detalle en las referencias [52, [54], obteniendo de este tltimo método la
temperatura dada en .

Visto lo anterior, podriamos considerar que cualquier agujero negro estatico y con
simetria esférica tiene una termodindmica. Esta ademds tiene un origen cuantico pues
proviene de la cuantizacién de campos en geometrias que describen agujeros negros.
Por otro lado, no olvidemos que estos resultados pertenecen a un modelo semiclasico
ya que las geometrias que utilizamos a lo largo de esta tesis atin son tratadas de
manera clésica.
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Capitulo 4

Conclusiones

Finalmente estamos en condiciones para escribir las conclusiones de esta tesis. En
un inicio estudiamos la construccion de la accion de Einstein Hilbert, aprendiendo
como variar los términos de esta para obtener las ecuaciones de campo de Einstein
que describen la dinamica del espacio-tiempo. También, dimos un pequeno vistazo
a los tensores de energia momento. Por otro lado, vimos la relevancia de anadir los
términos de frontera para obtener satisfactoriamente las ecuaciones de movimiento
y tener un principio variacional bien definido. A partir de la relatividad general,
nuestra siguiente tarea fue estudiar las soluciones de vacio, en particular, el agujero
negro de Schwarzschild; se logré definir en este espacio-tiempo el horizonte de eventos
y la singularidad fisica, que constituyen dos conceptos importantes que aparecen en
cualquier geometria que describa un agujero negro en una situacién fisica.

Después de estudiar la gravitacion de Einstein, nos concentramos en estudiar la
teoria cuantica de campos para un campo escalar en un fondo plano. La teoria cuantica
de campos ademas, es unos de los pilares de la fisica moderna, ya que gracias a ella
hemos podido entender temas cada vez mas complejos, por ejemplo, la construccién
del modelo estandar. Sin hablar de las aplicaciones que surgen en diferentes ramas
de la fisica. Asi, primero exploramos las caracteristicas clasicas del campo escalar
real, entre ellas, el teorema de Noether donde aprendimos como las simetrias de un
lagrangiano nos producen cantidades conservadas. Posteriormente, estudiamos como
funciona esencialmente el proceso de cuantizacién candnica, del cual obtuvimos el
espectro del hamiltoniano para hallar una similitud con el espectro caracteristico de un
oscilador arménico (uno por cada punto del espacio-tiempo). Sin embargo, el resultado
mas importante se encuentra en la expansion del campo, pues en ésta definimos los
operadores de creacion y aniquilacion que nos permiten definir el estado de vacio y
construir el espacio de Fock, mostrando que las excitaciones del campo corresponden
a estados de particulas. De forma analoga, estudiamos el caso del campo escalar
complejo donde encontramos dos particulas con la misma masa, que se diferencian
a partir de un nimero cuantico que llamamos carga, dando pie a las definiciones
de particula y antiparticula. Vale la pena mencionar que en esta tesis estudiamos la
cuantizacion inicamente para un campo escalar libre, sin tocar la fisica que surge de
estudiar una teoria interactuante de campos de donde se obtienen los resultados mas
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importantes de la teoria cuantica de campos.

Aunque fue interesante e importante estudiar la relatividad general y la teoria
cuantica de campos en un fondo plano, nos limitamos a estudiar estas ramas de
la fisica a grandes rasgos, enfocandonos ahora en conectarlas apartir de la teoria
cuantica de campos en fondos curvos. Este nuevo lenguaje nos permitio estudiar todo
lo tratado a lo largo de esta tesis, siendo de esta manera, la que considero, la parte mas
importante de este trabajo y la mas compleja de entender. En ese contexto, estudiamos
la cuantizacion de un campo escalar libre en un espacio-tiempo que cumple ciertas
propiedades. Entre ellas estd que sea globalmente hiperbdlico que, a grandes rasgos,
aprendimos que es una propiedad importante para definir la evolucién temporal, pues
nos permite, dadas las condiciones iniciales, encontrarla de forma tunica. Por otro
lado, esta la importancia de que el espacio-tiempo sea estacionario pues, en resumen,
nos permite definir correctamente los modos de frecuencia positiva y, por tanto, una
definicion preferencial de vacio y de particula. Para casos generales, se menciond
la existencia de estados de particula como estados asintéticos, en intervalos donde
podemos aproximar que el espacio-tiempo sea estacionario. Lo anterior representé la
principal diferencia de la cuantizacion con respecto al caso plano que, a su vez, fue la
parte mas complicada de entender a profundidad. Llegado a este punto fue necesario
introducir las transformaciones de Bogoliuvob que nos permiten relacionar los modos
de expansion a diferentes intervalos de tiempos donde la geometria es estacionaria.
Gracias a ellas se pudo encontrar el resultado que fue mas importante para el estudio
de esta tesis, es decir, el nimero medio de particulas de una base respecto a la nocién
de vacio de la otra base. Este resultado nos permitié encontrar los resultados mas
relevantes que surgen de la teoria cuantica de campos en fondos curvos: el efecto Unruh
y la radiacion Hawking. En el primero encontramos cémo difieren las nociones de vacio
para un observador en reposo y otro con aceleracion propia uniforme que se mueve
a través del espacio-tiempo de Minkowski. Como se menciond, esta diferencia se da
pues tenemos diferentes generadores de traslaciones temporales, obteniendo distintas
definiciones para los modos de frecuencia positiva con respecto a estos generadores.
Asi, mediante las transformaciones de Bogoliuvob, encontramos que desde el punto
de vista del observador acelerado, este detecta un bano térmico de particulas con
temperatura 7" = a/27, es decir, proporcional a la aceleraciéon propia. El proceso
de aprendizaje para encontrar este resultado fue importante para nuestro estudio,
pues nos aterrizé las ideas que planteamos cuando comenzamos a estudiar la teoria
cuantica de campos en un fondo curvo y nos sirvié como paso intermedio para poder
estudiar en ejemplo concreto, el fenémeno conocido como radiacién de Hawking.

Como ya mencionamos, los resultados anteriores nos sirvieron para estudiar la
cuantizacion de un campo escalar libre en el espacio-tiempo de Schwarzschild, siendo
uno de los principales objetivos de este trabajo. Para ello, fue necesario estudiar, a
grandes rasgos, el colapso gravitacional de una estrella en donde partimos el espacio-
tiempo en 3 intervalos: antes del colapso, durante el proceso de colapso y una vez
formado el agujero negro. Asi, nos interesamos en la cuantizacién de dicho campo en
este escenario, estudiando la propagacion de los modos desde el pasado asintético, que
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atraviesan la superficie en colapso y se dirigen al futuro asintético, pasando cerca del
horizonte de eventos. Para dicha propagacién, se tuvo que hacer uso de la aproxima-
cién de Optica geométrica, pues nos interesamos en aquellos modos de alta frecuencia
que atraviesan sin mayor complicacion la barrera de potencial. Esta aproximacion
quizas puede ser confusa si se escucha de ella por primera vez, por lo que en esta tesis
se traté de estudiar de una forma detallada. Ademas, ésta fue crucial para nuestro
estudio, pues nos permitié relacionar las coordenadas nulas en las diferentes regiones
del espacio-tiempo y, por tanto, a partir de las transformaciones de Bogoliuvob, en-
contrar la existencia de la radiacion de Hawking. Este fenémeno define una radiacion
efectiva de particulas que siguen una distribuciéon de Bose-Einstein a temperatura
T = 1/87M, es decir, inversamente proporcional a la masa M. Como mencionamos,
este resultado es contradictorio con respecto a lo que establece la relatividad general.
En ésta, todas las senales quedan atrapadas en el interior del horizonte de eventos y
son incapaces de salir hacia el infinito nulo.

La radiacién de Hawking es el resultado més importante de la teoria cuantica
de campos en fondos curvos. Ademas, corresponde a un modelo semiclasico de la
gravitacién ya que, tal como se menciona en [27], estos desarrollos nos dan una idea
del comportamiento cuantico de los campos en presencia de un campo gravitacional.
Por tanto, estos fendmenos deberian ser recuperados para cierto limite de una teoria
mas fundamental, que trate a la geometria del espacio-tiempo de forma cuantica. Es
asi, como estos modelos nos presentan los fenémenos cudnticos cerca de, en este caso,
un agujero negro en el régimen donde no hay efectos cuanticos gravitacionales. Por
otro lado, la radiacion de Hawking trae consigo una serie de implicaciones que aun
en la actualidad son objeto de extensos debates, siendo uno de lo mas interesantes
el proceso de evaporacion de un agujero negro que, a su vez, es la base del problema
de la paradoja de la informacién [55]. A pesar de que este proceso no fue detallado
durante esta tesis, es un resultado inmediato de lo ya visto, por lo que, en un futuro
y con un mayor entendimiento en materia, es una posible continuacién de lo tratado
en esta tesis.

Finalmente nos remontamos al 1ltimo capitulo, en el cual nos dedicamos a estu-
diar una generalizacion de la teoria de Einstein Hilbert para D = 5 pues, aunque
un universo en 4 dimensiones espaciales y una temporal no esté confirmado en la
actualidad, siempre es interesante estudiar la nueva fisica que aparece de modifi-
car ciertos parametros que siempre damos por hecho, en este caso, la dimension del
espacio-tiempo. En particular, enunciamos el teorema de Lovelock que generaliza la
relatividad general en cualquier dimension, especificando la existencia de términos
que no participan en la dindmica y son considerados invariantes topoldgicos. Este es
el caso para el término de Gauss-Bonnet, que define para D = 4 (relatividad general)
un invariante topoldgico y que, a partir del teorema de Lovelock, aparece como un
término dindmico para D > 5. Asi, formalmente se definié la accién de Gauss Bonnet,
agregando términos cuadraticos en la curvatura a la accion de Einstein Hilbert, pero
que ain mantienen las ecuaciones de segundo orden en la métrica.

Una vez vista, a grandes rasgos, la teoria de Gauss Bonnet nos centramos pri-
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mero a encontrar soluciones en ausencia de materia con simetria esférica y estatica,
en particular, aquellas que definan a un agujero negro. Asi, encontramos la solucién
de Boulware-Deser, viendo que esta tenia al menos dos comportamientos asintéticos
con respecto a la solucién de Schwarzschild. Por un lado, obtuvimos una solucion
asintoticamente plana que, en el limite de relatividad general (a — 0), encontra-
mos la solucién de Schwarzschild-Tangherini (D = 5) y, por otro lado, una solucién
asintéticamente anti-De Sitter que no tiene limite de relatividad general. Por tanto, a
diferencia de la teoria de Einstein Hilbert, nos encontramos con dos comportamientos
para una solucién en vacio con simetria esférica, por lo que en la teoria de Gauss
Bonnet no existe un equivalente al teorema de Birkhoff. En este nuevo contexto, de-
terminamos nuevamente que r = 0 define una singularidad fisica. En contraste, para
el horizonte de eventos nos encontramos que unicamente la rama asintéticamente pla-
na de la solucion de Boulware-Deser posee esta superficie y, por tanto, define a una
solucién de agujero negro. Lo anterior nos presenta una de las diferencias mas intere-
santes de estudiar la teoria de Gauss Bonnet respecto a la relatividad general, pues
tenemos mas opciones para nuestro estudio de soluciones en esta teoria, en particular,
vimos como el teorema de Birkhoff deja de ser valido en este contexto.

Asi, llegamos a la parte final de este trabajo: obtener la temperatura de Hawking
para estas soluciones de agujero negro. En principio, nuestra idea fue obtenerla por
medio de la cuantizacién del campo escalar en el espacio-tiempo de Boulware-Deser,
sin embargo, éste presento dificultades para encontrar la relacién logaritmica entre las
coordenadas nulas que obtuvimos cuando estudiamos la cuantizacion en el espacio-
tiempo de Schwarzschild. Por tanto, decidimos encontrar la temperatura de Hawking
de la solucién de Boulware-Deser por otros métodos. Dicho esto, optamos primero en
cuantizar un campo escalar para la soluciéon de Schwarzschild-Tangherini en D = 5;
en este proceso nos encontramos nuevamente con una barrera potencial que, al co-
locarnos cerca del horizonte de eventos y pedir modos de alta frecuencia, podemos
despreciar sus efectos para los fines nuestro estudio. De manera similar, las considera-
ciones anteriores nos permitieron utilizar la aproximacion de ptica geométrica y, por
tanto, encontrar la relacion logaritmica entre las coordenadas nulas en las dos regio-
nes estaticas donde hicimos la cuantizacién. Asi, encontramos la temperatura para el
espacio-tiempo de Schwarzschild-Tangherini, que se pudo corroborar por medio de un
método mas avanzado conocido como identificacién peridédica. Mas aun, este método
nos da una expresion general para la temperatura de Hawking de cualquier agujero
negro con simetria esférica y estatica, por lo que pudimos usar este resultado y hallar
la temperatura de Hawking para el agujero negro de Boulware-Deser. Para esta nueva
temperatura encontramos la dependencia de esta con la constante de acoplamiento
a, concluyendo que la presencia del término de Gauss Bonnet afecta directamente
el espectro de emisiéon de un agujero negro y, por tanto, el proceso de evaporacion
y termodindmica de los mismos. Estos hechos son de nuestro interés pues, con una
mayor comprension de estos temas, es factible para ser una interesante continuacion
de este trabajo tesis.

Para finalizar, me gustaria hacer un reflexiéon final sobre este trabajo. Es im-
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portante mencionar que este trabajo no supone un tema nuevo para la fisica en la
actualidad, pues existen diversos estudios, inclusive mas detallados, al respecto. Sin
embargo, siempre es interesante estudiarlos debido a que son temas que atin no tienen
todo nuestro entendimiento y, tal como mencionamos, sélo una teoria de la gravedad
cuantica podria darnos el panorama completo de los fenémenos aqui presentados.
Ademas, revisitar este conocimiento, tal como me sucedié a mi al leer diferentes pun-
tos de vista sobre esta tematica, nos da nuevas herramientas para tener un mayor
entendimiento o bien resolver algunas dudas que nos puedan surgir al respecto. Por
todo esto, el aporte mas grande de este trabajo a la fisica se encuentra en instruir
a aquellas personas, tal como a mi en estos momentos, que quieran dar un primer
vistazo a los temas que desarrollamos en esta tesis.
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