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Capitulo 1

Introduccion

El desarrollo de la teoria de la informacion cudntica [1] ha traido consigo una nueva forma
de procesar, almacenar y transmitir informacién a través de procesos fisicos que utilizan el
enredamiento cuantico como un recurso. La teleportacién y criptografia cuantica son ejemplos
de éstos [2].

Un area de investigacién que también implementa procesos cuanticos para su desarrollo, es la
construccién de computadoras cudnticas [3-5]. A diferencia de las computadoras cldsicas que
utilizan bits como unidad binaria fundamental, las computadoras cuanticas se construyen en
base a qubits, los cuales son sistemas cuanticos de dos niveles que permiten la superposicién
coherente de sus dos estados que representan los valores 0 y 1.

Al presentar enredamiento y superposicion de estados, las computadoras cudnticas consiguen
un alto grado de paralelismo que aumenta exponencialmente su velocidad computacional
[2]. Debido al alto impacto que pueden traer al desarrollo de la tecnologia, actualmente su
construccion es un area muy activa de investigacion.

Asi, existen diferentes propuestas de sistemas cudnticos como posibles candidatos para gene-
rar qubits. En todos los casos, se busca la presencia de enredamiento entre los qubits y entre
un transmisor que lleva la informacién. Sin embargo, uno de los mayores retos que presenta la
implementacién de estos sistemas es la decoherencia. Este es un proceso en el que los estados
cuanticos de los qubits se modifican por la interaccién con el ambiente [3]. Esta modificacién
en los estados ocasiona un pérdida de la informacion que se ve reflejada en que el sistema
pasa de un estado puro a un estado mixto, como se discute en el capitulo 5.

Entre las propuestas para la construccion de qubits, se encuentran circuitos superconduc-
tores [6, 7], fotones individuales con dos posibles polarizaciones [8] y semiconductores 6pti-
cos [9,10] y eléctricos [11]. También, existe la propuesta del uso de atomos confinados, donde
pueden ser implementados iones [12-20] o Atomos neutros en interaccién con un campo elec-
tromagnético dentro de una cavidad [21,22]. Aunque su desarrollo experimental es distinto,
ya que se utilizan diferentes procedimientos para confinar a los &tomos neutros y a los iones,
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su interaccién con el campo estd descrita por el mismo modelo; conocido como modelo de
Jaynes-Cummings y que es abordado en este trabajo.

Debido a la importancia del enredamiento como un recurso con aplicaciones en informacién
cudntica, en este trabajo se aborda el estudio tedrico de la interaccién y del enredamiento
entre un atomo de dos niveles y un campo electromagnético de uno y dos modos, en diferentes
estados cuantizados de la luz.

Se comienza en el capitulo 2 introduciendo la notacién de segunda cuantizacion, la cual es
atil para la descripcion cudntica de la luz y es implementada durante todo el trabajo. En
este mismo capitulo, se realiza la cuantizancion del campo electromagnético que implica que
éste puede ser descrito como una combinacién lineal de osciladores armoénicos desacoplados
que tienen asociada una frecuencia y dos polarizaciones independientes.

En el capitulo 3 se presentan los modelos semi-clésicos y cuanticos que describen la interac-
cién radiacién-materia. De principal importancia en este trabajo son el modelo de Jaynes-
Cummings y su modelo generalizado, los cuales consideran la aproximacién dipolar y de
onda rotante. A pesar de que el modelo de Jaynes-Cummings, es el modelo més sencillo en
el estudio de la interaccién materia-campo, el desarrollo tecnolégico de laseres y cavidades
opticas ha permitido su realizacién experimental y con ello importantes avances en la éptica
cudntica, como son el estudio de la emisién espontanea, la evidencia de la cuantizacién del
campo y el estudio de las propiedades no clasicas de la luz. Asimismo, este modelo es el punto
de partida para la descripcién de sistemas mas complejos que consideren la interaccién entre
un nimero miltiple de modos y dtomos [23,24].

Posteriormente, en el capitulo 4 se presentan las definiciones y propiedades de los estados
cudnticos de la luz considerados en la interaccién con el dtomo. Estos son: estados de Fock,
estados coherentes de Glauber y estados coherentes SU(1,1) de uno y dos modos. Asimismo,
se introduce brevemente el formalismo en el espacio fase de la mecanica cudntica. Su descrip-
cién de un sistema cuantico es completa ya que pueden calcularse todas las observables que
el esquema de Schrodinger permite obtener. En este formalismo la funcién de onda se reem-
plaza por funciones de distribucién de cuasi-probabilidad! que dependen de las posiciones y
momentos y nos permitirdn ilustrar el comportamiento del campo electromagnético antes y
después de la interaccién con el atomo.

En el capitulo 5 se muestran los resultados del estudio de la dindmica de la interaccién
atomo-campo. Al tratarse de un sistema bipartita puro, la medicién del enredamiento entre
los dos sistemas se realiza a través del calculo de la entropia de Von Newmann y la entropia
lineal en funcién del tiempo. También, se investiga la dependencia temporal de las probabi-
lidades de ocupacion, y las funciones de Autocorrelacién y Coherencia, y principalmente sus
correlaciones con el enredamiento entre la materia y el campo. Las funciones de distribucion
de cuasi-probabilidad de Wigner y Husimi son calculadas y se analiza el comportamiento
cudntico en el espacio fase de los estados de la luz de uno y dos modos.

No son funciones de probabilidad porque pueden tomar valores negativos.
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Los resultados obtenidos muestran el efecto que tienen el pardametro de desintonia y el nimero
promedio de fotones en la cavidad sobre el enredamiento. Asimismo, utilizando el comporta-
miento de las probabilidades ocupacionales del dtomo y de las funciones de autocorrelacion
y coherencia, se describen las condiciones en las que el enredamiento toma su valor maximo.
Por otro lado, las funciones de cuasi-distribucién de probabilidad nos permiten encontrar los
estados con un comportamiento méas cudntico (aquellos en los que la funcién de Wigner toma
valores negativos y el drea que ocupa la funcién de Husimi es grande?).

En el capitulo 6, se utiliza el enredamiento como un recurso para la construcciéon de estados
especificos de la luz. Se muestran los procedimientos necesarios para generar un estado for-
mado por la superposicion coherente y finita de estados de Fock, asi como un estado formado
por la superposicién de dos estados coherentes, conocidos como estados de gato. Estos estados
cuanticos de la luz son utilizados en diversos experimentos de éptica cuantica.

Finalmente, el capitulo 7 contiene un restimen de las contribuciones mas importantes de este
trabajo.

2Recordar que el estado coherente de la luz es el que ocupa un drea minima en el espacio fase y que en
este trabajo la normalizamos a la unidad.



Capitulo 2

Cuantizacion del campo
electromagnético

2.1. Segunda Cuantizacién

Los problemas de muchos cuerpos aparecen en todas las dreas de la fisica atémica, mole-
cular, y nuclear. La interaccién entre las N particulas que conforman el sistema se escriben
en términos de interacciones de una y dos particulas. Asi, un Hamiltoniano de uno y dos
cuerpos se puede escribir como

N
H =Y "h(i)+Y_ Vi,
=1

1<j

donde ﬁ(z) representa el Hamiltoniano de una particula independiente y Vij la interaccion
residual. Ademas, de acuerdo a la mecdnica estadistica cudntica si el sistema estd formado por
fermiones, éste debe satisfacer la estadistica de Fermi. Por el contrario, si estd conformado
por bosones, debe seguir la estadistica de Bose.

En el esquema de segunda cuantizacion se quiere expresar H en términos de operadores de
creacién a' y aniquilacién a, los cuales satisfacen relaciones de conmutacién para bosones y
relaciones de anticonmutacién para el caso de fermiones.

Para compreder el formalismo de segunda cuantizacién, consideremos un sistema de N
particulas libres que esta descrito por el hamiltoniano

N
H=> hi),
i=1
donde fl(z) actia solamente sobre la particula i. Dependiendo de la naturaleza de las particu-
las, la solucién al problema presenta dos casos distintos. Si se trata de un conjunto de fer-

miones, la funcién de onda del sistema debe ser antisimétrica \Ifﬁ mientras que si se trata de

10
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bosones, la funcién de onda debe ser simétrica U2

‘I/]Iif(f)h *,PN) \/—Z pr (1)@ (2) - @y (N), (2.1.1)

WRpr, - @)@, (N),  (212)

7pN) ZQPW
Q/N' Hp Onp ™

donde el indice p denota los estados ocupados por cada particula y las variables 1,2,--- , N
indican las coordenadas generalizadas de cada particula. La suma en ambos casos corre sobre
todas las posibles N! permutaciones denotadas como 7. En la funcién de onda para los N
bosones, la constante de normalizacién considera el nimero de ocupacién n, de cada estado
®,, el cual puede tomar valores entre 0,1,--- , 0.

En el esquema de segunda cuantizacién, los estados de las ecuaciones (2.1.1) y (2.1.2) se
describen por un ket de la forma

lp1p2 - pn) :a;Tn ajm ...aLN|0>.

donde |0) se interpreta como el estado de vacio caracterizado por a,|0) = 0 para todo valor
de p. A este espacio en el que actian los operadores de creacién y aniquilacion se le llama
espacio de segunda cuantizacién. Asi, puede demostrarse la equivalencia entre el espacio de
Hilbert de una particula independiente y el espacio de segunda cuantizacion,

Q,(r) — a;\0> .

En el esquema de segunda cuantizacién, p denota el nimero de ocupaciéon del estado y, por lo
tanto, el espacio formado por estos kets se conoce como espacio de ntimero o espacio de Fock.
El ntimero de ocupacién p puede tomar valores distintos dependiendo de si el sistema esta
formado por bosones o por fermiones. Para fermiones p = 0,1 y para bosones p =0,1,2,---.

Un aspecto fundamental de la segunda cuantizacién es que es posible escribir cualquier ope-
rador de una o dos particulas en términos de a, y aI,, de forma que los elementos de matriz
de éstos sean iguales a los que se obtienen trabajando con los estados (2.1).

Operadores que describen observables de una sola particula son escritos en primera cuanti-

zacién como
N
>, 22
i=1
donde 6 es un operador de una particula que actia sobre la particula i. En segunda
cuantizacién toma la forma

0N = 3 (pa]oW]ph) i dy (2.3)

P1,01/
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donde el elemento de matriz de un cuerpo (p1|6(!)| p}) esta dado por la expresion,

(prloV)5h) = [ dr @, (0502, (1), (2.4
Para los operadores de dos particulas que en el espacio de Hilbert se escriben como
A 1
0® — 3 Z 5(2) [, 4], (2.5)
i#£]
con 6 [i, 7] como un operador que depende de las variables de las particulas i y j, se rees-
criben en segunda cuantizacién como

A 1 N At At oA A
0 =2 3" p1p2 166 ph) kg gy (26)
P1,P1:02,05

donde (p; p2|6@|p} ph) es el elemento de matriz de un operador de dos particulas, definido
como

(p1 p2 620 ph) = / dry dy @5 (1)®5,(2)6P D, (1)D,, (2) . (2.7)

Los valores que pueden tomar los niimeros de ocupaciéon dependen de la naturaleza de las
particulas. Por otra parte, la correcta simetria de la funcién de onda (2.1), se asegura intro-
duciendo operadores de creacién y aniquilacién que se construyen de forma que al aplicarse
a una funcién de fermiones, ésta preserve su antisimetrizacién y al aplicarse a una funcién
de bosones, ésta mantenga su caracter simétrico. A continuacion, se definen los operadores
de creacién y aniquilacion, asi como sus propiedades, para los casos de fermiones y bosones.

Fermiones
Los operadores de creacién para cualquier estado de N fermiones estan definidos como

k-1
g nping - nn) = (=1)2=0 " (1 = &, )W + 1|1+ ng_1, ng + 1, ngyr - -0y

donde definimos ng = 0. Debido al principio de exclusién de Pauli, los nimeros de ocupacién
en una funcién de onda de fermiones s6lo pueden tomar valores de 0 y 1, de forma que al
aplicar un operador de creacién f' sobre un estado arbitrario, se cumple

floy=1) . frHy=o. (2.8)

El adjunto del operador de creacion se conoce como operador de aniquilacién, f. Para un
sistema arbitrario de N fermiones éste se define como

k=1
Frlna - mp_1mg - nn) = (=1)2=0 " (1= by, 0) /Mg 11+ 1, ngp — 1, Mgt )
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Ambos operadores satisfacen las siguientes relaciones de anticonmutacién que son un reflejo
de la antisimetria del sistema

Ly = fy =0 o {fL Fo} = 0kp. (2.9)

Bosones
Los operadores de creacién, b! aniquilacion, b ara un estado de N bosones estan
» Yk y Yk,
definidos como

b; |ng - ng_1ng---ny) =vVnp+1|ng - ng_1ng+ 1nge---ny) (2.10.1)
bp|ni - np_1ng---ny) =N ni o ng_1ng — Inger o ony) . (2.10.2)

Para este caso, los nimeros de ocupacién no tienen restriccién en el valor que pueden tomar,
por lo que ng = 0,1---, N. El caracter simétrico de un sistema de bosones, se ve reflejado
en las relaciones de conmutacion

[b].b]] = [br,by] =0,  [by, bf] = 61, (2.11)

Para entender el porqué de las relaciones de conmutacién y anticonmutacién, segin corres-
ponda, ilustraremos el caso de un sistema formado por dos fermiones o por dos bosones que
ocupan tnicamente dos niveles (capa cerrada). En ambos, las particulas ocupan un estado
distinto, sin embargo, recordemos que otro estado posible para el sistema de dos bosones, es
aquel en el que ambas particulas estdn en el mismo estado.

El estado de dos fermiones debe satisfacer la relacién |n;, nj) = —|n;,n;). Si ambos estados
son creados a partir del vacio, entonces,

fiffoy = sty = (Fef+fe) =0 = (£l rfr=0.

En el caso de los bosones, se debe satisfacer la simetrizacién de la funcién de onda, por lo
que |ni,nj) = |nj, n;). Asi, se encuentra que

11 10) — blb! b (0) — 'yl =
bibl [0) = bibl0) = (blbl—blbl) ) =0 — [b],bl] 0.

2.2. Cuantizaciéon de un campo multimodal

La teoria cuantica del campo electromagnético en ausencia de fuentes fue formulada por
Born, Heisenberg y Jordan en 1926. Su primera aplicacién fue realizada por Dirac en 1927
al estudiar la emisién y absorcién de radiaciéon. De acuerdo a la fisica contemporanea, el
Universo estd hecho de campos de materia, cuyos cuantos son fermiones y campos de fuerza
cuyos cuantos son bosones.
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La ruta més simple a la cuantizaciéon del campo electromagnético es mostrar que un campo
de un modo es equivalente a un oscilador arménico. Su generalizacién a campos multimodales
es directa y el procedimento se describe a continuacién.

En ausencia de cargas y corrientes, como sucede en el vacio, las ecuaciones de Maxwell son:

0B
E=-— 2.12.1
V x 5 ( )
OE

B = — 2.12.2

V X Ho€o BN ( )
V-B=0 (2.12.3)
V-E=0. (2.12.4)

Bajo estas condiciones de vacio, es posible determinar el campo eléctrico E(r,t) y el campo
mangnético B(r,t) en términos de un potencial vectorial A(r,t) que satisface la norma de
Coulomb, es decir, V - A(r,t) = 0. Asi, el campo eléctrico y magnético cumplen con las
relaciones:

O0A(r,t)
ot ’
Sustituyendo estas definiciones en la ecuacién de Maxwell (2.12.2), se puede demostrar que
el potencial vectorial satisface la ecuacién de onda

E(r,t) = B(r,t) =V x A(r,t).

1 PA(r, 1)
2 0Ot?

con 1/c? = gep. La solucién a esta ecuacion diferencial estd dada por la onda plana

V2A(r,t) — =0, (2.13)

A(r,t) = Agellkr—wt) (2.14)

donde Ag es una amplitud, k es el vector de onda y w es la frecuencia con la que oscila el
campo A.

Si se introduce un volumen de cuantizacién V = L3 (Figura 2.1) y se pide que los campos
vuelvan a tomar los mismos valores después de una longitud L, es decir, se imponen condi-
ciones periddicas a la frontera de la forma

Ey(z,t) = Ex(z + L, 1) By(z,t) = Bx(z + L, 1)
Ey(y,t) = Ey(y + L, 1) By(y;t) = By(y + L, 1)
E.(z,t) = E.(z+ L,t) B.(z,t) = B,(z + L,t),

se encuentra que el vector de onda k tinicamente puede tomar valores discretos definidos por
los indices ng,ny,n, = 0,+1,£2,....
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Figura 2.1: Volumen de cuantizacién de longitud L.

Asimismo, debido a que la frecuencia del modo esté relacionado con k a través de w = c|k|,
se encuentra que ésta también estd cuantizada y sélo toma los valores

2m

w; ==¢
L

(nf, + gy + i) 2.

Finalmente, la generalizacién a la solucién (2.14) surge al considerar que el campo estd
formado por la contribucion de méds de un modo. Por lo tanto, la solucién general a la
ecuacién (2.13) es una combinacién lineal de ondas planas, dada por

Alrt) =) &, [Als eilker—wit) 4 A% e*“kl'f*wzt)] : (2.15)

l,s

donde la suma sobre | considera todos los posibles modos del campo y la suma sobre s toma
en cuenta las dos polarizaciones independientes. A;; y &5 representan la amplitud compleja
y el vector unitario de polarizacién, respectivamente, asociados al modo [ con polarizacion s.
Por ultimo, k; y w; son el vector de onda y la frecuencia de oscilacion asociadas al modo I.

Debido a la condicién de norma de Coulomb (V - A(r,t) = 0), es posible elegir los vectores
ki, &5, €5, de forma que cumplan con las relaciones:

k;

85 €y = dsy ) k;-&y =0 > 815 X €y = H

=Ky,

es decir, se satisface que la direccién de propagacién y la direccién de polarizacién en el modo
[ son ortogonales, por lo que se trata de una onda transversal.
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Ahora es posible escribir las soluciones al campo eléctrico y el campo magnético en terminos
del potencial vectorial (2.15),

E(I’, t) = 7:Z:Wléls [Alsei(kl'riwlt) — A?seii(kl'rfwlt)}

l,s

B(r,t) = %Zwl(ﬁze X €5) {Alsei(kl'r*‘“lt) — A}“se*i(kl'r*“lt)} .

l,s

Consideremos la energia clasica de un campo electromagnético, dada por

1 1
H:/ (eoE-E+B-B> av .
2 Jv 1o

Al sustituir las soluciones para el campo eléctrico y el magnético, se encuentra que la energia
depende unicamente de las amplitudes de cada modo

H = 260V Zw?Als(t)ATs(t) = 260V ZWIZAZSATS .

l,s l,s

Estas amplitudes pueden ser escritas en términos de las variables canénicas conjugadas p;s y
qis, COMO

1 ) 1 .
Al = 71[(4)[ qis + Zpls] ) Azks = 71[@! qis — Zpls] .
2w (60V)2 2w (60V)2
Al sustituir estas expresiones en la energia clasica, se encuentra
1 9 2.2
H= 52( b+ widn) - (2.16)

l,s

Es decir, la energia de un campo electromagnético multimodal con frecuencias w; es equiva-
lente a la suma de las energias asociadas a un conjunto de osciladores arménicos con masa
unitaria y frecuencias w;. Notemos como estos osciladores estan desacoplados entre si, por lo
que sus dindmicas son independientes.

La cuantizacién del campo electromagnético se logra al transformar las variables candnicas
qis Y Pis €n operadores que satisfacen las relaciones de conmutacion
[qusa(jl’s’] - [ﬁlsaﬁl’s’] =0 5 [qusaﬁl’s’] = ih(sll’ 555’ .

Para escribir la energia del campo en el formalismo de segunda cuantizacién, se introducen
los operadores de creacién y aniquilacién en términos de §;s v pis. Esto es,

A . . o 1 O
alsii(%wl)l/? [wi s +ipis) Gy, (2han) 12 [wi s — ipus] -
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Las relaciones de conmutacion que satisfacen estdn dadas por
PR AToat PSS A .
[CLISa ay g ] [alsa Qo /] =0 , [aleh Q. s’] =01y 05 -

Asi, el hamiltoniano asociado a la energia del campo tiene la forma

H= ; hw (@] as + %) = ; huy (s + %) : (2.17)
de donde se puede indentificar que se trata de la suma de un conjunto de hamiltonianos
asociados a osciladores arménicos cudnticos con frecuencias w; y operadores numero 7, =
al s

Los eigenvalores de este Hamiltoniano estdn dados por el producto tensorial de los estados
asociados a cada modo,

. 1
= ll'[®\nls> — H|v) = zl:hwl (s +5) [9)

donde ny;4 es el nimero de fotonones en el modo [s. En otras palabras, las excitaciones en los
modos se cuantizan a través del nimero de fotones asociados a cada uno de ellos.

La cuantizacion del campo electromagnético también consiste en escribir los campos eléctrico
y magnético como operadores. Facilmente se demuestra que éstos estan dados por

1
) 3 . .
B(r,t)=i (2}2“’"/) els [&lse’(kl'r—wm + &jse—“kl'f—wﬂ)] (2.18.1)
0
ls

o
A 3 2
B(r,t) = - (R x e1y) (QZV> sy [angeltomeat 1 gf emitar—wn] - (2.18.2)

ls

Como conclusién, al considerar condiciones a la frontera e introducir las variables candénicas
conjugadas de posicién y momento, se logra la cuantizacion del campo electromagnético.
Esta se refleja en que la energia sélo toma valores discretos proporcionales al nimero de
fotones asociados a cada modo. Por otro lado, el nimero de fotones es equivalente al nime-
ro de excitaciones, es decir, un fotén es la excitacion elemental en cada modo del campo
electromagnético.

El momento lineal del campo cuantizado puede determinarse mediante la substitucién de los
campos eléctrico y magnético en la expresién

~ €0 3
P=— d’r E B E hK
C/V X (s,

de tal manera que el momento lineal del campo en ausencia de fuentes es una constante de
movimiento.
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Se concluye que en la teoria cuantica del campo electromagnético libre los estados estacio-
narios estan descritos por fotones de energia hw, y momento lineal hK,. Como se tiene que
E?2 P22 = hz(wl? — k?cQ) = 0 para cada fotén; se tiene que los fotones tienen masa en reposo
cero. De las relaciones de conmutacién se concluye también que los estados estacionarios son
simétricos con respecto a las permutaciones de fotones idénticos, esto es, que son bosones.

El vector K; de un fotén de modo (¢, s) especifica la energia y el momento lineal del fotén.
El indice s de polarizacién se conecta con el espin del fotén, esto puede notarse mediante la
expresion del momento angular intrinseco del campo

Substituyendo las expresiones cuantizadas para el campo eléctrico y el potencial vectorial se
obtiene

M =iy Re(a),aen —aj, o). (2.19)
l

Es inmediato que no conmuta con el operador de niimero de fotones y, por lo tanto, el estado

de ntimero no es un eigenestado de M.

Para construir eigenestados simultaneos de la energia, momento lineal y el espin del fotéon es
necesario definir funciones modales de polarizacién circular, esto es,

. 1 .
erp+1 = ——=(€r1 +iek,2),  ex,—1 = —=(€r1 — i€k, 2)
14 \/5 L 14 ? 14 \/§ 13 74 ?
tales que satisfacen la expresién e,*;[ o kot = Oa,qr. Asi, el operador de espin se escribe como
~ o ~ /\.I. ~
M = Z hozﬁgakzaakla. (2.20)
o

Esto implica que la helicidad del fotén es +h, que se traduce en que el fotén es un bosén de
espin 1. En estas funciones modales de polarizacién, la energia y el momento lineal conmutan
con el espin y estan dados por

g R . 5 P
Hp = E hwga;rwaake,a , P= E hﬂgakwak[’a.
/X" Lo

2.3. Operadores de cuadratura de amplitud

Para comprender la definicién de los operadores de cuadratura consideramos el caso de
un campo unimodal confinado en una cavidad unidimensional de longitud L que se extiende
sobre el eje z y, por lo tanto, z es la direccién de propagacién del campo. También, se asume
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que la direccién de polarizacién del campo eléctrico esta dada en x. Asi, el operador ]i)(r7 t)
dado en (2.18) se reduce a

1/2 ‘ ‘
E(z,t) = e, <$/) [d et 4 al et sinkz .

Los operadores de cuadratura de amplitud, designados como X7 y Xs, son andlogos a los ope-
radores de posiciéon y momento, pero escalados por un factor que los vuelve adimensionales.
Estan definidos como

5 1 A 1 PN j

Xi=>(a+ah) , Xo=—(-a") , [XXo]==. (2.21)
2 21 2

Reescribiendo el campo eléctrico E(z, t) en términos de estos operadores, se obtiene

. aw N N
E(z,t) =¢é,2 <V) [X1 coswt + Xosinwt]sinkz . (2.22)
€0

N[

De esta expresion, se puede asociar a X1 y Xo como amplitudes de oscilacién de un campo
desfasadas por 90°. También, es posible reescribir el Hamiltoniano de un campo electro-
magnético de un modo en términos de X7 y Xo, esto es

L1 5 5
H = hw(i+ 5) = ho(XE + X3). (2.23)
Debido a la similitud con la expresién de la energia de un campo clasico electromagnético,
se dice que X7 y X9 son operadores que representan las amplitudes del campo eléctrico y el
campo magnético, respectivamente.

2.4. Campo Térmico

Es necesario entender el comportamiento de un campo electromagnético a una temperatu-
ra distinta de 0 K. Por ejemplo, experimentalmente se puede tener un campo electromagnético
confinado en una cavidad a una cierta temperatura T de modo que las paredes de la cavidad
v el campo estén en equilibrio térmico, es decir, el campo electromagnético esté acoplado con
un bafno térmico. Si el acoplamiento es débil, el sistema se puede estudiar desde la mecanica
estadistica como un ensamble candnico.

Consideramos el caso de un campo electromagnético unimodal en equilibrio térmico con las
paredes de una cavidad a una temperatura T'. La distribucion de Boltzmann establece que
la probabilidad P,, de que el modo esté excitado térmicamente a un nivel n estd dada por

exp(—E, /kpT)
> exp(—En/kgT)

P, = (2.24)
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donde kp es la constante de Boltzmann y FE,, es la energia del campo unimodal en el estado
n, esto es, E, = hw(n + 3).

En termodinamica estadistica, el sistema se describe a través de un operador de densidad.
Para el campo térmico éste se define como

exp(—H /kpT)
Trlexp(—H /kpT)]’

p= (2.25)

donde H es el hamiltoniano del campo unimodal, H = fw(aa + %), el cual se obtiene de
(2.17) y, al denominador de p se le conoce como funcién de particiéon Z

Trlexp(—H /kpT)] = (nlexp(—H /kpT)|n)
n=0
= exp(~Ey/kpT) =7 . (2.26)
n=0

El operador de densidad se puede utilizar para calcular el promedio de cualquier observable.
Una cantidad importante que describe el campo electromagnético es el nimero promedio de
fotones, éste se puede calcular de la siguiente forma

. RN = 1
i = () = Tr(Ap) = nz:% (n|hpln) = o g ) 1 (2.27)

Dependiendo de la relacion entre kT y hw se puede tener dos casos distintos

(2.28)

- kaT (kpT > hw)
exp(lzg‘j‘i) (kBT < hw) .

A temperatura ambiente el nimero promedio de fotones para una frecuencia 6ptica es del
orden de 10740, En la superficie del sol (6000K) y a una frecuencia de 6 x 10'* Hz que
corresponde a luz color amarillo (A = 500nm), el niimero promedio de fotones es del orden
1072, Por otro lado, el promedio de fotones aumenta réapidamente con el incremento de la
longitud de onda. Por ejemplo, a temperatura ambiente para una longitud de onda entre
el intervalo A = 10 — 100 pm, el promedio de fotones es aproximadamente n ~ 1 y para
longitudes de onda que caen en la parte del microondas del espectro electromagnético, el
numero promedio de fotones es i > 1.



Capitulo 3

Emision y Absorcion de un atomo
de dos niveles

En este capitulo se discute la dindmica de los grados internos de un atomo de dos niveles
debido a la presencia de un campo electromagnético externo. Asimismo, se presenta la deri-
vacion de dos modelos que permiten la descripcién de la interaccion atomo-campo. Como se
discute en una seccién posterior, la presencia de una cavidad es esencial para lograr el desa-
rrollo experimental de estos modelos. Por lo tanto, comenzamos considerando los diferentes
procesos que se llevan a cabo dentro de una cavidad y que originan transiciones energéticas en
el &tomo debido a su interaccién con un campo electromagnético. Estos procesos se ilustran
en la Figura 3.1 y son:

» Absorcién de un fotdn.
= Emision espontanea.
= Emisién estimulada.

Ademas de éstos, es importante notar que también pueden llevarse a cabo otros mecanismos
de excitacion y desexcitaciéon no radiativos, originados por la colisién del d4tomo con las
paredes de la cavidad [25]. El estudio de las transiciones radiativas descritas en la Figura
3.1, se realiza a través de la mecanica cudntica. Para ello, primero es necesario definir un
Hamiltoniano que modele la interacciéon atomo-campo.

3.1. Aproximaciéon del dipolo

Considerando el acoplamiento minimal ! en unidades SI, el Hamiltoniano de una particula
sin espin, con carga ¢ y masa m en presencia de un campo electromagnético, estd dado por

'El acoplamiento minimal se utiliza para describir la didmica de una particula cargada en un campo
electromagnético; se reemplaza p — p — ¢gA. Para una distribucién de carga se realiza el mismo reemplazo
ignorando los momentos multipolares de mayor orden.

21
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Estado Inicial Estado Final
— L 4
: Absorcion
W.) ' estimulada
]
L —
S —
: Emisién
I espontanea
I
[ -
—

: Emisién
W" : estimulada
I

Figura 3.1: Procesos de transiciones en un atomo de dos niveles dentro de una cavidad.

la expresién [26]

- 1
H=—(p—qA)?+ ¢, 3.1
5 (P —dA)" +q (3.1)
donde A(r,t) y ®(r,t) son el potencial vectorial y escalar, respectivamente. Estos definen al
campo eléctrico E(r,t) y al magnético B(r,t) como

~ OA(r,t)

E(r,t) = =V®(r,t) v

B(r,t) =V x A(r,t).
Recordemos que la eleccién de los potenciales A y ® no es unica, ya que E(r,t) y B(r,t) son
invariantes ante transformaciones de norma del tipo

()=o) - X80 ae ) = A+ T
Esto implica que es posible elegir una funcién arbitraria x(r,t) que genere los mismos campos
eléctricos y magnéticos. Ahora, partiendo de (3.1) y considerando la norma de Coulomb, para
la que ® =0y V- A = 0, se encuentra que la descripciéon de un dtomo hidrogenoide en
presencia de un campo electromagnético y despreciando los efectos de la masa reducida, esta
dada por el Hamiltoniano

Ze?
(4meg)r

H(r,t) = L[_mv +eA(r, 1)’ -

o (3.2)
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Después de realizar la transformacién de norma sobre (3.2), éste se reescribe como

Iy . L i / 2 Z€2
00 = 09 4 A e
_ L . 2 8X(r7t) 262
" 2m [—iAV + e (A(r,t) + Vx(r,1))]" +e ot (4meg)r

El siguiente paso es considerar el hecho de que si la longitud de onda del campo es grande
comparada con el tamano del atomo, la variaciéon espacial del campo vectorial se puede
despreciar, es decir, A(r,t) ~ A(t). Esto sucede en sistemas en los que la interaccién se da,
por ejemplo, entre la luz visible que tiene una longitud de onda de A = 400 — 700 nm y un
dtomo con un didmetro de ~ 1A. Debido a que los campos eléctrico y magnético estédn en
términos de A(r,t), eliminar la dependencia espacial de éste, conlleva a que el campo eléctrico
sea constante en distancias pequenas alrededor del dtomo, E(r,t) ~ E(t), y a que se elimine
la contribucion del campo magnético. A esta aproximacion se le conoce como aprozimacion
dipolar.

Finalmente, si se elige la funcién de norma como x(r,t) = —A(t) - r, se obtiene

ﬁ2 Z€2

~om  (Gme)r T E(t) = Hy —d-E(t), (3.3)

H'(r,t)

es decir, la interaccién entre el dtomo y el campo depende unicamente del dipolo eléctrico,
d, vy es una consecuencia de considerar que el potencial vectorial es constante en la extension
de un atomo. De ahi que a esta aproximacién se le conozca como aproximacion dipolar.

Notemos que hasta ahora, la naturaleza de E(t) no se ha especificado, por lo que la inter-
accién con el dtomo se puede dar a través de un campo cldsico o un campo cuantizado.
A continuacion, se presentan ambos casos con el objetivo de resaltar las diferencias en las
transiciones electrénicas que se presentan en un atomo de dos niveles.

3.2. Transiciones electronicas en un atomo de dos niveles

Campo electromagnético clasico

El estudio de las transiciones electronicas en un atomo de dos niveles confinado en una
cavidad, puede realizarse a través de la teoria de perturbaciones. El problema que se desea
resolver es el de encontrar solucién a la ecuaciéon de Scrhodinger

| w)

o) _ i1
o = A1),

th

donde H est4 dado por (3.3) y puede escribirse como la suma de un término sin perturbar,
Hp, y un término perturbativo que toma en cuenta la interaccién dtomo-campo designado
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A

por HY) = —d-E(t). En este caso, E(t) es un campo clasico definido como E(t) = Eq cos wt.

Consideramos que las eigenfunciones y eigenvalores del Hamiltoniano sin perturbar estan
dados por
Hy |V;) = E; |V;) .

Estas eigenfunciones forman una base completa, por lo que satisfacen las relaciones de com-
pletés y ortonormalidad, (¥;|¥;) = 6; v 3, |W;) (¥;] = I. Por lo tanto, la solucién a la
ecuacién (3.2) del sistema perturbado puede escribirse como una combinacién lineal de la
base de I:IO,

W) = 3 Cult) e By (3.4)
k

donde C(t) son las amplitudes dependientes del tiempo, asociadas a cada uno de los niveles
energéticos del dtomo, y satisfacen el requerimiento de normalizacién ), |ICL(t)]? = 1.

Al sustituir la solucién (3.4) en la ecuacién de Schrodinger y multiplicar por (| e'Fnt/h,
se obtiene el conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden que permiten
encontrar la solucién para las amplitudes de probabilidad C,,,

. 1 e N
Cn(t) = — Y e En B (1) (B [ H D Wy,) (3.5)
k

Como indican las reglas de seleccién para las integrales de transicién, los términos (Wk\f[ Mw)
en (3.5) son igual a cero, ya que no presentan un cambio de paridad, esto es,

(U | HY|W) = —e coswt |:E0$ (U|2|Wr) @+ Eoy (Ve|9|Wk) ]+ Eoz (Vr|2] W) /A‘?} =0.

Ahora, consideremos que inicialmente el 4tomo se encuentra en un estado |V,) y después
de la interaccién con el campo se realiza un transicién al estado |¥p). A partir de (3.5) es
posible encontrar la probabilidad de transicion entre estos dos estados.

Debido a que la teoria de perturbaciones supone una interaccién débil, la aproximacion

Cu(t) =1 Cy(t) <1, cuando las condiciones iniciales son Cg(0) =1 C4(0) =0,

es apropiada e implica que la interaccién con el campo no cambia significativamente las
poblaciones de los estados del dtomo. Asi, se tiene que la solucién a la ecuacién diferencial

: 1 p L .
Cy(t) = %e (Eo—Ep)t/h <‘Ijb|H(1)‘\I’a> ’

esta dada por

<\Ifb|cj . ED|\IJa> ei(w-i-wo)t -1 N e—i(w—wo)t -1
e i(w +wo) —i(w — wo)

Cp(t) = —
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donde se definié wy = (Ep — Eg)/h. Si consideramos el caso en el que la frecuencia del campo
w es cercana a la frecuencia entre los niveles energéticos del atomo, w ~ wy, la solucién se

aproxima a

<\I/b|d'E0|\IICL> —i(w-wo) L
Cb(t) == *m@ ( 0)2 sin (LL) — (JJO)% .

Finalmente, la probabilidad de transicién entre los estados a — b esta dada por

| (Wy)d - Eo|W,) |2
h?(w — wp)?

Py = |Cy(t)]? = sin? (w — wo)% . (3.6)

Esta transicion ilustra el proceso de absorcion estimulada en el que el &tomo absorbe energia
del campo electromagnético Fy = E, + hw.

Si se cambian las condiciones iniciales a Cy(0) = 1, Cy(0) = 0, se obtiene que el coeficiente
de amplitud del estado |¥,) a primer orden, es

<Ia‘dA’ EO‘ Ib> i(wfwo)*t . t
- - 7 2 — S . .
Ca(t) = ( 0) (& Sin (w (.do)z (3 i)

Por lo que la probabilidad de transicion entre los estados b — a estd dada por

| (Wald - Eo|Ws) |
h2(w — wp)?

Py o = |C'a(t)|2 = sin? (w— wo)% ) (3.8)
Notemos que es el mismo resultado obtenido para la probailidad de transicién P,_,;. Sin
embargo, la transicién P,_,, se da cuando un dtomo que se encuentra en un estado de mayor
energia es irradiado y éste decae a un estado de menor energia. A este proceso se le conoce
como emision estimulada. En este caso, es el campo electromagnético el que gana energia
fuvy proveniente del dtomo. Se dice que entré un fotén y salieron dos fotones (el original que
causo la transicién més otro dado por la transicién del dtomo al nivel de menor energia). Este
proceso es muy importante porque da lugar a la amplificacion, ya que si se tuvieran todos
los 4tomos excitados y se usara un fotén incidente ocurrirfa una reaccién en cadena, esto
es, el primer fotén produce 2, éstos produciendo 4, y asi sucesivamente. Se tendria entonces
un nimero grande de fotones salientes todos con la misma frecuencia y virtualmente en el
mismo instante, este es el principio del laser (Light Amplification by Stimulated Emission of
Radiation). Notemos que para lograr la amplificacién es necesario lograr la llamada inversién
de poblacién ( la mayoria de los atomos en el nivel superior). Esto se debe a la competencia
con el proceso de absorcion. Si se empieza con una mezcla de &tomos en el estado excitado y
atomos en el estado base, no se puede lograr la amplificacion.

Campo electromagnético cuantizado

Cuando se considera la cuantizacién del campo, se encuentra que es posible que haya
una transicion del nivel de mayor energia al nivel de menor energia, ain en ausencia de
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fotones. A este proceso se le conoce como emision espontdnea y es un proceso de naturaleza
completamente cudntica.

Para explicar los fenénemos que surgen en este caso, se considera el operador asociado a un
campo eléctrico definido en el Capitulo 2. Considerando la aproximacién dipolar, E(r,t) ~
E(r), y el esquema de Schrodinger, este operador estd dado por

1
. hw \ 2
_ Lt
E=1 (260V) ela—a'].

Asi, el Hamiltoniano de interaccién es

260V

Debido a que ahora el atomo y el campo estan cuantizados, las eigenfunciones asociadas
al Hamiltoniano no perturbado estan formadas por el producto directo de un estado de la
materia y un estado del campo. Consideremos unicamente dos estados del dtomo |¥,) = |a)
y [Uy) = |b), tal que E, > E,. Ahora, los estados asociados al campo, se designaréan como |n)
conn =0,1,..., donde n indica el nimero de fotones en el modo del campo. Asi, los estados
del sistema compuesto dtomo-campo estan dados por |a) ® |n) y |[b) ® |n) .

ﬁim:a.E:z( fiw )é(&-e)(&fﬁ).

Para estudiar el tipo de transiciones permitidas cuando el campo estd cuantizado, tomaremos
los siguientes 3 estados compuestos,

i) = |a) ® [n) ,  Ei=E,+nhw (3.9.1)
)= ®n-1) , Ej=E+[n-1)hw (3.9.2)
B =) @n+tl) , E,=E+(n+ 1w, (3.9.3)

Recordemos que los elementos de matriz no diagonales distintos de cero del Hamiltoniano

A~

H;,¢, nos dan informacién sobre las transiciones permitidas entre dos estados. Asi, tomando
en cuenta |i), [j), |k), se encuentran los siguientes procesos permitidos

(Gl Hint|i) = (b,n — 1| Hiptla,n) = —(d - E0)pa v/ absorcién
(k|Hingi) = (b,n + 1 Hipgla,n) = (d - Eo)pa VR + 1 emisién

donde (d - &)pe = (bld|a). Podemos notar que el proceso de absorcién obtenido es igual
al caso semiclasico. La transicién a un estado de mayor energia solamente se da cuando
n # 0, es decir, cuando hay presencia de fotones. El caso del proceso de emision es distinto.
Atn cuando n = 0, el clemento de matriz (k|Hine|i) es distinto de cero. Esto implica que
el decaimiento de un estado de mayor energia a uno de menor energia puede darse ain en
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la ausencia de fotones. A este proceso se le conoce como emision espontdnea y tiene una
naturaleza cudntica. Cuando n > 0, recuperamos el resultado obtenido con el tratamiento
clasico del campo, en donde el decaimineto de b — a se da por la presencia de un fotén
(emision estimulada).

3.3. Hamiltoniano de interaccion

El Hamiltoniano (3.3), describe de forma general la interaccién entre un dtomo hidroge-
noide y un campo electromagnético. Esto implica que no especifica la naturaleza del atomo ni
del campo, por lo que se consideran todos los niveles energéticos del atomo y el campo puede
ser tratado de forma cldsica o como un operador. El estudio del sistema se puede simplificar
al considerar el atomo hidrogenoide como un sistema efectivo de dos niveles.

3.3.1. Atomo efectivo de dos niveles

En el modelo de dos niveles, se considera que los tinicos dos estados poblados en el 4tomo
estan dados por |g) y |e), los cuales simbolizan el estado base y el estado excitado del atomo,
respectivamente. Estos estados satisfacen las ecuaciones,

N 1 A 1
Halg) = —57%)0 lg) , Hale)= 571&10 le)

de forma que la diferencia de energfas entre ambos niveles sea wy = (Ej) — Ejg)/h. Debido a

que |g) y |e) son las unicas eigenfunciones del Hamiltoniano de dos niveles, H 4, éstas forman
una base completa ortonormal que satisfacen las relaciones

(ele) = (glg) =1 , (elg)=(gley=0 , D In)(n|=1.
Recordemos que todo Hamiltoniano es diagonal en la base formada por sus eigenfunciones,

por lo tanto, en este caso H 4 tiene la forma sencilla

A= Ly (é _01) = o (Je)el — lo) (o) = ghen s (3.11)

donde &, es una matriz de Pauli y es uno de los generadores del grupo de simetria SU(2).
Este grupo de simetria estd caracterizado por las matrices de Pauli

. (10 . (01 (0 i
9%2=\o -1/ » %7 \1 0) > T\ o)

De manera analoga a los operadores de momento angular, es posible definir a partir de 6, y
g, dos operadores escalera que conectan los estados |g) y |e), esto es,

R 1., N 01 N 1., o 0 0
U+:2[0m+20y]:<0 0> ) 0——:2[0—1_7’0—9]:<1 0) . (312)
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Asi, el Hamiltoniano de un atomo de dos niveles puede ser escrito en términos de las matrices
6., 04, 6_, las cuales satisfacen las relaciones de conmutacion
[61,6-]=06. , [0:,604]=%264,
y su accién sobre la base estd definida por
ozlg) =—lg) » Gzle)=le) , oylg)=le) , o1le)=0, 6-|g) =0, o_|e) =|g) .

Si se desea anadir una perturbaciéon W al atomo de dos niveles, el Hamiltoniano toma la
forma

N —%ﬁwo Weg 1 1
Hy= = 5hwo (le) (el = 1g)(gl)+Weg le) {g|+Wge |g){e] = 5 hwodz+WegGs + W6
Wie  3hwo

A continuacién se estudia la interaccién del dtomo efectivo de dos niveles con un campo
clésico y con un campo cuantizado. En el primer caso, se obtiene un modelo semi-clasico
conocido como modelo de Rabi. En el caso en el que la interaccién se da con un campo
cuantizado, se deriva el modelo llamado Dicke. Si se realiza la aproximacion de onda rotante
sobre éste iltimo, se obtiene el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings, el cual es utilizado en
todo el trabajo para el estudio de los sistemas.

3.3.2. Campo clasico
El Hamiltoniano que describe al sistema es
H = Hy+ Hipy (3.13)

donde ﬁo es el hamiltoniano libre del atomo de dos niveles y ﬁmt describe la interaccién
atomo-campo. Este ltimo se modela a patir de la aproximacion dipolar como

Hip = —d - Eg coswt . (3.14)
La solucién a la ecuacion dependiente del tiempo de Schrodinger esta dada por
(1)) = Cy(t)e P g) + Ce(t)e™ P e) . (3.15)

Al sustituir esta solucion en la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo y multiplicar
ambos lados de la ecuacién por (g| y por (e|, se obtiene el sistema de ecuaciones:

(g|d - Eole) coswt e ™0t C,(t)

(e|ld - Eg|g) coswt ™0t Cy(t),
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el cual tiene como solucién

Ce(t) =—i (9ld- Bole) A2 gin (Qpt/2)
hQgr

C,(t) = eAt/2 {cos (Qrt/2) —i QAR sin (QRt/Q)} ,

. 1
donde Qr(t) = [A%+ (e| — d - Eg|g)]2 se conoce como la frecuencia de Rabi y A = wy — w es
la desintonia.

3.3.3. Campo cuantizado

En este caso, la interaccion con el &tomo de dos niveles se da con un campo monocromatico
cuantizado que considera la aproximacion dipolar y esta dado por

1
- hw \ 2
E=e <60V> (& + dT) sin (kz) .
Asi, el Hamiltoniano de interaccién toma la forma

1
A A Aw \ 2 N
. = —d - = — _ 1 a AT .
Hint d-E <60V> sin (kz) <a +a )d e.

En este punto, resulta conveniente escribir el operador momento dipolo, a, en términos de
las matrices de Pauli. Debido a que los elementos de matriz diagonales de este operador son
cero, (e|d|e) = (g|d|g) = 0, es posibe expresar d como

d=dlg)(e| +d"[e) (9| =db6-+d* 64 =d (65 +5-)
donde d = <e\€i| g) y se asume que es real. Asi, el Hamiltoniano completo del sistema conocido
como modelo de Dicke, estd dado por

H = ~hwods + B+ F\ (64 + 6_) (a v aT) (3.18)

3.4. Modelo de Jaynes-Cummings

En é6ptica cudntica, resulta de interés estudiar sistemas en los que se considere la cuanti-
zacién del campo electromagnético y de la materia, ya que tienen potencial aplicacién para el
area de informacién cuantica. El modelo maés sencillo para modelar este tipo de sistemas, es el
modelo de Jaynes-Cummings. Este modelo considera un dtomo efectivo de dos niveles confi-
nado dentro de una cavidad y en interaccién con un campo electromagnético monocromatico,
tipicamente en la regién de microondas.
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El Hamiltoniano de Jaynes-Cummings estd dado por

. hw 1
Hjc= TO&ZH& (a*a+2> + B (a6, +afe), (3.19)

el cual aproxima el término asociado al &tomo como un sistema de dos niveles con el Hamil-
toniano definido en una seccién anterior,
~ hw(] “

HA—TO'Z.

Como resultado de la cuantizacién del campo, el término asociado al campo libre en (3.19)
esta dado por

X 1
Hp =hQ (aTa+2) ,

donde Q es la frecuencia asociada al campo y 72 = a'é es el operador nimero. Finalmente, la
interaccion campo-atomo se describe como

Hip = hX (a6 +a'6_),

donde el pardmetro A es la frecuencia asociada al acoplamiento campo-materia. Notemos que
éste es el tnico término que difiere con el hamiltoniano del modelo de Dicke. La diferencia esta
en que se eliminaron los términos 64! y 6_a. Esto se debe a que al analizar su dependencia
con el tiempo

A s Q—wo)t .

6y~ el , G_al ~ e (Wt

Q+UJO)t

é'_d ~ efl(QerO)t ,

oial ~ el
se observa que éstos oscilan con una frecuencia 2 + wy, la cual es mucho mayor que 2 — wy
que se aproxima a cero en el caso en resonancia. En un promedio temporal, estas oscilaciones
rapidas ) 4+ wqg tieneden a cero, por lo que no se consideran. Ademads, es importante notar
que no conservan la energia, ya que 6,a' crea un fotén y excita al 4tomo, mientras que 6_a
elimina un fotén y desexcita el atomo. A la aproximacién de despreciar estos términos se le
conoce como aprozimacion de onda rotante y es la consideracién final que se hace para llegar
al modelo de Jaynes-Cummings.

Ahora, el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings tiene asociada la constante de movimiento
~ 1 A
M =ala+ 5(0=+1) (3.20)
tal que [JEI Jo, M ] =0y con la cual se puede reescribir (3.19) como
wo — Q
2

Una de las ventajas de este Hamiltoniano es que tiene solucién exacta. Sus energias estan
dadas por

Hjo =hQM+hAG, +hX(aé,+ad'6.) con A= (3.21)

1., h
Ei:hQ(n+§)j:§\/A2+)\2(n+1),

donde el primer término es la energia de un oscilador armonico y el segundo término se
conoce como frecuencia generalizada de Rabi.
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3.5. Modelo de Jaynes-Cummings generalizado

El modelo de Jaynes-Cummings presentado en la secién anterior puede generalizarse
para describir un sistema formado por un atomo de dos niveles confinado en una cavidad que
interactiia con dos fotones de frecuencias €2y y (o, como se describe en la Figura 3.2. En este
caso se puede usar un modo para modular, amplificar, o controlar el otro modo. El dtomo
de Rydberg, sistema de dos niveles y discutido en la siguiente seccién, acopla los dos modos
y como veremos cambia las propiedades estadisticas de los fotones en la cavidad.

Nuevamente, los estados base y excitado del 4tomo estan representados por |g) y |e), respec-
tivamente. La frecuencia asociada a la diferencia de energia entre los niveles del atomo es wy
y 0 es el desintonia asociado a la diferencia de energia entre los niveles atémicos y la suma
de energias de ambos fotones.

El Hamiltoniano que describe este sistema estd dado por
il o 5 1 ho 1 (ahao+1) + hg (alalo_ +a1a00 22
Jc2 = 0. + hfd a1a1+ + Mg (asas+5 ) + hg a 90_+0a1a20+ ) (3.22)

donde g tiene unidades de frecuencia y acopla los estados de la misma paridad, |g) v |e), a
través de un proceso de dos fotones. Las constantes de movimiento asociadas a este Hamil-

toniano son
A=alay—alay N=2Ky+s,, (3.23)

tales que [H oo, A] = [Hjco, N] = 0. Con éstas, (3.22) se reescribe como
Hyo=Hy+Hy,  [H,Hy)=0
con b s
H =h(QN+€eA) | ﬁ22?00+h9(k+0_+K_0+). (3.24)

Los pardametros = (21 + 22)/2, 6 = wp — (21 + Q2) vy € = (1 — Q2)/2 representan la
frecuencia que portan los dos campos, la desintonia y la frecuencia de modulacién entre los
campos, respectivamente. Asimismo, se introdujeron los operadores que se utilizaran en la
seccion 4.3.2,

= ~(ala; +alas +1). (3.25)

N)\H

3.6. Realizacion experimental del modelo de Jaynes-Cummings

Junto con el desarrollo experimental de la 6ptica atémica y molecular se generaron dis-
positivos que permitieron el estudio y control del campo electromagnético y de los grados
internos de libertad de los dtomos. Asi, gracias a la invencién de laseres y cavidades Opticas
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heco i)

h§y

Y lg)

Figura 3.2: Modelo generalizado de Jaynes-Cummings en el que la transicion entre los niveles atomi-
cos estd mediado por un proceso de dos fotones.

fue posible la realizacion experimental del modelo de Jaynes-Cummings, llevada a cabo por
Haroche y sus colaboradores en la Escuela Normal Superior de Paris [27,28].

Las cavidades Opticas son dispositivos formados por espejos que se pueden presentar en
distintas configuraciones [29]. Dentro de ellas, se confina un campo electromagnético de forma
que éste es reflejado multiples veces por los espejos. Este proceso genera dentro de la cavidad
un numero de ondas estacionarias con ciertas frecuencias. Las ondas estacionarias que se
generan se conocen como modos y el nimero presente de éstas dentro de la cavidad esta
restringido. Asi, las cavidades dpticas permiten el estudio de dtomos aislados en interaccién
con un campo electrémagnético de un nimero de modos limitados [30]. Por lo tanto, son
fundametales para el estudio de modelos que contemplen la cuantizacion del campo y de la
materia.

Un parametro que especifica la calidad de una cavidad es el factor Q o factor de calidad.
Este es un parametro adimensional que describe el amortiguamiento que sienten las ondas
estacionarias dentro de la cavidad. Asi, mientras mayor es el factor QQ, menor es el amorti-
guamiento en el campo y mayor es el tiempo que éste esta dentro de la cavidad, asegurando
que se favorezca la interaccién atomo-campo.

En la realizacién experimental del modelo de Jaynes-Cummings, se utilizé una cavidad éptica
con paredes superconductoras de niobio y espejos esféricos. El factor Q de ésta fue Q = 3x108,
lo que permite que dentro de la cavidad haya fotones durante un tiempo aproximado de 1ms.
Este es un tiempo mucho mayor en comparacién con el tiempo de interaccién atomo-campo,
el cual estd limitado al tiempo que tarda el a&tomo en atravesar la cavidad y es del orden de
unos pocos ps [27].

El esquema del experimento se ilustra en la Figura 3.3. La cavidad se prepara de forma que en
ausencia de atomos y de campo, presente una temperatura de T' = 0.8 K, correspondiente con
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un niimero promedio de fotones de 7 = 0.06 . Primero, un haz de dtomos de 8"Rb es generado
en el horno y enviado a un condensador donde se preparan los atomos de Rb en un estado
circular de Rydberg siguiendo el método AMTM (adiabatic microwave transfer method), por
sus siglas en inglés [28,31,32]. Posteriormente, con una frecuencia de repeticién de 660 Hz y
a través de pulsos de 2 us de duracion, los d&tomos de Rydberg son enviados hacia la cavidad.
Los atomos cruzan la cavidad, la cual contiene dos modos de polarizacién ortogonal. La
elipticidad de los espejos hace que se rompa la degeneracion en los modos, separandolos con
una frecuencia de 111 KHz. La frecuencia mas baja coincide con la frencuencia de transicion
entre los dos estados circulares de Rydbeg caracterizados por el ntimero cuéntico principal
n =>51yn=>50 (v =>51.099 GHz). Los dtomos son detectados después de que salen de la
cavidad con un campo selectivo de ionizacion y se mide la transferencia del estado excitado
al estado base.

Fuente muy estable
de un estado
coherente

Preparacion
de los atomos

Horno de en un estado Detector del

atomos de Rb de Rydberg estado atémico

[
S— ||

Microcavidad

[
LI

Figura 3.3: Esquema de la realizacion experimental del modelo de Jaynes-Cummings. Imagen
tomada de la referencia [33].

Como se ha mencionado, el modelo requiere de un atomo que se comporte como un sistema
efectivo de dos niveles. Esto puede lograrse al trabajar con atomos de Rydberg. Estos son
atomos en los que uno de sus electrones, usualmente el electrén de valencia de un atomo
alcalino, es excitado a un estado con un nimero cudntico principal muy alto (n~ 50). Cuando
el 4tomo se encuentra en un estado con n > 50, =n—1y |m| = n — 1 (donde m es el
numero cudntico magnético), se dice que el dtomo estd en un estado de Rydberg circular.
Estos estados s6lo permiten la transicién dipolar dada por: n < n—1y |m| < |m|—1. Asi,
el a&tomo se comporta como un sistema de dos niveles.



Capitulo 4

Estados cuanticos de la luz

La luz ha sido descrita desde los marcos de referencia de la fisica cldsica y la fisica cuantica.
A partir de la descripcién clésica, la luz se especifica como campos vectoriales que satisfacen
las ecuaciones de Maxwell. Asi, la intensidad de un haz de luz en un punto del espacio al
tiempo ¢ se describe por una funcién univaluada positiva I(t), la cual puede medirse con una
precision arbitraria y su valor no es afectado por el proceso de medicion.

En contraste, en la teoria cuantica los campos vectoriales y la intensidad de la luz son repre-
sentados como operadores (Capitulo 2), los cuales actiian sobre estados de la luz definidos
por un vector ket. Es justamente la accién de los operadores sobre los vectores ket lo que
representa el acto de medicién. En general, el proceso de mediciéon modifica el estado de la
luz, por lo que mediciones del mismo vector de estado pueden registrar resultados diferentes.

A pesar de la distincién entre las teorias mencionadas, dentro de la descripcién cudntica de
la luz, existen fenémenos épticos que tienen similitudes con las propiedades de los campos
vectoriales clasicos. Debido a ésto, muchos trabajos tedricos y experimentales se han dedicado
a estudiar las propiedades estadisticas y las fluctuaciones de la luz, las cuales permiten
diferenciar (dentro de la descripcion cuédntica) estados clasicos y estados no clésicos de la luz.
Por ejemplo, en 1963, Glauber establecié que las mediciones en el grado de coherencia de
segundo orden, permiten diferenciar la naturaleza de los estados de la luz. La teoria clasica
establece que estas coherencias de segundo orden se ven reflejadas en desigualdades que deben
satisfacerse. Si estas desigualdades se cumplen, entonces, se trata de un estado clasico de la
luz. Por el contrario, si se violan las desigualdades, entonces, la luz estd en un estado no
clésico.

En este capitulo se definen diferentes estados de la luz, asi como sus propiedades y carac-
teristicas que permiten distinguirlos entre estados clasicos y estados no cldsicos. Asi mismo, se
definen las funciones de cuasi-distribucién de probabilidad de Husimi y Wigner, que aunque
son las observables fundamentales en el formalismo de espacio fase de la mecanica cuantica,
en este trabajo son utilizadas como un recurso ilustrativo para visualizar el campo electro-
magnético del sistema atomo-campo estudiado.

34
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4.1. Estados de Fock

Los estados de Fock, son estados con propiedades muy distintas a las observadas en
los campos clasicos. Una de sus aplicaciones mas comunes es la generacion de estados de
la luz con un solo fotén. Este tipo de estados son ampliamente utilizados en tecnologias
cuanticas y metrologia. Existen diferentes formas de generarlos. En el capitulo 6 se muestra
un procedimiento para construrilos a partir del modelo de Jaynes-Cummings.

Como se discutié previamente, un campo electromagnético cuantizado es equivalente a un
conjunto de osciladores arménicos desacoplados, cada uno de ellos descrito por un Hamilto-
niano del tipo

H:hw(rw—%) (4.1)

donde w es la frecuencia de oscilacion asociada a un modo de la luz. Encontrar las funciones y
valores propios de este Hamiltoniano es equivalente a encontrarlas para el operador nimero
fn = ata, ya que se satisface la relacién de conmutacién [ﬁ ,n] = 0, por lo que ambos
operadores comparten una misma base.

Asi, el problema de eigenvalores a resolver es
ft|n) =nin), (4.2)

donde n es el valor propio del operador 71 y |n) es el correspondiente eigenvector. El operador
de nimero 7 es un operador hermitiano y, por lo tanto, sus eigenvalores son reales y sus
eigenvectores forman una base completa y ortonormal.

Una caracteristica importante de los valores propios n es que sélo pueden tomar valores no
negativos, lo cual se deduce del valor esperado

(n|n|n) = (n|ataln) = n (njn) con (n|n) >0. (4.3)

De la relacién de conmutacién entre los operadores de creacién y aniquilacién [a, dT] =1 se
puede obtener la relacién [a, 7] = [a,a']a = a y con ella

na|n) = (an — [a,n]) |n) = (n — 1)a|n) . (4.4)

Esto implica que a|n) es también un eigenvector del operador # con valor propio n — 1y,
por lo tanto, se puede denotar como |n — 1). Debido a que los eigenvalores de 7 sélo pueden
tomar valores positvos, existe un estado |0) tal que a|0) = 0. A este estado se le conoce como
estado base y no contiene excitaciones. De forma similar, se puede obtener la relacién

aal n) = (n+1)al |n) . (4.5)

De las ecuaciones (4.4) y (4.5), se observa que los operadores G y a' actian como operado-
res escalera disminuyendo y aumentando, respectivamente, el nimero de excitaciones en un
estado.
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Estos operadores se conocen como operadores de creacion y aniquilacion y son andlogos a los
presentados en el capitulo 2 en la seccion de segunda cuantizacion para bosones. Sin embargo,
es importante notar que su interpretacién fisica es distinta a la que se le da en sistemas de
particulas con masa, ya que, en la descripcién del campo electromagnético no se crean ni
destruyen particulas con masa, sino que se aumenta o disminuye el niimero de excitaciones
asociadas a un modo del campo. Estas excitaciones estan dadas por el nimero de fotones
con energia hw presentes en un modo.

A partir de la aplicacién sucesiva del operador de creacién sobre el estado base |0), es posible
construir todos los demas estados del sistema como

1
_ ~T\n
[n) = —=(a')"[0) (4.6)
vn!
donde % es una constante de normalizacion. Estos estados normalizados se conocen co-
n:

mo FEstados de Fock y cumplen con ser eigenfunciones del operador nimero y con tener
eigenvalores que representan el nimero de excitaciones o fotones presentes en el modo.

La accion de los operadores de creacion y aniquilacién sobre los estados de Fock, estd dada
por las relaciones

aln) =vnln—-1) , a'jn)=vn+1jn+1). (4.7)

Nuevamente, se hace énfasis en que el sentido fisico de los operadores @ y a' sobre los es-
tados de Fock, es distinto al sentido fisico que se les da cuando se aplican sobre un estado
que describe un sistema de muchas particulas. Al aplicarse sobre los estados de Fock, los
eigenvectores del operador 7, se crean o se destruyen fotones con energia hAw en un modo.
Finalmente, debido a que los estados |n) son funciones propias de un operador hermitiano,
satisfacen las condiciones de ortonormalidad y cerradura mencionadas anteriormente,

(mln) =mn Y |n)(n|=1. (4.8)

Una de las caracteristicas importantes de los estados de Fock, es que son estados con un
numero de fotones definidos, lo cual se refleja en que las fluctuaciones asociadas al operador
n son cero. Para cualquier operador arbitrario O, las fluctuaciones de su valor esperado se
obtienen de la varianza, la cual se define como

(A0)%) = (0% - (0)" . (4.9)

Asi, las fluctuaciones en n para un estado de Fock estdan dadas por
((AR)2) = (n|n2|n) — (n|ajn)> =n? —n? =0, (4.10)

Una consecuencia directa de este resultado, es que la energia del estado tampoco presenta
fluctuaciones, ya que el nimero de fotones en un estado y su energia sélo difieren de la
constante %, como se observa en el hamiltoniano (4.1).
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Las fluctuaciones del campo electromagnético presentan un comportamiento diferente. Para
visualizarlo, usamos la definicion del operador electromagnético en término de los operadores
de cuadratura dada en (2.22). Al calcular los valores esperados correspondientes se obtiene

(n|X1|n) = (n|Xaln) =0 = (n|En) =0. (4.11)

El valor esperado del campo eléctrico es cero, a pesar de que existan n fotones presentes.
Este comportamiento es muy distinto al de un campo clésico y muestra el cardcter cudntico
de los estados de Fock. Por otro lado

(n| XF|n) =

o] =

= — (n]a® + (a)? + 2a'a + 1|n)

—

=-(2n+1). (4.12)

W

Similarmente (n|X3|n) = 1(2n+1). Por lo tanto, las fluctuaciones asociadas al campo eléctri-

co estan dadas por
(AE)?) ~ (AX1)?) cos?wt + ((AX)?) sin wit ~ i(zn 1), (4.13)

es decir, las fluctuaciones del campo aumentan con el nimero de fotones y para el caso del
estado base o estado vacio en el que n = 0, la fluctuacién es de % y se conoce como fluctuacion
del vacio. Otra propiedad caracteristica de los estados de Fock, es que no tienen una fase
definida. Su angulo de fase puede tomar cualquier valor entre 0 y 2.

Los estados de Fock de la luz son utilizados en las tecnologias cuanticas debido a sus propie-
dades no clasicas. Sin embargo, en la descripcién de otros sistemas es deseable trabajar con
estados de la luz con propiedades que se asemejen a las observadas en los campos cldsicos.
Particularmente, resulta 1til trabajar con estados de la luz en los que el valor esperado del
campo electromagnético sea distinto de cero y que reproduzca el valor clasico del campo. Los
estados coherentes de la luz cumplen con esta propiedad y, por lo tanto, son considerados
como la versién cudntica de los estados clésicos de la luz.

4.2. Estados Coherentes

En la seccién anterior, se definieron los estados de Fock y se mencioné que una de sus
caraceristicas particulares es que el valor esperado del campo electromagnético es cero. En la
descripcién de algunos sistemas, es deseable trabajar con estados de la luz con propiedades
que se asemejen a las observadas en los campos clasicos. Particularmente, resulta til trabajar
con estados de la luz en los que el valor esperado del campo electromagnético es distinto de
cero y reproduce el valor del campo clasico. En esta seccion, se definen los estados coherentes
de la luz, los cuales cumplen con estas caracteristicas y ademads, presentan una dinamica muy
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similar al comportamiento oscilatorio del sistema andlogo clasico, por lo que son considerados
los estados cudnticos que mas se asemejan a los estados clasicos de la luz.

Los estados coherentes, denotados por el ket |a), pueden definirse de tres formas equivalentes:
como estados del vacio desplazado, como eigenfunciones del operador de aniquilacién a y
a partir de una funciéon generadora de los estados de oscilador arménico. A continuacién,
se presentan cada una de estas definiciones y se menciona que la definicion como funcién
generadora es til para obtener una realizacién de los operadores @ y af.

Estado del vacio desplazado

De la mecéanica cuéntica, se sabe que es posible realizar una transformacién unitaria sobre
un conjunto completo de funciones ortonormales para generar otro conjunto nuevo. Este es
el caso de los estados coherentes, los cuales se pueden definir a través de la accién de un
operador unitario de desplazamiento, b(a), sobre el estado de Fock del vacio, |0). Asi, el
estado coherente se define como

la) = D(a)]0) |, (4.14)

donde el operador de desplazamiento esta dado por
D(a) = ™' —a"a (4.15)

Utilizando la relacién de Baker-Campbell-Haussdorff para dos operadores A y B, tales que
su conmutador es un escalar,

A+B _ (ApB -~ [A.B] , (4.16)

N[ =

(&

se encuentra que el operador D(a) y su complejo conjugado Df (a) pueden reescribirse como

D(a) = eod!—ata _ gadl —a’d o—glof? , (4.17.1)
Di(a) = e~ a—adl _ ca*d g—adl glaf? (4.17.2)

Al utilizar (4.17.1) y aplicarlo sobre el estado vacio, se demuestra que

+

D(a)|0) = e ¢ma"a g=5lal* |9y = e=3lalgedl gy (4.18)

donde se usé el hecho que a|0) = 0. Si se desarrolla la exponencial en series se llega a la
expresion

o) alf? i (O‘dT)n 10) Lal? i o” In) (4.19)
a)=¢e 2 ——|0) =€ 2 —=|n) , .19
! n=0 m

n.
n=0

. C _1lal2
es decir, los estados coherentes son una combinacién lineal de los estados de Fock con e zlol
como un factor de normalizacién.

Funcién generadora de estados del oscilador armoénico
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La expresion (4.19) permite establecer la definicién de los estados coherentes a partir de
una funcién generadora, esto es,

la} = n; N n) |. (4.20)

Es imporicante notar que estos estados son no normalizados y, por lo tanto, guardan la relacion
2 . 7
la) = ezl |a}. Al no estar normalizados, el traslape de estos estados estd dado por

Ixm . n o0 I%m . n 1% \n

() =30 S ) = Y =5, =3 e e

m,n n

A continuacion establecemos el procedimiento para encontrar una realizacién de los opera-
dores de creacién y aniquilacién, esto es,

0 0

fala W) = {0]e™ " a|¥) = Z {0} *[¥) = 2 —{a|¥) .
Esto implica
0
“ oa* ( )
En forma similar para el operador de creacién tenemos que
{ala’ | @) = {0]e*" @4l e7" %@ | W) = {0|(al + a*)e® @ W)
= a*{0[e™ W) = o {a |¥)
por lo tanto,
al — a*. (4.23)

Funciones propias del operador de aniquilaciéon a

Utilizando el operador de desplazamiento definido en (4.17.1), es posible transformar el
operador de aniquilacién y los estados de Fock como

i’ =D(a)aD'(a) y |n)=D(a)n). (4.24)
Si se utilizan las expresiones dadas en (4.17), se encuentra que

@ =e* g =4 q. (4.25)

Ademi4s, debido a que ﬁ(a) es un operador unitario, se satisface que la norma de los vectores
transformados |n)’ debe ser igual a la norma de los estados de Fock |n), esto es,

(n'[n’) = (n| D (@) D(a)|n) = (n|I]n) = (nln) > 0. (4.26)
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Por lo tanto, debe existir un estado limite denotado como |0)’, tal que
a'|0) =0. (4.27)
Al reescribir esta condicién utilizando las transformaciones dadas en (4.24) y (4.25) , se tiene

(@ —a)D(a)[0) =0
aD(a)|0) = aD(a)|0) , (4.28)
es decir, el ket ﬁ(a) |0) es eigenfuncién de @ con valor propio « y, por lo tanto, puede ser

denotado como |a). Asi, se llega a la definicién del estado coherente como eigenfuncién del
operador de aniquilacién a,

ala) = ala) . (4.29)

Es importante notar que a es un operador no Hermitiano, por lo que a es un nimero complejo

de modo que
(a|at = o (a] , (4.30)

y, los estados |a) no necesariamente son ortogonales ni deben satisfacer la relacién de com-
pletés. Sin embargo, usando la relacién de identidad de los estados de Fock, se pueden escribir
los estados coherentes,

= In) (nla) (4.31)
n=0

donde (n|a) es la representacion de los estados coherentes en la base de Fock y puede deter-
minarse al multiplicar por el bra (n| la expresion (4.29), esto es

(nlala) = a(nla) . (4.32)
Asi se llega a la relacion de recurrencia
vn+1(n+1lla) =a(n|a), (4.33)

de donde se deduce que

(nlala) = = (0la) (4.34)

Finalmente,
o

Z In) (n|a) = (0]a) Zn: j; n) . (4.35)

El coeficiente (0cr) puede encontrarse al pedir que |«) esté normalizado.

(a]a) = | (0]a)? Z'O‘| | (0]a)? |elel® (4.36)
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Asi, los estados coherentes en términos de los estados de Fock estdn dados por

:oon nla :e_%m'zooa—nn .
;HH) ;:;)\/HH» (4.37)

por lo tanto, las tres definiciones presentadas son equivalentes. A pesar de que |«) son eigen-
funciones de un operador no Hermitiano, cumplen con ser una base completa y su relacién
de completés esta dada por

71r/|oz> (o] d?a=1. (4.38)

4.2.1. Estadistica de los estados coherentes

Una de las caracteristicas més importantes de los estados coherentes es que minimizan la
relacion de incertidumbre de Heisenberg,

1
Az Ap = 3
donde usamos i = 1. Para demostrarlo, tenemos que calcular las varianzas de los operadores
de posicién y momento. Recordamos su forma en términos de los operadores de creacién y

aniquilacién,

(4.39)

1 i
A At A N At
r = —(a' +a) , —(a' —a),
ﬂ( ) p= ﬁ( )
1 1
#? = 5@ N2 t+ata+aal +a? , pP=-— —5l(@ ah? —ata —aal + a2

Sus valores esperados en la base de estados coherente |a) son

(al#la) = V2Rela], (alpla) = v2Tm[a],
(fifle) = Sla+a")?+1], {alila) = 51 - (@~ a*)?].
Asi, al calcular las varianzas se obtienen
A=ty oAp= -1 (4.40)

vz it
Finalmente, con el producto de estas cantidades se demuestra la igualdad (4.39). Para cal-

cular el valor esperado del campo eléctrico se utiliza la definicién de éste en términos de los
operadores de cuadratura (2.22).

(o] Ela) = (a] X1|o) coswt + (oo Xo|a) sin wt

—~

Q

[(a+ o) coswt —i(a — ™) sin wt]

%

N =D =

[ae™" +a*e™'] . (4.41)
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Figura 4.1: Distribuciéon de Poisson que describe la probabilidad de encontrar n fotones en una
cavidad cuando se cuantiza el campo electromagnético como un estado coherente.

A diferencia de los estados de Fock, el valor esperado del campo electromagnético es distinto
de cero y su valor oscila con el tiempo, por lo que presenta un comportamiento similiar al
del campo cldsico. Ademaés, al calcular la fluctuacion del campo eléctrico se observa que ésta
es igual que la del estado vacio, por lo que su fluctuacion es minima y estd dada por

AFE = ( fiw >é , (4.42)

2¢,V

donde V es el volimen en donde se encuentra confinado el campo. Por otro lado, es im-
portante notar que el pardmetro |«| estd relacionado con la amplitud del campo, lo cual se
deduce de la ecuacién (4.41). Asimismo, al calcular el valor esperado de i

(alafa) =|af?, (4.43)

se observa que |a|? es el promedio de fotones, 71, en el campo. Finalmente, para obtener las
fluctuaciones asociadas al numero de fotones, es necesario calcular

(alp?|la) = |a)* + o> = 7% + 7, (4.44)

lo que da lugar a

N[ —

An =/ (A2) — (A)? = () (4.45)

Este es un resultado caracteristico de un proceso de Poisson, lo cual se corrobora al calcular
la distribucién de probabilidad del niimero de fotones en el campo, dada por

|a|2n

12
[ {nla) [2 = e7lol* 2L

(4.46)

v que se ilustra en la Figura 4.1.
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4.3. Estados Coherentes de SU(1,1)

En esta seccién se definen los estados comprimidos de la luz de uno y dos modos [34] a
partir del algebra de Lie SU(1,1), por lo que se comienza con una pequena introduccién sobre
teoria de grupos y de las propiedades de SU(1,1).

Tanto en fisica como en quimica conocer la simetria de un sistema resulta de interés, ya que
es util para resolver problemas en mecénica cuantica. Por ejemplo, se sabe que la simetria de
un sistema estd relacionada con una propiedad invariante. El conjunto de transformaciones
que preservan esta cantidad invariante, junto con la operacién de composicién de las trans-
formaciones forman un grupo. Un ejemplo son los sistemas bajo potenciales centrales, los
cuales son invariantes ante operaciones de rotacién en R? que son transformaciones del grupo
SO(3). Este grupo es homomoérfico a SU(2), al cual pertenecen los operadores de momento
angular. Asi, si se desea estudiar un sistema con potencial central se puede saber que la
solucién para la parte angular estara dada en términos de los arménicos esféricos.

En teorfa de grupos, un grupo G se define como el conjunto de elementos {f, g, h,k,...} que
se relacionan entre si a través de una operacién binaria que se conoce como multiplicacién
del grupo y se denota como o. Las propiedades de un grupo son

= Cerradura: Si f,g € G, entonces, fog € G.

» Identidad: Existe el elemento identidad e en G, tal que

eof=foe=f paratoda feg

» Inverso: Para toda f € G existe un elemento f~! tal que
foft=fTlof=c.

» Asociatividad: La identidad fo(hok) = (foh)ok se satisface para todo f,h,k € G.

Para los propésitos del trabajo de tesis, un grupo de Lie de n parametros es un grupo
cuyos elementos pueden expresarse como funciones analiticas g(a1, -+, ay) de n pardmetros
independientes, «;, de tal modo que

= El elemento identidad e = (0, - - - ,0) corresponde a los valores a; =0, j =1,2,--- ,n.

= Las operaciones de multiplicaciéon del grupo e inversién son funciones analiticas de los
parametros en alguna vecindad del elemento identidad.

Usando la notaciéon a = (aq,- -+ ,ay) la segunda propiedad implica que si g(«) y g(8) son
dos elementos del grupo definidos en una vecindad de la identidad entonces existen funciones
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analiticas v; = vj(a, 8) y (), con j = 1,--- , n, tales que en alguna vecindad de la identidad
se tiene que

9(v) = g(a)g(B), g~ (@)g(a) = g(6(a)) = e(0).

Los ejemplos més simples de grupos de Lie son los grupos matriciales para los cuales cada
elemento del grupo g es una matriz n X n y cada elemento de matriz g;; = g;j(c) es una
funcién analitica de los n parametros. El algebra de Lie correspondiente puede obtenerse de
los elementos del grupo en la vecindad de la identidad. Esto implica que la correspondencia
entre grupos de Lie y adlgebras de Lie es de n a 1, esto es, varios grupos de Lie, no isomorficos,
pueden tener la misma algebra de Lie.

Dado un elemento « de un campo F y A, B, C elementos de un algebra de Lie £, se satisfacen
las siguientes propieades bajo la operaciéon de conmutacién,

» [A,B] €L,

» [A,B+C])=[A,B]|+[A,C],

= a[A,B] =[a A, B] = [A,aB],

= [A,B] = —[B, 4],

» [A,[B,C]]+[B,[C,A]] + [C,[A, B]] = 0.

Dado que un &lgebra de Lie tiene una estructura subyacente de espacio vectorial, entonces,
una base para ese espacio constituye una base para el dlgebra de Lie. Asi, si {L; : j =
1,---,n} es una base para el dlgebra de Lie L, se tiene que los elementos de la base satisfacen
las relaciones de conmutacién,

[Lj, L] = Z Cjke Lo, (4.47)
¢

donde las constantes cjx¢ se llaman constantes de estructura del dlgebra de Lie. Cada elemento
de la base es un generador infinitesimal de un subgrupo asociado a un parametro del grupo de
Lie correspondiente. Por ese motivo se les llama generadores del algebra. Para toda algebra
de Lie, es posible construir operadores que conmutan con todos los elementos L;. Estos se
conocen como operadores de Casimir.

El grupo de Lie SU(1,1) est4 formado por los generadores {Ky, K1, Ko} que satisfacen las
relaciones de conmutacién

(K1, K] = —iKy , [Ko, Ki]=iKy , [Ky, Kol =iK;. (4.48)

El operador de Casimir ascociado a esta algebra es

R R N N N 1 .~ N
K*=K} - K} - K3=K - (K K-+ K Ky), (4.49)
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y satisface la relacién [K 2,.&] =0 con i =0,1,2 . En cualquier representacién irreducible
tiene la forma K2 = w(w — 1)I. De forma anéloga a los operadores de momento angular,
es posible definir operadores escalera, Ki, que resultan ttiles para construir los estados del
sistema a partir del estado base. Estos se definen como

Ki =K +iK,, (4.50)
y cumplen con las relaciones
[Ko, Ki] = +Ky , [Ky, K ]|=—-2Kj. (4.51)

Conocer las relaciones de conmutacion permite dar una eleccién de los operadores a partir
de los cuales se puede construir la base del sistema. En este caso, se elige a {K y Ko}, los
cuales son diagonalizables simultdneamente y, por lo tanto, comparten una base denotada
por |w, k). La accién de los operadores sobre la base es

K% |w, k
K, lw, k
Ki|w, k
K_|w, k

w(w —1) |w, k)

(w+ k) |w, k)

V(k+1) 2w +k) lw, k+1)
VEQw+k—1)|w, k—1),
donde w > 0 y se conoce como indice de Bargmann y k = 0,1,2,... es un ntimero entero

positivo. Todos los estados del sistema pueden ser contruidos a partir de la aplicacion sucesiva
del opeador escalera K| sobre el estado base |w, 0), de la forma

4.52.1
4.52.2
4.52.3
4.52.4

)= ( )
)= ( )
)= ( )
)= ( )

I'(2w) £k
EYy=4=——"—— (K . 4.53
Finalmente, dependiendo de la realizacion de los operadores Ki, el grupo SU(1,1) puede ser
utilizado para describir los estados comprimidos de uno y dos modos de la luz. A continuacién
se describen ambos estados.

4.3.1. Estados Comprimidos de un modo
Si se escoge la realizacion

L1 1
K,==@h? , K_=za® |, K[):Z(Aaueﬁa), (4.54)

y se substituye en la definicién del operador K dada en (4.49), se obtiene que en esta re-

presentacion el operador de Casimir se reduce a K = w(w — 1) = —1—36, la cual tiene como

solucién w = %, %. Por lo tanto esta realizacion tiene dos representaciones irreducibles.
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El espacio de Hilbert formado por los estados en los que w = i, H1/4, consiste en los estados
de Fock con un nimero par de fotones, esto es

1

\Z, k) =12k) con k=0,1,2,..
Por otro lado el espacio de espacio de Hilbert H3/4 en el que w = % estd formado por los
estados de Fock con un nimero impar de fotones,

3

|Z’ k) =|2k+1) con k=0,1,2,..
El operador unitario de desplazamiento de este grupo, también conocido como operador de
compresién, esta definido como

S(¢) = eCR+—C"Ro) — ga(Caf?—cra?) (4.55)

)
donde ¢ = re ™ con 0 < r < 0oy 0 < 6 < 27. Este operador unitario corresponde a un
proceso fisico y tiene la propiedad de hacer una transformacion de escala en las cuadraturas
del campo electromagnético, esto es,

ST(r)zy S(r) =21e", ST(r)igS(r) =idge . (4.56)

La accién de S(¢) sobre el estado de vacio |5, 0) = |0) y sobre el primer estado excitado de
un oscilador |2, 0) = |1), crea los estados coherentes de dos fotones que designamos por

72 = 8(0)10) = K¢ ) (1571)
I% n) = S(0) 1) = SR+ E ) (4.57.2)

donde por conveniencia usamos el pardametro complejo n = ¢/|¢| tanh |¢|. Usando la relacién

exp(¢ Ky — ¢* K ) = exp(a K1) exp(8 Ko) exp(y K ),

con
/%

:hl 1-— =2 s o = N , :L

podemos escribir los estados (4.57) en términos de los estados base que portan la represen-
tacion irreducible w del grupo SU(1,1),

o0

3o =510 = (1= ) Y [FEE S 2w (4550
k=0

\Z, n) =511 =1 =)y 35;;) "2k + 1) . (4.58.2)
k=0

Ambos estados estan relacionados por el operador de aniquilacion a,
n

A1 3
a\m =T ’177>
V1—Inf



CAPITULO 4. ESTADOS CUANTICOS DE LA LUZ 47
P futunes{kj

015}

2 4 G 8 10 12

Figura 4.2: Distribucion que describe la probabilidad de encontrar k fotones en una cavidad cuando
se cuantiza el campo electromagnético como un estado comprimido.

4.3.2. Estados comprimidos de dos modos

La descripcién de estos estados se hace al elegir la siguiente representacién para los
generadores del grupo SU(1,1),

~ . N . N 1AA o
K+:a]£a£ , K_=a1a0 |, Kozi(alal—i—a;ag—i—l).

Los estados coherentes SU(1,1) de dos modos son generados por la accién de un operador de
compresién Sz (() sobre un estados de Fock de dos modos |n1, n2) 5. El operador de compresion
estd definido como

$o(¢) = (¢ min—calad) _ (K- —CKy)

donde ¢ = —%9 e con0<f<ooy0<¢<2m El estado de Fock de dos modos sobre
el que actiia el operador de compresién se elige como |g,0); donde ¢ > 0 y es un ntmero
entero. Asi, el estado coherente generado es

. 1> !
1.0) = 320100 = 1= )T 3 CE g, 59)

El pardmetro complejo 1 describe este estado coherente SU(1,1) y por conveniencia estd
definido como

n = —tanh (6/2) e ™.
4.4. Funciones de distribucion de cuasiprobabilidad

Para describir los estados del sistema atomo-campo, resulta util introducir las funciones de
cuasidistribucién de probabilidad utilizadas como variables fundamentales en el formalismo
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de la mecéanica cudntica en el espacio fase y como un recurso en éptica cudntica para ilustrar la
evolucién del campo electromagnético de un sistema. A continuacién, se describe brevemente
las caracterisitcas mas importantes de esta representacion.

Como se menciond, la mecanica cuantica puede ser estudiada a partir de diferentes esquemas
o formulaciones. Por ejemplo, uno de los més conocidos es la formulacién de Schrodinger, en
la que el estado del sistema es descrito por una funcién de onda que se puede representar en el
espacio de posiciones, ¥U(r), o en el espacio de momentos ¥(p). Una formulacién distinta es la
del espacio fase [25]. En ésta, las variables de posicién y momento se utilizan simultdneamente
y el estado es descrito por una cuasi-distribucién de probabilidad y no por una funcién de
onda, un vector de estado o una matriz de densidad. Sin embargo, todas las formulaciones
son matematicamente equivalentes, ya que existe una correspondencia entre el espacio de
funciones de onda y el espacio de cuasi-distribuciones de probabilidad [25].

La principal ventaja del formalismo en el espacio fase es que es similar a la mecédnica estadisti-
ca clésica, en el sentido en que ambas trabajan con funciones de distribucién de probabilidad
y en que no se utiliza el formalismo de operadores. Esta similitud permite hacer comparacio-
nes entre las caracteristicas clasicas y cudnticas de un sistema. Por ejemplo, en la mecénica
estadistica clésica se evalia el promedio de una funcién A (z, p) que depende de las variables
de posicién y momento a través de una funcién de distribucién de probabilidad W (z, p),

(Au(z,p)) = /_ Y /_ " dp A, p) Walo,p) (4.60)

En la formulacion de la mecénica cudntica en el espacio fase, es posible obtener el promedio
de un observable de una forma analoga. La funcién de cuasi-distribuciéon toma el papel de la
funcién clésica de distribucion y el observable se representa como una funcién de variables x

yp
<A(§;,p)>=/_ d:c/_ dp A(z,p) W (z,p). (4.61)

Donde A(z,p) es la funcién que representa al operador A en el espacio fase y se obtiene a
partir de una transformacién de Weyl, dada por
—ipy

Az, p) = / dye " (z + g|/1\x - %> . (4.62)

Existen diferentes cuasi-distribuciones de probabilidad. Las méas comunes son la funcién de
Husimi y la funcién de Wigner. Ambas ofrecen otra forma de visualizar propiedades de

sistemas cudnticos y proveen informacién sobre su comportamiento cudntico y cldsico. A
continuacién se presentan su definicién y propiedades.
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4.4.1. Funcién de Wigner

Dado un vector de estado |¥(t)) y su correspondiente matriz de densidad p(t) = [V (¢)) (¥ (¢)|,
la funcién de Wigner se define como la transformada de Fourier dada por

1 [ R o
W(q,p)zw/ (g+ylplg—y) e 2P dy. (4.63)

—00

Esta cumple con las siguientes propiedades [35]:

Normalizacion

/_Z dq/: dpW(gp)=1. (4.64)

Area

El area de esta distribucién se considera como una medida del comportamiento cuantico del
sistema. Debido a que los estados coherentes satisfacen la incertidumbre de Heisenberg, su
area en el espacio fase es minima, por lo que se establece que a mayor area, mayor caracter
cuantico del sistema.

Az/ dq/ dp W (g, p) (4.65)
1

[W(g,p)| < (4.66)

h
Marginales

La integral de la funcién de Wigner sobre la coordenada de posicién o sobre la coordenada de

momento regresa la densidad de probabilidad de momentos o de posiciones, respectivamente.

= Marginal en ¢

Integrando sobre la variable de momento se tiene

/deqp // (g+ylplg—y) e * dydp

—00
[e.e]

7T/ U(g+y)U*(q— y)dy/ e~ dp

—00

_i/ dy¥(g+y)¥ (g —y) mé(y)
=), (4.67)

donde se usé la representacion de la delta de Dirac
1 o0

el ik(z—y) g1 — _
5 e dk =6y — x)

—00
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y la propiedad

= Marginal en p

Integrando sobre la variable de posicion se tiene

/Oo dx W (x,p) / / + )V (z — §) dydz. (4.68)

— 00

Ahora, se hace el cambio de variables de la forma g =2+ % ¢ =z — 4 con dyds =
/] dg dq'

_in(a—d') .
/dexp 2h// ST () v (¢) dgdd

\/ﬁ/ (a)da F [ (q/)dq/}
—3(p) B(p)" = |B(p) (4.69)

Ademads de sus propiedades, un aspecto importante de esta funcién de cuasi-distribucién de
probabilidad es que para cualquier funciéon de onda escrita como una combinacién lineal de
estados de Fock, se le puede asociar una funcién de Wigner reescrita en términos de una
funcién auxiliar, la cual tiene una forma cerrada. Esto es, dada una funcién de la forma

U) = Z cn n)
n=0

y con matriz de densidad en esta base

p=10) (U] = 3 euciy In) (]

n,m

la funcién de Wigner se puede escribir como

Ws(q.p) =D cnCiWinyom) (¢:) (4.70)

n,m

donde W) (m|(q,p) se conoce como la funcién auxiliar de Moyal y su definicién estd dada
por la expresién analitica

- m n—m '
( 713 27 [ (=) e ) o L +pY), (4T

Winyim|(¢,p) =
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Figura 4.3: Izquierda: Funcién de Wigner para un estado de Fock con 6 fotones. Derecha: Corte a
la la funcién de Wigner de la izquierda en = = 0 para ilustrar los valores negativos que puede tomar
esta cuasi-distribucion de probabilidad.

para n > m. Sin < m, se debe intercambiar n <> m 'y q—ip <> g+ ip. La deduccién de
esta funcién auxiliar se presenta en el Anexo 1.

Al tomar valores negativos, la funciéon de Wigner resulta 1til para ilustrar el caracter no
cldsico de un estado de la luz ( también reflejado en la presencia de fuertes correlaciones y
de violaciones a la desigualdad de Cauchy-Schwarz), como se ilustra en la Figura 4.3 para un
estado de Fock con n = 5.

4.4.2. Funcién de Husimi

La funcién de Husimi, designada como Q, es otra funcién de cuasi-distribucién de pro-
babilidad que permite visualizar el campo electromagnético y calcular los valores esperados
de propiedades fisicas a partir de ella. Una de sus caracterisitcas mas importantes, es que a
diferencia de la funcién de Wigner, la funcién Q es positiva sobre todo el espacio fase. Para
un estado arbitrario de la luz estd definida como

Qz,y) = —[(BIY)|* =

donde |B) es un estado coherente y 1/7 es un factor de normalizacién. Los estados |f3)
dependen del parametro complejo 8 que puede definirse § = Re[s] + iIm[f] = x + iy,
entonces, la funcién Q también debe depender de estos parametros, esto es, Q(5) = Q(x,y).

. ~ (5lw) (¥]5) | (.72

Es importante notar que la funcién de Husimi puede interpretarse como la probabilidad de
que el estado |¥) se parezca a un estado coherente, por lo que sus valores necesariamente
estan acotados.

En este trabajo vamos a utilizar la funcién de Husimi para visualizar el comportamiento de
la luz en modelos de interaccién y materia. Esto puede hacerse determinando el operador de
densidad reducida del campo pgr. En este caso la funciéon de Husimi se escribe,

Q(z,y) = — (BlorlB) (4.73)

1
us
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lo que implica que de forma general, la funcién Q es el valor esperado del operador de densidad
pr en la base de los estados coherentes |/3).

Algunas de sus propiedades son las siguientes:

Normalizacion

/_Z /_Z Qa,y) dudy = 1. (4.74)

Valores positivos y acotados

0<Q(z,y) < (4.75)

3| -

Area

El segundo momento de la funcién de Husimi se ha propuesto como una medida de la com-
plejidad de los estados cudnticos, en el sentido en que a mayor valor del area, el sistema toma
un mayor caracter cuantico. Adicionalmente, sirve como una medida de la localizacién del
sistema en el espacio fase [2]. El drea que ocupa la funcién de Husimi en el espacio fase estd
asociada con el inverso del segundo momento M), esto es

(4.76)

donde M@ est4 definido como
M® = 27r/ / Q?(x,y) dzdy. (4.77)

El factor 27 se introduce para garantizar que el segundo momento asociado a un estado
coherente con pr = |a) (o] sea M) = 1. Asi, para la funcién de Husimi de un estado
coherente con p = |a) (al, se tiene que A = 1, el cual es el valor minimo que puede tomar
el area de ésta funcion. Por lo tanto, A > 1 para una funcién de Husimi de cualquier otro
estado de la luz distinto al estado coherente. Por ejemplo, para un estado de Fock, Q(z,y)
esta dada por

@) (@ )"

= ¢~ 4.78
Q|n)(n| (:Uv y) 7_‘_6 nl ) ( )
la cual tiene un segundo momento de
2n)!
MO () =
(1m) = g2
con un area de (n1)?
4™ (n!
A(ln)) =
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5 X 4

Figura 4.4: Izquierda: Funcién de Husimi para un estado de Fock con n = 6. Derecha: Funcién de
Husimi para un estado coherente un nimero pormedio de fotones 7 = |a|? = 6.

Para el caso en el que n = 6 el area de la funcién de Husimi es A = 4.43. Esta funcién se
ilustra en la Figura 4.4, donde se comparan las funciones Q(z,y) para el estado de Fock con
n = 6 y un estado coherente con un nimero promedio de fotones 7 = 6. Es evidente que la
primera funcién tiene un radio mayor en comparacion con el caso coherente, por lo tanto, el
estado de Fock tiene un mayor cardcter cudntico y estd méas deslocalizado.

Para un estado generalizado de la forma siguiente: |¥) = Y">° /¢, |n), es inmediato escribir
el segundo momento, esto es,

/ox ) /
9y ency el et (n+n')!
M T e O (4.79)

n,n’m,m
En problemas realistas la suma del estado generalizado se trunca, implicando un nimero
finito de términos en las sumas de la expresién del segundo momento.

Retomando el formalismo de la mecanica cuantica en el espacio fase, una caracteristica im-
portante de esta formulacion es que las funciones de cuasi-distribucién de probabilidad estan
relacionadas a partir de transformaciones especificas. Por ejemplo las funciones de Wigner y
Husimi se relacionan por la transformacion

Q(a) = % / W(8) e 2180 23 (4.80)

Las expresiones mencionadas de las distribuciones de cuasi-probabilidad de Wigner y Husimi
seran ampliamente utilizadas para visualizar el comportamiento de la luz en cavidades o re-
sonadores; particularmente para los modelos de interaccion de radiaciéon y materia discutidos
en el presente trabajo.



Capitulo 5

Evolucién temporal

En este capitulo se presentan los resultados de la dinamica del modelo original de Jaynes-
Cummings y su modelo generalizado, donde la transiciéon ocurre mediante dos fotones. En
la primera seccion, se definen las funciones que nos permiten obtener informacién sobre el
enredamiento entre la materia y el campo electromagnético, las probabilidades de ocupacién,
la inversion de poblacién y las funciones de autocorrelacion. Posteriormente, el problema se
aborda de dos formas distinas: utilizando el esquema de Schrodinger y utilizando esquema de
interacciéon o de Dirac. Aunque ambos esquemas son completamente equivalentes, como se
demuestra en este capitulo, en el esquema de interaccion se resuelve la ecuacién de Schrodinger
la cudl es utilizada en el siguiente capitulo para la construccién de estados especificos de la
luz. Notar que en el caso resonante en este esquema el Hamiltoniano es independiente del
tiempo. En cada esquema, los resultados se presentan en los casos limite i) en resonancia,
A =0, y ii) fuertemente fuera de resonancia, A >> 1.

La dindmica del sistema puede abordarse desde el esquema de Schrodinger calculando el ope-
rador de evolucién temporal U (t) = e~ W/hHE o] cusl se obtiene usando algebra de operadores,

especificamente, se utilizan las propiedades de las matrices de Pauli 64 = 1/2 (6, £1i6,).

En el caso en el que el sistema estd fuertemente fuera de resonancia, la ecuacién de Schrodinger
en el esquema de interaccién da lugar a un sistema de dos ecuaciones diferenciales acopladas.
Este caso es importante, ya que surgen corrimientos de fase que dependen del nimero de
fotones y de la poblacién en los niveles atémicos; los cudles abren la posibilidad de crear
estados de gato al considerar la dindmica de un estado coherente y elegir apropiadamente las
amplitudes de probabilidad atémicas, como se discute en el siguiente capitulo.

5.1. Enredamiento en sistemas bipartitas puros y correlacio-
nes

El enredamiento es una propiedad tnica de sistemas cuanticos que se presenta entre las
componentes de un sistema compuesto, esto es, entre un conjunto de particulas o entre un

o4
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atomo y un campo, como es el caso de este trabajo. Una de las particularidades del enreda-
miento es que existe ain en la ausencia de la interaccién entre las componentes del sistema y
no depende de la distancia entre ellas. Estas caracteristicas establecen al enredamiento como
un tipo de correlacion cudntica de caracter local y no local.

Un estado enredado es aquel que no puede ser escrito de forma separable. Por ejemplo,
consideremos el caso de dos particulas A y B de dos niveles que pueden, o no, interactuar
entre si. Si no hay enredamiento, es posible conocer de forma independiente el estado en el
que se encuentra cada una de las particulas. Esto implica que el estado es separable y que se
escribe como un producto tensorial entre los estados de Ay B (5.1), donde en un caso general
éstos estan dados por una superposicién coherente del tipo a;|1); + 3; |2), con i = A, B.

(W) =(aalD)a+Bal2)4) @ (aB[)p + PB[2)p)
=asap (1), @) p+aafp )y ©[2)p + Baap(2), @) p + 4B [2) 4 @ [2)5 - (5.1)

Por el contrario, en los estados enredados no es posible conocer el estado de los subsistemas
cudnticos de forma independiente y, por lo tanto, el estado total del sistema no es separable.
Este es el caso de

W) =@ )p+I12,©2)p, (5.2)

el cual no puede ser escrito como un producto tensorial entre un estado de la particula A y un
estado de la particula B, ya que al querer escribirlo de la forma (5.1) necesitamos la presencia
de términos cruzados. En otras palabras, el estado no es factorizable por lo que tinicamente
podemos conocer el estado del sistema conjunto. Un aspecto relevante de los estados enreda-
dos se puede ilustrar con el ejemplo de las particulas A y B. Si se realiza una medicién sobre
la particula B y ésta resulta estar en el estado |1) 5, entonces, instantdneamente es posible
saber que A se encuentra en 1) 4. El hecho de que los subsistemas compartan informacién,
es utilizado como un recurso en la teoria de informacion cudntica para establecer procedi-
mientos que mejoren el almacenamiento, procesamiento y transferencia de la informacién.

Como se ha discutido, en un estado enredado al medir uno de los subsistemas se obtiene
informacién del otro; para obtener informacién sobre los subsistemas es posible utilizar el
formalismo de la matriz de densidad y las matrices de densidad reducida de los subsistemas.

5.1.1. Matriz de densidad

En mecanica cudntica, un sistema puro estd completamente determinado por su funcién
de onda |¥). Sin embargo, la forma mas general de describir un sistema es a partir de su
matriz de densidad p. La definicion de este operador abre la posibilidad de diferenciar entre
dos tipos de estados cudnticos: estados puros y estados mixtos.

Existen distintas razones por las que es necesario considerar estados mixtos. Una de ellas se
debe a que es frecuente encontrar sistemas que se encuentran en una mezcla estadistica de
diferentes estados. Un ejemplo es el proceso absorcién-emisién espontanea de un fotén en un
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atomo efectivo de dos niveles, donde existe una distribucién de estados posibles por lo que el
sistema no puede ser representado por una funcién de onda.

Por otro lado, la matriz de densidad es 1til para estudiar estados que presentan enredamien-
to. Consideremos los casos de un sistema que interactia fuertemente con su ambiente y la
interaccién atomo-campo estudiada en este trabajo. Si hay enredamiento, no sera posibe co-
nocer el estado del sistema aislado del ambiente, ni el estado en el que se encuentra el dtomo
sin considerar al campo y viceversa. A través del cdlculo de la matriz de densidad es posi-
ble definir también las matrices de densidad reducida que nos permiten conocer informacién
sobre cada uno de los componentes de un sistema cuantico compuesto.

La matriz de densidad que describe un estado cuantico general esta dada por
p="> pilWi) (W], (5.3)
i

donde la suma corre sobre los posibles estados en los que puede estar el sistema y p; representa
la probabilidad asociada a cada uno de ellos. Estas probabilidades satisfacen las siguientes
relaciones

0<p<l , > pi=1, Y pi<l. (5.4)
i %

Cuando el sistema esta completamente descrito por un solo estado |¥;), la matriz de densidad
se reduce a
p= ;) (¥ . (5.5)

Este es el caso de un estado puro, en donde la matriz p es un operador de proyeccién, es
decir, satisface la igualdades

P=p . Tr[? =Tl = 1. (5.6)

Por el contrario, un estado mixto es aquel que estd descrito por la matriz de densidad (5.3)
y no cumple las relaciones (5.6). Asi, un criterio para determinar si el sistema estd en un
estado puro o en un estado mixto es el siguiente

Tr[p?] =1, para un estado puro

Tr[p?] <1, para un estado mixto. (5.7.1)

Toda matriz de densidad diagonal de dimensién n x n con n > 1 describe un estado mixto, la
presencia de elementos no diagonales distintos de cero denotados como x y conocidos como
coherencias o correlaciones, implican que se trata de un estado puro o mixto. La distincién se
determina calculando la traza del cuadrado de la matriz de densidad. Por ejemplo para una
matriz de densidad de dos dimensiones se tiene un estado puro siempre que p11 p22 = |p12|%.
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5.1.2. Matrices de densidad reducida del campo y de la materia

El concepto de matrices de densidad reducida resulta 1util para analizar sistemas com-
puestos en los que se quiere medir observables asociados a uno de los subsistemas cuanticos
que conforman el sistema. Recordemos que el valor esperado de un observable O en términos
de la matriz de densidad esta dado por

(0) =Tx[pO]. (5.8)

Ahora, en un sistema bipartita, por ejemplo uno formado por un subsistema A y un subsis-
tema B (el cual se puede generalizar a sistemas de mas componentes), el valor esperado de
solamente uno de los subsistemas, i.e. O4, esta dado por

(Oa) =Tr[pO4] = Z A(n| B (m|plm)p [n) 4 , (5.9)

n,m

donde se define ) = g (m|p|m)z como la matriz de densidad reducida del sistema A. Asf, la
matriz de densidad reducida de A estd definida como la traza de p sobre todos los estados
de B. Para el caso de la interaccién atomo-campo considerado en este trabajo, las matrices
reducidas del sistema bipartita son

pm(t) = Trelp(t)],  pr(t) = Trmlp(t)] - (5.10)

La matriz reducida de la materia para un sistema de dos niveles, se puede representar como:
Pe(t)  x(t) )

om(t) = < N , 5.11

W=ew P (510

donde P, (t) y P,(t) son las probabilidades de ocupacién del d&tomo que satisfacen la relacion
P.(t) + Py(t) = 1. La letra x(t) en los elementos no diagonales de la matriz representa una
cantidad conocida como coherencia, los cudles permiten diferenciar entre un estado puro y
un estado mixto, mediante la expresién: Pe(t) Py(t) > |x(t)|?, es un estado puro si se cumple
la igualdad, en caso contrario es un estado mixto.

5.1.3. Entropia lineal y de Von Newmann

Parte fundamental de este trabajo consiste en medir el enredamiento presente en un
sistema bipartita puro. Esto se puede realizar a través de las funciones de entropia lineal y
entropia de Von Newmann.

En un sistema bipartita puro AB, la matriz de densidad reducida de uno de los subsistemas
puede (o no) ser diagonal. Si es diagonal, la descripcién independiente de uno de los com-
ponentes estd dada por un estado mixto y se presenta enredamiento. Asi, es posible utilizar
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el criterio (5.7.1) como una medida de enredamiento en un sistema bipartita puro, donde se
cumplen las siguientes relaciones,

Si |¥) 45 estd enredado <+ parepresenta un estado mixto.

Si |¥) 45 no estd enredado <+ parepresenta un estado puro.
La funcién de entropia lineal estd fundamentada en estos criterios y se define como
S =1- e[ (8)] = 1 - T[2(1)]. (5.12)

Una caracterisitca importante es que sélo toma valores entre 0 < S, < 1/2. En nuestro caso,
oM describe un atomo de dos niveles por lo que se trata de una matriz 2 x 2, definida en
(5.11). Por el contrario, la dimensionalidad y descripcién de pr dependen del estado de la luz
que se esté estudiando. Asi, resulta conveniente escribir Sy, en términos de py (5.13), donde
x son los términos no diagonales de pyr que se discuten posteriormente.

Sp, = 2P.(t) P,(t) — 2|x|? (5.13)

La entropia de Von Newmann es analoga a la definida en mecanica estadistica y se puede
entender como una médida de la falta de informacién, es decir, de la informacién que se
obtendria si se realizara una medicién completa sobre un sistema. Para un operador de
densidad p, ésta se define como

Syn = —Tr[plnp|. (5.14)

Es posible demostrar que en la base en la que p es diagonal, la expresion (5.14) se reduce a

d

SVN = —Z)\k log /\k, (515)
k=1

donde A son los eigenvalores de la matriz de densidad p del sistema bipartita y el indice d
hace referencia a la dimensionalidad del espacio. Para un sistema cudntico puro bipartita la
entropia de Von Neumann vale cero, porque solamente tiene un eigenvalor igual a la unidad.
Para las correspondientes matrices de densidad reducida, por ejemplo del campo y la materia,
el valor de la entropia determina si la materia y el campo estan enredados; por este motivo
se le llama al célculo de la entropia de sistemas bipartitas entropia de enredamiento.

Para la matriz de densidad reducida de la materia dada en la expresién (5.11), es directo
determinar sus eigenvalores,

ratt = [ OO o (5.16)

y mediante la expresién (5.14), calcular la correspondiente entropia de enredamiento entre el
campo y la materia.
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5.1.4. Autocorrelacién

En estudios de la dindmica de paquetes de onda se presentan los fenémenos llamados
colapsos y resurgimientos, que fueron predichos en 1980 por Eberly y Sanchez-Mondragdén
estudiando precisamente el modelo de Jaynes-Cummings [24]. Los paquetes de onda apare-
cen en el contexto de la fisica atémica y molecular, para la observacién de los colapsos y
resurgimientos se determinan por ejemplo: la funciéon de autocorrelaciéon, y la inversién de
poblacion.

La funcién de autocorrelacién es una senial tipica que aparece en la dindmica de paquetes de
onda. Esta definida como el valor absoluto del producto interno entre el estado inicial del
sistema y su estado a un tiempo t arbitrario; indicando que tanto se parece el estado del
sistema al tiempo ¢ al estado inicial,

A(t) = [(L(0)[ ()] - (5.17)

Evidentemente, los valores que puede tomar se encuentran entre 0 < A(t) < 1. Mientras
menor sea el valor que adquiera a un tiempo ¢, el estado del sistema es menos parecido al
estado inicial.

La inversién de poblacién I(t) en la dindmica de paquetes de onda asociados a sistemas de
dos niveles esta determinada por

I(t) = Pu(t) — P,(t). (5.18)

Para ambas observables se encuentra un comportamiento temporal muy similar, como vere-
mos adelante. Esto es, presentan caracteristicas tipicas como: comportamiento cuasi-periédi-
co, dasfasamientos, y resurgimientos completos y fraccionales.

5.1.5. Decoherencia

El término decoherencia aparece en muchas ramas de la fisica para describir la ausencia o
desaparicion de términos de superposiciones de estados cudnticos. Se utiliza como una conse-
cuencia inevitable de la interaccién de un sistema con su medio ambiente. En este trabajo, los
elementos no-diagonales de la matriz de densidad reducida de la materia, designados como
X(t) y conocidos como coherencias, indican la transicién del estado excitado al estado base
bajo la influencia del campo electromagnético, como si éste fuera el medio ambiente.

La funcién coherencia estd definida a partir de estos elementos no diagonales de la matriz de
densidad reducida de la materia,

Coh(t) = 2|x(t)]. (5.19)
Al observar la ecuacién (5.13) de la entropia lineal, notamos que la coherencia nos da infor-
macion sobre el enredamiento en el sistema. Cuando la coherencia es cero y, por lo tanto,
la matriz py es diagonal, tenemos el caso de un estado con maximo enredamiento. Por el
contrario, cuando el término 2|x(¢)|* iguala el valor 2P.(t) P,(t) (valor méximo que puede
tomar), el sistema no presenta enredamiento y se trata de un estado completamente puro.
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5.2. Esquema de Schrodinger

En el esquema de Schrodinger, la dependencia temporal del sistema esté contenida en la
funcién de onda. La informacién del sistema V¢ se obtiene por la accién de un operador de
evolucién temporal sobre la funcién de onda a t = 0,

(1)) = Ult,to) [¥(0)) - (5.20)

5.2.1. Campo electromagnético de un modo

El operador de evolucién temporal asociado al Hamiltoniano del modelo de Jaynes-
Cummings (3.22), el cual considera un sistema de dos niveles interactuando con un cam-
po electromagnético de un modo en una cavidad resonante, se define a continuacién. En el
apéndice II se muestra el procedimeinto completo para obtenerlo, por lo que en esta seccién
nos limitamos a presentar su representacién como operador en la base atémica,

O(t) = e LB 41) |e) (el = iAaG(@) le) {g] — il G+ 1) |g) (el + (@) |g) (gl } .+ (5.21)

donde se definié la notacion

F(n) = cos (Q(ﬁ)t) — g;(i) sin (Q(ﬁ)t) , (5.22.1)
Gh) = Q(lﬁ) sin (Q(ﬁ)t) , (5.22.2)
Q(R) = VAZ + 227, (5.22.3)

5.2.2. Campo electromagnético de dos modos

Para llevar a cabo el estudio de la interacciéon de un dtomo con un campo cuantizado de dos
modos, es necesario obtener el operador de evoluciéon temporal asociado al hamiltoniano del
modelo de Jaynes-Cummings generalizado [36,37]. Siguiendo la misma metodologia descrita
en el apéndice 11, se encuentra que este operador estd dado por

0(t) = e @D P (i, o) e) (o] + K-y, ) fe) {g] + K4 G, 7)) (el + o, 7)) (9]}
(5.23)



CAPITULO 5. EVOLUCION TEMPORAL 61

donde se utiliz6 la notacion

R J 1
F (i, frg) = cos gV t — " sin gVt (5.24.1)
gVv'v
A - N -
F_(fy,fig) = cos gV t + i~ sin gV t (5.24.2)
29V
N =
Gy (ny,ng) = 7 sin gVo' ¢ (5.24.3)
G_ (i1, fn) = ———singVirt (5.24.4)
Vi
52 A , 2 A
vV = @—F K_K+ y vV = 4792 + K+K_ . (5245)

Es importante notar que aunque la notacién utilizada para denotar algunos parametos, coin-
cide en ambos modelos de Jaynes-Cummigs, su significado fisico es distinto y estan dados en
el capitulo 3.

Para estudiar el caso més general, tomemos como estados iniciales las siguientes funciones
de onda que consideran la interaccién del a&tomo con un campo de uno y dos modos,

W) = [sin g |g) + cosdle)] @ Y _wnn) , (5.25.1)

o) = [sing|g) +cosdle)] ® Y wn lg+n,n)p (5.25.2)

n

donde el subindice F' en el ket |¢ + k, k) hace referencia a que es un estado de Fock de dos
modos. Para simplificar la notacién, este subindice se omitird en las siguientes expresiones.

5.3. Esquema de Dirac

Para resolver el caso fuera de resonancia, en donde A # 0, e ilustrar otra metodologia en
la que es posible obtener la dinamica del modelo de Jaynes-Cummings, se utiliza el esquema
de interaccién de la mecanica cuantica. En este esquema, el vector de estado del sistema y
los operadores A asociados a observables son dependientes del tiempo y estan relacionados
con el esquema de Schrodinger a través de las transformaciones unitarias

(1)) = Ud(t,t0) [Ws) ,  Ar(t) = Ul(t, to) As Up(t, to) , (5.26)

donde Uo(t, to) = e~ nHot eg o] operador de evolucién temporal asociado a un Hamiltoniano
con base conocida. En el modelo de Jaynes-Cummings, este Hamiltoniano conocido consiste
en la energia del atomo y el campo libre

hwo

. 1
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Asi, el Hamiltoniano en el esquema de interacciones es
Hi(t) = Ul(t,to) Hs Up(t,to) = hA (6_al e + 6, ae 12" (5.28)

donde A’ = 2A definida anteriormente. El vector estado en el esquema de interacciones para
el sistema de un &tomo de dos niveles en interaccién con un campo cuantizado, se propone
como

Z{cpen Yen) + @4p1(t) [gn + 1)} + ®,40(t) |g0) (5.29)

Al sustituir en la ecuacién de Schrodinger

m'qjd(f» = Hy(t) | (t)) (5.30)

y multiplicar por (g 0|, se obtiene la ecuacién diferencial

d®go(t)

=0 5.31
a0tl) o, (531)

la cual implica que el estado base |g0) estd desacoplado. Por ese motivo en la literatura a
|g0) se la llama estado obscuro. De forma similar, si se multiplica por {(en| y (gn + 1| se
obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas, también conocido como ecuaciones
de Rabi

do n+ t —i A’ 1 5

971() = —i)e ZAtQ)Sn(t)\/ni—i— ( '32'1)
dien t . —iA' t + 5 322
t()—_er B t(Pgn 1( )\/ﬁ ( : : )

Derivando (5.32.2) con respecto al tiempo y substituyendo en (5.32.1) se obtiene,

d>®. (1) . dPen(t)
A
a T a

se propone @, (t) = 7%, que al sustiuir genera el polinomio

+ X2 (n+ 1)@, (t) =0, (5.33)

Y +iAy+ 22 (n+1)=0 (5.34)

con raices

2

fyi:—i%j:iﬂ y Q:\/A2(n+1)+A4. (5.35)
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La solucion general para ®.,, estd dada por la combinacion lineal que considera ambas raices
v+. La solucién para ®4,1 se obtiene al sustituir ®.,, en (5.32.1). Estas son

B, (t) = efi%t[A oI 4 Be’mt]

N / ; / ;
— 171‘/ A'—Q iQt A'4+Q —iQt
Qynii(t) =e [A<)\\/m e+ B SvntT ) © .
Para obtener los coeficientes A y B hay que considerar las condiciones iniciales. Como las
ecuaciones de Rabi son dos ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden, para encontrar
la solucién particular al sistema se requiere de dos condiciones iniciales. Estas estan dadas
por las ampitudes de probabilidad ®.,, y ®4,41 a t = 0, las cuales pueden tomar los valores

de 0 y 1 y ésto dependera de la configracion inicial del sistema. Asi, las condiciones iniciales
son

®.,(0)=A+ B,

A2—Q  AN/24Q
Dpi1(0) = ———A+ ———
gn+1(0) PN N

Al resolver para A y B se obtiene

A'/24Q gvn+1

A= T ‘I)en(o) - T (I)gn+1(0),
gvn+1 A2 —-Q

B == T @gn_l,_]_(o) - T ‘Pen(O) .

Finalmente, la solucion particular para las amplitudes de probabilidades es

e (t) = e 3 {@en(o) cos Ut — i A‘/T ®ynt1(0) sin QU+ 2A§; @, (0) sin Qt} :
(5.36.1)

Dy (t) W [cbg ns1(0) cos Qt — z'QA(;@gnH(O) sin Qt — i@@en(m sin Qt] :
(5.36.2)

Un caso especial ocurre cuando el campo electromagnético se encuentra en el estado de
vacio y hay resonancia, esto es, A = 0. Esto implica que 2 = Ay/n 4+ 1. Observamos en las
eigenfunciones del sistema un intercambio periddico de energia entre el atomo y el campo
con la frecuencia de Rabi A. Si el d4tomo se encuentra en su estado base, se tiene que el
sistema permanecerd en su estado base |g0). Mientras que si se encuentra en un. estado
excitado aparecen las oscilaciones de Rabi en las probabilidades de ocupacién del sistema de
dos niveles.
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5.4. Resultados

En esta seccién, utilizando las funciones presentadas anteriormente, se estudia la dindmica
de la interaccién atomo-campo. Los estados cuantizados de la luz que se hacen intaractuar con
el atomo son: estados de Fock, estados coherentes de Glauber y estados coherentes SU(1,1) de
uno y dos modos. En cada caso, se analiza el efecto que tienen sobre la interaccién la desintonia
y el nimero promedio de fotones dentro de la cavidad. Asimismo, se presentan las cuasi-
distribuciones de probabilidad de Husimi y Wigner con las cuales se ilustra el comportamiento
del campo electromagnético antes y después de la interaccién.

En todos los casos de estudio, se considera el estado inicial dado por (5.25.1). Los coeficientes
wp, se eligen de forma que describan los estados cuantizados de la luz mencionados (estados
de Fock, estados coherentes de Glauber, estados coherentes SU(1,1) de uno y dos modos).
La ventaja de considerar este estado inicial es que dependiendo de la elecciéon del valor de ¢
se generan tres situaciones distintas. Cuando ¢ = 7 /4, el a&tomo interactia inicialmente con
el campo en la superposicén coherente %Hg) + |e)]. En cambio, si ¢ = 0 (7/2), el 4tomo se
encuentra en el estado inicial |e) (]g)). Analizar estas tres situaciones nos permite conocer si
el estado inicial del atomo modifica la dindmica del enredamiento dtomo-campo.

Los pardmetros utilizados en el calculo de todas las funciones, para el modelo de Jaynes-
Cummings y su modelo generalizado se muestran en las tablas 5.1 y 5.2, respectivamente. Los
valores fueron elegidos de forma que coincidan con los utilizados en la realizacién experimental
del modelos de Jaynes-Cummings [2,27]. Recordemos que 2 es la frecuencia del campo vy,
cuando se estd en resonancia, coincide con la frecuencia entre los dos niveles del atomo. En
este caso, al tratarse de un atomo de Rydberg, la transicién entre los dos niveles cae en la
regién del microondas del espectro electromagnético. La frecuencia que nos da informacién
sobre el acoplamiento dtomo-campo estd dada por A. Finalmente, A es la desintonia y como
se discute a continuacién, juega un papel importante en la interaccién.

Cuadro 5.1: Pardmetros para el modelo de Jaynes-Cummings

Resonancia | Fuera de resonancia
Frecuencia atémica (wo) 51.1 GHz 51.1 GHz
Frecuencia acoplamiento () 50m KHz 50m KHz
Desintonia (A) 0 10\
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Cuadro 5.2: Pardametros para el modelo de Jaynes-Cummings generalizado. Recordemos que estamos
considerando un proceso de dos fotones donde 6 = wg — (21 + Q2). Asi, se tiene libertad en la eleccién
de las frecuencias Q1 y Qs de los dos fotones, pero se busca que se genere el valor deseado para la
desintonia.

Resonancia | Fuera de resonancia
Frecuencia atémica wg 51.1 GHz 51.1 GHz

Frecuencia acoplamiento g 105 Hz 108 Hz
Desintonia § 0 10g¢
Parametro de SU(1,1) |n| 0.8 0.8

Diferencia entre el nimero de fotones ¢q 1 1

Promedio en el modo 1 (n4), 41/9 41/9
Promedio en el modo 2 (n3), 32/9 32/9

5.4.1. Estados de Fock

Consideramos el estado inicial
|Wo) =sin¢ |gv) +cos¢ lev) , (5.37)

obtenido de (5.25.1) al considerar w,, = d,,. Las probabilidades de ocupacién del dtomo
estdn dadas por P.(0) = cos?¢ y Py(0) = sin?¢. La accién del operador de evolucién (5.21)
es inmediata,

(W (t)) =e MV cos Flu + 1) |ev) —ixe ™ sing Gu)v/w lev —1) |
—iXe U cos g Gv + D)V +1 [gr+1) + e sing F*(v) |gv) . (5.38)
Mediante esta funcién de onda se construyoé la matriz de densidad reducida de la materia.
Sus elementos diagonales estan constituidos por las probabiliades de encontrar al atomo en

su estado base o en su estado excitado, tal como se muestra en (5.11). Estas probabilidades
estan dadas por

Po(t) = cos’p |F(v + 1)|> + A\ sin?g|G(v) > v,
Py(t) = sin’¢ |F(v)|*> + A\ cos?¢ |G(v + 1)) (v +1). (5.39)
De los elementos no diagonales se obtiene la funcién coherencia (5.19), que en este caso toma

la forma

Coh(t) = 2|sin¢ cos¢p F(v + 1)F*(v)]. (5.40)

Es importante notar que para los casos ¢ = 0,7/2, la funcién coherencia es 0, por lo que la
matriz de densidad reducidad de la materia es diagonal.
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A partir de las probabilidades y de la funcién de coherencia, la entropia lineal se establece
como

Sp(t) =2 [cos?d |F (v + 1)[> + A2 sin®¢|G(v)|? v] [sin?p |[F(v)|? + A2 cos?¢ |G(v + 1) (v + 1)]
— 2sin?¢ cos?¢ |F(v + 1) F*(v)]?. (5.41)

Finalmente, la funcién autocorrelacion esta dada por

A(t) = sin*¢ |F(v)|? + cos*¢ |F (v + 1)|* + 2Re [e ¥ sin’¢ cos?p F(v)F(v +1)] . (5.42)

Variacién de la desintonia A atomo-campo

A continuacién, se discute detalladamente el comportamiento de las funciones P.(t),
Py(t), Coh(t), Si(t), y A(t) cuando el sistema estd en resonancia (A = 0) y cuando estd
fuertemente fuera de resonancia (A >> 1). Se consider6 un campo de Fock con n = 6
fotones dentro de la cavidad y los parametros presentados en la Tabla 5.1. Se encontré que
el comportamiento del sistema cuando ¢ = 0 y ¢ = m/2 presenta amplias similitudes!, por
lo que se ilustra dnicamente el caso en el que ¢ = 0y ¢ = /4. Este dltimo, al tratarse
de un estado en el que el atomo se encuentra inicialmente en un estado coherente, muestra
diferencias importantes.

La Figura 5.1, muestra las probabilidades de ocupacion del atomo y la entropia lineal cuando
el sistema estd en resonancia. Como es de esperarse, tanto para ¢ = 0,7/2 (gréfico a) como
para ¢ = /4 (grafica b), a t = 0 la entropia es cero ya que aun no hay interaccién. Conforme
avanza el tiempo, las probabilidades de ocupacién y Sy comienzan a oscilar con uns frecuencia
definida por la funcién Q(7) A.11 y del orden de Ay/n . Independientemente del valor de ¢
y, por lo tanto, del estado inicial del &tomo, se observa que el maximo valor de enredamiento
dado por S;, = 0.5 se alcanza cuando la probabilidades de ocupacién del dtomo son P, =
Py = 0.5. Por el contrario, cuando un estado esté preferiblemente ocupado, el enredamiento
adtomo-campo disminuyen. Asi, cuando P, o P, toman el valor de 1, es decir, se tiene un
completo conocimiento del estado del atomo, el enredamiento atomo-campo desaparece.

'Es importante recordar que cuando ¢ = 0, el estado inicial del d&tomo es |e) y cuando ¢ = 7/2, el 4tomo se
encuentra inicialmente en |g). La tnica diferencia observada entre ambos casos es que para ¢ = 7/2, Py(0) = 1,
es decir, las probabilidades de ocupacién se invierten. Dado que en todos los estados cuantizados de la luz
ésta es la tnica diferencia encontrada (bajo algunas excepciones que se discuten en el texto), sélo se ilustran
las funciones cuando ¢ = 0y ¢ = 7/4, pero en el texto se discuten ambos casos.
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a)

Figura 5.1: Entropia lineal y probabilidades de ocupacién del sistema en resonancia. a) Cuando
¢ = 0,7/2, las probabilidades de ocupacién y la entropfa lineal oscilan con una frecuencia de V6 y
hay inversién de poblacién. De la entropia lineal, podemos observar que hay un maximo enredamiento
cuando P, = Py = 0.5, es decir, cuando se tiene una mayor incertidumbre en el estado del dtomo.
Por el contrario, Sy, = 0 cuando se conoce por completo el estado del dtomo. b) Cuando ¢ = 7/4, es
decir, cuando el 4tomo se encuentra inicialmente en una superposicion de sus dos niveles, se observa
el mismo comportamiento que en el caso anterior. Mientras exista un estado atémico favorecido, el
enredamiento disminuye. Cuando ambos estados tienen la misma probabilidad a ser ocupados, se
alcanza un enredamiento méximo. Escala del tiempo estd dada en us.

El comportamiento de la funcién coherencia cuando el sistema estd en resonancia es ilustrado
en la Figura 5.2. Cuando el estado inicial del 4tomo es |e) o |g), ésta es cero para todo ¢, lo
que implica que pps es una matriz diagonal. Por el contrario, cuando ¢ = 7/4, la matriz de
densidad reducida de la materia es una matriz no diagonal y el estado del 4tomo se encuentra
en un estado puro cuando Sy, = 0. En este caso, la funciéon de coherencia oscila con la misma
frecuencia que Sy, y se observa que cuando una es decreciente la otra es creciente. Cuando la
entropia lineal alcanza su maximo valor, la coherencia se va a cero.

— 5

— Coherencia

Figura 5.2: Funcién coherencia del sistema cuando A = 0y ¢ = w/4. La escala de tiempo mostrada
estd en microsegundos. La coherencia y la entropia lineal presentan el mismo periédo. El tiempo en el
que la coherencia disminuye coincide con el intervalo de tiempo en el que hay un estado preferiblemente
ocupado del d&tomo (Figura 5.4) Cuando P, = P, = 0.5, la coherencia vuelve a su valor inicial y Sz, = 0.
Los casos en los que ¢ = 0,7/2 no se ilustran ya que la funcién coherencia toma el valor de 0 V.

Finalmente, el comportamiento de la funcién de autocorrelacion cuando A = 0 se muestra
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Figura 5.3: Funcién de Autocorrelacién cuando A = 0.La escala de tiempo mostrada estd en ms.
a) Cuando ¢ = 0,7/2, la autocorrelacién oscila con el mismo periédo que la entropia lineal y regresa
a su estado inicial cada vez que el enredamiento atomo-campo se va a cero. Por el contrario, la
autocorrelacién se hace cero cuando se alcanza un méximo enredamiento. b) Cuando ¢ = 7/4, el
sistema no regresa a su estado inicial en el intervalo de tiempo mostrado. Esto se deba a que la
funcién coherencia también disminuye con el tiempo.

en la Figura 5.3. Se observa que no hay diferencia significativa en si el atomo interactia
inicialmente en |e) o en |g) (grafico a). En ambos casos, la autocorrelacién comieza en 1y
después de la interaccién comienza a oscilar con el doble del periodo de oscilacién de Sy.
Cada vez que el enredamiento se va a cero, la funciéon de autocorrelacion toma el valor de 1y,
por lo tanto, el sistema regresa a su estado inicial. En cambio, cuando se considera el estado
con ¢ = 7/4 (gréafico b), el sistema no regresa a su estado inicial después de la interaccién
en el intervalo de tiempo mostrado, ya que la coherencia comienza a decrecer en intensidad
como se muestra en la Figura 5.2.

En el caso en que el sistema estd fuertemente fuera de resonancia (Tabla 5.1), el comporta-
miento de las funciones indica que efectivamente no hay una manifestacion de la interaccién
atomo-campo. La Fig. 5.4 ilustra las probabiliades de ocupacién del atomo y la Fig. 5.5 la
entropia lineal. Sin importar el valor de ¢, se puede notar facilmente que las oscilaciones de
las funciones son mucho mayores en comparacién con el caso en resonancia y del orden de
Av/100 + n. Asimismo, la interaccién con el campo no modifica las probabilidades de ocupa-
cién del 4tomo. Al no haber una interaccién efectiva, los valores que alcanza el enredamiento,
dados por la entropia lineal (grafico a, Figura 5.5), son muy pequenos. La funcién de auto-
correlacién (gréfico b, Figura 5.5), se mantiene en todo el intervalo del tiempo alrededor de
1, indicando que el sistema inicial se ve muy poco afectado por el campo. Finalmente, la
funcién de coherencia (Figura 5.6), sélo es distinta de cero cuando ¢ = 7/4 y, al igual que
las funciones anteriores, su valor V¢ es cercano al inicial.

Es importante mencionar que en resonancia se observé que a P, = P, ~ 0.5, el enredamiento
era maximo. Sin embargo, cuando el sistema estd fuertemente fuera de resonancia, atin cuando
P. =Py ~ 0.5, el enredamiento précticamente es cero en todo el intervalo del tiempo.

La diferencia en el comportamiento del sistema cuando A >> 1, puede entenderse més con
la introduccién de un Hamitoniano efectivo de dispersién. Este se propone en el capitulo 6 y
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esta dado por

1
Hopp=——— &zaT&+§(&z+1) : (5.43)

Al aplicarlo sobre la funcién de onda inicial, se obtienen los siguientes resultados, los cuales
concuerdan con el comportamiento mostrado en las probabilidades de ocupacién indicadas
en la Fig. 5.4, en la entropia lineal y la funcién de autocorrelacién exhibidas en la Fig. 5.5,
y la funcién de coherencia en la Fig. 5.6.

P, =cos’¢p Pg:sin2¢ , |x|=sin¢cos¢p , Sp=0 , A=1. (5.44)
1.0
08 0.5002
05 . 0.5001 s
0.2 0.4999
- - - - o - - - - - T
a) 1 2 3 4 5 b) 1 2 3 4 5

Figura 5.4: Probabilidades de ocupacién del dtomo . La escala de tiempo mostrada estd en ms.
a) Cuando ¢ = 0,7/2, las probabilidades de los niveles del 4tomo se mantiene separados en todo
el intervalo del tiempo; no hay inversién de poblacién. b) Cuando ¢ = 7/4, tampoco se presenta
inversién de poblacién y las probabilidades de ambos estados se mantienen cercanos a 0.5.

0.0020¢

0.0015¢ 1.0000

:::;: "”% #h AM W M wu M'm M M' o :zz: | — Auscorsiaon
a) b) ' 1T 2 3 4 s5°

Figura 5.5: La escala de tiempo mostrada estd en microsegundos. a) Comportamiento de Sy, cuando
A >> 1. Durante todo el intervalo de tiempo, el enredamiento es cercano a cero sin importar el valor
¢ (¢ = 0,7/2,7/4). A diferencia de cuando esl sistema estd en resonancia, tener P, = Py, ~

no implica un enredamiento méximo. b) Funcién autocorrelacién cuando A >> 1. Durante todo el
intervalo del tiempo se mantiene alrededor de 1, lo que indica que el sistema V¢ es muy similar al
estado inicial.
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Figura 5.6: Funcién coherencia cunado A >> 1y ¢ = 7/4.La escala de tiempo mostrada estd en
ms. La funcién coherencia presenta pequenas oscilaciones alrededor de su valor inicial, indicando que
la interacién dtomo-campo no es efectiva. Los resultados para ¢ = 0,7/2 no se presentan, ya que la
coherencia es cero para todo t, es decir, la matriz de densidad reducida de la materia es diagonal.

Variacién del nimero de fotones dentro de la cavidad

De todos los estados cudnticos de la luz estudiados en este trabajo, los estados de Fock son
los inicos para los que se puede conocer de forma excacta el nimero de fotones que contiene
el campo electromagnético. Por lo tanto, resulta interesante estudiar cudl es el efecto del
numero de fotones, dentro de la cavidad, en la interaccién con un atomo de dos niveles. Los
resultados se ilustran en la Figura 5.7, donde la escala del tiempo esté en us y los pardmetros
utilizados se muestran en la Tabla 5.1.

Se observa que tanto en resonancia como fuertemente fuera de resonancia, el efecto de au-
mentar el nimero de fotones dentro de la cavidad contribuye a disminuir el periodo de las
funciones.

Funciones de cuasi-distribucién de probabilidad

Hasta ahora, sélo se ha considerado el comportamiento del &tomo y del sistema conjunto.
Analizar el comportamiento del campo de forma independiente puede darnos mas informacién
o puede reafirmar lo observado hasta este punto. Por ello, a continucién se calculan las
funciones de Husimi y Wigner cuando el sistema estd en resonancia y con un nimero de
fotones n = 1 dentro de la cavidad. Los tiempos mostrados son 7 = 0,7 us, ya que de la
Figura 5.7, podemos observar que a 7 = 0 el sistema es separable y estd caracterizado por
una probabilidad ocupacional del estado |e) y la autocorrelaciéon de un valor de 1, y Sz, = 0.
En contraste, a 7 = 7ms, la autocorrelacién es 0 y hay inversién de poblacién, ya que P, =0
y Py =1.

En resonancia, a 7 = 7 us observamos que la funcion de autocorrelacién es 0 y, por lo tanto,
la entropia lineal es maxima, notamos también que el radio interno de la funcién de Husimi
aumenta con respecto a su distribucién a 7 = 0. En el caso en que A >> 1, no se observa un
cambio significativo en la funcién de Husimi. Esto coincide con el comportamiento observado
en las funciones estudiadas, las cuales se mantienen cercanas a su valor inicial. Ademads, al
analizar el comportamiento del drea de la funcién de Husimi (Figura 5.9), podemos reafirmar
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Figura 5.7: Comportamiento de a) probabilidad del que el dtomo se encuentre en el estado |e),
b) entropia lineal y ¢) autocorrelacién cuando se varfa el nimero de fotones dentro de la cavidad y
cuando el dtomo y el campo estan en resonancia. En todos los casos, aumentar el nimero de fotones
en la cavidad implica un aumento en la frecuencia con la que oscilan las funciones. La escala mostrada
estd en us

que cuando el sistema estd fuertemente fuera de resonancia el campo también se ve muy
poco perturbado por la interaccién con el dtomo. Esto se refleja en que el drea de la funcién
Husimi varia muy poco. Por el contrario, cuando el sistema estd en resonancia, la funcién
Husimi duplica su area cuando hay inversién de poblacion y la funcién de autocorrelacion es
cero.

4 Kl n=1,t=7 ps

Figura 5.8: Funcién Husimi para un estado de Fock con n = 1 en interaccién con un atomo de dos
niveles en resonancia y at =0, 7 us.
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Figura 5.9: Variacion del darea de la funcién de Husimi cuando el &tomo y el campo estdn en resonancia
y cuando estan fuertemente fuera de resonancia.

La dindamica de la funcién de Wigner es similar a la que presenta la funcién Husimi. En el
caso fuertemente fuera de resonancia, no se observan cambios con el tiempo, lo que coincide
con los comportamientos observados en las otras funciones. En el caso en resonancia y con un
numero de fotones n = 1, la funcién de Wigner (Figura 5.10) muestra un cambio significativo
en su distribucién después de la interaccion.

-4

Bl n=1,1=0ps

o1t
B n=1t=7 us /\ /\
2 =2 2 i
At

Figura 5.10: Funciéon Wigner para un estado de Fock con n = 1 en interaccién con un atomo de dos
niveles en resonancia.
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5.4.2. Estado Coherentes de Glauber

Para el estudio de la interaccién dtomo-campo con los estados coherentes de Glauber [34]
de un modo, se considera el estado inicial separable

la 2
|Wg) =€ 2~ {smgbz lgn) +cosd>2 |en } , (5.45)
donde es inmediato que los coeficientes w;, en (5.25.1) estan dados por,
o o=
—e 2 Z -
n=0 " n!
Se puede verificar que en ¢t = 0, las probabilidades de ocupacion del atomo estan dadas por
2n 2n
= cosngz |a’ , sngbz |a’ .

Después de hacer actiar el operador de evolucién temporal (5.21) sobre el estado inicial se
obtiene la funcién de onda V't,

|T(t)) = e zlal® Z {% [cosqbe*m("ﬂ)t F(n+1)|e,n) —irsinge ™ Gwm)v/nle,n —1)
n=0 n:

—idcospe D G+ DV + 1 |g,n+ 1) +singe " F¥(n) |g,n) } } . (5.46)

A partir de la funcién de onda, siguiendo el procedimiento explicado anteriormente, se construye la
matriz de densidad reducida que describe a la materia, de la que se obtienen las probabilidades de
ocupacion y la funcién de coherencia, dados por

t) = e~lol® Z m;ﬁ (cos?p |[F(n+ 1) + A? sin®¢ |G(n)[> n + 2Re [i e~ sin ¢ cos ¢ F(n + 1)G(n)])

Py(t) = e~lol® Z %ﬁ (Sin2¢ |F(n)[>+A? cos ¢|G(ntL)|* (n+1)+2Re [—iX e singzﬁcosd)G(n—i—l)F(n—i—l)])
n=0 ’

x(t) = el D k=0 A VE e 8=kt 1t co2 ) % ‘\)‘/—% F(n +1)G(k) + sin ¢ cos ¢p e =2 n—k+1)t % % F(n+1)F*(k)

+22VEn sin ¢ cos g e~ n—k)t o ot G(n)G(k) — i) sin®¢ e~ n—k)t 3—: a G(n)F(k).

n!

3
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Recordemos que estas expresiones son importantes, ya que a partir de ellas se construyen la entropia
lineal y la funcién de coherencia. Para este caso tenemos que la funcién de autocorrelacion del sistema
en funcién del tiempo esté dada por,

|2n |(1‘2k

A(t) :eaz{sin4¢zmko { —iQ(n—k)t \Oén! F*( )F(kj)] _,’_6054(;52”%: [ —iQ(n—k)t ‘a‘Z'n ‘D‘| F(n+ 1)F*(k+ 1)]

+sin’p cos’p Y, _g [e’m(”’k’l)t ‘U‘nﬁ ‘U‘kﬁ F*(n)F*(k + 1)] + 5in’ cos’p Y, 1o [efm("fl"‘“)t % ‘“‘kﬁ F*(n+ 1)F*(k)] } .

Variacién de la desintonia atomo-campo

A continuacién se discute el comportamiento de las probabilidades de ocupaciém, la entropia lineal,
y las funciones de coherencia y autocorrelacién, cuando A = 0y A >> 1. Se considera un nimero
promedio de fotones 7 = 16, junto con los parametros mencionados en la tabla 5.1. Cuando el sistema
estd en resonancia, las probabilidades de ocupacién del dtomo presentan el fenémeno caracteristico
de colapsos y resurgimientos ilustrados en la Figura 5.11, los cuales estan presentes en los tres casos
¢ = 0,7/2 (grafico a) y 7/4 (grafico b), pero se acentian cuando el estado inicial del 4tomo es |€) o |g).
Notamos que el comportamiento de la entropia lineal es muy distinto dependiendo del estado inicial del
atomo. Cuando ¢ = 0,7/2 (gréfico a), el valor del enredamiento sube rdpidamente y desciende en los
tiempos en los que suceden los colapsos en las probabilidades de ocupacién. Cuando ¢ = 7 /4 (grafico
b), el valor del enredamiento sube lentamente y no se ve afectado por los colapsos y resurgimientos
del atomo.

10 0.6}
08 0.5 iAo
— Pe — Pe
N M
II'\- .__‘wnﬂ ( 'h.“,.‘,\_” Pg 0.3f Pg
0.4l } S ol N
0.2 0.1}
T T
a) 10 20 30 40 b) 10 20 30 40

Figura 5.11: Probabilidades de ocupacion y entropia lineal cuando el sistema esta en resonancia. La
escala de tiempo mostrada estd en 107° s. a) Cuando ¢ = 0,7/2 se presenta el fenémeno de colapsos
y revivals. La entropia lineal deja de oscilar en los colapsos de las probabilidades de ocupacién. b)
Cuando ¢ = 7/4, también se observa el fenémeno de colapsos y resurgimientos pero a una menor
intensidad. El comportamiento de Sy es muy diferente con respecto al primer caso. Cuando el dtomo
se encuentra inicialmente en una superposicién coherente se observa que el enredamiento aumenta
lentamente.

El comportamiento de la funcién de autocorrelacién y la funcién de coherencia cuando A = 0 se
ilustran en la Figura 5.12. Cuando ¢ = 0,7/2 (grafico a), la funcién de coherencia (normalizada a
su valor maximo) en 7 = 0 tiene un valor 0 y después de la interaccién oscila entre los valores 0 y
1. Entonces el estado del campo o la materia oscilan entre una descripcién de un estado puro y un
estado mixto. Por otro lado, cuando ¢ = 7/4 (gréfica b) la funcién de coherencia toma un valor inicial
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de 1 y nunca llega a cero, por lo que el sistema siempre se mantiene en un estado puro. Finalmente,
el comportamiento de la funcién de autocorrelacién es similar para todos los valores de ¢. Una vez
que comienza la interaccion el sistema no regresa a su estado inicial.

— Autocorrelacién — Autocorrelacion

—— Coherencia —— Coherencia
— 5 — 5

T

10 3 b) 5 0 15 20 25 30

Figura 5.12: Coherencia, autocorrelacién y entropfa lineal cuando A = 0. La escala de tiempo
mostrada estd en 107° s. El comportamiento de la coherencia y autcorrelacién es muy similar cuando
¢ =0,7/2 (grafico a) y cuando ¢ = w/4 (gréfico b).

Las probabilidades de ocupacién del atomo y la entropia lineal cuando el sistema esta fuertemente
fuera de resonancia se ilustran en la Figura 5.13. Cuando ¢ = 0,7/2 (gréfico a), P. y Py se mantienen
separadas y, por lo tanto, no hay inversion de poblacién. En el caso en que el estado inicial del 4tomo
estd dado por una superposicién de |e) v |g) (grafico b), se observa que desptes de la interaccién
existe una preferencia a ocupar el estado excitado y esta preferencia se mantiene en todo el intervalo
de tiempo. El caso de la entropia lineal, cuando el dtomo interactia con el campo en un estado inicial
le) o ]g), el enredamiento se mantiene en valores bajos. Sin embargo, cuando el dtomo se encuentra
inicialmente en una superposicién coherente e interactiia con el campo, se genera un enredamiento
alto que se mantiene estable en un amplio intervalo de tiempo (grafico b).
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Figura 5.13: Entropia Lineal como medida del enredamiento a&tomo-campo del sistema. La escala de
tiempo estd en 1075 s. a) Se considera ¢ = m/4. Derecha. ¢ = 7/2. El comportamiento con el caso en
el que ¢ = 0 es muy similar. El que el estado del &tomo inicie con un maximo de probabilidad, ya sea
en |g) o en |e), e interactie con un campo fuertemente fuera de resonancia tiene como consecuencia
que no haya un enredamiento entre ambos subsistemas cuanticos. Este comportamiento tambén se ve
reflejado en las grafica de la funcién de autocorrelacién en la que, tanto para ¢ = 0y ¢ = /2, ésta
recupera su valor inicial de 1 en intervalos cortos de tiempo. Esto implica que el estado del sistema
regresa a su estado inicial o a un estado muy similar en el que los subsistemas atomo y campo son
separables. Al observar la funcién de autocorrelacién para el estado inicial con ¢ = 7/4, se encuentra
que ésta disminuye rapidamente y se mantiene en valores bajos, por lo que el sistema evoluciona a un
estado diferente en que el los subsistemas no son separables. Al comparar el comportamiento de la
entropia lineal con la funcién de autocorrelacién, se encuentra que en el caso en el que ¢ = /4, ésta
funcién se mantiene en valores grandes y con constantes oscilaciones que implican una interferencia
atomo-campo. En el caso ¢ = 0,7/2, la coherencia toma valores pequetios y no presenta oscilaciones,
por lo que se puede decir que los subsistemas no estan fuertemente correlacionados.

La funcién de coherencia cuando A >> 1 se muestra en la Figura 5.14. Al igual que en el caso en
resonancia, en ¢ = 0 la funcién de coherencia toma el valor cero cuando ¢ = 0,7/2 (grifico a) y
toma el valor de la unidad cuando ¢ = 7/4 (gréfico b). Notamos que en el intervalo del tiempo en el
que suceden los colapsos en las probabilidades de ocupacidn, la funcién de coherencia se estabiliza e
incluso se mantiene constante en el caso en que ¢ = 0,7/2.

1.0
0.8
06 —— Coherencia —— Coherencia
0.4 I — 5 — 5
0.2
t - - - y y T - . y . y : T
a) 10 20 30 40 50 60 b) 10 20 30 40 50 60 70

Figura 5.14: Comparacién funcién coherencia y entropia lineal. La escala de tiempo estd en 107%s.

Finalmente, la funcién de autcorrelacién cuando A >> 1 se ilustra en la Figura 5.15. A diferencia de
las funciones anteriores, ésta depende del estado inicial del dtomo. La grafica a) muestra la funcién
de autcorrelacién cuando el estado inicial del 4tomo es |e). La gréfica b) cuando el estado inical del
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atomo es |g) v la grifica ¢) muestra la funcién de autocorrelacién cuando inicialmente el dtomo se
encuentra en una superposicién de sus dos niveles.

El comportamiento de estas funciones cuando el sistema esta fuertemente fuera de resonancia, también
puede ser obtenido a partir del Hamiltoniano efectivo presentado en el capitulo 6. Los resultados
obtenidos coinciden con los reportados en las graficas.
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Figura 5.15: Comparacién de la funciéon de autocorrelacién y entropia lineal. La escala de tiempo
estd en 1075 s.

Variacién del niimero promedio de fotones 7 dentro de la cavidad

A diferencia de como sucede en los estados de Fock, en los estados coherentes de Glauber no se sabe
el nimero exacto de fotones que contiene el campo, pero se conoce el nimero promedio de éstos.
Dependiendo del niimero promedio de fotones 7 que haya dentro de la cavidad en ¢ = 0, la interacciéon
con el dtomo serd distinta. En esta seccién se ilustra el efecto que tiene la variacién del nimero
promedio de fotones en la cavidad sobre las cantidades estudiadas en el presente trabajo. En la Figura
5.16, se muestra el comportamiento de las funciones en el caso en resonancia y fuertemente fuera de
resonancia. Lo primero que se puede observar es que los colapsos y resurgimientos caracteristicos de las
probabilidades de ocupacién del &tomo no estdn presentes para un promedio de fotones suficientemente
pequeno. Al aumentar 7, estos fendmenos aparecen y la duracién de los colapsos se incrementa, tanto
para A = 0 como para A >> 1. En la entropia lineal, en resonancia y fuertemente fuera de resonancia,
se observa que al aumentar n y, por lo tanto, al aumentar el tiempo de colapso, el enredamiento
disminuye también durante un mayor intervalo de tiempo. En este punto, podemos contrastar con el
comportamiento del enredamiento en el estado de Fock, donde se observé que cuando P, = P, ~ 0.5
se tenfa un mayor enredamiento. Por el contrario, en la grifica a) y c¢) de la Figura 5.16, se puede
notar que aunque P, = P, ~ 0.5, el enredamiento dtomo-campo tiende a bajar y solo aumentar su
valor en los tiempos en los que suceden los resurgimientos en las probabilidades de ocupacién del
atomo. Un comportamiento similar se observa en la funcién de coherencia, mostrada en las graficas
g) y h) de la Figura 5.16. Se observa que el efecto del aumento del tiempo de colapso, generado por el
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aumento de 7, se ve reflejado en que la funcién de coherencia incrementa su valor durante un mayor
tiempo. Finalmente, al aumentar 7 en la cavidad la funcién de autocorrelaciéon toma valores cercanos
a cero.
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Figura 5.16: Variacién en el ndmero promedio de fotones para los casos A = 0 (columna izquierda)
y A >> 1 (columna derecha). La escala de tiempo mostrada estd en 10~ 5s.
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Funciones de cuasi-distribucién de probabilidad

A continuacién se discuten las funciones de cuasi-distribucién de probabiliad de Husimi y Wigner
que nos permiten ilustrar el comportamiento del campo electromagnético. En la Figura 5.17 se presenta
la funcién Husimi a diferentes tiempos, cuando el sistema esta en resonancia, y cuando el estado inicial
del 4tomo es |e). Los tiempos que se muestran son 7 = 0,2, 12 us, para los cuales los graficos a) de
las Figuras 5.11 y 5.12, muestran que son tiempos que estan caracterizados por cambios importantes
en el sistema. En ¢ = 2 us, S, aumenta hasta su maximo valor y la coherencia aumenta rapidamente,
mientras que P, disminuye rapidamente. En el campo, estos cambios se observan en que se pierde
la distribucién Poissoniana caracteristica de los estados coherentes de Glauber y se adquiere una
distribucién de un estado de gato. Esto se puede verificar mediante el cdlculo del drea que ocupa la
funcién Husimi en el espacio fase, ésta es ilustrada en la Figura 5.18, en donde a ¢ = 2 us el area toma
un valor de A = 2. En 7 = 12us, se encuentra que P, = P, =~ 0.5, Sy, disminuye y la coherencia es
méxima. Esto se traduce en un aumento en el drea de la funcién de Husimi (Figura 5.18).

Cuando el sistema estd fuertemente fuera de resonancia, no se observa un cambio significativo en la
distribucién de la funcién de Husimi, por lo que sus resultados no se ilustran. Este comportamiento
coincide con la poca variacién observada en la funcién de Husimi bajo estas condiciones (Figura 5.18).

I la|?=16,t=0ms L |2 =16, t=2ms

Ll la|?=16,t=12ms

Figura 5.17: Funcién de Husimi cuando el sistema estd en resonancia. a) A t = 0ms cuando ain no
hay interaccién con el a&tomo, la funcién de Husimi presenta una distribucién Gaussiana caracterisitca
de los estados coherentes. b) t = 2 us, como se discute en el texto, el sistema estéd carecterizado por
una maxima entropia y un aumento en la coherencia. La distribucién gaussiana se pierde, hay un
rompimiento de simetria. A 7 = 12 us se observa una baja entropia lineal y una misma probabilidad
para los estado del dtomo (P. = P, = 0.5). La coherencia adquiere un valor maximo y ésta se
transfiere al campo y el cual adquiere un estado de gato.

La funcién de Wigner sigue un comportamiento similar a la distribucién de Husimi. En los tiempos
t =2pusyt=12us se pierde la distribucién inicial. Un aspecto importante a notar es que a pesar
de que la funcién de Wigner puede adquirir valores negativos, en este caso no se presentan, lo cual
reafirma el hecho de que los estados coherentes de Glauber son los estados cudnticos que se parecen
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maés a los estados clasicos de la luz.

De manera anéloga al caso de la funcién de Husimi, cuando el sistema estd fuertemente fuera de reso-
nancia, la funcién de Wigner no presenta cambios significativos en su distribucién. Esto coincide con
el hecho de que la funcién de Wigner y la funcién de Husimi estédn relacionadas por la transformacion
(4.80).

— A=0

— A==

N W B~ O,

2 4 6 8 10"
0

Figura 5.18: Se exhibe el drea de la funcién Husimi en resonancia A = 0 y fuertemente fuera de
resonancia A >> 1. La escala de tiempo mostrada estd en ms. En ambos casos se observa en t = 0
que la distribucién de Husimi adquiere la minima &drea posible (A = 1) caracteristica de un estado
coherente de Glauber. Después de la interaccién con el a&tomo y cuando el sistema estd en resonancia
el drea aumenta rapidamente. En ¢ = 2 us, se observa la formacién de un estado de gato que ocupa
un drea A = 2. Posteriormente, el campo sigue modificando su distribucién de cuasi-probabilidad y
aumentando su area. Cuando el sistema esta fuertemente fuera de resonancia, la variacién en el drea
es muy pequena, correpondiente a la nula variacién observada en la funcién de Husimi.

I la|?=18,t=0ms
L la|?=16, t=2 ms

Figura 5.19: Funcién de Wigner cuando el sistema estd en resonancia. Los cambios observados
coinciden con las modificaciones de la funcién de Husimi.

5.4.3. Estados coherentes del grupo SU(1,1) de un modo

El estado inicial del sistema atomo-campo estd descrito por la funciéon de onda,

W) = (1—[nf?) {sm(z)Z i n" lg,2n) —l—cosqbz i—;_ n) n" |e,2n>} , (5.47)
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donde los coeficientes w,, en (5.25.1) toman la forma,
2 1/4 F(% + n> n
- (-l R
Este estado es separable y facilmente se puede reconocer que las probabilidades ocupacionales del
dtomo a t = 0, estan dadas por P, = cos? ¢ y P, = sin? ¢. Los coeficientes w,, son amplitudes de
probabilidad que satisfacen la igualdad

N
(RS Fé(gn”) P =1,
n=0 ’

Aunque, en principio, esta suma consta de un nimero infinito de términos, es posible encontrar
computacionalmente un parametro N que satisfaga la relacién anterior. Cada término de esta suma
da informacién sobre la probabilidad de encontrar 2n fotones o n pares de fotones en el campo
electromagnético. La distribucién de probabilidad de éste estado se muestra en la Figura 4.2.

Después actuiar el operador de evolucién temporal (5.21) sobre el estado inicial, encontramos

N 1 n
W (t)) = (1 _ |"7‘2)1/4 Z { F(§ +n) " {e—zﬂ(Qn—&-l cos F(2n + 1) |e2n)

oy F(%)n!

—ixe " gin /20 G(2n) |e2n — 1)

—iXe MDY o5\ 2n+1 G(2n+ 1) |g2n + 1) 4+ eV sin ¢ F*(2n) |g 2n>} }
(5.48)

Al obtener la matriz de densidad reducida de la materia, a partir de la funciéon de onda, se
encuentra que las probabilidades de ocupaciéon del atomo y la coherencia estdn dadas por

(i
|72 |F(2n + 1)|> + X2 sin?¢ (3+7) In?" |G(2n)]? \/Qn}

%-i—n) +
(3)n! r(3)n!

N
PO = (1= ) Y [aosto 1

n=0

N1y . i+ .
Pat) = (1— 1) 23 [wé()n’f) P (20) + X2 ¢§()n’]‘) o G2+ 1) Va1 |

n=0

N 1 1
x(t) = (1- \77|2)1/2 Z [sin¢cos¢e_m(2"_2k+l)t \/F(? ha n) \/F(i h k) " n*F F(2n 4+ 1)F(2n)

n,k=0
Finalmente, la funcién de autocorrelacion esta dada por,

F(2+n) T( +k)

O Tm | ||k e~ En=201 [ginp F* (2n) F(2k) + cosi¢ F(2n + 1)F* (2k + 1)]

A(t) = (1= InP?) Toseo
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Variacién de la desintonia atomo-campo

A continuacién se discute las diferencias encontradas en el comportamiento del sistema cuando
A =0y A >> 1. La Figura 5.20 muestra el comportamiento de las probabilidades de ocupacién
del atomo y la entropia lineal cuando el sistema estd en resonancia. A diferencia de lo observado
en los casos anteriores, podemos notar que el comportamiento de P, y P, difiere si ¢ toma valores
de 0 o w/2. El caso més interesante sucede cuando el estado inicial del dtomo es |e) (gréfico c¢). En
éste, se nota para ciertos tiempos que la entropia lineal aumenta hasta su valor maximo Sy, = 0.5 y
también se observa la inversién de poblacién. Al igual que en los estados de Fock, la méxima entropia
se alcanza cuando P, = Py = 0.5. Cuando ¢ = 7/2 (grafico b) esta condicién nunca se alcanza, por
lo que Sp < 0.5. Finalmente, cuando ¢ = 7/4 (gréfico a) se observa la condicién P, = P, = 0.5, pero
no se alcanza un maximo enredamiento. Esto se debe a que en este estado inicial py; no es diagonal,
por lo que la presencia de coherencias altas en estos tiempos (grafico a, Figura 5.21) impide alcanzar
un maximo enedamiento. De la expresion para x(¢) notamos que para cuando ¢ es 0 o 7/2, se hace
cero; por lo tanto no contribuye al aumento o disminucién del enredamiento.

Finalmente, se observé que el comportamiento de la autocorrelacion del sistema en resonancia (grafico
b, Figura 5.21) es independiente del estado inicial del dtomo. Para los tres casos (¢ = 0,7/2,7/4),
después de la interaccion dtomo-campo, el sistema modifica su estado y no regresa a su estado inicial.
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Figura 5.20: Probabilidades de ocupacién del dtomo y entropia lineal cuando el sistema esta en
resonancia. La escala de tiempo mostrada estd en ms. a) ¢ = 0. Se observa que la dindmica de las
probabilidades de ocupacién del atomo difieren si el 4&tomo se encuentra inicialmente en los estados
le) o |g). Para el caso |e) (¢ = 0), se nota una inversién de la poblacién y cuando se cumple la
condicién P, = P, = 0.5 se alcanza un maximo la entropia lineal. b) Para cuando ¢ = /2, no ocurre
la inversién de poblacién, y Sy, no alcanza su méximo valor. ¢) Para ¢ = 7/4, SL, no alcanza su valor
méximo, ya que en los tiempos en que ocurre P, = P, = 0.5, la coherencia es diferente de cero.
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Figura 5.21: La escala de tiempo utilizada es ms. a) Funcién coherencia cuando A =0y ¢ = 7/4.
Los tiempos en los que la coherencia es cero y, por lo tanto, el estado del campo electromagnético
caracteriza un estado mixto, coinciden con los tiempos en los que el estado |g) esta favorecido a ser
ocupado y el enredamiento disminuye. b) Funcién de autocorrelacién cuando A = 0. Se observa que

su comportamiento es independiente del estado inicial del dtomo.

Cuando el sistema estd fuertemente fuera de resonancia y sin importar el valor de ¢, se observa que
las probabilidades de ocupacién del dtomo no se modifican después de la interacciéon con el campo
(Figura 5.22). Sin embargo, la entropia lineal si depende del estado inicial del atomo, ya que cuando
¢ toma valores de 0 y 1, S;, aumenta muy poco, indicando que la entropia dtomo-campo es débil.
Por el contrario, cuando ¢ = /4, Sy, alcanza su méximo valor y se mantiene en éste durante un
amplio intervalo de tiempo. Este mismo comportamiento se observo con ¢ = /4 en la interaccién
fuertemente fuera de resonancia entre el &tomo y un campo coherente de Glauber. Sin embargo, difiere
con el comportamiento observado en la interaccién con un estado de Fock bajo las mismas condiciones.
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Figura 5.22: Probabilidades de ocupacién y entropia lineal cuando el sistema esta fuertemente fuera
de resonancia. La escala de tiempo mostrada estd en ms. a) Cuando ¢ = 7/4, las probabilidades de
ocupacién no muestran un cambio después de la interaccién con el campo y ambas se mantienen en
un valor de 0.5. Por el contrario, la entropia aumenta rapidamente y se mantiene estable en su valor
méximo. b) Cuando ¢ = 0,7/2, las probabilidades de ocupacién tampoco se ven afectadas por la
interaccion con el campo y, en este caso, la medida del enredamiento es pequena.

En la Figura 5.23, se ilustra el comportamiento de la funciones de autocorrelacién y de coherencia
cuando A >> 1. Al igual que en el caso fuertemente fuera de resonancia, la funcién de autocorrelacion
muestra un comportamiento distinto dependiente del estado inicial del atomo. Los puntos en los que
difieren pueden estudiarse mediante el cdlculo de las cuasi-distribuciones de probabilidad de Husimi

y Wigner.
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La expresién para la funcién x(t) muestra que ésta sélo es distinta de cero cuando ¢ = /4 y su
comportamiento se ilustra en el gréafico a) de la Figura 5.23. En los tiempos en los que la coherencia
disminuye su valor hasta 0.5, Sp alcanza su méximo valor y cuando x(¢) aumenta su valor, S
disminuye. En este caso, podemos concluir que una disminucion en la coherencia contribuye a aumentar
el enredamiento atomo-campo.

1.0
0.8
— Autocorrelacion
06 — Autocorrelacion
— Coherencia
— 5§
s 0.4 1
0.2
T I ! C T
b) 10 20 30 40
1.0
0.8
06 — Autocorrelacion
0.4 — 8
0.2
| T g
C) 10 20 30 40

Figura 5.23: Funciones de autocorrelacién y de coherencia cuando el sistema estd fuertemente fuera
de resonancia. a) ¢ = /4. Solamente cuando el estado inicial del 4tomo es una superposicién de
sus dos niveles, la coherencia es distinta de cero. Cuando ésta disminuye hasta 0.5, S, alcanza su
valor méximo. Los graficos b) y ¢) muestran el comportamiento de la funcién de autocorrelacién
cuando ¢ = 0 y ¢ = 7/2, respectivamente. Notamos que aunque el comportamiento de Sy, y de las
probabilidades de ocupacién es muy similar cuando ¢ = 0, 7/2, la funcién de autocorrelacién tiene un
comportamiento diferente. Por lo tanto, resulta interesante estudiar el comportamientoo del campo
en los tiempos en los que la funcién de autocorrelacién difiere.
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Variacién del niimero promedio de fotones n dentro de la cavidad
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Figura 5.24: Se exhibe el comportamiento de las probabilidades de ocupacién, la entropia lineal y
la funcién de autocorrelacion al cambiar el nimero promedio de fotones dentro de la cavidad. Esto se
muestra cuando el sistema estd en resonancia (columna izquierda) y cuando estd fuertemente fuera de
resonancia (columna derecha). En ambos casos, el estado inicial del 4tomo es |e). La escala de tiempo
mostrada es ms. En el caso en el que A = 0 y, a diferencia de los estados estudiados previamente,
se puede notar que al aumentar 7 no se modifican las frecuencias de oscilacién de las funciones, pero
decrecen sus intensidades. Cuando A >> 1, se observa que aumenta la duracién de los colapsos en
las probabilidades de ocupacion del atomo, hecho que también se ve reflejado en Sy,.

5.4.4. Estados coherentes del grupo SU(1,1) de dos modos

El estado inicial general que se considera es

atl

o) = (1 ]2 [smqsszzo G 1) lg + 1, ) + 086 20 /L Je) g+, n>], (5.49)
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donde los coeficientes w,, de la ecuacién (5.25.2) estdn dados por las amplitudes de probabilidad

La suma del cuadrado de estos coeficientes, la cual debe ser igual a 1, es igual a la suma de las
probabilidades de encontrar al campo con g 4+ n fotones en el primer modo y n fotones en el segundo
modo. Estas estan definidas por

. g+n) o,
Pun = Tipe(0) Prga) = (1= af?) 070 LR o (5.50)

donde P, ., es un operador de proyeccién dado por P, yqn = |1+ ¢,n) (n+ g,n|. Por otro lado, y
al igual que en todos los casos anteriores, las probabilidades de ocupacién del dtomo a t = 0, estan
dadas por P,(0) = cos® ¢ y P.(0) = sin? ¢.

Los estados coherentes SU(1,1) de dos modos estdn definidos por el pardmetro complejo 7. La impor-
tancia de éste estd en que permite definir el nimero promedio de fotones en el modo 1 y el modo 2
del campo electromagnético. Esta relacién se obtiene al encontrar el valor esperado del generador K,
en la base no normalizada de los estados SU(1,1) de dos modos y en la base de los estados de Fock.

(o) = lfalw = (w2 ) Gl = w [

<KO> = <7’L1 n2|f(0|n1 n2> = [<ﬁ1> + <ﬁ2> + 1] .

DN =

Al igualar ambas identidades y recordar que el nimero promedio de fotones en los dos modos del
campo estan relacionados por (ni) = (na) + ¢, encontramos que el pardmetro 7 de los estados SU(1,1)
se relaciona con el nimero promedio de fotones como

2 _ (na2)
| =7

Debido a que el campo esta compuesto de dos modos, el modelo de Jaynes-Cummings no da la des-
cripcién de la interaccion generado con el dtomo. Es necesario utilizar el modelo de Jaynes-Cummings
generalizado, en el que la transicién atomica estd mediada por un proceso de dos fotones. La funcién
de onda V¢, dada por la accién del operador (5.23) sobre el estado inicial (5.49), estd formada por
cuatro términos. Cada uno de ellos estd multiplicado por la fase e “**(NV+€2)t 1,05 resultados muestran
que esta fase constribuye a generar oscilaciones de frecuencias altas que no definen el comportamiento
global del sistema. Al hacer una transformacién de similitud que elimine esta fase, los resultados ya
no muestran estas oscilaciones, pero el sistema presenta el mismo comportamiento global. Es decir,
se obtiene una envolvente de las funciones.
Asi, los resultados mostrados en esta seccién estan dados en un esquema generado por la transforma-
cién o o o

eiQ(N+eA)t f{e—iQ(N—&-eA)t , eiQ(N+eA)t ‘\I/(t)> ) (552)

La funcién de onda V't que se obtiene, es
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(1)) = (1 |n|?) Z et {cowm(q,n)ewqmm

+singp Gy (g, n) / q+nn| lg+n—1, n—1) + cosp G_ ( )V (g+n—1)n—1lg) |g+n+1, n+1)
+sing F- (¢, n)g) lg+n, n)}- (5.53)

Variacién de la desintonia atomo-campo

Los resultados mostrados a continuacién consideran los pardmetros mostrados en la tabla 5.2.
Estos valores fueron tomados de la realizacién experimental del modelo de Jaynes-Cummings genera-
lizado.

Cuando el sistema estd en resonancia y, como se ha observado en casos anteriores, altos valores de Sy,
se alcanzan cuando P, y P, tienden a 0.5. Asi, para el caso en el que ¢ = m/4 (gréfico b de la Figura
5.25), en donde las probabilidades de ocupacién se mantienen muy cercanas a su valor inicial de 0.5,
se consigue un enredamiento mds alto en comparacién con el caso en el que ¢ = 0,7/2 (grifico a,
Figura 5.25). En este caso, el estado favorecido a ser ocupado es |g).

De la Figura 5.26, se puede observar que el comportamiento de la funcién coherencia también contri-
buye a que se pueda lograr un alto enredamiento. Cuando ¢ = /4 (grafico b), se observa que mientras
més bajos sean los valores de la coherencia, el enredamiento serd mds alto. As{, cuando ¢ = 0,7/2,
donde la coherencia se mantiene a valores mas altos, se observa que el enredamiento es menor.

Finalmente, en la Figura 5.27 se muestra el comportamiento de la funcién Autocorrelacién cuando
A = 0. Sin importar el estado inicial del dtomo, se observa que esta funcién oscila con una frecuencia
aproximada de 27. Sin embargo , nunca recupera su valor inicial, por lo que el estado tampoco regresa
a su estado inicial.
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Figura 5.25: Entropia lineal y probabilidades de ocupacion del atomo cuando el sistema esta en
resonancia. La escala de tiempo mostrada estd en ms Tanto para ¢ = 0,7/2 (grafico a) como para
¢ = /4 (gréfico b), la méxima entropia lineal se alcanza cuando P, y P, toman el valor de 0.5.
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Figura 5.26: Comportamiento de la funcién coherencia cuando A = 0. El grafico a muestra el caso
en el que el estado inicial del dtomo estd dado por ¢ = 0,7/2. El grifico b muestra el caso en que
¢ = w/4. En ambos, la entropia lineal se ve favorecida cuando la coherencia disminuye su valor.
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Figura 5.27: Funcién autocorrelacién cuando A = 0. La escala de tiempo mostrada estd en ms. Sin
importar el estado inicial del 4tomo, la funcién autocorrelacién presenta el mismo comportamiento
pra ¢ = 0,7/2,7/4. Tiene una frecuencia de oscilacién de aproximadamente 27, en la que aumenta
su valor pero no toma el valor de 1, por lo que después de la interaccién, el sistema no regresa a su
estado inicial.

Cuando el sistema estd fuertemente fuera de resonancia, se observa que a diferencia del caso en
resonancia con ¢ = w/4, donde el estado preferible a ser ocupado es |g), en este caso el estado
excitado es el que tiene una mayor probabilidad a ser ocupado (grafico b, Figura 5.28).

En la Figura 5.29 se muestra el comportamiento de las funciones entropia lineal, coherencia y auto-
correlacion. Sin importar el estado inicial del d&tomo el comportamiento de las tres funciones es muy
similar. Conforme avanza el tiempo la coherencia y la autocorrelacién disminuyen sus valores y Sy,
aumenta hasta valores cercanos a 0.4.
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Figura 5.28: Probabilidades de ocupacion del dtomo cuando el sistema estd fuertemente fuera de
resonancia. a) Cuando el estado inicial del dtomo es |e) o |g), la probabilidades de los estados se
mantienen separados y presentan pequenas oscilaciones respecto a su valor inicial. b) Cuando el
atomo estd inicialmente en una combinacién de sus dos estados (¢ = 7/4), el estado |e) adquiere una
preferencia a ser ocuapdo durante todo el intervalo de tiempo. En ambos casos, se observa el fenémeno
de colapsos y revivals.

1.0
0.8

— Coherencia

N\'\ﬂl‘rwl‘l\l, \‘ U‘\hlr‘ I |I| ; N — i;n:nrrelacién
I| I\ i |

2 4 8 8 10 12

0.6
0.4
0.2

Figura 5.29: Entropia linea, coherencia y autocorrelacién. El comportamiento de las funciones es
independiente del estado inicial del dtomo (¢ = 0,7/2,7/4). La coherencia y la autocorrelacién tienen
a disminuir, mientras que Sy aumenta.

Variacién del niimero promedio de fotones

Existen dos formas de variar el niimero promedio de fotones del campo electromagnético [36]. Una
de ellas es dejar fijo el pardmtro 7 del estado SU(1,1) mientras se aumenta la diferencia de fotones
entre el modo 1 y el modo 2, es decir, se aumenta el valor de g. La segunda forma consiste en variar
el parametro 1 dejando fijo la diferencia de fotones entre los modos. Los resultados muestran que el
Gnico cambio relevante en la variacién en g suceden entre el estado ¢ = 0 y cualquie otro estado con
q > 0. Todos los estados con ¢ > 0 siguen un comportamietno similar, sin embargo, el estado con
q = 0 se comporta de forma semejante a los estados de Fock, en el sentido en que el periodo de las
funciones esta bien definido y a ese tiempo, el sistema regresa a su estado original.

La variacién en el parametro n contribuye a generar el fenémeno de colpasos y revivals y a prolongar
el tiempo en el que suceden. Como consecuencia, a mayor valor de 7, se alcanza un enredamiento
maximo durante un mayor tiempo.



Capitulo 6

Ingenieria de Estados Cuanticos

El enredamiento es una propiedad caracteristica de los sistemas cuanticos. Se manifiesta en el
hecho de que debido a la interaccién entre dos subsistemas cudnticos, éstos no pueden ser descritos
de forma separada. Una consecuencia de ello, es que al realizar una medicién sobre un subsistema
cuantico, se encuentra informacién sobre el otro. Por ejemplo, en la interaccién &tomo-campo es posible
conocer el estado en el que se encuentra el &tomo después de realizar una medicion sobre el campo y
viceversa.

En este capitulo se discute el uso del enredamiento entre un estado atéomico y un estado de la luz,
descrito por el modelo de Jaynes-Cummings, como un recurso para generar estados cuanticos de luz
arbitrarios. Especificamente, se describe el proceso para construir estados de gato y estados formados
por una superposicion finita de estados de Fock. En ambos procedimientos, debido a la presencia del
enredamiento dtomo-campo, se realiza una medicién sobre los grados internos de libertad del dtomo
para conocer el estado del campo después de la interaccién.

6.1. Preparacion de estados cuanticos

Como se ha mencionado, en un sistema bipartita no separable o que presenta enredamiento,
conocer el estado en el que se encuentra un subsistema cuantico implica realizar mediciones sobre el
otro. El modelo de Jaynes-Cummings es el modelo mas simple que demuestra el enredamiento entre el
campo y los grados de libertad atémicos. Este enredamiento puede observarse realizando mediciones
sobre el campo, el 4tomo, o sobre el sistema conjunto. Por ejemplo, consideremos el estado conjunto
atomo-campo (6.1) que es una solucién para el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings.

Z Z Q,,(t)|in) - (6.1)

n=0 j=g,e

Cuando se realiza una medicién conjunta, la probabilidad de que el dtomo esté en el estado de
referencia |¥4) y el campo en el estado de referencia |Ur), esta dada por (6.2).

P(t519a),195)) = [(Fr, T W (1) ‘ Z 3" @ s(t) (Talj) (Trln)| (6.2)

n=0 j=g,e

90
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Esta medicién implica una alta interferencia cuédntica. Para obtener la probabilidad (6.2) primero se
calcula el producto de las amplitudes ®;,(t) con las amplitudes de probabilidad de los estados de
referencia del d4tomo y del campo. Posteriormente, se suma sobre los estados atémicos y sobre todos
los estados del campo. Esta doble suma introduce términos de interferencia que deben ser entendidos
como propiedades caracterisitcas de un sistema altamente correlacionado, ya que es ficil identificar
que (6.2) no estd compuesto de probabilidades independientes, por lo que sus contribuciones no son
separables.

Ahora, las probabilidades asociadas a los subsistemas cuanticos pueden ser determinadas a partir de
la probabilidad conjunta (6.2). Por ejemplo, la probabilidad de que el d&tomo se encuentre en el estado
arbitrario |¥ 4) sin importar el estado del campo estd dada por,

P(1:15a) = 3 [l atwn] = 3P (151800 ) (63
n=0 n=0

Es decir, se trata de la suma de las probabilidades conjuntas donde el 4tomo se encuentra en el estado
arbitrario |¥ 4) y el campo en el estado |n). La suma se hace sobre n para considerar todos los estados
posibles del campo.

De forma similar, la probabilidad de que el campo se encuentre en el estado arbitrario \\i/ F) sin
importar el estado del 4tomo estd dada por,

~ ~ 2 ~
P(6:00R)) = 3 [GHEale@)| = 3 P (t:1),1%5)). (6.4)

Jj=g.e Jj=ge

Esta se expresa como la suma de probabilidades conjuntas de que el campo se encuentra en el estado
arbitrario |Ur) y el 4tomo en cualquiera de sus dos estados |g) y |e).

Hasta este punto, se han obtenido expresiones para las probabilidades de obtener ciertos estado
del campo y del 4tomo. Ahora, nuestro interés estd en conocer el estado en el que queda uno de los
subsistemas cudnticos después de realizar una medicion sobre el otro. Asi, el estado del campo (dtomo)
después de determinar que el 4tomo (campo) se encuentra en el estado de referencia |¥4) (|Up)), estd
dado por (6.5), donde Ng y N4 son constantes de normalizacion. Isesel operador identidad definido
en el espacio vectorial formado por la base de los estados atémicos, esto es, 14 = |g) (g| + |e) (e].

[Ur)=Np Y In) (n, Ual¥(t) , [Wa) = Nals@ (Tr|¥(1) . (6.5)

Las constantes de normalizacion pueden ser obtenidas facilmente y estan dadas por el inverso del
cuadrado de las probabilidades de medir el estado de referencia |¥p) o |¥4), como se muestra en
(6.6).

|Up) = L [, (Up|U(t)) . (6.6)

. .
——— n)y (n,Va|P(t)) , [Vy) = ————

i D Talv) ) = et
Los estados (6.6) tienen un significado fisico importante. Por ejemplo, el estado del campo [V r) se

determina al medir la probabilidad de encontrar el estado de referencia |V ,4) y la normalizacién de

|¥r) estd dada por P (t; |\I/A>). Del mismo modo, el estado del campo | 4) se determina después
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de medir la probabilidad de encontrar el estado de referencia |\IJ F), y su normalizacién depende de
P (t; |\pr>).

El enredamiento entre las variables atémicas y el campo electromagnético se manifiesta en las proba-
bilidades para medir estas cantidades. Para hacer las mediciones de las probabilidades mencionadas,
se preparan los estados iniciales atémico y del campo, los cuales interacttian entre si por un tiempo
t. Posteriormente, se realizan mediciones en los estados de referencia del atomo y el campo, o unica-

mente sobre el 4&tomo o sobre el campo. Se registran los resultados, se repite el experimento muchas
veces y se construye un histograma.

Puede realizarse una medicién del estado atémico como sigue: Primero, se aplica un campo clasico al
estado atémico por un tiempo ¢, esto es,

[Ya) = ctle) +cglg)
En éste las amplitudes de probabilidad se escriben como
¢, =cosXtc,—isinXtcy, ¢, =cosAtcg—isintce,

donde A determina el momento dipolar del &tomo. Segundo, se proyecta el estado atémico con respecto
al estado base, esto es,
(g|') = ce cos At —icy sinAt,

que se compara con la proyeccién deseada con respecto al estado de referencia
7 ~% ~%
<wA|/¢A> = C¢ Ce + Cg Cg -

Tercero, se eligen los parametros del campo clasico en forma apropiada. Generalmente se usa una
onda de luz no resonante para lograr

~k ~k S

Ce =cosAt, ¢, = —isin\t (6.7)
Se concluye que se puede realizar una medicién sobre un estado de referencia [¢) ,, enviando el dtomo
a través de un campo cldsico no resonante; seguido de una medicién de la poblacién usando el método
de ionizacién. Para medir el campo electromagnético puede utilizar la realizacién experimental de
estados homodinos como estado referencia. (ver texto L. Mandel y E. Wolf).

6.1.1. Estados de gato

En esta seccién se discute la interaccién datomo-campo dentro de una cavidad considerando una
desintonia muy alta, A = w —  >> 1, de forma que el sistema bipartita se encuentre fuertemente
fuera de resonancia. Bajo estas circunstancias, después de dejar que el sistema interacttie y se presente
enredamiento, se realiza una medicién sobre los grados internos del atomo. El estado del campo
generado después de la medicién es una superposiciéon de dos estados coherentes con distintas fases.
Este tipo de estados son conocidos como estados gato.

Recordemos que el modelo de Jaynes-Cummings describe la interaccién dtomo-campo que usaremos
para la construccion del estado de gato. Bajo las condiciones de alto detuning, la solucién a (n) dada
por las ecuaciones de Rabi en (5.35), se puede aproximar como

N[—=

A2 A 403 (n+1) A N(n+1)
= 2 _— = = _ N —t+ . .
Qn) = X2+ 1)+ 5 2<1+ - ) =+ (6.8)
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Asimismo, los coeficientes dados (5.36.2) se aproximan como se muestra en (6.9), donde adicionalmente

. A
se considera 50 ~ L

2 n . 2 n
Den(t) = @en(O)exp 1G], @gnir(t) = @y (0) exp [~ -G (6.9)

Al subsituirlos en el estado (5.29), el cual es solucién del Hamiltoniano de Jaynes-Cummings (5.28), se
obtiene un estado particular (6.10) que hace referencia a la interaccién dtomo-campo con un detuning
alto.

W (#)) zi{exp [z%t} B (0)en) + exp [-i%t} () |gn+1>}

n=0

+240(0)]g0) . (6.10)

A este estado se le puede asociar un Hamiltoniano efectivo y su correspondiente operador de evolucién
temporal dados por

Hor = -2 [6.4a+ 1(6. +1)] , Uet = exp {% [6.ata+1(6. +1)] t} . (6.11)

La eleccion de este Hamiltoniano efectivo se debe a que la accién del operador de evolucién temporal
sobre los estados |en) y [gn + 1) es

i 22 (n41)t

~ N a2
Uet |en) = ¢ len) ,  Uglgn+1)=e =040 gn 4 1)

es decir, recupera el estado (6.10). En otras palabras, partiendo del modelo Jaynes-Cummings, se ha
encontrado un Hamiltoniano efectivo y su correspondiente solucién que describen un sistema formado
por la interaccién atomo-campo con un detuning alto.

Los operadores (6.11) pueden ser reescritos en términos de la constante de movimiento

A=a'a+3(6.+1)

como . ) A A ) .
Heg = —"-6.A , U = expli’ 6.A]. (6.12)

El siguiente paso es proponer un estado inicial a ser estudiado. Consideraremos un atomo en una
superposicién coherente (6.13) de sus estados, el cual se puede generar al hacer incidir un campo
clasico sobre un atomo efectivo de dos niveles,

|\IJA>0 =Cq lg) +cele) (6.13)

Este estado atémico (6.13) con frecuencia wq entre sus niveles, se hace pasar por una cavidad resonante
que contiene un campo unimodal en el estado (6.14) con frecuencia €2, tal que wy >> €,

Wp)g = wnln) . (6.14)

Asi, el estado inicial que consideramos estda dado por

[Wo) = [VF)y® [Va), = an {eclesn) +cglg,m)} - (6.15)

n=0
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Figura 6.1: Area en el espacio fase de la funcién de Husimi (5.9) para el estado (6.22) con a = 6.
Se oberva que cuando ¢ = nm con n € Z, el campo se encuentra en un estado coherente el cual
presenta un area minia A = 1. Conforme ¢ aumenta, el estado de gato se forma y éste adquiere un
area de A = 2, ya que se trata de la superposicién de dos estados coherentes. En la figura de la derecha
se presenta un acercamiento de la grafica del drea, donde se muestra la desestabilizacion del estado
gato en las cercanias a ¢ = nr.

Después de actuar el operador de evolucién temporal sobre éste, se obtiene el vector de estado que
describe el sistema V¢,

[B(B) = D wn [ec OO o) 1 ¢y Jg) | @ [n) (6.16)
n
donde se definié la fase ®,,(¢) como
N n
on(t) = N (6.17)

Como se ha mencionado, el estado (6.16) describe la interaccién dtomo-campo y, gracias a la presencia
de enredamiento entre ambos subsistemas, es posible conocer el estado en el que se encuentra el campo
después de realizar una medicién sobre el a&tomo. Asi, se propone el estado atémico de referencia

W) = Cele) + ¢4 g) (6.18)

para el cual, su probabilidad de ser medido estd dada por (6.3). Después de realizar la medicién y
haber encontrado este estado de referencia (6.18), el estado en el que queda el dtomo estd dado por
(6.19), como se discute en la seccién anterior.

Up) = % {a: Ce €D ", e D) 4 & ey wy e 'm0 n)} . (6.19)

IP’(t;\\I/A )

El estado de referencia atémica [¥ 4) y el estado atémico [W 4), con el que interactiia el campo en un
inicio, se pueden construir tal que

; 1
~% 1Pq(t) _ =x _
C,Cet 1) =@ e, =

9°9 E
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Bajo esta condicién el estado (6.19) se simplifica a
|Up) = Zw e |n) + Zw e M n)| (6.20)

Finalmente, consideremos el caso especial en el que el estado (6.14), el campo con el que interactiia
el atomo dentro de la cavidad, se trata de un estado coherente

Wr)o =S wnln) =Y j—; 5 |n) (6.21)

donde a se toma como un numero real. Bajo estas consideraciones y recordando la definicién de la
fase @, (t) dada en (6.17), se encuentra que el estado del campo estd descrito por (6.22), el cual es una
superposicién de dos estados coherentes con fases diferentes, lo que se conoce como estado de gato.

2

¥r) = e {Z (A Z |n>} = llac) +lac )] (622

donde, finalmente, la fase ¢ estd dada por ¢ = )‘Kzt. El comportamiento en el espacio fase de éste
estado se ilustra en la Figura 6.2, donde se presentan sus funciones de Husimi y Wigner. Estas nos
permiten obtener informacién sobre el tipo de correlaciones presentes y sobre la similitud del estado
con un estado coherente. Finalmente, la Figura 6.1 presenta el comportamiento del area en el espacio
fase de la funcién de Husimi como funcién de ¢. Al comparar ambas figuras es evidente que cuando
¢ = 0, el campo se encuentra en un estado coherente. Este est4 caracterizado por un area minima
A =1 y una distribucion gaussiana en el espacio fase para la funciéon de Husimi. Asimismo se observa
que la funciéon de Wigner no presenta valores negativos. Conforme ¢ aumenta, el campo evoluciona a
un estado de gato, el cual tiene un drea de A = 2 y se mantiene estable dentro del intervalo 0 < ¢ < .
En las cercanias y cuando ¢ = nm con n € Z, el estado de gato se destruye y se recupera el estado
coherente del campo.

En conclusién hemos utilizado una interaccién dispersiva fuertemente desintonizada con el modo del
campo en la cavidad para crear una superposicion de dos estados coherentes de amplitudes igua-
les pero fases diferentes. En este proceso se ha transferido la coherencia de los dtomos al campo
electromagnético.
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c)

Figura 6.2: Funciones de Wigner (columna izquierda) y funciones de Husimi (columna derecha) para
el estado (6.22) con a = 6 y distintos valores de ¢. Recordemos que la fase ¢ esta relacionada con el
tiempo a través de t = %cj). Las figuras a) y b) ilustran las funciones cuando ¢ = 0 (¢ = 0). En este
caso el campo se encuentra en un estado coherente. Las figuras c) y d) presentan las funciones cuando
p=7/4 (t = %%). Se oberva que la funciéon de Husimi presenta valores negativos y la funcién de
Husimi adquiere el comportamiento esperado para un estado de gato: una combinacion de dos estados

coherentes.

6.1.2. Combinacién finita de estados de Fock

Los estados de la luz formados por una superposicién coherente y finita de estados de Fock
(6.23), pueden ser generados dentro de un resonador utilizando el enredamiento 4tomo-campo como
un recurso.

Wa) =Y dnln) . (6.23)

Los estados (6.23) se construyen partiendo del estado de vacio en una cavidad mediante la inyeccién
de N atomos excitados de dos niveles que atraviesan la cavidad; y al salir se asegura que el atomo se
encuentre en su estado base. El enredamiento nos garantiza entonces que el atomo ha transferido su
excitacién al campo, implicando la construccién del estado de Fock |N) del campo electromagnético.
Para formar una superposicion coherente de estados de Fock, debe tenerse el fendmeno de interferencia
cuantica, preparando el estado dtomico en una superposicién de estados.

El procedimiento experimental para generarlos consiste en hacer interactuar individualmente un nime-
ro de N dtomos en una superposicién coherente (6.24) con un campo cuantizado.

|[Ta)=le) +ielg) . (6.24)

Los dtomo se inciden de forma individual dentro de una cavidad donde interactian con el campo. Al
salir de ésta, se realiza una medicién sobre sus grados internos de libertad. Si el 4&tomo se encuentra
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en el estado base |g) (resultado positivo), implica que se introdujo una excitacién (fotén) a la cavidad.
De lo contrario, si el 4tomo se encuentra en el estado excitado |e) (resultado negativo), el campo no
se modificé y se debe repetir el experimento. Este procedimiento se debe llevar a cabo de manera
subsecuente buscando que después de la interaccién de cada dtomo se obtenga un resultado positivo.

Por ejemplo, el primer atomo que se incide en la cavidad para que interactie con el estado vacio del
campo |0), esta dado por
1 .
W) =le) +icilg) -
Después de realizar la medicién en los grados internos de libertad del atomo y de haber determinado
que éste se encuentra en el estado base |g), el estado del campo estd dado por

1 1 1
W) = @ [0) + @1 1) .
Al repetir este procedimiento y enviar un segundo dtomo en un estado
2 .
[0) = Je) +ieslg) |
se encuentra que si el resultado de la medicién en el &tomo fue positiva, el nuevo estado del campo es
[25) = 27 10) + 27 1) + 2 2) .

Asi, después de la interaccién individual de N atomos con el campo de la cavidad se genera un estado
de la luz (6.25) formado por la superposcién de los primeros N + 1 estados de Fock con probabilidades

de amplitud @;N), donde el subindice hace referencia al estado del campo y el superindice denota el
numero de atomo que se ha enviado.

N
N
) =3 "o jny (6.25)

La evolucién de estas probabilidades de amplitud se describe en la Figura 6.3. En general, los valores
de @%N) no corresponden con los coeficientes d,, con los que se quiere construir el estado (6.23). Sin
embargo, al hacer uso del enredamiento atomo-campo del sistema, es posible encontrar las condiciones
necesarias para que sus valores coincidan (<I>§N) =d, <I>(2N) =dy, ...) y asi lograr construir un estado
especifico de la luz.

Despties de que el atomo interactia con el campo dentro de la cavidad y sale de ésta, el sistema
conjunto estd descrito por el modelo de Jaynes-Cummings. Por lo tanto, el estado atomo-campo
después de haber incidido el k-ésimo atomo es

WE ) = O(t) [0 @ (vl

= Ul(ty)

k—1
> ol n)@ (|e) +iex |g) )] . (6.26)
n=0

Es decir, se trata de la evolucién temporal de un estado inicial descrito por la interaccién de un campo
|\I/g€_1)> (antes de inyectar el k-esimo 4tomo) y un dtomo en una superposicién coherente, donde el

estado del campo en la cavidad |\Ilgf_1)> es una superposicion de estados de Fock conn = 0,1,--- ;k—1.
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Figura 6.3: Evolucién de las amplitudes de probabilidad debido a la interaccién sucesiva dtomo-
campo dentro de la cavidad. El eje horizontal representa el tiempo que le toma a cada dtomo pasar por
la cavidad. Tomando como ejemplo un proceso en el que se inciden individualmente dos a&tomos dentro
de una cavidad, los coeficientes finales que describen el estado del campo son @%2). El enredamiento
dtomo-campo nos permite encontrar los valores €, ( con k = 1,2) con los que se debe construir
los estados (6.24) de los dtomos que se envian, de forma que los valores de @%2) coincidan con los
coeficientes d,, en (6.29).

En la ecuacién (6.26), t; es el tiempo que le toma al k-ésimo atomo atravesar la cavidad y U(ty)
(6.27) es el operador de evolucién temporal del modelo de Jaynes-Cummings. Ver expresion (5.21) en
el capitulo 5.

. . i .
Uty :{C(k) e) le| — ——— S¥ g le
(1) ={C0) e} el = <= S0 e} (o
1Ak 4 Ak
~ = 8haat o) el + O o) (ol |-
Es importante notar que la dependencia temporal de los coeficientes también estd indicada por el
superindice, por tal motivo, de aqui en adelante no indicaremos la dependencia temporal de las

funciones. Asi, los coeficientes C’ék) y Sr(Lk) en (6.27) estdan dados por las relaciones

C®) = cos (M tpV 4 1) , S = sin (MpVi+1).

Al actuar el operador (6.27) sobre el estado inicial (6.26), se encuentra que el estado conjunto del
sistema es

(6.27)

W E (L)) = 30O fen) —iSP lgn + 1)
+exS®. Jen — 1) + i CP) |gn) } (6.28)

Finalmente, después de realizar una medicion sobre los grados internos del atomo y de determinar
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que éste se encuentra en su estado base |g), el campo queda descrito por el estado (6.29).

95 (¢ Z ) (gn| @™ F (1)) Z {0l — acl o0} )

= —i Z oK) n) (6.29)

De esta expresion (6.29) se puede observar que los valores de @%k) dependen de los coeficientes del
estado del campo que se tenia antes de incidir el k-ésimo atomo, es decir, estan en funciéon de los
términos @;kfl) (k)

. Por lo tanto, los coeficientes ®,,’ se encuentran a partir de la relacién de recurrencia
dada en (6.30).

o) = 5™ o= _ ¢ oW -1 (6.30)

En esta expresién (6.30), el tnico pardmetro desconocido es €, ya que C’( )1 y S 1 estan dados por
el modelo de Jaynes-Cummings. Asi, los valores de ¢; en la superposicién coherente con la que se
manda al k-ésimo atomo dentro de la cavidad, son los que permiten que los coeficientes @SLN) sean

iguales a d,, en el estado (6.23).

A continuacién se ilustra el procedimiento necesario a seguir para encontrar €¢; y € con los que se
debe contruir los estados coherente de los dos atomos que se inciden en la cavidad para generar el
estado (6.31).

in ¢

1)+12)]. 6.31
T +12)] (6:31)
Después de haber enviado los dos dtomos de forma indivual y de haber realizado las mediciones en el
atomo con resultados positivos, el estado del campo estd dado por

|Wq) = cos §]0) +

w2y = o j0) + @ 1) + 2P |2) . (6.32)

El problema que deseamos resolver es el de encontrar los valores de €¢; y €2 que permitan que se
cumplan las igualdades (6.33).

sin ¢

7

3P =cosp , oP=0P = (6.33)

Empezamos considerando el caso del segundo atomo con k& = 2.

= Sin= 2, la relacién de recurrencia es
2 2 1 2 1

(1)

con @5/ = 0 porque no puede existir el estado del campo |2) cuando sélo se ha mandado un dtomo.

Recordemos que el valor de S{Q) se conoce y buscamos que <I>g2) = sin ¢/+/2, por lo tanto

sin ¢

2 2 1 1
of = sPaf) s a) - IO

(6.34)

= Sin =1, la relacién de recurrencia estd dada por
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@(2) 5(2)(1)(1 0(2)(1)(1)

Nuevamente se busca que (I>§2) = sin ¢/+/2. Al substituir el valor de @gl) dado en (6.35), se obtiene la

siguiente expresién para @él).

0(2)
0

5

a1 sin ¢
©y’ = (2)
V2 5

1+e (6.35)

s Sin= 0, la relacién de recurrencia es
2 2 1 2 1

En este caso, al observar las definiciones de los coeficientes S,(Lk) y C,(Lk) se encuentra que S(fl) =0y

C(,Ql) = 1. Ademss, al considerar @82) = oS ¢ se obtiene

cos ¢

o) = — (6.36)

€2

Finalmente, igualando las ecuaciones (6.35) y (6.36) se determina la expresién (6.37) con la que es
posible obtener el valor del coeficiente €5 con el que se debe construir el estado coherente del segundo
atomo que se manda a la cavidad.

: (2)
Cos@ (2)  sing Cy
— Sy = 1 —= - 6.37
e ! V2 |re 5@ (6:37)
Las dos soluciones a la ecuacién cuadratica (6.37) son
2
1os? (S@) sin¢ 5575
€9 = 5 sing & s - 5 OS¢ (6.38)
220 @ 8 @

Ahora consideremos el primer dtomo que se envia a la cavidad, es decir, kK = 1. En este caso n solo
puede tomar los valores 0 y 1.

= Sin =1, la relacién de recurrencia es

o) = s _ ¢, cMp

Nuevamente <I>§0)

= 0 por que no es posible tener el estado del campo |1) cuando no se ha mandado
ningin atomo a la cavidad. El valor de @gl) fue obtenido en (6.34) y al subsitutirlo en la relacién de

. .y 0
recurrencia se encuentra una expresion para <I>((J ) (6.39).

@éo) _ L sin ¢
2 1) -
V2 55

= Si n = 0, se obtiene la siguiente relacién de recurrencia

(6.39)
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Figura 6.4: Area (5.9) de la cuasidistribcién de Husimi en funcién de ¢. Cuando ¢ = nm, el drea

toma el valor minimo de 1, lo que indica que el estado (6.31) se encuentra en un estado coherente, es
decir, en el estado mas clasico posible como se discute en el capitulo 3.

B = 508 - ¢ )

donde S£11) = 0. Susituyendo los valores de <I>(()l) (6.36) y <I>(()O) (6.39) se obtiene una expresién para €;
en términos de ea, el cual tienen dos soluciones dadas en (6.38).
(2) o(1)
cos¢p S, S
o =3 & ¢ 5175 (6.40)
sing €
Asi, para contruir un estado de la luz formado por una combinacién especifica de estados de Fock, es
necesario conocer el valor de los coeficientes € que se deben utilizar en la construccion de los estados
atémicos que se mandan a la cavidad. Estos coeficientes €, se obtiene de forma inversa, es decir,
comenzando por el Ultimo dtomo y terminando en el primero.

Como conclusién, es importante notar que la presencia del enredamiento atomo-campo descrito por
el modelo de Jaynes-Cummings, permite conocer el estado del campo cuando se realiza una mediciéon
sobre los grados internos de libertad del dtomo cuando éste sale de la cavidad. Es decir, basta con
saber que el d4tomo se encuentra en |g), para conocer el estado del campo y obtener la relacién de
recurrencia con la que se encuentran los coeficientes €. Este procedimiento se puede generalizar a
modelos SU(1,1), donde la interaccién dtomo-campo y el enredamiento entre estos subsistemas estan
descritos por el Hamiltoniano SU(1,1).

La ventaja de tener el control en la construccién de los estados cuantizados de la luz, es que se
pueden crear estados con propiedades particulares que permitan ser utilizados en experimentos de
optica cuantica. En la Figura 6.5, se presentan las cuasidistribuciones de probabilidad de Husimi
y Wigner para el estado (6.31) con distintos valores de ¢. Estas funciones nos permiten ilustrar el
comportamiento del campo y nos dan informacion de las propiedades no clasicas del estado de la luz.
En la Fig. 6.4 se muestra el drea en el espacio fase y como funciéon de ¢, que ocupa la funcién de
Husimi del estado del campo. Se observa que cuando ¢ = nm donde n € Z | el area que ocupa
la funcién Husimi corresponde al drea de un estado coherente, es decir, al drea minima que se puede
tener (A =1).
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Figura 6.5: Funciones de Husimi (columna izquierda) y funciones de Wigner (columna derecha) para
el estado (6.31) con diferentes valores de ¢. Las gréficas a) y b) ilustran las funciones cuando ¢ =0y,
por lo tanto, la tinica contribucién a la combinacién lineal es el estado vacio coherente |0), lo cual se
ve reflejado en que la funcién de Husimi presenta una distribucién gaussiana y la funcién de Wigner
no toma valores negativos. Las gréficas ¢) y d) reflejan las funciones de Husimi y Wigner cuando
¢ = /2. En este caso la combinacién lineal en (6.31) estd formada por los estados de Fock [1) y |2),
lo cuales en contraste con |0), presentan un caracter cudntico alto por lo que la funcién de Husimi
pierde su distribucion gaussiana y la funcién de Wigner adquiere valores negativos. Finalmente, las
gréficas e) y f) ilustran las cuasidistribuciones de proabilidad cuando ¢ = 7/4.



Capitulo 7

Conclusiones

En el presente trabajo se estudio la interaccién cuantizada entre un dtomo efectivo de dos niveles y
un campo electromagnético de uno y dos modos dentro de una cavidad. Especificamente, se investigd
el comportamiento del enredamiento campo-materia y de otros observables, como las probabilidades
ocupacionales y la coherencia, que resultan de interés para la éptica cudntica, la teoria de informacién
cuantica y para los fundamentos de la mecénica cuantica.

El estudio de la evolucién temporal del enredamiento presente entre el &tomo de dos niveles y el campo
electromagnético es importante, ya que su realizacién experimental puede utilizarse en la construccion
de bits cudnticos y durante otros procesos de la informacién cuédntica. Asimismo, se demostré que este
enredamiento sirve como un recurso para la construccion de dos estados especificos de la luz con
posibles aplicaciones en éptica cudntica. Uno de estos estados es la superposicién finita de estados
de Fock, mientras que el segundo estd formado por la superposicién de dos estados coherentes de
Glauber, conocidos como estados gato. Las propiedades particulares de ambos se pueden visualizar
mediante el calculo de las funciones de Wigner y Husimi.

Para lograr la descripcién y entendimiento del sistema se inicié con la cuantizacién de un campo elec-
tromagnético multimodal. Mediante la indentifiacién de un conjunto infinito de osciladores arménicos
se determindé la forma de los campos eléctricos y magnéticos, asi como el momento angular intrinsico
y el momento lineal del campo, en términos de operadores bosénicos. Por otro lado, se definieron los
operadores adimensionales de cuadratura del campo (andlogos a los de posicién y momento). Estos
tienen un papel importante en 6ptica cuantica, ya que permiten la determinaciéon de las propiedades
estadisticas del campo.

Se continué describiendo los procesos de emision y absorcién presentes en un atomo de dos niveles,
los cuales son emision esponténea, absorcién y emisién estimulada de un fotén. El dltimo proceso es
el responsable de la existencia del laser. En éste, un fotéon con una energia dada por la separacion
entre los niveles atémicos es enviado. La interaccién que se genera emite dos fotones los cuales pueden
inducir transiciénes en otros atomos.

La interaccién radiacién materia se describié utilizando el modelo de Jaynes-Cummings (considerado
paradigmadtico en la dptica cudntica) y su modelo generalizado. En el primero, un dtomo de dos
niveles interactia dipolarmente con un campo cuantizado de un modo dentro de una cavidad y su
Hamiltoniano exhibe una constante de movimiento asociada al nimero total de excitaciones M. En
el modelo generalizado, la transiciéon entre los dos niveles es mediada por fotones de dos modos del
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campo. Como consecuencia de este proceso, los niveles atémicos que participan en la transicién no
pueden conectarse mediante transiciones dipolares.

En el estudio de la interaccién se consideraron diversos estados cuantizados de la luz los cuales pre-
sentan distintas propiedades entre ellos. Los estados de Fock tienen un alto comportamiento cudntico
que se ilustra mediante los valores negativos de la funcién de cuasidistriucién de Wigner, asi como a
través del drea en el espacio fase que ocupa la funcién de Husimi. Los estados coherentes de Galuber
presentan un comportamiento que se asemeja al de los haces de luz clasicos. Esto se refleja en que su
incertidumbre y el drea que ocupa su funcién de Husimi en el espacio fase son minimas. Una propiedad
importante es que son funcién generadora de los estados de oscilador arménico. Los estados compri-
midos son aquellos que tienen una de sus cuadraturas mas pequena que el limite establecido por el
principio de incertidumbre de Heisenberg. Los estados coherentes y comprimidos estan asociados con
las estructuras algebraicas del grupo de Lie de Heisenberg-Weyl y el grupo de las transformaciones
especiales unitarias de SU(1, 1), respectivamente.

Dependiendo del estado cuantizado de la luz con el que interactiia el &tomo de dos niveles, la dindmica
del enredamiento mostré diversos comportamientos. Cuando el atomo interactia con un estado de
Fock, las probabilidades de ocupacion, la entropia lineal, la funcién de coherencia y la funcién de
autocorrelacién, para cualquier valor de A, oscilan con una frecuencia definida por v A2 + \2n, la cual
se conoce como frecuencia de Rabi. Cuando el sistema estd en resonancia y, sin importar el estado
inicial del 4tomo, se observé que es posible alcanzar un maximo enredamiento cuando P, = P, = 0.5.
Sin embargo, este enredamiento no es estable debido a las oscilaciones de S,.

Al aumentar la desinténia hasta un valor de 10\, en la interaccién con un estado de Fock, se generd
un Hamiltoniano efectivo (6.11) en el que la interaccién entre la materia y el campo es diagonal,
implicando en este caso una acoplamiento pequeno. El cambio en el comportamietno del sistema
cuando se varia A se ilustré con las funciones de Husimi y Wigner, en las que no se observé un
cambio significativo en su distribucién cuando A >> 1. Por otro lado, cuando se varia el nimero de
fotones dentro de la cavidad se observé una disminucién en el peridédo de oscilacién de las funciones.
Este comportamiento también estd descrito por la frecuencia de Rabi.

En la interaccion del atomo con los estados coherentes de Glauber es posible generar enredamiento
cuando el sistema estd en resonancia y cuando estd fuertemente fuera de resonancia, sin embargo, el
comportamiento més estable se observé cuando A >> 1y ¢ = 7/4. En este caso, es posible generar
un maximo enredamiento estable durante un intervalo de tiempo grande. Esto no sucede cuando el
sistema estd en resonancia, en donde a pesar de que se satisfaga P. = Py, = 05y ¢ = /4, la
entropia lineal no alcanza su méaximo valor porque la matriz de densidad reducida no es diagonal.
Este comportamiento contrasta lo observado en los estados de Fock con A = 0.

Una caracteristica importante de los estados coherentes de Glauber en interaccién con un atomo de
dos niveles, es que al aumentar el nimero promedio de fotones dentro de la cavidad, se aumentan los
tiempos de los fenémenos de colapsos y resurgimientos, en las probabilidades de ocupacién del atomo.

En general, se demostré que cuando se tiene una interaccién fuertemente fuera de resonancia es
posible generar un alto enredamiento dtomo-campo si se utiliza un estado coherente de Glauber o
con un estado coherente de SU(1,1). En ambos casos, la generacién de enredamiento sélo es posible
cuando el estado inicial del 4tomo estd dado por la superposicién coherente %(| g)+le)). Asi, el estado
inicial del atomo juega un papel importante, ya que se observa que se debe satisfacer que la funcién
coherencia y las probabilidades ocupacionales tomen valores cercanas a cero, lo cual sélo se logra
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cuando ¢ = /4. Por otro lado, como se mencioné en el capitulo 6, el enredamiento generado cuando
el sistema estd fuertemente fuera de resonancia puede ser implementado para generar un estado de
gato.

Perspectivas

Como futuro trabajo, los resultados presentados se pueden extender para sistemas de muchos atomos.
En particular de dos dtomos de dos niveles en interacciéon con campos electromagnéticos de uno y
dos modos en una cavidad resonante. También es posible considerar sistemas atémicos con un mayor
nimero de niveles activos.

Finalmente, es importante senalar que parte de este trabajo ha sido presentado en un evento interna-
cional y se tiene una publicacién aceptada en las memorias del evento [38].



Apéndice

A.1. Operador de evolucién temporal

En el esquema de Schrodinger, la informacién temporal del sistema esta contenida en la funcién
de onda |¥(t)). Esta se obtiene por la accién de un operador de evolucién temporal sobre el estado
del sistema inicial |¥), es decir, .

[W(t)) = Ut to) [Wo) - (A1)

Por lo tanto, para conocer el estado del sistema V¢, primero es necesario encontrar el operador de
evolucién temporal. Tomemos el Hamiltoniano del modelo de Jaynes-Cummings dado en (3.22). Con-
siderando las definiciones de las matrices,

6. =le)(el—lg){gl  6-=lg) (el , o1 =le)gl,
podemos reescribir este Hamiltoniano como
Hjc =hQM +hA (le) (e| = lg) (g]) +hA (ale) (gl +a' |g) (el) - (A.2)

Es f4cil identificar que (A.2) es independiente del tiempo, por lo que su operador de evolucién temporal
se obtiene a partir de la siguiente expresién

U(t,to) _ e_iﬁh{c t_ —if2 Nfi&e—il':]i&7 (AS)

donde H = A(e) (e| — |g) (g] ) + Aae) (g| + Aa' |g) (e|. Al escribir este término en su representacién
matricial utilizando la base atémica, se encuentra

= AQ A

Es decir, el operador (A.2) no es diagonal en la base atémica y como deseamos actuarlo sobre el estado
(5.25.1), para encontrar su accién sobre este estado se pueden seguir dos procedimientos. El primero
consiste en diagonalizar el Hamiltoniano y encontrar sus eigenvectores para escribir el estado (5.25.1)
en términos de éstos. Asi, la accién del operador de evolucion es directa. El segundo procedimiento,
y el utilizando en este trabajo, consiste en desarrollar en series la exponencial (A.3) de forma que se
encuentre una expresiéon matricial para este operador de evolucién. Debido a que M es una constante
de movimiento, el término e~**M? sélo modifica al vector estado por una fase y no es necesario
su desasarrollo algebrdico. El segundo término en (A.3), e=*!  se desarrolla utilizando la siguiente
identidad para operadores exponenciales

e M = i (_)\)nfl". (A.5)

n=0
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—iHt

Esta serie puede descomponerse en términos pares e impares. Asi, para e , se tiene
oS} o0 25 2 2s 0 2 2s+1
zH )" (H?)t S(H?)st
(2s!) 23 + 1!
n=0 s= s=0

La representacién matricial del término H? que aparece en ésta serie estd dada por el siguiente
operador diagonal,

A2)? (+1) 0 ) A

2 = (A% + D) (el + 182+ Xl ol = (B0 P D

Por lo tanto, las potencias (H?)® dadas en (A.6) también son diagonales. Asi, (A.6) estd dado por

oo N2s [ATA (A1)
U(t) ZS:O(_’)ZS%’?S 0
s A2+ 2\%n s
0 % (—i)? [ = ] 12
s [AZN2 (D] 9,
(X (=D [(QST!]F i 0
—iH ) (A.8)
o 1)s [A2+A%0]" oo 1y
0 Do (1) ey

Al reconocer las funciones sinz y cosz como desarrollo en series en (A.8),

) 0 (_1)nx2n+1 > (_1)n l,Zn
— = AN A.
sin x ngo e cos & 7;0 I (A.9)
se encuentra que el operador de evolucién temporal es
R - F(n+1) —iAaG(n)
U(t) = e 2 M? : (A.10)
—ixal G(n+1) F*(n)
donde se defini6 la notacién
F(R) = cos (QA)t) — Qzé) sin (Q(A)t) (A.11.1)
1

Q) = VA2 + 224 (A.11.3)

A.2. Funcién Auxiliar de Moyal

Para obtener la funciéon de Moyal, se define la funcién auxiliar

1 [ |
Wiay(s1(q,p) = ;/ {a+yla) (Blg —y) e *P dy, (A.12)

— 00
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y se identifican los estados |a) y |8) en las representacion de las coordenadas ¢ +y y ¢ — v,
respectivamente. Esto es:

<q+ya>=\l'a(q+y)=7r11/4exp[—;(q+y)2—o;—|O;+\/§(Q+y)a}
Bla=) = W3- = e |-pa-o - 5 - BE e VB

Por lo tanto, la ecuacion A.12 se puede reescribir:

Wiey(s = g oxb | 4% + VEa 8% + (-0 = [af? = 5 = 3]

y / e~ 2Py o—y°+V2y(a—5") dy. (A.14)

— 00

Y, expresando la la integral como

I= / dy exp [—yz +y (\/i(oz — B*) - iQp] = / dy exp [—(y + A)?] , (A.15)
con A=ip— % (a — %), se encuentra la solucién

I=yret . (A.16)
Asi, la ecuacién (A.14) es
1 * * * * _l|a‘2 _llﬁlz
Wiay(s) = —exp [—22 +V2(az" + §°2) — af } e 2l e 2P, (A.17)

donde se uso z = q+ 1y y 2* = q — 1y.
Reescribiendo

exp [V2az* 4+ V2% 2 — aﬁ*] = ngo (\@Z‘Z S (1 — \/%z*> T2 (A.18)

e identificando la funcién generadora asociada a los polinomios de Laguerre

> Ly w)u™ = e (14 u) (A.19)
m=0
con u = — \/%2* y w=2z*2 = 2(q* + p?) se tiene que la ecuacion (A.17) es
1 (| 722 = (\/ﬁa’z*)n n—m * _B* "

n,m=0
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Si se reescribe la ecuacion A.12 en términos de los estados de Fock,

‘2 n Q*xm

et 12 e o
Wiays =—e" 2 Z\/T[ dy (q+ylm) (nlqg —y) e”7?

n *m

—\a@ \5\2
—e Z Dyl

y se compara con la ecuacién (A.20), se encuentra que la funcién auxiliar de Moyal es:

1™ am m' - \n—m _—(g? 2 n—m
V[/\n><m|(Q7p):( s \ oy la—ip)t e (@407 x L™ (2(¢® + p?)).
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