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1.1.2. Isometrı́as del espacio hiperbólico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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tesis, al sacarme de dudas y de callejones sin salidas, por siempre escuchar y valorar mis ideas, por
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Introducción

En 1968, ver [Mos68], el matemático George Mostow descubrió un fenómeno bastante sorpresivo
sobre la geometrı́a hiperbólica:

Teorema (Teorema de Rigidez de Mostow). Si los grupos fundamentales de dos variedades hi-
perbólicas cerradas, orientadas y de dimensión mayor que o igual a 3 son isomorfos, entonces estas
variedades son isométricas.

Esto por un lado concuerda con algunos otros hechos de geometrı́a hiperbólica que ya se conocı́an,
como por ejemplo que los polı́gonos hiperbólicos regulares están isométricamente determinados por
sus ángulos internos, pero va en contravı́a de otros resultados como el de que cualquier superfi-
cie cerrada de género mayor que uno tiene una cantidad no numerable de métricas hiperbólicas no
isométricas entre entre sı́.

El teorema de rigidez de Mostow tiene un papel relevante en la teorı́a de 3-variedades. Por ejem-
plo, podemos usar invariantes hiperbólicos de este tipo de variedades para diferenciarlas entre sı́.

Uno de estos invariantes es el volumen de una variedad hiperbólica cerrada, el cual es bastante
útil en el estudio de estas. Por ejemplo , ver el teorema de Thurston-Jørgensen [Thu+80, Capı́tulo 6],
el conjunto de volúmenes de todas las variedades hiperbólicas cerradas de dimensión 3 es un sub-
conjunto contable infinito de R no acotado, con puntos de acumulación, y cada real positivo es el
volumen de a lo más un número finito de variedades hiperbólicas cerradas, salvo isometrı́a.

En 1974 Albert Marden, ver [Mar74], generalizó este hecho para variedades hiperbólicas com-
pletas de volumen finito y de dimensión igual a 3, y un año antes de manera independiente, Gopal
Prasad, ver [Pra73], demostró un teorema en términos de grupos de Lie que tiene como consecuen-
cia que el teorema de rigidez de Mostow también vale para variedades hiperbólicas completas y de
volumen finito de dimensión mayor que 2.

Estos resultados cobraron aún más importancia con las investigaciones de Robert Riley y de Wi-
lliam Thurston a finales de los años setenta y comienzos de los ochenta en teorı́a de nudos y la teorı́a
de 3-variedades. Riley observó que el complemento del nudo figura ocho posee una estructura de
variedad hiperbólica completa y de volumen finito, ver [Ril75a], y luego, usando computadores, ver
[Ril75b] , Riley encontró más ejemplos de nudos cuyos complementos poseı́an estructuras hiperbóli-
cas completas de volumen finito, ver [Ril75b]. Riley se dio cuenta de la importancia de estos ejemplos
ya que por el teorema de rigidez de Mostow en el caso de variedades no compactas se podı́an hallar
invariantes hiperbólicos de los complementos de los nudos. Riley conjeturo qué tipo de nudos tenı́an
una estructura hiperbólica completa y de volumen finito, lo cual posteriormente demostró Thurston
en un contexto más general, ver [Thu86]. Este resultado de Thurston combinado con el teorema de ri-
gidez de Mostow ha tenido un gran impacto en la teorı́a de nudos, ya que hay invariantes hiperbólicos
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muy potentes, y la mayorı́a de nudos con un número “bajo”de cruces tienen complementos hiperbóli-
cos, esto se discutirá en el último capı́tulo de este documento.

En dimensiones mayores que 3, el teorema de rigidez de Mostow también es importante. Si n ≥ 4,
denotemos por Hn(V ) el número de variedades hiperbólicas completas de volumen a lo más V . En-
tonces, aunque para cada V > 0 el número Hn(V ) es finito, ver [Wan72], en [Bur+02] se demuestra
que existen a(n), b(n) > 0 tales que para todo V > 0 lo suficientemente grande tenemos

V a(n)V ≤ Hn(V ) ≤ V b(n)V ,

es decir, Hn(V ) crece superexponencialmente cuando V →∞.
Esta monografı́a consiste de dos partes.
En la primera parte, vamos a estudiar la demostración que se da del teorema de rigidez de Mostow

para variedades hiperbólicas cerradas en el texto [BP92], el cual se basa a su vez en una demostración
dada en el texto [Thu+80]. Sin embargo varias de las demostraciones serán diferentes a las dadas en
el texto, y además se dará una demostración completa de casi todas las afirmaciones, lo que se hará
será dar una demostración completa del caso de dimensión 3 del teorema, pero se omitirán algunos
detalles del caso dimensión mayor que 3 y se darán las referencias de las respectivas afirmaciones. La
primera parte consiste de cinco capı́tulos:

En el primer capı́tulo, haremos una introducción rápida a la geometrı́a hiperbólica, donde da-
remos las definiciones y hechos que se necesitarán en el resto del documento. Luego daremos una
introducción a las (X,G)-variedades.

En el segundo capı́tulo demostraremos que para cualquier isomorfismo entre los grupos funda-
mentales de dos variedades hiperbólicas cerradas de la misma dimensión n existe una pseudoisometrı́a
Hn → Hn que induce al isomorfismo dado. Luego se demostrará que esta función Hn → Hn se pue-
de extender a una función continua Hn → Hn, donde Hn es la clausura del espacio hiperbólico de
dimensión n, al demostrar que esto se puede hacer para cualquier pseudoisometrı́a Hn → Hn.

En el tercer capı́tulo hablaremos brevemente sobre los simplejos ideales de H3, y veremos que de
entre todos los simplejos ideales de H3 los de volumen maximal son los simplejos ideales regulares,
esto se puede ver en el caso dimensión 3 usando la función de Lobachevsky, esto también vale para
todas las dimensiones n > 3.

En el cuarto capı́tulo introduciremos la noción de norma de Gromov y veremos que la norma
de Gromov de una variedad hiperbólica cerrada es proporcional a su volumen. Luego usaremos este
hecho para demostrar que la función de Hn → Hn del capı́tulo 2 envı́a vértices de un simplejo ideal
regular en los vértices de un simplejo del mismo tipo.

En el quinto capı́tulo demostraremos finalmente que las variedades hiperbólicas cerradas cuyos
grupos fundamentales son isomorfos, son isométricas, usando la propiedad de la pseudoisometrı́a
Hn → Hn con respecto a los simplejos ideales regulares que se demostró en el capı́tulo anterior.
Luego veremos que el teorema de rigidez de Mostow implica que el grupo isometrı́as de cualquier
variedad cerrada hiperbólica de dimensión mayor que 2 es finito e isomorfo al grupo de automorfis-
mos exteriores de su grupo fundamental.

En la segunda parte del documento adaptaremos la demostración que estudiamos en la primera
parte para dar una demostración de lo siguiente:

Teorema (Prasad, Marsden). Si los grupos fundamentales de dos variedades hiperbólicas completas,
orientadas, de volumen finito y de dimensión mayor que 3 son isomorfos, entonces estas variedades
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son isométricas.

Esta segunda parte consistirá de tres capı́tulos:
En el primer capı́tulo usaremos el lema de Margulis para variedades hiperbólicas para dar una idea

de porqué toda variedad hiperbólica completa de volumen finito se divide en dos partes, de las cuales
una es compacta y la otra consiste de componentes conexas que son “sencillas geométricamente”, y
esto implicará que toda variedad hiperbólica completa de volumen finito no compacta es homeomorfa
al interior de una variedad compacta.

En el segundo capı́tulo usaremos la descomposición que se verá en el capı́tulo anterior para adap-
tar la demostración del teorema rigidez en el caso de variedades cerradas, demostrando que si M es
una variedad hiperbólica completa que es el interior de una variedad compacta M̃ , entonces la norma
de Gromov de esta variedad compacta es proporcional al volumen deM , y con este hecho se concluye
la demostración como en el caso de variedades cerradas. Al final del capı́tulo hablaremos de algunas
aplicaciones del teorema de rigidez de Mostow en el caso no compacto.

En el tercer capı́tulo se estudiará el dominio de Ford de un nudo hiperbólico, el cual es un inva-
riante hiperbólico completo de este tipo de nudos.

Finalmente el documento tiene un apéndice donde daremos una demostración la de unimodula-
ridad del grupo de Lie de isometrı́as de H3, usando herramientas básicas de geometrı́a diferencial.

El objetivo de escribir este documento es el de armar una demostración lo más elemental y com-
pleta posible, para alguien que sepa topologı́a algebraica y geometrı́a diferencial de variedades suaves,
del teorema de rigidez de Mostow para variedades hiperbólicas completas y de volumen finito, en es-
pecial en el caso de dimensión 3. No he hallado en la literatura una demostración que cumpla esta
tarea, tal vez el lugar donde más se acercan a este objetivo es en [Thu+80, Capı́tulo 6], sin embargo
esta demostración a pesar de ser muy corta es algo difı́cil de comprender. En esta labor el texto [BP92]
es la fuente más importante, ya que la primera parte de esta monografı́a es una adaptación del capı́tulo
3 de este texto, y la demostración que se da en este texto del teorema de rigidez de Mostow en el caso
de variedades cerradas es lo suficientemente clara y bien hecha para adaptarse a una demostración
al caso más general que expondremos en este texto. También los textos [Thu+80], [Bon09], [Pur20],
[Lac00a] y [Lac00b] y el artı́culo [Tuk85] han sido de gran ayuda. Hay que notar que la demostra-
ción dada en este texto del teorema de rigidez de Mostow para variedades completas y de volumen
finito difiere de la demostración dada en [Mar74], que usa herramientas de análisis y de la teorı́a de
3-variedades, de la demostración dada en [Pra73] que en realidad muestra un resultado para grupos
de Lie que tiene como caso particular el teorema de rigidez de Mostow, y de la demostración dada en
[Thu+80, Capı́tulo 6] que usa una modificación de la norma de Gromov con homologı́as de medidas.
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Capı́tulo 1

Prerrequisitos

En este capı́tulo daremos algunos conceptos y hechos básicos de geometrı́a hiperbólica y de
(X,G)-estructuras que se usaran en el resto del documento. La mayorı́a de los hechos no tendrán
demostración o sólo se dará la idea de cómo demostrarlos con sus respectivas referencias.

Las fuentes principales de este capı́tulo son [BP92], [Thu+80], [Lac00a] y [Lac00b]

1.1. Geometrı́a Hiperbólica

1.1.1. Modelos del espacio hiperbólico

Sea n un número natural fijo. Se construirán diferentes modelos de una variedad riemanniana de
dimensión n que se denota por Hn, la cual llamaremos espacio hiperbólico de dimensión n, estos
modelos serán isométricos entre sı́. Usaremos diferentes sı́mbolos para denotar cada uno de estos
modelos.

Construcción 1.1.1 (Modelo del Hiperboloide). En Rn+1 considere la forma bilineal estándar de
signatura (n, 1):

〈x|y〉(n,1) :=

n∑
j=1

xj · yj − xn+1 · yn+1

y consideremos la subvariedad de Rn+1 dada por

In = {x ∈ Rn+1 : 〈x, x〉(n,1) = −1, xn+1 > 0},

note que −1 es un valor regular de la función x 7→ 〈x, x〉(n,1), y el conjunto de arriba es una compo-
nente conexa de la preimagen de este valor regular. En particular In es una subvariedad de dimensión
n. Para x ∈ In tendremos entonces que

TxI
n = {v ∈ TxRn+1 = Rn+1 : 〈x, v〉(n,1) = 0} = {x}⊥,

ya que ker(dx(y 7→ 〈y, y〉(n,1))) = ker(v 7→ 〈v, x〉(n,1)), de donde como 〈, 〉(n,1) es de signatu-
ra (n, 1), este producto interno es definido positivo y no degenerado en {x}⊥ = TxI

n, ya que
〈x, x〉(n,1) = −1, de donde obtenemos una métrica riemanniana sobre In. A In junto con esta
métrica lo llamaremos el modelo del hiperboloide del espacio hiperbólico de dimensión n, y lo
denotaremos por In.
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Construcción 1.1.2. (Modelo del Disco de Poincaré) Sea π la restricción a In de la proyección
estereográfica con respecto a (0, . . . , 0,−1) de {x ∈ Rn+1 : xn+1 > 0} sobre Rn × {0}, omitimos
la última coordenada de Rn × {0}:

π(x) =
(x1, . . . , xn)

1 + xn+1
.

Es fácil verificar que π es un difeomorfismo de In sobre el disco unidadDn de Rn×{0}. La variedad
Dn junto con la métrica que hereda de In por medio del difeomorfismo π la llamaremos el modelo
del disco de Poincaré del espacio hiperbólico de dimensión n, y lo denotaremos por Dn.

Construcción 1.1.3. (Modelo del semiespacio) Considere la función diferenciable i : Dn → Rn
dada por

x 7→ 2
x+ en
||x+ en||2

− en,

donde en = (0, . . . , 0, 1) y || · || denota la métrica euclidiana de Rn. Se puede verificar que i es la
inversión euclidiana con centro−en y radio

√
2, en la definición 1.1.8 se define la noción de inversión

euclidiana. Es fácil verificar que i es un difeomorfismo de Dn sobre el semiespacio Πn,+ := {x ∈
Rn+1 : xn+1 > 0}. Esta última variedad junto con la métrica que hereda de Dn por medio del
difeomorfismo i la llamaremos modelo del semiespacio del espacio hiperbólico de dimensión n y
la denotaremos por Πn,+.

Construcción 1.1.4. (Modelo de Klein) Sea p la restricción a In de la proyección canónica de Rn+1

sobre el espacio proyectivo real RPn. Se puede demostrar que p es un difeomorfismo sobre un abierto
de RnP difeomorfo al disco unidad. Esto da otra métrica sobre Dn isométrica a Hn, la cual llamare-
mos modelo de Klein del espacio hiperbólico de dimensión n.

Este último modelo lo usaremos muy pocas veces durante el resto del documento, por lo que no
daremos demostraciones de las afirmaciones acerca de él.

1.1.2. Isometrı́as del espacio hiperbólico

Necesitamos clasificar los grupos de isometrı́as de los tres modelos de Hn que construimos an-
teriormente. Para lograr esto, necesitaremos el siguiente hecho de geometrı́a riemanniana que se de-
muestra en el documento corto [Lac00c, Teorema 1.5] y también en [BP92, Proposición A.2.1], ambas
demostraciones usan los conceptos de geodésica y de mapa exponencial de variedades Riemannianas
los cuales se encuentran en [Lac00c].

Teorema 1.1.5 (Rigidez riemanniana). Sean M y N dos variedades riemannianas, con M conexa.
Sean f, g : M → N isometrı́as locales sobre sus imágenes. Suponga que para algún x ∈M tenemos
que f(x) = g(x) y dxf = dxg. Entonces f = g.

Sea V un espacio vectorial con una forma bilineal no degenerada 〈, 〉. Si x ∈ V , considere la
descomposición de V dada por V = 〈x〉⊕{x}⊥. A la función V → V dada por a ·x+v → −ax+v
para todo λ ∈ R y todo v ∈ {x}⊥ la llamaremos la reflexión de V con respecto a x.

Sea V un espacio vectorial sobre R. Sea 〈, 〉 una forma bilineal sobre V . Definimos

O(V, 〈, 〉) = {A ∈ GL(V ) : 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉,∀x, y ∈ V }.
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Denotaremos por O(In) el subconjunto de elementos de O(Rn+1, 〈, 〉(n,1)) que respetan a In, y
por SO(In) la intersección de O(In) con SL(n+ 1,R).

Si M es una variedad riemanniana, denotamos por I(M) el grupo de isometrı́as, con respecto a
la composición, de M sobre sı́ misma. Denotamos por I+(M) al subgrupo de I(M) de elementos
que preservan la orientación de M , si M está orientada.

Teorema 1.1.6. Para cada n > 0:

1. O(In) se genera por las reflexiones de (Rn+1, 〈, 〉(n,1)) con respecto a elementos de In.

2. Los grupos O(In) e I(In) son isomorfos por medio de la función δ → δ � In.

Idea de la demostración: La demostración completa está en la proposición A.2.3 y el teorema
A.2.4 de [BP92].

Para demostrar la primera afirmación, se comienza por demostrar que para todo espacio vectorial
V y toda forma bilineal no degenerada 〈, 〉 de V se tiene que O(V, 〈, 〉) se genera por reflexiones con
respecto a puntos de V , luego con esto se demuestra queO(In) se genera por reflexiones con respecto
a puntos de In.

Para demostrar la segunda afirmación, se toma f ∈ I(In) y se demuestra que f ∈ O(In) de la
siguiente manera: se toma x ∈ In arbitrario, y luego se demuestra que la función Rn+1 = Rx ⊕
{x}⊥ → Rn+1 dada por λx + v → λf(x) + dxf(v) es un elemento de O(In) y que es igual a f
usando el teorema 1.1.5. Que la función indicada en el segundo inciso es intectiva sale del hecho de
que los elementos de O(In) son funciones lineales y de que el subespacio generado por In es Rn+1.
�

De manera similar se demuestra la siguiente afirmación:

Teorema 1.1.7. I(Sn) = {A � Sn : A ∈ O(n+ 1)}

I(Rn) = {Ax+ b : A ∈ O(n), b ∈ Rn}

Donde consideramos sobre Sn y sobre el espacio euclidiano Rn sus métricas Riemannianas
estándar.

La clasificación de los elementos de I(Hn) se hará usando inversiones euclidianas:

Definición 1.1.8. Sean a ∈ Rn y α > 0. La inversión euclidiana de Rn con centro en a y radio
α, denotada por iαa , es la biyección Rn ∪ {∞} → Rn ∪ {∞} tal que a 7→ ∞,∞ 7→ a y para todo
x 6= a,∞, dRn(y, a) · dRn(iαa (y), a) = α2. Se puede demostrar que iαa tiene la forma

x 7→ α2 x− a
||x− a||2

+ a.

Si M una variedad Riemanniana, denotamos por Conf(M) el grupo, bajo la composición, de
todos los difeomorfismos conformes M → M . Si M es orientada, Conf+(M) es el subgrupo de
Conf(M) de difeomorfismos que preservan la orientación.

Vamos a considerar sobre Dn y Πn,+ la estructura conforme que heredan como subvariedades
de la variedad Riemanniana Rn. Vamos a ver más adelante que I+(Dn) = Conf+(Dn). Para lograr
esto necesitamos clasificar los elementos del grupo Conf+(Dn). Para el caso n = 2 esto se hace con
variable compleja, y el caso n ≥ 3 se hace con otras técnicas.
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Teorema 1.1.9.
Conf+(D2) =

{(
z 7→ eiθ · z − α

1− αz

)
: θ ∈ R, α ∈ D2

}
,

Conf+(Π2,+) =

{(
z 7→ az + b

cz + d

)
:

(
a b
c d

)
∈ SL(2;R)

}
Demostración. Sea f ∈ Conf+(D2). Se debe tener que dxf es de la forma g(x)A(x) para algún
g(x) ∈ R∗ y A(x) ∈ SO(2), de donde el dxf cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann, y por lo
tanto f es analı́tica.

Podemos suponer, componiendo a f con una función de la forma z 7→ (z − α)/(1 − αz) si es
necesario, que f fija al origen. Por el lema de Schwarz se sigue entonces que f es una rotación que
preserva la orientación.

Π2,+ es biholomorficamente equivalente a D2 por medio de la función z 7→ (z − i)/(z + i), y se
puede mostrar usando esta función que la segunda igualdad del teorema sale de la primera.

Usando este último teorema, y algunos cálculos, se puede demostrar lo siguiente:

Teorema 1.1.10. 1. El grupo Conf(D2) consiste exactamente de todos los difeomorfismos de la
forma A ◦ i, donde A ∈ O(2), y donde i es o bien la identidad, o bien una inversión euclidiana
con respecto a una circunferencia de R2 ortogonal a ∂D2.

2. Conf(Π2,+) consiste de todas las funciones de la forma

x 7→ λ

(
u 0
0 1

)
i(x) +

(
b
0

)
donde λ > 0, u ∈ O(1) = {±}, i es la identidad o es una inversión euclidiana centrada en
R× {0}, y b ∈ R.

Idea de la demostración: En ambos casos se demuestra que el conjunto indicado de funciones
pertenece al grupo respectivo de funciones conformes. Luego se demuestra con la representación
de los elementos de los grupos de funciones conformes del teorema anterior que ambos grupos de
funciones conformes tienen la forma indicada de nuestro teorema. �

Para clasificar los elementos de Conf(Dn) y de Conf(Πn,+), para n ≥ 3, necesitamos el siguiente
resultado:

Teorema 1.1.11 (Teorema Conforme de Liouville). Sea n ≥ 3. Todo difeomorfismo conforme entre
dos dominios de Rn es de la forma

x 7→ λAi(x) + b,

donde λ > 0, A ∈ O(n), b ∈ Rn, y donde i es o bien la identidad, o bien una inversión euclidiana
de Rn.

Hay una demostración, algo extensa, de este hecho en [BP92, Teorema A.3.7]. Note que este
teorema es completamente falso en el caso n = 2, cualquier función holomorfa entre dominios de C
es una función conforme si su derivada es distinta de cero en todos los elementos de su dominio.

A pesar de las diferencias entre las funciones conformes entre dominios de R2 y las funciones
conformes entre dominios de dominios de Rn para n ≥ 3, los grupos Conf(Dn) y Conf(Πn,+) para
n ≥ 3 tienen una descripción análoga a los respectivos grupos para el caso n = 2.
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Teorema 1.1.12. Sea n ≥ 2.

1. Conf(Dn) consiste de todas las funciones de la forma

x 7→ Aix,

dondeA ∈ O(n), e i es una inversión euclidiana de Rn con respecto a una esfera que intersecta
ortogonalmente a ∂Dn.

2. Conf(Πn) consiste de las funciones de la forma

x 7→ λ

(
A 0
0 1

)
i(x) +

(
b
0

)
,

donde λ > 0, A ∈ O(n), i es la identidad o una inversión euclidiana, y b ∈ Rn−1.

Idea de la demostración: Primero se demuestra que las funciones con la forma indicada perte-
necen a los respectivos grupos de funciones conformes. Luego se demuestra que las funciones que
tienen la forma indicada en el teorema de funciones conformes de Liouville y que se restringen a
funciones de los dominios indicados en sı́ mismos tienen las respectivas formas indicadas. �

Notación 1.1.13. Si M es una variedad riemanniana, denotamos por I(M) el grupo de difeomorfis-
mos de M en sı́ misma que son isometrı́as, y por I+(M) al subgrupo de I(M) de elementos que
preservan la orientación.

Con el resultado anterior ya podemos determinar los elementos de I(Hn) :

Teorema 1.1.14. Tenemos que

1. I(Dn) = Conf(Dn).

2. I(Πn,+) = Conf(Πn,+).

En particular estos grupos actúan transitivamente sobre Dn y Πn,+ respectivamente.

Idea de la demostración: Recordemos que estamos considerando sobreDn la estructura conforme
que hereda de la variedad riemanniana Rn. Vamos a considerar sobre In la estructura conforme que
hereda de la métrica de In.

Se demuestra primero que la función π : In → Dn de 1.1.2 con la que se construye la métrica
de Dn es una función conforme. Luego si f ∈ I(Dn), como π por construcción es una isometrı́a
tendremos que π−1 ◦f ◦π ∈ I(In) ⊆ Conf(In), de donde como π también es una función conforme,
obtenemos que f ∈ Conf(Dn), de donde obtenemos ⊆ en la primera igualdad del teorema. La otra
contención se obtiene de la primera parte de los teoremas 1.1.10 y1.1.12, y al demostrar que cada
A ∈ O(n) y cada inversión euclidiana con respecto a una esfera(en Sn) ortogonal a ∂Dn pertenecen
a I(Dn).

Recordemos que el difeomorfismo i : Dn → Πn,+ con el que definimos la métrica de Πn,+ es
una función conforme, donde consideramos sobre Πn,+ la estructura conforme que hereda de Rn. Por
lo tanto la segunda igualdad sale de la primera.

Que las respectivas acciones son transitivas salen de los teoremas 1.1.10 y 1.1.12. �
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Corolario 1.1.15. Un difeomorfismo de Hn es una isometrı́a si y sólo si es una función conforme.

Con el teorema anterior podemos hallar una expresión para las métricas de Dn y de Πn,+.

Teorema 1.1.16. Para x ∈ Dn, (y, t) ∈ Πn,+ y v ∈ Rn tenemos que las métricas vienen dadas por

ds2
x(v) =

(
2

1− ||x||2

)2

||v||2,

ds2
(y,t)(v) =

||v||2

t2
.

Idea de la demostración: Sea π : I→ Dn la función de 1.1.2. Note que para en+1 = (0, . . . , 0, 1),
Ten+1In = Rn × {0}, y que la diferencial de π en en+1 es la mitad de la función identidad, de donde
obtenemos

ds2
0
(v) = 4||v||2,∀v ∈ Rn.

Luego para x ∈ Dn se puede demostrar que la diferencial en 0 de la inversión euclidiana respecto a
la esfera con centro x/||x||2 ortogonal a ∂Dn que lleva a 0 a x es un operador ortogonal multiplicado
por 1− ||x||2, de donde obtenemos la métrica indicada para Dn.

El diferencial en 0 del difeomorfismo i es 2 veces la matriz diagonal con diagonal [1, . . . , 1,−1],
de donde

ds2
en+1

(v) = ||v||2,∀v ∈ Rn.

Luego, como en Πn,+ podemos enviar un punto en otro por medio de homotecias y translaciones
paralelas a Rn−1 × {0}, y como el diferencial en (0, 1) de la dilatación con coeficiente t > 0 es t
veces la identidad, obtenemos entonces la segunda igualdad del teorema. �

Proposición 1.1.17. I(Hn) e I+(Hn) actúan transitivamente sobre el conjunto

{(x, v) : x ∈ Hn, v ∈ TxHn, ds2
x(v) = 1}.

Demostración. Ya vimos del teorema 1.1.14 que estos dos conjuntos actúan transitivamente sobre
Hn. Que estos grupos actúan transitivamente sobre nuestro conjunto sale del hecho de que SO(n)
actúa transitivamente sobre Sn−1 y que en el modelo del disco la métrica hiperbólica sobre T0Dn es
un múltiplo de la métrica euclidiana.

Proposición 1.1.18. La función distancia de Πn,+ es igual a la función

D(x, y) := 2 arcsenh

(
||x− y||
2
√
xnyn

)
.

Demostración. Es fácil demostrar que la función D es invariante bajo todas las homotecias, inversio-
nes euclidianas y rotaciones de Rn+1 que dejan fijo a xn+1, de donde por el teorema 1.1.12 obtenemos
que D es invariante bajo elementos de I(Πn,+).

Ahora si x, y ∈ Hn, sea γ la geodésica maximal que pasa por estos dos puntos. Sea v el vector
unitario de x que es tangente a γ. Entonces por la proposición 1.1.17, existe f ∈ I(Hn) tal que
f(x) = en = (0, . . . , 0, 1) y dfx(v) es el vector unitario de TenΠn,+ que es paralelo a en. Luego
f(γ) es una lı́nea euclidiana perpendicular a Rn−1 × {0}, de donde, por lo que hicimos en el párrafo
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anterior, basta demostrar la igualdad para puntos de Πn,+ que estén en la misma lı́nea euclidiana
vertical.

Note que por el teorema 1.1.16 se sigue que si x, y ∈ Πn,+ están en la misma lı́nea euclidiana
perpendicular a Rn−1 × {0}, entonces como esta lı́nea euclidiana es una geodésica de Πn,+, obtene-
mos de la forma de la métrica de Πn,+ dada en el teorema 1.1.16 que dΠn,+(x, y) = | ln(xn/yn)|.
Luego la demostración termina al probar la identidad

arcsenh

(
y − x
2
√
xy

)
=

1

2
ln
(y
x

)
para cualesquiera x > y > 0.

1.1.3. Geodésicas del espacio hiperbólico

Ahora vamos a hallar las geodésicas de los tres modelos de Hn que hemos construido.

Proposición 1.1.19. Sean x ∈ In y w ∈ TxIn tales 〈w,w〉(n,1) = 1. Entonces la geodésica que sale
de x con velocidad w viene parametrizada por

t 7→ cosh(t)x+ sinh(t)y, t ∈ R. (1.1)

En particular, es igual a la intersección de In con el subespacio vectorial de Rn+1 generado por x y
w.

Demostración. Sea W el subespacio vectorial de Rn+1 generado por x y w. Sean λ, µ ∈ R, luego
como w ∈ Tx(In) tenemos que 〈λx + µw, λx + µw〉(n,1) = µ2 − λ2, de donde λx + µw ∈ In si y
sólo si µ2 − λ2 = −1, y esto sucede si y sólo si existe t ∈ R tal que λ = cosh(t) y µ = senh(t). Por
lo tanto la curva (1.1) es la intersección de W con In.

Sin embargo, tenemos que si γ : R→ In es la curva dada en (1.1) es tal que γ′(t) = senh(t)x+
cosh(t)w, de donde 〈γ′(t), γ′(t)〉(n,1) = 1 para todo t ∈ R, de donde γ tiene rapidez constante, y por
lo tanto γ es la geodésica de In que pasa por x con velocidad w.

El teorema de Hopf-Rinow implica entonces que Hn, como espacio métrico, es completo:

Corolario 1.1.20. Hn es una variedad riemanniana completa.

También obtenemos:

Corolario 1.1.21. Entre cualesquiera dos puntos de Hn existe una única geodésica maximal que
pasa por ellos.

Demostración. En la proposición anterior demostramos que cualquier geodésica maximal de In es la
intersección de In y un subespacio de Rn+1 de dimensión 2, de donde si x, y ∈ In, basta considerar
el subespacio de Rn+1 de dimensión 2 que contiene a ambos puntos, note que In contiene a lo más
un elemento de cada subespacio de Rn+1 de dimensión 1.

Definición 1.1.22. Llamaremos a un subconjunto N ⊆ Hn un subespacio hiperbólico si contiene la
geodésica maximal que pasa por cualesquiera dos de sus puntos.

La proposición anterior implica lo siguiente:
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Corolario 1.1.23. N ⊆ In es un subespacio hiperbólico si y sólo si es la intersección con In con un
subespacio lineal de Rn+1.

Vamos a determinar los subespacios hiperbólicos de los modelos Dn y Πn,+. Para esto vamos a
considerar esferas de Rn que no necesariamente son de codimensión 1, es decir, vamos a considerar
intersecciones de esferas de codimensión 1 con hiperplanos de Rn de cualquier dimensión menor que
o igual a n que pasan por su centro.

Proposición 1.1.24. 1. Los subespacios hiperbólicos de Dn se obtienen a partir de intersectar
con Dn subespacios lineales de Rn o esferas de Rn ortogonales a ∂Dn. En particular las
geodésicas maximales de Dn son diámetros o circunferencias ortogonales a ∂Dn.

2. Los subespacios hiperbólicos de Πn,+ son la intersección de Πn,+ con esferas de Rn que
intersectan a Rn−1×{0} ortogonalmente, o son de la formaA×R+, dondeA es un subconjunto
afı́n de Rn−1.

Idea de la demostración: Considere la función π : In → Dn con la que se construyó la métrica
de Dn, recuerde la construcción 1.1.2. Es fácil ver que la proyección de la cual π es restricción
envı́a a cualquier subespacio lineal de Rn+1 a un subespacio lineal de Rn, de donde por el corolario
anterior se sigue que π envı́a subsespacios hiperbólicos de In que pasan por en+1 = (0, . . . , 0, 1) a
intersecciones de Dn con subespacios lineales de Rn.

Ahora, si x ∈ Dn no es el origen, se puede demostrar que existe una inversión euclidiana que
se restringe a una isometrı́a de Dn que envı́a al origen en x. También se puede demostrar que toda
inversión euclidiana envı́a subespacios afines y esferas de Rn en subconjuntos de alguno de estos
tipos, de donde el caso general sale del caso que ya demostramos de subespacios hiperbólicos de Dn
que pasan por el origen. Que las esferas y subespacios afines son ortogonales salen de lo anterior y del
hecho de que cualquier subespacio lineal intersecta a ∂Dn ortogonalmente y de que las inversiones
euclidianas son conformes.

El caso del modelo del semiespacio sale del caso anterior, ya que la función i : Dn → Πn,+ con
la que se construyó la métrica del modelo del semiespacio es una inversión, y de la afirmación de que
cualquier inversión euclidiana envı́a esferas y subespacios afines en subconjuntos del mismo tipo, y
de que las inversiones son funciones conformes. �

Nota 1.1.25. Se puede demostrar que las geodésicas del modelo de Klein son arcos de lı́neas eucli-
dianas contenidas en el disco unidad.

El siguiente corolario justifica el nombre “subespacio hiperbólico”.

Corolario 1.1.26. Cualquier subespacio hipérbolico de Hn es isométrico a Hm para algún m ≤ n.

Demostración. Note que cualquier subespacio hiperbólico de Dn es isométrico a un subespacio hi-
perbólico de este mismo modelo que pasa por el origen, ya que por lo que vimos en la demostración
anterior las isometrı́as de este modelo actúan transitivamente sobre él. También podemos usar un ele-
mento de O(n) para suponer que este subespacio es la intersección de Dn con Rm × {0}, usando la
proposición anterior. Sin embargo por la forma de la métrica de este modelo, dada en la definición
1.1.16, la métrica de este subespacio y la de Dm coinciden.
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1.1.4. Frontera del espacio hiperbólico

Vamos a considerar ahora la noción de frontera del espacio hiperbólico. Daremos primero una
construcción intrı́nseca geométrica y luego veremos que este objeto es homeomorfo de manera natural
tanto a ∂Dn como a ∂Πn,+, en el último espacio estamos tomando la frontera en Rn ∪ {∞}.

Construcción 1.1.27. Sea S el conjunto de rayos geodésicos de Hn parametrizados por longitud de
arco. Definimos una relación en S por

γ1 ∼ γ2 ⇔ sup
t≥0

d(γ1(t), γ2(t)) <∞.

Es fácil ver que esta es una relación de equivalencia. Definimos la frontera de Hn como el conjunto
∂Hn := S/ ∼. También definimos Hn

:= Hn ∪ ∂Hn. Vamos a definir una topologı́a sobre Hn, de
manera que Hn sea abierto y herede la topologı́a que ya tenı́amos sobre él. Sea p ∈ ∂Hn. Tomemos
cualquier representante γ de p y sea x su punto inicial. Sea V una vecindad abierta de γ̇(0) en la
esfera unitaria de TxHn, y sea r > 0. Definimos

U(γ, V, r) := {γ1(t) : γ1 ∈ S, t > r, γ(0) = x, γ̇1(0) ∈ V }∪

{〈γ1〉∼ : γ1 ∈ S, γ(0) = x, γ̇1(0) ∈ V }.
No es difı́cil convencerse que la colección de estos conjuntos, cuando γ1, V , r y p ∈ ∂Hn varı́an,
junto con la colección de todos los abiertos de Hn forman una base para una topologı́a, por ejemplo
esto se puede ver en el modelo del disco.

Proposición 1.1.28. ∂Hn es homeomorfo a Sn−1 y Hn aDn. Aun más, si consideramos el modelo del
medio plano Πn,+, entonces Hn se identifica canónicamente con la clausura de Πn,+ en Rn ∪ {∞}.

Idea de la demostración: Note que cualquier rayo geodésico de Πn,+ o es un semiarco con un
extremo en Πn,+ y un extremo en Rn−1 × {0} o una semilı́nea euclidiana con un extremo en Πn,+

y un extremo en Rn−1 × {0} ∪ {∞}. Se puede ver que en la construcción de ∂Hn tenemos que dos
rayos geodésicos de Πn,+ están relacionados por medio de ∼ si y sólo si tienen el mismo extremo en
Rn−1 × {0} ∪ {∞}:

Sean γ1, γ2 ∈ S. En caso de que el extremo de γ1 en Rn−1×{0}∪ {∞} no sea∞ podemos usar
inversiones euclidianas con centro en Rn−1 × {0} para suponer que uno de los extremos de γ1 es∞.
Luego es fácil ver por la forma de la métrica de Πn,+ que ĺımt→∞ dΠn,+(γ1(t), γ2(t)) =∞ si y sólo
si el extremo de γ2 en Rn−1 × {0} ∪ {∞} también es∞, y en el caso de que esto suceda este lı́mite
de hecho tiende a 0.

Finalmente es fácil ver que bajo esta identificación los conjuntos U(γ, V, r) se envı́an a abiertos
de la clausura de Πn,+ en Rn ∪ {∞}, y también es fácil ver que los abiertos de este último espacio
topológico son unión de abiertos de este tipo. �

Como la extensión a Πn,+ de la inversa de i envı́a a ∂Πn,+ sobre ∂Dn en Rn, también obtenemos
una identificación natural entre Hn y la clausura de Dn en Rn.

Llamaremos a los puntos de ∂Hn puntos en el infinito de Hn. Dada una geodésica maximal,
la cual supondremos parametrizada por longitud de arco, γ de Hn y p ∈ ∂Hn, diremos que p es un
extremo de γ si γ � [0,∞) ó γ � (−∞, 0] pertenece a la clase de p. Es fácil verificar por la proposición
anterior que toda geodésica maximal tiene dos extremos, y que dados p, q ∈ ∂Hn distintos existe una
única geodésica cuyos extremos son estos dos puntos.

Ahora vamos a estudiar el grupo de isometrı́as de Hn y su relación con ∂Hn.
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Proposición 1.1.29. 1.) Toda isometrı́a de Hn se extiende a un homeomorfismo de Hn, y por lo
tanto tienen un punto fijo en ∂Hn. La restricción de esta función a ∂Hn es una función en ∂Hn

que llamaremos traza de la isometrı́a.

2.) I(Hn) y I+(Hn) actúan transitivamente sobre ∂Hn.

3.) Un elemento de I(Hn) está unı́vocamente determinado por su traza.

Demostración. 1.) Esto sale de inmediato de la proposición 1.1.28 y de la caracterización de las
isometrı́as del modelo del semiplano dada en los teoremas 1.1.12 y 1.1.14. La afirmación acerca
del punto fijo sale del teorema de punto fijo de Brower.

2.) Tenemos que para cualesquiera par de puntos de ∂Dn = Sn−1 existe un elemento de SO(n−1)
que envı́a a uno en el otro, de donde la afirmación sale del teorema 1.1.14 y del teorema 1.1.12.

3.) Sea f ∈ I(Πn,+). Si f(∞) = a, entonces si i1a es la restricción a Πn,+ de la inversión eucli-
diana de Rn centrada en a de radio 1, se sigue que i1a ◦ f fija a∞, luego i1a ◦ f es de la forma
x 7→ λAx + b para algunos λ > 0, A ∈ O(n) y b ∈ Rn−1 × {0} por el teorema conforme de
Liouville, y la restricción de la extensión de esta función a ∂Πn,+ = Rn−1×{0}∪ {∞} la de-
terminan estos elementos, y como a también determina a f , obtenemos que f está determinada
por su traza.

Ahora clasificaremos las isometrı́as de Hn con respecto a sus puntos fijos en Hn.

Proposición 1.1.30. Si φ ∈ I(Hn), entonces algunas de las siguientes debe suceder:

1. φ tiene puntos fijos en Hn.

2. φ no tiene puntos fijos en Hn, y φ tiene exactamente un punto fijo en ∂Hn.

3. φ no tiene puntos fijos en Hn, y φ tiene exactamente dos puntos fijos en ∂Hn.

Demostración. Sea φ ∈ I(Πn,+). Suponga que φ no tiene puntos fijos. Sean a, b ∈ ∂Hn puntos fijos
distintos de la traza de φ. Si a 6=∞, podemos conjugar a φ con una inversión euclidiana centrada en
a para suponer que a = ∞, y si b 6= 0, podemos conjugar a φ con una translación horizontal de Rn
para suponer que b = 0, de donde por el teorema 1.1.12 y el teorema 1.1.14 obtenemos que φ debe
ser de la forma x 7→ λAx, para algunos λ > 0 y A ∈ O(n). Como φ no tiene puntos fijos en Πn,+,
se sigue entonces que λ 6= 1, es fácil ver entonces que φ no tiene más puntos fijos en ∂Πn,+ aparte
de 0 e∞.

Definición 1.1.31. Usando la proposición anterior definimos:

Decimos que φ es una isometrı́a elı́ptica si cumple 1.

Decimos que φ es una isometrı́a loxodrómica si cumple 2.

Decimos que φ es una isometrı́a parabólica si cumple 3.
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1.1.5. Horoesferas y horobolas

Definición 1.1.32. Sea p ∈ ∂Hn. Una horoesfera centrada en p es una subvariedad N (sin frontera)
de Hn de codimensión 1 tal que toda geodésica maximal que tenga a p como extremo la intersecta en
un solo punto de manera ortogonal.

En el modelo del semiespacio tenemos que como los rayos geodésicos que tienen a ∞ como
extremos son de la forma {t}×R+ para algún t ∈ Rn−1, se sigue entonces que todas las horoesferas
de este modelo centradas en∞ son de la forma Rn−1 × {t0} para algún t0 > 0, y viceversa.

Proposición 1.1.33. 1. Las horoesferas del modelo Πn,+ centradas en un punto p ∈ ∂Πn,+ dis-
tinto de∞ son la colección de todos los subconjuntos de la forma S \ p, donde S es una esfera
de Rn que intersecta a Rn−1 × {0} exactamente en p y está contenida en Πn,+. Las horoes-
feras de este modelo centradas en∞ son la colección de todos las subvariedades de la forma
Rn−1 × {t0}.

2. Las horesferas del modelo Dn centradas en un punto p ∈ ∂Dn son la colección de todas los
conjuntos de la forma S \ p donde S es una esfera de Rn que intersecta a ∂Dn exactamente en
p y está contenida en Dn.

Demostración. La primera parte de la primera afirmación sale de la clasificación de las horoesferas
centradas en ∞ que ya hicimos, de que para cualquier x ∈ ∂Πn,+ cualquier inversión euclidiana
centrada en x se restringe a una isometrı́a de Πn,+, de que las esferas e hiperplanos de Rn se envı́an
a conjuntos del mismo tipo bajo inversiones euclidianas, y que ∞ es el único punto lı́mite de las
horoesferas centradas en este punto en ∂Πn+1.

Como la función i : Dn → Πn,+ con la que Πn,+ hereda su métrica es restricción de una inver-
sión euclidiana, entonces la segunda afirmación sale usando los mismos argumentos que dimos para
demostrar la primera afirmación.

Note que de lo anterior tenemos que cualquier horoesfera de Hn divide a este espacio en dos
componentes conexas. Con esta observación hacemos la siguiente definición:

Definición 1.1.34. Sea p ∈ ∂Hn. Diremos que B es una horobola centrada en p ∈ ∂Hn si existe una
horoesfera S centrada en p tal que B es la componente conexa de Hn \ S tal que para cualquier rayo
geodésico, r : [a,∞) → Hn, cuyo extremo en ∂Hn es p, entonces existe b ≥ a tal que la imagen de
r � [b,∞) está contenida en B.

Note que por ejemplo en el modelo Dn las horobolas son el interior de esferas euclidianas que
intersectan a ∂Dn exactamente en un punto, mientras que en el modelo Πn,+ las horobolas centradas
en puntos de Rn−1 × {0} son el interior de esferas euclidianas que intersectan a Rn−1 × {0} en
exactamente un punto, y las horobolas centradas en∞ son semiplanos superiores de la forma Rn−1×
(t,∞) para algún t > 0.

Haremos una última observación acerca de las horoesferas.

Proposición 1.1.35. Si S es una horoesfera de Hn, entonces S con la métrica que hereda es isométri-
ca a Rn−1 salvo un múltiplo.
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Demostración. Podemos suponer que en el modelo Πn,+ la horoesfera está centrada en el punto∞,
de donde S es de la forma Rn−1 × {t} para algún t > 0. Entonces la métrica que hereda S de Πn,+

viene dada por
dx2

1 + · · ·+ dx2
n−1

t2
,

de donde S es isométrica a Rn−1 salvo un múltiplo.

1.1.6. Combinaciones convexas

Sea In+ el subconjunto cerrado de Rn+1 que consiste de todos los puntos que están en el parabo-
loide In o encima de él. Considere la función Pn : In+ → In tal que para todo x ∈ In+, Pn(x) es el
punto de intersección de la recta que pasa por x y el origen, esto está bien definido porque cualquier
lı́nea que pase por el origen sólo corta a In una vez. Claramente Pn � In = IdIn .

Proposición 1.1.36. La función Pn es suave.

Demostración. Es fácil ver que Pn viene dada por

(x1, . . . , xn, xn+1) 7→
√

−1

x2
1 + · · ·+ x2

n − x2
n+1

· (x1, . . . , xn, xn+1),

de donde esta función se puede extender a un función C∞ definida en una vecindad de In+.

Definición 1.1.37. Sea X un subconjunto de Hn. Diremos que X es convexo si X contiene el arco
geodésico entre cualesquiera dos de sus puntos. Si A es un subconjunto de Hn, llamaremos al sub-
conjunto convexo más pequeño que contiene a A la envolvente convexa de A, y lo denotaremos por
〈A〉.

Definición 1.1.38. Sean u0, . . . , um ∈ In. Definimos las combinaciones convexas de u0, . . . , um
como la función σ(u0,...,um) : ∆m → In dada por

(t0, . . . , tm) 7→ Pn

(
m∑
i=0

tiui

)
,

donde estamos tomando la suma de Rn+1.

Esto está bien definido ya que In+ es un subconjunto convexo de Rn+1 con la métrica usual, ya
que toda lı́nea euclidiana de Rn+1 intersecta a In en a lo más dos puntos, y cuando la intersección
consiste en dos puntos el segmento de recta entre estos dos puntos está contenido en In+.

Note que la imagen de σ(u0,...,um) es la envolvente convexa de los puntos u0, . . . , um, esto se
puede demostrar por inducción sobre m al notar que si x e y están en In, la función t 7→ Pn(ty +
(1− t)x) es una parametrización del arco geodésico que va de x a y.

Note que Pn se puede extender a una función C∞ en una vecindad de I+
n , y por lo tanto como el

subespacio lineal generado por u0, . . . , um es Rn+1, obtenemos que σ(u0,...,um) se puede extender a
una función suave en una vecindad de de In+, de donde σ(u0,...,um) es suave. También obtenemos que
la asignación (In)m+1 ×∆m → In dada por (u0, . . . , um, t) 7→ σ(u0,...,um)(t) es suave.

Note que si u, v ∈ Hn, entonces por la construcción de la función σ(u,v) se sigue que la asignación
t ∈ [0, 1] 7→ tu + (1 − t)v es una parametrización del arco geodésico [u, v], recuerde que en el
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modelo In la geodésica maximal que pasa por u y v es la interseccción del subespacio vectorial de
Rn+1 generado por u y v con In.

Proposición 1.1.39. Las combinaciones convexas de puntos de Hn son invariantes bajo isometrı́as
de Hn.

Demostración. Sean u0, . . . , um ∈ In y (t0, . . . , tm) ∈ ∆m. Sea ϕ ∈ I(In). Luego ϕ � In = A � In

para algún A ∈ GL(n+ 1;R).
Tenemos que x := σ(u0,...,um)(t0, . . . , tm) es la intersección entre In y la lı́nea L que pasa por la

combinación euclidiana
∑m

i=0 tiui y el origen, de donde como A es lineal, invertible, y preserva a In

se sigue que la lı́nea que pasa por A (
∑m

i=0 tiui) y el origen es igual a A(L). Sin embargo A(L) sólo
intersecta a In en un punto, de donde esta intersección es igual a A(x) = ϕ(x), pero

A

(
m∑
i=0

tiui

)
=

m∑
i=0

tiA(ui) =
m∑
i=0

tiϕ(ui),

de donde ϕ(x) es el punto de intersección entre In y la lı́nea que pasa por la combinación euclidiana∑m
i=0 tiϕ(ui) y el origen, i.e.,

ϕ(x) = πn

(
m∑
i=0

tiϕ(ui)

)
= σ(ϕ(u0),...,ϕ(um))(t0, . . . , tm).

Notación 1.1.40. Concluimos de todo esto que las combinaciones convexas de puntos de Hn están
bien definidas. Entonces de ahora en adelante, a menos que se diga lo contrario, denotaremos al
elemento

σ(u0,...,um)(t0, . . . , tm)

por
m∑
i=0

tiui (1.2)

para todo u0, . . . , um ∈ Hn y todo (t0, . . . , tm) ∈ ∆m, es decir, notaremos las combinaciones conve-
xas de los puntos u0, . . . , um ∈ Hn con pesos t0, . . . , tm de esta manera. Note que, por construcción,
claramente bajo esta notación tenemos que para cada permutación σ de {0, . . . ,m}

m∑
i=0

tiui =

m∑
i=0

tσiuσi. (1.3)

Ahora queremos ver para cuáles puntos u0, . . . , um la función σ(u0,...,um) es un encaje suave.

Definición 1.1.41. Decimos que los puntos u0, . . . , um ∈ Hn están en posición general si no están
contenidos en un subespacio hiperbólico de dimensión menor que o igual a m− 1.

Note que u0, . . . , um ∈ In estén en posición general es equivalente a que sean un subconjunto
linealmente independiente de Rn+1 por el corolario 1.1.23.
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Proposición 1.1.42. Si u0, . . . , um ∈ Hn están en posición general, entonces σ(u0,...,um) es un encaje
suave.

Demostración. Por una observación anterior sabemos que σ(u0,...,um) es una función suave.
Si t, t′ ∈ ∆m son distintos, entonces las combinaciones euclidianas

∑m
i=0 tiui y

∑m
i=0 t

′
iui son

linealmente independientes entre sı́ ya que {u0, . . . , um} es linealmente independiente en Rn+1. Por
lo tanto la lı́neas que pasan por cada uno de ellos y también pasan por el origen intersectan a In en
puntos distintos, de donde πn es inyectiva en el conjunto de combinaciones afines de u0, . . . , um. Sin
embargo t ∈ ∆m 7→

∑m
i=0 tiui es inyectiva, por lo tanto σ(u0,...,um) es inyectiva. Por lo tanto, como

∆m es compacto se sigue que σ(u0,...,um) es un encaje topológico.
Sea P un hiperplano de Rn+1 que contenga a todas las combinaciones euclidianas afines de los

puntos u0, . . . , um. Entonces si U es el abierto de Rn+1 que consiste de todos los puntos x tales
que la lı́nea que pasa por x y el origen intersecta a P , la función f que envı́a a cada x ∈ U a este
punto de intersección de P es suave e Im(σ(u0,...,um)) está contenida en U . Por lo tanto, como In

es subvariedad de Rn+1, se sigue que f � Im(σ(u0,...,um)) es diferenciable, y como es claramente la
inversa de σ(u0,...,um) obtenemos finalmente que σ(u0,...,um) es un encaje suave.

1.2. (X,G)-variedades

1.2.1. Variedades euclidianas e hiperbólicas

Note que el toro se puede obtener como el cociente de R2 por medio de la acción de Z2 como
subgrupo. Entonces podemos considerar la colección {φ−1 : φ es la restricción de la proyección
π : R2 → R2/Z2 a una bola abierta de radio 1/2}, la cual es un atlas sobre R2/Z2 cuyos cambios
de coordenadas son elementos de la forma (x, y) 7→ (x + n, y + m) para algún (n,m) ∈ Z2. En
particular estos cambios de coordenadas son isometrı́as de R2.

Note que podemos construir un atlas cuyos cambios de coordenadas sean también translaciones de
R2 para la botella de Klein al considerar el subgrupo de I(R2) generado por las isometrı́as (x, y) 7→
(x+ 1, y) y (x, y) 7→ (−x, y+ 1). También podemos hacer lo mismo con un cilindro S1×R, ya que
éste espacio es el cociente de la franja [0, 1]×R al identificar {0}×R con {1}×R bajo la translación
de R2 dada por (x, y) 7→ (x+1, y). Podemos también hacer lo mismo con la banda abierta de Möbius
si usamos la franja [0, 1]× R y la translación de R2 dada por (x, y) 7→ (1 + x,−y).

Los ejemplos anteriores ilustran la siguiente definición:

Definición 1.2.1. Una variedad topológica Mn es una variedad euclidiana si posee un atlas {φα :
Uα → Rn}α∈Λ tal que sus cambios de coordenadas φβ ◦ φ−1

α son restricciones de isometrı́as de Rn,
con su producto interno usual, en cada una de las componentes de sus dominios.

Sin embargo, el doble toro no tiene una estructura de variedad euclidiana por el siguiente argu-
mento:

Suponga que S es una superficie cerrada que tiene una estructura de variedad euclidiana. Enton-
ces, por el teorema 1.2.18, para S junto con esta estructura, existe una cubriente π : R2 → S que es
una isometrı́a local. Luego el grupo G := π1(S) es isomorfo al grupo de transformaciones cubrientes
de π, y por lo tanto G actúa sobre R2 por medio de isometrı́as, de manera libre y propiamente discon-
tinua. Se puede adaptar la demostración de la proposición 2.1.5 para ver que el dominio de Dirichlet
D de Gy R2 es un polı́gono convexo que es un dominio fundamental de esta acción.
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Note que S es homeomorfo al cociente de D que se obtiene al pegar sus aristas y vértices por
medio de elementos de G. Entonces si v es el número de clases de equivalencia del cociente de los
vértices de D por medio de la relación de identificación por medio de elementos de G. Entonces la
caracterı́stica de Euler de S es igual a

1− n+ v, (1.4)

donde n es tal que 2n es el número de lados de D. Si {v1, . . . , vm} es una clase de equivalencia de
los vértices, y θi es el ángulo interno de D en el vértice vi, obtenemos que como G y D da lugar a
una teselación de R2, entonces θ1 + · · ·+ θm = 2π. Por lo tanto obtenemos que como la suma de los
ángulos internos de D es igual a (2n− 2)π, entonces 2πv = (2n− 2)π, y ası́

2πχ(S) = 2π(v − n+ 1) = 2πv + 2π(1− n) = 0,

con lo que χ(S) = 0.
Sin embargo, el doble toro es una variedad hiperbólica:

Definición 1.2.2. Una variedad topológica Mn es una variedad hiperbólica si existe un atlas {φα :
Uα → Hn}α∈Λ de M tal que sus cambios de coordenadas son restricciones de isometrı́as de Hn en
cada una de las componentes conexas de su dominio.

Se puede dar un argumento similar al anterior, usando que la suma de los ángulos internos de un
polı́gono hiperbólico regular de n lados es menor que (n− 2)π, para ver que toda superficie cerrada
que es hiperbólica tiene caracterı́stica de Euler negativa. Vamos a ver que todas las superficies cuya
caracterı́stica de Euler sea negativa es hiperbólica:

Ejemplo 1.2.3. Se puede demostrar, ver [BP92, Página 59-60], que en el plano hiperbólico existe
un octágono regular cuyos ángulos internos midan todos π/4, el cual es único salvo isometrı́a, y ası́
podemos construir un atlas del doble toro cuyos cambios de coordenadas sean isometrı́as de H2:

Atlas de T 2#T 2 con octágono regular con ángulos internos de π/4 en el modelo del disco, imagen
tomada de [BP92, p. 60].

Ejemplo 1.2.4. Suponga que Mn es una variedad hiperbólica y N π−→ M es un cubrimiento de M ,
entonces N también es una variedad hiperbólica. Esto se debe a que si {φα : Uα → Hn}α∈Λ es un
atlas que vuelve a M en una variedad hiperbólica, entonces podemos armar un atlas de N al tomar
la colección de todas las funciones (π � U) ◦ φα, donde esté definida esta función por supuesto,
tales que U es un abierto de N donde π � es un difeomorfismo sobre π(U). Entonces los cambios de
coordenadas de este atlas de N son iguales a restricciones de cambios de cartas de M . Por lo tanto N
es también una variedad hiperbólica.
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Ejemplo 1.2.5. Del ejemplo anterior se sigue que todas las superficies cerradas, conexas y orientables
de género mayor que o igual a 2 son variedades hiperbólicas, ya que todas estas superficies son
espacios cubrientes del doble toro, aunque esto también se puede hacer demostrando que en H2 hay
un 4g-ágono regular cuyos ángulos internos suman 2π para todo g ≥ 2.

Ejemplo 1.2.6. Ver [TL97, Ejemplo 1.4.5] para más detalles. Considere el dodecaedro a la izquierda
de la siguiente figura:

Imagen tomada de [TL97, Página 37].

Si identificamos las caras opuestas de este dodecaedro con una rotación de 3/10 de un giro comple-
to, entonces se puede demostrar que se obtiene una 3-variedad cerrada. Se puede ver también que
bajo esta identificación, las aristas de este dodecaedro quedan identificadas en seis grupos de cinco
elementos. También se puede demostrar que existe un dodecaedro hiperbólico regular cuyos ángulos
diédricos son todos de 72◦, ver la figura de la derecha de la imagen anterior, y se puede demostrar que
como las aristas quedan identificadas en grupos de 5 elementos que esto da una estructura de variedad
hiperbólica a la 3-variedad cerrada que se construyó anteriormente.

Ejemplo 1.2.7. Tal vez la variedad hiperbólica más importante sea el complemento del nudo figu-
ra ocho. Se puede demostrar que el complemento de este nudo en S3 es homeomorfo a pegar dos
tetraedros sin sus vértices, como se muestra a la derecha de la figura siguiente

,

ver [TL97, Ejemplo 1.4.8] o [Lac00b, Capı́tulo 7].
Se pueden usar dos tetrahedros regulares ideales, ver la definición 3.1.3, y se puede demostrar

que al pegar estos dos tetraedros con los pegamientos indicados, usando isometrı́as adecuadas entre
las caras, se obtiene una estructura hiperbólica completa sobre el complemento del nudo figura ocho,
ver [TL97, Ejemplo 3.4.16].
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1.2.2. (X,G)-variedades

Consideremos un cuadrado euclidiano en R2 e identifiquemos sus lados por medio de translacio-
nes para obtener un toro. Ahora, tomemos cuatro copias de este cuadrado junto con estas identificacio-
nes y peguémoslas al cuadrado original. Si continuamos este proceso indefinidamente obtendremos
un mosaico del plano:

Podemos también obtener mosaicos similares de R2 usando las identificaciones que usamos para
el cilindro y la banda de Möbius abiertos. También podemos obtener un mosaico del plano hiperbólico
con la identificación del octágono regular hiperbólico que usamos obtenemos un mosaico del plano
hiperbólico:

Imagen tomada de [Thurston/Levy]

En cada ejemplo anterior de variedades euclidianas M obtenemos entonces de los mosaicos fun-
ciones R2 → M que son isometrı́as locales, y que aun más son funciones cubrientes. También del
mosaico del octágono hiperbólico obtenemos una isometrı́a local H2 → T 2#T 2 que es también una
función cubriente.

Vamos a demostrar que, en cada caso respectivo, esto también sucede para cualquier variedad
euclidiana y cualquier variedad hiperbólica, es decir, siMn es una variedad euclidiana o una variedad
hiperbólica entonces existe una isometrı́a local Rn → M o Hn → M , respectivamente, que es
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una función cubriente, la cual está determinada por cualquier restricción a un abierto de Rn o Hn,
respectivamente.

Antes de demostrar esto necesitamos algunas definiciones y conceptos que serán una generaliza-
ción de lo que hemos estudiado hasta ahora en esta sección.

Definición 1.2.8. Sea X una variedad suave conexa y G un grupo de difeomorfismos de X . Suponga
queM es una variedad topológica. Una colección {(Ui, ϕi)}i es un (X,G)-atlas deM si se cumplen
las siguientes condiciones

Las Ui son un cubrimiento abierto de M .

Cada φi es un homeomorfismo φi : Ui → φi(Ui) ⊆ X tal que φi(Ui) es un abierto de X .

Para cada i, j tenemos que la restricción en cada componente conexa de dom(φi ◦ φ−1
j ) de

φi ◦ φ−1
j es la restricción de un elemento de G.

Claramente cada (X,G)-atlas de M está contenido en un único (X,G)-atlas maximal. A un
elemento de este atlas maximal lo llamaremos una (X,G)-carta de M .

Definición 1.2.9. Llamaremos a una variedad topológica M junto con un (X,G)-atlas una (X,G)-
variedad.

Ejemplo 1.2.10. Si n > 0, entonces la colección de todas las (Rn, I(Rn))-variedades es exactamente
la colección de todas las variedades euclidianas de dimensión n.

Ejemplo 1.2.11. Si n > 0, entonces la colección de todas las (Hn, I(Hn))-variedades es exactamente
la colección de todas las variedades hiperbólicas de dimensión n.

Ejemplo 1.2.12. Si n > 1, la esfera n-dimensional Sn es naturalmente una variedad riemanniana
al heredar su métrica de la métrica usual de Rn+1. Decimos que una variedad topológica es una
variedad esférica si es una (Sn, I(Sn))-variedad para algún n > 1.

Definición 1.2.13. Dadas dos (X,G)-variedades M y N , diremos que una función continua f :
M → N es un (X,G)-morfismo si para cada x ∈ M existen una (X,G)-carta (U,ϕ) de M y una
(X,G)-carta (V, φ) de N tales que x ∈ U , f(x) ∈ V y la restricción de la composición φ ◦ f ◦ ϕ−1

a la componente conexa de su dominio que contiene a x es restricción de un elemento de G.

Definición 1.2.14. Diremos que dos (X,G)-variedades son (X,G)-isomorfas si existe un homeo-
morfismo entre estas dos variedades tal que tanto como el homeomorfismo como su inversa son
(X,G)-morfismos.

1.2.3. Función desarrollante

¡Nota importante! 1.2.15. Para efectos prácticos, vamos a suponer de ahora en adelante queX es una
variedad riemanniana y que G es un grupo de isometrı́as de X . Note que en este caso entonces toda
(X,G)-variedad hereda una estructura de variedad riemanniana por medio de su (X,G)-estructura,
dado que los cambios de cartas de un (X,G)-atlas son isometrı́as deX por convención. También note
que en este caso un (X,G)-morfismo es una isometrı́a local.
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En los ejemplos de variedades euclidianas e hiperbólicas vimos que Rn y Hn eran espacios cu-
brientes de estas variedades respectivamente por medio de una función que era una isometrı́a local.
En ambos ejemplos esto lo hicimos “desdoblando” las (X,G)-variedades en la variedad riemanian-
na simplemente conexa X para obtener un “mosaico”de X con el que conseguı́amos una cubriente
X →M que fuera un (X,G)-morfismo.

Vamos a ver que si X es simplemente conexa y M es una (X,G)-variedad, entonces si π : M̃ →
M es la cubriente universal de M y consideramos la estructura de (X,G)-variedad que M̃ hereda
con la función π, entonces M̃ y X son (X,G)-isomorfas. El primer paso para ver esto es el siguiente
teorema.

Teorema 1.2.16 (Función de Desarrollo). Sea M una (X,G)-variedad simplemente conexa. Si U0

es un abierto conexo de M y ϕ0 : U0 → X es una (X,G)-carta, entonces existe un único (X,G)-
morfismo D : M → X que extiende a ϕ0.

En este teorema no suponemos que X es simplente conexo.
Idea de la demostración: La demostración es la misma que la del teorema de monodromı́a para

dominios simplemente conexos de análisis complejo, y esto se puede hacer gracias a lo siguiente:

1. Por las suposiciones que hicimos sobre X , M es entonces una variedad riemanniana y por
lo tanto tiene una métrica que induce la misma topologı́a. Luego podemos usar el lema del
número de Lebesgue para extender a ϕ0 a lo largo de curvas. Estas extensiones son únicas por
el teorema de rigidez de variedades riemannianas 1.1.5.

2. Para construir D se fija x0 ∈ U0 y para cualquier x ∈ M tomamos un camino α : [0, 1] → M
que vaya de x0 a x, luego extendemos ϕ0 a x al extender φ0 a lo largo de α con respecto a U0 y
al definir D(x) como el valor de x en esta extensión. Que esto está bien definido sale del hecho
de que M es simplemente conexo.

�

Definición 1.2.17. Diremos que D es la función de desarrollo de ϕ0.

Recuerde lo dicho en la nota 1.2.15.

Teorema 1.2.18. Suponga que X es simplemente conexa. Sea M una (X,G)-variedad simplemente
conexa y que es completa como variedad riemanniana. Entonces si D es una función de desarrollo
de M , D es un (X,G)-isomorfismo. En particular D es una isometrı́a.

Antes de demostrar el teorema vamos a necesitar algunos resultados:

Teorema 1.2.19 (Teorema de aproximación de Whitney). Sean M y N variedades diferenciables y
F : M → N una función continua. Entonces F es homotópica a una función diferenciable M → N .
Aún más, si F es suave en un subconjunto cerrado A la homotopı́a se puede hacer relativa a A.

Teorema 1.2.20. Sean F,G : M → N dos funciones diferenciables entre dos variedades suaves. Si
F,G son homotópicas, entonces existe una homotopı́a diferenciable M × I → N entre F y G, al
considerar a M × I como subconjunto cerrado de M ×R. Aun más, si la homotopı́a es relativa a un
subconjunto cerrado A, también existe una homotopı́a diferenciable relativa a A.
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Demostración del teorema 1.2.18: Sea D como en la hipótesis del teorema. Vamos a demostrar
la siguiente afirmación:

(?): Dada una función diferenciable γ : [0, 1]→ X con γ(0) ∈ D(M), existe entonces una única
función diferenciable γ̂ : [0, 1]→M tal que γ = D ◦ γ̂.

Note que esta afirmación implica de inmediato que D es sobreyectiva.
Veamos que también implica que D es inyectiva. Sean x, y ∈ M tales que D(x) = D(y). Sea

γ : [0, 1] → M una función diferenciable tal que 0 7→ x y 1 7→ y, es fácil ver que tal función
existe gracias al teorema de aproximación de Whitney. Entonces D ◦ γ es un lazo basado en D(x) =
D(y). Luego por el teorema 1.2.20 y dado que X es simplemente conexo existe una homotopı́a
diferenciable H : [0, 1] × [0, 1] → X tal que H(0,−) = D ◦ γ, H(1,−) ≡ D(x) = D(y) y
H(−, 0) ≡ D(x) = D(y) ≡ H(−, 1). Tenemos que H(−, 1) : [0, 1] → X es un camino constante
tal que H(0, 1) ∈ D(M), de donde por la afirmación tenemos que existe una única α : [0, 1] → M
tal que D ◦ α = H(−, 1). Sin embargo como D es localmente una isometrı́a, esto implica que como
H(−, 1) es constante, α es localmente constante. Pero dado que [0, 1] es conexo esto sólo puede
suceder si y sólo si α es constante, de donde x = y, por la unicidad del camino α.

Ahora vamos a demostrar la afirmación (?). Sea γ : [0, 1] → X tal que γ(0) ∈ D(M). Fijemos
x0 ∈ D−1(γ(0)). Considere

t0 := sup{t ∈ [0, 1] : ∀0 ≤ s ≤ t,∃!γ̂s ∈ C∞([0, s],M) tal que γ̂s(0) = x0, D ◦ γ̂s = γ � [0, s]}.
(1.5)

Como D es una isometrı́a local, existe una vecindad abierta U de x0 tal que D � U es una
isometrı́a sobre D(U), y D(U) es abierto. Sea 0 < t ≤ 1 tal que γ([0, t]) ⊆ D(U). Entonces si
0 ≤ s ≤ t se sigue que si γ̂s := (D � U)−1 ◦ (γ � [0, s]), γ̂s es el único elemento de C∞([0, s],M)
tal que γ̂s(0) = x0 y D ◦ γ̂s = γ � [0, s], de donde t0 > 0.

Para ver que t0 = 1 basta demostrar que t0 es un elemento del conjunto por el argumento que
acabamos de dar para mostrar que t0 > 0.

Sea {sn}n∈N una sucesión creciente de elementos del conjunto (1.5) que converge a t0. Sea α :=⋃
n∈N γ̂sn , entonces α : [0, t0) → M es una función bien definida por la condición de unicidad en

(1.5), que es diferenciable.
Veamos que la sucesión α(sn) es una sucesión de Cauchy de M . Si demostramos esto podemos

tomar γ̂t0 : [0, t0] → M dada por γ̂t0 � [0, t0) = α y γ̂t0(t0) := x donde x := ĺımn→∞ α(sn).
Luego γ̂t0 va a ser una función continua, ya que definimos γ̂t0(t0) = x, que cumple la relación
D ◦ γ̂t0 = γ � [0, t0], y ası́ como D es una isometrı́a local, esto va a implicar que γ̂t0 va a ser
diferenciable.

Suponga que la sucesión indicada no es de Cauchy. Luego existe una sucesión creciente de natu-
rales n1, n2, . . . tal que para todo k ≥ 0 tenemos que dM (α(sn2k+1

), α(sn2k+2
)) ≥ ε para un ε > 0

fijo. Entonces

l(γ � [0, t0)) = l(D ◦ γ � [0, t0)) = l(α)

≥
∞∑
k=0

l(α � [sn2k+1
, sn2k+2

]),
(1.6)

sin embargo l(α � [sn2k+1
, sn2k+2

]) ≥ dM (α(sn2k+1
), α(sn2k+1

)) ≥ ε para cada k = 0, 1, . . . , luego
γ � [0, t0) no tiene longitud finita. Pero esto es una contradicción ya que γ � [0, t0] es diferenciable,
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y como [0, t0] es compacto esto implica que esta curva tiene longitud finita, de donde por lo que
observamos anteriormente esto implica que t0 = 1. Como ya observamos que t0 está en el conjunto
(1.5), se sigue entonces que γ̂1 ∈ C∞([0, 1], X) es única tal que D ◦ γ̂1 = γ. �

De esto obtenemos de inmediato el siguiente hecho importante, recuerde la nota 1.2.15:

Corolario 1.2.21. SeaM una (X,G)-variedad que es completa como variedad riemanniana. Enton-
ces existe una función cubriente X →M que es una isometrı́a local.

Recordemos que siM es una variedad topológica conexa y π : M̃ →M es su cubriente universal,
entonces su grupo de transformaciones cubrientes, el cual denotaremos por Aut(π), es isomorfo a
π1(M). Recuerde que si M es una (X,G)-variedad conexa, su cubriente universal π : M̃ → M
hereda de manera canónica una estructura de (X,G)-variedad por medio de π. Recordemos que
Aut(π) actúa sobre M̃ de manera libre y propiamente discontinua sobre M̃ . Tenemos la siguiente
proposición que demostraremos más adelante:

Proposición 1.2.22. Aut(π) es un subgrupo de G.

En particular π1(M) se puede identificar con un subgrupo de G que actúa sobre X de manera
libre y propiamente discontinua. Antes de demostrar la proposición necesitamos el siguiente lema
que es un caso particular del lema de Hopf-Rinow:

Lema 1.2.23. Suponga queM es una variedad Riemanniana y p : N →M es una función cubriente.
Si M es completa, entonces N , con su métrica heredada por medio de p, es completa.

Demostración. Sea {xn}n∈N una sucesión de Cauchy de N . Podemos suponer sin pérdida de gene-
ralidad que la sucesión de Cauchy {p(xn)}n∈N está contenida en un subconjunto compacto de un
abierto regular de M , regular con respecto a la función cubriente p, esto se puede hacer ya que M es
completa. Sea y ∈M el lı́mite de la sucesión {p(xn)}n∈N.

Como N
p−→ M es una función cubriente que es isometrı́a en los abiertos regulares, existe ε > 0

tal que BN (x, ε) está contenido en un abierto regular de N para cada x ∈ π−1(y). Luego si x1, x2 ∈
π−1(y) son distintos, los cerrados BN (x1, ε) y BN (x2, ε) son compactos y disyuntos. Entonces si
w ∈ p−1(y) es el único elemento de p−1(y) tal que BN (w, ε) contiene una cola final de la sucesión
{xn}n∈N, se debe tener que la sucesión {xn}n∈N converge a w.

Demostración de la proposición 1.2.22: Por el lema anterior tenemos que M̃ es completa, luego
por el teorema 1.2.18 podemos suponer que M̃ = X y que π es un (X,G)-morfismo. Sea τ ∈
Aut(π). Como π es un (X,G)-morfismo y un homeomorfismo local, y τ es un homeomorfismo, se
sigue de π ◦ τ = π que τ es un (X,G)-morfismo, es decir, localmente es igual a restricciones de
elementos de G, de donde τ es una isometrı́a de X . Como τ es un (X,G)-morfismo se sigue que
existe un abierto no vacı́o U de X y g ∈ G tales que τ � U = g � U , y ası́ por el teorema 1.1.5 se
sigue que τ = g. �

Corolario 1.2.24. Sea M una (X,G)-variedad conexa y completa. Entonces existe un subgrupo Γ
de G, isomorfo a π1(M), que actúa de manera libre y propiamente discontinua sobre X tal que
X/Γ ∼= M como (X,G)-variedades.
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Capı́tulo 2

Pseudoisometrı́as

Ya podemos enunciar el teorema del que trata la tesis:

Teorema 2.0.1 (Teorema de Rigidez de Mostow para variedades cerradas). Sean M1
∼= Hn/Γ1 y

M2
∼= Hn/Γ2 dos variedades cerradas e hiperbólicas ambas de dimensión≥ 3. Entonces si Γ1 → Γ2

es un isomorfismo, existe una isometrı́a M1 →M2 que lo induce.

En este capı́tulo daremos el primer paso para demostrar este teorema, el cual es mostrar que
dado un isomorfismo Γ1 → Γ2, existe una pseudoisometrı́a Hn → Hn que lo induce, ya definiremos
estos dos conceptos. Luego mostraremos que esta pseudoisometrı́a se extiende a una función continua
Hn → Hn que se restringe a un homeomorfismo ∂Hn → ∂Hn. En los capı́tulos siguientes se usará
este homeomorfismo para construir una isometrı́a entre M1 y M2.

2.1. Pseudoisometrı́as inducidas

En el capı́tulo anterior vimos que si Mn es una variedad hiperbólica existe una función cubriente
p : Hn →M que es una isometrı́a local, ver corolario 1.2.21.

Definición 2.1.1. Sean M1
∼= Hn/Γ1 y M2

∼= Hn/Γ2 variedades hiperbólicas, y sean pj : Hn →
Hn/Γj las proyecciones correspondientes. Suponga que Γ1

φ−→ Γ2 es un homomorfismo. Decimos

que Hn f−→ Hn induce a φ si
f ◦ g = φ(g) ◦ f, ∀g ∈ Γ1.

Definición 2.1.2. Sean X e Y espacios métricos. Diremos que una función f : X → Y es una
pseudoisometrı́a si existen b, c > 0 tal que

1

c
· dX(x, y)− b ≤ dY (f(x), f(y)) ≤ c · d(x, y),∀x, y ∈ X.

No hay que confundir esta definición con la noción de cuasiisometrı́a, la cual pide que la función
cumpla la desigualdad

1

c
· dX(x, y)− b ≤ dY (f(x), f(y)) ≤ c · d(x, y) + b,∀x, y ∈ X,

note que este tipo de función no es necesariamente continua, mientras que una pseudoisometrı́a sı́ lo
es.
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Proposición 2.1.3. Sean M1
∼= Hn/Γ1 y M2

∼= Hn/Γ2 dos variedades hiperbólicas. Sean Hn pj−→
Mj las funciones cubrientes respectivas. Suponga que Γ1

ψ−→ Γ2 es un homomorfismo. Entonces
existe una pseudoisometrı́a Hn → Hn que induce a ψ.

Antes de demostrar esta proposición necesitamos definir la noción de dominio fundamental de una
variedad hiperbólica. Las baldosas de los mosaicos que vimos en la sección anterior son ejemplos de
este concepto.

Definición 2.1.4. Suponga que un grupo G actúa sobre un espacio topológico X . Sea D un cerrado
de X , diremos que D es un dominio fundamental para G si⋃

g∈G g(D) = X ,

g(D) ∩D ⊆ ∂D, ∀g ∈ G.

Proposición 2.1.5. Sean M ∼= Hn/Γ una variedad hiperbólica y x0 ∈ Hn. Entonces el dominio de
Dirichlet con respecto a x0 de la acción Γ y Hn:

D := {x ∈ Hn : d(x, x0) ≤ d(x, γ(x0))∀γ ∈ Γ}

es un dominio fundamental para Γ. Aun más, D es convexo, Vol(D) = Vol(M), y D es un poliedro
geodésico compacto si M es cerrada.

Demostración. Note que para cualesquiera puntos x, y, z ∈ Hn tales que d(x, y) = d(x, z) existe un
elemento en I(Hn) que envı́a a y en z, esto es fácil de demostrar en el modelo Dn al tomar x = 0,
de donde si x, y ∈ Πn,+ podemos suponer que x e y están a la misma altura, y por lo tanto por la
proposiciones 1.1.24 y 1.1.18 se sigue que

{z ∈ Hn : d(z, x) = d(z, y)}

es un subespacio hiperbólico de Hn, de donde D es la intersección de una colección de semiespacios
hiperbólicos, de donde D es cerrado. Note que para todo γ ∈ Γ tenemos

γ(D) = {x ∈ Hn : d(x, γ(x0)) ≤ d(x, δ(x0)),∀δ ∈ Γ}.

Como la acción de Γ es propiamente discontinua se sigue que si x ∈ Hn, entonces el conjunto

{d(x, δ(x0)) : δ ∈ Γ}

tiene un mı́nimo, y por lo tanto los conjuntos γ(D) cubren a Hn.
Note que

γ(D) ∩D = {x ∈ Hn : d(x, x0) = d(x, γ(x0))},

de donde γ(D) ∩D ⊆ ∂D. Por lo tanto D es un dominio fundamental de Γ.
Como la proyección Hn → Hn/Γ es una isometrı́a local y es inyectiva en D◦, D◦ tiene imagen

densa y es sobre en D, obtenemos que como Vol(∂D) = 0, Vol(D) = Vol(D◦) = Vol(M).
Suponga ahora que M es compacto. Como M contiene un subconjunto denso isométrico a D◦,

se sigue que D es de diámetro finito, y por lo tanto es un subconjunto cerrado y acotado, y como Hn

es completo, se sigue que D es compacto. Sea r := Diam(D). Luego el conjunto

{δ ∈ Γ : d(x0, γ(x0)) < r}
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es un conjunto finito {γ1, . . . , γm}. Veamos que

D = {x ∈ Hn : d(x, x0) ≤ d(x, γi(x0)), ∀i = 0, . . . , n}. (2.1)

Para cada γ ∈ Γ sean
Hγ := {x ∈ Hn : d(x, x0) = d(x, γ(x0))},

Sγ := {x ∈ Hn : d(x, x0) ≤ d(x, γ(x0))}.

Veamos que

D =
⋂
{Sγ : Hγ ∩B2r(x0) 6= ∅}.

Que D está contenido en la intersección de la izquierda sale de la definición de D. Suponga que
x pertenece al conjunto de la derecha. Note que si γ ∈ Γ es tal que Hγ ∩ B2r(x0) = ∅ se debe tener
que como D ⊆ Sγ , B2r(x0) ⊆ S◦γ , de donde tenemos que x ∈ Sγ para todos estos γ ∈ Γ, de donde
x ∈ Sγ para todo γ ∈ Γ, i.e., x ∈ D.

Finalmente, como Hγ ∩B2r(x0) 6= ∅ implica que d(x0, γ(x0)) < 4r, obtenemos entonces (2.1),
y por lo tanto D es un poliedro finito compacto.

Ahora que hemos definido la noción de dominio fundamental y hemos mostrado una forma de
construirlo para cualquier Γ ≤ I(Hn) que actúa de manera libre y propiamente discontinua sobre
Hn, daremos una manera de triangular a la variedad Hn/Γ, sin embargo no daremos una descripción
completa de esta construcción ya que es algo engorrosa.

Nota 2.1.6. En este documento las triangulaciones simpliciales que consideraremos de variedades
suaves tendrán sus simplejos encajados.

Teorema 2.1.7. Toda variedad hiperbólica cerrada tiene una triangulación simplicial suave.

Idea de la demostración: Dados u1, . . . , um ∈ Hn, podemos construir el baricentro de estos
puntos usando combinaciones hiperbólicas convexas como el punto

∑n
i=1

1
mui, y como las combi-

naciones convexas son invariantes bajo isometrı́as, este punto también es invariante bajo isometrı́as.

Ahora, dada una variedad hiperbólica cerrada Mn, existe una isometrı́a local π : Hn → M
que es una función cubriente. Sea D el dominio fundamental con respecto a esta función como se
construyó en la proposición 2.1.5, luego D es un poliedro convexo. La triangulación simplicial de
D se va construyendo por inducción sobre las dimensiones de sus caras: si ya se han construido
las triangulaciones de todas las caras de cierta dimensión, de manera canónica, para construir la
triangulación de una cara de la dimensión siguiente se toma el baricentro de esta cara y se consideran
los simplejos que se obtienen al tomar las envolventes convexas de conjuntos que se obtienen al unir
este baricentro con simplejos de las triangulaciones de sus caras. Esta triangulación es suave dado
que estamos usando combinaciones hiperbólicas convexas, y estas funciones son suaves.

Luego se puede demostrar que al tomar sucesivas subdivisiones baricéntricas obtenemos una
triangulación simplicial. �

La demostración de la proposición 2.1.3 que daremos a continuación se basa en ideas dadas en
[Tuk85, Lema 3.4].
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Demostración de la proposición 2.1.3: Sea L una triangulación simplical C∞ de M1. Luego
esta triangulación se levanta por medio de p1 a una triangulación K de Hn. Vamos a construir una
pseudoisometrı́a F1 : Hn → Hn que induce a ψ al definirla en cada uno de los simplejos de K

Podemos definir F1 en los vértices deK de manera arbitraria, sólo teniendo en cuenta la condición
de inducción F1 ◦ g(v) = ψ(g) ◦ F1(v), esto se puede hacer al definir a F1 de manera arbitraria en
un subconjunto finito de los vértices de K tales que cualquier otro vértice se obtiene a partir de
una translación de un vértice de este subconjunto con un elemento de Γ, y que este subconjunto sea
minimal con respecto a esta propiedad.

Ya que hemos definido a F1 en los vértices de K, vamos a usar esto para definir a F1 en σ para
cada σ ∈ K de dimensión m mayor que 0: para cada (t0, . . . , tm) ∈ ∆m definimos

F1(σ(t0, . . . , tm)) :=
m∑
i=0

F1(σ(ei)),

donde a la derecha de esta definición estamos usando coordenadas hiperbólicas convexas, recuerde la
definición 1.1.38 y la notación (1.1.40). Como la condición de inducción F1 ◦ g = ψ(g) ◦ F1 se tiene
en los vértices deK y como las combinaciones convexas hiperbólicas son invariantes bajo isometrı́as,
ver el lema 1.1.39, se sigue que la condición de inducción se cumple para F1 definida ası́ sobre todo
Hn, de donde F1 induce a ψ.

Veamos finalmente que F1 es una pseudoisometrı́a. Note que F1 restringida a cada elemento
de K es suave, donde cada simplejo, que es convexo, tiene la estructura diferencial que hereda como
subconjunto de algún Rn, ya que la función de combinaciones convexas es suave, de donde existe una
cota superior c > 0 del diferencial de F1 restringida al simplejo. Por lo tanto si tomamos dos puntos
x, y de este simplejo, tendremos que como el arco geodésico entre estos dos puntos está contenido en
el simplejo, se sigue que d(F1(x), F1(y)) ≤ c · d(x, y).

Sea D1 un dominio fundamental para Γ1. Por la demostración del teorema 2.1.7 la triangulación
K de Hn se construye a partir de levantar una triangulación de M1 por medio de p1, de donde K es
invariante bajo la acción de Γ1, i.e., para todo σ ∈ K y todo g ∈ Γ1 tenemos g ◦ σ ∈ K, de donde si
σ1, . . . , σm son simplejos de K que cubren a D, tendremos que {g(σi) : g ∈ Γ1, i = 1, . . . , n} cubre
a Hn.

Sea c > 0 lo suficientemente grande de manera que d(F1(x), F1(y)) ≤ c · d(x, y) para todo
x, y ∈ σi para todo i = 1, . . . , n, de donde si σ ∈ K, σ = g(σi) para algunos i y g ∈ Γ1, con lo que
para todo x, y ∈ σi

d(F1(g(x)), F1(g(y))) = d(ψ(g)(F1(x)), ψ(g)(F1(y))) = d(F1(x), F1(y)) ≤ c · d(x, y),

y ası́ tendremos que para todo σ ∈ K y para todo x, y ∈ σ tendremos d(F1(x), F1(y)) ≤ c · d(x, y),
de donde si x, y ∈ Hn, el arco geodésico entre estos dos puntos se puede dividir en un número
finito de subarcos de manera que cada uno de ellos esté contenido en algún elemento de K, de donde
obtenemos ası́ que d(F1(x), F1(x)) ≤ c · d(x, y) para todo x, y ∈ Hn, es decir, F1 es c-Lipschitz.

El mismo argumento demuestra que existe una función F2 que induce a ψ−1, y que para un c > 0
lo suficientemente grande F1 y F2 son c-Lipschitz.

Note que existe b > 0 tal que d(F2 ◦ F1(x), x) < b para todo x ∈ σ1 ∪ . . . ∪ σm, de donde
como F2 ◦F1 conmuta con los elementos de Γ1 se sigue entonces que d(F2 ◦F1(x), x) < b para todo
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x ∈ Hn. Con lo que

d(F2 ◦ F1(x), F2 ◦ F1(y)) ≥ d(x, y)− d(x, F2 ◦ F1(x))− d(y, F2 ◦ F1(y))

≥ d(x, y)− 2b,

para todo x, y ∈ Hn y ası́

d(F1(x), F1(y)) ≥ 1

c
d(F2 ◦ F1(x), F2 ◦ F1(y)) ≥ 1

c
d(x, y)− 2b

c
.

Por lo tanto F1 es una pseudoisometrı́a. �

Proposición 2.1.8. Considere las funciones de la demostración anterior. Existen funciones únicas

M1
f1−→M2 y M2

f2−→M1 que hacen conmutar el diagrama

Hn Hn Hn

Hn/Γ1 Hn/Γ2 Hn/Γ1.

F1

π1

F2

π2 π1

f1 f2

Aún más, estas funciones son equivalencias homotópicas y son inversas homotópicas entre sı́. En
particular M1 y M2 son homotópicamente equivalentes.

Demostración. Es obvio que hay que definir fj por [x] 7→ [Fj(x)], para j = 1, 2. Esta función está
bien definida ya que si x, y ∈ Hn son tales que y = γ(x) para algún γ ∈ Γ1, entonces F1(y) =
F1(γ(x)) = φ(γ)(F1(x)). f2 se define similarmente. Es claro que f1 y f2 son únicas.

Considere la homotopı́aH : [0, 1]×Hn → Hn que se construye usando combinaciones hiperbóli-
cas convexas por medio de:

(t, x) 7→ (1− t)(F2 ◦ F1(x)) + t · x.

Note que H(0,−) ≡ F2 ◦F1 y que H(1,−) ≡ idHn . Además, H induce una homotopı́a entre f2 ◦ f1

e idM1 , y esto se debe a que si (t, x) ∈ [0, 1]×Hn y γ ∈ Γ1, entonces

H(t, γ(x)) = (1− t) · (F2 ◦ F1(γ(x)) + t · γ(x)

= (1− t) · γ(F2 ◦ F1(x)) + t · γ(x)

= γ((1− t) · (F2 ◦ F1(x)) + t · x)

= γ(H(t, x)).

Donde la segunda igualdad sale del hecho de que F2 ◦ F1 induce a idΓ1 , y la tercer igualdad sale del
hecho de que las combinaciones hiperbólicas convexas son invariantes bajo isometrı́as. Que f1 ◦ f2

es homotópica a idM2 se demuestra de manera similar.

2.2. Extensión de pseudoisometrı́as a ∂Hn

Ahora que demostramos esta afirmación, el resto del capı́tulo nos concentraremos en demostrar
este hecho:
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Proposición 2.2.1. Suponga que P : Hn → Hn es una pseudoisometrı́a. Entonces existe una única
extensión continua Hn → Hn de P .

Para demostrar esta afirmación necesitamos varias definiciones y hechos sobre la geometrı́a de
Hn.

Proposición 2.2.2. Sea α una geodésica (completa) de Hn y p ∈ Hn \ α. Entonces existe una única
geódesica (completa) β que pasa por p y corta perpendicularmente a α. El punto de intersección
entre α y β es el punto más cercano de α a p.

Demostración. Note que por la clasificación de los subespacios hiperbólicos que vimos del modelo
In en 1.1.23 existe un subespacio hiperbólico de Hn de dimensión 2 que contiene a α y a p. Por el
corolario 1.1.26 tenemos que este subespacio es isométrico a H2 y por lo tanto basta demostrar la
afirmación en este caso

En el modelo Π2,+ podemos suponer que α es una lı́nea vertical perpendicular a R × {0}, esto
se puede hacer suponiendo que en un punto de α el vector unitario tangente a esta geodésica es un
múltiplo no cero del vector (0, 1), esto se puede hacer por la proposición 1.1.17. Podemos aun más
suponer que α es la lı́nea imaginaria superior de C al usar una translación. Al usar una homotecia
podemos suponer que p está en S1 ⊆ C, de donde la parte superior de S1 es la geodésica que pasa
por p y corta a α perpendicularmente. Note que estas geodésicas se cortan en la unidad imaginaria i.
Finalmente usando la proposición 1.1.18 se puede ver que i es el punto de α más cercano a p, hay
que usar que α es la lı́nea imaginaria y que p ∈ S1.

Definición 2.2.3. El punto de α cuya existencia demuestra la proposición anterior se llama la pro-
yección ortogonal de p en α, y lo denotaremos por πα(p). Diremos que la distancia de p a α es la
longitud del arco geodésico que va de p a πα(p) y la denotaremos por d(γ, α).

Definición 2.2.4. Si γ es una geodésica maximal y r > 0, definimos la vecindad tubular de γ de
radio r por

Nr(γ) = {x ∈ Hn : d(x, γ) < r}

Notación 2.2.5. Si a, b ∈ Hn, denotaremos por [a, b] el arco geodésico entre a y b. Si a, b ∈ Hn

Denotaremos por γ(a, b) la geodésica maximal orientada que pasa por a y b, cuya orientación va de
a a b que está parametrizada por longitud de arco.

Lema 2.2.6. Sea s > 0. Entonces en el modelo Πn,+ tenemos que Ns(γ(0,∞)) es el cono

{z ∈ Πn,+ : el ángulo entre la lı́nea euclidiana que va del

origen a z y Rn−1 × {0} está en el intervalo (θs, π/2]}

donde θs es el único elemento de (0, π/2) tal que csc(θs) = cosh(s).

Demostración. Como para todo punto de Πn,+ existe un único subespacio hiperbólico de dimensión
2 que contiene a este punto y a γ(0,∞), que es el único semiplano perpendicular a Rn−1 × {0} que
los contiene a ambos, vemos entonces que basta demostrar la afirmación para Π2,+, es decir, hay que
demostrar que en modelo Π2,+ tenemos:

Ns(γ(0,∞)) = {reiθ : θs < θ < π − θs} (2.2)
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Sea r > 0 y 0 < θ < π/2. Tenemos que πγ0(reiθ) = ri, ya que la geodésica maximal

{reit : 0 < t < π}

corta a γ0 perpendicularmente en ri, de donde

s = dΠ2,+(reiθ, γ) = dΠ2,+(reiθ, ri) =

∫ π/2

θ

∥∥∥∥d(cos(t), sen(t))

dt

∥∥∥∥
Π2,+,reit

dt

=

∫ π/2

θ
‖(− sen(t), cos(t))‖Π2,+,reit dt =

∫ π

θ

r

r sen(t)
dt = − ln(csc θ + cot θ).

Es fácil ver que s = − ln(csc θ + cot θ) es equivalente a cosh(s) = csc θ.
Similarmente, si 0 < θ < π/2, tenemos que

s =

∫ π−θ

π/2

∥∥∥∥d(reit)

dt

∥∥∥∥
Π2,+,reit

dt = ln(csc θ − cot θ),

y esto también implica que cosh(s) = csc θ. Por lo tanto obtenemos la igualdad (2.2).

Lema 2.2.7. Sean s > 0 y γ una geodésica maximal de Hn. Suponga que el arco geodésico [a, b]
está contenido en (Ns(γ))c. Entonces

d(a, b) ≥ cosh(s) · d(πγ(a), πγ(b)). (2.3)

Demostración. Durante este demostración consideraremos para cada a, b ∈ Hn a γ(a, b) como la
geodésica maximal que pasa por a y b, con la orientación que va de a a b, que está parametrizada por
longitud de arco, y es tal que 0 7→ a.

En el modelo In, γ es la intersección de In con un subespacio vectorial L de Rn+1 de dimensión
2. Sea W el complemento ortogonal de L con respecto al producto interno 〈, 〉(n,1), este será el único
producto interno al que nos referiremos durante la demostración.

Note que si η es una geodésica de In parametrizada por longitud de arco, y esta geodésica corta a
γ perpendicularmente en un punto x, con η(t) = x, entonces por la proposición 1.1.19 tenemos que
el vector unitario η′(t) pertenece a W , ya que si s = γ−1(x), tenemos que γ′(s) ∈ L, de donde si S
es la esfera unitaria de W , obtenemos una función

In \ γ ψ−→ γ × (0,∞)× S,

z 7→ (πγ(z), d(z, γ), (γ(z, πγ(z)))′(d(z, γ))),

la cual es una biyección por el teorema de existencia y unicidad local de geodésicas. Note que también
es una función suave, y que además es un difeomorfismo ya que su inversa viene dada por (x, t, v) 7→
cosh(t)x+ senh(t)v para todo (x, t, v) ∈ γ × (0,∞)× S, a esta última función la denotaremos por
φ.

Suponga que (x, t, v) ∈ γ × (0,∞) × S y que (u′, t′, v′) ∈ Txγ × Tt(0,∞) × TvS. Tendremos
que x ∈ L, v ∈ S ⊆W = L⊥, u′ ∈ L ∩ {x}⊥ y v′ ∈W ∩ {v}⊥, de donde como

d(x,t,v)φ(u′, t′, v′) = cosh(t)u′ + senh(t)v′

+ senh(t)t′x+ cosh(t)t′v,
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obtenemos

||d(x,t,v)φ(u′, t′, v′)||2 = cosh2(t)||u′||2 + senh2(t)||v′||2

+ senh2(t)t′
2〈x, x〉+ cosh2(t)t′||v||2

= cosh2(t)||u′||2 + senh2(t)||v′||2

− senh2(t)t′
2

+ cosh2(t)t′
2

= cosh2(t)||u′||2 + senh2(t)||v′||2 + t′
2

≥ cosh2(t)||u′||2.

(2.4)

Sea β : I → [a, b] una parametrización del arco geodésico [a, b]. Note que β̃ := πγ ◦ β es una
parametrización del arco geodésico [πγ(a), πγ(b)]. Tenemos de lo anterior

d(a, b) =

∫
I
||β′(t)||dt =

∫
I
||(φ ◦ (ψ ◦ β))′(t)||dt

=

∫
I
||Dψ◦β(t)φ((ψ ◦ β)′(t))||dt

≥
∫
I

cosh(d(β(t), γ))||(πγ ◦ β)′(t)||dt

≥
∫
I

cosh(s)||(πγ ◦ β)′(t)||dt = cosh(s)d(πγ(a), πγ(b))

donde la primera desigualdad sale de que (ψ ◦ β)(t) es de la forma (πγ(β(t)), d(β(t), γ), v), donde
v es la derivada de γ(β(t), πγ(β(t))) en el tiempo d(β(t), γ) y de la desigualdad (2.4), y la segunda
desigualdad sale de que [a, b] ⊆ (Ns(γ))c.

El siguiente hecho es el paso principal de la construcción de la extensión de P a Hn:

Proposición 2.2.8. Sea P una pseudoisometrı́a de Hn en sı́ mismo. Entonces existe una constante
r > 0, que depende de las constantes de P , tal que para toda geodésica completa β de Hn, existe
una única geodésica completa A(β) tal que P (β) ⊆ Nr(A(β)).

Para demostrar este hecho necesitamos algunos lemas y algunas definiciones.

Lema 2.2.9. Sean s > 0 y γ(a, b) una geodésica maximal de Hn. Entonces para todo c > 0 existe
una familia {Xm}m∈Z de cerrados contenidos en Ns(γ) que cumplen:

1. Diam(Xm) = Diam(Xl) <∞ para todo m, l ∈ Z.

2. Tenemos que dHn(x, y) para cualesquiera x, y ∈ Hn tales que x ∈ Xm, y ∈ Xl con |m− l| ≥
2.

3. La familia {Xm}m∈Z cubre a Ns(γ).

4. El único punto de acumulación de
⋃
n≥0Xn en ∂Hn es b, y el único punto de acumulación de⋃

n≥0X−n en ∂Hn es a.
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Demostración. Podemos suponer que, en el modelo Πn,+, a es el origen y b =∞. Sean x, y ∈ Πn,+,
y suponga que xn > yn, luego

dΠn,+(x, y) = 2 senh−1

(
dRn(x, y)

2
√
xnyn

)
≥ 2 senh−1

(
xn − yn
2
√
xnyn

)
= 2 senh−1

(
xn

2
√
xnyn

− yn
2
√
xnyn

)
= 2 senh−1

( √
xn

2
√
yn
−
√
yn

2
√
xn

)
,

de donde si xn es lo suficientemente grande y 0 < yn ≤ 1 tendremos que dΠn,+(x, y) ≥ c, digamos
que xn ≥ λ.

Por la forma de ”cono” que tieneNs(γ) por el lema 2.2.6, se sigue entonces fácilmente que existe
µ > λ tal que para todo x ∈ Ns(γ) ∩ (Rn \BRn(0, µ)) tenemos que xn ≥ λ.

Considere la homotecia P de Πn,+ dada por x 7→ µx, y sea

X0 := {x ∈ Ns(γ) : 1 ≤ ||x||Rn ≤ µ}.

Definimos la familia {Xm}m∈Z por Xm := Pm(X0). Es claro que diam(X0) <∞, de donde como
P es una P es una isometrı́a de Πn,+, se sigue que la familia {Xm}m∈Z cumple las tres primeras
condiciones de nuestro lema. Que también cumple la última condición sale de la forma del conjunto
Ns(γ).

Definición 2.2.10. Considere una sucesión de geodésicas maximales orientadas {γn = γ(xn, yn)},
donde xn, yn ∈ ∂Hn. Sea γ = γ(x, y) otra geodésica maximal orientada con x, y ∈ ∂Hn. Decimos
que {ηn}n∈N converge a γ, y lo notamos ĺımn→∞ ηn = η, si tenemos que ĺımn→∞ xn = x y
ĺımn→∞ yn = y en ∂Hn.

Lema 2.2.11. Sean a, b ∈ Hn distintos. Suponga que {am}m y {bm}m son sucesiones de elemen-
tos de Hn tales que am → a y bm → b. Entonces la familia de geodésicas maximales orientadas
{γ(am, bm)}m converge a la geodésica orientada γ(a, b).

Demostración. En el modelo Πn,+ dados dos puntos distintos a, b ∈ Πn,+ que no estén en la lı́nea
vertical, podemos construir la circunferencia euclidiana que intersecta a Rn−1 × {0} ortogonalmente
y que contiene a a y a b, al considerar la intersección de Rn−1 × {0} con la lı́nea euclidiana que
intersecta ortogonalmente a la lı́nea euclidiana que va de a a b en el punto medio euclidiano de estos
dos puntos, y tomar la circunferencia euclidiana cuyo centro es este punto de intersección y cuyo
radio es igual a la distancia euclidiana de este punto de intersección a a o a b. Es claro que esta
construcción, a saber los extremos de la circunferencia, depende de manera continua de parejas de
puntos de Πn,+ que no estén en la misma lı́nea euclidiana vertical, de donde como a y b no están en
la misma lı́nea euclidiana vertical, podemos suponer lo mismo para am y bm para todo m ∈ N, de
donde γ(am, bm)→ γ(a, b).

Lema 2.2.12. Supongamos que {γm}m es una sucesión de geodésicas maximales orientadas de
Hn que converge a una geodésicas maximal orientada γ. Supongamos que K ⊆ Hn es compacto.
Entonces

ĺım
m→∞

sup
x∈K∩γm

d(x, γ) = 0
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Demostración. Podemos suponer que en el modelo Πn,+ tenemos que γ = γ(0,∞). Note que como
K es un compacto en Hn y la topologı́a del modelo Πn,+ es igual a la topologı́a que hereda de Rn,
entonces es claro que

ĺım
m→∞

sup
x∈K∩γm

dRn(x, γ) = 0,

dada la forma de las geodésicas, por la definición de convergencia de geodésicas maximales de Hn y
por la suposición que hicimos sobre γ. Sea M := mı́n{xn : x ∈ K}. Si ε > 0 es arbitrario, existe
N > 0 tal que dRn(x, γ) < ε para todo m ≥ N y todo x ∈ K ∩ γm. Como γ = γ(0,∞), tenemos
que para todo x ∈ Hn, (πγ(x))n ≥ xn, ya que πγ(x) es la intersección del rayo geodésico que sale de
x y corta a γ = γ(0,∞) ortogonalmente, de donde si m ≥ N , x ∈ K ∩ γm y y := πη(x) obtenemos:

dΠn,+(x, η) = dΠn,+(x, y) = 2 senh−1

(
dRn(x, y)

2
√
xnyn

)
≤ 2 senh−1

(
ε

2xn

)
≤ 2 senh−1

( ε

2M

)
,

ya que yn ≥ xn, de donde obtenemos el lı́mite del lema.

Lema 2.2.13. Supongamos que {γm} es una sucesión de geodésicas maximales orientadas de Hn

que convergen a una geodésica orientada γ. Sea s > 0. Si x ∈ Hn es tal que x ∈ Ns(γm) para todo
m ∈ N, entonces x ∈ Ns(γ)

Demostración. Sea B la bola cerrada de radio s centrada en x. Sea ε > 0, luego existe m ∈ N tal que
d(x, γ) < ε para todo x ∈ K ∩ γm. Sin embargo como d(x, πγm(x)) = d(x, γm) < s, tenemos que
πγm(x) ∈ B. Con lo que si y := πγm(x), obtenemos que d(πγ(y), y) < ε, de donde

d(x, γ) ≤ d(x, πγ(y)) ≤ d(x, y) + d(y, πγ(y)) < s+ ε.

Como ε > 0 fue arbitrario, obtenemos la afirmación.

Lema 2.2.14. Sea P una pseudoisometrı́a de Hn en sı́ mismo. Existe t > 0, que depende solamente
de las constantes asociadas de P , tal que para todo q1, q2 ∈ Hn tenemos

P ([q1, q2]) ⊆ Nt(γ(P (q1), P (q2))).

Demostración. Sea γ := γ(P (q1), P (q2)). Sea s0 el único positivo tal que cosh(s0) = c2
1 + 1. El

t > 0 que hallaremos será mayor que s0. Veamos que las longitudes de las componentes conexas de

[q1, q2] ∩
(
P−1(Ns0(γ))

)c
,

donde el complemento se toma en Hn, están acotadas superiormente por un λ que depende solamente
de c1 y c2. Si hallamos un tal λ, tendremos dos casos para cada x ∈ [q1, q2]. Si P (x) ∈ Ns0(γ),
habremos acabado ya que t > s0, y ası́ P (x) ∈ Nt(γ).

En caso de que tengamos queP (x) /∈ Ns0(γ), sea [a, b] la componente de [q1, q2]∩
(
P−1(Ns0(γ))

)c
que contiene a x. Como P (a) y P (b) están en la frontera de Ns0(γ), se sigue que d(P (a), γ) = s0 =
d(P (b), γ). Luego tendremos

d(P (x), γ) = d(P (x), πγ(P (x)) ≤ d(P (x), πγ(P (a)))

≤ d(P (x), P (a)) + d(P (a), πγ(P (a)))

= d(P (x), P (a)) + d(P (a), γ) ≤ c1d(x, a) + s0

≤ c1d(a, b) + s0 ≤ c1λ+ s0
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luego podremos tomar t := c1λ+ s0 + 1.
Vamos a demostrar que un tal λ existe. Sea [a, b] una componente conexa de [q1, q2]∩

(
P−1(Ns0(γ))

)c.
Usamos la desigualdad (2.2.7):

1

c1
d(a, b)− c2 ≤ d(P (a), P (b)) ≤ d(P (a), πγ(P (a))) + d(πγ(P (a)), πγ(P (b))) + d(P (b), πγ(P (b)))

≤ 2s0 + d(πγ(P (a)), πγ(P (b))) ≤ 2s0 +
d(P (a), P (b))

cosh(s0)
≤ 2s0 +

c1 · d(a, b)

c2
1 + 1

,

donde la penúltima desigualdad sale del lema 2.2.7, de donde obtenemos

d(a, b) ≤ (2s0 + c2)

[
1

c1
− c1

c2
1 + 1

]−1

=: λ.

Demostración de la proposición 2.2.8: Dada una geodésica maximal orientada β = γ(a, b), con
a, b ∈ ∂Hn, se construye una geodésica maximal A(β) que cumple las condiciones de la proposi-
ción de la siguiente manera: sea {qn}n∈Z una familia de puntos de β tal que ĺımn→+∞ qn = a y
ĺımn→−∞ qn = b en Hn. Vamos a demostrar que existen P (a), P (b) ∈ ∂Hn tales que:

1. ĺımn→+∞ P (qn) = P (a) y ĺımn→−∞ P (qn) = P (b)

2. si {q′n}n∈Z es otra sucesión de β con las mismas propiedades que {qn}n∈Z, entonces ĺımn→+∞ P (q′n) =
P (a) y ĺımn→−∞ P (q′n) = P (b)

3. P (a) 6= P (b).

4. Existe r > 0 tal que si A(β) es la geodésica maximal orientada de Hn igual a γ(P (a), P (b)),
entonces P (β) ⊆ Nr(A(β)).

Vamos a demostrar cada uno de estos incisos en los siguientes pasos respectivos:

Paso 1. Tenemos que como P es una pseudoisometrı́a, en particular es una función propia, de donde
como tanto {qn}n∈N como {q−n}n∈N divergen en Hn, se sigue que {P (qn)}n∈N y {P (q−n)}n∈N
divergen en Hn. Por lo tanto los puntos de acumulación de ambas sucesiones en Hn están contenidos
en ∂Hn. Afirmamos que ambas sucesiones tiene sólo un punto de acumulación.

Que los puntos de acumulación existen salen del hecho de que Hn es homeomorfo a Dn.
Suponga que {P (qn)}n∈N tiene al menos dos puntos de acumulación x, y ∈ ∂Hn. Luego exis-

ten dos subsucesiones {P (q′n)}n y {P (q′′n)} que convergen a x y a y respectivamente. Fijemos
q ∈ β. Por los lemas 2.2.13 y 2.2.14 tenemos entonces que P (γ(q, b)) ⊆ Nt(γ(P (β), x)) y que
P (γ(q, b)) ⊆ Nt(γ(P (β), y)). Sin embargo como x 6= y son puntos distintos de ∂Hn se sigue que
las geodésicas γ(P (q), x) y γ(P (q), y) son distintas con un punto en común, de donde las vecindades
tubulares Ns(γ(P (q), x) y Ns(γ(P (q), y) se intersectan en un compacto, se puede demostrar en el
modelo del disco que si dos geodésicas son distintas pero se intersectan en un punto, entonces se
intersectan en un compacto, basta suponer que en este modelo la intersección de las dos geodésicas
es el origen. Sin embargo esto contradice el hecho que P (γ(q, b)) está contenido en la intersección de
estas vecindades, ya que este conjunto es no acotado dado que P es una pseudoisometrı́a. De manera
similar se demuestra que {q−n}n∈N sólo tiene un punto de acumulación. Por lo tanto obtenemos el
inciso 1.).
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Paso 2. Suponga que {q′n}n∈Z es una familia tal que ĺımn→+∞ qn = a y ĺımn→−∞ qn = b. Entonces
podemos unir las dos familias {qn}n∈Z y {q′n}n∈Z para obtener otra familia {q′′n}n∈Z con las mismas
propiedades, de manera que del paso anterior obtenemos 2.).

Paso 3. Suponga, para obtener una contradicción, que P (a) = P (b). Podemos suponer que en el
modelo Πn,+ el punto P (a) = P (b) en ∂Πn,+ es el origen.

Sea t > 0 como en el lema 2.2.14. Fijemos q ∈ β. Podemos suponer que q ∈ [q−n, qn] para
todo n ∈ N. Tenemos que para cada n ∈ N existen an, bn ∈ ∂Hn tales que γ(q−n, qn) = γ(an, bn).
También como P es una pseudoisometrı́a, podemos suponer que P (q−n) 6= P (qn) para todo n ∈ N,
de donde para cada n ∈ N existen an, bn ∈ ∂Hn distintos tales que γ(P (q−n), P (qn)) = γ(an, bn)
como geodésicas orientadas. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que existen x, y ∈ ∂Hn

tales que an → x y bn → y, recuerde que ∂Hn es compacto. Hay dos casos:

x = y. En el modelo Πn,+ podemos suponer que x = y es el origen de Rn. Como am, bm → 0,
es fácil ver que la cúspide de la semicircunfencia euclidiana de Rn que es igual a γ(am, bm)
converge al origen cuando m→∞. Sea cm esta cúspide. Entonces el punto de Nt(γ(am, bm))
con más altura en Rn es el punto ym que está en la lı́nea euclidiana perpendicular a Rn−1×{0}
que pasa por cm, que está encima de cm y es tal que dΠn,+(cm, ym) = t. Sin embargo como cm
y ym están en la misma lı́nea vertical, tenemos de la proposición 1.1.18 que dΠn,+(cm, ym) =
ln((ym)n)− ln((cm)n), ya que (ym)n > (cm)n, de donde ln((ym)n) = ln((cm)n) + t, con lo
que como cm → 0, se sigue que (ym)n → 0 cuando m → ∞. Entonces como las primeras
n−1 coordenadas de cm y ym en Rn son iguales, obtenemos que ym → 0 cuandom→∞. Sin
embargo, esto contradice el hecho de que P (q) ∈ Nt(γ(P (q−m), P (qm))) = Nt(γ(am, bm))
para todo m ∈ N.

x 6= y. Por los lemas 2.2.11 y 2.2.14 tendremos entonces que P (qm) ∈ Nt(γ(x, y)) para todo
m ∈ Z. Como las sucesiones {P (qm)}m∈N y {P (q−m)}m∈N convergen a P (a) = P (b), se
debe tener que P (a) = P (b) es igual a x o a y, digamos que a x.

Sea {Xn}n∈Z una familia cubriente de Nt(γ(x, y)) que cumple las propiedades del lema con
respecto a c1 + 1, recordemos que c1 y c2 son las constantes de la pseudoisometrı́a P . Por el
paso 2 podemos tomar a la familia {qm}m∈Z de manera que cumpla que d(qm, ql) = |m − l|
para todo m, l ∈ Z.

Sea N ∈ Z tal que P (q0) ∈ XN . Afirmamos que p Xl ∩ {P (qm)}m∈N 6= ∅ para todo l ≥ N .
Suponga que no. Sea entonces M el mı́nimo > N tal que XM ∩ {P (qm)}m∈N = ∅. Como x
es punto de acumulación de

⋃
m∈NXm, {P (qm)}m∈N ⊆ Nt(γ(x, y)) y ĺımm→∞ P (qm) = x,

existe entonces un l ∈ N minimal tal que P (ql) ∈
⋃
m>M Xm, de donde por la definición deM

se debe tener que P (ql−1) ∈
⋃
m<M Xm, de donde por la construcción de la familia {Xm}m∈Z

debemos tener que d(P (ql−1), P (ql)) ≥ c1 + 1, pero esto contradice que d(P (ql−1), P (ql)) ≤
c1d(ql−1, ql) = c1. Similarmente se demuestra que para todo m > 0 tenemos que Xm ∩
{P (q−m)}m∈N 6= ∅.

Sea m > 0 tal que
2m

c1
− c2 > Diam(X0).
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Luego si tomamos k1, k2 ≥ m tales que P (qk1), P (q−k2) ∈ Xl para algún l ≥ N obtenemos

d(P (qk1), P (q−k2)) ≥ k1 + k2

c1
− c2 ≥

2m

c1
− c2

> Diam(X0) = Diam(Xl).

Esta contradicción final demuestra que P (a) y P (b) son distintos.

Paso 4. Sea q ∈ β. Como P (a) 6= P (b), P (qm) → P (a) y P (q−m) → P (b), tenemos que q ∈
[q−m, qm] para todo m > 0 lo suficientemente grande, y ası́ P (q) ∈ Nt([P (q−m), P (qm)]), de donde
obtenemos del lema 2.2.13 que P (q) ∈ Nt(γ(P (a), P (b))). Por lo tanto si A(β) es la geodésica
maximal orientada γ(P (a), P (b)), se sigue que si r := t+ 1, entonces

P (β) ⊆ Nt(A(β)) ⊆ Nr(A(β)).

�
La proposición 2.2.8 vale gracias a la curvatura particular de Hn. Esto se refleja en el siguiente

ejemplo:

Ejemplo 2.2.15. Considere la funcion f : R2 → R2 dada por f(x, y) := (x+ |y|/2, y). Veamos que
f es una pseudoisometrı́a.

Tenemos

d(f(x, y), f(x′, y′)) = d

((
x+
|y|
2
, y

)
,

(
x′ +

|y′|
2
, y

))
≤
∣∣∣∣x− x′ + |y||2| − |y′|2

∣∣∣∣+ |y − y′|

≤ |x− x′|+ 1/2||y| − |y′||+ |y − y′|
≤ |x− x′|+ 1/2|y − y′|+ |y − y′|
≤ 3/2(|x− x′|+ |y − y′|)

≤ 3

2

√
2 · d((x, y), (x′, y′)).

Por otro lado

d(f(x, y), f(x′, y′)) = d

((
x+
|y|
2
, y

)
,

(
x′ +

|y′|
2
, y

))
≥ máx

{∣∣∣∣x− x′ + |y||2| − |y′|2

∣∣∣∣ , |y − y′|}
≥ máx

{
|x− x′|+ 1

2
|y − y′|, |y − y′|

}
≥ máx

{
1

2
|x− x′|, 1

2
|y − y′|

}
≥ 1

2

1√
2
d((x, y), (x′, y′)).

Por lo tanto f es una pseudoisometrı́a.
Sin embargo, es claro que la imagen de la lı́nea x = 0 se envı́a a un subconjunto de R2 que no

está contenido en ninguna vecindad tubular de ninguna lı́nea de R2.
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Ahora podemos demostrar el resultado principal de este capı́tulo:
Demostración de la proposición 2.2.1: Ya definimos una función P : ∂Hn → ∂Hn, con la cual

definimos una función P : Hn → Hn como la unión de P y de P � ∂Hn. Afirmamos que P es
continua. Como P es continua al ser una pseudoisometrı́a, hay que verificar que P es continua en
∂Hn.

Suponga, para obtener una contradicción, que existe x ∈ ∂Hn y una sucesión {xm}m∈N de
elementos de Hn que convergen a x pero que P (xm) 9 P (x). Como Hn es homeomorfo a Dn

podemos suponer sin pérdida de generalidad que la sucesión P (xm) converge a un y ∈ ∂Hn distinto
de P (x).

Fijemos q ∈ Hn arbitrario. Por los lemas 2.2.13 y 2.2.14 se sigue que si η es el rayo geodésico que
sale de q y termina en x, entonces P (η) ⊆ Nt(γ(P (q), y)) ⊆ Nr(γ(P (q), y)), ya que P (xm) → y
y r > t, de donde si {qn}n∈N es una sucesión de elementos de η que converge a x, por los incisos
1 y 2 de la demostración de la proposición 2.2.8 tenemos que ĺımn→∞ P (qn) = P (x), de donde
como {P (qn)} ⊆ Nr(γ(P (q), y)), se debe tener que P (x) es punto lı́mite de Nr(γ(P (q), y)), con
lo que P (x) debe ser un extremo de γ(P (q), y), y como P (x) e y son distintos, tendremos que
γ(P (q), y) = γ(P (x), y), de donde como q ∈ Hn fue arbitrario, se sigue que

P (Hn) ⊆ Nr(γ(P (x), y)). (2.5)

Como P � ∂Hn es inyectiva, por el paso 3 de la demostración de la proposición 2.2.8, existen
z1, z2 ∈ ∂Hn tales que #{P (x), y, P (z1), P (z2)} = 4.

Luego las vecindades tubularesNr(γ(P (x), y)) yNr(γ(P (z1), P (z2))) se intersectan en a lo más
en subconjunto acotado. Sin embargoP (γ(z1, z2)) es un subconjunto no acotado deNr(γ(P (z1), P (z2))),
lo cual contradice (2.5).

Esta contradicción demuestra entonces que P : Hn → Hn es continua. �
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Capı́tulo 3

Simplejos ideales

En este capı́tulo veremos una caracterı́stica particular de la geometrı́a hiperbólica, la cual es que
la colección de volúmenes de los simplejos hiperbólicos ideales de dimensión n de Hn tiene un
máximo. Vamos a ilustrar el caso n = 3, el caso n = 2 es trivial, ya que todos los simplejos ideales
no degenerados de dimensión 2 de H2 tienen área π, ver [BP92, lema A.6.5]. El caso general se
demuestra en [Rat06, sección 11.4].

3.1. Simplejos ideales

Definición 3.1.1. Un subconjunto X de Hn es convexo si para cualesquiera par de puntos x, y ∈ X ,
el arco geodésico de Hn que sale de x y termina en y está contenido en X .

Note que la frontera de los subconjuntos convexos de H2 consiste de geodésicas, y se puede
demostrar por inducción sobre n ≥ 2 que la frontera de un subconjunto convexo de Hn consiste de
la unión de simplejos hiperbólicos de H , la clausura que se toma en Hn, donde H es un subespacio
hiperbólico de Hn de dimensión n− 1.

Definición 3.1.2. Un simplejo hiperbólico de Hn es un un subconjunto convexo de Hn cuya frontera
es la unión de un número finito de hipercaras, cuyos únicos puntos que pertenecen a ∂Hn son sus
vértices, y que como poliedro es combinatoriamente equivalente a ∆n.

Note que si u0, . . . , un ∈ Hn, entonces la imagen de la función de combinaciones convexas de
estos puntos, es decir, de la función σ(u0,...,un), recuerde la definición 1.1.38 y la nota 1.1.40.

Definición 3.1.3. 1. Un simplejo hiperbólico de Hn es ideal si todos sus vértices pertenecen a
∂Hn.

2. Un simplejo hiperbólico de Hn es regular si cualquier permutación de sus vértices es la res-
tricción de una extensión Hn → Hn de una isometrı́a de Hn.

Observación 3.1.4. Note que todo simplejo hiperbólico contenido en Hn está contenido en un sim-
plejo ideal, esto se debe a que en el modelo de Klein los simplejos hiperbólicos de Hn son simplejos
euclidianos, y todo simplejo euclidiano contenido en el disco unidad está contenido en un simplejo
euclidiano cuyos vértices están en la frontera de este disco.
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Lema 3.1.5. Sea σ un simplejo ideal de Πn,+ cuyos vértices son p1, . . . , pn e∞. Entonces σ es un
simplejo regular si y sólo si p1, . . . , pn forman un (n− 1)-simplejo euclidiano regular.

Demostración. (⇒) Veamos que los puntos p1, . . . , pn distan lo mismo en Rn. Basta demostrar que
dRn(p1, pj) es constante para j = 2, . . . , n. Podemos usar una translación por medio de un elemento
de Rn−1 × {0}, si es necesario, para suponer que p1 es el origen. Si i, j = 2, . . . , n son distintos,
entonces existe g ∈ I(Πn,+) que fija a ∞ y a pk, ∀k 6= i, j. En particular, como g fija a ∞, g es
igual a la composición de una isometrı́a euclidiana φ con una homotecia con valor λ > 0, sin pérdida
de generalidad podemos suponer que λ > 1, de otra manera tomamos la inversa de g. Como g fija
al origen, φ también debe fijarlo, y por lo tanto φ debe ser un elemento de O(n − 1). Por lo tanto
dRn(p1, pi) = dRn(p1, pj).

(⇐) Si i, j = 1, . . . , n son distintos, podemos tomar una isometrı́a de Rn−1 × {0} en sı́ mismo
que envı́e a pi en pj y que deje a los demás pk fijos. Luego podemos extender esta isometrı́a a un
único homeomorfismo Hn → Hn, que a su vez se restringe a una isometrı́a de Hn, y que fija a∞.

Finalmente, si tomamos i = 1, . . . , n, consideremos la inversión euclidiana i de Rn centrada en
pi y cuyo radio es la distancia de pi a cada uno de los demás p1, . . . , pn. Entonces i intercambia a∞
con pi y fija a los demás puntos p1, . . . , pn distintos de pi.

De los dos párrafos anteriores concluimos que p1, . . . , pn,∞ forman los vértices de un simplejo
ideal regular.

Ahora vamos a “parametrizar” a la colección de todos los simplejos ideales de H3, salvo trans-
lación por una isometrı́a. Sea T la colección de todas las clases por similitud de triángulos de R2.
Entonces T se puede considerar de manera natural como el cociente del conjunto

A := {(α, β, γ) : α, β, γ ≥ 0, α+ β + γ = π}

bajo la acción canónica del grupo de permutaciones S3 sobre este conjunto.
Vamos a ver que hay una biyección entre T y la colección de clases de simplejos ideales de H3

salvo isometrı́a.
Sea σ un simplejo ideal de H3. Sea p un vértice de σ. En el modelo D3 consideremos una ho-

roesfera S centrada en p que sólo intersecte a las caras de σ que son adyacentes a p. Entonces la
intersección de S con σ con la métrica que hereda de H3 es isométrica a un triángulo euclidiano, esto
se puede ver al usar el modelo Π3,+ al mover con una isometrı́a p a∞. Luego los ángulos internos
de la intersección S ∩σ suman π, y estos ángulos internos no dependen de la horobola que cumpla la
condición anterior que se elija, y son invariantes bajo traslaciones por isometrı́as, a estos ángulos los
llamaremos ángulos diédricos de σ en p. Por lo tanto se determina un único elemento T σp de T .

Se puede demostrar que para cualquier simplejo ideal σ de H3 tenemos que T σp = T σq en T para
todos los vértices p y q de σ, ver [BP92, Sección C.2], de donde obtenemos una biyección entre la
colección de clases de simplejos ideales bajo traslación por isometrı́as, y T , dada por

[σ] 7→ [(α(σ), β(σ), γ(σ))],

donde (α(σ), β(σ), γ(σ)) son los ángulos diedrales de cualquier vértices de σ, los cuales de ahora en
adelante llamaremos ángulos diedrales de σ.
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3.2. Volumen de simplejos hiperbólicos

Recordemos que toda variedad riemanniana orientada M tiene asociada una medida de volumen.
Es fácil ver de la fórmula de la forma volumen en términos locales de una métrica riemanniana, que
la forma volumen del modelo Πn,+ viene dada por

dvΠn,+ =
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

xnn
.

Además recordemos que el volumen de un boreliano A ⊆ Πn,+ viene dado por

VolΠn,+(A) =

∫
A

dx1 · · · dxn
xnn

.

Entonces por el teorema de representación de Riesz-Markov-Kakutani obtenemos que Vol es una
medida de Radon sobre los borelianos de M .

Note que para todo abierto A ⊆ Πn,+ tenemos que

VolΠn,+(A) =

∫
A

dx1 · · · dxn
xnn

(3.1)

donde la integral se toma con los coeficientes estándar de Rn.
El volumen de cualquier simplejo ideal de H3 se puede calcular en términos de sus ángulos

diedrales usando la función de Lobachevsky:
Definimos para cada θ ∈ R

Λ(θ) := −
∫ θ

0
log |2 sin(t)|dt,

la cual llamamos función de Lobachevsky.
Note que esta función está bien definida, ya que su convergencia se puede comparar con la con-

vergencia de la integral −
∫ θ

0 log(t)dt.
Se puede demostrar que la función de Lobachevsky tiene las siguientes propiedades:

Proposición 3.2.1. 1. Λ es continua.

2. Λ es diferenciable en todo R menos en los múltiplos enteros de π.

3. Λ tiene periodo π.

La demostración de esto está en [BP92, Proposición C.2.7].

Teorema 3.2.2 (Fórmula de Lobachevsky). Suponga que σ es un tetraedro ideal de H3 cuyos ángulos
diédricos son α, β y γ. Entonces

Vol(σ) = Λ(α) + Λ(β) + Λ(γ).

La demostración de este hecho también está en [BP92, Proposición C.2.8], esto lo demostró Mil-
nor en [Thu+80, Capı́tulo 7], y lo publicó bajo su nombre en [Mil82]. Aunque la demostración no es
difı́cil, sólo son cuentas de cálculo vectorial, es algo tediosa y poco ilustrativa.
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Teorema 3.2.3. De entre todos los simplejos hiperbólicos de H3 los simplejos ideales regulares son
los de volumen maximal.

Demostración. Note que cada simplejo hiperbólico está contenido en un simplejo hiperbólico ideal,
sea σ un simplejo hiperbólico de Hn con vértices v0, . . . , vn, fijemos p en el interior de σ, entonces
si consideramos el extremo v′i ∈ ∂Hn del rayo geodésico que sale de p y pasa por vi, entonces el
simplejo hiperbólico ideal cuyos vértices son v′0, . . . , v

′
n contiene a σ, esto es inmediato en el modelo

de Klein si suponemos que p es el origen.
Queremos hallar el máximo de la función (α, β, γ) 7→ Λ(α) + Λ(β) + Λ(γ) para todos los

α, β, γ ≥ 0 tales que α+ β + γ = π. Esto es equivalente a hallar el máximo de la función (α, β) 7→
Λ(α) + Λ(β) + Λ(π−α− β) definida en el conjunto {(α, β) : α, β ≥ 0, α+ β ≤ π}. Note que esta
función es al menos C1 y positiva en el interior de su dominio, el cual es compacto, y esta función es
cero en la frontera de su dominio, de donde esta función tiene máximo en el interior de su dominio,
y además para hallarlo hay que encontrar los puntos del interior de su dominio donde su gradiente se
anula. Tenemos que este gradiente se anula en el punto (α, β), del interior del dominio, si y sólo si se
cumple que {

Λ′(α) = Λ′(π − α− β)

Λ′(β) = Λ′(π − α− β),

y esto sucede, por la construcción de Λ, si y sólo si{
sen(α) = sen(π − α− β)

sen(β) = sen(π − α− β),

y como 0 < α, β < π, esto sucede si y sólo si α = π/3 = β, de donde obtenemos nuestra afirmación.

También se puede demostrar, para cada n ≥ 2, que un simplejo regular ideal de Hn es un simplejo
hiperbólico de Hn de volumen maximal, esto se demuestra en [Rat06, Sección 11.4], y se demostró
por primera vez en [HM81].

Notación 3.2.4. Para cada n ≥ 2, denotaremos por vn el volumen de cualquier simplejo ideal regular
de Hn.

Para finalizar, enunciamos un resultado que usaremos más adelante:

Teorema 3.2.5. La función (Hn)n+1 → R≥0 que asigna a cada tupla (v0, . . . , vn) el volumen del
simplejo hiperbólico cuyos vértices son los puntos de esta tupla es una función continua.

Una demostración de esta afirmación se encuentra en [Rat06, Teorema 11.4.2].
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Capı́tulo 4

Norma de Gromov

En este capı́tulo daremos el siguiente paso de la demostración del teorema de rigidez de Mostow
usando la noción de norma de Gromov:

Proposición 4.0.1. SeanM1
∼= Hn/Γ1 yM2

∼= Hn/Γ2 variedades hiperbólicas compactas. Suponga
que P : Hn → Hn es una pseudoisometrı́a que induce una equivalencia homotópica M1 → M2.
Entonces la extensión P : Hn → Hn envı́a vértices de simplejos ideales regulares en vértices de
simplejos ideales regulares.

En capı́tulos posteriores veremos que P � ∂Hn → ∂Hn es la signatura de una isometrı́a de Hn, y
con esta isometrı́a construiremos la isometrı́a entre M1 y M2.

La mayorı́a del material que aparece en este capı́tulo se toma de [BP92, Capı́tulo C], la cual a su
vez se basa en la demostración dada en [Thu+80, Capı́tulo 6]. Sin embargo, hay muchas afirmaciones
dadas en este capı́tulo de este texto, sobre todo hechos acerca de la geometrı́a de Hn, y en este capı́tulo
hemos hecho un esfuerzo por demostrar todas las afirmaciones que se han encontrado en el camino.

Hemos decidido basarnos en esta demostración en vez de la de [Thu+80], ya que esta última, la
cual es mucho más corta, no es nada elemental.

La demostración de la existencia de la pseudoisometrı́a en la proposición anterior se basa en
[Tuk85, Lema 3.4].

4.1. Norma de Gromov

4.1.1. Clase fundamental de una variedad suave cerrada

Recordemos que si Mn es una variedad hiperbólica cerrada orientada, entonces M tiene una
triangulación simplicial C∞, para nosotros, en las triangulaciones simpliciales los simplejos están
encajados. Esto es un caso particular de un teorema mucho más general:

Teorema 4.1.1 (Cairns, Whitehead). Cualquier variedad suave tiene una triangulación simplicial
C∞, y cualquier triangulación C∞ de la frontera de una variedad suave se puede extender a una
triangulación simplicial C∞ de toda la variedad.

Sea Mn una variedad C∞ compacta, orientada, con frontera no necesariamente vacı́a. Sea K una
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triangulación simplicial C∞ de M . Considere la cadena de M dada por

cK :=
∑
σ∈K

dim(σ)=n

sgn(σ) · σ,

donde

sng(σ) =

{
+ si σ como función ∆n →M preserva orientación.

− de otra manera.

Esto está bien definido porque cada simplejo de K está encajado de manera suave en M .
Sea τ un simplejo de K de dimensión n − 1 que no está contenido en ∂M . Entonces τ es la

cara de dos elementos de K σ1 y σ2 de dimensión n. Se puede demostrar que τ aparece con signos
opuestos en ∂σ por la construcción de cK teniendo en cuenta los signos de sus simplejos, de lo cual se
deduce que cK es un ciclo de la homologı́a simplicial de (K, ∂K), donde ∂K es la subtriangulación
de K de ∂M . También se puede demostrar que si c es una cadena de Cn(K, ∂K), entonces c es un
ciclo si y sólo si es un múltiplo entero de cK , ver [Mor01, Capı́tulo 3], de donde Hn(K, ∂K) ∼= Z
y la clase de cK en Hn(K, ∂K) es un generador. Como la inclusión del complejo de cadenas de la
triangulación simplicial en el complejo de cadenas singulares de (M,∂M) induce un isomorfismo en
homologı́a, se sigue que la clase de cK en Hn(M,∂M) es un generador de este grupo.

Definición 4.1.2. Definimos la clase fundamental de M , la cual denotamos por [M ], como la clase
en Hn(M,∂M) de cK .

Note que en principio [M ] parece depender de la triangulación K de M , sin embargo, si L es
otra triangulación simplicial de M , y construimos la clase cL como se indicó anteriormente teniendo
en cuenta la orientación de M . Note que tanto [cK ] y [cL] son generadores de Hn(M,∂M) ∼= Z, de
donde [cK ] = ±[cL]. Sin embargo, es fácil ver con la definición de integración sobre cadenas que∫

cK

dvM = Vol(M) =

∫
cL

dvM ,

con lo que [cK ] = [cL], y por lo tanto [M ] está bien definida y sólo depende de su orientación. Note
que [−M ] = −[M ].

4.1.2. Definición norma de Gromov

SeaX un espacio topológico. Llamaremos norma de Gromov a la norma l1 del espacio vectorial
Ck(X;R) con respecto a la base de todas las funciones continuas ∆n → X , y la denotaremos por
||c|| para cada c ∈ Ck(X;R).

Ahora dado k ≥ 0 yX un espacio topológico, si z ∈ Hk(X;R), definimos la norma de Gromov
de z como

||z|| := ı́nf{||c|| : c ∈ Zk(X;R) y [c] = z}.

Note que en este caso || · || es sólo una seminorma.
Ahora, seaMn una variedad suave. Como R es un grupo abeliano divisible, se sigue que Tor(G,R) =

0 para todo grupo abeliano G; ver [Bre93, Sección V.6], de donde por el teorema de coeficientes uni-
versales, ver [Bre93, Sección V.7], obtenemos que la función

Hn(M,∂M ;Z)⊗ R→ Hn(M,∂M ;R)
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∑
i

[αi]⊗ ri 7→
∑
i

[ri · αi]

es un isomorfismo, de donde podemos considerar a [M ] ∈ Hn(M ; ∂M) como el elemento de
Hn(M,∂M ;R) que es imagen de [M ]⊗ 1 bajo la función de arriba.

La norma de Gromov de una variedad suave orientada M se define como la norma de Gromov
de la clase fundamental de M , y la denotamos por ||M ||, es decir, ||M || := ||[M ]||.

Note que si Mn es una variedad compacta orientada y K es una triangulación, entonces para el
ciclo cK , cuya clase pertenece a Hn(M,∂;R), tenemos que ||cK || es igual al número de simplejos de
K de dimensión n, de donde podemos ver a la norma de Gromov de M como “el número óptimo de
simplejos” de los ciclos de M que representan a la clase fundamental de M .

Podemos calcular la norma de Gromov de algunas variedades suaves orientadas usando los si-
guientes hechos:

Observación 4.1.3. Si f : X → Y es una función continua entre dos espacios topológicos y z ∈
Hk(X;R), entonces

||f∗(z)|| ≤ ||z||.

Esto se debe a que si c =
∑

i aiσi es una cadena de X tal que [c] = z, entonces
∑

i ai(σi ◦ f) es una
cadena que representa a f∗(z), de donde obtenemos la desigualdad.

Proposición 4.1.4. Si M es una variedad topológica, orientada y cerrada, y existe una función f :
M →M tal que | grado(f)| ≥ 2, entonces ||M || = 0.

Demostración. Tenemos que

||M || = ||[M ]|| ≥ ||f∗([M ])||
= || grad(f) · [M ]|| = | grado(f)| · ||[M ]||
≥ 2 · ||[M ]||,

note que la igualdad de la segunda lı́nea vale dado que R es un grupo divisible.

Ejemplo 4.1.5. La función S1 → S1 dada por z 7→ z2 es una función de grado 2, y ası́ ||S1|| = 0.
Para todo n ≥ 2 existe una función de Sn en sı́ mismo de grado 2:

,

y ası́ ||Sn|| = 0 para todo n ≥ 2.

Ejemplo 4.1.6. Para cada n ≥ 2 tenemos que el n-toro Tn es un espacio cubriente doble de sı́ mismo,
dado que S1 es un espacio cubriente doble de sı́ mismo. Por lo tanto ||Tn|| = 0 para todo n ≥ 2.
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4.2. Norma de Gromov de una variedad hiperbólica

Sin embargo, para las variedades hiperbólicas cerradas tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.2.1. Si M es una variedad hiperbólica, orientada y cerrada, entonces

||M || = Vol(M)

vn
. (4.1)

Recordemos que vn es el volumen de cualquier simplejo ideal regular de Hn, y que este volumen
es maximal entre la colección de todos los volúmenes de todos los simplejos hiperbólicos de Hn.

Este teorema lo demostraremos a lo largo de una buena porción del capı́tulo.
Este hecho implica que el volumen es un invariante topológico entre variedades hiperbólicas

cerradas de la misma dimensión. Usando esta igualdad, vamos a demostrar el hecho principal de este
capı́tulo que es la proposición 4.0.1.

4.2.1. ||M || ≥ Vol(M)/vn

Para demostrar que ||M || ≥ Vol(M)/vn, debemos definir el enderezamiento de un simplejo de
Hn.

Recordemos la definición de combinaciones convexas que vimos en el primer capı́tulo (ver defini-
ción 1.1.38), recordemos que si u0, . . . , um ∈ Hn, la función de combinaciones convexas hiperbólicas
de estos puntos la denotamos por σ(u0,...,um) : ∆m → Hn.

Sea M ∼= Hn/Γ una variedad hiperbólica completa, con proyección correspondiente π : Hn →
Hn/Γ.

Definición 4.2.2. Un simplejoϕ : ∆m →M es recto siϕ = π◦σ(u0,...,um) para algunos u0, . . . , um ∈
Hn. Un elemento de Cm(M ;R) es recto si se puede escribir como combinación lineal de simplejos
rectos.

Veremos que todo ciclo de M es homólogo a un ciclo recto usando la siguiente construcción:

Definición 4.2.3. Sea σ : ∆m → M continua. Sea σ̂ : ∆m → Hn un levantamiento de σ por medio
de la función cubriente π, esto se puede hacer porque ∆m es simplemente conexo. Sea ui := σ̂(ei)
para cada i = 0, . . . ,m. Definimos entonces el enderezamiento de σ como σ̃ := π ◦ σ(u0,...,um). Si
Cm(M ;R) 3 c =

∑
i aiσi es una cadena de M , definimos el enderezamiento de c como la cadena

c̃ :=
∑

i aiσ̃i.

Proposición 4.2.4. La definición del enderezamiento de un simplejo σ : ∆m → M no depende del
levantamiento ∆m → Hn de σ que se use.

Demostración. Sean σ̂, σ : ∆m → In dos levantamientos de σ. Luego existe γ ∈ π1(M) tal que
σ̂ = γ ◦ σ. Sean ûi := σ̂(ei) y ũi := σ(ei) para cada i = 0, . . . ,m. Luego ûi = γ(ui). Para cada
(t0, . . . , tm) ∈ ∆m tenemos por la proposición 1.1.39 que

γ ◦ σ(û0,...,ûm) = σ(γ(û0),...,γ(ûm)) = σ(u0,...,um),

de donde
π ◦ σ(u0,...,um) = π ◦ γ ◦ σ(û0,...,ûm) = π ◦ σ(û0,...,ûm).
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Recordemos las funciones de cara F i : ∆m−1 → ∆m dadas por

(t0, . . . , tm−1) 7→ (t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tm−1)

para cada i = 0, . . . ,m. Entonces la imagen de F i es la i-ésima cara de ∆m, la cual notaremos por
Ci. Cada F i es un encaje topológico.

Observación 4.2.5. Si ϕ = π ◦ σ(u0,...,un) es un simplejo recto, tendremos que como π es una

isometrı́a local,
∣∣∣∫ϕ dvM ∣∣∣ = Vol(σ(u0,...,un)) ≤ vn por el teorema 3.2.3.

Proposición 4.2.6. Suponga que c ∈ Cm(M ;R) es un ciclo. Entonces c̃ es un ciclo de M homólogo
a c.

Demostración. Como el enderezamiento de cualquier simplejo σ : ∆m → M sólo depende de los
puntos σ(ei) ∈ M para i = 0, . . . ,m, se sigue entonces que para cualquier cadena c ∈ C∗(M ;R)
tenemos que ∂̃c = ∂c̃. Por lo tanto si c es un ciclo, c̃ también lo es.

Sea σ : ∆m →M continua. Sea σ̂ : ∆m → Hn un levantamiento de σ. Sea ui = σ̂(ei) para cada
i = 0, . . . ,m. Entonces tenemos la siguiente homotopı́a entre σ(u0,...,um) y σ, usando combinaciones
convexas hiperbólicas:

(t, s) 7→ π((1− s)σ̃(t) + sσ(u0,...,um)(t)), (4.2)

aquı́ estamos usando la notación de combinaciones convexas (1.1.40), para todo (t, s) ∈ ∆m× [0, 1].

Suponga que c =
∑k

i=1 aiϕi, con ϕi 6= ϕj si i 6= j. Considere el CW-complejo X̃ que viene
dado como el espacio cociente de la unión disyunta

X :=
k⋃
i=1

∆m × {i},

al pegar la cara k del simplejo i con la cara l del simplejo j si y sólo si ϕi ◦F k = ϕj ◦F l, por medio
de la composición

Ck × {i}
F−1
k−−→ ∆m−1 Fl−→ Cl × {j}.

Considere para cada i = 1, . . . , k la función ιi que es la composición ∆m Id−→ ∆m × {i} π−→ X̃ ,
donde π es la función cociente X → X̃ . Por la forma en que se construyó X̃ tenemos entonces que
como c es un ciclo de Cm(M ;R), la cadena c′ :=

∑k
i=1 aiιi es un ciclo de Cm(X̃;R); dos elementos

en ∂c′ se anulan si los elementos correspondientes de ∂c se anulan.

Considere las funciones X
f,g−−→ M dadas por f := ∪ki=1ϕi y g := ∪ki=1ϕ̃i. Por la construcción

de X̃ y de cada ϕ̃i se sigue que f, g pasan al cociente como funciones f̃ , g̃ : X̃ → M , note que
ϕ̃i ◦ F k = ϕ̃j ◦ F l si ϕi ◦ F k = ϕj ◦ F l.

Es fácil ver que f̃#([c′]) = [c] y g̃#([c′]) = [c̃] en Hm(M ;R). También es fácil ver que las
homotopı́as (4.2) dan una homotopı́a entre las funciones f y g, y esta homotopı́a pasa a una homotopı́a
entre las funciones f̃ , g̃ : X̃ → M , esta homotopı́a ”pasa” al cociente X̃ dado que f̃ y g̃ “pasan” a
este cociente por la forma que tiene la homotopı́a (4.2).

Por lo tanto [c] = f̃#([c′]) = g̃#([c′]) = [c̃].
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Observación 4.2.7. Para demostrar la desigualdad ||M || ≥ Vol(M)
vn

basta demostrar que ||c|| ≥
Vol(M)
vn

para cualquier ciclo recto c ∈ Hn(M ;R) tal que [c] = [M ], ya que si c =
∑k

i=1 aiϕi
con ϕi 6= ϕj si i 6= j, tendremos que [c̃] = [c] = [M ] por la proposición anterior, y

‖c‖ =

∥∥∥∥∥
k∑
i=1

aiϕi

∥∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥∥

k∑
i=1

aiϕ̃i

∥∥∥∥∥ = ‖c̃‖,

donde la última desigualdad sale de que puede pasar que ϕ̃i = ϕ̃j para algunos i 6= j.

Proposición 4.2.8. Para toda variedad cerrada hiperbólica M tenemos

||M || ≥ Vol(M)

vn
. (4.3)

Demostración. Por la observación anterior tomamos c ∈ Cn(M ;R) un ciclo recto homólogo a [M ]
arbitrario. Si c =

∑
i aiϕi, con ϕj 6= ϕk si j 6= k, tenemos:

Vol(M) =

∫
[M ]

dvM =

∫
c
dvM

=
∑
i

ai

∫
ϕi

dvM =

∣∣∣∣∣∑
i

ai

∫
ϕi

dvM

∣∣∣∣∣
≤
∑
i

|ai|
∣∣∣∣∫
ϕi

dvM

∣∣∣∣ ≤∑
i

|ai| · vn

= ||c|| · vn.

Donde la desigualdad de la tercera lı́nea sale del teorema 4.2.5.

De esta desigualdad obtenemos las siguientes consecuencias topológicas interesantes, las cuales
no usaremos durante el documento.

Corolario 4.2.9. Si M es una variedad cerrada, orientable e hiperbólica, entonces para todo f ∈
C0(M,M) tenemos | deg(f)| ≤ 1.

Demostración. Esto es consecuencia de la proposición anterior y la proposición 4.1.4.

Corolario 4.2.10. Las colecciones {3−variedades cerradas de Seifert} y {3−variedades cerradas
hiperbólicas} son disjuntas.

Demostración. Si M es una 3-variedad de Seifert cerrada y orientada, entonces usando una de sus
fibraciones podemos construir un homeomorfismo de ella en sı́ misma de grado con valor absoluto
≥ 2. Por lo tanto M no puede ser hiperbólica.

Si M es una variedad de Seifert no orientable, su doble cubierta orientable M̃ es también de
Seifert [JS79, Lema II.6.1]. Por lo tanto obtenemos el resultado del párrafo y la proposición anteriores.
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4.2.2. Unimodularidad de I(Hn)

Para demostrar la desigualdad ||M || ≤ Vol(M)/vn necesitamos usar la medida de Haar in-
variante por la izquierda de I(Hn) y demostrar que también es invariante por la derecha, estamos
considerando la estructura de natural de grupo de Lie, en el apéndice veremos que I(Hn) tiene una
estructura de grupo de Lie de manera que para todo x ∈ Hn la función I(Hn) → Hn de evaluación
en el punto x sea diferenciable.

Recordemos algunas nociones de grupos de Lie:
Una medida de Haar de G invariante por la izquierda es una medida de Radon sobre G que

cumple
µ(gX) = µ(X) , ∀g ∈ G, ∀X ∈ Borel(G).

De manera similar se puede definir una medida de Haar invariante por la derecha.
En el apéndice se verá que todo grupo de Lie tiene una medida de Haar invariante por la izquierda,

que es única salvo múltiplo.
G es unimodular si tiene una medida de Haar que es invariante por la izquierda y por la derecha.

Proposición 4.2.11. I(In) es un grupo de Lie unimodular.

En [BP92, Proposición C.4.11] se demuestra este teorema usando algunos hechos de grupos de
Lie. En el apéndice de este documento demostraremos los casos n = 2, 3 de este teorema usando
geometrı́a diferencial básica.

Fijemos entonces una medida unimodular µ de I(Hn).

Teorema 4.2.12. Podemos tomar una medida unimodular µ de I(Hn) que cumpla que

µ{δ ∈ I(Hn) : δ(x) ∈ A} = Vol(A)

para todo x ∈ Hn y para cada boreliano A de Hn.

Demostración. Para cada x ∈ Hn, sea Ix(Hn) el estabilizador de x de la acción de evaluación
I(Hn) y Hn. Es fácil ver, usando el modelo del disco de Poincaré y la clasificación de sus isometrı́as,
ver los teoremas 1.1.12 y 1.1.14, que Ix(Hn) es isomorfo a O(n).

Note que el homeomorfismo I(Hn)/Ix(Hn) → Hn dado por [g] 7→ g(x), respecta la acción de
clases laterales izquierdas I(Hn) y I(Hn)/Ix(Hn) y la acción I(Hn) y Hn de evaluación.

Como Ix(Hn) es un subgrupo compacto de I(Hn), entonces es unimododular por el corolario
A.0.6, y como I(Hn), se sigue que, salvo múltiplo positivo, existe una única medida de Radon sobre
I(Hn)/Ix(Hn) invariante bajo la acción de I(Hn), ver [Kna02, Teorema 8.36]. Como las dos medi-
das indicadas en la igualdad de este teorema son ambas invariantes por la izquierda, se sigue entonces
que las medidas µ y Vol difieren sólo por multiplicación por un real positivo.

4.2.3. ||M || ≤ Vol(M)/vn

Para demostrar esta desigualdad, durante el resto de esta subsección construiremos para cada
ε > 0 un ciclo que cumpla las condiciones de la siguiente observación:
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Lema 4.2.13. Para demostrar que ||M || ≤ Vol(M)
vn

, basta demostrar que para todo ε > 0 existe un
ciclo recto

∑n
i=1 aiϕi que representa a [M ] tal que

sgn(ai)

∫
ϕi

dvM ≥ vn − ε, ∀i.

Demostración. Tenemos

Vol(M) =
n∑
i=1

ai

∫
ϕi

dvM =
n∑
i=1

|ai| signo(ai)

∫
ϕi

dvM ≥ (vn − ε)
n∑
i=1

|ai| ≥ (vn − ε)||M ||.

Donde la primera igualdad sale del hecho de que [M ] = [
∑

i aiϕi], de la definición del volumen de
una variedad riemanniana orientada, y del corolario del teorema de Stokes para cadenas, de donde
como ε > 0 fue arbitrario, obtenemos la desigualdad.

En lo que resta del capı́tulo se demostrará que para todo ε > 0, existe un ciclo recto que cumple
las condiciones del lema anterior. Antes de demostrar esto, necesitamos varios preliminares.

Proposición 4.2.14. Sean x, y ∈ Hn distintos. Entonces el conjunto

{z ∈ Hn : d(x, z) = d(y, z)}

es un subespacio hiperbólico de Hn de dimensión n− 1.

Demostración. En el modelo Dn suponemos que x = 0. Si y′ es tal que d(0, y) = d(0, y′), entonces
existe A ∈ O(n) tal que A(y) = y′, de donde en Hn tenemos que para todo x, y, y′ ∈ Hn tales que
d(x, y) = d(x, y′) existe f ∈ I(Hn) tal que f(x) = x y f(y) = y′, de donde como en el modelo
Πn,+ existe y′ tal que d(x, y) = d(x, y′) y tal que y′ está la misma altura de x, entonces podemos
suponer sin pérdida de generalidad que x e y tienen la misma altura en el modelo Πn,+.

En Πn,+ seaH el hiperplano superior euclidiano de dimensión n−1 perpendicular a Rn−1×{0}
que pasa por el punto medio del arco geodésico [x, y] y que es perpendicular a este arco.

Entonces H es también el hiperplano euclidiano superior de Rn de dimensión n− 1 que pasa por
el punto medio del arco euclidiano [x, y] y que es perpendicular a este arco, recuerde que x e y tienen
la misma altura, de donde H es igual al conjunto

{z ∈ Πn,+ : ||x− z||Rn = ||y − z||Rn}.

Como xn = yn, obtenemos entonces de la fórmula de la distancia del modelo Πn,+, ver proposición
1.1.18, que entonces H es igual al conjunto

{z ∈ Πn,+ : dΠn,+(x, z) = dΠn,+(y, z)},

y esto demuestra la afirmación.

Proposición 4.2.15. Sean u0, . . . , un ∈ Hn. Entonces la envolvente convexa de estos puntos es un
simplejo regular si y sólo si d(ui, uj) es constante para i 6= j.

Demostración. (⇒) Trivial.
(⇐) Sean i, j = 0, . . . , n distintos. Sea H el subespacio hiperbólico de Hn de dimensión n − 1

que consiste de todos los z ∈ Hn tales que d(z, ui) = d(z, uj). Entonces {uk : k 6= i, j} ⊆ H . Luego
si ϕ es la reflexión de Hn con respecto al hiperplano H , tendremos que ϕ(ui) = uj y ϕ(uk) = uk
para k 6= i, j.
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Para cada R > 0 considere

S(R) := {(u0, . . . , un) ∈ (Hn)n+1 : d(ui, uj) = R,∀i 6= j}.

Entonces tenemos una acción de I(Hn) sobre S(R) dada por

g · (u0, . . . , un) 7→ (g(u0), . . . , g(un)),

∀g ∈ I(Hn), ∀(u0, . . . , un) ∈ S(R).
Sean w0, . . . , wn ∈ ∂Dn los vértices de un simplejo euclidiano regular centrado en el origen.

Ahora, para cada R > 0, sea (uR0 , . . . , u
R
n ) ∈ (Dn)n+1 el único elemento de S(R) tal que uRi per-

tenece al rayo geodésico [0, wi), para todo i = 0, . . . , n. Note entonces que la combinación convexa
hiperbólica

1

n+ 1
uR0 + · · ·+ 1

n+ 1
uRn (4.4)

es el origen, ya que hay un único punto de Dn que fijan todas las extensiones de las permutaciones
de los puntos uR0 , . . . , u

R
n a elementos de I(Hn), y por la construcción de estos puntos se debe tener

que es el origen, recuerde que como los pesos de la combinación convexa son iguales, este punto
es invariante bajo las isometrı́as que permuten a los puntos uR0 , . . . , u

R
n por la proposición 1.1.39.

Veamos algunas propiedades de los elementos de S(R).

Proposición 4.2.16. La acción I(Hn) y S(R) es transitiva.

Demostración. Sea (u0, . . . , un) ∈ S(R). En el modelo Dn podemos tomar usar una isometrı́a para
suponer que la combinación convexa hiperbólica

c :=
1

n+ 1
u0 + · · ·+ 1

n+ 1
un

sea el origen.
Cualquier permutación de los puntos u0, . . . , un es restricción de una isometrı́a de Hn por la

proposición anterior. Cada una de estas isometrı́as fijan a c por la proposición 1.1.39, i.e., fijan al
origen, de donde cada una de estas isometrı́as son restricciones a Dn de elementos de O(n) por las
proposiciones 1.1.12 y 1.1.14. Por lo tanto los puntos dados son los vértices de un simplejo regular
euclidiano centrado en el origen en Rn.

Finalmente, podemos tomar los vértices de este simplejo y usar un elemento O(n) para mover la
tupla (u0, . . . , un) a la tupla (uR0 , . . . , u

R
n ).

Proposición 4.2.17. Si (u0, . . . , un) ∈ S(R), entonces los puntos u0, . . . , un están en posición ge-
neral.

Demostración. Como (uR0 , . . . , u
R
n ) son los vértices de un hipertetraedro regular euclidiano, entonces

los puntos uR0 , . . . , u
R
n están en posición general en Rn, i.e., no pertenecen a un subespacio vectorial

de dimensión ≤ n− 1.
Entonces los puntos uR0 , . . . , u

R
n deben estar en posición general en Hn. De otra manera, sea H

un subespacio hiperbólico de dimensión ≤ n − 1 que contenga a estos puntos. Por (4.4) tenemos
entonces que el origen está contenido en H , de donde por la proposición 1.1.24 H es la intersección
de Dn con un subespacio vectorial de Rn de dimensión≤ n−1, pero esto contradirı́a la primera parte
de la demostración.

Finalmente, si (u0, . . . , un) ∈ S(R), (u0, . . . , un) se obtiene a partir de (uR0 , . . . , u
R
n ) por medio

de una isometrı́a, de donde u0, . . . , un están en posición general.
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Proposición 4.2.18. La acción I(Hn) y S(R) es libre.

Demostración. Suponga que (u0, . . . , un) ∈ S(R) y que g ∈ I(Hn) son tales que g · (u0, . . . , un) =
(u0, . . . , un).

En el modelo In, los puntos u0, . . . , un forman un subconjunto linealmente independiente de
Rn+1 por la proposición anterior. Como g es la restricción de un elemento de GL(n + 1;R), esto
implica que este elemento debe ser la identidad.

Para cadaR > 0 sea V (R) el volumen de la envolvente convexa de cualesquiera puntos u0, . . . , un
tales que (u0, . . . , un) ∈ S(R), por la proposición 4.2.18, este real está bien definido.

Para cada R > 0 y para cada (u0, . . . , un) ∈ S(R) tenemos por la proposición 4.2.17 y la
proposición 1.1.42 que la función σ(u0,...,un) : ∆n → Hn preserva o invierte la orientación. Definimos

S+(R) := {(u0, . . . , un) ∈ S(R) : σ(u0,...,un) preserva orientación}.

De manera análoga se define S−(R).

Proposición 4.2.19. Tenemos que en Hn, ĺımR→∞ V (R) = vn.

Demostración. Indicamos dos maneras de demostrar esta afirmación.
La primera es notar que por la construcción que hicimos tenemos que uRi → wi en Hn para cada

i, y luego usar el teorema 3.2.5.
Otra manera es notar que la construcción de las tuplas (uR0 , . . . , u

R
n ) en el modelo de Klein dan las

mismas tuplas que en el modelo del disco. En el modelo de Klein tenemos que el simplejo hiperbólico
con vértices uR0 , . . . , u

R
n es igual al simplejo euclidiano con los mismos vértices, y lo mismo sucede

para los puntos w0, . . . , wn. Es fácil ver entonces que en este modelo tenemos que el interior del sim-
plejo hiperbólico cuyos vértices sonw0, . . . , wn es igual a la unión de todos los simplejos hiperbólicos
cuyos vértices son uR0 , . . . , u

R
n cuando R recorre todos los reales positivos, de donde como las caras

de cualquier simplejo hiperbólico tienen medida cero, obtenemos entonces la afirmación.

Recordemos que tenemos una medida de Haar µ sobre el grupo de Lie I(Hn), que es invariante
por la izquierda y por la derecha. Definimos una medida m sobre S(R) por

m(A) := µ({g ∈ I(Hn) : (g(uR0 ), . . . , g(uRn )) ∈ A},

para A ⊆ S(R) adecuados. Note que como µ es unimodular y Γ y S(R) es transitiva, obtenemos la
misma medida si tomamos otro elemento de S(R).

Nota 4.2.20. Note que esta definición sólo tiene sentido cuando {g ∈ I(Hn) : (g(uR0 ), . . . , g(uRn )) ∈
A} es un boreliano de I(Hn).

Ya podemos terminar la demostración del teorema 4.2.1:

Proposición 4.2.21. Para toda variedad cerrada hiperbólica orientada Mn tenemos

||M || ≤ Vol(M)

vn
.
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Demostración. Sea Γ ≤ I+(Hn) tal que M ∼= Hn/Γ, y sea π : Hn → Hn/Γ la proyección corres-
pondiente. Tenemos una acción Γ y Γn+1 dada por

γ · (γ0, . . . , γn) := (γγ0, . . . , γγn).

Sea Ω el cociente de de Γn+1 con respecto a esta acción.
Sea D un subconjunto compacto convexo de Hn que sea un dominio fundamental con respecto al

subgrupo Γ de I(Hn). Como M es compacto, entonces obtenemos que D es un convexo compacto.
Denotamos su diámetro por d. Fijamos un punto w ∈ Int(D).

Para ω = [(γ0, . . . , γn)], definimos

σω := π ◦ σ(γ0(w),...,γn(w)).

La demostración de la proposición 4.2.4 prueba que σω no depende del representante de ω. Defi-
nimos también para cada R > 0 un número real aR+(ω) ≥ 0 dado por

aR+(ω) := m({(u0, . . . , un) ∈ S+(R) : ui ∈ γi(D), ∀i}).

De manera análoga se define a−(R). Note que

m({(u0, . . . , un) ∈ S+(R) : ui ∈ γi(D),∀i}) = µ({g ∈ I+(Hn) : g(uRi ) ∈ γi(D), ∀i}),

y el conjunto de la derecha es un cerrado de I(Hn), y por lo tanto es medible. La definición de aR+(ω)
no depende del representante de ω ya que si γ ∈ Γ tenemos

m({(u0, . . . , un) ∈ S+(R) : ui ∈ γγi(D),∀i}) = µ({g ∈ I+(Hn) : g(uRi ) ∈ γγi(D)})
= µ({g ∈ I+(Hn) : γ−1g(uRi ) ∈ γi(D)}) = µ(γ−1{g ∈ I+(Hn) : γ−1g(uRi ) ∈ γi(D)})

= µ({γ−1g ∈ I+(Hn) : γ−1g(uRi ) ∈ γi(D)}) = µ({g ∈ I+(Hn) : g(uRi ) ∈ γi(D)})
= m({(u0, . . . , un) ∈ S+(R) : ui ∈ γi(D), ∀i}),

note que utilizamos la invarianza de µ por la izquierda.
Finalmente aR+(ω) <∞, ya que

{g ∈ I(Hn) : g(uRi ) ∈ γi(D), ∀i} (4.5)

es compacto dado que claramente es cerrado y dado que cada γi(D) es compacto, y como en In
la familia de puntos uR0 , . . . , u

R
n es una base de Rn+1, se sigue que los elementos de I(In) que

pertenecen al conjunto (4.5) son en particular matrices cuyas entradas están acotadas.
El mismo argumento demuestra que aR−(ω) <∞.
Definimos

aR(ω) := aR+(ω)− aR−(ω).

En lo que sigue vamos a demostrar que dado R, aR(ω) 6= 0 sólo para un número finito de ω ∈ Ω,
de donde podremos considerar la cadena

zR :=
∑
ω∈Ω

aR(ω)σω

de Cn(M).
Dado ε > 0, vamos a demostrar que existen R > 0 y un número real k tal que k · zR es un ciclo

que representa a [M ] y que cumple las hipótesis del lema 4.2.13 con respecto a ε.
La demostración se divide en varios pasos:
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Paso 1. zR es una suma finita.

Suponga que aR(ω) 6= 0. Entonces para ω = [(id, γ1, . . . , γn)] , existe (u0, . . . , un) ∈ S(R) tal
que u0 ∈ D y ui ∈ γi(D) para i = 1, . . . , n. Recordemos que fijamos un elemento w ∈ D. Luego
para cada i tenemos

d(w, γi(w)) ≤ d(w, ui) + d(ui, γi(w))

≤ d(w, u0) + d(u0, ui) + d(ui, γi(w))

≤ d+R+ d = 2d+R,

de donde sólo puede haber un número finito de ω ∈ Ω que cumplan que aR(ω) 6= 0, ya que la acción
Γ y Hn es propiamente discontinua.

Paso 2. zR es un ciclo

Por la forma en que construimos cada σω y cada zR, tenemos que ∂zR es una suma formal de la
forma ∑

[(γ0,...,γn−1)]∈Γn/Γ

b(γ0, . . . , γn−1) · (π ◦ σ(γ0(w),...,γn−1(w)))

Veamos que b(γ0, . . . , γn−1) = 0 para todo (γ0, . . . , γn−1) ∈ Γn.
Es claro que

b(γ0, . . . , γn−1) =
n∑
j=0

(−1)j
∑
γ∈Γ

aR([(γ0, . . . , γj−1, γ, γj , . . . , γn−1]), (4.6)

note que si γ 6= γ′, entonces [(γ0, . . . , γj−1, γ, γj , . . . , γn−1)] 6= [(γ0, . . . , γj−1, γ
′, γj , . . . , γn−1)].

Vamos a demostrar que el sumando j = n de la suma de la derecha es 0; que los demás sumandos
son también iguales a 0 se demuestra de manera análoga.

Tenemos ∑
γ∈Γ

aR+([γ0, . . . , γn−1, γ]) =

∑
γ∈Γ

m({(u0, . . . , un) ∈ S+(R) : ui ∈ γi(D) para i < n, un ∈ γ(D)} =

∑
γ∈Γ

µ({g ∈ I+(Hn) : g(uRi ) ∈ γi(D) para i < n, g(uRn ) ∈ γ(D)}) =

µ

⋃
γ∈Γ

{g ∈ I+(Hn) : g(uRi ) ∈ γi(D), para i < n y g(uRn ) ∈ γ(D)}

 =

µ
(
{g ∈ I+(Hn) : g(uRi ) ∈ γi(D) para i < n}

)
,

La última igualdad sale de que D es un dominio fundamental de la acción Aut(π) y Hn. La
penúltima igualdad sale de que si γ, γ′ ∈ Aut(π) son distintos, entonces µ{g ∈ I(Hn) : g(uRn ) ∈
γ(D) ∩ γ′(D)} = Vol(γ(D) ∩ γ′(D)) por el corolario 4.2.12, sin embargo este número real es 0 ya
que γ(D) ∩ γ(D′) ⊆ ∂γ(D), y ∂γ(D) está contenido en un subespacio hiperbólico de dimensión
n− 1, y por lo tanto debe tener volumen nulo.
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Cambiando el signo en el argumento anterior también obtenemos:∑
γ∈Γ

aR−([γ0, . . . , γn−1, γ]) = µ
(
{g ∈ I−(Hn) : g(uRi ) ∈ γi(D) para i < n}

)
.

Sin embargo, si g0 es el único elemento de I−(Hn) tal que g(uRi ) = uRi para todo i < n, entonces

{g ∈ I+(Hn) : g(uRi ) ∈ γi(D) para i < n} · g0 =

{g ∈ I−(Hn) : g(uRi ) ∈ γi(D) para i < n},

de donde como µ es invariante por la derecha obtenemos de las tres igualdades anteriores que∑
γ∈Γ

aR+([γ0, . . . , γn−1, γ]) =
∑
γ∈Γ

aR−([γ0, . . . , γn−1, γ]),

con lo que∑
γ∈Γ

aR([γ0, . . . , γn−1, γ]) =
∑
γ∈Γ

aR+([γ0, . . . , γn−1, γ])−
∑
γ∈Γ

aR−([γ0, . . . , γn−1, γ]) = 0,

y ası́ hemos demostrado que el término j = n de la suma en (4.6) es 0.
Por lo tanto, como un argumento análogo sirve para demostrar que los demás términos de la suma

(4.6) son 0, obtenemos entonces que zR es un ciclo.

Paso 3. Tenemos aR+(ω) · aR−(ω) = 0, ∀ω, para todo R > 0 lo suficientemente grande.

Vamos a demostrar que para todoR > 0 lo suficientemente grande y todo ω = [(γ0, . . . , γn)] ∈ Ω
que si existe (u0, . . . , un) ∈ S+(R) tal que ui ∈ γi(D) para todo i = 0, . . . , n, entonces cualquier
otro (v0, . . . , vn) ∈ S(R) que cumpla esta condición también debe pertenecer a S+(R), de donde si
aR+(ω) 6= 0 para algún R > 0 lo suficientemente grande, se debe tener que aR−(ω) = 0.

Primero demostremos la siguiente afirmación:

Afirmación 4.2.22. Existe R > 0 tal que para cualesquiera u0, . . . , un ∈ Hn en posición general
tales que d(u0, un) ≥ R y u ∈ Hn tal que d(u, un) ≤ d tenemos que si σ(u0,...,un) preserva(invierte)
la orientación, entonces σ(u0,...,un−1,u) también preserva(invierte) la orientación.

Lo mismo vale para cualquier j = 0, . . . , n en vez de j = n, y la demostración es la misma.

Demostración. Si T es un triángulo hiperbólico con lados de longitud a, b, c, y con ángulos opuestos
respectivos α, β, γ, entonces tenemos la siguiente relación:

cos(α) =
cosh b cosh c− cosh a

senh b senh c
,

ver [Ser08, Página 40]. En el modelo Dn, sea S el subconjunto de T0Dn de todos los elemen-
tos de norma 1, con la métrica hiperbólica de Dn por supuesto. Entonces S es un subconjunto
compacto del espacio topológico T0Dn = Rn, de donde existe ε > 0 tal que para cualesquie-
ra v1, . . . , vn, w1, . . . , wn ∈ S tales que ||vi − wi||Dn < ε para todo i = 1, . . . , n tenemos que
det(v1, . . . , vn) y det(w1, . . . , wn) tienen el mismo signo, el determinante lo estamos calculando con
una base ordenada fija de T0Dn que viene dada con la orientación estándar de T0Dn.
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Existe α > 0 tal que si v, w ∈ S son tales que el ángulo entre v y w es menor que α, entonces
||v − w||Dn < ε. Sea R′ > 0 tal que para todo t, t′ ≥ R′ tenemos

arc cos

(
cosh t cosh t′ − cosh d

senh t senh t′

)
< α, (4.7)

note que la expresión dentro del arcocoseno tiende a 1 cuando t y t′ tienden a infinito, y estamos
considerando a arc cos como una función [−1, 1]→ [0, π].

Sea R := R′ + d. Este es el número real que estamos buscando.
Sean u0, . . . , un y u como en la hipótesis de la afirmación. Suponga que σ(u0,...,un) preserva la

orientación. Para cada i = 1, . . . , n sea vi el vector unitario de Tu0Dn de la geodésica que va de u0 a
ui, tendremos que det(v1, . . . , vn) > 0. Sea v el vector unitario de Tu0Dn de la geodésica que va de
u0 a u.

Note que d(u0, u) ≥ d(u0, un) − d(u, un) ≥ R − d = R′, de donde por (4.7) se sigue que el
anǵulo entre vn y v es menor que α, con lo que ||v − vn|| < ε, y ası́ det(v1, . . . , vn−1, v) > 0 dado
que det(v1, . . . , vn) > 0, de donde σ(u0,...,un−1,u) preserva la orientación.

El caso en el que σ(u0,...,un) invierte la orientación es análogo.

Ahora supongamos que R > 0 lo suficientemente grande es tal que aR+(ω) 6= 0. Entonces existe
(u0, . . . , un) ∈ S+(R) tal que ui ∈ γi(D), para todo i = 0, . . . , n, donde ω = [(γ0, . . . , γn]). Sea
(v0, . . . , vn) ∈ S(R) tal que vi ∈ γi(D),∀i = 0, . . . , n. Entonces si aplicamos sucesivamente la
afirmación anterior tendremos que

(u0, . . . , un) ∈ S+(R)⇒ (u0, . . . , un−1, vn) ∈ S+(R)

⇒ (u0, . . . , un−2, vn−1, vn) ∈ S+(R),

· · · ⇒ (v0, . . . , vn) ∈ S+(R).

Por lo tanto en particular aR−(ω) = 0.

Paso 4. Dado ε > 0, entonces para todo R > 0 lo suficientemente grande tenemos que
∣∣∣∫σω dvM ∣∣∣ ≥

vn − ε si aR(ω) 6= 0.

Para demostrar esto necesitamos primero el siguiente hecho:

Proposición 4.2.23. Sean x ∈ ∂Hn y r > 0. Si U es una vecindad de x en Hn, entonces existe otra
vecindad V de x tal que para todo y ∈ Hn tenemos que si existe z ∈ V tal que d(z, y) ≤ r, entonces
y ∈ U .

Demostración. En el modelo Πn,+ podemos suponer que x es el origen. Suponga que S1 y S2 son
dos semiesferas superiores de Rn centradas en el origen. Entonces tendremos que

dΠn,+(S1, S2) = dΠn,+(x1, x2), (4.8)

donde xi es el polo norte de Si para i = 1, 2, esto es verdad ya que para todo x ∈ S1 y y ∈ S2

tenemos ||x1 − x2|| ≤ ||x− y||, (x)n ≤ (x1)n y (y)n ≤ (x2)n, de donde

dΠn,+(x1, x2) = 2 senh−1

(
||x1 − x2||

2
√

(x1)n(x2)n

)
≤ 2 senh−1

(
||x− y||

2
√

(x)n(y)n

)
= dΠn,+(x, y).
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Ahora suponga que U es una vecindad de 0 ∈ ∂Πn,+ en Πn,+. Entonces existe una semibola B
superior centrada en 0 contenida en U . Sea B′ una semibola superior centrada en 0 cuyo polo norte
dista del polo norte de B una distancia mayor que un r > 0 dado. Entonces por (4.8) se sigue que si
x ∈ Πn,+ es tal que dΠn,+(x, y) ≤ r para algún y ∈ B′, se tendrá que x ∈ B.

En Dn elijamos vecindadesW0, . . . ,Wn dew0, . . . , wn respectivamente tales que Vol(σ(x0,...,xn)) ≥
vn− ε si xi ∈Wi para todo i = 0, . . . , n, recuerde el teorema 3.2.5. Por la proposición anterior pode-
mos también elegir vecindades V0, . . . Vn de w0, . . . , wn respectivamente tales que para todo x ∈ Vi y
todo y ∈ Hn tal que d(x, y) ≤ d, entonces y ∈Wi, en particular Vi ⊆Wi, de donde siR > 0 es lo su-
ficientemente grande de manera que uRi ∈ Vi para todo i, entonces para todo ω = [(γ0, . . . , γn)] ∈ Ω
tal que aR(ω) 6= 0 existe g ∈ I(Hn) tal que g(uRi ) ∈ γi(D) para todo i. Luego como γi(w) ∈ γi(D)
para todo i, se sigue que d(g(uRi ), γi(w)) ≤ d para todo i, con lo que como g(uRi ) ∈ g(Vi) para todo
i, obtenemos γi(w) ∈ g(Wi) para todo i, con lo que por la construcción de las vecindades Wi se
sigue que Vol(σ(γ0(w),...,γn(w)) ≥ vn − ε.

Por la construcción de la medida Vol de Hn tenemos que∣∣∣∣∣
∫
σ(γ0(w),...,γn(w))

dvHn

∣∣∣∣∣ = Vol(σ(γ0(w),...,γn(w)))

Sin embargo como π es una isometrı́a local obtenemos que∫
σ(γ0(w),...,γn(w))

dvHn =

∫
σω

dvM ,

ya que σω = π ◦ σ(γ0(w),...,γn(w)). Por lo tanto obtenemos que
∣∣∣∫σω dvM ∣∣∣ ≥ vn − ε.

Paso 5. Si R > 0 es lo suficientemente grande y aR(ω) 6= 0, entonces aR(ω) ·
∫
σω
dvM > 0.

Suponga que ω = [(γ0, . . . , γn)]. Como R > 0 lo suficientemente grande, podemos suponer
que aR−(ω) = 0, luego todos los (u0, . . . , un) ∈ S(R) tales que ui ∈ γi(D) ∀i = 0, . . . , n también
pertenecen a S+(R), de donde σω = π ◦ σ(γ0(w),...,γn(w)) preserva la orientación por el paso 3, de
donde

∫
σω
dvM > 0. Como R > 0 lo suficientemente grande, tenemos que 0 6= aR(ω) = aR+(ω), y

ası́ aR(ω) > 0, con lo que aR(ω) ·
∫
σω
dvM > 0 en este caso.

El caso donde todos los (u0, . . . , un) ∈ S(R) tales que ui ∈ γi(D) pertenecen a S−(R) es
similar.

Paso 6. Si R > 0 es lo suficientemente grande, entonces
∫
zR
dvM > 0, y esto implica que zR es un

ciclo no trivial.

Tomemos (u0, . . . , un) ∈ S(R). Luego existen γ0, . . . , γn ∈ Γ tales que ui ∈ γi(D) para i =
0, . . . , n. Si perturbamos un poco los puntos u0, . . . , un, y si es necesario, al cambiar algunos de los
γi’s, podemos suponer que

ui ∈ γi(
◦
D),

para i = 0, . . . , n. Como la acción Γ y Hn es transitiva, se sigue que el conjunto

{g ∈ I(Hn) : g(uRi ) ∈ γi(
◦
D)∀i} (4.9)
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es no vacı́o. Veamos que este conjunto es un abierto de I(Hn). Suponga que g pertenece a este

conjunto. Luego existe ε > 0 tal que en el modelo In tenemos que BRn+1

ε (g(uRi )) ∩ In ⊆ γi(
◦
D),∀i.

Sin embargo es claro que existe un abierto A de GL(n + 1;R) tal que g ∈ A y tal que h(uRi ) ∈
BRn+1

ε (g(uRi )) para todo h ∈ A y todo i = 0, . . . , n ya que uR0 , . . . , u
R
n es una base de Rn+1, de

donde A ∩ I(In) es un abierto de I(In) que contiene a g y está contenido en el conjunto (4.9), de
donde el conjunto (4.9) es un abierto no vacı́o de I(In).

Por lo tanto

m({(u0, . . . , un) ∈ S(R) : ui ∈ γi(D)∀i}
= µ({g ∈ I(In) : g(uRi ) ∈ γi(D)∀i} 6= 0,

de donde para ω0 := [(γ0, . . . , γn)] tendremos que aR+(ω0) 6= 0 o aR−(ω0) 6= 0, y como aR+(ω0) ·
aR−(ω0) = 0, ya que R > 0 es lo suficientemente grande, se sigue entonces que aR(ω) 6= 0. Por lo
tanto como del paso anterior tenemos que aR(ω) ·

∫
σω
dvM ≥ 0 para todo ω ∈ Ω, obtenemos de lo

anterior que ∫
zR

dvM =
∑
ω∈Ω

aR(ω)

∫
σω

dvM > 0.

Con lo que zR debe ser un elemento no trivial deHn(M ;R), ya que de otra manera si zR fuera un
elemento trivial en Hn(M ;R) obtendrı́amos que la integral de zR sobre cualquier forma diferencial
de dimensión maximal serı́a nula por el teorema de Stokes.

Paso 7. Conclusión de la demostración

Sea ε > 0. Por los pasos 4 y 5 tenemos que paraR > 0 lo suficientemente grande, sng(aR(ω))
∫
σω
dvM ≥

vn − ε, para los ω ∈ Ω tales que aR(ω) 6= 0.
Por el paso 6, existe un real k 6= 0 tal que [zR] = k[M ]. Note entonces que 0 <

∫
zR
dvM =∫

k[M ] dvM = kVol(M), y ası́ k > 0. Luego

[M ] = (1/k)[zR] =
∑
ω∈Ω

(1/k)aR(ω)σω,

con sgn((1/k)aR(ω))
∫
σω
dvM ≥ vn − ε.

Como ε > 0 fue arbitrario, obtenemos del lema 4.2.13 la desigualdad ||M || ≤ Vol(M)
vn

.
Esto termina la demostración de la proposición 4.2.21.

Por fin obtenemos:

Teorema 4.2.24. Sea Mn una variedad hiperbólica cerrada. Entonces

||M || = Vol(M)

vn
.

Ahora podemos demostrar el teorema principal de este capı́tulo:
Demostración del teorema 4.0.1: Recordemos que tenemos una pseudoisometrı́a P : Hn → Hn,

con extensión continua P : Hn → Hn, que induce una equivalencia homotópica M1 = Hn/Γ1
p−→

Hn/Γ2 = M2. Sean πj : Hn → Hn/Γj las proyecciones asociadas.
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Vamos a suponer, para obtener una contradicción, que existe un sı́mplice ideal regular que se
envı́a bajo f̂ a un sı́mplice ideal no regular.

Recuerde que durante el capı́tulo hemos fijado w0, . . . , wn, en el modelo del disco Dn, tales que
son los vértices de un sı́mplice regular ideal, y que para cada R > 0 tenemos que (uR0 , . . . , u

R
n ) ∈

(Dn)n+1 es el único elemento de S(R) tal que uRi pertenece al rayo geodésico [0, wi).
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el sı́mplice ideal σ(w0, . . . , wn) se envı́a bajo

P a un sı́mplice ideal no regular. Luego tendremos para algún ε > 0 que Vol(σ(P (v0),...,P (vn))) =

vn − 2ε. Por la continuidad de la función Vol en (Hn
)n+1, existen vecindades disjuntas U0, . . . , Un

de w0, . . . , wn respectivamente en Hn tales que

Vol(σ(P (x0),...,P (xn))) ≤ vn − ε, (4.10)

si xi ∈ Ui para i = 0, . . . , n.
Sea Γ1 ≤ I(Hn) tal que M1

∼= Hn/Γ1, y sea π1 : Hn → Hn/Γ1 la proyección asociada.
Vamos a tomar, usando la notación de la demostración anterior, Ω := Γn+1/Γ, y para cada ω =
[(γ0, . . . , γn)] ∈ Ω tomamos σω := π1 ◦ σ(P (x0),...,P (xn)).

Definimos entonces

Ω′ := {ω ∈ Ω : ∃γ0, . . . , γn ∈ Γ1 t.q. ω = [(γ0, . . . , γn)] y γi(w) ∈ Ui∀i}.

Para cada R > 0 sea
cR :=

∑
ω∈Ω′

aR(ω)σω.

Afirmación 4.2.25. Existen α, β > 0 tales que ||zR|| = α y ||cR|| ≥ β para todo R > 0 lo
suficientemente grande.

Antes de demostrar esto, veamos cómo esto termina la demostración.
Tenemos que p∗([M1]) = ±[M2], dado que p es una equivalencia homotópica, de donde ||M1|| =

||M2||, y ası́ por la igualdad de Gromov, Vol(M1) = Vol(M2). Sea R > 0 lo suficientemente grande
de manera que uRi ∈ Ui,∀i = 0, . . . , n. Recordemos también que como R > 0 lo suficientemente
grande, [zR] = k[M1] para algún k > 0, lo cual implica que p∗([zR]) = ±k[M2]. Note que el
enderezamiento z′R del ciclo p∗([zR]) = [p ◦ zR] bajo la cubriente Hn π2−→ Hn/Γ2 viene dado por

z′R =
∑

ω=[(γ0,...,γn)]∈Ω

aR(ω) · (π2 ◦ σ(P (γ0(w)),...,P (γn(w))).

Como [zR] = k[M1] y [z′R] = f∗([zR]) = ±k[M2], obtenemos∫
zR

dvM1 =

∫
k[M1]

dvM1 = kVol(M1),

∫
z′R

dvM2 =

∫
±k[M2]

dvM2 = ±kVol(M2),

con lo que como Vol(M1) = Vol(M2) por el teorema 4.2.24, ya que M1 y M2 son homotópicamente
equivalentes, con lo que obtenemos que

∫
zR
dvM1 = ±

∫
z′R
dvM2 .
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Por un lado tenemos de los pasos 3 y 5 de la demostración de la proposición 4.3 que para cualquier
δ > 0 tenemos que para todo R > 0 lo suficientemente grande∫

zR

dvM1 =
∑

ω=[(γ0,...,γn)]∈Ω

|aR(ω)|
∣∣∣∣∫
σω

dvM1

∣∣∣∣
≥

∑
ω=[(γ0,...,γn)]∈Ω

|aR(ω)| · (vn − δ)

= ||zR||(vn − δ) = α(vn − δ).

Por otro lado para todo R > 0∫
zR

dvM1 =
∑

ω=[(γ0,...,γn)]∈Ω

|aR(ω)|
∣∣∣∣∫
σω

dvM1

∣∣∣∣
≤

∑
ω=[(γ0,...,γn)]∈Ω

|aR(ω)| · vn = ||zR|| · vn

= α · vn,

Juntando estas dos desigualdades obtenemos

ĺım
R→∞

∫
zR

dvM1 = α · vn. (4.11)

Sin embargo, como ||cR|| ≥ β para todo R > 0 lo suficientemente grande, de (4.10) obtenemos∣∣∣∣∣
∫
z′R

dvM2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑

ω=[(γ0,...,γn)]∈Ω

aR(ω)

∫
σ(P (x0),...,P (xn))

dvM2

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
ω=[(γ0,...,γn)]∈Ω

|aR(ω)

∣∣∣∣∣
∫
σ(P (x0),...,P (xn))

dvM2

∣∣∣∣∣
=

∑
ω=[(γ0,...,γn)]∈Ω

|aR(ω)|Vol
(
σ(P (x0),...,P (xn))

)
=

∑
ω=[(γ0,...,γn)]∈Ω′

|aR(ω)|Vol
(
σ(P (x0),...,P (xn))

)
+

∑
ω=[(γ0,...,γn)]∈Ω\Ω′

|aR(ω)|Vol
(
σ(P (x0),...,P (xn))

)
≤

∑
ω=[(γ0,...,γn)]∈Ω′

|aR(ω)|(vn − ε) +
∑

ω=[(γ0,...,γn)]∈Ω\Ω′
|aR(ω)|vn

= ||cR||(vn − ε) + (||zR|| − ||cR||)vn
= ||zR||vn − ||cR||ε
≤ αvn − βε,

(4.12)

de donde

ĺım sup
R→∞

∫
zR

dvM1 = ĺım sup
R→∞

∣∣∣∣∣
∫
z′R

dvM2

∣∣∣∣∣ ≤ αvn − βε
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lo cual contradice (4.11).
Sólo falta verificar la afirmación 4.2.25:
Demostración de la afirmación 4.2.25: Primero verificaremos la afirmación acerca de ||zR||.
Si R > 0 lo suficientemente grande de manera que aR+(ω) · aR−(ω) = 0 para todo ω ∈ Ω, tenemos

||zR|| =
∑
ω∈Ω

|aR(ω)|

=
∑
ω∈Ω

aR+(ω) +
∑
ω∈Ω

aR−(ω)

=
∑

[(id,γ1,...,γn)]∈Ω

m{(u0, . . . , un) ∈ S+(R) : u0 ∈ D,ui ∈ γi(D)}

+
∑

[(id,γ1,...,γn)]∈Ω

m{(u0, . . . , un) ∈ S−(R) : u0 ∈ D,ui ∈ γi(D)}

=
∑

[(id,γ1,...,γn)]∈Ω

µ{δ ∈ I(Hn) : δ(uR0 ) ∈ D, δ(uRi ) ∈ γi(D)}

= µ(
⋃

γ1,...,γn∈Γ

{δ ∈ I(Hn) : δ(uR0 ) ∈ D, δ(uRi ) ∈ γi(D)})

= µ{δ ∈ I(Hn) : δ(uR0 ) ∈ D} = Vol(D),

donde la última igualdad sale del corolario 4.2.12, y como Vol(D) es un número finito positivo,
podemos tomar α := Vol(D).

Para demostrar la afirmación sobre ||cR||, necesitamos primero una observación.
Sea Vi para cada i = 0, . . . , n una vecindad de wi tal que para cualesquiera x ∈ Vi e y ∈ Hn

tenemos que si d(x, y) ≤ d, entonces y ∈ Ui, donde d := Vol(D), por la proposición 4.2.23.
Si usamos el argumento con el que hallamos el valor de ||zR|| para todoR > 0 lo suficientemente

grande, entonces tenemos que para todo R > 0 lo suficientemente grande

||cR|| =
∑

[(γ0,...,γn)]∈Ω,γi(u)∈Ui

µ{δ ∈ I(Hn) : δ(uRi ) ∈ γi(D)},

con lo que

||cR|| =
∑

[(γ0,...,γn)]∈Ω,γi(u)∈Ui

µ{δ ∈ I(Hn) : δ(uRi ) ∈ γi(D)}

= µ

 ⋃
[(γ0,...,γn)]∈Ω,γi(u)∈Ui

{δ ∈ I(Hn) : δ(uRi ) ∈ γi(D)}


= µ{δ ∈ I(Hn) : ∃γ0, . . . , γn ∈ Γ, δ(uRi ) ∈ γi(D), γi(w) ∈ Ui∀i}
≥ µ{δ ∈ I(Hn) : δ(uRi ) ∈ Vi∀i},

(4.13)

donde la última desigualdad sale de que si δ ∈ I(Hn) es tal que δ(uRi ) ∈ Vi∀i, podemos elegir
γ0, . . . , γn ∈ Γ tales que δ(uRi ) ∈ γi(D)∀i, y como diam(γi(D)) = diam(D) = d, obtenemos
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d(δ(uRi ), γi(w)) ≤ d,∀i, recuerde que w ∈ D, y ası́ por la construcción de los abiertos Vi se sigue
que γi(w) ∈ Ui∀i.

Vamos a demostrar que existe β > 0 que es menor que el último real de la desigualdad (4.13)
para todo R > 0 lo suficientemente grande.

Consideremos la función φ : Πn,+ × Πn,+ \ ∆Πn,+ → ∂Πn,+ tal que a cada pareja (a, b) de
puntos de Πn,+ se les asigna el extremo en ∂Πn,+ del rayo geodésico de Πn,+ que sale de a y pasa
por b. Es claro que φ es continua.

Note que por la construcción de los uRi ’s tenemos que uRi ∈ Vi para i = 0, . . . , n para todo
R > 0 lo suficientemente grande, de donde podemos tomar 0 << R1 < R2 tales que uiRj ∈ Vi

para j = 1, 2 e i = 0, . . . , n. Claramente φ(uR1
i , uR2

i ) = wi para i = 0, . . . , n, de donde existen
vecindades abiertas disyuntas A1

i y A2
i de uR1

i y uR2
i respectivamente, ambas contenidas en Vi, tales

que φ(x, y) ∈ Vi para cualesquiera x ∈ A1
i e y ∈ A2

i para todo i = 0, . . . , n.

Ahora, si δ ∈ I(Hn) es tal que δ(uRji ) ∈ Vi para todo i = 0, . . . , n y todo j = 1, 2, obtenemos
que φ(δ(δ(uR1

i ), δ(uR2
i )) ∈ Vi, de donde como φ(δ(δ(uR1

i ), δ(uR2
i )) = φ(wi), se sigue que el rayo

geodésico φ([uR1
i , wi)) está contenido Vi, ya que Vi es convexo en Hn, i.e., φ(uRi ) ∈ Vi para todo

R > R1 y todo i = 0, . . . , n. Por lo tanto

{δ ∈ I(Hn) : δ(u
Rj
i ) ∈ Aji , ∀i,∀j} ⊆ {δ ∈ I(Hn) : δ(uRi ) ∈ Vi,∀i}. (4.14)

Note que el conjunto de la izquierda en (4.14) es un abierto en la topologı́a de I(In) que hereda
de GL(n + 1;R), y que además contiene a la identidad, de donde si β es la medida, con respecto a
µ, del conjunto de la izquierda en (4.14), tendremos que β > 0 y que es menor que o igual al último
real de la desigualdad (4.13), con lo que ||cR|| ≥ β para todo R > 0 lo suficientemente grande.

Esto termina la demostración de la afirmación 4.2.25. �

Esto termina la demostración de la proposición 4.0.1. �
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Capı́tulo 5

Conclusión de la demostración en el caso
cerrado y algunas consecuencias

Si juntamos lo que se ha hecho en los capı́tulos anteriores tenemos que dadas dos variedades
hiperbólicas M1 = Hn/Γ1 y M2 = Hn/Γ2 compactas, tales que existe un isomorfismo φ : Γ1 →
Γ2, entonces existe una pseudoisometrı́a Hn → Hn que induce a ψ, que induce una equivalencia
homotópica M1 → M2, que se extiende a una función continua Hn → Hn, que se restringe a una
función ∂Hn → ∂Hn que envı́a los vértices de cualquier simplejo regular ideal, en los vértices de un
simplejo del mismo tipo. Usando esto último vamos a construir una isometrı́a entre M1 y M2.

Para hacer esto, necesitamos mostrar que si n ≥ 3, P : ∂Hn → ∂Hn es continua y envı́a vértices
de cualquier simplejo ideal regular en los vértices de un simplejo del mismo tipo, entonces P es la
signatura de una isometrı́a Hn → Hn, es decir, la extensión a ∂Hn de una isometrı́a. Esta es la única
parte de la demostración del teorema de rigidez de Mostow donde se usa la hipótesis n ≥ 3, note
que cualesquiera 3 puntos de ∂H2 son vértices de un simplejo ideal regular, y por lo tanto cualquier
función continua ∂H2 → ∂H2 cumple la condición anterior. Antes de demostrar esto necesitamos
algunos lemas.

5.1. Conclusión de la demostración

Fijemos una función P : ∂Hn → ∂Hn con las propiedades de arriba. Note que necesariamente
P debe ser inyectiva, de otra manera se podrı́a construir un simplejo regular ideal que se envı́e a un
simplejo ideal degenerado.

Lema 5.1.1. Sea n ≥ 1. Sea X = Sn,Rn. Sea P un poliedro compacto de X . Sea G el subgrupo de
I(X) generado por todas las reflexiones de las hipercaras de P . Entonces

X =
⋃
{gP : g ∈ G}. (5.1)

Demostración. Sea Y la unión en (5.1). Vamos a demostrar la afirmación por inducción sobre n ≥ 1.

La afirmación para n = 1 es obvia.
Supongamos que la afirmación es cierta para un n − 1 ≥ 1. Sea P un poliedro compacto de X .

Vamos a demostrar primero que Y es abierto y luego que es cerrado.
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Para ver que Y es abierto, basta demostrar que Y es una vecindad de P , ya que Y es invariante
bajo G.

Sea x ∈ P , note que P ◦ ⊆ Y ◦. Supongamos que x ∈ ∂P . Sea S una esfera en la métrica de X
centrada en x de radio muy pequeño de manera que S sólo intersecte a las caras adyacentes de x en
P . Entonces si consideramos sobre S la métrica que hereda deX , entonces esta variedad riemanniana
es isométrica salvo escalar a Sn−1, y obtenemos que P ∩S es un polı́edro de S. SeaG(x) el subgrupo
deG generado por todas las reflexiones de las hipercaras de P que contienen a x. EntoncesG(x)|S es
el subgrupo de las isometrı́as de S generado por las reflexiones de las hipercaras del poliedro P ∩ S.
Por la hipótesis inductiva sobre Sn−1 tenemos que

S =
⋃
{g(S ∩ P ) : g ∈ G(x)},

y esto implica que si B es la bola de X tal que ∂B = S, entonces B ⊆ ∪{g(B ∩P ) : g ∈ G(x)}, ya
que g(x) = x∀g ∈ G(x), y por lo tanto Y es una vecindad de x. Por lo tanto Y es abierto.

Como P es compacto, obtenemos entonces que existe r > 0 tal que N(P, r) := {x ∈ X :
∃y ∈ P (dX(x, y) < r)} está contenido en Y . Suponga que x ∈ Y . Luego existe g ∈ G tal que
x ∈ N(gP, r), de donde x ∈ N(gP, r) ⊆ Y ya que Y es invariante bajo G y los elementos de G son
isometrı́as. Por lo tanto Y también es cerrado.

Por lo tanto Y = X ya que X es conexo, y ası́ obtenemos la igualdad de la afirmación.

Lema 5.1.2. Sea n ≥ 2. Sea ∆ un simplejo ideal regular de Hn. Sea G el subgrupo de I(Hn)
generado por las reflexiones de las hipercaras de ∆. Entonces

Hn =
⋃
{g∆ : g ∈ G}. (5.2)

Demostración. Sea Y el conjunto de la derecha en la igualdad de este lema.
Durante toda la demostración vamos a trabajar en el modelo Πn,+. Suponemos que uno de los

vértices de ∆ es∞.
Vamos a demostrar que existe un r > 0 tal que N(∆, r) ⊆ Y . Como en la demostración del lema

anterior esto implicará que Y es abierto y cerrado, y por lo tanto se obtendrá la igualdad (5.2).
Dado x ∈ Πn,+, las esferas centradas en x se pueden describir por{

y ∈ Πn,+ :
||x− y||
√
xnyn

= s

}
para algún s > 0, de donde, al completar el cuadrado, obtenemos que cualquier esfera de Hn centrada
en x es una esfera euclidiana contenida en Πn,+ y centrada en un punto que está en la misma lı́nea
euclidiana que pasa por x perpendicular a Rn−1 × {0}.

Sea x ∈ ∂∆ distinto a los vértices ideales. Como uno de los vértices de ∆ es∞, tenemos que ∆
es la intersección de n+ 1 semiespacios hiperbólicos, n de los cuales son generados por hiperplanos
euclidianos perpendiculares a Rn−1 × {0}, sean E1. . . . , En estos semiespacios y P1, . . . , Pn los
hiperplanos euclidianos que los generan. Usando una isometrı́a podemos suponer que x ∈

⋃n
i=1 Pi.

Sean Pi1 , . . . , Pim los hiperplanos que contienen a x, entonces podemos tomar r lo suficientemente
pequeño de manera que

BHn(r, x) ∩ (Ei1 ∩ · · · ∩ Eim) = BHn(r, x) ∩∆.
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Entonces cada Eij intersecta a S := SHn(r, x) en un semiespacio esférico, aquı́ estamos conside-
rando sobre S la métrica que hereda de la métrica euclidiana de Rn, ya que cada Pij es un hiperplano
euclidiano que contiene el centro euclidiano de la esfera euclidiana S, de donde S∩∆ es un polı́gono
esférico.

SeaG(x) el subgrupo deG generado por las reflexiones de las hipercaras de ∆ que contienen a x.
Entonces todos los elementos de G(x) son isometrı́as euclidianas de Rn que respetan a S, dado que
los hiperplanos Pi1 , . . . , Pim pasan por el centro euclidiano de S. Luego por el lema anterior tenemos
que

S =
⋃
{g(S ∩∆) : g ∈ G(x)},

y esto implica que BHn(r, x) ⊆
⋃
{g∆ : g ∈ G}

Sean v1, . . . , vn, vn+1 los vértices de ∆. Para cada j = 1, . . . , n+1 seaBj una horobola centrada
en vj lo suficientemente cercana a este punto de manera que sólo intersecte las caras de ∆ adyacentes
a vj . Si para cada j tenemos que Sj es la horoesfera que es frontera de la horobola Bj , Sj con la
métrica heredada de Hn es una variedad euclidiana y Sj ∩ ∆ es poliedro de Sj , esto es claro si
suponemos que el vértice es el punto ∞ por la forma de las horoesferas centradas en este punto y
también la forma de los simplejos ideales regulares.

Para cada j sea G(vj) el subgrupo de G generado por las reflexiones de las hipercaras de ∆ que
son adyacentes a vj . Entonces G(vj) respetan a la horoesfera Sj , y además G(vj)|Sj es el grupo de
isometrı́as de Sj generado por las reflexiones de los lados del poliedro Sj ∩∆. Por el lema anterior
tenemos que

Sj =
⋃
{g(∆ ∩ Sj) : g ∈ G(vj)},

de donde obtenemos que Bj ⊆
⋃
{g(Bj ∩∆) : g ∈ G(vj)} ⊆ Y .

Tenemos queK := ∆\(B1∪· · ·Bn+1) es compacto. Luego por lo hecho anteriormente tenemos
que existe r > 0 tal que N(K, r) ⊆ Y . Sea B′j una horobola centrada en vj tal que N(B′j , r) ⊆ Bj ,
esto se puede demostrar en Πn,+ suponiendo que vj es∞. SeaK ′ := ∆\(B′1∪· · ·∪B′n+1). Entonces
existe 0 < s ≤ r tal que N(K ′, s) ⊆ Y, de donde obtenemos

N(∆, s) = N(K ′, s) ∪N

n+1⋃
j=1

B′j , s

 ⊆ N(K ′, r) ∪N

n+1⋃
j=1

B′j , r


⊆ N(K ′, s) ∪

n+1⋃
j=1

N(B′j , s) ⊆ N(K ′, s) ∪
n+1⋃
j=1

Bj ⊆ Y.

De esta contención deducimos que Y es abierto y cerrado como en la demostración del lema
anterior, y esto a su vez implica la igualdad (5.2).

Recordemos que la signatura de una isometrı́a Hn → Hn es la restricción ∂Hn → ∂Hn de la
extensión continua Hn → Hn de una isometrı́a.

Proposición 5.1.3. Sea n ≥ 3. Suponga que P : ∂Hn → ∂Hn es continua y envı́a los vértices
de cualquier simplejo ideal regular en los vértices de un simplejo regular ideal. Entonces P es la
signatura de una isometrı́a de Hn.
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Demostración. Suponga que v0, . . . , vn ∈ ∂Πn,+ son los vértices de un simplejo ideal regular. En-
tonces existe un único v′n ∈ ∂Πn,+ distinto de vn tal que v0, . . . , vn−1, v

′
n generan un simplejo ideal

regular, esto se puede demostrar en Πn,+ suponiendo que v0 = ∞ y usando el hecho de que si
w1, . . . , wn ∈ ∂Πn,+ \ {∞}, estos puntos junto con∞ forman un simplejo ideal regular sı́ y sólo si
los w′is forman un simplejo regular euclidiano de Rn−1 × {0}, por la proposición 3.1.5.

Podemos componer a P con la signatura de una isometrı́a para suponer que P fija los vértices de
un simplejo regular ideal ∆, esto se puede hacer dado que podemos mandar uno de los vértices de ∆
al punto∞ y además cualesquiera dos simplejos regulares euclidianos de Rn−1 se pueden enviar el
uno al otro por medio de una composición de translaciones, rotaciones y homotecias.

Sean v0, . . . , vn los vértices de ∆. Entonces si v′0 es la reflexión de v0 con respecto a cara de
∆ que contiene a v1, . . . , vn, entonces v′0, v1, . . . , vn son los vértices de un simplejo ideal regular,
y como P (vj) = vj para todo j = 1, . . . , n, entonces por la observación anterior tenemos que
P (v′0) ∈ {v0, v

′
0}, de donde como P (v0) = v0 y P es inyectiva, obtenemos que P (v′0) = v′0. Si

hacemos este argumento con los demás vértices de ∆, y luego iteramos este proceso, obtenemos que
si G es el subgrupo de I(Πn,+) generado por las reflexiones de las caras de ∆, obtenemos que P fija
a cada elemento del conjunto

D := {gv : g ∈ G, v = v0, . . . , vn}, (5.3)

aquı́ estamos considerando a cada g ∈ G como su única extensión Πn,+ → Πn,+.
Note que si x ∈ ∂Πn,+ \ {∞} y tomamos una semibola superior abierta B de Rn centrada en x,

entonces por la forma que tienen las geodésicas maximales de Hn se sigue que Πn,+ \B es convexo,
de donde si σ es cualquier n-simplejo de Πn,+ tal que σ ∩ B 6= ∅, entonces uno de los vértices de σ
debe estar en B.

Por el lema anterior tenemos que Πn,+ =
⋃
{g∆ : g ∈ G}, de donde existe g ∈ G tal que

g(∆) ∩B 6= ∅, y ası́ gv ∈ B para algún v = v0, . . . , vn.
Por lo tanto el conjunto D en (5.3) es denso en ∂Πn,+, de donde obtenemos que como P es

continua y la identidad en D, entonces P es la identidad en ∂Πn,+. Luego como la función original
la compusimos con la signatura de una isometrı́a, esto implica que nuestra función original es la
signatura de una isometrı́a.

Este es el último paso de la demostración del teorema de Rigidez de Mostow, teorema 2.0.1:
Demostración del Teorema de Rigidez De Mostow: Veamos primero que si M1 y M2 tienen

dimensión diferente, entonces sus grupos fundamentales no son isomorfos. Sea mj la dimensión
de Mj para j = 1, 2. Digamos que m1 < m2. Como la cubriente universal de Mj es Hnj , y este
último espacio topológico es contraı́ble, se sigue que Mj es un espacio de Eilenberg-Maclane. Como
Hm2(M1) = 0 y Hm2(M2) ∼= Z, se sigue que los grupos m2-ésimos de homologı́a de los grupos
π1(M1) y π1(M2) son distintos, y por lo tanto estos últimos grupos no son isomorfos.

Ahora veamos el caso n := dim(M1) = dim(M2). Juntando lo que hemos hecho en la tesis hasta
ahora, sabemos que si M1

∼= Hn/Γ1 y M2
∼= Hn/Γ2 son variedades hiperbólicas compactas tales

que existe un isomorfismo Γ1
ψ−→ Γ2, entonces:

1. Existe una pseudoisometrı́a P : Hn → Hn que induce a ψ, con respecto a las funciones de
proyección πj : Hn → Hn/Γj ,
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2. P se extiende a una función continua Hn → Hn, cuya restricción ∂Hn → ∂Hn es igual a la
signatura de una isometrı́a q de Hn.

Como P induce a ψ, es decir, P ◦ γ = ψ(γ) ◦ P para todo γ ∈ Γ1, obtenemos que esta relación
vale para las extensiones de P y de γ a Hn, i.e., P ◦ γ = ψ(γ) ◦P en Hn, de donde q ◦ γ = ψ(γ) ◦ q
en ∂Hn, con lo que como las isometrı́as de Hn están determinadas por sus signaturas, recuerde la
proposición 1.1.29, se sigue que

q ◦ γ = ψ(γ) ◦ q en todo Hn. (5.4)

Definimos una función F : M1 → M2 por medio de F (π1(x)) = π2(q(x)) para todo x ∈ Hn.
Tenemos:

1. F está bien definida porque q induce a ψ por medio de las cubrientes π1 y π2.

2. F es inyectiva: suponga que x, x′ ∈ Hn son tales que π2(q(x)) = π2(q(x′)). Luego existe
η ∈ Γ2, tal que η(q(x)) = q(x′). Como ψ es un isomorfismo, existe γ ∈ Γ1 con η = ψ(γ), de
donde ψ(γ)(q(x)) = q(x′), y como la relación (5.4) vale en todo Hn obtenemos que q(γ(x)) =
q(x′), de donde γ(x) = x′, y ası́ π1(x) = π1(x′).

3. F es sobre: si x ∈ Hn, π2(q(x)) = F (π1(q−1(x))).

4. F es una isometrı́a: esto sale del hecho de que q es una isometrı́a y de que q por construcción
induce a F y que q y los elementos de Γ1 y Γ2 son todos isometrı́as de Hn.

�

5.2. Algunas consecuencias y observaciones

Veamos ahora que las hipótesis del teorema de rigidez de Mostow para variedades cerradas son
necesarias.

Este teorema no vale en dimensión 2:
Se puede demostrar que dados l1, l2, l3 > 0 existe un hexágono hiperbólico que tiene tres lados

no contiguos L1, L2, L3 de longitudes l1, l2, l3, cuyos ángulos internos son rectos, y cualesquiera dos
hexágonos que cumplan estas condiciones son isométricos, ver [BP92, Proposición 4.13].

Ahora, dados tres reales positivos l1, l2, l3, tomemos un hexágono hiperbólicoH que tiene tres la-
dos L1, L2, L3 no contiguos con longitudes respectivas l1/2, l2/2, l3/2, y con ángulos internos rectos.

Luego podemos tomar una copia de H y pegar ambos hexágonos a lo largo de los lados de H
que no son L1, L2, L3, de manera que L1, L2, L3 y los lados respectivos de la copia de H queden
frente a frente, y ası́ obtener un pantalón topológico con una estructura hiperbólica de manera que su
frontera consista de geodésicas de longitud l1, l2, l3, note que el hecho de que los ángulos internos de
los hexágonos sean rectos implica que las componentes de la frontera del pantalón sean geodésicas.

Finalmente, si tomamos dos pantalones hiperbólicos con fronteras geodésicas de longitudes l1, l2, l3,
entonces podemos pegar los dos pantalones por medio de una isometrı́a de las fronteras de los pantalo-
nes para obtener un doble toro con una estructura hiperbólica. Se puede demostrar que si se perturban
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un poco a l1, l2, l3 se obtienen métricas hiperbólicas del doble toro que no son isométricas, ver [BP92,
Sección B.4].

Ahora veamos que el teorema de rigidez no necesariamente vale para variedades hiperbólicas
abiertas:

Sea λ > 1. Considere el subgrupo Γλ infinito cı́clico generado por la isometrı́a de Π3,+ dada por
x 7→ λx. Entonces Γλ y Π3,+ es libre y propiamente discontinua, y ası́ Π3,+/Γλ es una variedad
hiperbólica completa homeomorfa a R2 × S1. Note que

D := {x ∈ Π3,+ : 1 ≤ ||x||R3 ≤ λ}

es un dominio fundamental de Γλ y Π3,+, de donde la imagen bajo la proyección Π3,+ → Π3,+/Γλ
de la geodésica {(0, t) : t ∈ R+} es el único lazo geodésico de Π3,+/Γλ, ya que esta la única
geodésica maximal de Π3,+ que intersecta a las dos componentes conexas de ∂D transversalmente
con el mismo ángulo en ambas. Note que este lazo geodésico de Π3,+/Γλ tiene longitud igual a

dΠ3,+((0, 1), (0, λ)) = lnλ,

por la proposición 1.1.18, de donde para todo 1 < λ < λ′ las variedades hiperbólicas Π3,λ/Γλ y
Π3,λ/Γλ′ son homeomorfas pero no isométricas.

Ya que hemos demostrado el teorema de rigidez de Mostow para variedades cerradas, vamos a
ver algunas consecuencias importantes. Para ver esto necesitamos algunos preliminares.

Lema 5.2.1. Suponga que f1, f2 son isometrı́as de Hn tales que existeR > 0 tal que dHn(f1(x), f2(x)) ≤
R para todo x ∈ Hn. Entonces f1 = f2.

Demostración. Si r es un rayo geodésico de Hn parametrizado por longitud de arco, entonces ten-
dremos que f1 ◦ r y f2 ◦ r son rayos geodésicos del mismo tipo tales que d(f1 ◦ r(t), f2 ◦ r(t)) ≤ R
para todo t ∈ [0,∞). Entonces las signaturas, i.e., las restricciones a ∂Hn de las extensiones de f1 y
f2 a Hn son iguales, de donde por la proposición 1.1.29 se sigue que f1 = f2.

Corolario 5.2.2. Suponga que M = Hn/Γ es una variedad hiperbólica cerrada. Cualquier isomor-
fismo Γ→ Γ se induce por una única isometrı́a de Hn.

Demostración. Sea Γ
ψ−→ Γ un isomorfismo. Por la demostración del teorema de Rigidez de Mostow

sabemos que existe una isometrı́a q de Hn que induce a ψ.
Suponga que q′ es otra isometrı́a de Hn que induce a ψ. Entonces q−1 ◦ q′ induce a la función

identidad de Γ. Si D es un dominio fundamental de la acción Γ y Hn, entonces D es compacto, y
existe R > 0 tal que d(q−1 ◦ q′(x), x) ≤ R para todo x ∈ D, de donde para todo x ∈ D y todo γ ∈ Γ
tenemos que

d(q−1 ◦ q′(γ(x)), γ(x)) = d(γ(q−1 ◦ q′(x)), γ(x)) = d(q−1 ◦ q′(x), x) ≤ R,

de donde d(q−1 ◦ q′(x), x) ≤ R para todo x ∈ Hn, y ası́ por el lema 5.2.1 obtenemos que q−1 ◦ q′ =
idΓ, es decir, q′ = q.

La primera consecuencia que veremos del teorema de rigidez de Mostow es que el grupo de iso-
metrı́as de una variedad hiperbólica compacta está determinado por su topologı́a. De manera más
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especı́fica, vamos a ver que es isomorfo al grupo de automorfismos exteriores de su grupo fundamen-
tal.

Recordemos que si G es un grupo, denotamos por Out(G) su grupo de automorfismos exterio-
res el cual viene dado por

Out(G) = Aut(G)/ Inn(G),

donde Aut(G) es el grupo de isomorfismos de G sobre sı́ mismo e Inn(G) es el grupo de automorfis-
mos internos de G, es el decir el subgrupo de Aut(G) de todos los elementos de la forma g 7→ aga−1

para algún a ∈ G.
Sea M una variedad topológica conexa, y sea π : M̃ →M su cubriente universal. Sea Γ el grupo

de transformaciones cubrientes de π.
Sea f ∈ Homeo(M), luego existe M̃ F−→ M̃ levantamiento de f , note que F debe ser un

homeomorfismo. Sea x ∈ M̃ arbitrario. Para cada γ ∈ Γ existe un único φF (γ) ∈ Γ tal que
F (γ(x)) = φF (γ)(F (x)). Note en particular que F ◦ γ y φF (γ) ◦ F son levantamientos de f que
coinciden en un punto, de donde F ◦ γ = φF (γ) ◦ F .

Queremos ver que la función φF es un isomorfismo Γ→ Γ. Sean γ1, γ2 ∈ Γ. Tenemos

φF (γ1 ◦ γ2)(F (x)) = F (γ1 ◦ γ2(x)) = φF (γ1)(F (γ2(x)))

= φF (γ1) ◦ φF (γ2)(F (x)),

de donde φF (γ1 ◦γ2)◦F = φF (γ1)◦φF (γ2)◦F , con lo que como F es un homeomorfismo se sigue
que φF (γ1 ◦ γ2) = φF (γ1) ◦ φF (γ2).

También tenemos que

F (x) = F ◦ γ−1
1 (γ1(x)) = φF (γ−1

1 )(F (γ1(x)))

= φF (γ−1
1 ) ◦ φF (γ1)(F (x)),

de donde F = φF (γ−1
1 ) ◦ φF (γ1) ◦ F , y ası́ φF (γ−1

1 ) ◦ φF (γ1) = idM̃ , por lo tanto φF (γ−1
1 ) =

φF (γ1)−1.
De todo lo anterior obtenemos que φF es un homomorfismo. Para ver que φF es un isomorfismo

recordemos que F es un homeomorfismo de M̃ sobre sı́ mismo, y es claro que F−1 es un levanta-
miento de f−1, de donde para cualquier γ ∈ Γ tenemos

φF−1(φF (γ))(x) = φF−1(φF (γ))(F−1 ◦ F (x)) = F−1(φF (γ)(F (x)))

= F−1(F (γ(x))) = γ(x),

con lo que como φF−1(φF (γ)) y γ son transformaciones cubrientes de π que coinciden en un punto,
se sigue que φF−1(φF (γ)) = γ para todo γ ∈ Γ. Similarmente se demuestra que φF ◦ φF−1 = idΓ,
de donde φF y φF−1 son inversas entre sı́, con lo que en particular φF es un isomorfismo.

Ahora vamos a comparar a φF y φF ′ para levantamientos F y F ′ de f :
Tenemos que existe γ0 ∈ Γ tal que F ′(x) = γ0◦F (x), luego como F ′ y γ0◦F son levantamientos

de f , se sigue que F ′ = γ0 ◦ F , de donde para cualquier γ ∈ Γ tenemos

γ0 ◦ φF (γ) ◦ F = γ0 ◦ F ◦ γ = F ′ ◦ γ
= φF ′(γ) ◦ F ′ = φF ′(γ) ◦ γ0 ◦ F,
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y ası́ como γ ∈ Γ fue arbitrario se sigue que γ0 ◦ φF = φF ′ ◦ γ0, es decir, φF ′ = γ0 ◦ φF ◦ γ−1
0 . Por

lo tanto de toda esta construcción obtenemos un homomorfismo

Homeo(M)
Out(M)−−−−−→ Out(Γ)

f 7−→ 〈φf̂ 〉

donde f̂ es cualquier levantamiento de f por medio de la proyección cubriente Hn → Hn/Γ.
Si S es una superficie sin frontera a la cual se le puede asignar una estructura de variedad hi-

perbólica H2/Γ, se puede demostrar que el homomorfismo anterior induce un isomorfismo

Homeo(S)/Homeo0(S)→ Out(Γ),

ver [FM11, teorema 8.1], donde Homeo0(S) es la colección de homeomorfismos de S en sı́ mismo
que son isotópicos a la identidad, el cual es un subgrupo normal de Homeo(S). Homeo(S)/Homeo0(S)
es el grupo modular de la superficie S. Para variedades hiperbólicas de dimensión mayor tenemos
lo siguiente:

Teorema 5.2.3. Si Mn es una variedad hiperbólica cerrada, conexa y con n ≥ 3, entonces tenemos
que Out(M) restringida a I(M) es un isomorfismo sobre Out(Γ).

Demostración. Suponga que M ∼= Hn/Γ con cubriente π : Hn → Hn/Γ.
Si 〈ψ〉 ∈ Out(Γ), por la demostración del teorema de rigidez de Mostow tenemos que existe

una isometrı́a q de Hn que induce a ψ. Sea q̂ la función M → M que induce q por medio de π, en
particular q̂ es un levantamiento de q. Luego es claro por la construcción de la función Out(M) y la
definición de inducción que φq̂ = ψ. Por lo tanto Out(M) es sobre Out(Γ) al restringirla a I(M).

Ahora suponga que f ∈ I(M) es tal que 〈φf̂ 〉 = 〈id〉 en Out(Γ), para algún levantamiento f̂ de

f . Entonces existe γ0 ∈ Γ tal que φf̂ (−) = γ−1
0 ◦−◦γ0, de donde obtenemos que f̂◦γ = γ−1

0 ◦γ◦γ0◦f̂
para todo γ ∈ Γ, i.e., γ0 ◦ f̂ conmuta con todos los elementos de Γ, i.e., induce a la identidad de Γ,
de donde por el corolario 5.2.2 se sigue que γ0 ◦ f̂ = idHn , y como γ0 ◦ f̂ es un levantamiento de f ,
entonces f = idM .

Para finalizar veremos que el grupo de isometrı́as de una variedad hiperbólica cerrada de dimen-
sión ≥ 3 es finito. Esto también vale para superficies, pero se demuestra con otros métodos:

Teorema 5.2.4. Suponga que S es una superficie hiperbólica cerrada. Si g es el género de S, entonces
I(S) es finito, y aun más |I+(S)| ≤ 84(g − 1).

Una demostración de este hecho se encuentra en [FM11, Teorema 7.4].
En contraste con el caso dim(M) ≥ 3, para el cual vamos a obtener como consecuencia que

Out(π1(M)) es finito, tenemos que si S es una superficie hiperbólica cerrada, entonces su grupo
modular es infinito, y ası́ en particular Out(π1(S)) es infinito, ver [BP92, Teorema B.4.22].

Necesitamos primero una observación general:

Lema 5.2.5. SeaM una variedad topológica, con cubriente universal π : M̃ →M , y grupo de trans-
formaciones cubrientes Γ. Si f1, f2 ∈ Homeo(M) son homotópicas, entonces en Out(Γ) tenemos
que 〈φf̂1〉 = 〈φf̂2〉.
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Demostración. Es claro que π × id[0,1] es una cubriente de M × [0, 1] cuyas transformaciones cu-
brientes son el grupo {γ × id[0,1] : γ ∈ Γ}. Sea h : M × [0, 1] → M una homotopı́a de f0 a f0, sea
H un levantamiento de h por medio de π.

Sea x ∈ M̂ . Para cada γ ∈ Γ existe ψ(γ) ∈ Γ tal que H(γ(x), 0) = ψ(γ)(H(x, 0)). Note
que H(γ(−), t) y ψ(γ)(H(−, t)) son levantamientos de h que coinciden en un punto, de donde
son iguales. En particular obtenemos que si definimos Fj := H(−, j) para j = 0, 1, obtenemos
que Fj es un levantamiento de fj tal que Fj ◦ γ = ψ(γ) ◦ Fj . Por lo tanto ψ = φFj para cada
j = 0, 1, y en particular φF0 = φF1 , de donde por la buena definición de Out(M) obtenemos que
〈φf̂1〉 = 〈φf̂2〉.

Corolario 5.2.6. Sea M = Hn/Γ una variedad hiperbólica cerrada. Suponga que f1, f2 ∈ I(M)
son homotópicos, entonces f1 = f2.

Demostración. De lo anterior tenemos que 〈φf̂1〉 = 〈φf̂2〉, de donde por el teorema 5.2.3 se sigue
que f1 = f2.

Teorema 5.2.7. Si Mn es una variedad hiperbólica cerrada con n ≥ 3, entonces I(M) es finito.

Demostración. Consideremos el conjunto Imet(M) de todas las isometrı́as de M en sı́ mismo como
espacio métrico, entonces I(M) ⊆ Imet(M), de hecho se puede demostrar que estas dos colecciones
son iguales para cualquier variedad riemanniana usando la función exponencial de la variedad, no es
necesario usar este hecho en esta demostración.

Consideramos la métrica

d(f1, f2) = sup
x∈M

dM (f1(x), f2(x)),

sobre el conjunto, C0(M,M), de funciones continuas M → M . Entonces por el teorema de Ar-
zelà-Ascoli tenemos que Imet(M) es un subespacio compacto, este conjunto es claramente cerrado,
note que no es igual de trivial demostrar que I(M) es un cerrado de este espacio, y es una familia
equicontinua porque consiste de isometrı́as métricas. Veamos que I(M) es un subespacio discreto de
Imet(M), luego esto implicará que I(M) es finito ya que Imet(M) es compacto.

Como M es compacto, por el lema del número de Lebesgue existe ρ > 0 tal que para todo
x ∈M la bolaBM (x, ρ) es isométrica a una bola del mismo radio en Hn, de donde para cualesquiera
x, y ∈M tales que dM (x, y) < ρ, existe un único arco geodésico de M que va de x a y.

Sean f1, f2 ∈ Imet(M) tales que d(f1, f2) < ρ. Entonces podemos construir una homotopı́a
H : [0, 1]×M →M que envı́a a (t, x) al punto del arco geodésico que va de f1(x) a f2(x) que dista
t · dM (f1(x), f2(x)) de f1(x). Entonces f1 y f2 son homotópicas, de donde por el corolario anterior
deben ser iguales. Entonces por lo dicho anteriormente concluimos que I(M) es finito.
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Capı́tulo 6

Lema de Margulis y descomposición
delgada/gruesa

Para generalizar el teorema de rigidez de Mostow a variedades hiperbólicas completas y de volu-
men finito necesitamos una propiedad notable acerca de las variedades hiperbólicas completas, que es
el teorema de descomposición delgada/gruesa. Para demostrar este teorema necesitamos otro resul-
tado importante de geometrı́a hiperbólica que es el lema de Margulis hiperbólico. La fuente de este
capı́tulo es [BP92, Capı́tulo D] y [Pur20, Capı́tulo 5].

6.1. Partes delgada y gruesa de una variedad hiperbólica y lema de
Margulis

Sea M ∼= Hn/Γ una variedad hiperbólica completa. Recordemos que la proyección π : Hn →
Hn/Γ = M es una cubriente y por lo tanto una isometrı́a local, i.e., cada x ∈ Hn tiene una bola
abierta donde π es una isometrı́a sobre su imagen, de donde si Γ es un grupo no trivial, se sigue que
para todo x ∈ Hn el real

sup{δ > 0 : π �: BHn(x, δ)→M es un encaje C∞}

es un número finito real positivo.

Definición 6.1.1. Suponga que M ∼= Hn/Γ es una variedad hiperbólica completa, con proyección
asociada π : Hn → Hn/Γ, y que x ∈ M . Sea x̃ ∈ π−1(x). El radio de inyectividad de x, el cual
denotamos injrad(x), es el real positivo dado por

2 · sup{δ > 0 : π �: BHn(x̃, δ)→M es un encaje C∞},

note que injrad(x) no depende del levantamiento de x que se elija.

Lema 6.1.2. Suponga que M ∼= Hn/Γ es una variedad hiperbólica completa con proyección π :
Hn → Hn/Γ. Sea x ∈M y x̂ ∈ Hn un levantamiento de x. Entonces

injrad(x) = ı́nf{d(x̂, Ax̂) : A 6= Id ∈ Γ}. (6.1)

Aun más, este ı́nfimo es un mı́nimo.
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Demostración. Este ı́nfimo es un mı́nimo porque la acción de Γ sobre Hn es propiamente discontinua.
ElijaA ∈ Γ que realice este mı́nimo. Sea r igual a este mı́nimo. Entonces,B(x̂, r/2)∩B(Ax̂, r/2) 6=
∅, ya que el punto medio entre x̂ y Ax̂ está en esta intersección, de donde como A(B(x̂, r/2)) =
B(Ax̂, r/2), se sigue que π �: BHn(x̃, δ) → M no es un encaje, y ası́ r ≥ injrad(x). Si 0 < δ < r,
tendremos queB(x̂, δ/2)∩B(Ax̂, δ/2) = ∅ para todoA 6= Id ∈ Γ, lo cual implica que π � B(x̂, δ/2)
es un encaje, y ası́ δ ≤ injrad(x). Por lo tanto r = injrad(x).

Definición 6.1.3. Sea M una variedad hiperbólica completa, y sea ε > 0. Defina la parte ε-delgada
de M , la cual denotamos por M<ε, como el conjunto

M<ε := {x ∈M : injrad(x) < ε}.

Similarmente, la parte ε-gruesa de M , la cual denotamos por M>ε, se define por

M>ε := {x ∈M : injrad(x) > ε}.

También se definen M≤ε,M≥ε y M=ε de manera análoga.

Observación 6.1.4. Por el lema 6.1.2 se sigue de inmediato que tenemos las siguientes igualdades

M<ε = {x ∈M : ∀[α] ∈ π1(M,x) \ {[cx]}, l(α) < ε}, y ,

M≤ε = {x ∈M : ∃[α] ∈ π1(M,x) \ {[cx]}, l(α) ≥ ε},

de donde en particular las partes ε gruesa y delgada de una variedad hiperbólica completa depende
sólo de su métrica y su topologı́a.

Vamos a enunciar el lema de Margulis para variedades hiperbólicas, el cual implicará que siM es
una variedad hiperbólica completa y ε > 0 es lo suficientemente pequeño, entonces las componentes
conexas M<ε tienen una estructura sencilla.

Definición 6.1.5. Sea G un grupo.

1. La serie central descendente de G es una sucesión G = G0 B G1 B · · · , dada por Gi :=
[G,Gi−1] para cada i ≥ 1, donde para cualesquiera H,K ≤ G, [H,K] es el subgrupo de G
que se genera por la colección {hkh−1k−1 : h ∈ H, k ∈ K}.

2. G es nilpotente si su serie central es eventualmente trivial, i.e., si existe N ∈ N tal que Gi es
el grupo trivial para todo i ≥ N .

3. G es virtualmente nilpotente si tiene un subgrupo de ı́ndice finito que es nilpotente.

Teorema 6.1.6 (Lema de Margulis para variedades hiperbólicas). Para cada n ≥ 2 existe una cons-
tante εn > 0 que cumple la siguiente propiedad: Sea M ∼= Hn/Γ una variedad hiperbólica completa
con proyección asociada π : Hn → Hn/Γ. Entonces para cada x ∈ M y cada x̃ ∈ π−1(x) tenemos
que el subgrupo de Γ generado por el conjunto

{A ∈ Γ : d(x̃, Ax̃) ≤ εn}

es virtualmente nilpotente.

Una demostración de este teorema se puede encontrar en [BP92, Teorema D.1.1].
A εn lo llamaremos constante de Margulis de dimensión n.
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6.2. Descomposición delgada/gruesa

Vamos a hacer la descripción de las variedades sencillas en las cuales se descompone M≤ε para
ε > 0 lo suficientemente pequeño y M una variedad hiperbólica completa. Primero necesitamos
algunos preliminares.

Lema 6.2.1. Suponga que g es una isometrı́a parabólica de Πn,+ que fija a∞. Entonces g es de la
forma (x, s) 7→ (φ(x), s), donde φ es una isometrı́a de Rn−1.

Demostración. Como g es una isometrı́a parabólica de Πn,+ que fija a∞ se sigue, por el lema 1.1.12,

que g es de la forma x 7→ λ

(
R 0
0 1

)
x + b para algunos R ∈ O(n − 1), λ > 0 y b ∈ Rn−1 × {0}.

Luego la matriz λ
(
R 0
0 1

)
− In es de la forma

(
λR− In−1 0

0 λ− 1

)
.

Queremos ver que λ = 1. Suponga que no. Luego λR − In debe ser invertible, de otra manera
existirı́a x ∈ Rn−1 no nulo tal que λRx = x, lo cual contradirı́a que R ∈ O(n− 1), de donde como
λ − 1 6= 0, la ecuación λR̃x + b = x tiene una solución en Rn−1 × {0}, y g no es entonces una
isometrı́a parabólica. Contradicción. Por lo tanto λ = 1. b 6= 0, ya que de otra manera g fijarı́a a 0

también, de donde g es de la forma x 7→
(
R 0
0 1

)
x+b para algunosR ∈ O(n−1) y b ∈ Rn−1×{0}

no nulo, y por lo tanto es de la forma indicada en el lema.

Notación 6.2.2. Suponga que M = Hn/Γ es una variedad hiperbólica completa. Suponga que G ≤
Γ. Si A ⊆ Hn, diremos que A/G = A/Γ si tenemos que para todo x, y ∈ A

∃γ ∈ Γ(γ(x) = y)⇔ ∃γ ∈ G(γ(x) = y).

Definición 6.2.3. Sea M = Hn/Γ una variedad hiperbólica completa. Una cúspide de M es una
subvariedad de la forma B/Γ, donde B es una horobola centrada en un punto v ∈ ∂Hn tal que
B/Γ = B/Γv, donde Γv es el subgrupo de Γ generado por todos los elementos parabólicos de Γ que
fijan a v.

Note que si B/Γ es una cúspide de la variedad hiperbólica completa Hn/Γ, entonces podemos
suponer sin pérdida de generalidad que B es una horobola centrada en ∞, de donde por el lema
anterior tenemos que B/Γ es homeomorfa a (S/Γ∞)× (0,∞), donde S = ∂B.

Teorema 6.2.4. Sea Mn una variedad hiperbólica completa de volumen finito. Entonces para todo
ε > 0 tenemos que M≥ε es compacto.

Demostración. Suponga que M = Hn/Γ, con proyección cubriente asociada π : Hn → Hn/Γ.
No es difı́cil ver por la definición de la función injrad que M≥ε es cerrado, note que M≥ε es

la colección de los x ∈ M tales que si x̂ es un levantamiento de x, π � Bε(x̂, ε/2) es un encaje.
Entonces basta ver que también es acotado, ya que M es completa.

Como M≥ε = {x ∈ M : injrad(x) ≥ ε}, tenemos que si x ∈ M≥ε, la bola BM (x, ε/4) es
isométrica a una bola de Hn de radio ε/4, ya que como π �: BHn(x̃, ε/4) → M es un encaje, en
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particular es una isometrı́a sobre su imagen ya que π es una isometrı́a local, de donde para x ∈M≥ε
el real positivo Vol(BM (x, ε/4)) es una constante V .

Sea S un subconjunto contable denso de M≥ε. Considere el conjunto

M := {Y ⊆ S : dM (s1, s2) ≥ ε, ∀s1, s2 ∈ Y }.

EntoncesM está parcialmente ordenado por inclusión, de donde como S es contable, podemos cons-
truir por inducción sobre S un elemento Y0 ∈M que sea maximal. Como las bolas

{BM (s, ε/4) : s ∈ Y0}

son disyuntas entre sı́, se sigue que

#Y0 ≤
Vol(M)

V
<∞.

La condición de maximalidad de Y0 y el hecho de que S es denso implica que

M≥ε ⊆
⋃
{BM (s, ε) : s ∈ Y0},

y por lo tanto M≥ε es acotado.

Lema 6.2.5. Suponga que ψ, φ ∈ I(Hn) no son isometrı́as elı́pticas y conmutan entre sı́. Entonces
ψ es una isometrı́a loxodrómica(parabólica) si y sólo si φ también lo es. Aun más, fijan los mismos
puntos de ∂Hn.

Demostración. Suponga que ψ es una isometrı́a loxodrómica y que fija a los dos puntos v, w ∈ ∂Hn.
Entonces como ψ y φ conmutan, es fácil ver que ψ también fija a los puntos φ(v), φ(w), con lo que
{φ(v), φ(w)} = {v, w}. Se debe tener que φ(v) = v y φ(w) = w, ya que de otra manera φ fijarı́a un
punto de la geodésica maximal que va de v a w, y φ serı́a una isometrı́a elı́ptica.

Si ψ es una isometrı́a parabólica, φ también debe serlo ya que como no es una isometrı́a elı́ptica
en otro caso tendrı́amos que serı́a una isometrı́a loxodrómica, y por lo anterior esto implicarı́a que ψ
fuera una isometrı́a loxodrómica. Que ψ y φ fijan los mismos puntos de ∂Hn sale como en el caso
anterior.

Lema 6.2.6. Sea G un subgrupo no trivial de I(Hn) sin isometrı́as elı́pticas, virtualmente nilpotente
y que actúa de manera propiamente discontinua sobre Hn. Entonces oG se genera por una isometrı́a
loxodrómica y G ∼= Z, o G consiste de isometrı́as parabólicas que fijan todas a un mismo punto de
∂Hn.

Demostración. Sea H un subgrupo nilpotente de G de ı́ndice finito. Al ser H nilpotente, tiene centro
no trivial, de donde todos los elementos no triviales de H son isometrı́as parabólicas que fijan a un
punto en ∂Hn o todos fijan a una geodésica maximal de Hn. Si γ ∈ G, existe k ∈ Z \ {0} tal que
γk ∈ H . Hay dos casos.

1. Si H consiste de isometrı́as parabólicas que fijan el mismo punto, tenemos que como γk ∈ H
y γ y γk conmutan, entonces γ es una isometrı́a parabólica que fija el mismo punto que fijan
todos los elementos de H .
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2. Si todos los elementos de H son isometrı́as loxodrómicas que fijan la misma geodésica maxi-
mal, como γk ∈ H y γk y γ conmutan, γ debe fijar la misma geodésica maximal, de donde
como G no es trivial y actúa de manera propiamente discontinua y libre sobre una geodésica
maximal, entonces G ∼= Z, ya que las geodésicas maximales de Hn son isométricas a R, y Z
es el único grupo que actúa de manera libre y propiamente discontinua sobre R.

Teorema 6.2.7. Suponga que Mn ∼= Hn/Γ es una variedad hiperbólica completa, con función cu-
briente π : Hn → Hn/Γ. Si 0 < ε ≤ εn; donde εn es la constante de Margulis de dimensión n,
entonces las componentes conexas de M<ε consisten de vecindades tubulares de lazos geodésicos de
longitud < ε, o de cúspides.

Idea de la demostración: La idea de la demostración de este hecho se toma de la demostración de
esta afirmación dada en [BP92, Teorema D.3.3].

Sea x ∈M<ε y sea x̃ ∈ π−1(x). Por el lema 6.1.2 tenemos que el grupo Γε(x̃) es no trivial. Γε(x̃)
es virtualmente nilpotente por el lema de Margulis, ya que es subgrupo de Γεn(x̃). Hay dos casos por
el lema 6.2.6:

Si Γεn(x̃) es infinito cı́clico generado por una isometrı́a loxodrómica γ, podemos suponer que en
el modelo Πn,+ fija al origen y a ∞. Sea Γ0 el subgrupo de Γ de elementos que fijan a 0 y a ∞.
Entonces como Γ0 actúa de manera propiamente discontinua sobre la geodésica que va del origen a
∞, Γ0 es infinito cı́clico generada por una isometrı́a loxodrómica γ0, de donde como γ ∈ Γ0, se sigue
γ es una potencia de γ0.

Considere el conjunto

N := {y ∈ Πn,+ : ∃k ∈ Z \ {0}, d(y, γk(y)) < ε},

entonces es fácil ver que N es una vecindad tubular de la geodésica que va del origen a ∞ y que
x̃ ∈ N . Luego se demuestra que si g ∈ Γ es tal que g(N) ∩N 6= ∅, entonces g ∈ Γ0. Esto implica,
ya que toda una isometrı́a loxodrómica que fija al origen y a ∞ es la extensión de una rotación de
Rn−1 × {0} que

π(N) = N/Γ0.

Luego se demuestra, usando esta igualdad, que π(N) es una vecindad del lazo geodésico π((0,∞)),
esto no es trivial. Es claro que x ∈ Π(N), y es fácil ver que Π(N) ⊆M<ε.

Ahora suponga que Γε(x̃) consiste de la identidad y de isometrı́as parabólicas que fijan todas al
mismo punto de ∂Hn. Podemos suponer en Πn,+ que este punto es∞. Se considera al subgrupo, Γ∞,
de todos los elementos parabólicos de Γ que fijan a∞. Se considera el conjunto

N = {y ∈ Πn,+ : ∃γ ∈ Γ∞ \ {id}, d(y, γ(y)) < ε},

se demuestra que N es una horobola, y que si g ∈ Γ, entonces g(N) ∩ N 6= ∅ si y sólo si g ∈ Γ∞.
Esto implica que

π(N) = N/Γ∞.

Es claro entonces que π(N) es una cúspide de M<ε que contiene a x. �

De este último argumento obtenemos lo siguiente:
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Proposición 6.2.8. Sea M = Hn/Γ una variedad hiperbólica completa con proyección π : Hn →
Hn/Γ. Entonces para todo 0 < ε < εM tenemos que π−1(M<ε) es una unión disyunta de horobolas.

Demostración. Sea B una horobola de Hn tal que B/Γ es una cúspide de M<ε. Sea v ∈ ∂Hn el
centro de B. Entonces por la idea de la demostración del teorema 6.2.7 tenemos que si x ∈ B,
entonces existe una isometrı́a parabólica A ∈ Γ que fija a v y d(Ax, x) < ε, que cualquier otro
elemento de Γ que haga lo mismo debe ser una isometrı́a parabólica que fije a v, de donde si B′ es
otra horobola tal que B′/Γ es una cúspide M<ε, luego como B′ 6= B, tienen centros diferentes, y
entonces B ∩ B′ = ∅, ya que de otra manera existirı́a x en esta intersección y cualquier elemento
A ∈ Γ tal que d(Ax, x) < ε debe fijar tanto el centro de B como el centro de B′ y debe ser una
isometrı́a parabólica, lo cual es una contradicción.

De todo lo anterior obtenemos lo siguiente:

Corolario 6.2.9. Sea M ∼= Hn/Γ una variedad hiperbólica completa de volumen finito. Entonces
existe un 0 < εM ≤ εn tal que M<εM consiste sólo de cúspides. Esto sucede también para todos los
0 < ε ≤ εM .

Demostración. Las fronteras de las vecindades tubulares de los lazos geodésicos que están conteni-
das en M<εn son componentes conexas de la variedad compacta M=ε = ∂M≥ε, de donde hay un
número finito de tales vecindades, y podemos tomar εM > 0 que sea menor que las longitudes de los
lazos geodésicos asociadas a las vecindades tubulares, y ası́ obtendremos que M<εM consiste sólo de
cúspides.

Corolario 6.2.10. Sean 0 < ε′ < ε ≤ εM . Entonces M≥ε es un retracto por deformación de M≥ε
′

y
de M . Aun más, M>ε es homeomorfo a M .

Demostración. Suponga que M = Hn/Γ. Que M≥ε es retracto por deformación sale de inmediato
del hecho de que si N es una cúspide de la forma B/Γ, entonces existe un homeomorfismo entre N
y (S/Γv)× [0,∞), que envı́a a la frontera de N en (S/Γv)×{0}, donde v es el centro de la horobola
B, y S = ∂B.

QueM≥ε es un retracto por deformación deM≥ε
′
sale de que siB es una horobola centrada en un

punto v ∈ ∂Hn de manera queB/Γ es una cúspide y una componente conexa deM<ε, entonces existe
otra horobola B′ centrada v contenida en B de manera que B′/Γ es una cúspide y una componente
conexa de M<ε′ , esto se puede ver en el modelo Πn,+ suponiendo que v =∞ : si (x, t) ∈ B, existe
A ∈ Γ tal que dΠn,+((x, t), A(x, t)) < ε, luego existe un s > t lo suficientemente grande de manera
que dΠn,+((x, s), A(x, s)) < ε′, esto sale de la forma de dΠn,+ dada en la proposición 1.1.18, de
donde (x, s) ∈ π−1(M<ε′) ∩ π−1(M<ε), de donde por la proposición 6.2.8 se sigue que existe una
horobola B′ centrada en∞ tal que B′/Γ es una cúspide y una componente conexa de M<ε′ .

Corolario 6.2.11. Si M es una variedad hiperbólica completa y de volumen finito, entonces M es
homeomorfa al interior de una variedad topológica compacta cuya frontera consiste de variedades
euclidianas cerradas.

Demostración. Si 0 < ε < εM , M≥ε es una variedad compacta de la cual M>ε es su interior, y esta
última variedad es homeomorfa a M .

Las fronteras deM≥ε son las fronteras de las cúspides deM<ε, las cuales son de la forma S/Γv =
S/Γ, donde S es una esfera centrada en un punto v de ∂Hn, y Γv es un grupo generado por isometrı́as
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parabólicas que fijan a v, de donde por la proposición 1.1.35 y el lema 6.2.1 tenemos que S/Γv es
una variedad euclidiana ya que Γv consiste de isometrı́as de S, y S hereda una estructura de variedad
euclidiana de la métrica de Hn.

Por último necesitamos el siguiente concepto:

Definición 6.2.12. Sea M una variedad hiperbólica completa y de volumen finito. Entonces si 0 <
ε < εM , recordemos que M≥ε es una variedad compacta cuyo interior es homeomorfo a M , y
que M<ε sólo consiste de cúspides. Definimos al número de cúspides de M como la cantidad de
componentes conexas de M<ε, para algún 0 < ε < εM .

Note que este número es finito porque M≥ε es compacta, y además está bien definido ya que este
número es simplemente la cantidad de componentes conexas de la variedad compacta de la cual M
es interior.

También note que si M = Hn/Γ es una variedad hiperbólica compacta de volumen que tenga
sólo una cúspide, entonces la acción de Γ sobre los puntos cúspides de este grupo es transitiva, ya que
para todo punto cúspide v existe una horobola B centrada en v tal que B/Γv = B/Γ es igual a M<ε.
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Capı́tulo 7

El teorema de rigidez de Mostow para
variedades hiperbólicas completas y de
volumen finito

En este capı́tulo daremos una demostración del siguiente teorema:

Teorema 7.0.1 (Teorema de Rigidez de Mostow para Variedades Hiperbólicas Completas y de Vo-
lumen Finito). Sean M1 y M2 dos variedades sin frontera, hiperbólicas, conexas, orientadas, com-
pletas, de volumen finito, y ambas de dimensión ≥ 3. Entonces si los grupos fundamentales de estas
variedades son isomorfos, las variedades son isométricas.

La demostración se hará adaptando los pasos del caso cerrado junto con los resultados que vimos
en el capı́tulo anterior.

Este teorema lo demostró Marden en 1974, [Mar74], en el caso de dimensión 3, y un año antes
Prasad, [Pra73], demostró un resultado mucho más general que implica el teorema anterior en todas
las dimensiones ≥ 3.

El paso principal del argumento que se da en este capı́tulo para demostrar el teorema anterior es
demostrar que si M es una variedad hiperbólica completa, y M̃ es una variedad compacta de la cual
M es su interior, entonces el volumen deM es proporcional a la norma de Gromov de M̃ . Este hecho
aparece en [Thu+80, Teorema 6.5.4] y se demuestra de una manera diferente, sin embargo, usaremos
algunas ideas de esta demostración.

Otra idea importante que usamos es el argumento dado en [Tuk85, Lema 3.4], que ya usamos en
el capı́tulo 2, para demostrar que si Hn/Γj son variedades hiperbólicas completas y de volumen finito
para j = 1, 2, tales que existe un isomorfismo Γ1 → Γ2, entonces existe una pseudoisometrı́a que lo
induce.

7.1. Pseudoisometrı́as

El primer paso para demostrar el teorema de rigidez de Mostow en el caso abierto es obtener una
pseudoisometrı́a Hn → Hn inducida por un isomorfismo π1(M1)→ π1(M2). El siguiente resultado
lo demostraremos, más adelante, usando ideas de [Tuk85, Lema 3.4]:
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Proposición 7.1.1. Sean M1 y M2 dos variedades hiperbólicas orientadas, completas y de volumen

finito, con Mj
∼= Hn/Γj para j = 1, 2. Si existe un isomorfismo Γ1

φ−→ Γ2, entonces existe una

pseudoisometrı́a Hn φ̃−→ Hn que lo induce.

Recordemos que ψ sea una pseudoisometrı́a significa que se cumplen las siguientes desigualda-
des:

1

c1
d(ψ(x), ψ(y))− c2 ≤ d(x, y) ≤ c1d(ψ(x), ψ(y)),∀x, y ∈ Hn,

donde c1, c2 > 0 son constantes. También recordemos que siM1
∼= Hn/Γ1 yM2

∼= Hn/Γ2, entonces
que ψ induzca a φ significa que ψ(g(x)) = φ(g)(ψ(x)) para todo g ∈ Γ1 y x ∈ Hn.

Antes de empezar la demostración del teorema debemos hacer un análisis de las cúspides de las
variedades hiperbólicas, completas y de volumen finito.

Definición 7.1.2. Sea Γ un subgrupo de I(Hn) que actúe sobre Hn de manera libre y propiamente
discontinua, luego M := Hn/Γ es una variedad hiperbólica completa, con proyección asociada π :
Hn → Hn/Γ. Decimos que v ∈ ∂Hn es un punto cúspide de Γ si existe una horobola B centrada en
v de manera que B/Γ es una cúspide de M .

Ahora queremos demostrar que si Hn/Γ1 y Hn/Γ2 son variedades hiperbólicas completas tales

que existe un isomorfismo Γ1
φ−→ Γ2, entonces existe una biyección entre los puntos cúspides de Γ1

y Γ2 que se puede describir geométricamente usando a φ. Para definir esta biyección necesitamos el
primer teorema de Bieberbach:

Recordemos que hay un isomorfismo entre I(Rn) y el producto semidirecto O(n) oRn.

Teorema 7.1.3 (Primer teorema de Bieberbach). Sea Γ un subgrupo de I(Rn) que actúa de manera
libre y propiamente discontinua sobre Rn, y es tal que Rn/Γ es compacto. Entonces Γ∩ ({In}×Rn)
es isomorfo a Zn y es un subgrupo de G de ı́ndice finito.

Una demostración de este teorema se encuentra en las primeras páginas del texto [Szc12].
Sea n ≥ 3. Suponga que M ∼= Hn/Γ es un variedad hiperbólica completa de volumen finito.

Si v es un punto cúspide de Γ, considere el subgrupo Γv de Γ generado por todos los elementos
parabólicos de Γ que fijan a v, note que Γv es no trivial por la definición de cúspide hiperbólica y de
punto cúspide. En el modelo Πn,+ podemos suponer que v = ∞, luego Γv actúa de manera libre y
propiamente discontinua sobre Rn−1 × {0} por medio de isometrı́as euclidianas, y Rn−1 × {0}/Γ∞
es compacto, recuerde la demostración del corolario 6.2.11, de donde este grupo tiene un subgrupo
de ı́ndice finito isomorfo a Zn−1 por el primer teorema de Bieberbach. Aun más, Γv es un subgrupo
virtualmente abeliano maximal de Γ, ya que si estuviera encajado en otro subgrupo virtualmente
abeliano, todos los elementos de este grupo fijarı́an a v por el lema 6.2.5. Note que como n ≥ 3,
entonces G no puede ser isomorfo a Z.

De manera recı́proca suponga que G es un subgrupo de Γ virtualmente abeliano maximal no
isomorfo a Z. Entonces por el lema 6.2.6 se sigue que G debe consistir de isometrı́as parabólicas que
fijan todas a un mismo punto vG ∈ ∂Hn, ya que n ≥ 3, y por lo tanto hay una horobola centrada en
vG tal que B/Γ = B/Γv es una cúspide de M<ε, por la demostración del teorema 6.2.7, de donde
si CΓ es la colección de puntos cúspides de Γ y AΓ es la colección de subgrupos de G virtualmente
abelianos maximales no isomorfos a Z, obtenemos de lo anterior dos funciones

CΓ → AΓ AΓ → CΓ

v 7→ Γv G 7→ vG,
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las cuales son inversas entre sı́. De lo anterior, el siguiente hecho sale de inmediato:

Proposición 7.1.4. Sea n ≥ 3. Sean Mj
∼= Hn/Γj para j = 1, 2 variedades hiperbólicas completas

y de volumen finito. Suponga que existe un isomorfismo de grupos Γ1
φ−→ Γ2. Considere la función

CΓ1

φ̂−→ CΓ2 tal que a cada punto cúspide v de Γ1 se le asigna el único punto fijo de ∂Hn del subgrupo
φ((Γ1)v) ∈ AΓ2 de Γ2. Entonces esta función es una biyección.

Observación 7.1.5. Note que la función φ̂ cumple por construcción que φ((Γ1)v) = (Γ2)φ̂(v) para
todo v ∈ CΓ1 .

Note que esta proposición es falsa en dimensión n = 2: los grupos fundamentales del toro aguje-
rado y del pantalón hiperbólico son isomorfos a Z ∗ Z, sin embargo la acción asociada de este grupo
sobre los puntos cúspides del toro agujerado es transitiva, mientras que la acción correspondiente
sobre los puntos del pantalón hiperbólico tiene tres órbitas.

Demostración de la proposición 7.1.1: Si πi : Hn → Hn/Γi son las proyecciones, tendremos por
la proposición 6.2.8 que para algún 0 < ε ≤ εM1 , εM2 las variedades π−1

1 (M<ε
1 ) y π−1

2 (M<ε
2 ) son la

unión disyunta
∪{Bv : v ∈ C(Γ1)}, y

∪{Uw : w ∈ C(Γ2)},

respectivamente, donde cada Bv y Uw es la horobola maximal centrada en v y w, respectivamente,
contenidas en π−1

1 (M<ε
1 ) y π−1

2 (M<ε
2 ) respectivamente, es decir, estas horobolas son las componen-

tes conexas de cada uno de estos espacios respectivos.
Tenemos que estas horobolas cumplen las siguientes propiedades para v ∈ CΓ1 y w ∈ CΓ2 :

1.) Bg(v) = g(Bv)(Ug(w) = g(Uw)), para todo g ∈ Γ1(g ∈ Γ2);

2.) Las familias {Bv : v ∈ CΓ1} y {Uw : w ∈ CΓ2} constan de elementos disyuntos entre sı́;

3.) Bv/Gv = Bv/Γ1 y Uw/Gw = Uw/Γ2.

1.) vale ya que πi(M
≤ε
i ) es invariante bajo Γi. 2.) vale por la elección de ε y la proposición 6.2.8.

Finalmente 3.) vale por la segunda parte de la demostración del teorema 6.2.7.
SeanH1 := π−1

1 (M≥ε1 ) = Hn \π−1
1 (M<ε

1 ) yH2 := π−1
2 (M≥ε2 ). Entonces la frontera deH1 es la

unión de las horoesferas Sv que se definen como las fronteras de cada Bv, v ∈ CΓ1 , ∂H2 es la unión
de las horoesferas Tw := ∂Uw cuando w recorre CΓ2 .

Paso 1. Construcción de la pseudoisometrı́a

Sea T una triangulación C∞ de M≥ε1 que se restringe a una triangulación de ∂M≥ε1 . Como la
función π1 : Hn → M es una cubriente, se sigue que T se levanta a una triangulación, K, C∞

de H1 = π−1
1 (M≥ε1 ). Entonces K es una triangulación Γ1-invariante de H1. Sea K ′ la subdivisión

baricéntrica de K. Usando K ′ construiremos una función F1 : H1 → Hn de la siguiente manera.
Primero definimos F1 en los vértices de K ′. Fijemos D un dominio fundamental de la acción de Γ1

sobre Hn. Primero definimos F1 en los vértices de K ′ que están contenidos en D, esto lo podemos
hacer de manera arbitraria pero vamos a tener en cuenta las condiciones x ∈ Sv si y sólo si F1(x) ∈
Tφ̂(v), y F1(g(x)) = φ(g)(F1(x)). Como todos los vértices de K ′ son translaciones de los vértices
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de K ′ contenidos en D por medio de elementos de Γ1, podemos definir F1 en estos puntos mediante
F1(g(x)) = φ(g)(F1(x)) para todo g ∈ Γ1, para los vértices x de K ′ contenidos en D, de donde F1,
como se ha definido hasta ahora en los vértices de K ′, induce a φ, esto está bien definido porque la
acción de Γ1 sobre Hn es libre.

Ahora extenderemos F1 a cada σ ∈ K ′ tal que σ ⊆ ∂H1. Recuerde que cada Tw con la métrica
que hereda de Hn es isométrica, salvo múltiplo, a Rn−1 con su métrica usual, y que cada (Γ2)w actúa
por medio de isometrı́as sobre Tw. En particular Tw tiene una estructura afı́n. Sea σ ∈ K ′ contenido
en ∂H1. Como σ es un simplejo, σ tiene una estructura afı́n asociada, al ser un simplejo de Rn+1.
Como σ ⊆ ∂H1, existe v ∈ CΓ1 tal que σ ⊆ Sv. Como Tφ̂(v) también tiene una estructura afı́n y F1

está definida en los vértices de este simplejo y la imagen bajo F1 de estos vértices está contenida en
Tφ̂(v) por construcción, podemos entonces extender F1 a una función afı́n σ → Tφ̂(v) usando las dos
estructuras afines de estos dos espacios. Esta nueva extensión de F1 a todo ∂H1 induce a φ ya que
K ′ es Γ1-invariante, y además si v ∈ CΓ1 y g ∈ Γ1, tendremos que φ(g) se restringe a una isometrı́a
de Tφ̂(v) sobre Tφ̂(gv), y en particular respeta las estructuras afines, de donde como F1 restringida a
los vértices de K ′ induce a φ, se sigue entonces que la nueva extensión de F1 también induce a φ en
∂H1.

Finalmente, extendemos F1 a todos los demás σ ∈ K ′ por inducción sobre dim(σ). Sea σ ∈ K ′
que no está contenido en ∂H1. Como estamos tomando la subdivisión baricéntrica de K, existe un
vértice a de σ que no está contenido en ∂H1. Por la suposición inductiva tenemos que ya se ha definido
F1 en σ′, donde σ′ es la cara de σ opuesta a a. Para cada x ∈ σ\σ′, sea sx la linea en la estructura afı́n
de σ que va de a a un punto de σ′ y que pasa por el punto x. Entonces definimos a F1 � sx como la
función afı́n que va de sx a la geodésica hiperbólica [F1(x), F1(a)] tal que x 7→ F1(x) y a 7→ F1(a).
Continuando con la inducción de esta manera podemos extender F1 a todo H1 = π−1

1 (M≥ε1 ). Note
que F1 induce a φ en H1 ya que F1 ya inducı́a a φ en los elementos de K ′ contenidos en la frontera
de H1 y en los vértices de K ′, y dado que la extensión se construye usando la estructura afı́n de Hn y
que cada φ(g) es una isometrı́a de Hn. Note que la construcción se hizo de manera que

F1(Sv) ⊆ Tφ̂(v), ∀v ∈ CΓ1 (7.1)

Note que podemos tomar un subconjunto finito de CΓ1 , {v1, . . . , vm} tal que todo elemento de CΓ1

es un trasladado de un elemento de Γ1 por un elemento de este subconjunto, y que este subconjunto
sea minimal con esta propiedad, esto se puede hacer ya que una variedad hiperbólica completa de
volumen finito tiene un número finito de cúspides, entonces basta tomar los centros de las horobolas
de una colección de preimágenes de todas las cúspides deM cuyo cardinal sea el número de cúspides
de M .

En el modelo Πn,+, para cada i = 1, . . . ,m elija isometrı́as αi y βi de este modelo de manera
que αi(Svi) = Rn−1 ×{1} = βi(Tφ̂(vi)

). Luego obtenemos una función de Rn−1 ×{1} en sı́ mismo
dada por

ϕi := (βi ◦ F1 ◦ α−1
i ) � Rn−1 × {1}.

Extendemos F1 a todo Bvi , para cada i = 1, . . . ,m, βi ◦ F1 ◦ α−1
i en Rn−1 × [1,∞) que sea de la

forma (x, t) 7→ (y, t) y que sea consistente con la definición de F1 que tenı́amos en H1.
Afirmamos que F1 definida ası́ induce a φ � (Γ1)vi en Bvi , para cada i = 1, . . . ,m. Podemos

suponer por la construcción que vi = ∞ y que Bvi = Rn−1 × [1,∞) = Uφ̂(vi)
, de donde F1 viene

dada por (x, t) 7→ (F1(x, 1), t) en Rn−1× [1,∞). Esta función induce a φ � (Γ1)vi en Rn−1× [1,∞),
ya que primero F1 como la hemos construido de antes induce a φ � (Γ1)vi en Svi ya que F1 induce a φ
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en todoH1 y además (Γ1)vi y (Γ2)φ̂(vi)
están compuestas de isometrı́as parabólicas que fijan a∞ y ası́

no mueven la última componente de los puntos de Rn−1 × [1,∞), y dado que (Γ2)φ̂(vi)
= φ((Γ1)vi)

por la observación 7.1.5.
Finalmente, extendemos F1 a todo Hn al definir F1 en cada Bv, con v ∈ CΓ1 , como sigue.

Sea v ∈ C(Γ1), entonces existe un único i = 1, . . . ,m y una única clase lateral g(Γ1)vi tales que
v = g(vi), y ası́ podemos definir F1 en Bv por

F1(g(x)) := φ(g)(F1(x)), ∀x ∈ Bvi . (7.2)

Esto está bien definido ya que F1 induce a φ � (Γ1)vi en Bvi como ya vimos. Esta observación
también implica de inmediato que esta construcción de F1 induce a φ en todo ∪{Bv : v ∈ CΓ1}, de
donde como

Hn = π−1
1 (M≥ε1 ) ∪ π−1

1 (M≤ε1 )

= π−1
1 (M≥ε1 ) ∪

⋃
{Bv : v ∈ C(Γi)},

(7.3)

juntando todos los pasos anteriores obtenemos una función F1 : Hn → Hn que induce a φ.

Paso 2. F1 es Lipschitz en π−1
1 (M≥ε1 ).

Note que como la triangulación K con la que se construyó F1 � π
−1
1 (M≥ε1 ) es Γ1-invariante, se

sigue que si D es un dominio fundamental con respecto a la cubriente π1 : Hn → Hn/Γ1, entonces
para todo elemento σ ∈ K existe σ′ ∈ K contenido en D y g ∈ Γ1 tales que g(σ′) = σ. Sin
embargo, es fácil ver de la construcción de cada F1 � σ con σ ∈ K ′, que cada una de estas funciones
es Lipschitz, ya que K es una triangulación C∞ y F1 �: σ → Hn es afı́n Hn de donde cada F1 � σ
con σ ∈ K es C∞, y en particular Lipschitz ya que σ es compacto, y ası́ como hay un número finito
de elementos de K contenidos en D y todos los elementos de K son trasladados bajo elementos de
Γ1 de estos elementos, que son isometrı́as, se sigue que F1 es Lipschitz en π−1

1 (M≥ε1 ).

Paso 3. F1 es Lipschitz en π−1
1 (M<ε

1 )

Sea v ∈ CΓ1 . Por la construcción de F1 en Bv podemos suponer que v = ∞, que Bv = Rn−1 ×
(1,∞) y que F1 � B∞ viene dada por (x, t) 7→ (F1(x, 1), t), note el abuso de notación.

La métrica de Πn,+ se restringe a Rn−1 × {1} a la métrica estándar euclidiana de Rn−1, por el
teorema 1.1.16. Además (Γ1)∞ actúa por medio de isometrı́as sobre Rn−1 × {1} de manera que el
cociente que se obtiene es una variedad cerrada, esto es consecuencia de la demostración del corolario
6.2.11. Sea T un dominio fundamental de la acción (Γ1)∞ y Rn−1×{1}. Entonces T es compacto.

Note que la función H : [0, 1]× R+ × R+ → R dada por

H(t, x, y) :=

{
arcsenh(tx)/ arcsenh(ty) si t 6= 0

x/y de otra manera,

es continua.
Sea λ > 1 arbitrario. Tenemos que tanto ||(x,t)−(y,s)||

2
√
ts

y ||(F1(x,1),t)−(F1(y,1),s)||
2
√
ts

están acotadas
superiormente en T×[1, λ] por unR > 0, ya que este último conjunto es compacto. Por la continuidad
de H , existe L > 0 tal que H está acotado superiormente por L en [0, 1]× [0, R]× [0, R].
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Afirmamos que F1 es L-Lipschitz en T × [1,∞).
Note que T × (0,∞) es un dominio fundamental de la acción, de donde T × (0,∞) es un sub-

conjunto convexo de Πn,+, y por lo tanto T × [1,∞) es convexo.
Sean (a, t), (b, t) ∈ T × [1,∞). Como el arco geodésico entre estos dos puntos está contenido

en T × [1,∞), podemos suponer sin pérdida de generalidad que |t− s| ≤ λ− 1, al dividir este arco
geodésico en pedazos lo suficientemente cortos. Podemos tomar h1, h2 ∈ [1, λ] tales que h1 ≤ t,
h2 ≤ s y |t− s| = |h1 − h2|. Tendremos entonces

d((a, s), (b, t))

d(F1(a, s), F1(b, t))
=

2 arcsenh
(
||(a,s)−(b,t)||

2
√
st

)
2 arcsenh

(
||(F1(a,1),s)−(F1(b,1),t)||

2
√
st

)
=

arcsenh
(
||(a,s)−(b,t)||

2
√
st

)
arcsenh

(
||(F1(a,1),h1)−(F1(b,1),h2)||

2
√
st

)
=

arcsenh
(
||(a,s)−(b,t)||

2
√
h1h2

√
h1h2√
st

)
arcsenh

(
||(F1(a,1),h1)−(F1(b,1),h2)||

2
√
h1h2

√
h1h2√
st

) ≤ L
donde la última igualdad salen de la construcción de R y de L ya que

√
st/
√
h1h2 > 1. Por lo tanto

F1 es Lipschitz en todo T × [1,∞).
Como T × [1,∞) es un dominio fundamental de la acción (Γ1)∞ y Rn−1 × [1,∞) = B∞, se

sigue que como F1 induce a φ, entonces F1 es Lipschitz en todo Rn−1 × {1} = B∞ = Bv.
Finalmente tomamos L > 0 lo suficientemente grande de manera que F1 sea L-Lipschitz en las

horobolas Bv1 , . . . , Bvn . Luego de la construcción de F1 se sigue que F1 es L-Lipschitz en Bv para
todo v ∈ CΓ1 .

Paso 4. F1 es una pseudoisometrı́a.

Juntando los pasos anteriores se sigue que F1 es Lipschitz.
Usando los pasos anteriores obtenemos también una función F2 : Hn → Hn que induce a φ−1 y

que es Lipschitz.
Como π−1

1 (M≥ε1 )/Γ ∼= M≥ε1 es compacto y F2 ◦ F1 induce a la función identidad de Γ1, obte-
nemos entonces que existe R > 0 tal que d(F2 ◦ F1(x), x) ≤ R para todo x ∈ π−1

1 (M≥ε1 ). Por la
construcción de F1 y F2 se sigue que para cada v ∈ C(Γ1) tenemos que F2 ◦ F1 envı́a a Bv en sı́
mismo, y si x ∈ Sv, entonces por las construcciones de F1 y F2 tendremos que F2 ◦F1 � [x, v) es una
isometrı́a sobre [F2◦F1(x), v), de donde como d(F2◦F1(x), x) ≤ R para todo x ∈ Sv, si suponemos
sin pérdida de generalidad que v =∞ en el modelo Πn,+ obtendremos por la proposición 1.1.18 que
d(F2 ◦ F1(y), y) ≤ R para todo y ∈ [x, v), de donde por (7.3) obtenemos

d(F2 ◦ F1(x), x) ≤ R,∀x ∈ Hn.

Como F1 y F2 son Lipschitz, de esta última observación obtenemos de la demostración de la
proposición 2.1.3 que F1 es una pseudoisometrı́a. �

Es fácil ver de la construcción de la pseudoisometrı́a anterior que tenemos lo siguiente:
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Corolario 7.1.6. Dado un ε > 0 lo suficientemente pequeño, existe δε > 0 de manera que la restric-
ción de la pseudosisometrı́a F1 a π−1

1 (M≥ε1 ) induce una equivalencia homotópica M≥ε1 → M≥δε2 .
En particular M1 y M2 son homotópicas.

Idea de la demostración: Esto sale porque tanto F1 como F2 se construyeron con la condición
(7.1), de que para 0 < ε << 1 tenemos que π−1

1 (M<ε
1 ) consiste de horobolas disyuntas, y de que

F1 ◦ F2 induce a la identidad de Γ, y con esto se puede construir una homotopı́a entre idπ−1
1 (M≥ε) y

F1 ◦ F2.
Que M1 y M2 son homotópicamente equivalentes sale de si ε > 0 es lo suficientemente pequeño

también tendremos que 0 < δε será muy pequeño, y por lo tanto M1 será homotópicamente equiva-
lente a M≥ε1 y M2 será homotópicamente equivalente a M≥εδ2 . �

Como ya sabemos del capı́tulo 2 tenemos que esta pseudoisometrı́a se extiende a una función
continua Hn → Hn.

7.2. Norma de Gromov de variedades hiperbólicas completas y de vo-
lumen finito

SeaMn una variedad hiperbólica, orientada, completa y de volumen finito. Por el corolario 6.2.10
tenemos que para 0 < ε < εM , M es homeomorfo a M>ε, de donde como M>ε es el interior de
la n-variedad M≥ε, obtenemos que M es el interior de una n−variedad M̃ . Note que como M es
orientada y M̃ ∼= M≥ε, M̃ también es orientada y compacta, de donde por lo visto en el capı́tulo 4
M̃ tiene norma de Gromov. El objetivo de esta sección es demostrar la siguiente igualdad

||M̃ || = Vol(M)

vn
,

donde recordemos que vn es es el volumen de un simplejo ideal regular de Hn.
Esta igualdad saldrá de demostrar que un término es mayor o igual que el otro y viceversa. Como

en el caso de variedades hiperbólicas cerradas hay una desigualdad que sale del teorema de Stokes
para integrales sobre cadenas, y de la construcción de la función de enderezamiento.

Recuerde la construcción de enderezamiento c 7→ c̃ dada en la definición 4.2.3.

Construcción 7.2.1. Sea 0 < ε ≤ εM . Note que si c ∈ Cn(M≥ε) los simplejos del enderezamiento
c̃ de c no necesariamente está contenido en M≥ε. Sin embargo, si c =

∑
i aiσi, la cadena

endε(c) :=
∑
i

ai · (ρε ◦ σ̃i)

pertenece a Cn(M≥ε).

Lema 7.2.2. Sea Mn una variedad hiperbólica, completa, orientada y de volumen finito, con M ∼=
Hn/Γ y proyección π : Hn → Hn/Γ. Sea 0 < ε < εM . Sea c ∈ Zn(M≥ε, ∂M≥ε), con c =

∑
i aiσi.

Entonces endε(c) pertenece a Zn(M≥ε, ∂M≥ε) y es homóloga a c.

Demostración. Note que como σ̃ depende sólo de ei 7→ σ(ei), tenemos que para cualquier cadena c
de Cn(M), ∂(̃c) = ∂̃c, de donde si τ es un simplejo de ∂c contenido en ∂M≥ε = M ε, tendremos que
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como π−1(M≤ε) es unión de horobolas disjuntas, entonces τ̃ va a estar contenido en M≤ε, ya que
la envolvente convexa de los vértices de un levantamiento de τ va a estar contenida en π−1(M≤ε),
ya que este último conjunto es convexo en Hn, de donde si c ∈ Zn(M≥ε,M ε), entonces endε(c) ∈
Zn(M≥ε,M ε).

En el lema 4.2.6 demostramos que existe un CW-complejo Y , funciones homotópicas Y
f,g−−→ M

y un ciclo n-dimensional c′ de Y tal que c′ ◦ f = c y c′ ◦ g = c̃, de donde como ρε : M → M≥ε es
una equivalencia homotópica que es la identidad en M≥ε, obtenemos que c y endε(c) son homólogos
en Hn(M≥ε,M ε).

Note que como ρε es en particular una retracción, se sigue que si σ es un simplejo deM , entonces

Vol(endε(σ)) =

∣∣∣∣∣
∫

endε(σ)
dvM

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∫
σ̃
dvM

∣∣∣∣ = Vol(σ̃). (7.4)

Similarmente a la desigualdad ||M || ≥ Vol(M)/vn en el caso de variedades hiperbólicas cerra-
das, tenemos el siguiente hecho:

Proposición 7.2.3. Sea Mn una variedad hiperbólica completa, orientada y de volumen finito, la
cual es el interior de la frontera compacta M̃ . Entonces

||M̃ || ≥ Vol(M)

vn
.

Demostración. Sea c =
∑

i aiσi ∈ Zn(M̃, ∂M̃ ;R) tal que [c] = [M̃ ] en Hn(M̃, ∂M̃ ;R). Sea 0 <
ε < εM . Como M̃ y M≥ε son homeomorfos, y la norma de un ciclo no cambia bajo homeomorfismo,
podemos suponer que c es un ciclo relativo de (M≥ε,M ε). Como la forma de volumen de M≥ε es
la restricción de la forma volumen de M , tenemos por la definición de volumen de una variedad
riemanniana compacta orientada que

Vol(M≥ε) =

∫
[M≥ε]

VolM

=

∫
c
VolM =

∫
endε(c)

VolM

=

∣∣∣∣∣∑
i

ai

∫
endε(σi)

VolM

∣∣∣∣∣ ≤∑
i

|ai|Vol(endε(σi))

≤
∑
i

|ai|Vol(σ̃i) ≤
∑
i

|ai|vn = vn||c||,

donde la última desigualdad sale del teorema 3.2.3 . Como c fue arbitrario, se sigue que Vol(M≥ε) ≤
||M̃ ||vn. Pero 0 < ε < εM también fue arbitrario, de donde

Vol(M) = ĺım
ε→0+

Vol(M≥ε) ≤ ||M̃ || · vn.
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Como en el caso cerrado demostrar la otra desigualdad es más delicado. Sin embargo se hará una
demostración similar.

Recordemos que I(Hn) es un grupo de Lie unimodular, i.e., tiene una medida de Haar invariante
por ambos lados. Sea µ una medida de este tipo como en el corolario 4.2.12.Recordemos que en el
modelo Dn hemos fijado los vértices w0, . . . , wn ∈ ∂Dn de un tetraedro regular euclidiano, y para
cada R > 0 fijamos un elemento (uR0 , . . . , u

R
n ) ∈ S(R) tal que uRi ∈ [0, wi) para cada i.

Entonces si R > 0, recordemos que podemos poner una medida sobre el conjunto

S(R) = {(u0, . . . , un) ∈ Hn+1 : d(ui, uj) = R}

al fijar (uR0 , . . . , u
R
n ) ∈ S(R) y tomar para A ⊆ S(R)

m(A) := µ{δ ∈ I(Hn) : (δ(uR0 ), . . . , δ(uRn )) ∈ A}.

Tenemos que M ∼= Hn/Γ. Sobre el conjunto Γn+1 consideramos la acción Γ y Γn+1 dada por
g · (g0, . . . , gn) := (gg0, . . . , ggn). Sea Ω := Γn+1/Γ. También recordemos que si u0, . . . , un ∈ Hn,
denotamos por σ(u0,...,un) la función afı́n ∆n → Hn tal que ei 7→ ui.

Recordemos que si M es una variedad hiperbólica completa, entonces εM es el supremo de todos
los ε > 0 tales que las componentes conexas de M<ε son cúspides de M .

Vamos a construir para cada R > 0 y cada 0 < ε < εM un ciclo zR,ε ∈ Zn(M≥ε,M=ε;R).
Sea D un dominio fundamental de la acción Γ y Hn que se construye con el grupo Γ. Existe una

familia {Xi}i∈N de subconjuntos cerrados de D que cumplen las siguiente propiedades:

1.) D =
⋃
i∈NXi;

2.) Si i 6= j, entonces el conjunto Xi ∩Xj tiene volumen cero;

3.) La familia {Xi}i∈N es localmente finita;

4.) Xi = int(Xi);

5.) diam(Xi) ≤ d para algún d > 0, para todo i ∈ N.

Una colección con estas caracterı́sticas se puede construir usando una variedad hiperbólica cerrada al
tomar una teselación de Hn con un dominio fundamental de esta variedad, y tomar los elementos de
esta teselación cuyos interiores intersectan a D.

Para cada i ∈ N fijamos yi ∈ int(Xi).
Para cada R > 0, cada ω ∈ Ω y cada j ∈ Nn+1, definimos

a+
R(ω, j) := m{(u0, . . . , un) ∈ S(R) : ui ∈ γi(Xji) para i = 0, . . . , n}, (7.5)

donde j = (j0, . . . , jn) ∈ Nn+1 y ω = [(γ0, . . . , γn)], este real no negativo no depende del represen-
tante de ω por la unimodularidad de la medida. Similarmente se define a−R(ω, j). Definimos entonces
aR(ω, j) := a+

R(ω, j)− a−R(ω, j). También definimos

σω,j := π ◦ σ(γ0(yj0 ),...,γn(yjn )),

donde recordemos que M = Hn/Γ con proyección π : Hn → Hn/Γ.
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Sea finalmente
zR,ε :=

∑
ω∈Ω

j∈Nn+1,σω,j∩M≥ε 6=∅

aR(ω, j) ·
(
ρε ◦ σω,j

)
, (7.6)

donde recordemos que ρε es un retracto M → M≥ε que viene de un retracto por deformación, y por
la forma de las cúspides hiperbólicas este retracto se puede tomar de manera que ρε(M<ε) ⊆ M=ε,
recuerde la demostración del corolario 6.2.10.

Vamos a demostrar que para todo 0 < ε ≤ εM y para todo R > 0 lo suficientemente grande
el ciclo zR,ε tiene clase no trivial en Hn(M≥ε,M=ε;R). Usaremos este hecho para demostrar la
desigualdad vn||M̃ || ≤ Vol(M).

Proposición 7.2.4. Sea M una variedad hiperbólica completa, orientada, y de volumen finito. En-
tonces

||M̃ || ≤ Vol(M)

vn
.

Demostración. La demostración consiste en adaptar los pasos de la demostración de la afirmación
análoga en el caso cerrado. En la demostración de esta proposición usamos algunas ideas de la de-
mostración de [Thu+80, Teorema 6.5.4]. Tomamos 0 < ε ≤ εM .

Paso 1. Para cadaR > 0 existe un número finito de ω ∈ Ω y j ∈ Nn+1 tales que π◦σ(γ0(yj0 ),...,γ0(yjn ))

intersecta a M≥ε.

Sea D un dominio fundamental de Γ y Hn. Note que D ∩ π−1(M≥ε) es compacto ya que
es un dominio fundamental de la acción Γ y π−1(M≤ε). Luego existe una vecindad compacta de
D∩π−1(M≥ε), donde injrad ◦π es acotada por abajo por un positivo, tal que si σ ∈ S(R) intersecta
a D ∩ π−1(M≥ε), entonces σ está contenido en esta vecindad, de donde existe una vecindad de
π−1(M≥ε), donde injrad ◦π está acotado por abajo por un positivo, tal que si σ ∈ S(R) intersecta a
π−1(M≥ε), entonces σ está en esta vecindad. Por lo tanto existe 0 < ε′ < ε tal que si un elemento de
S(R) intersecta a π−1(M≥ε), entonces el simplejo está contenido en π−1(M≥ε

′
).

Suponga que ω ∈ Ω es tal que π ◦ σω,j intersecta a M≥ε para algún j ∈ Nn+1. Entonces
tendremos que si ω = [(id, γ1, . . . , γn)], existe (u0, . . . , un) ∈ S(R) tal que u0 ∈ Xi0 ⊆ D y
uj ∈ γj(Xij ) ⊆ γj(D) para j = 1, . . . , n. Por la observación del párrafo anterior tendremos que
uj ∈ π−1(M≥ε

′
) para cada j = 1, . . . , n, de donde u1, . . . , un ∈ π−1(M≥ε

′
) son tales tales que

d(D ∩ π−1(M≥ε
′
), uj) ≤ R para j = 1, . . . , n con uj ∈ γj(D ∩ π−1(M≥ε

′
)). Por lo tanto si

existiera un número infinito de ω ∈ Ω con esta propiedad, podrı́amos construir una sucesión infinita
{ηn}n∈N ⊆ Γ tal que

N(D ∩ π−1(M≥ε′), R) ∩ ηn[D ∩ π−1(M≥ε
′
)] 6= ∅, ∀n ∈ N

lo cual contradirı́a el hecho de la acción de Γ sobre Hn es propiamente discontinua ya que D ∩
π−1(M≥ε

′
) y N(D ∩ π−1(M≥ε′), R) son compactos.

Finalmente, para cada ω ∈ Ω sólo hay un número finito de (j0, . . . , jn) ∈ Nn+1 tales que π ◦σω,j
intersecta aM≥ε, ya que para cada i = 0, . . . , n hay un número finito de j ∈ N tales γi(Xj)∩γi(D)∩
π−1(M≥ε) 6= ∅, ya que la familia {Xn}n∈N es localmente finita y γi(D) ∩ π−1(M≥ε) es compacto.

Paso 2. zR,ε es un ciclo de Zn(M≥ε,M=ε;R)
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Si γ0, . . . , γn−1 ∈ Γ e i0, . . . , in−1 ∈ N son tales que σ(γ0(yi0 ),...,γn−1(yn−1) no intersecta a
π−1(M≥ε), entonces el simplejo ρε ◦ π ◦ σ(γ0(yi0 ),...,γn−1(yn−1) es cero en Cn(M≥ε,M=ε;R), re-
cuerde que ρε(M<ε) ⊆M=ε = ∂M≥ε.

Sean γ0, . . . , γn−1 ∈ Γ e i0, . . . , in−1 ∈ N tales que σ(γ0(yi0 ),...,γn−1(yn−1)) intersecta a π−1(M≥ε),
entonces el coeficiente de ρε ◦ π ◦ σ(γ0(yi0 ),...,γn−1(yin−1

)) en ∂zR,ε es

n∑
j=0

(−1)n−j
∑

γ∈Γ,i∈N
aR([γ0, . . . , γj , γ, γj+1, . . . , γn−1], (i0, . . . , ij , i, ij+1, . . . , in))

esta suma es finita por el paso anterior, y se puede demostrar como en el caso cerrado que para
j = 0, . . . , n ∑

γ∈Γ,i∈N
asR([γ0, . . ., γj , γ, γj+1, . . . , γn−1], (i0, . . . , ij , i, ij+1, . . . , in))

= µ{g ∈ Is(Hn) : g(uRl ) ∈ γl(Xil)∀l 6= j} ≤ d <∞,
(7.7)

para s = +,−, de donde si tomamos el elemento h ∈ I(Hn) que invierte la orientación y que fija a
cada uRl con l 6= j, tendremos por la invarianza de la medida µ que el número a la derecha de (7.7) es
el mismo para los dos valores s = +,−, y ası́ obtenemos que ∂zR,ε = 0, de donde por la construcción
de zR,ε, entonces obtenemos que esta cadena es un ciclo de Zn(M≥ε,M=ε;R).

Paso 3. Para todo R > 0 lo suficientemente grande, a+
R(ω, i) · a−R(ω, i) = 0.

Si ω = [(γ0, . . . , γn)] ∈ Ω y j ∈ Nn+1 son tales que a+
R(ω, j) 6= 0, entonces existe (u0, . . . , un) ∈

S+(R) es tal que ui ∈ γi(Xji) para cada i = 0, . . . , n, de donde si (u′0, . . . , u
′
n) ∈ S(R) tiene las

mismas propiedades, se sigue que como diam(Xji) ≤ d, entonces d(ui, u
′
i) ≤ d para todo i, y luego

por lo hecho en el paso 3 de la demostración del hecho análogo en el caso cerrado, se sigue que
entonces (u′0, . . . , u

′
n) ∈ S+(R), y por lo tanto a−R(ω, j) = 0.

Paso 4. Dado δ > 0, entonces para todoR > 0 lo suficientemente grande tenemos que
∣∣∣∫σ(ω,j) dvM

∣∣∣ ≥
vn − δ si aR(ω, i) 6= 0.

Como diam(γ(Xi)) ≤ d para todo γ ∈ Γ y todo i ∈ N y como definimos a asR(ω, i) por (7.5),
entonces podemos usar la demostración del paso análogo del caso cerrado junto al paso anterior para
ver que si aR(ω, i) 6= 0, entonces

∣∣∣∫σ(ω,j) dvM

∣∣∣ ≥ vn − δ.

Paso 5. Para todo R > 0 lo suficientemente grande tenemos que si aR(ω, i) 6= 0, entonces aR(ω, i) ·∫
σ(ω,j) dvM > 0.

La demostración sale del hecho de que la integral
∫
σ(ω,j) VolM es positiva( ó negativa) si y sólo si

σ(ω, j) preserva( ó invierte) la orientación si y sólo si aR(ω, i) = a+
R(ω, i)( ó aR(ω, i) = −a−R(ω, i)),

por el paso 3.

Paso 6. Si R > 0 es lo suficientemente grande, entonces
∫
zR,ε

dvM > 0, de donde zR,ε tiene clase no

trivial en Hn(M≥ε,M ε;R).
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Sólo hay que tomar un elemento de S(R) cuyo interior intersecte a D∩π−1(M≥ε), el cual existe
ya que D ∩ π−1(M≥ε) tiene interior no vacı́o. Esto implica que aR(ω, i) 6= 0 para algunos ω ∈ Ω y
i ∈ Nn+1, de donde por el paso anterior se sigue que

∫
zR,ε

dvM > 0, y del teorema de Stokes para

variedades compactas con frontera obtenemos que zR,ε tiene clase no nula en Hn(M≥ε,M ε;R).

Paso 7. Demostración de la desigualdad

Note que en los pasos anteriores donde dijimos que se podı́a tomar R lo suficientemente grande
esta elección era independiente de 0 < ε < εM . Luego podemos fijar R0 > 0 de manera que las
afirmaciones de los pasos anteriores valgan para todo R ≥ R0.

Sea 0 < ε ≤ εM . Fijemos 0 < ε′ < ε de manera que si un elemento de S(R) intersecta a
π−1(M≥ε), entonces este elemento está contenido en π−1(M≥ε

′
) como en la demostración del paso

1. Sea entonces
ẑR,ε :=

∑
{aR(ω, j) · σω,j : σω,j ∩M

≥ε 6= ∅},

luego zR,ε y z̃R,ε tienen la misma norma de Gromov, y además

zR,ε =
∑
{aR(ω, j) ·

(
ρε′ ◦ σω,j

)
: σω,j ∩M

≥ε 6= ∅}

+
∑
{aR(ω, j) ·

(
ρε′ ◦ σω,j

)
: σω,j ∩M

≥ε = ∅}

=
∑
{aR(ω, j) · σω,j : σω,j ∩M

≥ε 6= ∅}

+
∑
{aR(ω, j) ·

(
ρε′ ◦ σω,j

)
: σω,j ∩M

≥ε = ∅}

=ẑR,ε +
∑
{aR(ω, j) ·

(
ρε′ ◦ σω,j

)
: σω,j ∩M

≥ε = ∅},

donde la primera igualdad sale de que si un elemento de S(R) intersecta a π−1(M≤ε), está contenido
en π−1(M≤ε

′
). Sea c := zR,ε′ − ẑR,ε.

Sea R > 0 lo suficientemente grande. Por el paso 6 tenemos que
∫
zR,ε′

VolM > 0, se sigue

que como Hn(M≥ε
′
, ∂M=ε′ ;R) ∼= R, entonces [zR,ε′ ] = (1/k)[M≥ε

′
] para algún k > 0. Si

consideramos la retracción ρ de M ε′ a M ε dada en la proposición 6.2.10, entonces es claro que
ρ∗(zR,ε′) = zR,ε. Además ρ es una equivalencia homotópica, de donde ρ∗([M≥ε

′
]) = ±[M≥ε]. Por lo

tanto [M≥ε] = ±ρ∗([M≤ε
′
]) = ±ρ∗(k ·[zR,ε′ ]) = ±k ·[zR,ε], de donde ||k ·zR,ε|| ≥ ||M≥ε|| = ||M ||.

De lo anterior obtenemos de los pasos 4 y 5 que

Vol(M) > Vol(M≥ε
′
) =

∫
[M≥ε′ ]

dvM =

∫
kzR,ε′

dvM

= k ·
∫
zR,ε′

dvM = k ·
∫
ẑR,ε

dvM + k ·
∫
c
dvM

(7.8)
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= k ·
∑{

aR(ω, j) ·
∫
σ(ω,j)

dvM : σ(ω, j) ∩M≥ε 6= ∅

}
+ k ·

∫
c
dvM

= k ·
∑{

|aR(ω, j)| ·

∣∣∣∣∣
∫
σ(ω,j)

dvM

∣∣∣∣∣ : σ(ω, j) ∩M≥ε 6= ∅

}
+ k ·

∫
c
dvM

≥ k · ||z̃R,ε||(vn − δ) + k ·
∫
c
dvM ≥ k · ||z̃R,ε||(vn − δ)

= k · ||zR,ε||(vn − δ) = ||k · zR,ε||(vn − δ) ≥ ||M || · (vn − δ)

Donde la primera desigualdad sale de que en el paso 5 se demostró que la integral de dvM sobre
cada uno de los sumandos de zR,ε′ es positiva , y la segunda desigualdad sale de que

∫
endε(σ) dvM ≤∫

end(σ) dvM , de donde como δ > 0 fue arbitrario, obtenemos la desigualdad de la proposición.

Teorema 7.2.5. Sea M una variedad hiperbólica, completa, orientada y de volumen finito, que es el
interior de una variedad compacta M̃ , entonces

||M̃ || = Vol(M)

vn
.

Demostración. Ya demostramos que ambas cantidades son mayores que o iguales a la otra.

En particular el volumen es un invariante homotópico entre variedades hiperbólicas completas de
volumen finito.

7.3. Conclusión de la demostración

Recordemos que tenemos dos variedades hiperbólicas, completas, orientadas y de volumen finito
M1
∼= Hn/Γ1 y M2

∼= Hn/Γ2, junto con un isomorfismo φ : Γ1 → Γ2, y que construimos una
pseudoisometrı́a F1 : Hn → Hn que lo inducı́a. También demostramos que M1 y M2 son homotópi-
camente equivalentes, de donde por el teorema 7.2.5 tendremos entonces que Vol(M1) = Vol(M2).

Recordemos que como F1 es una pseudoisometrı́a, por lo visto en el capı́tulo 2 tenemos que
esta función se extiende a una función continua F1 : Hn → Hn

. Como en el caso cerrado vamos a
demostrar la siguiente afirmación:

Proposición 7.3.1. La función F1 envı́a los vértices de cualquier simplejo ideal regular en los vértices
de un simplejo ideal regular.

Demostración. Recordemos que en el modelo Dn hemos fijado los vértices w0, . . . , wn ∈ ∂Dn de un
tetraedro regular euclidiano, y para cada R > 0 fijamos un elemento (uR0 , . . . , u

R
n ) ∈ S(R) tal que

uRi ∈ [0, wi) para cada i.

Suposición 7.3.2. Supongamos que F1 envı́a a los vértices de un simplejo ideal regular a los vérti-
ces de un ideal que no es regular. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los vértices
w0, . . . , wn se envı́an por medio de F1 a los vértices de un simplejo ideal que no es regular.
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Entonces existen vecindades abiertas U0, . . . , Un de w0, . . . , wn respectivamente tales que para
algún r > 0 tenemos

Vol(σ(F1(x0),...,F1(xn))) ≤ vn − r,

si xi ∈ Ui para todo i.
Fijemos para cada i ∈ N un punto yi ∈ Xi. Definimos

P := {(ω, j) ∈ Ω× Nn+1 : ∃γ0, . . . , γn ∈ Γ1 t.q. ω = [(γ0, . . . , γn)] y γi(yji) ∈ Ui∀i}.

Para cada R > 0 y ε > 0 sea

cR,ε :=
∑

(ω,j)∈P
σω,j∩M≥ε 6=∅

aR(ω, j) ·
(
ρε ◦ σω,j

)
,

Usando la demostración de la afirmación análoga en el caso compacto, proposición 4.0.1, es fácil
ver que tenemos la primera igualdad del siguiente argumento: para R > 0 lo suficientemente grande,
de manera que a+

R(ω, j) · a−R(ω, j) = 0 y para todo ω ∈ Ω y j ∈ Nn+1, tenemos

ĺım
ε→0+

||zR,ε|| = ĺım
ε→0+

∑
[(id,γ1,...,γn)]∈Ω,j∈Nn+1

σ(ω,j)∩π−1(M≥ε)6=∅

µ{δ ∈ I(Hn) : δ(uR0 ) ∈ Xj0 , δ(u
R
i ) ∈ γi(Xji), ∀i}

= ĺım
ε→0+

µ


⋃

γ1,...,γn∈Γ,j∈Nn+1

σ(ω,j)∩π−1(M≥ε)6=∅

{δ ∈ I(Hn) : δ(uR0 ) ∈ Xj0 , δ(u
R
i ) ∈ γi(Xji),∀i}



= µ


⋃

γ1,...,γn∈Γ,j∈Nn+1

σ(ω,j)∩π−1(M≥ε)6=∅,ε>0

{δ ∈ I(Hn) : δ(uR0 ) ∈ Xj0 , δ(u
R
i ) ∈ γi(Xji),∀i}


= µ

 ⋃
γ1,...,γn∈Γ

{δ ∈ I(Hn) : δ(uR0 ) ∈ D, δ(uRi ) ∈ γi(D),∀i}


= µ{δ ∈ I(Hn) : δ(uR0 ) ∈ D} = Vol(D) <∞

donde la segunda igualdad sale del corolario 4.2.12 y que si (γ, j), (γ′, j′) ∈ Γ × N son distintos,
entonces el volumen de la intersección γ(Xi) ∩ γ′(Xi′) es cero, la última igualdad sale del corolario
4.2.12, y la desigualdad sale de que como D es un dominio fundamental de Γ y Hn, y por lo tanto
Vol(D) = Vol(M) < ∞ por hipótesis. Las otras igualdades salen de la regularidad de la medida µ,
de donde existe α > 0 tal que ĺımε→0+ ||zR,ε|| = α para todo R > 0 lo suficientemente grande. Con
lo que existe α tal que para todo 0 < ε << 1 y todo R > 0 tenemos que ||zR,ε|| ≤ α.

Por la proposición 4.2.23 tenemos que existen vecindades Vi de cada wi tales que para todo
x, y ∈ Hn tales que x ∈ Vi y dHn(x, y) ≤ d tenemos que y ∈ Ui. Usando uno de los argumentos
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dados en la demostración de la afirmación 4.2.25 obtenemos la primera igualdad de la siguiente
ecuación:

ĺım
ε→0+

||cR,ε|| = ĺım
ε→0+

∑
ω=[(γ0,...,γn)]∈Ω,j∈Nn+1

γi(yji )∈Ui∀i,σ(ω,j)∩π−1(M≥ε)6=∅

µ{δ ∈ I(Hn) : δ(uRi ) ∈ γi(Xji), ∀i}

= ĺım
ε→0+

µ


⋃

[(γ0,...,γn)]∈Ω,j∈Nn+1

γi(yji )∈Ui∀i,σ(ω,j)∩π−1(M≥ε)6=∅

{δ ∈ I(Hn) : δ(uRi ) ∈ γi(Xji),∀i}



= µ


⋃

[(γ0,...,γn)]∈Ω,j∈Nn+1

γi(yji )∈Ui∀i

{δ ∈ I(Hn) : δ(uRi ) ∈ γi(Xji), ∀i}


= µ{δ ∈ I(Hn) : ∃γ0, . . . , γn ∈ Γ, ∃j ∈ Nn+1, δ(uRi ) ∈ γi(Xji), γi(yji) ∈ Ui∀i}
≥ µ{δ ∈ I(Hn) : δ(uRi ) ∈ VI∀i}

donde la última igualdad sale de la construcción de las vecindades Vi y de que diam(Xi) ≤ d para
todo i ∈ N. De la demostración de la afirmación 4.2.25 sabemos entonces que existe β > 0 que es
cota inferior de la última ecuación para todo R > 0 lo suficientemente grande, de donde para todo
0 < ε << 1 y todo R > 0 lo suficientemente grande tenemos que ||cR,ε|| ≥ β.

Vamos a usar estas cotas para llegar a una contradicción de la suposición 7.3.2. Sea 0 < ε lo
suficientemente pequeño. Por el corolario 7.1.6 sabemos que F1 induce una equivalencia homotópica
f1 : M≥ε1 →M≥δε2 . Es claro entonces que

endδε(p∗(zR,ε)) =
∑

(ω,j)∈Ω×Nn+1

σ(ω,j)∩M≥ε1 6=∅

aR(ω, j) · (ρδε ◦ π2 ◦ σ(F1(γ0(yj0 ),...,F1(γn(yjn )),

por la construcción de p y la definición de la cadena zR,ε. Por la demostración la proposición 7.2.4
tenemos que existe k > 0 tal que k[zR,ε] = [M ε

1] para todoR > 0 lo suficientemente grande. Como f1

es una equivalencia homotópica, por el lema 7.2.2 obtenemos que para todoR > 0 lo suficientemente
grande

±(1/k)[M δε
2 ] = (1/k)p∗([M

≥ε
1 ]) = p∗([zR,ε]) = [endδε(p∗(zR,ε))],

de donde ∫
zR,ε

dvM1 = (1/k)

∫
[M≥ε1 ]

dvM1 = (1/k) Vol(M≥ε1 )

y ∫
endδε (p∗(zR,ε))

dvM2 = (1/k)

∫
±[M≥δε2 ]

dvM2 = ±(1/k) Vol(M≥δε2 ),

y del corolario 7.1.6 y como Vol(M1) = Vol(M2) por el teorema 7.2.5, obtenemos que como δε → 0
cuando ε→ 0+, se sigue entonces que

ĺım
ε→0+

R→∞

∫
zR,ε

dvM1 = (1/k) Vol(M1) = (1/k) Vol(M2) = ± ĺım
ε→0+

R→∞

∫
endδε (p∗(zR,ε))

dvM2 .
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de la desigualdad (7.8) y del teorema 7.2.5 tenemos que

ĺım
ε→0+

R→∞

∫
zR,ε

dvM1 = ĺım
ε→0+

R→∞

||zR,ε||vn = α · vn.

Sin embargo, usando la desigualdad (7.4) y adaptando el argumento dado en (7.4) obtenemos que

ĺım
R→∞
ε→0+

∣∣∣∣∣
∫

endδε (p∗(zR,ε)
dvM2

∣∣∣∣∣ ≤ αvn − βr,
y esto contradice el lı́mite anterior. Por lo tanto F1 debe mandar los vértices de cualquier simplejo
ideal regular, en vértices del mismo tipo.

Ya podemos demostrar el teorema de rigidez de Mostow para variedades hiperbólicas comple-
tas y de volumen finito, sin embargo necesitamos la siguiente observación acerca de las variedades
hiperbólicas compactas:

Lema 7.3.3. Suponga que M = Hn/Γ es una variedad cerrada. Entonces todos los elementos de Γ
son isometrı́as loxodrómicas.

Demostración. Sea π : Hn → Hn/Γ la función proyección. Como M es compacta, podemos usar el
lema del número de Lebesgue para obtener un δ > 0 tal que para todo x ∈ M y todo x̂ ∈ π−1(x)
tenemos que π � B(x̂, δ) es un encaje en M .

Como Hn/Γ es una variedad, se debe tener que Γ no contiene isometrı́as elı́pticas. Suponga, para
obtener una contradicción, que Γ contiene una isometrı́a parabólica γ. En el modelo Πn,+ podemos
suponer que γ fija a ∞. Por el lema 6.2.1 existe entonces una isometrı́a φ de Rn−1 tal que γ es de
la forma (x, s) 7→ (φ(x), s). Para todo t > 0 tenemos que la distancia de γ(0, t) a (0, t), por la
proposición 1.1.18, es igual a

2 senh−1

(
dRn−1(0, φ(0))

2t

)
,

de donde podemos tomar t lo suficientemente grande de manera esta distancia sea menor que δ, lo
cual serı́a una contradicción.

Demostración de la proposición 7.0.1: Como anteriormente demostramos esta afirmación cuando
M1 y M2 son variedades cerradas, entonces vamos a ver primero que si tenemos dos variedades
hiperbólicas de dimensión ≥ 3 completas y de volumen, y una es cerrada y la otra no, entonces sus
grupos fundamentales no son isomorfos.

Suponga que Mj = Hmj/Γj para j = 1, 2.
Suponga que una de estas variedades es cerrada, pero la otra no, digamos queM1 es cerrada yM2

no lo es. LuegoM
<εM2
2 debe tener al menos una cúspide, de donde existe un punto cúspide v ∈ ∂Hm2

de Γ2. Luego por lo que vimos anteriormente sabemos que (Γ2)v, y por lo tanto también Γ2, tiene
un subgrupo isomorfo a Zm2−1. Entonces Γ2 no puede ser isomorfo a Γ1, ya que como Hn/Γ1 es
una variedad cerrada, todos los elementos no triviales de Γ1 son isometrı́as loxodrómicas, por el lema
anterior, y si Γ1 tuviera un subgrupo isomorfo a Zm2−1 tendrı́amos que como m2 − 1 ≥ 2, entonces
este subgrupo consistirı́a de isometrı́as parabólicas por el lema 6.2.6, lo cual serı́a una contradicción.
Por lo tanto en este caso Γ1 y Γ2 no son isomorfos.
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Entonces podemos suponer que M1 y M2 no son cerradas. Veamos que si M1 y M2 tienen di-
mensión distinta, entonces tienen grupos fundamentales no isomorfos. Por lo que hemos visto en este
capı́tulo sabemos que cualquier subgrupo maximal virtualmente abeliano de Γj que no es isomorfo
a Z tiene un subgrupo de ı́ndice finito isomorfo a Zmj−1, de donde como ambos grupos tienen tales
subgrupos y m1 6= m2, obtenemos que Γ1 y Γ2 no son isomorfos.

Por lo que nos falta ver el caso donde ambas variedades son no compactas y de la misma dimen-
sión. Suponga entonces que m1 = m2 =: n.

En este capı́tulo hemos demostrado lo siguiente:

1. Existe una pseudoisometrı́a Hn → Hn que induce al isomorfismo Γ1 → Γ2;

2. La extensión continua de este pseudoisometrı́a a una función Hn → Hn envı́a los vértices de
cualquier simplejo ideal regular en los vértices de un simplejo del mismo tipo.

Entonces podemos usar la demostración del teorema de rigidez de Mostow para variedades cerradas
de la misma manera para concluir que M1 y M2 son isométricas.

�

7.4. Algunas consecuencias

Veremos que se pueden generalizar, para las variedades hiperbólicas completas y de volumen
finito, los resultados acerca del grupo de isometrı́as de una variedad hiperbólica cerrada que vimos en
el capı́tulo 5. Antes de ver porqué, necesitamos unos lemas.

Recordemos que si Γ es un subgrupo de I(Hn), entonces v ∈ ∂Hn es un punto cúspide de Γ si
existe un elemento parabólico en Γ que fija a v.

Lema 7.4.1. Si Γ es un subgrupo de I(Hn) que actúa de manera propiamente discontinua sobre Hn,
entonces Γ no puede contener una isometrı́a loxodrómica y una isometrı́a parabólica que tengan un
punto fijo en común.

Demostración. Esta demostración se encuentra en [BP92, Lema D.3.6].Sean δ1, δ2 ∈ Γ tales que en
Πn,+ tenemos que δ1 y δ2 fijan a∞, y que δ2 fija a 0, con δ1 parabólica y δ2 loxodrómica. Tenemos
que

δ1(x, t) = (Ax+ b, t) y δ2(x, t) = λ(Bx, t),

para algunos A,B ∈ O(n− 1), b ∈ Rn−1 \ {0}, y algún λ ∈ R∗+, donde la primera igualdad sale del
lema 6.2.1 y la segunda igualdad sale de los teoremas 1.1.14 y 1.1.12. Vamos a suponer que λ < 1, si
este no es el caso podemos reemplazar a δ2 por su inversa. Se puede calcular directamente y observar
que para todo n ∈ N tenemos que

δ−n2 ◦ δ1 ◦ δn2 (0, 1) = (λ−nB−nb, 1).

Sin embargo, el último punto de la igualdad anterior converge a (0, 1) cuando n tiende a infinito, y
por lo tanto Γ y Hn no es propiamente discontinua.

Lema 7.4.2. Suponga que M = Hn/Γ es una variedad hiperbólica completa y de volumen finito que
no es compacta. Entonces Γ tiene al menos dos puntos cúspides.
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Demostración. Por el corolario 6.2.9 tenemos que Γ tiene al menos un punto cúspide.
Suponga, para obtener una contradicción, que Γ sólo tiene un punto cúspide v. Entonces Γ no

puede tener elementos loxodrómicos, ya que de otra manera si existiera una isometrı́a loxodrómica
γ1 ∈ Γ y si γ0 ∈ Γ es una isometrı́a parabólica que fija a v, entonces γ1 ◦ γ0 ◦ γ−1

1 es una isometrı́a
parabólica cuyo punto fijo es γ1(v), y por el lema anterior γ1(v) 6= v, y esto contradirı́a nuestra
suposición de que v es el único punto cúspide de Γ. Por lo tanto Γ debe consistir sólo de la identidad
y de isometrı́as parabólicas que fijan a v. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que en el
modelo Πn,+ tenemos que v =∞.

Luego por la proposición 6.2.1 se sigue que Γ actúa de manera libre y propiamente discontinua
sobre Rn−1×{1}, de donde si A×{1} es un dominio fundamental de esta acción, se sigue entonces
que A × (0,∞) es un dominio fundamental de la acción Γ y Πn,+, y ası́ por la observación (3.1)
tenemos que

Vol(M) = Vol(A× (0,∞)) =

∫
A×(0,∞)

dx1 · · · dxn
xnn

= Vol(A)

∫ ∞
0

dxn
xnn

y esta última integral diverge, lo que contradice que M tiene volumen finito. Por lo tanto Γ tiene al
menos dos puntos cúspides.

Lema 7.4.3. Sean φ, ψ ∈ I(Hn), y suponga que φ tiene un solo punto fijo v en Hn. Si estas dos
isometrı́as conmutan, entonces ψ también fija a v.

Demostración. Tenemos que
φ(ψ(v)) = ψ(φ(v)) = ψ(v),

de donde se debe tener que ψ(v) = v.

Necesitamos la siguiente versión del teorema de Bieberbach.

Teorema 7.4.4 (Primer Teorema de Bieberbach segunda versión). Suponga que Γ es un subgrupo
de I(Rn) que actúa de manera libre y propiamente discontinua sobre Rn de manera que Rn/Γ es
compacto. Entonces Γ contiene n translaciones de Rn en direcciones linealmente independientes.

Una demostración de este hecho se encuentra en [Szc12, Teorema A.1].

Lema 7.4.5. Suponga que M = Hn/Γ es una variedad hiperbólica completa y de volumen finito.
Suponga que γ ∈ I(Hn) conmuta con todos los elementos de Γ. Entonces γ es la identidad.

Note que este lema es una generalización del corolario 5.2.2.

Demostración. Por el lema anterior existen v1, v2 ∈ ∂Hn distintos que son puntos cúspides de Γ.
Usando la isotropı́a del espacio hiperbólico, podemos usar una isometrı́a en el modelo Πn,+ que
envı́e a v1, v2 en 0,∞ respectivamente, para suponer que 0,∞ son puntos cúspides de Γ, hay que
enviar la geodésica que va de v1 a v2 a la geodésica que va de 0 a∞.

Por el teorema 7.4.4 y el lema 6.2.1 se sigue que entonces la acción Γ∞ sobre Rn−1 × {1} tiene
n − 1 translaciones linealmente independientes. Si b1, . . . , bn−1 son los puntos de Rn−1 × {0} que
corresponden a estas traslaciones, entonces b1, . . . , bn−1 son puntos cúspides de Γ, si η ∈ Γ es una
isometrı́a parabólica que fija a 0, y γi es la traslación asociada a bi, entonces γi ◦ η ◦ γ−1

i es una
isometrı́a parabólica que fija a bi.
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Por el lema 7.4.3 obtenemos que γ fija a∞, 0, b1, . . . , bn−1, de donde en particular por el lema
6.2.1 se sigue que γ es de la forma (x, t) 7→ (φ(x), t) para alguna isometrı́a φ de Rn−1. Como φ fija
al origen, entonces φ ∈ O(n − 1). Por lo tanto, φ es la identidad ya que fija a la base b1, . . . , bn−1.
Por lo tanto γ es la identidad de Πn,+.

Dada una variedad topológica conexa M con cubriente universal π : M̃ →M , y grupo de trans-
formaciones cubrientes Γ, en el capı́tulo 5 definimos un homomorfismo Out(M) : Homeo(M) →
Out(Γ), tal que f 7→ 〈φf̂ 〉, donde f̂ es un levantamiento de f con respecto a π, y φf̂ es el isomorfismo

de Γ tal que para todo γ ∈ Γ tenemos que f̂ ◦ γ = φf̂ (γ) ◦ f̂ .

Ya podemos demostrar las afirmaciones con respecto a I(M):

Teorema 7.4.6. Suponga queM es una variedad hiperbólica completa y de volumen finito. Entonces
la restricción de la función Out(M) a I(M) es un isomorfismo sobre Out(Γ).

Demostración. Ver que Out(M) � I(M) es sobre Out(Γ) se demuestra de la misma manera como
se demostró en el teorema análogo 5.2.3 usando el teorema de rigidez de Mostow para variedades
hiperbólicas completas y de volumen finito.

Ahora suponga que f ∈ I(M) es tal que 〈φf̂ 〉 = 〈id〉 en Out(Γ), para algún levantamiento f̂ de

f . Entonces existe γ0 ∈ Γ tal que φf̂ (−) = γ−1
0 ◦−◦γ0, de donde obtenemos que f̂◦γ = γ−1

0 ◦γ◦γ0◦f̂
para todo γ ∈ Γ, i.e., γ0 ◦ f̂ conmuta con todos los elementos de Γ, de donde por el lema 7.4.5 se
sigue que γ0 ◦ f̂ = idHn , y como γ0 ◦ f̂ es un levantamiento de f , entonces f = idM .

Para finalizar, vamos a ver que si M es una variedad hiperbólica completa de volumen finito,
entonces I(M) es finito.

Lema 7.4.7. Suponga queM = Hn/Γ es una variedad hiperbólica completa y de volumen finito, con
proyección cubriente π : Hn → Hn/Γ. Entonces si 0 < ε < εM , tendremos que π �: π−1(M≥ε) →
M≥ε es la cubriente universal de M≥ε, con grupo de transformaciones cubrientes dado por {γ �
π−1(M≥ε) : γ ∈ Γ}.

Demostración. De la demostración del corolario 6.2.10 se sigue que π−1(M≥ε) es un retracto por
deformación de Hn, y en particular π−1(M≥ε) es simplemente conexo. Que la restricción indicada

es una función cubriente sale de la observación de que si X
f−→ Y es una función cubriente y S es un

subespacio de Y , entonces f � f−1(S) es una función cubriente sobre S. La afirmación con respecto
al grupo de transformaciones cubrientes es clara.

Lema 7.4.8. Suponga que M = Hn/Γ es una variedad completa y de volumen finito. Sea 0 < ε <
εM . Si f1, f2 ∈ Homeo(M≥ε) son tales que

sup
x∈M≥ε

dM (f1(x), f2(x)) < ε/2

entonces f1 y f2 son homotópicos en M≥ε.

Demostración. Sea ρε : M →M≥ε un retracto por deformación.
Si x ∈M≥ε, como f1(x) ∈M≥ε y dM (f1(x), f2(x)) < ε/2, entonces por la definición de M≥ε

tendremos que existe un único arco geodésico en M que va de f1(x) a f2(x), de donde al considerar

101



la función H : [0, 1]×M≥ε → M tal que a (x, t) lo envı́a al punto del arco geodésico de M que va
de f1(x) a f2(x) y que dista t · dM (f1(x), f2(x)) de f1(x), entonces H es una homotopı́a en M que
va de f1 a f2, y por lo tanto ρε ◦H es una homotopı́a en M≥ε que va de f1 a f2.

Teorema 7.4.9. Suponga que M es una variedad hiperbólica completa y de volumen finito, entonces
I(M) es finito.

Demostración. Por el teorema de Arzelà-Ascoli es fácil ver que el grupo de isometrı́as Imet(M≥ε)
del espacio métrico (M≥ε, dM �), es compacto dado que M≥ε es compacto. Veamos que

{f �M≥ε : f ∈ I(M)}

es un subconjunto discreto de Imet(M≥ε). Luego como este espacio es compacto, esto implicará que
I(M) es finito, ya que la asignación I(M) → Imet(M≥ε) dada por f 7→ f � M≥ε es inyectiva por
el teorema de rigidez riemanniana 1.1.5.

Sean f1, f2 ∈ I(M) tales que

sup
x∈M≥ε

dM (f1(x), f2(x)) < ε/2. (7.9)

Como fj �M≥ε ∈ Imet(M≥ε), se sigue entonces por el lema anterior que f1 y f2 son homotópicas en
M≥ε, como el grupo de transformaciones cubrientes de la cubriente π : π−1(M≥ε)→M son restric-
ciones de los elementos de Γ, entonces por el lema 5.2.5 tenemos que 〈φ(f1�M≥ε)∧〉 = 〈φ(f2�M≥ε)∧〉,
en Out(Γ), y es claro que esto implica que 〈φf̂1〉 = 〈φf̂2〉, de donde por el teorema 7.4.6 se sigue
que f1 = f2, y en particular f1 � M≥ε = f2 � M≥ε. Por lo tanto hemos demostrado que (7.4)
es un subconjunto discreto de Imet(M≥ε), y por lo dicho anteriormente esto implica que I(M) es
finito.
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Capı́tulo 8

Nudos hiperbólicos

Tal vez el área de las matemáticas donde el teorema de rigidez de Mostow para variedades hi-
perbólicas completas y de volumen finito ha tenido más impacto es la teorı́a de nudos.

En los años setenta, Robert Riley descubrió que el complemento del nudo figura ocho tiene una
estructura hiperbólica completa y de volumen finito. Luego, usando computadores, conjeturó para qué
tipo de nudos sus complementos deberı́an tener una estructura hiperbólica completa y de volumen
finito. Esta conjetura tiene una gran importancia ya que por el teorema de rigidez de Mostow para
variedades hiperbólicas completas y de volumen finito podemos extraer invariantes que permitan
diferenciar a los nudos entre sı́. Esta conjetura la demostró William Thurston a comienzos de los
80’s, ver [Thu86], al demostrar que toda 3-variedad de cierto tipo, de manera más especı́fica las 3-
variedades Haken atoroidales, siempre poseen una geometrı́a de este tipo.

Un invariante importante entre nudos hiperbólicos es el volumen de su complemento, el cual per-
mite diferenciar la mayorı́a de los nudos hiperbólicos, por ejemplo el volumen distingue todos los
nudos hiperbólicos que tienen 10 o menos cruces, de estos nudos la gran mayorı́a son hiperbólicos.
Otros invariantes hiperbólicos son las longitudes de geodésicas cerradas, el grupo de simetrı́a, el cual
es un grupo finito, el volumen de la cúspide maximal etcétera. Pero tal vez el invariante hiperbólico
más importante de todos es el dominio de Ford ya que permite decidir, cuando se puede hallar, si cua-
lesquiera dos nudos hiperbólicos son isomorfos o no. Estas herramientas que vienen de la geometrı́a
hiperbólica han servido de gran ayuda en la tabulación de nudos, ya que para nudos con número bajo
de cruces la mayorı́a de nudos son hiperbólicos, por ejemplo entre todos los nudos primos de 19 cru-
ces o menos hay 395 nudos que no son hiperbólicos y el número restante de nudos hiperbólicos, es
de 352, 151, 858.

En este capı́tulo estudiaremos un invariante hiperbólico muy importante para este tipo de nudos,
el cual no sólo sirve para diferenciar nudos equivalentes entre sı́, sino también permite decidir si dos
nudos hiperbólicos son equivalentes o no. Este invariante es el dominio de Ford, el cual veremos está
bien definido gracias al teorema de rigidez de Mostow para variedades hiperbólicas completas y de
volumen finito.

8.1. Nudos

Definición 8.1.1. Un nudo es un encaje suave η : S1 → S3.

Muchas veces confundiremos a un nudo con su imagen.
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Algunos ejemplos de nudos. Imagenes creadas en SnapPy [Cul+].

Definición 8.1.2. Sean η0, η1 : S1 → S3 dos nudos. Entonces estos nudos son equivalentes si
existe una isotopı́a, es decir, una función diferenciable H : [0, 1] × S3 → S3 tal que para todo
t ∈ [0, 1] tenemos que H(t,−) es un difeomorfismo de S3 en sı́ misma, tal que H(0,−) ∼= id, y
H(1,−) ◦ η0 = η1.

Ejemplo de nudos equivalentes. Imagenes creadas en SnapPy [Cul+].

Uno de los grandes objetivos de la teorı́a de nudos es poder decidir si cualesquiera dos nudos
dados son equivalentes o no.

Se puede demostrar que dos nudos η0, η1 son equivalentes si y sólo si existe un difeomorfismo

S3 f−→ S3 que preserve la orientación tal que f ◦ η0 = η1.

Definición 8.1.3. Un nudo es trivial si es equivalente al circulo unidad de R2, donde R2 está encajado
en R3 ⊆ S3 por medio de (x, y) 7→ (x, y, 0).

Definición 8.1.4. Un nudo es toroidal si es equivalente a un nudo que está contenido en la frontera
de una vecindad tubular de un nudo trivial.

Ejemplo de nudo toroidal. Imagen tomada de [Bre93, P. 163].
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Se puede demostrar que todo nudo toroidal, salvo equivalencia entre nudos, corresponde a un
único elemento (p, q) ∈ Z ⊕ Z = π1(T2) tales que p y q son coprimos, esto es porque un nudo
encajado en T2 es una curva cerrada sin autointersecciones.

Definición 8.1.5. Un nudo es satélite si es equivalente a un nudo η encajado en la vecindad tubular
T de un nudo no trivial γ de manera que se cumpla lo siguiente:

1. η no es equivalente a γ;

2. No existe una isotopı́a H : [0, 1]× T → T tal que H(0,−) ∼= idT y H(1,−) ◦ η sea un nudo
encajado topológicamente en una 3-bola encajada topológicamente en T , es decir, η está bien
”esparcido”:

Construcción nudo satélite. Imagen tomada de [Bon09, Página 321].

Definición 8.1.6. Un nudoN es hiperbólico si a S3\N se le puede asignar una estructura hiperbólica
completa de volumen finito

La razón principal por la que la noción de nudo hiperbólico es tan importante es el siguiente
teorema que demostró Thurston a comienzos de los ochenta:

Teorema 8.1.7. [Teorema de Geometrización de Nudos de Thurston] Todo nudo no trivial que no es
toroidal ni satélite es hiperbólico.

Por el teorema de rigidez de Mostow tenemos que la estructura hiperbólica completa y de volumen
finito del complemento de un nudo hiperbólico no trivial es única salvo isometrı́a, de donde podemos
usar invariantes geométricos para diferenciar nudos hiperbólicos entre sı́. Por ejemplo, dado un nudo
hiperbólico, que tenga una cantidad razonable de cruces, el programa SnapPy [Cul+], que a su vez
está basado en el programa Snappea de Jeff Weeks, intenta hallar una familia de simplejos ideales en
H3 junto con una identificación entre sus caras para obtener una triangulación del complemento del
nudo y ası́ hallar su única estructura hiperbólica.

Un invariante hiperbólico importante entre este tipo de nudos es el volumen del complemento del
nudo.

Por ejemplo, la única estructura hiperbólica completa y de volumen finito del complemento del
nudo figura ocho se obtiene, como ya vimos en el ejemplo 1.2.7, de pegar de cierta manera las caras de
dos simplejos ideales regulares, de donde por la fórmula de Lobachevsky obtenemos que el volumen
de este nudo es igual a 6 · Λ(π/3) ≈ 2,0298832.

Ejemplo 8.1.8. He aquı́ otros ejemplos de nudos hiperbólicos con sus respectivos volúmenes aproxi-
mados, estos dibujos se crearon usando SnapPy [Cul+]:
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donde los nudos mostrados son en orden 52, 62, 74 en la tabla de Rolfsen, y el último es un nudo de
18 cruces que introduje a SnapPy por medio de dibujo libre y resultó ser hiperbólico, SnapPy tiene
una interfaz donde se pueden introducir al programa nudos por medio de dibujo para que el programa
los analice.

También hay otros invariantes geométricos de los nudos hiperbólicos como las longitudes de las
geodésicas cerradas, el volumen de las cúspides maximales, el grupo de isometrı́as, el cual es finito y
se puede expresar en términos del grupo fundamental por lo que vimos en el capı́tulo pasado, la clase
de Chern-Simmons, entre otros, los cuales no discutiremos aquı́.

8.2. Dominios de Ford

Hay un invariante geométrico que permite distinguir cualesquiera dos nudos hiperbólicos, el cual
es el dominio de Ford, en realidad no sólo este invariante, sino él junto con cierta información asociada
con su construcción, el cual introduciremos después de la siguiente definición.

El material que exponemos en esta sección lo tomamos de [Bon09, Capı́tulo 12] y [Pur20, Capı́tu-
lo 14].

Vamos a definir el dominio de Ford para variedades hiperbólicas completas de volumen finito con
una sola cúspide.

Recordemos que si Γ es un subgrupo de I(Hn) que actúa de manera libre y propiamente discon-
tinua sobre Hn y x ∈ Hn, entonces un dominio fundamental de esta acción viene dado por el dominio
de Dirichlet:

{x ∈ Hn : d(x, y) ≤ d(x, γ(y))∀γ ∈ Γ}.

Sea M = Hn/Γ una variedad hiperbólica completa de volumen finito con una sola cúspide.
Para definir el dominio de Ford de Γ, primero debemos suponer que en el modelo Πn,+ el punto∞
es un punto parabólico de Γ, esto lo podemos hacer al tomar v un punto parabólico de Γ y tomar
ψ ∈ I(Πn,+) tal que v 7→ ∞, reemplazar a Γ por ψ ◦ Γ ◦ ψ−1, y observar que M es isométrica al
cociente de Hn por este último grupo, note que ver esto no requiere del teorema de rigidez de Mostow.

Queremos definir el dominio de Ford de Γ como el conjunto de puntos de Πn,+ tales que x está
igual o más cerca de∞ que γ(∞) para todo γ ∈ Γ, de manera similar a la definición del dominio de
Dirichlet. Sin embargo, esto no tiene sentido ya que x dista tanto de∞ como de γ(∞) una cantidad
infinita. Sin embargo podemos reformular esta condición al considerar más bien a los puntos x tales
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que ”la distancia de x a∞” es ”menor que o igual a la distancia de γ−1(x) a∞”, y esto lo podemos
expresar en Πn,+ en el siguiente sentido: si (x, t), (y, s) ∈ Πn,+ ⊆ Rn−1 × R+, entonces diremos
que (x, t) está igual de o más cerca que (y, s) si y sólo si t ≥ s. Definimos entonces el dominio de
Ford de Γ, el cual denotamos por F(Γ), como la colección

{(x, t) ∈ Πn,+ : (x, t) igual o más cerca de∞ que γ−1(x, t),∀γ ∈ Γ}.

Note que si M es una variedad hiperbólica, de volumen finito y con una sola cúspide, a priori
puede haber varios subgrupos Γ de I(Hn) tales que Hn/Γ sea isométrica a M , y como la definición
del dominio de Ford se hace usando uno de estos grupos, hay que ver que este dominio, en cierto
sentido, está bien definido y no depende del grupo que se use.

El siguiente hecho muestra que F(−) está bien definido salvo una isometrı́a de Rn que respete a
Rn−1 × {0} y una homotecia, ya que las isometrı́as de Πn,+ que preservan a∞ son la composición
de una extensión de una isometrı́a de Rn−1 × {0} y una homotecia.

Teorema 8.2.1. Sean Γ1 y Γ2 dos subgrupos isomorfos que actúan de manera libre y propiamente
discontinua sobre Πn,+, que tienen a∞ como punto parabólico y tales que Πn,+/Γj tiene una sola
cúspide, para j = 1, 2. Entonces existe ψ ∈ I(Πn,+) tal que Γ2 = ψ ◦ Γ1 ◦ ψ−1 y que fija a∞.

Demostración. Sea Mj := Πn,+/Γj para j = 1, 2. Entonces por el teorema de rigidez 7.0.1 tenemos

que existe una isometrı́a M1
f−→M2. Luego, εM1 = εM2 , y por hipótesis M

<εMj
j consiste sólo de una

cúspide, y además por la observación 6.1.4 tenemos que f(M
<εM1
1 ) = M

<εM2
2 .

Sea πj : Πn,+ → Πn,+/Γj la función proyección para j = 1, 2. Entonces sea Bj la componente

conexa de π−1
j (M

ε′Mj
j ) que es una horobola centrada en ∞. Sea x1 ∈ B1. Luego f(π1(x1)) ∈

M
<εM2
2 , de donde existe x2 ∈ B2 tal que π2(x2) = f(π1(x1)). Sea entonces F el levantamiento de

f , con respecto a las cubrientes π1 y π2, tal que F (x1) = x2.
Note que como F es un levantamiento de f , y por lo tanto una isometrı́a de Πn,+, entonces

F define, de manera obvia, una biyección entre las componentes conexas de π−1
1 (M

<εM1
1 ) y de

π−1
2 (M

<εM2
2 ), de donde como F (x1) = x2, y xj ∈ Bj para cada j = 1, 2, se sigue entonces que F

envı́a a B1 en B2, y por lo tanto F fija a∞.

De ahora en adelante consideraremos sólo variedades de dimensión 3.
Necesitamos saber algunas de las propiedades del grupo Γ∞:

Proposición 8.2.2. Suponga que Π3,+/Γ es una variedad hiperbólica completa y orientable. Si γ ∈ Γ
es una isometrı́a parabólica y fija a ∞, γ es la extensión a Π3,+ de una translación no trivial de
R2 × {0}.

Demostración. Por la lema 6.2.1 tenemos que la restricción a R2×{0} de la extensión de γ a Πn,+ es
de la forma x 7→ Rx+b para unR ∈ SO(2), ya que Π3,+/Γ es orientable, con b ∈ R2×{0} no cero.
EntoncesR debe ser una matriz de rotación de ángulo θ ∈ [0, 2π). Luego det(R−Id) = 2(1−cos θ),
de donde como γ es una isometrı́a parabólica y fija a∞, se debe tener que R = Id, ya que de otra
manera R− Id serı́a invertible y existirı́a x ∈ R2 tal que (R− Id)x = −b, es decir, Rx+ b = x. Por
lo tanto γ es la extensión a Π3,+ de la translación por el punto b, el cual debe ser no nulo ya que γ no
es la identidad.
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Proposición 8.2.3. Suponga que Π3,+/Γ es una variedad hiperbólica completa, orientable, de volu-
men finito y tal que∞ es un punto parabólico de Γ. Entonces Γ∞ se genera por dos traslaciones de
dos direcciones de R2 × {0} linealmente independientes.

Demostración. Sea M := Π3,+/Γ con cubriente π : Π3,+ → Π3,+/Γ. Por la proposición 6.2.8
sabemos que existe una horobola B centrada en ∞ tal que B/Γ = B/Γ∞ es una cúspide de M<ε

para algún ε > 0. Sea S := ∂B. Entonces S/Γ = S/Γ∞ y además S/Γ∞ es la frontera de la cúspide
B/Γ∞, de donde S/Γ∞ es una variedad euclidiana cerrada, por el corolario 6.2.11, además de ser
orientable. Con lo que Γ∞ ∼= Z⊕ Z .

Entonces por la proposición anterior cualesquiera dos generadores de Γ∞ deben ser dos traslacio-
nes por dos puntos b1, b2 ∈ R2 \ {0}, y b1 y b2 deben ser linealmente independientes, ya que si no lo
fueran Γ∞ actuarı́a sobre una lı́nea euclidiana contenida en Π3,+ paralela a la lı́nea que fuera el espa-
cio vectorial generado por b1 y b2, y esta acción sobre esa lı́nea euclidiana no podrı́a ser propiamente
discontinua porque Γ∞ ∼= Z⊕ Z.

Lema 8.2.4. Suponga que Π3,+/Γ es una variedad hiperbólica completa tal que ∞ es punto pa-
rabólico de Γ. Entonces para todo γ ∈ Γ tal que γ(∞) 6= ∞ tenemos que el conjunto de puntos
(x, t) de Πn,+ tales que (x, t) está al menos tan arriba como γ−1(x, t) es un semiespacio hiperbóli-
co, el cual es el complemento de una horobola Hγ centrada en R2 × {0}.

Proposición 8.2.5. Suponga que Π3,+/Γ es una variedad hiperbólica completa de volumen finito, con
una sola cúspide y tal que∞ es un punto parabólico de Γ. Entonces F(Γ) es un poliedro convexo de
Π3,+ localmente finito.

Observación 8.2.6. Tenemos las siguientes observaciones acerca de F(Γ):

1. F(Γ) es igual a la intersección del complemento de una familia de semiesferas superiores
centradas en puntos de R2×{0}, más precisamente tenemos queF(Γ) =

⋂
γ∈Γ\Γ∞ H

c
γ , usando

la notación del lema anterior.

2. F(Γ) es invariante bajo Γ∞.

3. Las caras de F(Γ) se proyectan a R2 × {0} a una familia de polı́gonos no degenerados local-
mente finita, esto es consecuencia tanto del lema y la proposición anteriores.

4. La proyección de F(Γ) a R2 × {0} está bien definida salvo una isometrı́a euclidiana y una
homotecia.

Ejemplo 8.2.7. Aquı́ tenemos la proyección a R2 de los dominios de Ford de los nudos 41 y 74 que
calcula el programa SnapPy
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,

donde el paralelogramo púrpura son dos translaciones de R2 que generan a los respectivos grupos
de isometrı́as parabólicas que fijan a ∞, recuerde la proposición 8.2.3. Como las dos familias de
polı́gonos de arriba claramente no se pueden transformar la una en la otra bajo una isometrı́a junto
con una homotecia de R2, se sigue que estos nudos no son equivalentes.

Un ejemplo mucho más interesante es el del nudo de Kinoshita–Terasaka y el nudo de Conway,
los cuales están ilustrados a continuación:

Estos nudos son hiperbólicos, además de que son bastante similares lo cual se debe a que uno se
obtiene del otro por un proceso llamado “mutación”. En [Rub87] se demuestra que dos nudos que
se obtienen el uno del otro por medio de mutación deben tener la misma norma de Gromov, y por
lo tanto deben tener el mismo volumen. Aun más, varios de los invariantes de estos dos nudos son
iguales, como su número de Chern-Simons o los volúmenes de sus cúspides maximales. Sin embargo,
a estos dos nudos los podemos distinguir por medio de sus respectivos dominios de Ford:

Parte de la proyección a R2 del dominio de Ford del nudo de Kinoshita-Terasaka
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Parte de la proyección a R2 del dominio de Ford del nudo de Conway

Ambas imágenes fueron generadas en SnapPy [Cul+], ya que estas dos familias de polı́gonos de R2

no se pueden enviar la una a la otra por medio de una isometrı́a junto con una homotecia de R2.
Lo interesante de este ejemplo es que los invariantes combinatorios como los polinomios de Ale-

xander, Jones, Kauffman o HOMFLY, o la homologı́a de Khovanov no distinguen a estos dos nudos,
ver la información acerca de los nudos 11n34 y 11n42 en la pagı́na web [LM].

Ahora considere el siguiente par de nudos

Entonces si metemos a estos dos nudos en el programa SnapPy [Cul+], vemos que estos nudos son
hiperbólicos y se puede ver que los invariantes geométricos que da este programa son todos iguales,
incluso sus dominios de Ford. Esto no es casualidad ya que estos dos nudos son equivalentes. Estos
dos nudos son el par de Perko, los cuales fueron listados como nudos distintos en todas las tablas de
nudos desde finales del siglo XIX hasta 1974 cuando Perko demostró en [Per74] que estos nudos son
equivalentes.

Con los siguientes hechos acerca del dominio de Ford que el par de Perko son nudos equivalen-
tes, y aun más, se puede decidir si cualesquiera dos nudos hiperbólicos son equivalentes o no salvo
reflexión.

Nota 8.2.8. Suponga que Π3,+/Γ es una variedad hiperbólica completa de volumen finito tal que∞
es un punto parabólico de Γ. Por la proposición 8.2.3 tenemos que Γ∞ se genera por dos translaciones
de R3 de dos elementos de R2 × {0} linealmente independientes, de donde podemos construir un
dominio fundamental convexo de la acción Γ∞ y Π3,+ que sea la intersección de cuatro semiplanos
euclidianos perpendiculares a R2 × {0}, ya que podemos construir dominios fundamentales de la
acción de Γ∞ y R2×{0} que sean paralelogramos euclidianos. Llamaremos a uno de estos dominios
fundamentales de la acción Γ∞ y Π3,+ un dominio fundamental vertical de Γ∞.
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Proposición 8.2.9. Sea Π3,+/Γ una variedad hiperbólica completa, de volumen finito, con una sola
cúspide y tal que∞ es un punto parabólico de Γ. Si D es un dominio fundamental vertical de Γ∞,
entonces D ∩ F(Γ) es un dominio fundamental de la acción Γ y Πn,+.

Esta proposición se demuestra en [Pur20, Proposición 14.21].

Definición 8.2.10. Sean H3/Γ1 y H3/Γ2 dos variedades hiperbólicas completas, de volumen finito,
con una sola cúspide y tales que∞ es un punto parabólico de Γj , para j = 1, 2. Suponga que hay una
biyección entre las caras, aristas y vértices de F(Γ1) y las caras, aristas y vértices, respectivamente,
de F(Γ2) que cumple lo siguiente:

1. Un vértice (arista) de F(Γ1) está contenido en un arista (cara) si y sólo si él vértice(arista)
correspondiente de F(Γ2) está contenido en la arista(cara) correspondiente.

2. Dos vértices (aristas, caras) de F(Γ1) se identifican por medio de un elemento de (Γ1)∞ si y
sólo si los correspondientes vértices (aristas, caras) de F(Γ2) se identifican por medio de un
elemento de (Γ2)∞.

3. Dos vértices (aristas, caras) de F(Γ1) se identifican por medio de un elemento de Γ1 si y sólo
si lo mismo sucede para los correspondientes vértices (aristas, caras) de F(Γ2) por medio de
un elemento de Γ2.

Entonces diremos que los dominios de Ford F(Γ1) y F(Γ2) son combinatoriamente equivalentes.

Teorema 8.2.11. Sean H3/Γ1 y H3/Γ2 dos variedades hiperbólicas completas, de volumen finito,
con una sola cúspide y tales que∞ es un punto parabólico de Γj , para j = 1, 2. Suponga que F(Γ1)
y F(Γ2) son combinatoriamente equivalentes. Entonces M1 y M2 son isométricas.

Idea de la demostración: De las dos primeras condiciones de la definición anterior obtenemos un
homeomorfismo entre las variedades hiperbólicas F(Γ1)/(Γ1)∞ y F(Γ2)/(Γ2)∞.

Note que las caras de un dominio de Ford F(Γ) vienen dadas por Fγ := ∂Hγ = {(x, t) ∈ Πn,+ :
(x, t) está igual de alto que γ−1(x, t)}. Luego es claro que γ envı́a a Fγ−1 en Fγ . Con el homeomor-
fismo anterior, obtenemos un homeomorfismo entre F(Γ1)/Γ y F(Γ2)/Γ. Luego por la proposición
8.2.9 tenemos que F(Γj)/Γj es homeomorfa a Mj , de donde M1 y M2 son homeomorfas, y por lo
tanto por el teorema de rigidez se sigue que estas dos variedades hiperbólicas son isométricas. �

Definición 8.2.12. Sea ρ la función S3 → S3 que es la extensión de la función R3 → R3 dada por
(x1, x2, x3) 7→ (−x1, x2, x3). Sea η : S1 → S3 un nudo. La reflexión de η es el nudo dado por ρ ◦ η.

El último hecho que nos falta es el siguiente, ver [GL89]

Teorema 8.2.13 (Gordon, Luecke). Sean η0, η1 nudos. Entonces si S3\η0 y S3\η1 son homeomorfas,
η0 y η1 son equivalentes salvo reflexión.

Esta afirmación es falsa para enlaces; un enlace es un encaje suave de una unión disyunta de
cı́rculos a la esfera tridimensional.

De lo anterior concluimos lo siguiente:

Corolario 8.2.14. Dos nudos hiperbólicos son equivalentes salvo reflexión si y sólo si sus grupos
fundamentales son isomorfos.
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Corolario 8.2.15. Dos nudos hiperbólicos son equivalentes salvo reflexión si y sólo si sus correspon-
dientes dominios de Ford son combinatoriamente equivalentes.

Dado el primer corolario, podrı́a preguntarse el lector si no es más fácil simplemente tomar dos
nudos, calcular sus grupos fundamentales y ver si los grupos son isomorfos o no, en vez de usar
dominios de Ford, invocando el teorema de rigidez de Mostow. Por ejemplo se puede utilizar la
presentación de Wirtinger para hallar los grupos fundamentales y luego compararlos. Sin embargo
decidir si dos grupos finitamente presentados son isomorfos o no es una tarea en general muy difı́cil,
y resulta más fácil usar dominios de Ford.
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Apéndice A

Unimodularidad de I(H3)

En este capı́tulo damos una demostración, que usa sólo geometrı́a diferencial, de que I(H3) es
un grupo de Lie unimodular. La demostración se basará en el argumento dado en [Lan75, Página 3]
para ver que SL2(R) es unimodular.

Proposición A.0.1. I(In) es un subgrupo de Lie de GL(n+ 1;R).

Demostración. Primero hay que ver que I+(Hn) tiene una estructura de grupo de Lie. Veamos pri-
mero que O(Rn+1, 〈, 〉(n,1)) es una subvariedad de GL(n + 1;R). Recuerde que O(Rn+1, 〈, 〉(n,1))
es el subgrupo de todos los elementos A de Gl(n + 1,R) tales que si a es una fila de A, enton-
ces 〈a, a〉(n,1) = −1, y si b es otra fila, entonces 〈a, b〉(n,1) = 0, de donde si J es el elemento de
GL(n+ 1,R) dado por (

In 0
0 −1

)
,

entonces un elemento A de GL(n + 1;R) pertenece a O(Rn+1, 〈, 〉(n,1)) si y sólo AJAT = J .
Entonces para demostrar que O(Rn+1, 〈, 〉(n,1)) hay sólo que demostrar que J es un valor regular de
la función GL(n+ 1;R)→ Sim(n+ 1;R) dada por A 7→ AJAT , como en la demostración análoga
deO(n). Por lo tanto como I+(Hn) es una componente conexa deO(Rn+1, 〈, 〉(n,1)), obtenemos que
también es un grupo de Lie con la operación de multiplicación de matrices.

Necesitaremos la siguiente construcción de una medida de Haar de un grupo de Lie G invariante
por la izquierda:

Proposición A.0.2. Todo grupo de Lie tiene una medida de Haar invariante por la izquierda, y esta
medida es única salvo un múltiplo positivo.

Demostración. Note que para cada g ∈ G hay un difeomorfismo natural Lg dados por x 7→ gx,
∀x ∈ G.

Sea η1, . . . , ηn una base ordenada de TeGG, donde la dimensión de G como variedad diferencial
es n. Para cada i = 1, . . . , n definimos una 1-forma λi de G dada por (λi)g = (Lg−1)∗ηi para todo
g ∈ G. Note que entonces cada λi es invariante bajo Lg para todo g ∈ G, es decir, L∗g(λi) = λi para
todo g ∈ G. Sea λG la n-forma diferencial de G dada por

λ1 ∧ · · · ∧ λn.
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Entonces por la definición de cada λi y dado que Lg es un difeomorfismo, obtenemos que λG es una
n-forma de G que no se anula en ninguna parte de G. En particular G es orientable, y por lo tanto
podemos suponer sin pérdida de generalidad que G está orientada y que para cada g ∈ G tenemos
que (λ1 ∧ · · · ∧ λn)g pertenece a la orientación de TgG dada por G.

Ahora podemos construir una medida de Haar de G invariante por la izquierda usando la forma
diferencial λG de la siguiente manera:

Definimos para cada A ⊆ G abierto

µl(A) =

∫
A
λG

donde la integral se toma con respecto a la orientación de G. Finalmente si definimos

µl(B) := ı́nf{µl(U) : B ⊆ U es abierto}

para todo boreliano B de G. Por el teorema de representación de Riesz-Markov-Kakutani, se sigue
que esto define una medida de Radon sobre G.

Entonces µl es invariante por la izquierda, ya que si A ⊆ G es un abierto y g ∈ G, tenemos por
la fórmula de cambio de variables que

µl(gA) =

∫
gA
ω =

∫
A
L∗gω =

∫
A
ω = µl(A).

La invariancia por la izquierda con respecto a los demás borelianos sigue de la definición de µl.
Se puede demostrar, de manera sencilla, con el teorema de Radon-Nikodym que dos medidas

de Haar invariantes por la izquierda difieren solamente por un múltiplo positivo, ver [Kna02, Teore-
ma 8.23].

Análogamente, se puede construir una forma diferencial ρG de dimensión maximal, que no se
anule en ninugna parte, que sea invariante por las funciones Rg dadas por x 7→ xg, y que coincida en
cada g ∈ G con la orientación de G.

Ahora queremos “comparar” cuánto difieren las formas diferenciales λG y ρG, para lo cual nece-
sitamos la siguiente función:

La función de adjunción Ad de G es la función G→ End(g) dada por

g 7→ De(Rg ◦ Lg−1),

es decir, Ad(g) es la derivada del difeomorfismo G→ G dado por x 7→ g−1xg en el elemento neutro
de G.

Proposición A.0.3. La función G→ (R+, ·) dada por g 7→ det(Ad(g)) es un homomorfismo conti-
nuo.

Demostración. ComoLg−1(resp. Rg) preserva la forma diferencial λG(resp. ρG), se sigue queLg−1(resp. Rg)
preserva la orientación de G, de donde det(Ad(g)) > 0 para todo g ∈ G.

Como Lg−1(resp. Rg) es un homomorfismo, se sigue de la regla de la cadena que Ad es un
homomorfismo, y por lo tanto la función de la proposición es un homomorfismo.
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Proposición A.0.4. Para todo grupo de Lie G orientado tenemos, salvo un múltiplo positivo, que

λG = det(Ad(g))ρG.

Demostración. Sean η1, . . . , ηn, λ1, . . . , λn y ρ1, . . . , ρn como antes en la construcción de las formas
λG y ρG. Para cada i = 1, . . . , n y cada g ∈ G tenemos

(λi)g = L∗g−1ηi = L∗g−1 ◦R∗g ◦R∗g−1ηi

= (Rg ◦ Lg−1)∗(R∗g−1ηi) = (Rg ◦ Lg−1)∗((ρi)g),

de donde para cada g ∈ G tenemos

(λG)g = (λ1)g ∧ . . . ∧ (λn)g = (Rg ◦ Lg−1)∗((ρ1)g) ∧ . . . ∧ (Rg ◦ Lg−1)∗((ρn)g)

= (ρ1)g ◦De(Rg ◦ Lg−1) ∧ . . . ∧ (ρn)g ◦De(Rg ◦ Lg−1) = (ρ1)g ◦Ad(g) ∧ . . . ∧ (ρn)g ◦Ad(g)

= det(Ad(g))[(ρ1)g ∧ . . . ∧ (ρn)g] = det(Ad(g))(ρG)g.

Corolario A.0.5. Sea G un grupo de Lie. Entonces G es unimodular si y sólo si det ◦Ad ≡ 1

Demostración. Note que G es unimodular si y sólo si λG y ρG difieren por un número positivo, y
como det ◦Ad es un homomorfismo, esto sucede si y sólo si es igual al homomorfismo trivial.

Corolario A.0.6. Todo grupo de Lie compacto es unimodular

Demostración. Esto sale del hecho de que como G es compacto la imagen de G bajo det ◦Ad es
acotada en R≥0, con lo que como esta función también es un homomorfismo, obtenemos que es el
homomorfismo trivial.

Para demostrar la unimodularidad de I(H2) y de I(H3) necesitamos dar ciertos hechos que nos
permitirán concluir la unimodularidad de ciertos grupos de Lie a partir de la modularidad de otros.

Para ver que I(Hn) es unimodular, necesitamos algunos hechos.

Lema A.0.7. Sean G y H grupos de Lie tales que G×H y H son ambos unimodulares. Entonces G
es también unimodular.

Demostración. Tenemos de la construcción de λ− y de ρ− que λG×H = λG ∧ λH y que ρG×H =
ρG ∧ ρH , de donde como podemos suponer que λH = ρH y λG×H = ρG×H , se debe tener entonces
que λG = ρG, de otra manera por lo que acabamos de ver λG×H y ρG×H no podrı́an diferir salvo un
múltiplo.

Lema A.0.8. Sean G y H dos grupos de Lie. Suponga que G π−→ H es un morfismo de grupos de Lie
que es un difeomorfismo local sobreyectivo. Entonces G es unimodular si y sólo si H es unimodular.

Demostración. Basta demostrar que

det(Ad(g)) = 1⇐⇒ det(Ad(π(g))) = 1, (∀g ∈ G). (A.1)
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Tome g ∈ G arbitrario. Sea U una vecindad abierta de eG tal que π � U es un difeomorfismo sobre
su imagen. Sea V otra vecindad abierta de eG contenida en U y que cumpla que Rg ◦ Lg−1(V ) ⊆ U .
Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo

V U

π(V ) π(U).

Rg−1◦Lg�

π�V

Rπ(g)−1◦Lπ(g)�

(π�U)−1

Luego

Ad(g) = DeG(Rg−1 ◦ Lg) = DeG((π � U)−1 ◦ (Rπ(g)−1 ◦ Lπ(g)) ◦ π � V )

= DeH ((π � U)−1) ◦DeH (Rπ(g)−1 ◦ Lπ(g)) ◦DeG(π � V )

= [DeG(π)]−1 ◦Ad(π(g)) ◦DeG(π),

de esta igualdad se deduce la equivalencia (A.1).

Proposición A.0.9. 1. La función PSL(R, 2)→ I+(Π2,+) dada por[(
a b
c d

)]
7→
(
z 7→ az + b

cz + d

)
es un isomorfismo de grupos de Lie.

2. La función PSL(2;C)→ I+(Π3,+) tal que a cada[(
a b
c d

)]
∈ PSL(2;C)

le asigna la extensión conforme a Π3,+ de la función conforme C ∪ {∞} → C ∪ {∞} dada
por

z 7→ az + b

cz + d
,

es un isomorfismo de grupos de Lie.

Demostración. Estamos considerando la topologı́a sobre I+(Πn,+) que hereda de I+(In) por medio
de la función I+(In) → I+(Πn,+) dada por g 7→ π ◦ g ◦ π−1 donde π : In → Πn,+ es alguna
isometrı́a.

1. Note que la función

SL(2;R)→ I+(Π2,+)(
a b
c d

)
7→
(
z 7→ az + b

cz + d

)
,

está bien definida y también es sobreyectiva ya que las funciones conformes de C que se res-
tringen a una función de Π2,+ en sı́ mismo y que preservan la orientación son exactamente las
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funciones de Möbius holomorfas con coeficientes reales. Claramente esta función es un homo-
morfismo, cuyo núcleo es el subgrupo {I2,−I2}. Por lo tanto la función indicada en el inciso
es un morfismo biyectivo de grupos de Lie.

Para demostrar que esta función es suave fijemos tres puntos x1, x2, x3 ∈ I2 que sean lineal-
mente independientes en R3. Ahora si tomamos un elemento de PSL(R, 2), obtenemos por
medio de nuestra función un elemento de I+(In) por medio del homeomorfismo I+(In) →
I+(Πn,+), y con este elemento obtenemos una matriz en la base ordenada (x1, x2, x3), y usan-
do un cambio de base obtenemos una matriz en la base estándar de R3. Es claro que todo este
proceso es suave.

Para demostrar que la función inversa de nuestra es también suave, hay que fijar tres puntos
distintos y1, y2, y3 ∈ Π2,+. Es fácil demostrar que para cualesquiera otros puntos z1, z2, z3 ∈ C
existe una única transformación de Möbius tal que yj 7→ zj , y se puede demostrar que los
coeficientes de esta transformación dependen de manera suave de los y′js y de los zj’s. Esto
implica que la inversa de la función indicada en el inciso es también suave, y por lo tanto
también es un difeomorfismo.

Como claramente la función del inciso es un homomorfismo, obtenemos entonces que es un
isomorfismo de grupos de Lie.

2. La demostración es similar pero usamos el hecho de que toda isometrı́a de Π3,+ está unı́vo-
camente determinada por la restricción ∂Π3,+ → ∂Π3,+ de su extensión a Π3,+, y que toda
transformación de Möbius de C∪{∞} holomorfa es la signatura de una isometrı́a de Π3,+ que
preserva la orientación.

Daremos una prueba de que I(H2) es unimodular, luego adaptaremos este argumento para el caso
n = 3.

Proposición A.0.10. El grupo de Lie I(H2) es unimodular.

Demostración. Primero veremos que I+(H2) es unimodular. Por lo anterior hay que demostrar que
PSL(2;R) es unimodular.

Primero notemos que GL+(n;R) es unimodular, ya que la medida dada por

µ(S) :=

∫
S

dX

detn(X)
,

donde dX es la medida de Lebesgue de Rn2
, es invariante por la derecha y por la izquierda.

La función

SL(n;R)× R+ → GL+(n;R)

(A, r) 7→ r ·A

es un isomorfismo de grupos de Lie, ya que es suave, un homomorfismo, y la función

GL+(n;R)→ SL(n;R)× R+

X 7→
(

X
n
√

detX
,
n
√

detX

)
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es suave y es su inversa. Por lo tanto de la proposición A.0.7 obtenemos que SL(n;R) es unimodular,
(R+, ·) es unimodular porque es abeliano.

Como {In,−In} actúa de manera libre y propiamente discontinua sobre SL(n;R), se sigue que la
proyección SL(n;R)→ SL(n;R)/{In,−In} = PSL(n;R) es una función cubriente, de donde por
la proposición A.0.8 obtenemos que PSL(n;R) es unimodular, y por lo tanto I+(H2) es unimodular.

Note que I(H2) es la unión disyunta de I+(H2) y de I−(H2). Fijemos g ∈ I−(H2) y una medida
µ unimodular de I+(H2). Podemos extender µ a una medida de Radon de todo I(Hn) al definir ara
cada boreliano B ⊆ I−(H2)

µ(B) := µ(gB),

y es fácil ver que de la invarianza por la izquierda de µ en I+(H2) que esta construcción no depende
de g, y que esta medida sobre I(H2) es unimodular.

Proposición A.0.11. El grupo de Lie I(H3) es unimodular.

Demostración. Primero demostramos que I+(H3) es unimodular. Hay que demostrar que el grupo
de Lie PSL(2,C) es unimodular.

Primero notemos que GL(n;C) es unimodular ya que la medida dada por

µ(S) :=

∫
S

dX

| det(X)|2n
,

donde dX es la medida de Lebesgue de Cn2
, es invariante por la izquierda y por la derecha.

Considere la función

SL(n;C)× C∗ ψ−→ GL(n;C)

(A, z) 7→ z ·A.

Veamos que esta función es un difeomorfismo local sobreyectivo. Sea (A, z) ∈ SL(n;C)× C∗. Sea
U un dominio de z donde una rama de n

√
·, llamémosla rn, esté definida. Entonces ψ � SL(n;C)×U

es un difeomorfismo sobre su imagen, ya que la función

U · SL(n;C)→ SL(n;C)× U

X 7→
(

X

rn(detX)
, rn(detX)

)
es su inversa.

ψ es sobreyectiva, ya que si X ∈ GL(n;C), podemos tomar z ∈ C∗ tal que zn = detX , y ası́
ψ(X/z, z) = X , de donde por el lema A.0.8 se sigue que SL(n;C) × C∗ es unimodular, de donde
como C∗ es unimodular, se sigue del lema A.0.7 que SL(n;C) es unimodular.

Como mostramos en la proposición anterior, es fácil ver que SL(n;C) es un espacio cubriente de
PSL(n;C), y ası́ del lema A.0.8 obtenemos que PSL(n;C) es unimodular. Por lo tanto I+(H3) es
unimodular.

Que I(H3) es unimodular se demuestra de manera análoga a como demostramos que I(H2) a
partir de que I+(H2) es unimodular.
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(1973), págs. 255-286. DOI: https://doi.org/10.1007/BF01418789.

[Pur20] Jessica S. Purcell. Hyperbolic Knot Theory. 2020. URL: http://users.monash.
edu/˜jpurcell/book/HypKnotTheory.pdf.

[Rat06] John G. Ratcliffe. Foundations of Hyperbolic Manifolds. Second Edition. American Mat-
hematical Society, 2006.

[Ril75a] Robert Riley. “A quadratic parabolic group”. En: Mathematical Proceedings of the Cam-
bridge Philosophical Society 77.2 (1975), págs. 281-288. DOI: 10.1017/S0305004100051094.
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