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Introduccion

En 1968, ver [Mos68|], el matematico George Mostow descubri6 un fenémeno bastante sorpresivo
sobre la geometria hiperbdlica:

Teorema (Teorema de Rigidez de Mostow). Si los grupos fundamentales de dos variedades hi-
perbdlicas cerradas, orientadas y de dimension mayor que o igual a 3 son isomorfos, entonces estas
variedades son isométricas.

Esto por un lado concuerda con algunos otros hechos de geometria hiperbdlica que ya se conocian,
como por ejemplo que los poligonos hiperbélicos regulares estan isométricamente determinados por
sus dngulos internos, pero va en contravia de otros resultados como el de que cualquier superfi-
cie cerrada de género mayor que uno tiene una cantidad no numerable de métricas hiperbdlicas no
isométricas entre entre si.

El teorema de rigidez de Mostow tiene un papel relevante en la teoria de 3-variedades. Por ejem-
plo, podemos usar invariantes hiperbdlicos de este tipo de variedades para diferenciarlas entre si.

Uno de estos invariantes es el volumen de una variedad hiperbdlica cerrada, el cual es bastante
util en el estudio de estas. Por ejemplo , ver el teorema de Thurston-Jgrgensen [Thu+80, Capitulo 6],
el conjunto de volimenes de todas las variedades hiperbdlicas cerradas de dimensién 3 es un sub-
conjunto contable infinito de R no acotado, con puntos de acumulacién, y cada real positivo es el
volumen de a lo mds un nimero finito de variedades hiperbdlicas cerradas, salvo isometria.

En 1974 Albert Marden, ver [Mar74], generaliz6 este hecho para variedades hiperbélicas com-
pletas de volumen finito y de dimensién igual a 3, y un afio antes de manera independiente, Gopal
Prasad, ver [Pra73]], demostré un teorema en términos de grupos de Lie que tiene como consecuen-
cia que el teorema de rigidez de Mostow también vale para variedades hiperbdlicas completas y de
volumen finito de dimensién mayor que 2.

Estos resultados cobraron atin mas importancia con las investigaciones de Robert Riley y de Wi-
lliam Thurston a finales de los afios setenta y comienzos de los ochenta en teoria de nudos y la teoria
de 3-variedades. Riley observé que el complemento del nudo figura ocho posee una estructura de
variedad hiperbdlica completa y de volumen finito, ver [Ril75a], y luego, usando computadores, ver
[Ril75b]] , Riley encontré més ejemplos de nudos cuyos complementos poseian estructuras hiperboli-
cas completas de volumen finito, ver [Ril75b]. Riley se dio cuenta de la importancia de estos ejemplos
ya que por el teorema de rigidez de Mostow en el caso de variedades no compactas se podian hallar
invariantes hiperbodlicos de los complementos de los nudos. Riley conjeturo qué tipo de nudos tenian
una estructura hiperbdlica completa y de volumen finito, lo cual posteriormente demostré Thurston
en un contexto mas general, ver [[Thu86]. Este resultado de Thurston combinado con el teorema de ri-
gidez de Mostow ha tenido un gran impacto en la teoria de nudos, ya que hay invariantes hiperbdlicos



muy potentes, y la mayoria de nudos con un niimero “bajo”de cruces tienen complementos hiperboli-
cos, esto se discutird en el dltimo capitulo de este documento.

En dimensiones mayores que 3, el teorema de rigidez de Mostow también es importante. Sin > 4,
denotemos por H,, (V') el nimero de variedades hiperbélicas completas de volumen a lo mas V. En-
tonces, aunque para cada V' > 0 el nimero H,, (V') es finito, ver [Wan72|, en [Bur+02] se demuestra
que existen a(n), b(n) > 0 tales que para todo V' > 0 lo suficientemente grande tenemos

Va(n)V < Hn(V) < ‘/b(n)V7

es decir, H,, (V') crece superexponencialmente cuando V' — oc.
Esta monografia consiste de dos partes.

En la primera parte, vamos a estudiar la demostracién que se da del teorema de rigidez de Mostow
para variedades hiperbdlicas cerradas en el texto [BP92], el cual se basa a su vez en una demostracién
dada en el texto [[Thu+80]. Sin embargo varias de las demostraciones serdn diferentes a las dadas en
el texto, y ademds se dard una demostracién completa de casi todas las afirmaciones, lo que se hara
serd dar una demostracién completa del caso de dimensién 3 del teorema, pero se omitiran algunos
detalles del caso dimensién mayor que 3 y se dardn las referencias de las respectivas afirmaciones. La
primera parte consiste de cinco capitulos:

En el primer capitulo, haremos una introduccién répida a la geometria hiperbdlica, donde da-
remos las definiciones y hechos que se necesitardn en el resto del documento. Luego daremos una
introduccién a las (X, G)-variedades.

En el segundo capitulo demostraremos que para cualquier isomorfismo entre los grupos funda-
mentales de dos variedades hiperbélicas cerradas de la misma dimension n existe una pseudoisometria
H™ — H" que induce al isomorfismo dado. Luego se demostrard que esta funciéon H" — H" se pue-
de extender a una funcién continua H' — H", donde H" es la clausura del espacio hiperbdlico de
dimension n, al demostrar que esto se puede hacer para cualquier pseudoisometria H" — H".

En el tercer capitulo hablaremos brevemente sobre los simplejos ideales de H?, y veremos que de
entre todos los simplejos ideales de H? los de volumen maximal son los simplejos ideales regulares,
esto se puede ver en el caso dimensién 3 usando la funcién de Lobachevsky, esto también vale para
todas las dimensiones n > 3.

En el cuarto capitulo introduciremos la nocién de norma de Gromov y veremos que la norma
de Gromov de una variedad hiperbdlica cerrada es proporcional a su volumen. Luego usaremos este
hecho para demostrar que la funcién de H® — H" del capitulo 2 envia vértices de un simplejo ideal
regular en los vértices de un simplejo del mismo tipo.

En el quinto capitulo demostraremos finalmente que las variedades hiperbdlicas cerradas cuyos
grupos fundamentales son isomorfos, son isométricas, usando la propiedad de la pseudoisometria
H™ — H" con respecto a los simplejos ideales regulares que se demostrd en el capitulo anterior.
Luego veremos que el teorema de rigidez de Mostow implica que el grupo isometrias de cualquier
variedad cerrada hiperbdlica de dimensién mayor que 2 es finito e isomorfo al grupo de automorfis-
mos exteriores de su grupo fundamental.

En la segunda parte del documento adaptaremos la demostracién que estudiamos en la primera
parte para dar una demostracion de lo siguiente:

Teorema (Prasad, Marsden). Si los grupos fundamentales de dos variedades hiperbolicas completas,
orientadas, de volumen finito y de dimension mayor que 3 son isomorfos, entonces estas variedades



son isométricas.

Esta segunda parte consistira de tres capitulos:

En el primer capitulo usaremos el lema de Margulis para variedades hiperbdlicas para dar una idea
de porqué toda variedad hiperbdlica completa de volumen finito se divide en dos partes, de las cuales
una es compacta y la otra consiste de componentes conexas que son “sencillas geométricamente”, y
esto implicard que toda variedad hiperbdlica completa de volumen finito no compacta es homeomorfa
al interior de una variedad compacta.

En el segundo capitulo usaremos la descomposicion que se verd en el capitulo anterior para adap-
tar la demostracién del teorema rigidez en el caso de variedades cerradas, demostrando que si M es
una variedad hiperbdlica completa que es el interior de una variedad compacta M, entonces la norma
de Gromov de esta variedad compacta es proporcional al volumen de M, y con este hecho se concluye
la demostracién como en el caso de variedades cerradas. Al final del capitulo hablaremos de algunas
aplicaciones del teorema de rigidez de Mostow en el caso no compacto.

En el tercer capitulo se estudiard el dominio de Ford de un nudo hiperbdlico, el cual es un inva-
riante hiperbdlico completo de este tipo de nudos.

Finalmente el documento tiene un apéndice donde daremos una demostracién la de unimodula-
ridad del grupo de Lie de isometrias de H?, usando herramientas basicas de geometria diferencial.

El objetivo de escribir este documento es el de armar una demostracion lo mas elemental y com-
pleta posible, para alguien que sepa topologia algebraica y geometria diferencial de variedades suaves,
del teorema de rigidez de Mostow para variedades hiperbdlicas completas y de volumen finito, en es-
pecial en el caso de dimensién 3. No he hallado en la literatura una demostraciéon que cumpla esta
tarea, tal vez el lugar donde més se acercan a este objetivo es en [Thu+80, Capitulo 6], sin embargo
esta demostracion a pesar de ser muy corta es algo dificil de comprender. En esta labor el texto [BP92]
es la fuente més importante, ya que la primera parte de esta monografia es una adaptacién del capitulo
3 de este texto, y la demostracion que se da en este texto del teorema de rigidez de Mostow en el caso
de variedades cerradas es lo suficientemente clara y bien hecha para adaptarse a una demostracion
al caso méas general que expondremos en este texto. También los textos [Thu+80], [Bon09], [Pur20]],
[LacO0Oa] y [LacO0b] y el articulo [Tuk85] han sido de gran ayuda. Hay que notar que la demostra-
cién dada en este texto del teorema de rigidez de Mostow para variedades completas y de volumen
finito difiere de la demostracién dada en [Mar74]], que usa herramientas de anélisis y de la teoria de
3-variedades, de la demostracién dada en [Pra73|] que en realidad muestra un resultado para grupos
de Lie que tiene como caso particular el teorema de rigidez de Mostow, y de la demostracién dada en
[Thu+80, Capitulo 6] que usa una modificacién de la norma de Gromov con homologias de medidas.



Capitulo 1

Prerrequisitos

En este capitulo daremos algunos conceptos y hechos bésicos de geometria hiperbdlica y de
(X, G)-estructuras que se usaran en el resto del documento. La mayoria de los hechos no tendrin
demostracion o sélo se dard la idea de cdmo demostrarlos con sus respectivas referencias.

Las fuentes principales de este capitulo son [BP92]], [Thu+80], [LacOOal] y [LacOOb]

1.1. Geometria Hiperbdlica

1.1.1. Modelos del espacio hiperbélico

Sea n un nimero natural fijo. Se construirdn diferentes modelos de una variedad riemanniana de
dimension n que se denota por H", la cual llamaremos espacio hiperbélico de dimension n, estos
modelos serdn isométricos entre si. Usaremos diferentes simbolos para denotar cada uno de estos
modelos.

Construccién 1.1.1 (Modelo del Hiperboloide). En R™*! considere la forma bilineal estandar de
signatura (n, 1):

n
@Y 1) =D 25 Y5 — Tt - Yni
j=1

y consideremos la subvariedad de R"*! dada por
I"={z e R (x,7)(n1) = —1,2p41 > 0},

note que —1 es un valor regular de la funcién x — (z, m)(n,l), y el conjunto de arriba es una compo-
nente conexa de la preimagen de este valor regular. En particular I™ es una subvariedad de dimensién
n. Para x € I" tendremos entonces que

T, I" = {v € T,R"™™ =R"™ : (z,v)(,1) = 0} = {2},

ya que ker(d:(y = (¥,¥)(n,1))) = ker(v = (v,2)(,1)), de donde como (, ), 1) es de signatu-
ra (n, 1), este producto interno es definido positivo y no degenerado en {z}+ = T,I", ya que
(z,7)(n,1y = —1, de donde obtenemos una métrica riemanniana sobre I". A I" junto con esta
métrica lo llamaremos ¢l modelo del hiperboloide del espacio hiperbdlico de dimension 7, y lo
denotaremos por I".



Construccion 1.1.2. (Modelo del Disco de Poincaré) Sea 7 la restriccion a I™ de la proyeccion
estereografica con respecto a (0, ...,0,—1) de {x € R""! : z,,,1 > 0} sobre R" x {0}, omitimos
la dltima coordenada de R™ x {0}:

(T1,...,2Tp)
I+ 2p4

m(z) =

Es facil verificar que 7 es un difeomorfismo de /™ sobre el disco unidad D™ de R™ x {0}. La variedad
D™ junto con la métrica que hereda de I" por medio del difeomorfismo 7 la llamaremos el modelo
del disco de Poincaré del espacio hiperbélico de dimension n, y lo denotaremos por D™.

Construccion 1.1.3. (Modelo del semiespacio) Considere la funcién diferenciable i : D™ — R™
dada por

T+ ey
T 25— — €n,
||z + €nl|
donde e, = (0,...,0,1) y || - || denota la métrica euclidiana de R™. Se puede verificar que i es la
inversién euclidiana con centro —e,, y radio v/2, en la definicién se define la nocién de inversion
euclidiana. Es facil verificar que 7 es un difeomorfismo de D™ sobre el semiespacio II""" := {z €

R : 2,.1 > 0}. Esta dltima variedad junto con la métrica que hereda de D" por medio del
difeomorfismo ¢ la llamaremos modelo del semiespacio del espacio hiperboélico de dimension n y
la denotaremos por IT™+.

Construccién 1.1.4. (Modelo de Klein) Sea p la restriccién a I™ de la proyeccién canénica de R+
sobre el espacio proyectivo real RP". Se puede demostrar que p es un difeomorfismo sobre un abierto
de R™ P difeomorfo al disco unidad. Esto da otra métrica sobre D" isométrica a H", la cual llamare-
mos modelo de Klein del espacio hiperbdlico de dimension 7.

Este dltimo modelo lo usaremos muy pocas veces durante el resto del documento, por lo que no
daremos demostraciones de las afirmaciones acerca de él.

1.1.2. Isometrias del espacio hiperbdlico

Necesitamos clasificar los grupos de isometrias de los tres modelos de H"™ que construimos an-
teriormente. Para lograr esto, necesitaremos el siguiente hecho de geometria riemanniana que se de-
muestra en el documento corto [LacOOc, Teorema 1.5] y también en [BP92| Proposicién A.2.1], ambas
demostraciones usan los conceptos de geodésica y de mapa exponencial de variedades Riemannianas
los cuales se encuentran en [LacOO0c].

Teorema 1.1.5 (Rigidez riemanniana). Sean M y N dos variedades riemannianas, con M conexa.
Sean f, g : M — N isometrias locales sobre sus imdgenes. Suponga que para algiin x € M tenemos

que f(x) = g(x) yd,f = dyg. Entonces f = g.

Sea V' un espacio vectorial con una forma bilineal no degenerada (,). Si z € V, considere la
descomposicién de V dada por V = (z) @ {z}*. Alafuncién V — V dadapora-x+v — —az +v
paratodo A € Ry todo v € {2} la llamaremos la reflexién de V con respecto a x.

Sea V' un espacio vectorial sobre R. Sea (, ) una forma bilineal sobre V. Definimos

OV, (,))={A e GL(V) : (Az, Ay) = (z,y),Vx,y € V}.



Denotaremos por O(I™) el subconjunto de elementos de O(R™*1, (,)(,, 1)) que respetan a I", y
por SO(I™) la interseccién de O(I™) con SL(n + 1,R).

Si M es una variedad riemanniana, denotamos por Z(M ) el grupo de isometrias, con respecto a
la composicién, de M sobre si misma. Denotamos por Z* (M) al subgrupo de Z(M) de elementos
que preservan la orientacién de M, si M esta orientada.

Teorema 1.1.6. Para cadan > 0:
1. O(I™) se genera por las reflexiones de (R™*, () (,, 1)) con respecto a elementos de I,.
2. Los grupos O(I™) e Z(I™) son isomorfos por medio de la funcion § — 6 [ Z".

Idea de la demostracion: La demostraciéon completa esta en la proposicion A.2.3 y el teorema
A.2.4 de [BP92].

Para demostrar la primera afirmacion, se comienza por demostrar que para todo espacio vectorial
V' y toda forma bilineal no degenerada (,) de V se tiene que O(V/, (,)) se genera por reflexiones con
respecto a puntos de V', luego con esto se demuestra que O(I™) se genera por reflexiones con respecto
a puntos de /™.

Para demostrar la segunda afirmacion, se toma f € Z(I") y se demuestra que f € O(I™) de la
siguiente manera: se toma x € I" arbitrario, y luego se demuestra que la funcién R"*! = Rz @
{z}+ — R"*! dada por Az +v — Af(x) + d.f(v) es un elemento de O(I,) y que es igual a f
usando el teorema|l.1.5 Que la funcién indicada en el segundo inciso es intectiva sale del hecho de
que los elementos de O(I™) son funciones lineales y de que el subespacio generado por I™ es R"+1,
O

De manera similar se demuestra la siguiente afirmacion:
Teorema 1.1.7. = Z(S")={A[ S,: A€ O(n+1)}
» Z(R") ={Az+b: A€ O(n),b e R"}

Donde consideramos sobre S™ y sobre el espacio euclidiano R™ sus métricas Riemannianas
estandar.

La clasificacion de los elementos de Z(H™) se hard usando inversiones euclidianas:

Definicion 1.1.8. Sean a € R"” y o > 0. La inversion euclidiana de R" con centro en a y radio
«a, denotada por %, es la biyeccion R™ U {oo} — R™ U {oo} tal que a — 00, 0o — a y para todo
T # a,00, dgn(y, a) - drn (i%(y), a) = o?. Se puede demostrar que &' tiene la forma

2 T—a

e A O )
|z — alf?

+ a.

Si M una variedad Riemanniana, denotamos por Conf(M) el grupo, bajo la composicién, de
todos los difeomorfismos conformes M — M. Si M es orientada, Conf™ (M) es el subgrupo de
Conf (M) de difeomorfismos que preservan la orientacion.

Vamos a considerar sobre D" y II"™>" la estructura conforme que heredan como subvariedades
de la variedad Riemanniana R™. Vamos a ver més adelante que Z(D") = Conf™*(D™). Para lograr
esto necesitamos clasificar los elementos del grupo Conf™* (D"™). Para el caso n = 2 esto se hace con
variable compleja, y el caso n > 3 se hace con otras técnicas.
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Teorema 1.1.9.

Conf+(D2):{(zHei9- z—a) :BER,aGDQ},

Conf+(I1>F) = {(z - Zjig) : <°C‘ Z) € SL(2;R)}

Demostracion. Sea f € Conft(D?). Se debe tener que d, f es de la forma g(z)A(x) para algiin
g(x) € R*y A(z) € SO(2), de donde el d, f cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann, y por lo
tanto f es analitica.

Podemos suponer, componiendo a f con una funcién de la forma z — (2 — «)/(1 — @z) si es
necesario, que f fija al origen. Por el lema de Schwarz se sigue entonces que f es una rotacion que
preserva la orientacion.

12+ es biholomorficamente equivalente a D? por medio de la funcién z + (z —i)/(z + 1), y se
puede mostrar usando esta funcién que la segunda igualdad del teorema sale de la primera. O

Usando este tltimo teorema, y algunos calculos, se puede demostrar lo siguiente:

Teorema 1.1.10. 1. El grupo Conf(D?) consiste exactamente de todos los difeomorfismos de la
forma Ao, donde A € O(2), y donde i es o bien la identidad, o bien una inversion euclidiana
con respecto a una circunferencia de R? ortogonal a 0D?.

2. Conf(II*>%) consiste de todas las funciones de la forma

T A (g (1)> i(x) + (8)

donde A > 0, w € O(1) = {£}, i es la identidad o es una inversion euclidiana centrada en
R x {0},ybeR

Idea de la demostracion: En ambos casos se demuestra que el conjunto indicado de funciones
pertenece al grupo respectivo de funciones conformes. Luego se demuestra con la representacion
de los elementos de los grupos de funciones conformes del teorema anterior que ambos grupos de
funciones conformes tienen la forma indicada de nuestro teorema. U

Para clasificar los elementos de Conf(D") y de Conf(II"™), paran > 3, necesitamos el siguiente
resultado:

Teorema 1.1.11 (Teorema Conforme de Liouville). Sea n > 3. Todo difeomorfismo conforme entre
dos dominios de R" es de la forma
x = Ai(x) + b,

donde A > 0, A € O(n), b € R"™, y donde i es o bien la identidad, o bien una inversion euclidiana
de R"™.

Hay una demostracién, algo extensa, de este hecho en [BP92, Teorema A.3.7]. Note que este
teorema es completamente falso en el caso n = 2, cualquier funcién holomorfa entre dominios de C
es una funcién conforme si su derivada es distinta de cero en todos los elementos de su dominio.

A pesar de las diferencias entre las funciones conformes entre dominios de R? y las funciones
conformes entre dominios de dominios de R™ para n > 3, los grupos Conf(D™) y Conf(II">") para
n > 3 tienen una descripcion andloga a los respectivos grupos para el caso n = 2.
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Teorema 1.1.12. Sea n > 2.

1. Conf(D") consiste de todas las funciones de la forma
x — Aix,

donde A € O(n), e i es una inversion euclidiana de R™ con respecto a una esfera que intersecta
ortogonalmente a 0D".

2. Conf(II") consiste de las funciones de la forma

cor (4 i (),

donde A\ > 0, A € O(n), i es la identidad o una inversion euclidiana, y b € R 1,

Idea de la demostracion: Primero se demuestra que las funciones con la forma indicada perte-
necen a los respectivos grupos de funciones conformes. Luego se demuestra que las funciones que
tienen la forma indicada en el teorema de funciones conformes de Liouville y que se restringen a
funciones de los dominios indicados en s mismos tienen las respectivas formas indicadas. U

Notacion 1.1.13. Si M es una variedad riemanniana, denotamos por Z(M) el grupo de difeomorfis-
mos de M en si misma que son isometrias, y por Z (M) al subgrupo de Z(M) de elementos que
preservan la orientacion.

Con el resultado anterior ya podemos determinar los elementos de Z(H") :
Teorema 1.1.14. Tenemos que

1. Z(D™) = Conf(D").

2. Z(I1™*) = Conf(II"™™).
En particular estos grupos actiian transitivamente sobre D™ y II"™"" respectivamente.

Idea de la demostracion: Recordemos que estamos considerando sobre D™ la estructura conforme
que hereda de la variedad riemanniana R™. Vamos a considerar sobre I" la estructura conforme que
hereda de la métrica de I".

Se demuestra primero que la funcién 7 : I — D™ de con la que se construye la métrica
de D™ es una funcién conforme. Luego si f € Z(D™), como 7 por construccion es una isometria
tendremos que 7o for € Z(I") C Conf(I"), de donde como 7 también es una funcién conforme,
obtenemos que f € Conf(D"), de donde obtenemos C en la primera igualdad del teorema. La otra
contencion se obtiene de la primera parte de los teoremas y al demostrar que cada
A € O(n) y cada inversion euclidiana con respecto a una esfera(en S™) ortogonal a 9D" pertenecen
aZ(D").

Recordemos que el difeomorfismo i : D™ — II">" con el que definimos la métrica de I es
una funcién conforme, donde consideramos sobre 11" la estructura conforme que hereda de R™. Por
lo tanto la segunda igualdad sale de la primera.

Que las respectivas acciones son transitivas salen de los teoremas[I.1.10]y [I.1.12] O
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Corolario 1.1.15. Un difeomorfismo de H" es una isometria si y solo si es una funcion conforme.
Con el teorema anterior podemos hallar una expresion para las métricas de D" y de 11T,

Teorema 1.1.16. Para x € D", (y,t) € II""" y v € R™ tenemos que las métricas vienen dadas por

9 2
dsi(v) = <1—||93H2> HUHQa

Idea de la demostracion: Seaw : T — D" la funcién de Note que para e,+1 = (0,...,0,1),
Te, 1 In = R™ x {0}, y que la diferencial de 7 en e,, 41 es la mitad de la funcién identidad, de donde
obtenemos

ds2(v) = 4]Jo][%, Yo € B

Luego para x € D" se puede demostrar que la diferencial en O de la inversién euclidiana respecto a
la esfera con centro x/||z||? ortogonal a D™ que lleva a 0 a x es un operador ortogonal multiplicado
por 1 — ||z||2, de donde obtenemos la métrica indicada para D™,

El diferencial en 0 del difeomorfismo 7 es 2 veces la matriz diagonal con diagonal [1,...,1,—1],
de donde
ds®> (v) = ||v]|%,Yv € R™.

€n+1
Luego, como en II"™"" podemos enviar un punto en otro por medio de homotecias y translaciones
paralelas a R"~! x {0}, y como el diferencial en (0, 1) de la dilatacién con coeficiente t > 0 es t
veces la identidad, obtenemos entonces la segunda igualdad del teorema. O

Proposicion 1.1.17. Z(H") e Z+ (H") actiian transitivamente sobre el conjunto
{(z,v) : x € H",v € T,H" ds2(v) = 1}.

Demostracion. Ya vimos del teorema [I.1.14] que estos dos conjuntos actdan transitivamente sobre
H™. Que estos grupos actiian transitivamente sobre nuestro conjunto sale del hecho de que SO(n)
acttia transitivamente sobre S™ ! y que en el modelo del disco la métrica hiperbélica sobre T5D™ es
un multiplo de la métrica euclidiana. 0

Proposicion 1.1.18. La funcién distancia de 11" es igual a la funcion

. |z -9l
D(%,y) := 2 arcsenh ( .
’ 2\/Znyn
Demostracion. Es facil demostrar que la funcién D es invariante bajo todas las homotecias, inversio-
nes euclidianas y rotaciones de R" ! que dejan fijo a x,, 1, de donde por el teoremall.1.12|obtenemos
que D es invariante bajo elementos de Z(IT™T).

Ahora si x,y € H", sea vy la geodésica maximal que pasa por estos dos puntos. Sea v el vector
unitario de x que es tangente a -y. Entonces por la proposicion existe f € Z(H") tal que
f(z) = en = (0,...,0,1) y df.(v) es el vector unitario de T, II">" que es paralelo a e,,. Luego
f(7) es una linea euclidiana perpendicular a R"~! x {0}, de donde, por lo que hicimos en el parrafo
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anterior, basta demostrar la igualdad para puntos de II"" que estén en la misma linea euclidiana
vertical.

Note que por el teorema se sigue que si z,y € II"" estdn en la misma linea euclidiana
perpendicular a R"~! x {0}, entonces como esta linea euclidiana es una geodésica de TI">*, obtene-
mos de la forma de la métrica de IT">" dada en el teorema que din+ (2, y) = | 1In(zn/yn)|.
Luego la demostracion termina al probar la identidad

y—x\_ L,y
arcsenh<2 xy>_21n<x>

para cualesquiera x > y > 0. O

1.1.3. Geodésicas del espacio hiperboélico
Ahora vamos a hallar las geodésicas de los tres modelos de H" que hemos construido.

Proposicion 1.1.19. Sean x € I" y w € T,I" tales (w,w), 1) = 1. Entonces la geodésica que sale
de x con velocidad w viene parametrizada por

t + cosh(t)x + sinh(t)y,t € R. (1.1)

En particular, es igual a la interseccion de I™ con el subespacio vectorial de Rt generado por x y
w.

Demostracion. Sea W el subespacio vectorial de R"*! generado por = y w. Sean \, . € R, luego
como w € T, (I") tenemos que (A\x + pw, AT + pw) (1) = p? — X2, de donde Az + pw € I siy
s6lo si 42 — A\? = —1, y esto sucede si y s6lo si existe t € R tal que A\ = cosh(t) y s = senh(t). Por
lo tanto la curva es la interseccion de W con ™.

Sin embargo, tenemos que si v : R — 1" es la curva dada en (1.1) es tal que 4/(¢) = senh(¢)z +
cosh(t)w, de donde (7/'(t),7/(t))(n,1) = 1 paratodo t € R, de donde + tiene rapidez constante, y por
lo tanto y es la geodésica de I que pasa por x con velocidad w. O

El teorema de Hopf-Rinow implica entonces que H", como espacio métrico, es completo:
Corolario 1.1.20. H" es una variedad riemanniana completa.
También obtenemos:

Corolario 1.1.21. Entre cualesquiera dos puntos de H" existe una uinica geodésica maximal que
pasa por ellos.

Demostracion. En la proposicién anterior demostramos que cualquier geodésica maximal de I es la
interseccion de I” y un subespacio de R"! de dimensién 2, de donde si x,y € 1", basta considerar
el subespacio de R™*! de dimensién 2 que contiene a ambos puntos, note que I contiene a lo mds
un elemento de cada subespacio de R"*! de dimensién 1. 0

Definicion 1.1.22. Llamaremos a un subconjunto N C H"™ un subespacio hiperbdlico si contiene la
geodésica maximal que pasa por cualesquiera dos de sus puntos.

La proposicién anterior implica lo siguiente:
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Corolario 1.1.23. N C I es un subespacio hiperbdlico si 'y solo si es la interseccion con I con un
subespacio lineal de R™1.

Vamos a determinar los subespacios hiperbélicos de los modelos D™ y II™>". Para esto vamos a
considerar esferas de R™ que no necesariamente son de codimensién 1, es decir, vamos a considerar
intersecciones de esferas de codimensién 1 con hiperplanos de R™ de cualquier dimensién menor que
o igual a n que pasan por su centro.

Proposicion 1.1.24. 1. Los subespacios hiperbdlicos de D™ se obtienen a partir de intersectar
con D" subespacios lineales de R™ o esferas de R™ ortogonales a OD". En particular las
geodésicas maximales de D™ son didmetros o circunferencias ortogonales a 0D".

2. Los subespacios hiperbolicos de TI""" son la interseccion de II"™"" con esferas de R™ que
intersectan a R"~! x {0} ortogonalmente, o son de la forma AxR™, donde A es un subconjunto
afin de R" 1.

Idea de la demostracion: Considere la funcion 7 : 1" — D™ con la que se construy6 la métrica
de D", recuerde la construccién Es facil ver que la proyeccion de la cual 7 es restricciéon
envia a cualquier subespacio lineal de R”*! a un subespacio lineal de R", de donde por el corolario
anterior se sigue que 7 envia subsespacios hiperbdlicos de I" que pasan por e, 41 = (0,...,0,1) a
intersecciones de D™ con subespacios lineales de R".

Ahora, si x € D™ no es el origen, se puede demostrar que existe una inversion euclidiana que
se restringe a una isometria de D™ que envia al origen en x. También se puede demostrar que toda
inversion euclidiana envia subespacios afines y esferas de R™ en subconjuntos de alguno de estos
tipos, de donde el caso general sale del caso que ya demostramos de subespacios hiperbdlicos de D™
que pasan por el origen. Que las esferas y subespacios afines son ortogonales salen de lo anterior y del
hecho de que cualquier subespacio lineal intersecta a 9D™ ortogonalmente y de que las inversiones
euclidianas son conformes.

El caso del modelo del semiespacio sale del caso anterior, ya que la funcién i : D™ — II"™" con
la que se construy6 la métrica del modelo del semiespacio es una inversién, y de la afirmacién de que
cualquier inversion euclidiana envia esferas y subespacios afines en subconjuntos del mismo tipo, y
de que las inversiones son funciones conformes. U

Nota 1.1.25. Se puede demostrar que las geodésicas del modelo de Klein son arcos de lineas eucli-
dianas contenidas en el disco unidad.

El siguiente corolario justifica el nombre “subespacio hiperbdlico”.
Corolario 1.1.26. Cualquier subespacio hipérbolico de H" es isométrico a H™ para algiin m < n.

Demostracion. Note que cualquier subespacio hiperbdlico de D™ es isométrico a un subespacio hi-
perbdlico de este mismo modelo que pasa por el origen, ya que por lo que vimos en la demostracion
anterior las isometrias de este modelo actdan transitivamente sobre él. También podemos usar un ele-
mento de O(n) para suponer que este subespacio es la interseccion de D™ con R™ x {0}, usando la
proposicién anterior. Sin embargo por la forma de la métrica de este modelo, dada en la definicién
la métrica de este subespacio y la de D™ coinciden. O
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1.1.4. Frontera del espacio hiperboélico

Vamos a considerar ahora la nocién de frontera del espacio hiperbdlico. Daremos primero una
construccién intrinseca geométrica y luego veremos que este objeto es homeomorfo de manera natural
tanto a D" como a OII™ T, en el dltimo espacio estamos tomando la frontera en R" U {oc}.

Construccion 1.1.27. Sea S el conjunto de rayos geodésicos de H" parametrizados por longitud de
arco. Definimos una relacién en S por

71 ~ 92 < supd(yi(t), 12(t)) < oc.
>0

Es facil ver que esta es una relacién de equivalencia. Definimos la frontera de H"™ como el conjunto
OH" := S/ ~. También definimos H" := H" U H". Vamos a definir una topologia sobre H", de
manera que H" sea abierto y herede la topologia que ya teniamos sobre él. Sea p € OH". Tomemos
cualquier representante v de p y sea x su punto inicial. Sea V' una vecindad abierta de #(0) en la
esfera unitaria de T, IH", y sea r > 0. Definimos

Uy, V,r):={y(t) :m1 € S,t >r,v0) ==x,%(0) € V}U

{(n)~ 7 € 5,9(0) = 2,7(0) € Vi}.
No es dificil convencerse que la coleccion de estos conjuntos, cuando vy, V, ry p € OH"” varian,
junto con la coleccion de todos los abiertos de H™ forman una base para una topologia, por ejemplo
esto se puede ver en el modelo del disco.

Proposicién 1.1.28. OH" es homeomorfo a S*~ y H" a D™. Aun mds, si consideramos el modelo del
medio plano TI'"F, entonces H" se identifica candnicamente con la clausura de IT"+ en R™ U {oo}.

Idea de la demostracion: Note que cualquier rayo geodésico de II"™>" o es un semiarco con un
extremo en I y un extremo en R"~! x {0} o una semilinea euclidiana con un extremo en I+
y un extremo en R~ x {0} U {oo}. Se puede ver que en la construccién de OH" tenemos que dos
rayos geodésicos de IT™" estén relacionados por medio de ~ si y s6lo si tienen el mismo extremo en
R"1 x {0} U {oo}:

Sean 71,72 € S. En caso de que el extremo de 7 en R"~! x {0} U {oc} no sea oo podemos usar
inversiones euclidianas con centro en R"~! x {0} para suponer que uno de los extremos de ~y; es cc.
Luego es fécil ver por la forma de la métrica de IT™ que 1imy o0 dppn+ (71 (2),72(t)) = oo siy sélo
si el extremo de 2 en R" ! x {0} U {co} también es oo, y en el caso de que esto suceda este limite
de hecho tiende a 0.

Finalmente es facil ver que bajo esta identificacion los conjuntos U(+y, V, r) se envian a abiertos
de la clausura de TI""" en R U {cc}, y también es facil ver que los abiertos de este dltimo espacio
topoldgico son unién de abiertos de este tipo. U

Como la extensién a [I+ de la inversa de ¢ envia a OII™ " sobre D™ en R™, también obtenemos
una identificacion natural entre H" y la clausura de D" en R".

Llamaremos a los puntos de OH" puntos en el infinito de H". Dada una geodésica maximal,
la cual supondremos parametrizada por longitud de arco, v de H" y p € OH", diremos que p es un
extremo de ysi~y [ [0,00) 67 | (—o0, 0] pertenece a la clase de p. Es facil verificar por la proposicién
anterior que toda geodésica maximal tiene dos extremos, y que dados p, ¢ € JH" distintos existe una
Unica geodésica cuyos extremos son estos dos puntos.

Ahora vamos a estudiar el grupo de isometrias de H" y su relaciéon con OH".
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Proposicién 1.1.29.  1.) Toda isometria de H" se extiende a un homeomorfismo de H", y por lo
tanto tienen un punto fijo en OH". La restriccion de esta funcion a OH" es una funcion en OH"
que llamaremos traza de la isometria.

2.) Z(H"™) y Z*(H") actian transitivamente sobre OH".
3.) Un elemento de Z(H™) estd univocamente determinado por su traza.

Demostracion.  1.) Esto sale de inmediato de la proposicién |1.1.28]y de la caracterizacion de las
isometrias del modelo del semiplano dada en los teoremas|I.1.12]y[I.1.14] La afirmacién acerca
del punto fijo sale del teorema de punto fijo de Brower.

2.) Tenemos que para cualesquiera par de puntos de 9D™ = S™~! existe un elemento de SO(n—1)
que envia a uno en el otro, de donde la afirmacién sale del teorema|l.1.14]y del teorema|l.1.12

3.) Sea f € Z(I"™™). Si f(co) = a, entonces si i} es la restriccién a II™* de la inversién eucli-
diana de R™ centrada en a de radio 1, se sigue que i} o f fija a oo, luego il o f es de la forma
x — MAx + b para algunos A > 0, A € O(n) y b € R*~! x {0} por el teorema conforme de
Liouville, y la restriccién de la extensién de esta funcién a I+ = R"~1 x {0} U {oo} la de-
terminan estos elementos, y como a también determina a f, obtenemos que f estd determinada

por su traza.
U

Ahora clasificaremos las isometrias de H"” con respecto a sus puntos fijos en H".
Proposicion 1.1.30. Si ¢ € Z(H"), entonces algunas de las siguientes debe suceder:
1. ¢ tiene puntos fijos en H".
2. ¢ no tiene puntos fijos en H", y ¢ tiene exactamente un punto fijo en OH".
3. @ no tiene puntos fijos en H", y ¢ tiene exactamente dos puntos fijos en OH".

Demostracion. Sea ¢ € Z(II"™). Suponga que ¢ no tiene puntos fijos. Sean a, b € OH" puntos fijos
distintos de la traza de ¢. Si a # oo, podemos conjugar a ¢ con una inversién euclidiana centrada en
a para suponer que a = 00, y si b # 0, podemos conjugar a ¢ con una translacién horizontal de R™
para suponer que b = 0, de donde por el teorema y el teorema obtenemos que ¢ debe
ser de la forma z — AAwx, para algunos A > 0y A € O(n). Como ¢ no tiene puntos fijos en I,
se sigue entonces que A # 1, es facil ver entonces que ¢ no tiene mds puntos fijos en OII™* aparte
de 0 e oo. O

Definicion 1.1.31. Usando la proposicion anterior definimos:
= Decimos que ¢ es una isometria eliptica si cumple 1.
= Decimos que ¢ es una isometria loxodrémica si cumple 2.

= Decimos que ¢ es una isometria parabdélica si cample 3.
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1.1.5. Horoesferas y horobolas

Definicion 1.1.32. Sea p € JH". Una horoesfera centrada en p es una subvariedad N (sin frontera)
de H" de codimensidn 1 tal que toda geodésica maximal que tenga a p como extremo la intersecta en
un solo punto de manera ortogonal.

En el modelo del semiespacio tenemos que como los rayos geodésicos que tienen a oo como
extremos son de la forma {t} x R para algiin t € R"~1, se sigue entonces que todas las horoesferas
de este modelo centradas en oo son de la forma R™ ™1 x {to} para algin to > 0, y viceversa.

Proposicion 1.1.33. 1. Las horoesferas del modelo TI"™"" centradas en un punto p € 01" dis-
tinto de oo son la coleccion de todos los subconjuntos de la forma S \ p, donde S es una esfera
de R™ que intersecta a R~ x {0} exactamente en py estd contenida en 11"+ Las horoes-
feras de este modelo centradas en oo son la coleccion de todos las subvariedades de la forma
R 1 x {to}.

2. Las horesferas del modelo D™ centradas en un punto p € D" son la coleccién de todas los
conjuntos de la forma S\ p donde S es una esfera de R™ que intersecta a 0D"™ exactamente en
py estd contenida en D™.

Demostracion. La primera parte de la primera afirmacién sale de la clasificacion de las horoesferas
centradas en oo que ya hicimos, de que para cualquier x € OII"™" cualquier inversién euclidiana
centrada en x se restringe a una isometria de II">", de que las esferas e hiperplanos de R" se envian
a conjuntos del mismo tipo bajo inversiones euclidianas, y que oo es el dnico punto limite de las
horoesferas centradas en este punto en II"+1.

Como la funcién i : D™ — II">" con la que II"™>" hereda su métrica es restriccién de una inver-
sién euclidiana, entonces la segunda afirmacién sale usando los mismos argumentos que dimos para
demostrar la primera afirmacidn. O

Note que de lo anterior tenemos que cualquier horoesfera de H" divide a este espacio en dos
componentes conexas. Con esta observacién hacemos la siguiente definicion:

Definicion 1.1.34. Sea p € 0H™. Diremos que B es una horobola centrada en p € JH" si existe una
horoesfera S centrada en p tal que B es la componente conexa de H™ \ S tal que para cualquier rayo
geodésico, r : [a, 00) — H", cuyo extremo en OH" es p, entonces existe b > a tal que la imagen de
r | [b, 00) estd contenida en B.

Note que por ejemplo en el modelo D™ las horobolas son el interior de esferas euclidianas que
intersectan a D" exactamente en un punto, mientras que en el modelo IT™* las horobolas centradas
en puntos de R"~! x {0} son el interior de esferas euclidianas que intersectan a R"~! x {0} en
exactamente un punto, y las horobolas centradas en co son semiplanos superiores de la forma R” 1 x
(t,00) para algin ¢ > 0.

Haremos una ultima observacion acerca de las horoesferas.

Proposicion 1.1.35. Si S es una horoesfera de H", entonces S con la métrica que hereda es isométri-
ca a R" ! salvo un miiltiplo.

18



Demostracién. Podemos suponer que en el modelo [T la horoesfera estd centrada en el punto oo,
de donde S es de la forma R"~! x {t} para algtin t > 0. Entonces la métrica que hereda S de I+
viene dada por
da? + -+ da?_,
t2 ’

de donde S es isométrica a R"~! salvo un muiltiplo. O

1.1.6. Combinaciones convexas

Sea I'! el subconjunto cerrado de R"™*! que consiste de todos los puntos que estin en el parabo-
loide I" o encima de él. Considere la funcién P" : I — I" tal que para todo x € I, P"(x) es el
punto de interseccion de la recta que pasa por z y el origen, esto estd bien definido porque cualquier
linea que pase por el origen sélo corta a I™ una vez. Claramente P" | [ = Idn.

Proposicion 1.1.36. La funcion P™ es suave.

Demostracion. Es facil ver que P" viene dada por

-1
(T1ye ey Ty Tpg1) 5 5 5 (@1, T, Tny1),
e R N SR |
de donde esta funcion se puede extender a un funcién C'*° definida en una vecindad de I'}. O

Definicion 1.1.37. Sea X un subconjunto de H". Diremos que X es convexo si X contiene el arco
geodésico entre cualesquiera dos de sus puntos. Si A es un subconjunto de H"”, llamaremos al sub-

conjunto convexo mds pequefio que contiene a A la envolvente convexa de A, y lo denotaremos por
{A).

Definicion 1.1.38. Sean ug,...,u,, € I". Definimos las combinaciones convexas de uo, ..., Uy,
como la funcién oy . u,,) * A™ — I" dada por

m
(to, - tm) = P (Dt |
=0

donde estamos tomando la suma de R™*1.

Esto esté bien definido ya que I’} es un subconjunto convexo de R"™*! con la métrica usual, ya
que toda linea euclidiana de R"*! intersecta a I" en a lo mds dos puntos, y cuando la interseccién
consiste en dos puntos el segmento de recta entre estos dos puntos estd contenido en I

Note que la imagen de oy, ... 4,,) €8 la envolvente convexa de los puntos ug, . .., Um, esto se
puede demostrar por induccién sobre m al notar que si x e y estdn en Z™, la funcién ¢ — P™(ty +
(1 — t)x) es una parametrizacién del arco geodésico que va de x a y.

Note que P™ se puede extender a una funcién C'™ en una vecindad de I;", y por lo tanto como el
subespacio lineal generado por v, . . . , U, es R""!, obtenemos que O (ug,...,um) S€ puede extender a
una funcion suave en una vecindad de de I}, de donde oy, .. 4,,) €S suave. También obtenemos que
la asignacion (I,)™ ! x A™ — T,, dada por (ug, . . . , tm, ) = O(yq, . un)(E) €s suave.

Note que si u, v € H", entonces por la construccién de la funcién o, ,,) se sigue que la asignacion
t € [0,1] — tu + (1 — t)v es una parametrizacion del arco geodésico [u,v], recuerde que en el
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modelo [" la geodésica maximal que pasa por u y v es la intersecccion del subespacio vectorial de
R"*! generado por u y v con I"™.

Proposicion 1.1.39. Las combinaciones convexas de puntos de H" son invariantes bajo isometrias
de H™.

Demostracion. Sean ug, ..., Uy € I"y (to, ..., tm) € A™. Seap € Z(I").Luegop [ " = A | I™
paraalgin A € GL(n + 1;R).

Tenemos que T := 0y, .. u,.)(t0; - - -, tm) €s la interseccion entre I™ y la linea L que pasa por la
combinacién euclidiana ) ;" t;u; y el origen, de donde como A es lineal, invertible, y preserva a I™
se sigue que la linea que pasa por A (3 ;" t;u;) y el origen es igual a A(L). Sin embargo A(L) s6lo
intersecta a /™ en un punto, de donde esta interseccion es igual a A(x) = p(z), pero

A (ZO tiui> = ;tiA(ui) = ;tﬁ(’(ui),

de donde () es el punto de interseccién entre [™ y la linea que pasa por la combinacién euclidiana
Yoo tip(u;) y el origen, i.e.,

(P(m) =" (Z tl@(ul)) = O (p(ug)se e (um)) (t07 s 7tm)'
=0

O

Notacion 1.1.40. Concluimos de todo esto que las combinaciones convexas de puntos de H" estin
bien definidas. Entonces de ahora en adelante, a menos que se diga lo contrario, denotaremos al
elemento

U(UO,...,um)(t(Ja cee >tm)

por
m

Z tiug (1.2)
=0

para todo g, . . ., u,, € H" y todo (to, ..., t,) € A™, es decir, notaremos las combinaciones conve-
xas de los puntos uyg, . . . , uy, € H" con pesos %o, .. ., t,, de esta manera. Note que, por construccion,
claramente bajo esta notacion tenemos que para cada permutacién o de {0,...,m}

m m
Z tiu; = Z toilei- (1.3)
i=0 i=0

Ahora queremos ver para cudles puntos u, . . . , Uy, la funcién o, . ,,,) €s un encaje suave.

Definicion 1.1.41. Decimos que los puntos ug, . .., u,, € H™ estdn en posicion general si no estan
contenidos en un subespacio hiperbdlico de dimensiéon menor que o igual a m — 1.

Note que ug, ..., u, € I" estén en posicion general es equivalente a que sean un subconjunto
linealmente independiente de R™*! por el corolario|l.1.23
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Proposicion 1.1.42. Siuy, . .., u,, € H" estdn en posicion general, entonces oy, .. y,,) €S un encaje
suave.

Demostracion. Por una observacion anterior sabemos que oy, .. ,,) €8 una funcién suave.

Sit,t" € A™ son distintos, entonces las combinaciones euclidianas ) ;" tju; y Y ;- tiu; son
linealmente independientes entre si ya que {uo, . . ., Uy, } es linealmente independiente en R™ . Por
lo tanto la lineas que pasan por cada uno de ellos y también pasan por el origen intersectan a I,, en
puntos distintos, de donde 7" es inyectiva en el conjunto de combinaciones afines de ug, . . . , Uy,. Sin
embargo t € A™ — Y " t;u; es inyectiva, por lo tanto O (ug,...,u,) €8 INyectiva. Por lo tanto, como
A™ es compacto se sigue que oy, ... 4,,) € un encaje topologico.

Sea P un hiperplano de R"*! que contenga a todas las combinaciones euclidianas afines de los
puntos o, . . . , u,. Entonces si U es el abierto de R"™! que consiste de todos los puntos x tales
que la linea que pasa por x y el origen intersecta a P, la funcién f que envia a cada x € U a este
punto de interseccién de P es suave e Im(a(qu’um)) estd contenida en U. Por lo tanto, como I"
es subvariedad de R"*!, se sigue que f | Im(a(wn_’um)) es diferenciable, y como es claramente la
inversa de oy, .. v,,) Obtenemos finalmente que oy, .. 4,,) €S Un encaje suave. O

1.2. (X, G)-variedades

1.2.1. Variedades euclidianas e hiperbélicas

Note que el toro se puede obtener como el cociente de R? por medio de la accién de Z? como
subgrupo. Entonces podemos considerar la coleccién {¢~! : ¢ es la restriccién de la proyeccién
7 : R? — R?/Z? a una bola abierta de radio 1/2}, la cual es un atlas sobre R?/Z? cuyos cambios
de coordenadas son elementos de la forma (z,y) — (z + n,y + m) para algin (n,m) € Z2. En
particular estos cambios de coordenadas son isometrias de R2.

Note que podemos construir un atlas cuyos cambios de coordenadas sean también translaciones de
R? para la botella de Klein al considerar el subgrupo de Z(IR?) generado por las isometrias (x,y) —
(r+1,y)y (z,9) — (—x,y + 1). También podemos hacer lo mismo con un cilindro S* x R, ya que
éste espacio es el cociente de la franja [0, 1] x R al identificar {0} x R con {1} x R bajo la translacién
de R? dada por (z,y) — (z+1, y). Podemos también hacer lo mismo con la banda abierta de Mobius
si usamos la franja [0, 1] x R y la translacién de R? dada por (z,y) — (1 + z, —y).

Los ejemplos anteriores ilustran la siguiente definicion:

Definicion 1.2.1. Una variedad topoldgica M™ es una variedad euclidiana si posee un atlas {¢,, :
Uan — R"}4en tal que sus cambios de coordenadas ¢z o ¢! son restricciones de isometrias de R™,
con su producto interno usual, en cada una de las componentes de sus dominios.

Sin embargo, el doble toro no tiene una estructura de variedad euclidiana por el siguiente argu-
mento:

Suponga que S es una superficie cerrada que tiene una estructura de variedad euclidiana. Enton-
ces, por el teorema para S junto con esta estructura, existe una cubriente 7 : R? — S que es
una isometria local. Luego el grupo G := m1(.S) es isomorfo al grupo de transformaciones cubrientes
de , y por lo tanto G actiia sobre R? por medio de isometrias, de manera libre y propiamente discon-
tinua. Se puede adaptar la demostracién de la proposicién [2.1.5] para ver que el dominio de Dirichlet
D de G ~ R? es un poligono convexo que es un dominio fundamental de esta accién.
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Note que S es homeomorfo al cociente de D que se obtiene al pegar sus aristas y vértices por
medio de elementos de G. Entonces si v es el nimero de clases de equivalencia del cociente de los
vértices de D por medio de la relacién de identificacién por medio de elementos de G. Entonces la
caracteristica de Euler de .S es igual a

1-—n+uo, 1.4)

donde n es tal que 2n es el nimero de lados de D. Si {v1,...,v,} es una clase de equivalencia de
los vértices, y 6; es el angulo interno de D en el vértice v;, obtenemos que como G ~ D da lugar a
una teselacion de R?, entonces 61 + - - - + 6,,, = 2. Por lo tanto obtenemos que como la suma de los
angulos internos de D es igual a (2n — 2)m, entonces 2mv = (2n — 2)m, y asi

2x(S) =2r(v—n+1) =270+ 27(1 —n) =0,

con lo que x(5) = 0.

Sin embargo, el doble toro es una variedad hiperbdlica:

Definicién 1.2.2. Una variedad topoldgica M™ es una variedad hiperbélica si existe un atlas {¢,, :
Uy — H"}oen de M tal que sus cambios de coordenadas son restricciones de isometrias de H™ en
cada una de las componentes conexas de su dominio.

Se puede dar un argumento similar al anterior, usando que la suma de los dngulos internos de un
poligono hiperbdlico regular de n lados es menor que (n — 2), para ver que toda superficie cerrada
que es hiperbdlica tiene caracteristica de Euler negativa. Vamos a ver que todas las superficies cuya
caracteristica de Euler sea negativa es hiperbdlica:

Ejemplo 1.2.3. Se puede demostrar, ver [BP92, Pagina 59-60], que en el plano hiperbdlico existe
un octagono regular cuyos dngulos internos midan todos 7 /4, el cual es tnico salvo isometria, y asi
podemos construir un atlas del doble toro cuyos cambios de coordenadas sean isometrias de H?:

Atlas de T?#T? con octdgono regular con dngulos internos de 7 /4 en el modelo del disco, imagen
g g g g
tomada de [BP92, p. 60].

Ejemplo 1.2.4. Suponga que M" es una variedad hiperbélicay N = M es un cubrimiento de M,
entonces N también es una variedad hiperbdlica. Esto se debe a que si {¢q : Uy — H"},en €s un
atlas que vuelve a M en una variedad hiperbdlica, entonces podemos armar un atlas de N al tomar
la coleccién de todas las funciones (m [ U) o ¢,, donde esté definida esta funcién por supuesto,
tales que U es un abierto de N donde 7 | es un difeomorfismo sobre 7(U). Entonces los cambios de
coordenadas de este atlas de N son iguales a restricciones de cambios de cartas de M. Por lo tanto IV
es también una variedad hiperbdlica.
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Ejemplo 1.2.5. Del ejemplo anterior se sigue que todas las superficies cerradas, conexas y orientables
de género mayor que o igual a 2 son variedades hiperbdlicas, ya que todas estas superficies son
espacios cubrientes del doble toro, aunque esto también se puede hacer demostrando que en H? hay
un 4g-adgono regular cuyos dngulos internos suman 27 para todo g > 2.

Ejemplo 1.2.6. Ver [TL97, Ejemplo 1.4.5] para mas detalles. Considere el dodecaedro a la izquierda
de la siguiente figura:

Imagen tomada de [TL97, Pagina 37].

Si identificamos las caras opuestas de este dodecaedro con una rotacién de 3/10 de un giro comple-
to, entonces se puede demostrar que se obtiene una 3-variedad cerrada. Se puede ver también que
bajo esta identificacidn, las aristas de este dodecaedro quedan identificadas en seis grupos de cinco
elementos. También se puede demostrar que existe un dodecaedro hiperbdlico regular cuyos angulos
diédricos son todos de 72°, ver la figura de la derecha de la imagen anterior, y se puede demostrar que
como las aristas quedan identificadas en grupos de 5 elementos que esto da una estructura de variedad
hiperbdlica a la 3-variedad cerrada que se construyd anteriormente.

Ejemplo 1.2.7. Tal vez la variedad hiperbdlica mas importante sea el complemento del nudo figu-
ra ocho. Se puede demostrar que el complemento de este nudo en S es homeomorfo a pegar dos
tetraedros sin sus vértices, como se muestra a la derecha de la figura siguiente

@ <H<y

ver [TL97, Ejemplo 1.4.8] o [LacOObl, Capitulo 7].

Se pueden usar dos tetrahedros regulares ideales, ver la definicion y se puede demostrar
que al pegar estos dos tetraedros con los pegamientos indicados, usando isometrias adecuadas entre
las caras, se obtiene una estructura hiperbélica completa sobre el complemento del nudo figura ocho,
ver [TL97, Ejemplo 3.4.16].
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1.2.2. (X,G)-variedades

Consideremos un cuadrado euclidiano en R? e identifiquemos sus lados por medio de translacio-
nes para obtener un toro. Ahora, tomemos cuatro copias de este cuadrado junto con estas identificacio-
nes y peguémoslas al cuadrado original. Si continuamos este proceso indefinidamente obtendremos
un mosaico del plano:

Podemos también obtener mosaicos similares de R? usando las identificaciones que usamos para
el cilindro y la banda de Mobius abiertos. También podemos obtener un mosaico del plano hiperbélico
con la identificacién del octdgono regular hiperbdlico que usamos obtenemos un mosaico del plano
hiperbdlico:

(a) (b)

Imagen tomada de [Thurston/Levy]

En cada ejemplo anterior de variedades euclidianas M obtenemos entonces de los mosaicos fun-
ciones R? — M que son isometrias locales, y que aun mds son funciones cubrientes. También del
mosaico del octagono hiperbdlico obtenemos una isometria local H> — T2#7T? que es también una
funcién cubriente.

Vamos a demostrar que, en cada caso respectivo, esto también sucede para cualquier variedad
euclidiana y cualquier variedad hiperbdlica, es decir, si M" es una variedad euclidiana o una variedad
hiperbdlica entonces existe una isometria local R® — M o H"™ — M, respectivamente, que es
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una funcién cubriente, la cual estd determinada por cualquier restriccion a un abierto de R™ o H",
respectivamente.

Antes de demostrar esto necesitamos algunas definiciones y conceptos que seran una generaliza-
cién de lo que hemos estudiado hasta ahora en esta seccion.

Definicion 1.2.8. Sea X una variedad suave conexa y G un grupo de difeomorfismos de X. Suponga
que M es una variedad topoldgica. Una coleccion {(U;, ¢;)}; es un (X, G)-atlas de M si se cumplen
las siguientes condiciones

= Las U; son un cubrimiento abierto de M.
= Cada ¢; es un homeomorfismo ¢; : U; — ¢;(U;) C X tal que ¢;(U;) es un abierto de X.

= Para cada ¢, j tenemos que la restriccién en cada componente conexa de dom(¢; o ¢71) de

J
¢; 0 qu_l es la restriccion de un elemento de G.

Claramente cada (X, G)-atlas de M estd contenido en un tdnico (X, G)-atlas maximal. A un
elemento de este atlas maximal lo llamaremos una (X, G)-carta de M.

Definicion 1.2.9. Llamaremos a una variedad topoldgica M junto con un (X, G)-atlas una (X, G)-
variedad.

Ejemplo 1.2.10. Sin > 0, entonces la coleccion de todas las (R™, Z(R™))-variedades es exactamente
la coleccién de todas las variedades euclidianas de dimension n.

Ejemplo 1.2.11. Sin > 0, entonces la coleccién de todas las (H", Z(H™))-variedades es exactamente
la coleccidn de todas las variedades hiperbdlicas de dimensién n.

Ejemplo 1.2.12. Si n > 1, la esfera n-dimensional S™ es naturalmente una variedad riemanniana
al heredar su métrica de la métrica usual de R""!. Decimos que una variedad topolégica es una
variedad esférica si es una (5", Z(S™))-variedad para algin n > 1.

Definicién 1.2.13. Dadas dos (X, G)-variedades M y N, diremos que una funcién continua f :
M — N esun (X, G)-morfismo si para cada xz € M existen una (X, G)-carta (U, ¢) de M y una
(X, G)-carta (V, ¢) de N tales que z € U, f(z) € V y la restriccién de la composicién ¢ o f o o=t
a la componente conexa de su dominio que contiene a x es restriccién de un elemento de G.

Definicién 1.2.14. Diremos que dos (X, G)-variedades son (X, G)-isomorfas si existe un homeo-
morfismo entre estas dos variedades tal que tanto como el homeomorfismo como su inversa son
(X, G)-morfismos.

1.2.3. Funcion desarrollante

iNota importante! 1.2.15. Para efectos practicos, vamos a suponer de ahora en adelante que X es una
variedad riemanniana y que GG es un grupo de isometrias de X . Note que en este caso entonces toda
(X, G)-variedad hereda una estructura de variedad riemanniana por medio de su (X, G)-estructura,
dado que los cambios de cartas de un (X, G)-atlas son isometrias de X por convencién. También note
que en este caso un (X, G)-morfismo es una isometria local.
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En los ejemplos de variedades euclidianas e hiperbdlicas vimos que R™ y H" eran espacios cu-
brientes de estas variedades respectivamente por medio de una funcién que era una isometria local.
En ambos ejemplos esto lo hicimos “desdoblando” las (X, G)-variedades en la variedad riemanian-
na simplemente conexa X para obtener un “mosaico”’de X con el que conseguiamos una cubriente
X — M que fuera un (X, G)-morfismo.

Vamos a ver que si X es simplemente conexay M es una (X, G)-variedad, entonces si 7 : M —
M es la cubriente universal de M y consideramos la estructura de (X, G)-variedad que M hereda
con la funcién 7, entonces M y X son (X, G)-isomorfas. El primer paso para ver esto es el siguiente
teorema.

Teorema 1.2.16 (Funcién de Desarrollo). Sea M una (X, G)-variedad simplemente conexa. Si U
es un abierto conexo de M y o : Uy — X es una (X, G)-carta, entonces existe un vnico (X, G)-
morfismo D : M — X que extiende a .

En este teorema no suponemos que X es simplente conexo.

Idea de la demostracion: La demostracion es la misma que la del teorema de monodromia para
dominios simplemente conexos de andlisis complejo, y esto se puede hacer gracias a lo siguiente:

1. Por las suposiciones que hicimos sobre X, M es entonces una variedad riemanniana y por
lo tanto tiene una métrica que induce la misma topologia. Luego podemos usar el lema del
nimero de Lebesgue para extender a g a lo largo de curvas. Estas extensiones son tnicas por
el teorema de rigidez de variedades riemannianas [I.1.5]

2. Para construir D se fija 9 € Uy y para cualquier x € M tomamos un camino « : [0,1] — M
que vaya de xg a z, luego extendemos g a z al extender ¢q a lo largo de a con respecto a Uy y
al definir D(x) como el valor de z en esta extension. Que esto estd bien definido sale del hecho
de que M es simplemente conexo.

O
Definicion 1.2.17. Diremos que D es la funcién de desarrollo de ¢.
Recuerde lo dicho en la nota[1.2.1J]

Teorema 1.2.18. Suponga que X es simplemente conexa. Sea M una (X, G)-variedad simplemente
conexa y que es completa como variedad riemanniana. Entonces si D es una funcion de desarrollo
de M, D es un (X, G)-isomorfismo. En particular D es una isometria.

Antes de demostrar el teorema vamos a necesitar algunos resultados:

Teorema 1.2.19 (Teorema de aproximacion de Whitney). Sean M y N variedades diferenciables y
F : M — N una funcion continua. Entonces F' es homotdpica a una funcion diferenciable M — N.
Aiin mds, si F es suave en un subconjunto cerrado A la homotopia se puede hacer relativa a A.

Teorema 1.2.20. Sean F',G : M — N dos funciones diferenciables entre dos variedades suaves. Si
F, G son homotopicas, entonces existe una homotopia diferenciable M x I — N entre F'y G, al
considerar a M x I como subconjunto cerrado de M x R. Aun mds, si la homotopia es relativa a un
subconjunto cerrado A, también existe una homotopia diferenciable relativa a A.
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Demostracion del teorema|l.2.18) Sea D como en la hipdtesis del teorema. Vamos a demostrar
la siguiente afirmacion:

(x): Dada una funcién diferenciable «y : [0, 1] — X con y(0) € D(M), existe entonces una tinica
funcion diferenciable 4 : [0,1] — M tal que v = D o 4.
Note que esta afirmacién implica de inmediato que D es sobreyectiva.

Veamos que también implica que D es inyectiva. Sean z,y € M tales que D(z) = D(y). Sea
v : [0,1] — M una funcién diferenciable tal que 0 — = y 1 — g, es facil ver que tal funcién
existe gracias al teorema de aproximacién de Whitney. Entonces D o «y es un lazo basado en D(z) =
D(y). Luego por el teorema y dado que X es simplemente conexo existe una homotopia
diferenciable H : [0,1] x [0,1] — X tal que H(0,—) = Do~, H(1,-) = D(z) = D(y) y
H(—,0) = D(z) = D(y) = H(—,1). Tenemos que H(—, 1) : [0,1] — X es un camino constante
tal que H(0,1) € D(M), de donde por la afirmacién tenemos que existe una tnica « : [0,1] — M
tal que D o o« = H(—, 1). Sin embargo como D es localmente una isometria, esto implica que como
H(—,1) es constante, « es localmente constante. Pero dado que [0, 1] es conexo esto sélo puede
suceder si y sélo si « es constante, de donde x = y, por la unicidad del camino .

Ahora vamos a demostrar la afirmacion (). Sea v : [0,1] — X tal que v(0) € D(M). Fijemos
xo € D71 (7(0)). Considere

to :=sup{t € [0,1] : VO < s < ¢, 35, € C°°([0, s], M) tal que Y5(0) = xo, D 055 = [ [0, s]}.
(1.5)
Como D es una isometria local, existe una vecindad abierta U de x( tal que D [ U es una
isometria sobre D(U), y D(U) es abierto. Sea 0 < ¢ < 1 tal que y([0,¢]) € D(U). Entonces si
0 < s < tsesigue quesids := (D [ U) Lo (y[]0,s]), s es el tinico elemento de C°°([0, s], M)
tal que 45(0) = xoy D 045 =~y | [0, s, de donde to > 0.
Para ver que tg = 1 basta demostrar que ¢y es un elemento del conjunto por el argumento que
acabamos de dar para mostrar que ¢y > 0.

Sea { sy, }nen una sucesion creciente de elementos del conjunto (1.5) que converge a tg. Sea a :=
Unen ¥s.» entonces « : [0,t9) — M es una funcién bien definida por la condicién de unicidad en
(1.5), que es diferenciable.

Veamos que la sucesion «(s,,) es una sucesion de Cauchy de M. Si demostramos esto podemos
tomar 4, : [0,tp] — M dada por 4y, [ [0,t0) = @'y Y4, (to) := @ donde z := lim, 00 a(Sp).
Luego 4;, va a ser una funcién continua, ya que definimos 4, (o) = x, que cumple la relacion
D oAy, = v | [0,t0], y asi como D es una isometria local, esto va a implicar que 9;, va a ser
diferenciable.

Suponga que la sucesion indicada no es de Cauchy. Luego existe una sucesion creciente de natu-
rales ni, ng, ... tal que para todo k& > 0 tenemos que das((Sny,,;)s ®(Sngy,,)) > € paraun € > 0
fijo. Entonces

(v 1[0, t0)) = U(D oy [ [0,40)) = l)
- (1.6)
Z Z Sn2k+1’ Sn2k+2])?
k=0
sin embargo I(a [ [Sngy ;s Snogiol) = A0 ((Sngyyr)s (Sngy,,)) > €paracadak = 0,1,.. ., luego

v [ [0, t0) no tiene longitud finita. Pero esto es una contradiccién ya que v | [0, fo] es diferenciable,
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y como [0, ¢y] es compacto esto implica que esta curva tiene longitud finita, de donde por lo que
observamos anteriormente esto implica que {5 = 1. Como ya observamos que £ estd en el conjunto
(1.5), se sigue entonces que 41 € C°°([0, 1], X) es dnica tal que D o §; = 7. O

De esto obtenemos de inmediato el siguiente hecho importante, recuerde la nota

Corolario 1.2.21. Sea M una (X, G)-variedad que es completa como variedad riemanniana. Enton-
ces existe una funcion cubriente X — M que es una isometria local.

Recordemos que si M es una variedad topoldgica conexay 7 : M — M es su cubriente universal,
entonces su grupo de transformaciones cubrientes, el cual denotaremos por Aut(7), es isomorfo a
71(M). Recuerde que si M es una (X, G)-variedad conexa, su cubriente universal 7 : M — M
hereda de manera canénica una estructura de (X, G)-variedad por medio de 7. Recordemos que
Aut(m) actda sobre M de manera libre y propiamente discontinua sobre M. Tenemos la siguiente
proposicién que demostraremos mas adelante:

Proposicion 1.2.22. Aut(r) es un subgrupo de G.

En particular 71 (M) se puede identificar con un subgrupo de G que actda sobre X de manera
libre y propiamente discontinua. Antes de demostrar la proposicién necesitamos el siguiente lema
que es un caso particular del lema de Hopf-Rinow:

Lema 1.2.23. Suponga que M es una variedad Riemannianayp : N — M es una funcion cubriente.
Si M es completa, entonces N, con su métrica heredada por medio de p, es completa.

Demostracion. Sea {x, }nen una sucesion de Cauchy de N. Podemos suponer sin pérdida de gene-
ralidad que la sucesién de Cauchy {p(x,,)}necn estd contenida en un subconjunto compacto de un
abierto regular de M, regular con respecto a la funcién cubriente p, esto se puede hacer ya que M es
completa. Sea y € M el limite de la sucesion {p(z,) }nen-

Como N 2 M es una funcién cubriente que es isometria en los abiertos regulares, existe € > (
tal que By (z, €) estd contenido en un abierto regular de N para cada x € 7~ !(y). Luego si z1, 22 €
771 (y) son distintos, los cerrados By (z1,€) y By(x2,€) son compactos y disyuntos. Entonces si
w € p~1(y) es el tnico elemento de p~!(y) tal que By (w, €) contiene una cola final de la sucesién
{2 }nen, se debe tener que la sucesion {x, },en converge a w. d

Demostracion de la proposicion m Por el lema anterior tenemos que M es completa, luego
por el teorema 8| podemos suponer que M =X y que 7 es un (X, G)-morfismo. Sea 7 €
Aut(m). Como 7 es un (X, G)-morfismo y un homeomorfismo local, y 7 es un homeomorfismo, se
sigue de m o 7 = 7 que 7 es un (X, G)-morfismo, es decir, localmente es igual a restricciones de
elementos de G, de donde 7 es una isometria de X. Como 7 es un (X, G)-morfismo se sigue que
existe un abierto no vacio U de X y g € Gtalesque 7 | U = g [ U, y asi por el teorema[[.1.5]se
sigue que T = g. U

Corolario 1.2.24. Sea M una (X, G)-variedad conexa y completa. Entonces existe un subgrupo T’
de G, isomorfo a m (M), que actiia de manera libre y propiamente discontinua sobre X tal que
X/T' = M como (X, G)-variedades.
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Capitulo 2

Pseudoisometrias

Ya podemos enunciar el teorema del que trata la tesis:

Teorema 2.0.1 (Teorema de Rigidez de Mostow para variedades cerradas). Sean My = H"/T'; y
My =2 H" /T’y dos variedades cerradas e hiperbdlicas ambas de dimension > 3. Entonces siI'; — 'y
es un isomorfismo, existe una isometria My — My que lo induce.

En este capitulo daremos el primer paso para demostrar este teorema, el cual es mostrar que
dado un isomorfismo I'y — I', existe una pseudoisometria H" — H" que lo induce, ya definiremos
estos dos conceptos. Luego mostraremos que esta pseudoisometria se extiende a una funcién continua
H" — H" que se restringe a un homeomorfismo OH" — OH". En los capitulos siguientes se usard
este homeomorfismo para construir una isometria entre My y Mo.

2.1. Pseudoisometrias inducidas

En el capitulo anterior vimos que si M es una variedad hiperbdlica existe una funcién cubriente
p : H® — M que es una isometria local, ver corolario|1.2.21

Definicién 2.1.1. Sean M; = H"/T'; y My = H" /T’y variedades hiperbdlicas, y sean p; : H" —
H"™/T'; las proyecciones correspondientes. Suponga que I'y ﬂ I'y es un homomorfismo. Decimos

que H" BNy S induce a ¢ si
fog=d(g)of,VgeTln.

Definicion 2.1.2. Sean X e Y espacios métricos. Diremos que una funcién f : X — Y es una
pseudoisometria si existen b, ¢ > 0 tal que

S dx(e,y) = b < dy(£(2), S (0) < - d(a,y) Vg € X,

No hay que confundir esta definicion con la nocién de cuasiisometria, la cual pide que la funcién
cumpla la desigualdad

L dx(a,y) b < dy(f(a), f0) < - dla,y) + b Vay € X,

note que este tipo de funcion no es necesariamente continua, mientras que una pseudoisometria si lo
es.
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Proposicion 2.1.3. Sean M, = H" /Ty y My = H" /T’y dos variedades hiperbdlicas. Sean H™ LEN

M; las funciones cubrientes respectivas. Suponga que I'y i) I’y es un homomorfismo. Entonces
existe una pseudoisometria H" — H" que induce a ).

Antes de demostrar esta proposicién necesitamos definir la nocién de dominio fundamental de una
variedad hiperbdlica. Las baldosas de los mosaicos que vimos en la seccién anterior son ejemplos de
este concepto.

Definicion 2.1.4. Suponga que un grupo GG actia sobre un espacio topoldgico X. Sea D un cerrado
de X, diremos que D es un dominio fundamental para G si

» Uyeg 9(D) = X,
= g(D)ND COD,VgeG.

Proposicion 2.1.5. Sean M = H" /T" una variedad hiperbdlica y xy € H". Entonces el dominio de
Dirichlet con respecto a xq de la accion T’ ~ H":

D :={zx e H": d(z,x0) < d(z,v(z9))Vy € T'}

es un dominio fundamental para I'. Aun mds, D es convexo, Vol(D) = Vol(M), y D es un poliedro
geodésico compacto si M es cerrada.

Demostracion. Note que para cualesquiera puntos z, y, z € H" tales que d(z,y) = d(z, z) existe un
elemento en Z(H"™) que envia a y en z, esto es facil de demostrar en el modelo D" al tomar z = 0,
de donde si z,y € II"™" podemos suponer que x e ¥ est4n a la misma altura, y por lo tanto por la

proposiciones [I.1.24]y [I.1.18]se sigue que
{z € H" - d(z,2) = d(2))

es un subespacio hiperbélico de H", de donde D es la interseccién de una colecciéon de semiespacios
hiperbdlicos, de donde D es cerrado. Note que para todo v € I' tenemos

¥(D) ={x € H" : d(z,v(x0)) < d(z,(xp)),Vd € T'}.
Como la accién de I es propiamente discontinua se sigue que si x € H"”, entonces el conjunto
{d(x,0(z0)) : 6 €T}

tiene un minimo, y por lo tanto los conjuntos (D) cubren a H".
Note que
v(D)ND ={zeH":d(zx,z9) = d(z,v(x0))},
de donde v(D) N D C 9D. Por lo tanto D es un dominio fundamental de T".

Como la proyeccion H™ — H"™/I" es una isometria local y es inyectiva en D°, D° tiene imagen
densa y es sobre en D, obtenemos que como Vol(9D) = 0, Vol(D) = Vol(D°) = Vol(M).

Suponga ahora que M es compacto. Como M contiene un subconjunto denso isométrico a D°,
se sigue que D es de didmetro finito, y por lo tanto es un subconjunto cerrado y acotado, y como H"
es completo, se sigue que D es compacto. Sea r := Diam(D). Luego el conjunto

{6 € T : d(zo,v(x0)) < r}
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es un conjunto finito {~1, ..., v, }. Veamos que
D ={zx e H": d(z,x0) <d(z,7i(x0)),¥i=0,...,n}. (2.1)

Para cada v € T sean
H’Y = {.T cH"™: d(l’,xo) = d(x7’7(x0))}7

S, i={x e H" : d(x,x0) < d(x,v(z0))}

Veamos que

D =Sy : HyN Bar(x0) # 0}

Que D estd contenido en la interseccién de la izquierda sale de la definicién de D. Suponga que
x pertenece al conjunto de la derecha. Note que si y € I es tal que Hy N Ba,(x9) = ) se debe tener
que como D C S., By, (z9) C Sg, de donde tenemos que x € S, para todos estos v € I', de donde
x € Syparatodoy € I',ie,x € D.

Finalmente, como H~ N Ba,(x) # 0 implica que d(z,y(zo)) < 4r, obtenemos entonces (2.1,
y por lo tanto D es un poliedro finito compacto. O

Ahora que hemos definido la nocién de dominio fundamental y hemos mostrado una forma de
construirlo para cualquier I' < Z(H") que actda de manera libre y propiamente discontinua sobre
H", daremos una manera de triangular a la variedad H" /T", sin embargo no daremos una descripcion
completa de esta construccién ya que es algo engorrosa.

Nota 2.1.6. En este documento las triangulaciones simpliciales que consideraremos de variedades
suaves tendran sus simplejos encajados.

Teorema 2.1.7. Toda variedad hiperbdlica cerrada tiene una triangulacion simplicial suave.

Idea de la demostracion: Dados ui,...,u, € H", podemos construir el baricentro de estos
puntos usando combinaciones hiperbélicas convexas como el punto > ; %ui, y como las combi-
naciones convexas son invariantes bajo isometrias, este punto también es invariante bajo isometrias.

Abhora, dada una variedad hiperbdlica cerrada M", existe una isometria local = : H" — M
que es una funcién cubriente. Sea D el dominio fundamental con respecto a esta funcién como se
construy6 en la proposicién 2.1.5] luego D es un poliedro convexo. La triangulacién simplicial de
D se va construyendo por induccién sobre las dimensiones de sus caras: si ya se han construido
las triangulaciones de todas las caras de cierta dimensién, de manera candnica, para construir la
triangulacién de una cara de la dimensién siguiente se toma el baricentro de esta cara y se consideran
los simplejos que se obtienen al tomar las envolventes convexas de conjuntos que se obtienen al unir
este baricentro con simplejos de las triangulaciones de sus caras. Esta triangulacién es suave dado
que estamos usando combinaciones hiperbdlicas convexas, y estas funciones son suaves.

Luego se puede demostrar que al tomar sucesivas subdivisiones baricéntricas obtenemos una
triangulacion simplicial. O

La demostracién de la proposicién [2.1.3] que daremos a continuacién se basa en ideas dadas en
[Tuk85, Lema 3.4].
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Demostracion de la proposicion [2.1.3} Sea L una triangulacién simplical C*>° de M;. Luego
esta triangulacién se levanta por medio de p; a una triangulacién K de H™. Vamos a construir una
pseudoisometria F : H™ — H" que induce a 1 al definirla en cada uno de los simplejos de K

Podemos definir F} en los vértices de K de manera arbitraria, sélo teniendo en cuenta la condicién
de induccién Fy o g(v) = 1(g) o Fi(v), esto se puede hacer al definir a F; de manera arbitraria en
un subconjunto finito de los vértices de K tales que cualquier otro vértice se obtiene a partir de
una translacion de un vértice de este subconjunto con un elemento de I', y que este subconjunto sea
minimal con respecto a esta propiedad.

Ya que hemos definido a F} en los vértices de K, vamos a usar esto para definir a [} en o para

cada o € K de dimensién m mayor que 0: para cada (to, ..., ;) € A™ definimos
m
Fi(o(to,. - tm)) :=>_ Fi(o(e:)),
i=0

donde a la derecha de esta definicién estamos usando coordenadas hiperbdlicas convexas, recuerde la
deﬁnici(’)ny la notacién . Como la condicién de induccién Fy o g = 1(g) o F} se tiene
en los vértices de K y como las combinaciones convexas hiperbdlicas son invariantes bajo isometrias,
ver el lema|l.1.39] se sigue que la condicién de induccién se cumple para F7 definida asi sobre todo
H"™, de donde F induce a ).

Veamos finalmente que F) es una pseudoisometria. Note que F) restringida a cada elemento
de K es suave, donde cada simplejo, que es convexo, tiene la estructura diferencial que hereda como
subconjunto de algin R"™, ya que la funcién de combinaciones convexas es suave, de donde existe una
cota superior ¢ > 0 del diferencial de F} restringida al simplejo. Por lo tanto si tomamos dos puntos
x,y de este simplejo, tendremos que como el arco geodésico entre estos dos puntos estd contenido en
el simplejo, se sigue que d(Fi(x), Fi(y)) < c-d(z,y).

Sea D; un dominio fundamental para I';. Por la demostracion del teorema la triangulacién
K de H" se construye a partir de levantar una triangulaciéon de M; por medio de p;, de donde K es
invariante bajo la accion de I'y, i.e., para todo o0 € K y todo g € I'; tenemos g o o € K, de donde si

O1,...,0m son simplejos de K que cubren a D, tendremos que {g(c;) : g € I'1,i =1,...,n} cubre
a H"™.

Sea ¢ > 0 lo suficientemente grande de manera que d(F}(z), F1(y)) < c¢ - d(x,y) para todo
x,y € o;paratodoi = 1,...,n,de donde si o € K, 0 = g(0;) para algunos iy g € I'1, con lo que

paratodo x,y € o;

d(F1(g(z)), F1(g9(y))) = d(¥(9)(F1(2)), ¥(9)(F1(y))) = d(F1(z), Fi(y)) < ¢ d(z,y),

y asi tendremos que para todo o € K y para todo z,y € o tendremos d(Fi(x), Fi(y)) < c¢-d(z,y),
de donde si x,y € H", el arco geodésico entre estos dos puntos se puede dividir en un ntiimero
finito de subarcos de manera que cada uno de ellos esté contenido en algtin elemento de K, de donde
obtenemos asi que d(Fy(x), Fi(z)) < ¢-d(z,y) paratodo x,y € H", es decir, F} es c-Lipschitz.

El mismo argumento demuestra que existe una funcién F» que induce a1 ~!, y que paraun ¢ > 0
lo suficientemente grande Fy y F» son c-Lipschitz.

Note que existe b > 0 tal que d(F5 o Fy(x),z) < b paratodo z € o1 U...U oy, de donde
como F; o F} conmuta con los elementos de I'; se sigue entonces que d(F» o Fy(x),x) < b para todo
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x € H". Con lo que

d(Fy o Fi(z), Fyo Fi(y)) > d(z,y) — d(z, Fy o Fi(x)) — d(y, F> o F1(y))
> d(xvy) - 2b7

para todo x,y € H" y asi

Por lo tanto F} es una pseudoisometria. O

Proposicion 2.1.8. Considere las funciones de la demostracion anterior. Existen funciones vinicas

My f—1> Moy My f—2> M que hacen conmutar el diagrama

Fy F>

H" H" H"

o e

H"/Ty —— H"/Ty —— H"/T1.
1 2

Atin mds, estas funciones son equivalencias homotdpicas y son inversas homotdpicas entre si. En
particular My y My son homotopicamente equivalentes.

Demostracion. Es obvio que hay que definir f; por [z] — [F}(x)], para j = 1,2. Esta funcion estd
bien definida ya que si z,y € H" son tales que y = ~(z) para algin v € I';, entonces Fi(y) =
Fi(y(x)) = ¢(v)(Fi(x)). fo se define similarmente. Es claro que f1 y f2 son dnicas.

Considere la homotopia H : [0, 1] x H" — H" que se construye usando combinaciones hiperbdli-
cas convexas por medio de:

(t,x) — (1 —t)(Fao Fi(z)) +t- x.

Note que H(0,—) = Fy0 Fy y que H(1,—) = idgn. Ademds, H induce una homotopia entre f5 o fi
e idyr,, y esto se debe a que si (¢, z) € [0,1] x H" y v € T';, entonces

H(t,y(x)) = (1—1t)- (Fao Fi(y(2)) +t - v(2)
=1 —t) - v(Fro Fi(2)) +t-v(2)
=v((1—=1) (Fro Fi(z)) +t )
=y(H(t,z)).

Donde la segunda igualdad sale del hecho de que F» o F} induce a idr,, y la tercer igualdad sale del
hecho de que las combinaciones hiperbdlicas convexas son invariantes bajo isometrias. Que f1 o fo
es homotopica a idjs, se demuestra de manera similar. O

2.2. Extension de pseudoisometrias a OH"

Ahora que demostramos esta afirmacion, el resto del capitulo nos concentraremos en demostrar
este hecho:

33



Proposicion 2.2.1. Suponga que P : H" — H" es una pseudoisometria. Entonces existe una tinica
extension continua H* — H" de P.

Para demostrar esta afirmacién necesitamos varias definiciones y hechos sobre la geometria de
H".

Proposicion 2.2.2. Sea o una geodésica (completa) de H" y p € H™ \ «. Entonces existe una tinica
geddesica (completa) 3 que pasa por p y corta perpendicularmente a o. El punto de interseccion
entre «y [3 es el punto mds cercano de o a p.

Demostracion. Note que por la clasificacion de los subespacios hiperbélicos que vimos del modelo
I"™ en[I.1.23] existe un subespacio hiperbélico de H" de dimensién 2 que contiene a 'y a p. Por el
corolario tenemos que este subespacio es isométrico a H? y por lo tanto basta demostrar la
afirmacion en este caso

En el modelo I1>* podemos suponer que « es una linea vertical perpendicular a R x {0}, esto
se puede hacer suponiendo que en un punto de « el vector unitario tangente a esta geodésica es un
miultiplo no cero del vector (0, 1), esto se puede hacer por la proposicion Podemos aun mas
suponer que « es la linea imaginaria superior de C al usar una translacién. Al usar una homotecia
podemos suponer que p estd en S' C C, de donde la parte superior de S* es la geodésica que pasa
por p y corta a o perpendicularmente. Note que estas geodésicas se cortan en la unidad imaginaria <.
Finalmente usando la proposicién se puede ver que 7 es el punto de o mas cercano a p, hay
que usar que « es la linea imaginaria y que p € S'. 0

Definicion 2.2.3. El punto de « cuya existencia demuestra la proposicién anterior se llama la pro-
yeccion ortogonal de p en «, y lo denotaremos por 7, (p). Diremos que la distancia de p a «v es la
longitud del arco geodésico que va de p a 7, (p) y la denotaremos por d(7, a).

Definicion 2.2.4. Si v es una geodésica maximal y r > 0, definimos la vecindad tubular de ~ de
radio r por
N(y) = {z € H" : d(z,) < r}

Notacién 2.2.5. Si a,b € H", denotaremos por [a, b] el arco geodésico entre a y b. Si a,b € H"
Denotaremos por y(a, b) la geodésica maximal orientada que pasa por a y b, cuya orientacién va de
a a b que esta parametrizada por longitud de arco.

Lema 2.2.6. Sea s > 0. Entonces en el modelo 11" tenemos que N((0,00)) es el cono

{z € II"™™ : el dngulo entre la linea euclidiana que va del

origen a z y R"™ x {0} estd en el intervalo (0,7 /2]}
donde 05 es el iinico elemento de (0, 7/2) tal que csc(6s) = cosh(s).

Demostracién. Como para todo punto de II"T existe un tinico subespacio hiperbélico de dimensién
2 que contiene a este punto y a (0, 00), que es el tinico semiplano perpendicular a R"~! x {0} que
los contiene a ambos, vemos entonces que basta demostrar la afirmacién para I1>, es decir, hay que
demostrar que en modelo IT>* tenemos:

Ny(7(0,00)) = {re? : 0, < 0 < 7w — 0} (2.2)
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Sear >0y 0 < @ < m/2. Tenemos que 7, (re’) = ri, ya que la geodésica maximal
{ret:0 <t <7}

corta a g perpendicularmente en 77, de donde

. . w/2 d ¢ "
S = dH2,+ (T€Z07 ’y) = dH27+ (',467’97 TZ) — / (COS( )7 Sen( )) dt
0 dt 2.+ preit
/2 - .
= /0 [(—sen(t), cos(t)) ||H2,+7ren dt = /9 rsen(d) dt = —In(cscf + cot 0).
Es facil ver que s = — In(csc 0 + cot 6) es equivalente a cosh(s) = csc 6.

Similarmente, si 0 < 6 < 7/2, tenemos que

T—0 it
d 7
s = / (re”) dt = In(csc — cot 0),
/2 dt M2+ reit
y esto también implica que cosh(s) = csc 6. Por lo tanto obtenemos la igualdad (2.2). O

Lema 2.2.7. Sean s > 0y 7y una geodésica maximal de H". Suponga que el arco geodésico [a, b]
estd contenido en (Ng(7y))¢. Entonces

d(a,b) > cosh(s) - d(m(a), 7 (D)). (2.3)

Demostracion. Durante este demostracion consideraremos para cada a,b € H" a y(a,b) como la
geodésica maximal que pasa por a y b, con la orientaciéon que va de a a b, que estd parametrizada por
longitud de arco, y es tal que 0 — a.

En el modelo I", 7 es la interseccién de 1™ con un subespacio vectorial L de R"*! de dimensién
2. Sea W el complemento ortogonal de L con respecto al producto interno (, >(n71), este serd el unico
producto interno al que nos referiremos durante la demostracion.

Note que si 7 es una geodésica de [ parametrizada por longitud de arco, y esta geodésica corta a
~ perpendicularmente en un punto z, con 7(t) = x, entonces por la proposicién tenemos que
el vector unitario 7/ (t) pertenece a W, ya que si s = y~!(x), tenemos que 7/(s) € L, de donde si S
es la esfera unitaria de W, obtenemos una funcién

"\ v % 5 x (0,00) x S,

2> (my(2), d(2,7), (V(2,m4(2))) (d(2, 7)),

la cual es una biyeccidén por el teorema de existencia y unicidad local de geodésicas. Note que también
es una funcién suave, y que ademas es un difeomorfismo ya que su inversa viene dada por (z,t,v) —
cosh(t)x + senh(t)v para todo (z,t,v) € v x (0,00) x S, a esta tltima funcién la denotaremos por

&,
Suponga que (z,t,v) € v x (0,00) x S'y que (v, t/,v") € Ty x T;(0,00) x T,S. Tendremos
quer € LveSCW =L v cLn{z}tyv € Wn{v}t, de donde como
d(g @', t',0") = cosh(t)u' + senh(t)v’
+senh(t)t'x + cosh(t)t'v,
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obtenemos
e g0y (0' ', 0") [P = cosh(t) o | |” + senb(¢)][o/|
+ senh?(t)t’ <a: z) 4 cosh?(t)t||[v]|?
t)l!u 1 + SenhZ( 1P
)
)
)

2.4)
— senh?(t)t” + cosh?(t)t )

— cosh?(t H'u, H2 + senhz( )H’U’H2 + t/2
> cosh?(t)| || 2.

(
(
= cosh?(
(
(
(

Sea 5 : I — [a,b] una parametrizacién del arco geodésico [a, b]. Note que B = 7y 0 (3 es una
parametrizacién del arco geodésico |7 (a), 7 (b)]. Tenemos de lo anterior

da.t) = [ 1800t = [ @0 o) @)lar

_ /I 1D yosey@((¥ 0 BY (1))t
> / cosh(d(B(2),7))[(my o BY (&)t
> /I cosh(s)||(x, o B ()||dt = cosh(s)d(m (a), 7 (b))

donde la primera desigualdad sale de que (¢ o §)(t) es de la forma (7~ (5(t)), d(5(t), ), v), donde
v es la derivada de v(5(t), 7 (5(t))) en el tiempo d(5(t),y) y de la desigualdad (2.4), y la segunda
desigualdad sale de que [a, b] C (Ng(v))°. O

El siguiente hecho es el paso principal de la construccién de la extension de P a H™:

Proposicion 2.2.8. Sea P una pseudoisometria de H" en si mismo. Entonces existe una constante
r > 0, que depende de las constantes de P, tal que para toda geodésica completa B de H", existe
una tinica geodésica completa A(S3) tal que P(3) C N,(A(p)).

Para demostrar este hecho necesitamos algunos lemas y algunas definiciones.

Lema 2.2.9. Sean s > 0y ~(a,b) una geodésica maximal de H". Entonces para todo ¢ > 0 existe
una familia { X, }mez de cerrados contenidos en Ng(7y) que cumplen:

1. Diam(X,,) = Diam(X;) < oo para todo m,l € Z.

2. Tenemos que dyn (x,y) para cualesquiera x,y € H" tales que x € X,,,, y € X; con |m —1| >
2.

3. La familia { X, }mez cubre a N(7y).

4. Elinico punto de acumulacion de | J,,~.o Xy en OH" es b, y el iinico punto de acumulacion de
Un>o X—n en OH" es a.
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Demostracién. Podemos suponer que, en el modelo I, a es el origen y b = oo. Sean x, y € 1™,
y suponga que x, > Yn, luego

dgn n—Yn
drn.+ (x,y) = 2senh ™! den (2, y) > 2senh ™! In — Un
2\/TnYn 2\/ InYn

= 2senh™! In___ _Yn = 2senh™! In V/Un )
2Tnyn  2\/TnYn 2yn  2y/zn

de donde si x,, es lo suficientemente grande y 0 < y,, < 1 tendremos que dn,+(z,y) > ¢, digamos
que T, > A

Por la forma de ”cono” que tiene Ny () por el lema , se sigue entonces facilmente que existe
p > A tal que para todo € Ng(v) N (R™ \ Bgrn (0, 1)) tenemos que z, > .

Considere la homotecia P de II"™>" dada por = ~ ux, y sea

Xo = {r € Ns(1) : 1 < |fellen < p1}.

Definimos la familia { X, },nez por X, := P™(X)p). Es claro que diam(X() < oo, de donde como
P es una P es una isometria de TI"™, se sigue que la familia { X, },,cz cumple las tres primeras
condiciones de nuestro lema. Que también cumple la Gltima condicidn sale de la forma del conjunto
Ns(7). O

Definicion 2.2.10. Considere una sucesion de geodésicas maximales orientadas {v, = vy(zn,yn)},
donde z,,y,, € OH". Sea v = v(x,y) otra geodésica maximal orientada con z,y € 9H". Decimos
que {7, }nen converge a 7, y lo notamos lim, ,o 7, = 7, si tenemos que lim, oo, = Ty
limy, 00 Yyn = y en OH".

Lema 2.2.11. Sean a,b € H" distintos. Suponga que {am}m ¥ {bm}m son sucesiones de elemen-
tos de H" tales que a,, — a y b,, — b. Entonces la familia de geodésicas maximales orientadas
{v(am,bm)}m converge a la geodésica orientada ~(a, b).

Demostracién. En el modelo II"t dados dos puntos distintos a,b € II"™+ que no estén en la linea
vertical, podemos construir la circunferencia euclidiana que intersecta a R" 1 x {0} ortogonalmente
y que contiene a a y a b, al considerar la interseccién de R"~! x {0} con la linea euclidiana que
intersecta ortogonalmente a la linea euclidiana que va de a a b en el punto medio euclidiano de estos
dos puntos, y tomar la circunferencia euclidiana cuyo centro es este punto de interseccién y cuyo
radio es igual a la distancia euclidiana de este punto de interseccién a a o a b. Es claro que esta
construccion, a saber los extremos de la circunferencia, depende de manera continua de parejas de
puntos de IT™" que no estén en la misma linea euclidiana vertical, de donde como a y b no estdn en
la misma linea euclidiana vertical, podemos suponer lo mismo para a.,, y b, para todo m € N, de
donde 7y (an,, bm) — v(a,b). O

Lema 2.2.12. Supongamos que {ym}m es una sucesion de geodésicas maximales orientadas de
H™ que converge a una geodésicas maximal orientada . Supongamos que K C H" es compacto.
Entonces

lim  sup d(z,7)=0

M= 2c KNym
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Demostracién. Podemos suponer que en el modelo IT™" tenemos que v = (0, o). Note que como
K es un compacto en H" y la topologia del modelo II™>" es igual a la topologia que hereda de R",
entonces es claro que
lim  sup dgn(z,7) =0,
M=% 2c KNym

dada la forma de las geodésicas, por la definicién de convergencia de geodésicas maximales de H" y
por la suposicién que hicimos sobre . Sea M := min{x,, : * € K}. Si e > 0 es arbitrario, existe
N > 0 tal que dgn(x,7) < € paratodom > N ytodox € K N ~,. Como vy = (0, 00), tenemos
que paratodo x € H", (7, (x))n > xn, yaque 7y (x) es la interseccién del rayo geodésico que sale de
xy corta ay = (0, 00) ortogonalmente, de donde sim > N, z € K Ny, y y := 7, (x) obtenemos:

dgn
dipn+ (z,m) = dpn,+ (7, y) = 2senh ™ <m> < 2senh™! <2aecn) < 2senh™! (ﬁ) )

ya que y, > T, de donde obtenemos el limite del lema. O
Lema 2.2.13. Supongamos que {~V,} es una sucesion de geodésicas maximales orientadas de H"

que convergen a una geodésica orientada . Sea s > 0. Si x € H" es tal que © € Ns(7vy,) para todo
m € N, entonces x € Ng(7)

Demostracion. Sea B labola cerrada de radio s centrada en x. Sea € > 0, luego existe m € N tal que
d(z,7) < e paratodo x € K N 7. Sin embargo como d(z, 7, (z)) = d(z, V) < s, tenemos que
Ty, () € B. Conlo que si y := m,,, (x), obtenemos que d(m,(y),y) < €, de donde

d(z,v) < d(z,my(y)) < d(z,y) + d(y, 7y (y)) < s + €.
Como ¢ > 0 fue arbitrario, obtenemos la afirmacion. O

Lema 2.2.14. Sea P una pseudoisometria de H" en si mismo. Existe t > 0, que depende solamente
de las constantes asociadas de P, tal que para todo qi,qs € H" tenemos

P(lq1, @2]) € Ni(v(P(q1), P(g2)))-

Demostracion. Sea v := v(P(q1), P(q2)). Sea sq el dnico positivo tal que cosh(sg) = ¢} + 1. El
t > 0 que hallaremos serd mayor que sg. Veamos que las longitudes de las componentes conexas de

[QI,QQ] N (P_l(Nso(PY)))Cﬂ

donde el complemento se toma en H", estdn acotadas superiormente por un A que depende solamente
de ¢1 y co. Si hallamos un tal A, tendremos dos casos para cada x € [q1,¢2]. Si P(x) € Ny, (7),
habremos acabado ya que t > sq, y asi P(x) € N¢(7).

)"

En caso de que tengamos que P () ¢ N, (7), sea [a, b] lacomponente de [q1, g2]N (P~ (N, (v)
= 30 =

que contiene a . Como P(a) y P(b) estdn en la frontera de Ny, (), se sigue que d(P(a), ")
d(P(b),~). Luego tendremos



luego podremos tomar ¢ := ¢y A + sg + 1.

Vamos a demostrar que un tal A existe. Sea [a, b] una componente conexa de [g1, g2] (P~ (Ny, (7))
Usamos la desigualdad (2.2.7):

clld(a, b) — c2 < d(P(a), P(b)) < d(P(a),m(P(a))) + d(my(P(a)), 7y (P(b))) + d(P(b), 7, (P(b)))
d(P(a), P(b))

cosh(sg)

c1 - d(a,b)

< 250 + d(my(P(a)), (P (b))) < 250 + 211

< 2s0+

)

donde la pentltima desigualdad sale del lema[2.2.7] de donde obtenemos

1 c -1
d(a,b) < (250 + 62) |:Cl - C2i1:| =
1

O

Demostracion de la proposicion [2.2.8} Dada una geodésica maximal orientada 8 = ~(a, b), con
a,b € OH", se construye una geodésica maximal A(f) que cumple las condiciones de la proposi-
cién de la siguiente manera: sea {¢, }ncz una familia de puntos de /3 tal que lim, o0 qn, = a'y
1fm;, s oo ¢ = b en H™. Vamos a demostrar que existen P(a), P(b) € OH" tales que:

1. 1imy, s 400 P(qn) = P(a) y lim, o P(q,) = P(b)

2. si{qy,}nez es otra sucesion de 3 con las mismas propiedades que {gy }nez, entonces limy,— oo P(g;,) =
Pla) y i+ oo P(d)) = P()

3. P(a) £ P(b).

4. Existe r > 0 tal que si A(S3) es la geodésica maximal orientada de H" igual a v(P(a), P(b)),
entonces P(3) C N, (A(B)).

Vamos a demostrar cada uno de estos incisos en los siguientes pasos respectivos:

Paso 1. Tenemos que como P es una pseudoisometria, en particular es una funcién propia, de donde
como tanto {¢, nen como {g_p }nen divergen en H”, se sigue que {P(qn)}nen ¥ {P(q¢—n) }nen
divergen en H". Por lo tanto los puntos de acumulacién de ambas sucesiones en H" estdn contenidos
en OH". Afirmamos que ambas sucesiones tiene s6lo un punto de acumulacion.

Que los puntos de acumulacién existen salen del hecho de que H” es homeomorfo a D™,

Suponga que {P(q,) }nen tiene al menos dos puntos de acumulacién z,y € OH™. Luego exis-
ten dos subsucesiones {P(q,)}n v {P(q!)} que convergen a x y a y respectivamente. Fijemos
g € (. Por los lemas [2.2.13| y [2.2.14 tenemos entonces que P(y(g,b)) € Ni(v(P(8),x)) y que
P(v(q,b)) € N¢(v(P(B),y)). Sin embargo como z # y son puntos distintos de IH™ se sigue que
las geodésicas v(P(q), x)y v(P(q),y) son distintas con un punto en comin, de donde las vecindades
tubulares Ny(v(P(q),x) y Ns(v(P(g),y) se intersectan en un compacto, se puede demostrar en el
modelo del disco que si dos geodésicas son distintas pero se intersectan en un punto, entonces se
intersectan en un compacto, basta suponer que en este modelo la interseccién de las dos geodésicas
es el origen. Sin embargo esto contradice el hecho que P(v(q, b)) estd contenido en la interseccion de
estas vecindades, ya que este conjunto es no acotado dado que P es una pseudoisometria. De manera
similar se demuestra que {q_,, }nen s6lo tiene un punto de acumulacién. Por lo tanto obtenemos el
inciso 1.).
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Paso 2. Suponga que {¢/, } ez es una familia tal que lim,,—, 4 ~ ¢, = a 'y lim,,_,_~, ¢, = b. Entonces
podemos unir las dos familias {¢, }nez ¥ {4}, }nez para obtener otra familia {¢/! } 7 con las mismas
propiedades, de manera que del paso anterior obtenemos 2.).

Paso 3. Suponga, para obtener una contradiccién, que P(a) = P(b). Podemos suponer que en el
modelo 1T el punto P(a) = P(b) en OII™ es el origen.

Seat > 0 como en el lema Fijemos ¢ € [3. Podemos suponer que g € [¢—n, qn] para
todo n € N. Tenemos que para cada n € N existen ay,, b, € OH" tales que y(q—n, ¢n) = y(an, by).
También como P es una pseudoisometria, podemos suponer que P(q—,) # P(q,) paratodon € N,
de donde para cada n € N existen a,, b, € OH" distintos tales que V(P (q—r), P(qn)) = Y(an, by)
como geodésicas orientadas. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que existen z,y € JH"
tales que a,, — x y b, — y, recuerde que OH'" es compacto. Hay dos casos:

= 7 = y. En el modelo II">" podemos suponer que x = y es el origen de R™. Como ay,, b, — 0,
es facil ver que la cdspide de la semicircunfencia euclidiana de R™ que es igual a y(ay,, by,)
converge al origen cuando m — co. Sea ¢, esta cispide. Entonces el punto de N¢(v(, b))
con més altura en R™ es el punto 3, que estd en la linea euclidiana perpendicular a R*~! x {0}
que pasa por ¢,,, que estd encima de ¢, y es tal que dpn,+ (Cm, Ym) = t. Sin embargo como ¢,
Y Ym estdn en la misma linea vertical, tenemos de la proposicion que drin+ (Cm, Ym) =
In((ym)n) — In((em)n), ya que (yYm)n > (¢m)n, de donde In((ym)n) = In((cp)n) + ¢, con lo
que como ¢, — 0, se sigue que (Y, )n — 0 cuando m — oo. Entonces como las primeras
n — 1 coordenadas de ¢, y ¥, en R™ son iguales, obtenemos que y,,, — 0 cuando m — oo. Sin
embargo, esto contradice el hecho de que P(q) € Ni¢(v(P(q-m), P(gm))) = Ne(v(am, bm))
para todo m € N.

= x # y. Por los lemasm Mtendremos entonces que P(¢,,) € Ni(v(z,y)) v(z,y)) para todo
m € Z. Como las sucesiones {P(qm)}men ¥ {P(q—m) }men convergen a P(a) = P(b), s
debe tener que P(a) = P(b) es igual a x 0 a y, digamos que a .

Sea { X}, }cz una familia cubriente de N¢(y(x,y)) que cumple las propiedades del lema con
respecto a ¢ + 1, recordemos que c; y ¢z son las constantes de la pseudoisometria P. Por el
paso 2 podemos tomar a la familia {¢, }mez de manera que cumpla que d(gm, q;) = |m — |
para todo m, ! € Z.

Sea N € Z tal que P(qp) € Xy. Afirmamos que p X; N {P(¢m)}men # 0 paratodo! > N.
Suponga que no. Sea entonces M el minimo > N tal que Xy N {P(¢m)}men = 0. Como z
es punto de acumulacion de J,,,cry Xom, {P(qm) fmen € Ne(v(z,y)) y imp, 00 Pgm) = 2,
existe entonces un / € N minimal tal que P(¢;) € U, s Xm. de donde por la definicién de M
se debe tener que P(q;—1) € |, Xm- de donde por la construccién de la familia { X, } ez
debemos tener que d(P(q;—1), P(q;)) > ¢1 + 1, pero esto contradice que d(P(q;—1), P(q)) <
c1d(q—1,q) = ci1. Similarmente se demuestra que para todo m > 0 tenemos que X, N

{P(q-m)}men # 0.

Sea m > 0 tal que

2
o co > Diam(X)).
C1
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Luego si tomamos k1, ko > m tales que P(qx, ), P(q—k,) € X; paraalgin ! > N obtenemos

d(P(qlﬁ)a P(Q—’Q)) =
c1 1
> Diam(Xy) = Diam(Xj).
Esta contradicci6n final demuestra que P(a) y P(b) son distintos.

Paso 4. Sea ¢ € . Como P(a) # P(b), P(qm) — P(a)y P(q_m) — P(b), tenemos que q €
[¢—m, gm) para todo m > 0 lo suficientemente grande, y asi P(q) € N¢([P(q—m), P(gm)]), de donde

obtenemos del lema [2.2.13| que P(q) € Ni(v(P(a), P(b))). Por lo tanto si A(3) es la geodésica
maximal orientada v(P(a), P(b)), se sigue que si r := ¢ + 1, entonces

P(B) € Ni(A(B)) € Nr(A(B))-

O
La proposicién vale gracias a la curvatura particular de H". Esto se refleja en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 2.2.15. Considere la funcion f : R? — R? dada por f(z,y) := (z + |y|/2,y). Veamos que
f es una pseudoisometria.

d(f(z,y), f(a',y) =d <<fc + |y2|y) : (w’ + |‘g|y>>

/
W
_‘w x+‘2| 5 +ly — v
<lz—2'|+1/2/lyl = || + |y = ¥/
<l|lz—2|+1/2y—9y|+y—¥|

<3/2(lx = | + |y = ¢/])

3
S 5\@ : d((.’L‘, y)7 (:C,a y/))
Por otro lado

dUﬁmy%f@CMD==d(<w+|§Joa<ﬁ+-%ﬂw>>
| way_y@

Tenemos

r—a + = - =
2]

o~ Sly— |
Loty o
5 Sl

Por lo tanto f es una pseudoisometria.

Sin embargo, es claro que la imagen de la linea 2 = 0 se envia a un subconjunto de R? que no
esta contenido en ninguna vecindad tubular de ninguna linea de R?.
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Ahora podemos demostrar el resultado principal de este capitulo:

Demostracion de la proposicion ' Ya definimos una funcién P : 0H" — OH", con la cual
definimos una funcién P : H* — H" como la unién de Py de P | OH". Afirmamos que P es
continua. Como P es continua al ser una pseudoisometria, hay que verificar que P es continua en
OH".

Suponga, para obtener una contradiccién, que existe x € OH" y una sucesion {x,, }men de
elementos de H" que convergen a x pero que P(x,,) ~ P(z). Como H" es homeomorfo a D"
podemos suponer sin pérdida de generalidad que la sucesién P(x,,) converge a un y € OH" distinto
de P(z).

Fijemos ¢ € H" arbitrario. Por los lemas[2.2.13]y[2.2.14]se sigue que si 1 es el rayo geodésico que
sale de ¢ y termina en x, entonces P(n) € N¢(v(P(q),y)) € N.(v(P(q),%)), ya que P(z,,) — y
y r > t, de donde si {gy }nen es una sucesion de elementos de 7 que converge a x, por los incisos
1 y 2 de la demostracion de la proposicion tenemos que lim,, o, P(g,) = P(z), de donde
como {P(gn)} € N.(v(P(q),y)), se debe tener que P(z) es punto limite de N, (y(P(q),y)), con
lo que P(x) debe ser un extremo de v(P(q),y), y como P(x) e y son distintos, tendremos que

v(P(q),y) = v(P(x),y), de donde como g € H" fue arbitrario, se sigue que

PH") € Ny (v(P(),y))- (2.5)

Como P | OH" es inyectiva, por el paso 3 de la demostracién de la proposicién , existen
21,2 € OH" tales que #{P(x),y, P(21), P(22)} =4. B

Luego las vecindades tubulares N, (y(P(z),y)) y Ny (7(P(z1), P(z2))) se intersectan en a lo mds

en subconjunto acotado. Sin embargo P(7(z1, z2)) es un subconjunto no acotado de N,.(y(P(z1), P(22))),
lo cual contradice (2.5)).

Esta contradicciéon demuestra entonces que P : H" — H" es continua. O
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Capitulo 3

Simplejos ideales

En este capitulo veremos una caracteristica particular de la geometria hiperbdlica, la cual es que
la coleccion de volimenes de los simplejos hiperbdlicos ideales de dimensién n de H™ tiene un
maximo. Vamos a ilustrar el caso n = 3, el caso n = 2 es trivial, ya que todos los simplejos ideales
no degenerados de dimensién 2 de H? tienen 4rea m, ver [BP92, lema A.6.5]. El caso general se
demuestra en [Rat06, seccién 11.4].

3.1. Simplejos ideales

Definicién 3.1.1. Un subconjunto X de H" es convexo si para cualesquiera par de puntos z,y € X,
el arco geodésico de H" que sale de x y termina en y estd contenido en X.

Note que la frontera de los subconjuntos convexos de H?2 consiste de geodésicas, y se puede
demostrar por induccién sobre n > 2 que la frontera de un subconjunto convexo de H" consiste de
la unién de simplejos hiperbélicos de H, la clausura que se toma en H”, donde H es un subespacio
hiperbélico de H" de dimensién n — 1.

Definicion 3.1.2. Un simplejo hiperbélico de H” es un un subconjunto convexo de H” cuya frontera
es la unién de un nimero finito de hipercaras, cuyos tnicos puntos que pertenecen a OH" son sus
vértices, y que como poliedro es combinatoriamente equivalente a A™.

Note que si uo, - .., u, € H", entonces la imagen de la funcién de combinaciones convexas de
estos puntos, es decir, de la funcién oy, .. .,). recuerde la definicién[I.1.38]y la nota [I.T.40}

Definicion 3.1.3. 1. Un simplejo hiperbélico de H" es ideal si todos sus vértices pertenecen a
OH".
2. Un simplejo hiperbdlico de H" es regular si cualquier permutacién de sus vértices es la res-

triccion de una extension H™ — H™ de una isometria de H"™.

Observacion 3.1.4. Note que todo simplejo hiperbdlico contenido en H™ estd contenido en un sim-
plejo ideal, esto se debe a que en el modelo de Klein los simplejos hiperbdlicos de H™ son simplejos
euclidianos, y todo simplejo euclidiano contenido en el disco unidad estd contenido en un simplejo
euclidiano cuyos vértices estdn en la frontera de este disco.
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Lema 3.1.5. Sea o un simplejo ideal de TI"™"" cuyos vértices son py, ..., p, e co. Entonces o es un
simplejo regular si'y sélo si p1, . .., pn forman un (n — 1)-simplejo euclidiano regular.

Demostracion. (=) Veamos que los puntos p1, . . ., p, distan lo mismo en R™. Basta demostrar que
drn(p1,p;) es constante para j = 2, ...,n. Podemos usar una translacion por medio de un elemento
de R"~! x {0}, si es necesario, para suponer que p; es el origen. Si i,j = 2,...,n son distintos,
entonces existe g € Z(II""") que fija a co y a pg, Vk # 4, j. En particular, como g fija a co, g es
igual a la composicion de una isometria euclidiana ¢ con una homotecia con valor A > 0, sin pérdida
de generalidad podemos suponer que A > 1, de otra manera tomamos la inversa de g. Como g fija
al origen, ¢ también debe fijarlo, y por lo tanto ¢ debe ser un elemento de O(n — 1). Por lo tanto
drn (p1,pi) = dge (p1,pj)-

(<) Sii,j = 1,...,n son distintos, podemos tomar una isometria de R"~! x {0} en si mismo
que envie a p; en p; y que deje a los demds py. fijos. Luego podemos extender esta isometria a un
tinico homeomorfismo H" — H", que a su vez se restringe a una isometria de H", y que fija a oo.

Finalmente, si tomamos ¢ = 1,...,n, consideremos la inversion euclidiana 7 de R" centrada en
p; y cuyo radio es la distancia de p; a cada uno de los demés p;, . . ., p,,. Entonces ¢ intercambia a oo
con p; y fija a los demads puntos p1, . . ., p,, distintos de p;.

De los dos pérrafos anteriores concluimos que py, . . ., py, 00 forman los vértices de un simplejo
ideal regular. O

Ahora vamos a “parametrizar” a la coleccién de todos los simplejos ideales de H?, salvo trans-
lacién por una isometria. Sea 7 la coleccién de todas las clases por similitud de tridngulos de R2.
Entonces 7 se puede considerar de manera natural como el cociente del conjunto

A= {(a,8,7) : 0, 8,7 > 0,0+ f+v =7}

bajo la accion canénica del grupo de permutaciones S5 sobre este conjunto.

Vamos a ver que hay una biyeccién entre 7y la coleccion de clases de simplejos ideales de H?
salvo isometria.

Sea o un simplejo ideal de H?3. Sea p un vértice de o. En el modelo D? consideremos una ho-
roesfera S centrada en p que sélo intersecte a las caras de o que son adyacentes a p. Entonces la
interseccion de S con o con la métrica que hereda de H? es isométrica a un tridngulo euclidiano, esto
se puede ver al usar el modelo IT>* al mover con una isometria p a co. Luego los dangulos internos
de la interseccién S N o suman 7, y estos dngulos internos no dependen de la horobola que cumpla la
condicién anterior que se elija, y son invariantes bajo traslaciones por isometrias, a estos angulos los
llamaremos angulos diédricos de o en p. Por lo tanto se determina un unico elemento 77 de 7.

Se puede demostrar que para cualquier simplejo ideal o de H? tenemos que Ty =1T7 enT para
todos los vértices p y q de o, ver [BP92, Seccién C.2], de donde obtenemos una biyeccidn entre la
coleccion de clases de simplejos ideales bajo traslacion por isometrias, y 7, dada por

[o] = [(e(), B(e), ()],

donde (a(0), B(c),~v(o)) son los dngulos diedrales de cualquier vértices de o, los cuales de ahora en
adelante llamaremos angulos diedrales de o.
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3.2. Volumen de simplejos hiperbdlicos

Recordemos que toda variedad riemanniana orientada M tiene asociada una medida de volumen.
Es facil ver de la férmula de la forma volumen en términos locales de una métrica riemanniana, que
la forma volumen del modelo IT™* viene dada por

dzi A - Ndxy,

n
xn

dUHn,,+ -

Ademds recordemos que el volumen de un boreliano A C II"™" viene dado por

dzy---dx,

Volpn+ (A) = /

n
A Ln

Entonces por el teorema de representacion de Riesz-Markov-Kakutani obtenemos que Vol es una
medida de Radon sobre los borelianos de M.

Note que para todo abierto A C II"™" tenemos que

dey - - dx,
Volggn.+ (A) = / et B 3.1)
A Ty

donde la integral se toma con los coeficientes estandar de R™.

El volumen de cualquier simplejo ideal de H? se puede calcular en términos de sus dngulos
diedrales usando la funcién de Lobachevsky:

Definimos para cada 6 € R

6
A) = — / log |2 sin(t)]dt,
0

la cual llamamos funcion de Lobachevsky.

Note que esta funcién estd bien definida, ya que su convergencia se puede comparar con la con-
vergencia de la integral — foe log(t)dt.

Se puede demostrar que la funcién de Lobachevsky tiene las siguientes propiedades:
Proposicion 3.2.1. 1. A es continua.
2. A es diferenciable en todo R menos en los miiltiplos enteros de .
3. A tiene periodo .
La demostracién de esto estd en [BP92, Proposicién C.2.7].

Teorema 3.2.2 (Férmula de Lobachevsky). Suponga que o es un tetraedro ideal de H? cuyos dngulos
diédricos son o, 8y . Entonces

Vol(o) = Ala) + A(B) + A(y).

La demostracién de este hecho también estd en [BP92, Proposicién C.2.8], esto lo demostré Mil-
nor en [Thu+80, Capitulo 7], y lo publicé bajo su nombre en [Mil82]]. Aunque la demostracién no es
dificil, s6lo son cuentas de calculo vectorial, es algo tediosa y poco ilustrativa.
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Teorema 3.2.3. De entre todos los simplejos hiperbélicos de H? los simplejos ideales regulares son
los de volumen maximal.

Demostracion. Note que cada simplejo hiperbdlico estd contenido en un simplejo hiperbélico ideal,
sea o un simplejo hiperbdlico de H" con vértices vg, . . ., vy, fijemos p en el interior de o, entonces
si consideramos el extremo v, € OH" del rayo geodésico que sale de p y pasa por v;, entonces el
simplejo hiperbélico ideal cuyos vértices son vy, . .., v, contiene a o, esto es inmediato en el modelo
de Klein si suponemos que p es el origen.

Queremos hallar el maximo de la funcién (o, 8,7) — A(a) + A(B) + A(y) para todos los
a, B, > 0 tales que o + 5 + v = . Esto es equivalente a hallar el maximo de la funcién («, ) —
A(a) + A(B) + A(m — o — B) definida en el conjunto {(«, 8) : o, 8 > 0, + 8 < 7}. Note que esta
funcion es al menos C'! y positiva en el interior de su dominio, el cual es compacto, y esta funcién es
cero en la frontera de su dominio, de donde esta funcion tiene maximo en el interior de su dominio,
y ademas para hallarlo hay que encontrar los puntos del interior de su dominio donde su gradiente se
anula. Tenemos que este gradiente se anula en el punto («, 3), del interior del dominio, si y sélo si se
cumple que

{A’<a> = N(r—a-p)
N(B)=N(r—a-—p),

y esto sucede, por la construccién de A, si y sélo si

{sen(a) =sen(m —a — f3)
sen(f) = sen(m — a — ),

ycomo 0 < «, 8 < 7, esto sucede si 'y s6lo si a« = w/3 = 3, de donde obtenemos nuestra afirmacion.
O

También se puede demostrar, para cada n > 2, que un simplejo regular ideal de H™ es un simplejo
hiperbdlico de H" de volumen maximal, esto se demuestra en [Rat06, Seccion 11.4], y se demostrd
por primera vez en [HM&1]].

Notacion 3.2.4. Para cadan > 2, denotaremos por v, el volumen de cualquier simplejo ideal regular
de H".

Para finalizar, enunciamos un resultado que usaremos més adelante:

Teorema 3.2.5. La funcion (H")"*! — Rsq que asigna a cada tupla (vy, . .. ,vy,) el volumen del
simplejo hiperbdlico cuyos vértices son los puntos de esta tupla es una funcion continua.

Una demostracion de esta afirmacién se encuentra en [Rat06, Teorema 11.4.2].
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Capitulo 4

Norma de Gromov

En este capitulo daremos el siguiente paso de la demostracién del teorema de rigidez de Mostow
usando la nocién de norma de Gromov:

Proposicion 4.0.1. Sean M, = H" /T’y y My = H" /T’y variedades hiperbdlicas compactas. Suponga
que P : H" — H" es una pseudoisometria que induce una equivalencia homotopica My — M.
Entonces la extension P : H* — H" envia vértices de simplejos ideales regulares en vértices de
simplejos ideales regulares.

En capitulos posteriores veremos que P | OH" — OH" es la signatura de una isometria de H", y
con esta isometria construiremos la isometria entre My y Mo.

La mayoria del material que aparece en este capitulo se toma de [BP92, Capitulo C], la cual a su
vez se basa en la demostracion dada en [Thu+80, Capitulo 6]. Sin embargo, hay muchas afirmaciones
dadas en este capitulo de este texto, sobre todo hechos acerca de la geometria de H"”, y en este capitulo
hemos hecho un esfuerzo por demostrar todas las afirmaciones que se han encontrado en el camino.

Hemos decidido basarnos en esta demostracion en vez de la de [Thu+80], ya que esta tltima, la
cual es mucho mads corta, no es nada elemental.

La demostracién de la existencia de la pseudoisometria en la proposicién anterior se basa en
[Tuk85, Lema 3.4].

4.1. Norma de Gromov

4.1.1. Clase fundamental de una variedad suave cerrada

Recordemos que si M™ es una variedad hiperbdlica cerrada orientada, entonces M tiene una
triangulacién simplicial C'*°, para nosotros, en las triangulaciones simpliciales los simplejos estin
encajados. Esto es un caso particular de un teorema mucho mas general:

Teorema 4.1.1 (Cairns, Whitehead). Cualquier variedad suave tiene una triangulacion simplicial
C®, y cualquier triangulacion C'*° de la frontera de una variedad suave se puede extender a una
triangulacion simplicial C* de toda la variedad.

Sea M™ una variedad C'*° compacta, orientada, con frontera no necesariamente vacia. Sea K una
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triangulacién simplicial C'*° de M. Considere la cadena de M dada por

CK = Z sgn(o) - o,
oceK
dim(o)=n

donde
() {—|— si o como funcién A, — M preserva orientacion.
sng(o) =

— de otra manera.

Esto estd bien definido porque cada simplejo de K estd encajado de manera suave en M.

Sea 7 un simplejo de K de dimensién n — 1 que no estd contenido en OM. Entonces 7 es la
cara de dos elementos de K o1 y o2 de dimensién n. Se puede demostrar que 7 aparece con signos
opuestos en do por la construccion de cx teniendo en cuenta los signos de sus simplejos, de lo cual se
deduce que cx es un ciclo de la homologia simplicial de (K, 0K'), donde 0K es la subtriangulacién
de K de OM. También se puede demostrar que si ¢ es una cadena de C,, (K, 0K ), entonces c es un
ciclo si y sélo si es un mdltiplo entero de cg, ver [Mor0O1, Capitulo 3], de donde H,,(K,0K) = 7Z
y la clase de cx en H,,(K,0K) es un generador. Como la inclusién del complejo de cadenas de la
triangulacién simplicial en el complejo de cadenas singulares de (M, M) induce un isomorfismo en
homologia, se sigue que la clase de cx en H,,(M,JM) es un generador de este grupo.

Definicion 4.1.2. Definimos la clase fundamental de )/, la cual denotamos por [M], como la clase
en H,(M,0M) de ck.

Note que en principio [M] parece depender de la triangulacién K de M, sin embargo, si L es
otra triangulacién simplicial de M, y construimos la clase c;, como se indic6 anteriormente teniendo
en cuenta la orientacién de M. Note que tanto [cx] y [cr] son generadores de H,,(M,0M) = 7Z, de
donde [cx| = %[cr]. Sin embargo, es facil ver con la definicién de integracion sobre cadenas que

/ d’l}]\/[ :VOI(M) :/ dUM,
CK crL

con lo que [cx] = [cr], y por lo tanto [M] estd bien definida y s6lo depende de su orientacién. Note
que [—M] = —[M].

4.1.2. Definicion norma de Gromov

Sea X un espacio topolégico. Llamaremos norma de Gromov a la norma [* del espacio vectorial
Ck(X;R) con respecto a la base de todas las funciones continuas A™ — X, y la denotaremos por
l|c|| para cada ¢ € C(X;R).

Ahora dado k& > 0y X un espacio topoldgico, si z € Hp(X;R), definimos la norma de Gromov
de z como
||| :== Inf{||c|| : ¢ € Zp(X;R) y [¢] = z}.
Note que en este caso || - || es s6lo una seminorma.

Ahora, sea M " una variedad suave. Como R es un grupo abeliano divisible, se sigue que Tor(G,R) =
0 para todo grupo abeliano G; ver [Bre93| Seccion V.6], de donde por el teorema de coeficientes uni-
versales, ver [Bre93, Seccién V.7], obtenemos que la funcién

H,(M,0M;7) ® R — H,(M,0M;R)
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Z[al] K1 — Z[’FZ . Oéi]

3 3

es un isomorfismo, de donde podemos considerar a [M]| € H,(M;0M) como el elemento de
H,(M,0M;R) que es imagen de [M]| ® 1 bajo la funcién de arriba.

La norma de Gromov de una variedad suave orientada M se define como la norma de Gromov
de la clase fundamental de M, y la denotamos por ||M]|], es decir, ||M]|| := ||[M]|].

Note que si M™ es una variedad compacta orientada y K es una triangulacién, entonces para el
ciclo ¢k, cuya clase pertenece a H,, (M, 0; R), tenemos que ||cx || es igual al nimero de simplejos de
K de dimensién n, de donde podemos ver a la norma de Gromov de M como ‘el nimero 6ptimo de
simplejos” de los ciclos de M que representan a la clase fundamental de M.

Podemos calcular la norma de Gromov de algunas variedades suaves orientadas usando los si-
guientes hechos:
Observacion 4.1.3. Si f : X — Y es una funcién continua entre dos espacios topoldgicos y z €
Hy(X;R), entonces
1F () < lz]]-

Esto se debe a que si ¢ = ), a;0; es una cadena de X tal que [¢] = z, entonces ), a;(0; o f) es una
cadena que representa a f,(z), de donde obtenemos la desigualdad.

Proposicion 4.1.4. Si M es una variedad topoldgica, orientada y cerrada, y existe una funcion f :
M — M tal que | grado(f)| > 2, entonces ||M|| = 0.

Demostracion. Tenemos que

M = [[[M]]] = (| £ ([MD)]]
= [l grad(f) - [M]|| = | grado(f)] - [[[M]]]
> 2-||[M]]],

note que la igualdad de la segunda linea vale dado que R es un grupo divisible. O

Ejemplo 4.1.5. La funcién S' — S! dada por z + 22 es una funcién de grado 2, y asf ||S!|| = 0.

Para todo n > 2 existe una funcién de S™ en si mismo de grado 2:

~E=

>

y asi ||[S™|| = 0 para todo n > 2.

Ejemplo 4.1.6. Para cadan > 2 tenemos que el n-toro T" es un espacio cubriente doble de si mismo,
dado que S* es un espacio cubriente doble de sf mismo. Por lo tanto ||T"|| = 0 para todo n > 2.
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4.2. Norma de Gromov de una variedad hiperbdlica

Sin embargo, para las variedades hiperbdlicas cerradas tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.2.1. Si M es una variedad hiperbdlica, orientada y cerrada, entonces

Vol (M)

Un

[|M]| = (4.1)

Recordemos que v, es el volumen de cualquier simplejo ideal regular de H", y que este volumen
es maximal entre la coleccién de todos los volimenes de todos los simplejos hiperbdlicos de H™.

Este teorema lo demostraremos a lo largo de una buena porcién del capitulo.

Este hecho implica que el volumen es un invariante topoldgico entre variedades hiperbdlicas
cerradas de la misma dimensién. Usando esta igualdad, vamos a demostrar el hecho principal de este
capitulo que es la proposicién

42.1. ||M|| > Vol(M)/v,

Para demostrar que ||M || > Vol(M) /vy, debemos definir el enderezamiento de un simplejo de

Hn
Recordemos la definicién de combinaciones convexas que vimos en el primer capitulo (ver defini-
cién|1.1.38)), recordemos que si ug, . . . , Uy, € H", la funcién de combinaciones convexas hiperbdlicas

de estos puntos la denotamos por o, y s AT — H"

Sea M = H"/T" una variedad hiperbdlica completa, con proyeccién correspondiente 7 : H" —
H"/T.

yeenyUm

Definicion 4.2.2. Un simplejo ¢ : A™ — M esrectosip = w00y . v,,) Paraalgunos ug, . . . , upy, €
H™. Un elemento de C,,(M;R) es recto si se puede escribir como combinacién lineal de simplejos
rectos.

Veremos que todo ciclo de M es homdlogo a un ciclo recto usando la siguiente construccién:

Definicion 4.2.3. Sea o : A™ — M continua. Sea 6 : A™ — H" un levantamiento de o por medio
de la funcién cubriente 7, esto se puede hacer porque A™ es simplemente conexo. Sea u; := &(e;)
para cada i = 0, ..., m. Definimos entonces el enderezamiento de 0 como & := T 0 0y, .. u,,)- S
Crm(M;R) 3 ¢ = ), a;0; es una cadena de M, definimos el enderezamiento de ¢ como la cadena

c:= ZZ aZ&i.
Proposicion 4.2.4. La definicion del enderezamiento de un simplejo o : A™ — M no depende del
levantamiento A™ — H" de o que se use.

Demostracion. Sean 6,7 : A™ — I, dos levantamientos de o. Luego existe v € m1 (M) tal que
6 = yoo.Sean U; := 6(e;) y @ := o(e;) paracadai = 0,...,m. Luego @; = ~y(u;). Para cada
(to,...,tm) € A™ tenemos por la proposicién[1.1.39|que

70 O(ig,..riim) = T(y(ii0),wryy(@m)) = 9 (To,.,im)
de donde

T OO0 (ug,...um) = T OO0 (ig,.siim) = T © T (dg,...lim)"
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Recordemos las funciones de cara F* : A™~1 — A™ dadas por

(to, A atm—l) —> (to, . ,ti_1,07ti,. . -atm—l)

paracadai = 0,...,m. Entonces la imagen de F* es la i-ésima cara de A™, la cual notaremos por
C". Cada F" es un encaje topoldgico.

Observacion 4.2.5. Si p = m 0 0(y,, . 4,) €S un simplejo recto, tendremos que como 7 es una

isometria local,

L de‘ = Vol(0(y,....uy)) < Un por el teorema3.2.3

Proposicion 4.2.6. Suponga que ¢ € C,,(M;R) es un ciclo. Entonces ¢ es un ciclo de M homdlogo
ac.

Demostracion. Como el enderezamiento de cualquier simplejo o : A™ — M s6lo depende de los
puntos o(e;) € M parai = 0,...,m, se sigue entonces que para cualquier cadena ¢ € C,(M;R)
tenemos que dc = OE. Por lo tanto si ¢ es un ciclo, ¢ también lo es.

Seao : A™ — M continua. Sea 6 : A” — H" un levantamiento de o. Sea u; = 6 (e;) para cada
¢ =0,...,m. Entonces tenemos la siguiente homotopia entre oy, .. 4,,) Y 0, usando combinaciones
convexas hiperbdlicas:

(t,s) —w((1—s)a(t) + SO‘('U/OV--,Um)(%))’ 4.2)

aqui estamos usando la notacién de combinaciones convexas (1.1.40), para todo (¢, s) € A™ x [0, 1].

Suponga que ¢ = Zle a;p;, con ; # @; sii # j. Considere el CW-complejo X que viene
dado como el espacio cociente de la unién disyunta

k

X = Jamx (i},

=1

al pegar la cara k del simplejo  con la cara [ del simplejo j siy sélo si p; o F* = ;o F', por medio
de la composicién

Ft F
Ch X {Z} B, AmL 2L C) x {]}

Considere para cada ¢ = 1, ...,k la funcién ¢; que es la composicion A™ LN iy 5 X,
donde 7 es la funcién cociente X — X. Por la forma en que se construyo X tenemos entonces que
como c es un ciclo de C,, (M;R), la cadena ¢ := Zle a;it; es un ciclo de Cp, (X; R); dos elementos
en Oc’ se anulan si los elementos correspondientes de dc se anulan.

Considere las funciones X fi> M dadas por f := Ulecpi yg:= Ulegéi. Por la construccion
de X y de cada @; se sigue que f, g pasan al cociente como funciones f,§ : X — M, note que
;o F* :@joFlSigoZ-oFk :<pjoFl.

Es ficil ver que fx([¢]) = [dy gx([¢]) = [¢] en H,,(M;R). También es facil ver que las
homotopias dan una homotopia entre las funciones f y g, y esta homotopia pasa a una homotopia
entre las funciones f ,§: X — M, esta homotopia “pasa” al cociente X dado que f y g “pasan” a
este cociente por la forma que tiene la homotopia (4.2).

Por lo tanto [c] = fi(I¢]) = () = (). =
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Observacion 4.2.7. Para demostrar la desigualdad ||M|| > %75\4) basta demostrar que ||c|| >

U
7\/071}(75\4) para cualquier ciclo recto ¢ € H,(M;R) tal que [c] = [M], ya que si ¢ = Zle a;p;

con @; # @ sii # j, tendremos que [¢] = [c] = [M] por la proposicion anterior, y

k k
> " aipi > aipi
=1 i=1

donde la tltima desigualdad sale de que puede pasar que ¢; = ¢; para algunos i # j.

lell = > = [lell,

Proposicion 4.2.8. Para toda variedad cerrada hiperbdlica M tenemos

Vol(M)

M| =
Un

4.3)

Demostracion. Por la observacion anterior tomamos ¢ € Cp,(M;R) un ciclo recto homoélogo a [M]
arbitrario. Sic = ). a;;, con @; # ¢y, si j # k, tenemos:

Vol(M) :/ dvy = /de
[M] c
= Zai dupy = Zai/
7 Pi

7 Pi
<> ail / de’SZ!az‘\'vn
i P i
= [lel] - vn-

duys

Donde la desigualdad de la tercera linea sale del teorema4.2.5] O

De esta desigualdad obtenemos las siguientes consecuencias topoldgicas interesantes, las cuales
no usaremos durante el documento.

Corolario 4.2.9. Si M es una variedad cerrada, orientable e hiperbdlica, entonces para todo f €
C(M, M) tenemos | deg(f)| < 1.

Demostracion. Esto es consecuencia de la proposicién anterior y la proposicién{4.1.4] O

Corolario 4.2.10. Las colecciones {3—variedades cerradas de Seifert} y {3—variedades cerradas
hiperbdlicas} son disjuntas.

Demostracion. Si M es una 3-variedad de Seifert cerrada y orientada, entonces usando una de sus
fibraciones podemos construir un homeomorfismo de ella en si misma de grado con valor absoluto
> 2. Por lo tanto M no puede ser hiperbdlica.

Si M es una variedad de Seifert no orientable, su doble cubierta orientable M es también de
Seifert [JS79, Lema I1.6.1]. Por lo tanto obtenemos el resultado del parrafo y la proposicién anteriores.
O
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4.2.2. Unimodularidad de Z(H")

Para demostrar la desigualdad ||M|| < Vol(M)/v, necesitamos usar la medida de Haar in-
variante por la izquierda de Z(H") y demostrar que también es invariante por la derecha, estamos
considerando la estructura de natural de grupo de Lie, en el apéndice veremos que Z(H") tiene una
estructura de grupo de Lie de manera que para todo = € H" la funciéon Z(H") — H" de evaluacién
en el punto z sea diferenciable.

Recordemos algunas nociones de grupos de Lie:

Una medida de Haar de G invariante por la izquierda es una medida de Radon sobre G que
cumple

u(gX) = p(X),vg € G,vX € Borel(Q).

De manera similar se puede definir una medida de Haar invariante por la derecha.

En el apéndice se verd que todo grupo de Lie tiene una medida de Haar invariante por la izquierda,
que es Unica salvo miltiplo.

G es unimodular si tiene una medida de Haar que es invariante por la izquierda y por la derecha.

Proposicion 4.2.11. Z(I") es un grupo de Lie unimodular.

En [BP92| Proposicion C.4.11] se demuestra este teorema usando algunos hechos de grupos de
Lie. En el apéndice de este documento demostraremos los casos n = 2,3 de este teorema usando
geometria diferencial bésica.

Fijemos entonces una medida unimodular p de Z(H™).

Teorema 4.2.12. Podemos tomar una medida unimodular p de Z(H™) que cumpla que
u{é € Z(H") : 6(x) € A} = Vol(A)
para todo © € H"™ y para cada boreliano A de H".

Demostracion. Para cada x € H", sea Z,(H") el estabilizador de x de la accién de evaluacion
Z(H™) ~ H". Es facil ver, usando el modelo del disco de Poincaré y la clasificacion de sus isometrias,

ver los teoremas|1.1.12]y|1.1.14] que Z,(H") es isomorfo a O(n).

Note que el homeomorfismo Z(H")/Z, (H") — H" dado por [g] — g(x), respecta la accién de
clases laterales izquierdas Z(H") ~ Z(H")/Z,(H") y la accién Z(H™) ~ H" de evaluacion.

Como Z,(H™) es un subgrupo compacto de Z(H"), entonces es unimododular por el corolario
A.0.6] y como Z(H"), se sigue que, salvo miiltiplo positivo, existe una tnica medida de Radon sobre
Z(H™)/Z,(H") invariante bajo la accién de Z(H"), ver [Kna02, Teorema 8.36]. Como las dos medi-
das indicadas en la igualdad de este teorema son ambas invariantes por la izquierda, se sigue entonces
que las medidas x4 y Vol difieren s6lo por multiplicacién por un real positivo. O

4.2.3. |[M]| < Vol(M)/v,

Para demostrar esta desigualdad, durante el resto de esta subseccidén construiremos para cada
€ > 0 un ciclo que cumpla las condiciones de la siguiente observacion:

53



Lema 4.2.13. Para demostrar que ||M|| < VOI( )

ciclo recto )" | aj; que representa a [M] tal que

, basta demostrar que para todo € > 0 existe un

sgn(ai)/ dvpy > vy, — €, Vi.

Demostracion. Tenemos

Vol(M Zal/ dvpy = Z |a| signo(ai)/ dupr > ( Z lai| > (vn, — €)||M]].
i i=1

Donde la primera igualdad sale del hecho de que [M] = [, a;;], de la definicién del volumen de
una variedad riemanniana orientada, y del corolario del teorema de Stokes para cadenas, de donde
como € > ( fue arbitrario, obtenemos la desigualdad. O

En lo que resta del capitulo se demostrara que para todo ¢ > 0, existe un ciclo recto que cumple
las condiciones del lema anterior. Antes de demostrar esto, necesitamos varios preliminares.

Proposicion 4.2.14. Sean x,y € H" distintos. Entonces el conjunto
{2 € H" : d(z,2) = d(y, 2)}
es un subespacio hiperbolico de H" de dimension n — 1.

Demostracion. En el modelo D™ suponemos que = = 0. Si ¢/ es tal que d(0,y) = d(0, '), entonces
existe A € O(n) tal que A(y) = ¥/, de donde en H" tenemos que para todo z,y,y" € H" tales que
d(z,y) = d(z,y’) existe f € Z(H") tal que f(z) = =y f(y) = v/, de donde como en el modelo
IT™* existe ¢/ tal que d(z,y) = d(x,y’) y tal que ¢ estd la misma altura de z, entonces podemos
suponer sin pérdida de generalidad que z e ¥ tienen la misma altura en el modelo IT™ .

En IT"™" sea H el hiperplano superior euclidiano de dimensién n — 1 perpendicular a R"~! x {0}
que pasa por el punto medio del arco geodésico [x, y] y que es perpendicular a este arco.

Entonces H es también el hiperplano euclidiano superior de R™ de dimensién n — 1 que pasa por
el punto medio del arco euclidiano [z, y] y que es perpendicular a este arco, recuerde que x e y tienen
la misma altura, de donde H es igual al conjunto

{zel™" |z — 2llen = ly — 2|lrn}-
Como z,, = ¥,, obtenemos entonces de la férmula de la distancia del modelo II"™, ver proposicién
1.1.18} que entonces H es igual al conjunto

{2 € I : dipus (2, 2) = dypes (3, 2)},
y esto demuestra la afirmacion. O
Proposicion 4.2.15. Sean ug, ..., u, € H". Entonces la envolvente convexa de estos puntos es un
simplejo regular si'y solo si d(u;,u;) es constante para i # j.
Demostracion. (=) Trivial.

(<) Seani,j = 0,...,n distintos. Sea H el subespacio hiperbdlico de H" de dimensién n — 1
que consiste de todos los z € H" tales que d(z, u;) = d(z,u;). Entonces {uy, : k # i, j} C H.Luego
si ¢ es la reflexién de H" con respecto al hiperplano H, tendremos que ¢(u;) = u; y @(ux) = ug
para k # i, j. O
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Para cada I? > 0 considere
S(R) := {(ug, ..., up) € H)" ! d(u;,uj) = R, Vi # j}.
Entonces tenemos una accién de Z(H") sobre S(R) dada por
g - (uo, ..., un) = (g(uo), - .., g(un)),
Vg € Z(H"), Y(uo, ..., un) € S(R).

Sean wy, ..., w, € 0D" los vértices de un simplejo euclidiano regular centrado en el origen.
Ahora, para cada R > 0, sea (ul,...,ul) € (D")"! el dnico elemento de S(R) tal que uZ per-
tenece al rayo geodésico [0, w;), para todo ¢ = 0, ..., n. Note entonces que la combinacién convexa
hiperbdlica . )

n+1u{§+-~-+n—+1u§ (4.4)
es el origen, ya que hay un tnico punto de D" que fijan todas las extensiones de las permutaciones
de los puntos ué%, ...,ul a elementos de Z(H™), y por la construccién de estos puntos se debe tener

que es el origen, recuerde que como los pesos de la combinacién convexa son iguales, este punto
es invariante bajo las isometrias que permuten a los puntos u§, ..., u por la proposicién |1.1.39
Veamos algunas propiedades de los elementos de S(R).

Proposicion 4.2.16. La accion Z(H") ~ S(R) es transitiva.

Demostracion. Sea (ug, ..., u,) € S(R). En el modelo D" podemos tomar usar una isometria para
suponer que la combinacién convexa hiperbdlica

1
T A N |

Un

sea el origen.

Cualquier permutacién de los puntos uyg, ..., u, es restricciéon de una isometria de H" por la
proposicién anterior. Cada una de estas isometrias fijan a ¢ por la proposicién i.e., fijan al
origen, de donde cada una de estas isometrias son restricciones a D" de elementos de O(n) por las
proposiciones y Por lo tanto los puntos dados son los vértices de un simplejo regular
euclidiano centrado en el origen en R™.

Finalmente, podemos tomar los vértices de este simplejo y usar un elemento O(n) para mover la

tupla (ug, . .., up) alatupla (uff, ... ulf). O
Proposicion 4.2.17. Si (uo, ..., u,) € S(R), entonces los puntos u, . . ., uy, estdn en posicion ge-
neral.

Demostracién. Como (uf, ... ul?)sonlos vértices de un hipertetraedro regular euclidiano, entonces

los puntos ué{, ..., ul estan en posicién general en R, i.e., no pertenecen a un subespacio vectorial

de dimension < n — 1.

Entonces los puntos ué%, ..., ul deben estar en posicién general en H". De otra manera, sea H

un subespacio hiperbdlico de dimensién < n — 1 que contenga a estos puntos. Por tenemos
entonces que el origen estd contenido en H, de donde por la proposicién [I.1.24] H es la interseccién
de D™ con un subespacio vectorial de R™ de dimensién < n — 1, pero esto contradiria la primera parte
de la demostracion.

Finalmente, si (uo, . ..,u,) € S(R), (ug, ..., uy,) se obtiene a partir de (u, ..., uZ) por medio
de una isometria, de donde uy, . . . , u, estdn en posicién general. O
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Proposicion 4.2.18. La accion Z(H") ~ S(R) es libre.

Demostracion. Suponga que (uo, ..., u,) € S(R)yque g € Z(H") son tales que g - (uo, . . ., Up) =
(Ug,y - ..y Up).

En el modelo I", los puntos ug, ..., u, forman un subconjunto linealmente independiente de
R™*! por la proposicién anterior. Como g es la restriccién de un elemento de GL(n + 1;R), esto
implica que este elemento debe ser la identidad. O

Paracada R > Osea V (R) el volumen de la envolvente convexa de cualesquiera puntos o, . . . , un
tales que (uq, ..., u,) € S(R), por la proposicién este real estd bien definido.

Para cada R > 0y para cada (ug,...,u,) € S(R) tenemos por la proposicion y la
proposiciénque lafuncion oy, . u,) : A" — H" preserva o invierte la orientacion. Definimos

S+(R) :=={(uo,--.,un) € S(R) : 0(y,....u,) Preserva orientacion}.
De manera andloga se define S_(R).
Proposicion 4.2.19. Tenemos que en H", limp_, V(R) = vy,

Demostracion. Indicamos dos maneras de demostrar esta afirmacion.

La primera es notar que por la construccién que hicimos tenemos que ulR — w; en H" para cada
1, y luego usar el teorema |3.2.

Otra manera es notar que la construccién de las tuplas (uf, . . ., ulf) en el modelo de Klein dan las

mismas tuplas que en el modelo del disco. En el modelo de Klein tenemos que el simplejo hiperbdlico
con vértices ué%, ..., ul? es igual al simplejo euclidiano con los mismos vértices, y lo mismo sucede
para los puntos wy, . . . , wy. Es facil ver entonces que en este modelo tenemos que el interior del sim-
plejo hiperbdlico cuyos vértices son wy, . . . , w, esigual a la unién de todos los simplejos hiperbdlicos
cuyos vértices son u{f, ...,ul cuando R recorre todos los reales positivos, de donde como las caras

de cualquier simplejo hiperbdlico tienen medida cero, obtenemos entonces la afirmacion. O

Recordemos que tenemos una medida de Haar 4 sobre el grupo de Lie Z(H™), que es invariante
por la izquierda y por la derecha. Definimos una medida m sobre S(R) por

m(4) = u({g € ZMH") : (9(ug), .-, g(uy)) € A},

para A C S(R) adecuados. Note que como p es unimodular y I' ~ S(R) es transitiva, obtenemos la
misma medida si tomamos otro elemento de S(R).

Nota 4.2.20. Note que esta definicion sélo tiene sentido cuando {g € Z(H") : (g(uf), ..., g(ul})) €
A} es un boreliano de Z(H™).

Ya podemos terminar la demostracion del teorema 4.2.1

Proposicion 4.2.21. Para toda variedad cerrada hiperbdlica orientada M™ tenemos

Vol(M)

Un

[|M]] <
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Demostracion. SeaT’ < ZT(H") tal que M = H" /T, y sea 7 : H® — H"/T" la proyeccion corres-
pondiente. Tenemos una accién I' ~ I'"*! dada por
v (707 R 7771) = (7707 R 77771)
Sea Q el cociente de de I con respecto a esta accién.

Sea D un subconjunto compacto convexo de H" que sea un dominio fundamental con respecto al
subgrupo I' de Z(H™). Como M es compacto, entonces obtenemos que D es un convexo compacto.
Denotamos su didmetro por d. Fijamos un punto w € Int(D).

Para w = [(70,- . ., Yn)], definimos

Oy :=TO O—(»Yo(w),...,’}/n(w))'

La demostracién de la proposicién f.2.4] prueba que o, no depende del representante de w. Defi-
nimos también para cada R > 0 un niimero real a%(w) > 0 dado por

al(w) := m({(uo, ..., un) € S4(R) : u; € vi(D),Vi}).

De manera andloga se define a_ (R). Note que

m({(uo. ..., un) € S+(R) : u; € %i(D),Vi}) = u({g € TH(H") : g(ui") € %(D),Vi}),

y el conjunto de la derecha es un cerrado de Z(H"), y por lo tanto es medible. La definicién de af (w)
no depende del representante de w ya que si vy € I' tenemos

m({(uo, ..., un) € S4(R) : u; € y7:(D), ¥i}) = u({g € TH(H") : g(u]) € v7:(D)})
=u({g € TTH") : v g(u]’) € w(D)}) = u(v g € THH") : v g(uf) € %(D)})
=u({y g €TTE") 1y g(uf)) € %(D)}) = ul{g € TH(H") : g(uf) € %(D)})
=m({(ug,...,un) € S(R) : u; € vi(D),Vi}),
note que utilizamos la invarianza de y por la izquierda.

Finalmente aff(w) < oo, ya que
{g € Z(H") : g(u]") € %(D), Vi} 4.5)

es compacto dado que claramente es cerrado y dado que cada ;(D) es compacto, y como en I"
la familia de puntos u(’f, ...,ul es una base de R"*!, se sigue que los elementos de Z(I") que

pertenecen al conjunto (4.5)) son en particular matrices cuyas entradas estan acotadas.
El mismo argumento demuestra que a’(w) < oo.
Definimos

Fw) = aff(w) — al¥(

a w).

En lo que sigue vamos a demostrar que dado R, a®*(w) # 0 sélo para un niimero finito de w € €,
de donde podremos considerar la cadena

ZR = Z aft(w)o,,
we
de C,,(M).

Dado € > 0, vamos a demostrar que existen R > 0 y un nimero real k tal que k - zr es un ciclo
que representa a [M] y que cumple las hipétesis del lema con respecto a e.

La demostracién se divide en varios pasos:
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Paso 1. zr es una suma finita.

Suponga que a*(w) # 0. Entonces para w = [(id, 71, ...,7n)] , existe (uo, ..., u,) € S(R) tal
que up € Dy wu; € v(D) parai = 1,...,n. Recordemos que fijamos un elemento w € D. Luego
para cada i tenemos

(w, u;) + d(ui, vi(w))

<d
< d(w,up) + d(ug, u;) + d(ug, v (w))
<d+R+d=2d+ R,

d(w,yi(w))

de donde sélo puede haber un nimero finito de w € © que cumplan que a®(w) # 0, ya que la accién
I" ~ H" es propiamente discontinua.

Paso 2. zp es un ciclo

Por la forma en que construimos cada o, y cada zg, tenemos que Ozg es una suma formal de la
forma

Z b(’}/oj cee 7771—1) . (77 ] G(VO(w),.A.,'ynfl(w)))
(70, Yn—1)]€T™/T

Veamos que b(7, . . ., Yn—1) = 0 para todo (7o, ..., Yn—1) € "™
Es claro que

n

6(707 cee 7’)%—1) = Z(_l)J Z aR([(’YOv s V=17 Vg e e 77n—1])7 (46)

7=0 ~yel'

note que si v 7& 7/9 entonces [(707 ey V=1 Vs e 77n71)] 7& [(’707 s Vi1, 7/7 RAEERE 7’77171)]-
Vamos a demostrar que el sumando j = n de la suma de la derecha es 0; que los demds sumandos
son también iguales a 0 se demuestra de manera andloga.

Tenemos
S @B ([Fos s n1,7]) =
yerl’
Zm({(u(b B ,un) € S+(R) tu; € ’71<D) para?‘ <N,un € ’V(D)} =
yel
> nl{g € THH) : g(uf’) € (D) parai < n, g(uf) € y(D)}) =
~yel’

p| ULg e ZHH) : g(uff) € (D), parai < ny g(uff) € y(D)} | =
yel’

p({g € THH") = g(uf') € %(D) parai < n})

La dltima igualdad sale de que D es un dominio fundamental de la accién Aut(w) ~ H". La
pentiltima igualdad sale de que si v, € Aut(r) son distintos, entonces u{g € Z(H") : g(ull) €
(D) N~ (D)} = Vol(v(D) N+'(D)) por el corolario 4.2.12] sin embargo este nimero real es 0 ya
que y(D) N~(D'") C dv(D), y 9v(D) esta contenido en un subespacio hiperbdlico de dimensién

n — 1,y por lo tanto debe tener volumen nulo.
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Cambiando el signo en el argumento anterior también obtenemos:

Zalj([%, v Tm-) = ({ge T (H"): g(ult) € 4(D) parai < n}).
~yel'

Sin embargo, si gg es el tnico elemento de Z~ (H") tal que g(uf) = uf paratodoi < n, entonces

{geITT(M"): g(uf) € vi(D) parai < n} - gy =
{geT-(H"): g(ul) € (D) parai < n},

de donde como p es invariante por la derecha obtenemos de las tres igualdades anteriores que

> i (o, =D af (o, m1,9),s

verl’ yerl’
con lo que
> (o, m-1.7) =D (o, e, = Y a0, -1,9]) =0,
yel yel ~yel

y asi hemos demostrado que el término j = n de la suma en es 0.
Por lo tanto, como un argumento analogo sirve para demostrar que los demas términos de la suma
(#.6) son 0, obtenemos entonces que zp es un ciclo.

Paso 3. Tenemos a’i(w) - a®(w) = 0, Vw, para todo R > 0 lo suficientemente grande.

Vamos a demostrar que para todo R > 0 lo suficientemente grande y todo w = [(70,...,7)] €
que si existe (ug, ..., u,) € S+(R) tal que u; € ~;(D) para todo ¢ = 0,...,n, entonces cualquier
otro (vg, ...,vn) € S(R) que cumpla esta condicion también debe pertenecer a S (R), de donde si
af(w) # 0 para algin R > 0 lo suficientemente grande, se debe tener que a”(w) = 0.

Primero demostremos la siguiente afirmacion:

Afirmacion 4.2.22. Existe R > 0 tal que para cualesquiera ug, . .., u, € H" en posicion general
tales que d(uo,u,) > Ry u € H" tal que d(u, u,) < d tenemos que si 0y, .. ., preserva(invierte)
la orientacion, entonces 0y, .. u,_, ) también preserva(invierte) la orientacion.

Lo mismo vale para cualquier 7 = 0,...,n en vez de j = n, y la demostracién es la misma.

Demostracion. SiT' es un tridngulo hiperbdlico con lados de longitud a, b, ¢, y con dngulos opuestos
respectivos «, [3, 7y, entonces tenemos la siguiente relacion:

cosh bcosh ¢ — cosha
cos(a) =

senh bsenh ¢ ’

ver [Ser08, Pégina 40]. En el modelo D", sea S el subconjunto de 7T5D™ de todos los elemen-
tos de norma 1, con la métrica hiperbdlica de D™ por supuesto. Entonces S es un subconjunto
compacto del espacio topoldgico T5D" = R", de donde existe ¢ > 0 tal que para cualesquie-
ra vy,..., 0, Ww,...,w, € S tales que ||v; — w;||[pn < € para todo i = 1,...,n tenemos que
det(vy,...,v,) ydet(ws,...,w,) tienen el mismo signo, el determinante lo estamos calculando con
una base ordenada fija de 15D™ que viene dada con la orientacion estdndar de T5D"™.
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Existe o > 0 tal que si v, w € S son tales que el dngulo entre v y w es menor que «, entonces
||lv — w||pn < €. Sea R’ > 0 tal que para todo t,t' > R’ tenemos

coshtcosht’ — coshd - @)
arc cos o )
senh t senh t/ ’

note que la expresion dentro del arcocoseno tiende a 1 cuando ¢ y ¢’ tienden a infinito, y estamos
considerando a arc cos como una funcién [—1, 1] — [0, 7].

Sea R := R’ + d. Este es el nimero real que estamos buscando.

Sean uy, ..., u, y u como en la hipotesis de la afirmacion. Suponga que oy, .. .,,) preserva la
orientacion. Para cadai = 1,...,n sea v; el vector unitario de 1;,,D™ de la geodésica que va de ug a
u;, tendremos que det(vy, ..., v,) > 0. Sea v el vector unitario de T,,,D™ de la geodésica que va de
Uup au.

Note que d(ug,u) > d(up,un) — d(u,u,) > R —d = R, de donde por (4.7) se sigue que el
angulo entre v, y v es menor que «, con lo que ||v — v,|| < €,y asi det(vy, ..., v,—1,v) > 0 dado
que det(vy,...,v,) > 0, de donde oy, ... 4, _, ) Preserva la orientacion.

El caso en el que oy, ... 4, Invierte la orientacion es andlogo. [

Ahora supongamos que R > 0 lo suficientemente grande es tal que af(w) # 0. Entonces existe

(ug, ..., uy) € S+(R) tal que u; € v;(D), paratodo i = 0,...,n, donde w = [(Yo,...,7n]). Sea
(vo,...,v,) € S(R) tal que v; € v(D),Vi = 0,...,n. Entonces si aplicamos sucesivamente la
afirmacidn anterior tendremos que

(UOa . '5“71) € S+(R) = (/UJO? s )unflavn) € S+(R)
= (’LLO7 ... ,un72,vn71,vn) € S+(R),
o= (voy ..., ) € S+(R).

Por lo tanto en particular a”(w) = 0.

Paso 4. Dado € > 0, entonces para todo R > 0 lo suficientemente grande tenemos que
v — e si aft(w) # 0.

Jo doat] >

Para demostrar esto necesitamos primero el siguiente hecho:

Proposicién 4.2.23. Sean z € OH" yr > 0. Si U es una vecindad de x en H", entonces existe otra
vecindad V de x tal que para todo y € H" tenemos que si existe z € V tal que d(z,y) < r, entonces
yeU.

Demostracion. En el modelo 11" podemos suponer que x es el origen. Suponga que S1 y Sa son
dos semiesferas superiores de R™ centradas en el origen. Entonces tendremos que

dHn,+ (51, SQ) = dHn,—o— (331, 932), (4.8)

donde x; es el polo norte de S; para i = 1,2, esto es verdad ya que paratodo x € S1yy € Sy
tenemos ||z — za|| < ||z — yl|, (@)n < (21)n Y (Y)n < (22)n, de donde

dipn+ (21, 29) = 2senh ™ W—WH) 2senh ™! <Hx—y|]> = dpn.+ (2, 7).
s (1,02) (2\/<x1>n<x2>n : ) e
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Ahora suponga que U es una vecindad de 0 € OII™™ en II™T. Entonces existe una semibola B
superior centrada en 0 contenida en U. Sea B’ una semibola superior centrada en 0 cuyo polo norte
dista del polo norte de B una distancia mayor que un r > 0 dado. Entonces por [#.8) se sigue que si
x € 1" es tal que dppn.+ (2, y) < 7 para algin y € B’, se tendrd que x € B. O

En D" elijamos vecindades W, . .., W,, de wy, . . . , w,, respectivamente tales que Vol(a(xo,m@n)) >
v, —esix; € W;paratodo: = 0, ..., n, recuerde el teorema@} Por la proposicion anterior pode-
mos también elegir vecindades Vp, ... V,, de wy, . . . , wy, respectivamente tales que paratodoz € V;y
todo y € H" tal que d(z,y) < d, entonces y € W;, en particular V; C W;, de donde si R > 0 es lo su-
ficientemente grande de manera que uZR € V; para todo 4, entonces para todo w = [(70,...,7n)] € Q
tal que af*(w) # 0 existe g € Z(H") tal que g(uF) € ~;(D) para todo i. Luego como 7;(w) € v;(D)
para todo i, se sigue que d(g(ul?), v;(w)) < d para todo 7, con lo que como g(uf) € g(V;) para todo
i, obtenemos ;(w) € g(W;) para todo 7, con lo que por la construccién de las vecindades W; se
sigue que Vol(0 (o (w),....yn(w)) = Un — €.

Por la construccion de la medida Vol de H™ tenemos que

/ dUHn

(’YO(U)) ~~~~~ Fn (w))

= Vol(0 (30 (w),cmn ()

Sin embargo como 7 es una isometria local obtenemos que

d’UHn :/ d’UM,
) Ow

yaque o, = T 0 0( . Por lo tanto obtenemos que ‘ faw de‘ > Uy — €.

70(w)7"'77n(w))
Paso 5. Si R > 0 es lo suficientemente grande y a'*(w) # 0, entonces a'*(w) - f% dvpr > 0.

Suponga que w = [(70,.-.,7n)]- Como R > 0 lo suficientemente grande, podemos suponer
que a®(w) = 0, luego todos los (ug, ..., u,) € S(R) tales que u; € v;(D) Vi = 0,...,n también
pertenecen a S (R), de donde o, = 7 o T (yo(w),..../yn (w)) PrEserva la orientacion por el paso 3, de
donde faw dvps > 0. Como R > 0 lo suficientemente grande, tenemos que 0 # a’(w) = aff(w), y
asf a*(w) > 0, con lo que ag(w) - [, dvar > 0 en este caso.

El caso donde todos los (ug,...,u,) € S(R) tales que u; € ~;(D) pertenecen a S_(R) es
similar.

Paso 6. Si R > 0 es lo suficientemente grande, entonces fZR dupr > 0, y esto implica que zg es un
ciclo no trivial.

Tomemos (ug, ..., u,) € S(R). Luego existen 7o, ...,7v, € I tales que u; € ~;(D) parai =
0,...,n.Siperturbamos un poco los puntos ug, ..., uy, y si es necesario, al cambiar algunos de los

7;’s, podemos suponer que
o

parai = 0,...,n. Como la accién I' ~ H" es transitiva, se sigue que el conjunto

{g € Z(H") : g(ul) € n(D)Vi} 4.9)
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es no vacio. Veamos que este conjunto es un abierto de Z(H"). Suponga que g pertenece a este

conjunto. Luego existe ¢ > 0 tal que en el modelo 1" tenemos que Bean+1 (g(ult)) NI C %-(lo)), Vi.
Sin embargo es claro que existe un abierto A de GL(n + 1;R) tal que g € Ay tal que h(uZR) €
ngn“(g(uf)) paratodo h € Aytodoi = 0,...,n yaque ulf,...,uf es una base de R"*1, de
donde A N Z(I") es un abierto de Z(I") que contiene a g y estd contenido en el conjunto (@.9), de
donde el conjunto (4.9) es un abierto no vacio de Z(I").

Por lo tanto
m({(uo, ..., un) € S(R) : u; € v(D)Vi}
= u({g € Z(I") : g(uf’) € 7i(D)Vi} #0,
de donde para wo := [(70, .. .,7s)] tendremos que aff(wp) # 0 0 a®(wy) # 0,y como af(wy) -

a®(wp) = 0, yaque R > 0 es lo suficientemente grande, se sigue entonces que a’*(w) # 0. Por lo
tanto como del paso anterior tenemos que ar(w) - fa dvypr > 0 para todo w € ), obtenemos de lo

anterior que
/ dvy = Z aR(w)/ dvpr > 0.

*R weN Ow

Con lo que zg debe ser un elemento no trivial de H,,(M;R), ya que de otra manera si zp fuera un
elemento trivial en H,,(M;R) obtendriamos que la integral de zr sobre cualquier forma diferencial
de dimension maximal serfa nula por el teorema de Stokes.

Paso 7. Conclusion de la demostracion

Sea e > 0. Por los pasos 4 y 5 tenemos que para R > 0 lo suficientemente grande, sng(a*(w)) faw dvpyr >
vp — €, para los w € () tales que a*(w) # 0.

Por el paso 6, existe un real k& # 0 tal que [zr] = k[M]. Note entonces que 0 < sz dvy =
fk[M] dvpyr = kVol(M), y asi k > 0. Luego

[M] = (1/k)[zr] = Y _ (1/k)a"(w)ou,

weN
con sgn((1/k)a(w)) [, dvn > v, — .
Como € > 0 fue arbitrario, obtenemos del lema 4.2.13|1a desigualdad ||M|| < Vol(M)

Un

Esto termina la demostracién de la proposicion4.2.21 O
Por fin obtenemos:
Teorema 4.2.24. Sea M™ una variedad hiperbdlica cerrada. Entonces

Vol(M)

Un

||M]] =

Ahora podemos demostrar el teorema principal de este capitulo:

Demostracion del teoremad.0.1} Recordemos que tenemos una pseudoisometria P : H™ — H",
con extensién continua P : H* — H”, que induce una equivalencia homotépica M; = H"/T'y 2,
H" /Ty = M>. Sean 7; : H" — H"/T; las proyecciones asociadas.
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Vamos a suponer, para obtener una contradiccidn, que existe un simplice ideal regular que se
envia bajo f a un simplice ideal no regular.

Recuerde que durante el capitulo hemos fijado wy, . . . , wy, en el modelo del disco D™, tales que

son los vértices de un simplice regular ideal, y que para cada R > 0 tenemos que (uOR, oult) €

r'n
(D™)"+1 es el tinico elemento de S(R) tal que uf? pertenece al rayo geodésico [0, w;).

_ Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el simplice ideal o(wo, ..., wy) se envia bajo
P a un simplice ideal no regular. Luego tendremos para algin € > 0 que Vol(a(ﬁ(vo) F(vn))) =

v, — 2¢. Por la continuidad de la funcién Vol en (ﬁn)”ﬂ, existen vecindades disjuntas Uy, ..., U,
de wy, . . ., wy, respectivamente en H" tales que

Vol(o-(ﬁ(xo),yﬁ(‘rn))) S Un - 6, (410)

siz; € Ujparai =0,...,n.

Sea I'y < Z(H") tal que My = H"/T'1, y sea m; : H" — H"/T'; la proyeccién asociada.
Vamos a tomar, usando la notacién de la demostracién anterior, ) := T't! /T, y para cada w =
[(’)/07 . o ,"Yn)] S Q tomamos Oy :— T 0 U(?(mg),,ﬁ(zn))

Definimos entonces

A ={weQ:I,...,melitqw=I[(y0,---, )] yv(w) € UVi}.

Para cada R > O sea

CR = Z af*(w)o,.

weY

Afirmacion 4.2.25. Existen «,3 > 0 tales que ||zg|| = a y ||cr|| > B para todo R > 0 lo
suficientemente grande.

Antes de demostrar esto, veamos cOmo esto termina la demostracion.

Tenemos que p.([M;]) = £+[Ms], dado que p es una equivalencia homotdpica, de donde || M; || =
|| Ma||, y asi por la igualdad de Gromov, Vol(M;) = Vol(Ms). Sea R > 0 lo suficientemente grande
de manera que u? € U;,Vi = 0,...,n. Recordemos también que como R > 0 lo suficientemente
grande, [zp] = k[M;] para algin k& > 0, lo cual implica que p.([zg]) = £k[Mz]. Note que el
enderezamiento 2%, del ciclo p.([2g]) = [p o 2] bajo la cubriente H" ™2 H" /T3 viene dado por

h= Y dMW) (M0 0By, Pomw)-
w[(ormm)|EQ

Como [zg] = k[M]y [#] = f«([zr]) = £Ek[M3], obtenemos
/ d’l)]w1 :/ dUMl = /fVOl(Ml),
ZR k[Mi]

//
*R

con lo que como Vol(M;) = Vol(My) por el teorema(4.2.24 ya que M; y M son homotGpicamente
equivalentes, con lo que obtenemos que fZR doy, = =+ |, o dvupg,.
R

dUM2 = / dUM2 =tk VOI(MQ),
+k[M>]
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Por un lado tenemos de los pasos 3 y 5 de la demostracién de la proposicién[d.3|que para cualquier
0 > 0 tenemos que para todo R > 0 lo suficientemente grande
/ dv M
Tw

/ do= Y JaRW)
> Y aBW)] (e )

w=[(70;---,1n)]EQ

= N1zl (6n — 8) = alvn — 6).
/del: Z |aR(W)’/ dopny,
o w=[(70,---yn)]EN ow

< Yo afW)-va=Ilzrll - v

Por otro lado para todo R > 0

= @+ Up,

Juntando estas dos desigualdades obtenemos

lim dopn, = o vy, 4.11)
R—o0 2R

Sin embargo, como ||cg|| > £ para todo R > 0 lo suficientemente grande, de (4.10) obtenemos

/Z, dvp, | = Z aR(w)/U dvpr,

R w=[(70,--y7n)]€EQ (P(2q),....P(zn))

> )| [ do,

W=[(70;-,n)]ER (P(z0),-...P(xn))

= Y @IVl (0. )

w=[(70,---n)]€Q

IN

_ R o

= > |a**(w)] Vol (0(p(x0>,...,p(xn))> 4.12)
w=[(70,--y7n)] €Y

+ > |a’(w)| Vol (U(F(xo),...,ﬁ(zn))>

w=[(70,--,ym)] €\

< > |a® (@)l (v — €) + > ja"(w)vn

W=[(70---yYn )] €X' W=[(70,-+-y7n )| €\
= |lcrl|(vn =€) + ([|zrll — llcrl|)vn
= ||zrl|vn — ||crlle
< av, — fe,

de donde

/ dvay,

R

< av, — fe
R—o R—o00

lim sup / dvys, = limsup
ZR
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lo cual contradice (4.11]).
Sélo falta verificar la afirmacién [4.2.25]

Demostracion de la afirmacién{.2.25] Primero verificaremos la afirmacién acerca de ||zg||.

Si R > 0 lo suficientemente grande de manera que a%(w) - af*(w) = 0 para todo w € (2, tenemos

lzrll = ) la"(w)]

wes
=Y af@) + ) afw)
we wef)

= Z m{(u()v'--aun) GS-J,-(R) ZUOED,Ui G’V@(D)}
[(1d:’7177’Yn)]€Q

+ Z m{(uo,...,un) € S_(R) : up € D,u; € v(D)}
[(Zd771=7'7n)]69

= Y S eI(H"):6(uf) € D,6(uf’) € (D)}
[(Gdy1,eem )] EQ

=u( |J {0eZ(®"):8(u) € D,5(uf’) € %(D)})
717---7'Yner
= u{6 € Z(H") : 6(ull) € D} = Vol(D),
donde la dltima igualdad sale del corolario 4.2.12) y como Vol(D) es un nidmero finito positivo,
podemos tomar « := Vol(D).

Para demostrar la afirmacion sobre ||cg||, necesitamos primero una observacion.

Sea V; para cada i = 0,...,n una vecindad de w; tal que para cualesquiera x € V; e y € H"”
tenemos que si d(z,y) < d, entonces y € U;, donde d := Vol(D), por la proposicién4.2.23

Si usamos el argumento con el que hallamos el valor de ||zg|| para todo R > 0 lo suficientemente
grande, entonces tenemos que para todo R > 0 lo suficientemente grande

llerll = > {6 € Z(H") : 6(ufl) € %(D)},
[(70777”)]697’72(71)6[]1

con lo que

llerll = > u{s € Z(H™) : 6(ul?) € 7:(D)}
(70,1 )] €,y (w)€U;

— U {0 € Z(H") : 6(ult) € v(D)} (4.13)
=p{d € Z(H") : Ivo,...,m € F,&(uﬁ) € vi(D),vi(w) € U;Vi}
> u{d e Z(H") : (5(uﬁ) € V;Vi},

donde la tltima desigualdad sale de que si 6 € Z(H") es tal que §(uf?) € V;Vi, podemos elegir
Y05+ - ,Yn € T tales que §(uf) € ~;(D)Vi, y como diam(v;(D)) = diam(D) = d, obtenemos
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d(§(uF),~i(w)) < d, Vi, recuerde que w € D, y asi por la construccién de los abiertos V; se sigue
que v;(w) € U;Vi.

Vamos a demostrar que existe § > 0 que es menor que el dltimo real de la desigualdad
para todo R > 0 lo suficientemente grande.

Consideremos la funcién ¢ : II'>" x II™* \ AII"™*T — I tal que a cada pareja (a,b) de
puntos de II"™" se les asigna el extremo en OII"™* del rayo geodésico de 11" que sale de a y pasa
por b. Es claro que ¢ es continua.

Note que por la construccién de los ulR’s tenemos que uﬁ € V;parai = 0,...,n para todo

R > 0 lo suficientemente grande, de donde podemos tomar 0 << R; < Rjy tales que uﬁ%j eV

paraj = 1,2 ed = 0,...,n. Claramente d)(ufql,uﬁ2
vecindades abiertas disyuntas A} y A? de ulRl y ulRQ respectivamente, ambas contenidas en V;, tales

que ¢(z,y) € V; para cualesquiera x € Al ey € A? paratodoi = 0,...,n.

) = w; parai = 0,...,n, de donde existen

Ahora, si 6 € Z(H") es tal que 5(ufj) € V;paratodoi = 0,...,nytodo j = 1,2, obtenemos
que qﬁ(&(é(ufl), 5(ulR2)) € V;, de donde como ¢(5(5(uf1), 5(u52)) = ¢(w;), se sigue que el rayo
geodésico qb([ufl,w,-)) estd contenido V;, ya que V; es convexo en H", i.e., ¢(uf) € V; para todo
R > Ryytodoi=0,...,n.Porlo tanto

{6 € T(H™) : 6(ul¥) € Al Vi, ¥j} C {6 € T(H) : 6(ul) € Vi, Vi}. (4.14)

Note que el conjunto de la izquierda en es un abierto en la topologia de Z(I") que hereda
de GL(n + 1;R), y que ademds contiene a la identidad, de donde si 3 es la medida, con respecto a
w, del conjunto de la izquierda en (@.14), tendremos que 3 > 0y que es menor que o igual al dltimo
real de la desigualdad (4.13)), con lo que ||cg|| > 8 para todo R > 0 lo suficientemente grande.

Esto termina la demostracion de la afirmacién O
Esto termina la demostracién de la proposicion[4.0.1] O
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Capitulo 5

Conclusion de la demostracion en el caso
cerrado y algunas consecuencias

Si juntamos lo que se ha hecho en los capitulos anteriores tenemos que dadas dos variedades
hiperbélicas M7 = H" /Ty y My = H"/T"y compactas, tales que existe un isomorfismo ¢ : I'; —
I', entonces existe una pseudoisometria H — H" que induce a ), que induce una equivalencia
homotépica My — Mo, que se extiende a una funcién continua H* — H”, que se restringe a una
funcién OH™ — JH" que envia los vértices de cualquier simplejo regular ideal, en los vértices de un
simplejo del mismo tipo. Usando esto dltimo vamos a construir una isometria entre M7y Mo.

Para hacer esto, necesitamos mostrar que si n > 3, P : H" — 0H" es continua y envia vértices
de cualquier simplejo ideal regular en los vértices de un simplejo del mismo tipo, entonces P es la
signatura de una isometria H" — H", es decir, la extension a JH™ de una isometria. Esta es la tnica
parte de la demostracioén del teorema de rigidez de Mostow donde se usa la hipétesis n > 3, note
que cualesquiera 3 puntos de OH? son vértices de un simplejo ideal regular, y por lo tanto cualquier
funcién continua OH? — OH? cumple la condicién anterior. Antes de demostrar esto necesitamos
algunos lemas.

5.1. Conclusion de la demostracion

Fijemos una funcién P : JH" — OH" con las propiedades de arriba. Note que necesariamente
P debe ser inyectiva, de otra manera se podria construir un simplejo regular ideal que se envie a un
simplejo ideal degenerado.

Lema 5.1.1. Sean > 1. Sea X = S™,R". Sea P un poliedro compacto de X. Sea G el subgrupo de
Z(X) generado por todas las reflexiones de las hipercaras de P. Entonces

X=|J{{gP:geG}. (5.1)

Demostracion. Sea'Y launién en (5.1)). Vamos a demostrar la afirmacion por induccién sobre n > 1.
La afirmacién para n = 1 es obvia.

Supongamos que la afirmacion es cierta paraun n — 1 > 1. Sea P un poliedro compacto de X.

Vamos a demostrar primero que Y es abierto y luego que es cerrado.
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Para ver que Y es abierto, basta demostrar que Y es una vecindad de P, ya que Y es invariante
bajo G.

Sea z € P, note que P° C Y°. Supongamos que x € JP. Sea S una esfera en la métrica de X
centrada en z de radio muy pequefio de manera que S sélo intersecte a las caras adyacentes de = en
P. Entonces si consideramos sobre .S la métrica que hereda de X, entonces esta variedad riemanniana
es isométrica salvo escalar a S* !, y obtenemos que PN S es un poliedro de S. Sea G(z) el subgrupo
de G generado por todas las reflexiones de las hipercaras de P que contienen a x. Entonces G(z)|g es
el subgrupo de las isometrias de S generado por las reflexiones de las hipercaras del poliedro P N S.
Por la hipétesis inductiva sobre S"~! tenemos que

S=|JHg(SnP):ge @)},

y esto implica que si B es la bola de X tal que 9B = S, entonces B C U{g(BNP): g € G(z)}, ya
que g(x) = zVg € G(x), y por lo tanto Y es una vecindad de x. Por lo tanto Y es abierto.

Como P es compacto, obtenemos entonces que existe > 0 tal que N(P,r) := {z € X :
Jy € P(dx(z,y) < r)} estd contenido en Y. Suponga que z € Y. Luego existe g € G tal que
x € N(gP,r),de donde x € N(gP,r) CY yaqueY es invariante bajo G y los elementos de G son
isometrias. Por lo tanto Y también es cerrado.

Por lo tanto Y = X ya que X es conexo, y asi obtenemos la igualdad de la afirmacién. 0

Lema 5.1.2. Sea n > 2. Sea A un simplejo ideal regular de H". Sea G el subgrupo de Z(H™)
generado por las reflexiones de las hipercaras de A. Entonces

H" = | J{gA: g€ G} (5.2)

Demostracion. SeaY el conjunto de la derecha en la igualdad de este lema.

Durante toda la demostracién vamos a trabajar en el modelo II"™>". Suponemos que uno de los
vértices de A es oo.

Vamos a demostrar que existe un r > 0 tal que N(A,r) C Y. Como en la demostracién del lema
anterior esto implicard que Y~ es abierto y cerrado, y por lo tanto se obtendrd la igualdad (5.2)).

Dado = € II™™, las esferas centradas en x se pueden describir por

fyemelezul ]
VInYn

para algiin s > 0, de donde, al completar el cuadrado, obtenemos que cualquier esfera de H" centrada
en x es una esfera euclidiana contenida en II"™" y centrada en un punto que estd en la misma linea
euclidiana que pasa por = perpendicular a R"~1 x {0}.

Sea x € JA distinto a los vértices ideales. Como uno de los vértices de A es oo, tenemos que A
es la interseccion de n + 1 semiespacios hiperbdlicos, n de los cuales son generados por hiperplanos
euclidianos perpendiculares a R"~! x {0}, sean Fj...., E, estos semiespacios y Pi,..., P, los
hiperplanos euclidianos que los generan. Usando una isometria podemos suponer que z € |J;"; P;.
Sean F;,, ..., F;, los hiperplanos que contienen a x, entonces podemos tomar r lo suficientemente
pequefio de manera que

EHn(T,i’) N (EZ Nn---Nk; ) :EHn(T‘,l') NA.
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Entonces cada Ej; intersectaa S := Syn (7, ) en un semiespacio esférico, aqui estamos conside-
rando sobre S la métrica que hereda de la métrica euclidiana de R", ya que cada P;; es un hiperplano
euclidiano que contiene el centro euclidiano de la esfera euclidiana .S, de donde SN A es un poligono
esférico.

Sea G(x) el subgrupo de G generado por las reflexiones de las hipercaras de A que contienen a .
Entonces todos los elementos de G(x) son isometrias euclidianas de R™ que respetan a S, dado que
los hiperplanos P;,, ..., FP;  pasan por el centro euclidiano de S. Luego por el lema anterior tenemos
que

S=Jg(SnA):geGa)},
y esto implica que By (r,z) C |J{gA : g € G}

Sean v, ..., Up, Uny1 los vértices de A. Paracada j = 1,...,n+1 sea B; una horobola centrada
en v; lo suficientemente cercana a este punto de manera que sélo intersecte las caras de A adyacentes
a v;. Si para cada j tenemos que S; es la horoesfera que es frontera de la horobola Bj, S; con la
métrica heredada de H" es una variedad euclidiana y S; N A es poliedro de S;, esto es claro si

suponemos que el vértice es el punto co por la forma de las horoesferas centradas en este punto y
también la forma de los simplejos ideales regulares.

Para cada j sea G(v;) el subgrupo de G generado por las reflexiones de las hipercaras de A que
son adyacentes a v;. Entonces G/(v;) respetan a la horoesfera S, y ademds G(v;)|s; es el grupo de
isometrias de S; generado por las reflexiones de los lados del poliedro S; N A. Por el lema anterior
tenemos que

;= Jlg(ans)) - g e Gy},
de donde obtenemos que B; C |J{g(B;NA): g€ G(v;)} CY.

Tenemos que K := A\ (B U--- B,+1) es compacto. Luego por lo hecho anteriormente tenemos
que existe 7 > 0 tal que N (), ) C Y. Sea B’ una horobola centrada en v; tal que N(Bj},r) C By,
esto se puede demostrar en II"* suponiendo que v; es co. Sea K’ := A\ (BjU---UBY, ;). Entonces
existe 0 < s < rtal que N(K',s) C Y, de donde obtenemos

n+1 n+1
N(A,s)=N(K',s)UN [ | | Bj,s | SN(K',r)uN | | Bj,r
j=1 j=1

n+1 n+1
C N(K',s)u | JN(Bj,s) S N(K',s)u | | B; €Y.
j=1 j=1

De esta contencién deducimos que Y es abierto y cerrado como en la demostracién del lema
anterior, y esto a su vez implica la igualdad (5.2). O

Recordemos que la signatura de una isometria H” — H™ es la restriccion OH"™ — JH” de la
extension continua H”® — H” de una isometria.

Proposicion 5.1.3. Sea n > 3. Suponga que P : OH"™ — OH" es continua y envia los vértices
de cualquier simplejo ideal regular en los vértices de un simplejo regular ideal. Entonces P es la
signatura de una isometria de H".
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Demostracién. Suponga que v, . . ., v, € OII"™" son los vértices de un simplejo ideal regular. En-

tonces existe un nico v;, € OII">" distinto de v, tal que vy, . . ., v,—1, v}, generan un simplejo ideal
regular, esto se puede demostrar en II"" suponiendo que vy = oo y usando el hecho de que si
Wi, ..., wy € O™ \ {oo}, estos puntos junto con oo forman un simplejo ideal regular si 'y sélo si

los wjs forman un simplejo regular euclidiano de R™~! x {0}, por la proposicién m

Podemos componer a P con la signatura de una isometria para suponer que P fija los vértices de
un simplejo regular ideal A, esto se puede hacer dado que podemos mandar uno de los vértices de A
al punto oo y ademds cualesquiera dos simplejos regulares euclidianos de R”~! se pueden enviar el
uno al otro por medio de una composicién de translaciones, rotaciones y homotecias.

Sean vy, ..., v, los vértices de A. Entonces si v, es la reflexién de vy con respecto a cara de
A que contiene a vy, .. ., U, entonces vy, vi, . .., vy son los vértices de un simplejo ideal regular,
y como P(v;) = wvj para todo j = 1,...,n, entonces por la observacién anterior tenemos que

P(v}) € {vo,v,}, de donde como P(vy) = vp y P es inyectiva, obtenemos que P(v)) = v(. Si
hacemos este argumento con los demads vértices de A, y luego iteramos este proceso, obtenemos que
si G es el subgrupo de Z(II™) generado por las reflexiones de las caras de A, obtenemos que P fija
a cada elemento del conjunto

D:={gv:9g€G,v=uwp,...,0,}, (5.3)

aqui estamos considerando a cada ¢ € G como su tnica extensién [T+ — TI™+,

Note que si z € OII™ T \ {oo} y tomamos una semibola superior abierta B de R" centrada en z,
entonces por la forma que tienen las geodésicas maximales de H” se sigue que II"=+ \ B es convexo,
de donde si o es cualquier n-simplejo de II™7 tal que o N B # (), entonces uno de los vértices de o
debe estar en B.

Por el lema anterior tenemos que """ = [J{gA : g € G}, de donde existe g € G tal que
g(A)N B # 0,y asi gv € B para algin v = vy, . . ., Up.

Por lo tanto el conjunto D en (5.3) es denso en OII">", de donde obtenemos que como P es
continua y la identidad en D, entonces P es la identidad en 11" . Luego como la funcién original
la compusimos con la signatura de una isometria, esto implica que nuestra funcién original es la
signatura de una isometria. O

Este es el ultimo paso de la demostracion del teorema de Rigidez de Mostow, teorema |2.0.1

Demostracion del Teorema de Rigidez De Mostow: Veamos primero que si M; y My tienen
dimension diferente, entonces sus grupos fundamentales no son isomorfos. Sea m; la dimension
de M; para j = 1,2. Digamos que m; < ms. Como la cubriente universal de M; es H"/, y este
tltimo espacio topoldgico es contraible, se sigue que M; es un espacio de Eilenberg-Maclane. Como
Hp,,(My) = 0y Hy,,(Ms) = Z, se sigue que los grupos mg-ésimos de homologia de los grupos
m1 (M) y m1(Ma) son distintos, y por lo tanto estos ultimos grupos no son isomorfos.

Ahora veamos el caso n := dim(M; ) = dim(M2). Juntando lo que hemos hecho en la tesis hasta
ahora, sabemos que si M7 = H" /T’y y My = H"/T'9 son variedades hiperbélicas compactas tales

que existe un isomorfismo I'y i> I'5, entonces:

1. Existe una pseudoisometria P : H” — H" que induce a ), con respecto a las funciones de
proyeccion 7; : H" — H"/T';,
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2. P se extiende a una funcién continua H" — H", cuya restriccién OH" — OH" es igual a la
signatura de una isometria ¢ de H".

Como P induce a 1, es decir, P oy = 1)(y) o P para todo y € I'1, obtenemos que esta relacién
vale para las extensiones de Py de v a H", i.e., Po~y = () o P en H", de donde goy = 9(7y) o q
en OH", con lo que como las isometrias de H" estdn determinadas por sus signaturas, recuerde la

proposicion[I.1.29] se sigue que
qo~y =1(v)oqentodo H". (5.4)

Definimos una funcién F' : M; — M por medio de F'(mi(x)) = m2(q(z)) para todo z € H".
Tenemos:

1. F estd bien definida porque ¢ induce a ¢ por medio de las cubrientes 7 y mo.

2. F es inyectiva: suponga que z,z’ € H" son tales que m2(q(z)) = ma(g(z’)). Luego existe
n € Iy, tal que n(g(x)) = ¢(x’). Como v es un isomorfismo, existe v € I'; con n = ¥ (7), de
donde ¥ (y)(g(x)) = g(«'), y como la relacién vale en todo H" obtenemos que g(y(z)) =
q(z'), de donde y(z) = 2/, y asi w1 (x) = m1 ().

3. Fessobre: si v € H", ma(q(x)) = F(m (g (x))).

4. F' es una isometria: esto sale del hecho de que g es una isometria y de que g por construccion
induce a F'y que q y los elementos de I'; y I'y son todos isometrias de H"™.

0

5.2. Algunas consecuencias y observaciones

Veamos ahora que las hipétesis del teorema de rigidez de Mostow para variedades cerradas son
necesarias.

Este teorema no vale en dimension 2:

Se puede demostrar que dados I, 12,13 > 0 existe un hexdgono hiperbdlico que tiene tres lados
no contiguos L1, Lo, L3 de longitudes [y, l2, [3, cuyos dngulos internos son rectos, y cualesquiera dos
hexdgonos que cumplan estas condiciones son isométricos, ver [BP92, Proposicion 4.13].

Ahora, dados tres reales positivos [, I3, [3, tomemos un hexagono hiperbdlico H que tiene tres la-
dos Ly, Lo, L3 no contiguos con longitudes respectivas l1 /2, 2 /2, 13/2, y con dngulos internos rectos.

Luego podemos tomar una copia de H y pegar ambos hexdgonos a lo largo de los lados de H
que no son L1, Lo, L3, de manera que L1, Lo, L3 y los lados respectivos de la copia de H queden
frente a frente, y asi obtener un pantalén topolégico con una estructura hiperbdlica de manera que su
frontera consista de geodésicas de longitud [, l2, 3, note que el hecho de que los dngulos internos de
los hexdgonos sean rectos implica que las componentes de la frontera del pantalén sean geodésicas.

Finalmente, si tomamos dos pantalones hiperbdlicos con fronteras geodésicas de longitudes [y, l2, 3,
entonces podemos pegar los dos pantalones por medio de una isometria de las fronteras de los pantalo-
nes para obtener un doble toro con una estructura hiperbdlica. Se puede demostrar que si se perturban
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un poco al1, l2, I3 se obtienen métricas hiperbdlicas del doble toro que no son isométricas, ver [BP92,
Seccién B .4].

Ahora veamos que el teorema de rigidez no necesariamente vale para variedades hiperbdlicas
abiertas:

Sea A > 1. Considere el subgrupo I'y infinito ciclico generado por la isometria de II>* dada por
x + Az. Entonces I'y ~ IT>* es libre y propiamente discontinua, y asf II>* /I es una variedad
hiperbélica completa homeomorfa a R? x S'. Note que

D:={zcI®" :1<||z|[gs <A}

es un dominio fundamental de I'y ~ I3, de donde la imagen bajo la proyeccién I3+ — TI3F /Ty
de la geodésica {(0,t) : t € RT} es el dnico lazo geodésico de TI>T /Ty, ya que esta la tnica
geodésica maximal de II*T que intersecta a las dos componentes conexas de 0D transversalmente
con el mismo dngulo en ambas. Note que este lazo geodésico de IT>* /Ty tiene longitud igual a

digs.+((0,1), (0, 1)) = In A,

por la proposicién [1.1.18] de donde para todo 1 < A\ < )\ las variedades hiperbélicas II>* /Ty y
13} /Ty, son homeomorfas pero no isométricas.

Ya que hemos demostrado el teorema de rigidez de Mostow para variedades cerradas, vamos a
ver algunas consecuencias importantes. Para ver esto necesitamos algunos preliminares.

Lema 5.2.1. Suponga que f1, fa son isometrias de H" tales que existe R > 0 tal que dyr (f1(x), fa(x)) <
R para todo x € H". Entonces f1 = fo.

Demostracion. Si r es un rayo geodésico de H" parametrizado por longitud de arco, entonces ten-
dremos que f1 o ry f2 or son rayos geodésicos del mismo tipo tales que d(f1 o 7(t), faor(t)) < R
para todo ¢ € [0, 00). Entonces las signaturas, i.e., las restricciones a JH" de las extensiones de f; y
fo aH™ son iguales, de donde por la proposicién se sigue que f1 = fo. O

Corolario 5.2.2. Suponga que M = H"/T" es una variedad hiperbdlica cerrada. Cualquier isomor-
fismo I' — T se induce por una tinica isometria de H".

Demostracion. Sea T’ i> T" un isomorfismo. Por la demostracion del teorema de Rigidez de Mostow

sabemos que existe una isometria ¢ de H" que induce a 1.

Suponga que ¢’ es otra isometria de H" que induce a 1. Entonces ¢! o ¢’ induce a la funcién
identidad de I". Si D es un dominio fundamental de la acciéon I' ~ H", entonces D es compacto, y
existe R > 0 tal que d(q~ ' oq'(x),z) < R paratodo x € D, de donde paratodoz € D ytodoy € T’

tenemos que

d(qg " o (v(x)),v(x)) = d(y(¢" o ¢ (), y(x)) = d(q~ ' o ¢(x),2) <R,

de donde d(q~! o ¢(z),x) < R paratodo z € H™, y asi por el lema obtenemos que ¢! o ¢/ =
idr, es decir, ¢’ = q. O

La primera consecuencia que veremos del teorema de rigidez de Mostow es que el grupo de iso-
metrias de una variedad hiperbdlica compacta esta determinado por su topologia. De manera mas
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especifica, vamos a ver que es isomorfo al grupo de automorfismos exteriores de su grupo fundamen-
tal.

Recordemos que si G es un grupo, denotamos por Out(G) su grupo de automorfismos exterio-

res el cual viene dado por
Out(G) = Aut(G)/ Inn(G),

donde Aut(G) es el grupo de isomorfismos de G sobre si mismo e Inn(G) es el grupo de automorfis-
mos internos de G, es el decir el subgrupo de Aut(G) de todos los elementos de la forma g — aga™*
para algin a € G.

Sea M una variedad topoldgica conexa, y sea 7w : M — M su cubriente universal. Sea I' el grupo
de transformaciones cubrientes de .

Sea f € Homeo(M), luego existe M L M levantamiento de f, note que F' debe ser un
homeomorfismo. Sea # € M arbitrario. Para cada v € T existe un tnico ¢r(y) € T tal que
F(y(x)) = ¢r(7)(F(x)). Note en particular que F' oy y ¢r(y) o F' son levantamientos de f que
coinciden en un punto, de donde F oy = ¢p(y) o F.

Queremos ver que la funcién ¢ es un isomorfismo I' — IT'. Sean v1,v2 € I'. Tenemos

or(y1072)(F(x)) = F(y1 0v2(x)) = ¢r (1) (F(r2()))
= ¢r (1) 0 ¢r(2)(F(7)),

de donde ¢p(y10v2) 0 F = ¢pp(y1) 0 dp(v2) o F, con lo que como F' es un homeomorfismo se sigue
que ¢r(71 072) = ¢p(71) © Pr(72)-
También tenemos que

F(z) = Fon ' (m(2) = ¢r(r )(F(n(2)))
= or(11 ") 0 dr(m)(F(2)),

de donde F' = (bp(fyl_l) o ¢pp(y1) o F,y asi ¢F(’yl_1) o ¢p(y1) = idyy;, por lo tanto ¢F(71_1) =
dr(y) "

De todo lo anterior obtenemos que ¢ es un homomorfismo. Para ver que ¢ es un isomorfismo
recordemos que F' es un homeomorfismo de M sobre si mismo, y es claro que F~! es un levanta-
miento de f~!, de donde para cualquier v € I' tenemos

Sp-1(6r(7))(2) = dp-1(or(N)(F ™" 0 Flx)) = F~H(¢r(7)(F(2)))
= F~(F(y(2))) = ~(x),

con lo que como ¢r-1(pr (7)) y v son transformaciones cubrientes de 7 que coinciden en un punto,
se sigue que ¢p-1(dp(y)) =  paratodo v € I'. Similarmente se demuestra que ¢ o pp—1 = idp,
de donde ¢ y ¢ -1 son inversas entre si, con lo que en particular ¢ es un isomorfismo.

Ahora vamos a comparar a ¢z y ¢ para levantamientos F'y F’ de f:

Tenemos que existe yg € I tal que F'(z) = y9o F(z), luego como F’y yyo F son levantamientos
de f, se sigue que F’ = 7 o F, de donde para cualquier v € I" tenemos

Yoo dr(y)oF=yoFoy=Foy
= ¢p(y) o F' = (7)o o F,
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y asi como v € I' fue arbitrario se sigue que vy 0 ¢ = ¢ g © o, s decir, ppr = 9 © ¢ © fyo_l. Por
lo tanto de toda esta construccién obtenemos un homomorfismo

Homeo(M) Qui(h), Out(I")

fr—={¢5)

donde f es cualquier levantamiento de f por medio de la proyeccion cubriente H™ — H"/T".

Si S es una superficie sin frontera a la cual se le puede asignar una estructura de variedad hi-
perbélica H? /T, se puede demostrar que el homomorfismo anterior induce un isomorfismo

Homeo(S)/ Homeo"(S) — Out(T),

ver [FM11, teorema 8.1], donde Homeo?(S) es la coleccion de homeomorfismos de .S en si mismo
que son isotépicos a la identidad, el cual es un subgrupo normal de Homeo(S). Homeo(S)/ Homeo®(S)
es el grupo modular de la superficie S. Para variedades hiperbélicas de dimension mayor tenemos
lo siguiente:

Teorema 5.2.3. Si M™ es una variedad hiperbdlica cerrada, conexay con n > 3, entonces tenemos
que Out(M) restringida a Z(M) es un isomorfismo sobre Out(T").

Demostracion. Suponga que M = H" /T con cubriente 7 : H" — H" /T

Si () € Out(T"), por la demostracién del teorema de rigidez de Mostow tenemos que existe
una isometria ¢ de H" que induce a . Sea § la funcién M — M que induce g por medio de 7, en
particular ¢ es un levantamiento de ¢. Luego es claro por la construccién de la funcién Out(M) y la
definicién de induccion que ¢4 = 1. Por lo tanto Out (/) es sobre Out(I") al restringirla a Z(/).

Ahora suponga que f € Z(M) es tal que (¢) = (id) en Out(I'), para algiin levantamiento f de
f- Entonces existe vy € I tal que gﬁf(—) = 70_10—070, de donde obtenemos que foy = ,},O—lo,yo%Of
paratodo vy € I',i.e., yg o iA conmuta con todos los elementos de I', i.e., induce a la identidad de T',

de donde por el corolario[5.2.2[se sigue que g © f = idgr, y como g o f es un levantamiento de f,
entonces f = idy. O

Para finalizar veremos que el grupo de isometrias de una variedad hiperbdlica cerrada de dimen-
sién > 3 es finito. Esto también vale para superficies, pero se demuestra con otros métodos:

Teorema 5.2.4. Suponga que S es una superficie hiperbolica cerrada. Si g es el género de S, entonces
Z(S) es finito, y aun mds |Z7(S)| < 84(g — 1).
Una demostracion de este hecho se encuentra en [FM11, Teorema 7.4].

En contraste con el caso dim(M) > 3, para el cual vamos a obtener como consecuencia que
Out(m (M)) es finito, tenemos que si S es una superficie hiperbélica cerrada, entonces su grupo
modular es infinito, y asi en particular Out(7(S)) es infinito, ver [BP92, Teorema B.4.22].

Necesitamos primero una observacién general:

Lema 5.2.5. Sea M una variedad topoldgica, con cubriente universal @ : M — M,y grupo de trans-
formaciones cubrientes T'. Si f1, fo € Homeo(M) son homotdpicas, entonces en Out(I") tenemos

que (6) = (67,).
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Demostracion. Es claro que 7 X id[g 1) es una cubriente de M x [0, 1] cuyas transformaciones cu-
brientes son el grupo {7y x idjg,1) v € I'}.Seah : M x [0,1] — M una homotopia de fjy a fo, sea
H un levantamiento de h por medio de 7.

Sea x € M. Para cada v € T existe ¢/(y) € T tal que H(y(z),0) = (v)(H(z,0)). Note
que H(y(—),t) y ¥(v)(H(—,t)) son levantamientos de h que coinciden en un punto, de donde
son iguales. En particular obtenemos que si definimos F; := H(—,j) para j = 0,1, obtenemos
que Fj es un levantamiento de f; tal que Fj oy = (7) o Fj. Por lo tanto 1) = ¢, para cada
j = 0,1,y en particular ¢, = ¢p,, de donde por la buena definiciéon de Out(M ) obtenemos que

(9,) = (04,)- O

Corolario 5.2.6. Sea M = H"/T" una variedad hiperbdlica cerrada. Suponga que f1, fo € Z(M)
son homotodpicos, entonces f1 = fo.

Demostracién. De lo anterior tenemos que (¢ ) = (¢}, ), de donde por el teorema se sigue
que f1 = fa.
O

Teorema 5.2.7. Si M™ es una variedad hiperbdlica cerrada con n > 3, entonces Z(M) es finito.

Demostracion. Consideremos el conjunto Z,,,.; (M) de todas las isometrias de M en si mismo como
espacio métrico, entonces Z(M) C Z,,¢.(M ), de hecho se puede demostrar que estas dos colecciones
son iguales para cualquier variedad riemanniana usando la funcién exponencial de la variedad, no es
necesario usar este hecho en esta demostracion.

Consideramos la métrica

d(f1, f2) = sup du (f1(2), f2(2)),

sobre el conjunto, C(M, M), de funciones continuas M — M. Entonces por el teorema de Ar-
zela-Ascoli tenemos que Z,,,¢¢(M ) es un subespacio compacto, este conjunto es claramente cerrado,
note que no es igual de trivial demostrar que Z(M) es un cerrado de este espacio, y es una familia
equicontinua porque consiste de isometrias métricas. Veamos que Z(M) es un subespacio discreto de
Limet (M), luego esto implicard que Z(M ) es finito ya que Z,,.: (M) es compacto.

Como M es compacto, por el lema del nimero de Lebesgue existe p > 0 tal que para todo

x € M labola Bys(z, p) es isométrica a una bola del mismo radio en H", de donde para cualesquiera
x,y € M tales que dps(z,y) < p, existe un dnico arco geodésico de M que vade x a y.

Sean fi1, fo € Zyne(M) tales que d(f1, f2) < p. Entonces podemos construir una homotopia
H :[0,1] x M — M que envia a (¢, ) al punto del arco geodésico que va de fi(x) a fo(x) que dista
t-dpy(fi(x), f2(x)) de fi1(z). Entonces f1 y f2 son homotdpicas, de donde por el corolario anterior
deben ser iguales. Entonces por lo dicho anteriormente concluimos que Z(M ) es finito. 0

75



Capitulo 6

Lema de Margulis y descomposicion
delgada/gruesa

Para generalizar el teorema de rigidez de Mostow a variedades hiperbdlicas completas y de volu-
men finito necesitamos una propiedad notable acerca de las variedades hiperbdlicas completas, que es
el teorema de descomposicion delgada/gruesa. Para demostrar este teorema necesitamos otro resul-
tado importante de geometria hiperbdlica que es el lema de Margulis hiperbdlico. La fuente de este
capitulo es [BP92, Capitulo D] y [Pur20, Capitulo 5].

6.1. Partes delgada y gruesa de una variedad hiperboélica y lema de
Margulis

Sea M = H"/I" una variedad hiperbélica completa. Recordemos que la proyeccién 7 : H" —
H"/T" = M es una cubriente y por lo tanto una isometria local, i.e., cada = € H" tiene una bola
abierta donde 7 es una isometria sobre su imagen, de donde si I' es un grupo no trivial, se sigue que
para todo x € H" el real

sup{d > 0: 7 [: Byn(z,d) — M es un encaje C>}
es un nimero finito real positivo.

Definicién 6.1.1. Suponga que M = H"/I" es una variedad hiperbdlica completa, con proyeccion
asociada  : H"® — H"/T, y que z € M. Sea & € 7~ !(z). El radio de inyectividad de =, el cual
denotamos injrad(x), es el real positivo dado por

2-sup{d > 0: 7 [: Byn(Z,d) — M es un encaje C*},
note que injrad(z) no depende del levantamiento de x que se elija.

Lema 6.1.2. Suponga que M = H"/T" es una variedad hiperbélica completa con proyeccion T :
H"™ — H"/T. Sea x € M y & € H" un levantamiento de x. Entonces

injrad(z) = inf{d(z, Az) : A# Id € T'}. (6.1)

Aun mads, este infimo es un minimo.
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Demostracion. Este infimo es un minimo porque la accién de I' sobre H'" es propiamente discontinua.
Elija A € T que realice este minimo. Sea r igual a este minimo. Entonces, B(&,r/2)NB(Az,r/2) #
(), ya que el punto medio entre & y AZ estd en esta interseccién, de donde como A(B(&,7/2)) =
B(Az,7/2), se sigue que 7 [: Bpn(Z,0) — M no es un encaje, y asi r > injrad(z). Si0 < 6 < r,
tendremos que B(Z,6/2)NB(A%,0/2) = () paratodo A # Id € T, 1o cual implicaque | B(Z,d/2)
es un encaje, y asi 6 < injrad(z). Por lo tanto r = injrad(z). O

Definicion 6.1.3. Sea M una variedad hiperbdlica completa, y sea € > 0. Defina la parte e-delgada
de M, la cual denotamos por M <€, como el conjunto

M= :={z € M : injrad(z) < €}.
Similarmente, la parte e-gruesa de M, la cual denotamos por M ~¢, se define por
M~€:={x € M :injrad(z) > €}.
También se definen M <€, M =€y M—¢ de manera analoga.
Observacién 6.1.4. Por el lema[6.1.2]se sigue de inmediato que tenemos las siguientes igualdades
M<“={zxe M :V]a] € m(M,z)\ {[c.]},(a) <€}, y,
M= ={zeM:3a]em(Mz)\{lc]} l(a) > €},

de donde en particular las partes € gruesa y delgada de una variedad hiperbdlica completa depende
s6lo de su métrica y su topologia.

Vamos a enunciar el lema de Margulis para variedades hiperbdlicas, el cual implicara que si M es
una variedad hiperbdlica completa y ¢ > 0 es lo suficientemente pequefio, entonces las componentes
conexas M <€ tienen una estructura sencilla.

Definicion 6.1.5. Sea G un grupo.

1. La serie central descendente de GG es una sucesion G = Gy > G > - - -, dada por G; :=
[G,G,_1] para cada ¢ > 1, donde para cualesquiera H, K < G, [H, K] es el subgrupo de G
que se genera por la coleccién {hkh™'k~' : h € H k € K}.

2. (G es nilpotente si su serie central es eventualmente trivial, i.e., si existe N € N tal que G; es
el grupo trivial para todo ¢ > V.

3. G es virtualmente nilpotente si tiene un subgrupo de indice finito que es nilpotente.

Teorema 6.1.6 (Lema de Margulis para variedades hiperbdlicas). Para cada n > 2 existe una cons-
tante €, > 0 que cumple la siguiente propiedad: Sea M = H" /T’ una variedad hiperbdlica completa
con proyeccién asociada  : H" — H"/T. Entonces para cada x € M y cada & € 7w~ (z) tenemos
que el subgrupo de I" generado por el conjunto

{A el :d(z,A%) < €.}
es virtualmente nilpotente.

Una demostracion de este teorema se puede encontrar en [BP92, Teorema D.1.1].
A €, lo llamaremos constante de Margulis de dimension 7.
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6.2. Descomposicion delgada/gruesa

Vamos a hacer la descripcién de las variedades sencillas en las cuales se descompone M =€ para
e > 0 lo suficientemente pequefio y M una variedad hiperbdlica completa. Primero necesitamos
algunos preliminares.

Lema 6.2.1. Suponga que g es una isometria parabdlica de I que fija a co. Entonces g es de la
forma (x,5) — (¢(x), s), donde ¢ es una isometria de R,

Demostracion. Como g es una isometria parabélica de II">" que fija a oo se sigue, por el lema(l.1.12}

que g es de la forma z — A (1(? (1)) x + b para algunos R € O(n — 1), A > 0y b € R*! x {0}.

Luego la matriz A (10% (1]

) — I, es de la forma

AR — I, 0
0 A—1/)"
Queremos ver que A = 1. Suponga que no. Luego AR — I, debe ser invertible, de otra manera
existirfa € R"~! no nulo tal que ARz = z, lo cual contradiria que R € O(n — 1), de donde como
A —1 # 0, la ecuaciéon ARz + b = x tiene una solucién en R"~! x {0}, y g no es entonces una
isometria parabdlica. Contradiccion. Por lo tanto A = 1. b # 0, ya que de otra manera g fijarfa a 0
](;2 (1) x+bparaalgunos R € O(n—1)yb € R" 1 x {0}
no nulo, y por lo tanto es de la forma indicada en el lema. O

también, de donde g es de la forma x —

Notacion 6.2.2. Suponga que M = H" /T es una variedad hiperbdlica completa. Suponga que G <
I'.Si A C H", diremos que A/G = A /I si tenemos que para todo =,y € A

Iy el(y(z) =y) & Iy € G(y(z) =y).

Definicion 6.2.3. Sea M = H"/I" una variedad hiperbdlica completa. Una cispide de M es una
subvariedad de la forma B/T", donde B es una horobola centrada en un punto v € JH" tal que
B/T' = B/T',, donde T',, es el subgrupo de I" generado por todos los elementos parabélicos de I' que
fijan a v.

Note que si B/I" es una cispide de la variedad hiperbdlica completa H" /I", entonces podemos
suponer sin pérdida de generalidad que B es una horobola centrada en co, de donde por el lema
anterior tenemos que B/T" es homeomorfa a (S/T'w) x (0,00), donde S = 0B.

Teorema 6.2.4. Sea M" una variedad hiperbdlica completa de volumen finito. Entonces para todo
e > 0 tenemos que M=¢ es compacto.

Demostracion. Suponga que M = H" /T, con proyeccién cubriente asociada 7 : H"™ — H"/T".

No es dificil ver por la definicién de la funcién injrad que M =€ es cerrado, note que M =€ es
la coleccion de los x € M tales que si & es un levantamiento de x, m [ B(Z,€/2) es un encaje.
Entonces basta ver que también es acotado, ya que M es completa.

Como M=¢ = {z € M : injrad(z) > €}, tenemos que si z € M=¢, la bola Bys(z,€/4) es
isométrica a una bola de H" de radio €/4, ya que como 7 [: Bpn(Z,¢/4) — M es un encaje, en
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particular es una isometria sobre su imagen ya que 7 es una isometria local, de donde para x € M=¢
el real positivo Vol(By;(x, €/4)) es una constante V.

Sea S un subconjunto contable denso de M=¢. Considere el conjunto
M= {Y - S : dM(Sl,SQ) > 6,V81,82 S Y}

Entonces M estd parcialmente ordenado por inclusién, de donde como S es contable, podemos cons-
truir por induccién sobre S un elemento Yy € M que sea maximal. Como las bolas

{Bum(s,€e/4) : s € Yy}
son disyuntas entre si, se sigue que

1(M
#YOSVO‘(/)<OO

La condicién de maximalidad de Yj y el hecho de que S es denso implica que
M= C U{BM(s,e) :s €Yyt

y por lo tanto M =€ es acotado. O

Lema 6.2.5. Suponga que 1, » € Z(H™) no son isometrias elipticas y conmutan entre si. Entonces
1 es una isometria loxodromica(parabdlica) si y solo si ¢ también lo es. Aun mds, fijan los mismos
puntos de OH".

Demostracion. Suponga que 1) es una isometria loxodrémica y que fija a los dos puntos v, w € OH".
Entonces como 1) y ¢ conmutan, es facil ver que 1) también fija a los puntos ¢(v), ¢(w), con lo que
{p(v), p(w)} = {v,w}. Se debe tener que ¢(v) = vy ¢(w) = w, ya que de otra manera ¢ fijaria un
punto de la geodésica maximal que va de v a w, y ¢ seria una isometria eliptica.

Si ¢ es una isometria parabdlica, ¢ también debe serlo ya que como no es una isometria eliptica
en otro caso tendriamos que seria una isometria loxodrémica, y por lo anterior esto implicaria que v
fuera una isometria loxodrémica. Que ¢ y ¢ fijan los mismos puntos de JH" sale como en el caso
anterior. O

Lema 6.2.6. Sea G un subgrupo no trivial de Z(H") sin isometrias elipticas, virtualmente nilpotente
y que actiia de manera propiamente discontinua sobre H"™. Entonces o G se genera por una isometria

loxodromica 'y G = 7, o G consiste de isometrias parabdlicas que fijan todas a un mismo punto de
OH™.

Demostracion. Sea H un subgrupo nilpotente de GG de indice finito. Al ser H nilpotente, tiene centro
no trivial, de donde todos los elementos no triviales de H son isometrias parabdlicas que fijan a un
punto en OH" o todos fijan a una geodésica maximal de H". Si v € G, existe k € Z \ {0} tal que
v* € H.Hay dos casos.

1. Si H consiste de isometrias parabélicas que fijan el mismo punto, tenemos que como v* € H
y vy ¥ conmutan, entonces v es una isometria parabélica que fija el mismo punto que fijan
todos los elementos de H.

79



2. Si todos los elementos de H son isometrias loxodromicas que fijan la misma geodésica maxi-
mal, como v* € H y 7* y ~ conmutan, ~ debe fijar la misma geodésica maximal, de donde
como G no es trivial y actia de manera propiamente discontinua y libre sobre una geodésica
maximal, entonces G = 7Z, ya que las geodésicas maximales de H" son isométricas a R, y Z
es el tinico grupo que actia de manera libre y propiamente discontinua sobre R.

O]

Teorema 6.2.7. Suponga que M™ = H" /T es una variedad hiperbdlica completa, con funcion cu-
briente 7 : H" — H"/T. Si 0 < € < €,; donde €, es la constante de Margulis de dimension n,
entonces las componentes conexas de M <€ consisten de vecindades tubulares de lazos geodésicos de
longitud < €, o de ciispides.

Idea de la demostracion: La idea de la demostracion de este hecho se toma de la demostracion de
esta afirmacion dada en [BP92, Teorema D.3.3].

Seaz € M<“yseaZ € m !(z). Porel lema tenemos que el grupo I'c(Z) es no trivial. I'(Z)
es virtualmente nilpotente por el lema de Margulis, ya que es subgrupo de ', (Z). Hay dos casos por

el lema

Si T, (%) es infinito ciclico generado por una isometria loxodrémica -y, podemos suponer que en
el modelo I fija al origen y a co. Sea I'¢ el subgrupo de I" de elementos que fijan a 0 y a oo.
Entonces como I'y actia de manera propiamente discontinua sobre la geodésica que va del origen a
00, I'g es infinito ciclico generada por una isometria loxodrémica g, de donde como v € I'g, se sigue
-y es una potencia de ~g.

Considere el conjunto
N:={y eI : 3k € Z\ {0},d(y,7"(y)) < ¢},

entonces es facil ver que IV es una vecindad tubular de la geodésica que va del origen a oo y que
Z € N. Luego se demuestra que si g € T" es tal que g(N) N N # (), entonces g € I'y. Esto implica,
ya que toda una isometria loxodromica que fija al origen y a co es la extensién de una rotacion de
R~ x {0} que

m(N) = N/Ty.
Luego se demuestra, usando esta igualdad, que 7(V) es una vecindad del lazo geodésico 7((0, c0)),
esto no es trivial. Es claro que = € TI(N), y es fécil ver que II(N) C M <€,

Ahora suponga que I'c(Z) consiste de la identidad y de isometrias parabdlicas que fijan todas al
mismo punto de H". Podemos suponer en I que este punto es oo. Se considera al subgrupo, ',
de todos los elementos parabdlicos de I' que fijan a co. Se considera el conjunto

N ={yell™" :3yeTly\{id},d(y,v(y)) < €},

se demuestra que N es una horobola, y que si g € T, entonces g(N) NN # () siy s6losi g € T'.
Esto implica que
m(N) = N/I's.

Es claro entonces que (V) es una cdspide de M <€ que contiene a . U

De este ultimo argumento obtenemos lo siguiente:
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Proposicion 6.2.8. Sea M = H"/I" una variedad hiperbdlica completa con proyeccion  : H" —
H" /T. Entonces para todo 0 < € < €,y tenemos que 7~ (M <) es una union disyunta de horobolas.

Demostracion. Sea B una horobola de H™ tal que B/T" es una cispide de M <. Sea v € OH" el
centro de B. Entonces por la idea de la demostracién del teorema tenemos que si x € B,
entonces existe una isometria parabdlica A € T" que fija a v y d(Az,z) < €, que cualquier otro
elemento de I" que haga lo mismo debe ser una isometria parabdlica que fije a v, de donde si B’ es
otra horobola tal que B’/T" es una cispide M <€, luego como B’ # B, tienen centros diferentes, y
entonces B N B’ = (), ya que de otra manera existiria x en esta interseccion y cualquier elemento
A € T tal que d(Az,x) < € debe fijar tanto el centro de B como el centro de B’ y debe ser una
isometria parabdlica, lo cual es una contradiccidn. O

De todo lo anterior obtenemos lo siguiente:

Corolario 6.2.9. Sea M = H"/T" una variedad hiperbdlica completa de volumen finito. Entonces
existe un 0 < ep; < €, tal que M <M consiste sélo de ciispides. Esto sucede también para todos los
0<e<epy.

Demostracion. Las fronteras de las vecindades tubulares de los lazos geodésicos que estan conteni-
das en M <" son componentes conexas de la variedad compacta M~=¢ = 9M=¢, de donde hay un
nimero finito de tales vecindades, y podemos tomar e¢3; > 0 que sea menor que las longitudes de los
lazos geodésicos asociadas a las vecindades tubulares, y asi obtendremos que M <M consiste s6lo de
cuspides. O

Corolario 6.2.10. Sean 0 < € < e < €ys. Entonces MZ€ es un retracto por deformacion de M 2y
de M. Aun mds, M~¢ es homeomorfo a M.

Demostracion. Suponga que M = H"/T. Que M =€ es retracto por deformacién sale de inmediato
del hecho de que si IV es una ctspide de la forma B/T, entonces existe un homeomorfismo entre N
y (S/T'y) x [0,00), que envia a la frontera de N en (S/T",) x {0}, donde v es el centro de la horobola
B,y S=0B.

Que M =€ es un retracto por deformacién de M 2¢ sale de que si B es una horobola centrada en un
punto v € OH™ de manera que B/T es una cispide y una componente conexa de M <€, entonces existe
otra horobola B’ centrada v contenida en B de manera que B’/T es una cdspide y una componente
conexa de M<¢, esto se puede ver en el modelo II"™>" suponiendo que v = oo : si (z,t) € B, existe
A e I'tal que dppn+ ((z,1), A(z,t)) < €, luego existe un s > ¢ lo suficientemente grande de manera
que din+ ((z,8), A(x, s)) < €, esto sale de la forma de dyn,+ dada en la proposicion de
donde (z,s) € 71 (M <) N7~ (M <), de donde por la proposicién se sigue que existe una
horobola B’ centrada en oo tal que B’/T" es una cispide y una componente conexa de M <, O

Corolario 6.2.11. Si M es una variedad hiperbdlica completa y de volumen finito, entonces M es
homeomorfa al interior de una variedad topologica compacta cuya frontera consiste de variedades
euclidianas cerradas.

Demostracion. Si0 < e < epr, M=€ es una variedad compacta de la cual M€ es su interior, y esta
Ultima variedad es homeomorfa a M.

Las fronteras de M =€ son las fronteras de las cdspides de M <€, las cuales son de la forma S/T", =
S/T, donde S es una esfera centrada en un punto v de 9H", y I';, es un grupo generado por isometrias
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parabdlicas que fijan a v, de donde por la proposicion [1.1.35[y el lema m tenemos que S/I';, es
una variedad euclidiana ya que I",, consiste de isometrias de .S, y .S hereda una estructura de variedad
euclidiana de la métrica de H". O

Por dltimo necesitamos el siguiente concepto:

Definicion 6.2.12. Sea M una variedad hiperbdlica completa y de volumen finito. Entonces si 0 <
€ < e, recordemos que M=€ es una variedad compacta cuyo interior es homeomorfo a M, y
que M <€ sélo consiste de cuspides. Definimos al nimero de cispides de M como la cantidad de
componentes conexas de M <€, para algin 0 < € < €.

Note que este niimero es finito porque M =€ es compacta, y ademds estd bien definido ya que este
nimero es simplemente la cantidad de componentes conexas de la variedad compacta de la cual M
es interior.

También note que si M = H"/T" es una variedad hiperbélica compacta de volumen que tenga
s6lo una cuspide, entonces la accion de I' sobre los puntos ctspides de este grupo es transitiva, ya que
para todo punto cdspide v existe una horobola B centrada en v tal que B/T,, = B/T es igual a M <¢.
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Capitulo 7

El teorema de rigidez de Mostow para
variedades hiperbodlicas completas y de
volumen finito

En este capitulo daremos una demostracion del siguiente teorema:

Teorema 7.0.1 (Teorema de Rigidez de Mostow para Variedades Hiperbdlicas Completas y de Vo-
lumen Finito). Sean M y My dos variedades sin frontera, hiperbdlicas, conexas, orientadas, com-
pletas, de volumen finito, y ambas de dimension > 3. Entonces si los grupos fundamentales de estas
variedades son isomorfos, las variedades son isométricas.

La demostracién se hard adaptando los pasos del caso cerrado junto con los resultados que vimos
en el capitulo anterior.

Este teorema lo demostré Marden en 1974, [Mar74], en el caso de dimensién 3, y un afio antes
Prasad, [Pra73|], demostré un resultado mucho mas general que implica el teorema anterior en todas
las dimensiones > 3.

El paso principal del argumento que se da en este capitulo para demostrar el teorema anterior es
demostrar que si M es una variedad hiperbélica completa, y M es una variedad compacta de la cual
M es su interior, entonces el volumen de M es proporcional a la norma de Gromov de M. Este hecho
aparece en [Thu+80, Teorema 6.5.4] y se demuestra de una manera diferente, sin embargo, usaremos
algunas ideas de esta demostracion.

Otra idea importante que usamos es el argumento dado en [Tuk85l Lema 3.4], que ya usamos en
el capitulo 2, para demostrar que si H" /T'; son variedades hiperbélicas completas y de volumen finito
para j = 1,2, tales que existe un isomorfismo I'y — I', entonces existe una pseudoisometria que lo
induce.

7.1. Pseudoisometrias

El primer paso para demostrar el teorema de rigidez de Mostow en el caso abierto es obtener una
pseudoisometria H" — H" inducida por un isomorfismo 71 (M) — m1(M2). El siguiente resultado
lo demostraremos, mds adelante, usando ideas de [[Tuk85, Lema 3.4]:
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Proposicion 7.1.1. Sean My y M, dos variedades hiperbdlicas orientadas, completas y de volumen

finito, con M; = H"/T'; para j = 1,2. Si existe un isomorfismo I'y i) [y, entonces existe una
pseudoisometria H" g H"™ que lo induce.

Recordemos que v sea una pseudoisometria significa que se cumplen las siguientes desigualda-
des:

(), 00)) 2 < dlavy) < d(D(a), 6(w), Yoy €

donde ¢, ¢ > 0 son constantes. También recordemos que si My = H"/T'; y My = H"/T'y, entonces
que 1 induzca a ¢ significa que 1 (g(x)) = ¢(g)(¥(x)) paratodo g € I'1 y = € H".

Antes de empezar la demostracion del teorema debemos hacer un andlisis de las cispides de las
variedades hiperbdlicas, completas y de volumen finito.

Definicion 7.1.2. Sea I' un subgrupo de Z(H") que actie sobre H™ de manera libre y propiamente
discontinua, luego M := H" /T es una variedad hiperbdlica completa, con proyeccion asociada 7 :
H™ — H"/I". Decimos que v € JH" es un punto cispide de I" si existe una horobola B centrada en
v de manera que B/T" es una cispide de M.

Ahora queremos demostrar que si H" /Ty y H"/T's son variedades hiperbdlicas completas tales

. . ¢ . . - L
que existe un isomorfismo I'y — I'9, entonces existe una biyeccién entre los puntos cispides de I';
y I's que se puede describir geométricamente usando a ¢. Para definir esta biyeccion necesitamos el
primer teorema de Bieberbach:

Recordemos que hay un isomorfismo entre Z(IR™) y el producto semidirecto O(n) x R".

Teorema 7.1.3 (Primer teorema de Bieberbach). Sea I' un subgrupo de Z(R™) que actiia de manera
libre y propiamente discontinua sobre R"™, y es tal que R™ /T" es compacto. Entonces T'N ({I,,} x R™)
es isomorfo a Z'" y es un subgrupo de G de indice finito.

Una demostracién de este teorema se encuentra en las primeras paginas del texto [Szc12].

Sea n > 3. Suponga que M = H"/T" es un variedad hiperbdlica completa de volumen finito.
Si v es un punto cuspide de I', considere el subgrupo I', de I' generado por todos los elementos
parabdlicos de I que fijan a v, note que I';, es no trivial por la definicién de cispide hiperbdlica y de
punto cispide. En el modelo IT"™" podemos suponer que v = oo, luego I, actiia de manera libre y
propiamente discontinua sobre R~ x {0} por medio de isometrias euclidianas, y R" ! x {0} /T
es compacto, recuerde la demostracién del corolario de donde este grupo tiene un subgrupo
de indice finito isomorfo a Z"~! por el primer teorema de Bieberbach. Aun mis, I',, es un subgrupo
virtualmente abeliano maximal de I', ya que si estuviera encajado en otro subgrupo virtualmente
abeliano, todos los elementos de este grupo fijarian a v por el lema Note que como n > 3,
entonces GG no puede ser isomorfo a Z.

De manera reciproca suponga que GG es un subgrupo de I' virtualmente abeliano maximal no
isomorfo a Z. Entonces por el lemal[6.2.6se sigue que G debe consistir de isometrias parabdlicas que
fijan todas a un mismo punto vg € JH", ya que n > 3,y por lo tanto hay una horobola centrada en
ve tal que B/T = B/T, es una cispide de M <€, por la demostracién del teorema de donde
si Cr es la coleccion de puntos cispides de I' y Ar es la coleccion de subgrupos de G virtualmente
abelianos maximales no isomorfos a Z, obtenemos de lo anterior dos funciones

Cr—>.Ar Ar—)Cr
v Ty G — vg,
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las cuales son inversas entre si. De lo anterior, el siguiente hecho sale de inmediato:

Proposicion 7.1.4. Sea n > 3. Sean M; = H"/T'; para j = 1,2 variedades hiperbdlicas completas
y de volumen finito. Suponga que existe un isomorfismo de grupos I'y £> T's. Considere la funcion

Cr, i) Cr, tal que a cada punto cuspide v de I'; se le asigna el iinico punto fijo de OH" del subgrupo
#((T'1)v) € Ar, de T'y. Entonces esta funcion es una biyeccion.

Observacién 7.1.5. Note que la funcién ¢ cumple por construccién que ¢((I'1),) = (I') $(v) Para
todo v € Cr,.

Note que esta proposicion es falsa en dimension n = 2: los grupos fundamentales del toro aguje-
rado y del pantalén hiperbdlico son isomorfos a Z * Z, sin embargo la accion asociada de este grupo
sobre los puntos cuspides del toro agujerado es transitiva, mientras que la accién correspondiente
sobre los puntos del pantalon hiperbdlico tiene tres drbitas.

Demostracion de la proposicion ' Si; : H* — H"/T'; son las proyecciones, tendremos por
la proposiciénque para algin 0 < € < ey, , €, las variedades ; (M) y 75 ' (M) son la
unién disyunta

U{Bv NS C(Fl)}, y

WUy :w e C(T9)},

respectivamente, donde cada B, y U,, es la horobola maximal centrada en v y w, respectivamente,
contenidas en 7, (M=) y 7, ' (M) respectivamente, es decir, estas horobolas son las componen-
tes conexas de cada uno de estos espacios respectivos.

Tenemos que estas horobolas cumplen las siguientes propiedades para v € Cr, y w € Cr,:
1) Byto) = 9(Bo) (Ug(uy = 9(Uw)). paratodo g € T (g € Ta);
2.) Las familias {B, : v € Cr, } y {Uy : w € Cr, } constan de elementos disyuntos entre si;
3) By,/Gy = B,/T1yUy, /Gy = Uy /Te.

1.) vale ya que m(MZSG) es invariante bajo I';. 2.) vale por la eleccion de € y la proposicion m
Finalmente 3.) vale por la segunda parte de la demostracién del teorema

Sean Hy := 7wy H(MZ%) = H* \ n] L (M) y Hy := 75 *(M5). Entonces la frontera de H; es la
unién de las horoesferas S, que se definen como las fronteras de cada B, v € Cr,, 0H> es la unién
de las horoesferas T, := 0U,, cuando w recorre Cr,.

Paso 1. Construccion de la pseudoisometria

Sea 1" una triangulacién C'*° de Ml26 que se restringe a una triangulacién de E)Mlze. Como la
funcién 7; : H® — M es una cubriente, se sigue que 7" se levanta a una triangulacién, K, C*°
de Hy = m 1(M126). Entonces K es una triangulacion I'y-invariante de H;. Sea K’ la subdivisién
baricéntrica de K. Usando K’ construiremos una funcién Fy : H; — H" de la siguiente manera.
Primero definimos F} en los vértices de K’. Fijemos D un dominio fundamental de la accién de I';
sobre H™. Primero definimos Fj en los vértices de K’ que estdn contenidos en D, esto lo podemos
hacer de manera arbitraria pero vamos a tener en cuenta las condiciones x € S, si y s6lo si Fi(x) €
Ty Yy 1 (9(x)) = ¢(g9)(Fi(z)). Como todos los vértices de K’ son translaciones de los vértices
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de K’ contenidos en D por medio de elementos de 'y, podemos definir F} en estos puntos mediante
Fi(g(z)) = ¢(g)(Fi(z)) para todo g € T'y, para los vértices x de K’ contenidos en D, de donde F7,
como se ha definido hasta ahora en los vértices de K’, induce a ¢, esto estd bien definido porque la
accion de I'; sobre H" es libre.

Ahora extenderemos F a cada o € K’ tal que 0 C dH;. Recuerde que cada T}, con la métrica
que hereda de H" es isométrica, salvo miiltiplo, a R”~! con su métrica usual, y que cada (I's),, actda
por medio de isometrias sobre T;,. En particular T, tiene una estructura afin. Sea o € K’ contenido
en OH;. Como o es un simplejo, o tiene una estructura afin asociada, al ser un simplejo de R™+1.
Como o C 0Hy, existe v € Cr, tal que 0 C S,,. Como Té(v) también tiene una estructura afin y Fy
estd definida en los vértices de este simplejo y la imagen bajo F de estos vértices estd contenida en
T B(v) POT construccion, podemos entonces extender £ a una funcion afin o — 77, usando las dos
estructuras afines de estos dos espacios. Esta nueva extension de £} a todo OH1 induce a ¢ ya que
K’ es I'y-invariante, y ademds si v € Cr, y g € I'1, tendremos que ¢(g) se restringe a una isometria
de Té(v) sobre Té(gu)’ y en particular respeta las estructuras afines, de donde como F} restringida a
los vértices de K’ induce a ¢, se sigue entonces que la nueva extension de F; también induce a ¢ en
0H;.

Finalmente, extendemos F} a todos los demés o € K’ por induccién sobre dim(o). Sea o € K’
que no esta contenido en dH1. Como estamos tomando la subdivisién baricéntrica de K, existe un
vértice a de o que no esta contenido en 0 H . Por la suposicion inductiva tenemos que ya se ha definido
F1 en o', donde o’ es la cara de o opuesta a a. Para cada x € o\ ¢, sea s, la linea en la estructura afin
de o que va de a a un punto de ¢’ y que pasa por el punto x. Entonces definimos a F; | s, como la
funcién afin que va de s, a la geodésica hiperbdlica [F;(x), Fy(a)] tal que = — Fi(z)y a — Fi(a).
Continuando con la induccién de esta manera podemos extender F7 a todo Hy = m] 1(Mlze). Note
que F} induce a ¢ en H; ya que F} ya inducia a ¢ en los elementos de K’ contenidos en la frontera
de H; y en los vértices de K, y dado que la extension se construye usando la estructura afin de H" y
que cada ¢(g) es una isometria de H". Note que la construccion se hizo de manera que

F1(SU) - T(Z)(v),VU S CF1 (7.1)

Note que podemos tomar un subconjunto finito de Cr,, {v1, . . ., v, } tal que todo elemento de Cr,
es un trasladado de un elemento de I'; por un elemento de este subconjunto, y que este subconjunto
sea minimal con esta propiedad, esto se puede hacer ya que una variedad hiperbdlica completa de
volumen finito tiene un niimero finito de cispides, entonces basta tomar los centros de las horobolas
de una coleccion de preimagenes de todas las cispides de M cuyo cardinal sea el niimero de ctispides
de M.

En el modelo IT™™", para cada i = 1,...,m elija isometrias «; y 3; de este modelo de manera
que ;i (Sy,) = R x {1} = Bi(TJ)(Ui))- Luego obtenemos una funcién de R~ x {1} en si mismo
dada por

¢i = (BioFroa; ') R x {1}.
Extendemos Fj atodo B,,, paracada¢ = 1,...,m, 3; 0 Fj o oz;l en R 1 x [1,00) que sea de la
forma (z,t) — (y,t) y que sea consistente con la definicion de F} que teniamos en Hj.

Afirmamos que F definida asi induce a ¢ [ (I'1),, en B,,, paracada ¢ = 1,..., m. Podemos
suponer por la construccién que v; = oo 'y que By, = R"! x [1,00) = U $(v;)» de donde [y viene
dada por (z,t) — (Fi(x,1),t) en R" "1 x[1, 00). Esta funcién induce a ¢ | (T'y),, en R "1 x [1, 00),
ya que primero F} como la hemos construido de antes induce a ¢ | (I'1),, en S, ya que F induce a ¢
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entodo H; y ademas (I'1),, y (I'2) $(uy) EStAN compuestas de isometrias parabdlicas que fijan a oo y asi

no mueven la dltima componente de los puntos de R"~! x [1, 00), y dado que (I'z) o) = d((T'1)w;)
por la observacién|/.1.

Finalmente, extendemos F a todo H" al definir F en cada B,, con v € Cpr,, como sigue.

Sea v € C(I'1), entonces existe un unico ¢ = 1,...,m y una tnica clase lateral g(I'y),, tales que
v = g(v;), y asi podemos definir F; en B,, por
Fi(g(z)) == ¢(g)(F1(x)), Vo € By, (7.2)

Esto esta bien definido ya que F; induce a ¢ | (I'1),, en B,, como ya vimos. Esta observacion
también implica de inmediato que esta construccion de F induce a ¢ en todo U{B, : v € Cr, }, de
donde como

H" = my H(M7) Uy (M)

— 7Y (MEY U U{Bv ve Oy}, (7:3)

juntando todos los pasos anteriores obtenemos una funcién F; : H® — H” que induce a ¢.

Paso 2. F es Lipschitz en 7y (M)

Note que como la triangulacién K con la que se construyé Fy | m; ! (M126) es I';-invariante, se
sigue que si D es un dominio fundamental con respecto a la cubriente 7; : H" — H" /T, entonces
para todo elemento o € K existe 0’ € K contenido en D y g € T'; tales que g(¢’) = o. Sin
embargo, es fécil ver de la construccion de cada F; | o con o € K’, que cada una de estas funciones
es Lipschitz, ya que K es una triangulacion C* y F; [: ¢ — H" es afin H" de donde cada I | o
con g € K es C*,y en particular Lipschitz ya que o es compacto, y asi como hay un ndmero finito
de elementos de K contenidos en D y todos los elementos de K son trasladados bajo elementos de

. ., . . . — >
I'1 de estos elementos, que son isometrias, se sigue que F7 es Lipschitz en 7} 1(M £9).

Paso 3. Fy es Lipschitz en 71 ' (M)

Sea v € Cr, . Por la construccién de Fy en B, podemos suponer que v = oo, que B, = R"™1 x
(1,00) y que Fy | Boo viene dada por (z,t) — (Fi(z,1),t), note el abuso de notacion.

La métrica de II"™7 se restringe a R~ x {1} a la métrica estdndar euclidiana de R"~!, por el
teorema Ademis (T'1)s actia por medio de isometrias sobre R"~! x {1} de manera que el
cociente que se obtiene es una variedad cerrada, esto es consecuencia de la demostracion del corolario
Sea T" un dominio fundamental de la accién (') ~ R™™! x {1}. Entonces T es compacto.

Note que la funcién H : [0,1] x Ry x Ry — R dada por

arcsenh(tx)/ arcsenh(ty) sit #0
x/y de otra manera,

H(t,z,y) = {
es continua.

@)=l  NEFL(=1),6)—F1(y,1),9)]]
2Vts 2V'ts
superiormente en 7' x [1, A] por un R > 0, ya que este dltimo conjunto es compacto. Por la continuidad

de H, existe L > 0 tal que H estd acotado superiormente por L en [0, 1] x [0, R] x [0, R].

Sea A > 1 arbitrario. Tenemos que tanto estan acotadas
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Afirmamos que F} es L-Lipschitzen 7" x [1,00).

Note que 7" x (0, 00) es un dominio fundamental de la accién, de donde T' x (0, 00) es un sub-
conjunto convexo de I, y por lo tanto 7' x [1,00) es convexo.

Sean (a,t), (b,t) € T x [1,00). Como el arco geodésico entre estos dos puntos estd contenido
enT X [1,00), podemos suponer sin pérdida de generalidad que |t — s| < A\ — 1, al dividir este arco
geodésico en pedazos lo suficientemente cortos. Podemos tomar hy, hy € [1, )] tales que h; < t,

he < sy |t — s| = |h1 — hg|. Tendremos entonces
d((a,s),(b,t)) 2 arcsenh (%&gﬂ”)
d(Fi(a,s), F1(b,1))  2arcsenh (||(F1(ayl),z)J$F1(b,l),t)H)
B arcsenh (W)
~ arcsenh (H(Fl(“’l)’h;)\;gwl(bvl)vhz)\l)
B arcsenh (”(“2’;"’/)]:1(:;”\ \/\i}? > <
* arcsenh ("(Fl(“’l)’gi/);l(fil(bvl)vhz)\l \/\i;?) =

donde la dltima igualdad salen de la construccién de Ry de L ya que v/st/v/h1hs > 1. Por lo tanto
F} es Lipschitz en todo T' X [1, 00).
Como T x [1,00) es un dominio fundamental de la accién (I'1)oe ~ R ™! x [1,00) = By, se
sigue que como F} induce a ¢, entonces F} es Lipschitz en todo R~ x {1} = B, = B,.
Finalmente tomamos L > 0 lo suficientemente grande de manera que F sea L-Lipschitz en las
horobolas B, , ..., B,, . Luego de la construccién de F} se sigue que F7 es L-Lipschitz en B, para
todo v € Cr,.

Paso 4. F| es una pseudoisometria.

Juntando los pasos anteriores se sigue que Fj es Lipschitz.

Usando los pasos anteriores obtenemos también una funcién F, : H® — H" que induce a ¢! y
que es Lipschitz.

Como 7, 1(M126) JT = Ml26 es compacto y F5 o F} induce a la funcién identidad de I'y, obte-
nemos entonces que existe R > 0 tal que d(F3 o Fi(z),z) < R para todo x € Wl_l(Mlzg). Por la
construccién de Fy y Fj se sigue que para cada v € C(I'1) tenemos que F5 o F} envia a B, en si
mismo, y si z € S, entonces por las construcciones de F; y F5 tendremos que Fho Fy | [z, v) es una
isometria sobre [Fyo Fj(x), v), de donde como d(Fro Fi(x),z) < R paratodo x € S,, si suponemos
sin pérdida de generalidad que v = oo en el modelo I obtendremos por la proposiciénque
d(Fy o Fi(y),y) < Rparatodo y € [z,v), de donde por obtenemos

d(Fyo Fy(x),z) < R,Vx € H".

Como Fj y F» son Lipschitz, de esta dltima observacién obtenemos de la demostracion de la
proposicién [2.1.3|que F} es una pseudoisometria. O

Es facil ver de la construccién de la pseudoisometria anterior que tenemos lo siguiente:
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Corolario 7.1.6. Dado un € > 0 lo suficientemente pequerio, existe 6. > 0 de manera que la restric-

. . ., - >ey . . ; .. > >6.
cion de la pseudosisometria Fy a w; ' (M[) induce una equivalencia homotdpica My — M2—6 .
En particular My y Mo son homotdpicas.

Idea de la demostracion: Esto sale porque tanto F; como F5 se construyeron con la condicién
, de que para 0 < € << 1 tenemos que 7, 1(M1<E) consiste de horobolas disyuntas, y de que
F1 o F; induce a la identidad de T', y con esto se puede construir una homotopia entre idﬂ,l—l( Mze) Y
F1 o) F2.

Que M; y M> son homotdpicamente equivalentes sale de si € > 0 es lo suficientemente pequeiio
también tendremos que 0 < J, serd muy pequefio, y por lo tanto M serd homotépicamente equiva-
lente a M 126 y M> serd homotdpicamente equivalente a M2265. ([l

Como ya sabemos del capitulo 2 tenemos que esta pseudoisometria se extiende a una funcién
continua H"™* — H".

7.2. Norma de Gromov de variedades hiperboélicas completas y de vo-
lumen finito

Sea M"™ una variedad hiperbélica, orientada, completa y de volumen finito. Por el corolario[6.2.10]
tenemos que para 0 < € < €j7, M es homeomorfo a M~¢, de donde como M~¢ es el interior de
la n-variedad M=¢, obtenemos que M es el interior de una n—variedad M. Note que como M es
orientada y M = MZ¢, M también es orientada y compacta, de donde por lo visto en el capitulo 4
M tiene norma de Gromov. El objetivo de esta seccidn es demostrar la siguiente igualdad

) = Y2,

Un

donde recordemos que v, es es el volumen de un simplejo ideal regular de H"™.

Esta igualdad saldrd de demostrar que un término es mayor o igual que el otro y viceversa. Como
en el caso de variedades hiperbdlicas cerradas hay una desigualdad que sale del teorema de Stokes
para integrales sobre cadenas, y de la construccién de la funcién de enderezamiento.

Recuerde la construccién de enderezamiento ¢ — ¢ dada en la definicién [4.2.3]

Construccién 7.2.1. Sea 0 < ¢ < €. Note que si ¢ € C,,(M=°) los simplejos del enderezamiento
¢ de ¢ no necesariamente estd contenido en M=¢. Sin embargo, si ¢ = ZZ a;o;, la cadena

endc(c) := Zai *(pe 0 i)

pertenece a Cy,(M=).

Lema 7.2.2. Sea M™ una variedad hiperbdlica, completa, orientada y de volumen finito, con M =
H" /T y proyeccién 7 : H" — H"/T. Sea 0 < € < €. Sea ¢ € Zp,(M=¢,0M=¢), conc =3, a;o;.
Entonces end,(c) pertenece a Z,(M=€,0MZ=€) y es homdloga a c.

Demostracion. Note que como ¢ depende sélo de e; — o(e;), tenemos que para cualquier cadena ¢
de C,,(M), d(c) = e, de donde si T es un simplejo de dc contenido en M =€ = M€, tendremos que
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como 71 (M=¢) es unién de horobolas disjuntas, entonces 7 va a estar contenido en M =¢, ya que
la envolvente convexa de los vértices de un levantamiento de 7 va a estar contenida en ! (M =€),
ya que este tltimo conjunto es convexo en H", de donde si ¢ € Z,(M=¢, M¢), entonces end,(c) €
Zn(M=¢, M).

En el lema4.2.6/demostramos que existe un CW- complejo Y, funciones homotépicas Y —> M
y un ciclo n—d1men510nal ddeYtalquecd o f =cyc og=E¢, dedonde como p. : M — M=€es
una equivalencia homotépica que es la identidad en M =€, obtenemos que ¢ y end,(c) son homélogos
en H,(M=¢, M°). O

Note que como p, es en particular una retraccion, se sigue que si ¢ es un simplejo de M, entonces

/ dv M
end¢ (o)

Similarmente a la desigualdad || M || > Vol(M) /vy, en el caso de variedades hiperbdlicas cerra-
das, tenemos el siguiente hecho:

Vol(end, (o)) =

/de’ Vol(&). (7.4)

Proposicion 7.2.3. Sea M" una variedad hiperbdlica completa, orientada y de volumen finito, la
cual es el interior de la frontera compacta M. Entonces

Vol (M)

[|M]| >
Un

Demostracion. Seac = 3", a;0; € Zn(M,0M;R) tal que [c] = [M] en H,(M,9M;R). Sea 0 <
€ < epr. Como M y M =€ son homeomorfos, y la norma de un ciclo no cambia bajo homeomorfismo,
podemos suponer que c es un ciclo relativo de (M =€, M¢). Como la forma de volumen de M=¢

la restriccion de la forma volumen de M, tenemos por la definicién de volumen de una variedad
riemanniana compacta orientada que

Vol(M=¢) = / Vol
[M>e]

= / Vol = Vol
c end¢(c)

< Z |as] Vol(end, (7))
end (o

< Z la;| Vol(a;) < Z ‘az‘vn = vnllc]|,

donde la dltima desigualdad sale del teorema- Como c fue arbitrario, se sigue que Vol(M=¢) <
|| M ||vy,. Pero 0 < € < € también fue arbitrario, de donde

VO] M

a;

Vol(M) = lim Vol(M=) < ||M|| - v,.

e—0t
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Como en el caso cerrado demostrar la otra desigualdad es mds delicado. Sin embargo se hard una
demostracién similar.

Recordemos que Z(H"™) es un grupo de Lie unimodular, i.e., tiene una medida de Haar invariante
por ambos lados. Sea 1 una medida de este tipo como en el corolario 4.2.12|Recordemos que en el

modelo D™ hemos fijado los vértices wy, ..., w, € JD™ de un tetraedro regular euclidiano, y para
cada R > 0 fijamos un elemento (ulY, ..., ul) € S(R) tal que ul* € [0, w;) para cada i.

Entonces si R > 0, recordemos que podemos poner una medida sobre el conjunto
S(R) = {(u07 s 7un) € H d(ulvuj) = R}

al fijar (ult, ... ult) € S(R)y tomar para A C S(R)

m(A) == p{6 € Z(H") : (5(ul),...,sul)) e A}.

Tenemos que M = H"/T. Sobre el conjunto I'"*! consideramos la accién I' ~ T™*! dada por
g-(90,---,9n) == (990, - - -, 9gn). Sea  := I'*1/T". También recordemos que si u, . . . , u, € H",
denotamos por oy, .. 4, la funcién afin A, — H" tal que €; — u;.

Recordemos que si M es una variedad hiperbdlica completa, entonces € es el supremo de todos
los € > 0 tales que las componentes conexas de M <€ son cuspides de M.

Vamos a construir para cada R > 0y cada 0 < € < €)7 unciclo zp € Zn(MZ€, M=¢;R).

Sea D un dominio fundamental de la accién I' ~ H" que se construye con el grupo I'. Existe una
familia { X; };en de subconjuntos cerrados de D que cumplen las siguiente propiedades:

1) D = Uen Xis

2.) Sii # j, entonces el conjunto X; N X tiene volumen cero;
3.) La familia {X; };en es localmente finita;

4) X; = int(X;);

5.) diam(X;) < d para algtin d > 0, para todo i € N.

Una coleccién con estas caracteristicas se puede construir usando una variedad hiperbdlica cerrada al
tomar una teselacion de H' con un dominio fundamental de esta variedad, y tomar los elementos de
esta teselacion cuyos interiores intersectan a D.

Para cada ¢ € N fijamos y; € int(X;).
Para cada R > 0, cadaw € Qycadaj € N1 definimos

af(w,j) == m{(uo,...,un) € S(R) : w; € vi(Xj,) parai =0,...,n}, (7.5)

donde 7 = (jo, ..., jn) € N*lyw =[(70,...,7n)], este real no negativo no depende del represen-
tante de w por la unimodularidad de la medida. Similarmente se define a(w, 7). Definimos entonces
ar(w,j) = ak(w,j) — agp(w,j). También definimos

90,7 = T2 0(v0(yjg) s (Yjn))

donde recordemos que M = H" /T con proyeccién 7 : H" — H" /T
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Sea finalmente

ZRe = Z ar(w,j) - (p€ o aw5> , (7.6)

weN
JENTH g, SMZe£0

donde recordemos que p. es un retracto M — M=¢ que viene de un retracto por deformacion, y por
la forma de las cdspides hiperbdlicas este retracto se puede tomar de manera que p.(M<¢) C M~¢,
recuerde la demostracién del corolario [6.2.10.

Vamos a demostrar que para todo 0 < € < €y y para todo R > 0 lo suficientemente grande
el ciclo 2 tiene clase no trivial en H,(M=¢, M~ R). Usaremos este hecho para demostrar la
desigualdad v, || M || < Vol(M).

Proposicion 7.2.4. Sea M una variedad hiperbélica completa, orientada, y de volumen finito. En-
tonces

Vol(M)

I < X2
n

Demostracion. La demostracion consiste en adaptar los pasos de la demostracién de la afirmacion
andloga en el caso cerrado. En la demostracion de esta proposicidn usamos algunas ideas de la de-
mostracion de [Thu+80, Teorema 6.5.4]. Tomamos 0 < € < €.

Paso 1. Para cada R > 0 existe un niimero finito de w € 0y j € N"*! tales que TO0 (o (30 )s---70 (Y5 ))

intersecta a M=¢.

Sea D un dominio fundamental de I' ~ H". Note que D N 7~ 1(M=¢) es compacto ya que
es un dominio fundamental de la accién I' ~ 7~ 1 (M =¢). Luego existe una vecindad compacta de
DNa~1(M=¢), donde injrad o7 es acotada por abajo por un positivo, tal que si ¢ € S(R) intersecta
a D N w~1(M=¢), entonces o estd contenido en esta vecindad, de donde existe una vecindad de
7~ 1(M=¢), donde injrad o estd acotado por abajo por un positivo, tal que si ¢ € S(R) intersecta a
7~ 1(M=€), entonces o estd en esta vecindad. Por lo tanto existe 0 < € < e tal que si un elemento de
S(R) intersecta a w1 (M=), entonces el simplejo estd contenido en 7~ (M=),

Suponga que w € (2 es tal que 7 o 0,7 intersecta a M =€ para algin j € N"*! Entonces
tendremos que si w = [(id,71,...,7Vn)], existe (ug,...,un) € S(R) tal que ug € X;, € Dy
u; € vj(Xi;) € (D) paraj = 1,...,n. Por la observacién del parrafo anterior tendremos que
uj € m='(MZ¢) paracada j = 1,...,n, de donde uy,...,u, € 7 (M=) son tales tales que
d(DNa Y (M2¢),u;) < Rparaj = 1,...,n con uj € v;(D N a~ (M=)). Por lo tanto si
existiera un nimero infinito de w € 2 con esta propiedad, podriamos construir una sucesion infinita
{nn}neN C I tal que

N(D N7 Y M2), R) N, [DNa~ Y (MZ)] #0,vn € N

lo cual contradiria el hecho de la accién de I" sobre H" es propiamente discontinua ya que D N
7Y (M=¢)y N(DN7=1(M=¢), R) son compactos.

Finalmente, para cada w € (2 sélo hay un nimero finito de (jo, .. ., j,) € N**! tales que 7 o 04
intersecta a M=¢, ya que paracadai = 0,...,n hay un nimero finito de j € N tales v;(X;)Nv;(D)N
7L (M=€) # 0, ya que la familia { X,, },en es localmente finita y ;(D) N 7 1(M=¢) es compacto.

Paso 2. zp . es un ciclo de Z,, (M=, M= R)
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Sivg,...ym—1 € I'e ig,...,in—1 € N son tales que T (%0 (ig )s--Vn—1(yn—1) DO intersecta a

71 (M=), entonces el simplejo p. o 7 o o yn_1) € cero en Cp (M=, M=%R), re-
cuerde que p.(M <€) C M~¢ = OM =,

Sean o, ..., Yn—1 € Ledo, ..., in—1 € Ntales que o(y(y, ).y, 1 (s, 1)) intersectaa 7 Y (M=e),
entonces el coeficiente de p. o 7 o o( en Oz €s

Y0 (Yig)see-s¥n—1(

70(%0)7--%7”*1 (yin,1 ))

n
Z(_l)n_] Z aR([VO;---77‘7'7’}/;7‘7'—}—1;---7’)/71—1]7(Z.O;---yij;i,ij-f—l;---;in))
j=0 vel'ieN

esta suma es finita por el paso anterior, y se puede demostrar como en el caso cerrado que para
7=0,...,n

Z a’sR<[fYO? .. -a’Yja%’Yj—i—l, .. 7’771—1]’ (i()? ey Zj727 ij+17 ey ZTL))
~€T,ieN 7.7)

= p{g € TP(H") : g(uf') € (Xi)VI # j} < d < o,

para s = 4, —, de donde si tomamos el elemento h € Z(H"™) que invierte la orientacién y que fija a
cada ulR con [ # j, tendremos por la invarianza de la medida p que el niimero a la derecha de es
el mismo para los dos valores s = +, —, y asi obtenemos que Jzg = 0, de donde por la construccion
de 2R ., entonces obtenemos que esta cadena es un ciclo de Z,,(M=¢, M=% R).

Paso 3. Para todo R > 0 lo suficientemente grande, a}y(w,7) - ap(w,1) = 0.

Siw = [(70---,7)] € Qyj € N"" son tales que aj;(w, j) # 0, entonces existe (ug, . .., u) €
ST(R) es tal que u; € v;(Xj,) paracadai = 0,...,n, de donde si (u,...,u,) € S(R) tiene las
mismas propiedades, se sigue que como diam(X,) < d, entonces d(u;, u,) < d para todo i, y luego
por lo hecho en el paso 3 de la demostracién del hecho andlogo en el caso cerrado, se sigue que
entonces (ug, . .., u;,) € ST(R),y por lo tanto aj(w, j) = 0.

Paso 4. Dado § > 0, entonces para todo R > (0 lo suficientemente grande tenemos que ’ fa(w 3) dv M‘ >
vy — O si ag(w,i) # 0.

Como diam(y(X;)) < d paratodo v € I' y todo i € Ny como definimos a a$,(w, t) por (7.5),
entonces podemos usar la demostracién del paso andlogo del caso cerrado junto al paso anterior para

ver que si ag(w,i) # 0, entonces )fa(w 7 de’ > v, — 0.
Paso 5. Para todo R > 0 lo suficientemente grande tenemos que si ar(w, i) # 0, entonces ag(w, i) -
fa(w,j) d'UM > 0.

La demostracidn sale del hecho de que la integral fa(w 7) Vol es positiva( 6 negativa) siy sélo si
o(w, j) preserva( 6 invierte) la orientacién si y sélo si ag(w, i) = af(w,7)(6 ap(w,i) = —agx(w,1)),
por el paso 3.

Paso 6. Si R > 0 es lo suficientemente grande, entonces fZR dvpr > 0, de donde zg  tiene clase no
trivial en H,(M=¢, M¢;R).
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Sélo hay que tomar un elemento de S(R) cuyo interior intersecte a D N7~ (M =€), el cual existe
ya que D N7~ 1(M=€) tiene interior no vacio. Esto implica que ar(w,) # 0 para algunos w € Q'y
7 € N"*1 de donde por el paso anterior se sigue que sz dvps > 0,y del teorema de Stokes para

variedades compactas con frontera obtenemos que zp . tiene clase no nula en H,, (M ze Me; R).
Paso 7. Demostracion de la desigualdad

Note que en los pasos anteriores donde dijimos que se podia tomar R lo suficientemente grande
esta eleccion era independiente de 0 < e < €,7. Luego podemos fijar Ry > 0 de manera que las
afirmaciones de los pasos anteriores valgan para todo R > Rj.

Sea 0 < € < ey Fijemos 0 < € < € de manera que si un elemento de S(R) intersecta a
7~ 1(M =€), entonces este elemento estd contenido en 7! (M=¢") como en la demostracién del paso
1. Sea entonces

tre =D {on(w]) 05 0,50 ME A0},

luego zRr e y ZR,e tienen la misma norma de Gromov, y ademas

2re =Y {an(@,7) - (po00,5) 0,50 M £0)

) - <p€/ o 0w3> to,50 M=¢ =0}
o

donde la primera igualdad sale de que si un elemento de S(R) intersecta a 7! (M=¢), estd contenido
enm ' (M=¢).Seac:= 2p o — R

Sea R > 0 lo suficientemente grande. Por el paso 6 tenemos que fZR . Volys > 0, se sigue
que como H,(MZ¢,0M=;R) = R, entonces [zpo] = (1/k)[M=¢ ,para algin £ > 0. Si
consideramos la retracciéon p de M ¢ a M€ dada en la proposicién entonces es claro que
p«(2Re) = 2R.c. Ademds p es una equivalencia homotépica, de donde p..([M=€]) = +[M=]. Por lo
tanto [M=] = £p.([M=7]) = £pu(k-[zr,¢]) = £k [2r,]. de donde ||k-zp || > [|M=<|| = || M]].

De lo anterior obtenemos de los pasos 4 y 5 que

Vol(M) > Vol(MZ¢) = / doyr = dvg
e kzp,o

:k}-/ dUM:k'/ ClUM-f—kJ'/dUM
ZR ZR,e c

R,e

(7.8)
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dvyr : o(w,j) N M=€ @} —I—k-/dUM

:k'Z{aR(wJ)'/( .
:k"Z{MR(W’j)!' /( f)de

> k- ||Zrel|(vn — 0) + k- /de > k- ||Zr||(vn — 0)

Cc

= k- |lzrell(vn = 8) = [[k - 2r.el|(vn = 6) = [[M]] - (vn, = 6)

:a(w,j)ﬁMZe#(Z)}ij‘-/de

Donde la primera desigualdad sale de que en el paso 5 se demostré que la integral de dv,; sobre
cada uno de los sumandos de zp ¢ es positiva , y la segunda desigualdad sale de que fen de(0) dupr <

fen d(o) dvyy, de donde como § > 0 fue arbitrario, obtenemos la desigualdad de la proposicion. 0

Teorema 7.2.5. Sea M una variedad hiperbolica, completa, orientada y de volumen finito, que es el
interior de una variedad compacta M, entonces

~ Vol (M)
IM]| = ——.
Un
Demostracion. Ya demostramos que ambas cantidades son mayores que o iguales a la otra. O

En particular el volumen es un invariante homotdpico entre variedades hiperbélicas completas de
volumen finito.

7.3. Conclusion de la demostracion

Recordemos que tenemos dos variedades hiperbdlicas, completas, orientadas y de volumen finito
M, = H"/T'y y My = H"/T'9, junto con un isomorfismo ¢ : I'y — T's, y que construimos una
pseudoisometria F; : H® — H" que lo inducia. También demostramos que M; y M3 son homotdpi-
camente equivalentes, de donde por el teorema[7.2.5]tendremos entonces que Vol(M7) = Vol(Mo).

Recordemos que como F) es una pseudoisometria, por lo visto en el capitulo [2 tenemos que
14 : sz . = TN =n
esta funcion se extiende a una funcion continua F; : H — H . Como en el caso cerrado vamos a
demostrar la siguiente afirmacion:

Proposicién 7.3.1. La funcién Fy envia los vértices de cualquier simplejo ideal regular en los vértices
de un simplejo ideal regular.

Demostracion. Recordemos que en el modelo D™ hemos fijado los vértices wy, . . ., w, € JD™ de un
tetraedro regular euclidiano, y para cada R > 0 fijamos un elemento (uf, ..., uf) € S(R) tal que
ull € [0, w;) para cada i.

Suposicién 7.3.2. Supongamos que F; envia a los vértices de un simplejo ideal regular a los vérti-
ces de un ideal que no es regular. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los vértices
wp, . . . , Wy, Se envian por medio de F a los vértices de un simplejo ideal que no es regular.
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Entonces existen vecindades abiertas Uy, ..., U, de wo, ..., w, respectivamente tales que para
algin 7 > 0 tenemos

Vol(0# wo).....Fi(a))) < Un =T
siz; € U; paratodo .
Fijemos para cada ¢ € N un punto y; € X;. Definimos

P = {(waj) € Q x Nn+1 : 3707 -y In € Fl tq w = [(707 s 7'771)] yFYZ(yﬁ) € UZVZ}

Paracada R > 0y e > 0 sea

cre= > an(@.]) (peoo,3),

(w.j)epP
UW730M26?§@

Usando la demostracién de la afirmacién andloga en el caso compacto, proposicién 0.1} es facil
ver que tenemos la primera igualdad del siguiente argumento: para R > 0 lo suficientemente grande,
de manera que a};(w,j) - ax(w,j) = 0y paratodow € Qy j € N*"1, tenemos

{ { s R R )
i, [l2rdll = Moy S ST 5(u) € Xy, o(uf) € 7(X,). Vi)
[(idﬂ’yl "")Wn)]GQ’jGNTH»l

o(w,))Nm=1(M2€)#£0(D

= lim pu U {6 € Z(H") : 6(ull) € X;, 0(ull) € 7i(X,),Vi}
e—0t _
717"'7’Yn€1—‘7j€Nn+1

o (w )N L (M=) 20

= U {6 € Z(H") : 6(uf’) € Xjo, 0(ui") € 7% (Xy,), Vi}
Y1y Yn €, FENTHL
o(w,j)NT—L(M=Z€)#0D,e>0

—u| U {0ez®):é(u) € D,5(uf") € %(D),Vi}
YiyeeesYn €T
= p{6 € Z(H") : 6(ul’) € D} = Vol(D) < oo

donde la segunda igualdad sale del corolario y que si (7,7),(7',7’) € T x N son distintos,
entonces el volumen de la interseccion v(X;) N~/ (Xy) es cero, la dltima igualdad sale del corolario
y la desigualdad sale de que como D es un dominio fundamental de I' ~ H", y por lo tanto
Vol(D) = Vol(M) < oo por hipétesis. Las otras igualdades salen de la regularidad de la medida p,
de donde existe o > 0 tal que lim,_,o+ ||2Rr.¢|| = a para todo R > 0 lo suficientemente grande. Con
lo que existe « tal que para todo 0 < € << 1y todo R > 0 tenemos que ||zr || < o

Por la proposicién 4.2.23| tenemos que existen vecindades V; de cada w; tales que para todo
x,y € H" tales que = € V; y dyn(z,y) < d tenemos que y € U;. Usando uno de los argumentos
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dados en la demostracién de la afirmacion obtenemos la primera igualdad de la siguiente
ecuacion:
' = 1 B - 5B € (X, Vi
i [len.|| = lim, > ) pld € T(H") : §(uk) € 4(X;,), i}
w=[(70--yYn)]€Q,jENNFT
’yi(yji)eUivi,U((U,j)ﬂﬂ'_l(Mze)#@

= B U {5 € T(Y) - 5(uf!) € 3(X;), Vi)
e—0t B
[(707---7’77L)]€Q7j€Nn+1
'Yi(yji)EUiVZ‘,U(wh;)ﬂﬂ'*l(MZe)?é@
=n U {6 € Z(H™) : 6(uf) € 4(X;,), Vi

[(Y0,-+¥n )| €Q,FENTT1
vi(y4; )€UV
= p{d € Z(H") : Fno,--,m €T, 3j € N, 0(u) € 7i(X50), vilys,) € Ui}
> p{6 € Z(H") : 6(u") € ViVi}

donde 1la dltima igualdad sale de la construccién de las vecindades V; y de que diam(X;) < d para
todo ¢ € N. De la demostracién de la afirmacién sabemos entonces que existe 3 > 0 que es
cota inferior de la dltima ecuacién para todo R > 0 lo suficientemente grande, de donde para todo
0 < e << 1lytodo R > 0 lo suficientemente grande tenemos que ||cg || > [.

Vamos a usar estas cotas para llegar a una contradiccion de la suposicion Sea 0 < elo
suficientemente pequefo. Por el corolario sabemos que Fj induce una equivalencia homotopica
> >
fi: M7 — Mg‘sﬂ Es claro entonces que

endy, (p*(zR,e)) = Z aR(W,j) - (ps, om2 0 U(Fl("/O(yjo),...,Fl("/n(yjn))7
(w,])EQxN+1
o (w,))NMZ 40
por la construccion de p y la definicion de la cadena zp . Por la demostracién la proposicion [7.2.4]
tenemos que existe k > 0 tal que k[zp (] = [M{] paratodo R > 0 lo suficientemente grande. Como f;
es una equivalencia homotGpica, por el lema[7.2.2]obtenemos que para todo R > 0 lo suficientemente
grande

+(1/k)[M5] = (1/k)p.([MF<)) = pa([2r,e]) = [ends, (p«(2r.0)));
de donde

/ doss, = (1/k) /[Mx dorg, = (1/k) Vol(MZ)

ZR,e 1 }

/ dvy, = (1/k)/ dvg, = £(1/k) Vol(M5%),
ends, (p+(2r.c)) +[M5 0]

y del corolario y como Vol(M;) = Vol(Ma) por el teorema(7.2.5] obtenemos que como de — 0
cuando € — 07, se sigue entonces que

lim dvpr, = (1/k) Vol(My) = (1/k) Vol(M3) = + lim dvp, -
07 Jone €207 Jends, (pe(2n.0))
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de la desigualdad (7.8) y del teorema[7.2.5|tenemos que

lim dvp, = Hm ||zgre||lvn = - vy
e=>0t Jop . e—0t
R—o0 ’ R—o0

Sin embargo, usando la desigualdad (7.4)) y adaptando el argumento dado en (7.4) obtenemos que

lim / dvp, | < avy, — Br,
R—=00 | Jends, (p«(2r,e)
e—0+

y esto contradice el limite anterior. Por lo tanto F; debe mandar los vértices de cualquier simplejo
ideal regular, en vértices del mismo tipo. O

Ya podemos demostrar el teorema de rigidez de Mostow para variedades hiperbdlicas comple-
tas y de volumen finito, sin embargo necesitamos la siguiente observacion acerca de las variedades
hiperbélicas compactas:

Lema 7.3.3. Suponga que M = H"/T" es una variedad cerrada. Entonces todos los elementos de T’
son isometrias loxodromicas.

Demostracion. Sea 7 : H" — H" /T la funcién proyeccién. Como M es compacta, podemos usar el
lema del nimero de Lebesgue para obtener un § > 0 tal que para todo x € M y todo & € 7 !(z)
tenemos que 7 | B(Z,d) es un encaje en M.

Como H"/T" es una variedad, se debe tener que I" no contiene isometrias elipticas. Suponga, para
obtener una contradiccién, que I" contiene una isometria parabdlica . En el modelo II"™>" podemos
suponer que 7y fija a co. Por el lema existe entonces una isometria ¢ de R" ! tal que ~ es de
la forma (x,s) — (¢(x),s). Para todo ¢t > 0 tenemos que la distancia de (0,¢) a (0,t), por la

proposicion|1.1.18] es igual a o
— <an1 (©, <z><0)>>

2t

de donde podemos tomar t lo suficientemente grande de manera esta distancia sea menor que 6, lo
cual seria una contradiccion. O

Demostracion de la proposicion[7.0.1} Como anteriormente demostramos esta afirmacién cuando
M; y M> son variedades cerradas, entonces vamos a ver primero que si tenemos dos variedades
hiperbdlicas de dimensién > 3 completas y de volumen, y una es cerrada y la otra no, entonces sus
grupos fundamentales no son isomorfos.

Suponga que M; = H™i /T"; para j = 1, 2.

Suponga que una de estas variedades es cerrada, pero la otra no, digamos que M es cerrada’y Mo
no lo es. Luego M2< M2 debe tener al menos una cuspide, de donde existe un punto cispide v € OH™2
de I'y. Luego por lo que vimos anteriormente sabemos que (I'2),, y por lo tanto también I'y, tiene
un subgrupo isomorfo a Z™2~!. Entonces I's no puede ser isomorfo a I'y, ya que como H"/T'; es
una variedad cerrada, todos los elementos no triviales de I'y son isometrias loxodrémicas, por el lema
anterior, y si I'y tuviera un subgrupo isomorfo a Z™2~! tendriamos que como mg — 1 > 2, entonces
este subgrupo consistirfa de isometrias parabélicas por el lema[6.2.6] lo cual serfa una contradiccion.
Por lo tanto en este caso I'; y I's no son isomorfos.
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Entonces podemos suponer que M; y Ms no son cerradas. Veamos que si M; y M tienen di-
mensién distinta, entonces tienen grupos fundamentales no isomorfos. Por lo que hemos visto en este
capitulo sabemos que cualquier subgrupo maximal virtualmente abeliano de I'; que no es isomorfo
a 7 tiene un subgrupo de indice finito isomorfo a Z™i !, de donde como ambos grupos tienen tales
subgrupos y my # mso, obtenemos que I'; y I'2 no son isomorfos.

Por lo que nos falta ver el caso donde ambas variedades son no compactas y de la misma dimen-
sién. Suponga entonces que m; = mg =: n.

En este capitulo hemos demostrado lo siguiente:
1. Existe una pseudoisometria H" — H"™ que induce al isomorfismo I'1 — I'y;

2. La extensién continua de este pseudoisometria a una funcién H” — H" envia los vértices de
cualquier simplejo ideal regular en los vértices de un simplejo del mismo tipo.

Entonces podemos usar la demostracion del teorema de rigidez de Mostow para variedades cerradas
de la misma manera para concluir que M; y My son isométricas.
O

7.4. Algunas consecuencias

Veremos que se pueden generalizar, para las variedades hiperbdlicas completas y de volumen
finito, los resultados acerca del grupo de isometrias de una variedad hiperbdlica cerrada que vimos en
el capitulo 5. Antes de ver porqué, necesitamos unos lemas.

Recordemos que si I' es un subgrupo de Z(H"), entonces v € 0H" es un punto cispide de I" si
existe un elemento parabdlico en I' que fija a v.

Lema 7.4.1. SiT es un subgrupo de T(H"™) que actiia de manera propiamente discontinua sobre H",
entonces I' no puede contener una isometria loxodromica y una isometria parabdlica que tengan un
punto fijo en comiin.

Demostracion. Esta demostracion se encuentra en [BP92, Lema D.3.6].Sean 61, o € I tales que en
I1™* tenemos que 07 y o fijan a oo, y que &2 fija a 0, con d; parabdlica y d loxodrémica. Tenemos
que

01(x,t) = (Az + b, t) y 02(x, t) = A(Buz, t),

para algunos A, B € O(n — 1), b € R*~\ {0}, y algiin A € R* , donde la primera igualdad sale del

lema y la segunda igualdad sale de los teoremas|1.1.14|y[1.1.12] Vamos a suponer que A < 1, si
este no es el caso podemos reemplazar a d, por su inversa. Se puede calcular directamente y observar

que para todo n € N tenemos que
9" 0810605(0,1) = (A""B7"b, 1).

Sin embargo, el dltimo punto de la igualdad anterior converge a (0, 1) cuando n tiende a infinito, y
por lo tanto I' ~ H" no es propiamente discontinua. O

Lema 7.4.2. Suponga que M = H" /T es una variedad hiperbdlica completa 'y de volumen finito que
no es compacta. Entonces 1 tiene al menos dos puntos ciispides.
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Demostracion. Por el corolario[6.2.9]tenemos que I tiene al menos un punto cispide.

Suponga, para obtener una contradiccién, que I' sélo tiene un punto cispide v. Entonces I' no
puede tener elementos loxodrémicos, ya que de otra manera si existiera una isometria loxodromica
v1 € I'y sip € I' es una isometria parabdlica que fija a v, entonces 7y, 0 7yg © 7y, ! es una isometria
parabdlica cuyo punto fijo es v1(v), y por el lema anterior v;(v) # v, y esto contradiria nuestra
suposicién de que v es el Unico punto cispide de I'. Por lo tanto I" debe consistir sélo de la identidad
y de isometrias parabdlicas que fijan a v. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que en el
modelo IT"™* tenemos que v = oco.

Luego por la proposicién se sigue que I' actda de manera libre y propiamente discontinua
sobre R"~1 x {1}, de donde si A x {1} es un dominio fundamental de esta accién, se sigue entonces
que A x (0,00) es un dominio fundamental de la accién I' ~ II"™*, y asi por la observacién (3.1)
tenemos que

dry---dzx * dx,

" = Vol(A) / —

n
0 T

Vol(M) = Vol(A x (0,00)) = / —

Ax(0,00) Ln
y esta dltima integral diverge, lo que contradice que M tiene volumen finito. Por lo tanto I tiene al
menos dos puntos cuspides. 0

Lema 7.4.3. Sean ¢, € T(H"), y suponga que ¢ tiene un solo punto fijo v en H". Si estas dos
isometrias conmutan, entonces 1 también fija a v.

Demostracion. Tenemos que

de donde se debe tener que ¥ (v) = v. O
Necesitamos la siguiente version del teorema de Bieberbach.

Teorema 7.4.4 (Primer Teorema de Bieberbach segunda version). Suponga que I' es un subgrupo
de Z(R™) que actiia de manera libre y propiamente discontinua sobre R™ de manera que R™ /T es
compacto. Entonces I contiene n translaciones de R" en direcciones linealmente independientes.

Una demostracion de este hecho se encuentra en [Szc12, Teorema A.1].

Lema 7.4.5. Suponga que M = H" /T’ es una variedad hiperbélica completa y de volumen finito.
Suponga que ~y € Z(H") conmuta con todos los elementos de I'. Entonces ~y es la identidad.

Note que este lema es una generalizacién del corolario

Demostracion. Por el lema anterior existen vy, v, € OH™ distintos que son puntos cuspides de T
Usando la isotropia del espacio hiperbélico, podemos usar una isometria en el modelo II">" que
envie a vy, v2 en 0, 0o respectivamente, para suponer que 0, oo son puntos cuspides de I', hay que
enviar la geodésica que va de vy a v9 a la geodésica que va de 0 a oc.

Por el teorema y el lema se sigue que entonces la accién 'y, sobre R ™! x {1} tiene
n — 1 translaciones linealmente independientes. Si by, ..., b, 1 son los puntos de R*~* x {0} que
corresponden a estas traslaciones, entonces by, ..., b,_1 son puntos cispides de I', si n € I' es una
isometria parabdlica que fija a 0, y ~; es la traslacién asociada a b;, entonces ~; o 1 o 7, les una
isometria parabdlica que fija a b;.
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Por el lema obtenemos que v fija a 00,0, by, ...,b,—1, de donde en particular por el lema
se sigue que 7y es de la forma (z,t) +— (¢(x),t) para alguna isometria ¢ de R"~1. Como ¢ fija
al origen, entonces ¢ € O(n — 1). Por lo tanto, ¢ es la identidad ya que fija a la base by, ..., b,—1.
Por lo tanto v es la identidad de IT™. O

Dada una variedad topoldgica conexa M con cubriente universal 7 : M — M, y grupo de trans-
formaciones cubrientes I', en el capitulo 5 definimos un homomorfismo Out(M) : Homeo(M) —
Out(T"), tal que f — (¢ f>’ donde f es un levantamiento de f con respectoa,y ¢ jes el isomorfismo
de I tal que para todo v € I' tenemos que f oy = gbf('y) o f

Ya podemos demostrar las afirmaciones con respecto a Z(M):

Teorema 7.4.6. Suponga que M es una variedad hiperbdlica completa y de volumen finito. Entonces
la restriccion de la funcion Out(M) a Z(M) es un isomorfismo sobre Out(T").

Demostracion. Ver que Out(M) | Z(M) es sobre Out(I') se demuestra de la misma manera como
se demostr6 en el teorema andlogo [5.2.3| usando el teorema de rigidez de Mostow para variedades
hiperbdlicas completas y de volumen finito.

Ahora suponga que f € Z(M) es tal que (¢ f> = (id) en Out(T"), para algtn levantamiento f de
/. Entonces existe vy € I tal que qﬁf(—) = 'yo_lo—o*yo, de donde obtenemos que foy = 70_1070700]?
paratodoy € I',ie., v © f conmuta con todos los elementos de I, de donde por el lema se
sigue que yg o f = idygr, y como g o f es un levantamiento de f, entonces f = id ;. O

Para finalizar, vamos a ver que si M es una variedad hiperbdlica completa de volumen finito,
entonces Z (M) es finito.

Lema 7.4.7. Suponga que M = H" /T’ es una variedad hiperbdlica completa 'y de volumen finito, con
proyeccion cubriente w : H" — H"/T. Entonces si 0 < € < ey, tendremos que 7 |: =1 (M=¢) —
M?Z¢ es la cubriente universal de M€, con grupo de transformaciones cubrientes dado por {~ |
a1 (M=¢):y €T}

Demostracion. De la demostracién del corolario |6.2.10| se sigue que 7 !(M =€) es un retracto por
deformacién de H", y en particular 7~ (M =€) es simplemente conexo. Que la restriccién indicada

- - . s . f . .
es una funcién cubriente sale de la observacién de que si X — Y es una funcién cubriente y .S es un
subespacio de Y, entonces f | f~1(.9) es una funcién cubriente sobre S. La afirmacién con respecto
al grupo de transformaciones cubrientes es clara. O

Lema 7.4.8. Suponga que M = H"/T" es una variedad completa y de volumen finito. Sea 0 < € <
. Si f1, fo € Homeo(M=¢) son tales que

sup dy(f1(), fa(x)) < €/2
rEM>¢

entonces f1y fo son homotdpicos en M=¢.

Demostracion. Sea p, : M — MZ€ un retracto por deformacion.

Siz € M=¢, como fi(x) € M=y dy(fi(x), fo(x)) < €/2, entonces por la definicién de M=¢
tendremos que existe un unico arco geodésico en M que va de fi(x) a f2(z), de donde al considerar

101



la funcién H : [0,1] x M=¢ — M tal que a (x,t) lo envia al punto del arco geodésico de M que va
de fi(x) a fo(x) y que dista t - das(f1(x), fo(x)) de f1(x), entonces H es una homotopia en M que
vade fi a fo, y por lo tanto p. o H es una homotopia en M=¢ que va de fi a fo. O

Teorema 7.4.9. Suponga que M es una variedad hiperbolica completa y de volumen finito, entonces
Z(M) es finito.

Demostracion. Por el teorema de Arzela-Ascoli es facil ver que el grupo de isometrias Z,,q¢ (M =€)
del espacio métrico (M =€, dy; [), es compacto dado que M =€ es compacto. Veamos que

{f 1 M= feZ(M)}

es un subconjunto discreto de Z,,,c;(M=¢). Luego como este espacio es compacto, esto implicard que
(M) es finito, ya que la asignacion Z(M) — e (M=€) dada por f — f | M=¢ es inyectiva por
el teorema de rigidez riemanniana[I.1.5]

Sean f1, fo € Z(M) tales que

sup dy(fi(z), fa(x)) < €/2. (7.9)
xEM=2€

Como f; | M 2€ ¢ Linet (M 26), se sigue entonces por el lema anterior que f1 y fo son homotdpicas en
M=, como el grupo de transformaciones cubrientes de la cubriente 7 : 71 (M=) — M son restric-
ciones de los elementos de T, entonces por el lema tenemos que (P 7, jarze)r) = (D(p1m2e)n )
en Out(T"), y es claro que esto implica que (¢ f1> = (¢ f2>’ de donde por el teorema se sigue
que fi = fo, y en particular f; [ M= = f, | MZ=¢. Por lo tanto hemos demostrado que
es un subconjunto discreto de Z,,e;(M=°), y por lo dicho anteriormente esto implica que Z(M) es
finito. O
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Capitulo 8

Nudos hiperbolicos

Tal vez el drea de las matematicas donde el teorema de rigidez de Mostow para variedades hi-
perbdlicas completas y de volumen finito ha tenido mas impacto es la teoria de nudos.

En los afios setenta, Robert Riley descubrié que el complemento del nudo figura ocho tiene una
estructura hiperbdlica completa y de volumen finito. Luego, usando computadores, conjeturd para qué
tipo de nudos sus complementos deberian tener una estructura hiperbdlica completa y de volumen
finito. Esta conjetura tiene una gran importancia ya que por el teorema de rigidez de Mostow para
variedades hiperbdlicas completas y de volumen finito podemos extraer invariantes que permitan
diferenciar a los nudos entre si. Esta conjetura la demostré William Thurston a comienzos de los
80’s, ver [Thu86|], al demostrar que toda 3-variedad de cierto tipo, de manera mas especifica las 3-
variedades Haken atoroidales, siempre poseen una geometria de este tipo.

Un invariante importante entre nudos hiperbdlicos es el volumen de su complemento, el cual per-
mite diferenciar la mayoria de los nudos hiperbdlicos, por ejemplo el volumen distingue todos los
nudos hiperbdlicos que tienen 10 o menos cruces, de estos nudos la gran mayoria son hiperbdlicos.
Otros invariantes hiperbodlicos son las longitudes de geodésicas cerradas, el grupo de simetria, el cual
es un grupo finito, el volumen de la cispide maximal etcétera. Pero tal vez el invariante hiperbdlico
mas importante de todos es el dominio de Ford ya que permite decidir, cuando se puede hallar, si cua-
lesquiera dos nudos hiperbdlicos son isomorfos o no. Estas herramientas que vienen de la geometria
hiperbdlica han servido de gran ayuda en la tabulacion de nudos, ya que para nudos con niimero bajo
de cruces la mayorfa de nudos son hiperbdlicos, por ejemplo entre todos los nudos primos de 19 cru-
ces o menos hay 395 nudos que no son hiperbélicos y el nimero restante de nudos hiperbdlicos, es
de 352,151, 858.

En este capitulo estudiaremos un invariante hiperb6lico muy importante para este tipo de nudos,
el cual no s6lo sirve para diferenciar nudos equivalentes entre si, sino también permite decidir si dos
nudos hiperbdlicos son equivalentes o no. Este invariante es el dominio de Ford, el cual veremos estd
bien definido gracias al teorema de rigidez de Mostow para variedades hiperbdlicas completas y de
volumen finito.

8.1. Nudos

Definicién 8.1.1. Un nudo es un encaje suave 7 : S1 — 3.

Muchas veces confundiremos a un nudo con su imagen.
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QD) &

Algunos ejemplos de nudos. Imagenes creadas en SnapPy [Cul+].

Definicién 8.1.2. Sean 79,71 : S! — S dos nudos. Entonces estos nudos son equivalentes si
existe una isotopia, es decir, una funcién diferenciable H : [0,1] x S3 — S tal que para todo
t € [0,1] tenemos que H(t,—) es un difeomorfismo de S* en si misma, tal que H(0,—) = id, y

H(1,=)omny=m.
/’_‘\
>

Ejemplo de nudos equivalentes. Imagenes creadas en SnapPy [[Cul+].

Uno de los grandes objetivos de la teoria de nudos es poder decidir si cualesquiera dos nudos
dados son equivalentes o no.

Se puede demostrar que dos nudos 179,771 son equivalentes si y sélo si existe un difeomorfismo
53 L g3 que preserve la orientacion tal que f o 79 = 7.

Definicién 8.1.3. Un nudo es trivial si es equivalente al circulo unidad de R?, donde R? est4 encajado
en R? C 93 por medio de (x,y) — (,y,0).

Definicion 8.1.4. Un nudo es toroidal si es equivalente a un nudo que estd contenido en la frontera
de una vecindad tubular de un nudo trivial.

Ejemplo de nudo toroidal. Imagen tomada de [Bre93|, P. 163].
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Se puede demostrar que todo nudo toroidal, salvo equivalencia entre nudos, corresponde a un
tinico elemento (p,q) € Z ® Z = 71(T?) tales que p y ¢ son coprimos, esto es porque un nudo
encajado en T? es una curva cerrada sin autointersecciones.

Definicion 8.1.5. Un nudo es satélite si es equivalente a un nudo 7 encajado en la vecindad tubular
T de un nudo no trivial v de manera que se cumpla lo siguiente:

1. 1 no es equivalente a ;

2. No existe una isotopia H : [0,1] x T"— T tal que H(0,—) = idp y H(1, —) o 1 sea un nudo
encajado topoldgicamente en una 3-bola encajada topoldgicamente en T, es decir, 7 estd bien
“esparcido’:

OO E

Construccion nudo satélite. Imagen tomada de [Bon09, Pagina 321].

Definicién 8.1.6. Un nudo N es hiperbélico si a S3\ N se le puede asignar una estructura hiperbélica
completa de volumen finito

La razon principal por la que la nocién de nudo hiperbdlico es tan importante es el siguiente
teorema que demostré Thurston a comienzos de los ochenta:

Teorema 8.1.7. [Teorema de Geometrizacion de Nudos de Thurston] Todo nudo no trivial que no es
toroidal ni satélite es hiperbolico.

Por el teorema de rigidez de Mostow tenemos que la estructura hiperbélica completa y de volumen
finito del complemento de un nudo hiperbélico no trivial es Gnica salvo isometria, de donde podemos
usar invariantes geométricos para diferenciar nudos hiperbdlicos entre si. Por ejemplo, dado un nudo
hiperbdlico, que tenga una cantidad razonable de cruces, el programa SnapPy [[Cul+], que a su vez
estd basado en el programa Snappea de Jeff Weeks, intenta hallar una familia de simplejos ideales en
H? junto con una identificacién entre sus caras para obtener una triangulacién del complemento del
nudo y asi hallar su dnica estructura hiperbdlica.

Un invariante hiperbdlico importante entre este tipo de nudos es el volumen del complemento del
nudo.

Por ejemplo, la dnica estructura hiperbdlica completa y de volumen finito del complemento del
nudo figura ocho se obtiene, como ya vimos en el ejemplo[I.2.7] de pegar de cierta manera las caras de

dos simplejos ideales regulares, de donde por la férmula de Lobachevsky obtenemos que el volumen
de este nudo es igual a 6 - A(7/3) ~ 2,0298832.

Ejemplo 8.1.8. He aqui otros ejemplos de nudos hiperbdlicos con sus respectivos volimenes aproxi-
mados, estos dibujos se crearon usando SnapPy [Cul+]:
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DY

2.82812 5.13794

4.40083
21.26963

donde los nudos mostrados son en orden 52, 62, 74 en la tabla de Rolfsen, y el tltimo es un nudo de
18 cruces que introduje a SnapPy por medio de dibujo libre y resulté ser hiperbdlico, SnapPy tiene
una interfaz donde se pueden introducir al programa nudos por medio de dibujo para que el programa
los analice.

También hay otros invariantes geométricos de los nudos hiperbélicos como las longitudes de las
geodésicas cerradas, el volumen de las ciispides maximales, el grupo de isometrias, el cual es finito y
se puede expresar en términos del grupo fundamental por lo que vimos en el capitulo pasado, la clase
de Chern-Simmons, entre otros, los cuales no discutiremos aqui.

8.2. Dominios de Ford

Hay un invariante geométrico que permite distinguir cualesquiera dos nudos hiperbdlicos, el cual
es el dominio de Ford, en realidad no sélo este invariante, sino él junto con cierta informacién asociada
con su construccidn, el cual introduciremos después de la siguiente definicion.

El material que exponemos en esta seccion lo tomamos de [Bon09, Capitulo 12] y [Pur20, Capitu-
lo 14].

Vamos a definir el dominio de Ford para variedades hiperbdlicas completas de volumen finito con
una sola cuspide.

Recordemos que si I' es un subgrupo de Z(H"™) que actiia de manera libre y propiamente discon-
tinua sobre H" y x € H", entonces un dominio fundamental de esta accién viene dado por el dominio
de Dirichlet:

{z e H" : d(z,y) < d(z,v(y))Vy € T'}.

Sea M = H"/I' una variedad hiperbdlica completa de volumen finito con una sola cispide.
Para definir el dominio de Ford de I, primero debemos suponer que en el modelo II">" el punto oo
es un punto parabdlico de I', esto lo podemos hacer al tomar v un punto parabdlico de I' y tomar
Y € Z(I™*) tal que v — oo, reemplazar a I" por ¢ o I 0 1p~1, y observar que M es isométrica al
cociente de H" por este tiltimo grupo, note que ver esto no requiere del teorema de rigidez de Mostow.

Queremos definir el dominio de Ford de I" como el conjunto de puntos de 1T tales que x estd
igual o mds cerca de oo que y(00) para todo vy € T', de manera similar a la definicién del dominio de
Dirichlet. Sin embargo, esto no tiene sentido ya que x dista tanto de co como de ~y(co) una cantidad
infinita. Sin embargo podemos reformular esta condicién al considerar més bien a los puntos x tales
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que "la distancia de 2 a 00” es “menor que o igual a la distancia de y~!() a 00”, y esto lo podemos
expresar en II">" en el siguiente sentido: si (z,t), (y,s) € II""™ C R™"~! x R, entonces diremos
que (z,t) estd igual de o mds cerca que (y, s) siy sOlo si t > s. Definimos entonces el dominio de
Ford de T', el cual denotamos por F(I"), como la coleccion

{(z,t) € O™ : (z,t) igual o mas cerca de oo que v~ !(x,t),¥y € I'}.

Note que si M es una variedad hiperbdlica, de volumen finito y con una sola cudspide, a priori
puede haber varios subgrupos I' de Z(H") tales que H™ /T" sea isométrica a M, y como la definicién
del dominio de Ford se hace usando uno de estos grupos, hay que ver que este dominio, en cierto
sentido, estd bien definido y no depende del grupo que se use.

El siguiente hecho muestra que F(—) estd bien definido salvo una isometria de R™ que respete a
R™~! x {0} y una homotecia, ya que las isometrias de II">* que preservan a oo son la composicién
de una extensién de una isometria de R"~! x {0} y una homotecia.

Teorema 8.2.1. Sean I'1 y 'y dos subgrupos isomorfos que actiian de manera libre y propiamente
discontinua sobre II""", que tienen a 0o como punto parabdlico y tales que II'"* /T ; tiene una sola
ciispide, para j = 1,2. Entonces existe 1) € Z(II""") tal que Ty = 1) o 'y 0 ™1 y que fija a co.

Demostracion. Sea M, := II">* /T para j = 1, 2. Entonces por el teorema de rigideztenemos
que existe una isometria M, i> M. Luego, €y, = €nr,, y por hipotesis M ]-<€Mj consiste s6lo de una
cuspide, y ademas por la observaciéntenemos que f(M 1< 6Ml) = M2< Mz,

Sea 7r; : II""* — II">" /T'; la funcién proyeccién para j = 1, 2. Entonces sea B; la componente

’

€N
conexa de 7Tj_1(M jMJ) que es una horobola centrada en co. Sea x1 € Bj. Luego f(mi(x1)) €

M2<6M2, de donde existe x2 € Bj tal que ma(z2) = f(mi(x1)). Sea entonces F el levantamiento de

f» con respecto a las cubrientes 1 y 72, tal que F'(z1) = xo.

Note que como F es un levantamiento de f, y por lo tanto una isometria de II">™, entonces
F' define, de manera obvia, una biyeccion entre las componentes conexas de 7 1(M1< eMl) y de
7r2_1(M2<6M2 ), de donde como F'(z1) = x2,y x; € Bj paracada j = 1,2, se sigue entonces que F'
envia a By en B>, y por lo tanto F' fija a co. 0

De ahora en adelante consideraremos solo variedades de dimension 3.

Necesitamos saber algunas de las propiedades del grupo I':

Proposicion 8.2.2. Suponga que 113 /T es una variedad hiperbdlica completa'y orientable. Siy € T

es una isometria parabdlica y fija a 0o, v es la extension a II>T de una translacion no trivial de
R? x {0}.

Demostracion. Por la 1ematenemos que la restriccién a R? x {0} de la extensién de v a I T es
de laforma z +— Rx+bparaun R € SO(2), ya que I3+ /T es orientable, con b € R? x {0} no cero.
Entonces R debe ser una matriz de rotacién de dngulo 6 € [0, 27). Luego det(R—Id) = 2(1—cos 0),
de donde como v es una isometria parabdlica y fija a oo, se debe tener que R = Id, ya que de otra

manera R — Id serfa invertible y existirfa z € R? tal que (R — Id)x = —b, es decir, Rx +b = z. Por
lo tanto ~y es la extension a II T de la translacién por el punto b, el cual debe ser no nulo ya que 7 no
es la identidad. O
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Proposicién 8.2.3. Suponga que I13+ /T es una variedad hiperbélica completa, orientable, de volu-
men finito y tal que oo es un punto parabdlico de I'. Entonces 1", se genera por dos traslaciones de
dos direcciones de R? x {0} linealmente independientes.

Demostracion. Sea M := II>% /T con cubriente 7 : 11>+ — II3*/T. Por la proposicién
sabemos que existe una horobola B centrada en oo tal que B/T" = B/T'« es una cdspide de M <¢
para algin € > 0. Sea S := JB. Entonces S/T" = S/T'«, y ademds S/T' es la frontera de la cispide
B/I', de donde S/T'« es una variedad euclidiana cerrada, por el corolario ademds de ser
orientable. Conloque I'oc = Z B Z .

Entonces por la proposicién anterior cualesquiera dos generadores de I', deben ser dos traslacio-
nes por dos puntos by, by € R?\ {0}, y by y by deben ser linealmente independientes, ya que si no lo
fueran I'y, actuarfa sobre una linea euclidiana contenida en I1** paralela a la linea que fuera el espa-
cio vectorial generado por by y b, y esta accion sobre esa linea euclidiana no podria ser propiamente
discontinua porque I'o o = Z ® Z. O

Lema 8.2.4. Suponga que 11>7 /T es una variedad hiperbolica completa tal que oo es punto pa-
rabdlico de T'. Entonces para todo vy € T tal que ~y(0c0) # 00 tenemos que el conjunto de puntos
(x,t) de TI™ tales que (x,t) estd al menos tan arriba como v~ (x,t) es un semiespacio hiperbdli-
co, el cual es el complemento de una horobola H., centrada en R? x {0}.

Proposicion 8.2.5. Suponga que 13 /T es una variedad hiperbélica completa de volumen finito, con
una sola cuispide y tal que 0o es un punto parabdlico de I'. Entonces F(I) es un poliedro convexo de
113+ localmente finito.

Observacion 8.2.6. Tenemos las siguientes observaciones acerca de F(I'):

1. F(I') es igual a la interseccion del complemento de una familia de semiesferas superiores
centradas en puntos de R? x {0}, mds precisamente tenemos que F (') = Myerr., H5, usando
la notacién del lema anterior.

2. F(T') es invariante bajo I' .

3. Las caras de F(T') se proyectan a R? x {0} a una familia de poligonos no degenerados local-
mente finita, esto es consecuencia tanto del lema y la proposicién anteriores.

4. La proyeccién de F(I') a R? x {0} estd bien definida salvo una isometria euclidiana y una
homotecia.

Ejemplo 8.2.7. Aqui tenemos la proyeccién a R? de los dominios de Ford de los nudos 4; y 74 que
calcula el programa SnapPy
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donde el paralelogramo piirpura son dos translaciones de R? que generan a los respectivos grupos
de isometrias parabdlicas que fijan a oo, recuerde la proposicién [8.2.3] Como las dos familias de
poligonos de arriba claramente no se pueden transformar la una en la otra bajo una isometria junto
con una homotecia de R?, se sigue que estos nudos no son equivalentes.

Un ejemplo mucho maés interesante es el del nudo de Kinoshita—Terasaka y el nudo de Conway,

los cuales estan ilustrados a continuacion:

Estos nudos son hiperbdlicos, ademds de que son bastante similares lo cual se debe a que uno se
obtiene del otro por un proceso llamado “mutacién”. En se demuestra que dos nudos que
se obtienen el uno del otro por medio de mutacién deben tener la misma norma de Gromov, y por
lo tanto deben tener el mismo volumen. Aun mas, varios de los invariantes de estos dos nudos son
iguales, como su nimero de Chern-Simons o los voliimenes de sus cispides maximales. Sin embargo,
a estos dos nudos los podemos distinguir por medio de sus respectivos dominios de Ford:

Parte de la proyeccién a R? del dominio de Ford del nudo de Kinoshita-Terasaka
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Ambas imédgenes fueron generadas en SnapPy [Cul+], ya que estas dos familias de poligonos de R?
no se pueden enviar la una a la otra por medio de una isometrfa junto con una homotecia de R?.

Lo interesante de este ejemplo es que los invariantes combinatorios como los polinomios de Ale-
xander, Jones, Kauffman o HOMFLY, o la homologia de Khovanov no distinguen a estos dos nudos,
ver la informacion acerca de los nudos 11n34 y 11n42 en la pagina web [LM].

Ahora considere el siguiente par de nudos

—

Entonces si metemos a estos dos nudos en el programa SnapPy [Cul+], vemos que estos nudos son
hiperbdlicos y se puede ver que los invariantes geométricos que da este programa son todos iguales,
incluso sus dominios de Ford. Esto no es casualidad ya que estos dos nudos son equivalentes. Estos
dos nudos son el par de Perko, los cuales fueron listados como nudos distintos en todas las tablas de
nudos desde finales del siglo XIX hasta 1974 cuando Perko demostré en [Per74| que estos nudos son
equivalentes.

Con los siguientes hechos acerca del dominio de Ford que el par de Perko son nudos equivalen-
tes, y aun mas, se puede decidir si cualesquiera dos nudos hiperbdlicos son equivalentes o no salvo
reflexion.

Nota 8.2.8. Suponga que II>* /T es una variedad hiperbélica completa de volumen finito tal que oo
es un punto parabélico de I'. Por la proposicién[8.2.3]tenemos que I'o, se genera por dos translaciones
de R? de dos elementos de R? x {0} linealmente independientes, de donde podemos construir un
dominio fundamental convexo de la accién I's, ~ I3 que sea la interseccién de cuatro semiplanos
euclidianos perpendiculares a R? x {0}, ya que podemos construir dominios fundamentales de la
accion de ', ~ R%x {0} que sean paralelogramos euclidianos. Llamaremos a uno de estos dominios
fundamentales de la accién I's, ~ IT>+ un dominio fundamental vertical de T'..
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Proposicion 8.2.9. Sea 11> /T’ una variedad hiperbélica completa, de volumen finito, con una sola
ctispide y tal que oo es un punto parabdlico de . Si D es un dominio fundamental vertical de T,
entonces D N F(T') es un dominio fundamental de la accion T ~ TI™F.

Esta proposicion se demuestra en [[Pur20, Proposicién 14.21].

Definicién 8.2.10. Sean H?3/I'; y H3/I'y dos variedades hiperbdlicas completas, de volumen finito,
con una sola cuspide y tales que oo es un punto parabolico de I'j, para j = 1, 2. Suponga que hay una
biyeccion entre las caras, aristas y vértices de F(I'1) y las caras, aristas y vértices, respectivamente,
de F(T'2) que cumple lo siguiente:

1. Un vértice (arista) de F(I';) estd contenido en un arista (cara) si y solo si €l vértice(arista)
correspondiente de F(I'2) estd contenido en la arista(cara) correspondiente.

2. Dos vértices (aristas, caras) de F(I';) se identifican por medio de un elemento de (I';)o si y
solo si los correspondientes vértices (aristas, caras) de F(I'2) se identifican por medio de un
elemento de (I'2) .

3. Dos vértices (aristas, caras) de F(I'1) se identifican por medio de un elemento de I'y si y s6lo
si lo mismo sucede para los correspondientes vértices (aristas, caras) de F(I'2) por medio de
un elemento de I'5.

Entonces diremos que los dominios de Ford F(I';) y F(I'2) son combinatoriamente equivalentes.

Teorema 8.2.11. Sean H3/T'; y H3/Ty dos variedades hiperbdlicas completas, de volumen finito,
con una sola ciispide y tales que oo es un punto parabdlico de I';, para j = 1,2. Suponga que F(I'1)
y F(['g) son combinatoriamente equivalentes. Entonces My y My son isométricas.

Idea de la demostracion: De las dos primeras condiciones de la definicién anterior obtenemos un
homeomorfismo entre las variedades hiperbdlicas F(I'1)/(I'1)oo ¥ F(I'2)/(I'2) cc-

Note que las caras de un dominio de Ford F(I") vienen dadas por F, := 0H, = {(z,t) € II""" :
(z,t) estd igual de alto que v~ (z,¢)}. Luego es claro que y envia a F, -1 en . Con el homeomor-
fismo anterior, obtenemos un homeomorfismo entre F(I'1)/I" y F(I'y)/T". Luego por la proposicién
tenemos que F(I';)/T'; es homeomorfa a M, de donde M; y My son homeomorfas, y por lo
tanto por el teorema de rigidez se sigue que estas dos variedades hiperbdlicas son isométricas. (|

Definicién 8.2.12. Sea p la funcién S® — S3 que es la extensién de la funcién R? — R3 dada por
Ty, T2, x3) > (—x1, T2, 23). Sean : ST — S un nudo. La reflexion de 7 es el nudo dado por p o).
p

El dltimo hecho que nos falta es el siguiente, ver [|[GL89]

Teorema 8.2.13 (Gordon, Luecke). Sean g, 1 nudos. Entonces si S3\ng y S>\n1 son homeomorfas,
N0 y N1 son equivalentes salvo reflexion.

Esta afirmacién es falsa para enlaces; un enlace es un encaje suave de una unién disyunta de
circulos a la esfera tridimensional.

De lo anterior concluimos lo siguiente:

Corolario 8.2.14. Dos nudos hiperbdlicos son equivalentes salvo reflexion si y sélo si sus grupos
fundamentales son isomorfos.
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Corolario 8.2.15. Dos nudos hiperbdlicos son equivalentes salvo reflexion si y solo si sus correspon-
dientes dominios de Ford son combinatoriamente equivalentes.

Dado el primer corolario, podria preguntarse el lector si no es mds fécil simplemente tomar dos
nudos, calcular sus grupos fundamentales y ver si los grupos son isomorfos o no, en vez de usar
dominios de Ford, invocando el teorema de rigidez de Mostow. Por ejemplo se puede utilizar la
presentacion de Wirtinger para hallar los grupos fundamentales y luego compararlos. Sin embargo
decidir si dos grupos finitamente presentados son isomorfos 0 no es una tarea en general muy dificil,
y resulta mas fécil usar dominios de Ford.
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Apéndice A

Unimodularidad de Z(H?)

En este capitulo damos una demostracién, que usa sélo geometria diferencial, de que Z(H?®) es
un grupo de Lie unimodular. La demostracion se basard en el argumento dado en [Lan75| P4gina 3]
para ver que S Lo(RR) es unimodular.

Proposicion A.0.1. Z(I") es un subgrupo de Lie de GL(n + 1;R).

Demostracion. Primero hay que ver que Z (H") tiene una estructura de grupo de Lie. Veamos pri-
mero que O(R™1,(,)(, 1)) es una subvariedad de GL(n + 1;R). Recuerde que O(R™ 1, ()}, 1))
es el subgrupo de todos los elementos A de Gl(n + 1,R) tales que si @ es una fila de A, enton-
ces (@,@)(n1) = —1.y si b es otra fila, entonces (@,b)(, 1) = 0, de donde si J es el elemento de
GL(n + 1,R) dado por
I, 0
(&%),

entonces un elemento A de GL(n + 1;R) pertenece a O(R™ ™, (,) (1)) si y s6lo AJAT = J.
Entonces para demostrar que O(R" 1 (| )(n,1)) hay s6lo que demostrar que J es un valor regular de
la funcién GL(n + 1;R) — Sim(n + 1;R) dada por A — AJAT, como en la demostracién andloga
de O(n). Por lo tanto como Z (H") es una componente conexa de O(R"*, (, ) ,, 1)), obtenemos que
también es un grupo de Lie con la operacién de multiplicacion de matrices. O

Necesitaremos la siguiente construccién de una medida de Haar de un grupo de Lie GG invariante
por la izquierda:

Proposicion A.0.2. Todo grupo de Lie tiene una medida de Haar invariante por la izquierda, y esta
medida es tinica salvo un miiltiplo positivo.

Demostracion. Note que para cada g € G hay un difeomorfismo natural L, dados por x — gz,

Vo € G.

Sea n1,...,n, una base ordenada de 7, G, donde la dimensién de G como variedad diferencial
es n. Para cada i = 1,...,n definimos una 1-forma A; de G' dada por (\;)y, = (L,-1)"n; para todo
g € G. Note que entonces cada \; es invariante bajo L, para todo g € G, es decir, Lj();) = A; para
todo g € G. Sea Ag la n-forma diferencial de G dada por

A A A A
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Entonces por la definicion de cada A; y dado que L4 es un difeomorfismo, obtenemos que A es una
n-forma de G que no se anula en ninguna parte de G. En particular GG es orientable, y por lo tanto
podemos suponer sin pérdida de generalidad que G estd orientada y que para cada g € G tenemos
que (A1 A--- A Ay,)g pertenece a la orientacion de 7, G dada por G.

Ahora podemos construir una medida de Haar de G invariante por la izquierda usando la forma
diferencial A\ de la siguiente manera:

Definimos para cada A C G abierto

Ml(A)Z/A)\G

donde la integral se toma con respecto a la orientacién de (. Finalmente si definimos
i (B) = mf{y(U) : B C U es abierto}

para todo boreliano B de G. Por el teorema de representacion de Riesz-Markov-Kakutani, se sigue
que esto define una medida de Radon sobre G.

Entonces y; es invariante por la izquierda, ya que si A C G es un abierto y g € G, tenemos por
la férmula de cambio de variables que

(g A) = /gA“’ ~ [ Lo = [ =)

La invariancia por la izquierda con respecto a los demas borelianos sigue de la definicidn de ;.

Se puede demostrar, de manera sencilla, con el teorema de Radon-Nikodym que dos medidas
de Haar invariantes por la izquierda difieren solamente por un mdltiplo positivo, ver [Kna02, Teore-
ma 8.23]. ]

Anélogamente, se puede construir una forma diferencial pg de dimensién maximal, que no se
anule en ninugna parte, que sea invariante por las funciones R, dadas por x — xg, y que coincida en
cada g € G con la orientacion de G.

Ahora queremos “comparar” cudnto difieren las formas diferenciales A\g y pg, para lo cual nece-
sitamos la siguiente funcién:

La funcién de adjuncion Ad de G es la funcion G — End(g) dada por
g+ De(Ryo L),

es decir, Ad(g) es la derivada del difeomorfismo G' — G dado por = — g~ 'zg en el elemento neutro
de G.

Proposicion A.0.3. La funcion G — (R, ) dada por g — det(Ad(g)) es un homomorfismo conti-
nuo.

Demostracion. Como L1 (resp. R,) preserva la forma diferencial Ag(resp. pi), se sigue que L ;-1 (resp. Ry)
preserva la orientacién de GG, de donde det(Ad(g)) > 0 paratodo g € G.

Como L -1(resp. Ry) es un homomorfismo, se sigue de la regla de la cadena que Ad es un
homomorfismo, y por lo tanto la funcién de la proposicién es un homomorfismo. O
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Proposicion A.0.4. Para todo grupo de Lie G orientado tenemos, salvo un miiltiplo positivo, que

Aq = det(Ad(g))pc-

Demostracion. Seanny, ..., M, Al,---, An Y P1, - - - , Pn COMO antes en la construccién de las formas
Agy pa.Paracadai =1,...,nycadag € G tenemos

(g = Liami = Lir o Ry o B
= (Rg o Ly—1)"(Ry-1ni) = (Rg o Ly-1)"((pi)g),
de donde para cada g € G tenemos

(Aa)g = (A)g Ao A(An)g = (Rg o Ly-1)"((p1)g) A - A (Rg o Lg-1)"((pn)g)
= (p1)go De(Rygo Lyg-1) A ... A(pn)go De(RgoLg-1) = (p1)goAd(g) A... A (pn)g o Ad(g)
— det(Ad(9))[(p1)g A - A ()] = det(Ad(9)) )y

Corolario A.0.5. Sea G un grupo de Lie. Entonces G es unimodular si y sélo si deto Ad = 1

Demostracion. Note que G es unimodular si y sélo si Ag y pg difieren por un nimero positivo, y
como det o Ad es un homomorfismo, esto sucede si y solo si es igual al homomorfismo trivial.  [J

Corolario A.0.6. Todo grupo de Lie compacto es unimodular

Demostracion. Esto sale del hecho de que como G es compacto la imagen de G bajo det o Ad es
acotada en R>g, con lo que como esta funcion también es un homomorfismo, obtenemos que es el
homomorfismo trivial. O

Para demostrar la unimodularidad de Z(H?) y de Z(H?) necesitamos dar ciertos hechos que nos
permitirdn concluir la unimodularidad de ciertos grupos de Lie a partir de la modularidad de otros.

Para ver que Z(H") es unimodular, necesitamos algunos hechos.

Lema A.0.7. Sean G'y H grupos de Lie tales que G x H y H son ambos unimodulares. Entonces G
es también unimodular.

Demostracion. Tenemos de la construccion de A_ y de p_ que A\gxg = A\g A Ag y qQue pgxg =
pa N pr, de donde como podemos suponer que Ay = pg y AgxH = PGxH, S€ debe tener entonces
que A\g = pg, de otra manera por lo que acabamos de ver A\gx 7 ¥ pgx i no podrian diferir salvo un
multiplo. O

Lema A.0.8. Sean Gy H dos grupos de Lie. Suponga que G = H es un morfismo de grupos de Lie
que es un difeomorfismo local sobreyectivo. Entonces G es unimodular si 'y sélo si H es unimodular.

Demostracion. Basta demostrar que

det(Ad(g)) = 1 <= det(Ad(r(g))) = 1, (Vg € G). (A.1)
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Tome g € G arbitrario. Sea U una vecindad abierta de eg tal que 7 [ U es un difeomorfismo sobre
su imagen. Sea V' otra vecindad abierta de e contenida en U y que cumpla que Ry 0 L,-1(V) C U.
Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo

V Rg—loLg[ U

Luego
Ad(9) = Deg(Rg-1 0 Lg) = Deg((m [ U) ™! 0 (Ry(g)-1 0 La(g)) o | V)
= DeH((ﬂ' I U)il) o DEH(RW(g)*l ° Lﬂ(g)) o Deg(ﬂ' | V)
= [Deg(m)] ™" 0 Ad(7(g)) 0 Deg (),
de esta igualdad se deduce la equivalencia (A.T). O

Proposicion A.0.9. 1. La funcion PSL(R,2) — Z*(I1*>%) dada por

o)) (i)

es un isomorfismo de grupos de Lie.

2. Lafuncion PSL(2;C) — ZT(I1*>7) tal que a cada

[(Z 2)] € PSL(2;C)

le asigna la extension conforme a 113+ de la funcion conforme C U {oo} — C U {00} dada

por
az+b

e T
cz+d

es un isomorfismo de grupos de Lie.

Demostracion. Estamos considerando la topologia sobre Z+ (II">") que hereda de Z (I") por medio
de la funcién Z+(I") — ZT(II"™") dada por g + mo gon ! donde 7 : I™ — II"™7 es alguna
isometria.

1. Note que la funcién
SL(2;R) — ZT(T1>T)
a b . N +b
z
c d cz+d)’
estd bien definida y también es sobreyectiva ya que las funciones conformes de C que se res-
tringen a una funcién de II>* en s mismo y que preservan la orientacién son exactamente las
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funciones de Mo6bius holomorfas con coeficientes reales. Claramente esta funcion es un homo-
morfismo, cuyo nicleo es el subgrupo {2, —I2}. Por lo tanto la funcién indicada en el inciso
es un morfismo biyectivo de grupos de Lie.

Para demostrar que esta funcién es suave fijemos tres puntos x1, 2, 3 € I? que sean lineal-
mente independientes en R3. Ahora si tomamos un elemento de PSL(R,2), obtenemos por
medio de nuestra funcién un elemento de Z* (I") por medio del homeomorfismo Z*(1") —
Z+ (™), y con este elemento obtenemos una matriz en la base ordenada (1, z2, x3), y usan-
do un cambio de base obtenemos una matriz en la base estindar de R3. Es claro que todo este
proceso es suave.

Para demostrar que la funcién inversa de nuestra es también suave, hay que fijar tres puntos
distintos y1, Y2, Y3 € 1%+, Es facil demostrar que para cualesquiera otros puntos 21, 2o, 23 € C
existe una Unica transformacion de Mobius tal que y; +— z;, y se puede demostrar que los
coeficientes de esta transformacién dependen de manera suave de los y;s y de los z;’s. Esto
implica que la inversa de la funcién indicada en el inciso es también suave, y por lo tanto
también es un difeomorfismo.

Como claramente la funcién del inciso es un homomorfismo, obtenemos entonces que es un
isomorfismo de grupos de Lie.

2. La demostracién es similar pero usamos el hecho de que toda isometria de I3+ estd univo-
camente determinada por la restriccién OII>+ — OII>* de su extensién a I3+, y que toda
transformacion de Mobius de C U {oco} holomorfa es la signatura de una isometria de I3+ que
preserva la orientacion.

O]

Daremos una prueba de que Z(H?) es unimodular, luego adaptaremos este argumento para el caso
n =3.

Proposicion A.0.10. El grupo de Lie T(H?) es unimodular.

Demostracion. Primero veremos que Z (H?) es unimodular. Por lo anterior hay que demostrar que
PSL(2;R) es unimodular.

Primero notemos que G L™ (n; R) es unimodular, ya que la medida dada por

dX
us) = [ i

donde d.X es la medida de Lebesgue de R™, es invariante por la derecha y por la izquierda.

La funcion
SL(n;R) x RY — GLT (n; R)
(A,r)—=r-A

es un isomorfismo de grupos de Lie, ya que es suave, un homomorfismo, y la funcién
GL"(n;R) — SL(n;R) x RT
X n
X (g VAR
Vdet X
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es suave y es su inversa. Por lo tanto de la proposicion obtenemos que SL(n; R) es unimodular,
(R*, ) es unimodular porque es abeliano.

Como {I,,, —I,, } actiia de manera libre y propiamente discontinua sobre S L(n; R), se sigue que la
proyeccién SL(n;R) — SL(n;R)/{I,, —I,} = PSL(n;R) es una funcion cubriente, de donde por
la proposicién obtenemos que P.SL(n;R) es unimodular, y por lo tanto Z* (H?) es unimodular.

Note que Z(H?) es la unién disyunta de Z+ (H?) y de Z~ (H?). Fijemos g € Z~ (H?) y una medida
w unimodular de ZF (H?). Podemos extender z a una medida de Radon de todo Z(H™) al definir ara
cada boreliano B C T~ (H?)

u(B) = u(gB),
y es facil ver que de la invarianza por la izquierda de ;. en ZF (IH?) que esta construccién no depende
de g, y que esta medida sobre Z(IH?) es unimodular. O

Proposicion A.0.11. El grupo de Lie Z(H3) es unimodular.

Demostracion. Primero demostramos que Z*(H?) es unimodular. Hay que demostrar que el grupo
de Lie PSL(2,C) es unimodular.

Primero notemos que G L(n; C) es unimodular ya que la medida dada por

dX
1) = | 1o

donde d.X es la medida de Lebesgue de C™, es invariante por la izquierda y por la derecha.

Considere la funcion

SL(n;C) x C* % GL(n;C)
(A, 2) — z- A.

Veamos que esta funcion es un difeomorfismo local sobreyectivo. Sea (A, z) € SL(n;C) x C*. Sea
U un dominio de z donde una rama de /-, llamémosla r,,, esté definida. Entonces ¢ [ SL(n;C) x U
es un difeomorfismo sobre su imagen, ya que la funcién

U-SL(n;C) - SL(n;C) x U

X — <m(€f§tX)’ rn(det X))

€s su inversa.

1) es sobreyectiva, ya que si X € GL(n;C), podemos tomar z € C* tal que 2" = det X, y asi
¥(X/z,z) = X, de donde por el lema se sigue que SL(n;C) x C* es unimodular, de donde
como C* es unimodular, se sigue del lema[A.0.7|que SL(n; C) es unimodular.

Como mostramos en la proposicion anterior, es facil ver que SL(n; C) es un espacio cubriente de
PSL(n;C),y asi del lema obtenemos que PSL(n;C) es unimodular. Por lo tanto Z* (H3) es
unimodular.

Que Z(H?) es unimodular se demuestra de manera andloga a como demostramos que Z(H?) a
partir de que Z* (H?) es unimodular. O

118



Bibliografia

[BP92]
[Bon09]

[Bre93]
[Bur+02]

[Cul+]

[FM11]

[GL89]

[HM&1]

[JS79]

[Kna02]

[Lac00a]

[LacO0b]

[Lac00c]

[Lan75]
[LM]

Ricardo Benedetti y Carlo Petronio. Lectures on Hyperbolic Geometry. Springer, 1992.

Francis Bonahon. Low-Dimensional Geometry: From Euclidean Surfaces to Hyperbolic
Knots. American Mathematical Society, 2009.

Glen E. Bredon. Topology and Geometry. Springer, 1993.

M Burger y col. “Counting hyperbolic manifolds”. En: Geometric & Functional Analysis
GAFA 12.6 (2002), pags. 1161-1173.

Marc Culler y col. SnapPy, a computer program for studying the geometry and topology
of 3-manifolds. Available at http://snappy.computop.org (02/03/2020).

Benson Farb y Dan Margalit. A primer on mapping class groups. Version 5.0. Princeton
University Press, 2011.

C. McA. Gordon y J. Luecke. “Knots are determined by their complements”. En: Bull.
Amer. Math. Soc. (N.S.) 20.1 (ene. de 1989), pags. 83-87. URL: https://projecteudlid.
org:443/euclid.bams/1183554911.

Uffe Haagerup y Hans J Munkholm. “Simplices of maximal volume in hyperbolic n -
space”. En: Acta Math. 147 (1981), pags. 1-11. DOI: https://doi.org/10.1007/
BE02392865.

William Jaco y Peter B. Shalen. “SEIFERT FIBERED SPACES IN 3-MANIFOLDS”. En:
Geometric Topology. Ed. por JAMES C. CANTRELL. Academic Press, 1979, pags. 91-99.
ISBN: 978-0-12-158860-1. DOI: https://doi.org/10.1016/B978-0-12~
158860-1.50013-7.

A.W. Knapp. Lie Groups Beyond an Introduction. Progress in Mathematics. Birkhduser
Boston, 2002. 1SBN: 9780817642594.

Marc Lackenby. Hyperbolic Manifold, Chapters 0 to 5. 2000. URL: http://people.
maths.ox.ac.uk/lackenby/hypox05.pdf.

Marc Lackenby. Hyperbolic Manifolds, Chapters 6 to 11.2000. URL: http://people|
maths.ox.ac.uk/lackenby/hypox6ll.pdf.

Marc Lackenby. Introductory chapter on Riemannian manifolds. 2000. URL: http://
people.maths.ox.ac.uk/lackenby/intriem.pdfl

S. Lang. SLy(R). Springer, 1975.

Charles Livingston y Allison H. Moore. Knotinfo: Table of Knot Invariants. URL: http:
//www.1indiana.edu/~knotinfol

119


http://snappy.computop.org
https://projecteuclid.org:443/euclid.bams/1183554911
https://projecteuclid.org:443/euclid.bams/1183554911
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/BF02392865
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/BF02392865
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/B978-0-12-158860-1.50013-7
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/B978-0-12-158860-1.50013-7
http://people.maths.ox.ac.uk/lackenby/hypox05.pdf
http://people.maths.ox.ac.uk/lackenby/hypox05.pdf
http://people.maths.ox.ac.uk/lackenby/hypox611.pdf
http://people.maths.ox.ac.uk/lackenby/hypox611.pdf
http://people.maths.ox.ac.uk/lackenby/intriem.pdf
http://people.maths.ox.ac.uk/lackenby/intriem.pdf
http://www.indiana.edu/~knotinfo
http://www.indiana.edu/~knotinfo

[Mar74]  Albert Marden. “The geometry of finitely generated kleinian groups”. En: Annals of Mat-
hematics. Second Series 99 (1974), pags. 383-462. DOI: https://doi.org/10.
2307/1971059.

[Mil82] John W. Milnor. “Hyperbolic geometry: The first 150 years”. En: Bull. Amer. Math. Soc.
(N.S.) 6.1 (ene. de 1982), pags. 9-24.

[Mor0O1]  Shigeyuki Morita. Geometry of Differential Forms. American Mathematical Society, 2001.

[Mos68]  George D. Mostow. “Quasi-conformal mappings in n-space and the rigidity of hyperbolic
space forms”. En: Publications Mathématiques de I’IHES 34 (1968), pags. 53-104.

[Per74] Kenneth A. Perko. “On the Classification of Knots”. En: Proceedings of the American
Mathematical Society 45.2 (1974), pags. 262-266. 1SSN: 00029939, 10886826. URL:
http://www. jstor.org/stable/2040074.

[Pra73] Gopal Prasad. “Strong rigidity of Q-rank 1 lattices”. En: Inventiones Mathematicae 21
(1973), pags. 255-286. DOI: https://doi.org/10.1007/BF014187809.

[Pur20] Jessica S. Purcell. Hyperbolic Knot Theory. 2020. URL: http://users .monash.
edu/~jpurcell/book/HypKnotTheory.pdfl

[Rat06] John G. Ratcliffe. Foundations of Hyperbolic Manifolds. Second Edition. American Mat-
hematical Society, 2006.

[Ril75a]  Robert Riley. “A quadratic parabolic group”. En: Mathematical Proceedings of the Cam-
bridge Philosophical Society 77.2 (1975), pags. 281-288. D0OI1:/10.1017/S0305004100051094.

[Ril75b]  Robert Riley. “Discrete parabolic representations of link groups”. En: Mathematika 22.2
(1975), pags. 141-150. p01:110.1112/50025579300005982.

[Rub87] D. Ruberman. “Mutation and volumes of knots in S3.” En: Inventiones mathematicae 90
(1987), pags. 189-216. URL: http://eudml.org/doc/143507.

[Ser08] Caroline Series. Hyperbolic Geometry. 2008. URL: http://homepages.warwick.
ac.uk/~masbb/Papers/MA448.pdf,

[Szc12] Andrzej Szczepanski. Geometry of Crystallographic Groups. Volumen 4 de Algebra and
discrete mathematics. World Scientific, 2012.

[TL97] W.P. Thurston y S. Levy. Three-dimensional Geometry and Topology. Princeton mathe-
matical series. Princeton University Press, 1997. 1ISBN: 9780691083049.

[Thu86]  William P. Thurston. “Hyperbolic Structures on 3-Manifolds I: Deformation of Acy-
lindrical Manifolds”. En: Annals of Mathematics 124.2 (1986), pags. 203-246. I1SSN:
0003486X.

[Thu+80] William Thurston y col. The Geometry and Topology of Three-Manifolds. 1980. URL:
http://library.msri.org/books/gt3m/l

[Tuk85]  Pekka Tukia. “On isomorphisms of geometrically finite M&bius groups”. En: Publica-
tions Mathématiques de 1 Institut des Hautes Etudes Scientifiques 61.1 (1985), pags. 171-214.
DOL: |https://doi.org/10.1007/BF02698805.

[Wan72] Hsien Chung Wang. “Topics on totally discontinuous groups”. En: Symmetric spaces
(Short Courses, Washington Univ., St. Louis, Mo., 1969-1970) 8 (1972), pags. 459-487.

120


https://doi.org/https://doi.org/10.2307/1971059
https://doi.org/https://doi.org/10.2307/1971059
http://www.jstor.org/stable/2040074
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/BF01418789
http://users.monash.edu/~jpurcell/book/HypKnotTheory.pdf
http://users.monash.edu/~jpurcell/book/HypKnotTheory.pdf
https://doi.org/10.1017/S0305004100051094
https://doi.org/10.1112/S0025579300005982
http://eudml.org/doc/143507
http://homepages.warwick.ac.uk/~masbb/Papers/MA448.pdf
http://homepages.warwick.ac.uk/~masbb/Papers/MA448.pdf
http://library.msri.org/books/gt3m/
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/BF02698805

	Portada 


	Índice General
	Introducción 
	Capítulo 1. Prerrequisitos 


	Capítulo 2. Pseudoisometrías 
	Capítulo 3. Simplejos Ideales 
	Capítulo 4. Norma de Gromov 
	Capítulo 5. Conclusión de la Demostración en el Caso Cerrado y Algunas Consecuencias 
	Capítulo 6. Lema de Margulis y Descomposición Delgada/Gruesa 


	Capítulo 7. El Teorema de Rigidez de Mostow para Variedades Hiperbólicas Completas y de Volumen Finito 


	Capítulo 8. Nudos Hiperbólicos 


	Apéndice. Unimodularidad de I(H3) 
	Bibliografía



