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Introduccion

Este escrito estd dedicado principalmente al estudio del polinomio de Tutte y sus inter-
pretaciones, este polinomio de dos variables fue introducido por W. T. Tutte en [27] origi-
nalmente como un invariante polinomial en graficas que contaba estructuras cromaticas, en
la actualidad se sabe que de forma mas general es un invariante matroidal. Quiza la linea
de investigacién més fructifera de este polinomio es estudiar las interpretaciones que tiene
cuando es evaluado sobre puntos o a lo largo de curvas algebraicas en el plano. Por ejemplo,
dada una gréfica conexa G, su polinomio de Tutte, denotado T'(G;z,y), cuenta el nimero
de arboles generadores, orientaciones aciclicas, orientaciones aciclicas con una tunica fuente
predeterminada y orientaciones totalmente ciclicas de G cuando es evaluado en los puntos
(1,1), (2,0), (1,0) y (0,2) respectivamente. También, a lo largo de las curvas y =0y = = 0 el
polinomio de Tutte se especializa en el polinomio cromatico y de flujos respectivamente. Para
un matroide M, su polinomio de Tutte, denotado T'(M;z,y), cuenta el nimero de bases,
conjuntos independientes y conjuntos generadores cuando es evaluado en los puntos (1,1),
(2,1) y (1,2), alo largo de la curva y = 0 el polinomio de Tutte se especializa en el polinomio

caracteristico de M.

Este trabajo se distribuye de la siguiente manera: En el Capitulo 1 damos una breve
introduccién a la teoria de graficas, matroides y el polinomio de Tutte con el fin de presen-
tar los conceptos y la notacién que utilizaremos durante el desarrollo de este escrito. En el
Capitulo 2 estudiamos el polinomio de Tutte de las graficas K,, + K,, evaluado en los puntos
(1,—1) y (2,—-1), de forma precisa, probamos que estas evaluaciones cuentan el nimero de
arboles y bosques generadores crecientes pares respectivamente, ademads, para ciertos valores
de m utilizamos las evaluaciones mencionadas anteriormente para contar permutaciones al-

ternantes. En el Capitulo 3 estudiamos una conjetura planteada por R. P. Stanley en [25] que

v
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relaciona el h-vector de un matroide con O-sucesiones puras, esta conjetura es de relevan-
cia para nuestra investigacién ya que el h-vector de un matroide M esta relacionado con su
polinomio de descascarillado y este polinomio es una especializacién del polinomio de Tutte
de M a lo largo de la curva y = 1. Sobre esta conjetura se conocen diversos resultados par-
ciales para ciertas familias de matroides, por ejemplo, matroides cogréficos [17, 2], matroides
cotransversales [22, 24|, matroides de empedrado [19], matroides con rango o co-rango fijo
[14, 10], graficas con &pice [11, 12], entre otros. Nuestro enfoque en este capitulo es intentar
englobar algunos de los resultados anteriores en un solo marco con el fin de desarrollar una
teoria que pudiera ser ttil para probar la conjetura de Stanley en nuevas familias de matroides,
aunque no pudimos obtener dichos resultados, encontramos nuevas pruebas para algunas de
las familias mencionadas anteriormente. Finalmente, en el Capitulo 4 estudiamos mas a fon-
do la demostracién de la conjetura de Stanley para matroides de empedrado que aparece
en [19], en este articulo se comienza a estudiar multicomplejos con propiedades extremales
y se establece una conjetura sobre su estructura, cabe mencionar que estos multicomplejos
extremales pueden ser muy ttiles en investigaciones futuras sobre la conjetura de Stanley y
de ahi la importancia que tiene su estudio. En este Capitulo logramos caracterizar algunos de

estos multicomplejos extremales, confirmando la conjetura de [19] para estos casos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Graficas

En esta seccion daremos una muy breve introduccion a la teoria de graficas, nuestro
objetivo es presentar la notacién que utilizaremos durante el desarrollo de este trabajo y no
asi, dar un tratamiento extensivo de la teoria, invitamos al lector interesado en consultar el
libro de R. Diestel [5] donde podra encontrar una explicacién més profunda de los temas que

trataremos a continuacion.

Por una grdfica entendemos una pareja ordenada G = (V, E), donde V es un conjunto
finito y E es una coleccién de parejas de elementos en V. A los elementos en V' se les llama
vértices y a los elementos en FE se les llama aristas. Dada una gréfica G, V(G) y E(G)
denotan el conjunto de vértices y aristas de la grafica G respectivamente. Dada una arista
e = {u,v} € E(G), también denotada uv, decimos que e es incidente a los vértices u y v,
ademads, decimos que los vértices u y v son adyacentes o que u es vecino de v. Para un vértice
v, el conjunto de vecinos de v contenido en V(G) \ v es llamado la vecindad de v y se denota
como N (v). El grado de v, denotado como d(v), es el nimero de aristas en E(G) que son
incidentes a v.

Como es usual en distintas dreas de matematicas, es conveniente definir una nocién de
subestructura, en el caso de las gréficas decimos que G’ es una subgréfica de G si V(G') C
V(G), E(G') C E(G) y G’ es una gréfica por si misma, si ademas se cumple que V(G’) = V(G),

decimos que G’ es una subgrafica generadora. Particularmente estamos interesados en cierto
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tipo de subgraficas llamadas inducidas, dada una grafica G y un subconjunto de vértices
U C V(G), definimos la subgrafica inducida por los vértices en U como G[U] = (U, E’), donde
E' ={uv € FE: u,v € U}, cuando la grafica subyacente G este bien determinada escribiremos

solamente [U].

Una trayectoria es una grafica de la forma P = (V,E), donde V' = {vg,v1,..., 0t} ¥
E = {vgv1,v102, ..., Uk_1Vk}, de forma més precisa, P es una trayectoria de longitud k&, a los
vértices vy y v se les llama extremos de la trayectoria. Dada P una k — 1-trayectoria con
k > 3, la grafica C = (V(P), E(P) Uvg_1v9) es un ciclo de longitud k. Una gréfica G se dice
coneza si para cualesquier par de vértices u,v € V(G) existe una trayectoria (como subgrafica
de G) con extremos u y v, una componente conexa de G es una subgréfica maximalmente
conexa, es decir, es una subgréfica conexa a la que no podemos agregar ni vértices ni aristas
de G conservando la conexidad de dicha subgrafica. Un drbol es una grafica conexa que no
contiene ciclos y un drbol enraizado es simplemente un &rbol con un vértice especial llamado

raiz.

Otro concepto que utilizaremos en el desarrollo de este trabajo es el de coloracién, dada
una grafica G = (V, E), una A-coloracién es una funcién o que asigna a cada vértice de la
grafica un color en {1,2,...,A}. Una A-coloracién se dice propia si siempre que tenemos dos
vértices u, v adyacentes, entonces o(u) # o(v). Uno de los problemas clasicos en coloracién de
graficas es encontrar para una grafica G el menor entero A para el cual exista una A-coloracién
propia de G, a este numero se le llama nidmero cromdtico de Gy se denota por x(G). Un
problema ma&s general es encontrar para todo entero positivo A el nimero de A-coloraciones
propias de G, de hecho, se sabe que existe un polinomio que cuenta dichas coloraciones, este

polinomio se llama polinomio cromdtico de Gy se denota por x(G; \).

Dada una gréafica G, por una orientacion O de G entendemos una asignacién de direcciéon
en cada arista, es decir, para cada e = {u,v} € E(G) escogemos exactamente una direccién
entre (u,v) o (v,u), si escogemos la direccién (u,v) la arista e se convierte en una flecha
de u hacia v, también decimos que w y v son los vértices inicial y final de e. Un vértice
se llama fuente si es el vértice inicial de todas las flechas incidentes a él, de forma andloga
un vértice se llama sumidero si es el vértice final de todas las flechas incidentes a él, en
la Figura 1.1 se puede apreciar una grafica y una orientaciéon de la misma. Dada G y una

orientaciéon O, un ciclo dirigido es un ciclo de G y donde ademas las flechas estan dirigidas de
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forma congruente, cuando una orientacién no posee ciclos dirigidos se denomina orientacion
aciclica, por el contrario, si cada flecha pertenece a un ciclo dirigido entonces la orientacién

se llama totalmente ciclica.

Figura 1.1: A la izquierda se puede apreciar una grafica G y a la derecha una orientacién de
la misma, donde el u y v son el vértice inicial y final de e respectivamente. En la orientacién

u es una fuente mientras que w es un sumidero.

También podemos definir operaciones en graficas, una de estas es el complemento de una
grafica G = (V, E), denotado y definido por G = (V, E’) donde E' = {uv : uwv ¢ E}. Otra
operacion que utilizaremos més adelante es la suma de gréaficas, dadas dos graficas G y H
con V(G)NV(H) = (), denotamos la suma de estas como G + H cuyo conjunto de vértices
es V(G+ H)=V(G)UV(H) y su conjunto de aristas es E(G+ H) = E(G) U E(H) U {uv :
u € V(G) yv € V(H)}. De igual forma introduciremos algunas familias de gréficas con las
que trabajaremos a lo largo de este escrito, la primer familia son las graficas completas, dado
un nimero natural n, denotamos por K, a la grafica completa en n vértices cuyo conjunto
de vértices es {1,2,...,n} y cada par de vértices es adyacente. Otra familia conocida que
utilizaremos en el siguiente capitulo son las pifiatas, que son graficas definidas mediante la
suma K, + K,,. Si k es un ntimero natural fijo, definimos la familia de k-pinatas como el
conjunto {K,, + Ky }n>1.

Dado que nos interesa estudiar el polinomio de Tutte, es necesario presentar una general-
izacién a la nocién de grafica. Una multigrdfica es una tripleta G = (V, E,0), donde V' y E
son conjuntos finitos disjuntos y o : £ — V x V es una funcién que asigna a cada elemento
de F una pareja de elementos en V. De la misma forma que antes V' y E son los conjuntos
de vértices y aristas respectivamente. Observe que estd nocién permite que existan aristas

multiples entre una pareja de vértices y, ademads, permite que existan aristas cuyos dos ex-
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tremos sean el mismo vértice, este tltimo tipo de aristas reciben el nombre de lazos. Observe
que cuando se permiten aristas multiples pueden existir ciclos de longitud 2 y los lazos son
considerados ciclos de longitud 1. Cabe mencionar que cuando trabajamos con multigraficas
los lazos contribuyen 2 unidades en el grado de su vértice incidente. Todas las definiciones que
vimos para graficas puede trasladarse al lenguaje de multigraficas facilmente, por esta razén
durante el desarrollo de este trabajo nos referiremos a las multigraficas simplemente como

graficas.

Las siguientes dos operaciones son esenciales en el estudio de invariantes en gréficas
provenientes del polinomio de Tutte que es uno de las lineas principales de este escrito. La
primer operacién es el borrado de aristas, dada una grafica G = (V, E) y una arista e € E,
G\e= (V,E\ {e}) denota al borrado de la arista e en la grafica G. La segunda operacién
es la contraccién de aristas, dada e = ab una arista de G = (V, E), G/e denota a la contrac-
cién de la arista e en G y estd definida como G/e = (V', E’) donde V' = V' \ {a,b} Uwvg y
E ={uw e E:u+#abyv#ablU{uvgy : ua € Eoub € E}. Ahora que tenemos las
nociones de conexidad y borrado de aristas podemos introducir un concepto muy importante
en la teoria que desarrollaremos mas adelante, para una grifica G, una arista e € E(G) es
un istmo si G \ e tiene mds componentes conexas que G, cabe mencionar que este tipo de
aristas comunmente se llaman puentes, sin embargo, elegimos el término de istmo ya que
estudiaremos a las graficas dentro del contexto de los matroides. En la Figura 1.2 se puede

apreciar un ejemplo de borrado y contraccién de aristas.

Vab

G G\e G/e

Figura 1.2: Borrado y contraccién de e = ab. Observe que la arista f es un istmo mientras

que g es un lazo en la grafica G/e.



1.2. MATROIDES 5

1.2. Matroides

La teoria de Matroides es un area de las matematicas cuya motivaciéon surge en gran
medida del dlgebra lineal y la teoria de las gréficas, fueron introducidos en el trabajo seminal
[30] por Whitney en 1935. Daremos a continuacién una breve introduccién sobre esta teoria,
no sin antes persuadir al lector en consultar el libro de J. G. Oxley [23] donde podrd encontrar
un extenso estudio de esta teoria.

Un matroide es un par ordenado M = (E,Z), donde F es un conjunto finito e Z es una

coleccién de subconjuntos de E que satisface las siguientes propiedades:
» e
» SileZel CI,entonces I’ €T.

» Si I, I € 7 son tales que | I1 |<| I |, entonces existe un elemento e € Iy \ I tal que

11U{6} eT.

El conjunto E se llama conjunto base, mientras que a los conjuntos en Z se les llama conjun-
tos independientes y los subconjuntos de E que no pertenecen a Z se denominan dependientes.
Una de las caracteristicas mas interesante de los matroides es que existen muchas definiciones
equivalentes, por ejemplo, un matroide puede definirse en término de sus conjuntos depen-
dientes, pues estos determinan por completo a los conjuntos independientes. Algunas otras
caracterizaciones de matroides pueden formularse en términos de los siguientes conceptos:

Sean M = (E,Z) un matroide y P(E) el conjunto potencia de E.

La funcién de rango de M es la funcién r : P(E) — Z>o, tal que 7(X) = max{| Y |:
Y C X, Y es independiente en M}.

La funcién cerradura se define como la funcién Cl : P(E) — P(E), tal que Cl(X) =
{fee E:r(XUe)=r(X)}.

Si X C E es tal que Cl(X) = X decimos que X es cerrado en M.
= Si X C F es independiente maximal decimos que X es una base de M.

= Si X C FE es dependiente minimal decimos que X es un circuito de M.
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Un matroide puede definirse en términos de cualquiera de las estructuras anteriores, es
decir, basta conocer el conjunto de bases o circuitos; o la funciéon de rango o cerradura para
construir un matroide, cabe mencionar que cada estructura tiene un conjunto de axiomas que
las definen. Por esta razén conviene tener una notacién general para referirnos a un matroide,
sin importar las estructuras que lo definen denotaremos un matroide por M (FE) entendiendo

que su conjunto base es F y, cuando no haya confusién escribiremos solamente M.

Al igual que en muchas areas de las mateméticas en teoria de matroides también existe
el concepto de dualidad. Sea M (FE) un matroide sobre E. Definimos el matroide dual de M,
denotado M*, como el matroide cuyas bases estan formadas por los complementos de las bases
de M, es decir, el conjunto de bases de M* es B* = {E'\ B : B es base de M}. Con la nocién
de dualidad en la teoria podemos hablar de las estructuras del objeto dual; sin embargo, dado
que durante el estudio de matroides estas estructuras aparecen con mucha frecuencia conviene
tener una terminologia para dichas estructuras duales. De esta forma cuando hablemos de una
estructura en el matroide dual M*, diremos que es una co-estructura en nuestro matroide M.
Por ejemplo, para un circuito C' de M*, diremos que C es un co-circuito de M, asi también

para bases, independientes y demds estructuras del matroide dual.

Dado un matroide M(E) y una base B de M, entonces para cualquier elemento fuera de
la base, digamos p € E \ B, existe un unico circuito contenido en B U p y que contiene a p,
a este circuito lo llamamos un circuito fundamental y lo denotamos cf(B, p). De forma dual,
para cualquier elemento en la base, digamos b € B, existe un uUnico co-circuito contenido en

(E\ B)Ub el cual se denomina co-circuito fundamental y se denota ccf(B,b).

Como ocurre con las graficas, en matroides también existen las operaciones de borrado y
contraccién, estas operaciones son fundamentales para el desarrollo de la teoria de menores y
también para estudiar el polinomio de Tutte que es nuestro principal objeto de estudio. Sean
M = (E,Z) un matroide, e € E un elemento de M y r la funcién de rango en M.
Definimos M \ e = (E \ e,Z’) como el borrado de e en el matroide M, donde Z' = {I € T :
I CE\e}.
Definimos M/e = (E \ e,Z") como la contraccién de e en el matroide M, donde Z” = {I \ e :
ecleZ}sir(e)=1.Sir(e) =0 sedefine M/e= M\ e.

Puede probarse que M \ e y M /e son matroides cuyo conjunto base es E \ e, ademads

de satisfacer (M \ e)/e’ = (M/e) \ €' para cualesquiera elementos e,e¢’ € E. De esta forma
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podemos decir que dado un matroide M, un menor de M es un matroide N obtenido al
realizar una sucesién de borrados y contracciones en M. Ademads de la definicién de menor
necesitamos definir dos tipos de elementos importantes en un matroide. Sean M = (E,Z) un
matroide y e € F un elemento de M. Decimos que e es un lazo si no pertenece a ninguna base
y decimos que e es un istmo si estd en toda base de M.

Existe muchos ejemplos de familias de matroides, una de ellas es la familia de matroides
representables que fue introducida en el trabajo seminal de Whitney en 1935 [30] y a esta
familia se debe el nombre de matroides ya que estos consisten en aquellos matroides que son
representados por matrices y cuyo conjunto base puede indexarse mediante las columnas de
dicha matriz. Otra familia muy conocida son los matroides graficos, dado que esta familia es
de particular interés para nosotros daremos una breve explicacion de dichos matroides. Dada
una grafica G = (V, E) podemos considerar el matroide que tiene como conjunto base a las
aristas de la grafica y cuyos conjuntos independientes son aquellos subconjuntos de aristas
que no forman un ciclo en G, este matroide se denota por M (G). Cabe mencionarse que los
circuitos del matroide corresponden a los subconjuntos de aristas que forman ciclos en G,
también, los conceptos de istmos y lazos corresponden en ambas teorias, es decir, una arista

e € E es un istmo (lazo) de G si y sélo si e es un istmo (lazo) de M(G).

1.3. El polinomio de Tutte

En esta seccién introduciremos uno de los conceptos principales de este trabajo llamado
polinomio de Tutte, el cual es un invariante en matroides. Nos basaremos en [4] donde se puede
encontrar un estudio extenso de este polinomio. Este invariante fue introducido por W. T.
Tutte en 1967 (ver [27]) y desde entonces ha sido de gran interés por su relacién con la teoria
de nudos, fisica estadistica y teoria de cédigos (ver [29]), ademds, una de sus riquezas radica
en las multiples definiciones que existe de este polinomio, nosotros daremos una definicién
basada en borrado y contracciéon dada la naturaleza de nuestro trabajo.

Dado un matroide M (E) y un elemento e € E que no es lazo ni istmo, entonces el polinomio

de Tutte de M, denotado T'(M;x,y), estd definido por la siguiente relacién:
T(M;z,y) =T(M\ e;z,y) + T(M/e;2,y).

Si M no contiene tal elemento e, entonces M estd formado Unicamente por lazos e istmos,
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digamos i lazos y j istmos, en este caso su polinomio de Tutte estd definido como:
T(M;z,y) = 2"y’

Para una gréfica G, es posible definir el polinomio de Tutte de G, denotado T'(G;x,y),
copiando la definicién anterior en términos de graficas, ya que hemos introducido anterior-
mente las nociones de lazos e istmos de una grafica y el borrado y contraccién de aristas en
graficas. Otra posible definicién de T'(G; z,y) es calcular el polinomio de Tutte del matroide
grafico M (QG), es decir, se tiene que T(M(G);z,y) = T(G; x,y).

A continuaciéon mencionaremos algunas propiedades del polinomio de Tutte. Una de estas
es la relacién que guardan el polinomio de un matroide con el polinomio de su matroide dual,
para todo matroide M se tiene que T'(M*;z,y) = T(M;y,z). Ademds, el polinomio de Tutte
tiene muchas interpretaciones cuando es evaluado en puntos o a lo largo de curvas en el plano,
por ejemplo, si b(M), i(M) y s(M) denotan el nimero de bases, conjuntos independientes y

conjuntos generadores de M (FE) respectivamente, entonces:
i) (M) =T(M;1,1),
i) i(M)=T(M;2,1),
i) s(M)=T(M;1,2) y
iv) 2Bl = T(M;2,2).

También, se sabe que el polinomio de Tutte es una generalizacién de otros invariantes polino-
miales en matroides, por ejemplo, a lo largo de la recta y = 0 se especializa en el polinomio
caracteristico de un matroide y, a lo largo de la recta y = 1 el polinomio de Tutte se espe-
cializa en el polinomio de descascarillado, este 1ltimo polinomio es de gran importancia en el
Capitulo 3 donde estudiaremos maés a fondo esta relacion.

En el caso de gréficas, el polinomio de Tutte también tiene muchas interpretaciones com-
binatorias, por ejemplo, si G es una grafica conexa, el nimero de adrboles generadores corres-
ponde al nimero de bases del matroide grafico M(G), es decir, las relaciones mencionadas
anteriormente nos garantizan que este nimero es igual a T(G;1,1). Otras interpretaciones
dentro de las mds conocidas son las siguientes, T'(G;2,0), T(G;1,0) y T(G;0,2) cuentan el
numero de orientaciones aciclicas, orientaciones aciclicas con una tnica fuente predeterminada

y orientaciones totalmente ciclicas de G respectivamente.
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También, se sabe que el polinomio cromético de G es una especializacién de su polinomio
de Tutte a lo largo de la recta y = 0, de hecho, si G tiene k componentes conexas se cumple
que

x(Gs A) = X(=1)V@I="1(G; 1 — ), 0).
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CAPITULO 1. PRELIMINARES



Capitulo 2

El polinomio de Tutte y los

diagramas de cuerdas

Nuestro objetivo en este capitulo es presentar algunas interpretaciones combinatorias del
polinomio de Tutte evaluado en los puntos (2, —1) y (1, —1) para las gréficas K,, + K,,. Como
se menciono en la Seccién 1.3 el polinomio de Tutte tiene diversas interpretaciones combina-
torias, por ejemplo, se sabe que para una grafica G predeterminada, 7'(G;2,0) y T(G;1,0)
cuentan el nimero de orientaciones aciclicas y orientaciones aciclicas con una tunica fuente
respectivamente, con estas interpretaciones podemos obtener facilmente la siguiente igualdad
T(Ky;2,0) = T(Kp41;1,0). Estas relaciones sobre evaluaciones del polinomio de Tutte en
distintos puntos son interesantes porque pueden darnos informacion del comportamiento de
la grafica (o del matroide en general), ademés, no se conocen muchas relaciones de este tipo.
Una relacién similar fue encontrada por C. Merino [18] en los puntos (2,—1) y (1, —1) para
las graficas completas, a saber, se tiene que T(K,;2,—1) = T(K,42;1,—1), esta relacién
fue ampliamente estudiada en [9] y se encontré una generalizacién de la misma obteniendo
condiciones suficientes para una grafica G y vértices u,v € V(G) de tal forma que se cumpla
T(G;1,—-1) =T(G\{u,v};2,—1), este resultado es relevante para nosotros porque las gréficas

pinata K, + K,, satisfacen dichas condiciones, de hecho, tenemos la siguiente relacién:

T(Kp+ Kn;2,—1) =T(Kpy1 + Ky 1, —1). (2.1)

11
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2.1. Diagramas de cuerdas

Los diagramas de cuerdas han sido estudiados en diversos ambitos y se conocen muchas
propiedades de ellos, es este trabajo nuestro interés es utilizar un enfoque introducido por
Tomoki Nakamigawa en [20], donde el concepto bésico es la expansién de un diagrama de
cuerdas.

Por un diagrama de cuerdas entendemos una coleccién de segmentos de recta, llamados cuer-
das, cuyos extremos estan sobre una circunferencia, de tal manera que ningin par de segmentos
comparten puntos extremos. Dadas dos cuerdas del diagrama, decimos que forman un cruce
si los segmentos de rectas se intersectan. A un diagrama de cuerdas D podemos asociarle
naturalmente una grafica Gp que tiene como conjunto de vértices a las cuerdas del diagrama
y dos vértices son adyacentes si sus cuerdas asociadas forman un cruce en D, ver Figura
2.1. Las gréficas que pueden obtenerse mediante este proceso se llaman gréficas circulares y
existen muchas propiedades y caracterizaciones de las mismas, sin embargo, en este trabajo

solamente utilizaremos el hecho de que la gréifica K,, + K,, es circular.

Figura 2.1: Diagrama de cuerdas con su gréafica circular asociada.

Denotemos a una cuerda del diagrama como zy, donde z, y son los puntos extremos de la
cuerda que estan sobre la circunferencia. Sea D un diagrama de cuerdas y S = {z1x3, zox4}
un cruce del diagrama, la expansion de D respecto a S se define como reemplazar D con
dos nuevos diagramas D1 = (D\ S)US1 y Dy = (D \ S) U Sa, donde S1 = {xox3, 2124} y
Sy = {z129, x324}, Ver Figura 2.2.

En [20] T. Nakamigawa prueba que al realizar una expansién el nimero de cruces en los

diagramas obtenidos siempre es menor o igual al nimero de cruces del diagrama original, mas
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Figura 2.2: Expansién del diagrama respecto a S.

aun, podemos realizar una sucesién de expansiones hasta obtener solamente diagramas sin
cruces, este multiconjunto de diagramas se denota como NCD(D), el siguiente resultado nos

asegura que el multiconjunto estd bien definido.

Teorema 2.1.1. (Nakamigawa, 2016) Sea D un diagrama de cuerdas. Entonces, el multi-
congunto NCD(D) de diagramas sin cruce que se obtiene al realizar una serie de expansiones

es independiente del orden en el que las expansiones son hechas.

Dado que el multiconjunto NCD(D) esté bien definido, podemos hablar de la funcién
f(D) = INCD(D)|. Una vez definida f es natural preguntarse por los valores para ciertas fa-
milias de diagramas, denotemos por C,, un n-cruce, que consiste en n cuerdas donde cada par de
ellas forma un cruce, T. Nakamigawa prueba en [20] que f(C,) = En41, donde &, es el nimero
de Euler que cuenta el niimero de permutaciones alternantes en {1,2,...,n}. Con esto en
mente podemos dar una primera relacién entre el polinomio de Tutte y los diagramas de cuer-
das, recordemos la identidad encontrada por C. Merino [18]: T'(Kp42;1, —1) = T'(K,; 2, —1),
también, es conocido que la evaluaciéon T'(K,;1,—1) es igual al nimero de Euler &,_;, ver

[13]. Es decir, tenemos las siguientes igualdades.
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f(Cn) =Eny1 =T (Kpyo;1,—1) =T(K,;2,—1).

Basta observar que la grafica asociada al n-cruce es la grafica completa K, para tener la

siguiente igualdad.

f(Cn) =T(Ge,;2,-1).

Esta relacién fue generalizada para cualquier diagrama de cuerdas por T. Nakamigawa y

T. Sakuma [21], es decir, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.1.2. (Nakamigawa & Sakuma, 2017) Sea D un diagrama de cuerdas. En-
tonces f(D) =T(Gp;2,-1).

Una simple aplicacién de los Teoremas 2.1.1 y 2.1.2 nos dice que para cualquier diagrama
de cuerdas D y cualquier cruce S, si D1 y D2 denotan a los diagramas obtenidos al realizar

la expansién de D respecto a S entonces se cumple:
T(Gp;2,—1) =T(Gp,;2,-1)+ T(Gp,;2,—1). (2.2)

2.2. Arboles y bosques crecientes pares

Dado un arbol T' cuyos vértices tienen etiquetas v < vy < -+ < v, donde n = |V(T)],
definimos la raiz del arbol a ser el vértice v1. Decimos que T es creciente si para todo vértice
v, el camino desde v1 hacia v; es creciente y, decimos que T es par si cualquier vértice difer-
ente de v; tiene un numero par de hijos. De la misma forma, dado un bosque etiquetado
F', decimos que F' es un bosque creciente par si cada componente conexa de F' es un arbol

creciente par.

Nos interesa contar el nimero de arboles y bosques generadores crecientes pares de dos
familias de graficas introducidas en la Seccién 1.1, la primer familia son las graficas completas
K, cuyas etiquetas son {1,2,...,n} y la segunda familia son las pinatas K, + K,, cuyas
etiquetas son {1,2,...,n} en los vértices que pertenecen a K,, y {n+1,n+2,...,n+m} en

los vértices de K. Para las graficas completas estos nimeros se encontraron en [9], a saber,
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tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2.1. (Goodall, Merino, de Mier € Noy, 2013) Para todo n > 1 el nimero
de drboles y bosques generadores crecientes pares de K, es igual a T(Ky,;1,—1) y T(Ky;2,—1)

respectivamente.

Cabe mencionar que estos ntmeros fueron utilizados para encontrar una prueba combi-
natoria de la relacién T'(K,;2,—1) = T(Kp42;1,—1) encontrada por C. Merino, es decir, la
relacion anterior nos dice que el nimero de bosques generadores crecientes pares de K, es
igual al nimero de arboles generadores crecientes pares de K, 1s. Resumimos esta biyeccién

encontrada en [9] en la siguiente proposicién para utilizarla en una seccién posterior.

Proposicién 2.2.2. (Goodall, Merino, de Mier & Noy, 2013) Existe una biyeccion
entre los bosques generadores crecientes pares de K, y los drboles generadores crecientes pares

de Kn+2 .

Demostracion. Dado un arbol generador creciente par de K,i2 podemos borrar todas las
aristas en el Unico camino que existe entre los vértices 1 y n + 2, si ademas eliminamos los
vértices 1 y n 4 2 tenemos un bosque creciente par en los vértices {2,3,...,n + 1}, basta
disminuir cada etiqueta en 1 para obtener un bosque generador creciente par de K.

De forma similar, dado un bosque generador creciente par F de K, podemos incremen-
tar las etiquetas en 1 para obtener un bosque creciente par en los vértices 2,3,...,n +
1. Las componentes conexas de F' pueden ser particionadas en dos conjuntos, el primer
conjunto estd formado por aquellas componentes cuya raiz tiene grado par, digamos que
r1,T2,...,r; son dichas raices; el segundo conjunto son aquellas componentes cuya raiz tiene
grado impar, digamos s1 < s < ... < Si. Basta agregar los vértices 1, n + 2 y las aris-
tas {1,7m1}, {1, ma}, ..., {1, 7}, {1,s1}, {51, 52}, {s2, 83}, ..., {sk,n + 2} para obtener un arbol

generador creciente par de K, 49. ]

Antes de continuar con los resultados de esta seccién y para facilitar las pruebas de los
mismos haremos algunas observaciones, primero, recordemos que las gréaficas pinatas K, + K,
son circulares, es decir, existe un diagrama de cuerdas que la representa, en la Figura 2.3 pode-

mos ver dicho diagrama, ademas, utilizaremos el diagrama a la derecha codificando las cuerdas
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N e
n

Figura 2.3: Diagrama de cuerdas de K,, + K,,, y su codificacién.

que representan los n + m vértices de K,, + K,,. Cabe mencionar que en algunas ocasiones
utilizaremos notacién como K,, + K; o K, + Kj en lugar de K, 1 y K, respectivamente, la
razén se hard clara durante la prueba del Teorema 2.2.5, haciendo nuestra notacién consis-
tente. También, de aqui en adelante cuando sea conveniente llamaremos bosques (drboles) a
los bosques (arboles) generadores crecientes pares y, F(G) representa el conjunto de bosques
generadores crecientes pares de la grafica G.

Podemos ahora empezar con los resultados de esta seccién, los siguientes dos lemas nos

ayudaran a probar uno de los teoremas principales.

Lema 2.2.3. (Merino € Antonio, 2020) Para todo n > 1, el nimero de bosques gener-
adores crecientes pares de K, + Ka es igual a T(K, + Ko;2,—1).

Demostracion. Consideremos la expansién del diagrama en la Figura 2.4, utilizando la Ecuacién (2.2)
obtenemos T(K, 12 + Ko;2,—1) = T(K, UK1 UK1;2,—1) + T(K, + K3;2, —1). Observe que
el polinomio de Tutte de una grafica GG es igual al polinomio de Tutte de cualquier grafica
obtenida a partir de G anadiendo vértices aislados, luego, la relaciéon anterior es equivalente

a:

Analicemos ahora al conjunto F(K, 12 + Kg), podemos particionar este conjunto en dos
clases, la primer clase F; formada por los bosques que contienen a la arista {n + 1,n + 2}
y la segunda clase F» formada por los bosques que no contienen dicha arista. Observe que

en cualquier bosque de Fj la arista {n + 1,n + 2} debe ser por si misma una componente
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Kni2+ Ko

[\

K,UK;UK; K,+ K,

Figura 2.4: Expansién de K, 12 + Kj.

conexa, ya que el vértice n + 2 no puede tener méas vértices adyacentes por ser un bosque
creciente y, el vértice n 4+ 1 no puede tener mas vértices adyacentes por ser un bosque par.
Luego, el conjunto Fj estd en biyeccién con F (K, ), pues eliminando la arista {n+1,n+2} y
ambos vértices la identidad seria una biyeccion entre estos conjuntos. Para el conjunto F», la
identidad funciona como una biyeccién con el conjunto F (K, + K3), obteniendo la siguiente

igualdad:

| F (K2 + Ko)| = | F(Kn)| + | F(Kn + Ka)]. (2.4)

El Teorema 2.2.1 nos garantiza que T'(K, 12 + Ko; 2, —1) = |F (K42 + Ko)|, junto con las

ecuaciones (2.3) y (2.4) tenemos:
T(Kn;2,—1) + T(Kn + K232, —1) = |F(Ky)| + |F(Kp + K2))|

y dado que T'(Ky;2,—1) = |F(K,)| finalmente obtenemos:

T(K, + K2;2,—1) = |F(K, + K2)|.

O

Lema 2.2.4. (Merino & Antonio, 2020) Para todo n > 1, el nimero de bosques gener-
adores crecientes pares de K, + K3 es igual a T(K, + K3;2,—1).
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Figura 2.5: Expansién de K, 2 + K.

Demostracion. Como en el lema anterior, utilizando la Figura 2.5 y la ecuacién (2.2) tenemos

que

T(Kpio+ K1;2,—1) = T(K, + K3;2,—1) + 4T(K,, + K1 U K1 U K1;2,—1).

La ecuacion anterior es equivalente a

T(Knyo + K132, 1) = T(Kp + K3;2, —1) + 4T(K,, + K132, -1). (2.5)

Analicemos ahora el conjunto F(K, 2+ K1), podemos dar una particién de este conjunto
dependiendo de la subgrafica inducida por los vértices n + 1, n 4+ 2 y n + 3. Definimos los
conjuntos F; para ¢ = 1,2, 3,4,5 indexados segun la Figura 2.6, por ejemplo, si un bosque de
K, 12+ K1 no tiene ninguna arista entre los tres vértices mencionados, entonces la subgrafica
inducida es la primer grafica que aparece en la Figura 2.6 y este bosque pertenece al conjunto
Fi. Es facil ver que cualquier bosque de K, 2 + K; pertenece exactamente a un conjunto,
pues estas cinco son las tnicas opciones de subgraficas inducidas que provienen de bosques

crecientes pares.
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n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

L]
n+3 nis3 3 / n+3
L] L]

n+2 n+2 n+2 n+2 n+2

]'-1 .7'-2 .7'-3 F4 F5

Figura 2.6: Particién de los bosques de K42 + K.

Una vez dada la particién podemos dar biyecciones entre estos conjuntos y los bosques de
ciertas graficas completas. Para F; observe que estos bosques estdn en biyeccién con los
bosques de la gréifica K, + K3, siendo la identidad una biyeccién entre ambos conjuntos. Para
Fo forzosamente tenemos que la arista {n + 1,n + 2} debe ser por si misma una compo-
nente conexa del bosque de K, 12 + K1, de lo contrario no se tendrfa la condicién de ser un
bosque creciente par, eliminando la arista {n + 1,n + 2} junto con sus vértices y reetique-
tando el vértice n + 3 como n + 1 tenemos un bosque de K, + K, claramente esta es una
biyeccién entre los bosques en F» y los bosques de K,, + K. Una biyeccién similar se puede
utilizar para los casos de F3 y F4. Finalmente, dado un bosque en F5, borrando las aristas
{n+1,n+2}, {n+1,n+ 3}y los vértices n + 2,n + 3 obtenemos un bosque de K, + K;

y de la misma forma tenemos una biyeccién entre los bosques de F5 y los bosques de K, + K;.

La particién y biyecciones anteriores nos dan la siguiente ecuacion en términos de las

cardinalidades de los bosques, tenemos que:

5
|F (K2 + K1) =) |Fil
i=1

= |"T:(Kn+F3)‘ +4|f(Kn+Fl)‘

Por el Teorema 2.2.1 sabemos que |F(Kpio + K1)| = T(Kni2 + K152, 1), utilizando la

ecuacién (2.5) obtenemos:
|\ F(Ky + K3)| + 4| F (K, + K1) = T(Ky, + K332, —1) + 4T (K, + K132, —1).

Nuevamente, por el Teorema 2.2.1 sabemos que |F(K,, + K1)| = T(K,, + K1;2,—1) y simpli-
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ficando la ecuacién anterior tenemos

|\ F(Kn + K3)| = T(Kn + K332, -1).

Ahora estamos listos para presentar uno de los resultados principales de esta seccién.

Teorema 2.2.5. (Merino € Antonio, 2020) Para todo n,m > 1, el numero de bosques

generadores crecientes pares de K,, + K,, es iqual a T(K, + K 2, -1).

Antes de empezar la prueba conviene explicar cémo funciona la demostracion, también,
para simplificar la notacién definimos F, ,,, = T(K,, + K,,;2,—1). La idea es mostrar que
utilizando expansiones de diagramas es posible encontrar relaciones entre las evaluaciones del

polinomio de Tutte de distintas piniatas, las primeras relaciones son las siguientes.

Foioo=Fyo+ Fup

Frio1=Fn3+4F,1
Fryo9=F,4+9F,2+4F,
Foio3=F,5+16F, 3+ 24F, 1

Foyo = Fug+ 25F, 4 +80F, 5 + 16F, 0
Fio5 = Fu1+ 36F, 5 + 200F, 5 + 128F, 1

También, analizando los bosques mediante las graficas inducidas por los vértices n+1,n+
2,...,n + m podemos encontrar biyecciones que nos garanticen relaciones similares a las
anteriores en términos de cardinalidades, es decir, podemos obtener las siguientes relaciones.

|F(Kn+2 + Ko)| = |F(Kn + K2)| + | F(Kn)]|

|F(Kn+2 + K1)| = |F(Kn + K3)| + 4|F(Kn + K1)

|F(Knt2 + K2)| = |F(Kn + Ka)| + 9| F (Kn + K2)| + 4| F(Ky)|

|F(Knt2 + K3)| = |F(Kn + Ks)| 4+ 16| F (Kyn + K3)| + 24| F (Kn 4 K1)

|F(Knt2 + Ka)| = |F(Kn + Kg)| + 25| F(Kn 4+ Ka)| + 80|F (Ky + K2)| + 16| F(Ky)|
|F(Kny2 + Ks)| = |F(Kn + K7)| + 36| F (Kn + K5)| 4 200|F (Kn, + K3)| 4+ 128/ F (K, + K1)
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Observe que las primeras dos relaciones en cada bloque son las que se obtuvieron en
el Lema 2.2.3 y Lema 2.2.4. En la prueba de los lemas combinamos estas relaciones para
obtener el resultado de las 2-pinatas y 3-pinatas. Para las 4-pinatas podemos igualar Fj, {92 =

| F(Kpy2 + Ka)| por el Lema 2.2.3, equivalentemente, tenemos la igualdad
Foa+9F, 2+ 4F, 0 = |F(Ky, + Ki)| + 9| F (K, + K2)| + 4| F (K,)|

y al cancelar términos obtenemos F, 4 = |F(K,, + Ky)|. Para las 5-pifiatas podemos igualar

Foio3 = |F(Kp+2 + K3)| por el Lema 2.2.4, es decir, tenemos
Fop 4+ 16F, 3+ 24F, 1 = |F (K, + K5)| + 16| F (K, + K3)| + 24| F(K,, + K1)

cancelando términos obtenemos F, 5 = |F(K,, + K35)|. Podemos continuar con este proceso
para tener el resultado general, observe que para probar el resultado para las m-pinatas
suponemos cierto el resultado para las j-pinatas con j € {m —2,m —4,...,0} si m es par y
je{m—2,m—4,...,1} si m es impar.

Una observacién muy importante es mencionar que durante la prueba no se obtienen
explicitamente los coeficientes que aparecen en las relaciones, inicamente se muestra la ex-
istencia de dichas expresiones y que las expresiones en términos del polinomio de Tutte son
congruentes con las expresiones en términos de los bosques, es decir, los coeficientes en ambas
expresiones son los mismos. También, cabe mencionar que los coeficientes de las relaciones
aparecen en la sucesién A123583 de la On-line Encyclopedia of Integer Sequences, esta suce-
sién estd relacionada con los polinomios de Chebyshev y un problema muy interesante seria

estudiar mas a fondo esta notable coincidencia.

Demostracion del Teorema 2.2.5. Haremos induccién sobre m, tomando como casos base
los Lemas 2.2.3 y 2.2.4. Supongamos que el resultado se cumple para todo par n,j con n > 1
y 0 < j < m+ 4. Nuestro objetivo es mostrar que utilizando expansiones en el diagrama de

cuerdas de la grafica K, o 4+ K;,+2 se obtiene una expresion de la forma:

Fn+2,m+2 = Fn,m+4 + aan,erQ + a2Fn,m + O‘SFn,me + ... (26)

y que existe una particion de F (K24 K+2) tal que cada clase de la particién es equicardinal
a F(K, + K;) para algin 0 < j < m + 4, mas atn, mostraremos que se puede obtener una
expresion de la forma:

|]:(Kn+2 + Km+2)| = I-F(Kn + Km+4)| + O¢1|f(Kn + Km+2)‘ + a2‘f(Kn +K7m)‘ + aSlf(Kn + Km—Q)‘ +... (27)
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Una vez mostradas las Ecuaciones (2.6) y (2.7) podemos combinarlas y usar la hip6tesis
de induccién para concluir F, ;44 = |F(K;, + Kinta)| probando el resultado.

Lo primero que haremos es describir la particién de F (K, 12+ K, 12): dos bosques estdn en
la misma clase si y sélo si las subgraficas inducidas por los vértices n+1,n+2,...,n+m-+4
en ambos bosques son iguales, con esta definicién podemos indexar a cada clase mediante
dicha subgréafica, méds atn, esta subgrafica nos da informacién sobre la cardinalidad de la
clase que representa, por ejemplo, supongamos que la subgréfica inducida es como se muestra
en la parte izquierda de la Figura 2.7, el vértice n 4+ 1 es raiz con grado 1 y n + 2 es raiz
con grado 2, luego, para todo bosque contenido en esta clase ningin vértice en {1,2,...,n}
puede ser adyacente a n + 1 ni a su hijo ni a los hijos de n + 2 por ser un bosque creciente
par, asi, podemos borrar los vértices marcados en rojo junto a las aristas incidentes a estos
y reetiquetar los vértices restantes como se muestra en la parte derecha de la Figura 2.7. Es
decir, para cualquier bosque en esta clase se puede obtener un bosque de F (K, + K,,), es

facil ver que esta asignacién es una biyeccion.

n+3
on+4 on—+2
en—+5 on+3
[ ] on+m
n+2 n+m-+2 n+1
n+m-+3
n+m-+4

Figura 2.7: La clase indexada por la subgréfica en la izquierda es equicardinal a F(K, + K,,),
al borrar los vértices marcados en rojo se reetiquetan los vértices restantes como se muestra

en la parte izquierda.

El ejemplo anterior se puede generalizar facilmente, en la subgrafica inducida [n+1,...,n+
m + 4] los tnicos vértices que pueden ser raiz de componentes conexas no triviales (con mas
de un vértice) son n + 1y n + 2, cuando uno de estos vértices es raiz y tiene grado impar,

entonces ningun vértice en {1,2,...,n} puede ser adyacente a él ni a sus hijos y podemos
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borrar todos los vértices de la componente conexa; por otro lado, si alguno de los vértices
n+1o0mn+2 es raiz de grado par, entonces ningin vértice en {1,2,...,n} puede ser adyacente
a sus hijos y podemos borrar a los hijos de este vértice, finalmente, si en total borramos j
vértices (observe que j siempre es par), entonces después de reetiquetar los vértices restantes
obtenemos un bosque de F(K,, + K;,+4—;) y esta asignacién serd una biyeccién. Con estas
biyecciones podemos decir que una subgrafica H representa a K, + m si la clase de H
es equicardinal al conjunto F(K,, + K,t+4—;). En la Figura 2.8 se muestran dos subgréficas,

ambas clases representan a la pinata Ky, + Ky, 14— 2(k+i14+1)-
n+3 n+3

2k +1 2k +1

n+m+4 n+m+4

Figura 2.8: Ambas subgréficas representan a K, + K,,14—; ya que ambas clases son equicar-

dinales al conjunto F (K, + Kp4a—j).

La particién construida como antes nos garantiza la Ecuacion 2.7, note que la tinica sub-
grafica que representa a F (K, + K,,14) es la subgréfica trivial en los vértices {n + 1,n +
2,...,n+ m+ 4}, es decir, la subgréfica sin aristas. Para probar la Ecuacién (2.6) dare-
mos un emparejamiento entre las subgraficas que indexan la particién y los diagramas de
cuerdas obtenidos al realizar expansiones en el diagrama de K, 2 + K,,12, mis atn, este
emparejamiento lo construiremos de tal manera que cada subgréafica H esté emparejada con
un diagrama que represente a la misma pinata que H, esto nos garantizara que los coeficientes
aq, g, . .. clertamente son iguales en ambas Ecuaciones (2.6) y (2.7). Comencemos analizando
la sucesién de expansiones en la Figura 2.9, el diagrama A en esta figura lo emparejamos con
la subgréfica trivial, esta subgrafica representa a la pifiata K, + K, 4 al igual que el diagrama
A; el diagrama B de la Figura 2.9 lo emparejamos con la subgrafica que tiene 1inicamente
a la arista {n + 1,n + 2}, esta subgrafica representa a la pifiata K, + K, 1o al igual que

el diagrama B. Ahora nos interesa estudiar el comportamiento de los diagramas C, D y E
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en la Figura 2.9, note que los diagramas C'y D son equivalentes, asi que basta analizar el
comportamiento de los diagramas C'y E, a estos diagramas los llamamos de tipo I(m + 1) y

II(m + 1) respectivamente.
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Figura 2.9: Expansién de K49 + Kinto-

Para las subgraficas que no han sido emparejadas definimos una particiéon formada por los
conjuntos BI(m+1) y BII(m+1), donde BI(m+1) estd formado por las subgraficas inducidas
que contienen al menos una componente conexa cuya raiz tiene grado impar y BII(m + 1)
estd formado por las subgréficas inducidas que tienen en cada componente conexa una raiz
de grado par. La notacién que elegimos sugiere que los diagramas obtenidos al realizar la
expansién del diagrama I(m + 1) sean emparejados con el conjunto BI(m + 1), mientras que
los diagramas obtenidos de II(m + 1) sean emparejados con BII(m + 1), esto es precisamente
lo que haremos.

Antes de proceder conviene hacer una aclaracién sobre el conjunto BI(m + 1). Estas sub-
graficas tienen una involucién ilustrada en la Figura 2.10 que consiste en intercambiar las
vecindades de los vértices n+1 y n+ 2, ademds, observe que si H y H' estdn relacionadas por

la involucién, entonces H y H' representan a la misma pinata. Por convencién definimos una
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mitad de BI(m+1), la denotamos por BI'(m+1) y estd definida por las siguientes subgraficas:

» Las subgréficas en BI(m + 1) donde los vértices n + 1 y n + 2 son raices y tienen grado

impar y par respectivamente.

» Las subgréficas en BI(m + 1) donde los vértices n+ 1y n+ 2 son raices y ambos tienen
grado impar, pero n+1 es adyacente al vértice més pequeno en la unién de las vecindades

den+1yn+2.

» Las subgraficas en BI(m+ 1) que contienen a la arista {n+1,n+2} y n+1 es adyacente
al vértice més pequeiio en la unién de las vecindades de n 4+ 1 y n + 2 sin contar estos

dos ultimos vértices.

Figura 2.10: Involucién de las subgréficas BI(m + 1).

Para mostrar los emparejamientos probaremos las siguientes dos afirmaciones.

Afirmacién 1. Para el diagrama I(m + 1) existe una sucesién de expansiones tal que los
diagramas finales Aj, Ao, ... estdn emparejados con las subgraficas BI'(m+1) = {B1, B, ...}.
Es decir, para todo ¢ > 1: A; estd emparejado con B; y ademds ambos representan a la misma
pinata.
Afirmacién 2. Para el diagrama II(m + 1) existe una sucesién de expansiones tal que los
diagramas finales C1, Cy, . . . estdn emparejados con las subgraficas BII(m+1) = {Dy, Do, .. .}.
Es decir, para todo ¢ > 1: C; estd emparejado con D; y ademés ambos representan a la misma
pinata.

Probaremos por induccién sobre m las afirmaciones 1 y 2. Para los casos base observe la
Figura 2.11, el diagrama I(0) representa la pifiata K, + K; asi que no es necesario realizar
expansiones, este diagramas se puede emparejar con la tinica subgréfica contenida en BI'(0)

que también representa a K, + Ki. También, el diagrama I1(0) representa la pinata K, +K; y
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n+2

)
-

Figura 2.11: Arriba, el diagrama tipo I(0) y a su derecha las subgraficas BI(0), todos ellos
representan a K, + K. Abajo, el diagrama tipo II(0) y a su derecha la subgrafica BII(0),

ambos representan a K, + K.

no es necesario realizar expansiones, este diagramas se puede emparejar con la inica subgréfica

contenida en BII(0) que también representa a K, + K;.

Supongamos que las Afirmaciones 1 y 2 se satisfacen para los diagramas I(m) y II(m).
Comenzaremos probando la Afirmacién 2. En la Figura 2.12 podemos ver una serie de expan-
siones del diagrama II(m + 1) cuyos diagramas finales estédn relacionados con los diagramas
I(m) y II(m). De forma precisa, observe que los diagramas A y D son simplemente I(m)
con la cuerda verde agregada. Por hipétesis de induccién, al remover la cuerda verde de los
diagramas A y D podemos realizar expansiones de tal forma que los diagramas finales estén
emparejados con BI(m) y ademds en cada pareja formada por un diagrama y una subgréfica
ambos representan la misma piniata, al anadir la cuerda verde podemos conservar el empare-
jamiento agregando a cada subgréfica de BI(m) el vértices aislado n +m + 4. De igual forma,
para el diagrama C podemos obtener una serie de expansiones de tal forma que los diagramas

finales estén emparejados con BII(m) agregando a cada subgréfica el vértice aislado n+m+4.
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Figura 2.12: Expansién del diagrama II(m + 1).

Para construir el emparejamiento del diagrama II(m + 1) con BII(m + 1) utilizaremos los

emparejamientos descritos anteriormente para los diagramas A, C' 'y D.

(i) Los diagramas finales del diagrama C pueden emparejarse con las subgréficas de BII(m+

1) que tienen al vértice n + m + 4 aislado.

(ii) Los diagramas finales de A y D estan emparejados con BI(m) donde a cada subgréfica
se le agrega el vértice aislado n+ m+ 4, transformaremos estas subgraficas para obtener

las subgréficas de BII(m + 1) donde n + m + 4 tiene una arista incidente:

e Si en la subgrafica los vértices n + 1 y n 4 2 son raices y tienen grado 2k + 1y 2I
respectivamente, entonces agregamos la arista {n+1,n+m+4}. Observe que esta
transformacion conserva el emparejamiento, ya que ambas subgréficas representan

a Ky + Ky 2-2(k41), ver Figura 2.13.

e Andlogamente, si n+1 y n+2 son raices y tienen grado 2] y 2k+ 1 respectivamente,

agregamos la arista {n + 2,n +m + 4}.

e Si en la subgréfica los vértices n + 1 y n + 2 son raices y tienen grado 2k + 1 y
20+ 1 respectivamente, agregamos las aristas {n+1,n+2} y {n+2,n+m+4}. En
este caso la transformacién conserva el emparejamiento ya que ambas subgraficas

representas a Ky, + Kp,_a(r1), ver Figura 2.14.
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e Sien la subgréfica los vértices n+1 y n+2 son adyacentes y tienen grado 2k+1y 2I
respectivamente, agregamos la arista {n+1, n+m+4}. La transformacién conserva
el emparejamiento ya que ambas subgréficas representan a Ky, + Kp,1o_a(k41), ver

Figura 2.15.

(iii) La tnica subgréfica que no se obtiene de los casos anteriores es la que contiene tnica-
mente a las aristas {n + 1,n+2} y {n+ 1,n+m + 4} (ver Figura 2.16), sin embargo,

observe que esta subgrafica puede emparejarse con el diagrama B en la Figura 2.12.

El emparejamiento asi construido de los diagramas finales de II(m + 1) con las subgréficas

BII(m + 1) termina la prueba de la Afirmacién 2.

n+2 : n+2

n+:n+4 n+m+4
Figura 2.13: n 4+ 1 tiene grado 2k + 1 y Figura 2.14: n 4+ 1 tiene grado 2k + 1 y
n + 2 tiene grado 2l. Ambas subgraficas n+2 tiene grado 21+ 1. Ambas subgraficas
representan a Ky, + K, 1o o(k41)- representan a Kp + K, o141

n+1 .

n+.m+4 n+m-+4 n+m-+4
Figura 2.15: n 4+ 1 tiene grado 2k + 1 y Figura 2.16: Esta subgréfica representa a
n + 2 tiene grado 2l. Ambas subgraficas K, + K12 y estéd emparejada con el dia-
representan a Ky, + K, 1o o(k41)- grama B de la Figura 2.12.

Para probar la Afirmacién 1 usaremos una idea andloga a la que usamos en la Afirmacién

2, sin embargo, en lugar de considerar la expansién del diagrama I(m + 1) utilizaremos la
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expansion que aparece en la Figura 2.17 que corresponde a agregar la cuerda verde en la
expansién del diagrama I(m + 1). Analicemos el diagrama B, este diagrama corresponde a
I(m) con dos cuerdas extras, por hipétesis de induccién podemos realizar expansiones en el
diagrama B y emparejar los diagramas finales con BI'(m) anadiendo a cada subgréfica los
vértices aislados n +m + 4 y v. El diagrama C' de la Figura 2.17 corresponde a II(m) ya que
las cuerdas aisladas no interfieren, por hipétesis de inducciéon podemos realizar expansiones en
el diagrama C'y emparejar los diagramas finales con BII(m). Observe que el diagrama D es
equivalente a C'y vale el mismo argumento. Recuerde que los emparejamientos deben satisfacer
que para cada pareja formada por un diagrama y una subgrafica estas deben representar la

misma pinata.

Ve

b
e //4
A A7 (N (T
IR ¢/ ANV AN

Figura 2.17: Expansién del diagrama I(m + 1) anadiendo la cuerda verde.

w
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Figura 2.18: Expansién del diagrama I(m + 1).

Al remover la cuerda verde de la Figura 2.17 obtenemos la expansién de I(m+1), dado que
es esta expansién la que nos interesa trasladaremos los emparejamientos a dicha expansién,
ver Figura 2.18. El emparejamiento del diagrama A puede conservarse simplemente borrando
el vértice v de cada subgrafica, en los emparejamientos de los diagramas C' y D al remover la
cuerda verde las parejas pierden la propiedad de representar la misma pifiata, de forma precisa,
si una subgréfica representa a la pinata K, + m entonces su pareja es un diagrama
que representa a K, + m, veremos que este problema se soluciona transformando
las subgréficas. Ahora tenemos los emparejamientos correspondientes a la Figura 2.18 y los

utilizaremos para construir el emparejamiento del diagrama I(m + 1) con BI'(m + 1).

(i) Los diagramas finales del diagrama B pueden emparejarse con las subgréficas de BI'(m+

1) que tienen al vértice n + m + 4 aislado.

(ii) Los diagramas finales de C' y D estan emparejados con dos copias de las subgraficas
BII(m), dado que C y D son equivalentes daremos dos reglas para transformar las
subgréficas BII(m) y obtener las subgréficas BII(m + 1) donde n 4+ m + 4 tiene una

arista incidente.

e Si en la subgrafica los vértices n + 1 y n + 2 son raices y tienen grado 2k y 2[

respectivamente las construcciones son las siguientes:

o La primer regla consiste en anadir la arista {n+1,n+m+4}, ver Figura 2.20.
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(iii)

o Para la segunda regla tenemos dos casos. Si [ > 1, quitamos el vecino maés
grande de n + 2 y lo hacemos adyacente a n + 1, después aniadimos la arista
{n+2,n+m+4}, ver Figura 2.21. Si | = 0, quitamos el vecino més grande de
n+ 1y lo hacemos adyacente a n + 2, después anadimos la arista {n + 2,n +

m + 4}, ver Figura 2.22.

e Si en la subgrafica inducida los vértices n+ 1y n+2 son adyacentes y tienen grado

2k 4+ 2 y 21 + 1 respectivamente las construcciones son las siguientes:

o La primer regla consiste en anadir la arista {n+1,n+m+4}, ver Figura 2.23.

o La segunda regla consiste en anadir la arista {n + 2,n + m + 4} y borrar la

arista {n + 1,n + 2}, ver Figura 2.24.

En este caso es posible que las construcciones den como resultado un bosque que
no pertenezca a BI'(m + 1), si esto sucede basta aplicar la involucién descrita en

la Figura 2.10.

Note que en las construcciones descritas en las Figuras 2.20-2.24 la subgrafica de la
izquierda representa a una pifiata con exactamente un pico méas que la subgréafica a
la derecha, recuerde que esto se debe a retirar la cuerda verde en la expansion de la
Figura 2.17 y de hecho estas construcciones devuelven la propiedad de que en cada
pareja formada por un diagrama y una subgrafica ambas representen a la misma pinata,

cumpliendo las condiciones de la Afirmacién 2.

La tnica subgrafica que no se obtiene de los casos anteriores es la que contiene Unica-
mente a la arista {n + 1,n +m + 4} (ver Figura 2.19), sin embargo, observe que esta

subgrafica puede emparejarse con el diagrama A de la Figura 2.18.
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n+m+4

Figura 2.19: Esta subgréfica representa a
K, + K12 v estd emparejada con el dia-

grama A de la Figura 2.17.

n+2 : n+42
.
n+m+3

n+m-+4

Figura 2.21: La subgrafica a la izquierda
representa a Ky, + K, 13 o) mientras
que la grafica a la derecha representa a

Kn + Kpro-2(k11)-

n+2

.
n+m+3

Figura 2.20: La subgrafica a la izquierda
representa a K, + Km+3,2(k+l) mientras
que la subgréfica a la derecha representa

a Ky + Km+272(k+l)‘

D
n+2

Figura 2.22: La subgrafica a la izquier-
da representa a K, + K,,3_or mientras

que la subgréfica a la derecha representa

a Ky + Kpi2-2k-

. .
ntm+3 n+m+3

n+m+4

Figura 2.23: La subgrafica a la izquierda
representa a K, + Ky, 1 o4 mientras
que la subgréfica a la derecha representa

a Ky + Koy okyi)-

Figura 2.24: La subgrafica a la izquierda
representa a K, + Ky, 1 o4 mientras
que la subgréfica a la derecha representa

a Kp + KmfZ(kJrl)'

El emparejamiento de los diagramas finales de I(m + 1) con las subgraficas BI'(m + 1)
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construido de esta forma termina la prueba de la Afirmacién 1 y también la prueba del

teorema. ]

Corolario 2.2.6. (Merino € Antonio, 2020) Para todo n,m > 1, el nimero de drboles

generadores crecientes pares de K, + K, es iqual a T(K, + Kp;1,—1).

Demostracion. Es fécil verificar que la biyeccién en la Proposicién 2.2.2 (pagina 15) puede
extenderse a las gréaficas K,, + K,,, es decir, existe una biyeccién entre los drboles generadores
crecientes pares de K1 + K11 y los bosque generadores crecientes pares de K, + K,,.
Ademds, por la Ecuacién (2.1) tenemos T'(K,, + Kp;2,—1) = T(Kpt1 + Kmt1; 1, —1), uti-

lizando el Teorema anterior obtenemos el resultado. O

El corolario anterior es un resultado muy interesante por si mismo, a pesar de ser una con-
secuencia directa del Teorema 2.2.5. Recuerde que para las graficas completas T'(K,;2,—1) y
T(Kp;1,—1) cuentan el numero de bosques y arboles generadores crecientes pares respecti-
vamente, el Teorema 2.2.5 y su corolario extienden estos resultados a la familia de las pinatas

K, + K,,.

2.3. Sobre permutaciones

Como se menciono en la Seccién 2.1 se sabe que la evaluacién T'(K,;1,—1) cuenta el
nimero de permutaciones alternantes en {1,2,...,n}, teniendo los resultados de la Seccién
anterior es natural preguntarse si las evaluaciones T(K, + K,;2,—1) y T(K, + Kpn;1,—1)
cuentan algun tipo de permutaciones, en esta seccién daremos algunos resultados relacionados
con esta pregunta. Recordemos que &, denota el nimero de permutaciones alternantes en
{1,2,...,n}. Denotemos por a(n, k) el nimero de permutaciones alternantes en {1,2,...,n+
1} que comienzan con k + 1, esta sucesién se conoce como numeros de Euler-Bernoulli o
numeros de Entringer, a continuacion mencionamos una propiedad que utilizaremos en los

siguientes resultados, la prueba puede encontrarse en [13].
Proposicién 2.3.1.

En sin==k;

a(n7 k) = n—k .
S )i (R e sik <.
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Tenemos los siguientes resultados.
Proposicién 2.3.2. (Merino & Antonio, 2020) T(K,_ 3+ K2;2,—1) = a(n,n — 2).

Demostracion. Tomando k = n — 2 en la ecuacién (2.8) obtenemos

son 2= () (2o

=&, —En2
=T(Kp1+ Ko;2,—1) = T(Kn—3 + Ko;2,-1)
En el Lema 2.2.3 obtuvimos la ecuacién (2.4) que puede escribirse como
T(Kp+ Ko9;2,—1) = T(Kpio + Ko; 2, —1) — T(K,, + Ko;2, —1).
Luego
T(Kp—s+ K2;2,—1) = T(Kp_1 4+ Ko;2,—1) = T(Kn—3 + Ko; 2, —1)

=a(n,n —2).

Corolario 2.3.3. (Merino €& Antonio, 2020) T(K, s+ K3;1,—1) = a(n,n — 2).

Proposicién 2.3.4. (Merino € Antonio, 2020) T(K,_4+K3;2,—1) = a(n,n—3)—&E,_2.

Demostracién. Tomando k =n — 3 en (2.8) obtenemos

a(n,n—3) = (g) £ — @) £

=&, —3En—2.
Por otro lado, de la ecuacién (2.5) sabemos que T(K, 42 + K1;2, —1) = T(K, + K3;2, 1) +
4T (Kpy1 + Ko; 2, —1), equivalentemente tenemos
T(K, + K3;2,—1) = T(Knyo + K152, —1) — 4T (K, 1 + Ko; 2, 1)
= T(Kny3;2, 1) — AT (Kps1: 2, —1)
=T (Kpts31,—1) — 4T (K351, —1)
=Enta —4En42

=an+4,n+1)—E4o.
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Observe que la tercer igualdad se sigue de la ecuacién (2.1). O
Corolario 2.3.5. (Merino € Antonio, 2020) T(K, 3+ K4;1,—1) = a(n,n—3) — &, _o.
Proposicién 2.3.6. (Merino & Antonio, 2020) T(K,_5 + K4;2,—1) = a(n,n — 5).
Demostracion. Haciendo k =n — 5 en (2.8) obtenemos
a(n,n—>5) = <(5)> &, — (2) En_o+ <i) En_u
=&, —10&,-2 + 5E—4.
De las ecuaciones obtenidas en la prueba del Teorema 2.2.5 sabemos que
T(Kpio+ K2;2,—1) = T(K,, + K452, —1) + 9T(K,, + K2; 2, —1) + 4T (K,; 2, —1)
equivalentemente

T(K, + K4;2,-1) = T(Kpy2 + K2;2, —1) = 9T(K,, + Ko; 2, —1) — 4T (K,; 2, -1)
= (T(Knta + K0;2,—1) = T(Kp12 + Ko; 2, —1))
— (T (Kpyo + Ko; 2, —1) = T(K,, + K¢; 2, —1))
— AT (Kp;2,—1)
= Enys — 10043 + 5En 11

=a(n+5,n).
Donde en la segunda igualdad utilizamos la ecuacién (2.3). O
Corolario 2.3.7. (Merino & Antonio, 2020) T(K,_4+ Ks;1,—1) = a(n,n — 5).

La prueba de los Corolarios 2.3.3, 2.3.5 y 2.3.7 se sigue de la ecuacién (2.1).

2.4. Conclusiones

La primer interpretacién del polinomio de Tutte en los puntos (1,—1) y (2,—1) como
arboles y bosques generadores crecientes pares aparece en [9] para graficas completas, en este
capitulo logramos extender el resultado para graficas pifiata que contienen propiamente a las

graficas completas. Un problema muy interesante es preguntarse para qué otras familias de
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graficas puede extenderse el resultado. Por ejemplo, considere la siguiente construccion, dada
una grafica G con etiquetas 1,2, ..., n que satisface la relacién | F(G)| = T(G; 2, —1), podemos
agregar vértices n+1,n+2, ..., n+k haciéndolos adyacentes tinicamente al vértice 1, esta nueva
grafica G’ también cumplird la relacién | F(G')| = T(G';2,—1), pero esta construccién parece
poco ttil y artificial. También estudiamos la familia de graficas umbral ( Thershold graphs en
inglés), pues esta familia contiene a las grafica pinata y pertenece a las graficas estudiadas en
[9], sin embargo el resultado no puede extenderse a dicha familia, puede probarse que para la
grafica umbral G en la Figura 2.25 sin importa como se etiqueten los vértices el numero de

bosques generadores crecientes pares no coincide con T'(G;2, —1).

Figura 2.25: Grafica umbral G que no satisface la relacién |F(G)| = T(G; 2, —1) para ninguna

etiquetacién de sus vértices.

El resultado obtenido por T. Nakamigawa en [21] relacionando los diagramas de cuerdas
con el polinomio de Tutte es uno de los ingredientes principales en la prueba del Teorema
2.2.5, también cabe resaltar de la prueba de este Teorema las expresiones obtenidas al realizar
expansiones de diagramas, ademads, sabemos que estas expresiones aparecen en la sucesion
A123583 de la On-line Encyclopedia of Integer Sequences y més aun, estas expresiones estan
ligadas a las expansiones de los diagramas I(m) e II(m), estudiar a fondo estas relaciones
podria darnos resultados interesantes y quizé nuevas interpretaciones del polinomio de Tutte.

Finalmente, dadas las Proposiciones 2.3.2, 2.3.4 y 2.3.6 junto con sus Corolarios es natural
preguntarse si estos resultados se satisfacen en general, igual que antes, entender en general
estos resultados depende de estudiar mas a fondo las sucesiones y las reglas de recurrencia

que se obtienen mediante las expansiones de diagramas.



Capitulo 3

Polimatroides y la conjetura de

Stanley

En este capitulo estudiaremos una conjetura planteada por R. P. Stanley en [25] que
relaciona el h-vector de un matroide con O-sucesiones puras. De esta conjetura se conocen
muchas pruebas parciales para ciertas familias de matroides en donde se utilizan diversas
técnicas, nuestro enfoque es intentar englobar gran parte de estas pruebas en una sola teoria
esperando que se puedan encontrar nuevas familias de matroides para las cuales la conjetura

de Stanley sea cierta.

3.1. El h-vector de un matroide y las O-sucesiones

Comenzamos definiendo algunos conceptos necesarios para el desarrollo de la teoria, el
lector interesado puede encontrar un estudio de estos temas en [3] donde vienen las pruebas
de los resultados que mencionaremos, también, [10] es un excelente articulo para comprender
el concepto clave de descascarillado (Shelling en inglés). Un complejo simplicial A sobre un
conjunto de vértices V' = {z1,...,x,} es una coleccién de subconjuntos de V' que satisface

las siguientes propiedades:
i) {z;} € A para todo i.

ii) Si Fe Ay F' C F, entonces F’ € A.

37
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Los conjuntos en A se llaman caras y su dimension es ¢ si tienen 7 4+ 1 elementos, las caras
maximales de un complejo simplicial se llaman caretas y la dimensién de A, denotada dim(A),
es el maximo entre las dimensiones de sus caras. Para un complejo simplicial A definimos su

numerador de caras como el polinomio

donde f; es el numero de caras con 7 elementos, es decir, de dimensién ¢ — 1. Cuando todas
las caretas de A tienen la misma dimensién decimos que A es un complejo simplicial puro.
Dado un orden lineal en el conjunto de caretas de A, digamos Fi, ..., F}, definimos el sub-
complejo simplicial A; como el conjunto de todas las caras en A contenidas en alguna careta
F; para algin ¢ < j. Para un complejo simplicial puro A, un descascarillado es un orden
lineal Fi,...,F; de tal forma que para cada par de caretas Fj, Fj con 1 < ¢ < j <t existe
una careta Fj con 1 < k < j y un elemento x € F; tales que F; N F; C F, N F; = F; \ .
De esta forma decimos que un complejo es descascarillable si admite un descascarillado. La
idea intutitiva de un descascarillado es que podemos construir el complejo d-dimensional A
paso a paso, introduciendo una careta a la vez, de tal forma que se pegue al complejo pre-
viamente construido y que la interseccién sea topolégicamente una bola d — 1-dimensional.
Para 1 <[ <t definimos el conjunto R(F}) = {z € F;: F; \ z € A;_1}, donde por convencién
Ap = (. De forma intuitiva, cuando la careta F; es agregada al complejo A;_1 en el proceso
de descascarillado, R(F;) es la tnica cara minimal de F; que es “nueva” en A, es decir, que
estd en en A; \ A;_;1. Asociado al descascarillado de un complejo A tenemos el polinomio de

descascarillado ha(x) definido como:
t
ha(z) = Z 2 FNR(E)|
i=1

Sea A un complejo descascarillable con polinomio de descascarillado ha(x) = hg+hix+...+
hyz!, definimos su h-vector como (hg, b1, ..., h;). El primer resultado que nos interesa es una
relacion que existe entre el polinomio de descascarillado y el polinomio numerador de caras,
a saber, se tiene que:

ha(l+z) = fa(x).
Mas ain, esta relacién nos dice que el h-vector no depende del orden en el descascarillado,

pues el polinomio numerador de caras no depende de ningin orden.
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Ahora estamos en condiciones de pasar a la teoria de matroides, dado un matroide M (E),
el conjunto de independientes del matroide forma un complejo simplicial de dimensién r(M)—1
y lo denotamos por A(M), estos complejos simpliciales son llamados complejos matroidales
y es facil ver que todos son puros, mas aun, puede mostrarse que todo complejo matroidal es
descascarillable, ver [3]. M4s atin, sabemos que el polinomio de descascarillado de un matroide

es una especializacién de su polinomio de Tutte, a saber, tenemos el siguiente resultado:
Teorema 3.1.1. Sea M un matroide y A = A(M) su complejo matroidal asociado. Entonces

ha(x) =T(M;z,1).

Antes de continuar es conveniente mencionar algunas propiedades del h-vector de un ma-
troide, esto con el fin de facilitar el desarrollo de la teoria que veremos mas adelante. Sean
M y M’ matroides tal que M se obtiene al borrar un istmo de M’, entonces sus h-vectores
estdn relacionados de la siguiente manera, si el h-vector de M es (hg, h1,...,h,) entonces el
h-vector de M’ es igual a (hg, h1,...,hy,0). También, si M es un matroide que contiene un
lazo, entonces su polinomio de descascarillado es igual al polinomio del matroide obtenido al
borrar el lazo, por estas razones en lo subsecuente sélo consideramos matroides sin lazos ni
istmos. También, si M es un matroide con n elementos, de rango r y que no contiene lazos ni
istmos, entonces su h-vector es de la forma (hg, hi,...,hy) con hg =1, hy =n—7r, h, #0y
Y iz hi = b(M). Recuerde que b(M) denota el nimero de bases de M.

A continuacién introduciremos los multicomplejos con el fin de presentar la conjetura de
Stanley que es nuestro objeto de estudio en este capitulo, para esto utilizaremos a los monomios
dotados de la siguiente relacién de orden: decimos que m’ < m si m/|m. Podemos ahora definir
los objetos que necesitamos, un multicomplejo es un conjunto no vacio de monomios M tal
que: si m € M y m/|m, entonces m’ € M. Un multicomplejo M se dice puro si todos sus
elementos maximales son del mismo grado. Una sucesién h = (hg, h1,...) de enteros es una
O-sucesion si existe un multicomplejo que contiene exactamente h; monomios de grado .
Una O-sucesion es pura si el multicomplejo asociado es puro. Ahora estamos en condiciones

de presentar la conjetura de Stanley establecida en [25].

Conjetura 3.1.2. (Stanley, 1977) El h-vector de un complejo matroidal es una O-sucesion

pura.
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3.2. Sobre la conjetura de Stanley

Una vez presentada la Conjetura de Stanley mencionaremos algunas de las familias para
las cuales se ha probado dicha conjetura, para determinadas familias daremos una idea de
cémo se obtiene el resultado, esto cuando sea posible ya que algunas de las pruebas necesitan
mucha teoria para poder presentarlas en forma.

La primer familia que presentaremos son los matroides cogréficos, formada por aquellos
matroides M tal que su matroide dual M™* es un matroide grafico, es decir, existe una gréfica
G tal que M* = M(G). La prueba de que esta familia satisface la Conjetura 3.1.2 aparece
implicitamente en un trabajo de N. Biggs [2] y una prueba explicita puede encontrarse en
un trabajo de C. Merino [17], a continuacién daremos algunas de las ideas principales en
dicha prueba para dar una construcciéon de la O-sucesiéon pura asociada al matroide, no sin
antes invitar al lector interesado en consultar [17] para entender a fondo las nociones que
mencionaremos enseguida.

Observe que para un matroide cografico M se cumple que existe una grafica G tal que
M(G) = M* y ademés T(G;z,y) = T(M;y,x), el Teorema 3.1.1 nos garantiza que estudiar
el h-vector de M es equivalente a estudiar el polinomio T'(G;1,y), C. Merino prueba en [16]
que este ultimo polinomio es la funcién generatriz de las configuraciones criticas del Chip-
firing-game de G, se sabe que las configuraciones criticas minimas estan en correspondencia
con las orientaciones aciclicas con una unica fuente predeterminada de G, de forma precisa,
supongamos que V(G) = {q¢,z1,22...,2m}, ¢ = (d(z1) — 1,...,d(zm) — 1) y para una ori-
entacion aciclica O de G con tnica fuente ¢, definimos ap = (aq, ..., a,,) donde a; es el grado
de salida de x; en O, entonces (aq, ..., a;,) es una configuracién critica minima, es decir, cuya
suma de entradas en minima. Ahora el conjunto de vectores {c — ap} definen los monomios
maximales de un multicomplejo puro cuya O-sucesién corresponde al h-vector de M. Observe
que lo anterior nos da una receta para calcular el multicomplejo puro a partir de la grafica G
asociada al matroide cogréfico, esta construccion la utilizaremos mas adelante.

La segunda familia corresponde a las gréaficas con apice, consideremos la siguiente construc-
cién, dada una grafica G, definimos las grafica G obtenida a partir de G anadiendo un vértice
p adyacente a todos los vértices en G, el vértice p se llama apice de G. W. Kook [11, 12] prueba
que esta familia de gréaficas satisfacen la Conjetura 3.1.2, para presentar una idea de dicha

prueba introduciremos algunos conceptos. Primero, un bosque con aristas-enraizadas es un
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bosque donde cada componente conexa contiene una arista marcada y, un bosque con aristas-
enraizadas parcial es un bosque en donde cada componente conexa puede o no tener una
arista marcada, las componentes conexas que no contienen una arista marcada se denominan
componentes simples. El siguiente paso es probar que existe una biyeccién entre los bosques
con arista-enraizada parciales de G y los arboles generadores de G, recuerde que los drboles
generadores de G corresponden a las bases del matroide M (G), luego, utilizando la actividad
externa definida por Tutte [4, 26] es posible construir un multicomplejo con los bosques con
arista-enraizada parciales, finalmente se tiene que la O-sucesion de este tltimo corresponde al

h-vector del matroide M (G).

Ahora presentaremos algunas familias que se construyen fijando el rango o co-rango de los
matroides. Cuando un matroide tiene rango o co-rango pequeno es posible construir de forma
explicita el multicomplejo puro que realiza su h-vector, esto se debe en gran medida a que el
comportamiento de estos matroides no refleja la complejidad combinatoria del problema en
general, por ejemplo, para matroides de rango a lo mas 2, encontrar dichos multicomplejos
se reduce a un problema aritmético. De Loera et. al. [14] prueban la Conjetura 3.1.2 para
matroides de rango a lo mas 3 y co-rango 2 construyendo explicitamente los multicomplejos
puros. Un avance considerable en esta direccién aparece en [10], donde S. Klee y J. A. Sam-
per prueban la Conjetura 3.1.2 para matroides de rango 3 y 4, ademds, puede verse que la
complejidad de construir los multicomplejos aumenta para matroides de rango 3 y ain més

para los matroides de rango 4.

Otra familia para la cual se ha demostrado la validez de la Conjetura 3.1.2 son los matroides
de empedrado, estos matroides se caracterizan por el tamano de sus circuitos, un matroide de
empedrado de rango r s6lo puede tener circuitos de tamano r o r + 1. En el siguiente capitulo

describiremos mas a fondo esta familia de matroides.

Por 1ltimo, mencionaremos a la familia de matroides cotransversales, esta familia esté for-
mada por los duales de los matroides transversales. La primer prueba de la Conjetura 3.1.2 que
se conoce para esta familia fue hecha por S. Oh [22], también se puede encontrar una prueba
en [24] por C. Sarmiento, donde se utiliza la representacién transversal del matroide dual, una
representacion transversal de un matroide M*(E) es una grafica bipartita G con biparticién
(E, X) y los conjuntos independientes de M™* son caracterizados por los emparejamientos en

G, ademas, si M* tiene rango r se puede encontrar una representacion transversal en donde
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| X| = r, una vez construida la gréfica bipartita se obtiene una representacién matricial de
M* y con esta matriz se construye un ideal J(M™*) C R[z1,x9,...,x,] de tal forma que el
cociente R[z1,za,...,x.|/J(M*) es un multicomplejo puro cuya O-sucesién corresponde al

h-vector de M.

3.3. Polimatroides y flujos en graficas bipartitas

FEn esta seccion intentaremos englobar algunas de las pruebas mencionadas en la seccién
anterior en una sola teoria, para esto utilizaremos el concepto de polimatroides y flujos en
graficas. Los polimatroides fueron introducidos por J. Edmonds en 1970, ver [6], para dar la
definicién original de Edmonds es necesario introducir algunos conceptos. Dado un conjunto
finito S, denotamos por Rﬁ el espacio de vectores con valores reales no negativos indexados
por S. Para = € Ri y s € S, s denota la s-ésima coordenada de x. También, si x,y € ]R:qr
decimos que z es un subvector de y si s < ys para todo s € S. El mddulo de x estd definido
como |z| =) g |xs|. Un polimatroide P es un par (S, P) donde S es un conjunto no vacio y
finito llamado conjunto base de Py, P es un subconjunto de ]qur compacto y no vacio llamado

conjunto de vectores independientes de P que satisface:
i) Todo subvector de un vector independiente es independiente.
ii) Para todo = € Ri, cada subvector independiente de z tiene el mismo mddulo.

Al conjunto P también se le conoce como politopo de P, ademds, un polimatroide es entero
si todos los vértices de su politopo tienen coordenadas enteras. Nuestro interés en estas es-
tructuras es la siguiente observacién: Dado un polimatroide P = (.S, P), entonces el conjunto
PN Zi es un multicomplejo puro. Desafortunadamente la relaciéon anterior no es reciproca,
considere el multicomplejo puro formado por los monomios {1,x1, z2,x3, T4, T122, 324}, €l
politopo obtenido al tomar su cerradura convexa no proviene de ningin polimatroide. Cabe
mencionar que la O-sucesién pura (1,4,2) no corresponde a ninguin h-vector de un matroide,
por lo que es natural preguntarse si para toda O-sucesién asociada a un complejo matroidal
puede obtenerse un multicomplejo cuya cerradura convexa defina un politopo asociado a un
polimatroide. El lector interesado en polimatroides puede consultar [6, 28] para un tratamiento

més extenso del tema.
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Ahora veremos una construccién introducida por C. McDiarmid en [15]. Sea G = (V, E)
una gréfica bipartita con biparticién (X,Y), un flujo es un subconjunto de aristas F' C E tal
que los vértices en Y son incidentes a lo mas a una arista en F'. Estos flujos pueden codificarse
mediante su vector caracteristico, es decir, un vector indexado por los elementos en X de tal
manera que la entrada que corresponde a x; € X es igual al grado de x; en la subgréfica
inducida por F. Observe que distintos flujos pueden tener el mismo vector caracteristico.
Ademsds, C. McDiarmid prueba que los vectores caracteristicos de estos flujos definen un
polimatroide entero cuyo politopo estd contenido en R¥X, a los polimatroides construidos de
esta forma los llamamos polimatroides de flujo-bipartita.

Definiremos un algoritmo llamado Flujo de orden maximo en una grafica bipartita.
Sea GG una grafica bipartita conexa con biparticién (X, Y') tal que | X| = n, tomamos un orden
fijo en los vértices de X, digamos (x1,x2, ..., x,) y definimos los conjuntos VM C X (vértices

marcados), VL C X (vértices listos) y VA C Y (vértices alcanzados).

1 Inicializamos los conjuntos VM = VL =V A = ().

2 Maximizamos el flujo a través de z1 utilizando todas las aristas incidentes a él, anadimos

al conjunto V' A todos los vértices que fueron alcanzados por x1 y anadimos x1 a VM.
3 Paracadai=2,3,...,n:

3.1 VL ={z € X : x es adyacente a algin vértice en V A}.

3.2 Si x; € VL, maximizamos el flujo a través de z; utilizando todas las aristas que
son adyacentes a él pero no son adyacentes a ningin vértice en VA. Anadimos x;

aVM.
4 SiVA#Y, regresamos al paso 3. En otro caso terminamos.

Al finalizar el algoritmo obtenemos un flujo méximo en el sentido de McDiarmid, sabemos
que los vectores caracteristicos de estos flujos corresponden a vectores maximales en el poli-
matroide definido anteriormente. También podemos definir el algoritmo Flujo maximo, la
definicién de este algoritmo es similar al anterior, basta quitar la condicién x; € V' L del paso
3.2.

Con estos algoritmos podemos encontrar una prueba de la Conjetura 3.1.2 para los ma-

troides cograficos y las graficas con apice utilizando flujos es graficas bipartitas.
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Proposicién 3.3.1. (Merino & Antonio, 2020) Sea G = (V,E) una grdfica conexa y
q €V, definimos la grdfica bipartita ? = ﬁq(G) cuya biparticion es (V' \ ¢, E'), donde
E' = {e € E : e no esincidente a q} y las aristas de B son {ve : e es incidente a v}.
Entonces, los vectores caracteristicos de los flujos obtenidos por Flujo de orden mdximo
aplicado a § corresponden a los elementos maximales de un multicomplejo puro cuya O-

sucesion coincide con el h-vector M*(G).

Proposicién 3.3.2. (Merino & Antonio, 2020) Sea G una grdfica con dpice q, defini-
mos la grdfica bipartita § = Eq(G) cuya biparticion es (E',V \ q), donde E' = {e € E :
e no es incidente a q} y las aristas de § son {ev : e es incidente a v}. Entonces, los vec-
tores caracteristicos de los flujos obtenidos por Flujo mdximo aplicado a § corresponden a
los elementos mazrimales de un multicomplejo puro cuya O-sucesion coincide con el h-vector

M(G).

Corolario 3.3.3. (Merino € Antonio, 2020) Sea G una grifica con dpice q. Entonces
el algoritmo Flujo mdximo aplicado a las grdficas ﬁq(G) Yy §q(G) obtiene a los elementos
mazimales de un multicomplejo puro cuya O-sucesion coincide con el h-vector de M*(G) y

M(G) respectivamente.

Analicemos un momento el corolario anterior, ya que nos interesa trasladar estas ideas de
las gréaficas a los matroides. De forma precisa, analizaremos la construccion de la gréafica %, ya
que la construccién de ? es equivalente pero utilizando co-estructuras, es decir, se construye
para el matroide M*(G). Observe que si G es una grafica con apice ¢, entonces la subgrafica
inducida por el conjunto de aristas incidentes a ¢ es un arbol generador de GG, este corresponde
a una base del matroide M (G). Ademds, si e = uv es una arista de G donde u, v # ¢, entonces
en § las aristas a = qu y b = qu seran adyacentes a u y v respectivamente, mas ain, observe
que las aristas a, b, e forman un ciclo en G y, este ciclo es de hecho el circuito fundamental
cf(B,e) en el matroide M(G) donde B es la base formada por las aristas incidentes a ¢. En
la Figura 3.1 puede verse un ejemplo de dicha construccién.

Resumiendo lo anterior, para un matroide M (FE) y una de sus base B es posible construir
la grafica bipartita G(M; B) de la siguiente manera: la biparticién de G(M; B) es (E\B,B) y
su conjunto de aristas es {ef : e € E\ B, f € By e € cf(B, f)}. Una vez construida la gréfica

nos interesa encontrar alguna estrategia para escoger los flujos que realicen multicomplejos
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puros cuyas O-sucesiones coincidan con el h-vector del matroide.

B\B={de} B={abc}
u a
d w d c
e v e b
B,(G) G(M(G); B)

Figura 3.1: §q(G) estd construida en el contexto de graficas, mientras que G(M(G); B) se

utiliza en el contexto de matroides.

A continuacién veremos que para los matroides de rango o co-rango 1 es posible encontrar
los multicomplejos puros asociados a sus h-vectores utilizando flujos en gréficas bipartitas.
Dado un matroide M (E) de rango 1 sin lazos ni istmos, entonces necesariamente M es un
matroide uniforme Uy ,, con m > 2, supongamos ademds que E = {ej,e2,...,en}. El h-
vector de M es (1,m — 1). Podemos tomar cualquier elemento como base, digamos e; € E'y
consideremos la grafica bipartita G(M;e;) mostrada a la izquierda en la Figura 3.2, es facil
ver que los flujos méaximos en esta grafica tienen como vectores caracteristicos al conjunto

{(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} que son los elementos maximales de un multi-

m—1 m—1 m—1

complejo puro con O-sucesién (1, m — 1). Dado un matroide de co-rango 1 con m elementos

y sin lazos ni istmos, entonces necesariamente es isomorfo al matroide grafico M (G), donde

G = C), es un ciclo de longitud m, ademads, su h-vector es igual a (1,1,...,1). En la parte
———

m
derecha de la Figura 3.2 se puede apreciar la gréfica bipartita G(M (Chy,); {e2,e3,...,em}) que
tiene exactamente un flujo maximo cuyo vector caracteristico es igual a (m — 1) y este vector

define un multicomplejo puro con O-sucesién (1,1,...,1). Con esto tenemos pruebas de la
| —

Conjetura 3.1.2 para matroides de rango o co—rangoni utilizando flujos en graficas bipartitas.

Ahora estudiaremos el caso de los matroides de rango 2, recuerde que podemos suponer que
los matroides no tienen lazos ni istmos. En este caso utilizaremos la representacién geométrica
de dichos matroides, esta representacién es muy 1util cuando se trabaja con matroides de rango
pequenio ya que podemos obtener algunas propiedades a través de sus dibujos, dado que no

utilizaremos todo el potencial de estas representaciones no daremos la definicién formal, el
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€3 €2
€3 €3
ey €1
€m €m
G(Ulﬂrd {e1}) G(M(Cn);{e2 €3, ---,em})

Figura 3.2: Gréficas bipartitas obtenidas para matroides de rango y co-rango 1.

lector interesado puede encontrar dicha descripcién en [23]. En la Figura 3.3 se puede apreciar
una representacién geométrica de un matroide de rango 2 con n = ny+no+...+n; elementos,
aqui, cada conjunto de puntos alineado verticalmente forma una clase en paralelo de elementos,
es decir, cualquier par de elementos en el mismo conjunto forman un circuito, ademas, las
bases de este matroide estan formadas por aquellos pares e, f donde e y f no pertenecen a
la misma clase en paralelo. Observe que podemos caracterizar a estos matroides inicamente
con la cardinalidad de las clases en paralelo ya que el orden de las clases y el orden de los
elementos en cada clase no influyen en la estructura del matroide, usaremos M (ny,...,ng)
para denotar dicho matroide y la etiquetacion que aparece en la Figura 3.3, esta etiquetacién

de los elementos garantizan que B = {1,2} sea una base del matroide.

Sea b =b(M(ni,...,nk)) el numero de bases de M (n1,...,nx), sabemos que el h-vector de
este matroide es igual a (1,n—2,b—n+1). Nuestro objetivo es construir un multicomplejo puro
cuya O-sucesion coincida con (1,n—2,b—n+1), més atin, haremos esta construccién utilizando
flujos en la gréfica bipartita G(M(nq,...,ni); B) mostrada en la Figura 3.4. Con esto en
mente, asociaremos a cada base del matroide un flujo del tal forma que el conjunto de sus
vectores caracteristicos formen el multicomplejo deseado. La primer base que consideraremos

es {1,2} asocidndola con el flujo vacio cuyo vector caracteristico es (0,...,0). Para cada
—_——

n—2
i€{ni+2,n+3,...,n}alabase{l,i} le asociamos el flujo cuya tnica arista es {7, 2}, observe

que esta arista pertenece a la grafica G(M(nq,...,nk); B) para cada ¢, ademds, el vector

caracteristico de dicho flujo es (0,...,0,1,0,...,0) donde el 1 aparece en la i-ésima posicion.

n—2



3.3. POLIMATROIDES Y FLUJOS EN GRAFICAS BIPARTITAS 47

Figura 3.3: Representacién geométrica de un matroide de rango 2 sin lazos ni istmos, denotado

M(m,.. . ,nk).

Para cada i € {3,4,...,n1+1} ala base {2,i} le asociamos el flujo cuya tnica arista es {i, 1},

de forma similar al caso anterior, el vector caracteristico obtenido es (0,...,0,1,0,...,0)

n—2
donde el 1 aparece en la i-ésima posicién. Para cada i € {n1 +na+1,n1 +n2+2,...,n} ala

base {2, 1} le asociamos el flujo formado por las aristas {i, 1} e {i,2} cuyo vector caracteristico

es (0,...,0,2,0,...,0) donde el 2 aparece en la posicién i-ésima. Las bases restantes son de

n—2

la forma {i,j} con {i,7} N {1,2} = 0 y ademds i, j no estdn en la misma clase en paralelo, a
cada una de estas bases podemos asociarle el flujo con las aristas {i, 1} y {j, 2} o el flujo {3, 2}
y {Jj,1}, al menos uno de estos es realizable en la gréifica G(M (nq,...,ng); B), sin importar

la eleccién del flujo su vector caracteristico es (0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0) donde los 1”s

n—2
aparecen en las posiciones i y j. Es facil verificar que los vectores caracteristicos obtenidos

forman un multicomplejo puro cuya O-sucesién es (1,n —2,b —n + 1).
Para los matroides de co-rango 2 podemos mostrar que existe un multicomplejo puro

realizable mediante flujos. Utilizaremos el siguiente resultado de S. Klee y J. A. Samper [10].

Teorema 3.3.4. (Klee & Samper, 2018) Sea M un matroide cuyo conjunto base es [n] =
{1,2,...,n} y tal que [d] = {1,2,...,d} es una base de M. Entonces

har(x) :Z:culhpl(m). (3.1)

Donde la suma es sobre los conjuntos independientes I tales que IN[d] =0 y 'y = (M/I)]q.



48 CAPITULO 3. POLIMATROIDES Y LA CONJETURA DE STANLEY

ni+nz+1
ny+nz+2

ny+nz+3

ny+nz+...+ng

Figura 3.4: Gréfica bipartita G(M (ni,...,ny); B), donde B = {1, 2}.

Aplicaremos el teorema anterior al caso particular de los matroides de co-rango 2, dado que
no podemos representar un matroide de co-rango 2 utilizaremos la representaciéon geométrica
del matroide dual. Sea M(E) un matroide de co-rango 2 sin lazos ni istmos, B una base
de M y supongamos que {e, f} = E \ B es la cobase asociada a B, entonces los tnicos
conjuntos independientes disjuntos de B son ), {e}, {f} y posiblemente {e, f}, por simplicidad
utilizaremos la notacién e = {e}, f = {f} y ef = {e, f}. El teorema anterior nos garantiza
que podemos descomponer hjs(z) como una suma de 3 o 4 polinomios y, con ayuda de esta
descomposicién construiremos el multicomplejo puro. Ilustraremos la idea con el siguiente
ejemplo, considere el matroide M de co-rango 2 asociado al (n — 1)-ciclo més una arista en
paralelo extra, ver Figura 3.5, en este caso la descomposicién de hps(x) utiliza 3 polinomios ya
que los tnicos conjuntos independientes contenidos en la cobase {e, f} son (), e y f. Tenemos
que I'y es el matroide uniforme U, 2,2 cuyo polinomio de descascarillado es hr, (x) = "2,

I'e es el matroide asociado al (n — 2)-ciclo cuyo polinomio de descascarillado es hr, (x) =

"3 +...+x+1y de la misma forma I'; tiene como polinomio de descascarillado a hp () =



3.3. POLIMATROIDES Y FLUJOS EN GRAFICAS BIPARTITAS 49

"3 4+ ...+ 2+ 1, es decir, la descomposicién estd formada por 2”2, 2" 3 4+ ...+ +1y

2

"3 4+ ...+ 2+ 1. Para construir el multicomplejo identificamos a z"~2 con el monomio 1, el

primer polinomio 2™"3 + ... + z + 1 lo identificamos con los monomios z1, 3, ..., a;?_Q y el
segundo polinomio " 34...+z+1 lo identificamos con los monomios x5, x%, . ,xg_Q como se
muestra en la Figura 3.5. Como veremos a continuacion, cuando ef resulta ser independiente

el multicomplejo puro obtenido para I'cy se anida de manera consistente.

Figura 3.5: M es el matroide grafico asociado al (n —1)-ciclo més una arista en paralelo extra.

Los elementos en rojo forman el multicomplejo puro asociado a su h-vector (1,2, ...,2), estos
———

n—1
elementos estan codificados mediante la descomposicion del polinomio de descascarillado.

Supongamos que M es un matroide de co-rango 2 sin lazos ni istmos, tal que M* tiene k
clases en paralelo de tamano n; > no > ... > ng respectivamente y ademas ny + ...+ ng =

n + 2. Realizaremos la descomposiciéon dependiendo de la representacion geométrica de M ™.

Caso 1: M* tiene una representacion geométrica como en la Figura 3.6. Entonces tenemos
que Ty = Upp, De = Ty = M(Cy), hry(x) = 2", by, (z) = hy,(z) = 2" ' + ...+ 2+ 1. En
este caso ef es independiente, sin embargo I'c¢ es un matroide de co-rango 2 con n elementos.
Recursivamente podemos obtener un multicomplejo puro codificado con monomios de grado a
lo mas n — 2, este multicomplejo se muestra en la Figura 3.7 en la parte sombreada y ademés
puede anidarse consistentemente para formar un multicomplejo puro cuya O-sucesién realice

al h-vector de M.
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Figura 3.6: Representacién geométri- "z T
cade M* aquingi >ng > --->npy

Figura 3.7: El multicomplejo cons-
ny+ng+...+np=n.

truido recursivamente para I'cy puede

anidarse congruentemente.

Caso 2: M™ tiene una representacion geométrica como en la Figura 3.8. Entonces tenemos
que Ly = Upp, Te = M(Cy), Ty = M(Cpn,)®Un, ny, b, () = 2", hr, (@) = 2" 1+, a+1
y hr,(z) = 2" 14 .. 4 2™ En este caso (I'¢f)* tiene una representacién geométrica como en
la Figura 3.9, necesitamos ver que el multicomplejo puro construido para I'.; se anida de forma
consistente, tomemos €’ y f’ como en la Figura 3.9, con respecto al matroide I'cy tenemos
que I'y = Up—opn—2, 'y = M(Cp—j—1) ® Upp—1ny—1, Upr = M(Cr—ny_1—1) @ Unyy 1 —1,np_1—15
hry(z) = "2, hr,(z) = a" 3 + ...+ a1y hr, (z) = "3 + ... 4 2™-171 Observe
que los términos correspondientes a los polinomios hr,(z) y hr_,(x) se pueden poner juntos
para completar un multicomplejo puro, ver Figura 3.10. La O-sucesién de este multicomplejo

realiza el h-vector de M para el Caso 2.
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Figura 3.8: Representacién geométri-

Figura 3.9: Representacién geométri-
de M* {ng > > 0> )

ca ae caqur = 2 =2 - cade (I'ep)*, aquing > ng > -+ > ny

Ng_1 > N+1lyni+ne+...+np =n.

k=1 = Tk ym 2 k yni+mneg+...+n=n.

ne—1
x
T « 1

2=

"2 e k1=l

Figura 3.10: El multicomplejo construido recursivamente para I'cy mostrado en la parte som-

breada puede anidarse congruentemente.

Caso 3: M* tiene una representaciéon geométrica como en la Figura 3.11. Entonces ten-
emos que I'y = Uy, e = M(Crny,) © Upyns Up = M(Crny ) © Uny iy » hry () = 2™,
hr.(z) = 2" 4+ .. 4 a2y hr,(z) = "1+ ...+ 2™-1. En este caso (I'cf)* tiene una
representacién geométrica como en la Figura 3.12. Igual que antes mostraremos que el mul-
ticomplejo puro construido para I'cy se anida de forma consistente. Tomemos €' y f’ co-
mo en la Figura 3.12, con respecto al matroide I'cy tenemos que I'y = U, 25,2, I'e =
M (Crn—ny—1) ® Uny—1ny—1, U'pr = M(Cpp—py_,—1) © Uny_ 1 —1,0y_1 -1, hry(x) = "2, hr,,(z) =
"3 Tl y hr,, (r) = 2" 3 4 ...+ ™17 Observe que podemos anidar de forma
consistente el multicomplejo de I'¢y alineando hr, (x) con hr,(z) y hr,(z) con hr,(z) como

se muestra en la Figura 3.13.
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Figura 3.11: Representacién geomé-

Figura 3.12: Representacién geomé-

trica de M*, aqui ny > ng > --- >
trica de (T'ef)*, aqui ng > ng > -+ >
Ng—2 > Np—1+1=>ng+1yn +ng+

Ngyni+ne+...+ng=n.

oo =M.
nEp—1
"™ ¢ r 1
A\ ) - -
1 “ ‘
" 2e ‘\ ‘\‘ ‘ |
\ / /
- ) &7 N 2
:l:" le zn—z m"k—lh‘l ,/ xr €
a®ogntt o an? " Figura 3.14: Representacion geomé-

trica del primer caso base junto a su

Figura 3.13: El multicomplejo cons- . . )
multicomplejo puro asociado.
truido recursivamente para I'cy puede

anidarse congruentemente.

Este procedimiento se puede realizar hasta obtener alguno de los 3 matroides que aparecen
en las Figuras 3.14, 3.15 y 3.16, donde se muestran sus multicomplejos codificados mediante

la descomposicion del polinomio de descascarillado.
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$n—Z Z,n—S wn—él e x 1

n—1 n—1

Figura 3.15: Representacion geomé- Figura 3.16: Representacion geome-

trica del segundo caso base junto a trica del tercer caso base junto a su

su multicomplejo puro asociado. multicomplejo puro asociado.

Hasta ahora hemos visto que este procedimiento produce un multicomplejo puro asociado
al h-vector de M. A continuacién veremos que estos multicomplejos son realizables mediante
flujos, dnicamente mostraremos que esto sucede para el Caso 2, los Casos base, 1 y 3 se ob-
tienen de forma similar. Consideremos un matroide M tal que M™* tiene una representacién
geométrica como en la Figura 3.8, para construir la gréafica G(M; B) observe que los cocir-
cuitos de M™ se obtienen al tomar el complemento de una clase en paralelo, luego, el circuito
fundamental cf(B,e) es el complemento de {f}; mientras que cf(B, f) estd formado por el
complemento de la clase en paralelo a la que pertenece e. La grafica G(M; B) se muestra en la
Figura 3.17. Observe que el flujo formado por todas las aristas incidentes a e tiene como vector
caracteristico a (n,0), mientras que el flujo formado por las todas las aristas incidentes a f,
junto con las ltimas nj aristas incidentes a e, tiene como vector caracteristico a (n —ng, ng),
estos dos vectores son vértices del polimatroide encontrado por C. McDiarmid y este poli-
matroide contiene al multicomplejo puro construido con el proceso descrito anteriormente,
es decir, para cada punto (pj,p2) del multicomplejo existe un flujo en G(M; B) cuyo vector

caracteristico es igual a (p1,p2).
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Figura 3.17: .

Finalmente analizaremos los matroides simples de rango 3. Dado un matroide simple M
de rango 3 sin lazos ni istmos, probaremos que existe un multicomplejo puro M contenido en
un polimatroide de flujo-bipartita tal que la O-sucesién de M coincide con el h-vector de M.
Utilizaremos fuertemente herramientas presentadas por S. Klee y J. A. Samper en [10]. Un
matroide basado es una tripleta (M, B, <) donde M es un matroide, B una de sus bases y <
es un orden total en E(M) \ B, ademds, para un conjunto independiente I tal que IN B =10
recuerde que I'; denota al matroide (M/I)|g. Dos matroides basados (M, B, <)y (M', B', <')
son isomorfos si existe un isomorfismo de matroides f : M — M’ tal que f(B) = B’y f

preserva el orden < en E'\ B.

Conjetura 3.3.5. (Klee & Samper, 2018) Sea r > 1 un entero fijo y sea A" la familia de
matroides basados de rango r. Existe una funcion F de A" a la familia de los multicomplejos

puros tal que para cada matroide basado (M, B, <) satisfacen las siguientes condiciones:
» Las variables de F(M, B, <) son {z; :1 € E(M)\ B}.

» Cada monomio en F(M, B, <) tiene soporte en un conjunto de la forma {x; : i € I}

para algin conjunto independiente I disjunto de B.



3.3. POLIMATROIDES Y FLUJOS EN GRAFICAS BIPARTITAS %)

= Para cada conjunto independiente I disjunto de B hay exactamente h{;l monomios en
F(M,B, <) cuyo grado es |I| + j y soporte {x; : i € I}, donde h{;l en el coeficiente de

27 en hr,(z).

» Para cada conjunto independiente I disjunto de B la restriccion de F(M,B,<) a las

variables {x; : i € I} es F(M|pur, B, <).

» Si F(M',B',<") es un matroide basado y f : F(M,B,<) = F(M',B',<') es un iso-
morfismo, entonces F(M, B, <) es naturalmente isomorfo a F(M', B',<') etiquetando

los indices de cada variable en F(M, B, <) bajo la imagen de f.

Teorema 3.3.6. (Klee & Samper, 2018) Sea U, el subconjunto de A" que consiste de
aquellos matroides con a lo mds 2r elementos. Si existe una funcion G de U, a la familia de
multicomplejos puros tal que G(M, B, <) satisface las condiciones de la Conjetura 3.53.5 para
cada M € U,, entonces existe una funcion F que satisface las condiciones de la Conjetura 3.3.5

tal que Fly, =G.

El Teorema 3.3.6 nos garantiza que para probar la Conjetura 3.3.5 en los matroides de
rango r basta probarla iinicamente para los matroides en U,., la idea es que dado un matroide
M de rango r, entonces para cada conjunto independiente I disjunto de B el matroide M |pyr
pertenece a U,., si para cada uno de estos matroides construimos un multicomplejo puro que
satisfaga los requerimientos de la Conjetura 3.3.5, entonces podemos “pegar” estos multicom-
plejos y obtener un multicomplejo puro més grande cuya O-sucesién coincida con el h-vector
de M. S. Klee y J. A. Samper mostraron que la Conjetura 3.3.5 es vélida para los matroides
de rango 3 y 4, a continuacién trasladaremos esta idea al lenguaje de flujos para los matroides
simples de rango 3.

En los siguientes cuadros se representan los matroides simples basados de rango 3, sin
istmos y con a lo més 6 elementos, ademés, podemos suponer que [3] = {1,2,3} es una base
del matroide. En cada cuadro podemos encontrar la representacion geométrica del matroide M
seguida por la grafica bipartita G(M;[3]) y finalmente los multicomplejos puros encontrados
por Klee y Samper que satisfacen las condiciones de la Conjetura 3.3.5, en cada caso se
puede verificar que los monomios maximales (y por lo tanto todos los monomios) de estos

multicomplejos son realizables mediante flujos en la grafica G(M;[3]). Los tnicos matroides
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que no enlistamos en los cuadros son Us 4, Uz 5 y U3z g ya que estos tienen multicomplejos puros
triviales. También, observe que en algunos casos hay mas de un multicomplejo representado,
ya que si cambiamos el orden total en E(M) \ [3] es posible obtener un matroide basado

diferente y esto influye en la eleccion de los monomios maximales del multicomplejo.

Representacién geométrica de M G(M;[3]) Multicomplejo puro asociado
! 1
2
2 2
% 7 3 J 3
1
1 2
i ? [ ] [ ) J
2 ziz;
. ¢ o o
2 7 3 J 3 —eo—0o—

Cuadro 3.1: El h-vector de M = M (K4 \ e) es (1,2,3,2).

Representacion geométrica de M G(M;[3]) Multicomplejo puro asociado
1
o1 L X 1
2
——o— J
2 3 J 3
1
1 2 l
2
e —0e
3 i J J 3

Cuadro 3.2: El h-vector de M es (1,2,3,3).
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Representaciéon geométrica de M G(M;[3]) Multicomplejo puro asociado
3 3
! i 1 o\
X @Ti X X
y ) zzz‘ o X ac%c]. o
.7 2 TLT) - Tilj Tk 23
k k
o X e e o x o o o
4 xix Tk TiT) k
J 3 1 k 3 i<k k<j
1 X
1 2
1 w,z]—. .m?mk
.7 wza»' i 2
] 2 "o o @
T Ty
® X 4 ® X
2 k 3 k 3 ximy, T
@
i °
i 1 x @™
E
1 2 . o e X
J 2 Tx Ty
[ o X
7 3 k k 3 i<j<k
3
Tj
1 . PY
IL ]‘ mﬂ:?
° X
7 2 2.,
] 2 Yo e @
LTk
, X ° o X
3 J k k 3 iz, wy
i
J
1 . °
1
]_ x Z?. .?E?EA
2 3 . 2
J 2 ““ x @t
X ° ° X
e k 3

Cuadro 3.3: El h-vector de M = W3 es (1,3,6,7).
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Representacién geométrica de M

Multicomplejo puro asociado

2z, wTh
z} z}
[ ] [ ]
il 2 2
i 2 T;Ts
1 . ‘o @i Tig X
1 1 2
Tix; rix; 2
[ ] [ X [ [ @ LT}
2 ©3 J 2 LiljTh TiT Ty
X 2. o, .3 X 2. ® .3
Tiry TiTp T T; Ty q)lqji ;,
2 7 k k 3 i<k k<j
1 o’
2 1 ziT 2
J TETR
[ ] e’
3 2 ,
2 < . zix; 20l
7 2 X e
X ( L ] L ]
. 2
2 J k k 3 iz, T x)
1 13
i
. [ ]
1 1 z .
X | i
2 k ,
° i ziw; )
J 2 o o o
T Ty
. X ( [ L ]
? J 3 k 3 z?mk 1412 Tf

Q. e
W N =

Cuadro 3.4: El h-vector de M = Qg es (1,3,6,8).
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Representaciéon geométrica de M G(M;[3]) Multicomplejo puro asociado
1 X
(2 5
‘ 1 T o \
? wiw;
] 2 [ wi;jwk X
X (]  J X
: . :
2 1 .
2 xiw; . ¢ z}x; * 8 xxh
j 2 "¢ x X e X e
X @ X e X e X e
7 J k 3 k 3 i<k k<j
1 _ e
7 [ )
J . X ."ﬁzk
J
e o o
>0 —0 PR
i k 2 3 k X X X X

Cuadro 3.5: El h-vector de M es (1,3,6,5).

Representacion geométrica de M G(M;[3]) Multicomplejo puro asociado
@
. °
? 1
x x
j 2 wizj. ° .x]-xf.
i Ty,
x . ° X
k 3 x?ay, xix}
X
1 1 mat | o5
. 2
j 2 TiTig Vi @ik
x ° ° X
k 3 xiz,  Tmh

Cuadro 3.6: El h-vector de M = M (Ky) es (1,3,6,6).
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Representacién geométrica de M Multicomplejo puro asociado

3
Tj

G(M;[3])
1 1 maly e
1 i J 2 2
j 2 TiTig v, @ =%k
O—o—— o X { ] L] X
2 3 k k 3 ztxy, T

Representacion geométrica de M G(M;3)) Multicomplejo puro asociado
o
. [ ]
1 1
zx? zxy,
< [ ] . ‘e P
1 ¢ J . 2 2
.] 2 ziz]v. ° .z]zk
TT Ty
O———O0—e [ (] (] X
2 3 k k 3 x} iz T}
¢
VA 1 131'212'. oI T zf. X
4 0 . zix; ziT; T;T),
1 2 1 . ° ° X [ [ ]
J 2 T Ty LT,
[ ] { ] ] o o @ L J
o P PY x? zlay Ty T, x}  zia za @}
3 J k k 3 i<k k<j
;
°
7 1
o ° ° a:ia:]z-. .:c?a:k
1 2 3 j 2 z?z] X ijﬁ
——eo—o L4 ® L4
i J k k 3 @ adfm zal

Cuadro 3.8: El h-vector de M = Py es (1,3,6,9).

Con la lista completa de los matroides simples basados, sin istmos y de rango 3 podemos
mostrar la existencia del multicomplejo puro cuya O-sucesion coincide con el h-vector de M

y que ademds es realizable mediante flujos en G(M; B). Sea M un matroide simple de rango
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3 sin istmos, después de reetiquetar los elementos de M podemos suponer que su conjunto
base es [n] y que B = [3] es una base, también podemos dotar a [n] \ [3] del orden natural
proveniente de sus etiquetas. Para cada conjunto independiente I disjunto de B el matroide
M| pur debe ser alguno de los matroides uniformes Us 4, Us 5, U3 ¢ 0 algtin matroide mostrado
en los Cuadros 3.1-3.8. Sea M el multicomplejo puro asociado a M|3); encontrado por S.
Klee y J. A. Samper, entonces M = UM es un multicomplejo puro cuya O-sucesién coincide
con el h-vector de M, més atin, observe que para cada I la grafica bipartita G(M |[3]u 1;B) es
exactamente la subgrafica inducida por los vértices BU I en G(M; B), es decir, al “pegar”
las graficas bipartitas G(M|3ur; B) obtenemos la grifica G(M; B), esto nos garantiza que
los monomios maximales de M son realizables mediante flujos en G(M; B), es decir, M

estd contenido en el polimatroide de flujo-bipartita asociado a G(M; B).

3.4. Conclusiones

La conjetura de Stanley ha sido motivo de mucho interés y esfuerzo combinado en los ulti-
mos afnos para lograr resolverla, ademas, en los casos particulares donde se conoce su validez
se han utilizado una gran diversidad de técnicas. Quiza la esencia del problema radique en la
enorme complejidad estructural de los matroides y para resolver este problema sea necesario
comprender mas a profundidad dichas estructuras. La aproximacién mediante polimatroides
asociados a las gréficas bipartitas G(M; B) parece prometer buenos resultados ya que muchas
de las pruebas pueden ser trasladadas a este lenguaje, el siguiente paso es encontrar nuevas
familias de matroides donde se pueda dar una descripcion explicita de los flujos que realicen
los multicomplejos deseados, sin embargo, creemos que una prueba del problema general atin
estd muy lejos de ser obtenida. Otra posible evidencia de la utilidad de los polimatroides de
flujo-bipartita es la siguiente: tomemos un matroide M sin lazos, una de sus bases B y un
elemento e fuera de B, entonces el grado de e en la grafica bipartita G(M; B) es igual al
ntimero de bases del matroide (M/e)|p, digamos b, luego, los flujos obtenidos tendran a lo
mas b aristas incidentes a e y en el multicomplejo la variable z. tendra grado a lo mas b,
esto es justo lo que sucede en los resultados obtenidos por S. Klee y J. A. Samper en [10] para
los matroides de rango 3 y 4, siendo estas familias de las mas representativas para las cuales

se ha comprobado la conjetura de Stanley.
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Capitulo 4

Multicomplejos extremales

Nuestro objetivo en este capitulo es estudiar ciertos multicomplejos que satisfacen propiedades
extremales en el nimero de elementos maximales, estos multicomplejos son de gran importan-
cia para el estudio de la conjetura de Stanley y también son muy interesantes por si mismos.
En [19] C. Merino et. al. presentan una conjetura sobre la estructura de estos multicomplejos,

en este capitulo presentaremos resultados que confirman dicha conjetura para algunos casos.

4.1. Graficas de monomios

Como se menciondé en el capitulo anterior, se conocen algunas familias de matroides para
las cuales la conjetura de Stanley se satisface, una de estas familias es la de matroides de
empedrado, donde un matroides M es de empedrado si sus circuitos tienen al menos (M)
elementos. La prueba de la conjetura de Stanley para matroides de empedrado puede encon-
trarse en [19], comenzaremos dando algunas de las ideas presentadas en dicha prueba con la
finalidad de introducir el problema de este capitulo. La idea central de la prueba es observar
que para un matroide de empedrado M (F) se pueden obtener las primeras entradas de su
h-vector, ya que cualquier subconjunto de E con menos de (M) elementos es independiente.
De hecho, si M(E) es un matroide de empedrado con n elementos y de rango r, entonces
su h-vector es de la forma (hg,hi1,...,h,), donde h; = ("_T;ri_l) parai =0,...,7r—1y
hy = b(M) — (:‘j), donde b(M) es el nimero de bases de M. Teniendo esto en mente, se
introduce el multicomplejo M, 4 formado por todos los monomios ménicos en las d variables

x0,%1,...,24—1 y de grado a lo mas r. Este multicomplejo es muy importante ya que M,._1 4

63



64 CAPITULO 4. MULTICOMPLEJOS EXTREMALES

realiza la O-sucesién pura (hg,hi,...,h,—1) donde h; = (d+§_1), es decir, coincide con las
primeras entradas del h-vector de cualquier matroide de empedrado de rango r y n =d +r
elementos. También, diremos que un monomio m cubre a m’ si m/|m, de forma andloga di-
remos que un conjunto de monomios M cubre a M’ si cualquier monomio en M’ es cubierto
por al menos un monomio en M.

Podemos ahora introducir la siguiente funcién f(r,d) = min{h.|(ho,...,h,) es la O-
sucesi6n de algin multicomplejo puro M D M, _; 4}. Es decir, f(r,d) es el minimo niimero
de monomios de grado r en las variables xg,...,Z4_1 que son necesarios para cubrir a los
monomios de grado r—1 en las mismas variables. El problema de encontrar el conjunto minimo
que satisfaga la funcién f(r, d) puede atacarse introduciendo una familia de gréficas G, 4 cuyos
vértices son todos los monomios de grado 7 en las d variables xg,...,xq4_1 y existe una arista
entre dos monomios m y m’ sim = ;C—;m’ parai # j. Parala gréafica G, 4 definimos la coloracion
estdndar p,. 4 que asigna al monomio x’ - - ~x2d_’11 el color 0(tp)+. ..+ (d—1)tq—1 mod d, puede
probarse que esta coloracién es propia, es decir, monomios adyacentes reciben colores distintos.
Ademés, para esta coloracién se define la funcién f(r,d) a ser el tamaiio de la clase crométicas
mas pequena en p;. 4.

También daremos algunas propiedades combinatorias de estas graficas, ya que su estudio
es esencial en el problema principal de este capitulo. La primer propiedad que podemos dar
es referente a los clanes, para G, 4 es facil ver que su ntimero de clan es 1 sir = 1 y es d si

r > 1, mds ain, podemos caracterizar a los clanes que aparecen en G, 4 en dos tipos:

= Kl primer tipo de clan es llamado clan ascendente, estos clanes estan formados por
conjuntos de monomios que tienen la forma {mxy, mzi,...,mzy_1}, donde m es un

monomio en G,_1 4, es decir, los clanes ascendentes aparecen en G, g si r > 1.

= Kl segundo tipo de clan es llamado clan descendente, estos clanes estan formados por
conjuntos de monomios que tienen la forma {m/xo,m/z1,...,m/xq_1}, donde m es un

monomio en G, 4 divisible por xox1 - - - £4—1. Estos clanes aparecen en G, g sir > d—1.

En la Figura 4.1 se puede observar un ejemplo de una grafica de monomios. También

tenemos la siguiente proposicién referente a estas graficas y su coloracién estandar.

Proposicién 4.1.1. (Merino & Antonio, 2020) Sean r,d > 1 y0<i<d—1 enteros, y

sea T; la clase cromdtica de color i en la coloracion estdndar de G, 4, entonces
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Figura 4.1: Grafica G4 3, los clanes ascendentes corresponden a los tridngulos apuntando hacia
arriba, mientras que los clanes descendentes corresponden a los tridngulos apuntando hacia

abajo.

i) T; cubre a todos los monomios en Gy_1q, es decir, para todo monomio m' € Gr_1 4

existe un monomio m € T; tal que m'|m.

i) Para todo par mi,ms € T; de monomios distintos, definamos My = {m € G,_1 4 :
m<mi} y My ={m e G,_14:m < ma} como los monomios cubiertos por my y ms

respectivamente. Entonces My y My son disjuntos.

Demostracion. i) Para cualquier m € G,_; 4 podemos considerar su clan ascendente C en
Gy 4, dado que la colocacién estdndar es una d coloracién existe un monomio de color i en C
que cubre a m.

ii) Sea 0 < i < d — 1 y supongamos que para un par de monomios mj,mg € T; existe
m3 € My N Ms, entonces existen 0 < jq,jo < d tales que mq = m3zxj, y mo = m3xj,, luego
xjmo = xj,m1 y my es adyacente a mo, lo cual no sucede ya que la coloracién estandar es

propia. ]

Las graficas G 4 fueron estudiadas independientemente por A.V. Geramita et al. en [8] en
el contexto de Geometria Algebraica y por C. Merino et al. en [19] en Combinatoria, también,

en estos articulos fue introducido el invariante f(r, d) de forma independiente con definiciones
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equivalentes. El problema que nos interesa en este capitulo es la siguiente conjetura introducida
en [19].
Conjetura 4.1.2. (Merino, Noble, Ramirez-Ibanez € Villarroel-Flores, 2012) f(r,d)

Lo(r,d) = f(r,d).

Donde Ly(r,d) es el nimero de collares binarios aperiédicos con r perlas blancas y d

negras, se conoce una férmula explicita para el nimero de estos collares.

Proposicién 4.1.3. Ly(r,d) = H#d > k| (r+-da) 1K) (T”;%k), donde p es la funcion de Mobius

en los naturales.

Con la férmula de La(r,d) podemos ver que la segunda igualdad de la conjetura 4.1.2
es cierta. En este punto debemos hacer un reconocimiento y un agradecimiento a Tristram
Bogart por habernos comentado acerca del articulo [7] donde se da una férmula explicita para

el nimero ag(n,m) de soluciones del sistema

n—1 n—1
Zj)\j =k (mod n); Z)‘i =m; (4.1)
j=0 i=0

donde k y A; son enteros no negativos.
Teorema 4.1.4. (Elashvili, Jibladze € Pataraia, 1999) Para todos los enteros k,n,m >
1 n/d+m/d
alnm) = —L 57 et (M)

d
n—+m dm) n/

0 se cumple

En particular ag(n,m) = ax(m,n).

El teorema anterior nos dice que el nimero de monomios en G 4 con color k es exactamente
ar(d,r) = ay(r,d). Ahora, para conocer el valor de la funcién f basta encontrar el minimo en
{ag(n,m) | k=1,...,n}. Sin embargo, en [7] tenemos el siguiente resultado que nos dice que
la clase cromatica del 1 es de tamano minimo y por lo tanto su tamano nos da el valor que

buscamos de la funcién f.

Proposicién 4.1.5. (Elashvili, Jibladze € Pataraia, 1999) Para todos los enteros
k,n,m >0 se cumple

ag(n,m) = Z ai(n/d',m/d").

d’|(n,m,k)
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Ahora tenemos las herramientas necesarias para probar la segunda igualdad de la conjetura

4.1.2.
Proposicién 4.1.6. Para todo r,d > 1 se cumple La(r,d) = f(r,d).

Demostracion.

fo) =atd) = o ¥ (") = tatra)

4.2. Multicomplejos extremales

Con la segunda igualdad de la conjetura 4.1.2 probada, el siguiente paso es estudiar la
funcién f(r,d) para intentar probar el resultado completo. Antes de presentar los resultados
obtenidos haremos algunas observaciones. La primer propiedad en la Proposicion 4.1.1 nos dice
que toda clase cromética en G ¢4 cubre a los monomios de grado r—1, particularmente estamos
interesados en la clase cromaética del 1, al cubrimiento inducido por esta clase cromatica lo
llamamos cubrimiento estandar. Respecto a la segunda propiedad en la Proposicién 4.1.1, nos
referimos a esta diciendo que los cubrimientos inducidos por clases cromaticas son disjuntos, en
particular el cubrimiento estandar. Esta propiedad la utilizaremos para probar los resultados
de este capitulo ya que en algunos casos podemos describir los cubrimientos éptimos con
argumentos similares al algoritmo glotén. Cabe aclarar que si la Conjetura 4.1.2 es cierta,
entonces el multicomplejo M = M,_; 4U{m € G, 4 : p; 4(m) = 1} serfa un un multicomplejo
puro, y dado que tienen el minimo ntmero de monomios de grado maximo los llamamos
multicomplejos extremales.

Fl siguiente resultado muestra que la primer igualdad de la conjetura es valida cuando r

o d son iguales a 1 o 2.

Proposicién 4.2.1. (Merino, Noble, Ramirez-Ibaniez € Villarroel-Flores, 2012)

Para todo r,d > 1 se tiene
i) f(r,1) =1= Ly(r,1),

”) f(17d) =1= L2(1’d);
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i) f(r,2) = [r/2] = La(r,2) y
w) f(2,d) = [d/2] = La(2,d).

Demostracion. En este caso la funcion Lo es facil de calcular, asi que mostraremos los valores
correspondientes de la funcién f.

Para probar i) basta observar que sélo se tiene la variable x, de donde z{, es divisible por
todos los monomios de menor grado con esta inica variable.

Para ii) basta tomar cualquiera de las d variables, pues cualquier x; es divisible por el
monomio constante 1.

Para iii) queremos que el multicomplejo puro contenga a M,_1 2, este Ultimo tiene co-

mo elementos maximales a {mg_l, xS_Qxl, .. ,xox{_Q, xg_l}, tomando los monomios acg_lxl,
x6_3xi’, .. ,xox{_l en caso de que r sea par y a los monomios xS_lxl, :cg_3x?l’, . ,w%x{_Q, x]

si r es impar. Ademads, dado que sélo hay dos variables, cada monomio sélo puede dividirse
por alguna de estas, de donde a lo més puede ser divisible por dos monomios de grado exac-
tamente uno menos, de donde no es posible mejorar el niimero de monomios para formar el
multicomplejo puro.

Para el caso iv) tenemos a los monomios de grado 1 en d variables, es decir, tenemos
exactamente a las variables xg, ..., z4_1. Basta tomar los monomios xgx1, xox3,...,Ti—2T4—1
si d es par y a los monomios xgx1,T2T3,. .. ,xd_1$d_2,$§_l si d es impar. Al igual que en el
caso anterior no es posible que un monomio sea divisible por méas de 2 monomios de grado

menor, de donde no puede mejorarse el nimero de monomios. O

Teorema 4.2.2. (Merino € Antonio, 2020) Para todo r > 1 se cumple f(r,3)

La(r,3) = f(r,3).

Demostracion. Por simplicidad en los indices probaremos el caso r + 1. Nuestro enfoque para
probar el teorema es el siguiente, mostraremos que cualquier cubrimiento de la gréfica G, 3
no puede utilizar menos elementos de los que utiliza el cubrimiento estandar y por lo tanto
este 1ltimo es éptimo. Antes de avanzar es conveniente dar una particién de los monomios en
G 3 para referirnos a ellos mas fécilmente, a los monomios divisibles por xgz1x2 los llamamos
monomios internos, al resto los llamamos monomios externos.

Observe que para cada monomio m en G,y1 3, el conjunto de monomios cubiertos por m

estdn en uno de los siguientes tres casos:
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= El primer caso consiste de un sélo punto y corresponde al caso donde m = .I‘;—H.

» El segundo caso consiste en un segmento de linea en los bordes de G, 3 y corresponde

al caso donde m = :L‘;'H_kxf.

= El tercer caso consiste en un clan descendente y corresponde al caso donde m es divisible

por rorixa.

Nuestro problema se reduce a cubrir la gréfica G, 3 utilizando estos tres elementos. Es facil
ver que el cubrimiento estandar sigue el patrén que se observa en la Figura 4.2, donde para
continuar el patrén basta agregar un nivel mas en la parte superior derecha del triangulo en

la Figura 4.2.

I

<

\
\V4
/WV\
\VAVAVAVA
\V4 AV \
VAVAVA. AVAVA AVAN

Figura 4.2: Cubrimiento estdndar de la grafica Gg 3, los monomios z5 y 28 corresponden a
los vérticee en la parte inferior izquierda y derecha respectivamente, mientras que el vértice
superior corresponde al monomio z§.

Observe que la subgrafica inducida por los monomios divisibles por zgzizs es isomorfa
a Gr_33, mas aln, cuando restringimos el cubrimiento estdndar de G 3 a esta subgrafica el
cubrimiento que obtenemos coincide con el cubrimiento estandar de G,_3 4, luego podemos
proceder por induccién. Lo primero que probaremos es que el cubrimiento estandar utiliza el
menor numero de clanes descendentes para cubrir a los monomios internos en G, 3. Suponga-
mos que esto se cumple para G,_33 y tomemos cualquier cubrimiento C de G, 3, al tomar el
cubrimiento inducido por la restriccién a la grafica G,_3 3 C no puede utilizar mas clanes des-

cendentes de los que utiliza el cubrimiento estandar en G,_3 3, ademas, los inicos monomios
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que quedan por cubrir son los que se encuentran en el exterior y no es posible cubrir tres de
estos con un s6lo monomio en G, 3, por la Proposicién 4.1.1 el cubrimiento estdndar es disjunto
y podemos garantizar que no existe ningtin cubrimiento con menos clanes descendentes que
el cubrimiento estdndar.

Ahora probaremos que para los casos r = 1,2 mod 3 el cubrimiento estandar utiliza el
maximo numero de clanes descendentes sin que exista alguna interseccién entre estos. En la
Figura 4.3 podemos observar que esto sucede para todo r # 5 (el caso r = 5 corresponde
a la configuracion en la izquierda de la Figura 4.3 suponiendo que no esta en el interior de
ninguna grafica, este caso puede verificarse por inspeccién), ya que si no se utiliza el patrén
del cubrimiento estdndar entonces los puntos senalados en rojo no pueden cubrirse sin usar
un clan descendente que intersecte a alguno previamente usado. Para terminar la prueba de
los casos r = 1,2 mod 3, observe que si un cubrimiento utiliza [ > 1 clanes descendentes
adicionales a los del cubrimiento estandar, entonces tiene al menos [ intersecciones y no puede
mejorar el nimero de monomios cubiertos aunque utilice més clanes descendentes. Por tltimo,
por la Proposicién 4.1.1 el cubrimiento estdndar es disjunto y utiliza el mayor niimero de lineas
para cubrir los monomios restantes, de donde no es posible mejorar el ntimero de elementos

que utiliza el cubrimiento estandar.

Figura 4.3: Ambas configuraciones estan en el interior de graficas mas grandes. Los puntos re-
saltados no pueden ser cubiertos utilizando clanes descendentes sin que exista una interseccion

con algin clan descendente ya utilizado.

Para el caso 7 = 0 mod 3, podemos ver que existe una configuracién que utiliza exacta-

mente un clan descendente més que el cubrimiento estdndar, en la Figura 4.4 podemos ver
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un ejemplo, sin embargo, esta configuracién obliga a utilizar 3 elementos extras para cubrir a
los monomios de la forma z] y no mejora el nimero de elementos que utiliza el cubrimiento
estdndar. Cualquier otra configuracién que utilice [ > 2 clanes descendentes extras tendra [
intersecciones y no mejora el nimero de elementos utilizados por el cubrimiento estandar.
Para finalizar el caso r = 0 mod 3, podemos ver que los monomios restantes son cubiertos de

manera éptima ya que se utilizan solamente lineas. ]

JAN

VA AVAVA AN

Figura 4.4: Configuracién con exactamente un clan descendente extra al cubrimiento estandar

para cubrir a los monomios internos de Gy 3.

Teorema 4.2.3. (Merino & Antonio, 2020) Para todo d > 1 se cumple f(3,d) =

Ly(3,d) = f(3,d).

Demostracion. Procedemos como antes mostrando que el cubrimiento estandar es éptimo uti-
lizando el menor nimero de elementos para cubrir a la grafica G 4. Observe que los monomios
z7 sélo pueden cubrirse con monomios de la forma z3 o z7x; (i # j). Dado que la congruencia
3t = 1 mod d tiene a lo mas una solucién, el cubrimiento estandar utiliza a lo mas un monomio
de la forma :1;;9’ Después de cubrir los monomios de la forma, wzz sélo queda cubrir monomios de
la forma x;x; (i # j), digamos que quedan [ de estos monomios, estos monomios son cubiertos

de forma dptima por el cubrimiento estdndar pues utiliza exactamente [[/3] monomios de la

forma z;x;xy (i, j, k todos distintos) ya que el cubrimiento es disjunto (Proposicién 4.1.1). [

Teorema 4.2.4. (Merino & Antonio, 2020) Para todo r > 1 par se cumple f(r,4) =

Lo(r,4) = f(r,4).



72 CAPITULO 4. MULTICOMPLEJOS EXTREMALES

2
3 THT1 x0Ty

Figura 4.5: Cubrimiento estandar de la grafica G2 g, los elementos en rojo representan a los

conjuntos cubiertos por algiin monomio de la clase cromatica del 1, por ejemplo, el monomio

xor3Te tiene color 1 en G3g.

Demostracion. Como en el teorema anterior, a los monomios en G4 que son divisibles por
xox1xors los llamamos internos, mientras que a los monomios que tienen a lo més dos variables
los llamamos monomios arista, al resto los llamamos monomios cara que son aquellos divisibles
por exactamente 3 variables. Es facil ver que el nimero de monomios en G, 4 es (r3 + 602 +
117+ 6)/6, ademés, el nimero de monomios internos es I = (3 — 612+ 117 — 6) /6, el niimero
de monomios cara es F, = (2r? — 67 + 4) y el ntimero de monomios arista es E, = 6r — 2.
De forma similar al caso f(r,3) es facil ver que el minimo nimero de clanes descendentes
(tetrahedros apuntando hacia abajo) necesarios para cubrir a los monomios internos es el que
utiliza el cubrimiento estandar, es por esto que sdlo consideramos cubrimientos con al menos
este nimero de clanes descendentes.

Consideremos la configuraciéon mostrada en la Figura 4.6, en general, esta configuracion
estd formada por los clanes descendentes asociados a los monomios xéﬂx?m?w? € Gry14,
donde ig, 41,192,153 € {1,3,5,...} e ig+1i1 +i2+1i3 = r+ 1, observe que aqui utilizamos el hecho
de que r sea par. Se puede probar por induccién que esta configuracién utiliza el méximo
numero de clanes descendentes disjuntos para cubrir a los monomios internos. De hecho, esta
configuracién utiliza exactamente (73 — 6r2 + 117 — 6)/6 clanes descendentes, dos mds que

el cubrimiento estdndar, ademds, esta configuracién cubre (r3 — 6r2 + 117 — 6)/2 monomios
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Figura 4.6: Configuracién con el mayor nimero de clanes descendentes disjuntos en G5 4, los

clanes descendentes corresponden a los monomios cubiertos por x%xl T9T3, IE()ZII?CL‘QLE?,, Tox1 :E%Ct?g

3
y Zox1x273.

cara, para cubrir el resto de los monomios cara necesitamos al menos (r3 — 6r% + 11r — 6)/6
elementos. Resta cubrir los monomios arista para los cuales necesitamos al menos 3r — 1
elementos. En total tendrfamos un cubrimiento de G, 4 que utiliza (r® — 6r? + 11r — 6)/6 +
(r3—6r2+11r—6)/6+3r—1 = (r3—6r2+20r—9) /3 elementos. Utilizando la férmula obtenida
en la Proposicién 4.1.6 vemos que el cubrimiento estandar utiliza f(r,4) = (73 + 612 + 8r)/24
elementos, es decir, menos elementos que el cubrimiento construido anteriormente, con lo cual
dicho cubrimiento no mejora al cubrimiento estandar.

Consideremos ahora la configuracién que utiliza exactamente un clan descendente mas
que el cubrimiento estdndar, de hecho, esta configuracidon es unica salvo simetrias y es la
restricciéon del cubrimiento obtenido por los monomios en G414 que pertenecen a la clase
cromatica del 2. De la Proposicién 4.1.1 sabemos que este cubrimiento es disjunto y cubre los
vértices restantes con el menor niimero de elementos. Sin embargo, sabemos que el cubrimiento
estandar siempre utiliza el menor nimero de elementos y esta configuracién tampoco mejora
el nimero de elementos del cubrimiento estandar. Por 1ltimo, consideremos los cubrimientos
que utilizan [ > 3 clanes descendentes mas que el cubrimiento estdndar, podemos probar por
induccién que estos cubrimientos tienen al menos [ intersecciones y no mejoran el niimero
de elementos utilizados por el cubrimiento estandar. Para terminar la prueba observe que el
cubrimiento estandar cubre de forma 6ptima a los monomios restantes, ya que el cubrimiento

es disjunto. O

Teorema 4.2.5. (Merino € Antonio, 2020) Para todo d > 1 se cumple f(4,d) =

Lo(4,d) = f(4,d).



74 CAPITULO 4. MULTICOMPLEJOS EXTREMALES

Demostracion. Haremos la prueba separando los casos cuando d es par e impar. Cuando d
es par las congruencias 4i = 1 mod d y 2(i 4+ j) = 1 mod d no tienen solucién, esto implica

que los monomios de la forma z? y x?w? no pertenecen a la clase cromdtica del 1, luego, el
2

cubrimiento estdndar utiliza monomios de la forma x? y z?x; para cubrir a los monomios
de la forma x? y a:?mja:k (4,7, k todos distintos) respectivamente. Esto nos garantiza que los
monomios en G4 g son cubiertos de forma 6ptima, mas atn, el cubrimiento estandar cubre al
resto de los elementos utilizando monomios de la forma x;x;xr2; (4,7, k,1 todos distintos) y
dado que este cubrimiento es disjunto podemos asegurar que no se puede mejorar el nimero

de elementos que utiliza el cubrimiento estandar y por lo tanto es éptimo.

Cuando d es impar la congruencia 4¢ = 1 mod d tiene exactamente una solucién y la
congruencia 2(i + j) = 1 mod d puede tener muchas soluciones. Es decir, el cubrimiento
estdndar utiliza d — 1 monomios de la forma z3z; y sélo un monomio de la forma r}, digamos
que utiliza xio. Ahora nos quedan monomios de la forma x?:cj que no han sido cubiertos, estos

2.2 2

monomios pueden cubrirse utilizando a monomios x5 o x;

zjzy (T3, ya han sido utilizados),
dado que el segundo cubre 3 monomios es preferible utilizar el méaximo posible de estos. Para
cada i # kg hay d — 2 monomios de la forma x?mj que no han sido cubiertos, dentro de todos
ellos podemos cubrir a lo mas d — 3 disjuntamente pues d — 2 es impar, es decir, necesitamos
al menos (d —1)(d — 3)/2 elementos. Para kg necesitamos al menos (d —1)/2 elementos. Esto
nos da (d* — 3d + 2)/2 elementos en total. Del total de monomios de la forma zZz; hemos
cubierto a lo mds d? —3d+2, luego tenemos al menos 2(3) —(d?—3d+2) = 2(d—1) monomios
restantes, para cubrir estos monomios necesitamos al menos d — 1 elementos dado que ahora
s6lo podemos utilizar monomios de la forma, x?mf

Quedan por analizar los monomios de la forma z;x;x; y hay al menos (g) — (d? = 3n +
2)/2 = £(d® — 6d® + 11d — 6) que no han sido cubiertos, para cubrirlos necesitamos al menos
i(d?’ —6d? + 11d — 6) monomios de la forma ;772 Resumiendo lo anterior, tenemos una
cota inferior para el nimero de elementos de cualquier cubrimiento que utilice exactamente
un monomio de la forma z?, este niimero es i(d?’ +6d? +11d+6). Utilizando la férmula para

f(4,d) de la Proposicién 4.1.6 tenemos que el nimero de elementos que utiliza el cubrimiento

estandar es

L > M(h)<d/h4;rh4/h> = d}r4<dz4> = 2i4(d3+6d2+11d+6),
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de donde el cubrimiento estandar alcanza la cota inferior. Para terminar la prueba observe
que el nimero de elementos del cubrimiento estandar no puede mejorarse atn utilizando d
monomios de la forma x?z; ya que todos los demds monomios en la clase cromdtica del 1

cubren al menos a dos elementos en G4 4. ]

El siguiente resultado que tenemos es para f(5,d), es decir, tenemos d variables y utilizare-
mos los monomios de grado 5 para cubrir a la gréfica G4 4. Primero daremos una particién
de los monomios en Gy, en tres conjuntos: Kg, 7;11 y 722. El conjunto K4 contiene todos
los monomios de G4 4 con a lo méas dos variables, podemos verlo como una grafica completa
K4 cuyos vértices son los monomios de la forma xf y después hacemos tres subdivisiones en
cada arista, de forma precisa, subdividimos la arista {m?, :L‘;l} agregando los monomios xf’xj,
x12$? y xlxg’ El conjunto 7;11 contiene todos los monomios de la forma :L’izxja:k (1,7, k todos
distintos). Finalmente, el conjunto 7;2 contiene a los monomios de la forma z;x;x52; (4,7, k,1
todos distintos). Observe que la grafica G4 4 también contiene aristas entre los conjuntos Ky
y 7;11, y entre 7;1 y 7;12. En la Figura 4.7 podemos ver como los monomios de grado 5 cubren

5

a la grafica Gy g4, existen 7 tipos de monomios de grado 5: monomios de la forma z7, x?:vj,

3.2 .3 2

. 2

sza:k, T{TjTRTL Y TiTjTRT T, llamamos a estos monomios de tipo 1,2,...,7
respectivamente.

Observe en la Figura 4.7 que cada tipo de monomios cubre de cierta manera a los monomios
en (44, los monomios de tipo 1, 2 y 3 cubren monomios en K4, monomios de tipo 4 y 5
cubren monomios en ambos conjuntos K4 y ’7:11, monomios de tipo 6 cubren monomios en
ambos conjuntos 7;1 y 7;2, finalmente, los monomios de tipo 7 cubren tinicamente monomios

que estan en 7:12. Utilizaremos este comportamiento para mostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.2.6. (Merino & Antonio, 2020) Para todo d > 1 impar se cumple f(5,d) =
Ly(5,d) = f(5,d).
Demostracion. La idea de la prueba es dar algunas cotas minimas en el namero de elementos

para los cubrimientos de la gréfica G4 4, después mostraremos que el cubrimiento estandar

alcanza esta cota y por lo tanto es 6ptimo.
4

Primero consideremos el caso d = 0 mod 5. Observe que los monomios de la forma x;
pueden ser cubiertos unicamente por monomios del tipo 1 o 2, dado que los monomios del

tipo 2 cubren maés elementos que los del tipo 1 cualquier cubrimiento de G4, utiliza al menos
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LT jT kT,

LT TpT]

Figura 4.7: Comportamiento de los monomios de G’5 4 al cubrir a los monomios en los conjuntos

Ka, T} y T} que forman una particién de Gy 4.

d elementos para cubrir estos monomios y con estos monomios a lo mas cubre 2d monomios.
Analicemos ahora los monomios de la forma x?a:j; para cada 0 < ¢ < d—1 hay al menos d — 2
monomios adyacentes a x‘il que aun no han sido cubiertos, estos monomios pueden cubrirse
con monomios del tipo 3 y 4, dado que los monomios de tipo 4 cubren més podemos utilizar
el mayor nimero de estos, podemos usar a lo més (d—3)/2 (porque d — 2 es impar) monomios
de tipo 4 para cada i, en total, a los mas utilizamos d(d — 3)/2 monomios tipo 4. Ahora, para
cada i tenemos al menos un monomio de la forma :c?xj que no ha sido cubierto, luego, al
menos debemos usar un monomio tipo 3 para cada ¢ y en total al menos d de estos. Después
de utilizar los monomios tipo 3 y 4 tenemos al menos (g) — d monomios de la forma x?m? que

no han sido cubiertos, luego debemos usar al menos (‘21) —d monomios de tipo 5 para cubrirlos.

Una vez cubierto el conjunto Ky, el siguiente paso es cubrir el conjunto 7;11, tenemos al
menos (d® —3d? 4+2d) /2 — (d*> — 3d)/2 — 2((d*> — d) /2 — d) = $(d® — 6d* + 11d) monomios que
no han sido cubiertos, de donde debemos utilizar al menos é(d3 — 6d? + 11d) monomios de
tipo 6 para cubrirlos, ademés estos monomios de tipo 6 cubren a lo mas a %(d?’ —6d* + 11d)
monomios en 722. Para terminar de cubrir a G4 4 resta cubrir al menos i(d4 — 6d3 4 11d? —
6d) — 2(d3 —6d® +11d) = 5;(d* —10d> + 35d> — 50d) monomios en 77, para cubrirlos debemos

usar al menos ﬁlo(d4 —10d? + 35d% — 50d) monomios de tipo 7.

Observe que en todos los pasos anteriores las cotas se obtienen suponiendo que el cubri-
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miento construido (si existe) es disjunto, esto garantiza que el nimero de elementos utilizados
no puede mejorarse y asi obtenemos una cota inferior para cualquier cubrimiento de la gréfica
G4,q. Para terminar la prueba mostraremos que de hecho el cubrimiento estandar alcanza esta
cota inferior y por lo tanto es 6ptimo. El nimero de monomios utilizados es d, d(d — 3)/2, d,
(9 —d, L(d®—6d%+11d) y 135 (d*—10d>+35d2—50d) de tipo 2, 3, 4, 5, 6 y 7 respectivamente, es
decir, el total de monomios utilizados es ﬁlo(d4 +10d3 + 35d% + 50d). Por otro lado, la férmula
para f(n,5) obtenida en la Proposicién 4.1.6 nos da f(n,5) = 55(d* + 10d* + 35d* + 50d) y
el resultado se sigue.

Consideremos ahora el caso d # 0 mod 5, la principal diferencia con el caso anterior es
que el cubrimiento estandar utiliza un monomio de la forma z? para cubrir a :c‘il dado que la
congruencia 57 = 1 mod d tiene exactamente una solucién. Sin embargo, podemos utilizar el
mismo argumento que antes ya que ningin cubrimiento que utilice un monomios de tipo 1
puede mejorar al cubrimiento estdndar, pues todos los demés monomios en la clase cromatica
del 1 cubren al menos a 2 elementos en Gy44. Para obtener la cota minima en este caso
utilizamos un monomio de tipo 1, d — 1 monomios de tipo 2, (d — 1)(d — 3)/2 + (d — 1)/2
monomios de tipo 4, d — 1 monomios de tipo 3 y (g) — (d —1) monomios de tipo 5 para cubrir
a los monomios en K4, en total se utilizan d> — d + 1 monomios, mds atin, estos monomios
cubren a lo mas %(al2 — 3d + 2) monomios en 7. Luego, tenemos al menos (d® — 3d? +
2d)/2 — 3(d®> — 3d + 2) = 1(d® — 6d® + 11d — 6) monomios que no han sido cubiertos en T,
asi que necesitamos al menos %(d?’ — 6d? 4+ 11d — 6) monomios de tipo 6 para cubrirlos. Para
terminar el cubrimiento tenemos al menos 55 (d* — 6d® + 11d* — 6d) — ¢ (d® — 6d> + 11d — 6) =
i(d4 —10d3+35d? —50d +24) monomios que no han sido cubiertos en 7;2, asi que necesitamos
al menos 135(d* — 10d® + 35d® — 50d + 24) monomios de tipo 7 para cubrirlos. En total este
cubrimiento utiliza %O(d4 + 10d® + 35d? 4 50d + 24), para terminar la prueba podemos ver
que la férmula obtenida en 4.1.6 para f(5,d) coincide con esta cota inferior y por lo tanto el

cubrimiento estandar es éptimo. O

4.3. Conclusiones

Los primeros valores de la funcién f(r,d) (r,d < 2) aparecen en [19], en este capitulo

avanzamos con algunos otros encontrando los valores exactos de la funcién f(r,d) para r = 4
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y todo d, para d = 4 y r par y, finalmente para r = 5 y d impar. Estos valores confirman la
férmula general conjeturada en [19].

Observe que los valores obtenidos para f(r,d) sefialan el hecho no trivial de la simetria
de la funcién f, es decir, que se satisfaga f(r,d) = f(d,r), este problema podria ser una
linea de investigaciéon futura encaminada a probar la conjetura 4.1.2 ya que esta implica
f(r,d) = f(d,r). Ademés, esto podria implicar una clase de involucién en las graficas G, 4,
sin embargo, no pudimos encontrar esta operaciéon ain para los casos pequenos.

Las graficas de monomios G, 4 y sus invariantes han sido estudiadas en otros articulos y
parecen ser muy interesantes por si mismas. En [8] fueron estudiadas en el contexto de la
Geometria Algebraica y se presentaron algunos otros invariantes como el niimero de inde-
pendencia, cubiertas de la grafica mediante clanes ascendentes, descendentes y combinaciones
de ambos clanes; como mencionan en este articulo, encontrar el valor de estos invariantes
serfa muy 1til para hallar cotas de conjeturas referentes a ideales. También, en [1] estudian el
ntimero de independencia y la cardinalidad minima de una cubierta de G, 4 mediante clanes
ascendentes, aqui encontraron el valor exacto del nimero de independencia de G4 y lo com-
pararon con el nimero de matrices 2 X 2 con entradas enteras no negativas tal que la suma de
sus entradas es igual a r. También, presentan un algoritmo que acota la cardinalidad minima

de una cubierta mediante clanes ascendentes.
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