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PREFACIO.

Entre todas las ecuaciones diferenciales parciales no lineales (EDPNL’S) que tienen

soluciones tipo “soliton” hay dos ecuaciones particularmente interesantes:
-La ecuacién NLS(No Lineal de Schrodinger).
-La ecuacion cmKdV/(complex modified Korteweg-de Vries).

En este trabajo estudiaremos una generalizacion de la ecuacion cmKdV que incorpora
una segunda derivada con respecto a la variable de evolucién. Como explicaremos en la
introduccidn, el motivo principal de este trabajo es investigar 7 puntos relacionados con
esta nueva ecuacion (a la cual nos referimos con las siglas GemKdV, que abrevian el
nombre de “Generalized complex modified Korteweg-de Vries”). Estos 7 puntos se

describiran en la introduccion. Sin embargo, existe un segundo objetivo.

El segundo objetivo es desarrollar claramente en un solo texto toda la informacién que
necesité estudiar para poder analizar la ecuacion GemKdV. Dicha informacion permite

contestar preguntas como las siguientes:

1) ¢Como surgen los solitones?

2) ¢Qué es el método de inverse scattering?

3) (Qué son los “pares de Lax?

4) ;Como se obtienen las ecs. NLS y cmKdV mediante el método de escalas mualtiples?
5) ¢Qué es un soliton embebido y su importancia?

6) ¢Qué es un solitdn doblemente embebido?

7) ¢Por qué los solitones embebidos emiten radiacion cuando son perturbados?



8) ¢Como se calcula la frecuencia de la radiacion emitida al perturbar solitones

embebidos moéviles?

9) ¢(Como se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange para lagrangianas que

dependen de varias funciones de varias variables independientes?
10) ¢Qué es el método variacional de Anderson?

11) ¢Qué dice el Teorema de Noether?

12) ;Como demostrar y aplicarO el Teorema de Noether?

Para analizar a la ec. GemKdV, y poder desarrollar los 7 puntos que mencionaremos en
la introduccion, fue necesario que primero pudiera contestar las 12 preguntas
mencionadas arriba, por lo cual considero importante que mi tesis contenga toda esta
informacion de antecedente. Asi el presente trabajo puede ser de gran utilidad para
cualquier lector (estudiante de fisica o de algun area afin) que le interese comenzar a

estudiar el mundo de las EDPNL’s con soluciones tipo soliton o alguna otra EDPNL.

De tal manera que en el indice vienen marcados con un asterisco * los apartados que
funcionan como antecedente directo y con doble asterisco ** los apartados que
desarrollan los resultados de esta tesis, si el lector desea solo consultar los 7 puntos de
investigacion (y no las 198 paginas totales de texto), puede omitir los apartados que no
estan marcados con asterisco cuya funcion esta enfocada a desarrollar la informacion de

los antecedentes con fines de aprendizaje.



CAPITULO 1.

INTRODUCCION

1.1 Las ecuaciones diferenciales parciales no lineales.
Dentro del universo de todas las ecuaciones diferenciales estudiadas en la fisica-
matematica, las ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) no lineales ocupan un lugar
muy importante. Durante el siglo XIX, y hasta mediados del siglo XX, la mayoria de

las EDPs que estaban en el centro de la fisica, por ejemplo:

- la ecuacion de onda,

- la ecuacion de Laplace,

- la de Poisson,

- la ecuacion de difusién,

- las ecuaciones de Maxwell,

- la ecuacion de Schrodinger,

eran todas ecuaciones diferenciales parciales lineales. Sin embargo, se conocian ya
algunas EDPs no lineales importantes:

- las ecuaciones es de Navier-Stokes,

- la ecuacion de Boltzman,

- las ecuaciones de Einstein de la relatividad general.

Sin embargo, una serie de 4 descubrimientos, hechos entre 1965 y 1971, cambiarian el
rostro de la fisica-matematica, atrayendo el interés hacia las EDPS no lineales, y
abriendo nuevos campos de investigacion, llenos de cosas interesantes. Esos 4

descubrimientos fueron cronolégicamente:



a) el descubrimiento de los solitones (ondas viajeras solitarias que casi no
interactuan entre si) de la ecuacion de Korteweg-de Vries (KdV), hecho por

Zabusky y Kruskal en 1965,

b) el importantisimo descubrimiento del método de inverse scattering, realizado por

Gardner, Greene, Kruskal y Miura en 1967,

c) la generalizacion del método de inverse scattering realizado por Peter Lax en

1968, quien introduce los famosos “pares de Lax”,

d) la demostracion, hecha por Zakharov y Shabat en 1971, de que la ecuacion no
lineal de Schrédinger (NLS) tiene soluciones tipo “solitén”, y puede ser resuelta

mediante la teoria desarrollada por Lax.

De hecho, estos 4 descubrimientos (desarrollados en el Capitulo 2) permitieron
comprender que dentro del universo de todas las EDPs no lineales estudiadas por la

fisica-matematica, existe un subconjunto de ecuaciones sumamente especiales:

las EDPs no lineales totalmente integrables con solitones.

Una vez que se tomo conciencia de la existencia de este nuevo tipo de ecuaciones, mas
y mas investigadores comenzaron a estudiarlas. Una “desventaja”, sin embargo, es que
las ecuaciones totalmente integrables son “escasas”. Y aqui debemos precisar qué
queremos decir con “escasas”. En realidad hay un namero infinito de EDPs no lineales
totalmente integrables (i.e. resolubles por el método de Lax). Sin embargo, en
comparacion con la totalidad de EDPs no lineales que aparecen en fisica-matematica,
las ecuaciones totalmente integrables son como el conjunto de los nimeros naturales
(N) en comparacion con el conjunto de todos los reales (R). Aunque N es un conjunto

infinito, es mucho menor que R. En la misma forma, las EDPS no lineales totalmente



integrables son muy escasas, y la probabilidad de que en un problema fisico nos
encontremos con una EDP no lineal nueva que sea totalmente integrable es muy (pero
muy) pequefia. Sin embargo, algo “bueno” (bueno para quienes trabajan en fisica-
matematica) es que hay muchas EDPs no lineales que, aunque no son totalmente
integrables, si permiten la propagacién de ondas solitarias que avanzan a velocidad
constante sin perder su forma. Estas ondas solitarias casi pueden ser consideradas como
solitones, aungue, en rigor, un solitén tiene ademas que cumplir el requisito de ser una
solucion lo suficientemente estable para resistir colisiones con otras ondas similares sin
ser destruido. En la préctica, sin embargo, es frecuente llamar soliton a cualquier onda
solitaria que sea solucién exacta de una EDP no lineal, y nosotros, en este trabajo,
también usaremos el término soliton para referirnos a las ondas solitarias que satisfagan

alguna EDP no lineal.

Una EDP no lineal totalmente integrable excepcionalmente importante es la llamada

ecuacion no lineal (NLS) de Schrddinger:

iU, + up + |ul?u = 0. (1.1)

Esta ecuacion fué descubierta inicialmente por Pitaevskii en 1961 [1] al estudiar el
comportamiento del helio liquido a bajisimas temperaturas (aunque en la ecuacion de
Pitaevskii las variables z y t aparecen colocadas al revés). Una ecuacién muy similar fue
posteriormente descubierta por Hasegawa y Tappert (1973) [2] al estudiar el
comportamiento de pulsos de luz en fibras dpticas. Hasegawa y Tappert mostraron que
era posible que pulsos luminosos se propagaran grandes distancias por fibras 6pticas sin
perder su forma, y este descubrimiento dispard la carrera entre las compafiias de

telecomunicaciones por lograr desarrollar un sistema de telecomunicaciones a base de



fibras Opticas (en lugar de usar cables metélicos). En 1980 Mollenauer, Stolen y Gordon
[3] mostraron experimentalmente que era realmente posible enviar pulsos luminosos de
7 ps de duracion a lo largo de fibras Opticas, y que esos pulsos podian avanzar grandes
distancias sin distorsionarse. Ellos mostraron, ademas, que la ecuacion que realmente
describe el comportamiento de estos pulsos es la ecuacion NLS. La ecuacién NLS
también describe la propagacion de olas en el mar, y el comportamiento de consensados
de Bose-Einstein. Asi pues, esta ecuacion aparece en multiples contextos, lo cual
parece, a primera vista, un resultado magico. Hay, sin embargo, una razén muy clara
para la aparicion de la ec. NLS en todos estos sistemas. Como veremos en este trabajo,
la explicacion es que la ec. NLS pude deducirse por el método de escalas multiples
(Capitulo 3) al describir la propagacion de ondas en un medio dispersivo no lineal y en
esta deduccion no se utiliza ninguna otra informacion sobre el sistema considerado,
excepto que el medio es dispersivo (i.e. la velocidad depende de la frecuencia), y es no
lineal (i.e. la velocidad depende de la amplitud de la onda). EI método de escalas
multiples permite obtener una sucesion de EDPs que describen la propagacion de ondas
a distintas escalas espaciales y temporales, y a estas ecuaciones se les denomina
ecuaciones universales, ya que apareceran en todo sistema dispersivo no lineal. La
ecuacion NLS es, por lo tanto, una de las pocas ecuaciones totalmente integrables que
es, ademas, una ecuacion universal. De hecho, solo se conocen dos EDPs universales
gue son también totalmente integrables: la primera es la ecuacién NLS, y la segunda es
la ecuacion compleja modificada de Korteweg-de Vries (denotada con las siglas

cmKdV):

Uy — Uger — |u|2ut =0 (1.2)
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Las ecuaciones (1.1) y (1.2) son, pues, dos ecuaciones muy especiales y muy
importantes, ya que ademdas de ser matematicamente interesantes, apareceran al

describir la propagacion de ondas en todo sistema dispersivo no lineal.

Las ecuaciones (1.1) y (1.2) tienen algo importante en comdn: son ecuaciones de
primer orden en z (asi como como la ecuacion de Schrddinger es una ecuacion de
primer orden en el tiempo), En el caso de la ecuacion de Schrodinger, en verdad la
ecuacion que describe la evolucion de la funcién de onda es realmente una ecuacion de
primer orden en el tiempo. Por otro lado, cuando se deducen las ecuaciones (1.1) y (1.2)
mediante el método de escalas multiples, se obtienen ecuaciones diferenciales de primer
orden en z porque no se utilizo el método de escalas multiples en toda su generalidad
(ver apartado 3.2). Si se usa el metodo de escalas multiples en su forma més general, se
pueden obtener ecuaciones con derivadas en z de drdenes superiores. De hecho, en
Optica, cuando se deduce la ecuacién NLS a partir de las ecuaciones de Maxwell se ve
que, en principio, la ec. NLS deberia contener una segunda derivada en z, de modo que

deberiamos obtener una ecuacion de la forma:

Uy + Uyy + Uy + [ul?Pu=0 (1.3)
0 bien de la forma:

Uy + Uy + Uy + u|?u=0 (1.4)
Estas dos ecuaciones son matematicamente idénticas, pero la ecuacion (1.3) describe
solitones temporales, es decir, pulsos de luz de corta duracién que viajan por fibras

Opticas, mientras que la ec. (1.4) describe solitones espaciales, es decir, rayos de luz

gue avanzan por un medio no lineal sin ensancharse (por difraccién), ni angostarse

11



(debido al efecto de auto-enfocamiento descrito por el término no lineal de la ecuacién
NLS). Sin embargo, usualmente la segunda derivada en z que aparece en las ecs. (1.3) y
(1.4) se desprecia introduciendo una aproximacion, que en el caso de la ec. (1.3) es
Ilamada slowly varying envelope approximation (SVEA), y en el caso de la ec. (1.4) es
Ilamada aproximacion paraxial. Es importante observar que aungue reciben nombres

diferentes, estas dos aproximaciones son matematicamente la misma cosa.

Recientemente se han empezado a estudiar distintas variantes de la ec. NLS que no
hacen uso de la SVEA, y si introducen la segunda derivada en z. Se ha encontrado que
algunas de estas variantes conducen a relaciones de dispersion novedosas, descritas por
curvas elipticas, lo cual es algo interesante, ya que estas curvas jugaron un papel muy
importante en la demostracion del Gltimo teorema de Fermat, y son la base de algunos
algoritmos de criptografia sumamente ingeniosos. Por otro lado, hasta este momento no
se ha estudiado ninguna variante de la ecuaciébn cmKdV que incorpore la segunda
derivada en z. Por este motivo, en el presente trabajo estudiaremos la siguiente variante
de la ecuacion cmKdV a la que nombramos GemKdV (General complex modified

Korteweg-de Vries):

U, + auy,, — icuy — iylul?u, = 0 (1.5)

Entrando un poco méas en detalle, lo que estudiaremos de esta ecuacién serdn los

siguientes 7 puntos:
P1. Investigaremos si esta ecuacion tiene soluciones tipo “soliton”.

P2. Investigaremos si es posible deducir esta ecuacion mediante el método de escalas

maltiples.

12



P3. Investigaremos cual es el efecto de la segunda derivada en z resolviendo mediante
analisis de Fourier la parte lineal de la ecuacion (1.5) y estudiando numéricamente

el comportamiento de las soluciones obtenidas.
P4. Investigaremos si es posible deducir esta ecuacion de una lagrangiana.
P5. Una vez encontrada una lagrangiana para la ecuacion GemKdV (1.5), aplicaremos

el método variacional desarrollado por Anderson para saber como se comportaran

los solitones de (1.5) cuando son perturbados.

P6. Aplicaremos el teorema de Emmy Noether para determinar algunas leyes de

conservacion que cumple la ec. (1.5).

P7. Investigaremos si distintas lagrangianas equivalentes conducen a las mismas

cantidades conservadas.

Los resultados que encontraremos en este trabajo mostraran que la ec. (1.5) es un
modelo interesante que puede ser Util para describir la propagacion de ondas “cortas” en
sistemas dispersivos no lineales. Por ondas “cortas” entendemos ondas cuya longitud de

onda es lo suficientemente pequefia para que la aproximacion SVEA ya no sea valida.

La investigacion realizada en este trabajo no agota los temas a investigar en torno a la
ecuacion (1.5). En particular, permanece abierto el reto de resolver numéricamente esta

ecuacion, lo cual podria ser un problema extremadamente dificil.
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CAPITULO 2.

ANTECEDENTES.

2.1 La historia de John Scott Russell.
Hacia el afio de 1834, Jonh Scott Russel (1808-1882) un joven ingeniero escocés realizd
un importante descubrimiento que sera el punto de partida para el estudio de las
Illamadas ondas viajeras solitarias. Durante un paseo a caballo por los alrededores de
Edimburgo, en la Union Canal en Hermiston, muy cerca del campus Riccarton de la
Universidad Heriot-Watt, mientras se realizaban experimentos para determinar el
disefio eficiente de embarcaciones para canal, el joven ingeniero observaba como una
barcaza era remolcada en un estrecho canal por dos caballos desde tierra, la cual se
detuvo repentinamente ocasionando un movimiento violento en el agua. Para su
asombro esto origind una ola bien definida y de gran altura en la proa de la nave, que
comenzd a deslizarse hacia delante sin perder su forma. En sus propias palabras Russel
describio el fendbmeno asi: “formando una tnica ondulacion de gran altura, una montaria
de agua, redondeada y bien diferenciada, continu6 con su trayectoria por el canal, sin

variar su forma o reducir su velocidad” [4].

Figura 2.1. Visualizacion de una onda viajera en un canal de agua como la observada

por Russel.
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Montado en su caballo Russel se determind a seguir la ola, quizas motivado por conocer
el alcance que pudiera tener, el cual fue notable hasta que le perdi6 la pista en las
numerosas curvas del canal. Sorprendido por aquella vision, Russell se apresur6 a
averiguar si no habia sido victima de alguna ilusion optica. Por ello volvié varias veces
al canal para realizar nuevas observaciones, y en cada ocasion tenia la oportunidad de
contemplar aténito olas Unicas a las que nombro “great waves of traslation” y se
dedicé a perfeccionar diferentes técnicas para producirlas en su laboratorio (el jardin
trasero de su casa). En 1844 en su “Report on Waves”, Russell publico los resultados
empiricos que obtuvo, entre ellos: que la amplitud es proporcional a la velocidad de la
onda y que el volumen de agua desplazado se mantendra en el volumen de la ola. Asi
mismo, fue capaz de encontrar una férmula que expresa la velocidad de la ola en
funcion de la amplitud y la profundidad del canal. Este descubrimiento despertd un
enorme interés por la comunidad cientifica, pues este fenomeno era totalmente

desconocido hasta entonces y comenzo a ser investigado por muchos.

2.2 La ecuacion de Korteweg-de Vries (KdV) y la recurrencia de Fermi, Pasta y Ulam.

En 1895, 61 afios después de las observaciones de Russell, los holandeses Dierik
Johannes Korteweg y su estudiante Gustav de Vries publicaron un articulo en el cual
buscaban explicar entre otras cosas, la existencia de la onda solitaria observada por
Russell. En su articulo Korteweg y de Vries [5] presentaron la ecuacién en derivadas
parciales no lineal que captura la esencia de este fendmeno, la ecuacién de Korteweg-de

Vries o KdV:

U + 6UU, + Uyyy = O, (2.1)
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conu = u(x,t) y donde como se ver4 més delante en este capitulo, el tercer y segundo

término guardan el secreto de este curioso fendmeno.

Siguiendo la cronologia de los eventos importantes en la historia de los solitones, el
siguiente evento importante sucedié en los afios de la posguerra (1955) en el famoso
laboratorio de Los Alamos, en Nuevo México, donde Enrico Fermi, John Pasta y Stan
Ulam [6] buscaban explicar, mediante un modelo mecéanico sencillo, por qué los sélidos
tienen una conductividad térmica finita. Para explicar esto, ellos usaron un modelo
unidimensional de masas puntuales colocadas en serie, unidas por resortes lineales (que
satisfacen la ley de Hooke). Se encuentra, que para un modelo asi, es posible trasmitir
energia de un extremo a otro sin la necesidad de tener el equivalente a un gradiente
térmico y esto sugeria que el modelo conducia a la irreal conclusion de una
conductividad térmica infinita. En esta cadena de resortes lineales es posible dar energia
a uno solo de los modos de vibracion y dicha energia permanecera en el modo elegido
sin ser repartida a algin otro modo. Para que la propagacion de energia se obstaculice y
se describa una ecuacion de conduccion con coeficiente de difusion finito, Debye,
sugirio que los resortes debian considerarse ligeramente no lineales de tal manera que
los modos de vibracion de la aproximacion lineal interactuaran entre si obstaculizando
la propagacion energia. Motivados por esta idea, Fermi Pasta y Ulam decidieron
estudiar numéricamente el comportamiento de una cadena de 63 resortes no lineales en
la computadora Maniac | de los Alamos. Su hipotesis era que una condicion inicial en la
cual estuviera excitado uno solo de los modos de vibracién evolucionaria, después de
un cierto tiempo 7, a un estado en el cual la energia se hubiera repartido

equitativamente entre todos los modos, tal como lo sugiere el teorema de equiparticion
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de la energia. De esta forma el tiempo de relajacién 7 determinaria el valor de la

conductividad térmica.

El resultado del experimento fue una sorpresa. En los primeros momentos, la energia
que inicialmente correspondia a uno solo de los modos de vibracion, comenzé a
distribuirse entre unos pocos de los 64 modos posibles, pero después la energia volvié a
concentrarse aproximadamente en un 99% en el modo inicial. Al avanzar méas el
tiempo volvid a repetirse lo mismo. A este extrafio fendmeno nunca antes observado se

le llamo la “recurrencia de Fermi, Pasta y Ulam”.

En 1965 Norman Zabusky y Martin Kruskal [7], analizaron el problema de la
recurrencia observada por Fermi Pasta y Ulam desde un punto de vista continuo, lo cual

inesperadamente los conduciria al estudio directo de las soluciones de la ecuacion KdV.

Los resortes utilizados por Fermi, Pasta y Ulam ejercen una fuerza no lineal de

magnitud:
F =kL+ akl? = kL(1 + al), (2.2)

donde k y ak son los coeficientes de restitucion lineal y cuadratico
correspondientemente, L es la distancia comprimida o estirada del resorte. Asi la fuerza

sobre la i-esima masa de la cadena, segun Newton sera:
MYy = Fiyr — Fioq,
ie my =k —y)1+a(ir =y —k@ios —y)[1+ alyi—; — yi)]
= MY e = kYie1 — 2 +¥io1) +kaiy — 2y — ¥i1) (2.3)

donde y;es el desplazamiento de la i-esima masa de su posicion y el subindice y; .. es la

segunda deriva respecto a t. Zabusky y Kruskal plantearon que si la distancia de
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separacion entre las masas es pequefia respecto a la longitud de las ondas que se

propagan en el sistema(ver figura 2.2), se puede introducir una funcién continua

yi =y(x,t),

E
—
m,
Yi-1 yl yi+1
—L

Figura 2.2. Cadena de masas unitarias unidas con resortes no lineales y visualizacion de

la transferencia de energia E a través de una onda viajera.

tal que la variacién de la distancia entre resortes contiguos se puede aproximar

mediante la serie Taylor, esto es:

1 1 1
Yi+1 = y(x + h, t) ~ Y(x: t) + hy, + EhZYxx + ghSYxxx + Zh4y4x

1 1 1
Yi-1 = Y(x —ht) = Y(x: t) — hy, + EhZYxx - ghSYxxx + ﬁh4y4x = (2-4)

Yitt = Vet

Al sustituir estas expresiones en la ecuacién (2.3), se obtiene:

1
myy = khz)’xx + Ekh4y4x + Zkahgyxyxx- (2'5)

Es decir, una ecuacion de la forma:
Vet = C*Vux = EC*8%Yax + EC* Y Vi, (2.6)
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donde ¢? = kh?/m, € = 2ah y 6% = h?/12¢. Esta ecuacion toma una forma mas

sencilla si se buscan soluciones de la forma:

y(x,0) = f(T), (2.7)

donde { =x—ct y T = ect/2. Sustituyendo (2.7) en (2.6) y despreciando los

términos a segundo orden de &, se obtiene:

fer + fefee + 6% fegge = 0. (2.8)

Esta ecuacion se convierte justamente en la ecuacion KdV (u, + uu, + 6%uy,, = 0),
donde u = f; y {x, t} representan de nuevo las variables independientes. En su famoso
articulo de 1965, Zabusky y Kruskal [7] calcularon numéricamente la solucion de la

ecuacion KdV, con § = 0.0022, correspondiente a una condicion inicial de la forma:
u(x, 0) = cos(mx). (2.9)

La sorpresa para Zabusky y Kruskal fue la forma en que interactuan las ondas, ya que
encontraron que cuando dos de estas ondas chocan se distorsionan, pero después de un
instante reaparecen con sus formas y velocidades iniciales casi inalteradas, como si
hubieran pasado una a través de la otra sin interactuar. Esta tendencia a conservar su
identidad fue lo que llevo a Zabusky y Kruskal bautizar a estas ondas con un nombre

que hace referencia al de una particula “soliton”.

2.3 El método de “inverse scattering”.

El interés por los resultados obtenidos por Zabusky y Kruskal llevd en 1967, a los

investigadores Gardner, Greene, Kruskal y Miura [8], de la universidad de Princenton, a
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encontrar un método ingenioso para obtener la solucion de la ecuacién KdV con

condiciones iniciales dadas.

Para desarrollar la idea de este método comenzaremos por recordar que la ecuacion de

Schrodinger con un potencial unidimensional u(x) es:

it + Prx —ugp = 0. (2.10)

La cual se puede separar proponiendo una solucion de la forma ¢(x,t) = Y (x)f(t),

con lo que se obtiene:
WPfe + Yuxf —upf =0

>12 _y=—i==cte=—E. (2.11)

Esto nos conduce a la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo:
Yy + (E—wyp = 0. (2.12)

Es bien conocido que la ecuacion (2.12) tiene soluciones acotadas para cualquier E >
0, pero solo para un conjunto discreto (y finito) de valores propios negativos E,, < 0, a
cada cual le corresponde una funcién propia, que para x — oo su comportamiento es de

la forma:

P(x)~cpexp [—(—En)%x], (2.13)

donde c,esta univocamente definida por el potencial u(x) y el valor propio E,,.

En forma general en la llamada teoria de dispersion, a cada valor de E >0 le

corresponde una funcion propia, que para x — oo se comporta asi:
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1 1
|{ exp (—iE§x> + b(E)exp (iEfx),x - +oo
t/)(x)~4| (2.14)
1
ka(E)exp (—iEfx) ,X — —00
con los coeficientes de trasmision y reflexion a(E) y b(E), univocamente definidos por

el potencial u(x) y el eigenvalor E.

Entonces, si se conoce el potencial u(x), se pueden calcular los valores E, y c, y las
funciones a(E) y b(E). Y también ocurre lo inverso, la teoria de dispersién muestra
que si se conocen los valores E,, y c,, y las funciones a(E) y b(E), se puede determinar
el potencial u(x). Expresando esto esquematicamente:

u(x) & {Ey, cn,a(E), b(E)}.
Ahora bien, si el potencial depende no so6lo de una sino de dos variables, u(x, t) donde t
no necesariamente representa a la variable de evolucion temporal, se tendra que:

u(x, t) = {E,(t),c,(t),a(E,t),b(E,t)}.

Si se supone que este nuevo potencial u(x, t), satisface la ecuacion KdV [u, + 6uu, +
Uy = 0], Gardner, Greene, Kruskal, Miura encontraron que es posible hallar la
dependencia “temporal” t, de las funciones y coeficiente involucrados en el problema

E,, c,,a(E)y b(E). Explicitamente sus resultados fueron:

En (t) = En (0);
6n(®) = €y Oexp [4(-E,)2t]

a(E,t) = a(E,0),

b(E,t) = b(E, 0)exp[8iE3/2t]. (2.15)
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Entonces, dada una condicion inicial conocida u(x, 0), las relaciones (2.15) permiten

hallar la solucion completa de la ecuacion KdV. Veamos esto.

Si se conoce u(x,0) y sabemos que el potencial evoluciona de acuerdo a la ecuacion

KdV. Se tiene que:

1). Con u(x,0) se puede calcular los datos de dispersion iniciales asociados a la

ecuacion de Schrodinger: s(t = 0) = {E,,(0),c,(0),a(E,0),b(E,0)}.

2). Con estos valores y las ecuaciones (2.15), se puede conocer en los valores de

s(t) = {E,(t), c,(t),a(E,t), b(E, t)} en cualquier instante t.

3). Finalmente los valores s(t) permiten calcular la forma del potencial u(x,t) al

tiempo t, es decir, resolver la ecuacion KdV.

A este método se le denomino “transfomada de dispersion inversa” (IST: “inverse
scattering transform”). Esta novedosa forma de resolver la ecuacion KdV causd gran
interés, ya que hasta ese momento solo en contados casos se habia encontrado la forma
de resolver el problema de condiciones iniciales para una EDP no lineal. Ademas este
método reveld la existencia de una importante relacion entre la ecuacion de Schrodinger

y la KdV, lo cual fue un resultado totalmente inesperado.

La forma en que a Gardner, Greene, Kruskal y Miura se les ocurrié el método de
“inverse scattering” fue conocido hasta un afio después, en 1968, cuando en el Journal
of mathematical Physics se publicaron dos articulos de Miura. En los que se presentaba
la secuencia de ideas que permitid descubrir la relacion existente entre las ecuaciones

KdV vy la de Schrddinger.
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Miura encontrd una transformacion que transforma la ecuacion modificada de

Korteweg-de Vries (mKdV):
Ve — 6V20y + Uy = 0, (2.16)

en la ya conocida ecuacion KdV. Si v(x, t) satisface la ecuacion (mKdV), entonces la

funcién
u(x,t) = v, + 6v2, (2.17)

satisface la ecuacion KdV [u; + 6u,u — u,,, = 0]. La funcion (2.17) es conocida
como la “transformaciéon de Miura” de la cual es trivial obtener u(x,t) si se conoce
v(x,t). Lo inverso resulta en cambio diferente. Para hallar v(x, t) solucion de la mKdV
en funcidn de u(x, t), es necesario resolver la ecuacion (2.17), que resulta ser un caso

particular de la famosa ecuacion de Riccati:
v, + Q(x)v + R(x)v? = P(x). (2.18)

Esta ecuacion, se puede linealizar mediante el siguiente cambio de variable:
v=—— (2.19)
sustituyendo en (2.18):

1 lplpxx —l/J,% 11/)x 1lpx g
E(T>+QW+R(EJ>

lpl/)xx - l/),%) l 2
:><_ W +Ql/)x+l/)l/)x = Ruy

Wiy + QY,, = Ruy, para R=1y Q=0:

Yxx —utp = 0. (2.20)
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Finalmente, Miura y sus colegas observaron que como la ecuacién KdV es invariante

ante trasformaciones galileanas de la forma:
(x,t,u) » (x — 6At, t,u — 1), (2.21)

era razonable reemplazar (u = u(x,t)) por (u— A), lo cual transforma la ecuacion

(2.20) en la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo:

Yor + A=W P = 0. (2.22)

Asi fue, como Miura y sus compafieros encontraron que existia una relacion entre las
soluciones u(x,t) de la ecuacion KdV y la ecuacion de Schrédinger con potencial
u(x, t), lo cual concluyo en el desarrollo del ya mencionado método “inverse scattering

transform”.

2.4 Generalizacion del método “inverse scattering”, los pares de Lax y la ecuacion NLS.

En 1968, Peter Lax [9], del Instituto Courant de la Universidad de Nueva York,
descubrié que el factor esencial de la relacion entre la ecuacion de Schrédinger y la
KdV que hace posible resolver el problema de condiciones iniciales para esta ultima, es

que estas dos ecuaciones pueden escribirse, de la siguiente manera:
Ly = Ey, (2.23)
(Le + [L,ADu =0, (2.24)

donde E es el valor propio de la funcion propia de Schrédinger y L y A son dos
operadores diferenciales lineales que involucran Unicamente derivadas respecto a x; y
donde, [L, A] = LA — AL es el conmutador de los operadores, los cuales estan definidos

de la siguiente manera:
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2

L= g + u(x, t)I 2.25
=32 u(x, t)l, (2.25)

3

d Ju
A=—-4—+3u—+3—

33 o o L. (2.26)

Notemos que asi como al potencial u(x,t), que aparece en la ecuacién de Schrodinger,
se ha visualizado como una familia uniparamétrica de potenciales etiquetados por el
parametro t, asi también debemos visualizar a L como a una familia uniparamétrica de
operadores cuyo pardmetro es t. De tal modo que L, expresa la derivada de L respecto a
la dependencia explicita de t, esto es:
Ly =u;

= Lu = uu. (2.27)
Para comprender el uso de los operadores L y A, dado que se componen por términos
tanto diferenciales, funciones y escalares; y por tratarse de operadores compuestos, cada
término debe actuar también como un operador. Por definicion las diferenciales ya son

operadores, entonces, es necesario asociar un operador identidad I para los términos no

diferenciales, esto es:
L =02 —ul, (2.28)
A= —403 + 6ud + 3u,l, (2.29)

donde d = 9/0x (este abuso de notacion facilita los calculos siguientes) y u,, = du/dx.
Teniendo en cuenta que los operadores acttan solo sobre los términos de su derecha,
hay que tener cuidado para asegurarse de que todos los términos actian correctamente.

Asi obtenemos resultados diferentes para LA y AL:

LA = (0% —ul)(—403 + 6ud + 3u,l)
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= —40%(0%) + 60%(ud) + 30%(u,l) + 4u(0®) — 6u(ud) — 3uu,l)
= —40° + 600 (ud) + 300(u,I) + 4uo® — 6u?0 — 3uu,l, (2.30)

desarrollando consecutivamente el operador @ en el segundo y tercer término, y
considerando que ud y u,l son operadores compuestos se utilizard la regla de la

cadena:
600(ud) = 60(Uyd + ud?) = 6(Uyyd + 2, 0% + ud3), (2.31)
300(uyl) = 30 (Upl + Uy 0) = 3(Ungrd + 2Uyy 0 + U, 02). (2.32)
Sustituyendo ambos resultados en la ecuacion (2.30), se tiene que:
LA = —40° + 10ud? + 15u,0% + (12uUy, — 6u?)0 + 3(Uyyy, — uu)l.  (2.33)
Luego para AL:
AL = (=403 + 6ud + 3u,I)(3% — ul)
= (—40° + 403(ul) + 6ud® — 6ud(ul) + 3u, 0% — 3u,ul), (2.34)
el segundo y cuarto termino seran:
493(ul) = 40%20(ul) = 400 (u, ] + ud) = 40 (Uyyl + 2u, 0 + ud?)
= 4(Uyr] + 3y 0 + 3U, 0% + ud3), (2.35)
6ud(ul) = 6u(u,l + ud) = 6(uu,l + u?a). (2.36)
Sustituyendo (2.35) y (2.36) en (2.34):
AL = —40° + 10ud3 + 15u,0% + (12U, — 6U?)0 + (4lyyy — u, w)l, (2.37)
asi es facil ver que el conmutador aplicado a u sera:
[L,Alu = LA(u) — AL(u) = —Uy, U + 6u,u’. (2.38)

Entonces usando (2.27) y (2.38), se llega a:
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(Le + [L,ADu =
Ul — Upy U + 6u, u? = 0. (2.39)
Esta Gltima expresion corresponde justamente a la ecuacion KdV.

El par de Lax esta asociado con la propiedad de tener una jerarquia infinita de leyes de
conservacion local, precursora de la integrabilidad completa. Esta propiedad
excepcional la poseen las ecuaciones en derivadas parciales integrables por el método
de la transformada inversa de Scattering como la ecuacion KdV. Por una “Ley de
conservacion local” queremos decir que existe una funcion de las variables
dependientes y sus derivadas que, cuando se diferencian en el tiempo, resulta en una

derivada espacial total de otra funcién de las variables dependientes y sus derivadas.

La publicacion de Lax, unio el destino de la ecuacion KdV con la NLS. En 1968 nadie
sospechaba que existia una relacion importante entre estas dos ecuaciones. Sin
embargo, en 1971 Zakharov y Shabat [10] lograron demostrar que la ecuacion no lineal
de Schrodinger NLS, al igual que la KdV, podia resolverse por el método de dispersion

inversa, quedando asi unidas desde entonces indisolublemente.

Veamos a continuacion, a muy grandes rasgos, como es la resolucion de la NLS

mediante el método “Inverse scattering”.
La ecuacion no lineal de Schrodinger NLS:

i, + ug + y|ul?u =0, (2.40)
puede escribirse a través del par de Lax como:

(Lo + LA [ ] = 0] (2.41)

donde los operadores diferenciales lineales L y A tienen la forma matricial:
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_[1+p 0 10 0 u
L=i|" 1—p]§+[u 0], (2.42)

[ uu e

u
_ 09 |1+p Co
|7 Ta—pl

p esta definido por la ecuacion y = 2/(1 — p?). Para demostar que la ecuacion (2.41)

coincide con la ecuacién NLS, hay que desarrollar algo de algebra:

De manera analoga que en el caso de la KdV:

[0 u;

Ly = u, 0

ul _ [u'u,
=1, [u] = [uuz ] (2.44)

Luego los términos del conmutador [L, AJu = LA(u) — AL(w) seran:

L
LA = —i 1+p ][uttt 1+p 0 ]il 1-|—p U Uy i
p 1—plluge 1-plot| u(u*)? |

uu
e T Tl

uu*

— . |[ 1 +iu*u§]|

_ [0 u] it] 0 u]| +p |

Ply ollu;l ™y 01| u(u*)? |

|~ (1—p)J

_ip|G T p)um] [Quugu® +utup) + iupui + wui)(1+p)

(1 —pIufy —i(1 - p)(uf + uuy) — u(u*)? — 2un'u;
[, . u@)*]
. |—Luuut—(1_ )|
[u utt] +I 3 . p I’ (2.45)
ULyt [ vt J
+ v uu,
1+p

para:
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a = —ip [ PN o [0

+i uu” u; (1 - p)] [ui n [ iuu; u(u*)z/(l + p)] [u]
ut

—ius(1 +p) —uu —uu*/(1—p) —iuu*

— —ip [(1 + p)uttt] _0 (up)? + U*uZt]

(1 — PIufy uf + Uty
[ u@® ]
" [uu*ut +i(1— p)(ui)z] +| et + 1+p I (2.46)
—i(1+p)u? —uuru; |  wu’ )2 | .
|- a=o + iug(u*) |

Utilizando estas dos ultimas expresiones, podemos calcular el valor de conmutador al

ser aplicado:

+i(uuy,) + yu(u*)3]
—i(uu) — yudu®

[L, A] [;‘] = +i[

(2.47)

Por lo tanto:

(L, +1L,AD | 1] =

wul +i(utup) + iyu(u*)3] _ [0 2.48)

uu, — i(uuy) — iyudu*
Esto demuestra que la ecuacion NLS se puede formular a través de pares de Lax y que

se trata de una ecuacion totalmente integrable.

Luego, el método de Gradner Green Kruskal y Miura para resolver la ecuacién KdV

sugiere resolver la ecuacion de valores propios (Ly = Ay), donde
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Zakharov y Shabat introdujeron el siguiente cambio de variable:

Y, =0- p)%exp (_i 1_/1102 t) £t
A
Y, =(1- P)%GXP (_i 1—p? t) vy
- (2.50)
(2.0) = iu(z, t)
A
__

que al ser sustituido directamente en la ecuacion de valores propios (Ly = AyY), se

obtendra un sistema de forma mas sencilla:

v’y +idv; = qu,
(2.51)

! . i *
Vv, — (v, = —q'v,

donde las primas indican derivadas respecto al tiempo. Este sistema y la ecuacion NLS
se relacionan de manera analoga a la relacién entre la ecuacion de Schrédinger y la
KdV. Esto es, asi como la KdV se pudo resolver estudiando la ecuacion de valores
propios y el problema de dispersion de la ecuacion de Schrodinger, la NLS puede
resolverse analizando el sistema de funciones y valores propios y el problema de

dispersion del sistema (2.51).

Esto demuestra que la ecuacion NLS es completamente integrable en el sentido de las

cantidades conservadas que posee lo cual, aunado a su importancia tecnoldgica que
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radica en la descripcion de la propagacion de pulsos de luz en fibras dpticas, son las

caracteristicas responsables de su actual fama e importancia.

2.5 La ecuacién NLS vy las telecomunicaciones.

Para 1971, ya se sabia que la ecuacion NLS aparecia en problemas relacionados con
bajas temperaturas, fluidos profundos, plasmas, e inclusive con la propagacion de calor
en sblidos. También se sabia que era una ecuacion con propiedades matematicas
interesantes. Sin embargo para ese entonces no habia penetrado en el mundo de las

tecnologias comerciales y multimillonarias de la transmision de informacion.

En 1973, Akira Hasegawa y Frederick Tappert [2] dos investigadores de los
laboratorios Bell, mostraron tedricamente que era posible trasmitir pulsos luminosos de
muy corta duracion (pico segundos) a lo largo de fibras oOpticas, sin que dichos pulsos
se distorsionaran o se traslaparan y encontraron que la propagacion de estos pulsos

estaba gobernada por la ecuacion
) 1
i(us + Bru, + au) + Eﬁzuzz +ylulPu=0, u(zt). (2.52)

En el caso de que la fibra dptica fuera suficientemente transparente para ciertas
longitudes de onda, el tercer término de la ecuacion (2.52) se puede despreciar y la
expresion toma la forma de la ecuacion NLS mediante un sencillo cambio de variable.
Asi, la ecuacion NLS tomo gran interés para las telecomunicaciones, pues los resultados
de Hasegawa y Tappert sugerian fuertemente que si se lograba obtener fibras
suficientemente transparentes, habia grandes posibilidades de desarrollar un nuevo

sistema de telecomunicaciones basado en fibras dpticas.
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El articulo de Hasegawa y Tappert coincidio cronolégicamente con un descubrimiento
crucial para las fibras dpticas. En 1963 las fibras dpticas eran demasiado opacas para
ser usadas en telecomunicaciones. Notemos que, para un medio la atenuacion luminosa

viene dada por:
P(x) = Pye™*, (2.53)

donde P es la potencia de la luz, x es el espesor del material y a es la constante de
atenuacion, la cual es una medida de la transparencia u opacidad del material. Para las

fibras opticas la ecuacion anterior se puede escribir como:

P(x) = Po(lo)‘a‘i'—gx, (2.54)

donde x se mide en kilometros y las unidades de la constante a,z son dB/km
(decibeles por kilometro). En la década de los sesenta la atenuacion en fibras dpticas era
del orden de 1000 dB/km. Esta caracteristica hacia que la intensidad de luz disminuyera
un 10% tras recorrer 10m, lo cual hacia inviable el uso de fibras Opticas en las

telecomunicaciones.

Sin embargo, en 1963 Kao y Hockham [11] descubrieron tedricamente que la
atenuacion luminosa en las fibras dpticas era debida, principalmente, a las impurezas
presentes en el vidrio con el cual se fabrican las fibras y no al vidrio en si mismo.
Predijeron que eliminado las impurezas seria posible disminuir el valor de a 5z de 1000
dB/km a 20 dB/km aproximadamente. En 1970 tres afios antes de las publicaciones de

Hasegawa y Tappert, se confirm6 que las predicciones de Kao y Hockham eran
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correctas, al construir fibras Opticas con a,z = 20db/km (Kapron, Keck y Maurer

[12]).

En 1980, Mollenauer, stolen y Gordon reportaron en el Physical Review Letters que ya
eran capaces de trasmitir pulsos luminosos de 7 picosegundos de duracion y 1.55 um de
longitud de onda a través de fibras Opticas. Asi, quedd todo listo para que las fibras
Opticas desplazaran a los cables metalicos en las telecomunicaciones modernas. Asi
también, en el trabajo de Mollenauer, Stolen y Gordon se hacia notar ademas, que la
ecuacion que describe adecuadamente la propagacion de pulsos luminosos de unos
cuantos picosegundos de duracion no es la ecuacion (2.52) presentada inicialmente por

Hasegawa Yy tappert, sino la ecuacion NLS:
. 1
i(uz) +5ue +ylulfu =0, u(z0) (2.55)

donde, la variable de evolucion no es el tiempo t, sino la coordenada z que representa la
distancia que recorre el pulso a través de la fibra dptica. Asi es como se dio uno de los
encuentros mas interesantes de la ciencia del siglo XX. “Uno de los pocos casos donde
un problema fisico interesante, unas matematicas novedosas y una tecnologia también

nueva se conjugan y fructifican rapidamente” Fuijoka [13].

2.6 El fendmeno no lineal y algunas generalizaciones de la ecuacion NLS.

A continuacion analizaremos un poco el curioso fendmeno que da lugar a la
propagacion de ondas solitarias en medios no lineales y presentaremos algunas de las
ecuaciones generalizadas que las describen. Veamos qué sucede si analizamos por

separado las soluciones de las distintas partes de una ecuacion que describa propagacion
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de pulsos no lineales, por ejemplo, la ecuacion KdV. Si despreciamos el término no

lineal, la ecuacion linealizada KdV tiene la forma:

U + Uyyy = 0, (2.56)

que corresponde a una ecuacién de tercer orden. Esta ecuacién se puede resolver
facilmente mediante el método de separacién de variables, suponiendo que u(x,t) =

X(x)T(t) y sustituyendo en la ecuacion (2.56)

XT' +X""T=0

TI_ XIII_. 257
:>T— X = (2.57)

donde w es una constante y se ha introducido el valor imaginario i con la intencion de
obtener una solucion oscilatoria. El problema se traduce en resolver las ecuaciones del
sistema que se obtiene de (2.57), usaremos su polinomio caracteristico cuyas raices son

triviales:

T =iwT = 1=iw, (2.58)

X" = (—iw)X = y=(—iw)'/3, (2.59)

Asi, las soluciones seran T(t) = A,ei®t y X(x) = A,e**, donde hemos definido a

k = w'/3. Entonces la solucion completa de la ecuacion linealizada KdV sera:

u(x, t) = Aexp(ikx + iwt), (2.60)

la cual, tiene la forma de una onda lineal plana, donde k es el nimero de onda, w la

frecuencia y A la amplitud maxima de la onda. La relacién que se encontr6 entre el
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nimero de onda y la frecuencia (w = k3) es conocida como la relacion de dispersion, y
nos permite calcular las velocidades asociadas a la onda (2.60):

vy = % =k*y v, = e 3k?, (2.61)

que corresponden a la velocidad de fase y de grupo respectivamente. La primera se
refiere a la velocidad con la que se mueven los diferentes componentes de la fase para
cada frecuencia, y la de grupo a la velocidad de la envolvente. En este caso se puede
apreciar cdmo ambas velocidades difieren, lo que ocasionard que los diferentes
componentes de la superposicion que producen la onda se comiencen a separar y la
onda vaya perdiendo su forma, a este fendmeno se le conoce como dispersion y esta

asociado al término u,.,.,, de la ecuacion KdV.

u(x,t)

t=0 t=t,

Figura 2.1 Fenomeno de dispersion presente en la forma lineal de la ecuacién KdV.

Por otra parte, si se desprecia el termino dispersivo de la ecuacién KdV se obtiene:

us +uu, = 0. (2.62)

En este caso, se estd considerando la parte no lineal, la cual se puede resolver mediante
el uso del método de las curvas caracteristicas. Esto se hara considerando la siguiente

parametrizacion:
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x=x(s) y t=t(s), (2.63)
de tal forma que u(s) = (x(s), t(s)) sea constante a través de estas curvas, es decir

du_

5—0

du dx dt
—_ — =

T + Ue (usando (2.62))

du dx dt d ( 0 =0 (2.64)
T = Uy — —=u,—(x—ut) =0. .
ds _ “as "My *ds

Entonces, las curvas caracteristicas son las rectas de la forma (x — ut) = cte. Asi, la

solucion explicita puede escribirse de la siguiente manera:
u=f(x—ut), u=u(xt) (2.65)

donde la funcidn arbitraria f tiene la forma de una onda viajera, salvo que la velocidad
es igual al valor de la funcidbn misma. Esto sugiere que la onda avanzard mas rapida
donde sea mas alta, por lo cual el pico del pulso comenzara a moverse hacia delante del
pulso deformandolo. A este fendmeno se le denomina en inglés “self-steepening” (ver

figura 2.2).

t=0 t=t,
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Figura 2.2 Comportamiento cualitativo de una condicion inicial que satisface la

ecuacion no lineal u; + uu, = 0.

Estos resultados, siguieren la interesante conclusion de que debe existir un equilibrio o
compensacion entre el término dispersivo u,.,., Yy el no lineal uu, de la ecuacién KdV,
lo que ocasiona que finalmente puedan obtenerse ondas viajeras que se propagan sin
perder su forma inicial. En el d&mbito del estudio de los pulsos Opticos, algunas
ecuaciones generalizadas de la NLS, donde se aprecian términos dispersivos y no
lineales como en la ec. KdV, y que se aplican al estudio de la propagacion de pulsos a

través de fibras Opticas son:

Ou  10%u d3u

= 2y = 2.
laz+26t2 Ls3at3+|u|u 0, (2.66)

Ou  10%u 0*u

py + = 5317 + 4= pye + ul?u=0, (g¢,>0) (2.67)

ou 10%u  0d3u 0*u

ot o lEgmtagm tlfu=0 (>0 (2.68)
ou 0%u 0%u \
it & om tegg tnlulfu—ylul*u=0. (& >0) (2.69)

La ecuacion (2.66) ha sido utilizada para describir la propagacion de pulsos no lineales
en fibras dpticas (monomodales) en la vecindad de longitud de onda cercana a
dispersion cero. La ecuacion (2.67) describe la propagacién de pulsos cortos cuando la
frecuencia central del pulso éptico, es elegida como un valor minimo o maximo de la
dispersion de la velocidad de grupo (conocida en ingles por sus siglas GDV: group

velocity dispersion) del medio. Cuando la frecuencia central no corresponde a un valor
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extremo de GDV, el comportamiento de los pulsos se describe con la ecuacién (2.68).
Finalmente la ecuacion (2.69) suele usarse para describir la propagacion de pulsos
ultracortos intensos. En el siguiente capitulo indagaremos en el método de las escalas

multiples que nos permitird deducir este tipo de ecuaciones.
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CAPITULO 3.

DEDUCCION DE LAS ECUACIONES NLS Y CMKDV Y SUS
SOLUCIONES TIPO SOLITON BRILLANTES, OSCUROS, GRISES,
EMBEBIDOS Y DOBLEMENTE EMBEBIDOS.

3.1 Analisis de escalas maltiples.

El método de escalas mdultiples se aplica a problemas caracterizados por incorporar
diversos procesos fisicos gobernados cada uno por su propia escala pero que actan
simultdneamente. Generalmente estos procesos describen algin sistema dinamico
(complejo) donde se exhibe una mezcla de variaciones rapidas y lentas de un fendmeno;
por ejemplo: un sistema de amortiguadores o las ecuaciones de un fluido. En general, el
estudio del comportamiento y entendimiento de estos sistemas se facilita por medio de

una separacion de los aspectos rapidos y lentos del fendmeno.

El desarrollo heuristico y conceptual de escalas multiples parte de la observacion basica
de fendmenos fisicos en la naturaleza que indican que el tiempo t debe ser
convenientemente considerado, no como un escalar absoluto y Unico en el sistema, sino
como una identidad que posee mas de una dimensién {t,, t, t,, ... }. Por ejemplo, en
astrodinamica, un satélite artificial que orbita alrededor de la tierra, la luna girando
junto con la tierra alrededor de un centro de masas en comun, la luna trasladandose
junto con la tierra alrededor del sol y ademas la tierra girando alrededor de su eje, son
ejemplos, de movimientos que ocurren a diferentes periodos ¢’s, rapidos y lentos pero

mezclados y cada uno asociado a una diferente escala de tiempo.

39



La existencia de las diferentes escalas permite apreciar comportamientos del fendmeno
adecuadamente de acuerdo a su orden, pero a diferencia de las aproximaciones
asintéticas el analisis no separa los regimenes sino que el fendmeno es estudiado

simultaneamente. Algunos de los aspectos esenciales del método son:

-La variable de evolucion t - {7y, 7,, 75, ...} N0 €s un solo parametro, sino se

extiende a un mapeo multivaluado.

-Las variables independientes pueden ser maltiples. Los diferentes aspectos del

fendmeno son observados simultaneamente en diferentes escalas de tiempo.
-Se puede aplicar a fendmenos no periddicos y no oscilatorios también.

La idea basica es introducir dos o mas escalas diferentes (en funcion de la variable
temporal de evolucién) asociadas cada una con alguna propiedad de la solucion, pero
que actdan simultaneamente. Por ejemplo, para un sistema tipo oscilador puede ocurrir
que sea necesaria una escala para describir las frecuencias rapidas y otra para la

amplitud de la oscilacién (ver figura 3.1).

Movimiento
oscilatorio original

Decaimiento lento

/ de la amplitud

=~ Movimiento oscilatorio
en escala lenta

T1

Movimiento en escala rapida

Figura 3.1.Descomposicion de un fendmeno oscilatorio es diferentes escalas, que exhiben

las propiedades del fendmeno.
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El método tiene su origen en el trabajo de Poincare [15] acerca de la expansion secular
en mecénica celeste y los trabajos posteriores de Krylov [16] y Bogoliubov y
Mitropolsky [17] cuya contribucidn fue considerar por vez primera a las constantes que
surgen en la teoria de perturbaciones como funciones de variacion lenta. Esta
aproximacion famosa es conocida por sus siglas en inglés como (slowly varying

functions).

Algunos usos importantes del método de escalas multiples en la fisica van desde
resolver diversos problemas en la rama de las ecuaciones diferenciales no lineales Cole,
Kevorkian [18] y Nayfeh [19], su aplicacion a la teoria de procesos irreversibles

Friedman [20] y en el area de la mecanica estadistica Sandri [21], entre muchos otros.

3.2 Escalas mdltiples y la ecuacion NLS.

En sus investigaciones sobre la mecanica celeste, Poincaré sugirio representar la
solucion de una ecuacién diferencial, como una serie de potencias de un pequefio
parametro €. Agrupando los términos de potencias similares de e se obtienen diferentes
grados de aproximacion a la solucion y se logra mayor precision al considerar términos

de mayor potencia para €. Cuando este enfoque funciona suele ser simple y preciso.

Al aplicar este método al estudio de medios dispersivos no lineales, es posible obtener
una serie de ecuaciones diferenciales parciales muy interesantes que describen la
propagacion de pulsos luminosos tipo soliton, como lo es la ecuacion no lineal de
Schrédinger NLS y la version compleja de la ecuacion modificada de kortegew-de
Vries KdV. Ambas ecuaciones son totalmente integrables a través del método inverse

scatterig. Veamos a continuacion.
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En un medio dispersivo, la velocidad de la luz depende de la frecuencia . Un medio no
lineal es un medio en el que la velocidad de propagacion del pulso depende también de

su amplitud o intensidad |A|?:
V =V(w,|A|?). (3.1)

Para las ondas que se propagan en un medio en particular, existe una relacién entre la
frecuencia « y el nimero de onda k, conocida como relacion de dispersion. En un
medio dispersivo w =kc/n=kv, donde la velocidad de la luz c en el vacio y el indice de
refraccién del medio n definen la velocidad de propagacion v. Entonces, si sustituimos

la velocidad para un medio no lineal (3.1) en la relacion de dispersion se obtiene:
k = k(w,|Al?). (3.2)

Aplicando la expansion en serie de Taylor para dos variables

1% om
fG,y) = f(xo0,y0) + z p z an mx];my %o (x —x)" ™y —y)™  (3.3)
n=1 m=0 Yo

a la relacion de dispersion (3.2), donde se identifica a la frecuencia y amplitud de la

siguiente manera:
(x — xg) © (w — wy), (3.4)
v —y0) © |AI%, (3.5)

El desarrollo hasta el quinto orden sera:

1
k =ko+ki(w—wy)+ ky|AI* + [k11(w wo)? + 2k, |A1* (w — wg) + kop|Al*]

1
+§ [k111(0 — wo)? 4 3kq12 A1 (0 — wp)? + 3kq22|A1* (0 — wg) + k2z0|Al°]
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1
+Z [k1111 (@ — wo)* + 4kq112|A1* (@ — wo)? + 6k, |Al* (0 — wp)?

1
+4kq22,|A1°(w — wo) + ky022]AIB] + o] [k11111 (@ — @0)® + 5ky1112 1412 (0 — wg)*

+10kq1122 |A1* (0 — wo)?
+10Kk11222|41%(w — wp)? + 5k12222|A1P (W — wg) + k222 |AIM] + -+, (3.6)
donde los coeficientes k;, k;;, Kijk, kijkm Y Kijkmn CON i, j,k,m,n = 1,2 corresponden
a las derivadas parciales respecto a w para 1y a |A|? para 2 respectivamente, es decir:

ok ok 2%k 2%k 2%k 2%k
ki=— ky=== kpn=- k=575 k=55 k==
170w "2 7 91412 T T 920" T2 7 gwalaz’ T2 T 021427 T T 93y

2%k
Fiiz = 92w0A|2

33k 93k 9k 9k 9%k
k122 - awazlAlz’ kZZZ - a3|A|2’ kllll - 640), k1112 - a3wa|A|2’ k1122 - azwazlAlz’

9k 9%k 95k a5k

95k
93wd?|A|?
95k 5k 5k
k11222 = —azwa3|A|z! k12222 = —6w84|A|2' k22222 = —a5|A|2- (3-8)

Para obtener las EDPs solo hace falta seguir dos pasos. EIl primero es notar que las
pequefias variaciones de la amplitud A(Z,T) de un pulso cuasi monocromatico, se puede

escribir como una transformada inversa de Fourier de la siguiente forma:

1
(2m)?

+ oo
A(Z,T) = F 4] = ﬂ Ak, w)e~Hk-ko)Z=(@-w)Tldkdw,  (3.9)
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donde al derivar el lado izquierdo de (3.9) respecto a las variables originales Z y T,

segun las propiedades de la transformada de Fourier, se obtiene que:

0A

F=F U=i(w — wo)A(k, w)], (3.10)
94 .
7= [itk — ko)A (k, w)]. (3.11)

Analizando estas ecuaciones, notamos que la multiplicacion de la funcion A(k, w), por
—i(w — wy) 0 bien por i(k — k), se relaciona directamente con la derivada de Ty Z
respectivamente de la funcion A(Z,T), es decir, se pueden establecer las siguientes

relaciones:

(w — wp) © eyt (3.11)
d
(k= ko) & —i_. (3.12)

El segundo paso, consiste en introducir las variables de escala, t = €T y Z,, = €"Z,
entonces el operador diferencial (3.11) y el (3.12) deben extenderse a estas variables.

Usando la regla de la cadena se obtiene que:

9 adoat o

(w — wy) Olop=igor=leo, (3.13)
U—ky) o —ism iy 2 9% —iz el (3.14)
FYA 9z, 0Z 9z,

Estos operadores diferenciales remplazaran a los factores (k — ky) y (w — wy) en la
expansion (3.6) de la relacion de dispersion, de tal forma que:

2

0 0 1 9
—iZe — = iek, — + k,|A|? + = —ek +216k12|A|2 +k22IA|4

0Z, Lot g2t
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1 i ~3 63 2 2 62 P 4 a 6
+§ —lE k111ﬁ—35 k112|A| ﬁ+316k122|A| a+k222|A|

1 4 64 i~3 2 63 2 4 az i 6 a 8
+E € kllllm—‘l-lé k1112|A| E_66 k1122|A| ﬁ+4l6k1222|1‘1| a-l-kzzzzlAl

€5 95 e , 4 €3 \ 3 €2 ] 92
_l§k11111ﬁ+5§k11112|1‘1| E‘lOlEklllzzlAl E_loaknzzzml @

€
51

1

+5i 5]

0
k12222|A|8a+ k22222|A|10 - (3.15)

Finalmente esta ecuacion en forma de operadores diferenciales se aplica sobre el campo
A(Z1,Zy,...,t) = eu(Z,,Z,, ...,t) y se agrupan los términos con la misma potencia de

€, obteniendo a diferentes ordenes de €™ las siguientes expresiones:

€% ug +kyu, =0 (3.16)
3. ; 1 2
€% iug, — 5k11utt + kyJul*u=0 (3.17)
4 1 2
(S uZ3 - ;kllluttt + k12|u| U = 0 (318)
5. ; 1 4 1 2 1
€7 g, +5k22|u| u —§k112|u| Upe + $k1111u4t =0 (3.19)
6 1 4 1 2 1
€7 Uz, t+ 5k122|u| Uz —gk1112|u| Uze + §k11111u5t =0 (3.20)

Las ecuaciones obtenidas por el método de escalas multiples son, en particular: la
ecuacion (3.16), que es la llamada “ecuacion de onda de primer orden”, y a orden €3 se
obtiene la famosa ecuacion NLS (3.17), que es conocida por describir la propagacion de
pulsos de luz en el fibras dpticas. Por otro lado, sorpresivamente aparece la ecuacion

compleja modificada de Kortegew-de Vries (cmKdV) (3.18) al orden €4, que exhibe la
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existencia de un tipo peculiar de ondas viajeras solitarias Ilamados solitones embebidos

muy importantes en el estudio de la propagacion de los solitones épticos.

3.3 Solitones brillantes, oscuros y grises de la ecuacion NLS.

Entre las soluciones importantes de la ecuacion NLS
iu, + euy + ylul?u =0, (3.21)

donde ¢ y y son coeficientes reales que caracterizan el tipo de solucién, se encuentran
los llamados solitones brillantes, oscuros y grises, los cuales han sido estudiados
intensamente durante las Gltimas dos décadas, ya que estan presentes en una variedad de
fendmenos dispersivos no lineales que incluyen, por ejemplo, a la fotdnica de fibras

cristalinas, condensados de Bose-Einstein, plasmas y superficie de liquidos, entre otros.

Estas soluciones satisfacen la ecuacion NLS para diferentes valores de los coeficientes &
y ¥, cuyos valores ayuda a identificar el tipo de solucion que tendra la NLS. La familia

de solitones brillantes corresponde a una funcion de la forma

t ,
u(z,t) = A sech (W) e (iC2), (3.22)

donde, A representa la amplitud de pulso, W la velocidad, t el llamado tiempo retardado
y z la distancia recorrida a través de la fibra dptica. Cabe sefialar que en este tipo de
ecuaciones la variable de evolucion es z ya que t (el tiempo retardado) es un marco de
referencia que se mueve junto al pulso a la velocidad de grupo de la onda (es decir ,

t =T —Z/v,, donde T es el tiempo normal). Los parametros A, W y C se relacionan

entre si de la siguiente manera:
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Al derivar respecto a z y dos veces respecto a t, la funcion (3.22), se obtienen los

primeros dos términos de la ecuacion NLS:

t .
u, = iAC sech (W) eic?), (3.23)

u, = — A sech (i) tanh (L) e (iC2)
t W )

w w
A t 2 t (icz)
= Uy = —Wsech (W) 2 sech (W) —1|e?, (3.24)
y el tercer término sera:
t .
|lul?u = A3 sech3 (W) eic?), (3.25)

Sustituyendo los términos (3.23), (3.24) y (3.25) en la ecuacion (3.22) se obtiene:

[-c sech () — e A seen (1) (2sech () 1) 4 passeens ()] = 0,326
sech| ;) — 7z sech (47 sech” | 77 yA® sech” (7 ) = ,(3.26)

el lado izquierdo de esta Gltima expresion se reduce a una serie de potencias de la

funcién sech (%)

eA t 3 eA 5[t
[W — AC] sech (W) + [)/A — ZW] sech (W) =0. (3.27)
Por lo que la ecuacion es igual a cero, si y solo si, cada coeficiente de los términos de la

expansion es cero, es decir

€A
7 —Ac| =0, (3.28)
[yas 22 =0 (3.29)
2] =o0. .

De estas Ultimas dos igualdades se encuentra que:
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2e\"/% 1
W= (7) = (3.30)
C= %AZ. (3.31)

De tal forma, el nimero de onda C y la anchura W de pulso estan definidos por el valor
de la amplitud A y se mantienen constantes mientras la amplitud no varié. Esta
caracteristica es tipica de las ondas viajeras tipo soliton. Ademas, la relacion (3.30)
impone una condicién sobre los coeficientes reales (ey > 0), que caracteriza a las

soluciones de la ecuacion NLS como familia de solitones brillantes.

Para apreciar geometricamente la forma del solitbn se grafica la funcion

t . . . -
|u|?~ sech? (W) asociada con la intensidad del pulso. Esta funcién en forma de cresta
alcanza su maximo en el centro de la onda, es decir, en t=0. De esta manera el soliton

brillante corresponde a un pulso luminoso que se propaga indefinidamente a través de

i 0 2 1 E 8 10

una fibra optica. (ver figura 3.2)

Iuiz 121

-10 -8 -8 -4 -2

b)

Figuras 3.2 a) y b) respectivamente. Forma tipica de un Soliton brillante.

La familia de Solitones oscuros, es de la forma:
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u(z,t) = Atanh(Bt) ei¢? | (3.32)

Anélogamente al caso anterior, sustituyendo la funcion (3.32) en los términos de la
ecuacion NLS (3.22), se puede encontrar la relacion entre los parametros A, By C, y de

los coeficientes e y y:
u, = iAC tanh(Bt) e'‘?, (3.33)
u, = iAB sech?(Bt) e'¢*
= u, = —2AB? sech?(Bt)tanh(Bt) e'‘?, (3.34)
|u|?u = A3 tanh3(Bt) ez, (3.35)
Sustituyendo (3.33), (3.34) y (3.35) en la ecuacion NLS:
[—AC tanh(Bt) — 2eAB? sech? (Bt)tanh(Bt) + y A3 tanh®(Bt)]e“* = 0, (3.36)

agrupando en términos iguales y sustituyendo sech?(Bt) = 1 — tanh?(Bt) se obtiene

una serie de potencias de la funcion tangente hiperbolica:
[-AC — 2eAB?] tanh(Bt) + [2eAB? + yA%] tanh3(Bt) = 0, (3.37)
Haciendo cero los coeficientes de la serie de potencias para que se cumpla la igualdad:
[-AC — 2eAB?] =0 y [28AB? +yA3] =0, (3.38)

lo cual implica que:

B = (—%)ZA, (3.39)
C =y (3.40)
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De nuevo los parametros B y C, asociados con la anchura y el nimero de onda, quedan
definidos en términos de la amplitud A. Sin embargo en este caso, para la familia de
solitones oscuros los valores de los coeficientes reales quedan determinados segun la

relacion (3.39) por ey < 0.

La funcién (3.32) implica que la intensidad luminosa del pulso |u|?~ tanh?(At), sera
aproximadamente constante a lo largo de la mayor parte del eje t, salvo en la zona
central (cerca a t=0), donde tiene una depresion. Esto representa, una fibra dptica
completamente iluminada a excepcion de una zona oscura que avanza por la fibra. Esta
caracteristica le da su nombre a este tipo de soluciones de la NLS, lo cual permite

diferenciarlos de los solitones brillantes (ver figura 3.3).

b)

Figuras 3.3 a) y b) respectivamente. Soliton oscuro, su amplitud cae a zero en el centro

de la onda.

La familia de Solitones grises tiene la forma:

u(z,t) = [a + ib tanh(bt — abz)]el@*+b?)z, (3.41)
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Esta familia de funciones se extiende en el campo de los complejos por lo que
representa una solucion méas general de la NLS, de hecho los solitones grises incluyen a
los oscuros como un caso particular. Un ejemplo de soliton gris se muestra en la figura
3.4. El soliton se propaga con un &ngulo finito respecto al eje z debido a una velocidad

no nula dada por el término a.

Figuras 3.4 a) y b) respectivamente. Soliton gris.

A partir de la funcion (3.41) se obtienen las respectivas derivadas parciales en z y t

asociadas a los términos de la NLS
u, =
{—iab? + iab? tanh?(bt — abz) + i(a? + b?)[a + ib tanh(bt — abz)]}e'@*+b*)7 (3.42)
u, = [ib?> —ib*tanh?(bt — abz)]e(@*+b»z, (3.43)
= u,, = [—2ib3 tanh(bt — abz) + 2ib3 tanh®(bt — abz)]e@’+0z  (3.44)
ademas

lul?u = [a3 + ab? tanh?(v) + ia?b tanh(v) + ib3 tanh3(v)]ei(@*+bDz  (3.45)
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donde v = bt — abz. Sustituyendo (3.42), (3.44) y (3.45) en la ecuacion NLS (3.21)y

multiplicando ambos lados de la ecuacion por e ~i(@*+b*)z
i[—iab2 + iab? tanh?(v) + i(a? + b?)[a + ib tanh(v)]]
—2ieb® tanh(v) + 2ieb3 tanh3(v)
+yla® + ia?b tanh(v) + ab? tanh?(v) + ib3 tanh3(v)] = 0, (3.46)

agrupando los términos en serie de potencia de la funcién tangente hiperbdlica
obtenemos:
[ab? — a(a? + b?) + ya®] + [—ib(a? + b?) — 2ieb® + iya?b] tanh(v)
+[ab? + yab?] tanh?(v) + i[2eb3+b3] tanh3(v) = 0. (3.47)
Para que se cumpla la igualdad (4.47) todos los coeficientes de la serie de potencias
deben ser cero, por lo que se obtiene un sistema de 4 ecuaciones, donde los parametros
a y b del solitdn gris quedan libres y los coeficientes dela NLS correspondenay =1 vy

e = —1/2. Estos coeficientes corresponden también para la solucién de la NLS con

solitones oscuros.

3.4 Solitones moviles.

Otra variante de las soluciones para la NLS son los solitones mdviles cuya expresion es
anéloga a la familia de solitones brillantes y oscuros salvo por una correccion para los
términos que aparecen en los argumentos tanto de la exponencial como de la secante

hiperbdlica. Su forma es:

u(z, t) = 2qsech[2q(t — 2rz)]eil2(a*-r*)z +2rt] (3.48)
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u(z,t) = pl/ztanh [p1/2 (t — 2rz)] eil(p+ar?)z—2rt| (3.49)

De la expresion del soliton mévil brillante (3.48), se observa que los términos de la

exponencial, se pueden asociar a los términos de la fase de una onda plana, es decir

2(q%-1%)z +2rt]

il o eilkz-wt] (3.50)

donde k = 2(g? — r?) y w = —2r. Entonces, el soliton mévil (3.49) se puede expresar

como:
u(z,t) = 2qsech[2q(t — 2rz)]eilkz-otl, (3.51)

Asociados, a este tipo de pulsos en medios dispersivos existen dos “velocidades” (ver

apartado 2.5). La velocidad de fase

k 2 2_7,.2 2
=%= _q7+r, (3.52)

Uf——

y la velocidad de grupo

dk d
= = — 2 _ 2
Vg = o= (2q% — 2r?), (3.53)

(NOTA: en la descripcidn de pulsos de luz en fibras dpticas la variable de evolucién no
es el tiempo t, sino la distancia a lo largo de la fibra z, de manera que en este y los
siguientes apartados encontraremos definido al revés el cociente y la derivada v, =
k/wYy v, = dk/dw. Asi aunque las unidades de las velocidades estan en tiempo sobre
distancia representan a las velocidades de fase y grupo respectivamente).

sustituyendo r = —%:

_d 2 w2 — — 5
vg—%<2q -2(-3) )——w—Zr. (3.54)
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Notamos que el valor 2r coincide con el segundo término de la secante hiperbdlica en

el solitén (3.49), entonces, (3.49) se puede expresar como:
u(z,t) = 2qsech|2q(t — v,z)]eilz=t, (3.55)

Este resultado indica ademas, que la velocidad de grupo v, se relaciona con la
frecuencia w. Para hacer explicita esta relacion, observamos que la trayectoria del
soliton en el plano z-t esta dada por la condicion t — v,z = 0, entonces t = v,z, es
decir en estas expresiones z representa a la variable de evolucion y t se refiere al tiempo

retardado. (marco de referencia montado sobre la velocidad de grupo del soliton).

Entonces, la derivada de t respecto a z, que expresa la velocidad de propagacion es

justamente

dt_d( )= = .
dz_dz UgZ —Ug— w. ( )

Este resultado nos indica que la velocidad de grupo o de propagacion se relaciona
directamente con el término adicional de la frecuencia w en la funcion del soliton
movil. Para hacer mas clara y explicita esta relacion consideramos el caso general
u(z, t) solucion de la NLS que describe la propagacion de pulsos luminosos en fibras

Opticas. Estas funciones se relacionan con el campo eléctrico de la siguiente manera:
1 il
E(zt) = Eu(z, t)eilkoz=wot] 1 ¢ ¢ (3.57)

2 ’ 2 . .
donde k, = 7" es el nimero de onda del laser y w, = ?” es la frecuencia del laser, que

emite él puso. Si ahora sustituimos en (3.57) el soliton mévil (3.49), obtenemos:

E(z,t) = gsech[2q(t — 2rz)]eil(kotks)z—(wotws)t], (3.58)
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Esta expresion muestra que la frecuencia wg de la fase del soliton movil constituye una
correccion, respecto a la frecuencia original del laser w,. Como se ha modificado la
frecuencia del pulso, debe existir algin cambio en su velocidad, ese cambio de

velocidad es precisamente

dk,

dog = —2r =y, (3.59)

que aparece en el argumento de la secante hiperbdlica, es decir la correccion en la

frecuencia se expresa directamente en la velocidad de grupo del pulso.

Para corroborar que los solitones moviles (3.48) y (3.49) corresponden a soluciones
exactas de la NLS, se sustituyen directamente en los téerminos de la NLS; analogamente
a los solitones brillantes y oscuros se obtienen series de potencias de las funciones
secante hiperbdlica y tangente hiperbdlica cuyos coeficientes al anularse permiten
determinar la relacion entre los parametros q, r y p con los valores de los coeficientes j

y € que satisfacen los solitones mdviles.

Para el soliton movil brillante (3.48), los coeficientes correspondientes en la ec. NLS
sone =1/2yy = 1. Los términos parametros del soliton movil oscuro (3.49) en la ec.
NLS satisfacen la condicién p = —2r2, cuando € = —1/2y y = 1, definiendo asi a la

familia de solitones oscuros.

3.5 Solitones embebidos.

Ademas de los solitones brillantes, oscuros y grises, la variedad de tipos de solitones se
extiende a: topoldgicos, no topoldgicos, solitones de Bragg, solitones vectoriales,

solitones tipo vortice, solitones espacio-temporales (balas de luz), solitones discretos,
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etc. La mayoria de estos son conocidos desde la década de los setenta. Sin embargo, a
finales de los noventa se encontré un nuevo tipo de solitones bautizados con el nombre
de solitones embebidos (SE). El entendimiento y analisis de estos solitones parte de
comprender la relacion de los solitones usuales (no embebidos) y las ondas lineales

periddicas de pequefia amplitud que pueden propagarse en el sistema no lineal.

En todos los sistemas dispersivos no lineales donde es posible la propagacion de
solitones, es posible también la propagacion simultanea de ondas lineales periddicas de
pequefia amplitud y estas satisfacen la version linealizada de las ecuaciones no lineales
que gobiernan el sistema considerado. Una condicion para que pueda existir un
auténtico soliton es que no exista resonancia entre el soliton y las ondas lineales de
pequefia amplitud, ya que si se produce una resonancia de este tipo, el soliton irad
debilitandose paulatinamente y parte de su energia se va a transferir a las ondas lineales

(ver figura 3.5).

Figura 3.5. Resonancia de un pulso con las ondas lineales de pequefia amplitud, a este

tipo de resonancia se le conoce como “radiacion” del pulso.
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Esta condicion de no resonancia adopta diferentes formas, dependiendo de si el solitén
considerado es real o complejo. Como ejemplo de solitones reales estan los solitones de

la ecuaciéon Korteweg-de Vries KdV de la forma:

W ew TV g 3.60
ot Wdx T oxd (3.60)
sus solitones tiene la forma:

w(x, t) = 2k%sech?k(x — 4K?t), (3.61)

donde x es una constante real arbitraria. Esta familia de solitones tiene velocidad

positiva siempre. Ahora bien, la parte lineal de la ecuacion KdV es

ow 93w

E-F FJE = 0. (3.62)

La cual la satisfacen ondas periddicas lineales de la forma w(x, t) = sen(kx — wt), al
sustituir esta funcién en parte lineal de la KdV se obtiene:
—wcos(kx — wt) — k3cos(kx — wt) =0, (3.63)

multiplicando ambos lados por 1/ cos(kx — wt) se llega a la siguiente relacién de

dispersion:
w(k) = —k3, (3.64)

de manera que la velocidad de fase de estas ondas es siempre negativa:

o (3.65)
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Entonces que en este caso los solitones viajan hacia la derecha, mientras que las ondas
lineales viajan hacia la izquierda, esto asegura que los solitones de la KdV no entran en

resonancia con las ondas lineales.
Ahora, como caso complejo tomamos la ecuacion NLS:

,au+1azu+| lPu=0 3.66
Yoz T2z TR T (3.66)

en este caso la familia de solitones la describe una funcién compleja de la forma:
AZ
u(z, t) = Asech(At)exp [i7zl, (3.67)

en esta expresion se aprecia que los solitones de la NLS tienen una componente
. . . . . , A?
oscilatoria (debido a la componente exponencial compleja) cuyo nimero de onda P

siempre positivo. La parte lineal de la ec. NLS:

ou 10%u

l&i‘zW: 0, (368)

la satisface la onda lineal u(x,t) = expli(kz — wt)], al sustiuir directamente en (3.68)

se obtiene la relacion de dispersion inversa respectiva de las ondas lineales:
1
k(w) =— sz. (3.69)

Esto implica que todas las ondas lineales tienen niumeros de onda negativos, contrario a
lo que ocurre con los solitones. Esta diferencia en los signos asegura gue no existira

resonancia entre los solitones de la NLS y las ondas lineales de pequefia amplitud.

Estos resultados parecian sugerir que los solitones reales no pueden tener velocidades

permitidas en el mismo espectro que las ondas lineales, y que los solitones complejos
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no pueden tener nimeros de onda que estén en el rango de nimeros de onda permitidos
para las ondas lineales [22]. Esta opinién se vio fortalecida cuando se encontré que
diversas condiciones iniciales que evolucionen de acuerdo a las ecuaciones (extensiones

de la ec. NLS a tercer y cuarto orden dispersivo):

,6u+162u ,63u+| 2w = 0 370
Yoz T2z T B TIMH T (3.70)

,au+102u+, a4u+| Pu=0 3.71
Yoz 2oz T g T T (3.71)

inevitablemente comienzan a emitir radiacion debido a la resonancia con ondas lineales.
Se encontro que la frecuencia de la radiacion emitida esta definida por las ecuaciones

(Akhmediev y Karlsson, [23]):

A? 1, s
> =—§w 4+ cw (3.72)
A? 1, .
5 =50 + sw”, (3.73)

. .. A2 . ,
respectivamente, en estas condiciones, ~ €s precisamente el valor de nimero de onda

de un solitdn de altura A, es decir (3.72) y (3.73) son la condicion necesaria para que la
resonancia se lleve a cabo. Ahora bien, recordemos que las ecuaciones (3.70) y (3.71)

son extensiones de la ecuacion NLS, es decir son de la forma:

,au+1azu+||2 + (termi dicionales) = 0 3.74
io; Tz Tl (terminos adicionales) = 0. (3.74)

Y hasta mediados de 1997, en medios cuya evolucion de pulsos estén descritos por

ecuaciones de esta forma, no se habian encontrado solitones que pudieran propagarse
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sin resonancia con un numero de onda inmerso en el rango de la relacion de dispersion

inversa k(w) del espectro de ondas lineales.

En 1997, se publicé un articulo en el journal of the Physical Society of Japan en el cual

se estudiaba la ecuacion:

ou 0%u 0*u X
la—+€2 at2+€4 at4+)/1|u| u—yylul®u =0, (3.75)

y se demostraba que poseia soluciones tipo solitén con un nimero de onda inmerso en

el rango de numeros de onda permitido para las ondas lineales (Fujioka y Epinoza [24]).

Se encontro que las soluciones de la ecuacion (3.75) son tipo solitones de la forma:

5
u(z,t) = sech exp <L—£Z> (3.76,
=
si los coeficientes ¢; y y; satisfacen la condicion:
&4 24 vy,
= , 3.77
£,2 T 49 )/12 ( )

al sustituir esta condicidn en la expresion del nimero de onda del soliton se obtiene:

5 yl _ 15 &?

Por otra parte la relacion de dispersion que obedecen las ondas lineales de pequefia
amplitud, obtenida al sustituir directamente u(x,t) = expli(kz — wt)] en la parte

lineal de (3.75), es:

k(w) = g,0* — g,w?. (3.79)
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Notamos que si &, > 0, el nimero de onda del soliton k (3.78) sera positivo y también,
asegura que el dominio de la relacion de dispersion inversa k(w) (3.79) incluya todos
los valores positivos posibles de la recta real, entonces, para los solitones de la forma

(3.76) su numero de onda estd inmerso en el rango de la relacion de dispersion lineal

del sistema (ver figura 3.6).

K (w)

Figura 3.6. Los valores de numero de onda del soliton k, estan inmersos en el rango de

la relacién de dispersion k(w) de las ondas lineales.

Este fue el primer trabajo en el que se encontré una expresion analitica explicita para
los solitones de este tipo, derrumbado asi la idea de que los solitones no pueden tener
un namero de onda dentro del espectro lineal del sistema considerado. Aunque estos
pulsos no son auténticos solitones, a partir de 1999 se les ha empezado a llamar
solitones “embebidos” (SE), debido a que su nimero de onda estd inmerso o embebido

en el rango de numeros de permitidos por la relacién de dispersion lineal.
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La particular importancia de los solitones embebidos radica en que existen en
condiciones donde los solitones usuales no pueden existir. Su potencial utilidad en la
tecnologia Optica dependeria en gran medida de su capacidad para resistir
perturbaciones sin desintegrarse. Sin embargo, el hecho mismo de que el nimero de
onda k de un soliton embebido este dentro del rango de la relacion de dispersion para
ondas lineales del sistema, produce que el soliton embebido entre en resonancia casi
instantaneamente si es perturbado, es decir, la estabilidad de los solitones embebidos se

consideraba delicada.

Los diversos sistemas estudiados a partir de 1997 y hasta el 2003 mostraban que los
solitones embebidos encontrados eran soluciones aisladas, es decir validas para un valor
especifico de amplitud A y nimero de onda k (determinados por los coeficientes &; y y;
de la ecuacion), y semi-estables. Esto es, al ser perturbados, por ejemplo,
incrementando su energia el soliton perturbado tiende a estabilizarse al soliton exacto, y
por otro lado cuando la perturbacion disminuye la energia del solitdn, este comienza a
resonar con las ondas lineales de pequefia amplitud y pierde su energia durante el
proceso. La idea que de los solitones embebidos eran soluciones forzosamente aisladas
e inestables cambié cuando Champneys y Malomed [25] a principios del afio 2000
encontraron evidencias numéricas que indicaban que podria existir familias continuas
de solitones embebidos, sin embargo, no encontraron expresiones analiticas para estos
solitones. En el afio 2001, analizando una complicada extension de la ecuacion KdV
,Yang [26], encontré explicitamente una familia continua de solitones embebidos, de la

forma:
1 k
u(x,t) = Ekzsech2 [E (x — Ct)], (3.80)
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donde k > 0 es un parametro arbitrario y C = k? + k* es la velocidad del soliton la
cual esta embebida en el espectro de velocidades lineales del sistema, pero logra
propagarse sin resonar, bajo ciertas condiciones. Los solitones de Yang constituyen la

primera familia de solitones embebidos reales reportada en la literatura.

3.6 La familia estable de solitones embebidos y doblemente embebidos cmKdV.

La ecuacion cmKdV:
U, — Uy — ylul?u, =0, (3.81)

donde £ y y son coeficientes reales, posee soluciones complejas y se reduce a la ec.
mKdV cuando las soluciones u(z,t) se restringen valores reales, entonces todas las
soluciones de la mKdV también son soluciones de (3.81). Las soluciones complejas de
la cmKdV incluyen a dos tipos de familias de solitones, los Ilamados brillantes y los

0SCUros, veamos a continuacion.

La familia secante de solitones brillantes de la cmKdV tiene la siguiente expresion

t—az

u(z,t) = Asech ( ) gilaz+rt) (3.82)

para satisfacer la ec. cmKdV los parametros {A,a,w,q,r}, deben satisfacer algunas
condiciones. Para esto, a partir de la funcién (3.82) obtenemos cada uno de los términos

de la ec. cmKdV:

a . t—az
u, =A4A [W sech(t)tanh(t) + iq sech(r)] el@z+1t) donde v = 0 (3.83)
1 .
u=A4A [— " tanh(t)sech(t) + irsech(r)] ellqz+rt) (3.84)

1 2ir ,
Uy = A [— 2 [2sech3®(t) — sech(1)] — Wsech(r)tanh(r) —r2sech(t)| ellaz+t)
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S Uy = A [% [5sech(t)tanh(tr) — 6sech(t)tanh3(7)] — 3 l—rz [2sech3(t) — sech(7)]
w w

r? .
+3 W sech(t)tanh(t) — ir3sech(r)] eilaz+rt)

3ir 1 3r2 1
=A [ i ir3| sech(t) + ‘—F + 7 tanh(t)sech(z) + 6Ftanh3(r)sech(r)
ir 3 i(qz+rt)
—6Fsech (0)|e , (3.85)
1 )
lul?u, = A3 [—Wtanh(r)seciﬁ(r) + irsech3(t) | etl@ztrt), (3.86)

Al sustituir los términos (3.81), (3.85) y (3.86) en la ecuacion cmKdV y multiplicar

., 1 : .
ambos lados de la ecuacion por — e~iaz+78) sp obtiene:

A [% sech(t)tanh(t) + iq sech(r)]

3ir 1 3r? 1
—cA [ — —ir®| sech(r) + ‘— —+ tanh(t)sech(t) + 6 —tanh?(1)sech(t)
w w w

w

ir 1
—6Fsech3 (T)] — yA3 [_W tanh(t)sech®(t) + irsech®(r)| =0, (3.87)

agrupando los términos iguales de las funciones hiperbolicas,

Iﬁ —€ <3 i — i)l tanh(t)sech(t) + I6 ig — ﬂ tanh(t)sech3(t)
wow w W

3

+i [q —& (3% - r3)] sech(t) +i [—6% + yAzr: sech3(t) =0. (3.88)

Para que se cumpla la igualdad tanto la parte real como la imaginaria deben ser igual a

cero, al introducir esta condicion, la parte real y la imaginaria se reducen a series de
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potencias de la funcion sech(t), por lo tanto, todos los coeficientes de cada termino

debe ser necesariamente cero. Al aplicar esto, se obtienen las siguientes relaciones:

6¢&
A2w? == (3.89)
Y
1
a = 3er? — gyAz, (3.90)
1
q= EyAzr —ers. (3.91)

Este sistema caracteriza a las soluciones exactas (3.82). Los resultados numéricos
presentados en (Rodriguez et al.,2003) [27] indican que estos solitones son estables.

Asi también, la familia tangente de solitos oscuros de la ec. cmKdV es:

t—az

u(z,t) = Atanh ( ) ellaz+rt), (3.92)

Al calcular los términos {u,, u.y, [ul?u,} de la ec. cmKdV (3.81) a partir de esta

funcion y sustituir estos términos en la ec. cmKdV se obtiene:
a
A [— —sech?(1) + iqtanh(r)]
w

4 3r?

6 6ir
—eA |——sech*(t) — — sech?(t)tanh(zt) + | — — — | sech?(z) — ir3tanh(t)
w3 w? w3 w

—A3y Itanhz(r) [% sech?(t) + irtanh(r)” =0, (3.93)

donde t = % El lado izquierdo de la ecuacién (3.97) se puede reagrupar para obtener

una serie de potencias de la funcion secante hiperbdlica:

& ET
—+3————4—|sech?(®) +i [6—2 + yAzr] sech?(t)tanh(t)
w

a er?  yA?
w w w w3
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A? €
+ Iyw + 6Fl sech*(z) + i[q + er® — yA?r]tanh(z) = 0. (3.94)

Haciendo cero los coeficientes de cada término se obtienen las siguientes relaciones.

6&

APw? =—= —
¥
a=3er? — gyAZ - (3.95)
q = yA*r —er3,

—_—

Que caracterizan a las soluciones exactas tipo solitones oscuros de la ec. cmkdV.

Ahora bien, la familia de solitones brillantes (3.82) de la cmKdV, es especial en el
sentido de que en primera instancia se trata de solitones embebidos. Esto se demuestra
de la siguiente manera, si sustituimos una onda plana u(x,t) = expli(kz — wt)] en la

parte lineal de la cmKdV (u, — eu; = 0), Se obtiene la relacion de dispersion
k(w) = cw?, (3.96)

cuyo rango contiene a todo el eje real (—o < w < ), consecuentemente cualquiera
que sea el valor del nimero q de onda de un soliton de la forma (3.82), estara dentro de
este rango es decir el solitdn sera embebido, y aunque se cumpla la condicion g = sw?

de resonancia, el solitdn se propaga sin mostrar resonancia.

Sin embargo, este razonamiento no es completamente correcto pues la condicién de
resonancia debe considerar que los solitones de la forma (3.82) son mdviles. Para hacer
la correccion a la condicién de resonancia se considera que las ondas lineales del

sistema tienen la forma:

u(x, t) = expli(kz — w(t — a;2))], (3.97)
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que al sustituir en la parte lineal de la cmKdV da la siguiente relacion de dispersion:
k(w) = cw® — qo. (3.98)

Por otra parte para hallar el nimero de onda intrinseco correcto del soliton (3.82), debe
de realizarse una transformacion de marco de referencia moviéndose a través del eje de
tiempo con la velocidad reciproca a. Esta transformacion agrega un término Dopler
extra a la frecuencia espacial interna del soliton (nimero de onda), haciéndolo igual a
q + ar. Entonces, la correcta condicion de resonancia que determina las frecuencias a

las que el soliton emita radiacion si es perturbado es:
q+ar =cwd — aqw. (3.99)

Esta ecuacion tiene soluciones reales para cualesquiera que sean los valores de los

parametros g, a y r, lo cual asegura que los solitones realmente estan embebidos.

Para terminar esta seccion conviene ver algo relativo a la velocidad "a" del solitén
mostrado en la ec. (3.82). Para ello volvamos al marco de referencia original. En ese
marco la relacidn de dispersion es la ec. (3.96), la cual implica que la velocidad de fase
de las ondas lineales es:
_k_ _ 2

v, == = £w (3.100)
Donde debemos recordar que como estamos usando a “z” como variable de evolucion,
estamos llamando “velocidad” a At/Az, de modo que wv, tiene unidades de
tiempo/distancia. Podemos ver que si € > 0 la ec. (3.100) nos dice que todas las ondas
lineales tienen velocidad de fase positiva. Por otro lado, la ec. (3.90) nos muestra que la

velocidad del soliton (3.82) puede ser positiva 0 negativa, dependiendo de los valores de

g, 1,y YA. Esdecir, si € >0 hay solitones de la forma (3.82) con a >0, y solitones con a
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< 0. Por lo tanto, en aquellos casos en que a > 0 (y € > 0) la velocidad del solitén estara
inmersa (embebida) en el rango de las velocidades de fase de las ondas lineales,
definidas en (3.100). Es decir, estos solitones estaran “doblemente embebidos”, ya que
tendrdn un nimero de onda inmerso en el rango de nimeros de onda de las ondas
lineales, y ademés tendran una velocidad inmersa en el rango de velocidades de las
ondas lineales. Es decir, hay dos tipos de “embebimiento”.

Por otro lado, si € > 0 los solitones (3.82) que tengan a < 0 no seran doblemente
embebidos, ya que su velocidad no estara inmersa en el rango de velocidades positivas
dadas por la ec. (3.100). Estos solitones seran “sencillamente embebidos”, ya que su
namero de onda si estara en el rango de nimeros de onda de las ondas lineales.

Asi pues, la ecuacion cmKdV tiene 2 tipos de solitones embebidos: sencillamente
embebidos, y doblemente embebidos. Rodriguez et al. [27] mostraron que los solitones
sencillamente embebidos se estabilizan mas rapido que los que estan doblemente

embebidos, lo cual muestra que hay una diferencia real entre estos dos tipos de solitones.
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CAPITULO 4.

UNA GENERALIZACION DE LA ECUACION CMKDV, LA GMCKDV.

4.1 Introduccién a la ecuacién GecmKdV.

El estudio de los pulsos dpticos tipo ondas solitarias (solitones) tuvo un gran auge
cuando fueron sugeridos como una forma viable de alcanzar tasas extremadamente altas
de transmision de informacion en sistemas de comunicacion con fibras Opticas. Para
estos sistemas, en una escala de tiempo de picosegundos, la ec. NLS proporciona un
modelo suficiente para caracterizar la propagacion de pulsos tipo solitones ‘brillantes’
[28]. Asi que la extension del régimen de la escala de tiempo a los femtosegundos
(t~1x10"15seg), es de gran relevancia en el desarrollo de las telecomunicaciones. Sin
embargo, la ec. NLS que se basa en la denominada aproximacion “slowly varying
envelope approximation” SVEA la cual indica que la envolvente del frente de onda
varia lentamente respecto a la velocidad de grupo del pulso deja de ser vélida en la
escala de tiempo de femtosegundos. Como resultado, es necesario incorporar términos
lineales y no lineales adicionales en la dinamica de evolucion de la ecuacion.

Recientemente se han empezado a estudiar variantes de la ec. NLS en las cuales se ha
afiadido el término au,,, el cual sirve para describir pulsos ultra cortos (en el régimen
de femtosegundos) (Fujioka et al. (2017))[29]. Esto sugiere que seria de interés afiadir
un término de la forma au,, en la ec. cmKdV, lo cual nos conduce a la “ecuacion

GemKdv™:

iu, + au,, — ieuy — iylul?u, = 0, (4.1)
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donde el término dispersivo a tercer orden u..(relacionado con la dispersion de la
velocidad de grupo en la fibra) y el término no lineal |u|?u, (asociado al indice
refractivo), tienen consecuencias destructivas para el pulso si se consideran por
separado, sin embargo, al considerarse ambos términos se logra un balance o
compensacion entre ellos, lo cual provee soluciones tipo ondas viajeras en el régimen

de los femtosegundos.

Por otra parte, la desventaja de incorporar el término u,, en este modelo, es que la
ecuacion generalizada “GemKdV” deja de ser “totalmente integrable”, es decir no se
puede formular a través de pares de Lax y pierde por esto ciertas propiedades
matematicas interesantes de los sistemas integrables, por ejemplo, no se puede asegurar
si posee leyes de conservacion. Sin embargo, el hecho de que la ec. cmKdV si es
totalmente integrable por inverse scattering transform [30], y que posea 2 familias de
soluciones exactas tipo soliton brillantes y oscuros, donde la familia de solitones
brillantes se trata de un tipo peculiar de soluciones (nunca observadas hasta el afio
2003) llamadas doblemente embebidas y que son estables a pesar de tener niUmeros de
onda inmersos en el espectro lineal del sistema [27], nos indica, que la ec. GemKdV
puede presentar un comportamiento similar respecto a las leyes de conservacion y a sus
soluciones, las cuales si resultan ser emebebidas y estables seria novedoso en el

régimen de los femtosegundos.
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4.2 Deduccion de la ecuacion GemKdV a través del método de escalas multiples.

De acuerdo al mecanismo utilizado el método de escalas multiples desarrollado en el
capitulo 3, pareceria que no es posible tener dos o mas derivadas parciales de distinto
orden con respecto a la misma variable (ej.: u,, u,,, u,,, ...) en la misma ecuacién
diferencial parcial. Esto se debe a que en el método de escalas mdaltiples, a la hora de
elegir el grado del factor de escalamiento €™ (n = 1,2,3,...), se distingue un orden
Unico de la derivada parcial que sera el mayor y los érdenes menores que aparecen
estaran multiplicados siempre por un término no lineal. Esto parece aplicarse bien para

las ecuaciones que describen solitones opticos, por ejemplo:
- u,, aparece en la NLS: iu, + uy + |u|?u = 0.
-Uy aparece en cmKdV: u, — ug — |lul?u, = 0.

Siguiendo los resultados del apartado 3.1 pareceria que no es posible obtener ambas
derivadas temporales en la misma ecuacion (ecuaciones 3.16-20), sin embargo, la
evidencia nos indica que al abandonar la aproximacion SVEA es posible describir un
sistema fisico (medio dispersivo) en el cual se puedan propagar pulsos &pticos
ultracortos, a través de ecuaciones que contienen los términos u;, u;.. De forma similar,
también podemos tener ecuaciones donde aparezcan u, Yy u,,, como en la ecuacion

(Christodoulides y Joseph, 1985) [31]:
iuz + uzz + iut + utt - iuttt + U4_t + |u|2ut = 0, (4.2)

la cual es util para describir pulsos ultra cortos. Esto indica, que la aparente

imposibilidad a la hora de usar escalas multiples para obtener dos derivadas parciales de
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distinto orden en una misma ecuacién no es una regla general, sino que debe ser posible

deducir expresiones con esta caracteristica.

Asi que partiendo de la validez de la ecuacion “GemKdV” (iu, + au,, — icUsy; —
iylul?u, = 0), procederemos a deducirla aplicando una variante del método de escalas

maltiples.

La variante del método se basa en suponer que la relacién de dispersion no es algo tan
explicito como k = f(w, |A]?), sino mas bien que el nimero de onda esta implicito en
una funcién mas compleja. Es decir, supondremos que la relacién de dispersion es de la
forma F(k) = G(w, |A|?). Ambos lados se pueden expandir en serie de Taylor y para el

lado derecho se obtiene que:

G(w,|AI*) = Gy + Gy (w — wy) + G,|AI?

1
+? [G11(w — wo)? + 2G5 |AI* (w — wy) + Go2]AlY]

1
+§[G111(0)—0)0)3+"‘+0222|A|6]+"' (4.3)
y en el lado izquierdo
1
F(k):F0+F1(k_k0)+EF2(k_k0)2+"’ (4.4)

Aplicando el mismo razonamiento que en el capitulo 3, se obtienen las siguientes

relaciones para la frecuencia y el nimero de onda:

(w —wy) © i% (4.5a)
d
(k= ko) & =i~ (4.5b)
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a continuacion, se introduce un factor de escalamiento € a las variables T y Z de la

siguiente manera:

1
t =¢€T, z, =€"2Z, (4.6ay b)

donde n=1,2,3,... define el grado del factor de escalamiento para valores
fraccionarios. Por lo tanto, el lado derecho de la relacidn (4.5a) se expresa usando la

regla de la cadena y (4.6a) como

9 9at @

(w—wy) = o = ‘%a_T léa, 4.7)
andlogamente para (4.5b)
.0
(k=ko) = =i~
N N
_ 0 0z, . op_t 0
——lzZﬁ——lze Za, (4.8)
n=1 n=1
a segundo grado
N
d 0 0 19
k) = e[ —f—) = —] — | —i -5 _~
(ke = ko) laz( laz) laz( lze Zazn>
n=1
M N ) M N 2
= —i z i —i Z 62n—§i aﬁ — Z Z 62m+2n—1 a— (49)
0z, 0z, | 0Z 02,0z,
m=1 n=1 m=1n=1
Aplicando la igualdad F (k) = G(w, |A|?) a segundo grado para F(k) obtenemos
N M N
. z 2n—— 1 Z Z 2m+2n-1 9°
Fy—iF; > € 97,02,
n=1 m=1n=1
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9 2 U g O , 0
—Go‘l'leGla +62|A| —|—€ Glla 2+216612|A| _+622|A|

1 03
5 —lE 61116 3 + + GzzzlAl (4‘10)

Suponemos que F, = G, Yy aplicamos la funcion A = eu(Z,t) a la ecuacion (4.10)
entonces:

N

M N
—iF1Z 2”+_ ZZ 2m+2"62 az =ie?Guy + €3G, lul?u
m=1n=1

n=1

1
+2| [—€3G 1 up + 2i€* G, |ul?u, + €26y, |ul*ul

1
+§[_i€46111uttt + + 576222|u|6u] (4‘11)
Se consideraran los términos que tienen la potencia mas cercana o igual a €* en el lado

izquierdo y los términos con la potencia e* que aparecen en el lado derecho:

ou 1 0%u
—iF 4-5___F 4
lri€ aZ 21 2€ azlz

1
= i64612|u|2ut _§i646111uttt. (4.12)

Dividiendo ahora entre F;e* obtenemos:

1ou F, 0%u _ Gy
—l€2 —— — =
aZZ 2F1 aZl Fl

Glll u
6F1 ttt-

— |ul?u, — i —— 413
t

Notemos que de la definicion (4.6b) z, = €35Z y z; = €5Z, entonces z, = €?z;; por

lo tanto usando regla de la cadena

o 83z, 0 14
621_622621_6 0z, (4.14)

andlogamente a segundo grado
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92 0 0 0 0 0 0 92
o (e 2)al(@l)a i

0z’ 07,05 9n\ 05,) € a5\  a5) ¢ 957
Sustituyendo estas Ultimas dos expresiones en la ecuacion (4.13) se obtiene

—i %—— 4 2 = ')/| |2 -1 ( 1 )
lE ae ylul“u iOULpe, 4.16
622 azzz t tee

5} 5} 92

2 o _Gtn — G 4 o __8 o __9
donde a = 2w V=5 Y 6= oF Ademas de (4.14) oz, = oz, Y 92 = ez, de
modo que al sustituir en (4.16) y usando la notacion ;7” =u,:

1
_3
—i€ 2u, — au,, = iy|ul?u; — iSupy. (4.17)

3
Como € es un factor adimensional podemos elegirlo de tal modo que e 2= 1y la

ecuacion se exprese finalmente como:
iu, + au,, — icuye — iylul?u, = 0. (4.18)

Asi, es como finalmente se obtiene la ecuacion GemKdV.

4.3 Familias de soluciones tipo solitones brillantes para la GemKdV.

Lo interesante de la ecuacion GemKdV (4.18) es que tiene familias de soluciones tipo
solitones exactos, es decir es de las pocas ecuaciones no lineales y no integrables de
esta forma que contienen soluciones analiticas exactas, por lo cual es de interés conocer
si este tipo de solitones son estables o semi-estables. En especifico, es necesario saber si
contiene dentro de sus soluciones solitones madviles y si el nimero de onda con el cual
se propaga no interfiere en el rango de cualquier otro tipo de sefial que también se

pueda propagar en el sistema pues esto ocasionaria interferencia e inestabilidad.

Proponemos una familia secante de solitones brillantes compleja de la siguiente forma
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t—az

u(z, t) = Asech ( ) eilqz+rt) (4.19)

al sustituir directamente la funcion anterior en la ecuacion GemKdV, se obtiene las
condiciones que deben satisfacer los pardmetros (4, a,w, q ,r) definidos en (4.19) para
que esta funcion describa soluciones exactas. Usando la funcion (4.19) para calcular

cada uno de los términos de la ecuaciéon GemKdV:

, t
u, =4 [%sech(l)tanh(l) + iq sech(l)] el@z+rt) - donde [ = Taz (4.20)
a2 3 . a 2 i(qz+rt)
U, =A [— (W) (Zsech ) - sech(l)) + ZLq;sech(l)tanh(l) —q sech(l)] etld ,(4.21)
1 P i(qz+rt)
u =A [—;tanh(l)sech(l) + lrsech(l)] etld , (4.22)
2 5[ 1 3 ; 3
|ul®u, = A —;tanh(l)sech (1) + irsech (l)], (4.22b)
1 )
Uy =A [_F [2sech®(l) — sech(D)] — Zi%sech(l)tanh(l) - rzsech(l)] elaz+rt) (4.23)
1
U = A {—F [—6sech3(Dtanh(l) + sech(Dtanh(1)]
. r 3 rz . 3
—SLW(Zsech O sech(l)) + 3;sech(l)tanh(l) —ir3sech(D) ¢, (4.24)

y al sustituir estos términos en la ecuacion GemKdV obtenemos:

Ai [% sech(l)tanh(l) + iq sech(l)]
+aA [— (%)2 (2sech®(l) — sech(l)) + 2iq (%) sech(Dtanh(l) — q*sech(l)

—icA {— % [—6sech3(D)tanh(l) + sech(Dtanh(l)]
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2
—Si% (2sech®(1) — sech(D)) + 3%sech(l)tanh(l) - ir3sech(l)}

1
—iy A3 [—Wtanh(l)sech:“(l) + irsech®*()| = 0. (4.25)

Multiplicando ambos términos de la ecuacion por 1/A4 y factorizando los términos

iguales la expresion anterior se reduce a:

a a ¢ r? a\? r
i <— +2aqg—+— — 3¢ —> sech(Dtanh(l) + (a (—) —aq® —q+3e—— £r3) sech(l)
w woow w w w

2

AZ
+i e 6i sech3(Dtanh(l) + (—Za (ﬁ) - 6i + yAzr) sech3(l) = 0, (4.26)
w w3 w w2

separando la parte real y la imaginaria ambas partes se reducen a series de potencia de
la funcion secante hiperbolica. Para que la igualdad se cumpla, todos los coeficientes de

los términos deben ser cero. Entonces se obtiene el siguiente sistema:

1
a(l+ 2aq) = 3er? — e (4.27)
, a er s

alq” 3 +q=3m—sr, (4.28)

6¢&
A2w? = —, (4.29)

)4
—2aa?* — 6er + yA*w?r = 0. (4.30)

Reduciendo las ecuaciones (4.30) y la (4.28) (i.e sumandolas) y sustituyendo la relacién

(4.29) en las ecuaciones (4.27) y el resultado de la suma, el sistema anterior se reduce a:

1
a(l+ 2aq) = 3er? ——yA?, 431
6
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2 az 1 2 3
alq _3F +q=§yA r—ers, (4.32)

A’w? = —, 4.33
y (4.33)

si consideramos el caso a = 0, la ecuacion GemKdV se reduce a la cmKdV vy el

sistema anterior se reduce al obtenido para la cmKdV en el apartado 3.3.

1 1 6¢e
a = 3er? — gyAz, q= EyAzr —er3, A*w? = 7 (4.34a,b,¢)

del sistema de relaciones (4.31)-(4.33) y en comparacion con el (4.34a)- (4.34c)

podemos observar:

-El parametro de velocidad a del soliton es de segundo grado en las relaciones de
las soluciones exactas de la ec. GemKdV, y sus raices pueden ser tanto positivas

como negativas.

-Del mismo modo que para las soluciones de la cmKdV, los coeficientes € y y
definen la cantidad (4%2w?) como un valor constante que se conserva segun el pulso

de propaga en la fibra dptica.

4.4 La familia tangente de soluciones tipo soliton oscuro de la ec. GemKdV.

La familia tangente tiene la forma:

t—az

u(z,t) = Atanh ( ) ellaz+rt), (4.35)

Para hallar las relaciones entre los parametros {A,a,w, q,r} que deben satisfacer las
soluciones exactas, analogamente al caso anterior, se procede a encontrar los términos

de la ecuacion GemKdV a partir de (4.35):
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a . t—az
u, =A [—;sechz(l) + iqtanh(l)] el@z+1t) con| = (4.36)
a? aq .
u,, =A [—ZWtanh(l) sech?(l) — ZiWsechZ - qztanh(l)] ellaz+rt), (4.37)

1 .
u =A [W sech?(l) + irtanh(l)] eiaz+rt)
2 ir .
> Uy =A [—Fsechz(l)tanh(l) + zwsec}lz(l) - thanh(l)] eilaz+rt)
2 " 4 2 ) ir 5 7,.2 .
= Uy = [—Fsech 0] +F5ech (Dtanh?(l) — 6Fsech (Dtanh(l) — 3;sech )

- ir3tanh(l)l ellaz+rt), (sust. sech?(l) =1 —tanh?(l))

2

6 6i 6i 2 )
= A|—sech?*(Dtanh*(l) — LZ tanh?(l) + L: tanh®(l) — <—3 + L) sech?() — ir3tanh(l) | ei@z+r®,
w w w wd o w

(4.38)

y el termino no lineal sera:
1 .
|ul?u, = A3 [; tanh?(Dsech?(l) + irtanh3(D)| eilaz+r0), (4.39)

Sustituyendo (4.36), (4.37), (4.38) y (4.39)en la ec. GecmkdV (4.18) y multiplicando

.y 1 _; .
ambos lados de la ecuacion por e i(qz+70) ge obtiene:

i [—%sechz(l) + iqtanh(l)]

2 a
— tanh(l) sech?(1) — 2i —qsechz(l) - qztanh(l)]
w w

a
+a [—2

2

6 6i 6i 2 3
—ie [—3 sech?(Dtanh?() — L: tanh?(l) + LZ tanh3(l) — < + L) sech?(l) — ir3tanh(l)
w w w w

w3

1
—iyA? [; tanh?(Dsech?(l) + irtanh3(l)] =0, (4.40)
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y agrupando términos iguales se llega la serie de potencias compleja de la funcion tanh:

a? T a? r
—q — 20— — aq® — 6e— — er®|tanh(l) + |2a — + 66 —; + yA*r | tanh®(Dt
w w w w

a a 1 r? 1 A?
+i [—— - 2a—q +2e—+ 35—] sech?(l) +i [—65— - y_] sech?(Dtanh?(l) = 0. (4.41)
w w w w w w

3

Esta Gltima expresidn, se compone tanto por una parte real como imaginaria, y para que
la igualdad se cumpla ambas partes deben ser igual a cero, de modo que se obtienen dos
series de potencias de la funcion tanh(x), donde al hacer cero los coeficientes de los

términos se obtiene el siguiente sistema:
a? ) 7 s a’ r 5
—q—2a ﬁ+q —6£F+sr , ZQF——&?F—VA T,

1 6e
a(l+ 2aq) = —Zé‘ﬁ —3er? y A*w? = - (4.42 — 45)

En este sistema, se reduce sustituyendo la ecuacion (4.43) en (4.42) a:

q(1 + aq) = yA?r — er3, (4.46)
1
a(l+ 2aq) = 3er? — §yA2, (4.47)
6¢&
Anw? == (4.48)

Estas igualdades expresan las relaciones de los parametros que satisfacen las soluciones
(4.35) de la ec. GemKdV, donde observamos claramente que de nuevo la cantidad
A%w? se conserva. Estos resultados tanto de los solitones brillantes como oscuros son
un indicio de que existen cantidades conservadas asociadas al sistema y sus soluciones,
antes de entrar mas a detalle acerca de esto analizaremos otra propiedad importante de

estas soluciones.
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4.5 Solitones embebidos y doblemente embebidos de la ecuacion GecmKdV.

Para los medios dispersivos no lineales, por ejemplo el descrito por la ec. GemKdV
(iu, + auy, — icuy, — iylul?u, = 0), es posible la propagacion de ondas lineales de

pequefia amplitud. Estas ondas satisfacen la parte lineal de la ec. GemKdV:
iu, + au,, — icuy: = 0. (4.49)
La solucidn de esta parte lineal es una funcion de onda plana de la forma:
u = ugexp(i(kz — wt)), (4.50)
y al sustituir directamente esta funcién en (4.51), se obtiene la relacion de dispersion:
ak?+k—ew3®=0

1+V1+4acw3

= k() = ————

(4.51)

donde se puede apreciar que aunque esta expresion restringe el dominio de la frecuencia
w , el rango del nimero de onda k(w) es todo el eje real (—oo, +0) (ver figura 4.1)
independientemente del valor de los coeficientes @ y . Entonces, cualquier valor de
namero de onda k de la familia de solitones brillantes (4.19) estara inmerso en este

rango, por lo tanto se trata de solitones embebidos (ver apartado 3.5y 3.6).
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Figura 4.1. Relacion de dispersion para las ondas lineales con a = SYE= 1.

Recordando la forma de la familia de solitones brillantes u(z,t) = Asech (%) ellaz+rt),
y las relaciones que satisfacen sus parametros (4.31-33) notamos que la velocidad a
puede ser positiva a > 0 0 negativa a < 0, entonces, los valores asociados a la
velocidad de fase y de grupo seran positivas también. Por otra parte, si observamos la

gréfica de la relacion de dispersion de ondas lineales (figura 4.1) la pendiente de la recta

tangente en cualquier punto de la curva, es decir, la derivada:

dk N 3ew? (4.54)
do  ~ 1+ dasw3 '

sera la velocidad de grupo de las ondas lineales y la razén k/w su velocidad de fase, es
facil observar que para los valores de e =1 y a = 1/30 por ejemplo, la velocidad de
grupo puede ser positiva 0 negativa y la de fase tiene rango a través de toda la recta
real, lo que implica que las velocidades del soliton estara inmersas en los rangos de
estas velocidades correspondientes a las ondas lineales. En conclusién, la familia de
solitones brillantes de la GemkdV no solo cumple el criterio de solitdn embebido por
namero de onda sino también por sus velocidades. A los solitones con esta doble

caracteristica se les denomina como solitones doblemente embebidos.
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La importancia de analizar los solitones doblemente embebidos se debe a que la
aparicion de este tipo de solitones exactos no es nada comun, pues no fue sino hasta el
afio 2003 que se encontraron este tipo de soluciones que carecen de resonancia con las
ondas lineales de pequefia amplitud, lo cual era algo hasta entonces inevitable. Para
analizar la estabilidad y las caracteristicas de las soluciones halladas, en el siguiente
capitulo desarrollaremos herramientas variacionales con el fin de analizar las soluciones

perturbadas.
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CAPITULO 5.

PRINCIPIO DE MINIMA ACCION.

5.1 Introduccidn al problema central del calculo variacional.

Los principios variacionales ocupan un lugar privilegiado en la historia de la fisica pues
gozan de un gran mérito conceptual, practico y estético. Han sido capaces de proveer
resultados muy bien aproximados a problemas formidables de optimizacion donde es
dificil hallar una solucién analitica usando otros métodos. Histdricamente el primer
principio variacional fue establecido por Maupertuis en 1744 respecto a la trayectoria
que toma la luz al atravesar un medio (camino Optico), donde Fermat ya habia
planteado que la luz toma el camino por el cual el tiempo de recorrido es minimo,
denominandolo como principio de minima “accion”. La importancia de este y su
aplicacion a la mecanica fueron desarrolladas posteriormente por Euler, Lagrange y
Hamilton. Lagrange se refirié a este principio, el de minima accion, como el mas
hermoso e importante descubrimiento de la mecanica [32]. Su mérito radica en asociar a
sistemas conservativos una elegante geometrizacion, es decir, relaciona las cantidades

conservadas Y ciertas transformaciones “invariantes” del sistema.

El calculo variacional se dedica al estudio y aplicacién de estos principios. Por ejemplo,
fuera del ambito, de la mecéanica el principio de minima acciéon tuvo enormes
consecuencias en el desarrollo de diversas ramas de la fisica. Una amplia gama de
ecuaciones que describen desde teorias cuanticas de campo y supercuerdas hasta la

relatividad general; desde la dinamica de fluidos hasta la fisica de plasmas y la materia
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condensada, son derivadas de aplicar este principio a una cantidad integral llamada

accion[33].

A continuacion, se definiran algunos conceptos necesarios para el estudio y aplicacion
del célculo variacional. Su objeto de estudio, la accion “S”, es una funcional en lugar de
una funcion como se trabaja en el célculo diferencial ordinario, su definicién inicial es
una funciéon que toma funciones como su argumento, es decir, una funcion cuyo

dominio es un conjunto de funciones.

Un ejemplo de funcional aplicado en la fisica se presenta al calcular la distancia
recorrida entre dos puntos por una particula que se mueve en un plano (x,y). Las
trayectorias descritas por la particula estan dadas por las funciones x(t) y y(t), donde t
es el parametro de evolucidn temporal. Las coordenadas de la trayectoria se definen por
el vector de posicion 7= (x(t),y(t)), de aqui la velocidad serd entonces v =

(x(t),y(t)) y si obtenemos su médulo |7 (t)],

v = v(t) = V& +y? .1

se puede calcular el valor del segmento recorrido entre los puntos t; y t, de la
trayectoria, es decir la longitud de arco “s” o distancia recorrida sobre la trayectoria.
Esto es, aplicando la definicion de longitud de arco como la integral de la velocidad

respecto adt :

[ [

s = f v(t)dt = f Jx% + yidt. (5.2)

ty

Si tomamos la parametrizacion especial x(t) = t, la cual implica x(t) =1y y(t) =

y(x), entonces
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X2

sly()] = f JT+72(ydx, (53)

X1
en esta reparametrizacion la variable de evolucion ahora sera x por lo cual la distancia
“s” ahora se define como una integral respecto a dx. La distancia (5.3) dependera de la
libre eleccién de la funcion y(x) que se desee analizar (ver figura 5.1), es decir s[y(x)].

yx)
s f ST+ 7 @dx

X,

y(X,

Figura 5.1

Esta ultima expresion ya no corresponde a una funcion usual pues su dominio es un

espacio de funciones F: {y(x)}, es decir “s” es un funcional
sly()]:F - R

En el calculo variacional, dada una funcional,

X2

syl = [ Loy, (5.4)

X1
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donde L(y,y’,y",..) es una lagrangiana que depende de la funcién y(x) y sus
derivadas, el problema clasico se centra en hallar la funcion y(x) que minimiza la

cantidad integral s[y(x)] conocida como la accion.

Para determinar la funcion que minimiza a la funcional (5.4) se aplica el principio de
minima accidn, con el cual se obtiene la ecuacion diferencial de Euler-Lagrange como

condicion que debe satisfacer la funcion que minimiza la accion.

5.2 Euler-Lagrange para funciones de una variable.

Tomando la accién (5.4), donde la lagrangiana depende de la funcion y(x) y sus

derivadas, la ecuacion de Euler-Lagrange se puede deducir de la siguiente manera:

Primero, partimos del concepto de variacion en el contexto del calculo variacional, el

cual se define como

donde y(x) es una funcion continua y acotada de clase C* en el rango de x; a x, , la

funcion y(x) queda definida al sumar una variacion §y a la funcion original y(x), i.e:

y=y+ 06y, (5.6)

donde &y es una variacion “virtual de desplazamiento” de la funcion y(x), esta
variacion tiene un caracter infinitesimal, pero a diferencia de la notacion d ordinaria del
caculo no denota un cambio infinitesimal de una cierta variable independiente, sino que
la variacion 8y es también una funcion acotada en el rango de y(x) de x; a x, y que
hereda sus propiedades de continuidad y diferenciabilidad y ademas se anula en los

extremos es decir §y(x;) = 8y(x,) = 0 (ver figura 5.2).

87



y(x) )
y(X)=y(x)+dy

y(x)

X, X,

Figura 5.2 Al sumar a la funcién original la variacion 8y, se define una nueva

trayectoria virtual de que difiere infinitesimalmente de la original.

Este concepto fue introducido por Lagrange, quien se refierio al operador § como un

cambio virtual e infinitesimal por lo que cumple propiedades de operador diferencial al

actuar sobre las funcionales. Esto implica que debe cumplir ciertas propiedades respecto

a la derivada y la integral, por ejemplo:

Al aplicar la derivada respecto a x en la expresion (5.6) se obtiene:

(6y)' =y —y"

Por otra parte si aplicamos la definicion de variacion a la derivada y’(x) queda:

Comparando (5.7) y (5.8) se obtiene que:

(6y)' =6y,

(5.7)

(5.8)

(5.9)

lo cual indica que la derivada de la variacion es igual a la variacién de la derivada, es

decir, la variacion conmuta respecto a la derivada. Analogamente se llega también a:

(6y)ll — 6:)/”.
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Estas expresiones sutiles serdn de gran utilidad para lo que sigue. A continuacion, se
define una nueva familia de funciones {y(t;a)} donde t indica el parametro de
evolucion y a € [0,1] c R. Cada valor de a define una nueva funcién y(t) a partir de

una funcién original y(t) de la siguiente manera:
y(t; a) = y(t) + ady (5.11)

Cuando a = 0 se obtiene y(t; a) = y(t) y para a = 1, y(t; @) = y(t) + 8y. Es decir,
dada una Sy las funciones y(t; @) quedaran acotados entre el infimo para a = 0 y el

supremo para « = 1(ver figura 5.3).

y(t)

Figura 5.3

Esta definicion permite apreciar el caracter infinitesimal de la variacion y su relacion

con el principio de minima accién al optimizar la accién s[y] como sigue.
Para una lagrangiana que dependa de y(t; a)y sus derivadas y'(t; ), ¥''(t; @), la
accion es:

ty

S5t )] = f LG @), T (5 @), 56 @)dt. (5.12)

ty
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t2

= f L((y+ady),y +ady’),(y" +ady"))dt

t1

Como la funcional s[y(t; a)] queda restringida para valores determinados de t; y t,, se
puede expresar abreviadamente como s[a]. Para hallar la funcién que determina el
minimo o el maximo, es decir un punto estacionario de la accion, (5.12), en analogia
con el célculo se analiza el comportamiento de la variacion a primer orden en una

vecindad cercana a a = 0, lo cual se expresa como:

5 —(ds) 5.13
s = da),_. (5.13)

la condicidn de punto extremo exige que és = 0.

Como los limites de la integral no dependen de a, tenemos que:

t2

fﬁdt—fd—L(y,y y'dt, (5.14)

ty

ds d
da da

y aplicando la regla de la cadena:

ds oL ay oL ay oL 637"
— f +— d (5.15)

da ay aa ay da ay da

1
Por otra parte las derivadas de y(t; a) seran:

y=y+ady (5.16a)
y =y + a(by) (5.16b)
y'=y"+ a(sy)". (5.16¢)
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Sustituyendo las ecuaciones (5.16) en la (5.15) y usando las propiedades de

conmutatividad (5.9) y (5.10):

oL
f[ — 6y + _,6y +637” 8y'"'|dt. (5.17)

Este resultado expresa como se desarrolla la variacion a primer orden de una funcional.
Al integrarlo en (5.17) lo podriamos denotar como 6L, de modo que en general

podemos escribir:

F JoF
O0F = —déu+—-—déu + -+ du™. (5.18)
u u u

Ahora bien al desarrollar el segundo téermino de (5.17) en integrales por partes, como

(dy) se anula en los extremos t, y t,, Se obtiene que:

aL(S dt—
9y’ y

ty

d oL
f6ydta_, (5.19)

Se puede observar que al igual que el primer término de (5.17) al integrar por partes su
segundo término, en la ecuacion (5.19), se obtiene la variacion §y. Para hallar en el
tercer término una expresion que dependa de 8y se aplica dos veces integracién por
partes para reducir el orden de §y'' a 6y (como &y se anula en los extremos t; y t,, 6y’
también):

0L

8y''dt = oL
a)—/ll y

a)—/ll

f d 0L Sv'dt
dta)_/” y
51
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= | —==-6vydt. 5.20
7 y (5.20)

Entonces al sustituir (5.19) y (5.20) en (5.17):

t2
5()_f oL, _docL . d* oL ]
SSO= 9y dcoy Y Tdczay" Y

t1

t2

j@L d oL d?* oL

3y _dioy dezoy”

l Sydt. (5.21)

t1

De la condicion s = 0 y considerando que 8y es esencialmente arbitraria, es decir vale

todas las (8y) posibles en una vecindad cercana a @ = 0. Si §s = 0, entonces:

oL d oL d* oL _

a—y—aa—)_/,-l-ﬁﬁ— (5.22)

Esta condicion es conocida como la ecuacion de Euler-Lagrange. Para corroborar que
esta condicion se cumple para un valor minimo de la accién s, se debe verificar que la

variacion de segundo orden sea siempre positiva 6%s > 0.

En areas especificas de la fisica como la mecénica analitica, la lagrangiana depende de
las coordenadas generalizadas q(t) y de su primera derivada, L(q(t),q(t)), la accion
analizada es

b

s = f £(q(),q®)dt, (5.23)
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hallar un minimo de la accién (5.23), se reduce a un problema matematico de contorno

para la ecuacion diferencial de segundo orden, Euler-Lagrange:

aL d oL 0
dq(t) dtoqt)

(5.24)

como condicion necesaria. Sin embargo (5.24) no siempre tiene solucion, y si la
solucidn existe puede ser “no unica” [34]. Al ser una ecuacién diferencial de segundo
orden la solucién general de la ecuacion de Euler-Lagrange comprendera de dos
constantes arbitrarias cuyos valores se determinan, hablando de forma general a través
de las condiciones fronteras: g(a) = Ay q(b) = B, donde a y b, son las condiciones a

frontera donde se evalda la accion (5.32) [34].

Por otra parte, la razon de que en los sistemas mecanicos la lagrangiana L(Q(t),c?(t))
Lagrange (5.24) a la lagrangiana (5.23), se obtienen las relaciones entre las
aceleraciones, velocidades y coordenadas, es decir, quedan completamente
determinadas las ecuaciones de movimiento del sistema. La version en mecéanica de

Euler-Lagrange es un caso particular de la ecuacion (5.22).

El mecanismo aqui presentado se puede generalizar como en (5.22) para lagrangianas
que contienen derivadas de orden mayor, lo que extiende la aplicacion del método de
minima accion a una gama mayor de ecuaciones diferenciales parciales lineales y no

lineales donde pueda ser aplicado.

Ahora bien, haciendo un cambio de notacion usando u(t) en lugar de y(t), y denotando

las derivadas en la forma u;, u.
La accion seré:
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t2

slu, ug, U | = fﬁ(u,ut,utt)dt. (5.25)

t1

Aplicando la relacion (5.18) y el hecho de que la variacion conmuta con la derivada
tz tz tz
6—6]Ldt—f§£dt—f[aﬁ6 +6L6 +aL6 dt 5.26
5= B =) 1au® T au, O T Gy, Ot 4 (5:26)
tl tl tl

al integrar por partes el segundo miembro y dos veces el tercero obtenemos el mismo

resultado que (5.20).

t2

5—}‘”5 d 0L o+ & 0L sl ar 5.27

ST 16w T drow, Ot T dezau, M| (5:27)
t1

Entonces si aplicamos la condicion &s = 0, implicara:

oL d dL N d? oL
ou dtou, dt?oduy

= 0. (5.28)

Esta notacion nos permite calcular de forma mas facil y directa la ecuacion de Euler-
Lagrange donde las funciones u(t) puedan no solo depender de una variable y que los

ordenes de sus derivadas sean mayores. Veamos a continuacion.

5.3 Generalizacion de Euler-Lagrange a funciones de dos variables independientes

(z, t) de su primera y segunda derivada.

Si se trabaja con funciones que dependen de dos variables independientes u(z,t) las
cuales pueden ser complejas, en este ejemplo ilustrativo, el lagrangiano contendra a la
funcion asi como a las primeras y segundas derivadas. La accion corresponde a una

integral de superficie de la forma:

94



t2 z;

s(u) = ff L(u, Ug, Ugs, Uy, Uy, )dE dz. (5.29)
t1 z3
u(zt) u(z,t)
u(z,ty=u(z,t)+éu
ou
‘.V\
7 t e
o / ra
gl
z
Figura 5.4
Aplicando la notacion (5.26). Entonces s = 0 sera:
Zy tz
os = f 6Ldtdz
Z1 tl
Zy tz
oL oL aL
ff [ Sut G e 3O 5 B, | dt dz = 0.(5.30)
Zq tl

Integrando por partes a partir del segundo término respecto a t, y considerando que la

variacion du debe anularse en los extremos t; y t,:

Zz 1t
ff a—tgutdtdZ— f a—utc?u f5ua—a—tdt dz
zq tg Z1

95



Z3 tz

zZ g
El tercer término debe integrarse dos veces por partes debido a que cada integracion

reduce en un grado el orden de las derivadas de du. Esto reduce del orden du;; a du.

Como du se anula en los extremos t; y t,, Su, también lo harg, entonces:

Zy ty ) t2
ﬂ aLa dtd—f aLa : j& aaLdtd
Fug T ] g, O Yo au, |
zq tg Zq Ty
Zy ty Zy t2
ﬂdazadtd jaaL(SfZ 6626Ldtd
dtdug T T ) ot au, U, Yozt ou, |
Zq tg Zq 1y
Zy ty
ff oL sudt d 5.32
aztautt udt dz. (5.32)
Zq tl

Para el cuarto y quinto término la integracion sera respecto a la variable z,donde por

condiciones de frontera se tiene también que du(z;) = du(z,) = 0:

ty 23 tz Z
2 s [0~ [ o0 2 ]
F 288 = ) o, “azou, ™’
Z1

t1 z3 ty z

ty 2z

=— ff %;fl . (5.33)

t1 71

El quinto termino de (5.34), se intengra dos veces por partes respecto a z:

tz Zy aL Z
ff —O0u,, dzdt = f ou,
Jdu Uzy uzz z

t1 73

f(? 9 oL dz|dt
”Zazauzz z
Z1
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ty z; %} Z3

ff 5 dzdt = f 881:522 562 dz|dt
aza w,, et = 020y, | Y2z 0u,, "
t1 z41 tq 1 Z1
tz 7
62
t1 z1

Sustituyendo (5.31), (5.32), (5.33) y (5.34) en la ecuacion (5.30):

Z; by
oL 0 9L 0% oL d 0L 0% oL

Os = ﬂ ou " atow, 9%, dzom, T 92zow,,|Ondtds =0,(535)

zZ t
como esta condicion se cumple para cualquier du, entonces necesariamente:

oL 66£+626L 66L+62 aL_O 5 36
du odtou, 0%t0u, 0zou, 0%zdu,, (5-36)

Esta ecuacion corresponde a una generalizacion de Euler-Lagrange para una densidad
lagrangiana de la forma L(u,u., us, U, u,,). Una caracteristica importante que cabe
resaltar de la lagrangiana es que por su naturaleza de minimizar un funcional debe ser
una funcidn real dado que en el campo de los complejos no existen relaciones de orden

que nos indiquen si un valor es mayor o menor que otro.

5.4 Minima accién aplicada a las EDP.

La deduccion aqui mostrada incluye una generalizacion para lagrangianas que
contengan derivadas de orden mayor de dos y para funciones que dependen de mas de
una variable, ademas de la temporal. Esto con la intencion de aplicar este método al
campo de las ecuaciones diferenciales parciales. Por ejemplo, supongamos que tenemos

una lagrangiana de la siguiente forma:
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L= L(u,uy,u,u*,u},u;), (5.37)

donde u=u(zt) y u*=u*(zt) son dos funciones complejas diferentes que

dependen de dos variables independientes. Si se propone

i
L= 5 (Wu, —uuy) — euy up + guz (u*)?, (5.38)

donde € y y son coeficientes reales, al sustituir (5.38) en la ecuacion de Euler-Lagrange

de la forma
0L 0 0L 98 0L £ 39
ou* dtou; odzou;, (539
se obtiene:
L 29 _i(_i)_
2(uz)+)/u u at( U ) 55\~ =0 (5.40)

desarrollando y haciendo que la funcion u* sea el complejo conjugado de la funcion wu.

Se llega a
iU, + cuy +ylul?u =0, (5.40)

que corresponde a la forma general de la ecuacidn NLS. De tal manera que esta
ecuacion puede ser obtenida de una densidad lagrangiana que satisface el principio de
minima accion lo cual es indicio que asociada a esta ecuacion pueden existir ciertas
cantidades que se conservan. Fisicamente esta informacion es muy sustancial ya que

permite estudiar de mejor forma las propiedades de la ecuacion y sus implicaciones.

Recalcando la importancia de que la funcion lagrangiana debe ser real, aunque dependa
de funciones complejas como el caso de la ecuacion NLS, se verifica que corresponde

a valores reales. Analizando (5.38)
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L=i(uu, —uup) —u u; +u?(u*)?
se puede observar que el segundo y tercer miembro corresponden a potencias de los
mddulos de la funciones u y u;, ahora haciendo u*u, = z y uuj = z* en el primer

miembro, al suponer que z tiene la forma z = x — iy, y realizar la resta i[z — z*] se

obtiene:
i[z—z*] = i[(x —iy) — (x + iy)] = i[-2iy] = 2y. (5.41)

Que corresponde a una variable real, esto indica que la densidad lagrangiana aunque es
real puede depender de funciones complejas. Esto extiende a un espectro mas grande de
ecuaciones, no solo reales sino también complejas, que pueden ser estudiadas usando el

principio de minima accion.

En este trabajo se estudiaran ecuaciones diferenciales parciales no lineales que tienen

lagrangiana y describen pulsos en fibras dpticas, algunos ejemplos de estas son:

NLS : iu, + %utt +lulPu=0................ pulsos de 7ps

Uy + U — MU +u|?u=0................ pulsos de 1ps

cmKdV: u, — U — lul?u; = 0........... pulsos ultra cortos

iu, + U + [ul?u—|ul*u=0.............. pulsos intensos
Tabla 5.1

Ademas de este tipo de ecuaciones aplicadas a la rama de los solitones dpticos, la gama
de ecuaciones que se pueden formular usando el principio de minima accion incluyen a
todas las ecuaciones importantes de la fisica, es decir todas estas ecuaciones pueden ser

deducidas de una lagrangiana. Este hecho interesante nos indica que en la forma de
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operar, el universo siempre busca minimizar u optimizar ciertas cantidades. Una
ecuacion que ha jugado un rol historico de gran relevancia en la historia y desarrollo de

la fisica del siglo pasado es la ecuacion de Schrédinger,

Ve + P — V()P =0, (5.42)

que describe el comportamiento de los sistemas cuénticos, donde i representa un

campo conocido como la funcién de onda y V (x) un potencial. Su lagrangiana es:

1
Ly = i5 W e =YD — i = VOyy” (5:43)
donde ¥* es el complejo conjugado de la funcion 3. Al sustituir £, en la ec. de Euler-
Lagrange

oL 0 9L 9 oL _

oY AtdyY; oxop; 0 (>44)
se obtienen los siguientes términos:
oL 1.
i LUSR{ L (545)
aaL_d_1( ) - 1 £ 46
atay; at 2V =gt (5.46)
g oL d () = & 47
axalp; - dx l/)x - leX' ( . )

Al agruparlos obtenemos la ecuacion de Schrodinger iy, + Y., — V(x)y = 0.

Aplicado al estudio de ecuaciones diferenciales no lineales procedemos de manera

analoga. Para la cmKdV se propone la siguiente densidad lagrangiana:
. . 1
Lemiay = 1(uu" —uzu) + i(uugy — u gy + El[UZU*uZ — (W)*uu,] (5.48)
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La ec. de Euler-Lagrange que satisface es un caso particular de (5.37) con la forma:

oL 0 0L 9 oL a4® oL

- = - — = 49
du* 0tdu; 0zdu; Ot30u*yy 0, (5.49)
los términos al sustituir £L.,,,xqy €n (5.49) son:
aL . R \
S = e~ Tl + El[u uy — 2uuu,), (5.50a)
0 9L __; 5.50b
dzou; Ha (5:500)
aaL_d[l_z*]_1,[2 . & E0
atow ~ dt St = S ilZuua” +utug, (5.50¢)
0% aL 03 ,
[u] = iug. (5.504d)

—_— e l_
Ot3 0u* 4t at3

Sustituyendo los términos (5.50) en (5.49):

1 * 2.,k
[2uuu* + u?u;] =0, (5.51)

. . 1. .
2iu, — 2iugy, + =ilu?u; — 2utuu,] — i

2
7 - - T 1 .
agrupando términos iguales y multiplicar por > se obtiene: u, — u — |lul?u, = O,esta
ecuacion corresponde a la cmKdV.

Para la ecuacion generalizada de la mKdV que se estudia en esta tesis, nombrada

GemKdV, se propone la siguiente lagrangiana:
. * * * . * * 1 . 2, %4, % *\ 2
Loemkay = i(uu” —uzu) — 2quu; + ie(uuyy — u'iey) + El)/[u wruy — (u)*uuy]

(5.52)

los términos de la ecuacion Euler-Lagrange de la forma (5.49) para Ljcpmkqy S€ran:
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L . ) 1, .

S = s U + Ely[u u; — 2uuu,] (5.53a)

0 0L _ _, 2 5.53b
FEr I iu, au,, (5.53b)

aaﬁ_d[I, 2*]_1,[2 ‘] -
atow — dt S ywtu | =S lylZuucu” +utyg (5.53¢)
03 oL _,63[]_, 5 E3g
FIEE oW lé‘at3 U| = iUy (5.53d)

sustituyendo los términos (5.53) en la ecuacién (5.49):
. . 1. 1.
2iu, — 20Uy + El)/[uzu; = 2u*uu,] + 2au,, — Ely[Zuutu* + u?u;] = 0,(5.54)

, - - T 1 -z
agrupando términos iguales y multiplicando por > ambos lados de la ecuacion se llega a:
U, + au,, — iguy, — iylul?u, =0 (5.55)

Una observacion interesante es notar que la lagrangiana de la cual se obtiene una
ecuacion diferencial puede no ser unica. En este caso la ec. GemKdV resulta tener al

menos otra lagrangiana de la cual puede ser deducida:
. . 1 . 2 2
L =i(u,v—vu) + alvuy, + uv,,| + ic(uvy — vug:) + Ely[u vy, — (v)*uu,]

(5.56)

Aqui se aprovecha para introducir una notacion mas comoda haciendo u* = v. La

forma de la ecuacion de Euler-Lagrange para una lagrangiana de esta forma es:

oL 9 oL 66L+62 oL 0% aL —0 5c7
dv otdv, 0z9Ov, 0z20v,, Ot30V.y (5-27)

y los términos al sustituir la lagrangiana (5.56) seran:

102



0L

i iUy, + AUy, — icUy + Eiy[uzvt — 2vuu,], (5.58a)
9 0L
530 = it (5.58b)
0% oL
FEr au,,, (5.58¢)
oL dpt 71 1 ,
%30 = dt [E iyu v] = Ely[Zuutv + u®v,], (5.584d)
t
93 aL 93 _
Favm = lé'ﬁ[u] = L&Ugt- (5588)

Sustituyendo (5.58) en (5.57):
1 1
2iu, — 2icUpy + Eiy[uzvt — 2vuu] + 2au,, — Eiy[Zuutv +u?v,] =0 (5.59)

/ . . T 1 - .
agrupando términos iguales y multiplicando por > ambos lados de la ecuacion se obtiene

de nuevo la ec. GemKdV:
iu, + au,, — icuye — iylul?u, = 0. (5.60)

Esto podria implicar resultados interesantes, ya que si de una lagrangiana se pueden
obtener ciertas cantidades conservadas se esperaria que de otra lagrangiana diferente se
puedan obtener diferentes cantidades que no aparezcan al analizar la primera, estas
cantidades son de gran relevancia pues contienen informacion acerca del
comportamiento de la ecuacion diferencial analizada y sus soluciones, tal es el caso
para la ec. GemKdV. Los métodos para obtener las cantidades conservadas asociadas

sera el teorema de Noether y el método variacional de Anderson, ademas, este Gltimo
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nos seré de gran utilidad para analizar las soluciones perturbadas de la ec. GemKdV lo

cual se desarrolla en los capitulos posteriores.
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CAPITULO 6.

METODO VARIACIONAL DE ANDERSON (MVA).

6.1 Introduccion al MVA.

En este capitulo se ilustrara el uso y aplicacion del método variacional de Anderson
(MVA) [35] como una poderosa herramienta analitica aproximada para analizar y
describir las principales caracteristicas de la evolucion de las soluciones (pulsos 6pticos
en fibras oOpticas) de las ecuaciones NLS y algunas extensiones importantes (las
ecuaciones Hayata-Koshiba 1 y I1). Este método ademas, permite caracterizar las
soluciones de dichas ecuaciones al ser perturbadas, es decir, permite conocer si se trata

de soluciones estables, semi-estables o inestables.

Comenzaremos desarrollando paso a paso como aplicar el MVA al estudio de las
soluciones perturbadas de la ecuacion NLS y como se comparan éstas a la familia tipo

solitones exactos que se analizo en el apartado 3.1.
Considerando la ecuacion NLS:
iU, + cuy + ylul?u =0 (6.1)

en el capitulo 5 se demostré que (6.1) se puede deducir de la siguiente lagrangiana:

i
L= 3 (u*u, —uuy) — eus uy + guz(u*)z. (6.2)

Las soluciones que se analizaran parten de considerar como condicion inicial de la
solucion u(z,t) un pulso con perfil facil de manipular para el laboratorio, esto es, por

ejemplo una gaussiana que satisfaga la ecuacién NLS (6.1), de la forma:
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t2

u(0,t) = Age 2, (6.3)

donde A, es la amplitud méxima y a, es el ancho de pulso caracteristico. Recordemos
que la variable de evolucion en la ecuacibn GmcKdV es la variable z, asi que la
condicion inicial u(z = 0,t) sera el pulso que se enviara del laboratorio a través de la
fibra dptica. Se espera que la condicion inicial evolucione de acuerdo a una funcion de

onda viajera de prueba llamada “trial function” o “ansatz”, de la forma:

t2
u(z,t) = A(z)e 20@eilb@t*+h(@)] (6.4)

donde se ha elegido una funcién con una amplitud A(z) de la misma forma que la
condicion inicial (6.3) pero en funcion de z y con un factor oscilatorio que incluya un
variacion o modulacion cuadratica en la fase b(z)t? (llamado “chirp”), este Gltimo
término se refiere a la dependencia temporal de la variacion de la frecuencia instantanea
del pulso y esté relacionado directamente con el estudio del factor de compresion y
descompresion del ancho del pulso a(z), es decir con el desarrollo de los pulsos ultra

cortos ( Diels, y Rudolph [36]).

Usando la funcion de prueba (6.4) obtenemos los términos de la densidad lagrangiana

(6.2). Para el primer término:

t2
t2> +iA(Z)D (D2 + AR (2)| e 282@eilb@t*+0(2)]

[ a' @
u, = [A'(@) + A(2) <a3(z)

t2

a(z) t2> — iA@D' () — iA@DN (2)| e 287 @ e ib@1*+b(2)]

a3(z)

>uy = _A'(Z) + A(Z)(

—t2

() t2> —iA%(2)b'(2)t? — iA%(2)h'(2)|[e¥*@  (6.5)

a3(z)

SUUy = [A(Z)A'(Z) + A%*(2) (
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como en el campo de los complejos se cumple que si z = x — iy, entonces

[ [
> (z—2z") = E(—Ziy) =y = Im(z). (6.6)
Aplicando este resultado para (6.5):

%i(uu; —u*u,) = Im(uul) = [A2(2)b'(2)t? + A? (z)h’(z)]ea_z—iz). (6.7)

Para el segundo término de la densidad langrangiana se tiene que:

t 2 ]
te = [A(Z) (_ —) + A(Z)Zlb(z)t] e Zaz(z)el[b(z)t +h(2)]
a?(2)
A*@)t? —t?
S U U = CLEE;) + 4b2(Z)A2(Z)t2 eaZ(2). (6.8)

Para el tercer término de (6.2):

—t2

—t2 —2t?
uz(u*)z — AZ(Z)eaZ(z)ezi[b(z)t2+h(z)] [AZ(Z)eaz(z)e—Zi[b(Z)t2+h(Z)]] = A*(2)e?* @, (6.9)

Sustituyendo (6.7), (6.8) y (6.9) en (6.2):

—t? A%(2)t? —t?
L =[A2(2)b'(2)t?* + A*(2)h'(2)]e¥* @ — ¢ prIes) + 4b?(2) A% (2)t?| ea* @)
1 —2t2
+§yA4(Z)ea2(Z). (6.10)

Ahora bien, procedemos a calcular el lagrangiano promedio:

+ oo

L=(L)= f Ldt =

—00
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—t2 _2

+ oo + 00
A*(2)b'(2) f t2ea*@dt + A%(z)h'(2) f @ dt

+ 00 +oo
A%(2) —t? A% (2) —2t?
—o| =222 4 4p2(2) A2 f 2pa?(z) f a?(2)dt, A1
g(a“(z) + 4b%(2) (z)) te dt + 5 Y e dt (6.11)
donde usamos que:
+00 2 +00
P 2 t
f ed’@dt = a f e dr=avm, cont= " (6.12a)
+0o0 +00
_22t2 a ) T \/zt
ev*@dt=— | e Vdr=a |z, cont=— (6.12b)
V2 2 a
+0o0 +00
—t2
=t T t
f t?ea*@dt = a3 f t2e T dr = a3\/7_, cont=—. (6.12¢)

Entonces el lagrangiano promedio queda de la siguiente forma:

2 4
L= gla A 4 (6.13)

342h" + 2aA’h’ — e— — 4ea®b?A? + ay —|.
a y\/E

El siguiente paso, consiste en aplicar el principio de minima accion al lagrangiano
promedio (6.13). En el Capitulo 5 se dedujo que esto es equivalente a resolver la
ecuacion de Euler-Lagrange para cada una de las funciones de las cuales depende el
lagrangiano promedio L[A(z), a(z), b(z),h(z)]. Recordemos que estas funciones son
justamente las cantidades que definen a nuestra funcion de prueba. Entonces lo anterior

se resume en resolver las siguientes ecuaciones:

)
0> — 2y —
0 ~~(2a4) =0, (6.14)
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por lo que a(x)A?(z) = cte, a esta constate se le nombrard como la energia E,. La

ecuacion de Euler-Lagrange correspondiente al término “chirp” b(z) seré:

Z—z — %% =0=> —8eadbhA? - %(a*”AZ) =0, (6.15)
usando la regla de la cadena y multiplicando ambos lados de la ecuacién por (1/Aa?):
8eabA+3a’'A+2Aa=0 (6.16)
como de (6.14), % (ad?) =a’'A? + 2AA'a =0, tenemos que a'A = —2A'a.
Sustituyendo esto en (6.16), entonces:
a' = —4 eab, (6.17)

Y derivando de nuevo esta expresion respecto a la variable z, se tienen que:

3 d(—4 eab)
B dx

n

= —4 e(ab’ + a'b). (6.18)

Por otra parte la ecuacion de Euler-Lagrange correspondiente al ancho de pulso a(z) es:

dL 0 3 b’+2h,+‘g 12eab? + A
= = J— —_ E——
da(2) WEEg T T YR

0, (6.19)

donde se multiplicé ambos lados por (1/aA?). Para la funcion de amplitud A(z):

al 0 b'+2h, i 4eab? + - A% =0 6.20
= = —_— . — - — .
dA(z) 4 a a ¢ a\/fy (620)

donde se multiplicé ambos lados por (1/2A4a?). Restando (6.19) con (6.20):

1
ab’ — 4eab? + £—5— 14
a 2\2a

A2 = 0. (6.21)
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Sustituyendo la relacion —4eab = a’ y multiplicando la ecuacion por (—4 ¢) por

ambos lados, se obtiene del lado derecho la relacion (6.18) paraa’:

1 A?
—4¢e(ab’ +a'b) = —4¢ <—€E+ Y >

2V2a
1 A?
=>a' = —(—482—3+\/§sy—>
a a
d 1 E,
= ——(2e2= -2 —), 22
da( & a2 Vaey a (6:22)

donde E, = aA? es la energia conservada seglin (6.14). Esta expresion tiene la
estructura analoga a la de una particula de masa unitaria con movimiento

unidimensional confinado en un potencial V, esto es:

1d2a+dV(a) — o 623
2dz? da ' (6:23)
el potencial esta dado por:
1 E,
V(a) = 282;—\/55)/;+ c, (6.24)

donde c es una constante determinada por las condiciones iniciales. Resolver la
ecuacion (6.23), para la funcion de ancho del pulso a(z), reduce la solucion del
problema variacional, pues una vez conocida a(z), el parametro de frecuencia “chirp”
b(z) queda determinado por la ecuacién (6.17), asi como la evolucién de la amplitud

|A(z)|? segln (6.14).

Para un anélisis de la evolucion del parametro de ancho del pulso a(z) se graficard el
potencial (6.24), asumiendo que la particula imaginaria que se mueve en el potencial

parte del reposo con una velocidad constante, es decir, en z=0 se tiene a(0) = a,,
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A(0) = A, y b(0) = h(0) = 0, estos son los valores necesarios para que el “ansatz”
(6.4) tome la forma del pulso inicial (6.3); sustituyendo estos valores en la ecuacion
(6.14) obtenemos que [da(z = 0)/dz = 0] lo cual implica también que a”’(0) = 0.

Usando este resultado en (6.23) se tiene que:

av

—_— =0, 6.25
zal._. (6.25)

entonces, la constante ¢ del potencial que depende de las condiciones iniciales sera:

1 E,
c =V(ay) = 252a—02— \/Esya—o, (6.26)

sustituyendo (6.26) en (6.24), es facil notar que el comportamiento del potencial sera:

co,sia—0
c,sia— o

V(a) = {

Esto indica, que el potencial cae asintdticamente al valor de la constante ¢, sin embargo,
los valores de V(a) pueden ser menores (si el segundo termino de (6.24) es mayor que el

primero), entonces debe existir un valor minimo local definido por V'(a,,) = 0, donde
Ay = (48/\/7)/E0).

Este pozo de potencial muestra un punto de estabilidad en a,,, donde la particula
imaginaria que parta de una posicion inical tal que V(a,) < c, se deslizara abajo hacia
el fondo del pozo a,, no importa si parte del lado derecho o izquierdo, es decir, las
soluciones perturbadas de la NLS que satisfagan esta condicion presentaran un
comportamiento estable en su anchura de pulso a(z) (ver curva 1 de la figura 6.1). Por
otro lado, si se omite la presencia del termino no lineal, es decir, tomando y=0 se obtine

la curva 2 (figura 6.1) para la forma del potencial V(a), donde decae a un valor
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asintéticoV(a — «) = d, es decir, que aunque el valor del potencial se mantenga
constante el valor de a crecerd indefinidamente, es decir, el pulso se dispersara
totalmente, pues a — oo y por tanto A — 0. Este resultado nos indica que justamente el

comportamiento estable de la curva 1, es resultado de la conjugacion de los términos

lineales y no lineales de la ecuacion NLS.

V{a)

a(z)

Figura 6.1. Pontencial V(a).
La mayor ventaja del MVA es que provee de expresiones analiticas explicitas, aunque
aproximadas, de las cantidades que definen la soluciones de la ecuacion NLS, es decir,
se obtuvieron expresiones para el factor de compresion/descompresion del ancho del
pulso a(z), la amplitud maxima de intensidad del campo A(z), y la frecuencia inducida

chirp b(z).Veamos a continuacion como aplicar el MVVA para analizar las soluciones de

ecuaciones generalizadas de la NLS.
6.2 Estabilidad de las soluciones de la ecuacion Hayata-Koshiba I.

Dos versiones extendidas de la ecuacion no linear de Schrodinger NLS son:
iuy + Duy — y1lulu+ yylul?u=0 (6.27a)

112



iUy + Duge — 1 lul?u + y,lul*u = 0, (6.27b)

donde u(x, t) representa la amplitud de un campo complejo y D, y; Y y, son constantes
reales. Hayata y Koshiba [37] encontraron soluciones algebraicas del tipo ondas
solitarias oscuras Yy brillantes. Determinar qué tan estables son estas soluciones fue una
de las principales interrogantes que Hayata y Koshiba probaron con experimentos
numeéricos; concluyendo que estas soluciones poseen caracteristicas de comportamiento
tipo solitén.

El método variacional de Anderson ofrece un entendimiento profundo de las
propiedades de estabilidad de las soluciones algebraicas tipo soliton, usando de manera
maés sencilla métodos analiticos en lugar de numéricos. Veamos a continuacién como se
aplica en el caso de las ecuaciones (6.27a) y (6.27b), los resultados estan basados en el

desarrollo realizado por Fujioka y Espinosa [38].

Para la ecuacion Hayata-Koshiba | (6.27a), nos basaremos en soluciones algebraicas

cuya condicion inicial sea de la forma:

u(0,t) = (6.28)

M + Nt2
donde M y N son parametros diferentes. Una forma razonable de elegir la funcién de
prueba es elegir una funcién con una amplitud de la forma (6.28) pero con funciones de
X en lugar de los parametros M y N, y con un factor oscilatorio que incluya una

variacion cuadratica en la fase (llamado “chirp”) es:

_ 1 i[O +b ()t
ulet) = fG) + gz’ s (6.29)

Sustituyendo (6.29) en la densidad lagrangiana de la ecuacion (6.27a):
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. . 4
L = iu*u, — iuul — §y1|u|3 + y,|ul* — 2D|u,|? (6.30)

y calculando el lagrangiano promedio:

+00

(L) = f L(x, t)dt (6.31)

—00
se obtiene la siguiente expresion:

h' (b’ + 4Db?) Ty,
(L) = _g1/2f3/2 - g3/2f1/2 - 2g1/2f5/2

51y, nDg'/?

_16g1/2f7/2_ 2f5/2 '

(6.32)

Aplicando el principio de minima accién § (L) dx = 0, se obtienen las ecuaciones de
Euler-Lagrange para cada una de las funciones del lagrangiano promedio: g(x),

b(x), h(x)y f(x). De esta forma se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

exp(8)

glx) = ) (6.33)

b(x) = 2’;;2) (6.34)
e e
ey Dy,exp(8) | 5Dy,exp(8) Dexp(28) _ (6.36)

4f3 16f4 fe
donde & es una constante cuyo valor depende de los pardmetros M y N de la condicion
inicial (6.28). Se puede observar que las funciones g(x), b(x) y h(x) quedan
determinadas por f(x). Para estudiar el comportamiento de f(x) es conveniente introducir

el siguiente cambio de variables:
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flx) = a%(x) (6.37)

sustituyendo esto en la ecuacion (6.36), se obtiene:

D 0 5
exp( )_ Vz_l_ Y1 )=ET (6.38)

1 !
E(a)2+Dexp(5)( L 2 T

donde E; es una constante cuyo valor depende también de los pardmetros M y N de la
condicion inicial (6.28). La ecuacién (6.38) se puede ver como la ecuacion de
movimiento de una particula de masa unitaria con energia total E;, moviéndose en una

dimensién bajo la accion del potencial:

Dexp(6) _ 57, n Y1 )

V(@) = Dexp(8) (—y = = 22+

(6.39)

La forma de la curva de este potencial depende criticamente del valor del parametro §.

Si consideramos D, y; Y ¥, como valores positivos, y se satisface la siguiente relacion:

3
_ . |n 5)/2)
5> 6, =In D(12y1 l (6.40)

entonces, la funcién V(a) sera estrictamente mono6tona decreciente, lo cual significa
que una particula imaginaria moviéndose dentro de este potencial se deslizara hacia
abajo tomando cada vez valores mas pequefios de potencial, mientras tanto la funcion
a(x) incrementard indefinidamente, esto implica que la amplitud del pulso tendera a

cero.

Sié = &, se tiene casi la misma situacion que el caso anterior, con la excepcion de que
en este caso existe un punto critico donde V'(a) = 0 que representa un punto de
equilibrio inestable. En este caso también a(x) crecerd indefinidamente, lo que se

implica que la altura del pulso tendera a cero, a excepcion de que las condiciones
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iniciales sean tal que la particula ficticia moviéndose en el potencia V(a) arrive al punto
donde V'(a) = 0 con energia cinética cero.

Por Gltimo caso, si 6 < &.,, V(a) define un pozo de potencial con una barrera de ancho
finito después del cual el potencial continua decreciendo asintoticamente, el potencial
tendra dos puntos criticos as y a, donde V'(as,) = 0 los cuales se ubican en el fundo
del pozo (valor minimo ay) y en el pico de la barrera de potencial (valor maximo local
a).

Para una particula ficticia moviéndose bajo la accion de este potencial se tienen dos
casos, el primero, se da cuando la particula esta confinada dentro del pozo de potencial
con un movimiento oscilatorio alrededor del punto de equilibrio a,. Para que esto
suceda ademas de la condicion § < 6., es necesario que la energia no exceda el
potencial de la barrera E; < V(ap) y que la condicion inicial no exceda al pico de la
barrera a(0) < a,,. Si estas condiciones no se cumplen la particula ficticia se desplazara
méas alla de la barrera de potencial (a > ap) lo cual implica que a(x) crecera
indefinidamente mientras el potencial tiende a cero lo cual ocurrird también con la
altura del pulso. En conclusion: dependiendo de los valores iniciales f(0) y g(0), el
pulso podra ser una solucion estable (si § < &,, y tenemos un pozo de potencial), una
solucién inestable (si 6 = 8., y las condiciones iniciales son tales que la particula
ficticia se encuentra justo sobre la barrera de potencial), o el pulso inicial se dispersara

desde el principio (si & > 6,,) (ver figura 6.2).
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Figura 6.2.

6.3 Estabilidad de las soluciones de la ecuacion Hayata-Koshiba II.

Las propiedades de estabilidad de las ondas solitarias algebraicas, soluciones de la
ecuacion (6.27b), pueden ser determinadas a partir de considerar el comportamiento de

un pulso gaussiano. De manera analoga al caso anterior se indagara en la estabilidad

partiendo de una condicion inicial de la forma:

u(0,t) = Aye~t*/295 (6.41)

que evolucionara de acuerdo a una funcién de prueba de la forma:

t2
u(x, t) = A(x)e 2a2@eilh+b(0)E?] (6.42)

Al sustituir esta funcion de prueba en la densidad lagrangiana de la ecuacion (6.27b):
2
L = iu'u, — iuuy — yrlul* + §)/2|u|6 — 2D|u,|?
y calculando el lagrangiano promedio, se obtiene:

(7‘[1/2DA2)
_T

(LY = —2n*/?h'aA® — n'/?b'a3A? - — 4m'/2Db*a® A
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Aplicando la condicién de minima accién & [(L)dx = 0, obtenemos de las
correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange de las funciones A(x), a(x), h(x) y

b(x) y se llega al siguiente sistema de ecuaciones:

C
a=-3 (6.44)
b= LA 6.45
~ 2D\A4 (6.45)
., D 3, y, A% y,A*
h' = 2_612 — 6Db%a? _Eb a’ — 52/3 + 32/3 (646)
L@ by 2D /2y, D
A" -3 A +21/2C2A7_F(W_E)A9=0 (647)

donde C = a,A% es una constante cuyo valor depende de la condicion inicial. Se puede
observa que los valores de a(x), b(x) y h(x) estan determinados por la funcién A(x).

Si aplicamos el cambio de variable

Alx) = (6.48)

qt/?(x)’

para la funcion A(x), al sustituir en la ecuacion (6.47), se obtiene una ecuacion mas

simple de la forma:

d[2D/D 2 1 2¥2p

T raglezr\cz ") T Tz

Esta ecuacion puede considerarse como la ecuacién de movimiento de una particula de

masa unitaria moviéndose en una dimensién bajo la accion del potencial:
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R S
V(g) = e + p (6.49)

donde se ha definido Sy R como:

2D /2y, D

=267
21/2p

S= CZYI' (6.51)

Para apreciar como comienza a moverse esta particula imaginaria bajo la accion del
potencial V(g), consideramos que la condicion inicial tiene la forma (6.41) lo cual
implica que tenemos los valores iniciales a(x) = 0, b(x) = 0, Al sustituir esto en las
ecuaciones (6.44) y (6.45) se obtiene que A'(x =0) =0y q'(x = 0) = 0 y esto indica

que en x=0 la velocidad q' de la particula imaginaria es cero.

La forma de la curva del potencial V (g)depende del signo que tenga el coeficiente (—-R)
del término g~2. Si el coeficiente es positivo o cero, V(q) serd una funcion
estrictamente mondtona decreciente para g > 0, y por lo tanto una particula localizada
en este potencial con velocidad incial cero se deslizard hacia abajo acercandose a cero;
esto quiere decir que mientras q(x) aumenta, la amplitud del pulso A(x) decrece
tendiendo a cero. Teniendo en cuenta que C = ay43 y la definicion (6.50), el signo del
coeficiente (—R) sera positivo o cero si se cumple la condicion:

33/2]) 1/4
A <
0= <2y2a02>

As. (6.52)

Por otra parte, si Ay > Agel signo del coeficiente (—R) serd negativo y la forma del
potencial ¥ (g) toma una forma diferente. Esta forma del potencial tendra un pico (valor

supremo) que corresponde a un punto de equilibrio inestable para la particula
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imaginaria. Aplicando la condicién de maximo V'(q,,,) = 0, se encuentra que el pico
estd localizado en q,,, = 2R/S, sustituyendo en (6.49), el valor del potencial en ese
punto seré:

2

S
V(@mo) =57 (652)

Conforme la particula imaginaria se mueva en el potencial ¥ (q) con velocidad inicial
cero, si q(0) > g, la particula se deslizara hacia abajo tendiendo a un valor de

potencial cero mientras el valor de q crecera indefinidamente, es decir, por la forma del

potencial vemos que:
lim g(x) =
X— 00

y esto implica que:

lim A(x) =0

X— 00
Por otro lado, si la particula parte de q(0) < g,,,., €l valor de g(x) cae a cero en un

pequefio intervalo y la amplitud A(x) = 1/./q(x) crece rapidamente e indefinidamente,
es decir, diverge. Una caracteristica interesante del crecimiento de A(x) es que sucede

dentro de un intervalo finito, es mas, se puede calcular el valor x, tal que:

lim A(x) = o

X=Xd

De tal manera que si las soluciones de la ecuacién Hayata-Koshiba Il son perturbadas
las condiciones q(0) > g, Y q(0) < g, nos indican que la amplitud de las
soluciones A(x) decaera rapidamente a cero o explotara a infinito de tal manera se

concluye que estas soluciones no seran estables.
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Figura 6.3. Potenciales para diferentes valores de los coeficientes.
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CAPITULO 7.

METODO VARIACIONAL DE ANDERSON APLICADO A LA

ECUACION GCMKDV.

7.1 Solucidn de la ec. GemKdV a través del método variacional de Anderson.
En el capitulo 5, se demostr6 que al sustituir la siguiente densidad lagrangiana:
. . 1
L =i(u,u* —uyu) — auyuy + ie(uugy, — uuy) + = 5 iy [wu uy — (u*)?uu,l, (7.1)

en la ecuacion de Euler-Lagrange se obtiene la ecuacion GemKdV:
iu, + au,, — icuy — iylul?u, = 0. (7.2)

El método variacional de Anderson visto en el capitulo 6, parte de proponer una funcion

de prueba o Anzant’ de la siguiente forma:

u(z, t) = A(z)sech )l exp{i[Q(2) + R(2)t + P(2)t?]}, (7.3)

e

esta funcidn, esta basada en el hecho de considerar que el pulso inicial enviado por el

laboratorista a través de la fibra dptica es de la forma:

u(0,t) = Aosech[ ]exp[lROt] (7.3b)

! Laidea de usar un ansatz con parametros libres en el Langragiano habia sido utilizado antes por

Whitham ya en problemas de ondas no lineales, Whitham, G. B., & Ting, T. C. T. (1976). Linear and
Nonlinear Waves.
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(ver figura 7.1), y evoluciona segun la funcion de prueba (7.3), donde el parametro
P(z) del término cuadratico de la fase, llamado “chirp”, esta asociado con la capacidad

de propagar pulsos ultracortos del orden de femtosegundos.

1.0t

L
®

=0, 8|
o
ez

lu(z
o o
N

o
o

Figura 7.1 Condicion inicial para la funcion de prueba (7.3)

Lo que prosigue en este método es encontrar los términos correspondientes a la

densidad lagrangiana (7.1) usando la funcion de prueba (7.3).

Para el primer término, i(u,u* — uju), recordamos que para una funcién de variable

compleja de la forma z = x + iy, se tienen que
i(z—z)=x+iy— (x—iy) = -2y = —=2Im(2), (7.4)
haciendo z = u,u"*, entonces,
i(u,u* —uju) = —2Im(u,u*). (7.5)

Basta con calcular el término u,u* usando el anzant (7.3), su derivada respecto a z es:

u, = [A'sech(1) — Asech(A) tanh(A) A" + iAsech(A)¢'lexp{i¢p}, (7.6)
donde:
_t=V(2)
"W 7
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0L VWHW(E-V)

A== wr (7.8)

¢ = [Q(2) + R(2)t + P(2)t?], (7.9)
I a_¢) — ! ! 1,2

¢_az‘[Q + Rt + P't?]. (7.10)

Esta notacion facilitara los célculos siguientes. De (7.6) y recordando que u* =

Asech(A)exp{—i¢} es el complejo conjugado de la funcién de prueba, entonces:
u,u* = (AA’ sech?(1) — A%sech?(A) tanh(1) A’ + iA%sech?(1)¢"). (7.11)
Asi, aplicando (7.5):
i(uu* —uzu) = —2Im(u,u*) = —2A4%sech?(1)¢’. (7.12)
El segundo término de la lagrangiana evaluada en la funcion de prueba, au,u;, seré:

u,u; = (A" sech(1) — Asech(A) tanh(1) A’ + iAsech(1)¢")

X (A" sech(1) — Asech(A) tanh(A)A" — iAsech(A)¢"). (7.13)

Esta expresion corresponde justamente a la definicion de modulo al cuadro de una
funcion complejala + ib|?> = a® + b?, donde, en este caso, a = A’ sech(1)—

Asech(2) tanh(1)A'y b = Asech(A)¢'. Entonces
u,u; = (A sech(A) — Asech(1) tanh(A) 1")? + (Asech(A)¢’)?
= u,u; = A'* sech?(1) — 244’ sech?() tanh(X) X'

+A%sech?(A) tanh?(A) 1'% + A%sech?(A)¢p'". (7.15)

Para el tercer término de la densidad lagrangiana, ie(uu},, — u*u.,), aplicando la
ttt ttt

relacion (7.5), se tiene que:
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[(Uufy — U Uge) = —2Im(uugy,). (7.16)

Para hallar uf,., desarrollados las derivadas parciales de u respecto a t:

u; = —Asech(A)tanh(A)Aexp{ip} + Asech(A)(idS)exp{icp}, (7.17)
con
. 019 t-V@y 1
Ao T at( W(z) ) W (7.18)
¢ = aa—‘f = %[Q(z) + R(2)t + P(2)t?] = [R + 2Pt]. (7.19)

= u,, = A[—(2sech?(1) — sech(1))A? — 2isech(D)tanh(A)Ad + isech(A)
—sech(1)(¢)?|exp{ip}, (7.20)

donde ¢=2P vy %(sech(A)tanh(A)) = (2sech®(1) — sech(1))A. De nuevo

derivando respecto a t:

ugee = A{—(—6sech® (D) tanh(D)A + sech(Dtanh(1)1)A? — (2sech® (1) — sech(1))A%(id)
—2i[(2sech®(1) — sech(1))A2¢ + sech(Dtanh(D)Ad + isech(Dtanh(D)Ad?]
—isech(A)tanh(A)Ad + isech(D)P(id) + sech(l)tanh(l)i((;b)z — 2sech(1)p¢

—isech(2)($)?}exp{id}, (7.21)

agrupando términos iguales, esta expresion se reduce a

Upr = A[(6sech3 (Dtanh(d) — sech(D)tanh(1))A3 — 3i(Zsech3(A) - sech(/l))iz(j)
+3sech(A)tanh(A) (A(d))z — iid)') — sech(A) (3¢¢ + L(¢)3)] expl{ip}. (7.22)
Multiplicando el complejo conjugado de (7.22) por la funcion u = Asech()exp{i¢}:
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* —
Ul =

A?[(6sech*(D)tanh(A) — sech?(A)tanh(2))A® + 3i(2sech*(A) — sech?(1)) 12

+3sech?Wtanh(@) ((§)° +iAd) — sech?(1) (3¢ — i(4)"))- (7.23)
Asi, el tercer término de la densidad lagrangiana sera:
i(Ufy — UWugye) = —2Im(uufy,)
= 242 [3(2sech*(2) — sech*(1)) 1% + 3sech®(Dtanh(1) (i) + sech*()(§)’]. (7.24)

2. Kk

Para el cuarto término de la densidad lagrangiana, i[u?u*u; — (u*)?uu,.]; de nuevo

aplicamos la relacion (7.5), de tal modo que
i[utuuf — (u)?uu,] = —2Imuu*u;). (7.25)

El lado derecho de esta ultima expresion se calcula directamente de las expresiones

(7.3)y (7.17):

w?uu; = A*(—sech*(M)tanh()A — isech*(1) ), (7.26)
= i[utuu; — (u*)?uu,] = 2(A*sech*(1)¢). (7.27)

Sustituyendo (7.12), (7.15), (7.24) y (7.27) en la densidad lagrangiana (7.1):

L = —2A%sech?*(1)¢’
—alA'? sech?(1) — 244" sech?(A) tanh(2) X' + A%sech?(A) tanh?(A) 1’2 + A%sech?(A)¢"?]
—2eA? [3(2sech* (1) — sech?(1)) ¢ + 3sech®(D)tanh(2)(Ad) + sech®(2)(¢)’]

+y[Atsech*(D)¢]. (7.28)

Ahora, procedemos a calcular el lagrangiano promedio:
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+ o0

(L) = f Ldt. (7.29)

—00

L

El primer término de esta integral sustituyendo ¢’ = [Q" + R't + P't?] (7.19) es:

+00

—24A? f sech?(1)¢'dt

—00

+00 +00 +oo
= —24A? fsechz()l)Q’dt+ f sech®?()R't dt + f sech?(A) P't%dt|. (7.30)

Recordemos ahora que A = % de donde despejamos t = WA + V' y sustituimos en la

ecuacion anterior para realizar el cambio de variable dt = WdA.:

+00 +o
=> 242w |Q’ f sech?(A)dA + R’ J- sech?()(AW + V)dAa
+00

+P f sech?(1) (W2 + 2AWV + V2)da

— 00

W22
= —24%W 2Q' + 2R'V + P’ 3 +2V?% ], (7.31)

donde los valores de las integrales se pueden consultar en el Apéndice B.

El segundo término de lagrangiano promedio (7.29) es:

+00

—a f [A’2 sech?(1) — 24A' sech?(A) tanh(1) A’ + A%sech?(A) tanh?(1) A2

— 00

+A%sech?(A)¢'?]dt. (7.32)
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v'w+w'(t-v)
w2

Recordando que A’ = si se despeja t — V = WA de la relacién (7.7) y se

sustituye, se obtiene que

VWAHW WA VWA

A= W2 w

(7.33)

Sustituyendo (7.33), asi como ¢’ = Q' + R't + P't? y haciendo el cambio de variable

dt = WdA en (7.31), se obtiene:

+ oo + oo

—al|Aa*w f sech?(1) dA + 2AA' f sech?() tanh(1) (V' + W'1)dA

— 00

V24 2VW A+ (AW")?2
di

+00
+A%W f sech?(1) tanhz(l)< 2

+00

+A2W f sech?(1) [Q" + R't + P't?)%dA|. (7.34a)

Usando los valores de la tabla de integrales del Apéndice B. y desarrollando el altimo

término, la expresion anterior se reduce a:

24°W + 244 W' + A2 (20" + ( 3 2 + 6) w'?
® w\ 3 54" "9

+00

+A*W f sech? (M) [Q'? + 2Q'R't + 2Q'P't? + R'*t? + 2R'P't3 + P’Zt‘*]d/l]. (7.34b)

La ultima integral la desarrollamos aparte:
+00

f sech?(A) [Q"* + 2Q'R't + 2Q'P't? + R'*t2 + 2R'P'"’ + P'*t*]da

—00
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+ oo + oo + oo

=Q'"? sech?(1) dA + 2Q'R’ f sech?(1) tdA + 2Q'P’ f sech?(1) t2dA

—00 — 00 — 00

+00 +o0 +o0
+R'? f sech?(A)t?>dA + 2R'P’ f sech?(1) t3dA + P'? f sech?(M)t*dA. (7.35)

Ahora despejamos de la relacion (7.7) t = WA +V, lo sustituimos en la ecuacion
(7.35), y desarrollamos sus potencias

+ oo

20" + 4Q'R'V + (20'P' + R?) f sech?(1) (W22% + 2WAV + V2)da

40
L2R'P' f sech?() (W32 + 3W2A2V + 3WAV? + V3)dA

— 00

+ oo

+P'? f sech?(D)(WH*A* + AW3 3V + 6W?2A2V2 + 4AWAV3 + V*) dA.(7.35b)

—00

Y sustituyendo los valores de las integrales del Apéndice B obtenemos:

W?2r? 3W?2Vr?
202 + 4Q'R'V + (2Q'P' + R'?) ( —+ 2V2> + 2R'P' <T + 2V3>

TW4n*
+p'? (W + W?n2V? + 2V4>. (7.35¢)

Al sustituir (7.35c¢) en (7.34b), el segundo término del lagrangiano promedio sera:

/2
—a 2A’2W+2AA’W’+A—2 2V +(i7r2+§)W’2 +
w\ 3 54 9

2 2 2 W?n? 2 . 3W2Vn? 5
+A?W [2Q"2 + 4Q'R'V + (2Q'P' + R'?) —H 2V 4 2RP(———+2V
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TW4n4
+ P2 ( 50t W?2m2v? + 2V4>]}. (7.36)

El tercer término del lagrangiano promedio es:
+00

—2¢ J [342(2sech*(2) — sech? (A))izq'} + 3A4%sech? (/l)tanh(l)(/i(ﬁ) +A%sech?(1) (¢)3] dt,

(7.37)

y recordando que A = % y ¢ = [R + 2Pt], la primera integral de (7.37) sera:

+00

2 1 4 2
—6A%¢ m(25ech (A) — sech?(1))[R + 2Pt]dt. (7.38a)
Ahora sustituimos de la relacion (7.7) t = WA + V, y haciendo el cambio de variable
dt = WdA de la expresion anterior se obtiene:

—64%¢
w

f (2sech*(2) — sech?(1))[R + 2P(WA + V)]dA

— 00

—64%¢

(R +2PV) f (2sech*(2) — sech?(1))dA + 2PW f (2sech*(2) — sechZ(A))Adzl

4
= - W [R + 2PV]. (7.38b)
La segunda integral de (7.37) queda:

+ 00 + 0o
1 12A42PW
—64% | = (sech?(D)tanh(D))[2Pldt = ————"5 | sech?(A)tanh(1)dA = 0,(7.39)
w w

—0 —o0
donde el valor de la integral se anula por tratarse de una funcién impar (ver apéndice

A). Y latercera integral de (7.37) sera
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+ oo

—24%¢ f sech?()[R + 2Pt)3dt

— 00

+00

= —2A%¢ f sech?(A)[R® + 6R?Pt + 12RP?t? + 8P3t3]dt =

—00

+ 00 +oo +o00 +oo

R3 f sech?(A)dt + 6R*P f sech?(A)tdt + 12RP? f sech?()t%dt + 8P3 f sech?(D)t3dt

—0o0 —o0o —o0o —o0o

—24%¢

Haciendo de nuevo el cambio de variable dt = WdA y sustituyendo de (7.7) t = WA +

V, se obtiene:

+00 +00

—24%¢|R3W f sech?(1)dA + 6R?*PW f sech?(D)(WA+ V)da

—00

+00 +
+12RP2W f sech? D) (WA + V)?dA + 8P3W f sech? (WA +V)3da|. (7.400)

Al calcular los valores de las integrales (ver tabla de integrales apéndice B), y

desarrollar todos los términos obtenemos:

+00

—2A%eW | 2R3 + 12R?*PV + 12RP? f sech*(A)(W?2A% + 2WAV + V?)dA

—00

+oo

+8P3 f sech?(A)(W323 + 3W?2A%V + 3WAV? + V3)dA

—00

2.2 3W2VT[2
+2V2 ) +4P3 (———

= —4A%cW [R3 + 6R*PV + 6RP? ( + 2V3>] .(7.40¢)

Al sustituir (7.38b), (7.39) y (7.40c) en (7.37), el tercer término del lagrangiano

promedio sera:
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2.2 2

T 3W2V 2
+2V2 ) 4+ 4p3 c +2v3

6

1
—4/4%¢ {W [R + 2PV] + W [R3 + 6R2PV + 6RP2 (

(7.41)

El cuarto término del lagrangiano promedio (7.29) se calcula de manera anéloga a los

casos anteriores:

+ 00

1
yA* f sech‘*()l)qbdt—zyA‘*W f sech*(1)[R + 2Pt]dA
+00 +o
=yA*W R f sech*(1)dA + 2P f sech*(D)(WA +V)da

+00

4R
= yA*W ?+2PW f sech*(A)AdA + 2PV f sech*(1)dA

—00

4R 8PV

7.42
st 3 (7.42)

= ]/A4 [

Ahora se procede a sustituir los cuatro términos (7.31), (7.36), (7.41) y (7.42) de la
densidad lagrangiana (7.28) ya evaluados en el lagragiano promedio (7.29), con lo cual

obtenemos:

L=(L)=

! ' ' W2T[2 A 2V’2 7'[2 2 !
—2A2W (2Q" +2R'V + P z +2V2 || —«a 2A(AW+AW)+— 3 + E+§ w2

2 2

+A2W [ZQ’Z +4Q'R'V+(2Q'P' + R’2)< + zvz)

L (3W2Vr? , (TWn*
+2R'P c +2V3 ) + P2 30 + W?n?v? + 2v*

1 W?n? 3W?2Vn?
—4A%e W[R+2PV]+W R® 4+ 6R*PV + 6RP? c +2V? )+ 4P3 c +2v3
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4R 8PV
+]/A4W ? + T . (743(1)

Factorizando términos en comun la expresion se reduce a:

— 2 1 1 I Iy 2 2 WZT[Z 2
L=-2A*W|2Q" + 2RV + (P’ + a2Q'P’ + aR'* + 12¢RP?) —+2v

4.4

120

—aWw {ZA’Z + A2 [2()’2 +4Q'R'V + P'? ( +W?n?v? + 2V4>]}

W2Vr?

3 1
—2A?W (aR'P' + 8¢P3) <T + 2V3> — 4A23{W [R +2PV]+ WIR? + 6R2PV]}

alzaw + 4 2V’2+ 2 W'2 + A4W[4R+8PV] (7.43b)
* w\ 3 183 14 3 "3 | '

Aplicando la ecuacion de Euler-Lagrange a £ para cada una de los 6 parametros del

Anzant (7.3) obtenemos las siguientes relaciones:

Para la funcion A(z), la ecuacién de Euler-lagrange del lagrangiano promedio es

15 =0 (7.44)

Al derivar (7.43b) obtenemos los téerminos de (7.44):

0L ) ) w3n?
J4= AARew + 2R'VW + (P’ 4+ a2Q'P' + aR’* + 12¢RP?) —+ 2WV?

4-7.[4-

120

! ZA ZVIZ ! ! p’ ! 7
—Q2AW' + 22—+ L2W | + 24W |2Q + 4Q'R'V + P

+W?2m?V? + 2V4)]}

3V7T2

3w 1
—4A(aR'P' + 8¢P3) <T + 2WV3> — 84¢ [W [R +2PV]+ W(R3? + 6R2PV)]

4R 8PV
+]/4A3W [? + T , (745(1)
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0 0L
0zdA'

0
= a— (44'W + 24W") = a(44"W + 6A'W' +24W"),  (745b)

y al sustituir ambos términos en (7.44) obtenemos la siguiente expresion:

sagw — 85 R _geawrs + 38, aswr — 2o AV
Q w ¢ 37 39w

— 4aAWQ'* = f,(P,P',A",V',W",R"),
(7.46)
donde f;, es una funcion explicita que contiene términos no lineales de sus argumentos.

Para la funcion W (z), la ecuacion de Euler-Lagrange es:

oL 0 oL _ 0 (7.47)
ow  adzow' '

donde:

613 2 3Wz7.[2
= —24%2|2Q" + 2R'V + (P’ + a2Q'P’' + aR'* + 12eRP?) — 21?2

35Whr*
120

2 Az ZVIZ 12 2 12 pr 12
—a 424 “wz\ 3 + 1.2W +A°|12Q0"" +4Q'R'V + P

+W?2r?V? + 2V4>]}

W?2Vn?

9 1
—2A%*(aR'P' + 8¢eP3) < + 2V3> + 4A2€{W [R +2PV] + [R® + 6R2PV]}

4R 8PV
YAt — + —] (7.48a)
3 ' 3

oL _ 244" + 4 (24W") (7.48b)

6W’ = a W . B .
9 0L a4 2AA" 4 24 2AAW'W + A2W"'W — A2W'? (7.480)

> — — R .
azow'  © w2 ’ ¢

sustituyendo (7.47):

A2 AZVIZ

—4A%Q" + 457 R _ap2eR? +iyA4R +-a
wea 3

Lz — 2aA2Q"?
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= fo(p,P", AV , W', R). (7.49)

Para la funcion V (2):

0L 0 0L _ 0 (7.50)
v azav' '
oL 5
7= —2A2W[2R" + 4V(P' + 2aQ'P' + aR'* + 12eRP?)]
2 1pr 2 2.2 3 2 Ip! 3 3WZT[2 2
—aA*W[4Q'R" + P'*“(QW*n*V + 8V?>)] — 2A*W (aR'P' + 8&P?) + 6V
1 8
—4A25{2PW + 6R2PW} + §yA4WP, (7.51a)
oL 4 (A% (7.515)
av - “3\w ) '
. 0 0L A(_AAV +A2V” A%V’ (7.510)
azov' ~ *3\“Tw W wz) e

y entonces, se obtiene:

!

1 1 4 V
_ 2 _ 2 _ 2 _ 2 — 1 Al p! DIy
8cA WP{ 2+3R 3]/A }+3a’A > fs(P,W',A",P",R",V'"). (7.52)

Para la funcion Q(z), la ecuacion de Euler-Lagrange es:

oL 9oL _ . 753
90 09zaQ' (7:53)
donde:
0L 0 (7.54a)
- = . a
aQ ’
aL ,(ﬁ_'_zvz)
30 = —4A2W — ad’W 4Q' + 4R'V + 4P\ 6 , (7.54b)

135



= 0 9L _ 0 4A2W A2W |4Q" + 4R'V + (2P") W2”2+2V2
920Q" _ 0z ¢ ¢ 6
a , (WP 5
=—£A W14+ al|4Q' + 4R’V + (2P") c +2V ) (7.54c¢)
entonces:
A*W{4 + f,(V,P',Q",R"} = cte. (7.55)

Para la funcion R(z), la ecuacién de Euler-Lagrange es:

0L 0 0L 0 (7.56)
OR 9zO0R' '
donde:
oL 5 5 Wan? 5 , (1 5 4
i —24A2W [sP < +2v2 )| —44 s{w + 3W[R?% + 4RPV]} + §yA W (7.57a)
oL (W?n? 1 3W2Vn?
— = —4A*W |V + aR +2V% )+ aQ'V+=-aP' | ——+2V3 ||, (7.57a)
OR’ 2 6
9 oL g [—4 A*WQ'V + ]
320R 9z reAWe
= —4a{2AWQ'V + A2W'Q'V 4+ A2WQ"'V + A2WQ'V'} + --- (7.57¢)

donde hemos despreciado a todos los términos que poseen una derivada de orden uno o
mayor que uno para los parametros A, W' y P’, pues como se verd mas a delante las
soluciones que nos interesan analizar requieren que estos valores sean nulos. Al

sustituir (7.57a) y (7.57¢) en la ecuacion (7.56):
1 4
—4A%¢ {W + 3WR2} + §yA4W + 4a{2AWQ'V + A2WQ'V'} = f;(...) (7.58)

Para la funcion P(z), la ecuacién de Euler-lagrange es:
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oL 9 oL _

_——— =0, donde: 7.59
oP 0zdP’ ( )
oL ) Win? X L, (3W3Vn?
3 —48A%eRP + 2WV? | —48cA%P T+ 2wys3
2V 8
—4A23{W + 6R2VW} + §yA‘*VW, (7.60a)
aL W3 2 7 5.4
— 942 ’ 2| _ 2p’ 32172 4
3P 2A(1+2aQ)< c +2WV> 2aAP< 170 + W3n?v +2WV>
oo (3W3Vn? s
—2aA*R T+2WV , (7.60b)
S 908 0 2A%(1 + 2aQ") W 2+2WV2 +
0z0P' 0z aQ
3.2 W3 2
= —44A'(1 + 2aQ") < + 2WV2> — 4aA?(Q") < + 2WV2>
WaWw'n?
—2A4%(1 + 2aQ") <T +2W'V? + 4WVV’> + - (7.60¢)

Analogamente al caso anterior hemos despreciado los términos con orden de derivada

igual o mayor que uno para los parametros P’ y R'. Entonces:
2v 8 ,
—4A%¢ {W + 6R2VW} + g)/A‘*VW + 8A2WVV'(1 + 2aQ') = f(.....) (7.61)

donde las funciones f,(.....),n=1,..,6, representan funciones no lineales de sus
argumentos. Ahora buscamos puntos criticos de estas relaciones, que vienen dados por
soluciones estacionarias de la ecuacion GcmkdV que cumplen las siguientes
condiciones para el Anzant (7.3):

A’:W’:R,:PIZO,

Q' =q = cte, — (7.62)
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V' = a = cte,

Al insertar estas condiciones obtenemos que f,(....) =0, paran=1,...6 y
sustituyendo las condiciones (7.62) Q' = q y V' = a, nos conduce al siguiente sistema

de ecuaciones reducidas:

eR s 2 1 a? 1 5
—Q—W—ER +§)/A R—gam—zaq =0, (763)
+€R 1!e3+1 A2R+1 @ 1 2=0 7.64
TTyz~ &0 T3Y 6 wz 2% =Y (7.64)
8 4

P {—88 — 24eR?*W? + gyAZWZ} + 7@ = 0, (7.65)
22W = A2(0)W(0), (7.66)

AZ 2p2 4 4 2
_4£W — 12eA“R°W + §yA W + 4aqW{2AV + A%a} = 0, (7.67)

8¢ 8

W 24eR*W + §yA2W + 8Wa(1 + 2aq) = 0. (7.68)

Para determinar la relacion entre a y g de la ecuacion (7.68) despejamos directamente

a(l+ 2aq):

1 1
a(1+ 2aq) = £z + 3eR? — §yA2. (7.69)

Para hallar g, multiplicamos la ecuacion (7.64) por 2 y sumamos el resultado a la

ecuacion (7.63):

1 1
>q+ anz = EyAZR — &R3. (7.70)

Multiplicando la ecuacién (7.63) por (-1) y sumando esto a la ecuacion (7.64):
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ZaZ

W2R ~

1 2
=>6EW—)/A +a

0. (7.71)
Ahora bien, si consideramos que para las soluciones analizadas el término de la

frecuencia inducida “chirp” es constante, es decir P(z) = cte, entonces de la ecuacién

(7.65) se obtiene que

a(L) e L 3eR? — iy (7.72)
ewzp) ~ ‘we 3V '

Esta ecuacion es equivalente a (7.69), donde se puede establecer una relacion entre a y
q, ademas las relaciones (7.69-71) son la contraparte variacional de la familia de
solitones brillantes y resultan ser una generalizacion de las relaciones que se obtuvieron
para la familia de solitones brillantes exactos de la ecuacion GemKdV (ver Capitulo 4,
ecuaciones (4.28), (4.29) y (4.30)). Esto demuestra el poder del método variacional ya
que no s6lo nos permitira examinar las soluciones perturbadas de la GmcKdV si no
también resuelve las relaciones que deben satisfacer los parametros de las soluciones

exactas.

7.2 Estabilidad de las soluciones perturbadas de la ecuacion GecmKdV.

Para analizar que sucede con las soluciones perturbadas de la ecuacion GemKdV,
graficamos la ecuacion (7.72c) o (4.30) (con e = 1y y = 1) que describe a la familia de
soluciones exactas, la curva que describe pasa por el punto (Wy, Az) donde el subindice

E indica que se tratan de las soluciones estables (ver figura 7.2).
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Luego tomamos la ecuacion (7.66) obtenida a través del meétodo variacional de
Anderson y que describe el comportamiento de las mismas variables, pero para
soluciones perturbadas. Tomando valores de la amplitud A; < Ag y luego A; > Ag, se
obtienen segun la ecuacion (7.66) las curvas que describen la evolucion de dos
soluciones perturbadas cuyas condiciones iniciales estan en los puntos 3 y 1
respectivamente. Es decir, los puntos 3 y 1 representan dos pulsos iniciales con la
misma frecuencia que una solucion estable Wy pero con un valor de amplitud
menor (A; < Ag) y mayor (A; > Ag) respectivamente. Como se puede apreciar en la
figura 7.2 los puntos 3 y 1 se desplazan sobre sus respectivas curvas al valor que
representa una configuracion mas estable para el pulso, puntos 4 y 2. De forma que
sorprendentemente el pulso perturbado cuya amplitud sea mayor crecera ain mas para
después estabilizarse y el pulso perturbado con menor amplitud continuara
disminuyendo para después estabilizarse en un solo valor. Este comportamiento resulta
inesperado, pues en general cuando un pulso es perturbado incrementando su amplitud,

inmediatamente decae oscilando en valores cercanos al de la solucion exacta.

140



En conclusion, este resultado nos indica que las soluciones perturbadas evolucionan a
una configuracién que represente un estado mas estable del sistema y tal configuracion
es el de las soluciones exactas, es decir, la familia tipo solitones brillantes de la ec.
GemKdV que son soluciones “estables™. Para comprender esta estabilidad, se analizara
en el siguiente capitulo las soluciones lineales de la ec. GemKdV con la finalidad de
comprender cdmo se propagan los pulsos expuestos al fendmeno de “resonancia” y asi
comprender cémo el término no lineal inhibe esta interaccién que destruiria las

soluciones completas de la ec. GemKdV.
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CAPITULO 8.

UNA APROXIMACION NUMERICA AL ESTUDIO DE LAS
SOLUCIONES LINEALES DE LA ECUACION GCMKDV.

8.1 Antecedes del estudio de la parte lineal de la ecuacién GemKdV.

En el capitulo 4 se demostré que la ecuacion GemKdV:
iu, + au,, — ieuy — iylul?u, =0, (8.1)
tiene dentro de sus soluciones a la familia exacta de solitones brillantes:

t—az

u(z,t) = Asech ( ) el(az+rt), (8.2)

la cual es embebida, pues sin importar cual sea el valor del nimero de onda del soliton,
éste estara inmerso en el rango de la relacion de dispersion:
ak? + k — ew® = 0; (8.3)

de las ondas lineales de pequefia amplitud Su = uyexp(i(kz — wt)). La relacion (8.3)

se obtuvo de sustituir directamente la funcion du en la parte lineal de la ec. GmKdV:
iu, + au,, — icuy = 0. (8.4)

La forma de la curva descrita por la relacion de dispersion (8.3), se obtiene al graficar el

nimero de onda k en funcion de la frecuencia w:

1++V1+4asw3

klw) = - 2a

(8.5)
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Figura 8.1. Relacién de dispersion k(w) con los valores de a = % ye=1.

En este caso la relacion de dispersion para ondas lineales exhibe un rango prohibido de

frecuencias,
—o00,— [— |, (8.6)

lo cual implica que ondas lineales de pequefia amplitud existentes en el mismo medio

no se puedan propagar en este rango de frecuencias.

Veamos ahora como interaccionan las ondas lineales de pequefia amplitud con las ondas
viajeras tipo soliton que se propagan en la misma fibra dptica. Para ello se resolvera la
parte lineal de la ecuacion GmKdV de forma analitica a través del analisis de Fourier, lo
cual nos lleva al planteamiento matematico del problema de Cauchy para las
condiciones iniciales. Dado que las condiciones iniciales son los pulsos iniciales que
puede controlar el laboratorista, este practico método permite encontrar facilmente la

relacion entre la condicion inicial del pulso y su evolucion a través de la fibra Optica; asi
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como poder graficar su evolucion de forma numérica para observar si presenta algin

tipo de resonancia.

8.2 Soluciones lineales de la ecuacién GecmKdV.

Comenzamos calculando la transformada de Fourier de la ecuacion (8.4):

iU, + aU,, + ew3U = 0, (8.7)
donde hemos definido
+00
U(z,w) = j u(z, t)e'tdt, (8.8)

— 00

como la transformada de Fourier de la funcion u(z, t). En forma operacional U(z, w) =
Flu(z, t)]; de tal forma que estamos transformando la solucion de la ecuacion GmKdV

linealizada al espacio de frecuencias.

La solucion de la ecuacion (transformada) (8.7) se obtiene inmediatamente a traves de

su polinomio caracteristico:
al®> +il+ew? =0, (8.9)
cuyas raices son:

—itV-1—-4daew® -it,s(w)

A, = )
1.2 2a 2a

(8.10)

s(w) = —1 — 4acw?, (8.11)

donde A, corresponde al radical con el signo positivo y A, al negativo. Por lo tanto la

solucion transformada sera de la forma:
U(z,w) = a(w) exp(A,z) + b(w)ex p(A,z), (8.12)
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y de (8.12) se puede calcular directamente la derivada parcial respecto a z de U(z, w):
U,(z,w) = Lha(w) exp(A,z) + A, b(w)ex p(A,2). (8.13)
Evaluando las ecuaciones (8.12) y (8.13) en z = 0 se obtiene el siguiente sistema:
U(0,w) = a(w) + b(w), (8.14)
U,(0,w) = a(w) + 1, b(w). (8.15)

Este sistema permite obtener los valores de los coeficientes a(w) y b(w), es decir,
obtener la solucion completa, en términos de las condiciones iniciales U(0,w) Yy

U, (0, w) (problema de Cauchy):

U,(0,w) — 2,U(0, w)

a(w) = R ) (8.16)
b(w) = AlU(O’z)__AZZ(O’ ©) (8.17)

Como se espera a traves del planteamiento matematico del problema, para conocer los
coeficientes que definen la solucion de (8.7) es necesario las condiciones iniciales
u(0,t) y u,(0,t) y calcular sus transformadas de Fourier. Sin embargo, analizando el

tipo de soluciones que se obtienen, si graficamos la funcion s(w) (véase figura 8.2),

1 . . .
cone =1y a =, se observa un comportamiento de la siguiente manera:

>0, siw<w,

s(w)

<0, siw>w,

315 - .
donde w, = — /7 ~ —1.957 ... que es justamente el valor supremo de las frecuencias

prohibidas
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Figura 8.2. El rango de la funcion s(w) crece indefinidamente para valores de w < w,.

Esto implica que para la solucion (8.12), las frecuencias dentro del intervalo w < w,
generan que el primer término de (8.12), a(w)exp [—iz/2a+,/s(w)z/2a], tenga

como parte real en la exponencial un argumento positivo creciente, \/s(_w) >>0, lo
que fisicamente se interpreta como una solucidn inaceptable pues esta exponencial
diverge a infinito, es decir, explota. Entonces, para que existan soluciones fisicamente
aceptables se debe tener que a(w) = 0, asi se evita la que la solucién estalle. Esto
permite encontrar una relacién directa entre U(0,w) y U,(0,w), de (8.16) y

considerando s(w) < 0:

U,(0,w) = 2,U(0, w).

U(0, w) (8.18)

Ademas, aplicando la transformada inversa de Fourier a (8.18), obtenemos la segunda

condicidn inicial de Cauchy en términos de la condicidn inicial del pulso:

u,(0,t) = F1A,U(0,w)]
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1 +oo .
= E,ﬁ A (0)u(0,7)e - drdw. (8.19)

La ecuacion (8.19) ademéas resuelve un problema conceptual matematico asociado a la

ecuacion lineal (8.4). En el siguiente parrafo explicaremos cudl era ese problema.

La ecuacion (8.4) es una ecuacion de 2° orden en z, y por tanto las matematicas nos
dicen que para resolver el problema de condiciones iniciales (en z) para esta ecuacion

(el lamado problema de Cauchy) necesitamos especificar 2 condiciones iniciales:
u(z=0,t) y u,(z=0,t).

Fisicamente podemos controlar u(z = 0, t) que corresponde a la intensidad de la luz al
principio de la fibra Optica. Sin embargo no es claro como podemos controlar a nuestro

gusto el valor de u,(z = 0,t) en un arreglo con fibras dpticas.

Entonces queda la interrogante de ;como podemos dar la condicion incial u,(z = 0,t)
que requiere el problema matematico para definir la solucién particular de la ec.(8.4).
La respuesta a esta pregunta es la ec. (8.19) la cual nos dice que basta con conocer
u(z = 0,t). Si conocemos esta funcién, entonces la ec. (8.19) nos da el valor de
u,(z =10,t), asi ya se tienen las 2 condiciones iniciales que matematicamente se
requieren para determinar una solucion particular unica de (8.4).

Ahora bien, la relacion (8.18) es una consecuencia de exigir que a(w) = 0, pues de lo
contrario la solucion (8.12) explota cuando w < w,,. Sin embargo, no parece haber
razon para exigir que (8.18) también se cumpla para w > w,, y no tenemos una
demostracion rigurosa de que (8.18) deba valer para w > w,, Sin embargo, la
existencia de una relacion entre u, (0,t) y u(0, t) parece ser consecuencia de que

existen razones para pensar que el problema de condiciones iniciales para la ec.
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GcemKdV es un problema “mal planteado” (en inglés: ill-posed), como ocurre con la

ecuacion:
. 1 5
iu, + u,, + E(ux" + uyy) + |ul*u =0

para la cual ha sido demostrado que el problema de condiciones iniciales es mal
planteado [39]. Entrar en el terreno de los problemas “mal planteados” va mas alla de
esta tesis, por lo que s6lo indicaremos aqui que Hadamard menciona que cuando
tenemos un problema mal planteado es necesario imponer ciertas condiciones de
compatibilidad entre las condiciones iniciales, para poder tener soluciones “globales”
(i.e., definidas para toda z > 0) [41]. Por lo tanto, la relacion (8.18) es, probablemente,
una de esas “condiciones de compatibilidad” mencionadas por Hadamard.

Y ahora calcularemos la solucion de (8.54) utilizando lo anterior, la solucion completa

en el espacio de frecuencias (8.12) usando que a(w) = 0y (8.17) se reduce a:
U(z,w) = b(w)exp(A,z2), (8.20)
b(w) = U0, w). (8.21)

De modo que basta conocer la transforma de Fourier del pulso inicial Fu(z = 0,t)] =
U(0,w) para poder analizar la evolucién completa del pulso. A continuacién se
utilizara este resultado para poder estudiar numéricamente la propagacion de estos

pulsos.

Probemos qué sucede al calcular la solucién exacta de la ecuacion linealizada
GemKdV, cuya condicién inicial en el espacio original del sistema (z,t) proponemos

como un pulso tipo soliton de la forma:

u(0,t) = Asech(Bt). (8.22)
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Figura 8.3.Grafica de la condicion inicial (8.22).
Esta imagen se refiere a la amplitud de la intensidad del campo eléctrico del haz de luz
propagandose a traves de la fibra Optica.
Para hallar la solucion se resuelve la ecuacion trasformada en el espacio de frecuencias
cuya solucién ya esta determinada por (8.20) y se aplica la transformada inversa de

Fourier para regresar al espacio original (z,t):
u(z, t) = FHU(z, w)] = Fb(w)exp(1,2)]. (8.23)

El primer paso sera trasformar la condicion inicial del pulso al espacio de frecuencias
b(w) = U0, w) = Flu(0,t)]. Por comodidad usamos A = 1 entonces la transformada

de Fourier de (8.12) sera:

U(0,w) = F[sech(Bt)]

+00
_ f h(Bt iwtdt—lf h(52) 8.24
=T sech(Bt)e =gz (55) (8.24)

Luego calculemos la solucion regresando al espacio original (z,t) sustituyendo (8.24) en

(8.23). De esta forma obtenemos:
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V21 Tw

u(z,t) =F1 5B sech(ﬁ)exp(/lzz) . (8.25)

Ahora bien, el valor del pardmetro B, es de libre eleccion segln sean las caracteristicas
que se deseen en el ancho del pulso inicial, pero es de gran relevancia pues su valor
afectard directamente la evolucién del pulso (como se vio anteriormente la forma del
pulso inicial determina su evolucion a través de la fibra dptica); el por qué, se ve a

continuacion.

Para un pulso de la forma sech(Bt), la anchura a media altura abreviada FHWM (Full
Width at Half Maximum) que caracteriza la anchura del pulso se relaciona inversamente

proporcional con el parametro B, esto es:
1
FHWM~ . (8.26)

Luego al aplicar la transformada de Fourier al pulso, es decir al transformar el pulso al

espacio de frecuencias w:

F[sech(Bt)] = %sech (% w). (8.27)

el valor del ancho ahora es directamente proporcional a B (en el espacio de frecuencias

w), es decir:
FHWM (w)~B. (8.28)

De estas observaciones se puede deducir que: si el valor de B es cercano o igual a uno
para un pulso de la forma (8.27), el ancho del pulso en el espacio de frecuencias es

decir del pulso inicial transformado, estara dentro del intervalo prohibido de frecuencias
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(=00, w,) (ver figura 8.4), donde w, = —3\/1:5 = —1.957 este rango fue calculado de la
2

relacion de dispersion lineal (8.3).
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Figura 8.4. Amplitud del pulso inicial trasformado al

espacio de frecuencias U (0, w) = F[sech(Bt)].

Esta funcion centrada en el valor w = 0, toca valores menores a w, = —1.957.. es decir
que esta condicion inicial toca el intervalo prohibido de frecuencias lo cual

curiosamente produce que la solucion se corte en estos valores segun el pulso comienza

a evolucionar respecto a z en el espacio de frecuencias (ver figura 8.5).
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Figura 8.5 El pulso (8.27) toca el rango prohibido de frecuencias, conforme
comienza a evolucionar en z=0, se va achatando de lado izquierdo, esto sucede

en el espacio de frecuencias.

Veamos a continuacion qué sucede con este tipos de pulsos al proponerlos como

condicion inicial para la solucion de la ecuacion linealizada GemKdV (8.4).

8.3 Evolucién de un pulso cuya condicién inicial toca el rango prohibido de

frecuencias.

Si hacemos B=1 el pulso inicial (8.22) transformado al espacio de frecuencias sera:

Tw

U0, w) = \Esech (7), (8.29)

y la solucién en el espacio original (z,t), segun (8.25) sera:
2
u(z,t)=F1 [gsech(%)exp(lzz)], (8.30)

donde para los valoresde e =1y a = % el valor de 4, segun (8.10) sera:

2
= —15{ — -1 - 3
Ay 15i — 15 |—1 (15)w . (8.31)

El calculo para una z en particular es decir para un pulso analizado en cierto punto de la
fibra Optica se realiz6 de forma numérica a través de unas lineas de cddigo ejecutados

en Wolfram Mathematica (ver Apéndice C) para z=1:
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Figura 8.6. Evolucién del pulso (8.30) a través de la fibra Optica para z=1

Como se observa en la figura 8.6 el pulso comienza a emitir radiacion en forma de tren
de pulsos de menor amplitud hacia la izquierda, casi instantaneamente segun evoluciona
respecto a z. Ademas, se nota un ligero desplazamiento de la solucion |u(z,t)| hacia la
misma direccion que lleva el tren de pulsos el cual termina abruptamente en un punto
bien definido cercano a t=-4. Recordemos que t no es la variable de evolucion sino el
tiempo retardado, que representa un marco de referencia que se mueve a la misma
velocidad del pulso, es decir, la solucion |u(z,t)| deberia mantenerse centrado en t=0
para el pulso inicial estacionario u(0,t) = sech(Bt). De tal manera que el tren de
pulsos se mueve a una velocidad distinta que la solucion u(z,t), para ver esto
detalladamente superponemos las graficas |u(z,t)| respecto a la variable de evolucién

z, para z=1/3,2/3,5/6.
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Figura 8.7. En linea punteada la condicién inicial u(z=0,t), luego la evolucion

del pulso (8.30) para z= 1/3,2/3,5/6.

Del lado derecho la cola del pulso no se mueve a comparacion del pico que se ve

arrastrado hacia la izquierda segun el tren de pulsos se mueve.

Para hallar el valor de la velocidad inversa del pulso u(z,t) se calcula de la figura (8.7)
un promedio entre los intervalos At y Az tomando como referencia el pico del pulso
que, para este caso el valor de la velocidad inversa es de v; = (At/Az) ~ —1 %+ 0.05,
este tipo de comportamiento corresponde a pulsos lineales moviles (de la forma
mostrada en la ec. (8.36)) los cuales no fueron contemplados para determinar la relacion
de dispersion lineal (8.3) donde los pulsos fueron considerados como ondas planas. En
la siguiente seccidn se reconsiderarara la naturaleza de los pulsos lineales de pequefia

amplitud como mdviles, lo cual nos daré la clave para entender por qué el pulso radia.
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8.4 Evolucion de un pulso cuya condicion inicial esta fuera del rango de frecuencias

prohibida para ondas lineales.

Por otra parte si tomamos un valor del coeficiente B<1, entonces en el espacio de
frecuencias el ancho del pulso disminuye y queda acotado a un valor FHWM < 1 de tal
forma que en pulso, aunque esté centrado en w = 0, evolucionard sin tocar el rango de

las frecuencias prohibidas para pulsos lineales (w < w, —1.9) de tal forma que no se

achata como en el resultado anterior (ver figura 8.5).

12! i
10+ I

0, w) |

| Uz =
o N B O ®

Wp VARN ]

25 -20 -15 -10 -05 00 05
w

Figura 8.8 Condicidn inicial u(0,t) = sech(t/16) transformado al espacio de

frecuencias con un ancho de pulso que no toca el espacio prohibido de frecuencias.

Tomando en cuenta esta premisa, y al hacer evolucionar un pulso inicial con estas
caracteristicas, para u(0,t) = sech(t/16), se encuentra que en un principio el pulso
tiene un comportamiento soliténico pues no muestra radiacion o pérdida de amplitud, es
decir, conserva su forma; por ejemplo, para una valor de z=100 medianamente grande el

pulso mantiene su amplitud y anchura (ver figura 8.9).
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Figura 8.9 Evolucion del pulso (8.30) a través de la fibra dptica para un valor de B=1/16

y z=100

Sin embargo, se puede observar que el pico del pulso se ha desplazado ligeramente
hacia la izquierda, es decir, el pulso se ve afectado por una muy pequefia velocidad
inversa (At/Az) hacia la izquierda, cuyo valor estimado a partir de la figura 8.9.es
v; = —0.01. Entonces, si el pico de la solucién se ve afectado por esta velocidad, es de
sospechar que se deba a la presencia de una ligera resonancia que no se muestra adn.
Para una z mas grande quizas se tenga un comportamiento similar a la figura (8.6)

radiando hacia la izquierda. Para un valor grande z=1000 esta prediccion se cumple.

0.0}

~100 Z50 0 50
t

Figura 8.10 Pulso (8.30) propagandose a través de la fibra 6ptica con B=1/16 y z=1000.
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Este resultado, nos indica que aunque parezca que se haya evitado la radiacién en la
solucion u(z,t), para z muy grandes, el pulso finalmente muestra resonancia con las
ondas lineales de pequefia amplitud que se propagan en el mismo medio. Este hecho
nos indica que inevitablemente las soluciones u(z,t) de la forma lineal de la GemKdV
mostraran resonancia y este tipo de comportamiento es atribuido a la presencia de la
tercera derivada (us;) en la ecuacion GemKdV, que es conocido como término

“dispersivo”.
8.5 Evolucion de un pulso cuya condicidn inicial tiene una fase w, (solucion movil).

Ahora bien, veamos que sucede si cambiamos la forma del pulso inicial del caso

estacionario u(0,t) = Asech(Bt) al caso movil:
u(0,t) = Asech(Bt)e~iwot, (8.32)

donde el argumento de la exponencial representa una fase inicial wy;en el espacio (z,t)
esta fase inicial no afecta la forma del pulso (ver figura 8.11a) pero al aplicar su

trasformada de Fourier:
U0, w —wy) = T[sech(Bt) e‘iwot]

V2m s
= ﬁsech (ﬁw — a)o). (8.33)

El pulso inicial transformado estara centrado en w, hacia la derecha lo cual permite
evadir que parte del pulso este dentro del rango prohibido de frecuencias (ver figura

8.11b).
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Figuras 8.11 Condicion inicial del pulso con una fase inicia en el espacio original (z,t)

figura a) y transformado al espacio de frecuencias (z, w) figura b).

De tal manera que el pulso en el espacio de frecuencias al no tocar el intervalo
prohibido de frecuencias evita que se corte o se vaya achatando de lado izquierdo como
sucedio en el primer resultado (ver figura 8.5).

Con esta consideracion la solucién en el espacio original (z,t) sera ahora:

+00
1 .
u(z,t) = o f U0, w — wy)e???e @tdw. (8.34)
En simbolo operacional y sustituyendo A, (8.10):
\2m T 2
— -1|__ _ _ _ ; _ 1 [ —
u(z,t) =F T sech(ZBw wo) exp| —15i*z—15%z [—1 (15) w3 ||.(8.35)

Veamos que sucede ahora si calculamos numéricamente el pulso para una B=1 de

nuevo, pero con una fase inicial corrida a la derecha , w, = 3.
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Figura 8.12 En azul evolucion del pulso (8.35) para una z=1/3 y en lineas punteadas la

condicion inicial z=0.

En este caso el pulso muestra un claro desplazamiento hacia la izquierda y una pérdida

en amplitud debido a una resonancia de lado derecho, veamos si se produce un tren de

pulsos lineales bien definido:
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Figuras 8.13 Evolucidn del pulso (8.35) para z=1/2,2/3,1. Figuras a), b) y )

respectivamente.

A diferencia del caso anterior, esta solucion se desplaza con una velocidad inversa
constante, y no muestra un tren de pulsos definido, pero si se observa que existe una
ligera emision de radiacion de ambos lados del pulso, lo cual no sucedié en el caso

anterior.

0.4

0.3r

0.2+

|u(z, )]

0.1+

0.0+
-100 -80 -60 -40 =20 0

Figura 8.14 Superposicion de la evolucion del pulso (8.35) con B=1/2 'y z=1,2,3,4,

donde se aprecia que el pulso lleva una velocidad inversa v; ~ —12
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8.5 Ondas lineales de pequefia amplitud moviles y el analisis de la radiacion de las

soluciones u(z, t).

Para explicar los resultados obtenidos anteriormente, es necesario hacer una
reconsideracion acerca de los pulsos lineales de pequefia amplitud du(z,t) con los que
interacciona los diferentes tipos de soluciénes u(z, t) consideradas anteriormente, pues
en todos los casos se pudo observar algun tipo resonancia destructiva ya sea que se
modifique el ancho del pulso (variando el parametro B) o considerando una fase inicial
0 no en la condicién inicial de la solucidén. Ahora, sera necesario expresar a las ondas
lineales de pequefia amplitud de una manera un poco distinta. En vez de expresarlas en

la forma de onda plana uye!**=®tl las expresaremos de la siguiente forma:
Su(z, t) = uyeltkz-ot=viz)] (8.36)

donde se afiadi6 un término adicional en la fase que caracteriza la velocidad inversa
v; = (At/Az) de las soluciones observadas anteriormente. Estas ondas, satisfacen la
parte lineal de la GemKdV (8.4) y se propagan en el sistema oOptico al igual que las
soluciones completas de la GemKdV. Al sustituir la funcion (8.36) en la ecuacion (8.4),

obtenemos la relacion de dispersion de estas ondas de pequefia amplitud:
ak? + (1 + 2av,w)k + wv; + aw?v,? — cw® = 0, (8.37)
donde los valores « = 1/30 y € = 1 ya se han asignado anteriormente.

Para conocer las frecuencias en las que existe resonancia entre las ondas lineales de
pequefia amplitud (8.36) y la solucion en el espacio de frecuencias U(z, w) =
b(w)ex p(A,z), debemos conocer el nimero de onda kg con el que evoluciona nuestro

pulso U(z, w). Recordando que:
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1 _—i—V-l1—4daew® —i—.s(w) 838
2T 20 B 2a ’ (8.38)

redefiniendo el argumento del radical:

s(w) = -1 — 4acw® = —(1 + 4af (w)), (8.39)

donde f(w) = ew?, entonces +/s(w) = iy/1 + 4af (). Podemos aproximar el radical
de lado derecho completando el trinomio cuadrado perfecto si se cumple que

a?f?(w) < af (w) que se puede escribir como |acw?| = |w3/30| « 1,entonces:

\/s(w) = i\/l + 4af(w) + 4a?f?(w)
=i(1+ 2af(w)). (8.40)
Sustituyendo en (8.38):

—i—i(1+ 2af(w))
2a

A2

R

_ _é_ if (o). (8.41)

Por lo tanto, la solucion en el espacio de frecuencias U(z,w) = b(w)ex p(A,2),
contendra el factor exp(—iz/a), lo cual implica que la solucién u(z,t) que es la
transformada inversa de U(z, w), tendra un nimero de onda k;  —1/a. Como en este
caso se utilizé @ = 1/30, tendremos que ks =~ —30 . La condicion |asw?| « 1, donde
a=1/30y e =1, se cumple muy bien para w € (—1,+1). Conforme los valores de w
se alejan del centro de este intervalo se tendra que ir considerando un ajuste al valor

ks = —30.
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Para corroborar numéricamente este resultado en la solucién u(z,t) que obtuvimos
anteriormente si graficamos la parte real y la parte imaginaria de u(z, t), para unat en
particular en este caso utilizamos t=0,y dejamos correr respecto a z obtenemos la figura

8.15.

‘ |
— Im[u(z,t=0)]
— Re[u(z,t=0)]
0.5 8

0.0-

u(z, t=0)

-0.5

20 22 24 2.6 2.8 3.0

Figura 8.15 Parte real e imaginaria de funcion u(z, t) (solucion de la ec. (8.4)),

calculada numéricamente y evaluada en t=0.

A partir del analisis esta figura en una region a partir de la cual la longitud de onda

tanto de la parte real como imaginaria sea la misma, podemos notar dos cosas:

1. La longitud de onda tanto de la parte real e imaginaria es A = 0.21 £ 0.005,
k 2n 30 8.42
= k, = —— = 30. .
021 ( )
2. Cuando la parte real esta en fase creciente positiva la parte imaginaria

decrece y se vuelve negativa cuando la real comienza a decrecer lo cual corresponde
a una fase con signo negativo:

e *s? = cos(ksz) — isen(ksz), (8.43)
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donde el signo menos lo asociamos al nimero de onda, entonces k, = —30.

Ahora que conocemos el nimero de onda kg con el que se propaga la solucién que
calculamos, podemos saber con qué ondas lineales de pequefia amplitud du resuena,
esto es, si aplicamos la condicion de resonancia igualando el nimero de onda kg del

pulso con la relacion de dispersion de ondas lineales de pequefia amplitud (8.37):
kg = k(w). (8.44)
Sustituyendo el valor de k, en la relacion de dispersion lineal implicita (8.37):
ak? + (14 2av,w)ks + vjw + av2w? — w3 = 0. (8.45)

La solucion de esta ecuacion permite hallar la o las frecuencias w de resonancia entre
las ondas de pequefia amplitud Su y las soluciones u(z, t) que satisfacen la parte lineal

de la GemKdV. Reagrupando los términos de la ecuacion (8.45) segun el grado de w:
—ew? + av2w? + (1 + 2aviks)w + (aks® + k) = 0, (8.46)

esta ecuacion es un polinomio cubico de la forma aw? + bw? + cw + d = 0, cuyo

discriminante:
A= 18abcd — 4b3d + b%c? — 4ac® — 27a%d>. (8.47)
Indica el tipo de raices:
Si A> 0, la ecuacion tiene tres raices reales.
Si A= 0, la ecuacion tiene raices maltiples (triple, doble o simple).
Si A< 0, existe una raiz real y dos complejas.

Para la ecuacidn (8.46) el discriminante sera:
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18cav,®(1 + 2aky)(aks” + ky) — 4a3v,®(aks”® + k) + a?v,5(1 + 2ak)?

A= —
+4ev3(1 + 2aky)? — 27e%(ak,” + ks)z, (8.48)
tomando en cuenta el resultado k; = —1/a, esta expresion se reduce a:
A= a?v,°(1 + 2ak,)? + 4ev,3(1 + 2aky)3. (8.49)
Sustituyendo los valores ya escogidosde e =1y a = 310, entonces:
(8.50)

1 2
Al= Ul6 (%) - 4‘1713.

Este resultado muestra que el namero de raices de la ecuacion (8.46), es decir, el
numero de frecuencias de resonancias w, esta determinado finalmente por la velocidad
lineal v;, al graficar el determinante (8.50) (ver figura 8.16). Podemos observar que

toma diferentes valores, los cuales determinaran cuantas frecuencias de resonancia w,

existen entre la solucion u(z, t) y las ondas lineales de pequefia amplitud du.
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Figura 8.16 El valor del determinante sera A> 0, si v; < 0
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Sin embargo, s6lo es de interés la parte donde los valores de v; son negativos y
cercanos a cero pues los resultados anteriores exhiben radiacion en forma de trenes de

pulsos lineales que se mueven con velocidades negativas hacia la izquierda.

Para v; < 0 el valor del discriminante ser& positivo y eso predice la existencia de tres
raices, es decir de tres frecuencias de resonancia w,. Para ilustrar y hallar el valor de las
frecuencias de resonancia, graficamos la relacion de dispersion k(w) (8.37) para una
cierta velocidad lineal v; y la recta constante correspondiente al valor del nimero de
onda de la solucion kg = —30. De la interseccion de esta recta con la curva de la
relacion de dispersion se obtienen los valores de las frecuencias de resonancia w,.. Por
ejemplo, para v; = —12,-5,—3, 0 (ver figuras 8.17), las tres primeras velocidades son
negativas y se obtienen tres intersecciones con la recta k;, = —30 correspondientes a las
frecuencias de resonancia. Lo que sigue es analizar si estas frecuencias son las
responsables de la radiacién observada en los resultados anteriores. Pero antes de esto,

es necesario hacer una sutil observacion.
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Figuras 8.17

Se puede notar que para velocidades v; pequefas, cercanas a cero, las frecuencias de
resonancia w, tambien toman valores cada vez mas cercanos a cero y ademas los picos
de la curva de la relacion de dispersion k(w) respecto a la recta k, = —30 van
disminuyendo, de tal modo que si se varia el valor del nimero de onda de la solucion
k, = —30 + 8k, se podria tener que ya solo existe una frecuencia de resonancia como
en la figura 8.17d en lugar de tres. Este hecho es posible tomando en cuenta que el valor
del nimero de onda de la solucibn k, = —30 fue encontrado haciendo una
aproximacion donde se establecio la condicion |asw?| « 1, donde @« = 1/30y ¢ =1,
esta condicion se satisface bien para valores de w € (—1,+1); para valores de la
frecuencia fuera de este intervalo se puede ajustar el valor del nimero de onda de la

solucion considerando una correccion k.

Entonces, el valor de la de la velocidad inversa v;, asi como el valor del nimero de
onda kg (ajustado) de la solucion u(z,t), determinaran las frecuencias de resonancia
w,’s. Para ver como estas conclusiones explican la radiacion de las soluciones

obtenidas anteriormente, se procede a graficar: la relacion de dispersion de ondas
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lineales de pequefia amplitud k(w) con velocidad lineal v; que se observa en cada una
de las gréficas de evolucion de la solucién, junto con la recta aproximada kg = —30 +
Sk, que representa al nimero de onda intrinseco de la solucién u(z,t), y también, la
condicion inicial de la solucién en el espacio de frecuencias U(z = 0,w) =

n(F[sech(Bt)]) multiplicado por un factor de escala n para apreciar bien su amplitud.

En el primer resultado (grafica 8.6), se observa una velocidad lineal del pulso v, =
—1.2, sustituyendo esto en la relacion de dispersion de ondas lineales moviles du(z, t)
(8.37), y recordando que la condicion inicial en el espacio de frecuencias esta dado por
U(z = 0,w) = F[sech(t)] = \/m/2sech(nw/2) y con k; = =30 + Sk, donde Sk es

la correccion al valor aproximado (kg = —30).

k(w) ,/
0' o
o
x f [U(z=0,w)|
-20} |H
.\\
=30+ o
1 2;\

Figura 8.19 La correccion a kg que se utilizé fue de 6k = —0.1 y la amplitud

|U(z, )| esta multiplicada por un factor de n = 15.

La interseccion de la curva k(w) con la recta kg, = —30 + 8k, = —29.9, sera el valor

numérico de las frecuencias de resonancia w; = —1.14, w, = 1.13, donde w = 0 no se
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considera de resonancia pues no es posible definir una velocidad de fase para este valor.
Como se observa (ver figura 8.19), w, Y w, tocan a la condicion inicial en ambos lados,
de tal manera que una de estas frecuencias de resonancia produce la radiacion
observada en la figura 8.6. Para conocer cual frecuencia de resonancia es responsable,

necesitamos verificar que la velocidad de fase v, = (ks/w,), r=1, 2, y la velocidad de
grupo v, = (dk/dw) de las ondas lineales de pequefia amplitud Su tengan el mismo

sentido que la radiacion que se observa en la evolucion de la solucion u(z,t). Al

evaluar los valores numéricos obtenidos de la grafica k; y w5 vy = (kg/wy) =

2622 y vy = (ﬁ) = —26.46. Para la velocidad de grupo evaluamos la derivada

(2F]

implicita de la relacion de dispersion k(w) (8.37) respecto a la frecuencia:

dk(w)  15v,+viw — 450 + vk
do 15+viw+k

, (8.51)

en los valores v, =—-1.2, w, =-114 y k= -299 se obtiene que vy =
dk(wy, ks)/dw = —=3.12 y vy, = dk(w,, ks)/dw ~ —3.02. Donde w;, no representa
una frecuencia de resonancia real pues la velocidad de fase que se obtiene en ese punto
es positiva y la de grupo negativa, es decir, no es posible la propagacion de un tren de
pulsos lineales de pequefia amplitu. En cambio para w,, se obtiene una velocidad de
fase y de grupo negativas, es decir, describe el tren de pulsos lineales que se propaga a
la izquierda en la figura 8.6. La diferencia entre los valores de la velocidad de fase y la

de grupo es justamente la responsable del fendmeno de dispersion (ver apartado 2.6 )

En el segundo resultado (figura 8.10) donde v, = —0.01, U(z = 0, w) = F[sech(t/

16)] = 8V2msech(8nw) (figura 8.9) y k. = —30.004, este valor es el mas cercano a -

30, lo cual concuerda con el hecho de que en este caso los valores de frecuencia
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satisfacen bien la condicion |w3/30| « 1 que se aplicé en la aproximacion para

calcular k; = —30.

El valor de la frecuencia de resonancia obtenido numéricamente de la interseccién de la

relacién de dispersion y la recta kg es w,, = 0.1796 (ver figura 8.20).

_29.75[ T
—29.80;— Vo)l |
-29.85

= _29.90
~29.95 £y
30,00} =< 7"?‘1@

~03-02-010.0 0.1 02 0.3
w

Figura 8.20.

Entonces, la velocidad de fase sera vy = (ks/w,) = —167.015 y la de grupo v, =

dk(w,, ks)/dw ~ —0.086, ambas velocidades describen justamente la radiacion

observada en la figura (8.10).

Para el tercer resultado (figuras 8.12-14), donde se consideraron soluciones méviles se
aplic6 una fase inicial al pulso U(z=0,w)= F[sech(t)exp(—iwyt)]
= \/rt_/Zsech(Tt(a) —wy)/2), donde w, = 3: donde se observd que el pulso se
desplaza con una velocidad lineal inversa v; = —12, es este caso el pulso inicial esta
desplazado hacia la derecha, centrado en w=3. Lo cual hace que las frecuencias
cercanas a w, no satisfagan adecuadamente la condiciéon |w3/30°| « 1 que permiti6

calcular k; = —30, por lo que se realizd un ajuste al nimero de onda del soliton de
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6k, = —1.2; entonces, k; = —31.2, de la interseccion de esta recta con la relacion de
dispersion k(w), se obtienen 3 frecuencias de resonancia, sin embargo sélo nos fijamos
en las que alcanzan a tocar a la condicién inicial |U(z =0, w)|, w; = —0.098 y

w, = 6.89 (ver figura 8.21).

0} k(w}/ U(z=0,w)|
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2 0 2 4 6 8 10

Figura 8.21. coef(20), wo=3,B=k = —28

Con las cuales se calculan las velocidades de fase vg; = (ks/w;) = 31836 Yy vy, =
(ks/wy) = —4.52 asi como las velocidades de grupo vy, = dk(wq, kg)/dw =~ 11.97 y
Vg = dk(wy, ks)/dw =~ —9.60, estas velocidades nos dan el sentido con el que se

mueven los pulsos de pequefiisima amplitud que se aprecian como resonancia en las

figuras 8.12-14.

Esta forma de analizar la propagacion de las soluciones lineales de la GemKdV usando
el analisis de Fourier nos permitié replantear el problema de Cauchy, siendo sélo
necesario conocer la condicion inicial del pulso para analizar su evolucion. Estudiar
numéricamente la evolucién de los pulsos permité entender como se origina la

resonancia con las ondas lineales de pequefia amplitud que producen radiacion,
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logrando incluso identificar el tren de pulsos bien definido. Por otra parte y de manera
interesante, el hecho de que las familias de solitones brillantes soluciones completas de
la GemKdV sea embebidas, es decir que sean soluciones analiticas exactas que
evolucionan sin radiacion, expresa que debe ser existir un equilibrio o compensacion
entre el término dispersivo (u;.;) observado en las soluciones lineales donde el pulso

presenta radiacion y el no lineal (Ju|?u,).

8.6 El término u,, y las soluciones lineales de la ecuacion GemKdV.

Finalmente, para comprender cudl es el papel que juega el término u,, en la
propagacion de los pulsos dpticos a través de la fibra Optica, realizaremos algunas
pruebas comparativas de las soluciones de la ec. GemKdV lineal (iu, + au,, —
ieu; = 0) en contraste con las soluciones lineales despreciando el término u,,, es

decir, la ec. cmKdV lineal:
iuz - iEuttt = 0, (8.52)

Para esto, se resolvera la ec. (8.52) que se obtiene de omitir el término de la segunda
deriva de la ec. GemKdV lineal, este término suele ser despreciado en diversas
ecuaciones no lineales que describen la propagacion de pulsos 6pticos cuando se aplica
la aproximacién SVEA (slow Variaying envelopment aproximation), la cual supone que
la envolvente del frente de onda varia lentamente en el tiempo o el espacio en

comparacion con el periodo o la longitud de onda.

Transformando la ecuacion (8.52) al espacio de frecuencias a través de la transformada

de Fourier Flu(z, t)] = U(z, w), se obtiene:

iU, + e03U =0, (8.53)
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esta ecuacion transformada se puede resolver facilmente a través de método del

polinomio caracteristico:
il+ew® =0, (8.54)
cuya raiz es 2 = iew3, entonces la solucion sera de la forma:
U(z,w) = c(w) exp(icw3z), (8.55)

donde la funcién c(w), se puede determinar a través de la condicion inicial
transformada al espacio de frecuencias Flu(z = 0,t)] = U(0,w), al aplicar esto en

(8.55) se obtiene que:
U0, w) = c(w). (8.56)

Asi, la solucion en el espacio original (z,t) estd dado por la transformada inversa de

Fourier de (8.55):
u.(z,t) = F Uz, w)] = FU(0, ) exp(icw3z)], (8.57)

donde el subindice c¢ indica que se trata justamente de la solucion de la ec. cmKdV

linealizada.

Ahora bien, como condicion inicial tomaremos un pulso sencillo tipo soliton de la

forma u(0,t) = Asech(Bt), entonces:

U(0,w) = FlAsech(Bt)] = A %sech (% ®). (8.27)

donde A =1 y B=3. Al sustituir esta condicién inicial tanto en la solucién de la
ecuacion cmKdV lineal (8.57), y en la solucién de la ec. GemKdV linealizada (8.35)

podemos comparar la diferencias que presentan los pulsos al evolucionar a través de la
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fibra Optica. Este calculo se realiz6 numéricamente usando un programa computacional

(ver Apéndice B) para los valores z=1/100,1/10 y 1/5:

08 08
8— 06 5 0.6
W 04 1 0.4
N N
= [$]
~02 o2
0.0 0.0 .
-4 -2 0 2 4 -4 2 0 2 4
t t
a) b)
0.7+ . ‘ '
0.6 06
=05 = 05
204 204
0.3 03
N N
S 02 $ 02
0.1 01
0 0 0_0 ‘ YWWVvy
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 -5 0 5 10 15 20 25 30
t t
c) d)
0.6 . :
05 0.5
=04 =04
o &)
=03 = 0.3
M I
N N
EO'Z 02
0.1 0.1
0.0 7 00 Inlnl“l YV 1
-0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 0 10 20 30 40
t t
e) f)

Figura 8.22 De lado izquierdo a), ¢) y €) evolucion de la solucion GemKdV lineal. De

lado derecho b), d) y f) evolucion de la solucion cmKdV lineal.
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La diferencia entre las graficas de la izquierda y las gréficas de la derecha en la figura
8.22 es espectacular. La presencia del término u,, en la ec. GemKdV lineal cambia

totalmente la radiacion que emite el pulso. Podemos observar claramente que:

-Para la evolucién de la solucion GemKdV linealizada figuras (8.22 a, c y €) se observa
una radiacion en forma de un tren de pulso bien definido que comienza y termina en
puntos muy especificos y se mueve hacia la izquierda con una velocidad negativa, la
cual es diferente a la velocidad de propagacién del pulso pues la radiacion no aparece

sino hasta después de z=1/30.

-La solucion de la ecuacion cmKdV lineal (sin contemplar el termino u,,) presenta
también radiacion, pero que aparece casi instantaneamente en cuanto el pulso comienza
a evolucionar en z=1/500 , y que se propaga rapida e indefinidamente hacia la derecha
lo cual hace dificil caracterizar esta radiacion. Algo interesante es que aungue parece
que esta radiacion parece ser mas nociva para el pulso, en realidad en ambos pulsos va

disminuyendo de manera similar la amplitud segun evolucionan en z.

De esta forma el término u,, en la ecuacion GecmKdV define cualitativamente la
resonancia presente en las soluciones lineales, tanto en la direccién en la que se
propagara la radiacion, asi como en la forma del tren de pulsos. En este caso el pulso
solucién de la ec. GemKdV lineal se puede propagar sin emitir radiacion una cierta
distancia z, es decir presenta un comportamiento de onda viajera tipo soliton al
principio, lo cual es indicio de que se trata de una solucion mas estable en cierto

régimen (donde no aplica la aproximacion SVEA).

175



CAPITULO 9.

TEOREMA DE EMMY NOETHER.

9.1 La idea bésica del teorema.

Consideremos una densidad lagrangiana dependiente de 2 funciones complejas u(z,t) y
v(z,1), y de sus derivadas:

L =Luw,uy,us, ..., V,V; Vg, onn) 9.1)

y a la “integral de accion” correspondiente:

Slu,v] = jfL(u, ., U, . )dtdz (9.2)
Q

donde Q es alguna region del plano z-t (donde z y t son reales).
La accion S alcanzara algun valor extremo cuando u y v satisfagan las ecuaciones de

Euler-Lagrange de la forma:

oL 0 dL 68L+626L+
ou 0zdu, O0Otou, OJt?du,

=0 (9.3a)

oL 9 oL 0 dL 9% 0L

dv _9z0v, otdv,  o2dv,

=0 (9.3b)

Ahora bien: el teorema de Emmy Noether nos dice que las soluciones de las ecuaciones
de Euler-Lagrange satisfacen ciertas “leyes de conservacion” cuando la integral de
accion S[u,v] es “invariante” ante un cierto tipo de transformaciones. En lo que sigue,

veremos cOmo son esas transformaciones, y cuales son esas leyes de conservacion.
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Consideremos ahora un grupo de transformacién infinitesimal de la forma:

z-=z+¢(, (94)
t* =t + e, (9.5)
Ut =u+ ey (w) (9.6)
v =v+ep,(v) 9.7)

donde & es el parametro del grupo, & y & son constantes reales, y, ¢1(u) y ¢2(Vv) son
funciones complejas de u y v, respectivamente. Estas transformaciones son mucho mas
sencillas que las transformaciones que consideré6 Emmy Noether, en las cuales &, &, ¢,

y ¢,dependian de u, v, y de sus derivadas. Sin embargo, para nuestros fines, sera

suficiente con considerar transformaciones de la forma (9.4)-(9.7).

Las primeras dos transformaciones describen traslaciones en z y en t, por tanto el (*)
denota a las coordenadas ya transformadas. Las expresiones (9.6) y (9.7) corresponden
a la transformacion de la variable u y v, donde v corresponde al complejo conjugado de
u. Estas Gltimas dos expresiones resultan mas “complejas” pues dependen de las
funciones ¢;(u) y ¢,(v) que son independientes. En general estas trasformaciones

expresan un cambio de variable para una region en el plano de coordenadas (z,t.).

Ahora introduzcamos el concepto de “invariancia”. Diremos que la accion (9.2) es

invariante ante las transformaciones (9.4)-(9.7) si se cumple la siguiente igualdad:

ff L(u(z,t),uy, ...,v(z,t),v,, ...)dtdz=ff L(u*(z*, t*), uys, ..., v* (2%, t*), v, ... )dt*dz*
q Q*

(9.8)

donde supondremos que Q es cualquier region rectangular de la forma:
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Q={(z,t)|z1 < z< z5,t; <t < t,} (9.9)
y Q" es simplemente la imagen £ bajo las translaciones (9.4) y (9.5):
QO ={(z"t)|z] =2z, + €&, <z*<zy =2z, +&&,t] =t; + €& < t* <t; =t, + €&}
(9.10)

El punto delicado aqui es entender bien qué representan las funciones u” y v, pues a

primera vista pareceria que las ecuaciones (9.6) y (9.7) implican que:
u*(z,t) = ulz,t) + e, (u(z, t)), (9.11a)
v*(z,t) = v(z,t) + ed)z(v(z, t)), (9.11b)

lo cual no es correcto. Este punto es una de las fuentes de confusion cuando se trata de
entender con precision el teorema de Emmy Noether. Analicemos con cuidado el

significado de u” y v". El verdadero significado de las ecs. (9.6) y (9.7) es el siguiente:
u*(z*t*) =u(z,t) + £¢1(u(z, t))
w(z*t") = u(z* — &y, t* — &) + ey (u(z* — €&, t" — €§,)) (9.12a)
v*(z5t") = v(zt) + €¢, (v(z, t))
v (25 t") = v(z" — €&, t* — €&,) + e, (v(z* — €&, t* — £&,)) (9.12h)

donde hemos expresado las variables z y t en funcion de las transformaciones (9.4) y

(9.5)

Entonces, para conocer u' (2, t) yv'(z', t') no sélo es necesario conocer las ecuaciones
(9.6) y (9.7), sino también se deben usar (9.4) y (9.5). Y sélo hasta que conocemos

cuéles son las funciones u™(z', t) yv'(z', t') [dadas en (9.11a) y (9.11b)] podemos saber
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qué son exactamente las funciones u’(z, t) y v'(z, t). De (12), podemos renombrar las

variables z* - z y t* — t que son mudas, por lo que obtenemos:

u(z,t) =u(z — &y, t — e&) + ey (u(z — €&, t — €§,)) (9.13a)
v*(z,t) = v(z — €&, t — €&,) + e, (v(z — €&y, t — £&;)) (9.13b)

estas ecuaciones muestran por qué el sistema (9.11) es incorrecto. Ahora que
conocemos con precision cual la forma correcta de las trasformaciones (9.4)-(9.7)
pasaremos a demostrar qué significa la invariancia de la accién bajo estas

transformaciones.

9.2 La invariancia de accion en el teorema de Noether.

Para comprobar si existen “Leyes de conservacion” asociadas a las transformaciones
(9.4)-(9.7), primero verificaremos que se cumpla la invariancia de la accion. Partiremos

de analizar el significado del lado derecho de la ecuacion (9.8):

ff Lu*(z*t*), up Ups, ., (2", %), vy, Vs, .. At d 2z,
Q*

Utilizando las traslaciones (9.4) y (9.5) se puede expresar z*y t*comoz* =z+¢&{; Y
t* =t+¢&d, , sustituyendo estas expresiones en los argumentos de las ecuaciones

(9.12) se obtiene:

u'(zht) =u(z"=z+ e, t* =t+¢ly)
=u(z,t) + e, (u(z, t)), (9.140a)
v*(z*5t*) = v (z+ ey, t +£0y)

=v(z,t) + €, (v(z, t)). (9.14b)
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Por otra parte, por lo que respecta a las derivadas wu,«, u;x,..., Y V,+, Vgx,..., que

aparecen en el lagrangiano, las ecuaciones (9.12) implican que:
u(z" =z+el,t" =t+ed,)

d
=, () + e b (2,0), (9.150)

u:*(Z* =z+ 5(1, t* =t+ 562)

d
= 05,0 + e (2, 0), (9.15b)

analogamente sucede los mismo para las derivadas v,«, v/-,...

Sustituyendo las ecuaciones (9. 14) y (9.15) en el lado derecho de la condicion de
invarianza (9.8) y renombrado de nuevo las variables mudas z* — z y t* — t ,se tiene

que:
ff L(u*(z*,t), Uy, ..., v* (2%, t%), vy, ... )dt dz" =
Q*

ff L(u(z, t) + ey (u(z, 1)), u, + ey Uy, .., v(z,t) + £ (v(z, 1)), v, + s 4y, ... )dtdz.
Q

(9.16)

Si expandimos en serie de Taylor a la lagrangiana tendremos algo de la forma:

L(u(z, t) + £¢1(u(z, t)),uz + &1 Uy, ..., V(2, ) + £y (v(z, t)), v, + €hy Vs, ) =

Lu(z,t),uy, .., v(zt),v, ..) + 6L(e) + 9(&?) (9.17)
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donde SL(¢€) es la parte de la expansidn que es lineal en &. Por lo tanto, si sustituimos la
expansion de la lagrangiana (9. 17) en la accién del lado derecho de la ecuacion (9.8), a

primer orden en ¢ la invarianza de accion finalmente toma la forma:

ﬂ L(u(z,t),u,, ..,v(zt),v,, ..)dtdz =ffL(u(z, t),uy, .., v(zt),v,, ..)dtdz
Q o)

+ i f SL(e)dtdz. (9.18)

Es decir, la condicién de invariancia se ha reducido a la ecuacion:

j SLdtdz = 0. (9.19)

Q

Ahora bien, como esta ecuacion debe valer para cualquier region Q (pues eso exije la

condicidn de invariancia), necesariamente se debe cumplir que:
5L = 0. (9.20)

Entonces, lo que se necesita es escribir la variacion de la lagrangiana 6L de una forma
totalmente explicita y precisa; esto permitira verificar si la condicién (9.20) se cumple o

no, una vez que se ha especificado una cierta densidad lagrangiana L(u, v, ...).

De manera similar a como se expresa la diferencial de una funcién de varias variables,
en el caso de una funcional A, por ejemplo la lagrangiana L, la “variacion” causada por

las transformaciones (9.4)-(9.7) esta dada por:

P R WL Ly LI LI S 9.21
0z Tt T au " o, 0t T gy, O™ av°? ©-21)
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Nota: los dos primeros términos del miembro derecho no aparen en la variacién 6L

cuando se deducen las ecuaciones de Euler-Lagrange (ver capitulo 5). En aquél caso la

variacion de L es debida Gnicamente a las variaciones en las funciones u y v. Ahora, en
cambio, ademas de variar esas funciones (de acuerdo con las ecs. (9.6) y (9.7)), también
varian z y t (de acuerdo con (9.4) y (9.5)). Por tal razon aparecen esos dos términos
adicionales en el miembro derecho de (9.21). Estos términos no se introducen por
suponer que L dependa de z y t sino porque ahora las transformaciones (9.4)-(9.7) estan

alterando los valoresde z y t.

Asi también, se necesita definir con precision el significado de las “variaciones” du y
ov., pues aparecen explicitamente en la expresion de SL. Del célculo variacional

recordamos que la definicion de “variacion” de una funcion u es:

Su=u*(z,t) —u(zt) (9.22)

Por lo tanto, sustituyendo (9.13a) aqui, obtenemos:

Su=u(z— &, t — e&) + e, (u(z — e&;,t — €&,)) — u(z,t) (9.22)

y si ahora se expande en serie de Taylor los 2 primeros términos del miembro derecho

se obtiene:
Su = [u(z,t) — uyey — ued,] + [eds (u(z, ) + 9(eD)] —u(zt)  (9.23)
es decir, a primer orden en ¢ :
6u = e[¢; (u(z, 1)) — uz§; — uiél (9.24)

6v = elp,(v(2,1)) — v,61 — V&2l (9.25)
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Estas ecuaciones muestran que aun cuando ¢, y ¢,sean cero, los valores de Ju y Jv

pueden no ser cero. Esto es algo que conviene recordar.

Con respecto a las variaciones de las derivadas, se tiene (analogamente a como se

deduce las ecuaciones de Euler-Lagrange) que:

2

0
FSu, (SUZ =—4v, ... (926)

du, = —ZSu, du; = —ou, SUy = Fp

Jt

Una vez conociendo las variaciones (9.24)-(9.26) la forma explicita de la variacién SL

dada en (9.21) resulta claro.

9.3 Demostracion del teorema de Emmy Noether.

Recordemos que dada una lagrangiana L de la forma (9.1), la evolucion de las funciones

uy v esta dada por las ecuaciones de Euler-Lagrange (9.3):

oL 9 oL a4 aL 0% dL _ 0

oL 9 oL 0 oL 0% OL

v 9zov, 0tdv, o ovg "

Con estas ecuaciones, y con la forma de la variacion SL dada en (9.21), se puede
demostrar el teorema de Noether. Un detalle muy importante, que merece mencionarse
de nuevo, es que la forma de la variacion 6L para el teorema de Noether es diferente a
la variacion que se usa en la deduccion de las ecuaciones de Euler-Lagrange, pues al
deducir estas ecuaciones, s6lo varian las funciones u y v, pero no varian las variables
independientes z y t. En cambio, en el teorema de Noether si se consideran variaciones

en z yt, ypor lo cual ahora aparecen dos términos mas en 6L (mostrados en (9.21)). A
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continuacion se puede apreciar cuan esencial es tomar en cuenta esta diferencia en la

forma de L.

Al sustituir las ecs. de Euler-Lagrange (9.3) en la expresion de 5L (9.21), e igualar

6L = 0, se obtiene:

oL oL (99L 9oL 0oL \ o 9LO _ OLOD
2z°% 7% 9z 0w, « 0tOu, Ot Ouy Ut w5z Yo o ot
oL 9*  (00L 9oL 626L+ Lo oL
du,, aez % 9z0v, " 9tdv, 0t dvy, Vv, 027" Tov, 00
PP 9.27
T v, 0e2%7 (9:27)
Tomando en cuenta las siguientes identidades:
6(6L6>_666L+6L66 025
0z \ou, v)= “azauz ou, 0z W (9:28)

a<aL )—5 09L 0L3 029
F Yatou, " ou 00" (9:29)

y también que:

0% 0L 6—6[( 88L>6]+(6 6L>66 9.30
a2 0uy ) % T ot I\ aroug,) °¥ T \atau,,) 9c (9:30)

oL (0* \_0dL 66] (a 6L>66 o1
dug \ae2 %) T ot loug, ot °* T \orou,,) ot O (9:31)

y ademas identidades analogas con v en lugar de u, con lo cual si sustituimos todas estas

identidades en (9.27), 6L = 0 toma la forma:

6L6 +6L6+6(6L6> 6(6L5>+6[< 66L>6]+6 JaL 66]
927 T ot % T az\ow, °) T ar\aw, °%) T ae I\ rau,) % T ac lou,, ot O
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+a(aL6>+a(aL6>+a[( 88L>5]+8[8L 66]—0 9.32
az\az, °%) Y 5t\av,%Y) T 3\ aran, ) 00 Faclav, e 00 = O 032)
Ahora, de las transformaciones (9.4)-(9.5)] se tieneque 6z =z* —z =¢e&§; yot =t —

t = &&,, entonces la ecuacion anterior toma la forma:

d L+1aL6 +16L
¢ z é1 e du, u € dv,

51

N [L+16L6 1(0 6L> Jlovo . 1oL
T R ma L vy coug ot T Tean, oY

1(6 6L> +1 JL 66+ _ 0 9.33
= \0t v, v+...| =0, (9.33)

que es precisamente una ecuacion de la forma:

00, 00,
o+ =0. (9.34)

Lo cual expresa una ley de conservacion, donde

B L+1aL6 +18L
G=4& gdu, u € dv,

v (9.35)

1 0L 1(8 8L> 1 0L 0

QZ = EZL +Ea—ut ou —E %autt + gautt$6u+...

+10L6 1(0 6L> +16L 66+ 9.36
£ v, VT ot 0vy, £ 0V Ot v (9:36)

Con esto queda demostrado el teorema de Emmy Noether. Para entender por qué
llamamos a (9.34) “Ley de conservacion”, basta integrar la ecuacion (9.34) sobre t:
[

ta
00, 0Q;\ 0 f t_
f (E + ¥> dt = 7 Q.dt + Qzltz =0. (9.37)
ty ty
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Por lo tanto, si:
Q2(z,t1) = Q2(z,t;) =0, (9.38)

para toda z, entonces (9.37) implica que

—Zf Q.dt = 0, (9.39)

. t .
de modo que la integral: [ tf Q.dt tendra un valor constante a lo largo de z, es entonces

una cantidad conservada (i.e. su valor no depende de z).

9.3 El teorema de Noether aplicado a la ecuacion NLS.

Para aplicar el teorema de Noether, basta comprobar que se cumple la condicion de
invariancia de accion (9.20) como resultado de aplicar diferentes combinaciones de las

transformaciones (9.4)-(9.7):

z*=z+ €y, t" =t+ed;,,
uw'=u+ep,(u) y vi=v+ep,(v)

Para ilustrar el método, a continuacion, se estudia el caso de la ecuacion NLS para

algunas de estas transformaciones.

Caso 1. Traslacion en z. Consideramos la siguiente transformacion:
z¥=z+4¢ tr=t, u=u, v=vov, (9.40)

donde por (9.4)-(9.7) &, =1y & = ¢, = ¢, = 0 que describen una traslacion en z.

Para la lagrangiana de la ecuacién NLS:
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1 1, 1
L =§L(vuz —uvy,) +§u V¥ = Uy (9.41)

Al aplicar las ecuaciones (9.24) y (9.25) a las transformaciones (9.40) se halla el valor

de las variaciones:
du = €[¢1(u(z' t)) - uzfl - uth] = —EU,, (9 42)
§v = ¢g[p,(v(z,t)) — v,& — v.&,] = —ev,. (9.43)

Ademas por definicién de variacién 6t = 0 y 6z = ¢ para estas transformaciones. Las

derivadas de las variaciones, segun (9.26) seran:

d 0

Su, = Edu = —&U,,, du, = aé‘u = —EUyy, (9.44a y b)
d 0

v, = 5617 = —EV,,, v, = aé‘v = —EVy,. (9.45a y b)

Sustituyendo todas estas expresiones en la variacion de la lagrangiana &L (9.21):

6L—6L6 +aL8t+aL6 +aL6 +aL6 +aL6 +aL6 +aL6
0297 T Ot T %t T o, O T, M T 9w OV T aw, OV Ty, Ot
oL oL oL oL oL oL oL
= 85— euza— ea—uzuzz - sa—utuzt - SUZ%— sﬁvzz - sa—vtvzt, (9.46)
donde
oL 1. 5 , 1 1
3,32 i(vu,, — uv,,) + uu,v* + vv,u’ — o UtzVe = 5 Uiz, (9.47)
oL 1. 2 oL _ 1. a1
7n = T + uv*, o S, s SVt (9.48a,b yc)
oL _ 1, 2 OL _ _ 1, o _ _1
5, = 5 Uz T ous, v, — z¥ y v, — 2%t (9.49a, by c)

Entonces, al sustituir estas derivadas en la ecuacion (9.46) se obtiene:
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6L =

1 1 1 1
£l5 i(vu,, — uv,,) + uu,v? + vv,u? — 2 UezVe = Eutvtz] — g, [— S iv + uvz]
1 1 1 g 1 1
—eilvuzz + eivtuzt — &V, [E iu, +vu ] + szluvzz + szutvzt (9.50)

agrupando términos y considerando que v, = v,;, Se obtiene que:

N| =

OL = e=[ivu,, — iuv,, + 2uu,v? + 2v0,u? — U,V — UV, + iU,V

—&5 livu,, — iuv,, + 2uu,v? + 2vv,u? — voauy — Uy, + iu,v,] =0, (9.51)

Es decir, se cumple 6L = 0, esto indica que para traslaciones en z existe al menos una
ley de conservacion. Para hallar esa cantidad usamos la ecuacion (9.35) y sustituimos

los valores requeridos:

Q1=€1L+_a Z5u Eavzgv
oLl
TGy, T Y2y,
1 1 1 1
= El(vuz —uv,) + Euzv2 — U] = El[vuz — uw,]
1 4 2
= E(Iul — |ul?) =H, (9.52)

esta cantidad es conocida en la literatura (Kivshar y Agrawal [38]) como el
Hamiltoniano asociada a la integral de movimiento constante fjof Hdt del sistema de la

ecuacion NLS.

Caso 2. Traslacion en t para la ec. NLS. Ahora se considerara la transformacion:
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z¢=z,t"=t+e, u=u, vi=v (9.53)

donde por (9.4)-(9.7) &, =1y & = ¢, = ¢, = 0, la cual describe una traslacion en t.
Aplicando de nuevo (9.24) y (9.25) las variaciones de u y v seran:

du = —¢uy, 6V = —ev;. (9.54b)

Por definicion de variacidn 6t = €y 6z = 0 para estas transformaciones. Las derivadas

de las variaciones se calculan usando (9.26) serén:

9] 0

du, = £6u = —&Usy, du, = a6u = —&Uy, (9.55ay b)
d 0

v, = E&) = —EV4y, dv, = aé‘v = —EVy. (9.56a yb)

Sustituyendo estas expresiones y (9.54) en la variacion de la lagrangiana 5L (9.21):

5L = oL oL L oL L L
=¢ ElUp o — € £ Uee — EVe o savz

JL
at a_%utz - aut UtZ - ga_vtvtt, (9.57)

donde
oL 1. 1
P El(vtuz + VU, — UV, — UV,) + Ul v? + vvu? — 2 WtV = 5 UV, (9.58)

al sustituir esto y las ecuaciones (9.48) y (9.49) en (9.57):

1 1 1
SL=c¢ [Ei(vtuz + VU — UV, — UV,) + uuv? + vvud — 7 WetVe = 5 UeVse [ =

[1_+2] 1. +1 [1,+2]+1_ +1
U ZlUZ uv szwutz ezvtutt EV Zluz vu ezzuvtz ezutvtt

(9.59)

y agrupando términos y considerando que v,; = v,, Se obtiene que:
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OL = e=[iveu, + vy, — iU v, — iUV, + 2uuv? + 200,U? — U Vp — UpVpt]

N| =

1
—&5 liviu, + ivue, — iuv, — iUV, + 2uuw? + 2vv,u? — vy — UV ] = 0.(9.60)

Este resultado indica que existe una ley de conservacién asociada a la traslacion en t,

para hallar la cantidad conservada se aplica (9.35):

oL oL 1 1
Q, = _uta_uz_ Uta—vz = —Ewut +§Luvt
1
= El(uv,t —vu) =M, (9.61)

donde como hemos visto con anterioridad este tipo de expresion representa un valor
real que salvo por el factor de % es definido como el “Momento” (Kivshar y Agrawal

[39]), en otros trabajos también se puede encontrar como —Q; = M.

Caso 3. Transformaciones de Norma para la ec, NLS. Consideramos ahora las

siguientes transformaciones (llamada de norma):

"=z t'=t, u =uef=u+ticu, v =ve ¥ xu—icu (9.62)

En este caso ¢p; =iu y ¢, = —iv, §; =&, =0, ademas 6z = 6t = 0. Los valores de

las variaciones de u y v que aparecen, segun las ecuaciones (9.24) y (9.25) son:
Su = e[, (u(z, t)) —ué —ué,] = iy, (9.63)

6v = e[, (v(z, 1)) — v,§; — v&,] = —iev. (9.64)

La derivadas de las variaciones seran:

0 0
ou, = E&u = ieUy,, ou; = ac?u = [euy, (9.65ay b)
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G, , 0 .
ov, = E&v = —iev,, ov; = adv = —ievy, (9.65cy d)

Sustituyendo (9.63), (9.64) y (9.65) en la variacion de la lagrangiana (6L) (9.21):

5L =i 6L+, 6L+, aL . odL . odL . 0L 9.66
—leuau leu, L, leu; o, iev ™ iev, a7, iev; v, (9.66)

al sustituir las expresiones de las derivadas de L (9.48) y (9.49) se obtiene que:

6L =

1 1 1 )
] [Eluz + vu

— —VEU, — iezvtu,t —lev — ez UV, +iEZ U,

] 1 1
2

. 1. 2
lEu [—Elvz + uv

1 1
= —eluv, + 2iu*v? —vu, — ivou,] — €3 [uv, + 2iv?u? — vu, — iu,v,] = 0. (9.67)

Asi se ha comprobado de nuevo que existe otra ley de conservacion pero ahora asociado

a la transformacion de norma. Para mostrar que justamente la cantidad conservada es la

norma se aplica (9.35) y se obtiene que:

_loL o 1L
Ql_sauz u € dv, v
oL aL 1 1

—iv =——vu——-uv = — |ul? (9.68)

ou, dv, 2 2

Por lo tanto la cantidad conservada asociada a la transformacién de norma es:

+00
E =f lu(z, t)|?dr, (9.68b)

que en el contexto de las fibras Opticas es la energia del pulso luminoso descrito por la

funcion u(z,t).
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9.4 El teorema de Noether y cantidades conservadas en la ecuacion GemKdV.

Con toda la teoria vista hasta ahora, se puede estudiar si la ecuacion GemKdV tiene
asociada leyes de conservacion debido a invariancias ante ciertas transformaciones para
su densidad lagrangiana, y calcular entonces sus cantidades conservadas. Una de las

densidades lagrangiana asociada a la ec. GemKdV es:
) 1
L =i(u,v—vu) — 2au,v, + in(uvyy — Vi) + = 5 iy[uvv, — (v)?uu,] (9.69)

La variacion (6L) viene dado por la ec. (9.21):

g 0L 0L oL oL oL oL
=027 T O T u Ot T, O Ty, O T gy, Ot

JoLo oL oL Ol 070

av v av UZ a t vt a ttt vtttl ( . )

Para esta variacion, de manera andloga al caso de la NLS, se consideraran tres tipos de

transformaciones:
Caso 1. Traslaciones en z. Sean las siguientes ecuaciones:

z¥=2z+c¢, t* =t,

u* =u, y v* =, (9.71)

transformaciones sobre una region de (z,t). Estas son un caso particular de las
transformaciones (9.4)-(9.7), donde {; =1y ¢,(u) = ¢p,(u) =, =0. Segln las

ecuaciones (9.24) y (9.25) las variaciones de u y v bajo estas transformaciones son:
Su = e[, (u(z, t)) — uyé; —ué,] = —euy, (9.72a)

6v = e[, (v(z, 1)) — v,§ — v &) = —ev,. (9.72b)
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Ademas por definicion de variacion, en este caso, 6t =0 y 6z =¢€. Luego, las

derivadas de las variaciones se obtienen de (9.26):

d d 03

du, = £6u = —&U,, Suy = Ec?u = —E&Uy,, OUper = ﬁéu = —EUy3y,
d d 03

ov, = E&j = —£V,,, ov, = ac?v = —&Vy, SV = ﬁév = —EV; 3¢

(9.73a,b,c,d,e yf)
Sustituyendo todas estas expresiones en la variacion de la lagrangiana (5L) (9.70):

oL oL oL oL oL
6L = EE_ Suza— Ea—uzuzz - Sa—utuzt - smumt

oL oL oL oL

-V, ——€&€—V,, —E—V,, —E—V 9.74
Za‘U aUZ ZZ avt zt avttt z,3t ( )

y solo resta calcular las derivadas de L:

L ]
& = l(vuzz - uvzz) - a(uzzvz + uzvzz) + n (uzvttt + UV3tz — Uz Uger — vuStz)

1
—Eiy[Zuuzvvt + uv, v, + Ul — 2vvuu, — v2uyu, — v2une,),  (9.75)

oL 1 ,
9y = " + NV — Ely[Zuvvt — v2u,, (9.76a)
oL o 1 L o @76heyd)
P v — av,, u. = 2 iyviu, T inv, .76b,c y
oL 1,
— = iU, — iNUye + = iy[u?ve — 2vuu,l, (9.77a)
dv 2
oL oL 1 oL 077 c v d
v, iu—au,, 90, 2 iyusv, oy inu. (9.77b,cy d)
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Al sustituir (9.75), (9.76) y (9.77) en (9.74) y reagrupar términos se obtiene que:
0L =¢ [i(vuzz - uvzz) - a(uzzvz + uzvzz) + ”7 (uzvttt + UV3¢; = VpUger — 17u3t,z) -

1.
Siy[2uu,vv, + uv,v, + uvv,, — 2vvuu, — viuu, — vzuutz]]

—& [i(vuzz - uvzz) - a(uzzvz + uzvzz) + in(uzvttt + UV, 3¢ — VU — vuz,3t) -

1.
Siy[2uvvu, + uv,v, + utvv, — 2vvuu, — viuu, — vzuuzt]] =0. (9.78)
Segun el teorema de Noether este resultado comprueba la existencia de una ley de

conservacion. La cantidad conservada segun (9.35) seré:

oL L
Ql - u‘Z auz vZ avZ

1
= |i(u,v — vyu) — 2au,v, + in(Uvye — Vi) + Eiy[uzvvt — v2uu,)
—u,liv — 2av,] — v,[—iu — 2au,]
. 1 . 2 2
= (v — Vige) + El)/|u| [vv, — uue] + 2alu,|®. (9.79)
La forma general de esta expresion al igual que en el caso tanto de la ec. NLS tiene la

forma de la transformada de Legendre H = L — ). q; -;—;, donde Q, = H es llamado el

hamiltoniano y ¢; = u,, v, en el contexto de la mecénica clasica son llamadas las
velocidades generalizas (recordando que z representa a la variable de evolucion y no t).
Sin embargo en este caso la expresion final (9.79) no tiene una forma tan sencilla como
en el caso de la ec. NLS. Solo mantiene la estructura heredada de la transformada de

Legendre, es decir, una funcidn explicita de las “coordenadas generalizadas” u,v, de sus
p g
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. « . , 0L . oL
velocidades u, y de sus “momentos conjugados £=L[vvt—uut] y —=
Z

vy,

[(UVpe — V).

En la literatura el Hamiltoniano es una de las ideas fundamentales de la teoria de
sistemas dinamicos conservativos con un nimero finito o de infinito grados de libertad.
El formalismo Hamiltoniano se ha convertido en uno de los méas universales en la teoria
de sistemas integrables y pulsos no lineales en general. En el caso de los sistemas que
no son totalmente integrables como lo es la ec. GemKdV, el Hamiltoniano existe
cuando el sistema resulta ser conservativo y es usado para el analisis de estabilidad de
sus soluciones (Porsezian y Kuriavose [40]). Lo interesante ademas es que esta cantidad
puede ser obtenida de aplicar el Teorema de Noether para el mismo tipo de
transformaciones pero considerando una diferente densidad lagrangiana, para la ec.

GemKdV (ver Apéndice A).
Caso 2. Ahora se considerara la transformacion de traslacion en t:

z¥=z, t"=t+e u'=u, vi=no. (9.80)

Las variaciones de u y v segun (9.24) y (9.25) son du = —eu; y v = —¢€vy,

derivando:
0 0 03
ou, = &611 = —EU,, OU; = g&i = —&Up, OUpp = ﬁ(Su = —&Uy, (9.81)
0 0 03
ov, = E(?U = —&V;,, OV = E&J = —&Vi, OVt = @617 = —&Vy,-(9.82)

Ademas por definicion de variacion &t =¢e y 6z = 0 para estas transformaciones.

Sustituyendo todas estas expresiones anteriores en la variacion de la lagrangiana (9.70):
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oL oL oL oL oL

6L = EE_ sutE— Ea—uzutz - Ea—ututt - Emuu
oL oL oL oL
—evt% - Sa—vzvtz - Ea—vtvtt - SEMH. (983)

Las derivadas se calculan directamente de la lagrangiana GemKdV (9.69):

L
ot

1
[(UzeV + UpVp — Uyl — VpUL) — QU Y, — AU,V + El(utvttt + UVst — Vilger — VUar)

1
—Ei[Zuutvvt + ulv, v, + UPvvy — 2vVUU, — VAU — ViU, (9.84)
o_ .. 1 1,[2 ] oL oL 1,
g = T T3 W — 5 il2uvve — viud, " v — av,, u. S '
oL .y 9.85a,b d
F 5 W, (9.85a,b,cy d)
oL 1 1 aL oL 1,
i luz—ilum—il[u vy — 2vUl], av, = —iu — au,, 6—17t: — 5,
oL = L 9.86a,b d
avm_z”" (9.86a,b,cy d)

Sustituyendo estas derivadas en (9.83):

6L =

3 [i(uztv + UV = Vgl — VyUp) — QUL U, — QUL Ve + E [(UeVper + UVye — Velper — VUge)

—3 ie[2uu,vv, + UV v, + UPVV — 200Ul — VAU — VUL
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. 1, . 1, 1.
—ieu; |—v, + = Ve + = VU — uvV | — UiV — av,] — &5 W Ully + e ivuy,

2 2 2
. 1 1 . 1. 1.

—iev; [uz = 5 Uree = Euz vy + vuut] + evg,liu + au,] + €5 v — £ tuvyy, (9.87)

y agrupando términos iguales obtenemos que:
. 1 1, . .
SL = ieu, [—vZ + > Vet + S VU uvvt] +eu, [iv — av,] + szw[uvutt — Uyt ]
. 1 1, . .
—iev, [uz + - et + SUVE vuut] — v, liu+ au,] — ELsu[uvvtt — Vgt
. 1 1, . 5 1.
—ieu, [—UZ + > Vet + S VU uvvt] — U liv — av,] — &5 v ully + €5 Wiy
1 1 1 1
—iev, [uz — 5 Ut ~ Euz vy + vuut] + evgliu + au,] + €5 vy, — €5 iuvy = 0.(9.88)

Este resultado indica que existe una ley de conservacion asociada a las traslaciones en t,

cuya cantidad conservada sera segun (9.35):

0 =~ — o = 1w — 2av,] - vyt — 2au,)
= —U— — V= = —U|iv — 2av,| — v[—iu — 2au
1 t auz t avZ t z t z
= —i[vu; — uve] + 2alu,ve + vyu.l. (9.89)
A aL aL . - - «
Los terminos 5n. Y 5, son conocidos en mecanica clasica como los “momentos
4 z

conjugados” y el primer término evaluado de esta expresion coincide justamente con la
del “Momento” que apareci6 para la ec. NLS. Por tal razon esta cantidad puede
interpretarse como la forma de un “Momento generalizado” para la ec. GemKdV
aungue el segundo término de (9.89) no tenga exactamente la misma estructura que el

primer término.

Caso 3. Transformacién de norma. Consideramos la siguiente transformacion:
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z'=z, t'=t uw=ue¥~u+tisu, v =ve ¥ ~u—icu.  (9.90)
Eneste caso ¢, = iuy ¢, = —iv, & = & = 0, y las variaciones de u y v seran:

Su = e[, (u(z, 1)) —u,é —u syl = eiu, (9.91)

v = elp,(v(z,t)) — v,& — v.&,] = —iev, (9.92)
y por definicion de variacion 6§z = 6t = 0. Las derivadas de (9.21) y (9.92) son:

d , d , 03
du, = —0u = icuy,, Suy = —0u = icuy, SUper = FTS)

Fp T du = icusy, (9.93)

a0 , d , 03
6v, = —0v = —iev,, Ov; =—0v = —icv;, OVys = FTS)

aZ at 51.7 = _igvttt, (994‘)

y estas derivadas nos servirian para calcular la variacion de la lagrangiana (5L):

. oL . oL~ 0L

6L = leu—— + LeuZa—uZ + w“ta—ut
i oL . oL . oL . odL . aL 9.95
[E€Uet Pty lev - — lev, v, eV, oo, [Vt P (9.95)

Las derivadas faltantes se calculan directamente de la lagrangiana de la ec. GemKdV.

Entonces sustituyendo (9.85) y (9.86) en (9.95):

1 1 1 1
8L = icu [—ivz + > Vper — > i[2uvv, — vzut]] + icu,[iv — av,] — szvzuut + €5 Vikee

1 1 1 1
—iev [iuz — Eium — Ei[uzvt — 2vuut]] —iev,[—iu — au,] — szuzvvt + €5 Wt (9.96)

y agrupando términos se obtiene que el valor de la variacion (5L) es:
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1 1
SL=c¢ [uvz — 5 Wit + u?vv, — vu, — ivyu, — v:uu, + Evum]

1 1
—& [uvz — Wi + ulvv, — vu, — iu,v, — 2v%uu, + Evum] =0. (9.97)

Entonces, existe una ley de conservacion asociada a las transformaciones de norma.

Para calcular la cantidad conservada usamos (9.35) y obtenemos que:

— . aL . aL — . [. 2 ] . [ . 2 ]
Q,=iu oL, v v, = juliv av,| —iv|—iu au,

= —2|ul? = 2ia(uv, — vu,) = I. (9.98)

El primer término de esta expresion es el mismo que en el caso de la ec. NLS para la
transformacion de norma, y por lo tanto podemos considerar que de igual manera
expresa la conservacion de la energia del pulso a través de la fibra dptica, salvo por el
significado del segundo término. Para poder interpretar mejor esta cantidad, si

sustituimos en (9.98) una funcion de prueba de la forma tipo soliton brillante:

t—az

u(z,t) = Asech ( ) gilaz+rt) (9.99)

calculando los términos correspondientes a (9.98):

|ul|? = A%sech?(1), (9.100)
donde I = = luego
w

a
u,v = A? [W sech?(Dtanh(l) + iq sechz(l)], (9.101)

a
uv, = A? [W sech?(Dtanh(l) — iq sechz(l)], (9.102)
= 2ia(u,v — uv,) = —2asech?(l), (9.103)
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al sustituir (9.100) y (9.103) en (9.98) :
I = —=2[1+ a]A?sech?(l) = cte|u|?. (9.104)

Esto indica, que al final la cantidad (9.98) expresa la intensidad del pulso a través de la

fibra, es decir, de la energia E = ffoc: ldr.

Finalmente, como ya se ha mencionado en el apéndice A, al aplicar el teorema de
Noether a otra densidad lagrangiana diferente de la ec. GemKdV, con la motivacién de
poder hallar cantidades conservadas nuevas o diferentes a las ya vistas, se obtienen
leyes de conservacion asociadas al mismo tipo de transformaciones, pero donde resulta
una cantidad diferente para el caso de traslaciones en t. La lagrangiana estudiada
sustituye los términos [u, vy — viug] Y [uzv,] por [uvey: — vug] y [vu,, + uv,,] lo
cual eleva el orden de la condicion de invariancia de accién 6L = 0) enty z, es decir, el
desarrollo realizado en el apéndice A generaliza el teorema de Noether para otras
lagrangianas que incluyan derivadas de segundo orden en z y tercera en t (lo cual podria
aplicar se a densidades lagrangianas asociadas a ecuaciones que describan la

propagacion de pulsos opticos y no se aplique la aproximacion SVA).
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CAPITULO 10.

CONCLUSIONES.

En la introduccion mencionamos que en este trabajo estudiariamos 7 puntos
relacionados con la ecuacién GemKdV. A continuacion resumiremos lo que hicimos (y

lo que encontramos) en relacion a esos 7 puntos:

Punto 1. Investigar si la ec. GemKdV tiene soluciones tipo “soliton”: aunque la ec.
GemKdV no es una ecuacion totalmente integrable (es decir, que no se puede resolver a
través de pares de Lax), es de las pocas EDP’s no lineales que posee familias de
soluciones analiticas exactas tipo solitones brillantes y oscuros segun se vio en las
secciones 4.3 y 4.4. En el capitulo 3, se estudido que fisicamente estas soluciones
describen la propagacion de pulsos de luz a través de fibras Opticas del orden de femto
segundos en escala temporal, esta caracteristica representa una gran ventaja dentro del
ambito de las tecnologias de telecomunicacion pues permite aumentar la capacidad de

transferencia de informacion a traves del uso de fibras dpticas.

Ademas en la seccion 4.5 se encontré que la familia de solitones brillantes de la ec.
GmKdV son doblemente embebidas esto es un tipo peculiar de soluciones que no es
comun. De tal manera, que la ec. GemKdV representa una ecuacidén importante dentro

del mundo de las telecomunicaciones y el estudio de las ecuaciones no lineales.

Punto 2. Investigar si es posible obtener la ec. GemKdV mediante el método de escalas
multiples: en la seccidn 4.2, se demostrd gque es posible deducir la ecuacion GemKdV a
través del método de escalas mdultiples. Un método interesante que contempla el

fendbmeno en cuestién a multiples escalas, de forma simultanea y de manera totalmente
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matematica, expresando asi que la ec. GemKdV es obtenida del desarrollo matematico
de considerar ciertas condiciones para una relacion de dispersion en medios dispersivos
no lineales a cierto orden, lo cual nos indica que con el método de escalas multiples es
posible hallar un nimero mayor de ecuaciones diferenciales parciales no lineales

interesantes que contemplen el fendmeno a distintos drdenes.

Punto 3. Investigar el efecto del término u,, resolviendo la parte lineal de la ec.
GemKdV: en el capitulo 8, se analizaron las soluciones lineales de la ecuacion GemkdV
a través del analisis de Fourier y el calculo numérico de la evolucion del pulso lineal a
través de la fibra Optica, esto permitié estudiar y caracterizar a la radiacion presente en
este tipo de soluciones debido a la presencia del término dispersivo u., donde la
condicién de resonancia se describe por la interseccion de la relacion de dispersion
inversa k(w) y el nimero de onda k, de la solucion, las caracteristicas obtenidas de esta
condicién describieron bien la propagacion de la radiacién observada en los resultados
numéricos. Este método, permitié asi conocer cual es el efecto del término u,, en las
soluciones de la GemKdV para ello se comparé la evolucion de una misma condicion
inicial: por un lado despreciando el término u,, en la ec. GemKdV lineal y por el otro
tomando la ecuacién lineal completa, el resultado mostro una diferencia cualitativa
sustancial tanto en la direccidén de propagacion de la radiacion tanto como en su forma
dando indicios de mostrar que al considerar el término u,, se obtiene soluciones

estables.

Punto 4. Investigar si la ec. GemKdV puede deducirse de una densidad lagrangiana: en
el capitulo 5, se presentaron los principios variacionales que se aplican en la fisica y con

los cuales es posible formular ciertas ecuaciones no lineales importantes en el estudio
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de los solitones dpticos, como lo son la ecuaciones NLS y mKdV, es decir, estas
ecuaciones se pueden obtener a través de la aplicacion del principio de minima accion
6L =0, que expresa la minimizacion de una cierta densidad lagrangiana L. Este
interesante resultado nos indicé que al igual que las principales ecuaciones de la fisica,
las ecuaciones que describen estos fendémenos no lineales son resultado de considerar
que de alguna forma las leyes de la naturaleza operan de tal manera que minimizan
ciertas cantidades, resultado ligado fuertemente al concepto de las simetrias en los
sistemas fisicos. Para la ecuacion GemKdV se encontrd también que se puede deducir
de aplicar el principio de minima accion en este caso no solo a una sino a dos
densidades lagrangianas diferentes, resultado interesante que dio pauta para pensar que
al aplicar el teorema de Noether a las diferentes densidades lagrangianas se podria

llegar quizas a cantidades conservadas diferentes o distintas entre si.

Esto sirvio de preambulo para el consecuente estudio de algunas de las cantidades
conservadas en estos fendmenos a través del importante y elegante teorema de Noether
(capitulo 9), asi como el estudio de las soluciones perturbadas a través del método

variacional de Anderson (capitulo 6).

Punto 5. Investigar como se comportaran los solitones perturbados de la ecuacion
GemKdV utilizando el método variacional de Anderson: este poderoso método fue
desarrollado en el capitulo 6 y aplicado en el capitulo 7. Con el cual fue posible hallar
un sistema de relaciones entre los parametros de las soluciones exactas que satisfacen la
ec. GemKdV; asi como algunas de las cantidades conservadas, y se pudo observar
graficamente como las soluciones perturbadas tienden a estabilizar su amplitud, lo cual

nos indica que las soluciones perturbadas de la ec. GecmkdV tienden a estabilizarse. Esta
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poderosa herramienta nos dio resultados analiticos, que aunque aproximados, son muy
faciles de analizar e interpretar acerca del comportamiento de las soluciones
perturbadas, lo cual seria complejo y dificil de calcular a través de métodos numéricos.
En concreto se obtuvo que al perturbar la amplitud de las soluciones de la ecuacion
GemKdV, estas tienden a una configuracion mas estable representada por las soluciones

exactas.

Punto 6. Determinacion de algunas leyes de conservacion de la ec. GemKdV mediante
el Teorema de Noether: la demostracién y aplicacion del teorema de Noether para la
ecuacion NLS y la GemKdV se realizo en el capitulo 9, donde se obtuvo que para hallar
las leyes de conservacion asociadas a las diferentes tipos de transformaciones
(traslaciones en z, t y transformaciones de norma), es necesario que las densidades
lagrangianas satisfagan una condicion de invariancia de accion de la forma variacional
“corregida” (6L = 0), donde hacemos énfasis en la palabra corregida pues esta
variacion no es la misma que se utilizo en el principio de minima accion para deducir la
ecuacion de Euler-Lagrange, sino que presenta una sutil correccion al considerar

términos que involucran directamente a las variables z y t (ver ecuacion 9.21).

Una vez demostrada la existencia de las leyes de conservacion presentes, se pudieron
calcular explicitamente las cantidades conservadas para la ec. NLS y la ec. GemKdV
demostrando que aungue no es una ecuacion integrable el Teorema de Noether nos
permite hallar sus cantidades conservadas lo cual puede ser Gtil para el analisis de

estabilidad de sus soluciones.

Punto 7. Investigar si 2 diferentes lagrangianas de la ec. GemKdV conducen a las

mismas cantidades conservadas: en el apéndice A se propone una lagrangiana diferente
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a la utilizada en el capitulo 9 para aplicar el Teorema de Noether, con la motivacion de
probar si la segunda lagrangiana conducia a cantidades conservadas diferentes. En el
caso de la traslacion en t, la invarianza de la lagrangiana segln el Teorema de Noether
(6L = 0) nos condujo a un término extra que no aparece en la cantidad hallada en el
capitulo 9 (momento generalizado), este resultado nos indica que si es posible hallar
lagrangianas diferentes que conduzcan a cantidades conservadas diferentes enriquece la
informacién que se puede obtener sobre el comportamiento del sistema que describe la

ecuacion en cuestion.
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Apéndice A.

DEDUCCION DE LA CONDICION DE INVARIANCIA DE ACCION 6L = 0 Y LAS
CANTIDADES CONSERVADAS PARA DISTINTAS DENSIDADES
LAGRANGIANAS DE LA EC. GCMKDV.

La densidad lagrangiana que se usé en el capitulo 9 para aplicar el teorema de Noether a

la ec. GemKdV es:

1
Ly = i(u,v — vyu) + 2av,u, + ie(Uvy — veuy) + = 5 iy[u?vv, — v)?uu,], (4.1)

la forma explicita de la variacion de una lagrangiana de la forma

L1 (u; Uz, Uyy, ut' utt' V,Vz Vzz vt) vtt) ) es:

o Oy 0L 0L oL oL O
=927 T e O T gu Ot Ty, Ot Ty, Ot T gy, Ot
JoLo oL Ol oL »
T 5007 T oy, OV T gy, OVt t gy, OV 4.2)

las ecuaciones de Euler-Lagrange para u y v son:

oL 9 oL a4 aL 9% dL

ou dzow, atow, Torow, (4.3)

oL 9 oL 0 oL 0% OL

av  9z9v, otov, Tatzav, (4.4)

aL aL . _
despegando 0 3, Y sustituyendo en SL:

5= 25,4+ %L st
I PACNFT:
NEEIX 626L6 oLo. . 0L9 oL 0
9zou, Totou, 020wy, ) "o, 020" T au 00Ot Buy, 002 O
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J(20L 0L 0% L) L 3d Lo oL

az9v, Tatav, azav, )% T av,02°° Tav,at0" Y o, 520 (40
usando las siguientes identidades:

(66L> _0qoL 1 0L 34 e

ozow,) "~ azlow, T 9w, 92" (4.6)

(OOL) _ 9oL 1 0L o -

atou,) "~ ot low, O T au, 0 O (4.7)

0% oL Sy — 6{(6 6L>6]+(6 aL)a6 A8

9t 0u, ) " T " ot \ataug,) O T \arau, ) ot O (4.8)

oL (0® \_ 0oL 65] (a aL)65 Lo

dug \0e2 %) T ot lou, ot O T \orou,,) ac O (4.9)

Sustituyendo las identidades (A.6)-(A.9) en la variacion 6L:

s1=ks, Ok
927 T ot

ol + 5 L] - e G 24] + 2 o]
az 0uz at aut dt \ataug,) °¥1 ™ ot lauy, ac ™

]+ selse 2] el Grame) ]+ el o) e e
az 6172 at avt at \aeav,) 0% F acl\Gwy) a0 (A-10)

la invariancia de accion del Teorema de Noether (capitulo 9) se analiza para diferentes

tipos de transformaciones infinitesimales de la forma:
Z*:Z-]—g(l' t*:t‘l‘g(Z,

u* =u+ep,(u), v =v+ep,(v) (A.11)
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de este grupo de transformaciones se tiene que 6z =z* —z =€§; YOt =t* —t = &&,,

sustituyendo en (A.10) y reagrupando:

-2 [51 16L 1 0L ]

Z a,UZ
L0, oL <a 6L> Jlor o 1L 1(6 aL)
120 2 an O 2 G, cou, ot ot T eau, O T e \atav,) Y
+1 oL 66]
€0V Ot v
(A.12)

Si se cumple la condicion del Teorema de Noether §L = 0, la ecuacion anterior toma la

forma:

SL=—+4—=0, (A.13)

donde Q es una cantidad conservada y T es el flujo. En el Capitulo 9 se demostro el
teorema de Noether para diferentes casos de las transformaciones (A.11) y se calcularon
las cantidades conservadas asociadas a la invariancia de accion respecto a estas

trasformaciones.

Ahora vamos a considerar la segunda opcién de densidad lagrangiana que se encontro

para la ec. GemKdV (ver apartado 5.) L, (u, Uy, Uyy, Us, Utee, Uy Ugy Vizs Vs Vittr )

L2:

1
i(u,v —v,u) + alvu,, + uv,,] + ic(Uvey — Vi) + Eiy[uzvvt — (v)%uu,l, (A.14)
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la diferencia con la lagrangiana anterior es tanto en el segundo Yy tercer término, donde
L, tiene ordenes mayores en las derivadas respecto a z y t. Vamos a aplicar el teorema

de Noether para ver si se obtienen las mismas cantidades conservadas que se obtuvieron

en el capitulo 9 usando la opcién L, como densidad lagrangiana.

La forma explicita de la variacion de la lagrangiana (A.14) tiene la siguiente forma:

oL aLS +aL§t+a 0 +aL5 + oL 0 aL8 oL —9
0z d ot du ¢ ou, U U, Uaz ou, e Uy et
+6L6 +aL6 +6L6 +6L6 +aL6 A.15
v’ ov, vz ov,, Vzz ov, Ve OVt Vewe (4.15)

las ecuaciones de Euler-Lagrange para u y v son:

oL 9 oL 9% dL 0 oL 9% 0L

e e - 4.1
ou 9z0u, 920w, otou, a3 ouy (4.16)
oL_99L 9 oL 9oL _0° oL _ 17
ov 0zov, 0z20v,, 0tdv, 0t30v, (4.17)
aL aL ) _
despegando 0 3 Y sustituyendo en SL:
5. =L s, st
I PAGIANFT:
0oL _0® oL 0L o 4L JoLo. 9Lt L0
070w, 0720w, = OtOu, = Ot Oty ou, 0z " au, 022 % T ou ot
LoL o (00l 9oL 00L 0% 9L\ 0LO oL 0%
dus, 063 OV T \Bz0v, 0z20v,,  9tdv, | at3 dvs, ov,02°" " av,, 922"
oL 9 oL 93
+——=06v+ — 07, (A.18)

dv, Ot J dvs 0t3

usando las siguientes identidades:
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9 oL a oL oL o L2
Yazou,  azlow, " au, 02" (4.20)
0% 0L Sy — 6{(6 6L>6]+(6 aL)a(S A 21
022w, )% T " az1\ozou,,) ) T \az0u,,) 82" (4.21)
oL (9% \_ 0oL 65] (a aL)a(S 2
ou,, \0z2°") T azlou,, 0z°*1 " \ozou,,) 92" (4.22)
también:
(66L)6_6 oL 1 9L 0 s
atou,) "~ oclow, O T au, 0 O (4.23)
(6L>63 _6(6L)626 (6 aL)aZ(S A 24
Dt ) 063 00 T 0t |\Oug,) 962 O T \at w062 O (4.24)
0* oL\, _0[(9® 3L\, 0® oL\ 0 s
93 0ug, ) % T 9t |\0t2 uyy ) O \atZ auy, J ot (4.25)
6[(6 6L>66]_ 0% 0L \ 0 (6 aL)026 126
ot \ar o) 3t = “\azauy, ) ac o T Grau,,) a2 O (4-26)

Analogamente se obtiene el mismo tipo de identidades pero para la variable v,

sustituyendo todas estas expresiones en la variacion &L:

sr =L, s
I PACNFT:
d [(6 6L>5]+6 JaL 66]+ ] 0%
9zl 2 " 2z \Gzan, ) O T oz lau, 920 T e aut at |\acz 6um
+6(6L>626 6[(6 (’)L>66]
ot |\dug, ) 062 °| 0t 1\ot duy, ) 0t O
d 0L d[(a 6L>6]+6 dL 65]+ ] 0%
oz lav, dz\azav,,) Y1 " azl0v,,02°"1 T ot avt at |\acz avm
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+6<6L>626 6[(8 aL)aa] 4,30
ot |\ovee) 362 %V T 9e [\ot dvgge) 02 O (4.30)

Ahora de las transformaciones (A.11) se tiene que z =z"—z=¢&§ yot=t"—t =

€&,, sustituyendo en la ecuacion anterior y reagrupando:

5L =
6[L+16L6 100, 10L9  10L 10 0L . 10L 30
S L L e S WL Wi PLL I FEL LA S LA P P
N L+16L6 1 9* oL s 1(6L)5 1(@ aL) +16L6
‘9 £ |52 U\ oy, ) o T e \Gu,) Ot T e Gt o) O T e, O
1/0* oL 1/, 0L 1,0 oL
+E<FM>5U+E(_WW)5%_E(ﬁ_avm)‘s"t]' (4.31)

Si se cumple la condicion del Teorema de Noether 5L = 0, la ecuacion anterior toma la

forma:

00,
5L = az+at 0, (4.32)

lo cual expresa una ley de conservacion, donde la cantidad conservada es:

B L+16L 10 0L 1 0L 0 1 0L 10 0L 1 0L 0
Q=4 gdu, u €0z 0u,, u €0 Zzaz u € dv, v €0z 0v,, v g 0dv,, 0z

—dv.

(4.33)

Vamos a calcular algunas de las cantidades conservadas a asociadas a diferentes tipos
de transformaciones infinitesimales de la forma (A.11) para compararlos con las

cantidades calculadas en el capitulo 9.

Caso 1. Traslaciones en z. Sean las siguientes ecuaciones:
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u'=u y v'=v, (A.34)

transformaciones sobre una region de (z,t), estas son un caso particular de las
transformaciones (A.11), donde ¢; =1 vy ¢;(u) = ¢p,(u) =, = 0. Segun las

ecuaciones (9.24) y (9.25) las variaciones de u y v bajo estas transformaciones son:
Su = e[p1(u(z,t)) —uyé; —u ;] = —eu, (A.35)
8v = e[, (v(z,1)) — v,&; — v:&,] = —ev,. (A.36)

en este caso, 8t = 0y 6z = €. Luego, las derivadas de las variaciones seran:

d

du, = £6u = —&Uy,, (A.37)
0

év, = 5617 = —&V,,, (A.37)

sustituyendo estos resultados en la cantidad conservada (A.33):

_ 6L+ 0(6L> oL 8L+ a(aL) JdL 438

Q1= Yz ou, Y29, ou,,) 0uy,, Yzz = Ve v, Y292 0v,,) 0V, Vzzs (4. 38)
solo falta calcular las derivadas de la densidad lagrangiana (A.14):

aL_,() oL oL . oL 4,39

o, =i(v), L, = av, o7, = —iu, v, = qu, (A.39)

Entonces la cantidad conservada sera:

0 d
Q. =L—ivu, +u, FP (av) — avu,, + iuv, + v, EP (au) — auv,,

= L —ivu, + a(v,u,) — avu,, + iuv, + a(u,v,) — auv,,

=L —ivu, + 2a(v,u,) + iuv,
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1
= e(UVpr — VlUpe) + Eiylulz[vvt —uu] + 2a(v,u,). (A.40)
Esta cantidad coincide justamente con la misma hallada usando L; en el capitulo 9,

conocida como el “Hamiltoniano”.
Caso 2. Ahora se consideran las transformaciones de traslacion en t:
z¥=2z, t'=t+e u'=u v =y, (A.41)

Donde segun las transformaciones (A.11) &, =1y & = ¢, = ¢, = 0. Las variaciones

de uyvsegun (A.35) y (A.36) son Su = —cu; y 6v = —ev;, derivando:

d d 03

du, = ESu = —EUg,, OUp = aé‘u = —&Us, OUpyy = ﬁ(Su = —&Uy, (A.42)
a0 d 03

v, = 55‘0 = —&Vy,, OV = aé‘v = —&V, OVt = ﬁdv = —&Vy, (A.43)

ademas por definicién de variacion 6t =¢ y 6z = 0 para estas transformaciones.

Sustituyendo todas estas expresiones anteriores la cantidad conservada (A.33):

_10L 10 0L 1 0L 0 1 0L 10 0L 1 dL 66
~ g0u, u €0z duy,, u g du,, 0z u € dv, v €0z dv,, v g0v,, 0z v

Q1

B oL 0 dL oL oL 0 dL oL

= U U Uy — Vy et Ve — Uy, (A.44
e ou, T, U, Yz U, Ve v, Vs, 0v,, Viz 0v,, ( )

donde las derivadas restantes se calculan directamente de la lagrangiana L, (A.14):

oL oL 9 oL

ou, v ou,, o dzou,, *Pz

o oL 9 oL L as
v, o ov,, w9z ov,, *z) (4.45)

entonces:
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Q1 = —luv + VU — AVUy, + UV + AUV — AUV,

= —i[uv — uvy] + alvyu; + uyve] — alvuy, + uvy,], (A.46)
Esta cantidad resulta tener un término extra a la obtenida en el capitulo 9 usando la
densidad lagrangiana L,, donde en el caso de las traslaciones en t se obtuvo una
cantidad a la que se nombr6 como el momento. Este resultado nos indica que aunque la

ec.GmKdV no es integrable si posee diferentes cantidades conservadas asociadas a

diferentes simetrias.

Caso 3. Transformaciones de norma. Consideramos las siguientes transformaciones:

z* =z + €{;, t*=t+eq,,
u* =u+ep,(u), v =v+ep,(v), (A.47)
donde:
z'=z, t'=t uw=ue¥~xu+tisu, v =ve ¥ ~x~u-—icu, (A.48)

en este caso ¢, = iuy ¢, = —iv, & = &, = 0, entonces las variaciones de u y v seran:

du = gl (u(z,t)) — ué; —ulrl = eiu, (A.49)
6v = e[, (v(z, 1)) — v,§ — v&,] = —iev. (A.50)

Entonces, la cantidad conservada (A.33) en este caso sera:

1oL 10 0L +16L 06+1E)L6 10 0L +16L6
 gou, u €0z 0uy,, u g0u,, 0z u eadv, v €0z 0v,, v €0v,, 0z
oL 0 dL ny aL | 6L+, Jd aL . 0L
- ou, "oz U, Hz ou,, v v, Yoz 0v,, tVz o0v,,

= —uv — iav,u + iavu, — vu + iau,v — iav,u
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= Q; = —2|ul? + 2ia[vu, — v,u] =1, (A.51)

esta cantidad coincide con la encontrada en el capitulo 9, conocida como la intensidad y

. y P +
esta relacionada con la conservacion de la energia E = f_: Idt.

215



APENDICE B.
TABLA DE INTEGRALES.

+00 +o
f sech?(1) dA = 2 f sech?(D)Ad1 =0
+00 +o
2
f sech?(1) A2dA = - f sech®?(M) A3d1 =0
+00 +oo
Tt
f sech?(1) A*daA = 20 f sech?(1) tanh(1)dA =0
+00 +oo 2
f sech?(1) tanh(Q) AdA = 1 f sech?(1) tanh?>(1)dA = 3
+00 +0oo 4
f sech?(1) tanh?>(A)AdA = 0 f sech*(A)dA = 3
+00 +oo 1
f sech*(A)AdA =0 f sech*(M)A?dA = 5 (% — 6) =~ 0.4299
+0o0 +00
f sech?(1) tanh?(A)A%dA = f sech?(1) [1 — sech?(1)] A%dA
+00 +0
= f sech?(1) A2dA — f sech*(1) A%dA
% 1 3 6
= —_—— = 2 _ 6 — 2 _
g om —0 =gty
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APENDICE C

Para obtener la evolucion numérica de la solucion linealizada de la ec. GemKdV,
utilizamos la funcién [NInverseFourierTransform] del programa Wolfram
Mathematica, que calcula numéricamente la transformada inversa de una funcion que
depende de w y la evalta en un valor t. Ya que las soluciones obtenidas en el espacio de
frecuencias:

\2m
2B

Tw 2
sech(ﬁ)exp —15iz — 15z |-1 — (—) w3 |,

U(z,w)=l =

al transformarse al espacio (z,t) no tienen forma analitica.

Las gréaficas de evolucion de la solucion u(z,t) = F~[U(z w)] para z=1,2,3,4 se

obtiene al correr las siguientes lineas de codigo en Wolfram Mathematica.

Needs["FourierSeries™]

Plot[{Abs[NInverseFourierTransform[Sqrt[Pi * 2] * Exp[—15 * I — 15 * Sqrt[—-1 — 2/15
* w”3]] * Sech[Pi(w — 2)],w, t]],

Abs [NInverseFourierTransform[Sqrt[Pi * 2] * Exp[—30 x| —30 % Sqrt[—1 — 2/15 = W3]]
* Sech[Pi(w — 2)],w, t]],

Abs [NInverseFourierTransform[Sqrt[Pi * 2] * Exp[—45 x | — 45 % Sqrt[—1 — 2/15 = W3]]
* Sech[Pi(w — 2)],w, t]],

Abs[NInverseFourierTransform[Sqrt[Pi * 2] * Exp[—60 * [ — 60 = Sqrt[—1 — 2/15 * w”3]]
* Sech[Pi(w — 2)],w, t]]}, {t, —60,10}, PlotRange — All]
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