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Introduccién

Una categoria consiste de morfismos entre objetos, una regla de composicién asociativa, y la existencia
del morfismo identidad para cada objeto. Esto es, la composicién debe satisfacer h(gf) = (hg)f para
cualesquiera tres morfismos componibles, y para todo f: A — B ,idgf = f = fida.

Generalizamos la nocién de categoria, considerando la existencia de morfismos entre morfismos (2-
morfismos). Un ejemplo de ello es la definicién de bicategoria en donde la coleccién de 2-morfismos
entre 1-morfismos, de un objeto a otro, es presentada como los 1-morfismos de una categoria. Esto
permite considerar una composicion asociativa, salvo una eleccién natural de 2-morfismos. Del mismo
modo tenemos la nocién de identidad de un objeto bajo una eleccién natural de 2-morfismos. Como
consecuencia, todas las nociones usuales de categorias ordinarias resultan ser laxas.

Asi, es natural considerar una cantidad mayor de tipos de morfismos para lo que queremos considerar
como una categoria con n-morfismos. Sin embargo, el asunto de escoger modelos explicitos de estas ideas
se convierte en una tarea més compleja e intrincada a medida que aumentamos el nimero de tipo de
morfismos. Aun para el caso de dos dimensiones, existe una plétora de conceptos a los que podriamos
llamar 2-categoria.

Aumentando infinitamente nuestras ideas, surge la de tener n-morfismos para todo n > 1. Esto seria
una Ng-categoria. Desde luego, la tarea de armar esta cantidad numerable de informacién debe hacerse
cuidadosamente. Recomendamos al lector leer [Lur09, Sec. 1.1].

En los pérrafos subsiguientes, presentaremos distintas nociones del concepto de (1, 00)-categoria (es
decir, una Ng-categoria con todos los morfismos de dimensién mayor a uno coherentemente invertibles).
Trazaremos un camino rapido y conciso, para mostrar que dichos objetos encajan naturalmente en la
teorfa de categorias superiores. Empezamos con el siguiente ejemplo clasico:

Definicién 0.0.1. Una 2-categoria débil (o bicategoria) consiste:
1. Una coleccion de objetos A, B,C, ... (0-morfismos)
2. Para cada A, B una categoria Hom(A, B) (1-morfismos y 2-morfismos).
3. funtores:
Hom(B,C) x Hom(A, B) - Hom(A,C)
1g:%x— Hom(A, A)

E isomorfismos naturales 0, €, € :

Hom(C, D) x Hom(B,C) x Hom(A, B) —— Hom(C, D) x Hom(A, C)

| - |
Hom(B, D) x Hom(A, B) Hom(A, D)
Hom(A,B) —— Hom(A, B) x Hom(A, A) Hom(A,B) —— Hom(B, B) x Hom(A, B)
id = l id = l
Hom(A, B) Hom(A, B)



4. Satisfaciendo los diagramas conmutativos (lo que garantiza que todoﬂ los demds se satisfagan):
((kh
% \
9))f (kh)(g
\ /

k((hg) ) hgf))

(g1)f ———— g(1f)

WX /dXe

Tal objeto matemético es un ejemplo de una categoria de orden superior. Dada una 2-categoria C
consideramos el conjunto simplicial N'(C), nervio de C, definido en simplices N'(C),, = hompa.([n],C).
Esta asociacién define un funtor fiel y pleno (ver por ejemplo [BFB05|), de la categoria de bicategorias
y funtores laxos en la categoria de conjuntos simpliciales:

BiCat — sSet

La imagen escencial de este funtor consiste de los conjuntos 3-coesqueléticos. La informacién simplicial
del nervio de C indica que esta posee n-morfismos, todos invertibles para n > 3 y triviales para n > 3;
esto es, C € BiCat es un caso particular de una (2, oo)-categorfa (todos los morfismos para n > 3 son
invertibles). Desde luego, la invertibilidad de un morfismo en A(C) es expresada en términos de un
diagrama coherente.

Similarmente, la imagen esencial de la restriccion del nervio en la subcategoria plena Cat — BiCat
(el cual coincide con el nervio usual de una categoria) consiste precisamente de aquellos conjuntos 2-
coesqueléticos. Andlogamente, C € Cat es un caso particular de una (1, 0o)-categorfa. Esto es capturado
en la siguiente proposicion:

Proposiciéon 0.0.2. Sea X un conjunto simplicial. Las siguientes condiciones son equivalentes.
s Para 0 < k <n, y para cualquier diagrama solido

A} — X
3

[ =

A’Vl
existe un unico morfismo punteado que lo convierte en un diagrama conmutativo.
» Eziste una categoria C tal que N'(C) es isomorfo a X.

Esto es, una categoria es un tipo de conjunto simplicial que posee cierta propiedad de levantamiento.
Invirtiendo el razonamiento, presentamos la nocién de complejo de Kan:

Definicién 0.0.3. X € sSet recibe el nombre de complejo de Kan si para cualquier 0 < i <n, y para
cualquier diagrama solido

A} — X

A’ﬂ

1las combinaciones posibles de 8, ¢, €’ y la transformacién identidad.



eziste el morfismo punteado que lo convierte en un diagrama conmutativo.

Tal conjunto simplicial es particularmente 2-coesquelético. Es un convenio considerar la subcategoria
plena de complejos de Kan como un modelo de oco-grupoides (ver definicién de modelo més adelante).
La siguiente definicién, contempla una clase de conjuntos simpliciales que poseen las propiedades de lo
que podriamos llamar una (1, co)-categoria:

Definicién 0.0.4. X € sSet recibe el nombre de cuasi-categoria o oo-categorizﬂ st para cualquier
0 < i <mn, y para cualquier diagrama solido

AP — X

[

N

eziste el morfismo punteado que lo convierte en un diagrama conmutativo.

El punto de comparacién entre las nociones de categorias superiores y las tres clases de conjuntos
simpliciales presentadas se ilustra en el siguiente diagrama:

Cuasi-categorias

(1, e )-categorias

Complejos-Kan eo-Grupoides

En el presente trabajo nos ocupamos al estudio y comparacién de dos modelos especificos de (1, c0)-
categorfas, y con modelo, queremos decir una (2, 00)-categorfa cuyos objetos sean (1,00)-categorias.
Esto dependerd de las nociones de (1, 00)-categorias y (2, 0o)-categorias que consideremos. Modelos de
categorias de orden superior surgen naturalmente en la teoria de categorias enriquecidas. Por ejemplo,
la 2-categoria estrictaEI de todas las categorias pequenas y funtores entre ellas, posee la estructura de
una categoria enriquecida sobre Cat. En este sentido, podemos afirmar que la subcategoria plena de
cuasi—categorl'aaﬁ gSet es un modelo de (1, 0o)-categorfas; en efecto, al ser sSet una categorfa cartesiana
cerrada[I.6) esta posee una estructura de enriquecimento sobre ella misma, luego la proposicién [2.7.3| nos
asegura que gSet es una categoria enriquecida sobre qSetﬂ

Sea X € CG en la categoria de espacios compactamente generados. Consideremos los siguientes datos:

s (X)=X
» (2,9)1 ={a: [0,1] = X [ (a0 =2) A (1 =y)}
v (2,y)e ={(a,a')1} ={H:[0,1] x [0,1] = X | (Hy=«a) A(H, =)}

= etc...

2Boardman y Vogt en [BV73| introdujeron por primera vez esta nocién, a la que nombraron complejo débil de Kan

3i.e. B¢ y € son identidades

4La nocién (1, 00)-categérica de estos objetos es totalmente laxa, en el sentido de que ni siquiera la composicién es
estricta (s{ lo es cuando caen en la imagen Cat < sSet en virtud de la proposicién . Sin embargo, la equivalencia
¢: sSet — sCat (teorema, nos permite definir para un par de vértices x,y € S en una cuasi-categoria el espacio de
morfismos como €(S)(z,y).

5Asi, para X,Y € gSet la coleccién de n-morfismos entre ellos es el conjunto de (n — 1)-simplejos de la cuasi-categoria
MapqSet(X’ Y).



Sabemos de la teoria clasica de homotopia que la composicion de dos n-homotopias estd determinada
salvo una n + 1-homotopia. Empero, no es claro de qué forma se puede organizar toda esta informacion
con el fin de establecer una estructura de oco-grupoide sobre X. No obstante, diremos por definicién,
que los espacios forman un modelo de co-grupoides. Especificamente, en la estuctura modelo de Quillen
en CG, se define el modelo de co-grupoides de espacios como la categoria homotépica hCG que consiste
de remplazos cofibrantes (un remplazo CW en CG) y clases de homotopias entre mapeos. Notemos
por el teorema de Whitehead [I:2.3] que los isomorfismos en hCG son precisamente las equivalencias
débiles (mapeos que inducen isomorfismos en los grupos de homotopia y biyeccién entre las componentes
arcoconexas).

La conjetura homotdpica de Grothendieck asegura que cualquier modelo de co-grupoides es equivalente
al de espacios; siendo nuestro interés su presentacién como la equivalencia de Quillen (ver :

Sing
sSetg & T = CG
Il

Especificamente, dado S € sSet y X € CG, las respectivas unidad y counidad:
|SingX| — X

S — Sing|S|

son equivalencias débiles en las respectivas estructuras modelo. Esto induce una equivalencia entre las
respectivas categorias homotdpicas, es decir, una equivalencia entre el modelo de oco-grupoides en su
presentacién como complejos de Kan y la de espacios (resoluciones CW y clases de homotopias de
funciones). Més atin, esta adjuncién induce una enriquecida:

Sing
sSetg-Cat < = CG-Cat (1)
I

La cual sera una equivalencia de Quillen entre las estructuras heredadasﬁ las que llamaremos estructura
modelo simplicial y topolégica de Quillen respectivamente. Los objetos fibrantes en sSetg-Cat son
aquellos cuyos espacios de mapeos son complejos de Kan. Diremos que estas dos categorias son modelos
equivalentes de (1, 0o)-categorias.

. Cudl es la relacién entre los tres modelos de (1, co)-categorias presentados? Joyal probé que la co-
leccién de objetos fibrantes en la localizacion de Bousfield izquierda respecto a la estructura de Quillen
en sSet (con una clase aumentada de equivalencias débiles denominadas equivalencias de Joyal) es pre-
cisamente la coleccién de cuasi-categorias. Posteriormente, Lurie en [Lur09] probé la existencia de una
equivalencia de Quillen:

C: sSet goyar —> sSetg-Cat

Lo que da como resultado que nuestros tres modelos sean equivalentes.

En este trabajo exponemos una segunda prueba de este tltimo hecho, publicada por David Spivak y
Daniel Dugger en los articulos [DS09] y [DS11]. Detallamos en que consiste la prueba.

El funtor € se define naturalmente como la extensién de Kan puntual a lo largo de cierto funtor
C[A®]: A — sCat (ver cap. |3, esto es, para todo conjunto simplicial S, su imagen estd dada por el
colimite:

¢(S) = colim €(A™)
A
Sin embargo, es usualmente complicado trabajar con colimites en la categoria sCat, en particular, resulta
dificil describir con exactitud los espacios de morfismos entre dos vértices arbitrarios.

Para n > 0, la categorfa simplicial €(A™) posee toda la informacién coherente que se ha perdido en
la categoria [n]. Los objetos de la categoria simplicial €(A™) son los vértices {0, ...,n} y los espacios de
morfismos estdn dados por €(A")(i,5) = (A) =1 para i < j y €(A")(i,i) = *. Como ejemplo, para

6Las condiciones en las que V-Cat hereda una estructura modelo de V se estudian con detalle en el apéndice |[Lur09)



el caso [n] = [3] = {f,g,h} (ie., tres morfismos componibles), el espacio de morfismos €(A3)(0,3) =
A' x A! de 0 a 3 se visualiza:

hgf —— hg- f

0,3 l\) | =arxa

h-gf —— h-g-f

Més atn, €(A™)(i,) posee la propiedad de ser contrictil, esto es, €(A™) es fibrante en sCat. Esta
propiedad es estable bajo la formaciéon de uniones punto final a inicial, especificamente, dada una
familia finita de simplejos A™, si T' es la unién en donde se ha identificado el punto final del i-ésimo
simplejo con el inicial del ¢ + 1-ésimo simplejo, entonces €(7T")(c,w) (donde « es el primer vértice del
primer simplejo y w es el tltimo vértice del tiltimo simplejo) es contractil. Podemos cerrar la categorfa
de simplejos bajo esta operacién para obtener la categoria Nec cuyos elementos son llamados collares.
Esto nos permite construir el funtor ¢Ve¢, el cual posee el mismo tipo de homotopia que €, pero es
mucho maés facil de estudiar

Otra forma de estudiar el tipo de homotopia de €(S)(a,b), cuando S es una cuasi-categoria, es com-
pararlo con el complejo de funciones homotépico homls%(a?b)7 definido como el espacio de funciones
Map(Al, S) en la localizacién simplicial de la categorfa sSeta1, bajo la estructura modelo de Joyal.

Estos espacios por definicién son complejos de Kan (i.e., son oo-grupoides) y poseen la poderosa
ventaja de poseer el mismo tipo de homotopfa que el espacio €(5)(a,b). El hecho de que homZ(a,b)
tenga multiples representaciones homotépicas, facilitara el camino para poder compararlo con el espacio
€(5)(a,b) a través de zigzags de equivalencias débiles.

El punto culminante de estos andlisis serd en primer lugar, el de probar que la counidad €ND — D es
una equivalencia débil para todo objeto fibrante D € sCat. En segundo lugar, que el funtor € preserva
y refleja equivalencias débiles. Estos dos puntos permiten una prueba inmediata del teorema final

Organizacién

Por motivos de exposicion, y por carecer de contenido relevante para esta, algunas demostraciones a
lo largo del trabajo se omiten, colocando las referencias donde pueden ser consultadas.
En la primera parte exponemos la teoria necesaria para plantear adecuadamente nuestro objetivo:

1) Introducimos el concepto de una categoria modelo y su categoria homotépica. Utilizando el contex-
to de categorias localmente presentables aseguramos que dada una familia de morfismos A, todo
morfismo se puede factorizar funtorialmente a través de un morfismo inyectivo de A y un elemento
de la saturacién débil (objeto del argumento pequetio). Esto conduce naturalmente al concepto de
una categoria cofibradamente generada, el cual serd usado sustancialmente en las demostraciones
de los capitulos posteriores. Definimos un colimite homotdépico de una categoria de diagramas M,
como un funtor derivado izquierdo del colimite ordinario colim : M7 — M. El material de las
secciones que abarcan estos temas se extrajo principalmente de |[Riel4] y [Shu09]. Naturalmente,
la teoria abarcada en este capitulo emplea, eventualmente, teoria basica de conjuntos simpliciales,
la cual se expone en detalle en las primeras secciones del capitulo 2.

2) Abarcamos la teorfa elemental de conjuntos simpliciales y cuasi-categorias. Establecemos la es-
tructura modelo de Joyal sobre sSet tal y como aparece en [DS09], y escribimos la presentacién
explita de la estructura simplicial de Quillen en sSet-Cat como estructura modelo cofibradamente
generada[]

Los capitulos restantes poseen el corazén de la prueba desarrollada por Spivak y Dugger.

3) En este capitulo construimos el zigzag simple € « ¢hoc — @Nee de equivalencias débiles. Utili-
zando la teorfa desarrollada de conjuntos simpliciales ordenados en la seccién 2.3 damos distintas

7Construida por Bergner en [Ber07]



presentaciones del espacio de morfismos €(5)(a,b), con el fin de establecer la segunda equiva-
lencia del zigzag. Esta informacién nos permite probar que el funtor € preserva productos salvo
equivalencia débil, lo cual asegura que también preserva cilindros para todo conjunto simplicial.
Como resultado principal tenemos que € preserva equivalencias débiles entre objetos cofibrantes y
cofibraciones (en particular € es un morfismo de Quillen).

4 Construimos tres representaciones del espacio de funciones en la localizacién simplicial de sSeta1/,
a saber homf(a,b), hom%(a,b), y homE (a,b). Conectados entre si por equivalencias débiles canéni-
cas. Establecemos dos caminos de zigzags entre €(S)(a,b) y hom%(a,b) para todo objeto fibrante
S € sSet; (cuasi-categoria). Los resultados clave de este capitulo son; la counidad €END — D
es una equivalencia débil para todo objeto fibrante D € sCat, y el funtor € preserva y refleja
equivalencias débiles. Estos permiten una prueba inmediata del teorema principal
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Se presume fuertemente que el lector posee conocimientos amplios de teoria elemental de categorias,
tales como limites, adjuncion, extensiones de Kan, categorias enriquecidas, universos de Grothendieck
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Capitulo 1

Categorias Modelo

Introducimos definiciones y convenciones:

= Un cardinal k recibe el nombre de cardinal regular, si no es la unién de conjuntos < k, indexada
por un conjunto < k. Equivalentemente, si la categoria Set., de conjuntos de cardinalidad < &
posee todos los colimites de orden < k.

» Un cardinal x es un limite fuerte si para todo \ < , se tiene 2* < k.

= Un cardinal recibe el nombre de cardinal fuertemente inaccesible si es innumerable, regular
y un limite fuerte.

Para un cardinal regular k nos referiremos a un conjunto S como x-pequeno si tiene cardinalidad
menor a k. Diremos que una categoria es k-pequena, si sus respectivas colecciones de morfismos y objetos
son k-pequenas. Fijando un k cardinal fuertemente inaccesible, diremos que una categoria es pequena
si es k-pequena, y larga en caso contrario.

Dada una categoria C, denotaremos por Home(X,Y) (o brevemente C(X,Y)) a la coleccién de morfis-
mos de X a Y. Escribiremos Cx, para denotar a la “categorfa rebanada” sobre X, es decir, la categorfa
cuyos objetos son pares (X, X — Y) y morfismos diagramas conmutativos en C:

Yy ——M YV’

N

1.1. Argumento del Objeto pequeno

Sea k un cardinal regular (pequefio).

Definicién 1.1.1. Un conjunto J parcialmente ordenado se dice k-filtrado, si para cualquier subcon-
junto Jo C J con cardinalidad < k, existe una cota supertor de Jy en J

Definicién 1.1.2. Sea C' una categoria cocompleta y X € C. Decimos que X es k-compacto si para
todo diagrama {Y,} s indexado por un poset k-filtrado, el morfismo inducido

lim home (X, Vo) = home(X,Y)

donde Y = colimY,, es una biyeccion. Diremos que X es pequeno si es k-compacto para algun cardinal
reqular (pequerio) k

Definicién 1.1.3. Una categoria es localmente presentable si satisface las siguientes condiciones:

1. La categoria C admite todos los colimites pequenos.



2. Eziste un conjunto pequeno S C C de objetos, que genera a C bajo colimites pequenos.
3. Cada objeto de C' es pequeno. Equivalentemente, por (2), cada objeto de S es pequerio.
4. Para cada par de objetos X,Y € C, home(X,Y) es pequernio

Ejemplo 1.1.4. = Set es localmente presentable. Cada conjunto X es el limite directo de todos los
subconguntos finitos de él. Ast, tomando S como la categoria plena de ordinales finitos [n], se tiene
que Set es generada por S bajo colimites (pequenos). Veamos que cada ordinal [n] es un conjunto
No-compacto. Debemos probar que el mapeo:

lim hom([n],Ya) = hom([n],Y)

es una biyeccion. Recordando la presentacion de un colimite Ro-filtrado en Set; sea f : [n] = Y,
entonces existen «; tales que f; € Yy,,. Dado que J es Ng-filtrado, existe « tal que o > o para todo
i € [n], es decir, existe una funcion [n] — Yy de tal forma que [n] = Y, — Y es f. Utilizando de
nuevo la Ro-compacidad de J es inmediato ver que tal funcion es inica en hﬂhom([n], Y.).

» Si C es pequeria, Set®”" es localmente presentable. Esto se sigue del hecho de que el encaje de
Yoneda C — Set®” es la cocompletacion libre de la categoria pequeria C.

Definicién 1.1.5. Sea C una categoria con colimites pequenios y sea S una clase de morfismos en C.
Diremos que S es débilmente saturada si posee las siguientes propiedades:

1. (Cerradura bajo pushouts). Dado un cuadrado pushout

si f €S8, entonces [’ € S.

2. (Cerradura bajo composiciones transfinitas). Sea C un objeto de C, sea o un ordinal, y sea {Dg}p<a
un diagrama en Cc, inderado por a; para todo B < a sea D.g = colimy<gD~ en Ccy.

Si para todo B < a, el morfismo natural Dg — D, pertenece a S, entonces el morfismo inducido
C — D, pertenece a S.

3. (Cerradura bajo retractos). Dado un diagrama conmutativo:

id
C @ C
ool
g
sig €S, entonces f € S.

Observacion 1.1.6. Si S es una clase débilmente saturada entonces es cerrada bajo coproductos (pe-
quenios) en Mor(C). Ver, por ejemplo,(Hir03, P.10.2.7.]

Definicién 1.1.7. Sean C una categoria cocompleta y A una clase de morfismos en C.

» La clase cof(A) de A-cofibraciones se define como la saturacion débia de la clase A.

lie., la interseccién de todas las clases débilmente saturadas que contengan a A. Nétese que esta interseccién es

débilmente saturada y siempre existe.
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» La clase iny(A) de A-inyectivos o A-fibraciones, se define como la coleccion de morfismos que
poseen la PLD (propiedad de levantamiento derechoEl) respecto a la clase A, i.e. iny(A) = | A.

Por definicién, tenemos que iny(A) = | A = jcof(A).

Proposicién 1.1.8 (Argumento del objeto pequenio). Sean C una categoria presentable y A = {C; —
D;}; una coleccion de morfismos en C indexada por un conjunto pequenio I. Entonces existe un funtor
T :CM — C con las siguientes propiedades:

a) El funtor envia un morfismo f: X — Z a un diagrama

Y

donde [’ € cof(A) y " € iny(A)

b) Si k' es un cardinal reqular tal que C; y D; son k'-compactos para todo i, entonces T preserva
colimites r'-filtrados

Demostracion. a) Sea k un cardinal regular de manera que cada C; sea n—compactoﬂ y fijemos un
morfismo f: X — Z en C. Daremos la construccién funtorial del diagrama deseado:

Y
A
f

X ———— 7
Para todo i € I, sea F; : C;z — Set el funtor
(W = Z) = C(Ds, Z) x¢(c,,z) C(Cs, W)
Para un cardinal regular « fijo, definimos una sucesién transfinita {Y }o<x de objetos en C,z:
-Yo=X

- Suponiendo que Y, ha sido definido, definimos Y,+1 como el pushout del diagrama:

Wicrnerv)(Ci) —— Ya

Lo

Hz‘ef,neFi(Ya) D; » Yot

- Para A un ordinal limite no cero, Y, = @a< N Y.,

Definimos f” como el colimite Y = li_n>1a<n Y, en C,z. Para ver que f" € Iny(A) observamos que todo
problema de levantamiento se factoriza para algin cardinal « < k:

C; — Y, —Y

L

D, —— 27—ty 7

El cuadrado izquierdo es un elemento de F;(Y,,), y por lo tanto se factoriza a través del pushout Y, 41.
Esto brinda el levantamiento deseado.

2Un morfismo f posee la PLD respecto a g, si para todo par a,b con ga = bf, existe h tal que hf = a y gh = b.
3Si C; es k;-compacto, podemos elegir a x como un cardinal regular (pequefio) tal que x; < k para todo i
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Tomando f’ como la composicién transfinita (X — Y), tenemos f = f”f' con f' € Cof(A). La
factorizacién es claramente funtorial.

b) Sea {f;: X; — Z;}jc; un diagrama en Cl sobre una categorfa /-filtrada, y sea f: X — Z =
ligq J fi- Para demostrar que T preserva este colimite es suficiente probar hgl J YJ =Y, para todo a < k;
es decir, en el diagrama conmutativo:

fi
X; /;(3\ Z;

| I |

lim | X;j —— liny, Yy — liny; Z;

el morfismo h: hg 7 YJ — Y, es un isomorfismo. Procedemos por induccién transfinita.

(Caso sucesor) Sea o < K, y supongamos que lim | YJ =Y,. Dado que lim | hom(A;,YJ) — hom(A;,Ys)
es una biyeccién para A; = C;, D; e i € I, se sigue que hﬂJ F,(Y?) — F;(Y,) es un isomorfismo para
toda i € I, de lo cual se deduce que:

T | QT |
JjeJ (I : Nat J_
i€l,neF;(Yd) i€l neF;(lim Yi=Ya)

es un isomorfismo. Asi, tenemos que Y, es el pushout:

lim,  Iicrner, vy Ci > lim V3

| -
. A . j
hﬂjeJ Hiel,neFi(Yé) D; h—n>qJ Yor
(Caso limite) Sea 8 < k un ordinal limite tal que para todo ordinal o < 3 se satisface hgl 5 Y =Y,.
Entonces, por la propiedad conmutativa de los colimites se cumple hgl 5 Y/g =Yj. O
Como consecuencia del argumento del objeto pequeno, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.1.9. Sea C una categoria localmente presentable y sea A una coleccion de morfismos en
C. Entonces (1 A)1 es la saturacion débil de A, i.e., (iny(A))L = cof(A).

Demostracion. Inmediata. O

Definicién 1.1.10. Una categoria modelo C' localmente presentable es cofibrantemente generada,
st exwisten conjuntos pequenos A y A’ tales que las colecciones de cofibraciones y cofibraciones acicli-
cas son exactamente Cof(A) y Cof(A’) respectivamente. En virtud del argumento del objeto pequenio,
esto es equivalente a que iny(A) e iny(A’) sean las colecciones de fibraciones y fibraciones aciclicas
respectivamente.

Tal y como se mostrard en la seccion[2.8] el siguiente teorema nos garantiza la existencia de la estructura
de Joyal sobre sSet. Su demostracién debe ser consultada en el articulo de Tibor Beke [Bek00].

Teorema 1.1.11 (J. Smith). Sea C una categoria localmente presentable, W una subcategoria, e I un
conjunto (pequeno) de morfismos en C. Supongamos que se tienen las siguientes condiciones:

c0 W es cerrada bajo retractos y posee la propiedad 2-de-3 (Azioma M2 de Quillen).
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cl iny(I) cW
¢2 La clase cof(I) N W es cerrada bajo composiciones transfinitas y bajo pushout.
¢3 La subcategoria W satisface la condicion de conjunto de solucion para I.

Entonces, las clases W, cof(I) e iny(cof(I) N W), son las colecciones de, equivalencias débiles, cofi-
braciones y fibraciones, respectivamente, de una estructura modelo cofibrantemente generada en C.

Demostracion. Ver [Bek00, Teorema 1.7]. O

1.2. Categorias modelo

Definicién 1.2.1. Una categorfa modelo es una categoria M equipada con tres clases distinguidas
de morfismos en M, llamadas cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles; sujeto a los siguientes
ariomas:

1. La categoria M admite limites y colimites pequerios.

2. (Propiedad 2 de 3). Dado un par componible X ERSEER Z, si cualquiera dos de {f,g,g0 f} son
equivalencias débiles, también lo es el tercero.

3. (Cerradura bajo retractos). Suponer que [ es un retracto de g, esto es, soponer que existe un

diagrama conmutativo:
id

T

X=X —3X

bbb

Y — Y’
id
FEntonces:
1) Si g es una fibracidn, también lo es f.

1) Si g es una cofibracién, también lo es f.

iii) Si g es una equivalencia débil, también lo es f.

4. Dado un diagrama
A—— X
=
Jz— = J{pv (1.1)
B——Y
existe el morfismo puntedo haciendo el diagrama conmutativo (diremos que el problema de levan-
tamiento posee una solucion) si:

1) Elmorfismo i es una cofibracion y el morfismo p es tanto una fibracién como una equivalencia
débil.
1) El morfismo i es una cofibracion y una equivalencia débil, y el morfismo p es una fibracion.

5. Todo morfismo X — Z en M admite factorizaciones:

X@Y—i»Z

X>£—,>Y’L»Z

donde [ es una cofibracidn, g una fibracion y equivalencia débil, f' una cofibracion y equivalencia
débil, y ¢’ una fibracion.
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Un morfismo en una categoria modelo que es tanto una fibracién como una equivalencia débil serd
llamado fibracién aciclica o fibracién trivial. Similarmente, un morfismo que es tanto una cofibraciéon
como una equivalencia débil serd llamado cofibracién aciclica o cofibracién trivial. Sean ¢ p un par
de morfismos en M. Diremos que i posee la propiedad de levantamiento izquierda respecto a p (PLI) o
bien, que p posee la propiedad de levantamiento a derecha respecto a i (PLD) si para todo cuadrado:

A—— X
2
li lp
B——Y
existe el levantamiento indicado que lo hace conmutativo. Utilizando la propiedad (3) de cerradura bajo

retractos y la propiedad (5) de factorizacién en una categoria modelo, es facil ver que si un morfismo p
posee la PLD respecto a cada cofibracion entonces este es una fibracién aciclica:

X X X
p l"‘ p
Y —Y —Y

es decir, la coleccién de fibraciones aciclicas es exactamente la colecciéon de morfismos con la PLD
respecto a la colecciéon de cofibraciones. Si € , % y # denotan las tres clases distinguidas de una
categoria modelo M, tenemos entonces que # N.# = | €. Similarmente # N6 = %, .

Diremos que la propiedad (5) de factorizacién es funtorial si existen funtores F, F”: MU M tales
que diF =id, do F(f) € €,y doF(f) € # NF (similarmente di F' = id, do F'(f) € W N€,y doF'(f) €
Z). Segun lo expuesto en la seccién anterior, en virtud de la proposicién toda categoria modelo
localmente presentable posee una factorizacion funtorial en un universo de Grothendieck adecuado. Por
lo tanto, supondremos de aqui en adelante que toda categoria modelo es localmente presentable, y en
particular que posee sistemas de factorizaciones funtoriales en (5).

Por definicién, toda categoria modelo M tiene objeto inicial # y objeto final x. Un objeto X de M
serd llamado cofibrante si el morfismo () — X es una cofibracién y fibrante si el morfismo X — *
es una fibracién. La propiedad de factorizacién (5) implica la existencia de endofuntores F,C en M y
equivalencias naturales «: id — F, 8: C — id descritas por:

X "3 FX —s %

r— CX —» X

Las parejas (F,a) y (C, ) reciben el nombre de remplazo fibrante y remplazo cofibrante El
Objetos cilindros y objetos de trayectorias. Un cilindro para X € M es una factorizacién del morfismo
codiagonal:

X H X codiag X

N A

tal que i es una cofibracién y j es un equivalencia débil. Dualmente, un objeto de trayectorias para
Y € M, es una factorizacion del morfismo diagonal:

AN

Y ———— V]IV

4Msés atin, al ser ax una cofibracién para todo X € M, (F,«a) es llamado remplazo fibrante cofibrante. Similarmente
(C, B) es llamado remplazo cofibrante fibrante

14



tal que g es una equivalencia débil y p es una fibracién. Notemos que la existencia de dichos objetos esta
garantizada por el axioma de factorizacién en una categoria modelo. Tenemos la siguiente proposicion:

Proposiciéon 1.2.2. Sea M una categoria modelo. Sea X un objeto cofibrante de M, y 'Y un objeto
fibrante de M, y f,g: X =Y dos morfismos. Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Para cada cilindro X [[ X — C, existe un diagrama conmutativo:

X[[X —2 ¢

o~

i1) Existe un cilindro j y un diagrama conmutativo:

X[x —2~X ¢

o~

iii) Para cada espacio de caminos P — Y [[Y, existe un diagrama conmutativo:

X P
<m /

YI[Y

iv) FEziste un espacio de caminos p y un diagrama conmutativo:

X P
(f,g)\A /

YIIY

Diremos que f es homotopico a g, si el par satisface cualquiera de estas condiciones.
Demostracion. Ver [Hir03, Cap. 7y 8] O

Dado un par de morfismos f,g: X — Y en una categorfa modelo M, las condiciones i) y iii) de la
proposicién anterior brindan dos nociones para una homotopia de f a g, las cuales coinciden cuando
X es cofibrante y Y es fibrante. Mas atin, bajo las hipdtesis de la proposicién la relacion f es
homotépico a g resulta ser una relaciéon de equivalencia en M(X,Y’), cuyo conjunto de clases denota-
remos por 7(X,Y). Consideramos asi, la categoria mM cuyos objetos son aquellos que son cofibrantes
y fibrantes en M, y cuyos morfismos son las clases de homotopias en M, es decir, para todo X,Y
tenemos hom,(X,Y) = 7n(X,Y). Esta categoria recibe el nombre de la categoria homotdpica de M.
La categoria homotépica satisface la siguiente propiedad:

Teorema 1.2.3 (Whitehead). Sea M wuna categoria modelo, y sean X,Y € M objetos fibrantes-
cofibrantes. Entonces f € M(X,Y) es una equivalencia débil si y solo si f € n(X,Y) es un isomorfismo.

Demostracion.  a) Sea f: X — Y una equivalencia débil entre objetos fibrantes cofibrantes. Haremos
el caso en que f es una fibracion aciclica, siendo el caso para una cofibracién aciclica dual. El

diagrama
0
Y

R ol
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muestra la existencia de un inverso derecho para f, y por lo tanto [fgf] = [f] = [f - idx]. Si C es
un cilindro para X, obtenemos el diagrama y el levantamiento:

XUX (9f,1) X

~
!
C —Y

lo que nos indica que [gf] = [idx]. Por lo tanto [f] es un isomorfismo.

b) Reciprocamente, sea
X >%> sy

una factorizacién de una equivalencia homotdpica f en una cofibracion aciclica seguida de una
fibracién. Se tiene por tanto que A cofibrante-fibrante, y por la necesidad de la presente prueba,
g es una equivalencia homotépica. Afirmamos que p es una equivalencia débil. Ahora, si f’ es un
inverso homotépico de f y C — Y es una homotopia de idy a ff’, tenemos un diagrama y un
levantamiento:

tenemos por lo tanto un morfismo ¢ = H’i; y una homotopia gf’ ~ g. Notemos que pg = idy y
que si ¢’ es un inverso homotépico de g, entonces [gp] = [9f'f¢'] = [99’] = [ida]. Por lo cual se
deduce que gp es una equivalencia débi]ﬂ Nuestra afirmaciéon se deduce del diagrama:

— A

N>
=]
w
B

oA Lyy
O

Sea «: id — F un remplazo cofibrante fibrante en M, y sea 5: C — id un remplazo cofibrante fibrante
en M. Se tiene un funtor L: M — wM descrito:

X—CFX

[ X =Y —[CFf: CFX — CFY]
Este funtor es universal respecto a la propiedad del teorema [1.2.3
Proposicién 1.2.4. Sea A una categoria (posiblemente larga), se satisface:

s Para todo funtor G: M — A que envia equivalencias débiles en isomomorfismos, existe un funtor
Gr: M — A y un isomorfismo natural 0: G, o L — G

M
LJ{ x
M > A

GL

» El funtor L: Cat(rM, A) — Cat(M, A) es fiel y pleno.

5Cualquier mapeo h: X — X homotépico a la identidad idy es una equivalencia débil.
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Demostracion. Primeramente observamos que si f es homotépico a g ( e.g. homotopia derecha) entonces
Gf = Ggﬂ Tenemos por lo tanto el funtor G, definido; en objetos X — GX y en morfismos [f] — Gf.
El isomorfismo natural estda dado por:

0: GLLX = G(LX) = G(FCX) < G(CX) = GX

Para probar el segundo punto, sean H,H: tM — Ay v: HL = HL'. Sea X fibrante-cofibrante, el
diagrama:

H(FCX)=HLX 5 H'LX = H'(FCX)

ETHOACX ETH’QCX
(CX) H'(CX)
leﬂx ~|H'Bx
HX s H'X

nos indica que existe una tUnica transformacién natural H — H’ tal que al componerla con L coincide
con 7. O

Observacion 1.2.5. Si Cat* (M, A) denota la subcategoria plena de los funtores que envian equivalen-
cias débiles en isomorfismos, la propiedad universal de L se expresa como una equivalencia de categorias:

L: Cat(nM, A) = Cat*(M, A)

Observacion 1.2.6. La condicion de que L sea fiel y pleno implica que el funtor G es unico salvo
isomorfismo. Esto significa que la categoria homotdpica TM es unica salvo equivalencia.

Corolario 1.2.7. La categoria homotdpica M y la localizacion MW= (wer|1.4.1]) son equivalentes.
Concluimos la seccién con algunos lemas que se utilizaran méas adelante.

Lemma 1.2.8. Si g: X — Y es una equivalencia débil entre objetos cofibrantes, entonces existe una
factorizacion:

~

~ A
Xr——e Y

J

en donde jj' = 1,.

Bosquejo.

O

Lemma 1.2.9. [Whitehead] Un morfismo f: X — Y entre objetos cofibrantes es una equivalencia débil
si y solo si para todo objeto fibrante Z el mapeo f: w(Y,Z) — w(X, Z) es una biyeccion.

Demostracion. Se sigue del teorema [1.2.3 O

6En efecto, dado un cilindro X [[ X — C — X, la propiedad "homotépica’de G nos garantiza que GC' — GX es un
isomorfismo, y de ahi que cualquier par de mapeos homotépicos en X coincidan bajo G.



Proposicién 1.2.10. Sea M una categoria modelo. El cuadrado pullback en M

Y xy X — X

L

Y ——— Y
es homotdpico, si alguna de las siguientes dos condiciones se satisface:
i) Y yY son fibrantes y f es una fibracidn.
it) M es una categoria propia a derecha y f es una fibracion.

Demostracion. Ver [Lur09, A.2.4.4]. O

1.3. Categorias de Reedy
Definicién 1.3.1. Una categoria de Reedy consiste;

<_
s De una categoria C junto con dos subcategorias amplia Cuy ? con la pmza_iedad de que todo
morfismo g € C se factoriza de manera unica g = ??, donde ? € ? Y ? e C.

s Y al menos una funcion de grado deg: C — N satisfaciendo:

e Para todo morfismo f:c— d en C distinto de la identidad, deg(c) < deg(d).
e Para todo morfismo f: c— d en T distinto de la identidad, deg(c) > deg(d).

Ejemplo 1.3.2. La categoria cosimplicial A junto con las subcategorias de inyecciones y suprayecciones
es, con la obvia funcion de grado, una categoria de Reedy.

Elegida una funcién de grado, una categorfa de Reedy C posee naturalmente una filtracién FC° C
FC'C ... C FC"C--- CC,donde FC" es la subcategoria plena de C cuyos objetos son de grado menor
o igual a n. Sea N una categoria con limites y colimites pequefios. Dado un diagrama X : FC"~! — N,
consideramos dos extensiones de Kan izquierda y derecha a lo largo de la inclusién FC*~! C FC™:

_ X
Fen-t _
Lan; X I‘
in 7 Ran; X
Fen

Al tratarse de extensiones de Kan a lo largo de una inclusion, elegimos Lan; X o i, = X = Ran; X oi,,
por lo que existe una tnica transformacién Lan; X — Ran;X tal que restringida a la (n — 1)-filtracién
coincide con la identidad en X. Si X’ es una extensién de X a la n-filtracién de C, tenemos una tnica
factorizacién

Lan; X — X' — Ran; X
Reciprocamente, si para cada o € FC" tenemos un objeto en X, € N y una factorizacion:
Lan; X (o) = Xo — Ran;, X (),

no es dificil probar que existe una tnica extensiéon X’ de X a la n-ésima filtracién tal que X! = X,
para todo a de grado n (ver |[Hir03]).

7Una subcategoria de C se dice amplia si posee todos los objetos de C

18



Concluimos que todo diagrama X: C — N estd recursivamente determinado por las extensiones
Lan; X (o) - Xo — Ran;X(a) a la n-ésima filtracién. De igual modo, todo morfismo X — Y de
diagramas en N€ est4 recursivamente determinado por las extensiones

Lan; X (o) —— Xo —— Ran; X ()

| | |

Lan;Y (o) —— Y, —— Ran;Y («)

a la m-ésima filtracién. Mdas aun, tal y como lo muestra la proposicién [1.3.5] estas no dependen de la
funcién de grado elegida. Para enunciar adecuadamente esto, escribimos las siguientes definiciones:

Definicién 1.3.3. Sea C una categoria de Reedy. Sea o cualquier objeto de C, definimos:

» La latching category en « como 8(?/,1) = ﬁ/a — {14}, la categoria rebanada sobre o sin el
morfismo identidad en o.

%

C

%
» La matching category en o como 0(C /) := C o/ — {la}, la categoria rebanada por debajo de

a sin el morfismo identidad en «.
Definicién 1.3.4. Para un diagrama X : C — M y un objeto cualquiera o € C, definimos:

= Fl latching object de X en a como el colimite Lo X = colima(?/ )X.

» El matching object de X en a como el limite My X = lim, X.

(?a/)

Proposicién 1.3.5. Dada una funcién de grado para C, y un objeto a de grado n; las categorias in /q

—
Yy 8(?/0,) son cofinales. Dualmente, las categorias (zn)a/ y 9(C o) son finales. Es decir, Lan;, X (a) y
Ran;, X (a) son isomorfos al latching object y al matching object de X en «.

Demostracion. Ver [Hir03, P.15.2.8]. O

El analisis realizado en los parrafos anteriores nos permite abordar correctamente problemas de levan-
tamiento en M para una categorfa modelo M. Precisamente, sea

A— X

b

B——Y

un problema de levantamiento en MY con solucién en la (n — 1)-ésima filtracién. Para todo a € C de
grado n, el diagrama:

Lo A Ay X, M. X
| L |
LB B, Y, MY

muestra que el levantamiento de cualquiera de los siguientes cuadros implica el del otro:

Aq —— X, LoBUp A Ay ——— X
B, — Y, By —— Yy Xn,y Mo X

Los mapeos Lo BUr,_ 4 Ao = Ba ¥ Xo = Yo X,y Mo X reciben el nombre de latching map relativo
de g en a y matching map relativo de f en « respectivamente. Enunciamos el teorema principal
de la presente seccion:
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Teorema 1.3.6. Las siguientes tres clases de mapeos forman parte de una estructura modelo llamada
estructura modelo de Reedy en MC.

» Fibraciones de Reedy: Los morfismos f: X — Y en MC tales que para todo o € C, el matching
map relativo Xo — Yo Xar, v MaX es una fibracion en M.

= Cofibraciones de Reedy: Los morfismos g: A — B en MC tales que para todo o € C, el latching
map relativo Lo B UL 4 Aq — By es una cofibracion en M.

s FEquivalencias de Reedy: Los morfismos f: X — Y tales que para todo o € C, los mapeos
fa: Xo = Y, son equivalencias débiles en M.

Demostracion. Ver [Hir03, T.15.3.3]. O

Definicién 1.3.7. Sea C una categoria de Reedy:

1. Diremos que C' es de constantes cofibrantes si para cada categoria modelo M y para cada
objeto B € M cofibrante, el diagrama constante B € M es cofibrante en la estructura modelo de

Reedy.

2. Diremos que C es de constantes fibrantes si para cada categoria modelo M y para cada objeto
B € M fibrante, el diagrama constante B € MC es fibrante en la estructura modelo de Reedy.

Proposicion 1.3.8. Sea C' una categoria de Reedy

1. La categoria de Reedy C' es de objetos cofibrantes si y solo si, para toda categoria modelo M, la
adjuncion ¢ 4 lim es un morfismo de Quillen

2. La categoria de Reedy C es de objetos fibrantes si y sélo si, para toda categoria modelo M, la
adjuncion colim - ¢ es un morfismo de Quillen

Demostracion. Ver [Hir03, Teorema 15.10.8]. O

1.4. Funtores derivados

Sean C'y D categorfas. Sean W y W' colecciones de morfismos en C'y D respectivamente. Dado un
funtor F': C'— D, consideremos el diagrama sdélido:

C — D

! !

w1 » DIW'™1

donde 7y y 7' son las respectivas localizaciones. La existencia del funtor L que hace conmutar al diagrama
estd garantizada de manera tinica si suponemos que F(W) C W’. Si D es una categoria saturada en W
(e.g. una categoria modelo), entonces la condicién F (W) C W’ es necesaria para la existencia de dicho
funtor. Por lo tanto, al trabajar con categorias modelo, con el fin poder estudiar la informacién que nos
brinda un funtor (no homotépico), debemos considerar ordenes superiores de conmutatividad.

Antes de continuar con nuestra exposicion, daremos la siguiente definicién que generaliza el concepto
de equivalencia débil a categorias més generales [Dwy+04], justificando su uso por las observaciones que
se hacen después de esta:

Definicién 1.4.1. Una categoria de homotopia es una categoria M junto con una subcategoria W con
obj(W) = obj(M) que satisfacen la propiedad 2-de-6, esto es, para todo diagrama:

. g .
y gh hg X
. hgf .

si hg,gf € W, entonces f,g,h,hgf € W. La localizacién M[W =] recibe el nombre de categoria
homotdpica de M.
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Observamos dos cosas:

» Sea M es una categorfa y W una coleccién de morfismos en ella. Si la localizacién M — M[W ~1]
es saturada, entonces W satisface la propiedad 2-de-6. [Dwy+04]

» Para toda categorfa modelo M, (M, W) es una categoria de homotopfa.

Definicién 1.4.2. Sea F : M — N un funtor entre categorias de homotopia. Definimos al funtor
derivado izquierdo total (global) de F':

M—r 4N
K /’\/A b/
MWt » N[W—1)

LF
como LF := Ran.'F, la extension de Kan derecha de v'F a lo largo de .

Observacion 1.4.3. Por localizacion, la propiedad universal de la extension derecha de Kan se traduce
como: Para todo funtor K : M — N[W 1] que mande equivalencias débiles a isomorfismos y para toda
transformacion o : K = ~'F, existe una unica transformacion B : K = LF tal que vy = «. Asi, a LF~y
también se le llamard funtor derivado izquierdo total de F'.

Dualmente, definimos al funtor derivado derecho total de F' como RF := Lan.,y'F, la extensién de
Kan izquierda de ~'F a lo largo de ~.

Definicién 1.4.4. Sea F : M — N wun funtor entre categorias de homotopia. Un funtor derivado
izquierdo (local) de F' es un funtor homotdpico LF : M — N junto con una transformacion natural
A:LF — F tal que Y\ : v'ILF = ~'F es un funtor derivado izquierdo total de F.

Observacion 1.4.5. Sean M y N categorias modelo. El funtor derivado izquierdo total (global) de un
funtor dado F : M — N, por definicién, estd determinado de manera tnica salvo isomorfismo natural.
Por otro lado, sean L1 F yILo F' dos funtores derivados izquierdos; entonces existe un isomorfismo natural
a : V' LiF = 4'Ly. Considerando la equivalencia ¢: NW™ ~ «N del corolario tenemos que
d(ax) es un isomorfismo en 7N y por lo tanto el zigzag ax : L1 F(X) ~ L1 F(X) posee una factorizacidn
a través de los respectivos remplazos cofibrantes y fibrantes :

X sy X
] gl
CX CcX
|- |-

FCX —“ . FCX

donde o' es una equivalencia homotdpica. Ast, en el presente trabajo identificaremos (cuando no haya
ambigiiedad del modelo especifico en uso) a un funtor derivado izquierdo dado (local), con la clase
de equivalencias a la que pertenece.

Definicién 1.4.6. Sea M una categoria de homotopia. Una deformacion izquierda de M es un endo-
funtor Q junto con una equivalencia débil natural q : Q = 1.

Claramente, el endofuntor @ : M — M es homotdpico.

Definicién 1.4.7. Una deformacion izquierda para un funtor F : M — N entre categorias de
homotopia es una deformacion izquierda q : Q = 1 tal que FQ es un funtor homotdpico.

Usando la propiedad 2-de-6 se demuestra (ver [Dwy-+04, pag. 40.4]) que para todo funtor deformable
a izquierda por (F,q: Q = 1) existe una subcategorfa Mg maximal en la que es homotépico.
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Teorema 1.4.8 ([Dwy+04]). Si F : M — N tiene una deformacion izquierda q : Q = 1, entonces
LF = FQ es un funtor derivado izquierdo de F.

El siguiente lema demuestra que toda aproximacién funtorial cofibrante en una categoria modelo M,
es una deformacion izquierda para todo funtor izquierdo de Quillen:

Lema 1.4.9 (Lema de Ken Brown). Sea F' : M — N un funtor entre categorias modelo. Si F' envia
cofibraciones aciclicas entre objetos cofibrantes a equivalencias débiles, entonces F envia equivalencias
débiles entre objetos cofibrantes a equivalencias débiles. En particular, todo funtor de Quillen izquierdo
es homotdpico en la categoria plena de objetos cofibrantes.

Demostracion. Sea w : A — B una equivalencia débil entre dos objetos cofibrantes. Factorizemos el
morfismo (w,1) : A[[ B — B como una cofibracién seguida de una fibracién aciclica. El resultado se
sigue de aplicar F' al siguiente diagrama, utilizando la propiedad 2 de 3 repetidas veces:

|

Dualmente, una deformacién derecha es una equivalencia natural r : 1 = R, y una deformacién derecha
para un funtor F' : M — A es una deformacién r tal que F'R es homotépico. En particular, tenemos
que toda aproximacion fibrante es una deformacién derecha para todo funtor derecho de Quillen.

Equivalencias de Quillen. Consideremos un funtor de Quillen izquierdo F : M — A, por el
lema [1.4.9] este preserva homotopias entre objetos cofibrantes. Del mismo modo, el adjunto derecho G
preserva homotopias entre objetos fibrantes. Por lo tanto, para todo X y Y en M cofibrantes-fibrantes,
se tiene el isomorfismo natural 7(FX,Y) ~ n(X, GY). En otras palabras:

O

Proposicién 1.4.10. Todo morfismo de Quillen F 4 G induce una adjuncion LF 4 RG entre las
categorias homotopicas.

Diremos que un morfismo de Quillen es una equivalencia de Quillen si cualquiera de las condiciones
equivalentes en el siguiente proposicion se satisfacen:

Proposicién 1.4.11. Sea F 4 G un morfismo de Quillen, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. LF es una equivalencia de categorias.
2. RG es una equivalencia de categorias.

3. Si X es cofibrante y Y es fibrante, X — GY es una equivalencia débil si y sélo si el morfismo
adjunto FX —'Y es una equivalencia débil.

1.5. Limites homotoépicos

Sea D una categoria pequefia y M una categoria modelo. Naturalmente, MP es una categoria de
homotopia (un morfismo es una equivalencia si lo es puntualmente en M). Definimos el colimite
homotépico de diagramas D en M como el funtor derivado izquierdo de colim : MP — M. En la
presente secciéon describimos dos tales presentaciones, la segunda de ellas abarcando el caso especial en el
que M posee una estructura simplicial modelo, lo que nos ofrecerd una descripcion de hocolim que sera
utilizada en capitulos posteriores. Veamos primeramente el caso general. Para todo conjunto simplicial
K, escribimos AK para denotar la categorfa A, de elementos de K.
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Proposicién 1.5.1. Para todo K € sSet, AK es una categoria de Reedy con constantes fibrantes.

Demostracion. Observamos que Obj(AK) = U,>0K,,. De esto, es facil ver que AK es una categoria de

Reedy. Para cada z € Ky, la categoria J(AK /) es conexa (vacia si n = 0), lo cual indica que

B sin>0

M””B:{ * sin=0

Por lo tanto AK es Reedy fibrante. O

Para una categoria pequena D, denotamos por AD a la categoria de Reedy AND. Sea T : AD — D
el funtor “target”, ie., T : a +— «,. Si M es una categoria completa, el funtor precomposicion T :
MP — MAP posee un adjunto izquierdo:

T
MAD T T D
e |
Lant
Teorema 1.5.2 (|Dwy+04]). Para cualquier categoria modelo M y para cualquier categoria pequernia D,
el funtor colimp es homotopico en la imagen del funtor Lany. Mds aun, si @ es un remplazo cofibrante
en la estructura modelo de Reedy en MP, la composicion

T Q Lan
MP —— MAD < MmAP 228 MP
es una deformacion izquierda para el funtor colimp : MP — M.

Demostracion. Ver [Dwy+04, Capitulo IV]. O

El teorema anterior nos brinda una solucién general para el problema de hallar el colimite homotépico
para cualquier categoria modelo.

Denotamos A°?D = (AD)°P. Consideremos el funtor “source”S : A°?D — D dado por S : o — ao,
y al respectivo funtor precomposicion S*. Sea w : A?D — A°P la evidente proyeccién. Tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

MP Sy MATD

d I

M ——— MA”

donde ¢ es funtor constante. Esto se traduce a un isomorfismo natural del diagrama adjunto

Lan op
MP EES pATD
colimDi \?, J{Lanw
MA

S
colimaop

Tomando en cuenta que S* es fiel y pleno, tenemos entonces que € : Lang o S* ~ 1,,p. Por lo tanto,
para todo F': D — M

cojljimF ~ Cojljim(LanSS*)F = (cojljim Lang)S*F ~ cglci'gn Lan,S*F (1.2)

Hemos hallado un objeto simplicial Lan,S*F € M2" cuyo colimite coincide con el de F. Podemos
asociar a F' otro objeto simplicial:

Definicién 1.5.3. La construccion simplicial barra de F es el objeto simplicial de M, denotado
por Be(*, D, F), cuyo objeto de n-simplices es
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Bu(x,D,F)= [ F(a) (1.3)
a:[n]—D

cuyas caras d; estin determinadas, para i = 0 por los morfismos F(ag) — F(an), y para i # 0 por
las identidades idp(q,)- Las degeneraciones s; estdn determinadas del mismo modo, por las identidades
idp(ay), agregando a cada simplice o una identidad en el lugar i-ésimo.

Observacion 1.5.4. Cuando M = Set, la construccion barra es simplemente el nervio de la categoria
de elementos de F':

N(/ F),, = homeat([n /F By, (*,D,F)

En particular, si F' = % es el funtor constante en el conjunto con un solo elemento, tenemos By, (%, D, *) ~
ND.

Proposicién 1.5.5. Lan,S*F ~ Be(*, D, F)

Demostracion. Notemos que para todo simplice « € ND, (o, () = [n] LN [n]) es un objeto final de su
respectiva componente conexa, en la categoria (7 | [n]). Por lo tanto

Lan,S*F(b) ~ colim S*F ~ H F(S
(mi[n]) weND

O

El colimite de un diagrama simplicial X es presentado como el coecualizador de las dos caras d,, d; :
X1 = Xp. Asi, de (|1.3]) y la proposicién anterior recobramos la férmula:

cohmF—coeq H Fd= HFd
d—d’

Como podemos observar, el colimite ordinario de un funtor ignora por completo toda la informacién de
orden superior en la construccién simplicial barra. Cuando M es una categoria simplicial tensorada, el
colimite de F es el caso degenerado de otra construccién bien conocida:

Definicién 1.5.6. Sean M una categoria simplicial tensorada y F : D — M un funtor. Sea G : D°P —
sSet. Definimos el producto tensorial de F' por G como el objeto en M:

GapF=coeq( || Gd @ Fd= HGd@Fd)
d—d’

Si G = * es el funtor constante en el objeto terminal de sSet, tenemos * ®p F' ~ colimpF'.
A continuacién relacionamos este producto tensorial con la construcciéon simplicial barra. Para este
fin, definimos la realizacion geométrica de un funtor:

Definicién 1.5.7. Sea M una categoria simplicial tensorada, y sea X € M2 un objeto simplicial.
Definimos la realizacion geométrica de X como el producto tensorial:

I X|=A®ar X
donde A : A — sSet es el conjunto simplicial cosimplicial candnico (encaje de Yoneda).

Observacion 1.5.8. Tenemos los siguientes casos especiales:

a) Si M es la sSet-categoria Top y X es un conjunto simplicial visto como la composicidn A°P R

di
Set =% Top, tenemos que | X| € Top es la realizacion geométrica usual.

b) Cuando M = sSet, la realizacion de un conjunto bisimplicial X es isomorfa a su diagonal
Acr L9, Aov o Aor X get
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y también la siguiente definicion

Definicién 1.5.9. La construccion barra se define como la realizacion geométrica de la construccion
sitmplicial barra:
B(%,D,F) = |Be(%, D, F)| = A ®@acr Be(,D, F)

Proposicién 1.5.10. Sea M una categoria simplicial tensorada y completa. Sea F' : D — M Entonces
B(x,D,F)~N(— | D)®p F (1.4)

donde N(— | D) : D°? — sSet es la correspondencia d — N(d | D)

Demostracion. Ver [Shu09, Lemma 7.10]. O

Lemma 1.5.11. Si M es una categoria modelo simplicial, entonces el funtor realizacién geométrica
| — | : MA” = M es un funtor derecho de Quillen cuando consideramos a M2 con la estructura
modelo de Reedy.

Demostracion. [Hir03| T.18.6.6]. O

Podemos enunciar ahora el teorema principal de esta seccién, su demostracion se puede consultar con
detalle en [Shu09, Sec. 9].

Teorema 1.5.12. Sea M wuna categoria simplicial modelo. Si QQ es un remplazo cofibrante en M.
Entonces
hocolim ~ B(x, D, Q—)

es un funtor derivado izquierdo de colim : MP — M.
Observacion 1.5.13. Representacion del colimite homotdpico:

a) En la prueba del teorema anterior, se demuestra que eziste una deformacion izquierda Q) para

el funtor colim de tal forma que se tiene un isomorfismo colim(Q) ~ B(x,D,QF). Es decir, el
colimite homotdpico tiene la presentacidn (o modelo):

MP Ly pmP By pa I g (1.5)

b) Segin la observacion[1.5.8, si M = sSetg (i.e., sSet con la estructura modelo de Quillen), tenemos
para todo funtor F € sSet?P :
hocolim F' ~ diag Be(*, D, F')

explicitamente:
(hocolim F'),, ~ H (F(a0))n

a:[n]—D

En particular, para el caso particular del funtor constante x: D — sSetg, tenemos:

H * ~ homeat([n], D)

a:[n]—D
i.e. hocolimp * ~ ND.
¢) La transformacion hocolim — colim del funtor derivado estd dada por:
x € F,(ap) — [x] € (colimF),,
donde F,(ag) = (F(ao))n-

Finalizamos la seccién con el siguiente andlisis; sea K un conjunto simplicial considerado como K :
A% — Set — sSet. Tenemos un morfismo canénico N(— | A%) @acr K — A ®aer K, y por la
proposicién [1.5.10| y el comentario |1.5.8p, isomorfismos NAK = diagNAK ~ N(— | A%) @aer K y
A R Aop K~K.
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Proposiciéon 1.5.14. Sea K un conjunto simplicial, entonces el morfismo candnico
NAK&N(—\LAOP)@@AOPK—>A®AopKﬁK
es una equivalencia de Kan.

Demostracion. Ver [Hir03, T.19.8.7]. O

1.6. Categorias Simpliciales

Para revisar los aspectos elementales de la teoria de categorias enriquecidas ver por ejemplo [Lur09,
Apéndice A.1.3Y A.1.4]. El siguiente andlisis se aplica a cualquier categoria cartesiana cerrada. Consi-
deremos los siguientes datos en sSet:

1) Un bifuntor x : sSet x sSet — sSet definido por (X,Y) — X x Y.
2) Isomorfismos canénicos X x A’ ~ X ~ A x X y X x (Y x Z) ~ (X xY) x Z

Todo diagrama que consista de representaciones, de un producto dado en sSet, es universal y por
consiguiente, conmutativo. En particular, los diagramas:

(XxY)xZ)xW

— T

Xx ¥ xZ)xW (X xY)x (ZxW)
Xx (Y xZ)yxW) X x (Y x (ZxW))
(X x AY) xY X x (A" xY)

XxY

son conmutativos. Asi, el bifuntor x junto con los isomorfismos mencionados establecen una estructura
monoidal en sSet. Esta estructura posee las siguientes propiedades adicionales:

3) Un isomorfismo canénico X x Y ~ Y x X

4) Paratodo Z € sSet, el funtor e x Z posee un adjunto derecho, (e)Z, es decir, se tiene un isomorfismo
natural sSet(X x Z,Y) ~ sSet(X,Y?).

por lo cual, la estructura monoidal es simétrica y cerrada. Una categoria enriquecida sobre sSet, es una
categorfa enriquecida sobre la categorfa monoidal (sSet, x, A%):

Definicién 1.6.1. Una categoria C enriquecida sobre una categoria monoidal (V,®,*) consta de los
siguientes datos:

» Una coleccidn de objetos Obj(C)
» Para cada par de objetos X, Y € Obj(C) un objeto Map(X,Y) e V

26



» Para cada terna X,Y,Z € Obj(C) morfismos Map(Y,Z) @ Map(X,Y) — Map(X,Z) y 1x:
x — Map(X, X) satisfaciendo los diagramas:

Map(Z, W) @ Map(Y,Z) ® Map(X,Y) —— Map(Z,W) @ Map(X, Z)

| |

Map(Y, W) @ Map(X,Y) Map(X, W)

Map(X,Y) —— Map(X,Y) ® Map(X, X) Map(X,Y) —— Map(Y,Y) ® Map(X,Y)

i, Tai—, |

Map(X,Y) Map(X,Y)

Una categoria enriquecida sobre V' también recibird el nombre de V -categoria.

Definiciéon 1.6.2. Consideremos dos V -categorias C y C'. Un V-funtor F : C — D comprende los
stguientes datos:

» Una funcidn Obj(C) — Obj((C"))
» Para todo par de objetos X,Y € Obj(C), un morfismo nx,y : Map(X,Y) — Map(FX,FY)

satisfaciendo los diagramas:

Map(Y, Z) @ Map(X,Y) —— Map(FY,FZ) @ Map(FX,FY) * — Map(X, X)

| | I

Map(X, Z) Map(FX,FZ) Map(FX, FX)

Las coleccién de V-categorias pequenas y los V-funtores entre ellas, forman una categoria, la cual
denotaremos por V-Clat.

Sea F : V — V' un funtor monoidal laxo a derechaff| entre dos categorias monoidales . Entonces, dada
una V-categoria C', obtenemos una V’-categoria C’ de la siguiente forma:

- 0bj(C") = 0bj(C)
- Mape/ (X, Y) = F(Mape(X,Y))
- Para todo X,Y, Z € Obj(C') la regla de composicién

F(Mape (Y, Z)) ® F(Mape(X.Y)) ——"—— F(Mapc(¥, Z) & Mapc(X, V)

|7

7 P(Mape(X,Y))

(=)o Para toda categorfa monoidal V', el funtor (=)o : V' — Set definido por la correspondencia v +
homy (1,v) es laxo a derecha. En efecto, para todo par (u,v) € V, tenemos una correspondencia
natural homy (x,u) X homy (*,v) = homy (* ® *,u X v) =~ homy (*,u X v). Tenemos por lo tanto
el funtor de cambio:

V-Cat — Cat

C’—)Co

Cop recibe el nombre de la categoria subyacente de C.

8Es decir, existe un morfismo * — F(*) y una transformacién natural 8 : F(—) ® F(—) — F(— ® —) satisfaciendo los
evidentes diagramas de coherencia (ver https://ncatlab.org/nlab/show/monoidal+funtor).
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7o Consideremos la inclusién i : Set — sSet (adjunto izquierdo del funtor ()o). El adjunto izquierdo
de i, el funtor de componentes conexas mg : sSet — Set, es monoidal laxo. Tenemos el funtor de
cambio:

sSet-Cat — Cat

C’—)ﬂ'oc

A 7(C) la llamaremos la categoria de componentes de C.

N Consideremos el funtor nervio N : Cat — sSet. Por ser adjunto derecho (Ver [2.5)), automética-
mente es un funtor monoidal. Tenemos el siguiente cambio de enriquecimiento:

2-Cat — sSet-Cat

Categorias simpliciales. Consideremos la subcategoria plena o < Cat®”" de objetos simpliciales
C : A°? — Cat tales que Obj(Cy,) = Obj(Cy) para toda n > 0. Si C € &, definimos la categoria
enriquecida C sobre sSet como sigue:

— 0bj(C) = 0bj(Co)

— Para todo par de objetos X,Y € C los funtores cara y cocara de C' definen el conjunto simplicial
Map(X,Y) = Co(X,Y)

— Para todo objeto X € C, el vértice 1x : x — Map(X, X)

estos datos satisfacen las hipdtesis para un enriquecimiento. Reciprocamente, dada una categoria C
enriquecida sobre sSet, construimos el objeto simplicial C, en cada nivel, como Obj(C,,) = Obj(C) y
Cn(X,Y) = Map(X,Y),. Estas correspondencias son funtoriales e inversas una de la otra, lo que induce
un isomorfismo de categorias:

sCat ~ o < Cat®™

Llamaremos categorias simpliciales a los objetos de cualquiera de estas dos categorias isomorfas.

1.6.1. Categorias modelo simpliciales

Sea C una categoria simplicial. Diremos que C es tensorada si para todo objeto X € C y para todo
conjunto simplicial S, el funtor Map(S, Map(X,—)) : C — sSet es corepresentable. Es decir, si existe
X ® S € C y un isomorfismo natural en sSet:

Map(X ® S,Y) ~ Map(S, Map(X,Y))

Diremos que C es cotensorada si para todo objeto Y € C y para todo conjunto simplicial .S, el funtor
contravariante Map(S, Map(—,Y)) : C°? — sSet es representable. Esto es, si existe un objeto Y en C
y un isomorfismo natural

Map(X,Y") ~ Map(S, Map(X,Y))

Definicién 1.6.3. Una categoria modelo simplicial C es una categoria simplicial tensorada y coten-
sorada tal que (C)o es una categoria modelo satisfaciendo cualquiera de las siguientes tres condiciones
equivalentes:

XS — X8 ys
L]
X' 85— e < o — L YS
\ | |
X' 58 Y/S/ y’s
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a) El producto caja ij es una cofibracion siempre quei: X — X' yj: S — S lo sean en Cy y sSet
respectivamente. Esta serd aciclica si alguna lo es.

b) El morfismo Y5 — Y'S' xy.s Y5 es una fibracion sip:Y =Y yq : S = S lo son en Cy y
sSetP respectivamente. Este serd una fibracion aciclica si alguna lo es.

¢) Para toda cofibracion A — B en Cy y toda fibracion X — Y en Cy, el morfismo inducido
MapC(Bv X) — M(ch (Aa X) X Mapc (A,Y) MGPC(B’ Y)

es un fibracion. Esta serd aciclica si alguno de los dos mapeos lo es.

Observacion 1.6.4. La siguiente cadena de isomorfismos prueba la equivalencia b) < a)

M(X', P) X pex.py M(X,YS)

~ [M(X',Y¥) XM(X',Y7) M(X',Y'S)] KMXYS) Xy xyr5) M(X,YIST) M(X, YY)

~ M(X'®8,Y) X pmxresyy MX' @S, Y] X mxes,y)x uxpsyn M(Xasy) MX ®5Y)

~ M(X'®S8,Y) X pmxes,y) MX @S, Y)] Xmxe8y)x uixpsyyM(Xas,y) MX @S, Y)

~ M(PSh,Y) XM(Psh,Y’) M(XI ® S/, Y/)

1.6.2. Localizacién simplicial

Complejos de funciones. Para X € M, una resolucién cosimplicial (resp. simplicial) de X
es un remplazo cofibrante (resp. fibrante) del objeto cosimplicial (resp. simplicial) constante X, en la
estructura modelo de Reedy en M4 (resp. MA™).

Definicién 1.6.5. Sean M una categoria modelo y X, Y € M un par de objetos.

~

a) Un complejo de funciones homotépico izquierdo de X aY es una terna (Q°X, )A/, M(QX,Y))
M(Q'X,)Y), donde:

- Q°X 5 X una resolucion cosimplicial de X .
Y 5 Y una aproximacion fibrante de Y .

- M(QX,Y) es el conjunto simplicial definido como
M@ X,Y), = M(Q"X,Y)
Un morfismo entre dos complejos de funciones es un mapeo de conjuntos simpliciales h = (f,g) :

M(Q'XJ/?) - M(Q"X, lA/’), mducido por morfismos f : QX — Q"X yg:Y — Y’ de resolu-
ciones cosimpliciales de X y aproximaciones fibrantes de Y respectivamente.

b) Un complejo de funciones homotépico derecho de X aY es una terna (X, RY, M(X,R.Y)) =
M(X,R.Y), donde:

- X X esun remplazo cofibrante X .
-Y = RY es una resolucion simplicial de Y .

- M(X, R.Y) es el conjunto simplicial definido como

M(X,RY), = M(X,R,Y)

¢) Un complejo de funciones homotdpico bi-lateral de X a'Y es una eleccion
(Q*X, R.Y,diagM(Q* X, R.Y)) = diagM(Q* X, R.Y), donde:
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- Q°X = X es una resolucion cosimplicial de X.
- Y = R.Y es una resolucion simplicial de Y .
- M(Q*X,R.Y) es el conjunto cosimplicial cosimplicial definido por:

(M (Q.Xv R°Y))k,l = M(Qka Rly)

Teorema 1.6.6 (Teorema de extensién de levantamiento de homotopias). Sea M una categoria modelo.

1. (Caso izquierdo) Si i : A — B es una cofibracion de Reedy de resoluciones cosimpliciales en M y
p: X =Y, entonces el mapeo inducido de conjuntos simpliciales:

M(B, X) - M(A, X) X pqa,y) M(B,Y)
es una fibracion de Kan, aciclica si alguno de los morfismos (i,p) lo es.

2. (Caso derecho) Sii: A»— B es una cofibracién en M yp: X — Y es una fibracion de Reedy de
resoluciones simpliciales en M, entonces el mapeo inducido de conjuntos simpliciales:

M(BaX) - M(Aa X) X M(A,Y) M(BaY)
es una fibracion de Kan, aciclica si alguno de los morfismos (i,p) lo es.

3. (Caso bilateral) Si i : A — B es una cofibracion de Reedy de resoluciones cosimpliciales en M
yp: X — Y es una fibracion de Reedy de resoluciones simpliciales en M, entonces el mapeo
inducido de conjuntos simpliciales:

diagM (B, X) — diagM (A, X) X giggrm(a,y) diagM(B,Y)
es una fibracion de Kan, la cual serd aciclica si alguno de los dos morfismos lo es.
Demostracion. Ver ([Hir03, T.16.5.1 y T.16.18]). O

A continuacién presentaremos las propiedades basicas que poseen los complejos de funciones izquierdos,
siendo aquellas para el caso derecho duales. Las propiedades andlogas para el caso bilateral emplea una
combinacién de ambas (ver [Hir03, Cap. 16 y 17]).

Primeramente observamos algunos casos importantes del teorema anterior:

Corolario 1.6.7. Sea M una categoria modelo.

i) Sii: A — B es una cofibracion de Reedy de resoluciones cosimpliciales en M y X es un objeto
fibrante en M, entonces el mapeo i* : M(B,X) - M(A, X) es una fibracion de Kan, aciclica si
i lo es. En particular, M(B,X) es un complejo de Kan para toda resolucidn cosimplicial en
M y todo objeto fibrante X € M.

1i) Si B es una resolucion cosimplicial en M yp: X —'Y es una fibracién en M, entonces el mapeo
p*: M(B,X) » M(B,Y) es una fibracion de Kan, aciclica sip lo es.

iii) Sii: A = B es una equivalencia débil de Reedy de resoluciones cosimpliciales en M y X es un
objeto fibrante en M, entonces el mapeo i* : M(B,X) = M(A, X) es una equivalencia débil de
complejos de Kan.

iv) Si B es una resolucion cosimplicial en M yp : X = Y es una equivalencia débil de objetos
fibrantes en M, entonces el mapeo p* : M(B,X) = M(B,Y) es una equivalencia débil de
complejos de Kan.

Demostracion. La demostracién de 4) y i) son casos degenerados del teorema de extension mien-
tras que i) y iv) son consecuencia de dicho teorema y el lema de Brown m O
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Proposiciéon 1.6.8. Sean M una categoria modelo y X,Y objetos de M. Entonces el nervio de la
categoria, de complejos de funciones homotopicos derechos de X a'Y, es contrdctil.

Demostracion. Ver [Hir03| proposicién 17.1.10]. O

Teorema 1.6.9 (Corolario). Si M es una categoria modelo y X,Y son objetos de M, entonces cada
par de complejos de funciones derechos de X a'Y estd conectado por un zigzag de equivalencias débiles
en sSetk.

Demostracion. Por la propiedad 2-de-3 todo morfismo de complejos de funciones estd compuesto por
equivalencias débiles, el resultado se sigue de la proposicién y del corolario m) O

Proposicién 1.6.10. Sean X,Y € M. Todos los complejos de funciones izquierdos, derechos y bila-
terales de X a'Y poseen el mismo tipo de homotopia en sSetg. Asi, denotaremos a cualquier tipo de
complejo de funciones de X a'Y por hMap (X, Y).

Demostracion. Ver [Hir03| Capitulo 17]. O

En virtud del teorema para X,Y € M se dice que el complejo de funciones hM(X,Y") posee el
tipo correcto de homotopia para un espacio de funciones de X a Y.

Ahora, supongamos que M es una categoria modelo simplicial. Sean X un objeto cofibrante y ¥ una
objeto fibrante en M. Claramente el objeto cosimplicial definido como X" = X @ A" forma parte de
una resolucién cosimplicial X = cX. Tenemos el isomorfismo:

M(X,Y ), = M(X @ A™,Y) = homge(+, Map(X @ A™,Y)) ~

homgget (*, sSet(A™, Map(X,Y))) = homgset (A", Map(X,Y)) =~ Map(X,Y),

y por lo tanto, Map(X,Y) es un complejo de funciones de X a Y. Es decir, en el caso de un par
cofibrante-fibrante, la estructura simplical de M nos proporciona el tipo correcto de homotopia para el
espacio de funciones de X a Y.
Categorias de morfismos. Sea M una categoria modelo. Escribimos W, W Fib, WCof para denotar
a las categorias de equivalencias débiles, fibraciones aciclicas y cofibraciones aciclicas respectivamente.
Para un par de objetos X,Y en M, consideremos la categoria (WFib)"*M(WCof ) 1(X,Y) cuyos
objetos son zigzags de la forma:

X U |4 Y

~ ~

y cuyos morfismos son transformaciones naturales de diagramas, esto es, un morfismo es un diagrama
conmutativo:

X +——U Vé—Y
[ S
X U’ v’ Y

~ ~

Del mismo modo podemos considerar la categorfa W™IMW™1(X,Y). Més ain, existe una inclusién
natural:

(WFib) IM(WCof ) H(X,Y) — W MW~ L(X,Y)

Este tipo de categorias de zigzags fueron estudiadas por primera vez en |[DK80], y es el caso que cierta
coleccién de inclusiones como la anterior inducen equivalencias de Kan entre los nervios. Mdas aun, estos
nervios son débilmente equivalentes al complejo de funciones hMap(X,Y). A continuacién resumimos
algunos resultados basicos de la teoria. Una excelente exposicion del tema puede ser consultada en el
articulo de Dugger [Dug06].

Proposicién 1.6.11. La inclusion (WFib) " M(WCof ) 1(X,Y) = WMWY X,Y) es una equiva-
lencia homotdpica.
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Bosquejo. Dado un zigzag X <~ U — V <Y, el siguiente diagrama define la inversa homotépica:

U— V<+——Y

[
X«—U  — V< ;Y
A

X« Ul —— V" «+——<Y

~

~

X <

O

Proposiciéon 1.6.12. Si Y es fibrante, el siguiente cuadrado conmutativo de inclusiones induce un
cuadrado de equivalencias de Kan en los nervios:

MWFib) 1 (X,Y) —— MWFib)"'M(X,Y)

L l

MW HX,Y) —— WIMWL(X,Y)

Demostracion. Probaremos que el morfismo j induce una equivalencia homotoépica en los nervios, siendo
los demds casos de naturaleza similar. Definimos un funtor F : MW~ 1(X,Y) — M(WZFib)~1(X,Y)
de la siguiente forma; para un zigzag X <~ A — Y existe un tnico morfismo 4 — X x Y que hace
conmutar el diagrama a izquierda:

h

A

2
—

«—.’“U

X«—XxY —Y . »
X «—XxY —Y

El diagrama derecho es el resultado de factorizar funtorialmente el morfismo A — X xY a través de una
cofibracion aciclica y una fibracién. Tenemos asi que la correspondencia F : (X < A = Y) — (X «
P —Y) es funtorial. Més atin, claramente tenemos transformaciones naturales id - Fojyid — jo F
lo cual induce homotopias simpliciales id ~ NF o Nj y id ~ Nj o NF, probando asi el resultado. O

Sean X un objeto de M y Y un objeto fibrante de M. Si QX =% c¢X es una resolucién cosimpli-
cial fibrante de X, entonces obtenemos el funtor AM(Q°X,Y) — M(WFib)~1(X,Y) definido por la

correspondencia:
Q"X — Y — (X «— Q"X —'Y)

Tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 1.6.13. Sea QX =» X wuna resolucion cofibrante fibrante de Reedy de X. Entonces
AM(QX,Y) - MWFib)~1(X,Y) induce una equivalencia de Kan en los nervios.

Demostracion. Ver [Dug06, T.2.4] O

Observacion 1.6.14. Por la proposicion[1.5.1]] todo conjunto simplical K posee el mismo tipo de homo-
topia que el nervio NAK , por lo cual se tiene una equivalencia débil M(Q°X,Y) ~ N(M(WFib)~1(X,Y)).
En resumen, Si'Y es un objeto fibrante de M y QX =» X es una resolucion cosimplical fibrante de

X, entonces la siguiente cadena de morfismos induce una equivalencia homotdpica en los nervios:

AM(QX,Y) —— MOWFib) " H(X,Y) — MW X,Y) —— WIMWL(X,Y)

En particular, todos los nervios tienen el mismo tipo de homotopia que el complejo de funciones hMap(X,Y).
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Capitulo 2

Conjuntos simpliciales

2.1. Conjuntos simpliciales

Consideremos la categoria A, cuyos objetos son los ordinales finitos [n] = {0 — 1 — ..n} con
n > 0, y morfismos las funciones monétonas [n] — [m]. Para todo [n] € A existen exactamente n + 1
funciones inyectivas [n — 1] — [n], cada una, determinada por omitir el i-ésimo elemento del codominio.
Similarmente, existen exactamente n + 1 funciones suprayectivas [n + 1] — [n], cada una, determinada
por enviar los elementos j y 7+ 1 del dominio al elemento j del codominio. Denotamos estas colecciones:

d:[n—1—[n] 0<i<n (cocaras)
sl:n+1]—=[n] 0<j<n (codegeneraciones)
Estos morfismos satisfacen el conjunto de férmulas conocidas como identidades cosimpliciales:
dd =dd! sit<j
sidi = disi—! sit<j
sldi =1 =sigit!
sidi =d~ s sit>7+1
§Jgt = gtgitl sii<j
Toda funcién inyectiva [n] — [n + k] en A se puede expresar como alguna composicién de cocaras,

y toda funcién suprayectiva en S se puede expresar como alguna composicién de degeneraciones. Mas
aun, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.1.1. Todo morfismo f : [n] = [m] en A tiene una descomposicidn inica
f=di - disj, - sy,

donde n — h = m — k, y las cadenas de subindices satisfacen m > i1 > --- >4, >0 y 0<j; <
<o+ < jp <n—1. En particular, f posee una unica factorizacion epi-monic, i.e., existen unicos e y m,
epimorfismo y monomorfismo respectivamente, tales que f = me.

Demostracion. Ver [LanT71], pag. 173]. O

Sea C' una categorfa, llamamos a C2”" la categorfa de objetos simpliciales de C. Dualmente, llamamos
a C® la categorfa de objetos cosimpliciales de C. Los dos casos importantes de este tipo de categorfas
son cuando C' = Set; la categoria de conjuntos simpliciales y la categoria de conjuntos cosimpliciales, de-
notadas sSet = Seta y csSet respectivamente. De esta forma los objetos de sSet, a los que nombraremos
conjuntos simpliciales, son funtores contravariantes X : A°? — Set. Los morfismos son transformaciones
naturales.

En virtud de lo expuesto, cada objeto simplicial B € C2” estd determinado de manera tinica por su
imagen en el conjunto de cocaras y codegeneraciones, esto es, una coleccién de morfismos en C':

di:Bp— Bpo1 0<i<n (caras)

33



$j:Bp = Bpy1 0<j<n (degeneraciones)

satisfaciendo las relaciones simpliciales:

didj = djfldi sii<j

diSj = ijldi sii<j
djsj =1=djt15;

diSj = dei—l sii>j+1

SiSj = Sj4+18i sit Sj

Dualmente, un objeto cosimplicial en C* estd determinado por una coleccién de cocaras y codegenera-
ciones en C satisfaciendo las identidades cosimpliciales en C.

A continuacién describiremos algunas propiedades bésicas de la categoria sSet y sus objetos. Conside-
remos el encaje de Yoneda A : A — sSet (notemos que A® es un objeto cosimplicial en sSet), para toda
n el funtor representable A™ := homa (e, [n]) serd llamado el n simplejo estdndar. El lema de Yoneda
nos dice entonces que para todo X en sSet y todo n se tiene un isomorfismo:

sSet(A™, X) ~ X,

natural en X y n. Los elementos de X,, serdn llamados n-simplices. Especificamente, a cada n-simplice
le corresponde una unica transformacién x : A™ — X dada por 1,, — z.

Diremos que un simplice x € X,, es degenerado si existe una funcién [ : [n] — [m] no identidad con
n > m, y un simplice y € X, tales que X (I)y = x. Dado que todo morfismo en A posee una factorizacién
epi-momnic, un simplice = es degenerado si y solo si es la imagen de una degeneracién, esto es, si existe
una funcién « : [n] — [m] suprayectiva con n > m y un simplice y € X,, tales que X (a)y = x.

Similarmente, diremos que = € X,, es una cara si estd en la imagen de algtin operador cara, esto es, si
existe alguna funcién inyectiva con ! : [n] — [k] con n < k y un simplice y € X}, tal que X()y = «.

Tenemos el siguiente lemma:

Lema 2.1.2 (Eilenberg-Zilber). Para cada simplice x € X,, existen una dnica funcion suprayectiva
a: [n] = [m] y un dnico simplice y € X,, no degenerado tales que X (a)y = x.

Demostracion. Si x no es degenerado, el resultado es obvio. Supongamos que lo es.

Para la unicidad, sean (o, y) v (¢/,3') dos soluciones con k > k', y sea 7 una seccién de «, i.e.,
ay = id. Entonces el morfismo o'v: [k] — [k'] satisface y = X (7)X(«/)y’, lo cual indica (dado que y
es no degenerado) que o’y = id y por tanto y = y’. Mds atin, obtuvimos que toda seccién de « es una
seccién de o, siendo el reciproco cierto por simetria. Esto significa que oo = o'.

Para la existencia consideremos m = min{k : x = X(B)z, 5 : [n] — [k] suprayectiva}. Si (3, z) es un
caso minimo, claramente z es no degenerado. O

Traduciendo al caso cosimplicial todas las terminologias del parrafo anterior al lema, obtenemos un
resultado similar para los cosimplices de un conjunto cosimplicial X € sSet:

Lema 2.1.3. Sea X un conjunto cosimplicial. Definimos la aumentacion de X como el ecualizador de
d’,d* : X0 = X', Entonces para todo x € X", no en la imagen de un elemento en la aumentacion
a través de un operador cocara, existe una Unica funcion inyectiva l : [k] — [n] y un dnico cosimplice
no-cocara y € X* tal que X(I)(y) = .

Demostracion. Ver [Hir03| pdg. 15.9.4] O

Esqueleto y coesqueleto. Para n > 0, consideremos el siguiente diagrama, inducido por la inclusién
11 Ay — A
it
K3
S

% op
SetA” L Set<n
T

i
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Especificamente, para todo X € Seta_,, tenemos i"X = Lan; X e i*X = Ran; X . Definimos el n-ésimo

esqueleto como la coménada sk, = i’i*, y el n-ésimo coesqueleto como la ménada cosk,, = i%i*. Por
adjuncion, sk, - cosk,.

Ejemplo 2.1.4. Sea S un conjunto. Considerando la inclusion Set — sSet, definimos ES := coskyS.
En cada grado ES,, = {(x;)n : x; € S} con operadores cara (d;x); = x; si j <1, ;41 de otro modo, y
operadores degeneracion (s;x); = x; si j <, x;_1 de otro modo. Por adjuncion tenemos los isomorfis-
mos sSet(X, ES) ~ Set(Xy,S). Para el caso finito, escribimos simplemente E™ = E{0,1,...,n}.

Fronteras y cuernos. Para cada n > 1 definimos la n-ésima frontera del simplejo estandar A™
como el coecualizador:

! n n— n
[o<ij<n An—? ? I} At » OA

en otras palabras, el subcomplejo de A™ generado por los simplices de dimensién menor a n, esto es:
OA"™ = sk,_1A"™. Similarmente, para toda 0 < k < n definimos el k-ésimo cuerno de A™ como el
coecualizador:

o n n— n
[o<ij<n A2 ?ﬁ | AN ! » A (2.1)

en otras palabras, se define como el subcomplejo de A™ generado por todos los simplices de dimensién
menor a n, exceptuando la k-ésima cara.

2.2. Collares

Denotemos por sSet, . a la categorfa rebanada (OA! | sSet). Cada objeto de esta categoria es un
conjunto simplicial con una eleccién de un par de vértices, y un morfismo entre dos objetos es una
transformacién natural que preserva dichas elecciones. Notemos que el objeto inicial en esta categoria es
1:0A" — 9Al. Cada simplejo estdndar A™ es un elemento de sSet, . al considerar los vértices inicial
y final (0,n) € Af.

Definicién 2.2.1. Un collar (abierto) T es la unién de una familia finita de simplejos {A™} identi-
ficando el vértice final y el vértice inicial de cada par de simplejos adyacentes. Especificamente, T es el

colimite del diagrama:
*

Ani— 1 Anz

1<i<k

el cual denotaremos:
T=A"VA™V....VA"*r

A las inclusiones A™ — T con n; # 0 las llamaremos cuentas del collar T, y le llamaremos vértice
union a los vértices inicial y final de cada cuenta del collar T. Denotaremos por ar al vértice inicial
de la primer cuenta y por wr al vértice final de la ultima cuenta. De esta forma todo collar es un objeto
de sSety x via (ap,wr): OA =T

Notemos que cada simplejo A™ es un collar. El simplejo A® no es una cuenta en ningtin collar excepto,
por definicién, de el mismo. Asi, cada collar tiene por lo menos un vértice unién y una cuenta. Dado un
collar T, escribimos V y Jr para denotar al los conjuntos de vértices y juntas. Note que Jp C Vp =Ty
y que ambos son conjuntos parcialmente ordenados bajo la relacion a < b si existe un camino dirigido
en T de a a b (i.e. la relacién generada por los 1-simplices de T').

Denotamos por Nec a la subcategorfa plena de sSet. . cuyos objetos son collares (o, w)OA' — T (En
caso de que no haya confusién, omitiremos el prefijo T' de los vértices inicial y final). Una espina es
un collar en el que cada cuenta es el simplejo A'. Existen dos construcciones evidentes en un collar 7'
dado: La espina Spi[T] de T, definida como la espina més larga contenida en T, y el simplejo A[T],
definido como el simplejo cuyo conjunto de vértices es, como conjuntos ordenados, el mismo que el de
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T. Tenemos entonces las inclusiones de collares Spi[T] < T < AI[T]. Debe notarse mientras que la
construccién A[T] es funtorial, Spi no lo es (Considere por ejemplo la inclusién de collares At < AZ2).
Por 1ltimo, un collar A™ v A"t v ....VA™ ge dice que estd en forma preferida si k =0 o bien n; > 0
para todo 1.

Ahora, consideremos un par de collares 77 y T'. Denotamos por 1"V T al collar definido por el pushout:

x« — 2 3T

L

T ——T'VvT

Sea S un conjunto simplicial y sean a,b € Sy. Para un collar T' la notacién T" — S, expresa un
morfismo en sSet que manda o y w a los vértices a y b respectivamente. El hecho de que Nec sea
cerrado bajo el tipo de colimites V, se refleja en que para todo S € sSet y para a,b,c € Sy, existe el
funtor:

Necys, . x Necys, , — Necys, .

el cual envia (T — Spe), (T = Sac)) = (IT'VT — S,.c). Dado que el nervio de un funtor preserva
productos, tenemos para cada conjunto simplicial Sy para cada tres vértices a, b, c un morfismo en sSet:

N(./\/'ec/sbyc) X N(Nec/sa,b) — N(Necys, )

que satisface las propiedades de coherencia obvias para un enriquecimiento. Tenemos por lo tanto un
funtor:
€nee : sSet — sCat (2.2)

2.3. Conjuntos simpliciales ordenados

Los collares poseen varias propiedades ventajosas. Por ejemplo, todo collar esta determinado de manera
dnica por sus conjuntos de vértices y juntas, y la imagen de todo mapeo T' — T” entre collares es de
nuevo un collar. Esto nos conduce a considerar una clase de conjuntos simpliciales mas amplia.

Para todo conjunto simplicial X, existe una relacién en sus vértices al declarar que x =< y si existe
una espina 7'y un mapeo T — X tal que ar — = y wr — y. Esta relacién es reflexiva y transitiva, sin
embargo estd lejos de ser antisimétrica:

Definicién 2.3.1. Un conjunto simplicial X es ordenado si
i) La relacion < definida en Xy es antisimétrica

i1) Todo stmplice x € X,, estd determinado de manera unica por el conjunto ordenado de sus vértices
To X - X Ty, ed., diferentes simplices poseen diferentes sucesiones de vértices.

Notemos el papel de las degeneraciones en la condicién ii). Por ejemplo, Al /A no es un conjunto
simplicial ordenado.

Definicién 2.3.2. Sean A y X conjuntos simpliciales. Un mapeo A — X es llamado una inclusion
simple si tiene la PLD respecto a las inclusiones candnicas OA' < T, para todos los collares T.
(Notemos que tal mapeo es una inclusién porque posee la PLD respecto a OA°)

Asi, A C X es una inclusién simple si todo camino (en el sentido general de un collar) que empiece y
termine en A estd enteramente en A. Como ejemplo, cuatro de las cinco inclusiones A' — Al x Al son
inclusiones simples.

Lemma 2.3.3. Una inclusion simple A — X tiene la PLD respecto a las inclusiones 0A, — Ay para
todo k > 1.
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Demostracion. Todo problema de levantamiento se extiende a un diagrama:

OA' —— A

[

Ak%X

donde el levantamiento [ existe debido a que A — X es una inclusién simple. El resultado se sigue
debido a que A < X es un monomorfismo que ecualiza a los mapeos A, — Ay l|0Ay. O

Sea sSet= la subcategorfa plena de conjuntos simpliciales ordenados.

Lemma 2.3.4. Sean X y Y dos conjuntos simpliciales ordenados, y sea f : X — Y un mapeo entre
ellos.

La categoria de conjuntos simpliciales ordenados es cerrada bajo limites finitos.
Cada collar T es un conjunto simplicial ordenado.
Si X' C X es un subconjunto simplicial, entonces X' es un subconjunto simplicial ordenado.

El mapeo f estd determinado por el mapeo fo: Xog — Yy en vértices.

La imagen de un n-simplice x : A™ < X es de la forma A* < X para algin k < n.

)
)
)
)
5) fo es inyectivo si y solo si lo es f.
)
) SiT es un collar yy: T — X es un mapeo, entonces su imagen es un collar.
)

Sea X + A — Y un diagrama de conjuntos simpliciales ordenados. S1 A — X y A — X son
inclusiones simples, entonces el pushout B = X [[,Y es un conjunto simplicial ordenado, y los
mapeos X — B yY — B son inclusiones simples.

Demostracion. 1) Una subcategoria es cerrada bajo limites finitos si y solo contiene al objeto terminal
y es cerrada bajo pullbacks. Claramente el objeto terminal A° es un conjunto simplicial ordenado.
Consideremos el pullback P = X Xz Y en sSet de un diagrama X — Z < Y de conjuntos
simpliciales ordenados. Tenemos que (x,y) <p (2’,y') siy sélosi z <x 2’ y y Sy ¥'; lo cual hace
evidente la simetria de <p. Por otro lado, si a,8 : A" = P son dos simplices con los mismos
vértices, ambos serian coequalizados por el mapeo P — Z pues Z es un conjunto simplicial
ordenado. Por la propiedad universal del pullback se tendria que o = f.

2) i) Toda espina en un collar, cuyos vértices inicial y final coinciden es la espina constante. Si x <y
v y = x, el diagrama
* —2 T

N N

=y S

induce una espina T'V T’ — S con el mismo vértice inicial y final, y por lo tanto, constante. Asf
x =y, lo que prueba la antisimetria.

3) Obvio

4) y 5) Inmediatos del inciso 2)
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6) Sea y un sfmplice no degenerado y « una suprayeccién tal que ya* = x. Evidentemente o* es
suprayectiva. Si y; = y; con i # j, entonces por la propiedad i7) del conjunto simplice ordenado
X, Ypig) A = A* 5 X es un simplice degenerado, lo cual es una contradiccién al supuesto de
que y es no degenerado. Por lo tanto y es inyectivo en vértices, lo cual significa (por 4) que es
inyectivo. Se concluye que y = Imz.

7) Se obtiene al aplicar el inciso 6) a cada cuenta del collar.
O

Sean T un collar y S un conjunto simplicial. Decimos que 7" — S es totalmente no degenerado si
la imagen de cada cuenta de T es un simplejo no degenerado de S. Eg. A! — Al /OA! es no degenerado.
Enunciamos un lemma para collares T'— S analogo a [2.1.2

Lemma 2.3.5. Sean T un collar y T — S un mapeo de conjuntos simpliciales. Entonces existen un
collar T', un mapeo T — S totalmente no degenerado y un epimorfismo de collares T' — T satisfaciendo
el evidente tridngulo conmutativo. Esta terna es unica salvo isomorfismo.

Boquejo. Es una consecuencia del lemma de Eilenberg-Zilber O

2.4. Joins de conjuntos simpliciales

Sean C' y C’ categorfas. Definimos una nueva categoria C x C’ llamada el join de C'y C":
= Obj(C*C") = 0bj(C)UObF(C")
home(xz,y) siz,yeC
) homei(z,y) sizyeC’
homcycr (z,y) = 0 siz,eC'yyeC
* siz,eCyyel
La composicion de morfismos es la evidente. A continuacién, introducimos la generalizacion de esta cons-
truccién en sSet. Sea J # () un conjunto finito linealmente ordenado, sean I, I’ linealmente ordenados
tales que J = ITUI'. Si J — J+1 es una funcién inyectiva, entonces esta se puede escribir de alguna de
las dos formas:
1ud: TUl' = Tu((I'+1) (2.3)
dul:ITUul' - (I+1)url
donde d es un operador cocara en cada caso. Similarmente, toda funcién suprayectiva J +1 — J se
escribe como alguna de las formas:
(1,s): Tu(I'+1)—=T1U0T (2.4)
(s,1): (I+1)UI'" > T1UT
con s un operador codegeneracién segin el caso. Sin mas demoras, tenemos:
Definicién 2.4.1. Sean X y Y en sSet. Definimos el join X *Y como :
(X«Y)= |J XixY; ; —1<ij
i+j=n—1
donde X_1 := A", Las caras y degeneraciones estin generadas por los morfismos en Y

Es sencillo ver que esta operacién dota a sSet de una estructura monoidal, cuya identidad es el conjunto

simplicial vacio = A~!. M4ds atn, para todo 4,j > —1
Aifl*Ajfl ~ A(iJrj)fl

En efecto, dadas I — [i — 1] y J — [j — 1] mondtonas con I U J = [n], tenemos una funcién (I U J) —
(i+j—1). Reciprocamente, si « : [n] = (i+j—1) es mondtona, tomando i+j—1 = [ —1]U[j —1] tenemos
dos funciones monétonas a~([i—1)] = (i—1)y a=1([j—1]) = (j—1) con o= ([i—1])Ua" ([j—1]) = [n].
Estas identificaciones son inversas una de la otra, i.e, obtenemos para n > 0 biyecciones (A~ 1xAI 1), —
(AG+)=1) 'las cuales serdn compatibles con los operadores cara y degeneracion.
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2.5. Estructura modelo de Quillen

Para toda n consideramos el n-simplejo estdndar |A"| = {(x; € [0,1]™) : D x; = 1} en Top. Esta
relacién es funtorial: | | : A — Top. La extensién izquierda de Kan de | | a lo largo de A, llamada

realizacion geométrica
||
A Top
& AM -

sSet

se presenta en el par adjunto | | 4 Sing, donde Sing(Z) = Top(|A®|,Z). Por construccidn, |X| es
un CW para todo conjunto simplicial X. Ademds, para cada espacio topoldgico X, la componente
|Sing(Z)| — Z de la counidad, es una equivalencia homotépica débil. Mds atin, el conjunto simplicial
Sing(Z) tiene una importante propiedad:

Definicién 2.5.1. Sea K un conjunto simplicial. Diremos que K es un complejo de Kan si, para
cualquier 0 < i < n, y para cualquier diagrama solido

A} — K
3

An
existe el morfismo punteado que lo convierte en un diagrama conmutativo.

Reciprocamente, cualquier complejo de Kan, se comporta de manera parecida a un espacio topolégico:
por ejemplo, utilizando métodos combinatorios (ver [GJ99]), para cada n y cada v € Ky, se construye

un funtor 7/, (—;v) : Kan — Ab de tal forma que existe isomorfismo natural «(|K|;v) ~ n/,(—;v).

Definiendo una equivalencia débil en Kan, como un morfismo que induce isomorfismos en estos grupos
de homotopia, se tiene (de acuerdo a un resultado de Quillen) que la adjuncién | | 4 Sing induce una
equivalencia entra la categoria homotdpica de complejos de Kan y la categoria homotdpica de complejos
CwW.

Esta equivalencia es un reflejo de la existencia de estructuras modelos en sSet y Top, para las cuales
| | 4 Sing es un morfismo de Quillen:

Teorema 2.5.2. Las siguientes colecciones de morfismos en sSet forman las clases de equivalencias
débiles, fibraciones y cofibraciones para una estructura modelo en sSet.

s Equivalencias de Kan. Un morfismo f : X — Y en sSet se llama equivalencia de Kan, si
para todo complejo de Kan K, f*:[Y, K] — [X, K] es una biyeccion.

s Fibraciones. Un morfismo f : X — Y se llama fibraciéon de Kan si posee la propiedad de
levantamiento derecho respecto a la coleccion de inclusiones I = {Al" — A"},>¢.

= Cofibraciones. Todos los monomorfismos.

Esta estructura modelo sobre sSet recibe el nombre de estructura modelo de Quillen, lo cual deno-
tamos sSetg.

Demostracion. Ver |GJ99, Cap. 1] y [JT08]. O
Observacion 2.5.3. Notemos que Cof(I) es la coleccion de todas las cofibraciones aciclicas en sSet.

Teorema 2.5.4. La adjuncion
Sing

/\
sSeto T Topo
\_/
[

es una equivallencia de Quillen.
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Demostracion. Ver |GJ99, Cap. 1] y [JTO08]. O

Tenemos todavia mds; sSetg es una categoria modelo cofibrantemente generada, tal como lo muestra
la observacion junto con el siguiente teorema:

Teorema 2.5.5. Un mapeo g : X — Y entre conjuntos simpliciales es una fibracion de Kan aciclica si
y solo si g posee la PLD respecto a la coleccion J = {0A™ — A" },>¢.

Demostracion. Ver [GJ99, T.11.2]. O

Observacion 2.5.6. En virtud del teorema anterior: las cofibraciones en sSetg (i.e. los monomorfis-
mos) son la saturacion débil de la coleccion (pequeria) de inclusiones OA™ — A™

Proposiciéon 2.5.7. Sea C' — D una equivalencia de categorias, entonces NC — ND es una equiva-
lencia homotdpica de Kan.

Demostracion. Utilizamos la continuidad del nervio V:

C ﬁf

C£I>>D = N(Cx[):NEND
1 I
c NC

2.6. Cuasi-categorias

La categoria homotépica y el nervio.
Denotamos por 7 a la extension derecha de Kan de la subcategoria plena A — Cat a lo largo del
encaje de Yoneda:

A : - Cat
5 Lanai=T1
sSet

Al adjunto derecho se le denotard como N, y al conjunto simplicial N(C) = homcq:(e, C) se le llamard
el nervio de C. Notemos que cada n-simplice del nervio de una categoria esta determinado de manera
Unica por su espina. La categoria 7.X recibe el nombre de categoria homotépica de X.

Describimos una presentacion més explicita de este funtor. La 1-ésima truncacién de X

dy
%
X() — Xl
do
induce una grafica dirigida reflexiva X’ cuyos conjuntos de vértices y aristas son los conjuntos de 0-
simplices y 1-simplices, Xy y X; respectivamente. Definimos la categoria hX como el cociente de la

categoria libre FX' via la relacién generada por la identificacién:
g-f~h siysélosiexiste 0 € Xo tal que doo = f,dpo =gy dic=nh

El funtor definido es un adjunto izquierdo del nervio; en efecto, dado un morfismo X — NC, al ser NC
2-coesquelético (Ver Lemma esto equivale a tener un morfismo entre las respectivas 2-truncaciones
X<2 — NC<3 (en particular entre las 1-truncaciones), lo cual a su vez induce un morfismo FX’' —
F(NC) — C que se factoriza:

FX —— FX'/ ~

~

C
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Es facil ver que esta correspondencia es de hecho una biyeccién natural. Por lo tanto hX ~ 7.X es una
representacion de la categoria homotépica de X. Antes de continuar con nuestro estudio de la adjuncién
7 - N, hacemos un anélisis de las relaciones entre los 1-simplices de un conjunto simplicial.

Sea X un conjunto simplicial. Sean f,g : Al — X un par de 1-simplices satisfaciendo d;(f) = d;(g)
para i = 0,1. La existencia de 2-simplices satisfaciendo

UINC s TN
Y

l’—g Yy

evidencian dos relaciones evidentes en X;. Ambas son reﬂexivasﬂ En el caso de que X sea una cuasi-
categorfa (ver deﬁnicién y proposicién ambas coinciden, exhibiendo una relacién que ademas
es simétrica y transitiva. Diremos en general que f,g € X; son homotépicos si representan a la misma
clase en la relacién de equivalencia generada por las dos relaciones en . Como resultard evidente
més adelante, si X es una cuasi-categoria, entonces f,g € X; son homotdpicos si y sélo si representan
al mismo morfismo en la categoria homotdpica.

Lemma 2.6.1. Para toda categoria C, el nervio NC es 2-coesquelético. Esto es, NC ~ coskoN'C

Bosquejo.
NC,, ~ sSet(A",NC) ~ Cat([n],C) ~ sSet(ska A", NC =~ coskoNCy,)
O
Lemma 2.6.2. Para n > 2, la inclusion A} C A™ induce un isomorfismo sky,_oA} ~ sk, _oA™.
Demostracion. Ver |GJ99| lema 3.5]. O

Ahora, hagamos n > 4. Por el lemma anterior skoA} ~ sky A™ para todo 0 < k < n. Por lo tanto, la
extensiéon del diagrama izquierdo existe, si y sélo si existe la extensién del derecho:

A} —— NC ~ coskoaNC sko A} *{[NC
g =L
A" ‘ Sk‘gAn

Para n = 2, 3, es suficientemente claro que cualquier cuerno interior puede ser rellenado a un n-simplejo.
Para ilustrar esto, dado un cuerno A — N'C, este se rellena (de manera tinica) como:

1—9 9
%gh hgx
0 hol 3

Debemos de notar que, en el caso de que C sea un grupoide, todos los cuernos interiores y exteriores
de N'C se rellenan de manera tnica (considerar simplemente los inversos de los morfismos implicados).
Hemos probado la suficiencia de la proposicién:

g

Proposicién 2.6.3. Sea X un conjunto simplicial. Las siguientes condiciones son equivalentes.

s Para 0 < k <mn, y para cualquier diagrama solido

AZ—:
[ s
M

existe un unico morfismo punteado que lo convierte en un diagrama conmutativo.

1En efecto, para el caso izquierdo por ejemplo, si f € X1, entonces h = s1 f es la homotopia deseada,
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= La unidad en X es un isomorfismo X ~ N7X.
Demostracion. Para la prueba de la necesidad ver [Lur09, P.1.1.2.2]. O
Este resultado motiva la siguiente definicién:

Definicién 2.6.4. Sea X un conjunto simplicial. Diremos que X es una cuasi-categoria si, para
cualquier 0 < i < n, y para cualquier diagrama solido

A} — K
=

An
eziste el morfismo punteado que lo convierte en un diagrama conmutativo.

Proposicién 2.6.5. Sea X una quasi-categoria. Las relaciones descritas en (1) coinciden, exhibiendo
una relacion de equivalencia en X;

Demostracion. Si f ~ g a derecha, rellenar el cuerno interior:

U

atestigua que f ~ g a izquierda. El reciproco es similar, y por lo tanto las dos relaciones coinciden.
Teniendo en cuenta esto, si f ~ gy g ~ h, rellenar los siguientes cuernos interiores:

1—L 9 1—2 9
y g ! y y h r “
0 ! 3 0 ! 3
atestigua que g ~ f y f ~ h, probando la simetria y la transitividad de la relacién en cuestién. O

Observacion 2.6.6. Si X es un conjunto simplicial arbitrario, la intransitividad de las relaciones en
cuestion, se refleja en la posible existencia de dos simplejos que coincidan en la categoria homotdpica
hX pero que no estén relacionados como en

Proposicién 2.6.7. Si X es una cuasi-categoria, f,g,h € X, entonces gf = h en hX si y solo si
existe 0 € Xq tal que 09 =g, 01 = h y o = f.

Demostracion. Trivial. Utilizar propiedades de llenado de cuernos interiores. O

Morfismos. Sea X una quasi-categoria, un 1-morfismo en X es un 1-simplejo A’ — X. La composicién
de dos morfismos f y g tales que dof = dig, es un morfismo h junto con una homotopia o : A? = X
satisfaciendo dy = ¢, d1 = h y do = f. Tal morfismo estd determinado salvo homotopia: si o y o’
atestiguan dos composiciones, entonces el rellenado del 1-cuerno

hace h ~ h'. Si x € X es un objeto en X, entonces es sencillo ver que sox es el tinico morfismo salvo
homotopia satisfaciendo fsg ~ f y sof’ para todos los morfismos componibles f y f'.
Tenemos el concepto de isomorfismo en una cuasi-categoria:
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Definicién 2.6.8. Sea X una cuasi-categoria. Decimos que un morfismo f : Al — X en X es un
tsomorfismo en X si satisface cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:

i) oo-isomorfismo. Existe una factorizacion

Bl —— X

djl Pt

it) Cuasi-isomorfismo. Eziste una factorizacion

1it) f es un isomorfismo en la categoria homotdpica. Esto es, existen 1-simplejos g y ¢’ tales que

gf =1y fg =1 en hX.

Demostracion de las equivalencias en[2.6.8 La implicacién i) = i) es trivial. Un diagrama conmutati-
vo como en i) exhibe la existencia de 0,0’ € X5 y g € X; satisfaciendo 09 =g =0}, oa=f=0}y
oo =1, 07 =1, locual nos indicaque gf =1y fg = 1 en hX. Por lo tanto ii) = #ii). Reciprocamente, la
existencia de morfismos g, g’ € X satisfaciendo la condicién #ii), nos indica que fg = fgfg = f¢g' =1
en hX, lo cual (por implica la existencia de simplejos 0,0’ € X5 tales que dyo = g = dao’,
deo = f = dpo’ y dio = 1 = dyo’, y por lo tanto se tiene un morfismo (o, 0’) : sko E! — X que factoriza
a f: Al — X. Tenemos asf, ii) < iii). La implicacién 4ii) = i) es un caso especial del lemma O

Proposiciéon 2.6.9. Sea X wuna cuasi-categoria. Entonces el mapeo X — * posee la propiedad de
levantamiento derecho con respecto a:

1. Los mapeos (A x E') Uax oy (B x {0}) = B x E*, para todo monomorfismo A — B.
2. La inclusion E({0,1}) U E({1,2}) — E({0,1,2}).
Nétese que la parte b) implica que la composicién coherente de co-isomorfismos es un co-isomorfismo.
Demostracion. La parte a) es un caso degenerado del lemma Consideremos el diagrama
id

E'UFE! — ({0,1} x El) Uso,11x {0} (El x {0}) - E'UFE!

id

donde j y p estdn definidos (al ser E! x E' y E? coesqueléticos ) por las correspondencias:
§(0)=(0,0) 5 j(1)=(L0) ; j(2)=(11)
p(0,0)=0 ; p1,00=1 ; p0,1)=0 ; p(1,1)=2

y los mapeos k y [ por:
k:f=(f0) ; k:ig—(19)

1:(0,9) =0 ; 1:(L,g)—g ;5 1:(f,0)f

Claramente el diagrama es una retraccién. Por el inciso a) X — * posee la PLD respecto al mapeo caja
y por lo tanto respecto al morfismo deseado. O
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Definicién 2.6.10 (Equivalencia de Joyal). Decimos que un morfismo X — Y en sSet es una equi-
valencia de Joyal si para toda cuasi-categoria Z, el mapeo

Y, Z]lp; = [X, Z]m
es una biyeccion.

Observacion 2.6.11. Dos mapeos f,g : X x Y son E'-homotdpicos si existe el siguiente diagrama
conmutativo:

Claramente, si f : X =Y es una E'-equivalencia, entonces f es una equivalencia de Joyal. Reciproca-
mente, si X yY son cuasi-categorias y f es una equivalencia de Joyal, entonces la biyeccion

[V, X = [X, X]p

nos garantiza la existencia de un inverso E'-homotdpico para el morfismo f.

2.7. Lemas en quasi-categorias

Las colecciones de complejos de Kan y cuasi-categorias se han definido como aquellos conjuntos sim-
pliciales X para los cuales el mapeo X — * posee la PLD respecto a las saturaciones conocidas como
extensiones anodinas y extensiones anodinas internas respectivamente. En el primer caso estas resultan
ser la coleccién de cofibraciones aciclicas (monomorfismos que son equivalencias de Kan) en la estructura
modelo de Kan sobre sSet. En el segundo caso, las extensiones anodinas internas son solo una subco-
leccién propia de los monomorfismos que son equivalencias de Joyal (proposicién . En particular
existen morfismos no anodinos internos que poseen levantamiento respecto a la clase de cuasi-categorias.
Esto nos conduce a estudiar un conjunto més amplio de extensiones con el fin principal de establecer,
en la siguiente seccidn, la estructura modelo de Joyal sobre sSet.

Definicién 2.7.1. Denotamos las siguientes saturaciones débiles:
» Eztensiones anodinas: cof({A} — A™: 0 <k <n})
» Eztensiones anodinas internas: cof ({A} — A" : 0 < k < n})
= FExtensiones anodinas exteriores especiales: cof({cuernos exteriores especiales})
» Extensiones anodinas especiales: cof({A} — A™:0 < k < n} U {cuernos exteriores especiales})

Lemma 2.7.2. El producto caja (A} — A™)O(0A™ — A7) es una extension anodina interna para todo
0<k<ny0<r. Mds ain, por saturacion, la afirmacion es cierta para todo monomorfismo A — B.

Demostracion. Ver [DS11], Apéndice Al. O

Proposicién 2.7.3. Sea A < B un monomorfismo y X — Y una fibracion interna. Entonces XB —
Y B xya XA es una fibracion interna. En particular, si X es una cuasi-categoria, X lo es para todo
A € sSet.

Demostracion. El resultado se obtiene por adjuncién y el lemma [2.7.2 O

Lemma 2.7.4. Las siguientes afirmaciones se satisfacen:
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a) Si C — D es una equivalencia de Joyal, entonces también lo es A x C — A x D para toda
cuasi-categoria A.

b) Toda inclusidn del cuerno interior A} — A™ es una equivalencia de Joyal.

¢) X es una cuasi-categoria si y solo si el mapeo X — x posee la PLD respecto a la coleccion de
monomorfismos que son equivalencias de Joyal.

Demostracion.  a) Sea Z una cuasi-categorfa. El resultado se sigue por adjuncién:

[Ax D, Z] —— [AxC, 7]

Fo b

[D, Z4] —=— [C, Z4]

b) Tenemos que verificar que para toda cuasi-categoria X, la funcién [A", X] — [A},X] es una
biyeccién. Para ver que es inyectiva, ponemos nuestra atencién en el hecho de que X ¥ " es una cuasi-
categorfa; asi, todo mapeo A¥ — X B! posee un levantamiento al simplejo A™. La suprayectividad
se obtiene de la definicién de cuasi-categoria.

¢) Sea X una cuasi-categoria y sea i: A < B una equivalencia de Joyal. Entonces, dado un morfismo
a: A — X, obtenemos un morfismo 3: B — X y una homotopia (3i,a): A x E' — X. Utilizando
la proposicién [2.6.9k se tiene un levantamiento:

A x {0} —— B x {0}

|

induciendo el levantamiento hd'i = a.
O

Observacion 2.7.5. Considerando la estructura modelo de Joyal en sSet, en donde las equivalencias
débiles son las equivalencias de Joyal y las cofibraciones son todos los monomorfismos; deducimos de
inmediato, por la proposicion |2.7.4], que las extenciones anodinas internas son equivalencias de Joyal.

Tal y como lo ilustran los siguientes tres lemas y corolario, para probar que un morfismo en particular
es una equivalencia de Joyal, resulta conveniente verificar si se trata se una extension anodina interna:

Lemma 2.7.6. Para toda n > 0, la inclusion A™ V At — A" es una extension anodina interna.

Demostracion. Consideramos la siguiente filtracién de An+!:

XQZAn\/Al‘—)Xl=X0UU[inn—|-1]‘—)...;)Xk:kalLJ U [il...iknn+1]<—>...<—>A”+1

i<n i1<...<ip<n

La k-ésima inclusién es la composicion de (Z) pushouts a lo largo de inclusiones de cuernos Aﬁ“ — Xi_1.
Como ejemplo, para el caso n = 3 y k = 2, la inclusiéon X; — X5 se obtiene a través de los (g) =3
pushouts:

JY PG N A x U0t + 1]
AP —— X3U[0lnn+1] = X] AP —— X{U[02nn+1] = X}
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A3 (1,2) X,

! !

AP —— X{U[12nn+1] ~ X, U [ij nn+1]
i<j<n

Corolario 2.7.7. Los mapeos Spi[T] — T y T — A[T] son equivalencias de Joyal.

Demostracion. El mapeo Spi[A"] — A" presenta una descomposicidn:
Spi[T] < -+ — (A" 3 VAH V(AT VAY) — (A2 v A VA 5 ATV AL 5 AT

donde cada morfismo es una equivalencia débil en virtud del lemma[2.7.6]y del hecho de que cada pushout
considerado es homotépico (ver el dual de la proposicién [.2.10). Asi, el morfismo Spi[T] — A[T] al
ser uno de estos casos, es una equivalencia de Joyal. Del mismo modo esto prueba, por induccién sobre
las cuentas de T, que Spi[T] — T es una equivalencia débil. El resultado se sigue al usar 2 de 3 en
Spi[T] = T — A[T). O

Sea A} para 0 < k < n el cociente de las inclusiones:

(0,...,k) (k+2,...,n)

A" A(n—k)—l
0
Al

Notemos que Af ~ Cgfl yAr |~ Cgfl.(\/er definicién antes de i

Ak

n—1 —
Lemma 2.7.8. La inclusion A} — Al es una equivalencia de Joyal.
Demostracion. Distinguimos dos casos:

s k= 0,n— 1. Supongamos k = 0, el otro caso es totalmente analogo. Notemos que el cociente
A"™ — AJ presenta una biyeccion entre los simplices no degenerados. Asi, identificaremos a cada
simplice no degenerado de X := Ay con su preimagen en A”. Tenemos entonces la siguiente
filtracién de X:

Xo=[0]=X;= J 1] Xo= [J [0lij]— ..o X, 1=X
1<i<n 1<i<j<n

n—1

it+1

lo tanto obtenemos que A' — X es una extensién anodina interna, y en virtud de la proposicién

una equivalencia de Joyal. La afirmacién para el caso presente se deduce al utilizar la propiead

2-de-3 de las equivalencias de Joyal.

Cada inclusién X; < X; 1 es la composicién de ( ) pushouts a lo largo de cuernos interiores. Por

» Caso 0 < k < n — 1. Consideremos la inclusién [01...n — 1]: A"~ ! < A": obtenemos el mapeo
AZ:% — AP, el cual es una equivalencia de Joya en virtud del caso anterior y la propiedad 2-de-3
aplicados al tridngulo:

Al —— AT

|

Aj

2Es facil probar que de hecho es una extensién anodina.

46



El resultado se sigue por induccion:

ATy —— A}
\ e

O

Lemma 2.7.9. Para todo n > 0 los mapeos Cp — A, C7 — Al y oyl Al son equivalencias de
Joyal.

Demostracion. Ya hemos probado en los primeros dos casos. El caso restante no es dificil y puede
consultarse en [DS11, P.9.4]. O

Lemma 2.7.10. Para todo r > 0, el producto caja f = ({0} — EV)O(OA” — A") es una extension
anodina especial.

Proposicion 2.7.11. Sea X — Y una fibracidn interna entre cuasi-categorias y supongase que [ posee
la PLD respecto a {0} — E'. Entonces f tiene la propiedad del levantamiento derecho respecto al
producto caja:

({0} - EYO(A — B)

para todo monomorfismo A — B. Equivalentemente (verm, el mapeo XEB' 5 X0 Xyo YE' es una

fibracion de Kan aciclica.

Demostracion. Por el lemma [2.7.10| el producto caja ({0} — E')J(A < A”) es una extensién anodina
especial para r > 0, y por lo tanto, de la proposicién concluimos que f posee la PLD respecto a
este mapeo. Para el caso r = 0, el producto caja es {0} — E*, por lo cual f posee esta propiedad para

todo r > 0. El resultado se sigue del hecho de que la clase de monomorfismos en sSet es la saturacién
débil de la coleccién {OA” — A" },>o. O

Proposicién 2.7.12 (Joyal, levantamiento de cuernos exteriores especiales).

1. Sea X una cuasi-categoria. Dado cualquiera de los siguientes diagramas solidos

Az Lj X Ay — X
A" An

en el cual, respectivamente fd° o gd™ es un cuasi-isomorfismo, existe el levantamiento mostrado.

2. Sea X — Y wuna fibracion interna entre cuasi-categorias (ver definicién . Dado cualquiera
de los siguientes diagramas sélidos

Ar Lo x AT S X
j JP j Jp
A" Y A" — Y

en el cual, respectivamente fd° o gd” es un cuasi-isomorfismo, eziste el levantamiento indica-
do. Los cuernos f y g son llamados cuerno exterior izquierdo especial y cuerno exterior
derecho especial.

Demostracion. Ver por ejemplo [DS09, Apéndice B] O
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Lemma 2.7.13. Sean h : X — Y wuna fibracion interna y A' — X un quasi-isomorfismo. Entonces
para todo diagrama conmutativo sdlido

Al — 5 X

L]

El——Y
existe el levantamiento indicado.

Demostracién. Cada sfmplice de E' esta determinado por su secuencia de vértices. Por lo tanto, E! =
{(ag, ...,an) : a; € {0,1}} para toda n > 0. Definiendo Z; como el subcomplejo de E' generado por el
tnico n-simplejo cuyo vértice inicial es 0, formamos la filtracién Zy C Z; C --- C E'. Notemos que
E' = U,enZ,. Afirmamos que para cada n > 1 existe un diagrama pushout:

1
N

I

1
AL 7

donde g envia a cada n-simplejo [0,1,- - -,%,- - -,n + 1] con i # 0 al simplice (0,1, - 4, - -, n+ 1)
tomando congruencia médulo 2. Claramente las imagenes coinciden en las traslapaciones, por lo que
nuestro mapeo estd bien definido. Se sigue de inmediato que Z, 41 es la unién Z,, U Ant AL

Dado que h posee la PLD respecto al conjunto de cuernos especiales {Ag‘*‘1 < A"1} por la proposicién

2.7.12] se concluye por saturacién, que también la posee respecto a la composicion transfinita de pushouts
Al = Z() — El. O

2.8. Estructura modelo de Joyal

En esta seccién probaremos el siguiente teorema:

Teorema 2.8.1. Existe una unica estructura modelo en sSet en la cual las cofibraciones son los mo-
nomorfismos y los objetos fibrantes son las cuasi-categorias.

Es sencillo demostrar la unicidad: Supongamos la existencia de tal estructura. Entonces, el morfismo
E' — x es una fibracién aciclica para esta, dado que posee la PLD respecto a todos los monomorfismos.
En consecuencia, el morfismo X x E' — X x * ~ X es una fibracién aciclica y

XUX—XxE'» X

es un objeto cilindro para X. Asi, tenemos 7(X,Y) = [X,Y]g: para todo X,Y € sSet. Por un
morfismo A — B serd una equivalencia débil en esta estructura si y solo si, para todo objeto fibrante
(cuasi-categoria) Z, se tiene una biyeccién

(B, Z]m — [A, Z)
i.e., siy solo si, A — B es una equivalencia de Joyal.

Definicién 2.8.2. Un mapeo X — Y en sSet es llamado fibracién interna especial o isofibracion)
si posee la propiedad de levantamiento derecho respecto a todas las inclusiones de cuernos interiores, y
respecto al mapeo 0 : * — E'.

Observamos que un morfismo f tiene la PLD respecto a 0 : * < E' si y sélo si la tiene respecto
1 : % — E'; en efecto, cualquiera de estas dos inclusiones se obtiene de la otra al componer con el
automorfismo (0,1) — (1,0) en E'. La retracciéon E! — * evidencia que para toda cuasi-categorfa X,
el morfismo X — * es una fibracién interna especial.
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Lemma 2.8.3. Sean X y Y cuasi-categorias. Si X — 'Y es una fibracion interna especial y A — B un
monomorfismo, entonces XB — X4 xya YB es una fibracion interna especial.

Demostracidn. Por la proposicién se tiene que X2 — X4 xy4 Y B es una fibracién interna. Usando
adjuncién y la proposicién [2.7.11] se prueba que tiene la PLD respecto a 0 : x — E*. O

Lemma 2.8.4. Sea f: X — Y wuna fibracion interna especial entre cuasi-categorias y asumase que f es
una equivalencia de Joyal. Entonces f tiene la PLD respecto a los morfismos ) — A°, y {0,1} — E*.
(En otras palabras, f es suprayectiva en los 0-simplices y levanta isomorfismos entre vértices de la
preimagen. )

Demostracion. Consideremos al adjunto derecho de la inclusién (i 4 .J) : Kan — sSet, el cual asocia a
cada X € sSet, el subcomplejo de Kan J(X) C X de los simplices cuyas 1-caras son quasi-isomorfismos.
Consideremos un problema de levantamiento derecho de f, respecto a {0,1} < E'. Dado que E' y
{0, 1} son complejos de Kan, por adjuncién, tenemos la factorizacién (de flechas solidas):

{0,1} J(X) X
I
E? J(Y) Y

Por lo tanto serd suficiente probar que J(f) posee la propiedad deseada. El mismo argumento funciona
para el otro morfismo). Mds atin, probaremos que J(f) es una fibracién aciclica de Kan. Para ver que
es una fibracién de Kan, consideramos la solucién del cuadro exterior en

Ap s J(X) —3 X

[

A" JY) — > Y

El morfismo punteado factoriza a través de f(X) C X: Para cuernos interiores esto se debe a que todas
las 1-caras opuestas al vértice k son composiciones de cuasi-isomorfismos (ver proposicién . Para
cuernos exteriores, la factorizacién se sigue de la proposicién Por otro lado, de la observacién
sabemos que f es una El-equivalencia. Dado que J(X x E') ~ J(X) x J(E') ~ J(X) x El, se
concluye que J(f) es una fibracién de Kan aciclica. O

Lemma 2.8.5. Sean X y Y cuasi-categorias.

(a) Si X =Y es una fibracion interna especial y una equivalencia de Joyal, entonces es una fibracidn
de Kan aciclica.

(b) Si A — B es un monomorfismo y una equivalencia de Joyal, entonces XB — X4 es una fibracion
de Kan aciclica.

Demostracion. a) Sea X — Y una fibracién interna especial, y A — B un monomorfismo arbitrario en
sSet. Consideremos el diagrama pullback:

XB

N

P——Y5B
g
[
XA YA

Se tienen las siguientes propiedades de los morfismos en él:
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» Los morfismos XZ — Y2 y X4 — Y4 son fibraciones internas especiales y equivalencias de Joyal:

Puesto que X — Y es una E'-equivalencia homotépica, tenemos que XZ — Y es una E'-
equivalencia lo cual equivale (de nuevo por [2.6.11)) a que XZ — YZ sea una equivalencia de Joyal.
Por se concluye que es una fibracién interna especial. Lo mismo aplica para X4 — Y4,

» X8 — P es una fibracién interna especial por m

Probaremos que X — Y posee la PLD respecto a A — B. Esto es equivalente a probar que el morfismo
XB — P es suprayectivo en vértices.

Sea w un O-simplice de P. Escribimos wi, ws y ws para denotar a su imagen en VB, Y4 y X4
respectivamente. Por nuestra observacién inicial, X? — YB es suprayectiva en O-simplices, y para
wy € (YB)O existe un vértice  en X con z; = w1, 3 = w3 e imagen x5 en X4, Aplicando el lema
alafie X4 — YA, obtenemos el levantamineto:

0,1y 2% x4
3

L

Bl —— Y4

Proyectando E' al vértice wy, se induce un morfismo X : E' — P satisfaciendo el cuadro sélido conmu-
tativo:
{0} —— XB
=

E' —— P
con el levantamiento indicado, debido a que X® — P es una f.i.e.. El vértice x LE' 5 XBesla
preimagen deseada del vértice w.

b) Por el inciso anterior, basta probar que si A — B es un monomorfismo y ademds una equivalencia
de Joyal, entonces la f.i.e. XB — X4 es una equivalencia de Joyal. Sea S € sSet, entonces tenemos la
biyeccién:

(S, XB]g ~ [S x B, X]g ~[S x A, X1 ~[S, X4
Haciendo S = X4 y S = X’ se concluye inmediatamente que X? — X4 es una E'-equivalencia
homotédpica, lo cual equivale a que sea una equivalencia de Joyal (observacién [2.6.11)). O

Demostracion del Teorema[2.8.1l Haremos uso del teorema de Jeff Smith. Por este resultado y
la proposicién [Bek00, pdg. 1.15], podemos asegurar la existencia de una estructura modelo cofibrada-
mente generada en sSet, donde las cofibraciones son los monomorfismos (ver observacién y las
equivalencieas débiles son las equivalencias de Joyal, si verificamos lo siguiente:

1. La clase de las equivalencias de Joyal es cerrada bajo retractos y satisface la propiedad 2-3.

2. Cada fibracién de Kan aciclica es una equivalencia de Joyal, i.e, todo morfismo con la PLD respecto
a los monomorfismos es una equivalencia de Joyal.

3. La clase de cofibraciones que son equivalencias de Joyal es cerrada bajo pushouts y composiciones
transfinitas.

4. La clase de equivalencias de Joyal es una clase accesible de morfismos, en el sentido [Bek00, Def.
1.14]

1) La clase de isomorfismos posee la propiedad 2-3 y es cerrada bajo retracciones. El resultado se sigue
de que todo funtor (aqui [—, Z]) preserva isomorfismos y retracciones.
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2) Sea f: X — Y una fibracién de Kan aciclica. Dado que todo objeto en sSet s es cofibrante, existe
x : Y — X tal que fx = 1. Por lo tanto, la fibracion de Kan aciclica fxf = f induce el levantamiento
punteado del cuadrado:

X][X (1,xf) X

j v lf

XinTu/

i.e. xf es E'-homotépico a la identidad 1y. Se concluye que f es una equivalencia de Joyal.

3) Probaremos que un monomorfismo f : A — B es una equivalencia de Joyal, si y sdlo si tiene la
PLI respecto a las fibraciones internas especiales entre cuasi-categorias. Puesto que los monomorfismos
y los morfismos con la PLI son cerrados bajo pushouts y composiciones transfinitas, esto serd suficiente.
Primero supongamos que f es un monomorfismo con la indicada PLI. En particular, por los casos
degenerados del lemma [2.8.3] para toda cuasi-categoria Z tiene la PLI respecto a los morfismos Z — *
y ZB" 5 0N Asi, dada una E'-homotopia A x E' — B tenemos levantamientos:

Atz A— 5 XE

B . o
lf i=0,1; Jf = l
B B i X8A1

lo cual indica que
[B, Z]El — [A, Z]El

es suprayectividad. La inyectividad es ahora inmediata.
Reciprocamente, supongamos que f es un monomorfismo y una equivalencia de Joyal. Sea f: X — Y
una f.i.e. entre cuasi-categorias. Consideremos el diagrama

XB

|

Queremos probar que p es supreyectiva. Basta probar que es una fibracién de Kan aciclica, y para esto,
es suficiente ver (lemma )) que p sea una f.i.e. y una equivalencia de Joyal. Por el lemma ,
p es una f.i.e. entre categorias. Ahora, por el lemma )7 tenemos que X% — X4y Y8 — Y4 son
fibraciones aciclicas de Kan. Por lo tanto, P — X“ es una fibracién de Kan aciclica; en consecuencia
XB 5 X4y P— X* son equivalencias de Joyal, lo cual prueba que p lo es.

4) Para ver que la clase de equivalencias de Joyal es accesible, de acuerdo a la proposicién |[Bek00,
pag. 1.18], es suficiente construir un funtor accesible Mor(sSet) — Mor(sSet) y probar que la coleccién
de equivalencias de Joyal es la imagen inversa de una coleccién de morfismos accesible. Consideremos
la coleccién S = {A? : 0 < k < n} U {0 < E'}; entonces por el argumento del objeto pequeiio
(proposicién existe un funtor L: sSet!! — sSetl?l tal que Lof € cof(S) y Lof € iny(S). Mas
aun, L preserva colimites k-filtrados para algun cardinal regular lo suficientemente grande. Denotamos
por F' al remplazo fibrante inducido por L, es decir, L[X — %] = [X — FX — «|. Asi, definimos el
funtor (accesible) R: Mor(sSet) — Mor(sSet) segin:

x — 1 Ly

\ Aﬁ:mw(f))
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donde ficilmente se aprecia que f serd una equivalencia de Joyal si y solo si Ry lo es, y este tltimo lo
serd (por el punto (2) y el lemma si y solo es una fibracién aciclica de Kan. Se concluye que la
clase de equivalencias de Joyal es la imagen inversa R(T), donde T es la coleccién de fibraciones aciclicas
de Kan. El resultado se sigue del lemma [2.8.6 O

Lemma 2.8.6. La clase T de fibraciones aciclicas de Kan es accesible.

Demostracion. Nuevamente se hard uso de la proposicién [Bek00, pag. 1.18]. Construimos el funtor
G: Mor(sSet) — Mor(Set) como:

(X = Y) e [[]X2 = V2" xyoan X227
>0

Tenemos que G preserva colimites filtrados (pues ()2" y ()?2" lo hacen ) y por lo tanto es un funtor
accesible. 7 es la imagen inversa de la clase de suprayecciones en Set. O

Corolario 2.8.7. Las fibraciones entre cuasicategorias son exactamente las isofibraciones.

Demostracion. De la demostracién de inciso 3) O

2.9. Estructura modelo en sCat

Tal y como se muestra en [Lur09, Apéndice C1], la categoria de categorias simpliciales pequenas sCat,
hereda una estructura modelo cofibradamente generada de la categoria modelo simplicial sSetg. En
[Ber07], J. Begner construyé individualmente esta estructura modelo. Describimos los detalles de esta
construccién que seran utilizados en capitulos posteriores:

Teorema 2.9.1 (Bergner). Las siguientes colecciones forman las clases de equivalencias débiles y fibra-
ciones de una estructura modelo cofibrantemente generada en sCat:

Equivalencias débiles. La colecciones de morfismos F : C — D que satisfacen:

1. Para todo par de objetos X,Y € C, el mapeo
Mapc(X,Y) = Mapp(FX, FY)

es una equivalencia en sSetg

2. El funtor de componentes moF : moC — myD es una equivalencia de categorias. En virtud
de la observacion abajo, de la condicion 1), esto es equivalente a que moF sea esencialmente
suprayectivo).

Los morfismos de esta clase reciben el nombre de equivalencias de Dwyer-Kan.
Fibraciones. La coleccion de morfismos F : C — D que satisfacen:

1. Para cualquier par de objetos X, Y € C, el mapeo
Mape(X,Y) = Mapp(FX,FY)

es una fibracion de Kan.

2. Para todo par de objetos X € C, Y € D y para toda equivalencia homotopica e : FX — Y,
existe un objeto X' € C en la fibra de Y, y una equivalencia homotdpica d : X — X' tal que
Fd=e.

Cofibraciones. Es la coleccion de morfismos con la PLI respecto a las “fibraciones aciclicas”.

Demostracion. Ver [Ber07] O
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Observacion 2.9.2. a) Dada una equivalencia de Dwyer-Kan, la hipdtesis de que Mapc(X,Y) —
Mapp(FX,FY) sea una equivalencia de Kan implica, en particular, que

m0C(X,Y) = mo(Mapc(X,Y)) = mo(Mapp(FX,FY)) = mD(FX,FY)

es una biyeccion. Por lo tanto es suficiente pedir que moF' sea esencialmente suprayectivo.

b) Notamos que si 0bj(C) = obj(D) y F,G : C — D son equivalencias de Dwyer-Kan, entonces F x G
también lo es.

Observacion 2.9.3. Conjuntos generadores. FExiste un funtor
U :sSet — sCat
definido como
- Obj(U(X)) = {z,y}
- homU(X)(xvy) =X; hOmU(X)(%I) = homUm(y,y) =AY, homU(X)(yvx) =0.

entonces, las cofibraciones es la coleccion generada por el conjunto (pequernio) A = {U(OA™) Y, U(A™)} >0,
es decir, Cof(A). La demostracidon de este hecho, asi como todos los detalles de esta estructura modelo
cofibrantemente generada se encuentran en [Ber07).
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Parte 11

Representaciones
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Capitulo 3

Functor ¢

En esta segunda parte, continuamos con el estudio de las co-categorias al comparar los dos modelos
presentados en la primera parte: las cuasi-categorias y las categorias simpliciales.

Nuevamente, nuestra base de comparacién serd una adjuncién € < A entre las categorias sSet y sCat,
de tal forma que al considerar las estructuras modelo de Joyal y Bergner, induzca una equivalencia de
Quillen. En el presente capitulo, estableceremos propiedades homotdpicas del funtor €, con el fin de
demostrar, en el siguiente capitulo, dicha equivalencia. A saber, existe un zigzag simple de equivalencias
débiles:

¢ Choc _~ Q:Nec

Lo cual nos indica que € posee el mismo tipo de homotopia que el funtor @Vec (descrito en [2.2)).
Empezamos con la construccién de €.

Definicién 3.0.1. La categoria simplicial €[A™] se define como sigue:
» Los objetos de €[A"] son los elementos de [n)

» Parai,j € [n]
Mapeian(i,j) = NP;j if i<j, wacioen otro caso.

donde NP, ; es el nervio del conjunto parcialmente ordenado bajo C; P; ; = {{i,j} CU C [i,j] C
[]}
s Siig <ip < --- <ig, entonces la composicion
Mapg(an(io,i1) X - -+ X Mapejan)(ix—1,ir) = Mapean(io,in)
estd inducida por el mapeo de conjuntos parcialmente ordenados
Pi07i1 X X Pinflyin - Pio,in

(Ila"'aln)’_)jlu"'UIn

Definicién 3.0.2. Sea [n] — [m] una funcion mondtona, definimos el funtor simplicical €[A™] — C[A™]
como:

= En objetos i — f(i).
= Para todo i < j, el mapeo Mapeani(i,j) — Mapeiam)(f(7), f(j)) es el nervio de

I (1)
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No es dificil ver que la construccién de arriba esta bien definida y es funtorial. En consecuencia tenemos
un funtor €[A®] : A — sCat. Definimos a € como la extensién de Kan izquierda de €[A®] a lo largo de
A:

A sCat

sSet

Especificamente, dado K en sSet, tenemos:
¢(K) = C%I}(m c(A™)

El adjunto derecho N = sCat(CA™,e) de la extensién, serd llamado el nervio coherente. Ademads, al ser
A un funtor fiel y pleno, obtenemos que €|A = €[A°].
Podemos resumir todo lo anteriormente expuesto en el siguiente diagrama:

N
sSet & = = sCat

N ™0
N A
o€ 7
Cat
donde Noi=Nym€~r

Categorificacién de los collares. Sean T € Necy a,b € Ty. Sean Jr(a,b) = JrU{a,b} y Vr(a,b) =
Vr. Consideremos el conjunto parcialmente ordenado (por C):

Cr(a,b) = {Jr(a,b) CU C Vr(a,b)}
Para cada terna a, b, ¢, tenemos la composicién:
Cr(b,c) x Cr(a,b) = Cr(a,c)

dada por la unién de conjuntos. Aplicando el nervio a cada una de las composiciones, obtenemos la
categorfa simplicial NCr cuyo conjunto de objetos es T, y cuyo espacio de morfismos es N(Cr(a,b))
para cada par a,b € T. Para cada a € T la unidad es simplemente el conjunto {a}.

Escribamos T = A™ v A™ Vv . ... VA" para cada i la inclusién A™ < T induce una inclusién de
categorias simpliciales NC,,, = NCr. Tenemos un diagrama conmutativo

2 NC

it

l | (3.1)

NC,, — NCr

0 < i < k. Claramente este es un diagrama colimite al aplicar el funtor ()o. Mds ain, localmente, para
>0y a=0ben T, el diagrama anterior se reduce al morfismo composicién:

NCyp, (a,w); X -+ x NCy,_ , (a,b); = Cr(a,b);

ni1
el cual es una biyeccién. Se concluye que es un diagrama colimite, i.e.
(T = co!kim NC,, ~ NCr
Corolario 3.0.3. Sean T' = A™ VvV A™ \/ - ... VA" un collar y a,b € Ty. Entonces, el morfismo:
C(A™) (a,w;) X -+ X C(A"+) (@vpy, b) = E(T)

es una biyeccion. Por lo tanto €(T)(a,b) ~ (AY)YN donde N =| Vr(a,b) — Jr(a,b) |. En particular
€(T)(a,b) es contrdctil para a < b y vacio en caso contrario.
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3.1. El funtor de categorizacion

Sean S un conjunto simplicial, y a,b € Sp. Todo collar T' € Nec,g, , induce un morfismo &(7') — &(S).
Esta correspondencia natural induce:

Es(a,b) := colim [&(T)(a,B)] — €(S)(a,b) (3.2)

€c/s,
Para cada terna a,b,c € Sy, existe una composicion
Es(b,c) x Eg(a,b) — Eg(a,c)

dada de la siguiente manera: para todo par de collares T' — S, y U — Sp .. Tenemos el isomorfismo

(corolario [3.0.3)):

CU)(ay,wr) x &(T)(ar,wr) = (T VU)(ar,wy)

Esta correspondencia natural induce:

Es(b,c) x Eg(a,b) ~ colim [€(T)(ar,wr)] x colim [€(U)(ay,wy)]

GC/Sb.C E’C/Sa,b

~ colim colim [€(T)(ar,wr) X €U)(ay,wy)] = colim [€(V)(av,wy)] ~ Es(a,c)
Nec/sb N(i(,/sa b NCC/SGYC
Considerando para cada a € Sy el mapeo a : * — S, se obtiene una categoria simplicial Eg, con
Obj(Eg) = Sp. Més atin, se obtiene una transformacién natural £ — €.

Proposicién 3.1.1. Para cada S € sSet, el mapeo Es(a,b) — €(S)(a,b) es un isomorfismo de cate-
gorias simpliciales, e.i., E ~ €.

Demostracion. Notemos primeramente que si S es un collar, entonces para todo a y b el mapeo identidad
Sap — Sap s un objeto terminal en Nec,g. ,. Se sigue que Eg(a,b) — €(S)(a,b) es un isomorfismo
para toda a y b. Méas aun, por corolario ’ Es es una categorfa simplicial isomorfa a €(.5).

Ahora, sea S un conjunto simplicial arbitrario y sean a,b € Sy. Probaremos que Eg(a,b) — €(S)(a,b)
es una biyeccién. Consideremos el diagrama conmutativo derecho:

Ear —— Eg (lim, | ¢ Ear)(a,b) —L Eg(a,b)
(AF — 8) zl J = x l
C(AF) —— ¢(9) ¢(S)(a,b)

Se sigue que t es inyectivo. Sera suficiente probar que es suprayectivo. Notemos que para todo collar
f:T — Sqp, tenemos el diagrama conmutativo:

e(Ak) —= &(T) (ling . EAD ) —= %W

(Ak — T) EAk N = (IEA,LT EAk)(a w) E— ET OZ,OJ
| l | f

Epr — Eg (lim,, ¢ Ear)(a,b) —— Es(a,b)

donde deducimos que el mapeo horizontal de en medio es un isomorfismo. Sin embargo, dado un n-
simplice en Eg(a,b), este es la imagen de un n-simplice en Er(a,b) para algin collar f : T'— S, 3. Se
concluye que t es suprayectiva. O

Recordemos que para todo collar T — S, 4, los n-simplices de €(T)(a,b) son banderas de conjuntos
TOCT'C---CT"con Jp CT° C T" C Vy. Usando la proposicién anterior tenemos el siguiente
corolario:
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Corolario 3.1.2. Para cualesquiera S € sSet y a,b € Sy, el conjunto simplicial €(S)(a,b) admite la
siguiente descripcidn. El conjunto de n-simplices en €(S)(a,b) consiste de las clases de equivalencias de

ternas (T, T — Sq.p, ?), donde:

» T — Su es un mapeo en Necg, ,

= T es un n-simplice de €(T)(ar,wr), i.e., una bandera T C T C ... C T™ de conjuntos con
Jr CTY CcT" C Vp
La relacion de equivalencia es la generada por la condicién de que (T, T — S, ?) es equivalente a

(U,U = S, ﬁ) si existe un mapeo de collares f : T — U sobre S tal que f.(T )= U. El i-ésimo
operador cara (resp. degeneracion) omite (resp. repite) el conjunto T* en la bandera.

3.1.1. Presentaciones de €(5)(a,b)

Nuestro siguiente objetivo es obtener una descripcién més simplificada del espacio de mapas Es(a,b).
Empecemos introduciendo algo de terminologia. Un collar marcado es un par (T, T) donde T es un
collar y ? algin n-simplice, i.e., una bandera de subconjuntos de Vi que contienen a Jp. La longitud de
la bandera es n. Un morfismo de collares marcados es un mapeo de collares f : T — U tal que f.(T) =
ﬁ. Notemos que no existen morfismos entre collaras marcados de diferente longitud. Finalmente, una
bandera ? = (T° C .-+ CT") se lamaréd flanqueada si Jr = T° y T™ = V. Notemos que todo mapeo
entre collares flanqueados (T, T') — (U, U ) es siempre suprayectivo (la imagen serfa un subcollar de U
con los mismos vértices y las mismas juntas [2.3.4)).

Flanqueanizacién. Dado un collar marcado (T, 7% C - - . C T™), existe un tnico subcollar 77 < T
cuyo conjunto de juntas y vértices son 70 y T™ respectivamente (todo collar estd determinado por
estos dos conjuntos ordenados). La unicidad nos indica que esta asociacién es funtorial. Es decir, a todo
morfismo T' — U de collares le corresponde un morfismo de collares flanqueados (T, T") — (U’, ﬁ)
Este funtor recibe el nombre de flanqueanizacién.

Lemma 3.1.3. Bajo la relacion de equivalencia del corolario anterior, cada terna (T,T — S,?) es
equivalente a una en la que la bandera estd flanqueada. Mds ain, dos ternas flanqueadas pertenecen a
la misma clase de equivalencia si y solo si pueden ser conectadas a través de un zigzag de morfismos de
collares marcados, en el cual cada terna es flanqueada.

Demostracion. Cada terna (T, T — S,T) es equivalente a la terna (T’,7" — S,T' = T) (obtenida de la
flanqueanizacién de la primera) via el morfismo 77 — T. Por otro lado, segtin la relacién de equivalencia
en el corolario[3.1.2] dos ternas son equivalentes precisamente si existe un zigzag de morfismos de collares
marcados que las conecte. El resultado de la segunda parte se sigue al aplicar la flanqueanizacién. [

Observacion 3.1.4. Tenemos por lo tanto, la siguiente presentacion de €(S)(a,b):

- Los n-simplices son clases de equivalencias de ternas flanquedas (T, T — S, ?), bajo la relacion
generada por morfismos de ternas flanqueadas.

- La i-ésima cara interior omite el conjunto T de la respectiva bandera. Mientras que la i-ésima
cara exterior aplica la flanqueanizacion a la operacion de omitir el extremo T" correspondiente.

- La i-ésima degeneracion expande la bandera al anadir el conjunto T* en el © + 1-ésimo lugar.

Esta presentacién de €(S)(a,b) fue mostrada originalmente a los autores Spivak y Dugger por Jacob
Lurie.

A continuacién analizaremos las suprayecciones de ternas flanqueadas.

Proposicién 3.1.5. Sean S un conjunto simplicial y a,b € Sp.

a) Sean T y U collares, U % S y T 4 S dos mapeos. Supongase que t es totalmente no degenerado
(ver . Entonces existe a lo mds un mapeo suprayectivo f : U — T tal que u =1to f.
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b) Consideremos el diagrama sdlido

UL
z

T

V— S

donde T,U y V son collares flanqueados, T — S es totalmente no degenerado, y f y g son
suprayecciones. Entonces existe un unico morfismo punteado de collares flanqueados que hace
conmutar el diagrama.

Demostracion. Primeramente hacemos la observacion de que si A — B es una suprayeccién de collares
y B # *, entonces la preimagen de cada cuenta de B es una cuenta de A. También se tiene que la imagen
de toda cuenta de A es una junta de B, o bien, una cuenta de B.

a) Este inciso se sigue del lemma y del hecho que para un collar T', la identidad idr es el nico
automorfismo.

b) La unicidad es garantizada por el inciso a). Sea B una cuenta de V' y sea Ug = g~ 1(B). Dado que
f es suprayectiva, se tiene que esta preimagen es una cuenta y que g(Ug) = B. Toda junta en U
que se colapsa a una junta en V', se debe colapsar a través de f a una junta de T', dado que T es
totalmente no degenerado. Se obtiene asi, un collar U’ al colapsar cada cuenta de U que se mapea
a una junta en V, y un diagrama

T
S

donde ¢’ induce una biyeccién entre las cuentas de U’ y V. Resolvemos este nuevo problema.
Para cada cuenta B de V, tenemos el morfismo f'¢’~' : B — T. Esta coleccién es claramente
compatible con los respectivos puntos iniciales y finales de cada cuenta, por lo que inducen un
morfismo [ : V = VB — T que hace conmutar el diagrama.

|

\/
o

—>

O

Corolario 3.1.6. Sean S un conjunto simplicial y a,b € Sy. Bajo la relacion de equivalencia del
corolario cada terna (T, T — S,T) es equivalente a una tinica (salvo isomorfismo sobre S) terna
(U,U — S,U) flanqueada y totalmente no degenerada. Especificamente, toda terna flanqueada y no
degenerada es un objeto final de su componente.

Observacion 3.1.7. De nuevo, tenemos la siguiente presentacion de €(S)(a,b):

- Los n-simplices son ternas (T, T — S, 7) flanqueadas y totalmente no degeneradas.

- La i-ésima cara interior omite el conjunto T de la respectiva bandera. Mientras que la i-ésima
cara exterior aplica la flanqueanizacion a la operacion de omitir el extremo T" correspondiente.

- La i-ésima degeneracion expande la bandera al ariadir el conjunto T* en el i 4+ 1-ésimo lugar.

Finalizamos con el resultado que sumariza los esfuerzos hechos en la presente seccién. Sea S un conjunto
simplicial y a,b € Sy. Para todo n denotamos por F,, a la categoria cuyos objetos son ternas marcadas
(T, T — S, T), y cuyos morfismos son mapeos de collares marcados, i.e., mapeos T'— T’ sobre S tales
que f(T") = (T")".

Proposicion 3.1.8. Para cada n > 0, el nervio de F,, es homotdpicamente discreto en sSetx



Demostracion. Por el corolario cada componente de F}, posee un objeto inicial, lo que significa que
cada componente del nervio N F;, es contractil. Esto prueba nuestra proposicion. O

Observacion 3.1.9. La proposicion dice que el morfismo candnico N(F,) — mo(NFE,) es una
equivalencia de Kan.
El funtor ¢ aplicado a conjuntos simpliciales ordenados

Lemma 3.1.10. Sea W un conjunto simplicial ordenado y sean a,b € VV% Entonces cada n-simplice

en €(W)(a,b) es representado de manera inica por una terna (T, T — W, T) en la cual T es un collar,

es una bandera flanqueada de longitud n y T — W es inyectivo.

Demostracion. Por el corolario cada n-simplejo en €(W)(a, b) es representado por una unica terna

(T, T — W, ?) flanqueada y totalmente degenerada. Basta probar que si O es ordenado, entonces
cualquier mapeo T' — W no degenerdo es inyectivo, lo cual se sigue del lemma [2.3.4 O

Corolario 3.1.11. Sea W wun conjunto simplicial ordenado, y sean a,b € Wy. Tenemos la siguiente
presentacion de €(W)(a,b)

- Los n-simplices son ternas (T, T ER S, ?) donde f inyectivo y ? es flanqueado.

- La i-ésima cara interior omite el conjunto T de la respectiva bandera. Mientras que la i-ésima
cara exterior aplica la flanqueanizacion a la operacion de omitir el extremo T" correspondiente.

- La i-ésima degeneracion expande la bandera al aniadir el conjunto T* en el i 4+ 1-ésimo lugar.

Ejemplo 3.1.12. Consideremos el conjunto simplicial S = A* ] . A? representado por:

|

I\

entonces, €(5)(0,3) se ve justamente como:

e —— 0 <— @

3.2. Modelos homotoépicos de €

En esta secciéon analizamos el tipo de homotopia de €, tal como se expusé en la introduccién del
presente capitulo. Empezamos con la descripcién del funtor €"°¢. Para un conjunto simplicial S y
vértices a,b € Sy, definimos:

¢hoe(8)(a,b) = hocolim €(T)(a,w) (3.3)

Te €c/s,

donde el modelo elegido para el colimite homotdpico es el que se presentd en la observacién [1.5.13] del
teoremal[I.5.12} la diagonal de la construccién simplicial barra. Especificamente, la diagonal del conjunto
bisimplicial cuyos (k,!)-simplices son parejas

(F:[k] %Nec/sa,b s x € [€(Fpy)(a,w)]i)

La regla de composicién se define andlogamente a Fg, de manera que el siguiente diagrama es natural
ena,bcyS:
¢(S9)hee(b, c) x €"o¢(8)(a,b) — €"°¢(S)(a,c)

l |

e(S)(b,¢c) x €(S)(a,b) — €(S)(a,c)
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y donde €"¢(S)(a,b) — €(S)(a,b) es la evaluacién de la transformacién natural del funtor derivado
izquierdo hocolim — colim. Tenemos por lo tanto un funtor ¢"°¢ : sSet — sCat y una transformacién
natural ¢"¢ — €. Sea * : ./\/'ec/sa,b — sSet el funtor constante en el objeto terminal de sSet. Por la
observacién 1.5.13] se tiene el isomorfismo hocolim * ~ N(Necg, ,). Para todo S — * en sSet afirmamos
que

¢hoe(8)(a,b) = €ho¢(x)(0,0)

es una equivalencia de Kan. En efecto, para todo collar T — 5, 5, tenemos una equivalencia homotdpica
¢(T (o, w)) ~ *. Sin embargo, el morfismo de arriba es la imagen de la transformacién natural dada por
estas equivalencias débiles, bajo hocolim, jsiendo este tltimo un funtor homotépico!

Dado que ambas categorias poseen el mismo conjunto de objetos, hemos obtenido una equivalencia de
Dwyer-Kan “puntual” ¢hoc =5 gNee,

Teorema 3.2.1. Para todo conjunto simplicial S, los mapeos €(S) « €hoc(S) — eNee(S) definidos son
equivalencias débiles de categorias simpliciales (equivalencias débiles en sCatg).

Demostracion. Ya hemos establecido que cada componente de €mo¢ = ¢Nec o5 una equivalencia de
Dwyer-Kan. Sean S un conjunto simplicial y a,b € Sy. Segin nuestro modelo, el colimite homotépico
¢"o¢(8)(a,b) es la diagonal del complejo bisimplicial cuya [-ésima fila es el nervio N(F}). Por otro lado,
el corolario nos dice que [€(S)(a,b]; = mo(N(F})). Sin embargo, de la proposicién tenemos
que NF; — mo(N(F})) es una equivalencia de Kan. Se concluye que ¢"°¢(S)(a,b) — €(S)(a,b) es una

equivalencia de Kan (ver[1.5.13|c). O

3.2.1. Modelos de categorizacion

Sea P — sSetya1, una subcategoria que contenga al objeto terminal. Para todo S € sSet y para todo
par a,b € Sy definimos
Q:P(S)(a7 b) = N(P/Sa,b)

Si P es cerrado bajo la operacién cufia V (i.e. para todo Py, P» € P, tenemos que P; V P, € P), entonces
el nervio usual induce de (por cambio de enriquecimiento) una categorfa simplicial €7 (S). Més atn,
obtenemos un funtor:

€’P
sSet —— sCat

Definicién 3.2.2. Llamamos a una subcategoria G — sSet categoria de rigidificacion si satisface
las siguientes propiedades:

(1) G contiene a la categoria Nec
(2) Para cada objeto X € G y cualquier coyar T, todos los mapeos T — X estdn contenidos en G, y
(3) Para todo X € G, el conjunto simplicial €(X)(o,w) es contrdctil.
La categoria G se dice es cerrada bajo cunas si también es cierto que
(4) Para todo par X,Y € G, se tiene X VY € G.

Proposicion 3.2.3. Sea G una categoria de rigidificacion. Entonces para cualquier conjunto simplicical
S y cualquier par de vértices a,b € Sy, el mapeo natural

erec(S)(a,b) — €9(S)(a,b)

inducido por la inclusion Nec — G, es una equivalencia de Kan. Si G es cerrado bajo cuiias, entonces
€nec(8) — €9(S) es una equivalencia de Dwyer-Kan.

Demostracion. Sea j : Nec /Sas — /5., €l funtor inducido por la inclusién Nec — G. Queremos probar
que Nj es una equivalencia de Kan. Para esto, por el teorema A de Quillerﬂ es suficiente verificar que

1Teorema A de Quillen. Sea F' : C — D un funtor. Supongamos que para todo objeto d € D la realizacién geométrica
|N(F,q)| es contractil, entonces [NC| — [N D| es una equivalencia débil. Demostracién ver [Hir03, T.19.6.14]
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todas las categorias rebanada de j son contréctiles. Asf, sea (X, X — S) en Gg, ,. La rebanada sobre este
objeto j/x es precisamente la categorfa Nec,x,, ., el nervio de la cual es €"°°(X)(c,w). Por el teorema
y por nuestras hipdtesis sobre G, es contractil. Esto demuestra la primera parte.

Para la segunda afirmacién, solo falta probar que mo€"*¢(S) — mH€9(S) es una equivalencia. Dado
que este funtor es la identidad en objetos, solo necesitamos ver que mo€"°¢(S)(a, b) — mo€Y(S)(a,b) es
una biyeccién. La suprayectividad se sigue por la hipétesis de que €(X)(a,w) es contrictil para todo
X — Sap y por lo tanto no vacio. Sean T' — S, y T — S, 1, tales que se conectan a través de un zigzag
en Gg, - SiY € G es un nodo del zigzag, dado que €(Y)(,w) # (), existe un collar Ty — Y. Existen
dos posibles casos

T <r7 Y T *> Y
Ty Ty

donde el morfismo punteado del primer diagrama es la composicién y el del segundo diagrama es alguno
que conecta a T con Ty, esto dltimo debido a que €(Y") (o, w) es contractil. Por este mismo argumento,
para dos nodos adyacentes Y y Y, los respectivos collares Ty y Ty se conectan, por ejemplo:

Yy — Y

[

TY TY ’

Por lo tanto T'y T" estan conectados por un zigzag sobre S, en Nec. Concluimos que €Ve¢(S) — €9(S)
es una equivalencia de Dwyer-Kan. O

3.3. Propiedades de la categorificacion

En esta seccién establecemos dos propiedades del funtor de categorizacién €. Primero, demostraremos
que existe una equivalencia débil €(X x V) ~ €(X) x €(Y). Posteriormente probaremos que si S — S’
es una equivalencia de Joyal, entonces €(S) — €(S”) serd una equivalencia de Dwyer-Kan. Por el lemma
[2.3.4]el producto finito de collares es un conjunto simplicial ordenado. Definimos a G como la subcategoria
plena de sSet ga1 cuyos objetos son productos finitos de collares con un mapeo f : OAY = Ty x---xT,

tal que f(0) < f(1).
Proposicion 3.3.1. G es una categoria de rigidificacion.

Demostracion. Necesitamos verificar que €(T X --- x Ty, ) (e, w) =~ *. Por motivos de exposicién la prueba
de esto hecho se posterga (ver [3.4.4)). O

Proposiciéon 3.3.2. Para todo par de conjuntos simpliciales X y Y, ambas categorias simpliciales
C(X xY) y €X) x €Y) tienen como conjunto de objetos Xy x Yy. Para cualesquiera ag,by € Xo,
a1, by €Yy, el mapeo natural

Q:(X X Y)(aoal, bobl) — Q:(X)(a(),bo) X C(Y)(al, bl)

inducido por los mapeos €(X xY) = €(X) y €(X xY) = €(Y) es una equivalencia de Kan. Mds ain,
el mapeo de categorias simpliciales

CX XY)—>C(X)xeYy)
es una equivalencia Dwyer-Kan.

Demostracion. Sea G la categorfa de rigidificacion definida al iniciar la seccién. Por el teorema [3.2.1]
la proposicién y la observacién [2.9.2b, serd suficiente probar la afirmacién para el funtor ¢9.
Consideremos el par de funtores:

¢
G/XXY 0y — (G/Xuy o X G/ Vs 0,)
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definidos por las correspondencias:
o (G f:G=XxY)= [(Gynxf), (G,myf)]
0: (G, f:G—=X),(Hh:H—=Y)]— (GxH,fxh)

Notamos que se esta utilizando el hecho de que G es cerrada bajo productos. Tenemos una transformacion
natural id — 6¢ definida para cada (G, f) como la diagonal

Gx@G

Iel S
N A‘Xﬂs/f

XxY

Del mismo modo obtenemos una transformacién natural ¢ — id definida en cada [(G, f), (H, h)] por
las proyecciones

GxH—"—— @G GxH—""—— 1
mf% / w(fm /

Como consecuencia, los funtores 6 y ¢ inducen en los nervios, equivalencias homotépicas inversas una

de la otra (ver [2.5.7). O
Denotamos por E : Set — sSet al 0-coesqueleto (ver la notacién empleada en [2.1.4)).

Lemma 3.3.3. Para cualquier n > 0, la categoria simplicial €(E™) es (débilmente) contrdctil en sCatg.
Esto es, para todo i, j el espacio de mapeos €(E™)(i,7) es (débilmente) contrdctil.

Demostracion. Por el teorema es suficiente probar que el espacio de mapeos €V¢(E™) = N ([Nec,gnl;,;)
es contrictil para todo par (i,7) € [n]. Observamos que si T es un collar, entonces cualquier mapeo
z: T — E"™ se extiende inicamente a un mapeo T : A[T] — E™. Esto se debe a la correspondencia
sSet(skoT, [n]) ~ sSet(T, E™) en donde skoT = skoA[T]. Consideramos los siguientes funtores:

fr9: (Necygn)ij — (Nec/gn)ij
dados por B
f: (T, T % E™) — (AT],A[T] & E™)
g (T,T 5 E™) — (A, A 25 pm)

una homotopia entre la identidad y el funtor constante Ng, y por lo tanto (’:Nec(En)(i, J) es contréctil.
Observemos que g es el funtor constante. Los morfismos T — A[T] y (a,w) : Al — T para cada collar
T, inducen transformaciones naturales id — f < g. Estas inducen en los nervios (ver [2.5.7)). O

Lemma 3.3.4. El funtor € : sSet — sCat manda monomorfismos a cofibraciones. Fs decir, el funtor
¢ preserva cofibraciones.

Demostracion. Sera suficiente probar que f : €(0A™) — €(A™) es una cofibracién en sCatp, para todo
n > 0. Tenemos dos casos:

0 <ioj<n. Entonces, dado que A™ es un conjunto simplicial ordenado, se tiene un isomorfismo
Nec/an ~ Necjgar , lo cual (por la proposicién i induce un isomorfismo
7 1,7

fij + €A™ (i 5) = €(A™)(i, )
i=0, j=mn. En virtud de la representacién del funtor € vista en [3.1.4) €(0A™)(0,1) — €(A™)(0,1)
es el subcomplejo generado por los n — 1 simplejos. Por lo cual, el mapeo fo1 es (ver 3.0.3) la

inclusién

fO,l . a((Al)nfl) N (Al)nfl
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Sea U : sSet — sCat el funtor considerado en la observacion [2.9.3] Por definiciéon, U manda genera-
dores de cofibraciones en sSetg a generadores de cofibraciones en sCatg, y por lo tanto, las preserva.
Afirmamos que

U@(Ah"h) —— €(0A™)

! -

u((ahrt) —— ¢(an)
es un pushout. Si e L AL e esotro cocono, entonces el morfismo ¢ : €an — A definido:
bii = kijfi) 0<ioj<n
7 lon : i=0,7=n
es el tinico que hace conmutar los evidentes diagramas. Se concluye que f es una cofibracién. O
Lemma 3.3.5. ND es una quasi-categoria para todo objeto fibrante en D € sCat

Demostracion. Para todo n > 1y para todo 0 < k < n, los siguientes diagramas son equivalentes:

A} —— ND e(Ap) — D
[ & «w]
A" ¢(AM)

donde €(I) es una cofibracién por el lemma Por lo tanto es suficiente probar que €(I) es una
equivalencia débil para toda inclusién I de cuerno interior. Por el mismo argumento usado en la prueba
del lema anterior, se tiene €(A})(4,7) — €(A™)(¢,7) es un isomorfismo para (4,5) # (0,n). Solo falta
probar que €(A})(0,n) — €(A™)(0,n) es una equivalencia de Kan.

Es relativamente facil ver que €(A7)(0,n) es la frontera del cubo €(A") = (A')" menos una de las
caras que contienen al vértice {0,n}; en efecto, esto se deduce de aplicar el funtor cocontinuo € al
coequalizador y de la descripcién de la categorizacién de n-simplejos estandares. Se concluye que el
conjunto simplicial en questién es contractil, y por lo tanto que €(I) es una equivalencia débil. O

Proposicién 3.3.6. El funtor €: sSet; — sCatp preserva equivalencias débiles.

Demostracién. Para cualquier conjunto simplicial X, el mapeo €(X x E™) = €(X) inducido por la
proyeccién es una equivalencia débil en sCat para toda n > 0. Esto se sigue al combinar la proposicion

332y el lemma[3:3:3
¢(X x B") & ¢(X) x ¢(EY) & c(X)

Dado que X [[ X — X x E! es una cofibracién en sSet, por el lemma CX)[eX)=¢X]][X) —
€(X x E™) es una cofibracién. Por lo cual €(X x E") es un objeto cﬂlndro de €(X) en sCat.

Ahora, sea D € sCat un objeto fibrante. El isomorfismo natural sCat(€(X), D) ~ sSet(X, ND) induce
una biyecciéon natural

N

[€(X), D] ~ [X,ND|g:

tal como lo evidencia el que la adjuncién preserve homotopias:

CX)[]E(X) ————— ¢(X x EY) XX X x B!
\ — - \ND/

Por el lemma [3.3.5) ND es un objeto fibrante en sSety. Asi, dada una equivalencia de Joyal S — S’,
tenemos (por naturalidad) la biyeccién

[€(5), D] ~ [€(5"), D]
para todo objeto fibrante D en sCat. Se concluye que €(S) — €(S’) es una equivalencia en sCatg. O

Observacion 3.3.7. Probaremos en el prdozimo capitulo que el hecho de que €(S) — €(S’) sea una
equivalencia débil es suficiente para que S — S’ lo sea.
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3.4. Conjuntos simpliciales fuertemente ordenados

El propdsito de esta seccién es probar que si T, ..., T;, son collares, el espacio de mapeos €(T; X - - - X
T,.)(a,b) ~ * es contractil siempre que a < b. Consideramos los conjuntos simpliciales ordenados que
poseen esta caracteristica:

Definicién 3.4.1. Un conjunto simplicial ordenado (X, =) es llamado fuertemente ordenado si,
para todo a = b, el espacio de mapeos €(X)(a,b) es contrdctil.

Observacion 3.4.2. Todo collar es fuertemente ordenado. Si X es un conjunto simplicial ordenado no-
temos que €(X)(a,b) # 0 si sy solo si a <Xb, por lo tanto la estructura simplicial de X estd determinada,
salvo homotopia, por el orden de sus vértices.

Lemma 3.4.3. Consideremos el diagrama pushout:

donde A, X yY son conjuntos simpliciales fuertemente ordenados, y tanto f como g son inclusiones
simples. Escribiendo B = X U Y, supongamos ademds que se satisfacen las siguientes condiciones:

= El conjunto de vértice de A es finito.

» Para todo vértice v € X, el conjunto Az< = {a € A: x < a} tiene un elemento inicial, esto es,
posee un elemento minimo.

» Para cualquier y €Y ya € A, si y < a entonces y € A.
Entonces B es fuertemente ordenado.
Demostracion. Ver [DS09, Apéndice A]. O

Proposicion 3.4.4. Sean Ty, ..., T, collares. Entonces el producto Ty X --- x T}, es un conjunto simplicial
fuertemente ordenado.

Demostracion. Empezamos con el caso en que cada collar es un simplejo estandar, esto es, probaremos
que P = A™ x ..-A™ es un conjunto simplicial ordenado. Escojamos a = b en P. Dado un collar 7'
y un mapeo T — A?m tenemos una factorizaciéon funtorial a través del sfmplice A[T] — AJ, definido
por la imagen de los vértices de T'. Por lo tanto, para todo morfismo 1" — P, ;, existe una factorizacién
funtorial a través de A[T] — P, ;. Por otro lado, si = es el 1-simplice (0,1) : A! — P, ;, tenemos
funtores:

f.9: (Necyp) — (Necyp)
f:(T'= P)— (A[T] — P)
g: (T—>P)—zx
y transformaciones naturales id — f y g — f:

(er,w)

T — AT

\/ | \/

Por consiguiente se tiene una homotopfa nula del nervio N(Nec/p, ,) = eNee(P)(a,b) y por el teorema
3.2.1) €(P)(a,b) ~ * es contractil. Para el caso general procederemos por induccién sobre el ntmero
de collares en un producto que no son cuentas. El caso k = 1 se prob6 en la primera parte de la
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demostraciéon. Supongamos que el resultado es cierto para todos los productos de collares con a lo mas
k — 1 collares que no son cuentas. Consideramos el producto

Y=T,x---xTy xD

donde cada T; es un collar, y D es un producto de cuentas. Escribimos T, = B; V - - -V B, como
descomposicién de cuentas, y hacemos

Py =(Tyx - xTp_1) X (B1V---VBj)x D

Por induccién P; es fuertemente ordenado, y por una segunda induccién probaremos que lo mismo es
cierto para toda P;. Asi, supongamos que P; es fuertemente ordenado para 1 < j < r. Denotando
A=P;j= Ty x -+ xTp_1) X AxDyQ= P; = (T1 x - -- x Ty—1) x Bj x D, obtenemos el cuadrado
pushout:

A—Q

[

Pj Emd Pj+1

donde A, P; y @ son conjuntos simpliciales fuertemente ordenados. Claramente las inclusiones A — P;
y A — @ son inclusiones simples. Es ahora evidente que las condiciones (i)-(iii) del lemma se
satisfacen y por lo tanto se termina la prueba. O
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Capitulo 4

Equivalencia de los modelos

4.1. Modelos de Dwyer-Kan para complejos de funciones de
cuasi-categorias

El marco cosimplicial candnico en sSet .

El objeto cosimplicial A B, sSet tiene la factorizaciéon A <5 Cat ﬂ> sSet, donde G es el funtor que a
cada [n] le asocia el grupoide G,, € Cat cuyo conjunto de objetos es [n] y para cada i, € [n] un unico
morfismo i — j.

La inclusién de categorias [n] < G,, induce una equivalencia de Kan en los nervios A™ — E™. Més
aun el diagrama

AM — =K 5 pn

S

nos indica que E™ es Kan-contréctil; lo cual es equivalente, por ser un complejo de Kan, a que sea
Joyal-contréctil. Dado que E* es Reedy cofibrante en c(sSet;) (para toda n > 0, el correspondiente
latching map es E"~! < E™, el cual es una cofibracién), para todo conjunto simplicial X tenemos por
lo tanto la resolucién cosimplicial de Reedy canénica E* x X — X en sSet .

Para revisar las propiedades fundamentales del producto join %, remitimos al lector a la seccién
Sea M un conjunto simplicial, y consideremos la inclusién natural M — M « A dada puntualmente
como M, ~ M, x A® — (M xA°), =[], ;e Mi x AY_, .

Definimos el conjunto simplicial Cr(M) como el cociente (M xA%) /M. Similarmente, definimos Cr,(M)
como el cociente (A%xM)/M de la respectiva inclusién M < A% M. Consideramos ademés a Cy (M)

definido como el pushout del diagrama:
OA' « M x OA' — M x Al

Obtenemos los espacios cosimpliciales Cp = Cr(A), O = Cr(A), Cbyy = Cep(A) vy Cryy = Coy(E).
Para cada n, las proyecciones (A" x A® ~ A"*1) — Al hacen de C}, un espacio simplicial sobre Al.
Similarmente para los otros tres. La retraccién id : A" x A? — A™ x A' — A" x A induce una entre
espacios cosimpliciales idg : C — C7,) — C§. Lo mismo para 7. Tomando ademés el mapeo inducido
por la transformacion natural A — FE, obtenemos el diagrama



Proposicién 4.1.1. Los espacios cosimpliciales Cy, C}, C’;yl y Cy son resoluciones cosimpliciales de
Al en c(sSetoar/). Es decir:

a) Cada uno de los espacios cosimpliciales Cy, C5, C: , y Cy son objetos cofibrantes en la categoria

cyl
de Reedy c(sSetyn1y).

b) Para todo n, los mapeos C — A, C? — A, C?

oyl Al y CR — A, son equivalencias de Joyal.

Demostracion. La parte a) es trivial, y los primeros tres casos es el lemmam Para ver que C% — Al
es una equivalencia de Joyal basta considerar el diagrama pushout:

E™ x OA! —— E™ x Al

en donde se ha utilizado el hecho de que sSet; es una categoria modelo propia izquierda. O

Definicién 4.1.2. Sean S € sSety y a,b € Sy. Definimos el conjunto simplicial Homg(a,b) como el
pullback:
sSetya1/(Ck, S) —— sSet(Ck, S)

| . i

W Set(9AY, S)
Definimos Hom(a,b), Homgyl(a,b) y HomE (a,b) de manera andloga. La ecuacion induce un
diagrama natural:

Hom%(a,b)

/

Hom% (a,b) —— Hom$'(a,b)

T~

Homk(a,b)
Observacion 4.1.3. Supongamos que S es una cuasi-categoria, es decir, un objeto fibrante en sSet ;.

a) Cada uno de los espacios definidos es un modelo del complejo de funciones hMapSSetaAl/(Al, 9).

b) Por el corolario m cada uno de los mapeos en el diagrama anterior es una equivalencia
de Kan entre complejos de Kan.

Observacion 4.1.4. El conjunto de n-simplices (Hom?%(a,b)),, consiste de todos los simplices a :
A 5 S tales que a| AT = b,y a|ALOLnY = g es el simplice constante en el vértice a. Similar-
mente, el conjunto (Hom5(a,b)), consiste de todos los simplices o : A"t — S tales que al A0} =g,
y af AlLn 1t = es el simplice constante en el vértice b.

Terminamos la seccién con el siguiente calculo del complejo de funciones homotdpico de un collar.
La clave estd en la observacién de que todo collar tiene el mismo tipo de homotopia de Joyal que un
simplejo estandar.

Proposicion 4.1.5. Sea T un collar. Entonces el complejo de funciones hMapsgset /(Al, T) es contrdctil.

aal
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Demostracion. Considerando cualquier simplejo A*, para todo n > 0 tenemos que todo mapeo Ch — AF
en sSetpar, factoriza a través de la proyeccion Cp — A, lo cual implica que el complejo de funciones
hMapsset, ., , (Al A¥) ~ x es constante. Dado que el mapeo canénico de cuasi-categorias T — A[T] es
una equivalencia de Joyal (corolario , se tiene que el mapeo inducido entre complejos de funciones

hMapssetaAl/(Al,T) = hMapSSetaAl/(Al, A[T)) ~ *

es una equivalencia de Kan, por lo que hMap,get (AL, T) es contéctil. O

aaly

4.2. Rigidificacién

Remarcamos que usaremos la estructura de Joyal en la categoria sSetya1,. En esta seccién proba-
remos que para cualquier conjunto simplicial S y cualquier par de vértices a,b € Sy el espacio de
mapeos €(S5)(a,b) de la categorificacién, es naturalmente Kan equivalente al complejo de funciones
hMapssetaAl/ (A1, S). Como corolario importante, probaremos que para cualquier categorfa simplicial D,
la counidad €(ND) — D es una equivalencia débil en sCat. Por abreviacién, escribimos hMap(S)(a,b)
para denotar al complejo de funciones homotépico hMapSSetaAl/ (AL)9).

Bajo esta linea de pensamiento, consideremos la subcategoria plena de ) < sSetga1, cuyos objetos
son espacios Y tales que €(Y)(a,b) ~ x y hMap(Y)(a,b) =~ = son contrictiles. Claramente por el
corolario [3.0.3] y la proposicién [I.1.5] Y contiene a la categorfa de collares Nec. Se tiene por lo tanto
que Y es una categoria de rigidificacion cerrada, por lo que podemos considerar el funtor €Y : sSet; —
sCat (ver definicién . Denotemos ademds por YV, a la subcategoria plena de ) que consiste de
aquellos objetos que son fibrantes, i.e., cuasi-categorias. Notemos que esta tultima, no es una categoria
de ridificacién. Sin embargo, denotamos por €Y7 (S)(a,b) al nervio N(yﬁb/sa L)

Sea C* una resolucién cosimplicial de Al en sSet;. Sea C* > R* 5 Al una factorizacién en un
cofibracién aciclica de Reedy seguida por una fibraciéon de Reedy, la cual serd necesariamente aciclica.
Los mapeos R™ — Al son fibraciones de Joyal, y dado que A! es Joyal fibrante, también lo es cada R".
Es facil ver ahora que C™ € Yy R" € V¢

Proposicién 4.2.1. Si S,, = S es un objeto fibrante en (sSetyar/)s, entonces existe un diagrama
conmutativo natural en el cual todas las flechas son equivalencias de Kan:

eNee(8) (a, b) ——— ¢Y(S)(a,b) «——— ¢Yrio(S)(a, b)

[ [

NASSGtaAI/(C', S) — NASSGtaAl/(R°, S)
donde C* > R* 5 A' es una descomposicion cofibrante fibrante de una resolucion cosimplicial C* de
A, Tenemos:

Demostracion. Las inclusiones Nec < Y <= Yy, v la descomposiciéon mencionada de C* inducen el
diagrama:

Nec s Vs ! Vrib g
[ [s
AsSetgar/(C*,S) «L— AsSetyni/(R",S)

cuyo nervio es el diagrama buscado. Por la proposicién el mapeo €V¢(S)(a,b) — €¥(S5)(a,b) es
una equivalencia de Kan. Por la propiedad 2-3 basta ver que Nj,Nk y NI lo son:

Para Nj ; Sea o : 1 — F un remplazo fibrante cofibrante en sSet; (esto siempre es posible, ver .
En virtud de la proposiciéon sea 8 : Fy — 17 una retraccién de o en la subcategoria de objetos
fibrantes. Definimos j' como la composicién

F B
Vis = Vriv ps — Vriv g
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Entonces existen transformaciones naturales 1 = j’j y 1 = jj’. Esto prueba que Nj’ es un inverso
homotépico de Nj.

Para Nk, notemos primeramente que el mapeo k estd definido por la correspondencia [[n], R® —
S] — [R™,R® — S]. Por el teorema A de Quiellen, es suficiente probar que las categorfas reba-
nada de k son contrictiles. Sea y = [V, Y — S] un objeto de yfib/s; entonces claramente k;, =~
AsSetyar/(R®,Y). Sin embargo, dado que Y es fibrante, sSetya1,(R°,Y) es un modelo del complejo de
funciones hMap(Y')(a’,b") el cual es contractil por definicién.

Por 1ltimo, el mapeo sSetgar/(R*,S) — sSetga1,(C*,S) es una equivalencia de Kan debido a que
C* — R’ es una equivalencia de Reedy entre objetos cofibrantes de Reedy y a que S es fibrante (corolario
. El resultado se sigue de la equivalencia homotépica NAK ~ K, para todo conjunto simplicial
K. O

Corolario 4.2.2. Sea S, = S una quasi-categoria y sea C* — Al una resolucién cosimplicial de A'
en sSetgar /. Entonces existe un zigzag de equivalencias débiles entre el espacio de mapeos €(S)(a,b) y
el complejo de funciones hMap(S)(a,b) = sSetonar,(C*, A).

Por conveniencia tipogréfica, denotaremos por A a la categorfa sSetya1, en lo que resta de la seccién.
La proposicion nos proporciona para toda resolucién cosimplicial C* de A', un zigzag simple de
equivalencias de Kan entre ¢N¢¢(S) y NAsSetya: /(C*,S). En la proposicién presentamos otro
zigzag simple de equivalencias de Kan entre estos dos conjuntos simpliciales. Definimos el zigzag simple:

Necys & AW A(AY, S) & AsSetyar/(C", S) (4.3)
por las correspondencias
¢: [T, T — S]— [A' = A[T] « T — S]
j: (O™ = 8) = (A & C™ — 8)

Proposicién 4.2.3. Sea S, un objeto fibrante en sSetjgnr, y C* una resolucion cosimplicial de Al

Entonces el nervio de
eNee(8) (a,b) ~2 N[AWTAJ(AL, ) &L NAsSetoar/(C, S)
es un zigzag de equivalencias homotopicas de Kan.

Demostracion. Probaremos que el siguiente diagrama induce uno de equivalencias homotépicas:

NGC/S _— y/S — AsSetaAl/(C',S)

i |

AW-TA(AL S) == AW~Y(AL,9)
J1

exceptuando 7 e i que definiremos a continuacién, todos los morfismos son los obvios. El funtor ¢ esta
dado por la proyeccién (Al <~ X — S) — (X — §), en donde A! ~ X implica que X € Y, gracias a
la invarianza homotépica de los complejos homotépicos de funciones y al hecho de que € es homotépico
(proposicién . Asi, el tridngulo derecho del diagrama es conmutativo y, por la propiedad 2-de-3, el
nervio de i es una equivalencia homotépica.

Describimos el funtor 7: A un objeto A! = X <~ Y — S de AW™LA(AL,S) le asociamos el zigzag
Al « P — S en AWL(ALS) via el pullback:

Al —
|
iz

= Al«—P— S

X Y’ S
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donde se intercambié el segmento X <~ Y — S por X Y’ — S via:

L
Al «—— AlxS —35 S

Habiendo definido 7, es claro que existen zigzags de transformaciones naturales entre mj;, jim y los
respectivos funtores identidad, y por lo tanto, estos funtores producen equivalencias homotopicas en
los nervios. Teniendo en cuenta que jo y la fila superior del diagrama original producen equivalencias
homotdpicas en los nervios (comentario y proposicion , para probar que N¢ es una equiva-
lencia, sera suficiente probar que im¢ produce una en el nervio. Existe un zigzag de transformaciones
naturales entre im¢ y Necg) — Vg, definido puntualmente por:

N

indicando que existe una homotopia en los respectivos nervios. Esto prueba que N (im¢) es una equiva-
lencia homotoépica de Kan. O

4.2.1. La counidad de la categorificacién

Proposicién 4.2.4. Sea D una categoria simplicial cuyos espacios de mapeos son todos complejos de
Kan, es decir, un objeto fibrante en sCat. Entonces la counidad END — D es una equivalencia de
Dwyer-Kan.

Demostracion. Puesto que Ob(EN D) = Ob(D), es suficiente probar que para todo par a,b € Ob(D) el
mapeo €(ND)(a,b) — D(a,b) es una equivalencia de Kan. Como es usual construiremos un diagrama
de equivalencias. Antes, realizamos un sencillo cdlculo: Consideremos la resolucién cosimplicial C* :=
C3 = A! definida en la seccién y notemos que para toda n, €(C™) es una categoria simplicial
con solo dos objetos, 0 y 1. Por la proposicién el mapeo €(C™)(0,1) — €(A)(0,1) ~ * es una
equivalencia de Kan, por lo tanto €(C™)(0,1) es contrictil, y claramente C* = C%; € Y. Ademss,
por el lema m tenemos que €(C*)(0,1) es Reedy cofibrante. Por lo tanto €(C*)(0,1) = * es una
resolucién cosimplicial de A® en sSetg. Ahora, haciendo N D, , = ND, consideramos:

¢(ND)(a,b) —— D(a,b)

!l il

colim €(T)(a,w) — colim &€(Y) (o, w) +——— chim e(C™)(0,1)

Nec,np Y,ND CinD
hocolim €(T) (e, w) —— hocolim €(Y)(a, w) «—— hocolim €(C™)(0,1) (4.4)
€ec/ND Y/ND IND
hocolim * ————~—— hocolim * = hocolim *
€c/ND Y/ND CInD
N(Nec/np) —————— N(YV/np) «———— NAsSetgar,(C*,ND)
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el cual es inducido horizontalmente por las inclusiones de categorias Nec — Y <> C°, y verticalmente
por los mapeos naturales y el hecho de que cada uno de los espacios €(T) (o, w), €(Y)(a,w) y €(C™)(0,1)
es contractil. Las equivalencias indicadas se deben a esto ultimo, a la proposicién [3.2.1] para la primer
columna, y al lema para la ultima fila. El mapeo vertical superior de en medio estd inducido
por la familia de morfismos €(Y)(«, 8) — D(a,b) adjunta a la familia de morfismos Y — ND,;. La
conmutatividad del diagrama es clara.

Por adjuncién, el mapeo hocolimgs/np, , €(C*)(0,1) — D(a,b) puede ser escrito como

hocolim C™(0,1) = colim C"(0,1) — D(a,bd)
Q(C.)/D(ayb) Q:(C.)/D(a.b)

donde D(a,b) es un complejo de Kan, y por lo tanto una equivalencia de Kan (Lema|4.2.5)). El resultado
se sigue de usar la propiedad 2-3 repetidas veces. O

Lemma 4.2.5. Sea U* cualquier resolucion cosimplicial del objeto final x en sSety. Entonces para
cualquier complejo de Kan X, la composicion

hocohm U" = colimU"™ — X

/x U x
es una equivalencia de Kan.

Demostracion. La afirmacion es cierta, por ejemplo, para la resolucién cosimplicial A®. En efecto, en
este caso A® es un objeto cofibrante en la estructura modelo proyectiva de sSet® /X | y dado que en esta
estructura colim: sSet®/x — sSet es un morfismo izquierdo de Quillen, tenemos:

hocolim A™ =5 colim A™ ~ X
)/ x Atyx

Ahora, sea V* <~ A* un remplazo cofibrante-fibrante de A* en sSetg. Entonces existe un zigzag U® —
V* < A® de resoluciones cosimpliciales sobre el punto. De este modo, serd suficiente probar que si
U* — V* es un mapeo entre resoluciones cosimpliciales de * = A® en sSetg, entonces el resultado para
cualquiera de ellas implica el resultado para la otra. Asi, sea X un complejo de Kan y consideramos el
mapeo natural AM(V*, X) =V* ) x = U*,x = AM(U*, X), el cual induce una equivalencia de Kan en
los respectivos nervios [I.6.7] Utilizando el hecho de que U — V es un mapeo de resoluciones sobre el
punto, tenemos el siguiente diagrama con las equivalencias indicadas:

NAMU*, X) —= hochohm* — hogohm ur —— cohm "
T /X /X
NAM(V* X)) —= hocohm* +—=— hocolimU" f —— coth”f — X

hocollm V" — cohm 1%
V/X /X

donde hemos utilizado la propiedad 2-3 repetidas veces. La afirmacién se sigue de inmediato. O

4.3. Complejos de funciones relativos

Para todo espacio K en sSet;, hemos visto que K x E™ — K es una fibracién aciclica de Joyal y por
lo tanto K x E®* — K es una resolucion cosimplicial de K en sSets. Ahora, dada una cofibracién fija
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A — B, definimos C'§(B, A) como el espacio cosimplical obtenido del pushout:

cAx E®* —— cBx E*®

ek
cA>—>C’E(B,A)

Dado que sSet§ es propia a la izquierda, el pushout preserva equivalencias de Joyal y asi Cy,(B, A) es
una resolucién cosimplicial de B en (sSet ) 4,. Ademads, notando que cA x E*® ~— c¢B x E* es resolucién
cosimplicial de A — B en sSet;, obtenemos para todo espacio X fibrante en sSet ;:

sSet(Cy(B,A),X) —— sSet(cB x E*, X)

l - l (4.5)

sSet(cA, X) ——— sSet(cA x E*, X)
Donde el pie derecho es una fibracién de Kan debido a que cA x E® — c¢B x E*® es una cofibracién de
Reedy de resoluciones cosimpliciales en sSet; (Corolario [1.6.7)).
Definicién 4.3.1. Sea A — B una cofibracion. Sean X un objeto fibrante en sSety y f: A — X un

morfismo de espacios. Definimos hMapa(B, X) como el complejo de funciones en sSet 4 :

sSet4/(Cy(B, A), X) —— sSet(Cy(B,A), X)

l - l (4.6)

* 7 sSet(cA, X)

Notemos que en particular hMapa (B, X) es un complejo de Kan.

Observacion 4.3.2. Pegando los cuadrados limites (4.5) y (4.6)), se observa que el complejo hMap (B, X)
puede ser calculado como el pullback del diagrama x — sSet(cA x E®, X) < sSet(cB x E*, X)

En el caso particular de la inclusién JA! ~— Al las resoluciones C%(A,0A) y C% de Al sobre
OA' coinciden. Por lo tanto, para todo objeto fibrante S en (sSet;)..., se tiene hMapgai (AL, S) =
Hom?3,(a,b) .

Proposicion 4.3.3. Sea A — B una cofibracion, y sea C' cualquier conjunto simplicial. Sea X una
cuasi-categoria , y sean A — X y A x C — X un par de morfismos adjuntos. Entonces

hMapa(B,X) ~hMapaxc(B x C,X)
es un isomorphismo natural.

Demostracion. Por adjuncién, tenemos el isomorfismo de diagramas:

% ——— sSet(cA x B*, X%) «———— sSet(cB x E*, X%)

| ¥ i

* —— sSet((cAx C) x E*, X) «—— sSet((¢cB x C) x E*, X)

El resultado se sigue por el comentario hecho después de la definicién O
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Dado un morfismo de cofibraciones:
A—— B

l l (4.7)

A —— B’
obtenemos para cada f : A — X un mapeo hMapa/ (B', X) = hMapa(B, X) de complejos de funciones

inducido por el diagrama conmutativo:

hMapa (B',X) —— sSet(B’ x E*, X)

; l

hMapa(B, X) —— sSet(A'[[4 B x E*, X) —— sSet(B x E*, X)

| I l

« ————— sSet(A' x E*, X) —— sSet(A x E*, X)

de cuadrados pullback. En efecto, los dos rectdangulos largos son pullbacks por definiciéon de hMap y el
cuadrado derecho lo es por la continuidad del funtor representable sSet(e, X), la afirmacion se sigue por
la propiedad débil 2-de-3 del pullback.

Proposicién 4.3.4. Supongamos dado un cuadrado como en (4.7), y sea L : A'[[ 4, B — B’ el morfismo
inducido por el pushout. Para cualquier co-categoria X y cualquier objeto f : A — X, si L es una
cofibracion, entonces el morfismo hMapa(B', X) — hMapa(B, X) es una fibracién de Kan, aciclica si
L lo es.

Demostracion. Aplicar el corolario al pie derecho del cuadrado pullback superior derecho en el
diagrama anterior. O

Proposicién 4.3.5. Sea A — B una cofibracion, sean By — B y By ~— B tales que B = B; U Bsy. Sea
X una oo-categoria X y f: A — X cualquier morfismo. Entonces lo siguiente es un cuadrado pullback
ast como un cuadrado pullback homotdpico:

hMapa(B,X) ———» hMapang, (B1,X)
I |
hMapanp,(B2, X) — hMapanp,np,(B1 N Bz, X)
donde cada mapeo es una fibracion de Kan.

Demostracion. El hecho de que cada morfismo sea una fibracion de Kan se tiene de aplicar la proposicién
[4337] cuatro veces. Para esto solo debemos fijarnos que cada latching map es una cofibracién, lo cual es
claro al analizar las cuatro caras laterales del cubo:

ANBiNBy —  AnNB

— -

AQBQ J

/

By N By B
r

A
|~

B
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Para probar la primera afirmacién de la proposicién, consideremos el diagrama (inducido al aplicar sSet
al cubo anterior):

* —— sSet(AN By x E*, X) +—— sSet(By x E*, X)

| | |

* —> sSet(AﬁBl ﬁBQ X E.,X) — SSEt(Bl QBQ X E',X)

T T I

% —— sSet(AN By x B*,XY) «————— sSet(By x E*, X)

El limite del diagrama se puede construir de dos formas: calculando el pullback de los pullbacks ver-
ticales, o bien, calculando el pullback de los pullbacks horizontales. Lo primero produce al complejo
hMapa(B, X). Lo segundo al pullback del diagrama:

hMap ang, (B2, X) —— hMapanp,nB,(B1 N B2, X) «—— hMapang, (B1,X)

La siguiente proposicién utiliza los dos resultados anteriores:

Proposicion 4.3.6. Sea f: X — Y un morfismo de oco-categorias. Supdngase que para todo a,b € X
el mmapeo inducido hMapaai (AY, X) — hMapgar (AL,Y) es una equivalencia de Kan. Entonces, para
cualesquiera dos 1-simplejos f,g € X1 (considerados como un solo morfismo A x At — X ), el mapeo:

hMapaAlel(Al X AI,X) — hMapgAlel (AI X AI,Y)
es una equivalencia de Kan.

Demostracion. Ver [DS11}, P.6.7]. O

4.4. DK-equivalencias para cuasi-categorias

Definicién 4.4.1. Un morfismo f: X — Y de conjuntos simpliciales se dice DK-equivalencia si las
siguientes dos condiciones son satisfechas:

1) El mapeo inducido H(sSets)(x, X) — H(sSets)(x,Y) es una biyeccion.

2) Para todo par de vértices a,b € X, el mapeo inducido hMapsSetOA/ (Al X) — hMapsS@tM/ (ALY)
es una equivalencia de Kan.

Lemma 4.4.2. Sea f: X = Y wuna fibracion de Joyal entre cuasi-categorias, y asumase que f satisface
la condicion (2) de la definicion|4.4.1] Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f tiene la PLD respecto a los morfismos ) — A° y {0,1} — E*;

b) [x, X]|p1 — [x,Y]g1 es una biyeccion;

c) f tiene la PLD respecto a ) — A° (equivalentemente, f es suprayectiva);

)
)
)
d) [ satisface la condicion (1) de la definicion[{.4.1]

Demostracién. Dado que E' ~ E' x % es un objeto cilindro para * en sSets, tenemos (b) < (d).
Probaremos la cadena (a) = (b) = (¢) = (a):
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i) (a) = (b). La suprayectividad es obvia. Para la inyectividad, sean a, 8 € X tales que f(a) ~ f(8),
es decir, existe el diagrama sélido conmutativo:

* Lok *%) X

(0’1& = lf

El —— Y

El hecho de que f posea la PLD respecto a * LI * — E', nos garantiza la existencia de una
homotopia entre o y 3.

ii) (b) = (c). Sea o € Y, entonces existe 3 € X y una homotopia E* — Y tales que h(0) = f(8) y
h(1) = a. Al ser f: X — Y una fibracién de Joyal, tenemos un levantamiento de esta iltima a X.
Esto garantiza la existencia de una preimagen de a en X.

iii) (¢) = (a). Finalmente, supongamos la existencia de un problema de extension:

Lol

E' 2y
al ser f una fibracién de Joyal, existe un levantamiento:
{0} —=—= X

17

E! v

donde, haciendo o/ = 4/(1), tenemos que f(a’) = v(1) = f(8). Sea F la fibra de f sobre (1),
obtenemos el diagrama pullback de complejos homotoépicos:

F s X SSetaAl/(C;%,]:a/wg) Em— SSetaAl/(O;{7Xa’,B)
I I |
A0 ﬂ) Y SSetaAl/(C;%,AO) E— sSetaAl/(Ck7Y,y(1)’,y(1))

(El mapeo indicado es una fibracién aciclica de Kan por la propiedad (2) de f). Esto prueba que
sSetga1/(Ck, F) es contrictil, y por lo tanto, del corolario concluimos que €(F)(a/,08) ~ *
es contractil. Similarmente se prueba que los espacios €(F)(a/,«), €(F)(8,8) vy €(F)(B,a/) son
contractiles. Se concluye de inmediato que los objetos o’ y B son isomorfos en la categorfa ho-
motépica 7(F) ~ mo&(F). Luego, por la deﬁnicién existe una homotopfa E' — F. Definiendo
+'" como la composicién E* — F — X y hym, donde 7: E? — E' es la proyeccién dada por 0 — 0,
1—1y 21, tenemos:

Bty B Y x
! s
B2y
Aqui, el mapeo vertical izquierdo es una cofibracién aciclica de Joyal, dado que E'V E' y E? son

contréctiles. Por lo tanto, por ser f una fibracién de Joyal, existe un levantamiento £? — X cuya

restriccién 02
F' S5 E* 5 X

es una homotpia entre a y «'.

76



Proposicion 4.4.3. Sean X, Y, X', y Y’ cuasi-categorias.

i) Si f: X =Y es una fibracion de Joyal y una DK-equivalencia, y g: Y' — Y es cualquier mapeo,
entonces X Xy Y' — Y’ es una fibracion de Joyal y una DK-equivalencia.

i1) La coleccion de DK-equivalencias es cerrada bajo 2-3.

1i1) Consideremos el diagrama:
X —»Y«—Z

Il w

X/ Y/ Z/

donde todos los mapeos son fibraciones de Joyal y todos los mapeos son wverticales son DK-
equivalencias. Mds ain, si P y P’ son los pullbacks de las dos respectivas filas, y asumimos que
PP, XX xyvwY,yZ — Z xy'Y son fibraciones de Joyal, entonces P — P’ es una
DK-equivalencia.

Demostracion. i) El pulllback Y’ xy X — Y es ciertamente una fibracién de Joyal. Adem4ds, dado
que f posee la PLD respecto al mapeo ) — A9, el pullback también la posee, y por lo tanto
f* satisface la condicién (2) de Par ver que este satisface la condicién (1) basta considerar
que si C* es una resolucién cosimplicial de Al, entonces para toda eleccién de vértices tenemos el
diagrama pullback:

SS@taAl/(C.,Y/ Xy X) R — SS@taAl/(C.,X)
I [
SS@taAl/(C.7YI) E— SSGtaAl/(C.,Y)
en sSetg.

i1) La coleccién de biyecciones en Set satisface la propiedad 2-3, de ahi que (1) de la satisfaga.
Por otro lado, dado que las equivalencias de Kan poseen la propiedad 2-3, y por el hecho de que
toda DK-equivalencia es suprayectiva, se concluye que (2) de satisface dicha propiedad.

iii) Para ver que P — P’ satisface la condicién (2) de la definicién [4.4.1} consideramos para un par
de puntos dados (a1,a2) y (b1,b2) en P’, la imagen del diagrama 4.8 bajo el funtor sSetgaiar;.
El resultado se sigue de la proposicién y el lemma [T.2.10] aplicado en sSetg.

Asi, para probar que P — P’ satisface la propiedad (1) de la deﬁnicic’)n serd suficiente ver (en
virtud de la proposicién [4.4.2)) que es suprayectiva. Sea (a1, as,a3) € P’ = X' Xy Z'; como Y — Y’
es una DK-equivalencia, en particular existe by € Y haciendo (a1, az2,b2) y (as, az,ba) vértices de
X' xy' Y y Z' Xy, Y respectivamente. Por el inciso ) y i), tenemos que X — X’ xy+ Y es una
DK-equivalencia, y por lo tanto existe by € X en la imagen inversa de (a1, as,bs). Similarmente
existe bg € Z en la imagen inversa de (as, ag, b2). Claramente, (b1, b, bs) estd en la imagen inversa
de (a1, aq,a3) bajo P — P’.

O

Lemma 4.4.4. Sea X yY cuasi-categorias, y f: X — Y una fibracion de Joyal y una DK-equivalencia.
Entonces para cada n > 0 los siguientes mapeos son también fibraciones de Joyal y DK-equivalencias

a) XA 5vy4a” c) X9AT 5 yoA”
b) XM - YA d) X2 = X092 xyoan YA
Demostracion. Ver [DS11) Lemma 7.5]. O

Proposicién 4.4.5. Si f: X - Y es una DK-equivalencia entre cuasi-categorias, y ademds una fibra-
cion de Joyal, entonces [ es una fibracion de Kan aciclica.
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Demostracion. Todo problema de levantamiento:

OA" —— X

b

A" —— Y

posee al menos una solucion si y solo si, el mapeo pullback XA™ — X92" xy0an Y2 es suprayectivo en
los vértices. (Un problema es un vértice del codominio, y su conjunto de soluciones es la imagen inversa
de dicho vértice.) Pero este dltimo es una DK-equivalencia por la proposicién anterior, y en particular,
una suprayeccién en los vértices.

O

4.5. Equivalencia de Quillen entre los modelos de (1, oc0)-categorias

Proposicién 4.5.1. Sea f: X — Y cualquier morfismo en sSety. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

i) f es una equivalencia débil en sSety. (Equivalencia de Joyal)
it) €(f): €(X) — €(Y) es una equivalencia débil en sCat. (Equivalencia de Dwyer-Kan)
1it) f es una DK-equivalencia.

Demostracion. i) = ii). Esto es la proposicién [3.3.6} es decir, el funtor € es homotdpico.
i1) < i1i). Para probar esta equivalencia, usaremos el siguiente argumento: Las condiciones i) y i)
son invariante bajo equivalencias de Joyal, esto es, si tenemos el siguiente cuadro conmutativo

X ==X

b

Yy =Y

donde los mapeos horizontales son equivalencias de Joyal, entonces f satisface i¢) (respectivamente #ii))
si y solo si f lo hace. Esto se sigue de inmediato por el hecho de que € es homotdpico (para el caso 7)),
y por la invarianza homotdpica de las propiedades (1) y (2) de la definicién Asi, utilizando un
remplazo fibrante, sera suficiente probar la afirmacion para el caso en que X y Y sean cuasi-categorias.

Ahora, para una cuasi-categorfa X tenemos (proposicién [2.6.8)) que [*, X] estd en biyeccién con las
clases de isomorfismos en la categoria homotdpica mp€(X), y por otro lado, que para todo par a,b €
X existe (corolario un zigzag natural de equivalencias de Kan entre el complejo de funciones
hMapgar (A, X, p) v el espacio de mapas €(X)(a,b). Por lo tanto, para un mapeo f: X — Y entre
cuasi-categorias, obtenemos:

[¥, X] ——— [*,Y] hMapoar (A, X) —— hMapyar (A, Y)
(X)), —— m€(Y) . ¢(X)(a,b) ——— &(Y)(fa, fb)

El resultado se sigue de inmediato. N

1) < iii). Sea f: X — Y una DK-equivalencia. Sea Y »— Y una aproximacién fibrante cofibrante.
Descomponiendo la composicion X — Y — Y en una cofibracién aciclica de Joyal seguida de una
fibracion de Joyal:

~

I

=

~

2

!/

e —

=~

—>
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La implicacién i) = i) recientemente probada y la propiedad 2-3 de las DK-equivalencias, implican
que el mapeo horizontal inferior es una fibracién aciclica de Joyal. La proposicién [f.4.5| nos dice entonces
que este dltimo es una equivalencia de Joyal, terminando la prueba. O

Teorema 4.5.2. La adjuncion:

N
sSety &t sCat
¢

es una equivalencia de Quillen.

Demostracion. Debemos probar que para todo objeto K en sSets y para todo objeto fibrante D en
sCat, para que un mapeo K — N(D) sea una equivalencia de Joyal es necesario y suficiente que el
morfismo adjunto €(K) — D sea una equivalencia de Dwyer-Kan.

Necesidad. El morfismo adjunto es la composicién €(K) — €(N(D)) — D. Asi, por la proposicién
que este sea una equivalencia debil es equivalente a que €(K) — €(N (D)) lo sea, y esto dltimo es
cierto dado que € un funtor homotdpico.

Suficiencia. Si €(K) — D es un remplazo fibrante de €(K'), entonces que el adjunto

K — N(€(K)) — N(D)
sea una equivalencia de Joyal es equivalente, por la proposicion a que
¢(K) = C(N(E(K))) = €(N(D))

sea una equivalencia de Dwyer-Kan. Pero esto ultimo sucede tal y como lo muestra el siguiente diagrama:

\ | N

C(K) — (N (E(K))) — €(N(D))
¢K) —>— D
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