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Introducción

En el 2003 Kevin P. Knudson y Mark E. Walker definieron en [KW03] una
teoŕıa de homoloǵıa de variedades algebraicas que, bajo ciertas hipótesis, se re-
duce a la homoloǵıa del espacio topológico BG/Q donde G es un grupo discreto,
Q es un grupo finito actuando por automorfismos sobre G, BG es la realización
geométrica del nervio de G visto como categoŕıa y la acción de Q sobre BG
es la inducida por la acción de Q en G. Surgió entonces el interés del estudio
de la homoloǵıa del espacio cociente BG/Q. Denotemos por C∗(G) el complejo
barra de G, es decir, Cn(G) es el grupo abeliano libre generado por el conjunto
{[g1| · · · |gn]|gi ∈ G} y observemos que C∗(BG) = C∗(G) donde C∗(BG) es el
complejo de cadenas celular de BG. Knudson notó que existe un isomorfismo
Cn(BG/Q) ∼= Cn(G)Q aśı que decidió estudiar la homoloǵıa de los puntos fi-
jos del complejo barra en [Knu06] pese a que este isomorfismo no se extiende
en general a un isomorfismo de cadenas. En este art́ıculo definió los grupos de
homoloǵıa y cohomoloǵıa de cadenas invariantes

HQ
∗ (G,A) =H∗(C(G,A)Q)

H∗Q(G,A) =H∗(Hom(C(G)Q, A)).

Aunque estos grupos en general no calculan la homoloǵıa del espacio cociente,
śı lo hacen para ciertos casos, los cuales eran precisamente los casos de interés
para Knudson ([Knu06] Corolario 2.3 y Proposición 2.4).

Por otra parte, existen dos versiones de homoloǵıa relativa de grupos. Una
es la definida por Iain T. Adamson en [Ada54] y la otra por Satoru Takasu en
[Tak59]. La versión de Adamson fue generalizada después por Ernst Snapper
en [Sna64] mediante la homoloǵıa de representaciones por permutaciones. Esta
última, aunque es una definición puramente algebraica, tiene su interpretación
geométrica como la homoloǵıa de espacios clasificantes respecto a familias de
subgrupos.

Es aśı como, motivados en los dos temas anteriores, en el presente trabajo
estudiamos una versión de homoloǵıa relativa de cadenas invariantes al estilo de
Adamson. Para ello generalizamos la definición hecha por Knudson para definir
los grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa de Q-representaciones por permutacio-
nes y después, como caso particular, tenemos la homoloǵıa relativa de cadenas
invariantes.

Para esto en el caṕıtulo uno damos los conceptos y resultados que se ocu-
parán en los caṕıtulos posteriores. En particular se desarrollará la versión ho-
mológica de la teoŕıa de las representaciones por permutaciones de Frobenius,
pues en [Sna65] sólo se trata la versión cohomológica. Probaremos el siguiente
teorema.
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Introducción 4

Teorema 1.5.13. (Análogo a Teorema 10.1 en [Sna65]) Sea (G,X) una repre-
sentación de Frobenius. La sucesión espectral del Teorema 1.5.7 que relaciona
H∗(G,A) y H∗(X,G;A) cumple:

1. E2
p,q ⇒ Hp+q(G,A).

2. El término inicial E2
p,q = 0 si p y q son mayores a cero.

3. E2
p,0 = Hp(G,X;A) para p ≥ 0.

4. E2
0,q = Hq(H,A) donde H < G es el grupo de isotroṕıa de un elemento

arbitrario x0 ∈ X.

En el caṕıtulo dos se desarrolla la teoŕıa de homoloǵıa y cohomoloǵıa de
cadenas invariantes de Q-representaciones por permutaciones. Probaremos la
siguiente relación entre la homoloǵıa de representaciones y su versión invariante.

Teorema 2.1.5. Sea (G,X) una Q-representación y A un grupo abeliano con
acciones de Q y G triviales. Entonces existe una acción de Q en Hn(G,X;A)
y un homomorfismo

HQ
n (G,X;A) −→ Hn(G,X;A)Q

para todo n ≥ 0 el cual es un isomorfismo si |Q| es invertible en A.

Probaremos algunos resultados que son comunes en la teoŕıa de homoloǵıa
de grupos usual (Sección 1.3). Por ejemplo, la homoloǵıa en dimensión cero se
seguirá del siguiente teorema.

Teorema 2.3.4. Si la acción de G en X es transitiva, entonces el homomor-
fismo (∂1 ⊗ IdA)Q : (B1(X)⊗G A)Q −→ (B0(X)⊗G A)Q es cero.

Corolario 2.3.5. Dada una Q-representación (G,X) tal que la acción de G en

X es transitiva, se cumple que HQ
0 (G,X;A) ∼= A y H0

Q(G,X;A) ∼= A.

Probaremos el siguiente resultado sobre sucesiones exactas largas para co-
eficientes.

Teorema 2.4.2. Sean A, A′ y A′′ grupos abelianos tales que Q y G actúan
trivialmente sobre ellos y 0 −→ A′ −→ A −→ A′′ −→ 0 una sucesión exacta. Sea
(G,X) una Q-representación por permutaciones. Entonces existe una sucesión
exacta larga en cohomoloǵıa

0 −→ H0
Q(G,X;A′) −→H0

Q(G,X;A) −→ H0
Q(G,X;A′′)

−→ H1
Q(G,X;A′) −→ H1

Q(G,X;A) −→ · · ·

Además, si H1(Q,Bn(X) ⊗G A′) = 0 para todo n ≥ 0, entonces existe una
sucesión exacta larga en homoloǵıa

· · · −→ HQ
1 (G,X;A) −→HQ

1 (G,X;A′′) −→ HQ
0 (G,X;A′)

−→ HQ
0 (G,X;A) −→ HQ

0 (G,X;A′′) −→ 0.

También mostraremos la existencia de una sucesión espectral que relaciona
la homoloǵıa y cohomoloǵıa.
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Teorema 2.5.1. Existe una sucesión espectral con

E2
pq = ExtpZ(HQ

q (G,X;Z), A)

y que converge a Hp+q
Q (G,X;A).

También construiremos los mapeos transfer y veremos que cumplen la si-
guiente propiedad usual.

Teorema 2.6.1. Sea (G,X) una Q-representación por permutaciones y H un
subgrupo de ı́ndice finito Q-invariante tal que hay un conjunto de representan-
tes de G/H Q-invariante. Sea z indistintamente elemento de HQ

∗ (G,X;A) o
H∗Q(G,X;A). Entonces corGHres

G
H(z) = [G : H]z.

En el tercer caṕıtulo damos la definición y propiedades de la homoloǵıa rela-
tiva de cadenas invariantes la cual denotaremos por HQ

n ([G,H];A). Probaremos
que se reduce a la homoloǵıa absoluta de cadenas invariantes si el subgrupo H
es normal.

Corolario 3.1.4. Si H es un subgrupo normal de G, entonces HQ
n ([G,H];A) =

HQ
n (G/H,A) y Hn

Q([G,H];A) = Hn
Q(G/H,A).

Daremos una interpretación topológica para la homoloǵıa relativa.

Teorema 3.2.5. Sea A un Q-G-módulo con acciones triviales de Q y G tal que
|Q| es invertible en A. Entonces,

HQ
∗ ([G,H];A) = H∗(BF(H)(G)/Q,A)

donde F(H) es la familia generada por H, BF(H)(G) = EF(H)(G)/G y EF(H)(G)
es el modelo descrito en el teorema anterior.

Concluimos el caṕıtulo con un ejemplo de cálculo de homoloǵıa relativa para
G = S3, Q = Z2 = 〈t〉 donde la acción de t sobre G es conjugación por el
elemento (1 2), H un subgrupo de G de orden 2 y A = Zm un Q-G-módulo con
m ≥ 3 un entero impar no divisible entre 3 y tal que Q y G actúan trivialmente
sobre A. Entonces,

HQ
p ([G,H], A) =


A p = 0
0 p ≡ 1, 2mod 4
A/3A p ≡ 3mod 4
T3(A) p ≡ 0mod 4, p > 0.

Otras ideas desarrolladas en este trabajo corresponden a la siguiente ob-
servación. Si Q actúa por automorfismos en G tenemos definido el producto
semidirecto y es natural preguntarse si existe alguna relación entre la homo-
loǵıa usual de grupos de este grupo y la homoloǵıa de cadenas invariantes. En
el cuarto y último caṕıtulo demostramos el siguiente teorema que muestra que
śı hay relación en el caso en el que el orden del grupo Q es invertible en los
coeficientes.

Teorema 4.2.4. Sea Q un grupo finito tal que |Q| es invertible en A. Entonces,
HQ
q (G,A) ∼= Hq(Goϕ Q,A).
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Concluimos este caṕıtulo ejemplificando el uso del corolario anterior calcu-
lando los grupos HQ

q (G,A) para Q = Z2 = 〈t〉, G = Zn y A = Zm con m impar
donde tg = g−1 para todo g ∈ G y la acción de G y Q sobre A es trivial.

HQ
q (G,A) =

 Zm q = 0
Z(m,n) q ≡ 0 , 3mod 4 , q > 0
0 otro caso.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos básicos de álgebra homológica

En esta sección recordaremos algunos conceptos comunes de álgebra ho-
mológica que se usarán en los siguientes caṕıtulos. No daremos las demostracio-
nes de muchos hechos pues se pueden encontrar en textos de álgebra homológica
o topoloǵıa algebraica, por ejemplo [Wei94].

Durante esta sección R denotará un anillo asociativo con unidad.

Definición 1.1.1. Un R-módulo graduado es una sucesión de la forma C =
(Cn)n∈Z de R-módulos. Diremos que x ∈ C es de grado n si x ∈ Cn.

Definición 1.1.2. Un mapeo de grado p de un R-módulo graduado C en otro
C ′ es una familia de homomorfismos de R-módulos f = (fn : Cn −→ C ′n+p)n∈Z.

Definición 1.1.3. Un complejo de cadenas sobre R es una pareja (C, d) tal que
C es un R-módulo graduado y d : C −→ C es un mapeo de grado -1 y tal que
d2 = 0. A tal mapeo d le llamamos el diferencial y generalmente lo omitire-
mos de la notación, sólo diremos que C es un complejo de cadenas. Definimos
las fronteras B(C), los ciclos Z(C) y la homoloǵıa H(C) como Z(C) = ker d,
B(C) = im d y H(C) = Z(C)/B(C). Todos estos son módulos graduados.

En la definición anterior, si el mapeo es de grado +1 usaremos supeŕındices en
lugar de sub́ındices para denotar el grado, C = (Cn)n∈Z. En general añadiremos
el prefijo “co” a la terminoloǵıa, por ejemplo, cofronteras B(C), cociclos Z(C)
y cohomoloǵıa H(C).

Definición 1.1.4. A un mapeo f : C −→ C ′ de grado 0 entre dos complejos de
cadenas (C, d) y (C ′, d′) tal que fd = d′f lo llamaremos mapeo de cadenas.

Definición 1.1.5. Una homotoṕıa h entre dos mapeos de cadenas f, g : C −→
C ′ es un mapeo de grado uno h : C −→ C ′ tal que d′h+ hd = f − g. Si hay una
homotoṕıa entre f y g diremos que son homotópicos y escribiremos f ' g.

Teorema 1.1.6. Un mapeo de cadenas f : C −→ C ′ induce un mapeo H(f) :
H(C) −→ H(C ′) y H(f) = H(g) si f ' g.

Definición 1.1.7. Un mapeo f : C −→ C ′ se dice equivalencia homotópica
si existe un mapeo de cadenas f ′ : C ′ −→ C tal que f ′f ' idC y ff ′ ' id′C .
Diremos que es equivalencia débil si H(f) es un isomomorfismo.

7
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Teorema 1.1.8. Una equivalencia homotópica es una equivalencia débil.

Teorema 1.1.9. Una sucesión exacta corta

0 −→ C ′
i−→ C

π−→ C ′′ −→ 0

de complejos de cadenas induce una sucesión exacta larga en homoloǵıa:

· · · −→ Hn(C ′)
H(i)−→ Hn(C)

H(π)−→ Hn(C ′′)
∂−→ Hn−1(C ′) −→ · · · .

El homomorfismo conexión ∂ es natural en el sentido que dado un diagrama
conmutativo

0 // C ′ //

f ′

��

C //

f

��

C ′′

f ′′

��

// 0

0 // E′ // E // E′′ // 0
con renglones exactos, induce un diagrama conmutativo

Hn(C ′′)
∂ //

f ′′∗
��

Hn−1(C ′)

f ′∗
��

Hn(E′′)
∂ // Hn−1(E′).

Definición 1.1.10. Dado un R-módulo A, una resolución de A es una sucesión
exacta de R-módulos

· · · −→ F2
∂2−→ F1

∂1−→ F0
ε−→ A −→ 0.

Si cada Fi es un módulo proyectivo (libre) diremos que la resolución es proyectiva
(libre).

En general nos interesará trabajar con anillos muy particulares, los llamados
anillos de grupo.

Definición 1.1.11. Sea G un grupo. Definimos el anillo de grupo entero de G,
denotado por ZG, como el grupo libre abeliano generado por los elementos de G.
La multiplicación en este grupo está dada por la multiplicación en G extendida
linealmente a todo ZG.

A un módulo sobre un anillo de esta forma le llamaremos G-módulo en lugar
de ZG módulo. En tal caso, un G-módulo A equivale a tener un homomorfismo
de grupos G −→ Aut(A). Si ga = a para todo g ∈ G, a ∈ A, diremos que A es
un G-módulo trivial.

1.2. Sucesiones espectrales

En esta sección recordaremos conceptos y propiedades de las sucesiones es-
pectrales (ver [Wei94] o [Mac63]).

Definición 1.2.1. Un módulo Z-bigraduado es una familia E = {Ep,q}, p, q ∈
Z, de módulos. Un diferencial d : E → E de grado (−r, r− 1) es una familia de
homomorfismos {dp,q : Ep,q → Ep−r,q+r−1} tal que d2 = 0. La homoloǵıa de éste
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módulo Z-bigraduado, H(E), bajo un diferencial d, es otro módulo Z-bigraduado
dado por

Hp,q(E) = ker dp,q/ im dp+r,q−r+1.

Definición 1.2.2. Una sucesión espectral E = {Er, dr} es una sucesión de
módulos Z-bigraduados E2, E3..., tales que cada Er posee un diferencial dr :
Erp,q → Erp−r,q+r−1, r = 2, 3, ... de grado (−r, r − 1) y tal que se cumple el
isomorfismo H(Er, dr) ∼= Er+1. Observemos entonces, que cada pareja (Er, dr)
determina a Er+1 pero no a dr+1. El módulo bigraduado E2 es llamado término
inicial.

Sean E y E′ sucesiones espectrales con términos iniciales Ea y E′a respec-
tivamente. Un homomorfismo f : E → E′ es una familia de homomorfismos

fr : Er → E′r, r ∈ Z, r ≥ a,

de módulos bigraduados, es decir, de grado (0, 0) tales que drf = fdr y fr+1 es
el inducido por fr en homoloǵıa.

Sea E una sucesión espectral con término inicial (Ea, da). Definimos los
submódulos bigraduados Ca y Ba de Ea como Ca = ker da y Ba = im da.
Podemos ver entonces al siguiente término de la sucesión como Ea+1 = Ca/Ba

y da+1 : Ca/Ba → Ca/Ba. Definimos ahora Ca+1 y Ba+1 como los submódulos
bigraduados de Ea tales que

ker da+1 = Ca+1/Ba e im da+1 = Ba+1/Ba. (1.2.3)

Se tiene entonces que Ba ⊆ Ba+1 ⊆ Ca+1 ⊆ Ca y por lo tanto Ea+2 =
(Ca+1/Ba)/(Ba+1/Ba) = Ca+1/Ba+1. Iterando este proceso podemos encon-
trar submódulos bigraduados de Ea, Cr y Br, tales que ker dr = Cr/Br−1 e
im dr = Br/Br−1. Se va a cumplir entonces

Ba ⊆ Ba+1 ⊆ . . . Br ⊆ Cr . . . ⊆ Ca+1 ⊆ Ca

y Er+1 = Cr/Br. Definimos los módulos bigraduados C∞ y B∞ como C∞ =
∩r≥aCr y B∞ = ∪r≥aBr. Tenemos entonces que B∞ ⊆ C∞ (de lo contrario
existiŕıa un elemento x ∈ Bk para algún k, tal que x /∈ Cl para algún l, lo cual
no puede ser pues si k ≤ l Bk ⊆ Bl ⊆ Cl y si k > l Bk ⊆ Ck ⊆ Cl). Definimos

E∞ = C∞/B∞. (1.2.4)

Considerando lo anterior, tener un homomorfismo f : E → E′ entre dos
sucesiones espectrales con términos iniciales Ea y E′a es equivalente a tener un
homomorfismo f : Ea → E′a de módulos bigraduados tal que f(Cr) ⊆ C ′r,
f(Br) ⊆ B′r y tal que todos los diagramas

Cr−1/Br−1 dr //

f∗

��

Cr−1/Br−1

f∗

��

C ′r−1/B′r−1 dr // C ′r−1/B′r−1

son conmutativos. Es claro aśı que f : E → E′ induce un homomorfismo f∞ :
E∞ = C∞/B∞ → E′∞ = C ′∞/B′∞.
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Definición 1.2.5. Sea E una sucesión espectral con término inicial Ea. La
sucesión se llama de primer cuadrante si Erp,q = 0 para p < 0 o q < 0. Se llama
acotada por abajo si para cada n ∈ Z existe un entero s(n) tal que si p < s(n),
entonces Erp,q = 0 para todo q ∈ Z tal que p+ q = n.

Teorema 1.2.6. Sea f : E → E′ un homomorfismo de sucesiones espectrales
con términos iniciales Ea y E′a. Si existe r ∈ Z tal que fr : Er → E′r es un
isomorfismo, entonces fs : Es → E′s es un isomorfismo para todo s ≥ r. Más
aún, si las sucesiones son acotadas por abajo, f∞ : E∞ → E′∞ es también un
isomorfismo.

Sea M un R−módulo. Una filtración de M es una familia de submódulos
FpM de M , p ∈ Z, tales que

· · · ⊆ Fp−1M ⊆ FpM ⊆ Fp+1M ⊆ · · · .

Decimos que una filtración es finita si FpM = 0 para un p ∈ Z lo suficientemen-
te pequeño y FpM = M para un p ∈ Z suficientemente grande. Una filtración
induce un módulo graduado al que llamaremos módulo graduado asociado, de-
notado por GrM , y que está dado por GrpM = FpM/Fp−1M . Si el módulo M
es un módulo graduado, una filtración de M es una filtración {FpMn}p∈Z para
cada n ∈ Z. Tenemos aśı un módulo bigraduado, Grp,qM , dado por

Grp,qM = GrpMp+q = FpMp+q/Fp−1Mp+q.

Diremos que un elemento en Grp,qM tiene grado de filtración p, grado com-
plementario q y grado total p + q. Para simplificar la notación es costumbre
suprimir el sub́ındice q y escribir GrpM = FpM/Fp−1M Diremos que la filtra-
ción anterior es acotada si para cada n ∈ Z la filtración {FpMn}p∈Z es finita.

Teorema 1.2.7. Sea FpM una filtración finita del módulo M . Si existe q ∈ Z
tal que GrpM = 0 para todo p 6= q, entonces GrM = M .

Definición 1.2.8. Sean M y M ′ R-módulos con filtraciones FpM y FpM
′. Di-

remos que un homomorfismo f : M → M ′ preserva filtraciones si f(FpM) ⊆
FpM

′. En tal caso hay un homomorfismo inducido Gr f : GrM → GrM ′ defi-

nido por componentes Grp f : GrpM → GrpM
′ donde Grp f(x) = f(x).

Teorema 1.2.9. Sean M y M ′ módulos con filtraciones finitas FpM y FpM
′

respectivamente, y sea f : M →M ′ un homomorfismo que preserva estas filtra-
ciones. Si Gr f es un isomorfismo, entonces f es un isomorfismo.

Sea C un complejo de cadenas con filtración FpC acotada. Tenemos entonces
una filtración inducida FpH(C) del módulo graduado H(C) dada por

FpH(C) = im{H(FpC)→ H(C)}
= {x|x ∈ Z ∩ FpC}
=

(Z∩FpC)+B
B

donde Z es el subcomplejo de los ciclos de C y B el subcomplejo de las fronteras.
Nótese que en la última igualdad es necesario tomar la suma de los módulos
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Z ∩FpC y B pues este último no necesariamente es un submódulo de Z ∩FpC.
Tenemos aśı entonces

GrpH(C) = FpH(C)/Fp−1H(C)

=
Z∩FpC+B
Z∩Fp−1C+B

=
Z∩FpC+(Z∩Fp−1C+B)

Z∩Fp−1C+B Pues Fp−1C ⊆ FpC

=
Z∩FpC

(Z∩FpC)∩(Z∩Fp−1C+B) Por el 2o Teo. de isomorfismo

=
Z∩FpC

Z∩Fp−1C+B∩FpC

es decir,

GrpH(C) =
Z ∩ FpC

Z ∩ Fp−1C +B ∩ FpC
. (1.2.10)

Definición 1.2.11. Una sucesión espectral {Er, dr} se dice que converge a un
módulo graduado H si existe una filtración acotada F de H tal que para cada
p ∈ Z se tienen isomorfismos E∞p

∼= FpH/Fp−1H de módulos graduados, es
decir, GrHn =

⊕
p+q=nE

∞
p,q. Denotaremos esto por E2 ⇒ H.

Teorema 1.2.12. [[Mac63], XI.3.1] Una filtración F de un complejo de cadenas
(C, d) induce una sucesión espectral E = {Er, dr}r∈N tal que

E0
p
∼= FpC/Fp−1C y E1

p
∼= H(FpC/Fp−1C),

es decir,

E0
p,q
∼= FpCp+q/Fp−1Cp+q y E1

p,q
∼= Hp+q(FpC/Fp−1C).

Teorema 1.2.13. Si en el Teorema 1.2.12 la filtración F es acotada, la sucesión
inducida converge a H(C), E2 ⇒ H(C), es decir, E∞p

∼= GrpH(C).

Definición 1.2.14 ([Wei94], V.5.2.7). Una sucesión espectral con término ini-
cial Ea se dice que colapsa en Er, r ≥ 2, si en Erp,q hay exactamente una
columna o un renglón distinto de cero. Notemos que en tal caso Er = Er+1 =
· · · = E∞.

Teorema 1.2.15. Sea {Er, dr} una sucesión espectral que converge a un módulo
graduado H, E ⇒ H. Si la sucesión colapsa en Es, entonces Hn

∼= Esp,q, donde
Esp,q es el único módulo distinto de cero con p+ q = n.

Llamaremos bicomplejo ([Bro82], VII.3) a un módulo Z-bigraduado C =
{Cp,q} con dos diferenciales, uno horizontal d′ de grado (-1,0) y otro vertical d′′

de grado (0,-1) tal que d′d′′ = d′′d′

Cp−1,q

d′′

��

Cp,q
d′oo

d′′

��

Cp−1,q−1 Cp,q−1.
d′oo

Podemos convertir un bicomplejo C en un complejo de cadenas usual TC al
que llamaremos complejo total y que está dado por (TC)n =

⊕
p+q=n Cp,q con

diferencial d de grado -1 dado por d|Cp,q
= d′ + (−1)pd′′.
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Definimos una filtración de TC a la que llamaremos primera filtración dada
por Fp(TC)n =

⊕
i≤p Ci,n−i. Si el bicomplejo C es tal que para cada grado n

sólo un número finito de módulos Cp,q, p+ q = n, es distinto de cero, entonces
la filtración es finita y se tiene una sucesión espectral inducida {Er} la cual
converge a H∗(TC) por el Teorema 1.2.13. En esta sucesión espectral se tiene
que

E0
p,q =

Fp(TC)p+q
Fp−1(TC)p+q

= Cp,q.

El diferencial d0
p : E0

p −→ E0
p está dado por d0

p(x) = d′(x) + (−1)pd′′(x) para
x ∈ Cp,q. En vista del isomorfismo anterior, y puesto que d′x ∈ Cp−1,q, podemos
considerar al diferencial como d0

p = (−1)pd′′. Por lo tanto, E1
p,q = Hq(Cp,∗), la

homoloǵıa vertical del bicomplejo C. Consideremos x ∈ Cp,q = E0
p,q un ciclo

del complejo Cp,∗. Al aplicarle el diferencial total tenemos que dx = d′x +
(−1)pd′′x = d′x. Por lo tanto, el diferencial d1

p : E1
p −→ E1

p−1 está dado por

d1
px = dx = d′x. Aśı, podemos ver que el término E2

p de la sucesión espectral es
la homoloǵıa horizontal de la homoloǵıa vertical del bicomplejo C.

Análogamente, podemos considerar la filtración del bicomplejo C dada por
Fp(TC)n =

⊕
j≤p Cn−j,j , a la cual llamaremos segunda filtración. En este caso

también tenemos una sucesión espectral asociada, la cual converge aH(TC) y tal
que E0

p,q = Cq,p, d
0
p = d′, E1

p,q = Hq(C∗,p) y d1
px = (−1)qd′′x. Hay que observar

que, aunque estas dos filtraciones inducen sucesiones espectrales convergentes al
mismo módulo, estas en general no tienen el mismo término E∞p = GrpH(TC)
ya que las filtraciones no son las mismas.

1.3. Homoloǵıa de grupos

Sean G un grupo, M un G-módulo y F una resolución proyectiva de Z sobre
ZG, donde Z lo consideramos como un G-módulo con acción trivial. Considere-
mos el complejo de cadenas F ⊗GM y el complejo de cocadenas (diferencial de
grado uno) HomG(F,M) . Definimos la homoloǵıa de G con coeficientes en M
como la homoloǵıa de F ⊗GM ,

H∗(G,M) = H∗(F ⊗GM)

y la cohomoloǵıa de G con coeficientes en M como la cohomoloǵıa del complejo
HomG(F,M),

H∗(G,M) = H∗(HomG(F,M)).

En particular, si M es el grupo ćıclico infinito Z y G actúa de forma trivial
sobre él, denotamos simplemente por H∗(G) y H∗(G) a los grupos H∗(G,Z) y
H∗(G,Z) respectivamente.

Como las resoluciones proyectivas son únicas salvo homotoṕıa y los funtores
− ⊗G M y HomG(−,M) preservan homotoṕıas, estos grupos de homoloǵıa y
cohomoloǵıa están bien definidos.

Veamos algunas propiedades de los grupos de homoloǵıa.

Teorema 1.3.1 ([Bro82], III.6). Dada una sucesión exacta 0 → M → M ′ →
M ′′ → 0 de G-módulos, existe una sucesión exacta larga

··· → H1(G,M ′)→ H1(G,M ′′)→ H0(G,M)→ H0(G,M ′)→ H0(G,M ′′)→ 0.
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Demostración. Sea F una resolución proyectiva de Z sobre ZG. Como cada
Fi es proyectivo, se tiene que cada sucesión 0 → Fi ⊗G M → Fi ⊗G M ′ →
Fi ⊗G M ′′ → 0 es exacta, por lo cual tenemos definida la sucesión exacta de
G-cadenas 0 → F ⊗G M → F ⊗G M ′ → F ⊗G M ′′ → 0 la cual induce una
sucesión exacta larga en homoloǵıa por el Teorema 1.1.9, la cual es precisamente
la sucesión dada.

Definición 1.3.2. Dado un G-módulo M definimos el grupo de coinvariantes
MG como MG = Z⊗GM .

Teorema 1.3.3. Sea G un grupo y M un G-módulo. Entonces H0(G,M) =
MG.

Demostración. Consideremos una resolución proyectiva F de Z sobre ZG de la

forma · · · → F1
d1→ F0

ε→ Z → 0. Puesto que el funtor − ⊗G M es exacto por

la derecha, F1 ⊗GM
d1⊗1→ F0 ⊗GM

ε⊗1→ Z⊗GM → 0 es exacta, y por lo tanto
im(d1⊗1) = ker(ε⊗1) y como ε⊗1 es sobre, Fo⊗GM/ ker(ε⊗1) ∼= Z⊗GM = MG.
De H0(G,M) = F0 ⊗GM/ im(d1 ⊗ 1) se tiene el isomorfismo buscado.

Teorema 1.3.4 ([Wei94] 6.1.11). Sean G un grupo y M un G-módulo con
acción trivial. Entonces existe un ismomorfismo H1(G,M) ∼= G/[G,G]⊗M .

Una resolución libre de Z sobre ZG, con G un grupo arbitrario, que nos
será de utilidad más adelante es la resolución estándar ([Bro82],I.5). Está dada
de la siguiente manera. Sea Bn(G) el grupo abeliano libre generado por las
(n + 1)-adas (g0, g1, ..., gn) con cada gi ∈ G. Consideremos una acción de G
sobre este conjunto dada por g(g0, g1, ..., gn) = (gg0, gg1, ..., ggn) con g, gi ∈ G
y extendida linealmente a todo Bn(G), entonces Bn(G) es un G-módulo. Sea
d : Bn+1(G)→ Bn(G) el diferencial de este complejo dado por

d(g0, ..., gn) =

n∑
i=0

(−1)i(g0, ..., ĝi, ...gn)

donde el “gorro”denota que ese elemento ha sido omitido. Definimos la aumen-
tación ε : B0(G) → Z como ε(g) = 1 para cada g ∈ G. Es claro que tanto el
diferencial como la aumentación son homomorfismos de G-módulos. Para ver
que cada Bn(G) es un G-módulo libre basta notar que Bn(G) tiene una base
sobre ZG dada por todas las (n+1)-adas tales que su primer elemento es un uno.
Veamos que d2 = 0 y denotemos por (ĝi) la (n + 1)-ada donde se han omitido
gi y por (ĝi, ĝj) la (n+ 1)-ada donde se ha omitido gi y gj (en ese orden):

d2(g0, ..., gn) =
n∑
i=0

(−1)id(ĝi)

=
n∑
i=0

(−1)i[
∑
j<i

(−1)j(ĝj , ĝi) +
∑
i<j

(−1)j−1(ĝi, ĝj)]

= 0.

Tenemos entonces un complejo de cadenas, sólo falta ver que es aćıclico.
Para ver esto, podemos verificar que el complejo que construimos es contráıble,
o equivalentemente, que la identidad en B∗(G) es homotópica al homomorfismo
de cadenas cero, idB∗(G) ' 0, incluso sólo como Z-módulos (pues la aciclicidad
no depende de la estructura de G-módulo). Sea entonces h : Bn(G)→ Bn+1(G)
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el homomorfismo de Z-módulos dado por h(g0, ..., gn) = h(gi) = (1, g0, ..., gn) =
(1, gi) para n ≥ 0 y h(1) = (1) para n = −1 y veamos que es la homotoṕıa
buscada. Si n > 0

(dh+ hd)(gi) = dh(gi) + hd(gi)

= d(1, gi) + h
n∑
i=0

(−1)i(ĝi)

= (gi) +
n∑
i=0

(−1)i+1(1, ĝi) +
n∑
i=0

(−1)i(1, ĝi)

= (gi)

Si n = 0
(dh+ hε)(g0) = dh(g0) + hε(g0)

= d(1, g0) + h(1)
= (g0)− (1) + (1)
= (g0)

lo cual muestra que h es una homotoṕıa entre idF y 0.
Notemos que los elementos de la base de Bn(G) pueden ser escritos como

(g0, ..., gn) = g0(1, g−1
0 g1, ..., g

−1
0 gn)

= g0(1, g−1
0 g1, g

−1
0 g1g

−1
1 g2, ..., g

−1
0 g1g

−1
1 · · · g

−1
n−1gn)

= g0(1, g′1, g
′
1g
′
2, ..., g

′
1g
′
2 · · · g′n)

donde g′i = g−1
i−1gi, i = 1, 2, ..., n. Vemos entonces que Bn(G) tiene una base

de la forma (1, g1, g1g2, ..., g1 · · · gn) la cual denotaremos por [g1|g2| · · · |gn]. Se
tiene entonces, con esta notación barra, que d =

∑n
i=0(−1)idi donde cada di

está dado por

di[g1|g2| · · · |gn] =

 g1[g2| · · · |gn] si i = 0
[g1| · · · |gi−1|gigi+1|gi+2| · · · |gn] si 0 < i < n
[g1|g2| · · · |gn−1] si i = n.

Podemos normalizar esta resolución tomando el cociente B∗(G) = B∗(G)/D∗
donde D∗ es el subcomplejo de B∗(G) dado por los elementos (g0, g1, ..., gn)
tales que gi = gi+1 para algún i, o en la notación barra, D∗ es el subcomplejo
generado por los elementos [g1| · · · |gn] tales que gi = 1 para algún i. Es claro
que hD∗ ⊆ D∗, donde h es la homotoṕıa de contracción de B∗(G), la cual induce
entonces una homotoṕıa de contracción en B∗(G), y por lo tanto B∗(G) también
es resolución libre de Z sobre ZG.

Sea M un G-módulo. Consideremos el complejo C∗(G) dado por

C∗(G) = B∗(G)⊗G Z (1.3.5)

al que llamaremos complejo barra de G. En particular Cn(G) es isomorfo al
grupo abeliano libre generado por {[g1| · · · |gn]|gi ∈ G}. En general, el complejo
= B∗(G) ⊗G A está generado por elementos de la forma a ⊗ [g1|, · · · |gn] y el
operador frontera d : Cn(G,M)→ Cn−1(G,M) está dado por

d(a⊗ [g1| · · · |gn]) = ag1 ⊗ [g2| · · · |gn]+

n−1∑
i=2

(−1)ia⊗ [g1| · · · |gi−1gi| · · · |gn] + (−1)na⊗ [g1| · · · |gn−1].
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Análogamente, un elemento en HomG(B∗(G),M) se puede considerar como
una función de n variables f : Gn → M pues a cada elemento [g1| · · · |gn] le
podemos asociar (g1, ..., gn) ∈ Gn. El operador cofrontera δ : Cn−1(G,M) →
Cn(G,M) es de la forma

δf(g1, ..., gn) = g1f(g2, ..., gn)

+

n−1∑
i=2

(−1)if(g1, ..., gi−1gi, ...gn) + (−1)nf(g1, ..., gn−1).

Podemos usar la resolución barra normalizada y en tal caso obtenemos el com-
plejo C∗N (G,M) ⊆ C∗(G,M), donde f(g1, ..., gn) = 0 si gi = 1 para algún i.

Para concluir esta sección recodaremos una sucesión espectral que relaciona
la homoloǵıa de los grupos en una sucesión exacta corta de grupos.

Teorema 1.3.6 (Hochschild-Serre). Para cualquier extensión de grupos 1 →
H → G → Q → 1 y cualquier G-módulo M , hay una sucesión espectral de la
forma

E2
p,q = Hp(Q,Hq(H,M))⇒ Hp+q(G,M).

1.4. Homoloǵıa de cadenas invariantes

En esta sección definiremos la homoloǵıa de cadenas invariantes definida por
Kevin P. Knudson en [Knu06].

Consideremos un grupo finito Q actuando por automorfismos sobre un grupo
G. Sea A un grupo abeliano con acciones triviales de G y Q y consideremos el
complejo C∗(G,A) definido como C∗(G)⊗A donde C∗(G) es el complejo barra
definido en 1.3.5 . Entonces hay una acción inducida de Q sobre C∗(G,A) dada
por

q([g1| · · · |gn]⊗ a) = [qg1| · · · |qgn]⊗ a.

Definimos entonces los grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa de cadenas invarian-
tes como

HQ
∗ (G,A) =H∗(C(G,A)Q) (1.4.1)

H∗Q(G,A) =H∗(Hom(C(G)Q, A)). (1.4.2)

Lema 1.4.3. Sea A un G-módulo con acción trivial. Entonces C∗(G) ⊗ A ∼=
B∗(G)⊗G A y Hom(C∗(G), A) ∼= HomG(B∗(G), A).

Demostración. C∗(G)⊗ A = (B∗(G)⊗G Z)⊗A. Como la acción de G sobre A
es trivial, Z ⊗ A ∼= A como G-módulos y usando la asociatividad del producto
tensorial se tiene el primer isomorfismo. Análogamente Hom(Z, A) ∼= A como
G-módulos, y usando la adjunción del funtor Hom y

⊗
se sigue el segundo

isomorfismo.

Mediante este lema podemos ver que si la acción de Q sobre el grupo G es
trivial, entonces los grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa de invariantes son los
grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa usuales.

Cabe notar que estos grupos de homoloǵıa tienen una interpretación to-
pológica de la siguiente manera ([Knu06], §2). Sea EG la realización geométrica
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del conjunto simplicial generado por G ([May99]§16.4), es decir, cada elemento
de G es un vértice de EG y cada (n + 1)-ada (g0, ..., gn) de elementos de G es
un n-simplejo de EG. Los operadores cara están dados por

di(g0, ..., gn) = (g0, ..., ĝi, ..., gn)

donde ĝi denota que el elemento gi ha sido removido. Los operadores degenera-
ción están definidos por

si(g0, ..., gn) = (g0, ..., gi, gi, ..., gn).

G actúa libremente sobre EG por la fórmula g · (g0, ..., gn) = (gg0, ..., ggn). El
cociente de EG por esta acción es el espacio clasificante BG de G. La acción
de Q sobre G induce una acción celular de Q sobre BG con la propiedad de
que si un elemento de Q fija un simplejo, entonces lo fija puntualmente. Esto
da estructura a BG de Q-CW -complejo y el cociente BG/Q también es un
CW -complejo. Es fácil ver que los grupos Cn(BG/Q) son los grupos de Q-
coinvariantes Cn(G)Q. Consideremos el mapeo norma N : Cn(G) −→ Cn(G)Q

el cual induce un mapeo N̄ : Cn(G)Q −→ Cn(G)Q donde N(x) =
∑
q∈Q qx para

todo x ∈ Cn(G). El orden de Q anula tanto al kernel como al cokernel y puesto
que Cn(G)Q = Cn(BG/Q) es un grupo abeliano libre, kerN es el grupo trivial.
Sea D∗ el complejo cokerN .

Teorema 1.4.4. ([Knu06] Proposición 2.1) Sea Q = Zp con p un primo. En-
tonces para n ≥ 0, Dn = Cn(GQ,Zp). Por lo tanto hay un isomorfismo

Hn(D∗) ∼= Hn(GQ;Zp).

Aśı hay una sucesión exacta larga en homoloǵıa

· · · → Hn(BG/Q,Z)→ HQ
n (G,Z)→ Hn(GQ,Zp)→ Hn−1(BG/Q,Z)→ · · · .

De aqúı se sigue el siguiente corolario.

Corolario 1.4.5. ([Knu06] Corolario 2.3) Si Q = Zp y GQ = {e}, entonces
existe un isomorfismo

Hn(BG/Q,Z) ∼= HQ
n (G,Z).

Este corolario nos da, en este caso en particular, una interpretación topológi-
ca para la homoloǵıa de invariantes. Otro caso con interpretación semejante es
el siguiente.

Teorema 1.4.6. ([Knu06] Proposición 2.4) Si |Q| es invertible en A, entonces
el mapeo

H∗(BG/Q,A) −→ H∗(G,A)

es un isomorfismo.

En general hacer cálculos de grupos de homoloǵıa HQ
∗ (G,A) a partir de la

definición no es algo simple, pero en algunos casos tenemos otras alternativas,
por ejemplo, mediante el siguiente teorema.
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Teorema 1.4.7. ([Knu06] Proposición 3.3) Sea G un grupo y sea A un grupo
abeliano con acciones de G y Q triviales. Si |Q| es invertible en A, entonces el
mapeo natural

i∗ : HQ
∗ (G,A) −→ H∗(G,A)Q

es un isomorfismo.

Otra herramienta para hacer cálculos y que es análoga a la teoŕıa usual de
homoloǵıa de grupos es el transfer ([Knu06] §4). Si K < G es Q invariante, es
decir, qK ⊆ K para todo q ∈ Q tal que existe un conjunto de representantes de
clases laterales derechas tales que q(ḡ) = qg, entonces existe el mapeo transfer

tr : HQ
∗ (G,A) −→ HQ

∗ (K,A).

Si j∗ : HQ
∗ (H,A) −→ HQ

∗ (G,A) es el homomorfismo inducido por la inclusión,
entonces se cumple la propiedad usual j∗ ◦ tr = [G : H]id.

En [JLM18] se define una sucesión espectral que permite simplificar algunos
cálculos. Para esto, consideremos la acción de Q sobre Gn dada de manera
diagonal:

Q× (G× · · · ×G) −→ G× · · · ×G (1.4.8)

(q, (g1, ..., gp)) 7→ (qg1, ..., qgp). (1.4.9)

Denotemos por Σp un conjunto de representantes de las órbitas de esta acción.

Lema 1.4.10. ([JLM18] Lema 5) Hay una sucesión espectral de la forma

IIE1
p,q =

⊕
z∈Σp

Hq(Qz, A)⇒ Hp+q(Q,C(G)⊗A)

donde Qz son los grupos de isotroṕıa de la acción de Q sobre Gp.

Teorema 1.4.11. ([JLM18] Teorema 5) Sea Q un grupo ćıclico finito. Supon-
gamos que |Q| es invertible en A y que la acción de Q en G es semi-libre,
es decir, dado g ∈ G, Qg = {e} o Qg = Q. Entonces hay un isomorfismo

HQ
∗ (G,A) ∼= H∗(Q,C(G)⊗A).

1.5. (Co)Homoloǵıa de representaciones por per-
mutaciones

En esta sección daremos definiciones y algunas propiedades de la homoloǵıa
de representaciones por permutaciones definida en [Sna64].

Sea G un grupo y X un G-conjunto (izquierdo). Diremos que el par (G,X)
es una representación por permutaciones. Sea Bn(X) el grupo abeliano libre
generado por las (n+ 1)-adas {(x0, · · · , xn)|xi ∈ X}, di : Bn(X) −→ Bn−1(X)
el homomorfismo dado por

di(x0, · · · , xn) = (x0, · · · , x̂i, · · · , xn)

y ∂n : Bn(X) −→ Bn−1(X) dado por

∂n =

n∑
i=0

(−1)idi.
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Consideremos la aumentación ε : B0(X) −→ Z dada por ε(x) = 1 para to-
do x ∈ X donde Z es considerado un G-módulo con acción trivial. La acción
de G en X induce una acción (izquierda) en Bn(X) dada por g(x1, · · · , xn) =
(gx1, · · · , gxn), además es claro que los homomorfismos di y ε sonG-equivariantes.
Se cumple también que ∂n ◦ ∂n+1 = 0, n ≥ 0 y ε ◦ ∂1 = 0, por lo tanto

B∗(X)
ε−→ Z es un G-complejo llamado el complejo estándar de la representa-

ción por permutaciones (G,X).

Teorema 1.5.1. ([AC17], Proposición 3.2) El complejo aumentado B∗(X)
ε−→

Z es aćıclico.�

Más aún, es posible probar que dado x ∈ X, B∗(X)
ε−→ Z es contráıble me-

diante una Gx-homotoṕıa, donde Gx denota el grupo de isotroṕıa de x ([Sna64]
Proposición 1.1).

Sea A un G módulo (izquierdo). Denotaremos por C∗(X,A) y C∗(X,A) los
complejos dados por

C∗(X,A) = B∗(X)⊗G A

C∗(X,A) = HomG(B∗(X), A).

En la definición de C∗(X,A) consideramos a B∗(X) como G-módulo derecho
con la acción dada por xg = g−1x para todo x ∈ B∗(X) y g ∈ G.

Definición 1.5.2. Se definen los grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa de la re-
presentación (G,X) con coeficientes en A ([Sna64, §2]) como:

Hn(G,X;A) = Hn(C∗(X,A))

Hn(G,X;A) = Hn(C∗(X,A)).

Observemos que si la acción de G en X es libre, entonces estos grupos de
homoloǵıa y cohomoloǵıa coinciden con los grupos usuales de homoloǵıa y coho-
moloǵıa de grupos (Sección 1.3). De la observación hecha después del Teorema
1.5.1 se sigue el siguiente teorema.

Teorema 1.5.3. Sea (G,X) una representación por permutaciones donde la
acción tiene un punto fijo global. Entonces, para cualquier G-módulo A tenemos
que Hn(G,X;A) = 0 para todo n > 0.

Definición 1.5.4. ([Sna64] Definición 1) Un morfismo θ : (G,X) −→ (L, Y )
de la representación por permutaciones (G,X) en (L, Y ) es una pareja (ϕ, f)
donde φ : G −→ L es un homomorfismo de grupos, f : X −→ Y es una función
y cumplen f(gx) = ϕ(g)f(x) para todo g ∈ G y x ∈ X. Denotaremos por N al
kernel de ϕ.

Teorema 1.5.5. ([Sna64] Proposición 3.1) Si ϕ es epimorfismo y f es biyec-
ción, entonces Hn(G,X;A) ∼= Hn(L, Y ;AN ).

En esta teoŕıa de homoloǵıa hay una sucesión espectral que relacionaHn(G,A)
y Hn(G,X;A) ([Sna64] §2). Para esto consideramos el complejo C = B∗(X) y
el funtor F = HomG(−, A). En estos casos hay dos sucesiones espectrales que
convergen a los funtores hiperderivados derechos de F , Rp+qF (C) (ver [Wei94]
§5.7). La primera cumple

IEp,q2 = Hp(RqF (C))
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y la segunda
IIEp,q2 = (RpF )Hq(C).

Puesto que Hq(C) = 0 para q > 0, se tiene que IIEp,q2 = 0 para q > 0 y
entonces, ambas sucesiones espectrales convergen a

IIEp,q2 = RpF (H0(C)) = ExtpG(Z, A) = Hp(G,A).

De esto se sigue el siguiente teorema.

Teorema 1.5.6. ([Sna64] Teorema 12.1 ) Sea (G,X) una representación por
permutaciones. Para cada G-módulo A tenemos una sucesión espectral que cum-
ple lo siguiente:

1. Ep,q2 ⇒ Hp+q(G,A).

2. El término inicial Ep,q2 es el p-ésimo grupo de cohomoloǵıa del complejo
ExtqG(C,A).

3. Ep,02 = Hp(G,X;A) para p ≥ 0.

Si ahora consideramos el funtor F = − ⊗G A y C = B∗(X), entonces la
primera sucesión espectral toma la forma

IE2
p,q = Hp(LqF (C))

y la segunda
IIE2

p,q = (LpF )Hq(C).

Análogamente al caso anterior

IIE2
p,q = LpF (H0(C)) = TorGp (Z, A) = Hp(G,A)

y de esto se sigue el teorema.

Teorema 1.5.7. Sea (G,X) una representación por permutaciones. Para cada
G-módulo A tenemos una sucesión espectral que cumple lo siguiente:

1. E2
p,q ⇒ Hp+q(G,A).

2. El término inicial E2
p,q es el p-ésimo grupo de cohomoloǵıa del complejo

TorGq (C,A).

3. E2
p,0 = Hp(G,X;A) para p ≥ 0.

1.5.1. Representaciones de Frobenius

En esta sección daremos la definición y las propiedades de las representacio-
nes de Frobenius dadas en [Sna65] pero en su versión homológica. Aunque las
demostraciones son análogas se dan aqúı por completitud.

Definición 1.5.8. (Ver [Sna65], §2.8) Sea (G,X) una representación por per-
mutaciones transitiva y tal que si g ∈ G fija a dos elementos de X entonces
g = 1. A tal representación le llamamos representación de Frobenius.
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Notemos que la última condición en la definición anterior es equivalente a
que para cualesquiera dos elementos x, y ∈ X, Gx ∩Gy = {e}.

Para toda esta sección consideraremos a (G,X) una representación de Fro-
benius, x0 un elemento fijo en X y consideremos el grupo de isotroṕıa H = Gx0 .
Entonces X tiene [G : H] elementos. Además tenemos que (H,X − {x0}) es
una representación por permutaciones libre, ya que si un elemento de H fija a
alguno de X − {x0} tiene que ser la identidad pues (G,X) es de Frobenius. Si
w es el número de órbitas de esta representación por permutaciones, entonces

w|H| = [G : H]− 1. (1.5.9)

Consideremos la representación por permutaciones (G,Xp+1) y sean T1, ... , Tn
las órbitas con e1, e2,..., en representantes de cada órbita respectivamente. El
subconjunto de Xp+1 dado por todos los elementos de la forma (x, x, ..., x) se
llama la diagonal de Xp+1 y se denota por ∆p+1. Es claro que ∆p+1 es una
órbita de (G,Xp+1) y escogeremos e1 como e1 = (x0, ..., x0) ∈ ∆p+1.

Lema 1.5.10. En una representación por permutaciones (G,X) transitiva con
x ∈ X se tiene que TorGq (Z[X], A) = Hq(Gx, A).

Demostración. Por el Teorema 7.3 en §3 de [Bro82] es suficiente demostrar que
TorG0 (Z[X], A) = H0(Gx, A), es decir, que Z[X] ⊗G A ∼= Z ⊗Gx

A. Para esto
vemos que

Z[X]⊗G A = Z[G/Gx]⊗G A
= (Z[G/Gx]⊗A)G Con G actuando diagonalmente

= Z⊗G (Z[G/Gx]⊗A)

∼= Z⊗G (ZG⊗Gx Res
G
Gx
A) Por §3 Proposición 5.6 [Bro82]

∼= Z⊗Gx
ResGGx

A.

Teorema 1.5.11. (Análogo a Prop. 10.1 en [Sna65]) Se cumple que Ge1 = H
y Gei = {e} para i = 2, ..., n. Por lo tanto TorGq (Cp, A) = TorGq (Z[∆p+1], A) =
Hq(H,A) para q ≥ 1, p ≥ 0.

Demostración. Tenemos que Geu =
⋂p
i=1Gxi

con eu = (x1, ..., xp), pero como la
representación es de Frobenius, se tiene que Geu = {e} para u 6= 1. Por el lema
anterior tenemos que TorGq (Z[Ti], A) = Hq(Gei , A) y estos grupos son triviales si

q ≥ 1 y eu 6= e1. De esto y considerando que TorGq (Cp, A) = TorGq (⊕ni=1Z[Ti], A)
y el funtor Tor conmuta con sumas directas, se sigue el resultado.

De este teorema y el Teorema 1.5.7 tenemos que el término E2
p,q de la sucesión

espectral para q ≥ 1 es la p-ésima cohomoloǵıa del complejo

· · · ∂∗2−→ TorGq (Z[∆2], A)
∂∗1−→ TorGq (Z[∆1], A) −→ 0

donde ∂∗i = TorGq (∂′i, 1A) y ∂′i es la restricción de ∂i a Z[∆i+1].

Teorema 1.5.12. El homomorfismo ∂∗i es el homomorfismo cero si i es impar
y es isomorfismo si i es par.
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Demostración. De la observación anterior basta ver a ∂′i. Sea (x, ..., x) ∈ Z[∆i+1].
Si i es impar hay una cantidad par de coordenadas y luego, por la definición de
∂i, ∂

′
i = 0. Si i es par, entonces hay una cantidad impar de coordenadas y se

sigue que ∂′i es isomorfismo.

Teorema 1.5.13. (Análogo a Teorema 10.1 en [Sna65]) Sea (G,X) una repre-
sentación de Frobenius. La sucesión espectral del Teorema 1.5.7 que relaciona
H∗(G,A) y H∗(X,G;A) cumple:

1. E2
p,q ⇒ Hp+q(G,A).

2. El término inicial E2
p,q = 0 si p y q son mayores a cero.

3. E2
p,0 = Hp(G,X;A) para p ≥ 0.

4. E2
0,q = Hq(H,A).



Caṕıtulo 2

Homoloǵıa de invariantes
de Q-representaciones por
permutaciones

En este caṕıtulo introduciremos el concepto de Q-representación por permu-
taciones y la homoloǵıa y cohomoloǵıa de estas, generalizando aśı la homoloǵıa
y cohomoloǵıa de representaciones por permutaciones definida en [Sna64].

Durante todo este caṕıtulo G denotará un grupo arbitrario y Q un grupo
finito actuando por automorfismos sobre G.

2.1. Homoloǵıa y cohomoloǵıa de invariantes de
Q-representaciones

Sea (G,X) una representación por permutaciones yB∗(X) el complejo estándar
de la representación por permutaciones (G,X) (Sección 1.5).

Definición 2.1.1. Diremos que un G-conjunto izquierdo X es Q-G-conjunto si
Q actúa sobre X por la izquierda y q · (gx) = (qg)(qx) para todo q ∈ Q, g ∈ G y
x ∈ X, y diremos que (G,X) es una Q-representación por permutaciones si Q
actúa en G por automorfismos y X es un Q-G-conjunto.

Definición 2.1.2. Sea A un grupo abeliano tal que es Q-módulo y G-módulo
izquierdo simultáneamente. Diremos que A es un Q-G-módulo si q · (ga) =
q(g) · (qa) para todo q ∈ Q, g ∈ G y a ∈ A. Diremos que un homomorfismo de
grupos abelianos f : A −→ B es homomorfismo de Q-G-módulos si A y B son
Q-G-módulos y f es simultáneamente Q y G lineal.

Observemos que dado un G-módulo derecho M , podemos definir un G-módu-
lo izquierdo M ′ (y viceversa) donde M ′ = M como grupos abelianos y la acción
izquierda se define como gm = mg−1 para todo g ∈ G y m ∈ M ′. De esta
manera, dado un Q-G-bimódulo M con acción trivial de Q sobre G, podemos
obtener un Q-G-módulo al transponer la acción de G . Aśı, un Q-G-bimódulo
es un caso particular de Q-G-módulo.

22



CAPÍTULO 2. INVARIANTES DE REPRESENTACIONES 23

Lema 2.1.3. Sea (G,X) una Q-representación por permutaciones. Entonces,
Bn(X) es un Q-G-módulo para todo n ≥ 0.

Demostración. Como Q y G actúan sobre X, tenemos una acción inducida sobre
Bn(X). Sean q ∈ Q, g ∈ G y x = (x0, · · · , xn) ∈ Xn un generador de Bn(X).
Tenemos entonces que

q(gx) = q(g(x0, · · · , xn))

= q(gx0, · · · , gxn) por definición de la acción de G

= (q(gx0), · · · , q(gxn)) por definición de la acción de Q

= ((qg)(qx0), · · · , (qg)(qxn)) pues X es Q-G-conjunto

= qg(qx0, · · · , qxn)

= (qg)(qx).

Consideremos ahora a Z con acciones triviales de Q y G y a Bn(X) un G-
módulo derecho con la acción obtenida al transponer la acción izquierda como
se menciona arriba y la acción de un elemento q ∈ Q sobre un elemento xg ∈
Bn(x) dada por q(xg) = q(g−1)qx . Como Bn(X) es Q-módulo, hay una acción
diagonal de Q sobre Bn(X)⊗Z. Sea M el subgrupo de Bn(X)⊗Z generado por
{xg⊗m− x⊗ gm|x ∈ Bn(X), g ∈ G, m ∈ Z}. Por ser Bn(X) un Q-G-módulo,
M es un submódulo Q-invariante de Bn(X)⊗Z y entonces tenemos una acción
inducida de Q sobre (Bn(x)⊗ Z)/M = Bn(X)⊗G Z.

Sea A un grupo abeliano con acciones de G y Q triviales. En tal caso defi-
nimos

Cn(X,A) = (Bn(X)⊗G Z)⊗A

Cn(X,A) = Hom(Bn(X)⊗G Z, A).

Denotamos por CQ∗ (X,A) y C∗Q(X,A) los complejos dados por

CQ∗ (X,A) = [(B∗(X)⊗G Z)⊗A]Q

C∗Q(X,A) = Hom((B∗(X)⊗G Z)Q, A).

Nótese que estos complejos están bien definidos pues sus diferenciales están
inducidos por ∂n : Bn(X) −→ Bn−1(X) que es Q-equivariante.

Definimos los grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa de los invariantes de la
Q-representación por permutaciones como:

HQ
n (G,X;A) = Hn(CQ∗ (X,A))

Hn
Q(G,X;A) = Hn(C∗Q(X,A)).

Observación 2.1.4. Si X=G obtenemos los grupos de homoloǵıa definidos por
Kevin P. Knudson en [Knu06], es decir:

HQ
n (G,G;A) = HQ

n (G;A)

Hn
Q(G,G;A) = Hn

Q(G;A)
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El siguiente Teorema generaliza la Proposición 3.3 de [Knu06], la cual permi-
te calcular la homoloǵıa de invariantes en términos de la homoloǵıa usual bajo
ciertas hipótesis.

Teorema 2.1.5. Sea (G,X) una Q-representación y A un grupo abeliano con
acciones de Q y G triviales. Entonces existe una acción de Q en Hn(G,X;A)
y un homomorfismo

HQ
n (G,X;A) −→ Hn(G,X;A)Q

para todo n ≥ 0 el cual es un isomorfismo si |Q| es invertible en A.

Demostración. Los diferenciales ∂n del complejo de cadenas B∗(X)⊗GA son Q-
equivariantes, luego los subgrupos de ciclos y fronteras son Q-submódulos. Por
lo tanto hay una acción de Q sobre Hn(Bn(X) ⊗G A) = Hn(G,X;A). Como
(B∗(X)⊗G A)Q es un subcomplejo de B∗(X)⊗G A, tenemos el homomorfismo
inducido por la inclusión

Hn((B∗(X)⊗G A)Q) = HQ
n (G,X;A) −→ Hn(G,X;A) = Hn(B∗(X)⊗G A).

Como la acción de Q en HQ
n (G,X;A) es trivial, al tomar puntos fijos obtenemos

el homomorfismo

i∗ : HQ
n (G,X;A) −→ Hn(G,X;A)Q.

Consideremos ahora que |Q| es invertible en A, es decir, la multiplicación
por |Q| en A es un isomorfismo; esto implica que |Q| también es invertible en
Bn(X) ⊗G A. Sea z ∈ (B∗(X) ⊗G A)Q) un ciclo tal que i∗([z]) = 0. Existe
entonces τ ∈ Bn+1(X) ⊗G A tal que ∂τ = i(z) = z. Sea w =

∑
q∈Q qτ , luego

w es punto fijo. Sea w′ ∈ (Bn+1(X) ⊗G A)Q tal que |Q|w′ = w. Entonces
∂w′ = z pues |Q|∂w′ = |Q|z. Por lo tanto [z] = 0 pues z es una frontera. Hemos
visto aśı que i∗ es inyectiva. Veamos que es sobreyectiva. Sea z un ciclo en
Bn(X)⊗GA tal que [z] ∈ Hn(G,X;A)Q. Sean w =

∑
q∈Q qz y w′ ∈ Bn(X)⊗GA

tal que |Q|w′ = w. Es claro que w es un ciclo y w ∈ (Bn(X)⊗G A)Q. Entonces
w′ ∈ (Bn(X) ⊗G A)Q y i∗([w′]) = [z]. Esto demuestra que i∗ es sobreyectiva y
entonces un isomorfismo.

2.2. Morfismos en Q-representaciones

Definición 2.2.1. Un morfismo θ : (G,X) −→ (L, Y ) entre Q-representaciones
por permutaciones es un par (ϕ, f) tales que

(i) ϕ : G −→ L es homomorfismo de grupos Q-invariante,

(ii) f : X −→ Y es una función Q-equivariante y

(iii) f(gx) = ϕ(g)f(x) para todo g ∈ G, x ∈ X.

Teorema 2.2.2. Un morfismo θ : (G,X) −→ (L, Y ) induce homomorfismos de

grupos HQ
∗ (G,X;A) −→ HQ

∗ (L, Y ;A) y H∗Q(L, Y ;A) −→ H∗Q(G,X;A).
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Demostración. Observemos que la función

Z[Xr]× Z −→ Z[Y r]⊗L Z
((x1, . . . , xr), n) 7→ (f(x1), . . . , f(xr))⊗ n

es una función balanceada y entonces induce un homomorfismo de grupos

ψr : Z[Xr]⊗G Z −→ Z[Y r]⊗L Z
(x1 . . . xr)⊗ n 7→ (f(x1) . . . , f(xr))⊗ n

(2.2.3)

para todo r ≥ 1, xi ∈ X, n ∈ Z. Más aún, ψr conmuta con los diferenciales y
por lo tanto tenemos definido un morfismo de cadenas

ψ : B∗(X)⊗G Z −→ B∗(Y )⊗L Z.

Como la acción de Q sobre B∗(X) ⊗G Z es diagonal y la función f es Q-
equivariante, se sigue que las funciones ψr son Q-equivariantes y por lo tanto lo
es ψ. Al aplicar los funtores (−⊗A)Q y Hom((−)Q, A) a ψ obtenemos mapeos
de cadenas

[(B∗(X)⊗G Z)⊗A]Q −→ [(B∗(Y )⊗L Z)⊗A]Q

Hom((B∗(Y )⊗L Z)Q, A) −→ Hom((B∗(X)⊗G Z)Q, A)
(2.2.4)

respectivamente. Estos inducen los homomorfismos buscados.

Teorema 2.2.5. Si ϕ es epimorfismo y f es biyección, entonces HQ
∗ (G,X;A) ∼=

HQ
∗ (L, Y ;A) y H∗Q(G,X;A) ∼= H∗Q(L, Y ;A).

Para demostrar esto haremos uso del siguiente lema.

Lema 2.2.6. Sea M un G-módulo y Z un G-módulo con acción trivial. Se tiene
que m ⊗ 1 = 0 ∈ M ⊗G Z si y sólo si m está en el submódulo N generado por
{gm−m|m ∈M, g ∈ G}.

Demostración. Si m ∈ N es claro que m⊗ 1 = 0 pues la acción de G es trivial
sobre Z. Por otra parte, existe un isomorfismo M ⊗G Z −→ M/N tal que
m⊗a 7→ am. Por lo tanto, si m⊗1 = 0, bajo este isomorfismo m = 0 y entonces
m ∈ N.

Demostración. (Teorema 2.2.5) Es claro que los homomorfismos ψr de (2.2.3)
son sobreyectivos pues f lo es. Denotemos por fr : Z[Xr] −→ Z[Y r] al homo-
morfismo de grupos abelianos libres inducido por f (en realidad isomorfismo
pues f es biyección). Tomemos un elemento en Z[Xr] ⊗G Z mapeado a cero
bajo ψr y, sin pérdida de generalidad, supongamos que es x⊗ 1 con x ∈ Z[Xr].
Como ψr(x⊗ 1) = fr(x)⊗ 1 = 0, por el lema anterior tenemos que

fr(x) =
∑
liyi − yi yi ∈ Z[Y r], li ∈ L

=
∑
ϕ(gi)fr(xi)− fr(xi) con ϕ(gi) = li, fr(xi) = yi

=
∑
fr(gixi)− fr(xi)

=
∑
fr(gixi − xi)

donde las sumas son finitas. Como fr es un isomorfismo tenemos que x =∑
(gixi − xi), luego x ⊗ 1 = 0 y ψr es inyectiva y entonces isomorfismo. De

aqúı, los homomorfismos en (2.2.4) son isomorfismos.
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Corolario 2.2.7. Sea N = ker{G −→ SX}. Entonces podemos cambiar la re-

presentación (G,X) por la representación fiel (G/N,X), es decir, HQ
∗ (G,X;A) ∼=

HQ
∗ (G/N,X;A) y H∗Q(G,X;A) ∼= H∗Q(G/N,X;A). �

Corolario 2.2.8. Si en la Q-representación (G,X) la acción de G sobre X

es libre y transitiva, entonces HQ
∗ (G,X;A) ∼= HQ

∗ (G,A) y H∗Q(G,X;A) ∼=
H∗Q(G,A).

Demostración. Si la acción de G en X es libre y transitiva, entonces |G| = |X|,
por lo cual hay una biyección f : G −→ X y (id, f) : (G,G) −→ (G,X) da el
isomorfismo por el teorema anterior.

Consideraremos ahora morfismos de Q-representaciones inducidos por la in-
clusión de un subgrupo de G en G.

Definición 2.2.9. Sea Q un grupo finito actuando por automorfismos sobre un
grupo G. Decimos que un subgrupo H de G es Q-invariante si qH = H para
todo q ∈ Q.

Si H < G es Q-invariante y (G,X) es una Q-representación por permuta-
ciones, (H,X) también es una Q-representación por permutaciones. Tenemos
entonces el morfismo de Q-representaciones (i, idX) : (H,X) −→ (G,X) donde
i es la inclusión i : H −→ G. A los homomorfismos inducidos en homoloǵıa y
cohomoloǵıa les llamaremos correstricción y restricción respectivamente, a los
que denotaremos por corGH y resGH :

corGH : HQ
∗ (H,X;A) −→ HQ

∗ (G,X;A)

resGH : H∗Q(G,X;A) −→ H∗Q(H,X;A).

2.3. H0 y H0

Ahora haremos el cálculo de los grupos HQ
0 (G,X;A) y H0

Q(G,X;A) cuando
la Q-representación cumple ciertas hipótesis.

Lema 2.3.1. Sea X un G-conjunto y A un G-módulo trivial. Entonces existe un
isomorfismo de grupos abelianos B0(X)⊗GA ∼= ⊕x∈EA donde E es un conjunto
de representantes de las órbitas de X.

Demostración. Por el Corolario 3.5.4 de [Bro82] tenemos un G-isomorfismo
B0(X) ∼= ⊕x∈EIndGGx

Z donde Gx es el grupo de isotroṕıa de x ∈ X y la acción
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de Gx sobre Z es trivial. Entonces

B0(X)⊗G Z ∼= (
⊕
x∈E

IndGGx
Z)⊗G Z

∼=
⊕
x∈E

(IndGGx
Z⊗G Z)

∼=
⊕
x∈E

[(Z⊗Gx
ZG)⊗G Z]

∼=
⊕
x∈E

[Z⊗Gx (ZG⊗G Z)] pues ZG es Gx-G-bimódulo

∼=
⊕
x∈E

(Z⊗Gx
Z)

∼=
⊕
x∈E

(Z⊗ Z) pues Gx actúa trivialmente sobre ambos Z

∼=
⊕
x∈E

Z.

De aqúı que B0(X)⊗G A ∼= (B0(X)⊗G Z)⊗A ∼= ⊕x∈EZ⊗A ∼= ⊕x∈EA.

Teorema 2.3.2. Sea (G,X) un a Q-representación. Denotemos por OG(x) y
OQ(x) las órbitas de x ∈ X bajo las acciones de G y Q respectivamente. Si
OQ(x) ⊆ OG(x) para todo x ∈ X, entonces (B0(X) ⊗G A)Q ∼= ⊕x∈EA, donde
E es un conjunto de representantes de las órbitas de la acción de G en X.

Demostración. Es claro que (B0(X) ⊗G A)Q ⊆ B0(X) ⊗G A. Consideremos
ahora un generador x ⊗ a de B0(X) ⊗G A. Sea q ∈ Q. Como OQ(x) ⊆ OG(x),
existe g ∈ G tal que qx = gx. Por lo tanto

q(x⊗ a) = qx⊗ a
= gx⊗ a
= xg−1 ⊗ a
= x⊗ a.

Lluego x⊗ a ∈ (B0(X)⊗GA)Q y entonces (B0(X)⊗GA)Q = B0(X)⊗GA. Por
el Lema 2.3.1 se sigue el teorema.

Corolario 2.3.3. Si G actúa transitivamente en X, entonces (B0(X)⊗GA)Q ∼=
A. �

Teorema 2.3.4. Si la acción de G en X es transitiva, entonces el homomor-
fismo (∂1 ⊗ IdA)Q : (B1(X)⊗G A)Q −→ (B0(X)⊗G A)Q es cero.

Demostración. Consideremos un generador (x1, x2) ⊗ a, x1, x2 ∈ X, a ∈ A de
B1(X)⊗G A. Tenemos entonces que

(∂1 ⊗ IdA)(x1, x2)⊗ a = (x1)⊗ a− (x2)⊗ a
= (gx2)⊗ a− (x2)⊗ a para algún g ∈ G
= (x2)⊗ a− (x2)⊗ a
= 0.

Luego (∂1 ⊗ IdA)Q = 0.
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Corolario 2.3.5. Dada una Q-representación (G,X) tal que la acción de G en

X es transitiva, se cumple que HQ
0 (G,X;A) ∼= A y H0

Q(G,X;A) ∼= A.

Demostración. HQ
0 (X,A) es la homoloǵıa en grado cero del complejo

· · · −→ (B1(X)⊗G A)Q
(∂1⊗1)Q−→ (B0(X)⊗G A)Q −→ 0.

De 2.3.3 y 2.3.4 se sigue que HQ
0 (X,A) ∼= A.

H0
Q(X,A) es la cohomoloǵıa en grado cero del complejo

0 −→ Hom((B0(X)⊗G Z)Q, A)
δ1−→ Hom((B1(X)⊗G Z)Q, A) −→ · · ·

donde δ1 está inducido por (∂1 ⊗ IdZ)Q. Por el Teorema 2.3.4 tenemos que δ1
es el homomorfismo cero, luego H0

Q(X,A) = Hom((B0(X)⊗G Z)Q, A) y por el

Lema 2.3.1, Hom((B0(X)⊗G Z)Q, A) ∼= Hom(Z, A) ∼= A.

2.4. Sucesiones exactas largas

Ahora buscaremos condiciones para tener sucesiones exactas largas en ho-
moloǵıa y cohomoloǵıa dada una sucesión exacta corta de coeficientes.

Lema 2.4.1 ([Bro82] §2.2). Si X es un G conjunto arbitrario, entonces (ZX)G =
Z[X/G].

Demostración. Sea E un conjunto de representantes de las órbitas de la acción
de G en X y para cada x ∈ X sea x̄ ∈ E el representante de x. Definimos
entonces ϕ : ZX −→ Z[X/G] como ϕ(x) = x̄. Sea M el subgrupo de ZX
generado por los elementos de la forma x − gx para todo x ∈ X y g ∈ G. Es
claro que M ⊆ kerϕ y un pequeño cálculo muestra que kerϕ ⊆M . Por lo tanto
kerϕ = M y como ϕ es epimorfismo se tiene el isomorfismo buscado.

Teorema 2.4.2. Sean A, A′ y A′′ grupos abelianos tales que Q y G actúan
trivialmente sobre ellos y 0 −→ A′ −→ A −→ A′′ −→ 0 una sucesión exacta. Sea
(G,X) una Q-representación por permutaciones. Entonces existe una sucesión
exacta larga en cohomoloǵıa

0 −→ H0
Q(G,X;A′) −→H0

Q(G,X;A) −→ H0
Q(G,X;A′′)

−→ H1
Q(G,X;A′) −→ H1

Q(G,X;A) −→ · · ·

Además, si H1(Q,Bn(X) ⊗G A′) = 0 para todo n ≥ 0, entonces existe una
sucesión exacta larga en homoloǵıa

· · · −→ HQ
1 (G,X;A) −→HQ

1 (G,X;A′′) −→ HQ
0 (G,X;A′)

−→ HQ
0 (G,X;A) −→ HQ

0 (G,X;A′′) −→ 0.

Demostración. Como Bn(X) ⊗G Z ∼= (Bn(X))G, por el lema anterior tenemos
que Bn(X)⊗GZ es un grupo libre abeliano y por lo tanto el subgrupo (Bn(X)⊗G
Z)Q es libre abeliano. Entonces, el funtor Hom((Bn(X) ⊗G Z)Q,−) es exacto
para todo n ≥ 0 y la sucesión

0 −→ Hom((B∗(X)⊗G Z)Q, A′) −→ Hom((B∗(X)⊗G Z)Q, A) −→
Hom((B∗(X)⊗G Z)Q, A′′) −→ 0
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de complejos es exacta, la cual induce la sucesión exacta larga en cohomoloǵıa
buscada.

Para el caso de homoloǵıa vemos que el funtor (Bn(X)⊗G Z)⊗− es exacto
pues nuevamente por el lema anterior Bn(X) ⊗G Z es libre abeliano. Tenemos
entonces que, para todo n ≥ 0, la sucesión

0 −→ (Bn(X)⊗G Z)⊗A′ −→ (Bn(X)⊗G Z)⊗A −→ (Bn(X)⊗G Z)⊗A′′ −→ 0

es exacta. Como la acción de G en A es trivial podemos escribir esta sucesión
como

0 −→ Bn(X)⊗G A′ −→ Bn(X)⊗G A −→ Bn(X)⊗G A′′ −→ 0.

El funtor puntos fijos es exacto izquierdo y como sus funtores derivados derechos
son Hn(Q,−) tenemos que

0 −→ (Bn(X)⊗G A′)Q −→(Bn(X)⊗G A)Q −→
(Bn(X)⊗G A′′)Q −→ H1(Q,Bn(X)⊗G A′)

es exacta. Aśı, si H1(Q,Bn(X) ⊗G A′) = 0 para todo n ≥ 0, tenemos una
sucesión exacta de complejos

0 −→ (B∗(X)⊗G A′)Q −→ (B∗(X)⊗G A)Q −→ (B∗(X)⊗G A′′)Q −→ 0

la cual induce la sucesión exacta larga en homoloǵıa buscada.

2.5. Una sucesión espectral

Dado un complejo de cadenas C en una categoŕıa abeliana A con suficientes
proyectivos y un funtor F : A → B contravariante exacto izquierdo, existen
sucesiones espectrales que convergen al funtor hiperderivado izquierdo de F
evaluado en C, L∗F (C) (§5.7 [Wei94]). En nuestro caso consideremos una Q-
representación (G,X), A un Q-G-módulo con acciones de Q y G triviales, F :
Ab → Ab el funtor Hom(−, A) y C = (B(X) ⊗G Z)Q. Tenemos aśı el siguiente
teorema:

Teorema 2.5.1. Existe una sucesión espectral con

E2
pq = ExtpZ(HQ

q (G,X;Z), A)

y que converge a Hp+q
Q (G,X;A).

Demostración. De la Proposición 5.7.6 de [Wei94] se sigue que existen sucesiones
espectrales IE y IIE tales que

IE2
pq = Hp((RqF )((B(X)⊗G Z)Q))

IIE2
pq = (RpF )(Hq((B(X)⊗G Z)Q),

donde RpF denota el funtor derivado derecho de F (en este caso ExtpZ(−, A))
y convergen a Lp+q((B(x) ⊗G Z)Q) . Por el lema 2.4.1 (B(X) ⊗G Z)Q es libre
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abeliano, por lo tanto (RqF )((B(X) ⊗G Z)Q) = 0 para q > 0 y entonces la
primera sucesión espectral colapsa y

IE2
p0 = Hp(Hom((B(X)⊗G Z)Q, A)) = Hp

Q(G,X;A).

La segunda sucesión cumple que

IIE2
pq = ExtpZ(HQ

q (G,X;Z), A).

Corolario 2.5.2. Si en el teorema anterior A es un Z-módulo inyectivo enton-
ces

Hp
Q(G,X;A) = Hom(HQ

p (G,X;Z), A).

�

2.6. Transfer

SeaH < G un subgrupoQ-invariante. Entonces (H,X) es unaQ-representación
por permutaciones. Si H es de ı́ndice finito y tal que existe un conjunto de re-
presentantes E de las clases laterales G/H tal que sea invariante bajo la acción
de Q, es decir, qg ∈ E para todo q ∈ Qg ∈ E, podemos definir el mapeo

ψ : B∗(X)⊗G Z→ B∗(X)⊗H Z

x⊗ 1 7→
∑
g∈E

xg ⊗ 1

donde E es un conjunto de representantes de las clases laterales G/H. Este
mapeo está bien definido pues dado k ∈ G

xk ⊗ 1− x⊗ 1 7→
∑
g∈E

xkg ⊗ 1−
∑
g∈E

xg ⊗ 1

=
∑
g′∈E

xg′hg′ ⊗ 1−
∑
g∈E

xg ⊗ 1, hg′ ∈ H

=
∑
g′∈E

xg′ ⊗ 1−
∑
g∈E

xg ⊗ 1

=0,

además es claro que este mapeo es de cadenas. Por otra parte, dado q ∈ Q

qψ(x⊗ 1) =q
∑
g∈E

xg ⊗ 1

=
∑
g∈E

qxqg ⊗ 1

=
∑
g′∈E

qxg′ ⊗ 1

=ψ(qx⊗ 1)
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por lo que ψ es Q-equivariante y entonces están bien definidos

(B∗(X)⊗G Z⊗A)Q → (B∗(X)⊗H Z⊗A)Q

Hom((B∗(X)⊗H Z)Q, A)→ Hom((B∗(X)⊗G Z)Q, A)

donde A es un Q-G-módulo con acciones de Q y G triviales. Estos inducen a
su vez mapeos en el sentido opuesto al de los definidos en §2.2 los cuales son
conocidos comúnmente como mapeos transfer. Usaremos los mismos nombres y
las mismas notaciones para estos homomorfismos que los definidos en §2.2 pero
se entenderá a qué homomorfismo se hace referencia dependiendo si se trata de
homoloǵıa o cohomoloǵıa. Aśı los mapeos transfer, restricción y correstricción
son:

resGH : HQ
∗ (G,X;A) −→ HQ

∗ (H,X;A)

corGH : H∗Q(H,X;A) −→ H∗Q(G,X;A).

Teorema 2.6.1. Sea (G,X) una Q-representación por permutaciones y H un
subgrupo de ı́ndice finito Q-invariante tal que hay un conjunto de representan-
tes de G/H Q-invariante. Sea z indistintamente elemento de HQ

∗ (G,X;A) o
H∗Q(G,X;A). Entonces, corGHres

G
H(z) = [G : H]z.

Demostración. A nivel de cadenas la composición

B∗(x)⊗G Z −→ B∗(X)⊗H Z −→ B∗(X)⊗G Z

es multiplicación por el ı́ndice [G : H] lo cual implica el resultado.

Corolario 2.6.2. Si G es finito, HQ
i (G,X;A) es anulado por |G| para todo

i > 0. Análogamente en cohomoloǵıa. Si |G| es invertible en A, HQ
i (G,X;A) =

Hi
Q(G,X;A) = 0 para todo i > 0.

Demostración. La primera parte de la afirmación se sigue del teorema anterior
con H el grupo trivial. La segunda parte se sigue del hecho que si |G| es invertible

en A, entonces la multiplicación por |G| es automorfismo en HQ
i (G,X;A) y

Hi
Q(G,X;A).



Caṕıtulo 3

(Co)Homoloǵıa relativa de
cadenas invariantes

En este caṕıtulo definiremos la homoloǵıa relativa de cadenas invariantes y
veremos algunas propiedades particularizando lo expuesto en el caṕıtulo ante-
rior al caso donde la representación por permutaciones es el espacio de clases
laterales.

3.1. (Co)homoloǵıa relativa de cadenas invarian-
tes

Sea Q un grupo finito y G un grupo tal que Q actúa en G por automorfismos.
SeaH < G un subgrupoQ-invariante. En tal caso tenemos una acción deQ sobre
el conjunto de clases laterales izquierdas G/H definida por traslación izquierda,
es decir, qḡ = qg para q ∈ Q y g ∈ G. Esta acción está bien definida pues si
k ∈ G es tal que k̄ = ḡ, entonces g−1k ∈ H y luego, como H es Q-invariante y
la acción es por automorfismos, q(g−1k) = (qg)−1qk ∈ H, de aqúı que qg = qk.
Además G también actúa sobre G/H por traslación izquierda y tal que G/H es
un Q-G-conjunto. Entonces tenemos una Q-representación por permutaciones
(G,G/H).

Definimos los grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa de G relativa a H de ca-
denas invariantes como:

HQ
n ([G,H];A) = HQ

n (G,G/H;A)

Hn
Q([G,H];A) = Hn

Q(G,G/H;A)

donde A es un Q-G-módulo con acciones triviales.

Observación 3.1.1. En este caso la acción de G en G/H es transitiva, luego

HQ
0 ([G,H];A) ∼= H0

Q([G,H];A) ∼= A por el Corolario 2.3.5.

Observación 3.1.2. Si H es el subgrupo trivial el Q-G-conjunto G/H es igual
a G y por lo tanto HQ

n ([G,H];A) = HQ
n (G,A) y Hn

Q([G,H];A) = Hn
Q(G,A).

32
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Teorema 3.1.3. Sean H y K subgrupos Q-invariantes de G tales que K es
normal y K < H. En tal caso hay una acción bien definida de Q sobre el
cociente G/K y H/K es un subgrupo Q-invariante. Se tiene entonces, que

HQ
n ([G/K,H/K];A) = HQ

n ([G,H];A)

Hn
Q([G/K,H/K];A) = Hn

Q([G,H];A).

Demostración. Sea f la función de conjuntos

f : G/H −→ (G/K)/(H/K)

〈a〉 7−→ [ā]

la cual se puede ver que está bien definida y tiene como función inversa a

(G/K)/(H/K) −→ G/H

[ā] 7−→ 〈a〉.

Dado q ∈ Q
f(q〈a〉) = 〈qa〉 = [qa] = q[ā]

por lo tanto f es una función Q-equivariante.
Por otra parte consideremos ϕ : G −→ G/K la proyección usual el cual es

un homomorfismo de grupos Q-equivariante. Dado g ∈ G tenemos que

f(g〈a〉) = f(〈ga〉)
= [ga]

= [ḡā]

= ḡ[ā].

De todo esto tenemos que (ϕ, f) : (G,G/K) −→ (G/K, (G/K)/(H/K)) es un
morfismo de Q-representaciones y es tal que ϕ es epimorfismo y f es biyección.
Por lo tanto, el resultado se sigue del Teorema 2.2.5.

Corolario 3.1.4. Si H es un subgrupo normal Q-invariante de G, entonces
HQ
n ([G,H];A) = HQ

n (G/H,A) y Hn
Q([G,H];A) = Hn

Q(G/H,A).

Demostración. El resultado se sigue tomandoH = K en el teorema anterior.

3.2. Interpretación topológica para coeficientes
invertibles

Para el caso de la homoloǵıa de invariantes usual ([Knu06]) hay una in-
terpretación topológica para el caso de coeficientes invertibles (Teorema 1.4.6).
Podemos encontrar una interpretación topológica para la versión relativa la cual
es como sigue.

A continuación definiremos el espacio clasificante para una familia de sub-
grupos ([AC17] §4.3).

Dado un grupo discreto G, un G-CW -complejo es un CW -complejo X con
una acción continua de G tal que
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(a) Para cada g ∈ G y cada celda abierta σ de X, la traslación gσ es de nuevo
una celda abierta.

(b) Si gσ = σ, entonces gx = x para toda x ∈ σ.

Definición 3.2.1. Una familia F de subgrupos de G es un conjunto no vaćıo
de subgrupos de G tal que es cerrado bajo conjugación y bajo tomar subgrupos.
Dado un conjunto de subgrupos {Hi}i∈I denotamos por F(Hi) la familia que
consiste en todos los subgrupos de los grupos Hi y todos sus conjugados por
elementos de G.

Definición 3.2.2. Dada una familia F de subgrupos de G, un modelo para el
espacio clasificante para la familia F es un G-CW -complejo EF (G) que cumple
las siguientes propiedades:

(a) Todos los grupos de isotroṕıa de EF (G) pertenecen a F .

(b) Para cualquier G-CW -complejo Y cuyos grupos de isotroṕıa estén conteni-
dos en F hay un único G-mapeo Y −→ EF (G) salvo G-homotoṕıa.

Teorema 3.2.3 ([AC17] Teorema 4.15). Un G-CW -complejo X es un mode-
lo para EF (G) si y sólo si todos los grupos de isotroṕıa pertenecen a F y el
subespacio de los puntos fijos XH es contráıble débilmente para todo H ∈ F . En
particular EF (G) es contráıble.

Teorema 3.2.4 ([AC17] Proposición 4.16). Sea XF un G-conjunto tal que F es
precisamente el conjunto de todos los grupos de isotroṕıa que fijan al menos un
punto de XF . Un modelo para EF (G) es la realización geométrica del conjunto
simplicial ([May99] §16.4) cuyos n-simplejos son las (n + 1)-adas ordenadas
(x0, ..., xn) de elementos de XF . Los operadores cara están dados por

di(x0, ..., xn) = (x0, ..., x̂i, ..., xn)

donde x̂i denota que el elemento xi ha sido removido. Los operadores degenera-
ción están definidos por

si(x0, ..., xn) = (x0, ..., xi, xi, ..., xn).

La acción de g ∈ G en un n-simplejo (x0, ..., xn) es diagonal, (gx0, ..., gxn).

Denotaremos por BF (G) al espacio de G-órbitas de EF (G). En el caso par-
ticular cuando F = {1} obtenemos el espacio clasificante de G, B{1}(G) = BG.

Sea G un grupo y Q un grupo finito actuando sobre G por automorfismos.
Consideremos a H un subgrupo de G Q-invariante. Tenemos entonces la Q
representación (G,G/H).

Teorema 3.2.5. Sea A un Q-G-módulo con acciones triviales de Q y G tal que
|Q| es invertible en A. Entonces,

HQ
∗ ([G,H];A) = H∗(BF(H)(G)/Q,A)

donde F(H) es la familia generada por H, BF(H)(G) = EF(H)(G)/G y EF(H)(G)
es el modelo descrito en el teorema anterior.
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Demostración. Observemos primero que todos los grupos de isotroṕıa de la ac-
ción de G sobre el Q-G-conjunto G/H es precisamente la familia F(H). Aśı,
podemos tomar como modelo de EF(H)(G) a la realización geométrica del con-
junto simplicial del teorema anterior. Notemos que la acción de Q sobre G/H
induce una acción sobre EF(H)(G) donde un elemento q ∈ Q actúa en un n-
simplejo (x0, ..., xn) de manera diagonal, es decir, q(x0, ..., xn) = (qx0, ...qxn).
Como G/H es un Q-G-conjunto, hay una acción bien definida inducida sobre
el espacio de órbitas BF(H)(G) y por lo tanto sobre el complejo de cadenas
simplicial C∗(BF(H)(G)). Tenemos entonces el mapeo norma

N : C∗(BF(H)(G))⊗A)Q −→ C∗(BF(H)(G))⊗A)Q,

donde la acción de Q sobre el producto tensorial es diagonal. Como |Q| es
invertible en A, entonces |Q| es invertible en C∗(BF(H)(G))⊗A y por el Corolario
4.1.4 N es isomorfismo. Por otra parte notemos que

(C∗(BF(H)(G))⊗A)Q ∼= C∗(BF(H)(G))⊗Q A
∼= C∗(BF(H)(G))Q ⊗A pues A es Q-mod trivial
∼= C∗(BF(H)(G)/Q,A)

y además tenemos los isomorfismos Q-equivariantes

C∗(BF(H)(G))⊗A ∼= C∗(EF(H)(G)/G)⊗A
∼= C∗(EF(H)(G))G ⊗A
∼= B∗(G/H)G ⊗A por el teorema anterior
∼= B∗(G/H)⊗G A pues A es G-mod trivial

y tomando puntos fijos tenemos (C∗(BF(H)(G))⊗A)Q ∼= (B∗(G/H)⊗GA)Q, el
cual es el complejo de cadenas cuya homoloǵıa es la homoloǵıa relativa. Por lo
tanto, al calcular la homoloǵıa en el mapeo norma se obtiene el resultado.

Vemos que en el caso cuando H es el grupo trivial obtenemos la misma
interpretación que en el Teorema 1.4.6.

3.3. Ejemplo

Sean G = S3 = {e, (1 2), (2 3), (1 3), (1 2 3), (1 3 2)} y Q = Z2 = 〈t〉 donde
la acción de t sobre G es conjugación por el elemento (1 2), es decir, t · x =
(1 2)x(1 2) para todo x ∈ G (denotaremos ésta acción con “·” para no confundirla
con la acción por traslación izquierda de G sobre śı mismo). Sea H el subgrupo
de G generado por (1 2) ∈ G, el cual resulta ser un subgrupo Q-invariante. Aśı,
tenemos la Q-representación por permutaciones (G,G/H) donde

G/H = {ē = H, (1 3) = {(1 3), (1 2 3)}, (2 3) = {(2 3) , (1 2 3)}}.

Notemos que en este caso H no es un subgrupo normal. Consideraremos el Q-G-
módulo A = Zm con m ≥ 3 un entero impar y tal que Q y G actúan trivialmente
sobre A. Calcularemos los grupos de homoloǵıa relativa HQ

∗ ([G,H];A).
Caso 1. 3 - m.
Como en este caso 6 no divide a |A|, |G| y |A| son primos relativos y por lo



CAPÍTULO 3. (CO)HOMOLOGÍA RELATIVA 36

tanto |G| es invertible en A. Por la Observación 3.1.1 conocemos la homoloǵıa
en grado cero y por el Corolario 2.6.2 los grados positivos:

Hp
Q([G,H];A) = HQ

p ([G,H], A) =

{
A p = 0
0 p > 0.

Caso 2. 3|m
Para este caso calcularemos primero los grupos H∗([G,H];A) (el caso no inva-
riante), es decir, los grupos de homoloǵıa de la representación (G,G/H) (Defi-
nición 1.5.2). Notemos que los grupos de isotroṕıa de la acción de G sobre G/H
son los siguientes:

Gē = {e, (1 2)} G
(1 3)

= {e, (2 3)}, G
(2 3)

= {e, (1 3)}.

Observemos que cada dos grupos de isotroṕıa se intersectan sólo en la identidad
y la acción es transitiva. Este tipo de representaciones reciben el nombre de re-
presentaciones de Frobenius (Sección 1.5.1). Usaremos este hecho para hallar los
grupos H∗([G,H];A) usando el Teorema 1.5.13 que recordamos a continuación.

Teorema 3.3.1. Sea (G,X) una representación de Frobenius y sea H = Gx el
grupo de isotroṕıa de algún elemento fijo x ∈ X. Entonces, hay una sucesión
espectral que relaciona H∗(G,A) y H∗(X,G;A) y que cumple:

1. E2
p,q ⇒ Hp+q(G,A).

2. El término inicial E2
p,q = 0 si p y q son mayores a cero.

3. E2
p,0 = Hp(G,X;A) para p ≥ 0.

4. E2
0,q = Hq(H,A).

Calculemos primero los grupos Hp(G,A). En general, para un grupo diédrico
D2n con n impar tenemos ([Mij16] Ejemplo 3):

Hp(D2n,Z) =


Z p = 0
Z/2Z p ≡ 1mod 4
Z/2nZ p ≡ 3mod 4
0 otro caso.

(3.3.2)

Usando el teorema del Coeficiente Universal podemos calcular los grupos de
homoloǵıa con coeficientes en el G-módulo trivial A:

Hp(D2n;A) =


A p = 0
A/2A p ≡ 1mod 4
T2(A) p ≡ 2mod 4
A/2nA p ≡ 3mod 4
T2n(A) p ≡ 0mod 4, p > 0

(3.3.3)

donde Tn(A) son todos los elementos con n-torsión. Aśı, para el grupo G = S3 =
D6 tenemos

Hp(G;A) =


A p = 0
A/2A p ≡ 1mod 4
T2(A) p ≡ 2mod 4
A/6A p ≡ 3mod 4
T6(A) p ≡ 0mod 4, p > 0.
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Como en nuestro caso A es ćıclico finito de orden impar

Hp(G;A) =


A p = 0
0 p ≡ 1, 2mod 4
A/3A p ≡ 3mod 4
T3(A) p ≡ 0mod 4, p > 0

puesto que 2A = A, T2(A) = 0, 6A = 3A y T6(A) = T3(A). Por otra parte para
H = Z2 es conocido que

Hp(H;A) =

{
A p = 0
0 p > 0

y puesto que el grupo H es justamente el grupo de isotroṕıa Gē tenemos que
la sucesión espectral del Teorema anterior tiene término E2 = E∞ por lo que
Hp([G,H], A) = Hp(G;A). Entonces, por el Teorema 2.1.5 tenemos que

HQ
p ([G,H], A) =


A p = 0
0 p ≡ 1, 2mod 4
(A/3A)Q p ≡ 3mod 4
(T3(A))Q p ≡ 0mod 4, p > 0.

Para calcular los puntos fijos anteriores debemos ver cuál es la acción de
Q = Z2 = 〈t〉 en Hp([G,H], A), la cual está inducida por la acción diagonal de
Q sobre Bn(G/H)⊗GZ⊗A. Notemos que la acción de Q sobre G/H está dada
por

t · e = (1 2)e(1 2) = ē
t · (1 3) = (1 2)(1 3)(1 2) = (2 3)
t · (2 3) = (1 2)(2 3)(1 2) = (1 3)

y la acción del elemento t = (1 2) visto como elemento de G sobre G/H es
tē = (1 2)e = (1, 2) = ē
t(1 3) = (1 2)(1 3) = (1 3 2) = (2 3)
t(2 3) = (1 2)(2 3) = (1 2 3) = (1 3).
Esto implica que dado x ⊗m ⊗ a ∈ Bn(X) ⊗G Z ⊗ A para algún n ≥ 0, se

tiene que

t · (x⊗m⊗ a) = (t · x)⊗m⊗ a
= (tx)⊗m⊗ a
= x⊗m⊗ a

donde esta última igualdad se debe a que la acción de G sobre Z es trivial.
Concluimos entonces, que la acción de Q sobre Bn(X) ⊗G Z ⊗ A es trivial y
entonces lo es sobre Hp([G,H], A). Por lo tanto,

HQ
p ([G,H], A) =


A p = 0
0 p ≡ 1, 2mod 4
A/3A p ≡ 3mod 4
T3(A) p ≡ 0mod 4, p > 0.

Calculemos los grupos de homoloǵıa (absoluta) de invariantes para este ejem-

plo, es decir, calculemos HQ
∗ (G,A) con G = S3, Q = Z2 = 〈t〉 donde la acción

de t sobre G es conjugación por el elemento (1 2) y A = Zm con m ≥ 3 un entero
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impar y tal que Q y G actúan trivialmente sobre A. Como |Q| es invertible en
A, por el Corolario 4.2.4 en la siguiente sección, basta calcular los grupos de
homoloǵıa H∗(G o Q,A). Podemos verificar fácilmente que S3 o Z2 tiene un
3-subgrupo de Sylow normal y un 2-subgrupo de Sylow no normal, y por la
clasificación de grupos de orden 12 tenemos que S3 o Z2

∼= D12. Usando los
resultados de la Ecuación 4.2.5 obtenemos

HQ
q (G,A) = H∗(D12, A) =



A q = 0

(A/2A)
q+3
2 ⊕ T2(A)

q−1
2 q ≡ 1mod 4

(A/2A)
q
2 ⊕ T2(A)

q+2
2 q ≡ 2mod 4

A/6A⊕ (A/2A)
q+1
2 ⊕ T2(A)

q−1
2 q ≡ 3mod 4

(A/2A)
q
2 ⊕ T6(A)⊕ T2(A)

q
2 q ≡ 0mod 4, q > 0.

Como en nuestro caso A = Zm con m impar esto se reduce a

HQ
q (G,A) =


A q = 0
0 q ≡ 1mod 4
0 q ≡ 2mod 4
A/3A q ≡ 3mod 4
T3(A) q ≡ 0mod 4, q > 0.

Para el Caso 1 anterior 3 - m y entonces

HQ
q (G,A) =

{
A q = 0
0 Otro caso.

Para el Caso 2 con 3|m se tiene

HQ
q (G,A) =


A q = 0
0 q ≡ 1mod 4
0 q ≡ 2mod 4
A/3A q ≡ 3mod 4
T3(A) q ≡ 0mod 4, q > 0.

Observemos que en este ejemplo los grupos de homoloǵıa relativa coinciden
con los grupos de homoloǵıa absoluta.



Caṕıtulo 4

Homoloǵıa de invariantes y
el producto semidirecto

Sea G un grupo arbitrario y Q un grupo finito actuando en G por automor-
fismos. Por una parte tenemos definido el producto semidirecto GoQ. Por otra
tenemos la homoloǵıa de cadenas invariantes HQ

G (G,A) donde A es un grupo
abeliano con acciones libres de Q y G. En este caṕıtulo daremos condiciones
bajo las cuales esta homoloǵıa de invariantes coincide con la homoloǵıa usual
del producto semidirecto.

4.1. Coeficientes invertibles

Definición 4.1.1. Sea n ∈ Z y sea A un grupo abeliano. Decimos que n es
invertible en A si la multiplicación por n en A, a 7−→ na con a ∈ A, es un
isomorfismo.

Sea Q un grupo finito y A un Q-módulo. Consideremos el homomorfismo

N : A −→ A

a 7−→
∑
q∈Q

qa.

Como N cumple que Nqa = Na y imN ⊆ AQ, se tiene bien definido el homo-
morfismo

N̄ : AQ −→ AQ

ā 7−→
∑
q∈Q

qa.

Teorema 4.1.2 ([Bro82] §3.1). El orden de Q anula a ker N̄ y coker N̄ .

Teorema 4.1.3. Si |Q| es invertible en A, entonces Q es invertible en AQ, AQ,
ker N̄ y coker N̄ .

Demostración. Denotemos por |Q| : A −→ A el homomorfismo a 7−→ |Q|a y
por 1

|Q| : A −→ A el homomorfismo inverso de |Q|. Notemos que el isomorfismo

39
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|Q| : A −→ A es isomorfismo de Q-módulos por lo que |Q||AQ : AQ −→ AQ y
1
|Q| |AQ : AQ −→ AQ están bien definidos y son homomorfismos inversos, y aśı

|Q| es invertible en AQ.
Sea A′ el subgrupo de A generado por los elementos de la forma qa − a,

q ∈ Q, a ∈ A. Aśı AQ = A/A′. Puesto que A′ es un grupo es invariante bajo
la multiplicación por |Q|. Como el homomorfismo 1

|Q| es Q-invariante también

deja invariante al subgrupo A′. Aśı tenemos bien definidos los homomorfismos

AQ −→ AQ

ā 7−→ |Q|a

y

AQ −→ AQ

ā 7−→ 1
|Q|a

los cuales son homomorfismos inversos y por lo tanto |Q| es invertible en AQ.
Sin pérdida de generalidad, seguiremos denotando por |Q| y 1

|Q| respectivamente

a los homomorfismo anteriores.
Por otra parte se verifica que N̄(|Q|ā) = |Q|N̄(ā) y N̄( 1

|Q| ā) = 1
|Q|N̄(ā) para

todo a ∈ A, aśı que |Q| y 1
|Q| dejan invariante a ker N̄ y son homomorfismos

inversos en él, por lo tanto |Q| es invertible en ker N̄ . Análogamente |Q| y 1
|Q|

dejan invariante a im N̄ , y entonces, tenemos bien definidos homomorfismos

AQ/ im N̄ −→ AQ/ im N̄

x̄ 7−→ |Q|x = |Q|x̄

y

AQ/ im N̄ −→ AQ/ im N̄

x̄ 7−→ 1
|Q|x

con x ∈ AQ, los cuales son inversos y por lo tanto |Q| es invertible en coker N̄ .

Corolario 4.1.4. Si |Q| es invertible en A, entonces N̄ : AQ −→ AQ es iso-
morfismo.

Demostración. Por el Teorema 4.1.2, |Q| anula a ker N̄ y a im N̄ , y como |Q|
es invertible en ellos, entonces, tanto ker N̄ como im N̄ son los grupos triviales.
Por lo tanto N̄ es isomorfismo.

Teorema 4.1.5. Sea G un grupo arbitrario. Si m ∈ Z es invertible en A,
entonces m es invertible en H∗(G,A).

Demostración. Sea ε : F −→ Z una resolución proyectiva de Z sobre ZG. El
homomorfismo

1⊗m : Fn ⊗G A −→ Fn ⊗G A
x⊗ a 7−→ x⊗ma
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es un isomorfismo de cadenas con homomorfismo de cadenas inverso dado por

1⊗ 1
m : Fn ⊗G A −→ Fn ⊗G A

x⊗ a 7−→ x⊗ 1
ma

donde x ∈ Fn, a ∈ A. Pasando a homoloǵıa tenemos que la multiplicación por
m es isomorfismo.

4.2. Homoloǵıa de cadenas invariantes y el pro-
ducto semidirecto

En esta sección Q denotará un grupo finito, G un grupo tal que Q actúa
sobre G por automorfismos, ϕ : Q −→ AutG el homomorfismo de grupos que
induce la acción y A un grupo abeliano con acciones triviales de Q y G.

Tenemos la siguiente sucesión exacta corta de grupos

1 −→ G −→ Goϕ Q −→ Q −→ 1.

A esta sucesión tenemos asociada la sucesión espectral de Hochschild-Serre:

E2
pq = Hp(Q,Hq(G,A))⇒ Hp+q(Goϕ Q,A) (4.2.1)

donde la acción de Q sobre Hq(G,A) es la dada en [Bro82] III.8.2. Analicemos
un poco más esta acción. Identificaremos al subgrupo G×{e} de GoϕQ con G y
{e}×Q con Q. La acción dada en el Corolario III.8.2 de [Bro82] de un elemento
q ∈ Q sobre H∗(G,A) está dada por el automorfismo c(q)∗ : H∗(G,A) −→
H∗(G,A) el cual está inducido por el automorfismo en la categoŕıa de pares
([Bro82] III.8)

c(q) = (αq, idA) : (G,A) −→ (G,A)

(g,m) 7−→ (qgq−1,m)

donde αq : G −→ G es tal que g 7−→ qgq−1 y idA es la identidad en A. Notemos
en particular que ϕ(q) = αq. Para ver cómo es esta acción a nivel de cadenas da-

da una resolución F
ε−→ Z sobre ZG es necesario hallar un mapeo de cadenas de

G-módulos τq : F −→ F que respete aumentación y tal que τq(gx) = α(g)τq(x)
para todo g ∈ G y x ∈ F . De esta manera c(q)∗ = (τq ⊗G idA)∗. Consideremos

la resolución barra B∗(G)
ε−→ Z y

(τq)n : Bn(G) −→ Bn(G)

(g0, g1, ..., gn) 7−→ (qg0, qg1, ..., qgn)

para todo n ≥ 0 donde qgi representa el elemento ϕ(q)(gi). Es claro que τq es
mapeo de cadenas que respeta aumentación. Además, dado g ∈ G

τq(g(g0, ..., gn)) = τq(gg0, ...ggn) por la acción de G sobre Bn(G)

= (q(gg0), ..., q(ggn))

= (qgqg0, ...qgqgn) pues q es automorfismo de G

= qg(qg0, ..., qgn)

= αq(g)τq(g0, ..., gn).
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Por lo tanto, c(q)∗ = (τq ⊗G idA)∗ y entonces, la acción de Q sobre H∗(G,A) a
nivel de cadenas es la acción diagonal sobre B∗(G)⊗G A. Como la acción de G
sobre A es trivial, entonces

B∗(G)⊗G A ∼= C∗(G)⊗A

y la acción se traduce en la acción diagonal sobre C∗(G)⊗A la cual es la misma
acción que la usada en la definición de la homoloǵıa de cadenas invariantes
(1.4.1).

Corolario 4.2.2. Si |Q| es invertible en A, entonces H∗(G,A)Q −→ H∗(G,A)Q

es isomorfismo.

Demostración. Por el Teorema 4.1.5, |Q| es invertible en H∗(G,A) y el resultado
se sigue del Corolario 4.1.4.

Teorema 4.2.3. Si |Q| es invertible en A, entonces el término E2
0q de la suce-

sión espectral 4.2.1 es isomorfo a HQ
q (G,A).

Demostración. Tenemos que

E2
0q = H0(Q,Hq(G,A)) = Hq(G,A)Q.

Por el Corolario 4.2.2, Hq(G,A)Q ∼= Hq(G,A)Q, y por el Teorema 1.4.7 tenemos
que Hq(G,A)Q ∼= HQ

q (G,A).

Teorema 4.2.4. Sea Q un grupo finito tal que |Q| es invertible en A. Entonces,
HQ
q (G,A) ∼= Hq(Goϕ Q,A).

Demostración. Como |Q| es invertible en A, |Q| es invertible en H∗(G,A) por el
Teorema 4.1.5. El Corolario III.10.2 en [Bro82] implica que Hp(Q,Hq(G,A)) = 0
para todo p > 0, entonces E2

pq = Hp(Q,Hq(G,A)) = 0 si p ≥ 1. Por lo tanto la
sucesión espectral colapsa en la página dos.

Como esta sucesión converge a H∗(G oϕ Q,A) y por el teorema anterior
E2

0q = HQ
q (G,A), tenemos que HQ

q (G,A) ∼= Hq(Goϕ G,A).

Ejemplo
Calcularemos los grupos HQ

∗ (G,A) usando el teorema anterior para Q =
Z2 = 〈t〉, G = Zn con n ≥ 2 y A = Zm con m impar mayor a uno. Consideremos
la acción de Q sobre G dada por tg = g−1 para todo g ∈ G y la acción de G y
Q sobre A trivial. Con estas condiciones G oϕ Q = D2n y sólo basta calcular
los grupos de homoloǵıa del grupo diédrico. Dividiremos el cálculo en dos casos
dependiendo de la paridad de n.
Caso 1. Sea n impar.

Para este caso tenemos (3.3.3)

Hq(D2n, A) =


A q = 0
A/2A = 0 q ≡ 1mod 4
T2(A) = 0 q ≡ 2mod 4
A/2nA = Zm/2nZm = Zm/nZm q ≡ 3mod 4
T2n(A) q ≡ 0mod 4, q > 0.
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Pero Zm/nZm ∼= Z(m,n) pues

Zm/nZm −→ Z(m,n)

[k] 7→ k̄

y

Z(m,n) −→ Zm/nZm
k̄ 7→ [k]

son homomorfismos de grupos bien definidos e inversos uno del otro. Por otra
parte, se puede ver que

{k m
(m,n) |k = 0, 1, ..., (m,n)− 1} ⊆ Tn(A).

Más aún, si r̄ ∈ Tn(A), entonces existe l ∈ Z tal que nr = lm, lo cual implica
que r = lm

n = lm
s(m,n) para algún s ∈ Z. Como (s,m) = 1 y r es entero, s|l y

entonces r̄ ∈ {k m
(m,n) |k = 0, 1, ..., (m,n)− 1}. Por lo tanto,

{k m
(m,n) |k = 0, 1, ..., (m,n)− 1} ⊇ Tn(A).

De aqúı que

Tn(A) = {k m
(m,n) |k = 0, 1, ..., (m,n)− 1} ∼= Z(m,n).

Resumiendo todo lo anterior tenemos

Hq(D2n, A) =

 Zm q = 0
Z(m,n) q ≡ 0 , 3mod 4 , q > 0
0 otro caso.

Caso 2. Sea n par.
Para este caso tenemos que los grupos de cohomoloǵıa H∗(D2n,Z) están

dados por ([Han93] Teorema 5.2):

Hq(D2n,Z) =



Z q = 0

(Z/2Z)
q−1
2 q ≡ 1mod 4

(Z/2Z)
q+2
2 q ≡ 2mod 4

(Z/2Z)
q−1
2 q ≡ 3mod 4

Z/nZ⊕ (Z/2Z)
q
2 q ≡ 0mod 4, q > 0.

Usando el Teorema del Coeficiente Universal podemos calcular los grupos de
homoloǵıa Hq(D2n, A) los cuales quedan de la siguiente manera:

Hq(D2n,Z) =


Z q = 0

(Z/2Z)
q+3
2 q ≡ 1mod 4

(Z/2Z)
q
2 q ≡ 2mod 4

Z/nZ⊕ (Z/2Z)
q+1
2 q ≡ 3mod 4

(Z/2Z)
q
2 q ≡ 0mod 4, q > 0.
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Usando de nuevo el Teorema del coeficiente universal:

Hq(D2n, A) =



A q = 0

(A/2A)
q+3
2 ⊕ T2(A)

q−1
2 q ≡ 1mod 4

(A/2A)
q
2 ⊕ T2(A)

q+2
2 q ≡ 2mod 4

A/nA⊕ (A/2A)
q+1
2 ⊕ T2(A)

q−1
2 q ≡ 3mod 4

(A/2A)
q
2 ⊕ Tn(A)⊕ T2(A)

q
2 q ≡ 0mod 4, q > 0.

(4.2.5)
Como en nuestro caso A = Zm con m impar tenemos:

Hq(D2n, A) =


Zm q = 0
0 q ≡ 1mod 4
0 q ≡ 2mod 4
Zm/nZm q ≡ 3mod 4
Tn(Zm) q ≡ 0mod 4, q > 0.

Por los cálculos hechos en el caso anterior tenemos que

Hq(D2n, A) =

 Zm q = 0
Z(m,n) q ≡ 0 , 3mod 4 , q > 0
0 otro caso.

Resumiendo los dos casos anteriores, tenemos que para Q = Z2 = 〈t〉, G =
Zn y A = Zm con m impar, donde tg = g−1 para todo g ∈ G y la acción de G
y Q sobre A es trivial, los grupos de homoloǵıa de cadenas invariantes son:

HQ
q (G,A) =

 Zm q = 0
Z(m,n) q ≡ 0 , 3mod 4 , q > 0
0 otro caso.

Podemos comparar este resultado con el Teorema 6 de [JLM18].

Observación 4.2.6. En general la homoloǵıa de cadenas invariantes no coin-
cide con la homoloǵıa del producto semidirecto. Como ejemplo consideremos
Q = Z2 = 〈t〉 actuando sobre G = Zn con n impar por tg = g−1, g ∈ G,
y A = Z con acciones triviales de G y Q. Por una parte tenemos ([Knu06]
Ejemplo 5.1)

HZ2
p (Zn,Z) =

 Z p = 0
Zn p ≡ 3mod 4
0 otro caso.

Por otra parte el resultado mostrado en la Ecuación 3.3.2 nos muestra que
HZ2
∗ (Zn,Z) 6= H∗(D2n,Z).



Bibliograf́ıa

[Ada54] Adamson I. T. Cohomology theory for non-normal subgroups and non-
normal fields, Proc. Glasgow Math. Assoc. 2 (1954), 66–76.
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