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Capitulo 1

La necesidad de modificar la gravedad

En un principio se pensaba que la gravedad actuaba como una fuerza a distancia, por lo cual las
interacciones gravitatorias ocurrian de manera instantanea. No fue sino hasta principios del siglo
XX cuando Albert Einstein desarrollaria la teoria de la relatividad general, modelo que actualmente
utilizamos para describir la gravedad. En la relatividad general, la gravedad se considera como una
deformacion de la geometria del espacio-tiempo producida por la materia y energia; la velocidad de
propagacién de las perturbaciones de la curvatura del espacio-tiempo no es instantédnea, sino que se
propagan a la velocidad de la luz. La relatividad general es ampliamente aceptada como la teoria
que describe las interacciones gravitacionales en nuestro espacio-tiempo. En esta teoria se basa el
modelo estandar de la cosmologia para describir nuestro Universo.

El modelo cosmoldgico estdndar, conocido como modelo ACDM (por las siglas en inglées de A-
Cold Dark Matter), provee una descripcion del Universo en el que este se encuentra en su mayoria
compuesto por, de acuerdo a las mediciones del satélite Planck [1], energia oscura en un 68 % (este
término correspondiente a una constante cosmologica A en las ecuaciones de campo de Einstein),
materia oscura fria en un 27 % y un 5% restante correspondiente a la materia bariénica que com-
pone los atomos y fotones que ohservamos diariamente. El modelo ACDM provee una explicacion
razonable de la distribuciéon de las galaxias a gran escala, asi como de la estructura del espectro de
la radiacion de fondo césmico de microondas (CMB, por las siglas en inglés de Cosmic Microwave
Background). Nuestro Universo homogéneo e isotropico gobernado por las ecuaciones de Einstein
debi6 haber comenzado como una singularidad de densidad infinita, esto es conocido como las hi-
potesis elementales de la teorfa del Big Bang. La evidencia remanente que tenemos, proveniente de
los primeros 380,000 afios del Universo, es la radiacién correspondiente a una temperatura de 2.7
K del CMB; el espectro asociado al CMB es muy similar al espectro de la radiacién proveniente de
un cuerpo negro, ademas de ser perfectamente isotrépico.

La homogeneidad y la isotropfa del Universo traen consigo problemas que no pueden explicarse
con lo planteado hasta ahora. Para que exista homogeneidad, se necesita que diferentes lugares
del Universo separados a distancias muy grandes lleguen al equilibrio termodinamico, pero estas
interacciones son imposibles debido a que la informacién no puede viajar a velocidades mas altas que
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la velocidad de la luz en el vacio; a esto se le conoce como el problema del horizonte. Existe también
el problema de planitud, que se refiere a las condiciones muy especificas que debié tener el Universo
temprano para llegar a una geometria tridimensional plana como la que observamos en el Universo
actualmente. El problema del monopolo consiste en que, de acuerdo a las teorias de Gran Unificacién,
en las etapas de mayor temperatura del Universo, se produciria una gran cantidad de monopolos
magnéticos (particulas elementales hipotéticas que poseen un solo polo magnético) que deberian
estar presentes hasta el dia de hoy. Una expansién acelerada a temperaturas menores provocaria
que la densidad de los monopolos en el Universo disminuyera en varias escalas de magnitud, siendo
muy dificil observar uno. Ademas de resolver estos problemas, la inflacién también puede explicar
el mecanismo por el cual las inhomogeneidades primordiales dieron lugar a la formacion de las
estructuras a gran escala que observamos hoy en dia. La inflacion es un periodo temprano de
expansion acelerada del Universo en el que la gravedad actiia como una fuerza repulsiva. La teoria
més sencilla para modelar la inflacién serfa agregar un campo escalar homogéneo, no acoplado a la
materia, en la accién total del Universo.

Aunque la inflacién consigue resolver los problemas planteados anteriormente, no consigue ex-
plicar las observaciones que nos llevan a pensar en la existencia de un tipo de materia diferente a la
bariénica conocida como materia oscura, y una energia de presién negativa conocida como energia
oscura. La materia oscura es un tipo de materia que se agrupa de manera similar a la materia
bariénica, no interactiia de manera electromagnética, por lo que solo es posible observar sus efectos
gravitatorios (de ahi el nombre de oscura); todavia no ha sido detectada de manera directa en el
laboratorio. La energfa oscura se refiere a un tipo de energfa que permea todo el espacio, esta ener-
gia contribuye a la expansién acelerada del Universo que observamos hoy en dia; la energia oscura
tampoco ha sido detectada directamente.

Una de las predicciones del modelo ACDM es que la materia se agrupa en halos que, conforme
nos acercamos més a la parte central, poseen un crecimiento abrupto en la densidad, es decir,
una cuspide; este resultado fue obtenido mediante simulaciones de N—cuerpos [2]. El resultado
anterior no coincide con las observaciones realizadas [3], en donde se toman las curvas de rotacion
de las galaxias y modelos dindmicos de galaxias enanas esferoidales; las observaciones muestran
que en la parte interna de los halos existe una densidad constante, es decir, un nucleo (core) de
densidad constante. Este problema es conocido como el problema de nucleo-cuspide [4] y atin no se
ha encontrado una solucién definitiva a estas discrepancias.

Para poder explicar las observaciones anteriores, hemos necesitado agregar dos términos que son
practicamente desconocidos: la materia oscura y la energia oscura. Es vilido pensar que la teoria
de la relatividad general podrfa ser una teoria incompleta, es decir, que en cierto limite tengamos
la teoria de Einstein, pero en escalas cosmologicas esta teoria no sea suficientemente adecuada para
describir la fisica y, por lo tanto, tengamos estas componentes “oscuras”’. En este trabajo, se plantea
unas ligeras modificaciones a la accién de Einstein-Hilbert; discutiremos si estas alternativas son
viables para explicar la inflacién y si son consistentes con los datos observados de nuestro Universo.
Estas teorias deben coincidir en escalas pequenas con la teorfa usual de la relatividad general, pues
su validez ha sido comprobada a estas escalas en multiples ocasiones.



Existen dos tipos de correcciones que podemos realizar a la teoria de la relatividad general, por un
lado, modificaciones geométricas, y por otro lado, mediante dindmica de campos. Las modificaciones
geométricas corrigen términos de curvatura en las ecuaciones de Einstein-Hilbert, un ejemplo de
estas son las teorias del tipo F'(R), donde R es el escalar de curvatura. En la dindmica de campos
modificamos el tensor de energia-momento de la relatividad general. Dentro de la dindmica de
campos podemos modificar el término cinético como en el caso de la inflacién taquiénica o bien,
modificar tnicamente el potencial de un campo escalar homogéneo estdndar, siendo equivalente a
las teorias F'(R).

Organizacién de la tesis

FEn el capitulo 2 analizamos los elementos basicos de cosmologia con los cuales se realiza la descripcién
de nuestro Universo. Partimos del principio cosmolégico para formular una métrica adecuada a la
geometria del Universo y obtenemos las ecuaciones de campo de Einstein para esta geometria. Luego,
introducimos el modelo inflacionario por medio de un campo escalar estandar y la aproximacion
de rodamiento lento o Slow-Roll para simplificar nuestras ecuaciones. Describimos las pequenas
fluctuaciones que ocurrieron al principio del Universo y que formaron las semillas para dar lugar a su
estructura actual. Relacionamos estas fluctuaciones con las observaciones realizadas al fondo c6smico
de microondas; de esta manera podemos comparar las observaciones con los distintos modelos aqui
planteados.

En el capitulo 3 discutimos un tipo especial de inflacién, en el que un campo taquidnico es
responsable de la expansiéon acelerada del Universo. Esta teoria es una modificacion al tensor de
energia-momento, por lo que seguimos utilizando las ecuaciones de Einstein para resolverlas, esto con
el objetivo de comparar con los resultados obtenidos de una ligera modificacién directa en la teoria
como se muestra en el capitulo 4. Analizamos sus distintas propiedades y su viabilidad como teoria
inflacionaria; se muestran comparaciones con el campo escalar estandar. Se desarroll6 una teoria
de perturbaciones para este campo especial y se compararon sus resultados con las observaciones
realizadas por el satélite Planck.

En el capitulo 4, analizamos una de las modificaciones més sencillas a la relatividad general en
la que la accion de Einstein-Hilbert no posee una relacion lineal con el escalar de Ricci R, sino que
es una funcion arbitraria F' de este ultimo, i. e. F'(R). Estudiamos las equivalencias entre esta teoria
y la inflacion dada por un campo escalar estdndar, asi como las limitaciones en la F'(R) para que
esta equivalencia sea posible. Examinamos una F'(R) conocida como modelo de Starobinsky y discu-
timos su viabilidad como teoria inflacionaria. Finalmente, analizamos un potencial de Starobinsky
modificado y las condiciones por las cuales podemos tener inflacién.

En el capitulo 5 expresamos nuestras conclusiones finales de cada una de estas teorias y las
comparamos. Se propone un trabajo para estudiar mas a fondo estas modificaciones a la teoria de
la relatividad general.

Las convenciones que utilizamos son tales que h = ¢ = 1, donde & es la constante de Planck
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y ¢ la velocidad de la luz. De acuerdo a lo anterior, tenemos que la masa reducida de Planck es
M]? = 1/87G. La convencion de signos de la métrica que utilizamos es (+, —, —, —).



Capitulo 2

Elementos basicos de cosmologia

2.1 El modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

Es posible estudiar la dindmica de todo el universo como un tnico sistema. La evolucién del mismo
es usualmente descrita mediante el modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). El
universo visible a gran escala parece el mismo en todas las direcciones alrededor de nosotros. Aun
mas, las observaciones indican que cualquier observador tiene la misma evidencia independiente-
mente de donde se encuentre. Es decir, el universo observable es homogéneo e isotrépico a escalas
grandes; esto se conoce como el principio cosmoldgico.

El principio cosmologico fue utilizado en un inicio iinicamente por simplicidad matematica. Sin
embargo, las evidencias obtenidas del fondo césmico de microondas (CMB) y la estructura a grandes
escalas del universo confirmaron la homogeneidad e isotropia del universo en escalas mayores a 100
Megaparsecs, donde un Megaparsec equivale a 3.26 millones de anos luz. Las observaciones anteriores
nos llevan a concluir que no existe un lugar privilegiado en el Universo, lo cual es equivalente al
principio cosmologico. A pesar de que solo podemos observar una fracciéon del Universo, es valido
pensar que es completamente homogéneo e isotropico.

Bajo estas ideas, se puede encontrar una métrica adecuada para la descripcién del Universo. La
métrica que describe mejor una geometria acorde al principio cosmologico es la métrica de FLRW,
definida mediante el intervalo

dr?

d82 = guyd$#d$1/ = dt2 — a2(t) m

+ 7r2d0? 4+ r?sen®0do? | (2.1)
donde a(t) es conocido como el factor de escala, que posee dimensiones de longitud, por lo que r
es adimensional. ds mide la distancia entre 2 puntos del espacio-tiempo separados por dx*, donde
w={0,1,2,3}. El factor de escala permite medir la tasa de crecimiento del Universo a un tiempo ¢.
(r,0, ¢) son coordenadas comoviles; una particula inicialmente en reposo en estas coordenadas per-
manecera en reposo, es decir (1,0, ¢) seran constantes para esta particula. K representa la curvatura
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del espacio, y puede tomar los siguientes valores:

—1 el Universo es abierto,
K =4 0 el Universo es plano, (2.2)
1 el Universo es cerrado.

Para describir la dindmica gravitacional de nuestro Universo, utilizamos las ecuaciones de campo
de Einstein,

1
Guw = Ry — §9WR = 87GT,, , (2.3)

donde R, es el tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci, T}, es el tensor de energfa-momento y a
G se le conoce como tensor de Einstein.

Consideremos el contenido del Universo como un fluido perfecto, es decir, un fluido en el que
su tensor de energia-momento estd tnicamente determinado por su densidad de energia y presion
Ty = (p + P)uyu, — Pgyu, con p la densidad de energia, P la presién y u la cuadrivelocidad. La
isotropia del Universo implica que el fluido se encuentra en reposo en las coordenadas comoviles, la
homogeneidad del Universo implica que tanto p como P dependen tinicamente del tiempo y entonces
el tensor de energia-momento es

T+, = diag(p, —P,—P,—P). (2.4)

Y ahora, utilizando la ecuacion de conservacion V,T*, = 0, donde V, es la derivada covariante res-
pecto a la coordenada x*, ademas de las ecuaciones de campo de Einstein, obtenemos las ecuaciones:

2
9o _a°  8nG K
=0 = 57 (2.5)
a e
g = —T(p -+ 3P) s (2.5b)
p = —-3H(p+P), (2.5¢)

donde a H se le conoce como parametro de Hubble. H no es constante en el tiempo, a diferencia
de la constante de Hubble Hy que es el valor constante del parametro de Hubble en la época
actual. Hay tres ecuaciones, sin embargo, solo dos son linealmente independientes (es facil ver que
podemos obtener la ecuacion (2.5b) de (2.5¢) y (2.5a) si consideramos un Universo plano y derivamos
(2.5a)). Tenemos tnicamente dos ecuaciones independientes y tres incognitas; para obtener la tercera
ecuacién que relacione a p, P y a utilizamos la ecuacién de estado del fluido que domina en el
Universo. En este caso supusimos un fluido perfecto como modelo del sistema, por lo que

P =uwp, (2.6)

con w una constante. La dindmica de nuestro Universo estd descrita por la ecuacién de continuidad
(2.5¢), la ecuacion de Friedmann (2.5a) y la ecuacion de estado (2.6). Si sustituimos esta ecuacion
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de estado en la ecuacion de continuidad (2.5c), obtenemos

3(14w)
e (2.7)

P =po (;
donde hemos tomado los limites de integracién desde un tiempo pasado arbitrario ¢ hasta el tiempo
presente tg, y ademés ag = a(ty) v po = p(to). Por convencion ag = 1, pero en este trabajo lo
dejaremos indicado como ag. Ahora, si consideramos el caso en el que la geometria tridimensional es
plana, es decir K = 0, podemos obtener la relacién entre el factor de escala y el tiempo utilizando

la ecuacion (2.5a),

Ho(t —to) + 1 , (2.8)

a=ag

2
[3(1 + w) ] 3(1+w)
donde hemos tomado nuevamente los limites de integracién desde un tiempo arbitrario ¢ hasta el
tiempo presente ty y hemos definido Hg = 81Gpp/3. Podemos calcular el tiempo presente tg si
imponemos que a un tiempo inicial ¢ = 0, el factor de escala se anula a(t = 0) = 0, de donde
obtenemos

fy= —— (2.9)
07 3(1+w)Hy’ '
y sustituyendo en la ecuacion (2.8) tenemos que
2
3(1 3(1+w)
a = ag <(;°O)Hot> . (2.10)

A partir de aqui tenemos distintas soluciones dependiendo del valor de w. Clasificamos los valores
dependiendo del componente dominante del Universo. En el caso de un universo dominado por
materia, el valor es w = 0 ya que la presion producida es despreciable (polvo). En el caso de la
radiacion la ecuacion de estado corresponde a w = 1/3. Existe también un caso especial en el que la

densidad es constante, considerando w = —1, a partir de la ecuacion (2.5¢), vemos que p no depende

del tiempo. Para obtener la relacion entre a y ¢ en este caso no podemos usar la ecuacion (2.10)

pues no estd definida para el caso w = —1; sin embargo, podemos utilizar la ecuaciéon (2.5b) con
p = po e imponer ag = a(tp). Podemos ver las distintas soluciones en las siguientes ecuaciones:

2

a=ag (3Hot)®, w=20 materia, (2.11a)

a = ap\/2Hot, w=1/3  radiacion, (2.11b)

a = agexp (Ho(t — tp)) , w=-1 expansion acelerada . (2.11c¢)

También podemos ver la evoluciéon de la densidad de energia, en términos de a(t), para las distintas
soluciones:

3
0= po (@) L w =0, (2.12a)
a
4
p=p (), w =1/3, (2.12b)
p=po, w =—1. (2.12¢)
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Observando las ecuaciones (2.11) podemos ver que en los tres casos el Universo se expande. Sin
embargo, esta expansion no es acelerada para todos los casos. Vemos que la materia y radiacion
producen una expansion en la que a < 0, es decir, una expansion desacelerada; mientras que para
w = —1 tenemos una expansién acelerada debido a que el factor de escala es proporcional a la
exponencial de t, es decir, @ > 0 para este caso.

Otra propiedad interesante que podemos observar en las ecuaciones (2.12) es que la densidad de
energia decrece para el caso de la materia y la radiaciéon, mientras que para la expansion acelerada
la densidad de energia y la presiéon son constantes todo el tiempo. Ademaés, de la ecuacion (2.5a),
vemos que el parametro de Hubble también es constante durante la expansion acelerada.

La ecuacion (2.12¢), correspondiente a una expansion acelerada del Universo, describe dos épocas
distintas; por un lado, la expansién acelerada en la etapa temprana del Universo conocida como
inflacion, y por otro lado, la expansién que observamos hoy en dia debido a la energia oscura. Esta
expansion acelerada se considera una buena descripcion de la constante cosmologica y de la energia
oscura.

2.2 Inflacion

Existen varios problemas cosmoldgicos que se observan en nuestro Universo. Uno de los problemas
consiste en las observaciones realizadas del CMB, el cual posee un espectro correspondiente a un
cuerpo negro. Dos fotones del CMB viniendo de direcciones opuestas poseen casi la misma tem-
peratura. Estos fotones no estan causalmente conectados por lo que no deberian haber llegado al
equilibrio termodindmico y haber alcanzado una temperatura de equilibrio; es necesario entonces
que en un principio estos estuvieran a una distancia cercana en la cual pudieran llegar al equilibrio
y luego pasar por un proceso de expansién acelerada que eventualmente los alejara causalmente. Lo
anterior es conocido como el problema del horizonte.

Tenemos también el problema de planitud; las observaciones nos dicen que el Universo actual
es aproximadamente plano. Esta no es una caracteristica estable, debieron darse condiciones muy
especificas en el principio del Universo para llegar a las observaciones actuales.

Mediante la inflacién cosmolégica es posible resolver los problemas de planitud, el problema
del horizonte y explicar las pequenias anisotropias que observamos en el Universo a gran escala.
La inflacién cosmoldgica es una etapa temprana de expansién acelerada del Universo. Esta etapa
ocurrié aproximadamente entre los primeros 10736 y 10732 segundos después de la singularidad del
Big Bang; durante este corto periodo de tiempo, el Universo se expandié aproximadamente 10%6
veces su tamano original.

Existen distintas teorias que pueden describir una etapa inflacionaria, la mas conocida es la
inflacion a través de un campo escalar.
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2.2.1 Inflacién por medio de un campo escalar

El modelo més sencillo de inflacién puede ser provisto por la teoria cuantica de campos. Se propo-
ne un campo escalar normalizado homogéneo e isotrépico, minimamente acoplado a la gravedad,
conocido como inflatén. Bajo estas suposiciones, la acciéon del campo y la gravedad esta dada por
Mj o1

LR+ g™ 0,000~ V(6)| (2.13)

M2
S:/d“x\ﬁ—g 7”}”5

= /d4x\/jg

con g el determinante de la métrica del espacio-tiempo de FLRW g,,,, (definida mediante (2.1)), £
la densidad lagrangiana del inflaton, V' (¢) el potencial del inflaton y la llamada masa de Planck
reducida Mg = 1/87G. Bajo esta acciéon, podemos obtener las ecuaciones de movimiento del inflaton
mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange,

au(a(v_g£>>—a(v_g£)—o. (2.14)
9(90) 99
Debemos tomar en cuenta las condiciones de isotropia y homogeneidad en el campo, por lo que el

lagrangiano tnicamente depende de ¢ y de las derivadas de ¢ respecto al tiempo. Entonces, nuestra
ecuacién de movimiento es

; 174
¢+3H¢+a—¢:0. (2.15)

Ahora podemos calcular la densidad de energia y la presion del inflaton con ayuda del tensor de
energia-momento del sistema. El tensor de energia-momento esté definido como

2 6(V—gL)
T, =g (2.16)

y para el caso del inflatén, tenemos que

Ty = 0,00,¢ — g L. (2.17)
Por lo que la densidad de energia y la presién del inflatén son
(b2
po= T="+V(0), (2.184)
. ?
P = -TY= o5~ V). (2.18b)

Algo que notamos de inmediato es el hecho de que cuando el potencial domina sobre la energia
cinética, entonces P ~ V(¢) ~ —p, es decir, obtenemos la ecuacion de estado asociada a una
expansion acelerada (w = —1). A este proceso de expansion acelerada se le conoce como inflacion.
Por otro lado, la ecuacion (2.5a) en un Universo plano (K = 0) ahora tiene la forma

12
H? = 3—]\142 <Q; + V(¢)> : (2.19)
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2.2.2 Aproximacién de slow-roll

Como se menciond anteriormente, incluyendo un campo escalar homogéneo podemos tener un esce-
nario de inflacién cuando su potencial domine sobre el término cinético en la densidad de energia
y la presiéon. Este modelo se conoce como aproximacién de rodamiento lento o slow-roll debido a
que, como veremos més adelante, el potencial debe tener una inclinacién pequena y casi constante,
por lo que el campo rueda lento mientras se mueve por el potencial. En términos mas precisos, la
aproximacion de slow-roll se obtiene cuando se satisface

(2'52

5 < V(p), (2.20a)

b < 3Ho. (2.20b)
Bajo esta aproximacion, la ecuacion de movimiento (2.15) ahora tiene la forma

oV
H — =~ 0. 2.21
3G+ 50 =0 (2.21)

Ademss, la ecuacion de estado del sistema y las ecuaciones de Friedmann (2.5¢)-(2.5a) son

P ~ —p, (2.22a)

p o~ 0, (2.22b)
1

H? ~ — ) 2.22
3M3V(¢) (2.22¢)

Para parametrizar el desarrollo de inflacién en la aproximacion de slow-roll se introducen los lla-
mados parametros de slow-roll. Para calcularlos, primero vemos que, para que ocurra una expansiéon
acelerada del Universo necesitamos que ¢ > 0, lo cual implica

>0 = H+H’>>0 => -—-—=<«1. 2.93
" > + > e < ( )

Nuestro objetivo es escribir la desigualdad (2.23) en términos del potencial y sus derivadas respecto

al campo. Podemos calcular H a partir de la ecuacion (2.22c)
Ve 1 W
C6HMZT  18M2 H?’

(2.24)

donde Vy = g—g y hemos utilizado la ecuacion (2.21) en la ultima igualdad. De la ecuacion (2.23)
tenemos

H |43
_WZ_W <<1. (225)
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Utilizando entonces la ecuacion (2.22¢) en la ecuacion (2.25), definimos nuestro primer parametro
de slow-roll,

e=—2L-£ exl, (2.26)

Para calcular el segundo, nos fijamos en nuestra condicion (2.20b), podemos obtener qﬁ de la ecuacion

(2.21), . ' '
. PVpe CH Vs V¢H Vs Vo
_ Ve H _ _ Ve, 2.9
¢ s °H sH T 3me 3H  3° (227)

Ahora, al exigir la condicion (2.20b), obtenemos la siguiente desigualdad

¢ o Ve 6_1(

v
L - ~ M2l 1 2.28
SHe  V, 3V,HZ 3 3\ ) <5 (2:28)

Py

con lo que podemos definir nuestro segundo parametro de slow-roll

n= Mﬁ%, In| < 1. (2.29)
Por lo tanto, bajo las condiciones ¢, |n| < 1 tendremos inflacion del tipo slow-roll. Podemos
observar entonces que nuestros paradmetros de slow-roll describen cémo debe comportarse el potencial
de la teoria para que podamos tener inflacion; el potencial debe tener una inclinacién pequena (de
la condicién (2.26)) y casi constante (de la condicion (2.29)) para que pueda ser valido en nuestro
modelo, de ahi el nombre de “rodamiento lento” de la particula sobre el potencial.
Podemos definir el namero N de veces en que el factor de escala crece exponencialmente desde
el inicio de inflacién hasta la conclusién del periodo inflacionario, que corresponde al momento en
que cualquiera de nuestros parametros de slow-roll alcanza el valor de 1,

ty ¢r d by d 1 ®i
N=In <af) :/ Hdt = 9% _/ 51299 o — quﬁ, (2.30)
@i ti ®i ¢ Vo M by Vo

con t; y ty el tiempo al inicio y final de inflacién respectivamente y ¢; = ¢(t;), ¢f = ¢(ty). A N
se le conoce como el numero de e-folds. La inflacién puede resolver el problema del horizonte si el
universo se expande exponencialmente por méas de 60 e-folds [5].

7

2.3 Perturbaciones cosmolégicas

Debemos encontrar una manera de poder conectar los resultados de nuestro modelo con las observa-
ciones, para ello es necesario considerar las caracteristicas que observamos en el Universo hoy en dia.
Para que la teoria sea consistente con el modelo estandar cosmoldgico es necesario que después de
la inflacién ocurra una etapa de recalentamiento. Durante inflacién, la densidad de particulas debe
disminuir hasta n oc =3 — 0 . Al final de la inflacién, la densidad de energia del vacio almacenada
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en el campo del inflatén debe ser transferida en forma de radiacién, por medio del decaimiento del
inflatén.

Inhomegeneidades en la densidad que surgieron durante las etapas tempranas del Universo fueron
amplificadas por los efectos gravitatorios. Esto dio origen a las galaxias, cimulos de galaxias, y todo
lo que observamos a gran escala. Asi pues, aunque el Universo a gran escala sea bastante homogéneo,
estas imperfecciones dieron origen a las inhomogeneidades que observamos a menor escala en el
Universo.

Un fluido de particulas gravitatorias es inestable respecto a pequefias inhomogeneidades en el
medio que tienden a crecer; a este proceso se le conoce como inestabilidad de Jeans. Este fenémeno
puede ser visto desde la teoria de Newton con perturbaciones si consideramos un espacio-tiempo de
Minkowski que contiene materia incompresible P = 0. Si hay alguna inhomogeneidad dp en algin
punto en particular del espacio, esta inhomogeneidad comenzara a atraer materia hasta ese punto.
0p seréd proporcional a dp, dando lugar a un crecimiento exponencial en la inhomogeneidad cuando
las longitudes de onda sean mayores que la longitud de Jeans \;, i.e. A > A\;. Lo anterior se deduce
de resolver las ecuaciones hidrodinamicas de un fluido con perturbaciones adiabaticas; un desarrollo
completo se puede encontrar en [6].

Podemos explicar las “semillas” que dan lugar a estas inhomogeneidades que conforman la es-
tructura del Universo si consideramos fluctuaciones cuénticas que provienen desde el periodo de
inflacién. Estas oscilan dentro del horizonte de Hubble, que determina la distancia méxima en que
dos particulas pueden comunicarse a un tiempo determinado, y eventualmente salen del horizonte
debido a que el factor de escala crece mucho més réapido que el horizonte de Hubble durante inflacion.
Una vez que la longitud de onda de las fluctuaciones son mas grandes que el horizonte de Hubble,
entonces los modos se vuelven constantes (se congelan) y pueden tratarse como perturbaciones clé-
sicas. Finalmente, después de la inflacién, el factor de escala crece mas rapido que el horizonte de
Hubble, por lo que estas fluctuaciones entran nuevamente al horizonte, en la época dominada por
la radiacién o la materia. Estas perturbaciones entonces dan lugar a perturbaciones en la materia,
que comenzaran a crecer debido a la inestabilidad de Jeans.

El analisis de esta seccion fue realizado mediante el apoyo de las referencias |7, 8| principalmente,
asi como de [9, 10, 11, 5].

2.3.1 Fluctuaciones escalares

Tenemos entonces que las fluctuaciones en el campo cudntico del inflatén pueden dar lugar a las
inhomogeneidades observadas en el Universo ya que la dindmica del campo afecta la evolucion de la
densidad de energia. Supongamos entonces una ligera perturbacion en el campo. Para ello dividimos
¢(x,t) en un campo homogéneo ¢(t) y en una fluctuacion espacial d¢(x,t), es decir,

d(x,t) = o(t) + dp(x,1) . (2.31)
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Expandimos a d¢ en sus modos de Fourier,

3 ..
so(x.t) = [ (zj’r)‘;/g R (2.32)

con X y k las coordenadas y momento comédviles. Ahora, obtenemos ecuaciones de movimiento de
nuestro campo perturbado utilizando la accion (2.13), pero para un campo no homogéneo ¢(z,t),
esto da lugar a (para un espacio plano K = 0)

.. . Y2
6+3H) — 36+ V() =0. (2.33)
Sustituyendo la ecuacion (2.31) en la ecuacion anterior, tenemos que
. 2

O(t) + 30(, 1) + BHO(t) + BHIG(w, 1) - %écb(x,t) +Vo(6(1) + 06V (6(t) =0, (2.34)

donde hemos utilizado que V(¢ + d¢) ~ 0¢Vyy + V. El campo homogéneo ¢(t) debe cumplir
la ecuacion de movimiento (2.15). Utilizando esto, y aplicando la transformada de Fourier, nos
quedamos con la siguiente ecuacién

.. . k2
0dr + 3Hr + ﬁ(sd)k + 001 Vse =0, (2.35)

donde k? = k - k. Podemos eliminar el dltimo término si tomamos en cuenta que tanto d¢y como
Vs son muy pequeilos en comparacion a los demds términos (esto tltimo debido a las condiciones
de slow-roll). Para simplificar, cambiamos al tiempo conforme 7, que esta dado por

dr = — (2.36)
de tal manera que podemos escribir la métrica FLRW de la forma,
ds® = a?[dr? — da® — dy* — d7Y], (2.37)

que es conforme al elemento de longitud de la métrica de Minkowski. Y ahora introducimos la
variable v de tal manera que
Ve = a&bk s (238)

y sustituyendo en la ecuacion (2.35), obtenemos
1" s a”

con las variables primadas siendo las derivadas respecto al tiempo conforme. La ecuacion (2.39)
es la correspondiente a un oscilador arménico por cada modo de Fourier de d¢ con una frecuencia
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dependiente del tiempo. Veremos cémo el tratar a estas fluctuaciones del vacio como un sistema
cuéntico puede originar las semillas que dieron lugar a las estructuras que observamos en el Universo.
FEl primer paso para cuantizar el sistema es obtener el momento canénico conjugado a v,

oL,

T=—— =
ov'

(2.40)

Ahora promovemos estas variables a operadores {0, 7} y procedemos a imponer las reglas de con-
mutacion a un tiempo 7 constante (recordando que h = 1),

=

(x,7),0(y,7)] = [r(x,7),7(y,7)] =0, (2.41a)
o(x,7),7(y,7)] = 63 (x — y). (2.41b)

Como paso siguiente, descomponemos el campo en sus operadores de creacién y aniquilacién,

d3k : :
8(x,7) = / BryE PR’ + vi(r)afe] (2.42)
donde los operadores ay, y d;rg cumplen las reglas de conmutacion usuales [ag, &;L,] =&(k—k'). Asu

vez, las funciones estan normalizadas de la forma (vy)'vy — v;(vg) = i. Esto se obtiene de imponer
las reglas de conmutacion (2.41) a la ecuacién (2.42). El estado vacio |0), lo podemos definir de tal
forma que ag |0) = 0 para cualquier modo k.

Las funciones vy, satisfacen la ecuacién de movimiento (2.39). Procederemos ahora a obtener las
soluciones. Consideramos primero el limite de sub-horizonte en el que la longitud de onda fisica de
la perturbacién es mas pequena que el horizonte de Hubble. El horizonte de Hubble establece la
escala fisica en la que dos particulas pueden estar causalmente conectadas y es el limite en el que
las particulas se alejan a una menor o mayor velocidad de la luz, dependiendo de si se encuentran
dentro o fuera del horizonte. Para calcularlo utilizamos la ley de Hubble v = dH, con v la velocidad
de la particula, d la distancia y H el parametro de Hubble. Utilizando v = ¢ = 1 obtenemos

(2.43)

donde dg(t) es el radio de Hubble. La longitud de onda fisica de las perturbaciones A = 27a/k debe
ser menor que el horizonte de Hubble A < 1/H en el caso del subhorizonte. Esto es equivalente a
k > aH. Podemos obtener una relacion tutil si analizamos la ecuacion (2.36) durante la etapa de
expansion acelerada (a(t) = exp(Ht)),

1
T = /dte_Ht = —E, (244)

donde hemos utilizado unos limites de integraciéon tales que, para un tiempo conforme inicial ar-
bitrario 7, este corresponda a un tiempo t y el limite superior corresponda a una 7 = 0 para un
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tiempo infinito t — oo, por lo que a — oo para 7 = 0. En este limite, k2 > a"/a = 2/72, por lo
que, podemos obtener la ecuacion del oscilador armonico a partir de (2.39),

vy 4 kv = 0. (2.45)

En este limite de sub-horizonte tenemos la soluciéon de frecuencia positiva y la Gnica con relevancia
fisica,

e—ikT
lim v, = . 2.46
k>aH v 2k ( )
que se encuentra adecuadamente normalizada y de tal forma que v, = —iwgvg con frecuencia

w,? = k2. Esta eleccion del vacio es llamada vacio de Bunch-Davies. Los modos oscilan dentro del
horizonte.

Ahora, para el caso del superhorizonte, tenemos que Aa > H~ ', o bien k < aH = —1/7 . La
ecuacion de movimiento entonces se reduce a

al/

vy — —uv =0. (2.47)
a
La solucién en la que los modos crecen estéd dada por

kng v = Bga, (2.48)
con By una constante diferente para cada modo k. Si nos fijamos en la ecuacion (2.38), podemos dar-
nos cuenta de que las perturbaciones son constantes d¢r = By = cte, por lo que afuera del horizonte
las perturbaciones dejan de oscilar (se congelan). Ahora, utilizando la condicion de continuidad en
el horizonte k = aH (kT = —1), podemos calcular la constante. Para ello, nos damos cuenta que
|vg| = a|By| = k/H|Byg|, y por otro lado, utilizando la ecuacion (2.46), |vx| = 1/+/2k en el horizonte.
Por lo que las perturbaciones estan dadas por |6¢x| = |Bx| = H/V2k3 en el superhorizonte. Del
andlisis anterior, tenemos que

H
lim |vg| =@ (2.49)

k<aH NOTER

Podemos resolver la ecuacion general (2.39). Tenemos que a”’/a = a? + aid = 2(aH)?, donde

utilizamos a = e* por la expansion acelerada. Recordando que —1 /T = aH, podemos sustituir la
ecuacion (2.39) por

2
v+ (kQ — ﬂ) v =0. (2.50)

Es posible obtener las soluciones generales de la ecuacion (2.50), para lo cual requerimos transfor-
marla en una ecuacion de Bessel. Sea v, = 7"y, sustituyendo en la ecuacion (2.50) obtenemos

2
72%4—2717%%— (k27'2+n2 —n—2) e =0, (2.51)
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podemos asignarle a n el valor que mas nos convenga, en este caso para reducir la ecuacién a la
ecuacion de Bessel; empleamos n = 1/2,

d*yp, dyk
2 2_2 —

Ahora, solo debemos reasignar la variable u = k7 para que obtengamos la forma explicita de la
ecuacién de Bessel,

d? d
w4 SR (W2 = 9/4) yp =0, (2.53)
u U
cuya solucion estéd dada por la combinacién lineal de las funciones de Bessel,
Yk = c1J3/9(u) + cad_g/9(u), (2.54)

donde J3/5(u) y J_3/2(u) son las funciones de Bessel de orden 3/2 y —3/2, respectivamente, y c1, c2
son constantes reales. Por lo tanto, la solucién en términos de u estd dada por

_— <sin(u) \;u%cos(u)> o <usin(u\)/@—% cos(u)) | 2.55)

que, sustituyendo el valor de u y escribiéndolo en forma de exponenciales complejas, conduce a

1 1 ; 1 1 » 1 1 » 1 1 -
/ —ikT | ./ ikt |/ : ikt |/ : —ikT
r=ci—F— |1—-—]e +c 1—|—>e +c <—z>e +c <+z>e ,
Y 1%( k7> lm( kT 2 Vkr \kr 2 Vkr \kr s
2.56
donde ¢} = —¢1/2 y ¢, = c2/2. Esta ecuacion es la solucion general de (2.53). Simplificando més la
ecuacion (2.56) y tomando en cuenta que vy = /Tyg, la solucion para (2.50) es

vp=op | 1— L) kT + B |1+ L e (2.57)
kT kT

donde ap = (¢} +ich)/VE v Br = (¢} — ich)/Vk. Esta solucion debe coincidir para los limites de
subhorizonte y superhorizonte que discutimos anteriormente; comparando la ecuacion (2.57) con las
ecuaciones (2.46) y (2.49), podemos obtener los valores de las constantes (ax = 1/v2k, S, = 0). La

solucién general es entonces
e—ikT i
=—(1-—. 2.58
o V2k ( kT) (2.58)

Definamos ahora una cantidad conocida como espectro de potencias, que nos permite caracte-
rizar las propiedades de las perturbaciones . El espectro de potencias puede ser comparado con las
observaciones obtenidas de las fluctuaciones primordiales, en las que se estudian las anisotropias
del CMB, asi como las mediciones de la distribucion de la materia en el Universo. Mediante esta
cantidad, es posible comparar los resultados de una teoria inflacionaria con las observaciones.



2.3. PERTURBACIONES COSMOLOGICAS 17

Consideremos una funcién g(x,t) que puede ser expandida en sus modos de Fourier como
3k
V( 27r

Su espectro de potencias Py(k) se define mediante

9(x,t) = X gi(t) . (2.59)

2
(0] gk, 9k, 10) = 6% (k1 + k2) 3 Py(k), (2.60)
donde (0| Gry 9~k |0) es la funcion de correlacion de dos puntos en el espacio de momentos para el
estado vacio. La 0 viene del principio cosmolégico, es decir, de la homogeneidad estadistica. El
espectro de potencias describe la potencia de las variaciones para cada modo k.
Calculamos entonces el espectro de potencias de d¢, suponiendo que el campo de perturbaciones
es real (0¢; = 0¢* ), entonces

o]
hm (0] |66)% |0) = k:<2mH 2 (2.61)

donde hemos utilizado la ecuacion (2.38). Por otro lado, de la ecuacion (2.60) tenemos que

272

lim (0] 59/ 10) = 5 Pro(k) . (2.62)

k<aH k

Igualando las ecuaciones (2.61) y (2.62), podemos obtener

\%\2

P5¢— <I5¢ ) = (2.63)

a2
Este es el espectro de potencias de una perturbacion d¢ que tiene una ecuaciéon de movimiento
dada por (2.39), donde v esta definido por la ecuacion (2.38). Este resultado nos sera 1til cuando
calculemos los espectros de potencias para las fluctuaciones tensoriales y de curvatura.

Consideremos la perturbacién del inflaton en la escala del superhorizonte. En este régimen,
podemos utilizar la ecuacion (2.49), por lo que, el espectro de potencias esta dado por

Py = (;)2 . (2.64)

Debido a que H es casi constante durante inflacién, entonces Pss varfa poco respecto a k. Este
resultado indica que un campo escalar en la escala del superhorizonte posee un espectro de fluc-
tuaciones casi invariante con amplitud (H/27)2. Sin embargo, este resultado no es correcto, pues
hemos considerado que en todo momento la métrica se mantiene invariante ante las perturbaciones
del campo escalar. En realidad, perturbaciones en el campo escalar producen perturbaciones en la
métrica y viceversa. En la seccién 2.3.2 discutimos esto mas en detalle.
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2.3.2 Fluctuaciones en la curvatura

Las fluctuaciones escalares dan lugar a perturbaciones en el tensor de energia-momento que a su
vez producen perturbaciones en la métrica debido a las ecuaciones de Einstein. Las fluctuaciones en
la. métrica producen perturbaciones en el operador laplaciano en las ecuaciones de Klein-Gordon,
produciendo fluctuaciones de materia. Para calcular el espectro de perturbaciones del sistema, ne-
cesitamos tomar en cuenta el acoplamiento que existe entre ambos tipos de fluctuaciones.

Ya que las medidas en las perturbaciones del CMB son pequenas, basta con un anélisis lineal
en la ecuacién de Klein-Gordon y en las ecuaciones de Einstein. En particular, no hace falta una
teoria de gravedad cuéntica para describir las fluctuaciones. Cuantizamos las perturbaciones, pero
mantenemos el fondo clasico. Mientras que el inflatén decae al final de la inflacién, las perturbaciones
en la curvatura persisten.

El tensor métrico puede ser dividido en una parte homogénea ademés de una perturbacion
inhomogénea,

G (%, 1) = G (t) 4 09 (x, 1) . (2.65)

La perturbacion méas general de la métrica de FLRW tiene la forma (en el tiempo conforme)
ds* = a®(1) {(1 + 2p)dr* — 2B;drdx’ — [(1 — 2))d;; + 2E;j] dz'da’ } | (2.66)

donde 1) y ¢ son funciones escalares de 7 y 2*, B* es un campo vectorial y E;; un campo tensorial;
notese que los indices latinos representan las coordenadas espaciales ¢ = 1,2, 3.
El vector B; puede ser descompuesto de manera Gnica en una parte longitudinal y una transversal

B; =B, + B!, (2.67)

con una coma denotando la derivada parcial (0;z = z;), B siendo un escalar, y BZ-T la parte
transversal de B;. La parte longitudinal no tiene rotacional y puede ser expresada como un gradiente
(B,); la parte transversal no posee divergencia 0;(BT)" = 0. B; contiene un grado de libertad escalar
B y dos vectoriales BI' (tres componentes, pero una constriccién 8;(BT)? = 0). Similarmente,
podemos descomponer E;; como

Ey=FE; — %5ijv2E +El,+ EY, (2.68)
donde F es un escalar, E]T es un vector transversal, mientras que Eg; es un tensor transversal.
E;; es simétrico debido a que la métrica es simétrica, ademds de poseer traza nula, por lo que en
principio tendriamos cinco grados de libertad. Los cinco grados de libertad son repartidos de la
siguiente manera: un grado de libertad escalar F; dos grados de libertad vectoriales, ya que ElT
posee tres componentes pero tiene divergencia nula; dos grados de libertad tensoriales debido a que
EZ posee cinco componentes por ser simétrico (debido a que E;; es simétrico) y sin traza, pero hay

. . k T
tres constricciones ("0, E;;).
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Debido a la unicidad de la descomposicién, las partes escalares, vectoriales y tensoriales se des-
acoplan completamente para perturbaciones lineales. Esto Gltimo implica que las perturbaciones
evolucionan independientemente, y por lo tanto, es posible analizar cada una separadamente. Du-
rante la inflacién producida por el campo escalar no existen perturbaciones vectoriales debido a que
no hay campos rotacionales en esta etapa.

Tomando en cuenta las ecuaciones (2.67), (2.68) y que no se producen perturbaciones vectoriales,
podemos reescribir el elemento diferencial de linea (2.66) como

) 2 o
ds® = a*{(1 + 2¢)d7? — 2B ;drdz" — {(1 — 2 — 3V2E> Sij + 2E i + hij| da'dx?},  (2.69)
donde hemos definido

hij = 2E]; . (2.70)

Consideremos una perturbacién escalar en un espacio-tiempo fijo. Esta perturbacién puede ser
definida mediante d¢(p) = &(p) — ¢do(p) con ¢¢ el campo sin perturbar y p es cualquier punto
del espacio-tiempo. Generalizando esto a la relatividad general donde el espacio-tiempo no es un
fondo fijo, pues es perturbado si la materia es perturbada, la definicién no es correcta. De hecho
1) pertenece al espacio-tiempo M perturbado mientras que ¢g pertenece a otro espacio-tiempo no
perturbado M. Para definir una perturbacién, requerimos una funciéon £ que mapee puntos de My
a puntos de M. La perturbacién puede ser definida entonces mediante

6o = ¢(l(po)) — do(po) - (2.711)

Sin embargo, la funcion ¢ no esta definida de manera tnica, y por lo tanto la definicion de per-
turbacién depende de la eleccion del mapeo. Esta libertad de elegir un mapeo es la libertad de la
eleccion de coordenadas. La eleccidén del mapeo es una eleccién de norma, cambiar el mapeo es una
transformacién de norma. Una transformaciéon de norma es una transformacién local que no cambia
el significado fisico. En la teoria de perturbaciones cosmoldgicas, la eleccién de coordenadas solo son
etiquetas para designar puntos en la variedad del espacio-tiempo. Al realizar estas transformaciones,
pueden aparecer fluctuaciones ficticias en nuestras ecuaciones; estos modos son llamados artefactos
de norma.

Fijar una norma en relatividad general implica elegir un sistema de coordenadas, “desmenuzar”
el espacio-tiempo en lineas (correspondientes a una x fija) y a “rebanarlo” en hipersuperficies en un
tiempo fijo. Una transformacién general de norma se lee como

F=74+¢, F=2++{, (2.72)
con &9, ¢ escalares arbitrarios y ¢* un 3-vector de divergencia 0, es decir CZZ = 0. Ahora necesitamos
realizar la transformacion al elemento de linea (2.69) recordando que no hay perturbaciones vecto-
riales, por lo que podemos omitir ¢* en nuestros calculos. Los elementos diferenciales dr y dz* se
transforman como

dr = di — d¢® = d7 — £ d7 — %di’
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dz' = dz' — d¢" = dz' — (¢')'d7 — (&;)"di (2.73)

recordando que las variables primadas indican derivadas respecto al tiempo conforme 7. Ahora
podemos escribir el elemento de linea en estas nuevas coordenadas con ayuda de la ecuacion (2.69),

ds? = a*(F){(1 + 2 — 267 — 26%H)d7? — (2% + 2B, — 2¢/,)d7d'

0 2_, o (2.74)
— |:(1 — 20 —267H — gv E> (Sm‘ — 2571']‘ + 2E,ij dfzdi‘]},
donde hemos definido al parametro de Hubble en el tiempo comévil como
a/
=—. 2.75
H=" (275)

La ecuacion (2.74) debe coincidir con el elemento de linea dado por una métrica perturbada en
el espacio M (el intervalo es invariante ante una transformacion de coordenadas). Recordando que,
dnicamente estamos tratando con escalares debido al desacoplamiento entre las variables escalares
y tensoriales, y tomando la ecuacion (2.69), podemos escribir la métrica de M como

- . - 92 - - o
ds* = a*(7){(1 + 2¢)d7* — 2B ;d7di" — [(1 — 20 — 3v2E> 8ij — 2E,Z-j} dz'dz’} (2.76)

donde todas las cantidades con tilde son funciones de Z*; ademads, suponemos en una primera apro-
ximacion que a(7) = a(7). Entonces obtenemos las transformaciones de cada uno de los elementos,

B=B-¢ +¢,
E=E-¢,
¢=p—& —HE,
J:wH{fM%v?g.

(2.77)

Cualquier escalar p que es aproximadamente homogéneo en el modelo de FLRW puede ser escrito
de la forma p(x,7) = po(T) + dp(x, 7). La perturbacion escalar se transforma como

5p(&,7) = p(&, 7) — po(F) = p(&,7) — po(F) = pla.7) — pol(r) — phdT = Spla, 7) — phe®,  (2.78)

donde hemos utilizado que p(Z*) = p(z*). De aqui concluimos que las variables fisicas escalares
dependen tnicamente en la eleccion de la transformacion del tiempo (determinada por la eleccion
de €9).

El problema de norma viene del hecho de que un cambio en el mapeo (un cambio en las coorde-
nadas del sistema) implica la variacion de la perturbacion de una cantidad dada que entonces puede
asumir distintos valores (todos en igualdad de condiciones) de acuerdo a la eleccion de norma. Para
eliminar esta ambigiiedad, uno tiene dos opciones:
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e Identificar esas combinaciones que representan cantidades invariantes de norma.

e Elegir una norma y realizar los calculos en esa norma.

Ambas opciones tienen sus ventajas y desventajas. Elegir una norma puede permitirnos realizar
los célculos mucho més simples con el peligro de que incluya artefactos de norma, es decir, cantidades
de norma. que no son fisicas. Realizar un calculo de invariantes de norma puede ser mas complicado,
pero tiene la ventaja de tratar Gnicamente con cantidades fisicas. Seguiremos el procedimiento en
una norma fija, la norma longitudinal o también llamada norma newtoniana conforme en la que
B = E = 0. Bajo la norma longitudinal nuestra métrica ahora tiene la forma

ds* = a*(7) [(1+ 2p)dr? — (1 — 2w)5ijd:vidxj] , (2.79)

donde podemos ver que hemos reducido los grados de libertad escalares de la métrica a inicamente
dos (¢ y v). Nos quedan entonces tres grados de libertad para las perturbaciones escalares, las
correspondientes a la métrica y las correspondientes al inflatén d¢.

Las ecuaciones de campo de Einstein (2.3) para el campo escalar perturbado (2.31) y la métrica
perturbada (2.65) nos llevan a las ecuaciones

0G = 8nGITy, . (2.80)

A partir de la métrica (2.79), y desarrollando las ecuaciones (2.80), obtenemos
—3H (He+ ') + V% = 4rGa*sTy, (2.81a)
(Ho+v'), = 4nGa*sT?, (2.81b)

[(2H +H?) o + He' + 9" + 2HY'] 6
1 . 1. .
+§v2(¢ —)8% — §5“@(90 — )y = —A4ArGa’iT!. (2.81¢)
Se puede ver un desarrollo detallado para llegar a estas ecuaciones en [11].

Analicemos la ecuacion (2.81c), en el caso de nuestra inflaciéon escalar por medio de un campo
escalar estandar, no hay componentes correspondientes a tensiones anisotrépicas en (5T; a primer
orden, i.e. 5Tji = 0 para ¢ # j. Si entonces analizamos este caso para la ecuaciéon (2.81c), tenemos
que para i # j

1 .
—50M(p =)k =0, (2.82)
por lo que podemos concluir que
v =. (2.83)

Entonces, hemos eliminado uno de los grados de libertad sistema. Nos queda un grado de libertad
correspondiente a la métrica 1 y uno correspondiente al inflatén §¢.
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Existe una cantidad importante que es conservada en la escala del superhorizonte para fluctua-
ciones escalares adiabéaticas, ademés de ser independiente de la ecuacién de estado de la materia:
la, perturbacién de curvatura comévil. Esta es la perturbaciéon de curvatura intrinseca de hipersu-
perficies coméviles, es decir, las hipersuperficies ortogonales a las lineas de mundo que se mueven
con la materia total. Su importancia radica en que nos permite relacionar las perturbaciones de la
inflacién con aquellas relacionadas a la etapa dominada por la radiacién del Universo.

La métrica inducida 7;; para las superficies de tiempo conforme constante, y bajo la norma
longitudinal, esta dada por la parte espacial de (2.79), i.e.

Yij = a*(1 — 2)8;; . (2.84)
Podemos calcular la curvatura intrinseca mediante el escalar de Ricci de manera anéloga que para
el espacio-tiempo de cuatro dimensiones,

RGBD) _ ’Yik(?lrik(w) _ ,yikakl—xil(SD) + ,yikrik(i%D)Fm (3D) _ Wz‘klﬂ?lm (3D)Fl (3D)

Ilm km ’

(2.85)

donde hacemos énfasis en que estamos trabajando sobre la curvatura tridimensional, por lo que los

simbolos de Christoffel Fj,ggD) estan dados por

. 1 .
F}SD) — 57“@%1 + Ok vkt — Avjk) - (2.86)
Realizando los célculos de la ecuacion (2.85) hasta primer orden en 1, obtenemos
3p _ 4 oo
R =5V, (2.87)

Al escalar v se le llama comunmente la perturbacién de curvatura. Sin embargo, no es una invariante
de norma ya que solo esté definida en un tiempo dado. De la ecuacion (2.77) podemos ver que cuando
T — 7 4 7, la perturbacion de curvatura cambia como 1 — 1) + HIT.

Ahora consideramos el corte com6vil que esta definido como el corte ortogonal a las lineas de
Universo de un observador comoévil. Observadores coméviles estan en caida libre, y la expansion
para ellos es isotrépica. Esto significa que no hay flujo de energia medido para estos observadores,
es decir 0¢com = 0 . De la ecuacion (2.78) vemos que irnos de un corte de tiempo con d¢ arbitrario
hacia un corte comévil requiere una traslaciéon temporal

56 — Stheom = 66 — ¢ 6T =0, (2.88)
de donde podemos deducir que
0¢
orT = —, 2.89
5 (2.89)

es decir 67 = f es el desplazamiento de tiempo necesario para ir de un corte genérico con d¢ a un

corte comovil donde ddeom = 0. Utilizando nuevamente la ecuacion (2.77), vemos que la perturbacion
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de curvatura v se transforman como

wéwcom:w‘i‘H(ST:'Lﬂﬁ-Hiﬁ). (2.90)

Definimos la cantidad
0¢ 0
R=yv+H—F =y +H— (2.91)
¢ ¢
conocida como la perturbacion de curvatura comévil. Esta cantidad es una invariante de norma por
construccién. R representa el potencial gravitacional en una hipersuperficie comévil donde d¢p = 0,
i.e.

Rlsp=0 =1 (2.92)

Otra cantidad invariante comtnmente definida es la curvatura en cortes de densidad constante,
es decir (|5p—0 = ¥. El procedimiento es analogo al anterior, basta encontrar la traslacién temporal
que nos permita ir de un corte de tiempo arbitrario hacia uno con dp = 0 (que es 07 = (5p/p/). Este
07 es la traslacion temporal necesaria ir de un corte genérico con perturbacién dp arbitraria a una
con dengidad de energia uniforme donde dpyunir = 0. Entonces la perturbacién de curvatura 1 se
transforma como

o
)= wunif:’(/}—i-?'[(ST:w-l-H;e. (2.93)
De esta manera, podemos definir
0 0
<zw+%;‘,’=w+ﬂf, (2.94)

que es la perturbacién de curvatura en cortes de densidad de energfa uniforme. Esta cantidad es
también una invariante de norma por construccién. ¢ representa el potencial gravitacional en cortes
de densidad de energia uniforme

Clsp=0 = . (2.95)

Utilizando la ecuacion de continuidad (2.5¢), la perturbacion de curvatura en cortes de densidad de
energia uniforme puede ser escrita como

op

o ‘ 2.96
(=¥ 3 (2.90)
Durante inflacién p + P = ¢2, por lo que, sustituyendo en la ecuacion de continuidad (2.5¢)

tenemos que p = —3H@2. Ahora calculamos dp

_dps, _ p 0t
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Sustituyendo la ecuacion (2.97) en la ecuacion (2.96) tenemos que
Cz@/}%—@dqﬁ:w—i—Hdﬁ:R, (2.98)
3¢? ¢
de tal manera que la perturbacién de curvatura comévil y la perturbacién de curvatura en cortes
de densidad de energfa uniforme son iguales.

La utilidad que tienen R y ¢ es que son constantes a escalas del superhorizonte, es decir C = 0.
Esto significa que lo que debemos hacer es calcular su valor al salir del horizonte; luego permanece
constante hasta que vuelve a entrar al horizonte de nuevo, esto puede ser directamente relacionado
con las fluctuaciones de temperatura en el CMB.

Perturbamos la accion total del sistema (accion de Einstein-Hilbert méas la accion del inflatén)
hasta el segundo orden esqueméticamente como

Slgm 9] = 519, 61 + S@ 109,061 g, 6] (2.99)
donde SO contiene solo la parte homogénea, SM = 0 si los campos son extremizados, y S®

contiene los términos cuadraticos en las perturbaciones lineales con coeficientes dependientes de
las variables homogéneas. La perturbacién a segundo orden de la accién S ) nos puede ayudar a
obtener las ecuaciones para las perturbaciones, y a cuantizar las fluctuaciones lineales asi como las
normalizaciones correctas.

Para encontrar S® debemos calcular la accién (2.13) para el campo escalar perturbado (2.31)
bajo la métrica perturbada (2.79).

La siguiente tarea no trivial seria encontrar la manera de escribir S en términos de una
variable v para la cual S® tiene la forma de una accion canonica, y v debe de ser una combinacién
de nuestros dos grados de libertad 1 y ¢. Esta variable v fue introducida por Mukhanov [12] y por
eso se le conoce como “variable de Mukhanov”. El resultado es la siguiente contribucion S?) a la
accion ) Y

52 = 5 / drd3z [U’Q — (Vo) + %zﬂ , (2.100)
donde existe un tnico grado de libertad debido a que la accién S2) puede ser descrita en términos
de una sola variable v. La variable v esta definida como

v=adp+ 2P, (2.101)
donde )
/
z= ai = a% . (2.102)

Podemos notar de lo anterior y de la ecuacion (2.91), que v es proporcional a la perturbacion de
curvatura comovil v = a(¢/H)R = zR. La ecuaciéon de movimiento correspondiente a la accién
(2.100) en el espacio de momentos es

o)+ k2—iﬁ =0 2.103
k > V= U, ( )
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FExceptuando por el cambio entre a — z, esta accién tiene una ecuacién de movimiento idéntica
a la de las perturbaciones escalares en una geometria de FLRW fija (2.39). Tomando en cuenta lo
anterior, podemos utilizar la ecuacion anédloga a (2.63) para obtener el espectro de potencias de la
perturbacién de curvatura comoévil

k3 |og? H\? ¥
P — _ (2 2.104
R 272 2 (a¢> 27_‘_2‘1}’6‘ ) ( 0 )

donde v = 2Ry y hemos utilizado la ecuacion (2.102) para sustituir z. En la aproximacion de slow-
roll, la evolucion de ¢ y H es mucho més lenta que la del parametro a, y por lo tanto 2”/z =~ a” /a;
por lo que podemos utilizar los resultados de la seccién 2.3.1 para calcular vy en el superhorizonte
(2.49). Recordando que R es constante durante el superhorizonte, entonces basta con calcular el
espectro de potencias en la salida del horizonte, es decir, cuando &k = aH. Utilizando la ecuacién
(2.49), y evaluando (2.104) en la salida del horizonte, obtenemos

H? [ H\?
Pr =" () . (2.105)
¢ \27 ) —un

Por lo que hemos podido calcular el espectro de potencias de la perturbacién de curvatura comovil.
Esta cantidad nos servira para conectar nuestra teoria con las observaciones.

2.3.3 Fluctuaciones tensoriales

Las fluctuaciones cuanticas en los campos gravitacionales son generados de manera similar a las
perturbaciones escalares discutidas anteriormente en la seccion 2.3.1, pero su tratamiento es mas
sencillo debido a que no tenemos que lidiar con ambigiiedades de norma. En contraste con las
fluctuaciones escalares de la métrica, los modos tensoriales estan presentes incluso en ausencia de
materia. Una onda gravitacional puede ser vista como una ligera perturbacion tensorial h;; del
espacio-tiempo en la métrica FLRW, con h;; definido en (2.70). Recordando que las fluctuaciones
escalares y tensoriales se desacoplan, podemos tomar la parte tensorial de las perturbaciones en la
ecuacion (2.69), por lo que la métrica puede ser descrita mediante el elemento de linea

ds® = a*(7) [d7'2 — (045 + hij)dmida}j} , (2.106)

donde |h;;| < 1. Recordemos que la perturbacion tensorial h;; es simétrica h;; = hj;, no tiene traza
54 hij = 0, y es transversa 8ihij = (; tenemos seis variables por ser simétrica y cuatro ecuaciones
(de la divergencia y traza nula), por lo que tnicamente tenemos dos grados de libertad fisicos o
polarizaciones, que se indican usualmente mediante los simbolos A = +, X. Podemos describir esto
de manera més precisa,

hij = hyef; + hxes,, (2.107)
donde et y e* son los tensores de polarizacion que tienen las siguientes propiedades:

A _ A iA A
e =¢€5, k'ej; =0, e; =0,
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A A ¥ PR SN
eij(_k) = [eij(k)] ) Z <eijl> eijz = Oxihe 5

]
notando que el tensor h;; es invariante de norma y por lo tanto representa grados de libertad fisicos.
Si el tensor de energia-momento es diagonal, como el del inflatén, los modos tensoriales no tienen
ninguna fuente en sus ecuaciones y la perturbacion a segundo orden de la acciéon (2.13) puede ser

escrita entonces como [9]
M? a?

S2 — ;/dx3d7‘2 [(ha)'? = (Vhy)?] (2.108)
esta es la accion para cada uno de las polarizaciones A y es casi igual a la accién de un campo escalar

sin masa. La ecuaciéon de movimiento esté dada por

"

;;+2% ARy — (2.109)

donde la hemos escrito en el espacio de momentos. Para facilitar los célculos y poder utilizar los
resultados anteriores, necesitamos que la ecuacion (2.109) sea idéntica a la ecuacion (2.39). Podemos
hacer esto si tomamos una variable 1
Vg = —M ahk, 2.110
o (2.110)
. M2 . .

donde hemos agregado el coeficiente M, /+/2 por el factor extra —% en la accion (2.108). La ecuacion
de movimiento es

ol 4+ kt“l =0 2.111
k @ V=V, ( )

que es la misma ecuacién de movimiento (2.39). De manera analoga a la ecuacion (2.63), tenemos
que el espectro de potencias estd dado por

k3 9

donde agregamos el factor 2 porque hay dos polarizaciones, y es expresado en términos de hg y no vy
porque v no estd definido por la ecuacion (2.38), sino por la ecuacion (2.110). Utilizamos entonces
la ecuacion (2.110) para expresar (2.112) en términos de vy, por lo que tenemos

K2 (2 |ugl? 2k |vg|?
po_ k(2 _ 2.113
T n (Mg a? > w2 M2 a? ( )

y evaluando en la escala del superhorizonte, donde se aplica la ecuacion (2.49), obtenemos el espectro
de potencias de las perturbaciones tensoriales

2H? 8 (H\?
Pr=-—""_=_—"_(2) . 2.114
UM M2 <27r> (2.114)
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Mediante Pr y Pr es posible comparar los modelos de inflacion con los resultados obtenidos por
las observaciones. Mas adelante, en la seccion 2.4, definiremos los indices espectrales y el cociente
tensor-a-escalar que nos permitird contactar directamente con las observaciones.

24 CMB

Los modos que se encuentran en la escala del superhorizonte se congelan. Una vez que las per-
turbaciones re-entran al horizonte de Hubble, el cual establece la escala en la que la fisica causal
puede ocurrir, estas empiezan a evolucionar de nueva cuenta. La materia tiende a colapsar debido
a la gravedad en regiones donde la densidad es mas grande que la promedio, y los bariones caen
en estas regiones mas densas. Antes de la época de recombinacion (la época en la que se formaron
los primeros atomos), bariones y fotones estan fuertemente acoplados, la presion de fotones tiende
a resistir el colapso y empuja el plasma de fotones-bariones hacia afuera. El resultado son modos
oscilatorios de compresion y descompresion en el fluido de fotones y bariones, que son llamados
oscilaciones actisticas. Se les llama “actisticas” porque las ondas se mueven a la velocidad del sonido
en el medio. El plasma se calienta a medida que se comprime y se enfria al expandirse, dando lugar
a las fluctuaciones locales en la temperatura del CMB.

Antes de la recombinacion, el Universo se encuentra muy caliente, y es dificil para los fotones
moverse sin interactuar con los bariones, estos son dispersados constantemente. Cuando comienza
la recombinacién, la temperatura de los fotones es suficientemente baja para que una fraccién
importante de los mismos posean una energia menor a 13.6eV, permitiendo la formaciéon de dtomos
de hidrogeno. En la ultima dispersién los fotones se desacoplan, y vuelan sin obstéculos hacia
nosotros, donde los observamos como radiacién de microondas. El CMB provee una fotografia del
Universo en el tiempo de la ultima dispersion, una foto del Universo temprano. El comportamiento
oscilatorio observado en el espectro de potencias como funcién de la escala (angular) es debido a las
oscilaciones actsticas.

En la figura 2.1 se puede observar el espectro de las oscilaciones acusticas de bariones. Los picos
impares corresponden a modos de compresiéon maximal, mientras que los picos pares corresponden
a modos de descompresion méaximal. Los pozos corresponden a estados en media fase de compresiéon
(a la izquierda de un pico impar), o estados en media fase de descompresion (a la izquierda de un
pico par).

El espectro de potencias del CMB se obtiene mediante fisica complicada pero bien fundamentada,
dependiendo no solo del espectro de perturbaciones, pero también de la composicién de la materia
del Universo. Nos permite extraer informacién primordial de las fluctuaciones en la densidad de
energia. Las mayores fuentes de error son las degeneraciones de los parametros, ruido de disparo (en
escalas pequenas) y la variancia cosmica (a escalas grandes).

El espectro de potencias de la perturbacion de curvatura comovil (2.104) puede ser reescrito
€omo

9 HS

Pr=—— 2.11
R A2 Vd)z ) ( 5)
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Planck Collaboration: Cosmological parameters
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Figura 2.1: Se muestra el espectro de potencias de la temperatura proveido por la colaboracion Planck [1].
{ representa el momento multipolar. DZTT son las fluctuaciones de temperatura para la polarizacién 1T del
CMB.

donde hemos utilizado la ecuacion (2.21) para sustituir ¢2. Si ahora utilizamos la ecuacion (2.22c)
para sustituir H% en la ecuacién anterior, obtenemos

1 V3 1 (Vv
Pr — = [ —— 2.116
R MS1202V2 T M) (247T2e> ’ (2.116)

donde hemos utilizado la definiciéon (2.26) en la ultima igualdad. Recordando también que Pg esté
siendo evaluado en el horizonte k = aH.

Diferentes escalas salen del horizonte a tiempos diferentes (las escalas grandes que observamos
hoy dejan el horizonte antes que las escalas pequenas). La dependencia del espectro de potencias
respecto al factor de escala es parametrizada por el indice espectral ng; suponemos una regla de
potencias Pr o k™!, o bien, de manera equivalente

_dlnPR
R T

(2.117)

y procedemos a calcularlo, para ello usamos que dInk = dIn(aH) = dIn(a) + dIn(H) recordando
que durante la inflacion H = cte y por lo tanto dlnk = dlna = (H/¢)d¢ = —(1/M§)(V/V¢)d¢,
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donde hemos utilizado las ecuaciones (2.21) y (2.22¢) en la ultima igualdad. Por lo que, utilizando
el analisis anterior y la ecuacion (2.116), calculamos

V, din Pg Vi (Vo LV
1= —M222 — —M222 (32 2292 —2p _Ge. 2.118
" PV dg vy \Pv Ty, ) T (2:118)

La dependencia de Pr respecto a la escala es pequena debido a que ¢, || < 1 durante inflacion,
PEero no es cero.

Podemos también parametrizar la dependencia del espectro de potencias de las perturbaciones
tensoriales respecto al factor de escala mediante la definicién

- dlnPT
"=k

(2.119)

Calculamos Pr en términos del potencial V' mediante la ecuacion (2.114) y la ecuacion (2.22c¢),

2V
=——. 2.120
T 32 M (2.120)
Finalmente, calculamos ny en términos de los parametros de slow-roll
Vydin P 143
np=-M20CIT 2 7d o (2.121)

PV de  PV2

por lo que las perturbaciones tensoriales son también casi independientes de la escala durante la
inflacion.
Podemos también definir el cociente tensor-a-escalar

r= Pr = 16e. (2.122)
Pr

De estas tres cantidades que caracterizan el modelo que elijamos, solo podemos comparar dos
con las observaciones reales provenientes del satélite Planck [1]. Para el valor del indice espectral
escalar tenemos que ng = 0.9665+0.0038, mientras que el cociente tensor-a-escalar esta acotado por
r < 0.106, ambos valores conseguidos por la colaboracién Planck!. No es posible tener una medida
del indice espectral tensorial ny todavia porque las ondas gravitacionales serfan muy pequenas como
para ser detectadas con la tecnologia existente.

'Estas medidas fueron tomadas de la tabla 2 y 4 de las tltimas observaciones realizadas por el satélite Planck [1]
para el caso TT,TE,EE+lowE+lensing+BAQ, correspondiente a la tdltima columna de ambas tablas.
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Capitulo 3
Inflaciéon taquidnica

Como mencionamos en el capitulo anterior, la inflacién permite resolver los problemas del horizonte
y planitud, ademas de proveer un mecanismo por el cual se generan las perturbaciones necesarias
para formar las estructuras que observamos hoy en dia en el Universo [13]. En modelos con campos
escalares ¢ estandar, llamados inflatones, la fisica recae tnicamente en su potencial V' (¢). Este
tipo de modelos es el que méas atenciéon ha recibido debido a su simplicidad. En este capitulo
analizaremos un campo escalar no estdndar, en el que el campo describe un universo inestable y
tiene masa cuadrada negativa, y revisaremos sus cualidades como teoria inflacionaria.

A las particulas con masa cuadrada negativa se les conoce como taquiones. Los taquiones apare-
cen en diversos escenarios. Por ejemplo, en la teoria de cuerdas, surgen de la inestabilidad que existe
en los sistemas de branas y antibranas. Las D-branas son hiperplanos en los que se encuentran los
extremos de cuerdas abiertas [14], las cuales cumplen las condiciones de frontera de Dirichlet; de ahi
tiene el origen su nombre (“D” por Dirichlet y “branas” por membranas). En los primeros modelos
analizados de inflacién producida por branas, se considera un sistema de un par brana-antibrana
que se encuentra en un estado inestable debido a que estas se atraen. En este caso, el campo T
parametriza la distancia entre las branas y T = 0 corresponde a la configuracién en que las branas
colisionan y se aniquilan. Se puede ver un trabajo de este tipo de inflacion en [15].

Otro ejemplo més interesante se obtiene al considerar que las branas tienen su propia dindmica.
Pueden presentar deformaciones correspondientes a estados de muy alta energia y, por tanto, ines-
tables. La evolucién, del estado deformado al no deformado, es parametrizada mediante un campo
T, cuya dinadmica es descrita por una acciéon del tipo Born-Infeld [16]. Conforme el tiempo pasa,
la brana tiende a su estado de minima energia: una D-brana sin deformaciones dindmicas. Este
estado corresponde a una brana estable, y es descrito por el minimo Ty > 0 del potencial V(T'). La
evolucién del taquién T hasta este estado se conoce como condensacién de taquiones.

La forma del potencial taquiénico depende de la teoria en que se esté trabajando. En particular,
para las teorfas de cuerdas bosoénica y supersimétrica, se considera que este minimo se encuentra en
To — o0. A su vez, se considera que el potencial se anula en el minimo, i.e. V(Ty) = 0. Se puede
encontrar més informacion sobre el taquion en teoria de cuerdas en [17, 18, 19, 20, 21|
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Inspirados por esos trabajos, en este capitulo investigaremos los detalles de la dindmica taqui6-
nica proveniente de D-branas inestables. Como es sabido en esos escenarios, consideramos que la
condensacion de taquiones ocurre cuando Ty — 0o. Veremos co6mo la evolucion del campo taquidnico
puede producir inflacién.

En la seccién 3.1, analizamos las propiedades béasicas del campo taquidnico, para ello nos apo-
yamos de |22, 23| principalmente. En el caso del anélisis de la masa del taquiéon de la seccion 3.2
nos apoyamos con la referencia [24]; veremos como, en efecto, la masa cuadrada de un campo ta-
quibnico es negativa, pero para ello tenemos que normalizar el lagrangiano original. Para obtener
los parametros de slow-roll en la seccién 3.3, asi como el procedimiento para calcular los espectros
de potencias en 3.4, nos apoyamos principalmente de los articulos [25, 26, 27, 28].

3.1 Campo taquiénico

El taquién en la teoria de cuerdas puede ser descrito por una teoria de campo efectivo. El lagrangiano
correspondiente es conocido como del tipo Born-Infeld [16]

L=-V(T)\/1-n%9,T0,T, (3.1)

con T el campo de taquiones, V' (T') el potencial taquiénico, y recordando que 7,,, = diag(+, —, —, —)
es la métrica de Minkowski. V(T') posee un méximo en el origen y un minimo en T' = Ty, donde
el potencial se anula V(Ty) = 0, y Ty — oo. A diferencia del campo escalar estandar ¢, que tiene
unidades de masa, el campo taquiénico T tiene unidades de masa™! y el potencial V tiene unidades
de masa?.

En el espacio-tiempo de Minkowski, la evolucién del taquién hasta llegar al valor minimo del

potencial es descrita por una solucién homogénea pero dependiente del tiempo para poder describir

nuestro Universo. Es decir,
L=-V(T)V1-T2 (3.2)

Podemos obtener el tensor de energia-momento 7, utilizando la definicion en (2.16) para el
lagrangiano (3.1). Las componentes no nulas del tensor de energia-momento estan dadas por

Too = V(T)(1 -T2, Ty = -V(D)(1 -T2, (33)

donde hemos tomado en cuenta la homogeneidad e isotropia de T'. Debido a que el lagrangiano es
invariante ante traslaciones temporales, la componente Tpg = p, correspondiente a la densidad de
energia, es constante. Notese que T;; también es invariante debido a que Tj; = L£J;;.
Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange a la densidad lagrangiana del campo taquiénico
ec. (3.2), obtenemos facilmente la ecuacion de movimiento de T,
T Vir
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donde Vr = 97V Por otro lado, la constancia de la densidad de energia implica que la evolucién
de T ocurre de acuerdo a

(3.5)

Conforme T alcanza el valor minimo Ty, donde V (7j) = 0, T debe aproximarse a su valor critico,
Ty = 1. Como en esta parametrizacion el minimo Tj del potencial estd en infinito, entonces T' se
aproxima a Ty en un tiempo infinito.

Del tensor de energia-momento, dado por las ecuaciones (3.3), el campo del taquion se comporta

como un fluido de energia positiva,

p= VD (3.6)

V1-12
P=-V(TV1-T2<0. (3.7)

y presion negativa,

Observamos que

Pp=—-V*(T) (3.8)
y que la relacién entre la presion y la densidad de energia esta dada por
P .
wz—:—(l—T2>, (3.9)
p

por lo que —1 < w < 0.

Las condiciones de energia son restricciones que imponemos al tensor de energifa-momento de la
materia que aparece en las ecuaciones de campo de Einstein, ec. (2.3). Estas condiciones permiten
generalizar la idea de que la densidad de energia debe ser siempre positiva. La condicién débil para
energia, p > 0, y la condicién dominante de energia, p > |P|, se mantienen para el taquiéon. Sin

embargo, ya que
2V (T 3.
p+ 3P = _2v@ <1—T2> , (3.10)

V1-172 2

la condicién fuerte de energia, p+3P > 0, falla para valores en los que \T! < m, pero se mantiene
para los casos en que 1 > |T | > \/2/73 La condicién de energia fuerte implica que el Universo se
encuentra en desaceleracion (ver ec. (2.5b)). Es evidente entonces que nuestra region de interés para
producir una etapa inflacionaria corresponde a cuando la condicién de energfa fuerte no se mantiene,
ie. |T| < +/2/3.

Hasta ahora hemos trabajado con la métrica estacionaria de Minkowski, lo interesante del campo
taquiénico es analizar la posibilidad de que sirva como medio para la evolucién del Universo; para
ello debemos tomar en cuenta el campo gravitacional generado por el condensado de taquiones,

M2
S = /d‘{m/g TPR ~V(T)y/1—-¢03,T0,T| , (3.11)
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con R el escalar de Ricci y g, el tensor métrico. Tomamos la métrica de FLRW por ser la més
apropiada para describir nuestro Universo, que esta descrita por el elemento de linea en la ecuaciéon
(2.1). Podemos entonces obtener las ecuaciones de Friedmann (suponiendo de nueva cuenta que el
campo de taquiones es homogéneo e isotropico)

K 1 V(T

H+— = — 7/ 3.12
+a2 3Mg,/1_T2’ ( a)
a 1 V(T) 3,9
- = — (1 - =T . 3.12b
a BMg 1 — T2 < 2 > ( )

Para calcular la ecuacion de continuidad, podemos tomar la ecuacion de conservacion (2.5¢) y
sustituir los valores que tenemos para p y P de las ecuaciones (3.6) y (3.7). De esta manera tenemos

que
T2
P (V) | (313)

V1-12

por lo que observamos que la densidad de energia ya no es constante, sino que decrece conforme el
tiempo avanza.

Finalmente, podemos obtener la ecuacién que gobierna la evolucién del condensado de taquiones
mediante la accion (3.11),

T+3HT(1-T?% + %(1 ~-1?)=0. (3.14)

Hemos deducido las ecuaciones (3.12), (3.13) y (3.14) suponiendo que el tensor de energia-
momento del Universo es dominado por el campo escalar taquiénico; es decir, estas ecuaciones
describen la evoluciéon de un universo que en su mayoria estd compuesto por taquiones. Con estas
ecuaciones podemos determinar las cantidades fundamentales T'(t) y a(t), en funcién del modelo
definido por un potencial V(T') dado. De la ecuacion (3.12b) podemos observar que hay un periodo
de expansion acelerada siempre que 72 < 2 /3.

Es importante notar que en el caso de T2 < 1 tenemos las ecuaciones de la inflacién por medio
de un campo escalar estdndar que trabajamos en la seccién 2.2; sin embargo, el potencial ahora
estaria dado por Vp/V. Aunque hemos obtenido ecuaciones que corresponden a la inflacion de un
campo escalar, hay diferencias que no pueden ser ignoradas entre la inflacién por medio de un campo
escalar taquiénico y la inflacién por un campo escalar estandar.

3.2 Normalizacién del campo taquiénico

Hasta ahora no hemos discutido las caracteristicas que nos indican que el lagrangiano descrito por
(3.1) corresponde a un campo de particulas taquionico. Una manera de comprobar esto es obteniendo
la masa de la particula y observar si su cuadrado es negativo. La manera mas sencilla de calcular la
masa es obteniendo la segunda derivada del potencial respecto al campo, pero esto es tinicamente
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valido para lagrangianos can6nicamente normalizados (del tipo £ = T — V). Entonces, necesitamos
encontrar una transformacién que nos lleve a un lagrangiano normalizado, pero que describa la
misma dindmica.

Tomamos el caso de un espacio-tiempo de Minkowski con un campo taquiénico homogéneo, el
lagrangiano esta definido por (3.2). La transformacién mas simple la podemos obtener considerando
a T? < 1, ya que, utilizando el teorema del binomio en la ecuacién (3.2), tenemos

v(T)

L~
2

T2 - V(T). (3.15)
Si nos apoyamos mediante el campo auxiliar ¢, de tal manera que gb =/ V(T) T, entonces obtenemos
el lagrangiano estdndar:

L~ %q's? — V(o). (3.16)

Sin embargo, al tomar valores pequenos para T', nos estamos restringiendo demasiado. Propongamos
una renormalizaciéon més general [24]:

VD) _ i/QT‘. (3.17)

A T

Considerando que, en el espacio-tiempo de Minkowski, la densidad de energia es constante, podemos
obtener ¢ de la ecuacion (3.17),
dr
¢ = p3/2/. (3.18)

V(T)

Ahora, recordando la ecuacién de movimiento original (3.4), podemos obtener la ecuacion de movi-
miento para ¢, )
o+Uy=0, (3.19)

donde hemos definido el potencial efectivo U de tal manera que Uy = ‘p/—Zqu, y Vo = 0,V . Podemos
obtener el potencial efectivo considerando a p constante:

3 3 — 3
_ A B I i L S
U—/U¢d¢—/V3dV—p /W =372 ly_ys, = 00" 33 (3.20)

donde hemos definido Uy = 3p/2. Evaluamos la integral desde V = v/3p hasta una V arbitraria
debido a que, como se puede ver en la ecuacion (3.6), el limite inferior corresponde a T2 = % 12
alcanza este valor cuando comienza la expansion acelerada (esto se ve facilmente en la ecuacion
(3.12b)).
Con la definicién de ¢ en (3.17), podemos sustituir en la ecuacion (3.6) para p
2
P (3.21)
_ 73(;5
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y resolver para ¢2 con ayuda de la ecuacion (3.20),

3

@ =5 —p=2p-0), (3.22)

de donde finalmente obtenemos el valor de p,

(;'52
Recordando que en Minkowski, la densidad hamiltoniana coincide con la densidad de energia,
entonces (3.23) representa un hamiltoniano canénicamente normalizado y, por lo tanto, la densidad

lagrangiana tiene la forma

L= -U), (3.24)

con la ecuacion de movimiento dada por (3.19). Teniendo un lagrangiano canénicamente normali-
zado, podemos obtener la masa del campo de taquiones, para ello calculamos la segunda derivada
del potencial respecto al campo, es decir,

d2U p3 V V2
2 PP @
M(¢)=—5 =15 ( -3 - (3.25)

Para calcularla en términos de T, desarrollamos Uy de la siguiente manera

LAV _pfavdl g Vv

*TV3de  V3dT dp V3 p32dT

donde hemos utilizado (3.17), por lo que

3/2 A%
p
Derivamos la ecuacion anterior respecto de ¢ v utilizamos que d¢ = p*/ 2dT)V,
Ve V2
00 = 7 72 (3.27)

por lo que hemos obtenido la masa del taquién en términos del potencial original V' y sus derivadas.
Observamos que esta masa corresponde a la de una particula taquionica sblo cuando
Vit _ Vi

— <2

; 2
IT < 97T, (3.28)

esto implica que, por ejemplo, cualquier potencial concavo (Vppr < 0) conduce a una particula
taquidnica.
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Un ejemplo de un potencial utilizado para modelar el campo taquiénico es el siguiente
V =Viexp [-T7/2] . (3.29)
Considerando el potencial anterior en la ecuaciéon (3.27), tenemos que la masa esta dada por
M?>=-1-T%<0, (3.30)

por lo que, en efecto, se trata de un potencial viable para modelar el campo taquidnico.

3.3 Parametros de Slow-Roll

Podemos simplificar los calculos para obtener las perturbaciones definiendo los parametros de flujo
del horizonte (ver e.g. [27]). Estos parametros estan definidos de tal forma que no dependen del
modelo que se tome; no son exclusivos del modelo de slow-roll y pueden ser utilizados para aquellos
modelos en los que los pardmetros de slow-roll son demasiado grandes. Los pardmetros controlan
como se comporta la distancia de Hubble durante inflacién, de ahi el nombre de parametros de flujo
del horizonte.

Definimos la primera funcion del flujo del horizonte como

€ = di s (331)
dm,

donde dy(t) = 1/H(t) es la distancia de Hubble a un tiempo ¢ definida en (2.43), y dg, = 1/H (t;),
t; siendo el tiempo al inicio de inflacién. La cantidad dg es llamada horizonte debido a que es una
buena aproximacién del tamafio de la regién que se encuentra causalmente conectada.

Definimos los siguientes parametros de orden mayor como

dln|ei\

il = ) > .
€it1 v 0 2 0, (3.32)
donde N es el ntmero de e-folds definido en (2.30). De acuerdo a la definicién anterior, tenemos que
_dlndgy
€= — (3.33)

mide el cambio logaritmico de la distancia de Hubble por cada e-fold. La inflacién esta garantizada
siempre y cuando €; < 1 (@ > 0). Podemos obtener el pardmetro €;€;41 si nos fijamos en la ecuacion
(3.32). Notemos que, recordando que dN = Hdt en (2.30), la ecuacion (3.32) conduce a

€ = Hejeiyq . (3.34)
Consideremos la aproximacion de slow-roll para el caso del campo taquiénico, definida mediante

7 < 1, (3.35a)
T < 3HT. (3.35b)
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A partir de estas expresiones y de las ecuaciones (3.12b) y (3.14), tenemos las siguientes aproxima-
ciones

V
2 o
H ~ 4 7 (3.36a)
Vr
~ o (3.36D)

las cuales permiten calcular mas facilmente los pardmetros del flujo del horizonte. Podemos obtener
T en funcién de H a partir del namero de e-folds para usarlo en los calculos de los parametros. De
la ecuacion (2.30), vemos que dN = Hdt, y desarrollamos

H 1% 9H*
dN = Hdt = —dT ~ —3H?*—dT ~ —M?=——dT 3.37
7 VT T (3.37)

donde hemos utilizado las aproximaciones (3.36). Si ahora calculamos Vp a partir de la aproximacion
(3.36a) obtenemos

Vi =6M,HHr . (3.38)
Finalmente, sustituyendo la ecuacion anterior en (3.37), llegamos a la siguiente ecuacion
3 H?
dN = ———dT 3.39
ST (3:39)
de donde podemos obtener
. dT 2Hr
i 3.40
dt 3 H2’ (340)

donde hemos utilizado nuevamente que dN = Hdt. Ahora procedemos a calcular

d ( H\ H d (H 1 dH
— n=2)="2_"(2)=___"- 3.41
“ dN<HH> HMN(H) H? dt (341)

y, utilizando la ecuacion (3.40), obtenemos ¢; en términos de T,

HT : 3 2
——=T==-T". 3.42
H? 2 ( )
A partir de aqui, podemos utilizar la ecuacion (3.32) para calcular ey, y la ecuacion (3.34) para
calcular ese3. Obtenemos entonces los parametros

3

€ =

€6 = 5T'Q, (3.43a)
2 6/1 T
= /—2Lt=2— 3.43b
2 3e1 H HT’ ( )
2 /
ey = 4/ =2 (3.43¢)

3 H’
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donde las variables primadas indican derivadas respecto al campo 7. En términos del potencial,
estos parametros adoptan la forma

M2 V/2
V// V/Q
e ~ M (_21/2 +3V3> : (3.44b)
Vl/lv/ V/lv/2 V/4
ezes ~ M, (2 7~ 1073 +9V6> (3.44c)

€2 < 1 garantiza que el término T es mas pequeiio que 3HT, por lo que podemos ver que existira
inflaciéon de slow-roll siempre y cuando €1, e < 1.
También podemos calcular el niimero de e-folds para el campo taquiénico. Mediante la ecuacién

(3.43a) vemos que
i Tt H 3 (M o
N:/ Hdt:/ AT = / L ar, (3.45)
ti T, T 2Jn, Ve

donde t¢ corresponde al tiempo en el que la inflacion termina, Ty = T'(t¢) y T; = T'(t;). Sustituyendo
la ecuacién (3.44a), asi como la ecuacion (3.12a) con K = 0, tenemos

1T y?
N ~ / —dT, 3.46
A2 Jy TV (3.46)

con la que podemos calcular el nimero de e-folds a partir del potencial taquiénico.

3.4 Perturbaciones del campo taquiénico

La perturbacién de curvatura en hipersuperficies coméviles para un campo taquiénico se definine
de manera analoga a la empleada para un campo esclar estandar, ec. (2.91),

R = ¢+H5§. (3.47)

Para obtener la variable v, mediante la cual la accién a segundo orden en perturbaciones toma
una forma anéloga a la canoénica (2.100), nos basamos en [28] donde se realiza un anélisis de las
perturbaciones para una accién mas general, en el que la densidad lagrangiana es una funcién
arbitraria de la energfa cinética (% 9" 0,00, ¢). De acuerdo a esa referencia, la variable generalizada
v tiene la forma

v=zM,R, (3.48)
donde z esta definido para un universo plano como
1/2
,—alp+P) " (3.49)

MycsH
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con ¢y la velocidad del sonido definida mediante

0P
= 5 (3.50)
De la definicién anterior tenemos que, para el campo taquidnico,
o (—VAT V(T
C§=< ()>: (2), (3.51)
dp p p

donde hemos utilizado la ecuacién (3.8). Por lo que, sustituyendo la ecuacion (3.6), obtenemos la
velocidad del sonido del taquién, ‘
A=1-T?=—w. (3.52)

Ahora calculamos p + P, '
V(T)T?
Vi-12’

y con la ecuacion de Friedmann (3.12a) obtenemos

p+P= (3.53)

(p+ P)V? = V3M,TH. (3.54)

Con la ecuacién anterior y la ecuacion (3.52) obtenemos la variable z de la ecuacion (3.49),

\/gaT a2
Vie1z e

La generalizacion de la accion (2.100) para un campo con una funcién arbitraria de la energia
cinética tiene la forma [28§]

(3.55)

Zz =

1 3 dv '\ 2 9 1d%z
S = 2/de X !(dT) +CSUAU+ ;@v y (356)

con 7 el tiempo conforme y A el operador laplaciano. La ecuacion de movimiento para el campo v
correspondiente a esta accion es

v 1d?z

R AN p——
zdr?

= 0. (3.57)

S

Siguiendo el procedimiento andlogo al campo escalar estandar, promovemos el campo cldsico v a
operador cuantico. Descomponemos al operador ¥ en sus operadores de creacién y aniquilacién,

’[}(X 7_) _ d3k |:U (7_)& ez‘k-x + U*(T)@T e—ik-x (3 58)
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con los operadores de creacion dz, y aniquilaciéon ay satisfaciendo las relaciones de conmutacion
usuales:

[ag,al,] = 83 (k — k'), (3.59a)

Gk, axr] = [dl,&H =0, (3.59b)

donde definimos al estado vacio |0) de la manera usual ag |0) = 0. La normalizacion esta dada por

d * * d .
vk%(”k) - Uk%(vk) =1. (3.60)

Finalmente, de la ecuacion de movimiento (3.57), obtenemos la ecuaciéon para los modos vy,

dQUk

2.2
02 + (czk* —u(r)) vp =0, (3.61)
donde hemos definido a uw como
ur) = 142 (3.62)
= zdr?’ '

Vemos que una de las diferencias respecto a la ecuacion de modos del campo escalar estandar (2.103)
es el factor ¢2 que aparece en la ecuacion (3.61).

Para poder resolver la ecuacion (3.61), necesitamos poder escribir u como una funcién més
sencilla; para lograrlo, utilizamos primero la ecuacion (3.55) y derivamos respecto al tiempo ¢,

dz d (\/\i%) _ V3T V3aT :zé+L~ (3.63)

dat — dt

= — + — . .
Vi-1?2  (1-T2)¥% a T(1-17)
Sustituyendo las definiciones de parametros (3.43), obtenemos

dz €9
—=Hz|(1+ —F—] . 3.64
dt ‘ ( + 2(1 - %61)> ( )

A partir de aqui obtenemos la segunda derivada

Hze%el Hey

2
FH2 1y 2| .
2(1 - 361)] 3(1—26)  2(1-3e)

1+

g — _H2¢ (3.65)

Ahora podemos calcular u en términos de los parametros si recordamos que en términos del tiempo
conforme definido en (2.36)

d?z - d N e 2..

ik (az) = aaz +a°%, (3.66)
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por lo que, utilizando los calculos anteriores, obtenemos

€
1+722

9%
- 3.67
TreE ] R (3.67)

z

u=a’H?>

donde el segundo término estd dado por (3.65). Por otro lado, podemos obtener una relacién im-
portante derivando 1/aH

d 1 a . a 3,0

donde hemos utilizado las ecuaciones (3.12). Por lo tanto,

1
T —T + /eldT =7(e1—1) — /Tdel, (3.69)

en donde hemos utilizado integracion por partes. Ahora, podemos escribir la integral de otra manera
si tomamos la ecuacion (3.34) para €1,
6'1 = H61€2 (370)

y desarrollamos la integral anterior,

d
/qu = /qudT: /aHTeleng% —62/€1dT, (3.71)
T

donde hemos supuesto é2 =~ 0 y aproximado ﬁ ~ —7 de acuerdo a la ecuacion (3.69), despreciando
el término integral de mayor orden en ¢;. Hemos podido suponer €2 aproximadamente constante
debido a la ecuacion (3.34), en donde tomamos eze3 = 0. Ahora, observamos que

—T—i—/eldT%Tq —T+62/61d7’ = /eldT% 1T€1 , (3.72)

— €9

y sustituyendo en la ecuacion (3.69) tenemos que

1 €1
—_— —1)7. 3.73
aH (1 — € > ’ ( )
Si, como antes, nos quedamos hasta primer orden en €;, podemos despejar T como
1 €1
~— 11 . 3.74
’ al ( * 1—- 62> (3.74)

Podemos sustituir a?H? en la ecuaciéon (3.67) hasta primer orden y reescribir la ecuaciéon de los

modos v (3.61) como
d?vy, 5 (V2 —1/4)
W + <Csk — 7’2> Vg = O, (375)
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donde
2

1
vi= g ur? (3.76)
depende tnicamente de los parametros €; y €2 de acuerdo a las ecuaciones (3.65), (3.67) y (3.74).
Lo primero que haremos es revisar la solucién en el sub-horizonte (k, > aH). En este limite,
observando la ecuacién (3.74), tenemos que k2 < 1/72. Por lo que nuestra ecuacién (3.75) en el

sub-horizonte est4d dada por
d2
FUQ’“ + esk2uy = 0. (3.77)

Hemos llegado a la misma ecuacién que en (2.45). Por lo que, andlogamente a la ecuacion (2.46),
tenemos que la solucién en el sub-horizonte estd dada por

e—ikwT

lim Vg = y
kw>aH 2k,

(3.78)

donde hemos definido k, = /—wk, de tal forma que w esta dado por la ecuacion (3.52).
De manera anéloga a la seccion 2.3.1, podemos obtener la solucién general a la ecuacion (3.75):

v = \2%(_7_)1/2}[51)(_%7-) , (3.79)
donde H,El) es la funcién de Hankel!del primer tipo de rango v. En la solucién (3.79), hemos impuesto
las condiciones de frontera normalizadas de la ecuacion (3.78).

Recordando la discusién en la seccion 2.3.2, donde concluimos que R es constante en el super-
horizonte. Es decir, para calcular el espectro de potencias nos servird tomar el limite de la ecuacién
(3.79) en el super-horizonte. Una vez hecho esto, evaluaremos en la salida del horizonte, puesto que
este valor se mantiene porque R es constante. Siguiendo este procedimiento, entonces calculamos

ol = % (=7) [ (=kor) + Y2 (=Rur)] (3.80)

donde J, y Y, son las funciones de Bessel de primer tipo y segundo tipo, respectivamente. Una
propiedad importante de las funciones de Bessel es que, cuando x < 1, entonces tenemos las
aproximaciones [29]

J(z) ~ F(ylﬂ)(g)” (3.81a)
Y, (z) ~ _Fgr”) <i) —|—F(V1+1)(§)Vcot(u7r). (3.81b)

I'La funcién de Hankel de primer tipo de rango v esta definida como Hl(,l)(x) = J, +1Y,, donde J, es la funcion de
Bessel de primer tipo de rango v y Y, la funcién de Bessel de segundo tipo de rango v. Hemos tomado esta solucion

debido a que cumple la propiedad de que H,Sl)(a:) R4/ % exp{i(m -5 = %} cuando z — oo lo cual la hace adecuada

para cumplir la condicion de frontera (3.78). Se puede encontrar informacion detallada sobre estas funciones en [29].
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El caso limite del super-horizonte ocurre cuando k,, < aH. Por lo que, tomando la ecuacién (3.74),
la aproximacién en el super-horizonte se da siempre que —k,7 =~ 0. Tomando entonces esta aproxi-
macion y las expresiones (3.81), vemos que el término dominante en (3.80) seré el correspondiente
al primer término en la aproximaciéon (3.81b). De acuerdo a lo anterior, la ecuaciéon (3.80) en el

super-horizonte estd dada por
T 92 v2
=50 [P () ] (3.52)

T —k,,T

Simplificando términos y calculando la raiz cuadrada, obtenemos
2V—1
v =
|vk| NG
Ahora sustituimos la aproximacion (3.74) para 7 y, sustituyendo /7 = 2I'(3/2), obtenemos

=t o (o 725)]

L(w)(—1)Y? 7Y (k)" (3.83)

Por lo que ahora podemos calcular

1

Ri| = Z\ZL _ 21/2&?()2) [alH (1 + 16162)] o % (3.85)

El espectro de potencias para las fluctuaciones escalares, de acuerdo a la primera igualdad de la
ecuacion (2.63), esta dado entonces por

L3 92w—4 [ D(y) 12 c =20 /N2 /g \ 32
e ] () (' ()
27 Mpeser [ I'(3/2) 1—e 27 aH
donde hemos utilizado la ecuacién (3.55) para sustituir z2. Ahora podemos calcular el indice espectral
escalar

. (3.86)
ko,=aH

ns—1= =3-2v. (3.87)

En el caso de las perturbaciones tensoriales tenemos lo mismo que para un campo escalar estan-
dar, i.e. la ecuacion (2.111), donde vy esté definido por la ecuacion (2.110). A partir de la ecuacion
(2.111) podemos obtener una ecuacion anédloga a (3.75),

d?v pu?—1/4
=+ <k2 - (72/)> v =0, (3.88)

donde 2 p
1 7 a
2 1 T a4d7a
o= 1 + - (3.89)
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y ademas

1d?

&TTZ: 2+ ai = a?H2(2 — ¢1) (3.90)
donde hemos utilizado la ecuacién (3.41) para calcular ad. La solucion a la ecuacion (3.88) esta
dada por

1
0l e T [ 1 o NPk
IOkL _ on — (1 i 91
a I'(3/2) [aH * 1—e€ a (3:91)

A partir de esta solucién, obtenemos el espectro de potencias de las perturbaciones tensoriales de
la ecuacién (2.113)

924 T 2 1-2pn H 2 k 3—2u
e
M2 [T(3/2) 1—e 27 aH bl
de donde podemos calcular el indice espectral tensorial
dln Pr
= =3-2u. .
np =L =32y (3.93)
También podemos calcular el cociente tensor-a-escalar de las ecuaciones (3.92) y (3.86),
Pr 2(pu— I'(p)
_Pr paguena 3.94
"= By T ) (3.94)

donde nos hemos quedado hasta primer orden en €.

Para obtener los indices espectrales en funcién de los parametros €; v €3, necesitamos obtener
los valores de 1 vy v. En este caso, supondremos al igual que antes, que eze3 =~ 0 y por lo tanto
€2 ~ 0. Quedandonos hasta primer orden en €;, y utilizando las ecuaciones (3.65), (3.67) y (3.76),
calculamos 2. Mientras que para calcular p?, utilizamos las ecuaciones (3.89) y (3.90), de donde
obtenemos

1 (46%*46%*2762*18) €1
~ -3 3.95
vor Bt e e (3.95a)
3 3+62
SR R I -95b
0 2+3(1762)61 (3.95Db)

Ahora sustituimos las ecuaciones (3.95) en las ecuaciones (3.87), (3.93) y (3.94), para obtener los
indices espectrales y el cociente tensor-a-escalar:

(4€3 — 4€3 — 2Tex — 18) €

~ 413 - : 3.96
s 3+ 2| 33+ ea|(e2 — 1) (3.962)
3+ e
~ 2 3.96b
nr 3(1 — 62) €1, ( )

2
~ 933t () 16€; . 3.96
" T[[3+ e2]/2] € (3.96¢)
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Imponiendo la condicion de slow-roll |e3] < 1, obtenemos los indices espectrales y el cociente tensor-
a-~escalar para la inflacién taquidnica del tipo slow-roll

ng = 1— 261 — €2, (3.97&)
nr = —261 y (3.97b)
r = 16e€. (3.97¢)

Estos son los parametros que utilizaremos para comparar el modelo de inflacién taquiénica con las
observaciones del CMB.

3.5 Inflacién taquidénica por medio de un potencial exponencial

Ahora que hemos obtenido los parametros de slow-roll, asi como los indices espectrales y el cociente
tensor-a-escalar, podemos analizar qué tan posible es que la inflacién haya sido llevada a cabo
por un campo taquiénico. Para estudiar esto, seguiremos el procedimiento estdndar para el caso
de un potencial del tipo exponencial. Debemos calcular los parametros de slow-roll con base en
el potencial. Una vez calculados los parametros, obtenemos el valor de T, es decir, el valor de T'
cuando la inflacién termina, en cuyo caso €; = 1. Mediante la expresién para el niumero de e-folds
N, determinamos 7T; en términos de Tt y N. Por iltimo, calculamos los indices espectrales y el
cociente tensor-a-escalar cuando inicia la inflacién T; para distintos valores del ntimero de e-folds
(tomamos 40 < N < 70).
Este potencial es una funcién exponencial sencilla

V(T) = Vi exp <—> , (3.98)

L respectivamente. Podemos ver

donde V; y T son constantes positivas de unidades masa? y masa™
su gréafica en la figura 3.1.

Lo primero que hacemos es revisar que corresponda a una particula taquiénica. Para ello cal-
culamos su masa con la ecuaciéon (3.27), de esta manera vemos que M? = —1/(T})2, por lo que su
masa cuadrada es negativa y por lo tanto se trata de un potencial taquiénico. Ahora, utilizando las

ecuaciones (3.44), calculamos los parametros de slow-roll para este potencial:

T
& = w (3.99a)
2X% 7
T
exXp (Tl)
€2 = T%’ (399b)
exp <21)
ey = — > (3.99¢)

2
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Figura 3.1: Potencial taquiénico del tipo exponencial; a la izquierda de la linea roja hay inflacién, la inflacion
termina en esta linea roja precisamente. Se ha tomado X? = 80.

donde hemos definido
7

Xi=n-L.
My

(3.100)

Procedemos a calcular T, el valor de T' cuando termina la inflacién. Para ello, debemos resolver
la ecuaciéon €1 = 1, con la que obtenemos

T
exp <T11”> =2X2. (3.101)

Ahora, utilizando el potencial (3.98), determinamos la expresion para el numero de e-folds en tér-
minos de Ty y T;. De la ecuacion (3.46), obtenemos

X2 [Ty T T; T
N = 1/ ex <—> dT = X2 [ex <—> —ex (—fﬂ : 3.102
T Jr. p T 1 p T, p Ty ( )

sustituyendo la ecuacion (3.101) tenemos

T; 2X?
L) _ 1
P (T1> 112N’ (3.103)
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Figura 3.2: Valores para la tasa de perturbaciones tensoriales a escalares r e indice espectral escalar ng
para el potencial taquiénico exponencial para diferentes valores de e-folds 40 < N < 70. Los resultados son
independientes de los valores de T7 y Vi (ecs. (3.106)); sin embargo, los pardmetros 77 y Vi deben cumplir
las condiciones (3.105) y (3.107). Se muestran los contornos de probabilidad (para 1o y 20) proporcionados
por el satélite de Planck [1].

es decir, hemos obtenido el valor de T al principio de la inflacién con lo que podemos calcular los
indices espectrales y comparar con los resultados obtenidos mediante las observaciones. De este
resultado podemos también obtener una de las caracteristicas de X;. Si despejamos la ecuacién

(3.103) obtenemos
1 T;
X2 = (N + 5) exp (ﬁ) : (3.104)

y notando que 7; > 0, entonces vemos que
X2>N+1/2, (3.105)

es decir X7 debe de ser mayor que el niimero de e-folds. Recordemos que el campo se mueve por el
potencial desde cero hasta infinito, entonces tenemos que a la izquierda de la linea roja en la figura
3.1 hay inflacién, en este caso se ha utilizado X? = 80.
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Utilizando las ecuaciones (3.97) obtenemos los indices espectrales a primer orden:

4
n, = 1-@’ (3.106a)
2
_ 1
nr TN (3.106b)
16
— , 1
r TN (3.106¢)

Es importante destacar que estas magnitudes observables son independientes de los parametros V;
y 17, inicamente dependen de N; sin embargo, para obtener un niimero suficientemente grande de
e-folds, estos parametros deben ser tales que cumplan la condiciéon descrita anteriormente (3.105).

A pesar de la independencia de los pardmetros 77 y Vi en las ecuaciones (3.106), hay otra
constriccién que debemos considerar. Resulta que si vamos maéas alld de la escala de Planck, i.e.
=M, 1 no conocemos exactamente qué haya ocurrido en esa época, en principio necesitariamos
de una teorfa de gravedad cuantica para describir esta etapa. L.a manera de solucionar esto es
exigiendo que T; > M, 1 lo cual lo conseguimos siempre y cuando

2X2 !
T > [m <1 +21N>Mp} : (3.107)

donde hemos utilizado la ecuacién (3.103). De esta manera garantizamos que tanto T; como Ty se
encuentran dentro del régimen de gravedad de Einstein y no necesitamos una teoria cuintica de
la gravedad para describir esta etapa. Como ejemplo de un caso que cumple las restricciones aqui
mencionadas podriamos tomar un namero de e-folds grande N = 70, y los parametros T1 = 8.0M; 1
y Vi = 1.25M§, de donde obtenemos X? = 80. En este caso, vemos que se cumple la condicién
(3.107), ie. Th > 7.91Mp_1, y por lo tanto T; ocurre después de la escala de Planck. Ademas,
también vemos que X12 es mayor que N, permitiendo obtener un ntmero grande de e-folds. En
resumen, un potencial (3.98) con parametros T = 8.0]\4;1 y V1= 1.25]\([;,1 cumple las condiciones
necesarias para describir inflaciéon.

De la ecuacion (3.94) podemos observar que la tasa de perturbaciones tensoriales a perturba-
ciones escalares posee una cota inferior correspondiente al valor r 2 0.1, que solo se alcanza para
valores muy grandes de e-folds, N ~ 80. Este resultado indica que en inflacién taquidénica el valor
de r es, en comparacién con muchos otros modelos inflacionarios, muy grande, lo que lo acerca a
lo limites observacionales. Es, por tanto, previsible que en el corto plazo sea posible descartar o
confirmar este modelo inflacionario mediante observaciones futuras del CMB.

En la figura 3.2 podemos observar los resultados que hemos obtenido al calcular los parametros
observables respecto a un ntmero de e-folds entre 40 y 70. Podemos comparar estos resultados con
los valores proporcionados mediante el satélite Planck [1], en el que hemos tomado los contornos
con y sin oscilaciones actisticas de bariones. Los colores mas tenues representan el contorno para
20, en el que existe un nivel de confianza aproximado de 95 %, mientras que los colores mas fuertes
son los contornos para lo, con un nivel de confianza del 68 %.
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Los resultados cercanos a N = 70 se encuentran dentro del nivel de confianza del 95 %, por lo
que no se puede descartar completamente la idea de que la inflacién pueda ser producida por una
particula taquidénica.

Este modelo, sin embargo, tiene también problemas que hay que analizar como se menciona en
[21]. Uno de los problemas consiste en que, como se puede observar en la figura 3.2, las anisotropias
que se producirian en el CMB serfan bastante grandes debido a que nuestros parametros no son
pequenos como en otras teorias. Aun asi, la inflaciéon taquiénica puede servir como una etapa de
inflaciéon temprana, en la que son resueltos varios de los problemas mayores de la cosmologia, como
los problemas de planitud, homogeneidad e isotropia; y después ocurre otra etapa de inflacion
producida por otro mecanismo. Esta ultima etapa de inflacién determinaria la estructura a gran
escala que observamos hoy en el Universo.

Otro de los problemas, también mencionado en [21], consiste en que si el potencial tiene un
minimo en T' — o0, entonces el Universo nunca pasaria por una etapa en el que es dominado
por radiacién, lo cual es contradictorio con la teoria de nucleosintesis. Estos problemas deben ser
resueltos para proponer este tipo de taquién como el campo responsable de la inflacién.



Capitulo 4

Teorias del tipo F(R)

En la seccidon anterior, analizamos una modificaciéon al tensor de energia-momento del Universo al
agregar un lagrangiano no convencional de un campo taquiénico. Sin embargo, la teorfa de Einstein
no fue modificada, utilizamos la accién de Einstein-Hilbert, dando lugar a nuestros resultados. En
este capitulo, realizamos una ligera modificacion a la teoria de la relatividad general de Einstein
agregando un término R? a la accién. Este modelo es conocido como modelo de Starobinsky y fue
estudiado por él mismo en 1980 [30]. Como veremos més adelante, este término cuadrético lleva a
una etapa inflacionaria que es consistente con las observaciones.

Una de las modificaciones méas sencillas que se le puede realizar a la teoria de la relatividad
general, es el caso en el que tomamos una funcién arbitraria F' del escalar de Ricci R, en lugar de
un término lineal en la accién de Einstein-Hilbert. Estas modificaciones fueron estudiadas con el
objetivo de explicar la aceleraciéon del Universo y la formacién de las galaxias sin introducir energia
oscura ni materia oscura. En este trabajo tomaremos el formalismo de la métrica, en el que las
ecuaciones de campo son obtenidas mediante la variacion con respecto a la métrica g, tnicamente.
Suponemos que F' es una funcién bien comportada, que puede ser tan sencilla como un polinomio.

A lo largo del capitulo tomaremos el marco de Einstein como el marco donde tenemos relatividad
general, y el de Jordan como el marco en el que las ecuaciones de campo de Einstein son modificadas.
En este capitulo, discutiremos alguna de las propiedades que le pedimos a la teorfa para poder
realizar una transformacién conforme al marco de Einstein; sin embargo, también es posible realizar
un analisis dentro del marco de Jordan y quitarnos algunas de las restricciones sobre F. En [31] se
puede ver un trabajo muy completo sobre ambos marcos y la relaciéon entre ellos.

Para el analisis basico de las teorias del tipo F(R) en la seccion 4.1 nos basamos en los articu-
los [31, 32, 33]. En esta seccién hablamos sobre la equivalencia entre campos escalares y teorias
sencillas F'(R); esta equivalencia nos permitira estudiar de manera mas facil los modelos F(R). En
la seccion 4.2.1 proponemos la teorfa de Starobinsky como modelo inflacionario y calculamos los
indices espectrales para comparar con las observaciones; nos apoyamos principalmente de [34, 35].
Para el andlisis del modelo de Starobinsky en el marco de Jordan de la seccién 4.2.2 nos basamos
en [31] con el apoyo de [36]; en esta seccion concluiremos que, a primer orden, los observables son

o1
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equivalentes en ambos marcos.

4.1 Campos escalares a partir de teorias F(R)

Analicemos la accién de Einstein-Hilbert en el contexto de las modificaciones del tipo F/(R). En
estas teorfas, la accién es una funcion general del escalar de Ricci, por lo que tenemos

2
Sp = My /d%\/ng(R). (4.1)

2

Esta acciéon se puede escribir de una manera equivalente y mas sencilla si nos apoyamos de un campo
escalar auxiliar x, tal que

2
St = 52 [ ey =gIF0OR =)+ F(l, (42)

donde las variables primadas indican la derivada respecto al argumento. Podemos verificar la equiva-
lencia si obtenemos las ecuaciones de movimiento de y mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange,

0 <a<aafx>> 0 (43)

Como no hay dependencia explicita de derivadas de x, entonces la ecuacion de movimiento esta
dada por

o, L
aLXZO = F'00R-x) - F(x)+F(x)=0. (4.4)
Por lo que la ecuacién de movimiento del campo x es
F'()(R =) = 0. (4.5)

En tanto pidamos que F”(x) # 0, tendremos que x = R y por lo tanto equivalente a la teorfa
F(R); esto se puede verificar al sustituir en la accién de la ecuacion (4.2). Ahora vamos a utilizar
la transformacién conforme de la métrica definida por

8 () = () g (2), (4.6)

donde Q2 es llamado factor conforme y la tilde representa las variables en el marco de Einstein,
mientras que las variables originales (sin tilde) estan en el marco de Jordan. Los escalares de Ricci
R y R en los dos marcos tienen la siguiente relacion

R = Q%R+ 60w — 6" 0,wd,w), (4.7)
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donde w =1nQ, Ow = ﬁaﬂ(\/—ggl‘”&,w) y ademas \/—g = Q~%,/=g. En consecuencia, la accion

ahora tiene la forma
S = / dia\/—§ [ 2(R + 600w — 6§ 8,wd,w) — Q4 (xF'(x) — F(X))] . (48)

Para, volver al marco de Einstein, en donde la dependencia es lineal respecto a R, tomamos 22 =
F'(x). De aqui podemos ver que para que la transformacion sea valida necesitamos que F’(x) > 0.
La accién entonces es

My F'(x) — F(x)
S = /d4x [R + 60w — 65" 0,wd,w — X] 4.9
B A : (PP 49
Del tultimo término de (4.9) podemos definir un potencial
M2 xF'(x) — F

2 ()P

y por el teorema de Gauss, la integral fd4x\/—§ [w en la ecuacion (4.9) se anula, por lo que la
accion se reduce a

M2

S=-r /d4:c\/7§ (R - 6§W8ﬂw&,w> - /d‘%cﬁ‘/(x). (4.11)

2

Podemos escribir la accion (4.11) en la forma canonica si introducimos un nuevo campo escalar

¢, de tal forma que
2 ¢ 3
F'(x) = exp ( 3 > & 9= \/;Mp In F'(x), (4.12)

de donde vemos que

1 /2 ¢
—nQ=1In(F(x)"*=5/5-2. 4.1
w=In n (F'(x)) 2V 33, (4.13)
Con ayuda de esta tultima ecuacién obtenemos que
o gt
69" 0pwo,w = M2 090, . (4.14)

Sustituyendo todo esto en la accion (4.11), obtenemos

S = Mz/d‘leR /d xf[ 3" 0,60,6 + V(o) | , (4.15)
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es decir, hemos conseguido transformar la accién general (4.1) en una accién de un campo escalar
estandar idéntico al inflatén. Es de notar que, a pesar de haber llegado a un campo escalar estdndar,
aln estamos en el marco de Einstein, el marco original es el marco de Jordan. En la secciéon 4.2.2
hablaremos mas en detalle de esto y concluiremos que las variables medibles durante inflacién son
las mismas en ambos marcos para el modelo de Starobinsky. Por lo tanto, una teoria F'(R) bien
comportada, i.e. que cumple las condiciones mencionadas anteriormente, es una teorfa valida para
inflacién, pues hemos visto en la secciéon 2.2.1 que un campo escalar estandar lleva a una etapa
inflacionaria del Universo.

4.1.1 Teorias del tipo F(R) a partir de campos escalares

Hemos conseguido transformar una teoria del tipo F'(R) en una teoria de un campo escalar estandar;
ahora es de nuestro interés encontrar la transformacién inversa, es decir, a partir del campo escalar,
regresar a la teoria F'(R).

Podemos obtener la derivada del potencial (4.10),

AV _ M [ 2F00 =)' () 1.16)
dy 2 F'(x)? '
Ahora procedemos a obtener la derivada en términos del campo ¢,
dV_ﬂ%_dVdF’/dgb (4.17)

dp — dxdp  dx dF'/dx’

Ademas, tenemos que la ecuacion (4.12) implica que

aF 1 2,
L g w9

Sustituyendo en la ecuacion (4.17) tenemos

ﬂ;Mq””wm—wuq¢iww (419)
dp 2 F'(x)3 V3M, F"(x)’ '
de donde resulta que la derivada del potencial respecto al campo ¢ esta dada por
M, xF' —2F
AV _ My x 28 (4.20)

% - NG 2

Ahora podemos calcular F' vy R también en términos de ¢. Para ello, nos apoyamos de las
ecuaciones (4.10) y (4.20), y recordamos también que xy = R para satisfacer (4.5). Asi obtenemos

V6dV 4V 2 ¢
exp< 3]\/[1)> , (4.21)

774_7

R:
M, dp " M?
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2 ¢
2 4.22
exp ( i ) (4.22)
Estas son conocidas como las equivalencias clasicas entre las teorias del tipo F'(R) y el campo escalar
estandar [33].

V6dV 2V

F=
M, d¢+M2

4.2 Modelo F(R) de Starobinsky

La modificacion mas sencilla del tipo F(R) que podemos imaginar es agregando un término cua-
dratico al escalar de Ricci usual. Es decir

1

F(R)=R+ — R’ 4.23

( ) + 6m2 ’ ( )

donde m es una escala de masa arbitraria a este nivel. Utilizando la ecuacion (4.10) calculamos
V(R) ,

M? /  R2
SR — 4.24
V(R) 2 <6m2F’2> (424)

Podemos simplificar la expresion anterior utilizando la ecuacion (4.12)

1+#R:exp (@]\Z) & R=3m? [exp (\/>M ) —1] , (4.25)

sustituyendo en la ecuacion (4.24) obtenemos

2
V= %M§m2 [1 — exp (—\/3}\2)] , (4.26)

que es conocido como el potencial de Starobinsky. Podemos ver su grafica en la figura 4.1.

El potencial escalar esté acotado por abajo (es no-negativo y estable), y tiene un minimo global
en ¢ = 0, correspondiente al vacio de Minkowski. En el régimen en que ¢/M, > 1 el potencial es
casi constante (V = %Mng), por lo que lleva a inflacion de tipo slow-roll. En el régimen ¢/M, < 1,
tenemos que V ~ %mzqﬁz < %Mng por lo que el campo oscila al rededor de ¢ = 0.

Podemos calcular la segunda derivada de V' con respecto a ¢,

Voo = m2exp <— ;i) [28 p( \/7M > ] . (4.27)

Como el lagrangiano estd normalizado canénicamente, entonces el minimo de la energia corresponde
con el minimo del potencial, es decir ¢y = 0. Por lo que observamos que m? = V| B cOTTEsponde
a la masa de la particula escalar asociada al campo ¢.

min
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Figura 4.1: El potencial de Starobinsky. El campo se mueve desde infinito hasta llegar al minimo en ¢ = 0;
la linea roja representa el final de la inflacién en ¢, definido por e = 1 (ver ec. (4.31)), por lo que cuando
¢/M, > 1 existe una expansion acelerada del universo.

4.2.1 Inflacién de Starobinsky

Observando la ecuacion (4.15), vemos que conseguimos escribir la acciéon como una parte gravitatoria
y una parte de acciéon correspondiente a un campo escalar. Esta dltima parte de la accién puede
describir inflacién, como se discutio en la seccién 2.2.1. Podemos obtener los parametros de slow

roll, asi como el namero de e-folds. El namero de e-folds esta dado por la ecuacion (2.30), que en
nuestro caso adopta la forma

1 v 3 2 ¢ 2 o5 1\/§

donde ¢y representa el valor del inflatén en el final de la inflacién, es decir, cuando uno de los
parametros de slow-roll alcanza un valor cercano a 1.

Calculemos entonces los parametros de slow-roll. Mientras estemos en el marco de Einstein,
tenemos un lagrangiano canénicamente normalizado, por lo que los parametros de slow-roll coinciden
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con los del inflatén de las ecuaciones (2.26) y (2.29), de donde obtenemos

il

exp (

-2
] , (4.29a)

Mﬁp) (1 - 2exp( \[M)) . (4.29b)
— exp (‘\/gﬁp))

El cociente tensor-a-escalar r, el indice espectral escalar ng y el indice espectral tensorial ny
estan dados por los mismos parametros de la inflacién por un campo escalar estandar:

77:*5

— wiN @z“e\

r = 16e, (4.30a)
ns = 14 2n— 6e, (4.30b)
ny = —2e. (4.30¢)

El final de inflacién se da cuando cualquiera de los parametros de slow-roll alcanza el valor de
1. Verificamos ambos casos, tenemos que si € = 1 entonces

Ple=1 = \/gMp In <\/§+ 1) : (4.31)
Plipj=1 = _\/gMp In (g) : (4.32)

Vemos que tenemos dos posibles ¢ . Para elegir entre las dos posibilidades que quedan, elegimos
el valor para el que ¢ es mayor, puesto que la inflacion comienza en el lado derecho y ¢ se mueve
hasta alcanzar el valor ¢¢. Por lo que ¢ corresponde al caso en que € = 1, i.e.

bp = \/gMp In <\/§+ 1> . (4.33)

Nuestro objetivo ahora es calcular ¢;, ya que de esta manera podemos comparar con las ob-
servaciones del CMB. Para ello nos apoyamos en el ntimero de e-folds (4.28). Evaluando ¢ en la
ecuacion (4.28), obtenemos

En el caso de |n| = 1 tenemos

2 ¢i 2 ¢i
exp ( 3Mp> — gMp = C, (434)

donde hemos definido a C' como

CE§N+<\/§+1>—IH<\/§+1>. (4.35)



58 CAPITULO 4. TEORIAS DEL TIPO F(R)

Ahora utilizamos un cambio de variable, de tal manera que = = \/g ]f/’[lp, por lo que obtenemos la
ecuacion

exp(z) —x =C, (4.36)
que tiene por solucion x = —W(—e~¢) — C con W la funcién de Lambert'. Entonces el campo
escalar al inicio de inflacién estd dado por

b= [+ Wi (<0)] (437)

donde hemos tomado la rama W_; de la funcién de Lambert debido a que el valor de ¢; debe ser
positivo. Esta es la solucién utilizada para calcular los parametros de slow-roll al final de la inflacién
y de esta manera se calcularon los {ndices espectrales en la figura 4.2. Una solucién aproximada en
términos de potencias de N1 es la siguiente

exp(¢;) ~ IN 16N 7]'\72 ; (4.38)

donde nos hemos quedado hasta el orden N~2. A partir de aqui, con uso de las ecuaciones (4.29),
calculamos la aproximacién de los pardmetros de slow-roll:

% , (4.39a)
- _%Jr%ﬂl%, (4.39b)
y finalmente los valores aproximados de los indices espectrales de las ecuaciones (4.30):
ng = 1—%—1—%—%, (4.40a)
Ny ~ —% , (4.40D)
. A % . (4.40¢)

Con los resultados anteriores, podemos calcular los parametros de slow-roll para diversos valores
de N. De la misma manera que hicimos con el caso del taquién, hacemos un barrido en 40 < N < 70.
Los resultados son presentados en la figura 4.2.

Podemos observar la razon por la que el modelo de Starobinsky sigue siendo estudiado. Vemos
como los parametros coinciden bastante bien con los resultados obtenidos por el satélite Planck;
varios de los valores se encuentran dentro de la regién de 1o de certidumbre, por lo que podemos
concluir que el modelo de Starobinsky describe con precisién las observaciones.

'La funcion W de Lambert esta definida como la funcién inversa de la funcion f(w) = we®, donde w es cualquier
nimero complejo. Cuando se toman tGnicamente argumentos reales, la funciéon de Lambert W (xz) estad definida en
el dominio [—e™!, co) y posee dos ramas. La rama Wy(z) definida en [—e™', co) y la rama W_i(z) definida en
el intervalo [—6717 0); por lo que la funcién de Lambert es multievaluada en [—671 , 0). Se puede encontrar mas
informacién sobre esta funcion en e.g. [37].



4.2. MODELO F(R) DE STAROBINSKY 59

0.20
TLTE,EE+lowE+lensing
TT.TE,EE+lowE+lensing+BAD
@ Potencial de Starobinsky
015
a/ J
§ 010
A
005 =
5
]
=
II I
L i‘,‘i e YT
0.00 L L L ]
0.94 0.96 0.98 1.00
T,

Figura 4.2: Los parametros del potencial de Starobinsky en los que hemos barrido el namero de e-folds de
40 a 70, se muestran los contornos de probabilidad (para lo y 20) proporcionados por el satélite Planck [1].

4.2.2 Teoria de Starobinsky en el marco de Jordan

Hasta ahora hemos visto la inflacién desde el marco de Einstein, donde hemos realizado una transfor-
macion conforme desde el marco de Jordan para llegar a la acciéon de Einsten-Hilbert mas la accion
de un campo escalar acoplado minimamente a la gravedad. Para que podamos dar por vélido lo
realizado anteriormente, tenemos que probar que existe una relaciéon entre las variables observables
en el marco de Einstein y en el marco de Jordan; en esta seccién discutiremos el tratamiento desde
el marco de Jordan y veremos si existen diferencias considerables en las observables fisicas respecto
al marco de Einstein.
Recordemos que la accién tiene la siguiente forma

M2
5= [ dov=gP(m)+ [dotu(gu.0). (4.41)
donde Ly es el lagrangiano de la materia y g el determinante de la métrica g,,. La accion (4.41)
debe cumplir el principio de minima accién, es decir .5 = 0. Desarrollando esto tenemos que, en
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términos de la perturbacién del inverso de la métrica,

Ca [ MFO(V=gF(R)  S(V=9LM) | s o
0—55—/ [2 Sgi + 6gWM ] Sgdie =

My (6F(R) F(R)dy—g ERIa7n)] R
/[ 2 < 59 =g g ) T =g g ]ﬁég” d’x. (4.42)

Es de notar que no aparecen las variaciones del campo debido a que estamos suponiendo que el
campo escalar estd acoplado minimamente a la gravedad y ademés cumple las ecuaciones de Euler-
Lagrange (2.14). Por lo que nos quedamos con tnicamente la parte proporcional a la variacion del
inverso de la métrica dg*”. Para continuar con el desarrollo debemos utilizar la regla para derivar
determinantes [36]. A partir de esta regla podemos obtener

Sdet g1 1
g = gudetg ", (4.43)
donde det g~! es el determinante del inverso de la métrica g"”. Recordemos que det g~! = 1/g por
la propiedad del determinante de una matriz inversa. Desarrollando esto, tenemos que
14
9w (4.44)
g* ogt g
Por lo que obtenemos la expresiéon
og
e = —99uw - (4.45)

Ahora podemos calcular

o(v=9) 1 dg 1
= — = —— —_ vy 44
b aymgogm 2V (4.46)

donde hemos utilizado la ecuacion (4.45) en la ultima igualdad. Como paso siguiente, calculamos
dF(R) = f(R)OR con f(R) = 6F/dR. Para esto, nos sera util calcular la variacion del tensor de
Ricci,
Ry, = 0Rf,,, = 0,01, — 0,01, , + 6T'% T, + ' 01, — o8, 1'%, — I'0,0L%,,. (4.47)
Por otro lado, la derivada covariante de la variacion 61}, esta dada por
VAOTh,, = O\oT%,, + 1% 619, — 19,01, —T%,0T%,, . (4.48)

Por lo que, observando las ecuaciones (4.47) y (4.48) tenemos que

j2%



4.2. MODELO F(R) DE STAROBINSKY 61

Utilizando la ecuacién anterior, obtenemos la variacién de R,
OR = R,,69" + g"0R,, = R 09" + g (VpéF’;w — V,,éf",’w) . (4.50)
Ahora obtendremos la variaciéon de FZV en términos de la métrica. Para conseguir esto, calculamos
V/\((sg,uu) = 3,\5g;w - FZ)\(Sng - F’j\,,égﬂp ) (4.51)
que, utilizando las propiedades de la variaciéon, obtenemos
v)\<5g/w) = 5(v)\guu> + gpuérl;)\ + gup(srg\y . (4-52)
Ahora, recordamos que la derivada covariante de la métrica es cero, por lo que llegamos a la ecuacion
Valbguw) = gp,,(;F'Z)\ + gupﬂ’p/\y. (4.53)
Mediante la permutacién de indices en tres ecuaciones anélogas a (4.53), obtenemos
vuégw\ + vuég)\u - V,\(;gw, = 29>\p6Fz€u ) (4'54)

de donde podemos despejar la variaciéon de la conexién
ag 1 g
5Fu,u = 59 A (vudgl/)\ + VV(SQ/\# - V/\(sg;w) . (455)

Tomando esta expresion para la variacion de la conexion, podemos sustituir en la ecuacion (4.50),
obteniendo la siguiente ecuacién

R = R, 09" + ¢, 00g" — V,V,69"", (4.56)

donde V, es la derivada covariante sobre el indice p y U = ¢"”V,V,,. Por lo que, utilizando las
ecuaciones (4.42), (4.46) y (4.56); tenemos que la variacion de la accion ahora tiene la forma

69" 3(v/=9Lm)

M? 1
08 = / d*z\/—g (; [f(R)(Ruuég”” + g 0" =V, V,09") — igwég’“’F (R)] +

(4.57)
Si integramos por partes el segundo y tercer término de la ecuacién anterior, obtenemos una parte
que es la variacién de la métrica evaluado en la frontera, por lo que esta parte se anula y solo nos
queda el otro término. Es decir, la variacién tiene ahora la forma

2

M
0S = /d4x\/—g5g’w (277

|:f(R)RMV - %QMVF(R) + [guyD - V“VI,]f(R)} + 1 5(\/jg£M)) ’

V=g o
(4.58)

V=g  og"

) |
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por lo que, tomando 45 = 0 y de la definicién del tensor de energia momento T}, en la ecuacién
(2.16), tenemos la ecuacion de movimiento

1

S = f(R) Ry, — }gWF(R) + 19w = ViVl f(R) = 75
p

5 Ty - (4.59)

Si ahora tomamos la ecuacion de continuidad del tensor de energfa momento (V#T),, = 0), tenemos
que
ViYL =0. (4.60)

Mientras que la traza de la ecuacion de movimiento (4.59) nos lleva a la ecuacion

1

My

30f(R)+ f(R)R — 2F(R) = T, (4.61)
donde T' = gh¥1T},,,.

Es importante observar que, en cuanto tomamos F(R) = R, es decir, cuando tomamos la teoria
de relatividad general, recuperamos la ecuacién de Einstein a partir de la ecuaciéon de movimiento
(4.59). En este ultimo caso, tomando la ecuacion (4.61), vemos que R = —T/Mg y por lo tanto
el escalar de Ricci estd completamente determinado por la materia. En gravedad modificada el
término O f(R) no se anula y por lo tanto existe un grado de libertad adicional f(R) cuya dindamica
es determinada por la ecuacion de la traza (4.61).

La ecuaciéon de movimiento puede ser escrita de la siguiente manera

1

D
Gy = 77 (TW + T}W)) : (4.62)

donde G, = R, — (1/2)gu R es el tensor de Einstein y definimos
7)) (F-R)

Mz 9Ty

+V,Vof —g9,0f+ 0= )R . (4.63)

Ahora, si recordamos que V*G),,, = 0y V#T),,, = 0, se sigue que
vrTiD) =0, (4.64)

entonces, la ecuacion de continuidad se mantiene, no solo para X, sino también para el tensor de
energia-momento efectivo Tﬁ, . Esto resulta conveniente cuando se trabaja con energia oscura [31].

Consideremos ahora el espacio-tiempo FLRW en el que su geometria estd definida mediante la
meétrica (2.1). Para esta métrica, el escalar de Ricci esta determinado por

R=6(2H? + H). (4.65)
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El tensor de energia momento para la materia estd dado por T% = diag(par, —Par, —Par, —Par)-
Las ecuaciones de de campo (4.59) en el espacio FLRW (con K = 0) estan dadas por

JR—F ;| PM
3fH* = —3Hf + =5, (4.66a)
2 M2
) . . P,
_off = fomj4 Mt (4.66b)

My

Ademads, debido a que estamos tratando con un fluido perfecto, la ecuacién de continuidad esté dada
por la ecuacion usual (2.5¢). Podemos obtener la relacién entre el tensor de energia momento del
marco de Einstein T}, y el marco de Jordan T}, ; recordando que y/—g = f2/—gy g™ = f g™,

tenemos que
. 2 6Ly T

Ty=————m—= ,
: V=gdgm™  f

por lo que las componentes del tensor de energia momento en el marco de Einstein estan dadas por

T = diag(par, —Pars —Pur, —Pu) = diag(pa /£, —Pur/ f2 —Put )/ f2 —Pu [ f2) . (4.68)

(4.67)

Ahora consideremos el espacio tiempo de FLRW en el marco de Einstein y comparémoslo con la
misma métrica en el marco de Jordan, es decir

ds* = dt* — a*(f)dz? = O?ds® = f(dt* — a(t)?dz?), (4.69)
de donde podemos obtener la relacion (recordando que hemos pedido que f > 0 para realizar la

transformacion),
di = \/fdt, a=+/fa. (4.70)

De la ecuacién anterior, podemos calcular la constante de Hubble en el marco de Einstein

1 £
(e d). an

Enfoquémonos en la teoria que nos interesa, el modelo de Starobinsky, es decir F(R) = R +
(1/6m?)R? . Bajo esta F las ecuaciones (4.66) en el marco de Jordan son

—
| &

H

=

a

. H 1 ) )
R+3HR+m?’R=0. (4.73)

En la etapa inflacionaria, los primeros dos términos de la ecuacion (4.72) son mucho més pequenos
que los demés, por lo que esto nos lleva a

, (4.74)
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de donde obtenemos las soluciones:

H ~ H;—(m*/6)(t—t;), (4.75a)
a =~ ajexp[H;(t—t;) — (m*/12)(t — t;)*], (4.75D)
R ~ 12H? —m?, (4.75c¢)

donde t; es el tiempo en el que comienza la inflacion. De (4.74) podemos obtener el parametro de
slow-roll €,
H m?

La inflacion termina cuando € = 1, es decir H(t¢) = m/+/6. Calculamos ahora el nimero de e-folds

ty m2
NE/ Hdt%Hi(tf—ti)—ﬁ(tf—ti)Q, (477)
ti
y como la inflacién termina en ty ~ t; + % — %, se sigue que
3H? 1
N~ Lo — 4.78
m2 2 ( )

Debido a que el nimero de e-folds debe de ser un ntmero alrededor de 60, entonces podemos hacer
la, aproximacién
_3H? 1
Tom? 7 2e(ty)

Ahora calculamos el namero de e-folds en el marco de Einstein y sustituimos las ecuaciones (4.70),

(4.79)

N if Hdf N Hdt [ 1 7]& N Hdt =N 4.80
/t /t T oHy '“/ti - (4.80)

donde hemos utilizado que |f/(2H f)| ~ |H/H?| < 1. Por lo que, durante inflacién, el nimero de
e-folds es igual en ambos marcos.
Recordemos que el indice espectral escalar y el cociente tensor-a-escalar son aproximadamente

(en el marco de Einstein)
2 12

nszl—ﬁ, r%ﬁ, (4.81)
y de la ecuacion (4.80), concluimos que la coincidencia en el namero de e-folds nos lleva a una equiva-
lencia entre los observables. Por lo tanto, el marco de Einstein y el marco de Jordan son equivalentes
fisicamente. De aqui podemos concluir que, al menos mediante inflaciéon, no es posible distinguir
entre un modelo inflacionario mediante un campo escalar estindar y la teoria de Starobinsky, pues
los observables son los mismos para ambos casos.
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4.3 Potencial de Starobinsky modificado

Es interesante realizar una pequena modificacion al potencial (4.26) y ver qué tanto sigue siendo
factible como modelo inflacionario. De la definicién de los parametros de slow-roll en las ecuaciones
(2.26) y (2.29), vemos que agregar una amplitud Vp no terminaria siendo un parametro que afectara
a los observables; una mejor modificacién es

2
1 — Aexp <_>\\/§]\§p>] , (4.82)

donde A y A son parametros reales diferentes de cero. Podemos ver la grafica de un potencial
modificado en la figura 4.3. A partir de la ecuacion (4.82) podemos calcular sus derivadas respecto

al campo
2 ¢
—A —M/-— 4.
1 exp( )\\/; p)] ’ (4.83a)

2A exp (—)\ 2¢> - 1] . (4.83b)

3 2, 2
V = ZMpm

3 M,

2
A2 Am? exp (—)\ (b)

3 2
Vo = MMm*\|Sexp <—)\ (b)

Voo

3 M, 3 M,

De aqui podemos hacer una observacion importante: en la ecuacion (4.83a) vemos que el punto
critico ¢g del potencial cumple la condicién

2¢0\

lo cual implica que, para que exista un punto critico, A debe de ser mayor que cero. Sustituyendo
la ecuacion anterior en la ecuacion (4.83b) tenemos que

Violo=go = A°m?*, (4.85)

por lo que podemos hacer dos observaciones, la primera es que el potencial (4.82) siempre tiene
un minimo en tanto A y m sean diferentes de cero y A > 0, que son algunas de las condiciones
que impusimos al definir estos parametros. La segunda observacién es que al modificar el potencial
original, la masa asociada al campo ¢ ya no es m sino que es M? = A\>m?2, por lo que al modificar
de esta manera al potencial obtenemos otra masa distinta que depende del parametro A.

Las condiciones anteriores podemos verlas en la figura 4.3, donde un cambio en las variables
A v X produce un cambio en la posicién del minimo, lo cual se puede comprobar con la ecuacion
(4.84). Una ventaja de lo anterior es que podemos mover el minimo hasta una escala cercana a
Planck (¢ = M,), de manera que la inflacién haya ocurrido a escalas energéticas muy altas, al inicio
de la historia cosmoldgica. Por otro lado, también podemos ver que se modifica la curvatura del
potencial, comprobandolo mediante la ecuacion (4.83b). Esto nos permite, por un lado, modificar la
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Potencial de Starobinsky
1
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Figura 4.3: Grafica del potencial de Starobinsky y de Starobinsky modificado (ec (4.82) con A = 2, \ = 2)
Se observa un cambio en la curvatura y en la posicién del minimo.

masa del inflaton dependiendo del valor de A en la ecuacion (4.85). Ademés, cambiar la curvatura

nos permite modificar al potencial de tal forma que la inflacién ocurra muy cerca del minimo.

Con las derivadas que hemos obtenido ahora podemos calcular los parametros de slow-roll; estos
estan dados por las ecuaciones

A 2
— 7)\2142
¢ 3

exp ()\ 3]\2)—14 ,
N o= XAexp (—)\ 2¢) Ao (_A\/gﬂm_z.
A ) e i)

Para poder calcular ¢ al final de la inflacion, i.e. ¢, necesitamos que alguno de los parametros

(4.86a)

(4.86D)
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alcance el valor de 1. Entonces, resolvemos las ecuaciones € = 1 y |n| = 1, obteniendo

M, [3 1
¢|6:1 = T 5 ]n <A + \/;AA) N (487&)

M, [3 [AMN=3)+A\N2+3
Ol = ——L4/-In ( ) . : (4.87b)
A V2 242 (2X2 — 2)
M, [3. [AMN+3)+ AN -3
Olp=—m1 = —=L4/=In ( 2) . : (4.87c)
A V2 2A% (2)2 + 3)

de esta manera, tomaremos ¢y como el valor de los anteriores al que llegue primero el campo ¢.
Podemos calcular el namero de e-folds NV para este potencial modificado mediante

29 ) _ 290\ -1 \/§ .
exp()\\/;Mp> exp()\ 3Mp>] 3V Q(gbZ bf), (4.88)

y, siguiendo el mismo procedimiento de la seccién anterior, escribimos a ¢; como una funcién del
ntmero de e-folds,

_3 1
4024

B 31 exp(—C)
¢ = —M, B\ [C’ + W < " (4.89)
con W la funcién de Lambert y C definida como
4 1 2 ¢; \f o
=_-\N + = M= — /A= 4.
C 3 +Aexp< 3Mp> 3)\Mp (4.90)

Una vez que hemos calculado ¢; podemos obtener los indices escalares y el cociente tensor-a-
escalar bajo las ecuaciones usuales,

ns = 1—6e+2n, (4.91a)
np = —2€, (4.91b)
r = 16, (4.91c)

que deben ser evaluadas al inicio de inflacion, es decir, cuando ¢ = ¢; dada por la ecuacion (4.89).

Ahora, calcularemos los valores de A y A que son viables para una teoria inflacionaria, para
realizar esto, calcularemos nuevamente las ¢; para un ntumero de e-folds N = 49. Si para este valor,
el indice espectral y el cociente tensor-a-escalar se encuentran dentro de los valores dados por el
satélite Planck [1], en donde ng = 0.9665 + 0.0038 y r < 0.106 tomando en cuenta las oscilaciones
acusticas de bariones, entonces tomamos la teoria como valida para inflacion.

En la figura 4.4 se pueden observar dos graficas de los valores permitidos de A y A. La grafica
(a) corresponde a cuando tomamos a ¢f y a ¢; positivas; en la grafica (b) hemos omitido esta
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Figura 4.4: Valores permitidos de A y A que se encuentran dentro del nivel de confianza del 68 % de Planck
[1], donde ns = 0.9665+0.0038 y r < 0.106. Se ha tomado N = 49. En la gréfica (a) se puede ver el resultado
exigiendo en todo tiempo ¢ > 0. En la grafica (b) omitimos esta restriccion.

restriccion. Es evidente de los resultados que esta condicién nos permite restringir mas el espacio de
parametros. La condicién ¢ > 0 también resulta mas natural debido a que, con una motivaciéon de
una teoria fundamental, donde los campos ¢ son médulos que miden e.g. el tamano de dimensiones
compactas, es mejor pedir que el tamafio de algo nunca sea negativo. Aun asi, los resultados son
similares en ambas gréaficas.

En la figura 4.4 podemos observar que ningun valor de A < 0 es aceptable para un modelo
inflacionario, esto lo podemos deducir si tomamos las ecuaciones (2.21) y la ecuaciéon (2.22c), de
donde obtenemos

Vo
3V

y sustituyendo las ecuaciones (4.82) y (4.83a) obtenemos

; 2 2
¢ = —\/;)\AMpmexp (—/\ 3]\(2> , (4.93)

por lo que podemos ver que ¢ es creciente o decreciente respecto al tiempo dependiendo del signo de
Ay A. Ahora, analicemos la ecuacion (4.86a). Para que se cumpla la condicion € < 1 necesitamos
que 008t A >0y ¢ — —oosi A <0. De lo anterior podemos concluir que, si A > 0, entonces
debe ocurrir ¢y < ¢;. En el caso de A < 0, debe ocurrir que ¢; < ¢ para tener inflacion. Si tomamos
ahora la ecuacion (4.93) y vemos qué pasa si A < 0, tenemos que si A > 0 entonces gzb > 0y por lo
tanto ¢ es creciente, es decir ¢; < ¢y; si tomamos el caso en que A < 0 ocurre lo contrario, ¢ < ¢;.

b =—M, (4.92)
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Vemos que estos casos no coinciden con las condiciones que pusimos anteriormente para que € < 1,

por lo que si intentamos evaluar en ¢; para los casos en los que A < 0 tenemos que € > 1, y por lo

tanto, no hay inflacién. Esto por lo tanto descarta todos los casos en los que A es negativo.
Analicemos el caso en que A es bastante grande pero |A| = 1, en este caso la ecuacion (4.89) es

aproximadamente
31 (4, exp (—3A%N)

donde W tiene dos ramas debido a que su argumento es negativo [37]. Tomemos primero el caso de
la rama principal Wy, si A es muy grande entonces W se aproxima a cero, de esta manera vemos
que

2
b; ~ —2Mp\/g)\N, (4.95)

y, sustituyendo en la ecuacion (4.86a), obtenemos
4 4 -2
€= gAQAQ [exp (—3)\2N> — A] , (4.96)

que es aproximadamente

€ R §>\2 , (4.97)

por lo cual no es viable para inflacién. Sin embargo, si tomamos la segunda rama de W, es decir

W_i(z) = In(—x) — In(—In(—2x)), (4.98)
obtenemos
31 (4.,
¢i = M, 2 In g)\ NA+AlnA (4.99)

y, sustituyendo en la ecuacion (4.86a), obtenemos
4o 040 -
€~ g)\ A g)\ NA+A(nA-1) , (4.100)

que puede ser simplificado como

~

! . (4.101)
[3ma+ /N - /4]

de aqui podemos ver que, cuando A=~ 1y A > 1, entonces € < 1 y por lo tanto hay inflacién; esto
coincide con la figura 4.4, en la que podemos ver como cuando hay una A aceptable, esta puede
tomar valores muy grandes de A y seguir siendo un modelo valido para inflacion.
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Figura 4.5: Los pardmetros del potencial modificado de Starobinsky para N =49 y N = 70. Hemos barrido
A desde 0.07 hasta 2.5; mientras que A = 1. Se muestran los contornos de probabilidad (para lo y 20)
proporcionados por el satélite Planck [1].

En la figura 4.5 se muestran los valores de ng y r para distintos valores de \; hemos tomado
N = 49 y N = 70. Para esta grafica, hemos dejado A constante con valor de A = 1, y hemos
barrido los valores de A desde 0.07 hasta 2.5. Podemos observar que modificar el namero de e-folds
traslada la figura y disminuye el valor de r cuando N aumenta. Los puntos de (ns,r) descienden
considerablemente cuando A < 1 debido a que, como vemos en las ecuaciones (4.86a) y (4.91c),
r disminuye exponencialmente respecto a A, por lo que al alcanzar valores mayores que 1, r se
aproxima muy rapido a 0. Podemos también observar que en valores cercanos a A = 1, tenemos
valores muy similares a los obtenidos para Starobinsky en la figura 4.2; esto no resulta extrano,
puesto que para el caso A =1, A = 1 en el potencial (4.82), recuperamos el modelo de Starobinsky.

Hemos comprobado entonces los casos en los que un modelo de Starobinsky modificado como
(4.82) puede servirnos como modelo inflacionario.
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Conclusiones

Esta tesis fue un estudio teoérico de dos de las propuestas de modelos para producir inflacién, méas
all4 del paradigma predominante de la existencia de un campo escalar tradicional. En la prime-
ra, extendimos el contenido del Universo mediante una alteracion al tensor de energia-momento,
agregando un campo escalar taquiénico, que supusimos resultado de alguna inestabilidad del vacio
en el universo temprano. Como los escalares en modelos tradicionales, el taquién puede también
desencadenar un periodo de expansién acelerada durante los primeros instantes de la historia cos-
molégica. La segunda propuesta analizada es la modificacién més sencilla a la teoria de la gravedad
de Einstein, libre de anomalias e inestabilidades, en la que se incluye un término cuadratico del
escalar de Ricci R a la accion gravitacional. También en este caso es posible mostrar que la gra-
vedad asi inducida produce un periodo inflacionario. En ambos casos, mostramos cuidadosamente,
considerando ejemplos especificos, que los pardmetros libres de los modelos admiten valores que los
hacen razonablemente compatibles con las mediciones asociadas a las perturbaciones (escalares y
tensoriales) asociadas a la radiacion cosmica de fondo. Estas comparaciones con mediciones, se ba-
saron en los resultados més recientes de la colaboracion Planck [1], los cuales incluyen informacion
de lentes gravitacionales y oscilaciones actsticas de bariones.

En nuestro estudio de la inflacién producida por un campo taquidnico, en el capitulo 3, desarro-
llamos la teoria de perturbaciones necesaria para calcular los indices espectrales, analizamos algunas
de las diferencias y similitudes respecto al campo escalar estandar, y vimos que es dificil distinguir
entre la inflacién por medio de un campo escalar estindar y mediante un campo taquionico. Con
el fin de ser méas concretos, utilizamos un potencial taquiénico exponencial, identificado en modelos
efectivos de la teorfa de cuerdas [38]. Como se muestra en la figura 3.2, encontramos que los resul-
tados son consistentes con los limites en las perturbaciones reportados por la colaboracién Planck
solo al considerar la region de 95 % de nivel de confianza (20). En particular, encontramos que la
tasa de perturbaciones tensoriales a perturbaciones escalares exhibe la cota inferior » = 0.1, valor
que se obtiene sblo si el periodo inflacionario durdé mucho tiempo, N ~ 80. Esta aparente tension
puede considerarse una ventaja de la construccion, ya que 1) hay muy pocos modelos en los que es
posible obtener un valor tan grande de r y 2) es posible que futuras mediciones de esta observable

71



72 CAPITULO 5. CONCLUSIONES

descarten el modelo.

Es importante resaltar que, como resultado de nuestro estudio de una teoria inflacionaria ta-
quibnica, encontramos que las variables observables de la inflacién, es decir, los indices espectrales
asi como la tasa de perturbaciones tensoriales a perturbaciones escalares, son independientes de los
parametros 77 y Vi del potencial exponencial (3.98). Aunque las observables no restrinjan estos
parametros, encontramos que estos deben de cumplir ciertas condiciones para ser un modelo viable
de inflacion. La condicion sobre X de la ecuacion (3.105) permite que exista un nimero suficiente-
mente grande de e-folds, mientras que la condicion (3.107) sobre T3 evita que el inicio de la inflacion
ocurra en un régimen desconocido, en principio descrito por gravedad cuéntica.

Es preciso mencionar que, aunque una discusiéon completa de las caracteristicas cosmoléogicas del
modelo de inflacién taquidnica estd muy por encima del objetivo de esta tesis, es sabido que este
modelo presenta algunos retos cosmologicos adicionales [21] que deben resolverse para considerarlo
como una teoria valida de inflacién. Uno de ellos es que es posible que durante inflacién se produzcan
anisotropias mas grandes que las observadas en el CMB; debemos investigar mecanismos para evitar
este conflicto. Otro potencial problema corresponde a que, si la inflaciéon fuera producida por un
universo dominado por el taquién, no parece existir una razén inmediata para que deje de estarlo
en las siguiente etapas del Universo, por lo cual no habria una época en la que la radiacion fuera el
componente dominante del Universo. Una posible solucién a este problema es que el potencial que
describe la dinamica del vacio presente maximos y minimos, de tal forma que en la época inflacionaria
sea el taquion el que domine hasta que, un tiempo més tarde, el campo “taquiénico” desarrolle una
masa cuadrada positiva, alcance su minimo, produciendo un periodo de recalentamiento. Notemos
que en esta posibilidad habria dos periodos de inflacién: uno con inflacién taquiénica y otro con
inflacion estandar. La exploracién de este escenario se deja para un trabajo futuro.

Tras el estudio de inflacién taquidnica, en el capitulo 4, nos concentramos primeramente en el
estudio de la conocida relacién entre los campos escalares estandar como medio para la inflacién y
la accion gravedad modificada por funciones F'(R) del escalar de Ricci, que cumplen las condiciones
de consistencia F'(R) > 0y F"(R) # 0. Mostramos que una transformacion conforme es suficiente
para pasar del marco de Jordan, donde la acciéon es proporcional a una F(R), al marco de Einstein,
en donde la accién adopta la estructura de Einstein-Hilbert, de la que las ecuaciones de campo de
Einstein tradicionales pueden ser obtenidas, en donde el tensor de energia-momento est4 dado por la
energia y presiéon de un campo escalar inflacionario estandar. Como ejemplo especifico, abordamos
primeramente la dindmica del modelo de Starobinsky en ambos marcos y llegamos a la conclusion
de que las observaciones son las mismas para los dos.

Mediante el andlisis del potencial de Starobinsky como modelo inflacionario en la seccién 4.2.1,
confirmamos que, como se puede observar en la figura 4.2, se trata de un modelo bastante consistente
con las mediciones realizadas por la colaboracién Planck; ya que la mayoria de los calculos realizados
se encuentran dentro del contorno de 68 % de confianza (10). Descartar o confirmar esta teoria como
modelo inflacionario, primeramente requeriria de datos bastante mas precisos que los actualmente
disponibles. Como vimos en la seccion 4.2.2, no es posible distinguir el modelo F'(R) de Starobinsky
de un campo escalar estandar bajo el potencial de Starobinsky (4.26), al menos no mediante inflacion.
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Lo anterior significa que nuestros resultados bajo un campo escalar estandar con un potencial
de Starobinsky coinciden con los resultados obtenidos mediante una F(R) de Starobinsky. Como
también mostramos, esta observacién es s6lo una consecuencia de una observacién mas general y
bien conocida: toda teoria F'(R) consistente de gravedad modificada puede ser reemplazada por una
teoria basada en las ecuaciones de Einstein y un campo escalar inflacionario adicional sometido al
potencial (4.10).

Comparando los resultados obtenidos para la inflacién taquiénica en la figura 3.2 y los datos
obtenidos para la inflacion de Starobinsky de la figura 4.2, resulta evidente que el modelo de Sta-
robinsky es mas consistente con las observaciones realizadas del CMB. Esto debido a que, como
discutimos anteriormente, los valores de la tasa de perturbaciones r son muy grandes para inflacién
taquiénica. Futuras observaciones permitiran descartar un modelo u otro.

Aunque hemos estudiado la etapa de inflacion, atn seria necesario estudiar la época siguiente,
una vez que el Universo concluye su etapa inflacionaria. Debido a la alta velocidad en la que se
expande el Universo durante inflacién, el Universo se enfria y una vez terminado este proceso, la
energia del inflatén debe de ser transferida a la materia, llevando a una etapa muy caliente del
Universo, de donde eventualmente se llega a la etapa de nucleosintesis. Esta etapa es importante
debido a que durante el recalentamiento se explica el origen de la materia de la que esta constituida
el Universo. Un estudio de la etapa de recalentamiento serfa una buena manera de extender el
trabajo sobre el modelo de Starobinsky aqui mostrado.

Después de estudiar el potencial de Starobinsky, propusimos una ligera modificacién del mode-
lo. Mediante la introduccién de dos parametros A y A, estudiamos una de las modificaciones maés
sencillas que podia realizarse al potencial de Starobinsky; con lo que llegamos al potencial descrito
por la ecuaciéon (4.82). Dichos pardmetros modifican la curvatura y la posicion del minimo como
observamos anteriormente en la figura 4.3, lo que en consecuencia produce un cambio en la masa del
inflatén. Mediante el calculo de los indices espectrales, asi como de la tasa de perturbaciones tenso-
riales a escalares, pudimos restringir los valores permitidos de A y A para los cuales los resultados
coinciden con los obtenidos mediante observaciones. Estos resultados nos permitieron concluir que
ningtin modelo con A negativo es viable para inflacion.

En nuestro estudio sobre F'(R) trabajamos con un tipo de modificacion bastante sencillo, en
el que fue posible realizar una transformaciéon conforme bajo ciertas condiciones. Una extension de
este trabajo consistiria en proponer una F'(R) mas general, omitiendo dichas condiciones e incluso
agregar términos como R, R* o Ry, ,cR*P? como se menciona en [31] y estudiar la posibilidad
de obtener modelos viables para inflacién.

Recapitulando algunas de las preguntas aqui planteadas, como un trabajo futuro nos interesaria
estudiar el mecanismo por el cual podria ocurrir una etapa dominada por radiacién después de
inflaciéon taquidnica. Se podria trabajar sobre una inflacién taquidnica sucedida por una segunda
inflacién estandar y analizar bajo qué condiciones es posible explicar la etapa dominada por radia-
cion. La inflacién taquidnica proviene de inestabilidades estudiadas en la teoria de cuerdas; seria
interesante investigar otros escenarios inflacionarios que podrian surgir de compactificaciones de la
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teoria de cuerdas. En el capitulo 4 planteamos una de las modificaciones més sencillas a la accién
de Einstein-Hilbert, pero no es la tinica modificacién posible. Mediante términos que dependen del
tensor de Riemann, es posible realizar modificaciones bastantes mas complejas a nuestra accién,
esto podria realizarse como un estudio futuro de una F' méas general.
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