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Introduccion

Las algebras diferencialmente graduadas aparecen de manera natural al con-
siderar el anillo de endomorfismos de un complejo.

En la actualidad las algebras diferencialmente graduadas son utilizadas en
varias ramas de las matemaéticas, como por ejemplo en el estudio de A.-dlgebras,
en las algebras de conglomerados y recientemente en contexto de categorias di-
ferencialmente graduadas, en geometria no conmutativa.

Las categorias diferencialmente graduadas pequenas y su categoria de dg-
modulos a jugado un papel importante en las matematicas a lo largo del tiempo.
En los afios 70’s y 80’s del siglo pasado fueron la herramienta principal para
estudiar problemas de matrices relacionados con la teoria de representaciones
de algebras (ver [7], [8], [10]). En tiempos modernos, su principal importancia
proviene de un resultado fundamental de Keller (ver [6] Teorema 4.3) el cual
establece que cualquier categoria triangulada algebraica compactamente gene-
rada es equivalente a la categoria derivada de un dg-categoria pequena. Esa
importancia creci6é ain mas cuando Tabuada mostré que la categoria Dg-cat de
categorias dg pequenas admite una estructura modelo en la que las equivalen-
cias débiles son las llamadas cuasi-equivalencias y tambien cuando Toen estudi6
en profundidad la categoria de homotopia asociada Ho(Dg-cat), que muestra en
particular que tenia un Hom interno lo cual proporciona varias aplicaciones de
este hecho a la Teoria de la Homotopé y la Geometria Algebraica.

Por definicién, una categoria dg pequefia es una categoria pequefia con una
graduacion y un diferencial que satisfacen ciertas condiciones (ver los detalles
en el capitulo 2). Pero desde la época de Gabriel en su tesis uno sabe que las
categorias pequenas pueden verse como algebras con suficiente idempotentes
(o anillos con varios objetos) y viceversa. Ademas, si A es una categoria muy
pequeiia, entonces la categoria [A°P?, Mod — K] de functores contravariantes es
equivalente a Mod — A, la categoria de médulos A derecha unitario, cuando A
se ve como un algebra con suficientes idempotentes.



x INTRODUCCION

Es natural esperar que se extiende a la configuracion de diferencialmente
graduado. Lo anterior requiere el desarrollo de una teoria de algebras dg con
suficientes idempotentes y sus modulos dg. Este desarrollo es, en cierto sentido,
una demanda de una parte de la comunidad matemaética.

El objetivo de esta tesis es presentar las bases necesarias para entender y
demostrar los coceptos basicos de algebras diferencialmente graduadas, médu-
los diferencialemente graduados sobre un anillo dg y el estudio de categorias dg
pequeinias. Se estudia en este trabajo el lenguaje que se adecua al contesxto dg
de acuerdo a la visién de la tesis de Grabriel, es decir, se desarrolla el concep-
to de dg categorias con suficientes idempotentes y finalmente se establece una
equivalencia entre la categoria de funtores [C’, Dg — Mod(k)] y la categoria
Dg— Mod(A), donde A es una dg-algebra con suficientes idempotentes y C4 es
el algebra A vista como categoria.

Se ha tomado como base el articulo [13] ” DG ALGEBRAS WITH ENOUGH
IDEMPOTENTS, THEIR DG MODULES AND THEIR DERIVED CATEGO-
RIES” de Manuel Saorin desarrolando de manera explicita cada punto tocado en
el articulo, introduciendo lemas y proposiciones necesarias; asi como también,
se han redactado de mejor manera algunas definiciones. De manera similar, se
han usado algunas fuentes (ver [14], [9], [6] y [15]) para describir algunas de las
nociones béasicas de k-algebras, producto tensorial, categorias abelianas, etc.

En el capitulo 1, introducimos la nocién de k-algebra graduada y de k-algebra
diferencialmente graduada, digamos (A, d4), para posteriormente definir un A-
modulo graduado a derecha, algunas caracterizaciones de estos. En este capitulo
se estudia tambien la categoria dg — Mod(A) de A-moédulos diferencialmente
graduados verificando que es una categoria abeliana, exhibiendo de manera ex-
plicita las construcciones de producto, coproducto, kernel, cokernel y morfismo
paralelo. El capitulo ha sido desarrollado tomado elementos del libro [11] y de
la tesis de maestria [3].

El capitulo 2 introduce la definiciéon de una categoria diferencialmente gra-
duada, asi como como conceptos tales como dg-funtor, dg-transformacién natu-
ral, producto tensorial de dg-categorias, dg-equivalencias y el resultado central
de este capitulo es la equivalencia entre las dg-categorias de funtores

Homdgfcat (A @ 37 e) = Homdgfcat (‘A7 Homdgfcat (‘B, e)))

la cual representa una generalizacion a la equivalencia que existe en la categoria
A-modulos.
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Finalmente, en el capitulo 3, se desarrolla el tema de k-dlgebra diferencial-
mente graduada con suficientes idempotentes y con ellos se define nuevamente la
categoria Mod(A) con A una dg-algebra con sufcientes idempotentes, se esblece
también una equivalencia entre la categoria de k-algebras diferencialmente gra-
duadas con suficientes idempoyentes y la categoria de dg-categorias pequenas.
Por dltimo se presenta una dg-equivalencia entre la categoria de dg-funtores
Fun(CY,Gr —Mod(k)) y la categoria Dg— Mod(A) donde A es una dg-algebra
con suficientes idempotentes.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Anillos graduados

En esta seccién damos una pequena introduccion a anillos graduados, algu-
na propiedades basicas de ellos, en particular enunciamos y probamos algunas
propedades bésicas de ellos, para posteriormente introducir la definicén de un
un R—modulo graduado.

Definicion 1.1.1 Un anillo graduado A es un anillo, asociativo con unidad
tal que A =], AP donde

(a) AP es un subgrupo abeliano de A para todo p en Z,

(b) sia€ AP yb e A7 entonces ab € APTY.

Observacion 1.1.2 A los elementos de AP se les llamard homogéneos de grado
p. Dado a € A, escribimos gr(a) =p (0 |a] = gr(a)) si y sdlo si a € AP.

Ejemplo 1.1.3

(a) El anillo k[z] de polinomios en la variable x con coeficientes en un campo k

es un anillo graduado, pues podemos verlo como k[z] =[], oy A™, donde

A™ = {f(z) € k[z]|f(z) = ax™,a € k}.

(b) El anillo de series de Laurent con coeficientes en el campo k es un anillo
graduado. Este anillo se representa como k[z,x~] y tenemos que k[x,v71] C
k(z). Note que k[z,z '] =[1,,c, A™ donde

A™ = {f(z) € kz]|f(z) = az™,a € k,m € Z}.

1
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(c) Sea Q un carcaj finito, entonces tenemos que el dlgebra de carcaj con
coeficientes en el campo k, kQ = [],,.,(kQ)m, en donde (kQ),, es el
subespacio generado por los caminos de longitud m, es un anillo graduado.

Definicion 1.1.4 Sea A un anillo graduado. Se dice que A es un anillo fuer-
temente graduado si AP AP = APTI,

Proposicion 1.1.5 Sea A un anillo graduado con unidad. Entonces las siguien-
tes condiciones se satisfacen:

(a) 14 € A° y A° es un subanillo de A.

(b) El inverso x=! de un elemento homogéneo x € U(A) es también homogé-
neo.

(c) A es fuertemente graduado si y sélo si 1 € APA™P para cada p € Z.

Demostracion.

(a) Por definicién tenemos que AYA° C A0 = A% Por lo que basta probar
que 14, € A, En efecto, sea 14, = ZpEZ a? la descomposicion de 14 en
A=, APy aP € AP.

Entonces para cada b? € A9, g € Z tenemos que

B =b7-1= bla’,
PEZ

donde b%aP € APT9. Luego, tenemos

quap +b%a° — b7 = 0.
PEZL

Por la unicidad de la representacién de cada elemento en A = P, A”
se tiene, b%a? = 0 para Vp € Z — {0}. Ahora, parabe Aconb =73, , b

se sigue que
b-aP = (th> aP = thap =0
tez tez

para p # 0. Por lo tanto, b - a? = 0 para cada b € A. En particular, para
b=1, 1aP = 0, esto para cada p # 0. Asi, 14 = ZpEZ a? =a € A°

(b) Supongamos que x € U(A)NAL. Seax™" =3 (7 ")P con (z71)P € AP,
Entonces 14 = 227" = Y, 2(z7")P. Dado que 14 € A% y z(z™")P €
AP+ tenemos que x(x~1)P = 0 para todo p # —¢q. Por otro lado, como
x € U(A) tenemos que (z~1)? # 0 para p # —q. Por lo tanto, 271 =

(x71)" 7€ A9,
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(¢) (<) Supongamos que 14 € AP A~P para cada p € Z. Luego, para p,q € Z
tenemos

APT2 — A0 gPta — (ApAfp)Apﬂ = Ap(Aprpw) C AP A4,

Asf, AP+T = AP A4,
(=) Dado que AP*t9 = APAY, se tiene que 14 € A® = APH(=P) = APA~P,

O

Definicion 1.1.6 Un anillo diferencialmente graduado A es un anillo gra-
duado A junto con morfismo de grupos d: A — A tal que

(a) d(A") C A" para todo i € Z.

(b) d cumple la regla de Leibniz, es decir, para todo par de elementos homo-
géneos a,b € A se cumple la siguiente igualdad

d(ab) = d(a)b + (=1)7"@ad(b).
(c) d*> =0
Observacion 1.1.7  (a) d(14) = 0. En efecto,
d1)=d(1-1)=d(1)- 14 (=1)"W1.d(1) =d(1)-1+1-d(1)
(b) Si a es un elemento homogéneo de grado p, entonces d(a) es homogéneo
de grado p + 1.
Recordemos ahora la definciéon de k-algebra.

Definicion 1.1.8 Sea k un anillo conmutativo. Un anillo R es una k-dlgebra
si existe @ : k —> R morfismo de anillos tal que Im(p) C C(R).

Ejemplo 1.1.9 (a) Sea k un campo, k[z] es una k-dlgebra con ¢ : k — k[z]
la inclusion de k como los polinomios constantes.

(b) C es una R-dlgebra con ¢ : R — C la inclusion.
(c) C es una C-dlgebra con ¢ : C — C la identidad.

(d) Sea R un anillo asociativo con unidad. El anillo Fun(X, R) de funciones
es una R-dlgebra con ¢ : R — Fun(X,R) la inclusion de R como el
conjunto de funciones constantes con valores en R.

(e) Para un anillo asociativo con unidad, existe un dnico homomorfismo de
anillos p : Z — R y dicho morfismo brinda estructura de Z-dlgebra al
anillo R.
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Definicién 1.1.10 Sea k un campo:

(a) Una k-dlgebra A es una k-dlgebra graduada si A es un anillo graduado
en el cual AP es un k-subespacio vectorial de A, para todo p € 7.

(b) Una k-dlgebra A es una k-dlgebra diferencialmente graduada si y sélo
si A es un anillo diferencial que es una k-dlgebra graduada y la diferencial
d: A— A es un morfismo de k-espacios vectoriales.

Una fuente de ejemplos de k-algebras diferencialmente graduadas se puede
construir al considerar un complejo de cadenas de k-espacios vectoriales por lo
cual introducimos la siguiente definicién.

Definicién 1.1.11 Sea M = (M* d},) un complejo de k-espacios vectoriales
M = @,.,M". Sea f € Endy(M), f es homogéneo de grado p si Vi € Z,
f(M?) C M*P. Denotaremos por AP a la coleccion de elementos homogéneos
de grado p, es decir,

AP = {f: M — M|f(M") € M7}
Observacion 1.1.12
(a) AP es un subespacio vectorial de Endi(M). En efecto, tenemos que O :
M — M es tal que O(M?) =0 = 0(M**P). Para f,g € AP, se tiene
(f +9) (M) = fF(M") + g(M") C M"™P 4 M™?
por lo que f + g € AP. Ademds, rf(M?) C r(M*TP) = M*P
(b) APAY = APta
Proposicion 1.1.13 Sea A = Hpez AP entonces A es un k-dlgebra graduada.

Demostracion. Veamos primero que A es un anillo. En efecto, note que un
elemento en A = HpeZ AP es de la forma (f;);cz donde, f; = 0 para casi todos
los i € Z, excepto para un numero finito. Entonces

(fi)iEZ = ("'70707 sy 0) fj70703 sy 07 fka 07 )
= (00,0000, £5,0,0,..2,0,0, ...) + (<0, .0, 0,0, ..., 0, i, 0, ...)
= fi+ f.

Recordemos que un coproducto incy, : 4, — HpEZ AP} ez puede ser identifi-
cado con una suma directa interna @pEZ incy(A?) = HpEZ AP, En vista de lo
anterior, podemos representar a un elemneto de A de la forma f = Zfio fis
donde f; = 0 para casi todo i. Veamos ahora que (A, +) es un grupo abeliano,
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Cerrado. Sean f,g € A, entonces f =327 fi, g =372 g, por lo que
FHg=>_fi+Y> 9i=F=Y (fi+g),
i=0 §=0 t=0
por la observacién 1.1.12 tenemos que f; +g; € At. Por lo tanto f+g € A.

= Neutro aditivo. Se tiene que el neutro aditivo es el elemento (f;);cz tal
que f; =0Vi e Z.

» Inverso aditivo. Sea f =Y .o, fi € A, como f; € A" y por 1.1.12 A’ es un
k-espacio vectorial, entonces existe — f; € A tal que f; + (—f;) = 0,. Basta
considerar —f = Y2 (—f;) como el inverso de f.

s Asociatividad y comutatividad. Se sigue de que A’ es un k-espacio vectorial
para cada i € Z.

Verificamos ahora las propiedades del producto

» Cerrado. Sean f = 377 fi, f = 2272, g; elementos en A = []

Entonces - - -
fog= (Zﬁ) <Zgj> ==Y h
i=0 i=0 i=0

con h; = ZHT:Z— frgi, donde h; = 0 para casi todo i. Veamos que h; € A°.
En efecto, dado que M? es un k-espacio vectorial para cada i, se tiene lo
siguiente:

P
pez AP

hi(M') = ( > frgk> (MY = > frlge(MY)

k+r=i k+r=i

Z fT(MH_k)

k+r=i

Z LR

k+r=1
= > MT =M
k+r=1i

N

N

= Asociativo. Sean f,g,q € A, tenemos que

donde h; =y frgr Yy wi = >, futy, por lo que se tiene

w; = Z fuwv: Z (Z frgk> Wy = Z (frgk)wv-

utv=1 utv=1 \k+r=u k+r+v=1
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En consecuencia,
oo
senea=-3( T vam)
=0 \k+r+4+ov=1t

Dado que fr, gk, w, € Endr(M) entonces (f o gr) o wy, = fr o (gr 0 wy).
Por otro lado,

fo (goq Z ( Z fr gkwv > Z < Z frgk)wv> = (fog)oq

k+r+v=1 1=0 \k+rt+v=1

= Distributiva. Sean f,g,q € A entonces

(f +9)q (Zfergz) (Z%) 72 < > (e +gk)qt>

i=0 \k+t=1

= Z > (fear + grar)

=0 k+t=i

Por otro lado se tiene que

fq+gq=<2fi> (zqt>+ S, (zqt>:zwi+zzi,
t=0 j=0 t=0 i=0 i=0

=0

donde w; =3 .\ fuv ¥ 2i = >_,4,—; fray- Por lo que

fq+gq:z Z fuqw + Z fTQy
=0 \utv=i ry=i

Ahora bien, note que existe 14 € Hpez AP Consideremos el morfismo 1,; =
Idyr : M — M y como 13,(M?) = M = M9, se tiene 1, € A°. Por lo que
definimos 14 = (f;), donde

0 st 1#£0
fi=

1y 82 =0

Veamos que goly =gV g€ A.
En efecto, tenemos que

=0
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con h; = ka:i gifr. Luego h; = g;fo + 0+ 0 + ... para cada i. Por lo que

oo oo oo oo
gola=Y hi=)» giofo=> giclu=Y gi=g
=0 =0 i=0 i=0
Por lo tanto A es un anillo graduado sociativo con unidad.

Veamos que A es una k-dlgebra graduada para lo cual sélo falta ver que
A tiene estructura de k-algebra. En efecto, definimos un morfismo de anillos
p: k — A tal que p(k) = (k;)iez, donde
0 si 1#£0
ki =
klpy st i=0

Verificamos que ¢ es un morfismo de anillos. Sean k, k' € k, entonces p(k+k') =
((k+ k')i) donde

0 si 1 #0
(k+k')i=
(k-l—k/)ljyj st t=0
Por otro lado, se tiene que

0 si 1#0
B { klpyy st 1=0
0 st 1#0
B { E'ly si i=0.
En consecuencia,

p(k) + o(k') =
klpy+klpy si i=0

Ahora bien, si k', k" € k entonces

0 st 1#0
k k//
E'K'lpy st i=0,
y también
0 si i1#0
k”
k/lelllM st 1=0.
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Asi, p(K'E") = o(k')p(k"”). Finalmenet se tiene que

0 si P40
o(1g) =
1k1]W:1M St Z:O,

Entonces A tiene estructura de k-médulo via ¢, donde

kf = k) f = so(k)(Z fi) = Z kfi.

La contencion Im(y) C C(A) es clara. Por lo tanto, A es una algebra graduada.
O

Proposicion 1.1.14 Considere la k-dlgebra de la proposicion 1.1.18 entonces
A es una k-dlgebra diferencialmente graduada.

Demostracion. Por la prosiciéon 1.1.13 basta ver que A tiene diferencial. De-
finimos un morfismo § : A — A, como § tiene que ser un morfismo de grupos
abelianos y cada elemento de A es de la forma f = Y7~ f; con f; € A%, bas-
ta definir § : A — A para f € AP. Ahora bien, dado que queremos hacer
a ¢ un diferencial debe cumplir que §(f) € AP*! para cada f € AP, es decir,
0(f) € End(M) de grado p + 1. Entonces para f € AP y m € M definimos

8(f)(m) = dyi? f(m) — (=1)?") fdiy; (m)...(x)

Recordemos que M = P, ., M? porlo que m = > _icz M, con lo cual redefinimos

8()m) i= 3 (i flme) = (=)D fy (m) ).

€7

Ahora, para f =) .2 fi € A se tiene que

3(f)(m) = (Z 6(1%)) (m) = > (3(fi)(m).

(2

Veamos que el morfismo ¢ : A — A es un diferencial. En efecto,

(a) & es morfismo de grupos. Esta condicion es clara, ya que el morfismo
se defini6 para que cumpla con ser un morfismo de grupos abelianos de
manera natural (ver (x)).

(b) 6(AP) C AP para todo p. Sean f € AP y m € M', entonces f(m) €
MtP, Como dyf? : MiHP — Mi+PH1 se tiene que dyf? f(m) € Mi+r+L,
También di,(m) € M1, por lo que fdi,(m) € M**1+P. Por lo tanto,
§(f)(m) € M*TP+L para todo m € M, entonces §(f) € APT!.
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(c) Regla de Leibniz. Sean f € AP, g € A? tenemos que mostrar que

8(f9) = 8(Hg + (=1 D f5(g).
Como 0(f) € End(M) queremos probar que

5(fg)(m) = 6(f)g(m) + (=1)7"V f5(g)(m) ¥ m € M.

Dado que todo m € M es de la forma m = ), _, m; y el morfismo 0 es un
morfismo de grupos abelianos, basta probar que

3(fg)(mi) = 6(f)g(mq) + (=1)*"D f5(g)(ms)

para m; € M. Por un lado, tenemos que fg € AP*9, entonces

8(fg)(mi) = dyP T (fg)(mi) — (—1)9"FD (fg)diy (my).

Por otro lado, g(m;) € M**4, entonces
S(f)(glma)) = dyf P f(g(mi)) — (=1)7"D fdif (g(my))

(=)D £6(g) (mq) = (1) D fldirTg(my) — (—1)7" 9D gdiy (m;)]
= (=1)P fdyyg(ms) — (1)1 fgdiy (my).

En consecuencia,

3(fg)(mi) = 8(f)g(m:) + (=1)"D f6(g) (my)
= dyy P f(g(ma)) — (=1)P fdiy;*(g(ms))
+ (—1)P fdyytg(ma) — (=1)7+4 fgdi(m.)
= dy T f(g(ma)) — (=1)PT fgdiy (ms).

Por lo tanto, §(fg)(m;) = da?T96(f)g(mi) + (=1)270) £5(g)(m;). Ahora
bien, para m = Y, ., m; € M tenemos

5(fg)(m) = 6(fg)(>_mi) =D _[0(fg)(mi)]

€L iE€EZ

= AP f)g(ma) + (=175 £5(g)(my)

1€EL

= " dyPrE(f)g(ma) + (1) " £8(g) (m

i€Z €L

=diPT6(N)g(> " ma) + (1) D f6(g) (> my)

€L 1E€EZ

= dy " 6(f)g(m) + (=1)*") f5(g)(m).
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Asi, §(fg) = dé\j}pﬂé(f)g + (=197 £5(g), por lo que se cumple la regla
de Leibniz.

6% =0.Sea f € APym =3,., m;,conm; € M. veamos que 6*(f)(m) =
0 para toda m € M, para lo cual basta ver que §%(f)(m;) = 0 para toda
m; € M. En efecto,

8% (f)(ms) = 6(8)(ms) = diyf " 8(f)(ma) — (=1)7"CUDS(f)(dyy (my))
= AP (AP S = (<17 i) (ma)
— (=1 (dg7 (s (ma) = (1P (g (i) )
= dy "Ny (i) — (< 1)Pdy " fdiy ()
— (=1 (g (ma)) + (1P (=1 fdi iy (ma)
=0.
donde la ultima igualdad se da ya que d?;}pﬂdé;[rp =0, dﬁ\'}'ldﬁw = 0 por
ser parte de un complejo de cadena, y por ser (—1)?, (—1)P*! de signos
contrarios.
En consecuencia, §%(f)(m;) = 0 para cada m;. Luego por ser § un morfis-

mo de grupos se tiene que 6(f)(m) = 0 para cada m € M, con lo cual se
tiene que 62(f) = 0 para f € AP y asi, 62 = 0.

Por lo tanto, A es una k-algebra diferencial. [

1.2.

Moédulos graduados y Diferenciales

Definicion 1.2.1 Sea A una k-dlgebra graduada y M un A-mddulo izquierdo.
Se dice que M es un A-mddulo graduado a izquierda si las siguiente con-
diciones se satisfacen

(a) M admite una graduacion como k-espacio vectorial, M = P, , M?, donde
M? es un k-subespacio vectorial, Vi € 7. Los elementos de M se llaman
homogéneos de grado i. Escribimos gr(m) =i ( 6 bien |m| := gr(m)) si y

solo si m € M?.

(b) Sia€ A' ym € M7, entonces am € M+,

Definicion 1.2.2 Sea A una k-dlgebra diferencial y M un A-mddulo a izquierda.
Se dice que M es un A-modulo diferencialmente graduado a izquierda
st las siguientes condiciones se cumplen:

(a) M =,c, M" es un A-mddulo graduado a izquierda.

(b) M tiene una transformacion lineal dpy : M — M que satisface:
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(b1) dp(M?P) C M+ Vi€ Z,
(b2) d3; = 0.
(b3) Sia € Ayme M son elementos homogéneos se cumple

dar(am) = d(a)m + (=1)9"Dady (m).

Ahora vamos a definir los A-mdédulos a derecha graduados, para ello recor-
damos la defincién de anillo opuesto.

Definicion 1.2.3 Sea A un anillo. Definimos el anillo opuesto, A°P, como
Stgue:
(a) A°P tiene estructura de grupo abeliano, mds ain, (A°P,+) := (A, +).

(b) Se define un producto en A°? mediante la regla a -°P? b := b - a, donde -
denota el producto del anillo A.

(c) (A°P,-°P) es un semigrupo.

Definicion 1.2.4 Sea A una k-dlgebra graduada. A°P es una k-dlgebra graduada
cuyo conjunto y estructura de k-espacio vectorial graduado es la misma de A.
Por lo tanto, (A°P)™ := A™ para toda m € Z. Si a € AP y b € A? definimos

axb:=(—1)P-a

donde - es la operacion del anillo A. En general, si f,g € A con [ =), fi,

9= ZieZ gi entonces:

frgi= (Zf) (th) =Y h

i€t i€t iez
con hi = 32y fox gr = Xy (1700 figy

El siguiente lema muestra que AP tiene estructura de k-algebra graduada de
manera natural si A es una k-algebra graduada.

Lema 1.2.5 Sea A una k-dlgebra graduada. Entonces A°P es una k-dlgebra gra-
duada.

Demostraciéon. Dado de que A es k-algebra graduada, A = @, ., A? como
grupo abeliano, entonces A? = P, , (A°P)P. Luego, APAY C APTY y como
ax b= (—1)"ba se tiene que (A%)P (A°P)? C (A°P)PHe,

Veamos ahora que A°P tiene estructura de anillo con la operaciéon a *x b =
(—1)P9ba. En efecto,
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= Cerradura. Se sigue de la definiciéon de *.

» Asociatividad. Sean f,g,h € A donde f = > ./ fi, 9 =D cp9i h =

> icz hi- Entonces, fxg =73, ¢ con ¢; = Za+B:i(—1)o‘f8fag5. Luego,
tenemos que

e (5) () -5

€L €L €L

donde,

ti= > (=D)Pqhs= D> ()| Y (=1)*fags

y+o=1 y+d=1 a+p=~v
= Z Z (fag,@) 8
Y+o=i a+pB=i
= Y (D)= (fags) h
a+B+6=i

Por otro lado,
gxh= (Z%) (Zm) => u
i€Z €L €L

donde u; = Y, ,_;(—=1)“*gchx. Luego, tenemos que

wen= () (2) = (5]

con Zu,-i—r]:i fuuﬁ

Vi = Z (=" fuuy = Z (=D)Hf, Z (—=1)“*geha

ptn=i ptn=i e+A=n

= Z Z 77 EAfM (gfh)\)

pAn=iet+A=n

D DG GG CYRPRINE

ptet+A=1i

Para ver que las sumas coinciden basta ver que coinden en cada sumando,
por lo que tomamos el cambio de variables p = a, e = 8y A =4, por lo
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que tenemos

(=1)°(=1)*" (fags) hs = (=1) TP (=1)*7 (fags) hs
(~D)EHA (1) f, (geha)

= (=D=M =1 fu (geha)
(~DFHI (1) (geha)
(=1 1(=1) fou (geha) -

Lo cual implica que f x (g * h) = (f * g) * h.

Distributividad. Sean f, g, h € A°P, entonces

(f+9)xh= <Z fz+gz> (Zh) =Yt

i€ 1€Z I€EL

t; = Z (_l)aﬁ(fa+ga)h/3: Z (_l)aﬁf@éhﬁ_'_ Z (_l)aﬁga

a+B=i a+pB=i a+pB=i

Por otro lado,
f*xh= <Zf1> (Z}h) = Zuz
= i€z iz

con u; = ZV+5:i(_1>76fvh5 s

e ) 2

€L S/ €7

donde w; = Y., \_;(—1)*gchx. Asf tenemos que fxh+gxh =73,

con

S hs+ Y (~)Pgehy

y+o=i e+A=1

Z (_1)76f7h6+ Z (_1)’Y697h6

y+o=i Y+o=i

> (=17 (fyhs + gyhs)

Y+o=i

Y U+ gn) hs =t

y+o=i

54

La otra distributividad es similar.

13

hg.
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= Unidad. Para f € A° se tiene que

frla= <Z fz) . (Zm—u) =t

€L €L €7

donde t; = Za_w:i(fl)a'ofaégﬁlf; = (=1)2°f;14 = fila = fi. En con-

secuencia,
frla=>_ti=> fi=f

1€Z i1€EL

Por lo tanto, A°” es una naillo con unidad via f * g = (—1)97(@97®) g ¢ Luego,
A°P es un anillo graduado.

Ahora bien, por ser A una k-algebra graduada, AP es un k-espacio vectorial
para cada p € Z, por lo que (A°P)” es un k-espacio vectorial para todo p € Z.
Por lo tanto, A°? es una k-algebra graduada. [

Proposicion 1.2.6 Si A es una k-dlgebra diferencial, entonces AP = @, , Al

es una k-dlgebra diferencial, donde la diferencial de A°P es la misma que la de

A.

Demostracion. Por el Lema 1.2.5 tenemos que A°P es una k-algebra graduada,
basta ver que tiene diferencial. Definimos d : A°? — A°P como d°P(a) = d(a),
es decir, el diferencial de A°? es el mismo que el de A. En efecto,

(a) Dado que d : A — A es diferencial para A se tiene que d(a) € APT! para
cada p € Z. En consecuencia, d°P(a) = d(a) € APT! = (A°P)P*1 Vp € Z.

(b) Por ser d direncial para A, d? = 0. Asf, (d°P)? = d*> = 0.
(c) Ahora bien, d°P : A% — A°P verifica la regla de Leibniz. En efecto, sean
a € AP y b € A7 elementos homogéneos, veamos que se verifica la siguiente

igualdad
d(axb) =d(a) * b+ (=1)9"Da % d(b).

Dado que d es diferencial para A
d(a=*b) =d((—1)Pba)
1)Pd(ba)
1P (d(b)a + (—=1)Pbd(a))

1)pe (( 1)97(@97@O) g 4 4(b) + (—1)9(—1)9"A@97®) g ) b)
DPU=1)P @ ax d(b) + (—1)P(=1)4(=1) P+ D7d(a) * b

1)Pa « d(b) + d(a) * b.

(=
(=
(=
(=
= (=

Por lo tanto, A°? es una k-algebra diferencial.
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O
En vista de la proposicion anterior podemos dar la siguiente definiciéon para
un A- moédulo graduado a derecha.

Definicién 1.2.7 (a) Si A es una k-dlgebra graduada, un A-mdodulo gra-
duado a derecha M es un A°P-mddulo graduado a izquierda.

(b) Si A es una k-dlgebra diferencial, un A-mddulo diferencial graduado
a derecha M es un A°P-mddulo diferencial graduado a izquierda.

Lo siguiente caracteriza a los A-modulos graduados a derecha.

Proposicion 1.2.8 Sean M un k-espacio vectorial con graduacion M = @, M?
y A una k-dlgebra graduada. Entonces M es un A-mddulo graduado a derecha si y
sdlo si existe una transformacion bilineal 1 : M x A — M donde ¥(m,a) = m-a
tal que

(a) Siae€ A" ym € M, entonces m-a € M.
(b)) m-1=mVme M.
(c) Sia,be A son elementos homogéneos y m € M,

(m-a)-b=(=1)?Om - (ab)

Demostracion.

(=) Supongamos que M es un A-médulo graduado a derecha, por tanto tenemos
que M es un A°P-moédulo graduado a izquierda, con lo cual definimos ¢ : M X
A — M con ¢¥(m,a) :=m-a=a-°?m.

Veamos que se cumplen las tres condiciones:

(a) Seaa € A', m € M’. Dado que m es un A°’-moédulo graduado a izquierda
tenemos que a -°? m € M**J, y por lo tanto, m -a = a -°? m € M*J,

(b) Por ser M un A°?-médulo m -1 :=1-°° m = m para toda m € M.
(c) Sean a,b elementos homogéneos de A. Tenmos que

(m-a)-b=0b-(m-a) =0 (a-°" m)

=(bxa)-Pm

( y9r (a)gr(b) ab) m
= (-
=(=

1)97(@ar®) (gb) 0P m
1)97(@97®) . (ab)
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La bilinealidad de v se sigue de que M es un A°P-médulo izquierdo.

(<) Supongamos que existe 1 : M x A — M bilineal tal que cumple las
tres condiciones. Queremos ver que M es un A-modulo graduado derecho, en-
tonces veamos que M es un A°P-moédulo graduado izquierdo.

En efecto, por hipétesis M = @,., M* con M* un k-espacio vectorial para
cada i € Z. Definimos 6 : A°? x M — M como 0(a,m) := ¢¥(m,a) = a -°P m.
Dado que v es bilineal se sigue que 6 también lo es. Entonces

s (a+b)-Pm=a-Pm+b-Pm
w a?(m4+m)=a-Pm+a-Pm.
También por la condicién (2) se tiene que

1-Pm=v¢(m,1l)=m-1=m

(axd) me*( 1gr“)gr(bba)~ m
- (@)
= (= 1)” D97, - (ba)
-b)-a

a-°? (m-b)

a %P (b-°P m).

/\

En consecuencia, M es un A°- moédulo izquierdo. Ahora bien, como v cumple
la condicién (a) para a € A y m € M7, se tiene que a--°Pm = a-m € M**J. Por
lo tanto, M es un A°P-modulo graduado izquierdo y luego, M es un A-modulo
graduado derecho.

|
Proposicién 1.2.9 Sea M un k-espacio vectorial con graduacion M = ., M*
y provisto de una transformacion lineal dy; : M — M tal que

€7

(a) dpp (M) C M+ Vi € Z,
(b) d2, = 0.

Sea A una k-dlgebra diferencial con diferencial d. Entonces M es un A-mddulo
diferencial derecho, con diferencial dy; si y sélo si existe una transformacion
bilineal ¥ : M x A — M donde ¥(m,a) =m-a = a-°P m tal que

(a) 9 satisface las condiciones de la proposicion 1.2.8.
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(b) Sia€ Ayme M son homogéneos, entonces
dy(m-a) =m-d(a) + (—=1)9"Ddp (m) - a

Demostraciéon. (=) Supongamos que M es un A-modulo direncial derecho,
por lo que M es un A-moédulo graduado derecho y por la proposiciéon 1.2.8 existe
¥ : M x A — M bilineal, la cual satisface las condiciones requeridas.

Veamos que se cumple (b). En efecto, sea a € A y m € M homogéneos, entonces

dpr(m - a) = das(a-P m) = d(a) P m + (=1)9" (Y -P dpr(m)
=m-d(a) + (1) Ddp(m) - a.
(«<=) Dado que existe ¢ : M x A — M bilineal que cumple (a), se sigue
de la proposicion 1.2.8 que M es un A-modulo graduado derecho. Luego, por
hipotesis general existe una funcion lineal dp; : M — M tal que d3;, = 0y

dpr(M?) C M para cada i € Z, y de (b) se cumple la regla de Leibniz. Por lo
tanto M es un A-moédulo diferencial derecho. O

Lema 1.2.10 Sea A una dlgebra diferencial. Entonces A = @,_, A® es un A-

mdodulo diferencial derecho.

iE€L

Demostracion. Veamos que A es un A-modulo graduado derecho. En efecto,
dado que A es una k-algebra diferencial tenemos que A’ tiene estructura de
k-espacio vectorial para cadai € Zy A =@, , A

Definimos una accién derecha como sigue, para a,b € A elementos homogéneos
de A, axb=(—1)9(97(®)gh, En general, para elementos a,b € A, estendemos
por linealidad

b i (ZaZ)*(Zbi) S S | =[5 0t

i€z i€ i€Z \ a+pB=i i€Z \ a+B=i

Veamos que esta accion hace que A sea un A-modulo derecho. En efecto, sean
a,b,c,d € A, entonces

(a) (axb)*c=ax(bxc). Porunlado, axb =3, ticont; = 3 5 (—=1)*Pasbg.
Luego, (axb)xc= (Y ,cpti) (Xsez¢i) = Yosez i, donde

u; = Z tyxcs = Z (—1)7‘5%05

y+o=i y+o=i

Z (=) anbs | cs

I
—
|
—_
N
)
%)

y+o=1 a+pB=i
= > (D=1 (aabs)es
a+p+6=i

= Y (D)*(EDP(=1) (aabg)es

a+B+6=i
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Por otro lado, b* ¢ = (Y;c7bi) * (Xsen¢i) = Dieq Wi, donde w; =
Doern=ibex ey =32, _;(=1)bec;. De esta manera tenemos que, a* (b*

¢) = (e i) ¥ (Ciepwi) = Xjez vir donde

vi= Y arwe= (D) Maw,= Y] (UMGA( ) (1)6%5%)

Ap=i Ap=i Ap=i e+n=p
= > (“D)M(=1)"ax(becy)
Ate+n=1
= > (“D)M(=1)Tax(becy)
Ate+n=1
= Y (DD Tax(becy).
Ate+n=i

Considerando el cambio de variable « = A, 5 =€, § = 7 en las expresiones
para u; y v; obtenemos (a xb) xc = a* (b*c).

(b) (a+b)*c=ax*c+ bx*c. Primero, por un lado tenemos

(a+0b)*c= (Zai—i—bi) <Zc) => "t

i€z i€L i€z
donde
ti= D (aa+ba)xes= Y (~1)Paacs +bacs.
a+pB=i a+p=i
Por otro lado,
i€z i€z i€z
conw; = 4 aykce=> . _(—1)a,c..
i€z i€l i€l

conm vy =Yy, bakey = Zx-s-n:i(*l))\nbkcn- Asi,

axc+bxc = Zwl—f—z v; = Z Z (—1)"ayce —1—2 Z (=) byc,.

1€Z i€Z 1€Z \y+e=i 1€ZL \ A +n=i

Nuevamente considerando el cambio de variable a =y =\ e =n = [ se
tiene (a +b)xc=ax*xc+bxc.
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(c) De manera anéloga a la parte (b) se obtiene que a* (b+c¢) =axb+ax*c
para todo a,b,c € A

(d) Seals € Ay a € A, entonces

axly = (ZéwlA> (Za) =t

I€EZ V€L €L
donde
ti= Y agx(aola) = Y (=1)*ag (daola) = (~1)%aidoola = ;.
a+pB=i a+pB=i

Por lo que a * 14 = a para todo a € A.

En consecuencia A es un A-moédulo derecho via *. Ahora bien, sean a,b € A
homogéneo y ¢ € A, entonces

(cxa)*xb= (( )gT(C)gT(“)ca) *b = (

_1)gr(@ar(@) (1)o@ +ar(@)ar®) (e )
(_1)(97”(6)97“(17)(_ )gr(a))gr cab

_1)gr(@ar(@)+ar(®) (_1yar(@ar () ()

Asi, por la proposicion 1.2.8 A es un A-mddulo graduado derecho.

Definimos ahora la diferencial de A como d4 := d la misma diferencial
de A como algebra diferencial. Por ser A una algebra diferencial se tiene que
d(AY) C AT Vi€ Zy d> =0, por lo que ds(A") C AT Vie Zy d4 = 0. Por
la proposiciéon 1.2.9 basta ver que si a € Ay b € A son homogéneos, entonces

da(axb) =axdb)+ (—1)7"®d(a) *b.
En efecto,

da(a+b) = da ((—=1)7 @ Oab) = d (~1) @5 Oap)

= (~1)r @O (an

= (=17 @) (aa)p + (~1)"Dad(v))

= (-1 O (@) + (-1 )9“”“*5" W ad(s)
= axd(b) + (~1)7d(a) .

*

Por lo tanto, A es un A-modulo diferencial. [
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Definicion 1.2.11 El A-mddulo diferencial del Lema 1.2.10 se conoce como
A-mdodulo diferencial regular derecho de A.

Ahora bien, sea A una k-algebra graduada y M un A-moédulo graduado
derecho. Definimos M[1] := @,,(M[1])" donde (M([1])* := M**! y la accién
m*a = (—1)9"@ma para m € M y a € A homogéneos.

Proposicion 1.2.12 Sea k un campo.
(a) Si A es una k-dlgebra graduada. Entonces MI1] es un A-mddulo graduado
derecho, es decir, M[1] € Gr — Mod(A°P).

(b) Si A es una k-dlgebra diferencial y M es un A-mddulo diferncial dere-
cho. Definimos dyrp) := —dnr, entonces M([1] es un A-mddulo diferencial
derecho.

Demostracién. Veamos primero que M|[1] es un A-mddulo graduado derecho.
Definimos una funcion ¢ : M[1] x A — M][1] como ¢(m,a) := m - a para
m € (M[1])" y a € A7 elemenos homogéneos. La funcién ¢ la podemos extender
por linealidad para m € M y a € A como

p(m,a)=m-a= (Zmz> Zaj = Zti
= JET i€Z

donde t; = Za+ﬁ:i mgay. De esta manera por definicién, la funcién ¢ es bilineal.
Ahora veamos que se cumplen las condiciones de la Proposiciéon 1.2.8. En efecto,

a) Seana € A’y m € /. Dado que m € M7*! y M es un A-médulo

S A’ M|1])7. Dad Mty M A dul
graduado derecho, por la Proposicion 1.2.8(a) m -a € M7+ es decir,
m-a € (M[1]).

(b) Por ser M un A-modulo graduado derecho tenemos que m -1 = m para
toda m € M, entonces m - 1 = m para todo m € M[1].

(c) Sean a,b € A homogéneos y m € (M[1])%, es decir, m € M**1, entonces
(m*a)*b= ((—1)5"(“)771 : a) xb=(=1)7"@D(=1)9" O (m . a) - b.

Por ser M un A-moédulo graduado derecho tenemos que (m - a)-b =
(—1)7@ar®)y . (q- b). As,

(mxa) b= (—1)97(@)(=1)97®)(—1)97(@9r®)p . (g . p)
— (=1)r(@9r(®) ((_1)gr<a>+gr<b>m (a- b))
= (=1)97(@9r Oy « (a - b).

Por lo tanto, por la Proposicion 1.2.8 MJ1] es un A-médulo graduado
derecho.
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Ahora bien, por definicion tenemos que M (1] := @D, (M[1])" y por ser M es un
A-moédulo diferencial derecho tenemos que dys : M — M es una tranformacion
lineal, por lo que dppy) : M[1] — M{[1] definida como dysp1) := —dps es también
una tranformacion lineal. Verifiquemos ahora que dj[;) cumple las hipotesis de
la Proposicion 1.2.9. En efecto,

(a) Sea m € (M[1])", es decir, m € M*T'. Luego, dypj(m) := —da(m) €
MUOHDHL = Ari+2 — (M[1])"*1. En conscuencia, dyrpry ((M[1]))7) C (M[1])H+,

(b) Tenemos d?wu] = dypodap) = (—da) (—dar) = d3; = 0, donde la ltima
igualdad se da por ser M un A-modulo diferencial derecho.

(c) Ahora veamos que se cumple la regla de Leibniz, es decir, que se cumple
la siguiente igualdad

darpy(m * a) = m x d(a) + (—l)gr(a) (dM[1] (m) * a) )

En efecto,

daryy(mx a) = dagpy ( )

—dn (( )

D@ d s (m - a)

7@ (- d(a) + (~1)7 @ das (m) - o)

= (*l)gr(“) (= (m-d(a)) + (=dp(m)) * a)

= (~1)9"(@ ((—1)(—1)W(“)+1m xd(a) + drpy(m) * a)
=mxd(a) + (=1)" ) (dpgy(m) * a)

—(=
—(=

Asi, por la Proposicion 1.2.9 se tiene que M[1] es un A-moédulo diferencial de-
recho. O

Observacién 1.2.13 Si M es un A-mddulo graduado (respectivamente dife-
rencial), de manera andloga a la construccion anterior, podemos construir el A-
mddulo graduado (respectivamente diferecial) M[—1]. Notemos que (M[—1])[1] =
M = (M[1])[-1].

Ejemplo 1.2.14 Sea A =@, ., A", M = @,;, M", donde M es un A.mddulo
derecho diferencial y supongamos que d(A°) = 0. Consideremos a A° con d =
0. Entonces M = @,.,
morfismos de AY-médulo derecho.

M? es un A°-mddulo derecho diferencial y da; es un

Definicién 1.2.15 Si A es una k-dlgebra graduada. Gr-Mod(A°P) es la ca-
tegoria cuyos objetos son los A-mddulos derechos graduados y sus morfismos
f: M — N son funciones k-lineales que cumplen lo siguiente:
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(a) f(ma) = f(m)a para toda m € M y para toda a € A,
(b) f(M?) C N? para cada i € Z.

Definicién 1.2.16 Si A es una k-dlgebra graduada. Dg-Mod(A°P) es la cate-
goria cuyos objetos son los A-mddulos diferenciales y sus morfismos f: M —>
N, son aquellos, que ademds de ser morfismos de A-mddulos derechos gradua-
dos, conmutan con el diferencial, es decir, el siguiente diagrama conmuta

Mo N

dm dn

Lema 1.2.17 Sea A una k-dlgebra diferencial graduada.

(a) Si f: M — N es un morfismo en Gr — Mod(A°P) que es biyectivo como
funcion, entonces f es un isomorfismo en Gr — Mod(A°P).

(b) Si f: M — N es un morfismo en Dg— Mod(A°P) que es biyectivo como
funcion, entonces f es un isomorfismo en Dg — Mod(A°P).

Demostracion.

(a) Sean f : M — N un morfismo biyectivo en Gr—Mod(AP)y g : N — M
su funcién inversa, es decir, gf—1p; v fg = 1y. Como f es morfismo
en Gr — Mod(A°P) f(M*%) C N' para cada i € Z, por ser f biyec-
tiva, para n € N’, existe m = Y, ., m; € @, M' = M tal que
n=f(m)=f(Eiczmi) = Xiez F(ma) y Ziezf(mi) € @,z N, enton-
ces n = f(m) = f(m;), por lo que f(M") = N* para cada i € Z. Luego,
g(N?) = gf(M?) = 1y(M?) = M* para cada i € Z. Por lo tanto, g es
homogéneo. Ademés, paran € N y a € A tenemos

f(g(na) —g(n)a) = fg(na) — f(g(n)a) = fg(na) — f(g(n))a
= fg(na) = fg(n)a
=1n(na) —1x(n)a

na —na = 0.

Asi, f(g(na) —g(n)a) = 0, como f es inyectiva se tiene que g(na) = g(n)a.
En consecuencia g es morfismo en Gr — Mod(A°P) e inverso de f. Por lo
tanto, f es un isomorfismo en Gr — Mod(A°P).

(b) Sea f : M — N un morfismo biyectivo en Dg — Mod(A°?) y sea ¢ :
N — M su funcién inversa. Por inciso (a) g : N — M es morfismo en
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Gr— Mod(A°P) e inversa de f. Basta ver que g conmuta con el diferencial,
es decir, dy;g = gdn. En efecto,

Fldarg(n) — gdn(n)) = fldarg(n)) — flgdn(n)) = fdarg(n) — fgdn(n)
=dnfg(n) = fgdn(n)
= dN(Tl) - dN(n) =0.

Dado que f es inyectiva se tiene dprg(n) = gdn(n).

1.3. Gr—Mod(A?)y Dg—Mod(A) categorias abe-
lianas

Los siguientes resultados son previos para poder verificar el resultado central
de la seccion el cual es demostrar que las categorias Gr — Mod(A°P) y Dg —
Mod(A°P) son categorias abelianas,.

Proposicion 1.3.1 Sea A una k-dlgebra diferencial graduada. Entonces Gr —
Mod(A°P) y Dg — Mod(A°P) tienen objeto cero.

Demostracion. Sea Z = 0 el k-espcio vectorial cero, definimos la acciéon
Zx A — Z dadapor 0-a:=0y dz :=0.Es claro que Z = ,_, Z* donde
Z' = ( para cada i € Z, por lo que Z € Gr — Mod(A°P).

1€Z

Veamos que Z es un objeto cero de la categoria Gr — Mod(A°P). Dado que
Homer—pod(aery(M, Z) € Homyeer(M,Z) y Z = 0 es un objeto cero en
Vec-k tenemos que

‘HomGrfMod(AOP)(M7 Z)‘ <L

Ahora bien, note que tenemos un morfismo ¢ : M — Z en Gr — Mod(A°P)
dado por ¢(m) = 0 para todo m € M. En consecuencia,

|H0mGr—Mod(AOP)(M7 Z) =1

para todo M € Gr — Mod(A°P).

Sean Onr0 € Homer—nfod(aor)(M, Z) y Oon € Homeg,—nod(aer)(Z, N) los
unicos elementos de dichos conjuntos, definimos el morfismos cero como 0 :=
Opn ©O0pmo : M — N, con esto tenemos que Z = 0 es objeto cero en
Gr — Mod(A°P).
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Verificamos que Z = 0 también es un obejto cero para la categoria Dg —
Mod(A°P), para lo cual basta ver que el siguiente diagrama conmuta

M-tz

o e

En efecto, dado que Hompg_prodcacry (M, Z) € Homey—odcaery (M, Z) enton-

ces |HOng,MOd(Aop)(M7 Z)‘ < |H0mGT,MOd(Aop)(M, Z)' =1. Asi
|H0ng7Mod(A°p)(Mv Z)| =1,

porlo que f =0p,z y dz = 0 entonces dz f = fdp. O

Proposicion 1.3.2 Sean Gr — Mod(A°?) y Dg — Mod(A°P) como antes. En-
tonces

(a) Homer—proq(aery(M,N) es un grupo abeliano para todo M,N € Gr —
Mod(A°P).
(b) Hompg—_nrodcaory(M, N) es un grupo abeliano para todo M,N € Dg —
Mod(A°P).
Demostracion. Realizamos la prueba de ambos incisos:

(a) Sean f,g € Homgy—_pod(aer) (M, N). Definimos la suma de f y g, para
m € M como sigue

(f +9)(m) = f(m) +n g(m)

Dado que f y g son tranformaciones lineales tenemos que f + g es una
transformacion lineal. Falta ver que f + g es homogéneo. En efecto, sea
m € M*, por ser f y g homogéneos tenemos que f(m),g(m) € N?, dado
que N es un grupo abeliano para cada i € Z entonces (f + g)(m) =
f(m) + g(m) € N'. En consecuencia, (f + g)(M?) C N*. Ademés,

( + 6)(ma) = [(ma) + g(ma) = f(m)a + g(m)a

= (f(m) +g(m)) a
=((f +9)(m))a.

Por lo tanto, f + g € Homgy—nrod(acr) (M, N).

(b) Por el inciso (a) basta verificar que f 4 g conmuta con el diferencial. En
efecto, dado que f,g € Hompg_proq(aery(M, N) tenemos que fdy = dy f
y gdar = dng, entonces

(f+9)dy = fdvu +g9dy =dnf +dng =dn(f +9g).
Por lo tanto, f + g € Hompg_prod(aery(M, N).
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O

Observacién 1.3.3
Dados M7 N7L € GT’—MOd(AOp), fa f17 f2 € HomGr—Mod(A"T’)(M7 N) Y9,91,92 €
Homg,—arod(aory (N, L) las siguientes igualdades se verifican

g(fr+ fa) = gf1 + gfo

(G1+9)f=0f+gf
por ser morfismos de tranformaciones lineales. Andlogamente las igualdades an-

teriores son vdlidas para la categoria Dg — Mod(A°P).

Corolario 1.3.4 Sea A una k-dlgebra graduada. Entonces las categorias Gr —
Mod(A°P)y Dg — Mod(A°P) son categorias preaditivas.

Demostracion. Se sigue de la proposicion 1.3.2 y la observaciéon 1.3.3. O

Proposicion 1.3.5 Sea (A,d) una k-dlgebra graduada. Entonces la categoria
Gr — Mod(A°P) tiene coproductos

Demostracion. Sea {M;}sc s una familia de objetos de Gr— Mod(A°P), donde
M; =@,z M para toda s € J. Tomamos ][, ; M, el coproducto de los k-
espacios vectoriales M, y sus inclusiones canénicas A : My — [[ . ; M.

(a) Veamos que [[,; M, tiene estructura de A-modulo graduado derecho.
En efecto, definimos

(11 Ms)j = a0,

seJ seJ

Tenemos que probar que

J
1o - @ ()
seJ JEZ \seJ
Sea x € [[,.; My, entonces x tiene la siguiente forma
= A, (M1) + Asy(Mm2) + -+ -+ Ag, (my)
donde m; esta en My, y My, = @y, M . Entonces,

my =m} +mi T mi T

1 2
mo = mb 4+ m5Tt 4+ mbitE 4 m

1 2 1
my =my +mi T 4 mi T4 ml T
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donde mf esta en (M,,)7. Note que podemos suponer que los m; inician

y terminan en los mismos indices, pues en caso contrario agregamos ceros
para que inicien y terminen en el mismo indice. Al sustiruir los valores

anteriores obtenemos que
z = Ay (my + i 4 mi 4w
s, (m +my ™ my g myt)
o Aoyt mp T e,

Dado que Ag, es una transformacion lineal, tenemos que se distribuye sobre

la suma

T = A, (M]) 4+ gy (M) 4+ A, (m72) + -+ Ay, (m]T)
F sy (M5) 4+ Aoy (METH) 4+ Aoy (MET2) 4+ + Ay, (mb ™)

e, (M) 4 As, (M) + A (my ) 4 Mg, (m ),
y, reordenando las sumas anteriores tenemos

T = A5, (M]) + A, (M) + -+ A, (mf) + Ag, (m;_‘—l) + As, (Mg
Fo A A (MY )\sl(m’{"’l) + A, (mgH) 4+ 4 /\st(m:"’l).

Definimos

M = Asy (M) + Ay (M) + -+ + A, (M) € (H MS)

seJ

r+1
Tt = ey (M) 4 Ay (5 4+ A, () € (H M“’)
seJ

r41
et = Aoy (M) 4 Ay (m5™) -+ A, (mf (H MS) |
seJ

Entonces,

J
xnr+nr+1+'+nr+l€Z<HMs) .

JEZ \seJ
Ahora veamos que la suma es directa. Supongamos que 7, € (]_[Se] MS)T,
+1 +
1 € (aey Ma) 5 st € (Taey Ms)" v que

O=nr+0rgp1+- -+ Mt
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Sabemos que 7; € ([],c, Ms)’, luego
Mj = Aoy (1) + Xy (m) + -+ A, (m})

con mZ € Mgu para j =r.or +1,..r + (. Entonces

y reordenando las sumas, obtenemos

0= s, (m] +mi ™ +mi*2 4o pm 4
So (mg + m£+1 + mg+2 + .o+ m£+l)+

A
o A (my gy T,

Luego, aplicamos la proyeccion canénica s, : [[ ., Ms — M, (como
espacios vectoriales) tenemos que
r+1 r+2 r+1
O:ﬂ'Si/\Si(m:+mi+ +’rni—"_ +otmy )

:m;+mr+1+...+m;’+leMSi:@Msji

i

JEZ
parai = 1,...,t, esto nos dice que m} = 0, m/ ™ =0, - -, mI ! = 0. Luego
Ny = Npg1 = -+ = Nyt = 0. Asi hemos probado que
J
1o -@ (11
seJ JEZ \seJ

Ahora verificamos que ], ; M, tiene estructura de A-moédulo derecho
graduado. Consideremos la transformacion bilineal

p: H My x A —> H M
seJ seJ
tal que p(z,a) = (3 ,c; As; (M), a) := >, ; As, (mya), la bilinealidad de
 se sigue de que \;, es un morfismo de A-moédulos y M, es un A-médulo
graduado derecho.

Sean z € ([I,c, MS)J y a € A', veamos que za € ([[,c; M)
efecto, se tiene que & = Ay, (m1)+ s, (m2)+- - -+ X5, (my), donde m; € M7,
para i =1,--- ,t. Luego

j+t
7 En
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= (Asi(ma) + A5, (m2) £ -+ 4 A5, (my)) @
Asi(m1)a+ A, (m2)a+ -+ + A, (me)a
Asi (Mmia) + Asy(Mm2a) + -+ + A, (mua)

donde m;a € MJ** ya que Mj, es un A-médulo graduado derecho, enton-

ces .
J+t
Ta € (H M5>

seJ
Sean a,b € A elementos homogéneos y x € (HSEJM) Veamos que
se cumple que (za)b = (—1)9" (@97 (g (gb). En efecto, dado que z es de
la forma & = A, (m1) + As,(m2) + -+ + As,(my) con m; € M/, para
1=1,---,t. Entonces

(za)b

(Asy (m1a) + As, (m2a) 4 -+ + A, (mea)) b
Asy ((m1a)b) + As, ((m2a)b) + -+ + As, ((mia)d),

como M;, es un A-médulo graduado derecho, por la proposici(’)n 1.2.8 se
tiene que (mga)b = (—1)9"(@97 )y, (ab) para i = 1,--- ,t. Asi, tenemos
que

(wa)b = A, ((=1)#" @97 Oy (ab)) + -+ + Ay, ((-1)27 9" Oy (ab))
(= 1)”(“ 7O (Asy (ma(ab)) + -+ + As, (my(ab)))
(=

1)97(@97®) g (apy).

Luego por la Proposicion 1.2.8 obtenemos que [ [, ; M, es un A-médulo

graduado derecho. Note que \j(ma) = ma para cada m € M, y a € A.
Ademas es claro que A\;(ME) C ([, M,)". Por lo tanto, A, : M,, —
[,c; M es un morfismo de A-médulos graduados derechos.

Ahora solo resta ver que [[,.; M tiene la propiedad universal del co-
producto. En efecto, sea {fs : My — L}sc; una familia de morfismos
en Gr — Mod(A°P). En particular cada f, es un morfismo k-lineal. Como
[,c; M; es el coproducto de los k-espacios vectoriales M, existe un tinico
morfismo lineal f : [],.; Ms — L tal que fA,, = fs, para cada s; € J,
es decir, el siguiente diagrama conmuta

fo, T
f

MS1 *> HSG J
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Veamos que f es un morfismo en la categoria Gr — Mod(A°) . Sean
m € [[,e; Ms y a € A, como m € [[,.; M, existen m; € Mj, tal que
m=> A, (m;). Asi tenemos que ma = Y _ As,(m;a), luego

fma) = 1 (3" Aa(mia)) = 3 s (mia) = 3 [ (mia)
= Z fSi (ml)a

= (Z f)\s,;(mi)) a
=f (Z As; (mi)) a

= f(m)a

Similarmente dado que fo,(MJ) C L7y ([1,c, Ms)j = Y ey As(M)
tenemos que

f (]_[Ms>j f(ZAs(MZ)>ZfAs(M§)

seJ seJ seJ

> f)

seJ

QZLj:Lj.

seJ

Asi, f es un morfismo en Gr — Mod(A°P).

Proposicion 1.3.6 Sea (A,d) una k-dlgebra diferencialmente graduada. La ca-
tegoria Dg — Mod(A°P) tiene coproductos.

Demostracion. Sea { M} e una familia de A-mo6dulos diferenciales derechos.
Por la proposicién 1.3.5 tenemos que el coproducto de los k-espacios vectoriales
[,c; M, admite una estructura de A-mo6dulo graduado derecho. S6lo basta ver
que [[ ., Ms estd en Dg — Mod(AP) .

Veamos que [[,.; M poseé un diferencial. En efecto, dado que para cada
s € J tenenemos un diferencial d, : My, —> M, por la propiedad universal del

coproducto, existe una tnica tranformacion lineal d : [],.; My — [ ., M
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tal que el siguiente diagrama conmuta para cada j € Z

d

HSEJ MS HSEJ MS
)\5 )\5
M M
ds

Ahora comprobamos que d es una diferencial.

@) d(([Les M) € (s M)

Sea z € ([1,c; Ms)j,entonces =3 A, (m;) con My asi,

d@) = d (D A (mi)) = D0 d (e (ma)) = 3 A (do, (ma)):

dado que dj, es diferencial, tenemos que d, (m;) € MJ ™! entonces

Jt+l1
d(z) € <H MS)

seJ

(b) d cumple la regla de Leibniz. En efecto, sea x (HseJ Ms)j ya € A", como
antes = >_;_; As,(m;), con m; € M . Luego,

d(za) =d ((é As, (W)) a)
=d <i1 As, (mia)>
= éd(ksi (mia))
- ﬁ;AsidSi (ma)
:é%mm@+&w%mm1
- zi; As, (md(a)) + (—1)" é As;[ds; (m;)al

t

=" A (ma)d(a) + (=1)7 Y d(As, (mi))a
i=1

=1

=zd(a) + (—=1)"d(x)a
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Asi, d satisface la regla de Leibniz.

(c) d? = 0. .
En efecto, sea z € ([],; MS)], entonces © = Y A, (m;) con m; € M .
De esta manera, tenemos que

d?(z) = d(d(x))
= (> dr, (ma)))
= d (3 A, (ds (m2)))
= dX,(ds,(m;))
= dg,d, (m;) = 0.

Luego, por la Proposicion 1.2.9 [],. ; M, es un mo6dulo diferencial derecho.

Es claro que la inclusién canénica Ag : My, —> ]_[5e ;7 M, es un morfismo de
modulos diferenciales derechos.

Verificamos ahora la propiedad universal del coproducto. En efecto, sea {f; :
My — L} ey una familia de morfismos en la categoria Dg — Mod(A°P). Dado
que Dg — Mod(A°P) C Gr — Mod(A°P), existe un morfismo f: [[,.; Ms — L
en Gr — Mod(A°P) tal que el siguiente diagrama conmuta

seJ

L

M

HSEJ Ms'

Veamos que f conmuta con el diferencial de [],.; M. Sea = € [[, ., Ms,
entonces £ = Y As,(m;) v,

fd(z) = £ (3 Aei(ma)) = £ (3 dr,(mi)) = £ (30 Aevdlm,, (1)
= fAs,dm,, (m;)
= farlm,, (m;)
= Z dr fs; (mi)
=dg (Z Isi (mz))

=drf(z).
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Por lo tanto, Dg — Mod(A°P) tiene coproductos. O

Proposicion 1.3.7 Sea (A,d) una k-dlgebra graduada. Entonces la categoria
Gr — Mod(A°P) tiene productos.

Demostraciéon. Sea {M;};c; una familia de A-moédulos graduados, entonces
M; = @,,c, M]* donde M es la parte n-homogénea de M;, por lo que M}
es un k-espacio vectorial para cada n. Ahora, consideramos las poyecciones
Tin * [Lies M{* — M]" del producto de {M]"}ic; como k-espacios vectoriales
y las inclusiones 0;,, : M}' — M; = D, o, M}

Luego, la familia {0; .7, : [[;c; M{" — Mj}nez induce un tnico morfismo
¥t Prer ([Lic; M) — M; tal que el siguiente diagrama conmuta

Mj = @nEZ MJn

b

Hie] Mzn Nn ®nez (Hie[ Mzn) ’

es decir, ¥;n,, = 0;,7; . En otras palabras,

Vi (1) = 050 (27 )icr) = O5,n(2]) = 7.

Denotamos por T := [[,.; M y por T := @, ., T". Ahora, para y €

@D,z ([T;e; M) se tiene que y = >, e 7 con K C Z finito y 7y, € [[;c; MF,
es decir, 7, = (z¥);e; v asi,

bi(y) = (Zk> = 1

keK keK

Definimos ahora una transformacién bilineal

@) (1)

nezZ \iel n€eZ \iel

donde ¢ (ZjeJ((x{)iEI)7ZwGW aw) = ijw(mzaw)iel, para J C Z finito. La
bilinealidad de ¢ se sigue de que (x7';) € M* y M}* C M; € Gr — Mod(A°P).

Veamos que se cumplen las propiedades de la proposicién 1.2.8. En efecto,

(a) Seanr; = (x))ier € TV con T" = [[,o; M y a* € A’. Entonces o(r;, a') =
o((x])ier,a') = (zla);er, dado que M; es un A-modulo graduado se tiene

que 27a € M1 para cada i € I, por lo que 7ja* € TI*t = [Lc: Mt
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(b) Sea m € Ty 1 e A. Entonces p(m,1) = (ZjEJ(xz)J) = ZjEJ(xgl) =
_(2?) = m, donde la tercer igualdad se sigue de que M; es un A-
JjeEJ "1
modulo graduado.

(c) Sean a,b € A elementos homogéneos y m € T, Veamos que se cumple la
siguiente igualdad

(m-a)-b= <_1)gr(a)gr(b)m. (ab).

— J J J
En efecto, como m =3, ;(z]) con z; € M, entonces

El
S
N~—
S
I
7
&
PO
N—
IS
S
|
7
8
<
S
s
S

= S ()OO ] ab)

jedJ

:(_1)gr(a)gr(b) Z(xz) (ab)

jeJ
= (=197 @9 (ab).

Luego, por la proposicion 1.2.8 tenemos que T' = @, ., ([T,c; M) es un A-
modulo graduado derecho.

Veamos que v, : T — M, es un morfismo en Gr — Mod(A°P). En efecto,
sean x € T" y a € A, es decir, © = (2} )ic1, @ = ) cpy Guw, con W C Z finito.
Entonces

(a) Entonces

Yinn(xa) = ; ((27)ier - a)
=0jnmjn (2} - a)ier)
=0n(7] - a)
=z} a.

Por otro lado,

Vi) -0 = b ((@)ier )

=0jnmjn (2 )icr) - a

=0jn(a}) a

—
—Zlfj a.

Por lo tanto, ¥;(ma) = ¥, (m)a.
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(b) Veamos que 1;(T") C M}'. Seax € T™ = [[;c; M. Entonces x = (27 )icr
v luego,
0y(2) = ¥y (@ier) = @ € M

En consecuencia, ¥; es un morfismo en Gr — Mod(A°P) para cada i € I.

Verifiquemos que {¢; : T = @, T" = B,cr, ([Lic; M) — Mi}ier es
el producto de {M;};cr en la categoria de A-mo6dulos graduados derechos. En
efecto, sea {o; : N — M, };cs una familia de morfismos en Gr — Mod(A°P). En
particular, {a;|yn : N — M['};cr es una familia de morfismos de k-espacios
vectoriales, entonces por la propiedad universal del producto existe un tnico
morfismo de k-espcios vectoriales ¢, : N" — [],c; M tal que el siguiente

diagrama conmuta

©

icl M;

N” " H
am %
M;.

Ahora, la familia ¢, : N* — [][,c; M{* induce un tnico morfismo ¢ : N =
@D,cz N — B,cr, ([Tic; M) de k-espacios vectoriales, tal que el siguiente
diagrama conmuta

TN
N @nEZ N )
Pn %)
HiEI Mzn Nn @nGZ (HiEI Mln)

donde 7Y son la inclusiones canénicas en el coproducto.

Veamos que ¢ es un morfismo de A-modulos derechos. En efecto, primero
para u € N™ homogéneo, tenemos lo siguiente

(pT,J:[(’U,) = nn(Pn(u)
= o(u)
= pn(u)

Por otro lado,

Tinen(u) = i nn (u),
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de donde ¢, (u) = (a;|nn(u));er. Por lo tanto, para un elemento homogéneo
u € N™ tenemos que

p(u) = (ailne (w)er -
Ahora sean a € A =P, ., A" y u € N. Entonces,

(ERIS)

., (z 3 )

neZ teZ

= Z Z (,O(unat)
nezZ teZ

= Z Z (ai|Nn+t (Unat))iel
neZ tel

= Z Z (Oéi(unat))iel
neZ teZ

= Z Z (ai(un)at)iel
neZ teZ

— Z Z (i(un))ier ar
nezZ tez

= Z Z (il N (un))ser ar
nez te’

= Z (ai(un))ieI Zat
neL teZ

=p(u)a

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

N™ )
’,-"L
a;|nn
On
Tin \
M [Lie, M7
0i,n RN
GanEZ M’Ln GanEZ (HiEI Mln)

donde «; es el tnico morfismo inducido por la familia {o;|y» : N — M}z
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Veamos que la cara de enfrente conmuta. En efecto,

B
viar, = Vi en
= HinTinPn
= /ii,nai|N"

_ B
= ;T .

En consecuencia, ;¢ = «;. Falta verificar que ¢ es un morfismo graduado. En
efecto, sea u € B™ elemento homogéneo. Dado que ;0 = a; y «; es un morfis-
mo graduado, tenemos que ;¢(u) = a;(u) € M y asi, p(u) € T" = [[;c; M".
Veamos ahora que el morfismo ¢ es tnico. Supongamos que existe ¢’ : N —
T un morfismo de A-moédulos graduados derecho tal que ;" = «;. Entonces

B B
V', = Yipr,;
= Ozﬂ“f

= [li nCi| Nn
= WinTinPn

= PiNnPn

Por la propiedad del producto como k-espacios vectoriales, tenemos que ¢'r? =
Ny Luego, por la unicidad del morfismo ¢, como el tnico que hace conmutar
el cuadrado anterior derecho, se sigue que ¢ = ¢'.

Por lo tanto, {¢; : T — M;}ics es el producto de la familia {M;};cr en la
categoria de A-modulos graduados derechos. [

Proposicion 1.3.8 Sea (A,d) una k-dlgebra diferencialmente graduada. En-
tonces la categoria Dg — Mod(A°P) tiene productos.

Demostracion. Sea {M,};cr una familia de A-moédulos diferenciales derchos.
Por la proposicion 1.3.7 {¢); : T — M,},cr es un producto para la familia
{M;}icr, donde T := @, 5, ([1,e; M"). Veamos que T admite un diferencial.
En efecto, para cada i € I tenemos un diferencial d; : M; — M;. Consideramos
Pin @ M]' — @,,c; M las inclusiones canénicas en el coproducto y di|Mn :
M} — M las restricciones de d; a cada componente. Entonces tenemos
que el diferencial d; : M; — M; es el tnico morfismo que hace conmutar el
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siguiente diagrama en Gr — Mod(A°P)

d;
— n d L — n
M; =@, , M M; =@, M,
Uf'i,nT Tui,n+1
M} M
d;

MM
i

Ahora bien, la familia {di‘M_n : M — M }ier en Gr— Mod(A°P) induce

un tinico morfismo ¢y, : [[;c; M — [T;c; M tal que el siguiente diagrama

conmuta

n .__ n $n n+1 .__ n+1
" .= HieI M] T = HiEI M;

Wi,nl J{m,wrl

n n+1
M; - M,

MM»
k2

es decir, T py19n = di‘M’_nm»,n. En consecuencia, tenemos que para (z}) €

[Lic: M7, on ((2})) = (dl(;trf)) Nuevamente, la familia de de morfismos {¢,, :
T" — T"},ez induce un unico morfismo ¢ : T' — T tal que el siguiente

diagrama conmuta

T:= @nez (Hie] Mzn) z T:= @nez (Hie] Mzn)

Mn T T’ranrl

n n+1
T Pn T ’

es decir, gyt = pruion v 258, 0 (S ) = 0 (Syeshier) = Tiesldilad)ier
para cada ), ;7; € T.

Veamos que ¢ : T — T es un diferencial para T := @, ., ([T;c; M) En
efecto,

(a) o(T™) CT™*. Sean ry, € T™ = [[,c; M, es decir, r,, = (27'). Luego,

p(rn) = n(rn) = en((a7 )ier) = (di(z}))ier

dado que d; es un diferencial para M; tenemos que d; (sci) € Mi"'H para
cada i € I. De esta manera ¢(r,,) € [[, ; Mt =T+,

(b) Veamos que se cumple la regla de Leibniz, es decir, que se cumple la
siguiente igualdad

p(ma) = md(a) + (=1)*"p(m)a.
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En efecto, scan m € T" y a € A! elementos homogéneos. Por lo que
m = (x7) € [[;c; M]* = T™ entonces,

p(ma) = ¢ ((zi'a)) = ¢ ((z}'a))
= (di(z}'a))
- (xyd(a) +( 1)9T(“)dz(a:f)a)
= (}d(a)) + (~1)7"(d; (2] a))
= (2])d(a) + (=1)" ) (d;(27))a

(¢) Veamos que ¢? = 0. En efecto, sea m € T, por lo que m = Zjejrj =

Zjej(xZ) entonces,

P m) =plpm)=¢ (v |d )] | =¢ (Z ddﬂﬁf))

jeJ =

= Zdi(di(l’z))

icJ

_ Y &)

ieJ
= ()7

donde la ultima igualdad se sigue de que d; es un diferencial. Por lo tanto,
1 : T — T es un diferencial.

Note que los morfismos de la proposicién 1.3.7 ¢; : T — M, son morfismos

en Gr — Mod(A°). Ademaés el siguiente diagrama conmuta

T Y 0,

Tk

T*>Mk

Vi

En efecto, sea m = ZjeJ r; € T, por un lado tenemos que
At | Y i | = ditor | D (@ )ier | = (di(@f))ier-
jeJ jeJ
Por otro lado,

ke [ Dor | =tk | D_(dila))ier | = (di(z]))ier-

jeJ jeJ
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En consecuencia, 1, conmuta con el diferencial dj y asi, ¥, es un morfismo en
Dg — Mod(A°P).

Verifiquemos que {t; : T := @, c;, ([1,e; M{*) — M;}ics s un producto de
la familia de A-moédulos diferenciales { M, };cr. En efecto, sea {a; : N — M, }ier
una familia de morfismos en Dg— Mod(A°P). En particular, {o; : N — M, }ier
es una familia de A-mdédulos graduados, entonces por la proposiciéon 1.3.7 existe
un tnico morfismo de A-moédulos graduados © : N — [[..; M; tal que el
siguiente diagrama conmuta

iel

N

©
HiEI M;
M;.

Chequemos que © conmuta con el diferencial. En efecto, consideremos el

M;
A

(S]

siguiente diagrama

N Hie[ M;
d;
N
dn M; ¥
N
N = [Lic; M;

donde todas la cara conmutan, salvo la cara de enfrente. Veamos que la cara
frontal conmuta. En efecto, tenemos que

Y0 = d;;© = dijoy; = aydn = ¥;Ody

para cada i € I, por la propiedad universal del producto en Gr — Mod(A°P),
tenemos que ¢© = Ody. En consecuencia, © es un morfismo de A-moédulos
diferenciales. La unicidad de © se sigue de la unicidad de © en la categoria
Gr — Mod(A°P). O

Proposicion 1.3.9 Sea (A, d) una k-dlgebra graduada (respectivamente, dife-
rencialmente graduada). Entonces la categoria Gr—Mod(A°P) (respectivamente,
Dg — Mod(A°P)) es una categoria aditiva.

Demostracion. La demostracion se sigue de las proposiciones 1.3.1, 1.3.5,
1.3.7, el corolario 1.3.4 y sus duales. [J
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El objetivo es ver que Gr — Mod(A°) y Dg— Mod(A°P) son categorias abe-
lianas, para lo cual definimos los conceptos de submodulo graduado, submédulo
diferencial, cocientes de modulos graduados y cocientes de médulos diferenciales.

Definicion 1.3.10 Sea M un A-mddulo graduado derecho y N un subespacio
vectorial de M. Se dice que N es un A-submodulo graduado de M si

(a) N =@, NNM" (como grupos abelianos).
(b) Para cada a € A yn € N, se tiene que na € N.

Definicion 1.3.11 Sea M un A-mddulo diferencial derecho y N un subespacio
vectorial de M. Diremos que N es un A-submddulo diferencial de M si

(a) N es un submddulo graduado de M.
(b) da(N) S N.

Observacion 1.3.12 Note que si N es un A-submddulo diferencial derecho de
M, entonces N es un A-mdédulo diferencial derecho, pues lo hereda de M, con
dN = d]y[ |N'

Lema 1.3.13 Sean A una k-dlgebra graduada y f : M — N un morfismos
de A-mddulos graduados derechos, entonces Ker(f) = {m € M|f(m) = 0} es
un submddulo graduado de M. Ademds, la inclusion i : Ker(f) — M es un
morfismo de mddulos graduados.

Demostraciéon. Veamos que se cumplen las dos condiciones de la definicién
de submédulo graduado.

(a) Ker(f) = @, (M? N Ker(f)). En efecto, es claro que M* N Ker(f) C
Ker(f) para cada i € Z. En consecuencia,

> (M nKer(f)) C Ker(f).

€L

Por otro lado, sea m € Ker(f) C M = @, M’, entonces m = .., m;
con m; € M*, luego

0=f(m)=f (ZmZ) =Y fm) e PN,
€L 1€Z €L

con f(m;) € N. Por lo tanto, tenemos que para cada i € Z f(m;) = 0, lo
cual implica que m; € M* N Ker(f), para cada i y en consecuencia,

m € Z (Ker(f) N M").

1€Z
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Asi, tenemos

Ker(f) = (Ker(f) N M),

1€Z

Dado que

(Ker(f) n M) ()| D (Ker(fyn ) | < mi() [ D M7

J#J J#i

se tiene que la suma anterior es directa y, por lo tanto,

Ker(f) = @ (Ker(f) n M*).
i€z
(b) Sea a € Ay m € Ker(f). Entonces f(ma) = f(m)a = 0. Por lo tanto,
ma € Ker(f).

Ahora veamos que la inclusion i : Ker(f) — M es un morfismo de A-médulo
graduados. En efecto, sea x € (Ker(f))?, es decir, x € Ker(f) N M?, por lo que
i(z) =2 € M'y asi, i es un morfismo en Gr — Mod(A°P). O

Lema 1.3.14 Sean (A, d) una k-dlgebra diferencialmente graduada y f : M —
N un morfismos de A-mddulos diferenciales derechos, entonces Ker(f) = {m €
M|f(m) = 0} es un submddulo diferencial de M. Ademds, la inclusidn i :
Ker(f) — M es un morfismo de submddulos diferenciales.

Demostraciéon. Por el Lema 1.3.13 se tiene que Ker(f) es un submoédulo
graduado de M. Basta ver que dps(Ker(f)) C Ker(f). En efecto, sea m € Ker(f),
entonces

flda(m)) = dn(f(m)) = dn(0) = 0.

Ahora bien, dado que dker(y) = d M|Ker( ) se tiene que el siguiente diagrama
conmuta ‘
Ker(f) ——= M

dKer(f)i ldl\/l

Ker(f) ? M.
En consecuencia, ¢ es un morfismo en Dg — Mod(A°). O

Lema 1.3.15 Sean A una k-dlgebra graduada y f : M — N es un morfismo
de A-mdédulos graduados derechos. Entonces Im(f) es un A-submddulo graduado
de N. Ademds, Im(f) NN = f(M?) para cada i € Z.

Demostracion.
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(a) Veamos que Im(f) = @,c, N' N Im(f).
En efecto, es claro que NN Im(f) C Im(f) para cada i € Z, entonces
S N Im(f) € Im(f).
i€z
Por otro lado, si y € Im(f), existe m € M con m = ) .., m; donde
m; € M* y m es tal que y = f(m). Entonces

y=f(m)=f (Zm> = Zf(mi) € EBNi

i€z i€z i€z
donde f(m;) € Im(f) N N para cada i € Z. Entonces,
Im(f)=>_(N*nIm(f)).
i€z

De manera analoga al lema anterior, dado que

(Tm(H ANV D_Um(H N | €N | DN | = {0},

J#i J#i
se sigue que la suma anterior es directa y por lo tanto,

Im(f) =P (N' nIm(f)).

€L

(b) Seay € Im(f) y a € A entonces existe m € M tal que y = f(m). De esta
amnera,

ya = f(m)a = f(ma) € Im(f).

Ahora veamos que Im(f) N N* = f(M?) para cada i € Z. Ya que f es un
morfismo en Gr — Mod(A°P), se tiene que f(M?) C Im(f) N N. Ahora, sea
x € Im(f) N N?, es decir, existe y € M tal que f(y) =z € N*. Como y € M se
tiene que y = Y, ., m; por lo que

z=fly) =) f(m;) e PN,
JEZ i€z
por la unicidad de la suma directa se concluye que x = f(m;). Por lo tanto,
x € f(M?).
Consideramos ahora la factorizacion de f a través de su imagen
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donde i es la inclusion canoénica y f'(m) := f(m) para tota m € M. Dado que
(Im(f))" = Im(f) N N?, se sigue que i es un morfismo en Gr — Mod(A°P).
Verificamos que f’ es un morfismo graduado. En efecto, sea x € M?, entonces
f'(@) = f(z) € N'y asi, f(z) € (Im(f) N N') = (Im(f))". O

Lema 1.3.16 Sean (A,d) una k-dlgebra diferencialmente graduada y f : M —
N un morfismo de A-mddulos diferenciales derechos, Im(f) es un submddulo
diferencial de N.

Demostraciéon. Por el lema 1.3.15 I'm(f) es un submodulo graduado de N.
Basta ver que Im(f) es invariante bajo dy. En efecto, sea y € Im(f), veamos
que dy(y) € Im(f), como y € Im(f) existe m tal que f(m) = y, en consecuen-
cia,

dn(y) = dy f(m) = f(da(m)) € Im(f)

donde la segunda igualdad se sigue de que f es un morfismos de A-modulos
diferenciales.

Veamos que los morfismo 7 y f’ del Lema 1.3.15 conmutan con el diferencial. En
efecto, dado que dp(5) = dN| () 5@ tiene que el siguiente diagrama conmuta

=

Im(f) ——

IM(f)i

Im(f)i*>

drm(p)y=dn

2%
B

Por otro lado, como f'(m) := f(m) para m € M, tenemos que

dim(p) f'(m) = dim(p)(f(m))

=dn(f(m))
= f(dar(m))
= f'(dn(m))
= f/dM (m)
Asi, el siguiente diagrama conmuta
M—2 ()
dMl ld“nm
M —— Im(f).

f/
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Por lo tanto,

conmuta en Dg — Mod(A°P). O

En lo siguiente veremos que el cociente de un A-modulo graduados (respec-

tivamenmte diferencial) derecho por un submodulo graduado (respectivamente
diferencial) resulta ser un A-modulo graduado (respectivamente diferencial).

Proposicion 1.3.17 Sea (A, d) una k-dlgebra diferencialmente graduada

(a) Sea M un A-mdédulo graduado derecho y N un A-submddulo graduado de M,

entonces M/N es un A-mddulo graduado. Ademds, la proyeccion candnica
m: M — M/N es un morfismo de A-mddulos graduados derechos.

(b) Sea M un A-mddulo diferencial derecho y N un A-submddulo graduado

de M, entonces M /N es un A-mddulo diferencial. Ademds, la proyeccion
candnica m : M — M/N es un morfismo de A-mddulos diferenciales
derechos.

Demostracion.

(a) Tenemos el morfismo candnico de espacios vectoriales 7 : M — M /N tal

que w(m) = m, donde m = m + N denota la clase lateral, el morfismo 7
esté bien definido ya que N es A-subespacio vectorial de M. Ahora defini-
mos una accion a derecha de A en M/N mediante ¢ : M/N x A — M /N
tal que @(m(m), a) := w(ma) = w(m) * a.

Veamos que ¢ esta bien definida. En efecto, sean m,m’ € M tales que
w(m) = w(m’), entonces m —m’ € N, luego (m — m')a € N, en conse-
cuencia, m(ma) = w(m’a). La bilinealidad de ¢ se sigue de que 7 es un
morfismo de espacios vectoriales y M/N es un k-espacio vectorial. Vea-
mos que esta accion le da a M/N una estructura de A-modulo graduado
derecho. Veamos primero que

(z % a)xb=(—1)9"@D9®) g« (ab)
para todo a,b € A elementos homogéneos y x = w(m) € M/N. En efecto,
(x % a) *b=m(ma) *b=m((ma)b)
T ((_1)gr(a)gr(b)m(ab))
(71)gr(a).m"(b)7r (m(ab))
(—=1)97@97®) 1 s (ab).
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Ahora veamos que M/N = @, _, m(M?). Primero verificamos que

€L

M/N =" x(M").

1€Z

Sea ™ € M/N, entonces m = m + N con m € M, dado que M es un
A-moédulo graduado derecho, tenemos que m =, _, m;, por lo que

m=m+N = (Zml> +N:Z(mi+N).

V€L €L

Ademés la suma anterior resulta ser directa. En efecto, supongamos que

7(my) + m(ma) + -+ 7(my) = 0 con m; € M?, para cada i = 1,--- ,t.
Luego,
my+my+---+m €N=EH M NN)
i€z
entonces m; € M*NN paratodai =1,--- ,t,lo cual implica que 7(m;) = 0

para toda i = 1,--- ,t. Ahora bien, sea a € A’ y x € (M/N)’, es decir,
x € m(M7), por lo que x = w(m) con m € M. Entonces xa = w(m)a =
7(ma) € m(M**7). Por lo tanto, por la proposicién 1.2.8 M/N es un A-
modulo graduado derecho.

Sea M un A-moédulo diferencial derecho y N un A-submodulo diferencial,
por el inciso (a) tenemos que M/N es un A-mo6dulo graduado derecho.
Definimos una tranformacion lineal dy;/n : M/N — M/N. Dado que N
es un submodulo diferencial derecho tenemos que dps(N) € N tenemos
que dps induce una transformacion lineal dy;/n que hace conmutar el
siguiente diagrama

N——>M—"> M/N

dMNl dMl dyvi/N
Y

N ——- M ———= M/N.
Del diagrama anterior se obtiene que
dyyn (r(M7)) = 7 (da (M?)) € m(MH)
para toda i € Z. Veamos que dy/n satisface

(a) Regla de Leibniz.
Sean x € M/N y a € A elementos homogéneos, digamos x = m(m)
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con m € M, entonces

dy/n (x % a) = dyn (m(ma))

(
= 7 (dp(ma))

= ((-1)gr(a>dM (m)a + md(a))
(=197 (dar(m)a + w(md(a)))
(1)@ dyy e (m)a + 7(m)d(a)

xxd(a) + (fl)gr(a)dM/N(:r) * Q.

(b) df/[/N =0.
Sea x = w(m) € M/N, entonces

A3y n (@) = dayndarn ((m)) = dagn (w(dar(m)))
— 7 (dar(dar (m))) = 0.
Por lo tanto, por la proposicion 1.2.9 M/N es un A-modulo diferencial

derecho.

d

Corolario 1.3.18 Sea (A, d) una k-dlgebra diferencialmente graduada.

(a) Si f: M — N un morfismo de A-mddulos graduados derechos, entonces
Coker(f) es un A-mddulo graduado derecho.

(b) Si f: M — N un morfismo de A-mddulos diferenciales derechos, enton-
ces Coker(f) es un A-mddulo diferencial derecho.

Demostraciéon.

(a) Por el Lema 1.3.15 Im(f) es un A-submoédulo graduado derecho de N.
Ademas Coker(f) = N/Im(f) y por la proposiciéon 1.3.17 se sigue que
M/N un A-modulo graduado derecho.

(b) Por el Lema 1.3.16 sabemos que Im(f) es un A-submodulo diferencial
derecho de N. Nuevamente Coker(f) = N/Im(f) y por la proposicion
1.3.17 se sigue que M /N un A-médulo graduado derecho.

O

Proposicion 1.3.19 Sea (A, d) una k-dlgebra diferencialmente graduada

(a) Si f: M — N es un morfismo de médulos graduados y s : Ker(f) — M
es la inclusion, entonces s es el nicleo de f en la categoria Gr—Mod(A°P).
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(b) Si f: M — N es un morfismo de médulos diferenciales y s : Ker(f) —

M es la inclusion, entonces s es el nicleo de f en la categoria Dg —
Mod(A°P).

Demostracion.

(a)

Por el Lema 1.3.13 tenemos que Ker(f) € Gr — Mod(A°P) y claramente s
es un morfismo graduado. Veamos que s tiene la propiedad universal. En
efecto, sea g : L — M un morfismo en Gr — Mod(A°P) tal que fg = 0.
Dado que Gr — Mod(A°P) C Veck existe una tnica transformacion lineal
A L — Ker(f) tal que sA = g, es decir, el siguiente diagrama conmuta

L

g
P

Veamos que A es un morfismo de A-moédulos graduados derechos:
(al) Seaa € Ayl € L, entonces,
A(la) = sA(la) = g(la) = g(Da = (sA)(I)a = A(Da.

(a2) Veamos que \(LY) C (Ker(f) N M?).
Seal* € L*, asi tenemos que g(I*) € M*, pero como fg = 0, esto impli-
ca que fg(I') =0, es decir, g(I') € (Ker(f) N M"). Como I’ es un ele-
mento de L', entonces tenemos que sA(L?) = g(L") C (Ker(f) N M?).
Luego, A : L — M es un morfismo graduado y s es el nacleo de f
en Gr — Mod(A°P).

Ahora supongamos que g : L — M es un morfismo de la categoria
Dg — Mod(A°P), con la misma notacién del inciso anterior, basta probar
que A\ conmuta con el diferencial, es decir,

Ay = dicer(p) A

Consideremos el siguiente diagrama

g

T

L ex(f)
dLJ/ dxer(f) dar
L ——m— Ker(f) — M



48

O

CAPITULO 1. PRELIMINARES

donde los tridngulos y el cuadrado derecho conmutan. De esta manera
se tiene sAdp, = gd; = dyg = dysh = sdger(p)A, dado que s es un
monomorfismo, entonces A\, = dger(f)A- Asi, A es un morfismo en Dg —
Mod(A°P) y por lo tanto, s es el nticleo de f en Dg-Mod A.

Lema 1.3.20 Sea (A,d) una k-dlgebra diferencialmente graduada.

(a) Si f: M — N es un morfismo graduado, entonces existe su conicleo en

Gr — Mod(A°P).

(b) Si f: M — N es un morfismo diferencial, entonces existe su conicleo

en Dg — Mod(A°P).

Demostracion.

(a) Sean M, N A-modulos graduados derechos y f : M — N un morfismo

en Gr — Mod(A°P). Consideremos la factorizacion a través de la imagen
de f
Im(f)

N

M N
f

con f’ un epimorfismo y f” un monomorfismo y la siguiente sucesion
exacta

1"

Im(f) ;N%Coker(f) —0

donde ¢ es la proyeccién canénica, por lo que tf = 0.

Dado que Im(f) es un submoédulo graduado de N, por la Proposicion
1.3.17 tenemos que Coker(f) es un A-modulo graduado y ¢ es un morfismo
graduado.

Veamos que ¢ tiene la propiedad universal. En efecto, sea g : N — L un
morfismo graduado tal que gf = 0, entonces gf” f/ = 0. Dado que f’ es un
epimorfismo, se sigue que gf” = 0. Por otro lado, como ¢t = Coker(f) en la
categoria de A-moédulos derechos, por la propiedad universal del cokernel
existe un tnico morfismo de A-modulos A : Coker(f) — L tal que el
siguiente diagrama conmuta

ML N L Coker(f)

g
IR\
ya
L,
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O

es decir, A\t = g. Veamos ahora que A es un morfismo de modulos graduados
derechos. En efecto, sea x; € (Coker(f)). dado que ¢ es un epimorfismo ,
existe n; € N tal que t(n;) = x;. Luego,

g(ni) = At(n;) = AN(w;),

y como g es un morfismo graduado, se tiene que A(x;) € L*. Por lo tanto,
A : Coker(f) — L es morfismo de A-mddulos graduados derechos y t es
el conucleo de f en Gr — Mod(A°P).

Ahora supongamos que f : M — L es un morfismo de A-mé6dulos dife-
renciales derechos, con la notacion del inciso (a) basta ver que A conmuta
con el diferencial, es decir,

dph = AdCoker(f) .

Consideremos el siguiente diagrama donde los tridngulos y el cuadrado
derecho conmutan

g

NmL

dn dcoker(f) dr,

N

D ——

g9

y notemos que

A (deoker(p)t) = Mt(dn)
= (At)dy = gdn
=drg
=dr(\t)
— (dp M)t

Dado que t es un epimorfismo se tiene que dp A = Adcoker(r)- Por lo tanto,

A es un morfismo diferencial y ¢ es el contucleo de f en la categoria Dg —
Mod(A°P).

Corolario 1.3.21 Sea (A,d) una k-dlgebra diferencialmente graduada. Enton-
ces las categorias Gr — Mod(A°P) y Dg— Mod(A°P) son categorias preabelianas.
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Demostracion. La demostracion se sigue de las proposiciones 1.3.19, 1.3.20 y
1.3.9. O

Proposicion 1.3.22 Sea (A, d) una k-dlgebra diferencialmente graduada.

(a) Sea f: M — N monomorfismo en Gr-Mod A y g el conicleo de f en
Gr — Mod(A°P), entonces f es el nicleo de g en Gr — Mod(A°P).

(b) Sea f: M — N monomorfismo en Dg — Mod(A°P) y g el conicleo de f
en Gr — Mod(A°P), entonces f es el nicleo de g en Dg — Mod(A°P).

Demostracion.

(a) Sea f: M — N monomorfismo en Gr — Mod(A°P) y g : N — Coker(f)
el conucleo de f en Gr — Mod(A°P). Consideremos h : E — N el nicleo
de g en Gr — Mod(A°P). Recordemos que f,g y h también son morfismos
de la categoria de k-espacios vectoriales, y como Vecy es abeliana, tenemos
que f es el ntcleo de su contcleo en Vec,. Dado que gf = 0, existe una
unica transformacion k-lineal A : F — M tal que el siguiente diagrama

AT J{
h
p

M — N—> Coker(f),

conmta

es decir, fA = h. Veamos que A es un morfismo de A-modulos graduados.
Sea a € Ay e € E tenemos fA(ea) = h(ea) = h(e)a = fA(e)a, como f
es monomorfismo tenemos que \(ea) = A(e)a. Por otro lado, si €' € EY,
tenemos que h(e!) satisface gh(e?) = gfA(e?) = 0. Luego,

() = h(e') € Ker(g) N N* = Im(f) " N* = f(M?).

Entoces, existe m* € M® con fA(e') = f(m?), dado que f es un monomor-
fismo A(e’) = m’. En consecuencia, A(E?) C M*. Vamos a probar que A
es un isomorfismo en Gr — Mod(A°P), con esto concluiremos que f es el
nicleo de g en Gr — Mod(A°P).

Como gf = 0y h es el nucleo de g en Gr — Mod(A°P), existe un unico
morfismo ¢ : M — FE tal que el siguiente diagrama conmuta

p

E — N — Coker(f),

es decir, hp = f. Asi tenemos fA = h y hep = f, en consecuencia, fAp =
hy = f, dado que f es un monomorfismo tenemos que Ay = 1,;. Por otro
lado, hpA = fA = h, de donde p\ = 1. Por lo tanto, A es un isomorfismo.
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(b) Por el inciso anterior, basta ver que el morfismo A : E — M conmuta
con el diferencial. En efecto,

fANEg =hdg =dyh =dyfX= fdy )
y, en consecuencia Adg = das .

O

Lema 1.3.23 Sea g : N — L un epimorfismo en Gr — Mod(A°P (respectiva-
mente en Dg— Mod(A°?) y f : Ker(g) — N el nicleo de g en Gr — Mod(A°P
(respectivamente en Dg — Mod(A°P). Entonces fg es el conicleo de su nicleo
en Gr — Mod(A°P ( respectivamente en Dg — Mod(A°P ).

Demostraciéon. Sean g : N — L epimorfismo en Gr — Mod(A°?) y f :
Ker(g) — N su nucleo en Gr — Mod(A°P). Sea h : N — E el contucleo de f
en Gr — Mod(A°P), dado que gf = 0, existe un tnico morfismo ¢ : E — L tal
que el siguiente diagrama comuta

Ker(g) J N E

gi . sa
¥

L

)

es decir, ph = g. Notemos que f, g y h son también morfismos de la categoria
de k-espcios vectoriales y como Vecy es abeliana, se sigue que g es el contcleo
de f.

Por otro lado, como gf = 0, existe una tranformacion lineal A : L — FE tal que
Ag = h tal que Ag = h, es decir, el siguiente diagrama conmuta

Ker(g) LN —g>_ L

p

E.

Veamos que ¢ es un isomorfismo de k-espacios vectoriales. En efecto, tenemos
que \g = h y ¢h = g, entonces pAg = ph = g y como g es un epimorfismo,
se sigue que @\ = 1. De manera andloga se tiene que \ph = A\g = h y h
epimorfismo implica que Ap = 1g. En consecuencia, A es un isomorfismo de
k-espacios vectoriales y por el lema 1.2.17 tenemos que A es isomorfismo en
Gr — Mod(A°P). El caso diferencial es analogo. O

Proposicion 1.3.24 Sean (A, d) una k-dlgebra diferencialmente graduada y f :
M — N un morfismo graduado (respectivamente diferencialmente graduado).
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Entonces existe un diagrama conmutativo de la siguiente forma

f(M)

/ f//

M N
f

donde, s es un epimorfismo graduado (diferencialmente graduado) y t es un
monomorfismo graduado ( diferencialmente graduado).

Demostracion. Sea f: M — N un morfismo en Dg — Mod(A°P). Tenemos
que f(M) := Im(f) es un submoédulo graduado de N, en consecuencia, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

f(M)

/ f//

M N
f

donde s se define como la corestriccion de f a su imagen, es decir, s := f|/(M) .
M — f(M) es un epimorfismo, t es la inclusiéon de f(M) en N y ambos son
morfismo de A-mdédulos graduados derechos. El caso diferencial es analogo. O

Lema 1.3.25 Sea (A,d) una k-dlgebra graduada ( respectivamente diferencial-
mente graduada). Entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Ker(f) k M ! N : Coker(f)

]

Coker(k) ? Ker(1)

en la categoria Gr — Mod(A°P) (respectivamente Dg — Mod(A°P)), donde f es
un 1s0morfismo.

Demostraciéon. Sea f : M — N un morfismo en Gr — Mod(A°P), por el
corolario 1.3.21 se puede construir de manera canoénica el siguiente diagrama
conmutativo

k M ! N ! Coker(f)

L

Coker(k) ? Ker(l).

Ker(f)
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Veamos que f es un isomorfismo en Gr — Mod(A°P). En efecto, dado que
Gr — Mod(A°P) C Mod(A°P) podemos considerar el diagrama anterior en la
categoria de A-modulos derechos y como Mod(A°P) es abeliana, se sigue que f
es un isomorfismo en Mod(A°). En particular, f es biyecctiva y, de la propo-

sicion 1.2.17, se tiene que f es un isomorfismo en Gr — Mod(A°P). Para el caso
diferencial la prueba es analoga. O

Teorema 1.3.26 Sea (A, d) una k-dlgebra diferencialmente graduada, entonces
las categorias Gr — Mod(A°P) y Dg — Mod(A°P) son categorias abelianas.

Demostracién. Se sigue del corolario 1.3.21 y del lema 1.3.25. O

Lema 1.3.27 Sea (A,d) una k-dlgebra diferencialmente graduada, entonces te-
nemos los siguientes automorfismos:

(a) T : Gr — Mod(A°?) — Gr — Mod(A°P) tal que T(M) := M|[1], para cada
M € Gr—Mod(A°?) y T(f) = f para cada morfismo f € Gr— Mod(A°P).

(b) T : Dg— Mod(A°?) — Dg— Mod(A°P) tal que T (M) := M[1], para cada
M € Dg—Mod(A°) yT(f) = f para cada morfismo f € Dg— Mod(A°P).

Demostracion. Se sigue de 1.2.12 que T' es un funtor en ambos casos y si
inversa esta dada por T=Y(M) = M[-1] y T-Y(f) = f. O

1.4. Producto tensorial en Gr — Mod(A”?) y Dg —
Mod(A)

En la presente seccién recordamos primero lo que es el producto tensorial

sobre una k-algebra A. Para posteriormente introducir la definicién de pro-

ducto tensorial de A-mdédulos graduados y el producto tensorial de A-modulos

diferencialmente graduados. Empezamos por recordar la nociéon de funcion A-
balanceada.

Definicion 1.4.1 Sea a una k-dlgebra, M un A-mddulo derecho, N un A-mddulo
izquierdo y H un k-espacio vectorial. Una funcion - M xN —H es A-
balanceada si y solo si para toda m,mi,ms € M; n,ni,ne € N; o, € k y
a € A se cumple lo siguiente:

(a) T(amyi + Bma,n) = ar(my,n) + f1(ma,n)
(b) T(m,an; + Bnz) = ar(m,ny) + B7(m, nz)
(¢) T(ma,n) = 7(m,an).

Si se cumplen las dos primeras propiedades diremos que T es bilineal.
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Definicion 1.4.2 Sea A una k-dlgebra, M un A-mdédulo derecho, N un A-mddulo
izquierdo. El producto tensorial de M y N es una pareja (T,7), 7 : M X
N — T donde T es un espacio vectorial y T es A-balanceada, tal que para toda
funcion A-balanceada h: M x N — L, existe una unica transformacion lineal
¥ : T —> L tal que el siguiente diagrama conmuta

MxN—" .

K4

es decir, 1 = h.

Notacion 1.4.3 Al producto tensorial T de My y aN lo representamos como
M ®4 N. Ademdas M ®4 N estd generado como k-espacio vectorial, por los
elementos m @ n := 7(m,n), conm € M yn € N.

Proposicion 1.4.4 Sean A, B dos k-dlgebras graduadas. Entonces A @ B es
una k-dlgebra graduada.

Demostraciéon. Tenemos que A = @, , A’y B = @,., B’, luego A®y, B =
D ez (A’ ® BY). En adelante, identificaremos A®j, B con @ (A" @y BY)
y a A’ ®;, BJ con su imagen en @MEZ (Ai Qk Bj).

Para definir el producto en A ®; B construimos una funcion lineal

i,jEL

p: AR B — Homk(A Rk B, A ®y B)
Para ello fijemos a € A%, b € B y definimos lezj,b) : A" x Bl — A®y B como
sigue: si u € A%, v € BJ, hacemos

P (u,v) := (—1)97 (W97 ®) gy, @ bo.

a,b
Claramente XEZ’?b)) es bilineal, por la propiedad universal existe una tnica tran-

formacion lineal )\Ei’]é)) : A'®p B — A®y, B tal que que el siguiente diagrama

conmuta
~(5.9)
; )
A'x Bl ——> A®, B

N\L /
1,7
Aab)

Ai ®k Bj?
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es decir, )‘EZ?) (u®v) = (=1)9"W97®) gy @ bv. Luego, por propiedad univer-

sal de suma directa, la familia {)\gi’jg) : A" ® BY — a ®j, B}, ; induce una

transformacién lineal
)\(mb) :A®r B— ARy B,
tal que que el siguiente diagrama conmuta

AR, B

Afa,b)

Al Rk BJ

A®k Ba

es decir, A(qp) (u®v) = (—1)9"W9 () qu@bv para u, v elementos homogéneos.
Definimos ahora

™" A* x Bt — Homy, (A®y, B, A® B)

como E(S’t)(a,b) = Aa,p) Para a € A° y b € B'. Se sigue de la definicion de

Aa,b) que @s’t es bilineal, en consecuencia, existe una transformacién lineal
Y&t A° @, Bt — Homy, (A ®, B, A®y, B)

tal que el siguiente diagrama conmuta

—(s.1)

A% x B Homy (A ® B, A ® B)

1[,(5,1)
As ®k Bt,

es decir, >t (a®b) = A(a,b) Para a, b elementos homogéneos. Por propiedad
universal de suma del coproducto, existe una tnica transformacion lineal

’(/J:A@;CBHHOHUC(A@;CB,A@;“B)

tal que para a € A° y b € B! se define como ¢(a @ b) = ) (a @ b) = Nab)-
Luego, si a,u € Ay b,v € B son elementos homogéneos, tenemos

Y(a®b)(u®v) = (=1)" 9O gy @ bu.
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Ahora definimos el producto como sigue, sean 21, zo € A ®; B entonces z129 =
¥(z1)(22). Luego, si as € A%, by € B, u; € A" y vj € B, tenemos la formula
general del produto en A ®; B

(Z as bt> Zui QKvj | = Z (_1)gr(ui)gr(bt)asui ®p, b
s,t 0,7

85t,5,7

Veamos que A®j B es una k-algebra. En efecto, dado que v es una transfor-
macion lineal y 1(z1) es lineal para cada z; el producto es una funcién bilineal.
Notemos que para a, b, u, v elementos homogéneos tenemos

(a®b)(u®pv) = (—1)9" W9 gy @ bo.

Vamos la asociatividad del producto. Bata verificar que se cumple para ele-
mentos homogéneos, ya que en el caso general se siguie por la linealidad de las
transformaciones. Sean z1 = a®0b, 2o =u®vy 23 = e® f con a,b,u,v,e, f
homogéneos

(a®b) ((_1)gr(e>gr(v>ue ® Uf)

(,l)gr(e)gr(v) (a®b)(ue @ vf)

_ (_1)gr(e)gr(v) ((_1)9T(“e)gr(b)aue ® bvf)
(_1)gr(e)gr(v) (_1)gr(ue)gr(b)aue R buf
(—1)97(gr (@) +(gr @ +9r(@)97(®) g @ by f

(2122)23 = ((—1)9r(b)gr(“)au ® bv) (e® f)

(=19 (au @ bv) (e @ f)

= (—1)9r®gr@) ((_1)gr<e>gr<bv>aue ® bu f)
(

_1)or)gr(w) (@) tor)) g g bu £

Por lo tanto, z1(2223) = (2122)23. En general, sean

m n l
21:Zei, ZQZZh]‘7 ZgzzwkEA(X)kB
i=1 j=1 k=1

con e;, hj, wy elementos homogéneos de la forma a ® b con a y b homogéneos,
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luego usando la bilinealidad del producto tenemos que

z1(2223) = 21 Z(hjwk) = Z ei(hjwy)
7,k .5,k

= Z(ezhj)wk
4,5,k

= (2122)23.

Definimos la graduacién como sigue A @, B = @, ., (A @) B)® donde la

componente de grado s es (A ®y B)® = Diyjs A’ @y, BI.

(a) Sean z; € (A ® B)i y 22 € (A®y B)j’ es decir, 2, € EBaJrB:i A® @, BP,
z2 € @wﬂs:j AY @, B®, por lo que
Z122 = Zaa ® bg Za7 R bs | = Z (_l)gr(aw)gr(bﬁ)aa%@kbﬁbd,
@B 7,0 @,8,7,8

dado que A y B son k-algebras gruaduadas, se sigue que ana, € A*T7 y
bgbs € BT, En consecuencia,

2129 € @ (AOH_'Y R B’B+5) = (A Rk B)H_j.
atf+y+o=ityj

(b) Veamos que 1 -z = z. En efecto, sea 2z = a ® b, con a y b elementos
homogéneos, luego,

1.5 = (_l)gr(l)gr(a)(l @D)(a®b) =a®b=2z.

Por lo tanto, A ®; B es una k-dlgebra graduada. [

Proposicion 1.4.5 Sean A, B dos k-dlgebras diferencialmente graduadas. En-
tonces A Qi B es una k-dlgebra diferencialmente graduada.

Demostracién. Por la proposicion 1.4.4 tenemos que A ®y B es una k-dlgebra
graduada. Veamos que A ®; B tiene diferencial. En efecto, para cada s,t € Z
consideramos la funcién k-balanceada

g(s,t) cASx Bt — A Rk B

tal que (s ) (a,b) = da(a)®b+(—1)"Da®dp(b), la cual es claramente bilineal.
Luego d,,¢) induce una transformacion lineal ;) : A®® B! — A®y B tal que
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el siguiente diagrama conmuta

35
Asx Bt —Y  _ A@, B

JER)

A% Qy Bt

Ahora la familia de transformaciones lineales {(5(570 t A% R, Bt — A®y B}(S’t)
induce una tranformacién lineal 6 : AQr B — A®; B definida por la propiedad
universal de la suma directa, es decir, si a € A y b € B son homogéneos se tiene
la siguiente formula 6(a ® b) := da(a) ® +(—1)9"Ya ® dp(b). Veamos que § es
un diferencial para A ®; B.

(a) d cumple la condicién de Leibniz.
Queremos probar que §(z - w) = §(2) - w + (=1)9"3) z . d(w). sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que z =a®bc A'Q, Bl yw=u®v €
A® ®;, Bt. Por un lado, tenemos

§(zw) =6 ((-1)¥Yau® bv) = (=1)¥6 (au @ bv)
= (1) (da(au) ® bv + (=1)"Pau @ dp(bv)) .

Recordemos que

da(au) = da(a)u + (—1)'ada(u)
dp(bw) = dg(a)u + (—l)jde(U)
sustituyendo obtenemos
§(z-w) = (—1)% ((da(a)u+ (—1)'ada(u)) @ bv)
+(=1)% ((—I)H'Sau ® (dB(a)u + (—1)jde(v)))
= (=1)¥d4(a)u @ bv+ (—1) T ad s (u)  bv
+ (=15 gy @ dp(b)v + (—1) T qu @ bd g (v).
Por otro lado,
§(2) =0(a®b) =da(a) @b+ (—~1)'a®dp(b).
Luego,
5(2) - w==[dala)®b+ (-1)'a®dp(®)] - (u®v)
= (da(a) @b) - (u®v) + (-1)(a®dp(d)) - (u®v)
= (~1)¥da(a)u ®bv + (1)Ut ey @ dp(b)o.
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Ahora, dado que §(w) = d(u®v) = da(u) ® v+ (—1)°u ® dp(v) se tiene
que

2:0(2) = (a®@b) - [da(u) @ v+ (=1)’u®dp(v)]
= (=) Wigd, (u) @ (u) @ bv + (=1)*F au @ bdp(v).
Multiplicamos la expresion anterior por (—1)™/ obtenemos
(—=1)EHDI+ I g, (u) @ bo + (1) gy @ bdg (v).
Sumando los términos anteriores
6(2)-w+ (=) 2z 5(w) = (=1)¥da(a)u @ bv 4+ (—1)F+5qu @ dp(b)v
(=) ad 4 (u) @ bu + (—1)*F9FH qu @ bd g (v)
Luego, concluimos que
6(z-w) =6(2) - w+ (=) z . §(w).
(b) Veamos que §2 = 0. En efecto, sea z = a ® b en A* ®;, B’. Entonces

§%(2) =6 (6(a®b)) =6 (da(a) @b+ (—1)'a® dp(b))

=6 (da(a) ®b) + (=1)'6 (a ® dp(b))
= d4(a) @b+ (=1)""da(a)dp(b) + (=1)'da(a)dp(b) +a® dE(b)
=0.

O

Definicién 1.4.6 Decimos que M es un A,B-bimddulo graduado (diferen-
cialmente graduado) si es un A ®j, B°P-mddulo graduado (diferencialmente
graduado).

Proposicion 1.4.7 Sean A, B k-dlgebras gruaduadas. Entonces M es un A Qy
B°P-mddulo diferencialmente graduado a izquierda si y sélo si

(a) M es un A-mddulo difrencialmente gtaduado a izquierda.
(b) M es un B-mddulo diferencialmente graduado a derecha.
(c) Las diferenciales de M en Mod(A) y Mod(B°P) coinciden.

(d) Se cumple que (am)b = (—1)9"(D97®)q(mb), para todo a € A, b € B
elementos homogéneos y m € M.

Demostracion. (=) Supongamos que M es un A ®;, B°?-moédulo diferencial-
mente graduado a izquierda. Veamos que:
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(a) M es un A-modulo difrencialmente graduado a izquierda. En efecto, defi-

nimos una accion; sean a € Ay m € M, definimos la accién por izquierda
como
a-m=(a®1) -m.

Sean a1,a9 € Ay my, my € M, veamos que satisfacen las propiedades de
A-moédulo izquierdo

(M1) (a; + ag)-m = a; - m+ ag - m. Tenemos que
(a1 4+az) m=((a1+a)®@1)m=(a1 ®14+a®@1)m
=@ ®@l)m+(a2@1)m=a;-m+az-m
(M2) a-(m+n)=a-m+ a-n. Aplicando la accién tenemos que
a-(m+n)=(a®1)(m+n)
=(@®l) m+(@e®l) - n=a-m+a-n
(M3) a-(b-m) = (ab)- m. Sabemos que
a-b-m)=(@1)(bel)m)=((a@1)(b®1))m
= (ab® 1)m = (ab) - m
(M4) 1-m = m. En efecto,
1-m=(1®1)m=m.

De esta manera concluimos que M es un A-modulo izquierdo. Dado que
M es A ®; B°P-modulo diferencialmente graduado a izquierda, existe d :
M — M su diferencial. Veamos que si a € M y m € M son elementos
homogéneos se cumple la regla de Leiniz, es decir, d(a - m) = d(a) - m +
(=1)9"@)q . d(m). En efecto, tenemos que

d(a-m) =d((a®1)m) = d(a® 1)m + (—1)9"V(a @ 1)d(m)
recordemos que
dla®1)=d(a)®1+ (-1)"Ya@d(1) =d(a) ®1,
por lo que, sustituyendo la expresiéon anterior tenemos

d(a-m) = (d(a) ® Ym + (~1)” @ (a ® 1)d(m)
=d(a)-m+ (=1)"Da - d(m).
Las condiciones d(M?®) C M**! y d? = 0, se siguen inmediatamente del

hecho de que d es un diferencial. En consecuencia, M es un A-moédulo
diferencialmente graduado a izquierda.
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(b) Tenemos por definiciéon que M es un B°P-modulo izquierdo y, por lo tanto
M es un B-médulo derecho. Definimos ahora una accién por la derecha de
la siguiente manera; para b°P € B°? y m € M, definimos

m-b:=(1®b%7)m.

Con un céalculo similar al de M1, M2, M3, M4, se puede probar que M
es un B°P-médulo izquierdo.

Tomemos ahora la diferencial d : M — M dada por la estructura de
A ®j, B°P-moédulo diferencialmente graduado. Veamos que se cumple la
siguiente igualdad

d(m -b) = md(b) + (=1)9"®d(m)b.
En efecto,
d(m -b) = d (1 ® b°P)m) d(1 @ b°P)m + (—1)9"®) (1 @ b°P)d(m)
= (A1) @7 + (~1°A @ d(E))) m + (~1)7 (1 @ b7)d(m)
— (L@ d(bP))m + (—1)7"® (1 2 57)d(m)
= md(b) + (—1)9"®d(m)b.
Asi, M es un B-mo6dulo diferencialmente graduado a derecha.

(c) La diferenciales coinciden, ya que en (a) y (b) hemos tomado la misma
diferencial, a saber, la diferencial d : M — M de M como A ®;, B°P-
modulo diferencial.

(d) Note que

(am)b=(1®bP)(am) = (1@ bP) ((a ® 1)m)
- (71)9r(a)gr(b)(a ® b°P)m.

Por otro lado,

a(mb) =a((1®bP)m) =(a®1)(1®b%P)m
= (a ® bP)m.

En consecuencia, (am)b = (—1)97(®)97(®) q(mp).

(<=) Supongamos que se cumplen las condiciones (a), (b), (¢) y (d). Pro-
bemos que M es un A ®; B°P-modulo diferencial. Tenemos que definir una una
accion ¢ : (A ®g B°?) x M — M, es decir una funcion bilineal. Equivalente-
mente, debemos dar una transformacion lineal ¢ : A ®y B°? — Homy (M, M).
Dados a € A® y b € BY, tenemos la transformacion lineal @EZ?) M — M
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dada por @EZ?) (m) := a(mb). Luego para s,t € Z, consideramos la funcion

k-balanceada
7t . A% x (B°P)t — Homy (M, M)

tal que 359 (a,b) = EEZ’?), la cual determina una dnica tranformacién lineal

0&b = A% @, (B?)! — Homy (M, M) tal que el siguiente diagrama, conmuta

Z(s:t)
A% x (BP)t — > Homy, (M, M)

As ®k (Bop)t’
es decir, **) (a ® b)(m) = a(mb). Considere ahora la familia
{oY : A® @, (B°P)! — Homy, (M, M)} s,t)ez2

la cual induce una tnica transformacion lineal ¢ : A ® B°? — Homy (M, M)
tal que el siguiente diagrama conmuta

Homy (M, M)

As ®k (Bop)t

A Ber
H(s,t) Ok ’

y por lo tanto, tenemos una accion ¢ : (A @y B°P) x M — M tal que z-m :=
¥(z,m) = ¢(z)(m). Note que si a € A%, b € (B°P)" y m € M7, entonces

(a®b)-m = @(a®b)(m) = a(mb) € M,

Veamos que con esta accion M es un A ®; B°P-moddulo graduado a izquierda.
Dado que ¢ y para cada z € A®j, B , ¢(z) es lineal, se tiene que % es bilineal.
Falta ver, que se cumple la asociatividad, es decir que z1-(z2-m) = (z122)-m con
21,22 € A®, B’ y m € M. Es suficiente probar el resultado para elementos
homogéneos de la forma z; = a® by 22 = u ® v, con a,b,u,v elementos
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homogéneos. Por un lado tenemos que

21 (z2-m) = (@@ b)((u@wv))m = (a @ b)(u(mv))

((w(mv))b) = (=1)279" g (u((mo)b))
)gr(u)gr(b)Jrgr(v)gr(b) (u(m(vb)))

(=
(_1)QT(U)gr(b)+9r(v)gr(b)+gr(v)gr(b)(au) (m(b*v))
= (=1)77 W9 ®) (qu @ bv) - m
(a®b)(usv))-m

(

Luego, por la proposicién 1.2.8°P M es un A ®; B°P-mddulo izquierdo.

Por el inciso (¢) tenemos que las diferenciales d4 y dp coinciden, por lo que
las llamaremos d. Sean a ® b € A ®; B°P? un generador homogéneo, y m € M,
requerimos ver que se cumple la siguiente igualdad

d((a®b)-m)=d(a®bym + (—1)9"@DFT97®) (4. @ b) - d(m).

En efecto,

d((a®b) - m) = d(a(mb)) = d(a)(mb) + (~1)#" @ ad(mb)
= d(a)(mb) + (~1)" ((=1)7Od(m)b+ md(v))
:a@mm++4><ﬂww<omm (1)@ a(md(b))
= (d(a) ® b)m + (=1 (a @ d(B))m + (- 1) D97 (a @ b)d(m)
= (d(a®b)) + (—1)7" @97 ®) (¢ @ b)d(m).

Por lo tanto, por la proposicién 1.2.9°? M es un A® B°P-moédulo diferencialmente
graduado a izquierda. O

Definicion 1.4.8 Sea A una k-dlgebra graduada, M un A-mddulo graduado de-
recho y N un A-mddulo graduado izquierdo. Entonces un producto tensorial
graduado de M por N, es una pareja (T, 1), donde T es un k-espacio vectorial
graduado y

T:MXxXN—T

es A-balanceada, es decir,
(a) T es bilineal;
(b) T(M?x N7) C T para cada i,j € Z;

(c) T(ma,n) = (—=1)97(@97 ()1 (m an), donde m € M, a € A yn € N son
elementos homogéneos;
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tal que para cada funcion A-balanceada \ : M x N — H hay una inica trans-
formacion lineal graduada v tal que el siguiente diagrama conmuta

MXNL>

7

T.

Proposicion 1.4.9 Sea A una k-dlgebra graduada, M un A-mddulo graduado
derecho y N un A-mddulo graduado izquierdo, entonces existe un producto ten-
sorial graduado (T,7) de M por N.

Demostracién. Se tienen las siguientes graduaciones M = @@, M, N =
eajeZ NI yM@gN = @seZ(M@)kN)S, donde (M@kN)S = ®i+j:s Mi®; N7,
Consideremos el subespacio vectorial L de M ®; N generado por los elementos
{ma®@n—(=1)9"@9" Mm@ anim € M,a € A,n € N homogéneos}. Claramente
se tiene que L = @, ., L°, donde L*® esté generado como espacio vectorial por
{ma®@n — (1)@ Mm@ anjm € M'a € AVn € N yt+j+i= s}
Definimos

1€Z

M ®, N
L b

dado que L es un subespacio de M ®j N, se sigue que

T :=

(M ®, N)*+L
T= —_—
D—7
SEZ
que es un k-espacio vectorial graduado. Por definicion, la funcion 7 es la com-
posicién
n

MxN—sM®,N T = Ml

donde 79 es el producto tensorial ( como k-espacios vectoriales) y 1 es la pro-
yeccion candnica. Veamos que 7 es una funcion A-balanceada. En efecto, sean
m,my,mg € M, n,ni,ne € Ny «,5,a € k. Dado que 79 es A-balanceada,
entonces

(a) T(amy + Bma,n) = nro(amy + fma,n) = n(ato(mi,n) + Bro(me,n)) =
ato(amy + fma,n) + B1o(ma,n))

(b) 7(m,any + fna) = nro(m,any + fng) = n(arg(m,ny) + Bro(m,ng)) =
ato(m,n1) + Bro(m, n2)

(¢) Dado que 79(ma,n)—(—1)9" (D975 (m, an) € L se tiene que mo(ma, n) =
(—=1)97(@)97(") 7 (m, an). Asi, 7(ma,n) = 7(m, an).
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Veamos que 7 : M x N — T tiene la propiedada univesal. Sea A : M x N — H
una funcién A-balanceada. Como (M ®j N, 1) es el producto tensorial como
k-espacios vectoriales, existe una tnica funcién lineal 7 : M ®; N — H tal que
el siguiente diagrama conmuta

MxN—"sM®,N

es decir, i(m ® n) = A(m,n). Dado que L esta generado por los elementos
{ma ®@n — (=1)97@9" Mm@ anjm € M,a € A,;n € N homogéneos} y \ es
A-balanceada, se tiene que fi(z) = 0 para todo z € L. Luego, por propiedad
universal del cokernel existe u : T'— H tal que el siguiente digarama conmuta

170

MxN——T

,\i o
RS
L

H.

la unicidad de p, se sigue la la unicidad de @. O

Observacion 1.4.10 Denotaremos al producto tensorial graduado de antes por
M ®4 N. Estd generado como k-espacio vectorial por los elementos m ® n :=
7(m,n). Entonces, para m € M, a € A, n € N homogéneos se tiene la férmula

ma®@n = (—1)7" 9 m @ na.

Ademds, M @ s N =@, .,(M @4 N)*, donde

SEZ

(M®aN)=<m@nmeM neN yitj=s>

1.5. Bimdédulos diferencialmente graduados

Proposicion 1.5.1 Sea A una dlgebra graduadua, entonces:

(a) Si M es un C,A-bimddulo graduado y N es un A-mddulo graduado izquier-
do, M ®4 N es un C-mddulo graduado izquierdo.

(b) Si M es un A-mddulo graduado derecho y N es un A,B-bimddulo graduado,
M @4 N es un B-mddulo graduado derecho.

(¢) Si M es un C,A-bimddulo graduado y N es un A,B-bimddulo graduado,
M ®4 N es un C,B-bimddulo graduado.
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Demostracion. Realizamos la prueba de cada uno de los incisos.

(a) Veamos que M ®4 N es un C-modulo graduado izquierdo. Definimos una
accion, C x (M ®4 N) — M ®4 N, recordando que

M®a N = @(M@AN)W

meEZ

donde (M® 4 N)™ es el subespacio de M® 4 N generado por m®n, con m €
M?$,n € Nttal que s+t = m. Sea c € C homogéneo, primero definimos ). :
MxN — M®&a N como Ae(m,n) =3, ,(—1)9"9r")em@n,;, donde
n = ),z es la descripcion de n en suma de elementos homogéneos.
Veamos que \. es una funcién A-balanceada. En efecto,

(al) Dado que A\, (M* x N*) C (M ®4 N)**t se tiene que A, es homogeé-
nea.
(a2) Sean my,mg € M y n € N*, entonces
Ac(my +ma,n) = (—l)gT(C)gr(”)c(ml +ma)®@n
= (=1)7797("™) (¢my 4 cmay) @ 1
= (=)@ M emy @ n+ (=1)77 DM emy @ n
= Ac(ma,n) + Ac(ma,n).
Sean m € M y ny,ns € N homogéneos, entonces
Ae(m,ny +ng) = (fl)gr(C)gr(m)Cm ®@ny + (,1)gr(6)gr(nz)cm ® o
= Ae(m,n1) + Ae(m, ng).
En consecuencia, A, es bilineal.

(a3) Sean b € B, n € N elementos homogéneos. Entonces
Ae(mb,n) = (=1)9" @9 e(mb) @ n
— (—1)9r @99 0) (e )b @
— (—1)9r(©9r(mEar(©gr () +ar(D)rin) oy 2 b
Por otro lado, tenemos que
Ae(m, bn) = (=1)97ar®)+9r() ey & b,
Luego, Ac(mb,n) = (—1)97(97 (M) \ (m, bn).

Ahora por la porpiedad universal de (M ® 4 N, 7) existe un tinico morfismo
pe: M®4 N — M ®4 N tal que el siguiente diagrama conmuta

MxN—>M®4sN

Al s
A

M ®4 N,
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es decir, p.(m ®@n) = (=1)97(97(") (¢cm) @ n, param € M y n € N ho-
mogéneos.

Definimos ahora una accién a izquierda que requerimos, sea ¢ € C' y
z€ M ®4 N, por definicién

Cckz = Zcpci(z)
i€z

donde } .,
géneos, por lo que la accion estd bien definida. Ahora veamos que que

efectivamente M ®4 N es un C-mddulo izquierdo.

¢; es la descomposicion de ¢ en sumas de elementos homo-

(M1) c¢x* (21 4 22) = c* 21 + ¢ * 29.
Sean ¢ € C homogéneo y 21,22 € M ®4 N. Entonces,

cx (214 22) = 021 + 22) = @e(22) + pe(22) = cx 21 +C* 29

(M2) (c1 +co)*xz=rc1 %2+ cox*2.
Sean ¢1,¢0 € CP y z = m ® n, con m,n elementos homogéneos.
Entonces,
(e1+ ) %2 = Peyre(2) = (1) OFRTON ey eyym@n
= (=1)9")9" ™) (cym @ n + com @ n)
= (=1)97(Ir M e @ 4 (—1)97(9T (M ey @
= Pey (Z) + Pe, (Z)

=C1 %2+ C*Co.

(M3) ¢; % (cg * 2) = (—1)97()97(2) (¢;c9) % 2.
Sean ¢y, ce € C' homogéneos y z = m ® n un generador homogéneo
de M ®4 N. entonces,
c1*(caxz) =cx (pey(2))
= Pey (9062 (2))
= Qe, ((_1)9T(02gr(n))02m ® n)
gr(cwr(n)wr(@)gr(n)cl(CQm) n

(g7(e1)gr(e2))gr(mgr(en)ar(e2) (¢, cpYm @ n

gT(CI)gr(C2)<pC1 c2 (m ® n)

gr(c1)gr(cz) (c1c) * 2

—_ — ~—  ~—

(M4) Se tiene que

1xz=(2) = (_1)gr(1)gr(n)1m®n —men=z
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(M5) Seanc € CPy 2 =m®n € (M®aN)* conm € M',n € N7, entonces
cxz=po(z) = (=1)9" DM em @ n.
Note que cm € M**P por lo que c* z € (M @4 N)*TP,

Luego, por proposiciéon 1.2.8°? M ®4 N es un C-médulo graduado a iz-
quierda.

Veamos ahora que M ® 4 N es un B-mo6dulo graduado a derecha. En efecto,
ya tenemos que

M@AN:®(M®A N)*
SEL

donde (M ®4 N)? es el subespacio de M ® 4 N generado por los elementos
m®nconm € M, n € N/ y i+ j = s. Debemos dar una accién
@: (M®aN)xB — M®4N.Paraello consideramos, para cada b € B, la
funcion A-balanceada @, : M X N — M ®4 N tal que B, (m,n) = m®nb,
la cual induce una tnica tranformacion lineal graduada ¢, : M @4 N —
M ®4 N tal que el siguiente diagrama conmuta

MxN—"+M®sN

%J/ ey
y2

M ®a N,
es decir, pp(m ® n) = m ® nb.
Ahora por definicién, parat € M @4 N y b € B, definimos ¢(t,b) := ¢p(t).
La bilinealidad de ¢, se sigue de la unicidad y la linealidad de ¢;. Note que
por definicién de la accién parat =m ®@n € M ®4 N y b € B homogéos

tenemos que

tx(men)=txb:=p(,b) =py(mn) =mnb.
Veamos ahora que se cumplen las condiciones de la proposicion 1.2.8;
(bl) Seant =3, ., m; ®n; € (M ®4 N)*y b€ B", entonces

txb=p(t) = Z(mz & nj)b = Z(mz ®@mnb) € (M R4 N)S"'T.

9 4,9
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(b2) Ademaés tenemos que

(txby)*by = Zmi@)njbl by

i,J
Z m; @ Tl]bl

- Z mi @ ( gr(b1)gr(bz) i (b1by)

= (_ yor(b)ar®2)y(p, by).

(b3) Seat € M ®4 N, entonces

txl:=p1(t) =mnl=men=t.

En consecuencia, M ®4 N es un B-mé6dulo graduado a derecha.

(¢c) Como M es un C,A-bimddulo graduado y N es un A,B-bimo6dulo gradua-
do, en particular N es un A-médulo graduado izquierdo y luego, por (a)
tenemos que M ® 4 N es un C-modulo graduado izquierdo. Por otro lado,
tenemos M es un A-moédulo graduado derecho y N es un A,B-bimédulo
graduado, entonces por (b) M ®4 N es un B-moédulo graduado derecho.

Ahora solo falta verificar la propiedad (d) de la proposicion 1.4.7. Sean
c € C'y b€ Bhomogéneos, y t € M®4 N. Tenemos que t = > m;®@n,
con mg € M, n, € N homogéneos. Entonces,

(ct)b = (Z c(ms ® nr)> b
— Z 97“(6 gr(nr) (ems ® )b

_ E gr(c gr(ns) ems @ nyb.
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Por otro lado,

c(th) = ¢

N

Z(ms ® nr)b>

S,T

mg ® nrb>

c¢(ms ® n.b)

Il
™

(=1)97 (g +9r®) ey @, b

SRINg

— (~1)# @9 ®) 3 (1)) o, @ b

= (=1)9m(@a®) ().

Asi, (ct)b = (—1)97(97®)¢(th). Por lo tanto, M ® 4 N es un C,B-bimédulo
graduado.

O

Proposicion 1.5.2 Sea (A, d) una k-dlgebra diferncialmente graduadua, enton-
ces:

(a) Si M es un C,A-bimédulo diferencialmente graduado y N es un A-mddulo
diferencialmente graduado a izquierda, M @4 N es un C-mddulo diferen-
cialmente graduado a izquierda.

(b) Si M es un A-mddulo diferencialmente graduado a derecha y N es un A,B-
bimodulo diferencialmente graduado, M ® 4 N es un B-mddulo diferencial
derecho.

(¢) Si M es un C,A-bimddulo diferencialmente graduado y N es un A,B-
bimodulo diferencialmente graduado, M ® 4 N es un C,B-bimddulo dife-
rencialmente graduado.

Demostracion. Veremos la demostracion de cada inciso. Realizamos primero
la del inciso (b).

(b) Por el inciso (b) de la Proposicién 1.5.1 sabemos que
M@ N=E(MesN)*
SEL

es un B-moédulo graduado derecho. Basta definir un diferencial d := dprg , v :
M ®a4 N — M ®4 N. Para definirla, consideramos la transformacion A-
bilineal d : MxN —s (M® 4 N)[—1]. Recordemos que (M ®4 N)[—1])* :=



1.5. BIMODULOS DIFERENCIALMENTE GRADUADOS 71

(M ®4 N)**1. Ahora definimos d como sigue: d(m,n) := m ® dy(n) +
(=1)97(™dp(m) @ n, donde (m,n) € M* x N7 elementos homogéneos y
dpn, dps son los diferenciales de N y M, respectivamente.

Note que sim € M, a € A, n € N son elementos homogéneos tenemos
que

d(ma,n) =ma®dy(n) + (=1)7"™dy (ma) @n

= (—=1)77(@rm+)y @ ady (n) + (—1)7"™ (md(a)
+ (=17 @dp(m)a) @ n

= (=1)77@r+ )y @ ady (n) + (—1)7" ™ md(a) @ n
+ (=1)9r@+9rM g, (m)a @ n

= (—=1)9" @D+ & ady (n) 4 (—1)97 I+ (@FDgr() 1, @ d(a)n
+ (f1)gr(a)+gr(n)(1+gr(a))dM(m) ® an

= (,1)9T(a)(gr(n)+1)m ® ady (n) + (,1)9r(a)gr(n)m ® d(a)n

+ (7l)gr(a)+gr(n)+g”‘(a)97"(”)dM(m) X an

Por otro lado,

d(m,an) = m @ dy(an) + (=1)9" @M gy (m) © an
=m® (d(a)n + (—1)9T(a)adN(n)) + (1) @+ gy (m) @ an
=m®da)n+ (-1 Dm @ ady(n) + (—1)7" D gy (m) @ an.
Entonces d(ma,n) = (—1)9"(®97(")d(m, an). Ahora bien, por la propiedad

universal de M ® 4 N induce una unica transformacion lineal d : M ®4
N — (M ®4 N)[—1] tal que el siguiente diagrama conmuta

MxN— % (M@sN)[-1]=Mas N

M ®4 N,

de donde d(m ® n) := ma ® dy(n) + (=1)9"Mdy; (ma) @ n.

Veamos que d cumple las hipotesis de la proposiciéon 1.2.10. En efecto,

(bl) d*(m®n) = 0. Sean m € M y n € N elementos homogéneos, tene-
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mos que

P(men)=d (m ® dy(n) + (—1)7 ™ dy(m) ® n)

= (1) ™d(dp (m) @ n) + d(m @ dy(n))

(=17 (=) dygdag (m) @ n + dag(m) @ dy (n) )

+ (1) (m) @ dy(n) +m @ dydy (n)
(—=1)7" ™M dps (m) @ dy(n) — (=1)?"dpr(m) @ dy(n)
0.

(b2) d satisface la regla de Leibniz. Seanm € M,n € N y b € B elementos
homogéneos. Veamos que se cumple la siguiente igualdad

d((m®n)-b) = (man)-dgb) + (1) Od(m @n) - b.

En efecto, por un lado, tenemos que

d((m®mn) - b) = d(m @ nb)
=m @ dy(nb) + (—1)" M+ O dy (m) @ nb
=m @ (=) Oy )b+ nd(b) ) + (~1)" 9Oy (m) @ b
= (=1)7"®m @ dy(n)b +m @ nd(b) + (=1)9" ™+ gy, (m) @ nb

y, por otro lado,
d(m@n)-b= ((—1)9r<n>dM(m) ®n+me d(n)) b
= (=)™ d(m) @ nb 4+ m @ d(n)b.

Multiplicando por (—1)9"(*) la expresiéon anterior y suméandole (m ®
n)d(b), obtenemos

(—=1)7"® (d(m @ n) - b) + (m @ n)d(b)
= (—1)7r® (((—1)9T(”)dM(m) ®nt+me dN(n)) b) + (m @ n)d(b)
= (=1)9 O+ gy (m) @ nb + (=1)7"Om @ dy (n)b + m @ nd(b)
As, concluimos que
d(m®n)-b) = (man)-dgb) + (1) Od(m @ n) - b.

Finalmente, si t € M ® 4 N, podemos escribir t = > ms ® n, con
mg € M, n, € N homogéneos. Aplicando lo anterior, obtenemos

d(t - b) = td(b) + (=1)7"®d(t)b
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Luego, por la Proposicién 1.2.9 M ® 4 N es un B-moédulo diferencial de-
recho.

Por el inciso (b) de la Proposicion 1.5.1 tenemos que M ® 4 N es un C-
modulo graduado izquierdo. En la prueba del inciso anterior definimos una
transformacion d: M @4 N — M ®4 N de la siguiente manera

dim®n):=m®dy(n)+ (—l)gr(")dM(m) ®n,

para m € M, n € N homogéneos. Veamos que esta diferencial le da
estructura de C-modulo diferencial a M ® 4 N. En efecto,

(al) d((M ®4 N)*) C (M ®4 N)*1.
Sean m € M?®, n € N" homogéneos, tales que s + r = i, es decir,
m®n € (M ®4 N)'. Entonces

dim®@n) =m®@dy(n) + (=1)7"™dy (m) @ n,

note que dy(n) € N™" y dy;(m) € M*T1. Por tanto d(m @ n) €
(M @4 N)*L

(a2) d?(m @ n) = 0. Se sigue del inciso (b1).

(a3) Regla de Leibniz. sean ¢ € C, 2z = m®@mn, conm € M, n € N
homogéneos. Por un lado, tenemos

d(c*z) = ((_1)gr(0)gr(n)cm® n)
(_1)gr(0)gr(n)d(cm ®@n)
(—1)9r(@ar(n) ((_1)9”(")dM(cm) Qn+em® dN(n)>
_ (_1)gr(c)gr(n)+gr(n)dM(Cm) ®@n + (—1)9T(C)9T(”)cm ®dy(n)
(~ 1)@+ (e + (~1)"Oedyg(m)) @n

+ (=1)97 @M em @ dy (n)
_ (_I)QT(C)gr(anr(n)d(c)m Qn

+ (=1)97@gr (M) +gr(n)+9r©) g (m) @ n

+ (,1)9r(6)gr(n)cm ®dy(n)

= d(c) + 2+ (=1)7) (=)D (m) @
+(_1)gr(6)gr(n)+gr(c)cm ®dn (n)> .

Pero,

cxd(z) = c* ((—1)9T(")dM(m) Xn+me d(n))
= (=) WHgr(@r M eqy  (m) @ n + (—1)9 Q) e @ dy (n).
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En consecuencia,
d(cxz) = d(c) * z + (—1)7" e x d(2).

Por la proposicion 1.2.9 °» M ® 4 N es un C-modulo izquierdo.

De la Proposicion 1.5.1(¢) tenemos que M ®4 N es un C,B-bimddulo
graduado. Luego, por inciso (b) sabemos que M ®4 N es un B-médulo
diferencial derecho cuya diferencial esté definida por

dim®@n) = (=1)9"™Mdy (m) @ n+m @ dy(n).

Por inciso (a) esta diferencial le da estructura de C-modulo diferencial
izquierdo a M ® 4 N. Veamos que se cumple la asociatividad. Sean ¢ € C,
b € B elementos homogéneos y z =m ®n € M ®4 N un generador, con
m € M,n € N homogéneos, se tiene que cumplir (cxz)-b = (—1)97(€)97(%)
(z - b). Por un lado, tenemos

(cx2)-b = (cx(m®n)-b) = ((_1)gr(c)gr(n)cm ® n) b= (_l)gr(c)gr(n)cm@mb
Por otro,
cx(z-b) = cx (m@nb) = (—1)97r(+97®) ey @ np.

Entonces, (cxz)-b = (—1)97(997(®) ¢ (2-b). Finalmente, por la Proposicion
1.4.7, M ® 4 N es un C,B-bimo6dulo diferencial.

Observacion 1.5.3 Sea A una k-dlgebra diferencialmente graduada, con dife-
rencial d. Entonces, por el lema 1.2.10°? A es un A-mddulo diferencial derecho,
con el producto de A, a-b = ab, a,b € A y es un A-mddulo diferencial derecho
con el siguiente producto axb = (—1)9"(9®)gh con a,b € A homogéneos. Note

que

a-(bxc)=a (( 1)9r(@)gr(®) bc) —1)97(@97() g (be),

(a-b)*c=(—1)7 T(ab)gr(C)(ab) (— 1)(9r(a)+gr(b))gr(6) (ab)c
(—1)9r(@gr(e)+gr®lgr(e) (gp)c.

Asi se tiene (a-b)xc = (—1)97(@97() g . (bxc). Luego, A es un A,A-bimédulo
diferencialmente graduado, que se conoce como el A,A-bimddulo diferencial
regular.
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Proposicion 1.5.4 Sea A el A-bimddulo diferencial reqular y s Xp un A,B-
bimddulo diferencial, entonces existe un isomorfismo de A,B-bimdédulos i : AR 4
X — X tal que fila ® ) = (—1)9" @9 @ag para a € A y x € X elementos
homogéneos.

Demostraciéon. La prueba la haremos en cuatro etapas. Primero, definiremos
un morfismo de A®4 X en X luego veremos que es diferencial, posteriormente
que es de A,B-bimoédulos, y, por ultimo, que es un isomorfismo.

(a) Definimos el morfismo usando la propiedad universal del producto ten-
sorial. Cada elemento a € A se escribe de manera tinica como serie de
elementos homogéneos a = ), , a;. De manera analoga cada elemento
z € X esdelaformax =}, ; ;. Definimos la funcién p: Ax X — X
por pu(a,x) =3, j(—l)gr(ai)gr(wi)aixj. Veamos que p es A-balanceada;

(al) p es homogénea.
Claramente se tiene que u(A* x X7) C X+ por definicion.

(a2) wp es bilineal.
Por la forma en que definimos u, tenemos que es bilineal.

(a3) pla-b,x) = (= 1)@ p(a, ba).
Sean a,b € Ay x € X, elementos homogéneos. Por lo que

wla-b,x) = (=1)9m @9 ®) y(qb, x)

1)9r(@gr®) (_q1)(gr(@+gr®)er@) gp)y

)
)
1)gr(a)gr(b)+((gv"(a)+gv"(b))gv"(x)a((m)
1)9r(@)gr®)+((gr(a)+gr®)gr@) (_1)9r(@lgr®)+ar(@) g, by)
)

= (—1 gr(b)gr(x)u(a7 bx).

Por la propiedad universal de producto tensorial, existe un inico morfismo
homogéneo 1 : A®4 X — X tal que el siguiente diagrama conmuta

Axx -t o

A@AX'7

es decir, 7i(a ® z) = (=1)9" (@97 (@)gz para a € Ay r € X elementos
homogéneos.

Veamos ahora que 7& es un morfismo de moédulos diferenciales.
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(b) & conmuta con las diferenciales.
En efecto, sean a € A y © € X elementos homogéneos. Tenemos que
d(fia ® ) = d((~1)" " @ ag)

1)qr(agr(w))d(a$)

—1)97(agr()) (d(a)x + (_1)gr(a)ad(3¢)>

_1)9T(fr) (_1)(9r(a)+1)9r(x)d(a)x + (_1)9r(a)(gr(z)+1)ad($)

1)) (d(a) ® x) + e @ d())

()7 @d(a) ® 7+ a ® d(x))

(c) E es un morfismo de A,B-bimddulos.

(cl) @ es un morfismo de B-mddulos derechos.
Sea b € B, entonces

7
= (=1)9m(@gr@)+gr®) g (1p)
(— )gr(a)(gr(m)Jrgr(b))(fl)gr(a)gr(b)(ax)b
(—

1)97(@97(@) ()b

(c2) T es un morfismo de A-mddulos izquierdos.
Sea b € A, se tiene que

_1)9r(b)gr(z)) 7i(ba ® )
—1)97®)gr(@)+(gr(0)+97(@)g7(@) (hg) 4

)
)
—1)
—1)97(@)9m (@) p(q:)

(e @ x)

gr(a)gr(z) (ba)z

(d) & es isomorfismo.
Seao: X — A®4 X tal que o(x) = 1®z. Luego,sia € Ay x € X son
elementos homogéneos,

ofi(a®z) = o((—1)9" DI @gg) = (=1)97( D9 @) (1 @ az) = a @ .
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Por otro lado,
fio(2)a(l @ x) = (=1)r MW@ (1) = .
Luego, por el Lema 1.2.17 se sigue que & es un isomorfismo.

O

Lema 1.5.5 Sean g My, aXp y gYco bimddulos diferencialmente graduados,
entonces existe un isomorfismo de E,C-bimddulos diferencialmente graduados

77:M®A(X®BY)—>(M®AX)®BY
tal que n(m @ (zQy)) =(MRz)Ry, parame M, ze X yyeY.

Demostracién. Sea y en Y un elemnto homogéneo dee grado i fijo. Primero
definamos a ¢, : M x X — M ®4 (X @ Y)[i] como py(m,z) :=m® (z Qy).
Veamos que ¢, es balanceada

(a) ¢, es homogénea.
Claramente, @, (M* x X') C [M @4 (X ®p V)]st

(b) ¢, es bilineal.
Sean mi,mo € M y x € X, entonces,

@y(ml + mQa‘r) = (ml + m2) ® (x ® y)
=m R @Ry +me®(xR®y)
= py(m1,x) + @y(ma, ).

Ahora analizamos la otra variable. Sean m € M y x1, x5 € X. Luego,

py(m,z1 +x2) =m @ (21 + 22) ® Y)
=m(r1 @Y+ 12 ®Y)
=m® (21 ®y)+m® (2@ Y)
= py(m,r1) + @, (m, z2).

() py(ma,z) = (—1)97(@97 @)y (m, az).
En efecto, sean a € A y x € X, elementos homogéneos. Entonces,
oy (ma, ) =ma® (z Qy)
= (_1)gr(a)gr(r)+m"(a)gr(y)m ®(zQy)
= (~)" T Dm @ ((az) © y)
= (_1)gr(a)gr(w)gpy(m, azx).
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Luego, existe un unico morfismo p, : M ®4 X — M @4 (X ®p Y)[i] tal que
WyT = @y, es decir, el siguiente diagrama conmuta

MxX—" S M, (X op Y

Ly

M®4 X.

Ahora daremos una funcién B —balanceada ) : (M@, X)xY — M®4 (X ®p
Y).Seaze M®a X yyeY,por MNz,y) := D cr Hy(2), donde y = > ., yi,
es la descomposicién de y en sus componentes homogéneas. Veamos que:

(a) X es homogénea. _
Es claro pues A (M ®4 X)* x Y') C (M @4 (X ®@pY))"™.

(b) A es bilineal.
Seanm e M,z € X yuy,ys € Y. Luego,

Am@z,y1 +y2) =m @ (@ (y1 + y2))
=mR xRy +Qys2)
=mEOy1) +m (z®ya)
=AXm®@z,y1) + Am @z, y2).

Ahora veamos la linealidad en la otra variable. Sean z1,20 € M ®4 X y
y € Y homogéneo. Entonces,

Azt 4 22,y) = py(z1 4 22) = py(21) + py(22) = A(z1,y) + A(z2, )

(c) A((mm @ 2)b,y) = (1)@ X(m @ z, by).
Seanm e M,z € X,be ByyecY homogéneos. Luego,

A((m @ 2)b, ) = p, ((m © 2)b) = p, (m © b)
=m® (zb®y)
— (_1)97'(b)g7'(y)m ® (z ® by)
= (_1)97‘(b)97'(y)X(m ® x,by).

Por lo que A es B-balanceada y asi, existe un tinico morfismo v que hace con-
mutar el siguiente diagrama

(M®4X)xY ———> M4 (X2pY)

(M ®4 X) ®p Y.
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Luego, ¥((m®z) ® y) = m @ (z ® y). Note que 9 es un morfismo homogéneo
por construccién. Claramente,
Y ((mez)@y)b) =¢(mz)@yb) =m e (z @ yb)
—m® (2@ yb
=y (mez)®y)bd.
Ahora definimos el morfismo inverso. Sea m € M un elemento homogéneo

de grado i fijo. Definimos v, : X XY — (M ®4 X) ® g Y[i] como a,,(z,y) :=
(m® ) ®y, y veamos que,

(a) a,, es homogénea. |
Claramente, a,, (X°* x YY) C (M ®4 X) ®p Y[z’])SH“_

(b) uy, es bilineal.
Consideremos los elementos homogéneos =1,z € X,y y € Y. Luego,
(21 +22,y) = (M@ (31 +22) @y = (M1 + MR 22) VY
=Mmer)@Yy+(Mer) Y
= a’m(‘xhy) + Oém($2,y)

Ahora considereos los elementos homogéneos x € X, y1,y2 € Y, entonces

am (T, 1 +y2) = (MR2) @ (Y1 +y2) = (MR2)y1 + (MO ) ® Yo
- am(x7y1) + am($;y2)'

() am(ab,y) = (=1)7" 9 Way, (2, by).
Sean be B, x € X,y y € Y elementos homogéneos. Entonces,
(b, y) = (meab) @y =(Mmer)hbey
— (_1)gr(b)gr(y)(m ®z)® by
_ (_1)gr(b)gr(y)am(x’ by).

Por la propiedad universal del producto tensorial, existe un tinico morfismo
Ym tal que el siguiente diagrama conmuta

O‘m,

(zXxY)——— > (M4 X)Y

it
i e Y

X®pY

donde ~,, es homogénea y satisface y,,(z @ y) := (m @ x) ® .
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Ahorasean: M x (X ®pY) — (M ®4X)®pY definida como 7(m, z) :=
Yoicr Ym;(2),conme M, z€ X®pY ym=) ., m;la descomposicién de m
en sus elementos homogéneos. Veamos que 77 es A-balanceada.

En efecto,

(a) 77 es homogénea.
Es claro que, 7 (M* x (X @ Y)*) C (M ®4 X) @ Y)* .

(b) 7 es bilineal.
Sean mq,ms € M*, x € X y y € Y. Entonces,

(m1+m) @) Ry
1®T+ma®r)RyY
1) QY+ (Mme®z)Qy
=7(m1,z®y) +n(m2,z ®y).

(M1 +ma2, T @ Y) = Ymy+m, (T @ Y) = (
~(
=

m
m
Ahora analicemos la segunda variable. Sean m en Mt y 21,20 € X ®p Y.
Luego,

n(m, 21 4+ 22) = Ym (M, 21 + 22) = Ym(21) + Ym(22) = N(m, 21) + (M, 22)

() m(ma,z ®y) = (=1 Ou(m, a(z ® y)).
Sean m € M, a € A,z € X y y €Y homogéneos, entonces

n(ma, = @y) = Yma(z @y)
=(ma®@r)®y
= (=1)97 9@ (1 @ ax) @ y

Por otro lado,

7i(m, a(z @ y)) = q(m, (-1 " Vaz @ y)
= (=1)7@9W (m @ az) @y

Asi que
(ma,z @ y) = (_1)gr(a)gr(w)+gr(a)gr(y) (_1)gr(a)gr(y) (m®az) @y

= ()@, a(a @ y)).

Por la propiedad universal de producto tensorial, tenemos la existencia de un
tnico morfismo 1 : M @4 (X ®pY) — (M ®4 X)®p Y, tal que nT =17, es
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decir, el siguiente diagrama conmuta

Mx(X@pY)—— > (M@s4X)®pY

Moa(X®pY),
donde n(m® (z®y)) = (M) Y.

Ahora veamos que 1 y 1 son inversas una de la otra. En efecto,

np((m@r)@y) =nme (zey) =(mor)y,

y, por otro lado,

Pn(m @ (z®y)) =¢(me@z)@y) =me (ry).

Veamos que 1 conmuta con las diferenciales. En efecto, sean z € X y y € Y
elementos homogéneos. Entonces,

nd(m® (@ y) =1 (=) EMd(m) & (@@ y) +medx o y))

n ()7 @Dam) @ (@@ y)) +n (me ()7 Vd@) @y +r@dy)))
()7 @) (d(m) @ () @ y+ (-1 (m @ d(2) © y + (m @ 2) @ d(y)

(—1)7"®) ((—1)9T(z)d(m) Rr+m® d(x)) Ry+(meT) DY

(1) Wdm @ z) @y + (mez) @ dy)
d

d

(m©z)®y)
n(m @ (z©y))

Note que 7 es un morfismo de C-médulos derechos pues, para ¢ € C, tenemos:

n((m @ (z®y))c) =n(me (r@y)e) =n(me

Finalmente, n es un morfismo de E-médulos izquierdos pues, para e € F,
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tenemos:

gr(gr@2p(em @ (z @ y))
gr(e)gr@)+9rW) (em @ z) @ y
gr(@)(gr(@)+ar@)+er(€r@ e (m @ 1) @ y
gr()gr@)+a( g We(m @ 2) @ y)
n(me® (z®y))

\
—
C

n(e(me (z@y))) =

\
_
=

I

D o~ o~ o~
\ \
— =
S~—

Lema 1.5.6 Sean f : M — M’ un morfismo de A-mddulos diferencialmente
graduados a derecha y g : N — N’ un morfismo de A,B-bimddulos diferencial-
mente graduado. Entonces existe un inico morfismo f®g: M4 N — M'QN’
de B-mddulos diferencialmente graduado a derecha tal que (f ® g)(m ® n) =
f(m) ® g(n) para cada me M yn € N.

Demostraciéon. Consideremos la funcién ]@ M x N — M ®4 N' dada
por f®g(m,n) = f(m) ® g(n). Claramente, f ® g es bilineal. Veamos que es
A-balanceada. En efecto, sean m € M y n € N elementos homogéneos, entonces

—

f®g(ma,n) = f(ma) ® g(n)
= f(m)a® g(n)

= (=) @97 f(m) @ ag(n)

= (1) @97 f(m) @ g(an)

= (1)@ F &g (m, an).

Por la propiedad universal del producto tensorial existe un tinico morfismo ho-
mogéneo f@g: M ®4 N — M’ ® N’ tal que el siguiente diagrama conmuta

M x N&M’@N’

J/ T Ty

M ®4 N.

Veamos que f®g conmuta con el diferencial. Dadoqueg: N — N’y f : M —
M’ son morfismo de A,B-bimo6dulos diferenciales tenemos que gdy = dy'g y
fdyr = dpyp f donde dy,dnv, dpys vy dpgr son las respectivas diferenciales.
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Sean m € M y n € N, tenemos que

(f ® 9)duan(m@n) = (£ ©.9) (=) Vdas(m) @1 +m o dy(n))

(=
(=
(=
dar
dr

D (f @ g)(dar(m) @ n) +
D fdpr(m) © g(n) + f(m) © gd ()
1)

(fog)(m@dy(n))

DIy f(m) @ g(n) + f(m) @ dyrg(n)

N (f(m) @ g(n))
N ((f @ g)(m @ n))
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Capitulo 2

Categorias DG

2.1. Categorias diferencialmente graduadas

En este capitulo k£ denotard un anillo conmutativo, por ejemplo un campo
R 6 C o el anillo de los enteros Z.

Definicion 2.1.1 Una categoria C es una k-categoria , si cumple las siguien-
tes condiciones:

(a) Home(X,Y) tiene estructura de k-mddulo, para cada X,Y € C.
(b) Para todo X,Y,Z € C la funcion composicion
0(X,Y,Z) : Home(X,Y) ®; Home(Y, Z) — Home (X, Z)

es k-bilineal, es decir, para cada f, f' € Home(X,Y), g,¢" € Home(Y, Z)
yr €k, se cumple

0(g,f +f')=0(g,f)+0(g, )
0g+9g',f)="0(9,f)+0(d,f)
0(g,rf) =r0(f,g9) = 0(rg, f)

Note que las condiciéon de asociatividad requerida en la definicion anterior se
puede expresar mediante las siguiente notacion:

g(f+f)=9f +gf
+9)f=9f+df
(rg)f =r(gf) =g(rf)

85
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Ejemplo 2.1.2

(a) Si A es una k-dlgebra, se tiene que A = € = {x}, es decir, A es puede ser
vista como una k-categoria con un sdlo objeto.

(b) Si A es una k-dlgebra, entonces la categoria Mod A es una k-categoria.
(c) La categoria de grupos abelianos Ab es una Z-categoria.
(d) En general, cualquier categoria preaditiva C es una Z-categoria.

(e) Si C es una categoria pequeria y D es una k-categoria. Entonces Fun(C, D)
es una k-categoria.

En lo que sigue, en algunas partes del texto usaremos e para denotar la
graduacién de un objeto, es decir, cuando un objeto X posea una graduacién
serd denotado como X°.

Definicion 2.1.3 Una categoria diferencialmente graduada o una dg-
categoria es una k-categoria C tal que:

(a) Home(X,Y) € Dg — Mod(k) VX,Y € C.
(b) La funcion composicion
Ox,y,z : Home(Y, Z)® ®; Home(X,Y)® — Home(X, Z)°

es un morfismo de grado cero en Dg — Mod(k) que conmuta con los dife-
renciales, es decir, el siguiente diagrama conmuta

0
Home (Y, Z)® @5, Home(X,Y)* 2~ Home(X, Z)*®
dHomg (Y, 2)® Home (X,Y) dHomg (X,2)
Home(Y, Z)® ® Home (X, Y)’9—> Home (X, Z)°.
X.,Y.Z

Por lo que para cada g € Home(Y,Z), f € Home(X,Y) elementos homno-
géneos se tiene lo siguiente

dttome (x,2)0x,v,2(9 ® [) = dttome (x,2)(9 © f)
Por otro lado,
0x.,v,20Home (Y,2) @ Home (X,v) (9 @ f)

= 0x.v,zd5ome (v.2)(9) ® f + (=1)19g @ ditome (x.v) (f)
= dHome(Y,Z) (g) © f + (71)@‘9 © dHome(X,Y)(f)~
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donde |g| denota el grado de g. De esta manera, la conmutatividad del
diagrama anterior se traduce a cumplir la igualdad

dttome (x,2)(9 © f) = dtome(v,2)(9) © f + (—1)|g|9 0 dHome (x,v) (f)-

Ejemplo 2.1.4

(a) Una dg-categoria con un sdlo objeto, puede ser identificada con una dg-
dlgebra, es decir, una k-dlgebra graduada con un diferencial d tal que cumple
la regla de Leibniz:

d(fg) = d(f)g+ (=1)"D fd(g)
para f,g elementos homogéneos. Inversamente, cada k-dlgebra B puede ser vista
como una Dg-categoria con un sélo objeto.

(b) Consideremos la categoria Dg — Mod(k). Note que Home(V,W) tiene es-
tructura de dg-mddulo sobre k, dada de la siguiente manera:

(b1) La graduacion es Home(V*,W*) =@, ., Homg(V*, W*), donde

neEZ

Hom@(Ve,W*) ={a:V — Wla(VF) C Wk Vv ke Z}.

(b2) El diferencial d : Home(V®,W*) — Home(V®, W*) es una funcion k-
lineal graduada de grado +1 tal que

d(e) = dw oa — (=1)*aody
y a € Home(V, W) un elemento homogéneo.

(c) Si C es una dg-categoria, la categoria opuesta C°P es una dg-categoria,
conocida como dg-categoria opuesta de C, cuyos objetos son los mismos
que los de C, es decir,

e Obj(CP) = Obj(C).
o Homg., (X,Y) := Homg (Y, X) para cada X,Y € CP cuyo morfismo
de composicion es dado como sigue

¥x,y,z : Homge, (Y, Z) ®; Hompop, X, Y) — Homger (X, Z)

donde, ’lﬂX7y7z(fOp ® g°P) = (_1)‘ng\g QK f

2.2. Funtores diferencialmente graduados.

Definicion 2.2.1 Sean A, B dg-categorias. Un funtor graduado ¢ gr-funtor
F: A — B es un funtor k-lineal tal que

F(Hom'y (A, A")) C Hom? (F(A), F(A"))

para cada n € Z y para todo A, A" € Obj(A).
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Definicion 2.2.2 Sean A, B dg-categorias. Un funtor diferencialmente gra-
duado ¢ dg-funtor F : A — B, es un funtor graduado que conmuta con
el diferencial, es decir, F(da(a)) = ds(F(a)) para todo morfismo homogéneo
o€ A.

Ejemplo 2.2.3 Sean R, S dos k-dlgebras diferencialmente graduadas. Entonces,
un funtor F' : Cg — Cg es un dg-funtor si y sélo si F es un morfismo de k-
dlgebras diferencialmente graduadas.

Lema 2.2.4 Sean C, D dg-categorias y F : € — D un dg-funtor covariante.
Entonces F°P : C°P — DP es un dg-funtor contravariante.

Demostraciéon. Tenemos que F°P(C) := F(C) para cada ¢ € C° y para un
morfismo f°P : C — C’ en C° definimos F°P(f°P) := F(f). Sean f? : C —
C’, g°? : C' — C" morfismos en C°?. Entonces
FP(gPfF) = FP((f9)) = F(fg) = F(f)F(g) = F(f*")F*(¢")
FPAE) = F(le) = 1ro) = Lrer()-
Veamos que F°P es graduado. Es decir,
F°P (Homgop (X,Y)) C Homop, (FP X, FPY).

Sea f°P € Homg., (X,Y'). Entonces, por definicion f € Homg(Y, X) y dado que
F' es graduado, se sigue que F(f) € Hom’, (FY, FX). Por lo que F°P(f°P) ¢
Homf,., (FPX, FOPY).

Verifiquemos ahora que F°P conmuta con el diferencial, es decir, que el si-
guiente diagrama conmuta

Homeor (X,Y) —2= Homper (FP X, FPY)
dHomeop(X,Y)i ldHomDop(FUPX,F"PY)
Homeor (X, Y) —2> Hompen (FOP X, FOPY).
En efecto, sea f°P € Homeor (X,Y). Por un lado,
dHompop (For X, 7ory ) P (f) = dHompop (For X, poryy (F(f))P)
= (dHomD(FY,FX) (Ff))op .
Por otro,
FPdyomeopn (x,v)(f77) = FP ((dHome(Y,X)(f)>op)
= (FdHome(Y,X) (f))op
= (dtomo (Fy,Fx) (Ff))op

Por lo tanto, F°P es un dg-funtor contavariante. []
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Proposicion 2.2.5 Sean A una dg-categoria y Dg — Mod(k) la categoria de
k-mddulos diferencialmente graduados. Sea A € A. Entonces

Homy (A, —) : A — Dg — Mod(k)

es un dg-funtor. Donde Homy (A, f) : Homy4 (A, A’) — Homy (A, B') esta dada
por Homy (4, f)(j) = f oj para f, j elementos homogéneos.

Demostracion. Primero, dado que A es una dg-categoria tenemos que Homy4 (X,Y)
pertenece a la categoria Dg — Mod(k) para cada X,Y € A y la composicion

exy,z : Homua (Y, Z) @, Homy (X,Y) — Homu (X, Z)
es un morfismo de k-moédulos diferencialmente graduados, es decir,
ox.v.z (Homa (Y, Z) ®, Homa (X,Y))") C Hom' (X, Z)
y recordemos que
(Hom (Y, Z) ®; Homu (X,Y))" = €D Hom (Y, Z) @ Hom (X,Y),
itj=n

de manera que para o € Hom% (Y, Z) y § € Hoqu(X7 Y') entonces px v z(a®
B)=aop € Hom, (X, 2).

Veamos que Homy (A, —) es un funtor graduado. En efecto, sean B, B’ € A,
tenemos que probar la siguiente contencién

Hom (A, —) (Hom/y (B, B')) € Hom®p,_ ysoaky (Homa (A, B), Homy (A, B')).

Sea f € Hom';(B,B’) y consideremos el morfismo de k-modulos diferen-
cialmente graduados Homy (A, f) : Homy (A, B) — Hom 4 (A, B') dado por
Homyu (A, f)(j) := fj € Homu(A, B’). Ahora recordemos que si V*, W* son
k-moédulos diferencialmente graduados, entonces Hompg_proaer)(V®, W*) tiene
estructura de k-modulo diferencialmente graduado, donde

Homib, _yroqqe) (V W*) i= {1 V. — WIF(VF) C W),

Ahora dado que f € HomY(B,B') y j € Hom/; (4, B), por definicién de la
composicion de morfismos en A tenemos que fj € Hom’;LJr’“(A7 B’), por lo que
Homy (4, f) € Homp,_ pyoq() (Homa (A, B), Homx (A, B')).

Verifiquemos que Hom 4 (A, —) conmuta con el diferencial, es decir, que el
siguiente diagrama conmuta

Hom 4 (A,—
A emalT) o Mod(k)

dﬂl ldDg—l\lod(k)

A—— = Dg— Mod(k)
Hom 4 (A,—)
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Consideremos un morfismo homogéneo f € Hom’; (B, B’), por lo que tene-
mos que ver que el siguiente diagrama es conmutativo

Homu (A, f)

Hom (B, B’) Homp,_j (Homy (A, B),Hom4 (A, B')) .

ditom 4 (B,B’) dpg—Mod(k)

HOIHA (B, B/) W)Hong_k (HOHlA(A, B)7 HOIHA(A, B/))
omg (A,

Recordemos que el diferencial de Hong,Mod(k)(V, W) esta dado por
dHom(V7W)(O‘) =dwa — (‘U'a‘adv

Veamos ahora que el diagrama conmuta. En efecto, sea j € Hom4 (A, B). En-
tonces

dpg—rHoma (A, —=)(f)(j) = dpg—rHom; (A, f)(j)
= ditom , (4,5 Homa (A, f)(j) + (=1)IFma D Hom 4 (A, £)dpom, (a,5)(5)
= dHomA (A,B’)(fj) - (_1)ndeomA(A,B) (.])

Por otro lado, dado que ¢ 4 g, g’ es un morfismo de médulos diferencialmente
graduados se tiene el siguiente diagrama conmutativo

¥A,B,B'

Hom (B, B') ©; HomY; (A, B) Hom" ™" (A, B') ,

AHom™ (B,B/)®Hom", (A,B) dHomTr"(A,B')

¥YA,B,B'

Hom’} (B, B') ® Hom; (A, B) Hom'; ™" (A, B)

es decir,

dttom 4 (A,B)PA,B,B' (f ® J) = dtiom . (4,8 ([])
= 9 A,B,B'AHom 4 (B,B)®Hom . (A,B) ([ ® J)
= 94,8, (dom,(5,58)([) @+ (=1)"f @ dtrom (4,5)(4))
= ditom (B,8")(f) 0 J + (=1)" f © dtom 4, (a,B)(J)

Ahora sustituyendo en el altimo diagrama obtenemos
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dDg—kHomA(Av =) = dHomA(A,B’)(fj) - (*UndeomA(A,B) (4)
= (dom (8,581 ([)J + (=1)" fdrom . (a,8)(4))
— (=1)" fdsom, (a,8)(J)
= drom, (8,8 ([f)J-

Por lo tanto, Homy4 (A4, —) conmuta con el diferencial. O
El siguiente lema serd necesario para probar de manera sencilla que el funtor
Homy4(—, A) es un dg-funtor contravariante.

Lema 2.2.6 Sean C una dg-categoria. Entonces se tiene un dg-funtor contra-
variante De : € — C°P tal que Deor De = Ide y DeDeor = Idgor.

Demostraciéon. Definimos el funtor De como sigue; en objetos, De(A) = A°P
para cada A € €y para un morfismo f: A — B homogéneo en C,

De(f) = (=157,

La definicién anterior se extiende por linealidad.
Veamos que la asignacién anterior es funtorial. En efecto, sean f : A — B,
g : B — C elementos homogéneos. Entonces

De(gf) = (=1)19}(gf)or

= (- )\Q\Jrlflfopgtw

= (=)l for(—1)lglgor
De(f)Del(g)

Ademas, para 14 € C, se tiene que
De(1a) = (=1)"1(14)7 = Laos.

Por lo tanto, De es un funtor contravariante. Veamos que De es un funtor
graduado, es decir,

DeHom®(A, B) C Hom®, (De(A), De(B)).

Sea f € Homg(A, B), por lo que De(f) = (1)1 P € Homeon (AP, BP) y
recordemos que Homeor (A%, B°P) := Home(B, A). De sta manera se sigue que
De(f) € Homgop (DQ(A), DG(B))

Verifiquemos que De conmuta con el diferencial, es decir, que el siguiente

diagrama conmuta

e —2¢ @or

d(-}l id@op

C——cC°r
De
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Para lo cual basta verificarlo en elementos homogéneos. Por lo que basta verificar
que el siguiente diagra es conmutativo

Home(A, B) —— 2~ Homeo (De(A), De(B))

AHome (A,B) d(aop Bop)

Home (A, B) —do> Hom@op (De (A), De (B))

e

En efecto, sea f € Home(A, B) elemento homogéneo. Entonces

Atomeon (ar, Bor) De(f) = duomeop (40w, gory (—1)1 fP)
= (_]—)‘f‘dHomeop (AOP,BOP)(fOp)

Por otro lado,

Dedome(a,8)(f) = (—1)ldome a.5) (£ (ditome(4,5)(f))
= (_1)|f| (dHome(A,B) (f))op
Dado que (duome(4,8)(f))” = dHomeop (aor,Bor) (f°F) por definicion, se tiene

que el diagrama conmuta. En consecuencia, De es un dg-funtor contravariante.
Ademés, se tiene lo siguiente

Deor De(f) = Deor ((—1)1/1 f7)
= (=) Dewn ()
- (_1)\f\(_1)|f°p|(fop)op
— (_1)\f\+|f°”|f

[
~ =

d(f)-

DeDeon(f7) = De((=)V1(fo7)7)
= (=" De(f)
- (_1)|f°”\(_1)|f|fop
= (_1)|f°”\+|f|f0P
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Proposicion 2.2.7 Sean A°P una dg-categoria y Dg — Mod(k) la categoria de
k-mddulos diferencialmente graduados. Sea A € A°P. Entonces

Homgor(—, A) : A — Dg — Mod(k)

es un dg-funtor. Donde Homgor (f°P, A) : Homgor (B’', A) — Homgor (A, A)
esta dada por Hom gop (f, A)(5) = (—1)1liljo f para f, j elementos homogéneos.

Demostracion. Se sigue del Lema 2.2.6 y la Proposicion 2.2.5 O

2.3. Producto tensorial de dg-categorias

Definicion 2.3.1 Sean A, B dg-categorias. Definimos el producto tensorial
de dg-categorias el cual denotaremos por A ® B como sigue:

(a) Obj( A®B):= Obj(A) x Obj(B).

(b) Homugs((X,Y),(X',Y")) := Homu (X, X') ®, Homg (Y, Y'). Para todo
(X,Y),(X',Y') € Obj(A ® B).
La composicion esta dada por o : Homggs (X', Y'), (X" Y"))xHomugs ((X,Y)
(X Y")) — Homaee ((X,Y), (X", Y")), donde

o(g, f) ==go f = (a1 ®B1) o (az® B2) = (—1)I**I1F(a02) @ (B152)

para todo ay : Homy (X, X'), ag € Homu (X', X"), B2 € Homy (Y,Y') y 81 €
Homg (Y, Y").

Observacion 2.3.2 Note que de la defincion anterior para morfismos o : A —»
A’ y B: B — B’ se tiene las siguientes factorizaciones

a®p= (-1 Mla®1p)o0(14®pB)
a®pf= (-1l ®p)o(a®1p)

La siguiente proposicién muestra como dar estructura de dg-categoria de ma-
nera natural a la clase de funtores entre dos dg-categorias fijas.

A continuacién vemos una proposicién que nos brindara ejemplos de dg-
funtores y que frecuentemente es utilizado para contruir dg-funtores con dominio
en un producto tensorial de dg-categorias.

Lema 2.3.3 Sean A, B y C dg-categorias y F' : A @ B — C una asignacion
sobre los objetos (A, B) ~ F(A, B) y una asigancion sobre morfismos homogé-
neos a ® f ~ F(a® ) tal que |F(a® B)| = |a| + |B|. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:
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(a) La asignacion dada define un dg-funtor F' : A @, B — C.
(b) Las siguientes condiciones se satisfacen:

(b1) Para cada objeto fijo A € A, la asignacion B ~~ F(A, B) en objetos
y B~ F(la® B) en morfismos, define un dg-funtor G : B — C.

(b2) Para cada objeto fijo B € B, la asignacion A ~ F(A, B) en objetos
ya~ Fla®1p) en morfismos, define un dg-funtor H : A — C.

(b3) Sia: A— A, B: B — B’ son morfismo homogéneos, en A y B,
respectivamente, se cumple la siguiente igualdad

(—1)lPIP(14 ®B)o F(a®1lp) = F(a®p) = F(a®1p)oF(14®f)

Demostracion. (a) = (b) Por un lado, por defincion de de la composicion
en la categoria A ® B, tenemos

a®B=(a®1p)o(la®f)
= (-D)Pl 14 @ B) o (a®14).
Luego, aplicando F' a la igualdad anterior, tenemos
(=D)BIP(1y @ B) o Fla®1p) = Fla® ) = Fla®1g/) o F(14 ® )

y de esta manera obtenemos (b3).

Veamos ahora que se cumple (b1), ya que el argumento para (b2) es anélogo.
Supongamos que fijamos un objeto A € A. La funtorialidad de F4 : B — C se
sigue directamente de la funtorialidad de F : A® B — €, ya que F((ay ® f1) 0
(e ® B2)) = F(a1 ® B1) o F(ag ® B2). En particular,

F(1a®p1B2) = F(1a® 1) o (1a® B2)) = F(14 ® B1) 0 F(14 ® f2).
Veamos que F4 es graduado, es decir,
Fu (HomBn(B’B/)) C Homg (Fa(B), Fa(B")
En efecto, como F es un funtor graduado tenemos que
F (Hom'} (A, B), (A, B'))) € Hom(F(A, B), F(A, B)).

Dado que Homg5((4, B), (A, B")) := Hom4 (A, A) ®, Homg (B, B'), se tiene
que Homj o =D, ;—, Hom’, (4, A) @4 Hom%(B, B’). Luego, si f € Hom# (B
,B), se tiene que Fu(f) =14® f y como 14 € HomY (A4, A), se sigue que 14 ®
f € Homy (A, A)®rHomi (B, B') = Hom’}lgog((A, B)(A, B’)) C Homg(F(A, B)

,F(A,B’)). En consecuencia, Fu(f) € Homg(Fa(B), Fa(B')).
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Ahora por ser F' un dg-funtor, se tiene que F' conmuta con los diferenciales,
es decir, de(F(a®pB)) = F(dage(a®f)), para todos los morfismos homogéneos
a:A— A enAyf: B — B’ in B. Por lo que tenemos la siguiente igualdad

de(F(a® f)) = Fdags(a @ b))
= F (da(0) @ B+ (~1)!*la @ dus) )
= F(da(a) @ B) + (-1)* F(a © dz(5)).

Ahora veamos que F4 : B — € conmuta con los diferenciales. Para lo cual,
sean B,B' € By 8: B — B’. Veamos que el siguiente diagrama conmuta

dg

Homg (B, B) Homg (B, B)

FA FA

Home(F(B), F(B')) ———— Home(F(B), F(B'))

de

En efecto, tenemos que

(deFa)(B) = de(F(1a® B))
= F(dags(1a® B))
= F(da(la) ® B) + (-1)"IF(14 ® ds(B))
=F(l4®dz(p))

donde la ultima igualdad se sigue del hecho de que d4(14) = 0.

(b) = (a) Sean oy : Ay — Aa, as : Ay — A3 morfismo homogéneos en A
y 81 : Bi — By, B2 : By — Bs morfismos homogéneos en B. La condicién
(b3) implica
D)l lBlF ((anar) @ (B251))
Dl F ((aga1) @ 15,) F (1, ® (B251))
DleallBl pp (aganr ) Fa, (B21)
1)\ lIP2lF (o) Fip, (1) Fa, (B2) Fa, (B1)
( )lalHBQ‘F(QQ 133) (011 & 1Bs)F(1A1 ®/82)F(1A1 ®ﬂ1)

F (a2 ® B2) 0 (o ® 1)) =

(=
= (=
= (=
= (=

y

Flaz @ B2)F(an ® f1) = Fag @ 1) F(1a, ® B2)F(an @ 1p,)F(14, ® f1).
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Ahora por la condicion (b3) tenemos que
F(la, ® B2)F(ay ® 1,) = (—1)!* 1% F(ay @ 15,)F (14, ® B2)

y asi,
F (a2 ® B2)0 (a1 @ p1)) = Faz ® B2) o Far @ B1).

Ademas, para 1495 = 14 ® 1p, usando la funtorialidad de f4 : B — C se
tiene

F(la®1p)=Fa(lg) = 1p,B) = lr(a,B)

paracada A€ Ay B € B.

Ahora veamos que F' : A ®; B — € es un funtor graduado , es decir
F(Hoqu®93((A,B),(A’,B’))) C Homg (F (A, B),F(A’,B’)). En efecto, dado
que

H0m2l®3((A7 B)7 (Alv B/)) = (HOHIA(A, A/) ®y Homsp (B7 B/))n

(Homa (A, A') @ Homg (B, B'))" = @ Homl; (4, A') @ Hom’, (B, B'),
1+j=n

basta checar la condicion para elementos homogéneos. Sean h € HomY, (A, A')
y k € Hom’; (B, B’). Entonces, por la condicién (b3) tenemos lo siguiente

Fhok)=F(h®1p)(1a®k))
=F(h®1lp)F(la®k)
= Fp/(h)Fa(k).

Dado que Fg/ y F4 son dg-funtores, se tiene que
Fp(h) € Homl(Fp: (), F(A')) = Homy(F(A, B'), F(A', B'))
Fa(k) € HomL(Fa(B), Fa(B')) = Hom},(F(A, B), F(A, B")).
Por lo que
F(h®k) € Homj(F(A, B'), F(A', B")) ®; Hom}(F (A, B), F(A, B')),

como i + j = n se sigue que f € Homg(F(A,B),F(A',B)), y asi, F : AQ B
— C es un dg-funtor graduado.
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Verificamos que F' conmuta con los diferenciales. Sean o : A — A’ y 8 :
B — B’ elementos homogéneos. Entonces, usando (b3) tenemos lo siguiente
de(F(a® B)) =de (Fla®1p)o F(l1a® B))
=de(F(a®1p/))F(1a ® B) + (-1)!F®)lF(a @ 1p/)de(F(14 ® B))
= (deFp)(a)F(14 @ B) + (—=1)1F®BI (0 @ 1p/) (de Fa)(B).
Ahora, dado que Fg: y F4 son dg-funtores conmutan con el diferencial, es decir,
deFp = Fpidg y deFa = Fads, respectivamente. Nuevamente utilizando (b3)
tenemos
de(F(a® B)) = (Fpda)(@)F(1a® B) + (~D)I*Fa @ 15/)(Fadz)(8)
= F(da(a) @ 15)F(1a® B) + (-1 F(a® 1p)F(14 @ ds(8))
= F(da() @ B) + (-D)I*'F(a @ ds (5))
O

Las siguientes proposiciones muestran ejemplos de dg-funtores, los cuales son
verificados utilizando la proposiciones 2.3.3 y 2.2.7.

Proposicion 2.3.4 Sean A una dg-categoria y Dg — Mod(k) la categoria de
k-mddulos diferencialmente graduados. Entonces, el funtor representable

Hong—Mod(k)(_7 —) AP RA — .Dg — MOd(k)

es un dg-funtor. Dado por Hompg_aroaqr)(—, —) (A, A") := Hompg_nroaek) (4, A7)
para (A, A') € Obj(AP @ A) y si o : A — B y o : A — B’ homogé-
neos en A, definimos Hom 4 (a’? ® ') : Hom4(B,A) — Homy,4 (A, B') por
Hom (o @ o/)(f) = (=)l +1D o/ o f o o, para un elemento homogéneo
f € Homg4 (B, A').

Demostracion. Fijamos un objeto A € A°P, por lo que tenemos el funtor
Homy (A4,-) : A — Dg — Mod(k) y por la proposicion 2.2.5 tenemos un dg-
funtor. De manera aniloga para un objeto fijo A € A por la proposicion 2.2.7
tenemos un dg-funtor Hom4(—, A) : A°? — Dg — Mod(k).

Luego,sia: A— B, a’: A/ — B’y f: B — A’ tenemos lo siguiente
Hom4 (a®? @ 1 )Homu (17 ® o) (f) = Homu (@ @ 15/)( f)
_ (—1)lele 1D o £
Por otro lado, tenemos la siguiente igualdad,

Hom4 (1% @ o')Homu (a®? ® 14)(f) = (71)‘°‘Hf|HomA(1f4p ® ) (fa)
= (,1)\a|\f|a/fa.
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Asi, de las dos expresiones anteriores tenemos

HomA(a”? @ 15/ )Hom4 (17 @ ') = Homy (@ @ )
= (=Dl Hom 4 (1% ® o/)Hom4 (o @ 1/,).

Finalmente, por el lema2.3.3 se sigue que Hom 4op 4 (—, —) es un dg-funtor. [J

Consideremos ahora dos dg-funtores FF : A — A" y G : B — B’ entre
dg-categorias. Definimos un nuevo funtor F G : A® B — A’ @ B’ de la
siguiente manera

(a) En objetos, definimos (F' ® G)(A, B) := (F(A),G(B)).

(b) Sia: Ay — As y 8: By — B son morfismos en A y B, respectiva-
mente, definimos el morfismo (F ® G)(a®f) : A(A1, A2) @ B(By, B2) —
A(F (A1), F(A2))®B(F(By), F(Bs)) es una funcion dada por (F®G)(a®
B) = F(a) ® G(B).

Proposicion 2.3.5 Sean F : A — A’ y G : B — B’ dg-funtores entre dg-
categorias. Entonces F @ G: A® B — A’ @ B’ es un dg-funtor.

Demostracién. La prueba la realizamos de manera directa sin hacer aplicacion
del lema 2.3.3. Veamos primero que F ® G es un funtor. En efecto, sean « :
A— A, oA —A" :B— B yp :B — B” lementos homogéneos.
Entonces

FoG)((— )IBII&\(aa)@)(BB))
DI F(a'a) @ G(8'B)
DIFIIE () () @ G(8)G(B)
)

)

(FaG) (' @p)o(aep))

DIGENF@I RV F(a) @ G(B')G(B)
DICENF@IR (o) 0 G(B'B)

F(a')® G(8")) o (F(e) ® G(B))

(
(=
(=
= (=
= (=
= (
=FaG)(a'®p)o(FaG)(axp).

donde la cuarta igualdad se sigue del hecho de que F'y G son dg-funtores, es de-
cir, Hom'; (4, A") C Hom, (F(A), F(A")) y Hom% (B, B') C Hom, (F(B), F(B’)).

Ademas, (F@G)(lA X lB) = F(lA) ®G(1B) =1ra®lgp = lragas-

Veamos ahora que F' ® G es un funtor graduado, es decir,

(F®G) (Homjgs (A, B), (A", B'))) € Hom}ge ((F(A), G(B)), (F(4A),G(B"))).
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Consideremos o ® f € HomY; o ((4, B), (A’, B’)) un elemento homogéneo, por
lo que @ € Hom!, (A, A’) y 8 € Hom, (B, B’) tal que i + j = n. Dado que F'y
G son funtores graduados, se tiene que

F(Hom' (A, A")) C Homy, (F(A), F(A"))
F(Hom, (B, B')) C Homl, (F(B), F(B')).

Por lo que F(a) € Hom’y, (F(A), F(A")) y G(B) € Homl, (F(B), F(B')) y asi,
(F®G)(a®p) € Hom') 4 (F(A), G(B)), (F(A"),G(B"))). Por lo tanto, (F &
G)(a® B) € Homy ge (F @ G)(A, B), (F ® G)(A', B")).

Verificamos ahora que (F ® G) conmuta con el diferencial. Sean «« : A — A’
y 8 : B — B’. Entonces

(F & G)daes(a® ) = (F& G) (da(a) @ B+ (-1)la @ dn(5))
= F(da)(a) ® G(B) + (-1)/*IF(a) @ G(ds)(B)
= daF(a) @ G(B) + (-1 F(a) ® dzG(B)
= dags(F(a) ® G(B))
=dags(F'® G)(a® B).

O

2.4. Homologia en dg-categorias

Definiciéon 2.4.1 Sea C una dg-categoria. La categoria subyacente Z°(C) es la
categoria definida por

(a) Obj(Z°(€)) := Obj(€).
(B) Homzoe)(X,Y) := Z°(Homg(X,Y)) para cada XY € C,

es decir los morfismos en Z°(C) es evactamente el kernel del morfismo d :
Hom{(X,Y) — Homg(X,Y)

Definicién 2.4.2 Sea € una dg-categoria. La categoria homotépica H(C)
es una categoria k-lineal definida como sigue:

(a) Obj(H"(€)) := Obj(C),
(b) Hompo(e)(X,Y) := H (Homes (X,Y))

donde H°(Home(X,Y)) := %, con d* parte de la siquiente sucesion

0 — > Hom%(X,Y) — %~ Homl(X,Y) —%> Hom2(X,Y)---
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Note que debido a la definicién de dicha categoria podria ser llamada categoria
de cohomologia.

Definicién 2.4.3 Sea C una dg-categoria. La categoria homotdpica H*(C)
es una categoria k-lineal definida como sigue:

(a) Obj(H*(€)) := 0bj(€),
(b) HomH.(@)(X, Y) = H* (HOme- (X,Y))

La cohomolgia es tomada del siguiente complejo
0 1 . i
0 — Hom%(X, V) —“ Homp (X, Y)"— - .- —— Homb (X, V)" - ..

De nuevo, la categoria definida anteriormente podria ser llamada categoria
de cohomologia graduada.

2.5. Categoria de dg-categorias pequenas

Ahora introduciomos la categoria de dg-categorias pequenas, la cual deno-
taremos por dg — Caty.

Definicion 2.5.1 La categoria de dg-categorias pequenas, denotada por
dg—Caty es la categoria que tiene por objetos a todas la dg-categorias pequenas,
y como morfismos los dg-funtores entre ellas.

Para evitar problemas de tamano, hemos pedido en la definicién que dg —
Claty, consiste solo en dg-categorias pequenas, fijado a un universo dado, similar
a Cat siendo la categoria de todas las categorias pequeinias. Esta serd siempre
la situacion salvo que se especifique lo contrario y tendremos que considerar
categorias no pequenas.

Observacion 2.5.2  (a) la categoria dg — Caty tiene a la dg-categoria vacia
como objeto inicial.

(b) La dg-categoria Cr = {x} con un sdlo objeto, es un objeto final en la
categoria dg — Caty,.

Definicion 2.5.3 Sean C y D dg-categorias pequerias, F,G : € — D dos dg-
funtores. Una tranasformacion natural de grado nn : F = G, es una fami-
lia de morfismos {nx : F(X) — G(X)}xce tal que nx € Homi, (F(X),G(X))
para cada X € C. Ademds, para f € Homg' (X,Y") morfismo homogéneo de grado
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m, de tiene que el siguiente diagrama conmuta

nx

FX) - q(X)

F(f)l lG(f)

FY) =~ G(Y)

ny
salvo por un signo (—1)"™, es decir, G(f)nx = (=1)""ny F(f).

Proposicion 2.5.4 Sean C, D dg-categorias pequenas. Entonces Homgg_cat
(€, D) es una dg-categoria.

Demostracion. Veamos primero que dados F,G € Homgg—cqt(C, D), el con-
junto Homgg—cqt (F, G) tiene estructura de k-modulo diferencialmente graduado.
Consideremos la siguiente accion « : k x Homgg—cqt (F, G) — Homgg—cat (F, G)
dada por a(k,n) := k-1, donde k - n : F' = G se define de la siguiente manera.
Dado que 7 : F = G es una transformacion natural (de grado n), el siguiente
diagrama conmuta salvo un signo para cada v : C — C’ de grado m, es decir,
v € Homg(C, C").
F(C)—"=G(0)

F(v)l iG(v)

F(C") = G(C")

es decir, ne F(y) = (—1)"G(v)nc. Ahora por ser D una dg-categoria tenemos
que Homi, (FC,GC") tiene estructura de k-modulo diferencialmente graduado.
De esta manera definimos (k-7n)c := kxnc, de manera que el siguiente diagrama
conmuta salvo signo

kxnc
B

F(C) G

F(v)l iG(v)

F(C")—— G(C")

kxner
es decir, (k% ¢ ) F(7) = (—1)"™G(7)(k *nc)-
La graduacion de Homgg—cq: (F, G) esta dada de la siguiente manera
Homgy —cat (F, G) = @ Homj, . (F, G)
nez

donde
Homy, ..,(F,G) :={n: F = G|n es de grado n}.

Definimos ahora el diferencial

dHom;gicat(F,G) . Homdgfcat(Fy G) — Homdgfcat(F7 G)
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Basta definirla en morfismo homogéneos. Consideremos 7 : F' = G de grado
n. Ahora, como D es una dg-categoria tenemos que Homq (F(C), G(C)) po-
see un diferencial, digamos dfy,.,.. () (0 : Homo (F(C),G(C)) — Homyp

Homp
(F(C),G(C)), por lo que duomn (r(c),c(0)) (Mc) € Homy™ (F(C), G(C)). Para
n € Homy, .., (F,G) definimos

Wtomay—ear(£.) (M(C) = dfiomy (r(0).c(0)) (NC)-

Veamos que el diferencial d esta bien definido, es decir, d(n) es de nuevo una
tranformacién natural, para lo cual basta verificar que al aplicar d*+t™ preserva
la igualdad

G(f)nx = (=1)""ny F(f).
En efecto, dado que G(f)nx € Hom$, (F(X),G(Y)) tenemos que

dﬁ—gng(F(X),G(Y))(G(f)nX) = dffoms (G(x),a0r) (G(f)) o nx
+ (=1)"G(f) © dfioms, (6(x).c(x))
=G ( gILom;)(X,Y)(f)) onNx
+ (=1)"G(f) o dfiome (r,cy (M) (X).

Por otro lado,
(=1)"dfioms (cx).a) (M © F(f))
= (=1)""dioms, (cx),av)) (1y) © F(f)
+ (=) Dy o dﬁom;,(F(X),F(y))(F(f))
= (=1)""dome .y (M) (Y) © F(f)
(=1 iy 0 F (dome o ()
= (=1)""dfiome 7.y (M (Y) © F(f)
+ (=)D () NG (x5 ) 0 0

Cancelando los terminos correspondientes y aumentando un signo, obtenemos
lo sguiente

G(f) o dﬁom’(F,G) (77> (X) = (_1)(n+1)mdﬁom’(F,G) (77) (Y) o F(f)

El hecho de que dHomdg,ca,,( F,G) Sea un diferencial es consecuencia directa

del hecho que dﬁomD(F(C)’G(C)) lo es para cada C € C.
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Ahora veamos que la composicion
YF.G,H Homdg—cat(G7 H) ® Homdg_cat (F, G) — Homdg—cat (F, H)

es un morfismo de k-moédulos diferencialmente graduados. Es claro que, ¢r g, g
es un morfismo k-médulos, ya que Y p(c),G(C),H(C) lo es para cada C' € €. Sean
n € Homg,_..,(G, H), p € Hom}, . (F,G),entonces

(a) erau(n®p) € Homggj_wt(F, H).
En efecto, como D es una dg-categoria tenemos ¢ r(p),¢(p),m(p) : Homag—cat
(G(D),H(D))®@Homgg—cqt (F(D), G(D)) — Homgg—cqt (F (D), H(D)) es
un morfismo de k-médulos diferencialmente graduados para cada D € D.
En consecuencia, (nu)p := npup € Homgj(F(D),G(D)). Luego, nu €
Hom’! (F,G).

(b) ¢rc,m conmuta con el diferencial.
En efecto, dado que ¢r(p),c(p),n(p) conmuta con el diferencial se tiene
que

dHomy (FD,HD)PFD,.GD,HD = YFD,GD,HDUHom (GD,HD)®Homa (FD,GD)
para cada D € D y asi,
AHomyy— car(FH)PF,G.H = PF,G,HAHomyy — cqr (G, H)@Homay— car (F,G)
Por lo tanto, Homgg—cq: (€, D) es una dg-categoria. [

Corolario 2.5.5 Sea C una dg-categoria pequena. Entonces la categoria de C-
mddulos Mod(C) := Fun(C, Dg — Mod(k)) es una dg-categoria.

Demostracion. Se sigue de la proposiciéon 2.5.4. O

2.6. Dg-adjuncién Hom-tensor

Definicion 2.6.1 Sean C y D dg-categorias. El Hom interno de C y D es
la dg-categoria Hom(C, D), la cual tiene por objetos a los dg-funtores entre C y
D y a los complejos de morfismos graduados Hom®(F, G) entre dos dg-funtores
F,G:C— D como espacio de morfismos.

Teorema 2.6.2 Sean A, B y C dg-categorias. Entonces existe una adjuncion

HomdgCatk (A X B, G) = HomdgCatk (A, HOHI(‘B, G))
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Demostraciéon. Definimos un funtor
O: HomdgCatk (.A X B, G) — HomdgCatk (.A, HomdgCatk. ('B, (‘3))

de la siguiente manera. Para un dg-funtor F' : AQRB — C, definimos el dg-funtor
O(F) : A — Homgycar, (B, C) como sigue; para un objeto A € A definimos el
dg-funtor O(F)(A) : B — C. Para un objeto B € B, O(F)(A)(B) := F(A,B) y
para un morfismo homogéneo 8 : B — B’ tenemos O(F)(A4)(8) := F(1a®p) :
F(A,B) — F(A,B').

Dado que F' es un dg-funtor, por la prueba de proposicién 2.3.3 se sigue
que ©(F)(A) : B — € es un dg-funtor para cada A € A. Ahora definimos
O(F) : A — Homgycat, (B, €) en morfismos. Sea o : A — A’ un morfismo
homogéneo de grado n. Necesitamos definir una transformacién natural de dg-
funtores O(F)(a) : O(F)(A) = O(F)(A’) como sigue; para un objeto B € B
tenemos

(O(F) () :=Fla®1p).

Ademaés, para un morfismo 8 : B — B’ de grado m, por la proposicion 2.3.3
tenemos que el siguiente diagrama conmuta salvo signo

F(A, B) = O(F)(A)(B) Vo= 28y (4)(B') = F (A, B)

F(14®8)=0(F)(A)(B) F(14®8)=0(F)(A")(B)

F(A,B")=0(F)(A)(B) —=O(F)(A)(B') = F(A", B
( ) ) ( )( )( (@zF)(a))B/: F(a®lB(/) )( )( ) ( ) )7
€es decir,

(-1)"F(14 @ B)F(a®1g)=F(a®B) =F(a®1p)F(14® ).

Por lo tanto, O(F)(a) : O(F)(A) = O(F)(A’) es una transformacion natural
de grado n.
Finalmente, definimos

O : HomdgCatk (.A ® B, G) — Homdgcatk (.A, HOIIldngg,c ('B, 6))

en morfismos. Sea n : F' = G un morfismo en Homgycat, (A ® B, C), con
F,G : A® @B — C. Hay que definir una transformacion natural, ©(n) :
O(F) = O(G), es decir, para un morfismo homogéneo o : A — A’ de grado
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n, el siguiente diagrama conmuta

(©(m)a
e

O(F)(4) o(G)(4)
)

l@(exa
)

G(F)(Q)J«
) G)(A").

O(F)(A")

— O
(©(m)ar
En efecto, consideremos un morfismo 8 : B — B’ homogéneo de grado m.

Dado que O(F)(a) es una transformacioén natural, tenemos que el siguiente
diagrama conmuta

(©(n)a(ls)

O(F)(A)(B) 0(G)(A)(B)
G(1a®p)
F(140P) G(a®15)=0(G) (@) (1p)
) (©(m)a(lz) ,
Fle®15)=0()(@)(15) O(F)(A)(B) O(G)(A)(B)
O(F)(@)(1p/) ;
: , 8(G)(a)(1/)
OENAN(B) 5 > 0(G)(A)(B
n)ar(1s) o
- G‘lAI ®5)
O(F)(A)(B) O(G)(A)(B).

(©(m)ar(1B)

De esta manera queda totalmente definida la asignacién ©. Veamos ahora que
dicha asignacién es funtorial. En efecto, sean F, G, H € Homgycar, (A @ B, C),
n:F = Gye: G = H morfismos en la categoria Homggcas, (A ® B, C).
Entonces, para A € Ay b € B se tiene

O(ne)(A)(B) = (n€)asB = NasBCAsB
= O(n)(4)(B)6(€)(A)(B)
= (0(n)O(e))(A)(B).
Ademés
O(1r)(A)(B) = 1raen) = lor) (A)(B).
Asi, © : Homggcar, (A ® B, C) — Homgycar, (A, Homggcar, (B, C)) es funtor

covariante.

Sean F,G : A ® B — € dg-funores. Veamos que © es graduado, es decir,

O (Homfiomass.e) (Fr ) € HOMiorn( 4 stom(s.) (O(F), O(G)).
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Consideremos 7 : F' = G una transformacién natural de de grado n, es decir,
n € Homyoy,ags,e) (F)G). Queremos ver que O(n) : O(F) = O(G) es una
transformacién natural de grado n, es decir,

O(n)a : O(F)(A) — O(G)(4) € Hom" (B(F)(4), ©(G)(A)).

Luego, basta ver que (©(n)a)p : O(F)(A)(B) — O(G)(A)(B) es un morfis-
mo de grado n. Dado que F es un dg-funtor y n es de grado n, se tiene que
(©(Ma)s = nags € Hom"(F(A, B),G(A, B)) para cada b € B. En conse-
cuencia, O(n)4 € Hom"(O(F)(A),O(G)(A)) para cada A € A. Por lo tanto,

@(77) € Homﬁom(ﬂ,Hom(‘B,e)(G(F)’ G(G))
Ahora, veamos que © conmuta con el diferencial, es decir, que el siguiente
diagrama conmuta

HomdgCatk (~A & 37 e) 46) HomdgCatk (‘A'a HOchlgCat;c (Bv e))

AHomggcat, (AQE,C) AHom g0t (AHomggcar, (B:€))

Homdgcatk (.A ® B, G)

Homdgcatk (‘Aa Homdgcatk (Bv e))

Para lo cual consideramos dg-funtores F,G : A ® B — C y verificamos que el
siguiente diagrama conmuta

Or.c
Hompom(aes,e) (F, G) —————> Hompom (4, Hom(s,¢) (O(F), O(G)) .
diom(F,G) diom(e(F),0(G))

Hompomuaes,e) (F, G) —5 - HOMHom (4, Hom(B,€)) (O(F),0(G))

F,.G

En efecto, sean n : ' = G, A € Ay B € B. Tenemos dyom(A,Hom(B,e))

Orc(n)(A) = dHom(@(F)(A),@)(G)(A))(G(U)A), de esta manera, para B € B se
tiene que

ditom(e(F)(A),0(G)(A) (O(n)a)(B) = duom(e(r)(4)(B),0(G)(4)B) (O(n)a))B)
= diom(F(A,B),G(A,B)) (114,B)
Por otro lado,
Or.cdiom(r,c) (M) (A)(B) = 0rc (duom(r.c) (1)) (A)(B)
= dHom(F,G) (’7) (A7 B)

= dHom(F(A,B),G(A,B))(1(4,B))-
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Asi, © conmuta con el diferencial.
Construimos ahora el funtor

A Homdg_oat (.A, Homdg_oat ('B, 8)) — Homdg_c(lt (A X B, G)

de la siguiente manera. Sea F' : A — Hom(B, €) un dg-funtor, definimos A(F) :
A ® B — C en objetos como A(F)(A, B) := F(A)(B) y para un morfismo
homogéneo u®v € Homzrég((A, B), (A, B")) = Hom'y (A, A") @ Horn93 (B,B")
consideramos el siguiente diagrama

(FU)B

FA(B) % FA'(B)

FA(v)i J{FA/(’U)

FA(B) o FA'(B')

y definomos A(F)(u®v) := (Fu)p FA(v) = (-1)Y FA'(v)(Fu) . Veamos que
la asignacién anterior define un funtor covariante. En efecto, sean u; ® v €
Hom'y (A, A") @}, HomgB(B,B'), uz ® vo € Hom"; (4, A”) @, Homs (B, B") y
consideremos el siguiente diagrama

Ful)B (FU2)B

FA(B)——= FA'(B)—— FA"(B)
FA(v1) l FA (Ul)l iFA”(vl)
/ (FUI)B/ ’ ( u2 7" /
FA(B) —22 FA'(B) FA"(B')
FA(vs) FA' (v2) FA" (vz2)
FA(B") (Fer) B"FA’(B”)( uZ)B”FA”(B”).

Entonces
A(F) ((ug @ v3) 0 (ug ®@ v1)) = A(F) ((=1)"ugus ® vov:)
(F(( l)iSU2u1))B,, FA(UQ’Ul)
( ].)ls(FUQ)B//(FUl)B//FA(UQ)FA(Ul).
Por otro lado,
A(F)(UQ & UQ)A(F)(U1 ® 'Ul) = (FUQ)BNFAI(UQ)(FUl)B/FA('Ul)
= (—1)i3(Fu2)B// (F'U,l)BNFA(’Ug)FA(’Ul).
Por lo tanto, A(F) ((us ® v2) o (u1 @ v1)) = A(F)(uz ® vo)A(F)(u3 ® v1). Ade-
A(F)(1a ®1p) = (F1a)pFA(1p)
= (1ra)Blra(s)

= lpays)
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Ahora veamos que A(F') es un funtor graduado, es decir, veamos que
A(F) (Homj g5 ((A, B), (A, B))) € Homg(A(F)(A, B), A(F)(A', B')).

Basta verificarlo para elementos homogéneos, sea u ® v € Hom' (A, A') ®
Hom’, (B, B') tal que i+j = n. Por definicion del funtor tenemos A(F)(U®v) :=
(Fu)gF A(v), por ser F un funtor graduado, se sigue que fu € Hom'(FA, FA') y
dado que F A es también un funtor graduado se tiene que FA(v) € Hom’ (FA(B),
FA(B')). Por lo tanto, A(F)(u ® v) € Hom{7 =" (A(F)(A)(B), A(F)(A")(B')).

Verifiquemos que el siguiente diagrama conmuta

Aos ) e

dA@'B\L ldcz

Por lo que basta verificar que el siguiente diagrama es conmutativo

Homy (A, A') ®, Homg (B, B') ﬂHome (A(F)(A)(B),A(F) (A" (B))

dHomA (A,A")®Homg (B,B') dHomc (A(F)(A)(B),A(F)(A')(B"))

Hom (A, A') © Homs (B, B) — = Home (A(F)(A)(B). A(F)(A)(B))

Ahora por ser F', F'A dg-funtores y € una dg-categoria, se tienen los siguientes
diagramas conmutativos

Homy (4, A') ——X > Homy (FA, FA')

dHomA(A,A/) dHom,B(FA,FA/)
Homy (A4, A7) — Homg (FA, FA)
Homg (B, B') —— 2~ Home(FA(B), FA(B'))

dHom,B(B,B’) dHome(FA(B),FA(B’))

Homg (B, B')

= Home(FA(B), FA(B'))
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Ademas la composicion conmuta con el diferencial

Home(FA(B'), FA'(B')) ® Home (FA(B), FA(B')) = Home(FA(B), FA'(B))
d_g, dHome (FA(B),FA’(B))

Home(FA(B'), FA'(B')) @, Home (FA(B), FA(B')) — Home(FA(B), FA'(B))

Asi tenemos lo siguiente,

dHom (A(F) (4)(B).A(F) (a7 (B) A (F) (U © v)

= diom(ra(B),Fa(B)) (Fu)p FA(v))

= dom(Fa(B),Fa (5 (Fu)p) FA(W) + (—1) T8 (Fu) prdygomras),rar (5) FA(v)
= (dtom(ra,ran(Fu)) 5, FA@W) 4 (=1)'(Fu) duom(r a(B),r A (5)) FA(v)

= (Fduom(a,a))(0)) g, FA(W) + (=1) (Fu) p F Adgiom (.57 (v).-

Por otro lado,

A(F)dags(u®v) = A(F) (dHom(A,A/)(u) ®v+(-)ue dHom(B,B'xv))

= A(F) (dHom(A,A/)(U) ® U) + (—l)iA(F) (U & dHom(B,B’)(v))
= (Fduom(a,a1)(0)) p, FA() + (=1)"(Fu) pr F Adyiom (s, 57 (v)-

Por lo tanto, A(F') conmuta con diferencial. De estd manera A estd bien defi-
nido en objetos. A continuacién definimos A es morfismos. Sean F,G : A —
Hom(B, €) dg-funtores y n : F' =—> G una dg-transformacién natural de grado n,
Por lo que para todo morfismo u € Hom’ (A, A’) se tiene el siguiente diagrama
conmutativo salvo signo

FA-" . GA

e

FA" —s GA,
nar

es decir, Guna = (—1)"na Fu. Queremos definir una dg-transformacion natural
A(n) : A(F) = A(G) tal que para todo u ® v € Hom'y (A, A’) @), Hom?, (B, B')
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el siguiente diagra conmute salvo signo

F(A)(B) = A(F)(A, B) —— . G(A)(B) = A(G)(4, B)
A(F)(u®v) A(G)(ugv)
FA)(B) = AF)(A', B) — = G(A)(B') = A(G)(4', B')

donde, A(F)(u®w) := (Fu)p FA(v) y A(G)(u®v) := (Gu) prGA(v). Dado que
FA, FA', GA, GA’ son dg-funtores de B en €, entonces Fu, 14, Gu, n4 son
dg-transformaciones naturales de grado ¢ en Fu, Gu y de grado n en n4, na.
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo salvo signos

FA(B) ta)z GA(B)
W GA(v)
(Gu)p/
(Fu)p FA(B) GA(B')
(na)p/
(Fu)pr M
FA(B) > GA'(B) (Gu) g/
(nar)s ,
- GA(v)
FA' (B GA'(B’).
(Mar)p

Como A(F)(u®v) := (Fu)p FA(W) y A(G)(u®v) := (Gu)g GA(v), basta
definir

A1) a,B) = (1Ma)p -

Y del diagrama anterior se sigue que A(n) es una dg-tramsformacion natural de
grado n.

Verifiquemos que A es un funtor covariante. En efecto, sean F, G, H €
Hom(A,Hom(B, €)) y dg-transformaciones naturales n : F = G, ¢ : G = H
de grado n y grado m respectivamente. Entonces

[Aeo U)](A,B) = ((een)a)
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Ademas,

[A(lF)](A,B) =((1r)a)p
=(1ra)B

=1ra)-

Ahora consideremos F,G € Homgy_cat(A, Homgg—cat(B, C)) y veamos que A
es un funtor graduado, es decir,

A (Hom™(F, G)) € Hom™(A(F), A(G)).

Sea n : FF = (G una dg-tranformacién natural de grado n. Entonces por de-
finicion del funtor A(n) : A(F) = A(G) es una dg-transformacion natural de
grado n cuyas componentes son (A(n)) 4 ) = (14)B-

Veamos ahora que A conmuta con el diferencial, es decir, dyomuags,c)A =
Adpom(a,Hom(B,¢)), Para lo cual basta ver que el siguiente diagrama conmuta

HomHom(A,Hom(‘B,@)) (F7 G) HOInHom(A@%,@) (A(F)7 A<G))

dHom(F,q) dHom(A(F),A(G))

HomHom(A,Hom(‘B,@)) (F7 G) HomHom(A@)%,e) (A(F)7 A(G))

Sea n € Hom(F,G). Entonces
diom(a(F),Ac) MM (A, B) := daom(a(F)(A)(B),AG) (A)(B)) (A(1)(A, B))
= duom(A(F)(4)(B),AG)(4)(B)) ((14)B) -
Por otro lado,
Adyom(r,c)(1)(A, B) = ((duom(r.c) (n))A)B

= (dHom(FA,GA) (WA)) B

= diom(ra(B),caB)) ((14)B)

Asi, A conmuta con el diferencial y por lo tanto, A es un dg-funtor covariante.
Finalmente, veamos que las composiciones A© y OA son las identidades. En
efecto, sean F' € Hom(A ® B,C) y G € Hom(A, Hom(B, C)). Entonces
AO(F))(A,B) = O(F)(A)(B) = F(A, B)
AOM)(a,)) = (O(M)a)p = N(a,B)
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Y

O(AG))(A)(B) = A(G)(A, B) = F(A)(B)
O((Al€)a)p = A€)(a.) = (ea)B

La naturalidad de la biyeccion © entre los funotres de los funtors — ® B :
dg — Cat — dg — Cat y Hom(B, —) : dg — Cat — dg — Cat se sigue de los
diagramas ctbicos dados en las construcciones de los funtores 6 y A.

O



Capitulo 3

Algebras con suficientes
idempotentes

Comenzamos el capitulo con algunas definiciones bésicas.

3.1. Idempotentes.

Definicion 3.1.1 Sea R un anillo. Un elemento a € R es llamado
» idempotente si a®> = a;
= divisor de cero a izquierda si ab =0 para algin b € R — {0};
= divisor de cero a derecha si ba =0 para algin b€ R —{0};
» nilpotente si a* = 0 para algin k € N;

= regular si existe b € R tal que aba = a;

= central si ab — ba = 0 para todo b € R.

Definicion 3.1.2 Sea R un anillo. Se dice que dos elementos idempotentes
e, f € R son ortogonales sief =0y fe=0.

Definicion 3.1.3 Un elemento idempotente e € R es llamado primitivo si no
puede ser escrito como suma de dos idempotentes ortogonales no cero.

Observacion 3.1.4 Sea R un anillo aociativo. Entonces:
(a) Un idempotente e € R el cual no es unidad es un divisor de cero a derecha.

(b) Cada elemento idempotente es un divisor de cero.

113
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(¢) Cada idempotente es regular.

(d) Sia € R es reqular y si b € R es tal que aba = a, entonces ab y ba son
idempotentes.

(e) Si cero es el tinico elemento nilpotente en R, entonces cada idempotente
e € R es central.

Definicién 3.1.5 Sea R un anillo asociativo (no necesariamente con uno). Se
dice que R es un anillo con unidades locales si para cada conjunto finito
{a1,a9,...,ar} € R existe un idempotente e € R tal que {a1,as,...,ar} C eTe.
Para tales anillos R?> = R.

Definicion 3.1.6 Un anillo R tiene suficientes idempotentes, si existe
una familia {ex}ren de idempotentes ortogonales por pares ey € R tal que
R = @, cpexR = @P,cp Rex. En tal caso, {ex}rea es llamada una familia
completa de idempotentes en R.

Lema 3.1.7 Un anillo R con suficientes idempotentes es un anillo con unidades
locales.

Demostraciéon. Sean aq,as,...,a; € R. Entonces existen subconjuntos finitos
E, F C A tales que a; € @, Rex y a; € @, cp ek, parai = 1,..., k. Basta
considerar el idempotente

e = Z (Y

AEEUF

y observar que {aj,...,ax} C R O

Observacién 3.1.8 Si R tiene una unidad 1g, entonces {1r} es una familia
completa de idempotentes. Por otro lado, ey +e2+ - -+ e, es una unidad en R
st e1, ..., en forman una familia completa de idempotentes.

Encontramos anillos con suficientes idempotentes principalmente como subani-
llos de un anillo de endomorfismo.

3.2. Algebras diferencialmente graduadas con su-
ficientes idempotentes.

En la siguiente seccién consideraremos A como un anillo no necesariamente
com unidad y k un campo arbitario, de caracteristica distinta de dos.

Definicion 3.2.1 Una k-dlgebra consuficientes idempotentes es una k-
dlgebra A la cual admite una familia no cero de idempotentes ortogonales {e; }icr
tal que @, eiA = A =@, ; Ae;. Esta familia serd llamada familia distin-
gutda de idempotentes ortogonales.
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Definicion 3.2.2 Una k-dlgebra graduada con suficientes idempoten-
tes es una k-dlgebra comn suficientes idempotentes junto con una graduacion
A=, A" tal que A admite una familia distinguida de idempotentes orto-
gonales consistentes de elementos homogéneos de grado cero. Dicha dlgebra serd
denotada por el par (A, {e;}icr)-

Observacion 3.2.3 Note que para una k-dlgebra A como antes, tenemos que
un A-mddulo a derecha es unitario equivalente a decir que tenemos una descom-

posicion interna M = @, ; Me; como k-mddulo.

Definicién 3.2.4 Sea (A,d) una dg-dlgebra. Se dice que (A,d) es una dg-

dlgebra con sificientes idempotentes si A posse una familia de idempotentes
ortogonales {e;}icr tal que

(a) e; es homogéneo de grado cero,
(b) d(e;) =0 para cada i € 1.

Denotaremos por el triple (A, d, {ei}ic1) a la dlgebra diferencialmente graduada
con suficientes idempotentes.

Los siguientes resultados son dnalogos a los de la seccién de anillos graduados,
sin embargo, note que en este caso A no posee un elemento unitario.

Lema 3.2.5 Sea (A,da,{e;}icr) una k-dlgebra diferencialmente graduada con
suficientes idempotentes y A° la k-dlgebra opuesta. Entonces (A%, d°P,{e;}icr)
es una k-dlgebra diferencialmente graduada con la misma familia de idempoten-
tes ortogonales.

Demostraciéon. Por la proposicion 1.2.6 tenemos que (A°,d°P) es una k-
algebra diferencialmente graduada con el mismo diferencial, es decir, d°P(a) =
d(a). Es importante seflalar que el elemento 14 en 1.2.6 no es relevante en la
prueba. Ademas, d°?(e;) = d(e;) = 0 para todo e; en la familia distinguida de
idempotentes de A. [

Lema 3.2.6 Sean (A,da,{ei}icr) y (A, dB,{e;}jer) k-dlgebras diferencialmen-
te graduadas con suficientes idempotentes y considere AQB en Mod(k). Entonces
A®y B es una k-dlgebra diferencialmente graduada con suficientes idempotentes.

Demostracion. Por la proposiciéon 1.4.4 se tiene que A ®; B tiene estructura
de k-élgebra diferencialmente graduada donde

da®b) = da(a) @b+ (—1)"a® dp(b),
y el producto esta dado por

(a@b)(u®v) = (=) ey bo.
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Veamos que la familia {e; ®e; } (; j)crzs es una familia completa de idempotentes
ortogonales. En efecto,

» (a) e;®e; € (A® B)Y. Esto es consecuencia de que e; € A’ y e; € By
(A® B)? = A° @ BO.

= (b) (e; ®ej)(e; ®e)) = 0. En efecto, por definicién de producto
(ei ® 6]‘)(6; (%) 6;) = (_1)‘67“6”(616; ® €j€;-) =0®0=0
() (es ®ej)(e; ®ej) = ee; @eje; = e; ®ej, por lo que e; ® e; es un
idempotente.

» (d) dagp(e; ® ej) = 0. En efecto, por la regla de Leibniz tenemos
dagp(ei ®e;) = dae;) @ ej + (—1)“le; @ dp(e;) = 0

Por iltimo, tenemos que
A@yB=(Peid) @r (@e;B)= P (ei®ej)(Acy B).
i€l jeJ (i,j5)€lad
O
Definicién 3.2.7 Sea (A,da,{ei}ticr) una dg-dlgebra con suficientes idempo-
tentes. Un A-modulo diferencialmente graduado a derecha es un par

(M, dpr) consistente de un A-mddulo graduado derecho junto con un morfismo
de k-espacios vectoriales dyy : M — M tal que

L (a) dM e} dM =0
» (b) dy(za) = dpr(z)a + (=1)1*lzd(a).

Definicion 3.2.8 Sea (A,da,{e;}ticr) una dg-dlgebra con suficientes idempo-
tentes. Un A-mddulo diferencialmente graduado a izquierda es un par
(M, dyr) consistente de un A-mddulo graduado izquierdo junto con un morfismo
de k- espacios vectoriales dyy : M — M tal que

L (a) d]v[OdM:O
s (b) dy(az) = d(a)z + (—1)1*ady (2).

Nuevamente, la demostracion de los siguientes resultados es analoga a los
de la seccion de modulos graduados y diferenciales, sélo que en esta seccién
tomamos A un anillo que no tiene necesariamente elemento unitario.
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Proposicion 3.2.9 Sea (M,dy;) un A-mddulo diferencialmente graduado a de-
recha (respectivamente, A-mddulo diferencialmente graduado a izquierta). En-
tonces (M[1],dyrpy) es un A-modulo diferencialmente graduado a derecha (res-
pectivamente, A-mddulo diferencialmente graduado a izquierda).

Teorema 3.2.10 Sea (A,da,{e;}icr) una dg-dlgebra con suficientes idempo-
tentes. Entonces la categoria de A-modulos diferencialmente graduados a iz-
quierda, Dg — Mod(A) es una dg-categoria.

Teorema 3.2.11 Sea (A,da,{e;}icr) una dg-dlgebra con suficientes idempo-
tentes y considere la categoria Dg — Mod(A). Entonces el funtor ?[1] : Dg —
Mod(A) — Dg — Mod(A) dado por ?[1](M) := MI1] es un dg-funtor. Mds
atn, resulta ser una dg-equivalencia de dg-categorias.

3.3. Dg-algebras con suficientes idempotentes y
Dg-categorias pequenas

Proposicion 3.3.1 Sea (A,da,{ei}icr) una dg-dlgebra con suficientes idempo-
tentes. Entonces A, puede ser vista como una dg-categoria pequena.

Demostraciéon. Veamos primero que dada (A, da, {e;};cr)una dg-algebra co-
mo es que le asignamos una dg-categoria pequena C4. En efecto, el conjunto
de objetos es Obj(C4) = I. Para i,j € A, el conjunto de morfismos de grado
ndeienjes C%(i,j) := e;jA"e; para todon € Z y A" denota la componente
n-homogénea de A. La composicién

Ca(J, k) x Ca(i,j) = exAe;j x ejAe; — Cali, k) = erAe;
esta dada por la multiplicacién, es decir,
(exa"ej) o (eja’e;) = ex(a"eja)e;.

Por otro lado definimos el diferencial d : Hom(é, j) — Hom(¢, j) como el dife-
rencial de la k-algebra diferencialmente graduada.

Veamos que C4 es una dg-categoria pequeia. En efecto, sean o : i — 7,
B:j—k,v:k—1lyi,j kel Tenemos que o = ejae;, B : exbe; y v : ejcey.
Entonces
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v(Ba) = ejcer((erbej)(ejae;)) = ercer(er(beja)e;)

= e;(cexbeja)e;

= (ejcexbej)ejae;
= ((escer)(exbej))ejae;
=

B)a.

Ademas, para cada i € I existe a := e;e;e; = e; tal que para todo 8 : 1 — 7,
con 3 = e;be; se tiene que

Ba = (ejbe;)e; = ejbe; =3
a'B=ej(ejbe;) = ejbe; = B.

En consecuencia, C4 es un categoria pequena ya que los objetos de dicha cate-
goria son elelemntos del conjunto I.

Note que por definicién, para i,j € I tenemos que

Home , (4, j) @eJA e,
nez

por lo que Home, (7,7) tiene un descomposicion en suma directa de subgru-
pos abelianos. Adicionalmente, como A es una k-algebra graduada se sigue que
e;jA™e; tiene estructura de k-espacio vectorial, dada por

k x Home , (i, j) — Home, (i, 7)
(k,eja"e;) — ej(ka™)e;

Por lo tanto, Home, (4, j) es un k-modulo graduado a izquierda. Definimos
ahora el diferencial de Home , (7, j) de la siguiente manera

ditom(i,j)(eja’e;) == da(eja’e;).
Tenemos la siguiente observacion:
drom(i,j)(eja’e;) = ejda(a’)e;

para cada a® € A°.
En efecto, sea a € A®. Entonces

diiom (i ) (€jae;) = da(ejae;)
= da(e;)(ae;) + (—1)!le;da(ae;)
=ejda(ae;)
=¢; (dA(a)ei + (—1)|a‘adA(ei))
=ejda(A)e;.

Verifiquemos las condiones de k-médulo diferencialmente graduado.
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(2) drom(ij)(a) € Hom™ ' (i,5). En efecto, sea e;jae; € Hom" (i, 5), es decir,
a € A™. Dado que d 4 es un diferencial para A, tenemos que d(a) € A",
por 1o que diom(i,j) (ejae;) € Hom™ (4, 5).

(b) d® = 0.Seax = e;jae; € Hom" (i, j). Entonces d%om(ivj)(ejaei) = duom(i,j) (ejda(a)e;) =

e;d% (a)e; = 0, y en consecuencia, d%om(i’j) =0

(c) Regla de Leibniz. Sean x = ejae;, y = exbe; elementos homogéneos. Apli-
cando la regla de Leibniz para el diferencial de A, tenemos lo siguiente

dHom(i,j)(2Y) = duom(i,j) ((exbe;)(ejae;))
= diom(i,j) (ex (beja)e;)
= epda(beja)e;
= ex (dA(b)eja + (—1)‘b|bd,4(eja)) e;
(=1)
(=)"exd (dalej)a+ (1) lejda(a)) e
(-1)

1 |b‘ekbejdA(a)ei

= erda(b)ejae; + Yleybd s (eja)e;
= erda(b)ejae; +
= epda(b)ejae; +
Por otro lado,
dHom(i.j) (2)Y = drom(i.j) (exbes)(ejae;)

=epda(b)ejae;

Y

(‘Ulekbe”(ekbej)dHom(i,j) (ejae;)
= (=1)"(exbe;)e;dala)e;

= (=1)"lepbejda(a)e;

(_1)|x|deom(i,j) (y)

En consecuencia, diom(i,j)(2Y) = dHom(i,j) (7)Y + (—1)|$|de0m(m)(y). Por
lo tanto dpom(;,;) €s un diferencial para Hom(i,j) y asi, Hom(i,j) es un
k-médulo diferencialmente graduado.

Ahora veamos que el siguiente diagrama conmuta

exAe; = Hom(j, k) x ejAe; = Hom(3, j) L epAe; = Hom(i, k)

dHom(j, k) X Hom(4,5) dHom(i,k)

exAe; = Hom(j, k) x ejAe; = Hom(3, j) Hom(i, k)



120 CAPITULO 3. ALGEBRAS CON SUFICIENTES IDEMPOTENTES

donde 1 denota la composicién.

En efecto, sean = = egae; € Hom(j, k) y y = ejbe; € Hom(i, j) elementos
homogéneos. Entonces

du(z,y) = d(er(beja)e;)
= erda(beja)e;
= ey (dA(b)eja + (—1)‘b|bd,4(eja)> e
= epda(b)ejae; + (—1)tlbejda(a)e;
Por otro lado,
pd(x,y) = p (dHom(j,k)(JU) @y+(-1)lz® dHom(i,j)(y))

=p (dHom(j7k)(ekaej) ® ejbe; + (=1)1**“lepae; ® dHom(i,j)(ejbei)>
= epdala)ejbe; + (—1)*%le ae;da(b)e;

Por lo tanto, C4 es una dg-categoria pequena.

Ahora veamos la construcciéon inversa, es decir, dada una dg-categoria pe-
quena C le asignamos una dg-algebra con suficientes idempotentes. En efecto,
sea C una dg-categoria pequena. El conjunto subyacente de la dg-élgebra sera

A@ = @ HOIH@(A7B).
(A,B)ec?

Dado que € es una dg-categoria pequena tenemos que Home(A, B) € Dg —
Mod(k) para cada A, B € C. Ademas

Home(A,B) = @5 Homg(A,B),
(A,B)ec2?

donde Homg (A, B) tiene estructura de k-espacio vectorial para cada n € Z y
para todo (A, B) € €2. Con lo cual definimos las componentes de Ae como

AR = @ Homg (A4, B).
(A,B)ec?

Veamos que Ae¢ = P,
como k-espacios vectoriales

Ae = @ Home (A4, B) = @ (@Hom@(A,B))

(A,B)ee2 (A,B)eC? \neZ

Ag. En efecto, tenemos los siguientes isomorfismos

=@ | @ HomyA4,B)

n€Z \(A,B)eC2
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Veamos que Ae tines estructura de anillo. En efecto, la suma de Ae esta
dada a través de la estructura de grupo abeliano de Home (A4, B) y el producto
esta dado por la composicoén de morfismos. De manera més explicita, para f,g €
Ae = D4, p)ee: Home (A, B) tenemos

Frg=1 Y. fas|+| D. ga|= D fap+gas

(A,B)eec? (A,B)ec? (A,B)ec?

Ahora, sean fax € Homg(A, X) y gve € Homg (Y, C), definimos

OAC si X 75 Y
gyc * fax =
gycfax si X =Y.
Extendemos por k-linealidad la formula anterior, para fap = > .. fip v

gcp = Y,z 90D, entonces

gop*fap= Y. geptis-
(r,s)€Z?

Finalmente, dado que Ae¢ = P, 5, (eB(A,B) Home (4, B)) la formula general se
establece de la siguiente manera

g*f= Z ZQE’D * Z foxB = Z Z 9epfa:

(C,D)ec? reZ (A,B)€C? scZ (A,B)eC? (r,s)€Z?

Con estas opraciones Ae es un anillo asociativo. Note que la estructura de
k-espcio vectorial que tiene Ae es la siguinete

keh=k | > D oBas|= >, D k-hip

(A,B)eC? s€Z (A,B)eC? s€Z

donde la ultima accion esta bien definida ya que Home(A, B) tiene estructura
de k-espacio vectorial. En consecuencia, Ae es una k-dlgebra graduada.

Dado que Home(A4, B) € Dg— Mod(k) para cada pareja de objetos (A4, B) €
€? existe dyom(a,p) : Home(A, B) — Home(A, B) diferencial de Home (4, B).
La familia {dgom(a,p) : Home(A, B) — Home (A, B)}(a,B)ee? induce un tnico
morfismo de grupos abelianos

d:= @ duoman: P Home(A,B)— H Home(A B)
(A,B)ee? (A,B)ee? (A,B)ee2
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tal que el siguiente diagrama es conmutativo

@D 4, 5)cec: Home(4, B) d

D4, 5)cc2 Home (4, B)

i(A,B) T(A,B)

Hom@(A, B) Hom@ (A, B),

dHomg (4,B)

de donde obtenemos que

d Z faB | = Z dtiom(a,B) (fAB)-

(A;B) (A,B)

Veamos que d es un diferencial. En efecto,

(a) Diferencial de grado +1. Sea fap € A = (4 p)Home (A, B). Entonces

d(fap)=d Z Tag | = Z ditom(A,B)(faB)

(A,B) (A,B)

dado que diom(a,p)(fip) € Homg ' (A4, B). Por lo que d(fag) € A" =
@ 4,5 Homg"' (A, B)

(b) d® = 0. Sea fap € A}. Luego, tenemos

P(fap)=d( D fap | =d| > duoman (fis)

(A,B) (A,B)
= Z dHom(A,B)(dHom(A,B)(friB»
(A,B)
=0
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(c) Regla de Leibniz. Sean fap € ARy gcp € A. Entonces

d(gepfa) =d | | D gen | | D fan

(C,D) (A,B)

=d Z g(SC,D)f(TA,B)
(A,B),(C,D)

= Z ditom(a,0)(9(c,p)f(4,B))
(A,B),(C,D)

= Z diom(c,0)(9(c,0)) f(a.B) + (*Ulg(ﬁC‘D"Q(SC,D)dHom(AB)(f(TAyB))
(A,B),(C,D)

= Z diom(c,0)(9(c,p)) f(a,B)
(A,B),(C,D)

+ (=1)lgte.n)] Z 9(c,p)ydom(4,8)(f(4,8))
(A,B),(C,D)

= | Y duomc.0)(9{c.0)) > fias

(C.D) (A,B)

+ (—1)l9te)] Z 9(c,p) Z ditom(a,B) (f(4,5))

(C.D) (4.B)
= d(gcp)fas + (—~1)9ePlgopd(fap)

Por lo tanto, (Ae,d) es una k-algebra diferencialmente graduada. Consideremos
ahora

es =14 € Home(A, A).
Veamos que {€4}ace es una familia de idempotentes ortogonales tales que Ae =
Daceeade = D ce Acea. En efecto,
€A XKEp = lA*lA = 1A = €A
eEp xep = 1B*1A =0

Por definicion
eAAe = {eA *f|f S A@},

por lo que si f =375 oy > ez fEc- de la defincion del producto tenemos

eaxf= > eaxfpe

(B,C) reZ
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donde
04ac si C#A
6Af1§c =
lcfgc si C=A.

Note que el O¢ de la k-dlgebra construida es de la forma Oc = 3_ 4 p)ce2 0(4,B)
donde 04,5y es el neutro aditivo del grupo abeliano Home (A, B). En conse-

eaxf= > fha

(A,B) r€Z

cuencia,

De esta manera, al mutiplicar por el idempotente e4 a f recuperamos los mor-
fismos que son parte de la suma que tienen dominio A.

Afirmamos que
Ae = @ GAAQ.
Aee

En efecto, sea f € Ae, es decir, f = Z(X ) fxy, de la observaciéon anterior
tenemos que

F= fxyZeA<ZfXA>.

(X,Y) Aee Xee

Ademas, (exAe)) (Zx;ﬁy eyAe) = 0. En efecto, supongamos que existe f €

(exAe)N (Zxﬁ, eyA@), porloque f =%, e fax, es decir, escribimos como
suma de morfismos que terminan en X. Por trolado, f =3_ 4y y_x fay como
sumas de morfismos que no terminan en X. Luego,

Oac=f—Ff=> fxyv— Y. fav= Y. fxv

(X,Y) (AY),Y#X (X,y)ee?

Dado que f € Ae = D4 p)ce: Home(A, B), de la unicidad de la suma directa
tenemos que fax = 0 para cada A € Cy >y x fay = 0. Por lo tanto,
f = 0y la suma es directa. Asi, (Ae,d,{ea := la}ace) es una k-algebra
diferencialmente graduada con suficientes idempotentes. [J

Definicién 3.3.2 Sean (A,da,{ei}ticr) ¥y (B.dp,{fj}jes) k-dlgebras diferen-
cialmente graduadas con suficientes idempotentes. Decimos que h : A — B es
un morfismo de k-dlgebras diferencialmente graduadas con suficien-
tes idempotentes si

(a) h es un morfismo de k-dlgebras diferencialmente graduadas,

(b) hie;) = f;, para cadai €I yjeJ.
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Observacion 3.3.3 Sean (A,da,{e;}icr) una k- dlgebra diferencialmente gra-
duada con suficientes idempotentes y f : A — B un morfismo de (dg,k)-
dlgebras. Entonces

(a) {f(ei)}icr es una fmilia de idempotente ortogonales ( posiblemente con
repeticion)

() (Im(f),ds|im(s), {f(ei)}ics) es una k-dlgebra diferencialmente graduada
con suficientes idempotentes.

(c) Si f es suprayectiva (B,dp,{f(ei)}icr) es una k-dlgebra diferencialmente
graduada con suficientes idempotentes.

Definicion 3.3.4 Sea k un campo. Definimos la categoria de k-dlgebras
diferencialmente graduadas con suficientes idempotentes, denotada por
(dg, k) — Algr, como sigue
(a) Obj((dg, k) — Alg;) = (A,da,{e}ic1,), donde A es una k-dlgebra dife-
rencialmente graduada con suficientes idempotentes.

(b) Hom(gg 1)—a1g, (A, B) = {f : A — B| f es un morfismo de k-dlgebras
diferencialmente graduadas con suficientes idempotentes}

(¢) La composicion en (dg,k) — Algr es la misma que en la categoria de k-
dlgebras diferencialmente graduadas.

Teorema 3.3.5 Sea k un campo.Entonces existe una equivalencia de categorias
F: (dg,k) — Algr — dg — Caty,.

Demostraciéon. La prueba la hacemos en tres pasos
(a) Construimos un un df-funtor F': (dg, k) — Algr — dg — Caty,.
(b) Definimos un dg-funtor G : dg — Cat, — (dg, k) — Algy.
(¢) Verificamos que F' y G son casi-inversos.

»  Construccion de F : (dg, k) — Alg; — dg — Caty,.

Definimos F(A,da, {e}icr,) := Ca, donde, C4 es la dg-categoria peque-
na construida en la proposicion 3.3.1.Ahora, sea h : A — B un morfismo
en (dg, k) — Algy, para definir F'(h) : €4 — Cp primero notemos que si
h es un morfismo de dg-algebras con suficientes idempotentes, ésta induce
una funcién h : Iy — Ip entre la familia de idempotentes {e'}icr, v
{eP}jers que también denotamos por h, tal que h(i) = j si h(ef') = eF.
Definimos el funtor F'(h) : €4 — Cp como sigue, para i € Cy4

F(Rh)(i) = j
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donde h(ef!) = ef ysix = eAa e € Homg, (4, j) tenemos que

F(h)(x) := F(h)(eAareA) h(eMh(a")h(el) = eh(j)h(a )e h(i)-

J

Afirmacion: F'(h) : €4 — Cp es un dg-funtor. En efecto, sean z = e

yy= e‘,ja eA Entonces

F(h)(yz) = F(h) ((exa’e;)(ef'a"el))
F(

A’l"A
] €

= h(e)h(at)h(e)h(a)h(el)

i (3

Para r = e, tenemos

F(h)(1;) = F(h)(ef') = hlef') = ex(s) = Lng)-
Por lo que F'(h) es funtor covariante. Ahora veamos que F'(h) es un funtor
graduado, es decir,

F(h) (Homg, (i, 7)) € Homg,, (F(h)(i), F(h)(j))
Para esto, sea z = e a"ef. Luego, F(h)( )= eﬁj)h(ar)ef(l) como h es un
morfismo de dg- algebras h(a") € A" y eB € BY para cada u, concluimos
F(h)(z) € Homg,, (F(h)(i), F(h)(5))
Finalmente, verifiquemos que F'(h) conmuta con el diferencial,es decir, el
siguiente diagrama conmuta

Home , (i, j) — > Home,, (F(h)(i), F(h) (7))

dHom(i,5) dHom(h(i),h(5))

Home,, (4, /) Home,, (F(h)(4), F(R)(j))-

F(h)

Sea x = eja"e. Entonces

dttom(n(i),n(3) F (h)(2) = dutom(n(i).n(s)) (efu)h(ar)ef(i))
= e dh(a”)er
= eh( yhda(a )ef(i)
=h (efdA(a )
= hdyu (ef(aT)efl)
= F(h)da(z)
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Por lo tanto, F'(h) es un dg-funtor y F' : (dg, k) — Algr — dg — Caty, esta
bien definido en morfismos.
Afirmamos que con la asignaciéon anterior F' es un funtor covariante. En
efecto, sean h : A — B, g : B — C morfismos en (dg, k) — Algs; y
x = ej‘aref € Home,, (4, 7). Entonces

F(gh)(z) = F(gh)(ej'a"e])

= egn(9h(a”)eqg

F(g)EF(h)(x)

F(g) (F(h)(ef'a"e]"))

F(g)(epyh(a")en)

€on()9h(a" g

Asi, F(gh) = F(g)F(h). Ademas

F(1a)(z) = F(1a)(eja"ef)

= €1A(j)1A( )elA(i)

= ej‘a’eA

=z
= Construccion de G : dg — Cat, — (dg, k) — Algr.

Definimos G(€) := Ae,definida en la proposicon 3.3.1 donde

Ae = @ Home (A, B) = @ @ Homg (A, B)

(A,B)ee? neN (A,B)ee?

en objetos y para un dg-funtor H : € — D le asignamos un morfismo
de dg-élgebras con suficientes idempotentes G(H) : Ae — Ap de la si-
guiente manera, para f}z € Ap = @B 4 p)cez Home (A4, B) homogéneo se
define como G(H)(f4 ) :== H(f%5)- Luego, esxtendemos por k-linealidad
para f =3, cn D (4 peer) fap € Ae, es decir,

=> Y H(fip)

neN (A,B€C?)

Veamos que G(H) es un morfismo de (dg, k)-algebras, para lo cual basta
checarlo en elementos homogéneos. En efecto, es claro que G(H) es un
morfismo de grupos abelianos, ya que H es un dg-funtor y en particular,
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es un funtor aditivo. Sean f4x, gyc morfismos en Ae, entonces

G(H)(9vofax) = H(gycfax)
= H(gyc)H(fax)
=G(H)(gyc)G(H)(fax)-

Chequemos ahora que G(H) es graduado. En efecto, sea f = >_ 4 pyee2 fan €
Homg (A, B) elemento homogéneo, dado que H es un functor graduado,
se sigue que

GH)( > fig)= Y, H(fip) € Homg(HA, HB).
(A,B)ce? (A,B)ee?

Notemos que también G(H) conmuta con el diferencial, es decir, el si-
guiente diagrama conmuta

Ae S 4,

dl l%

Ae =il Ap

En efecto, sea fap € Homp. Entonces

da.G(H)(fap) = dacH(faB) = dtom, (ma,uB) (H(faB))
= Hdyome(a,B)(faB)
=Hda(faB)
=G(H) (dae(fap))-

Ademas, dado eﬁe = 14 € Ae idempotente se tiene que G(H)(efle) =
H(eﬁe) = H(la) = 1lyga = eﬁi’l. De esta manera la asigancién de G
esté bien definida. Ahora verifiquemos que la asignaciéon anterior es fun-
torial. Sean U : € — D, W : D — & dg-funtores. Entonces G(WU) :
Ae — Ag y para fap € Home(A, B) un elemento homogéneo tenemos
lo siguiente

GWU)(fap) =WU(fag)
=GW)(U(faB))
=GW)GU)(faB)-
Por lo que G(IWU) = G(W)G(U). Ademas, para le : Ae — Ae, tenemos

G(le)(faB) = le(faB) = fap y en consecuencia, G(le) = 1ge) = 1a,-
Por lo tanto, G es un funtor covariante.
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» Fy G son casi-inversos. Sea (A,da,{e;}r,) un objeto en la categoria
(dg, k) — Algr, entonces F(A,da,{ei}r,) = Ca. Recordemos que Cy4 es
la dg-categoria pequena cuyos objetos son el conjunto sobre el cual se
indexa la familia de idempotentes ortogonales, es decir, Obj(C4) = I4
y para i,j € I se defini6 Homg , (i,7) = e?Aref‘. Luego, al aplicar el
funtor G obtenemos lo siguiente G(C4) = Ae,,, la cual es una k-algebra
diferencialmente graduadua con suficientes idempotentes, donde

Aec, = @ Home , (A, B) = @ Home , (i, 7).
(A.B)ecs (i,5)€T}

Por otro lado, tenemos

Ae, =PA¢, =P € Homg,(A B)

nez n€Z (A,B)eC?

=P P Homg,())

n€Z (ij)el?

:@ @ 63-414”6;4

n€Z (ij)el?

“DO P eael

nEZ i€l jEla

=P P e (@An> ef!

i€la jeElA nez

=@ (@ e

i€la \j€la
- @ act
i€l
= A.

Asi, Ae, = A. Ahora para un morfismo h : A — B en (dg, k) — Algs
tenemos que F'(h) : €4 — Cp es un dg-funtor. Ahora, sea f7 5 un ele-
mento homogéneo, dado que existe ug : Ae, —> A isomorfismo existe un
tnico a” € A tal que u(a”) = f% 5. Entonces

GF(h)(fap) = G(F(h))(ua(a")) = F(h)(ua(a"))
(ua(a"))
(

f B)7

para cada f}z en Ae, y por tanto, GF(h) = h = 1(4g,x)—a1g, (h), es decir



130 CAPITULO 3. ALGEBRAS CON SUFICIENTES IDEMPOTENTES

el siguiente diagrama conmuta

GF(A) —2 A
GF(h) L(ag,k)—Aatgy (R)
GF(B) — B

para cada h € (dg, k) — Alg;.

» Gy F casi-inversos. Sea C una dg-categoria entonces FG(C) = F(Ae) =

C(4¢), donde
Ae = @ HOHI@ (A, B)
(A,B)ec?
cuya familia de idempotentes esta dada por {e4 := 1la}ace y en conse-

cuencia, C(4,) = C. Ademas, para el conjunto de morfismos se tiene

Hom, , (A,B) = ¢i* (Ae)" et

=14(Ac) 15

=14 P Homg(XY)]1s
(X, Y)ee2

— Hom}(A, B).

También,
da,(e®) = dHiome(a,4)(1a) =0
donde la ultima igualdad se sigue del hecho de que C es una dg-categoria,

por lo que Home (A, A) tiene estructura de médulo diferencialmente gra-
duado y por lo tanto, el elemento unitario se anula bajo el diferencial.

Ahora, sea u : € — D un dg-funtor, por lo que G(u) : Ae — Ap es
un morfismo en (dg, k) — Algr y por tanto, FG(u) : C4,) — D(a,) es
un dg-funtor. Sea f} 5 : A — B un morfismo homogéneo en € = C( 4,
entonces

FGu)(fap) = F(GW)(fap)
= G(u)(fap)

- u(fj;B)a
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y en consecuencia, F'G(u) = u. Asi, el siguiente diagrama conmuta

FG(e) — ¢ e
FG(u) u
FG(D) — D

Por lo tanto, las categorias (dg, k) — Alg; y dg — Caty, son equivalentes.
O

3.4. (C-moébdulos diferencialmente graduados

Comenzamos el siguiente seccion fijando algunas notaciones y algunos recor-
datorios de categorias que trabajaremos.

Definiciéon 3.4.1 Sea k un campo. Definimos la categoria GR — Mod(k) como
sigue, Obj(GR — Mod(k)) = Obj(Gr — Mod(k)) y para M, N € GR — Mod(k)
definimos

HomGRfMod(k) (Ma N) = @ HomTI\L/Iod(k:) (M7 N)
neL

Lema 3.4.2 Sea k un campo. La categoria GR — Mod(k) es una categoria gra-
duadua.

Demostracion. La prueba es similar a la de 2.5.4. [J

Notacion 3.4.3 Sea A una k-dlgebra diferencialmente gruadua con suficientes
idempotentes, denotaremos por D(C4)a la categoria de gr-funtores Fun(C%’, GR—
Mod(k))

El siguiente resultado es importante ya establece que es lo mismo trabajra
con dg-funtores que con morfismos de dg-médulos.

Teorema 3.4.4 Sean (A,da,{e;}1) una k-dlgebra diferencialmente graduada
con suficientes idempotentes, donde {e;};cr es una familia fija de idempotentes
ortogonales, homogéneos de grado cero y anulados por d y consideremos la cate-
goria C4 definida en la proposicion 3.3.1. Entonces existe una dg-equivalencia
de categorias R: Dg — Mod(A) — D(C4).
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Demostracion. Definimos la asignacion R : Dg — Mod(A) — D(C4) de
la siguiente manera , para M € Dg — Mod(A) definimos un dg-funtor M :=
R(M) : €Y — GR — Mod — (k) de la siguiente manera, R(M)(i) := M/(e;)
para cada i € Obj(C%).

Veamos que la asignacion de R estd bien definida ene objetos, es decir, Me; €
Dg — Mod(k). En efecto, Me; tiene estructura de grupo abeliano mediante la
siguiente operacion z+y = me;+m’e; = (m+m')e;. También se tiene estructura
de k-espacio vectorial via k(me;) := (km)e; utilizando la estructura de A como
k-algebra. Dado que M € Dg — Mod(k) se tiene que M = & __, M™ con M™
un k-espcio vectorial, luego se tiene

Me; = (@M”) e; = @M”ei.

neZ nez

nez

Definimos el diferencial de Me; como la restricciéon del diferencial de M, es decir,
dpte, = dar|pre, - Note que dase, (me;) = dar(m)ei+(—1)"mda(e;) = dar(m)e;.
Ademés, por ser dj; diferencial de M se tiene lo siguiente

» Seax = me; € Me;, entonces dpre,dnse; (T) = dare;dnre; (me;) = dig(m)e; =
0.

= Parame; € M"e; elemento homogéneo, se tiene que dpse, (me;) = dpr(m)e;
€ M"*le; ya que dpr(m) € M™! por ser dy diferencial.

= Sean x = me;, y = m'e; homogéneos, entonces dase, (xy) = dase, ((me;)(m'e;))
= dar (mey)(m'eq)+(=1)" N (meq)dar (m'e;) = dase, (@)y+(=1) " wdare, (y).

Por lo tanto Me; € Dg — Mod(k). Definimos ahora la asignacion R : g —
Mod(k) — D(C4) en morfismos, sea a°? € Homgzp (,7), por lo que a°? €
Homg , (j,7) = e;A™ej, dado que Me; = €D,,., M™e; para definir un morfismo
R(M)(a®?) : Me; — Me; basta definirlo en las parte homogéneas, de esta
manera definimos [R(M)(a®?))],, : M"e; — M™e; como

[R(M)(a”)]u(x) = (=1)"1%lza,

para = me; y a = e;ae;, es facil ver que la asignacién anterios es un morfis-
mo k-lineal. Luego, por la propiedad universal del coproducto existe un tnico
morfismo k-lineal [R(M)(a’?)] : Me; — Me; tal que el siguiente diagrama

conmuta
R(M)(a")

n,. Ne .
D, M"e; D, M"e; .
Hi,n Hi,n
M"e; M"ej

[R(M)(a"P)]n
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Veamos ahora que R : g — Mod(k) — D(C4) es un dg-funtor.

/\\_/

L. R es funtor. Sean a®” € Homeep (i, j i), b’ Homeor (j, k) y x € Me;, entonces

M (b°Pa®?) = M((—1)*!P"l(ab)?) (x)
1)IaHb|( )Iab\\wlx(ab)
-1)
1)|aHz|( )‘b|(‘a‘+|$‘)($a)b
1)/l 31 (b°P) (xa)

aHb|+|a||fr\+|bHI|( a)b

E‘/—\AAA

Ademas para e; = 1; € Homeep (i, 1) y © = me; € Me;, se tiene M(15%)(z) =
(—=1)leill#lze; = 2y en consecuencia, M(197) = 1370y = 1ne;-

2. R es un funtor graduado. Para esto veamos que la siguiente contencién se
satisface

M (Homgzp (7/, j)) c HongfMod(k) (M(Z)?M(l))

En efecto, sean a°P € Homgzp (i,7) = Homg, (j,1) = e;A"e; y x € Me;,
por lo que a’? = e;ae; y © = me;, donde a € A" y m € M" son elementos
homogéneos. Entonces

M(a™)(x) =(=1)""lza
=(=1)l*Ilme;(e;ae;)
=(=D)l*lne;ae;

Note que |me;ae;| = |ma| = n+r, porlo que M (a°?) € Hompg_nroaek) (M (i),
M(i)) y [M(a)| = |aP].

3. R conmuta con el diferencial. Para esto veamos que el siguiente diagra es
conmutativo

=
=
~.
—
=
—
.
—
=

no e . M
Hom(‘fz” (Zvj) > HongfMod(k:)(

dstom g op (i.1) Fhom o agoagey (). ())

no. M _— .
Hom{op (i, )~ Hompg arodqe (M (i),

=

(),
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para cada i,j € Obj(C4). En efecto, sean a°P € Home:p(i,j) y x € Me;
entonces

Qo (37 0y 370 M (a”F) (2) = (dMejM(aOP) - (—1)W<a°">IM(aOP)4M€j) (z)

= dare, M(a®)(z) — (=1) M@ (0P )dse, ()

= dage, (-1)*Mza) — (=1)M@INT (@) (dare, (@)

—dMej(( l)lallm\ a) — (1)IM(a°p)|( )IdMei(r)Ilalde(x)a
dare, ((—1)1za) — (=1)*™ I (1) #HDIeldy (2)a

= (=D (das (za) — das (2)a)

= (=Dl (dyy(@)a + (~1)“lzd(a) - dy (@)a)

- (_1)|allr\(_ )'””‘xd(a)

= (- 1)(|a|+1)|z\xd( )

= (- 1)|d a)\lrlxd( )

= M(d(a))(x).

Por lo tanto, R(M) : C4 — Dg — Mod(k) es un funtor diferencialmente gra-
duado y de esta manera la asignacién R esta bien definida en objetos. Se prueba
que el dg-funtor R es fiel, pleno y denso, para una prueba completa ver ( [13],
Teorema 3.1, pag.11).

|
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