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Introducción

Las álgebras diferencialmente graduadas aparecen de manera natural al con-
siderar el anillo de endomor�smos de un complejo.

En la actualidad las álgebras diferencialmente graduadas son utilizadas en
varias ramas de las matemáticas, como por ejemplo en el estudio deA∞-álgebras,
en las álgebras de conglomerados y recientemente en contexto de categorías di-
ferencialmente graduadas, en geometría no conmutativa.

Las categorías diferencialmente graduadas pequeñas y su categoría de dg-
módulos a jugado un papel importante en las matemáticas a lo largo del tiempo.
En los años 70′s y 80′s del siglo pasado fueron la herramienta principal para
estudiar problemas de matrices relacionados con la teoría de representaciones
de álgebras (ver [7], [8], [10]). En tiempos modernos, su principal importancia
proviene de un resultado fundamental de Keller (ver [6] Teorema 4.3) el cual
establece que cualquier categoría triangulada algebraica compactamente gene-
rada es equivalente a la categoría derivada de un dg-categoría pequeña. Esa
importancia creció aún más cuando Tabuada mostró que la categoría Dg-cat de
categorías dg pequeñas admite una estructura modelo en la que las equivalen-
cias débiles son las llamadas cuasi-equivalencias y tambíen cuando Toen estudió
en profundidad la categoría de homotopía asociada Ho(Dg-cat), que muestra en
particular que tenía un Hom interno lo cual proporciona varias aplicaciones de
este hecho a la Teoría de la Homotopá y la Geometría Algebraica.

Por de�nición, una categoría dg pequeña es una categoría pequeña con una
graduación y un diferencial que satisfacen ciertas condiciones (ver los detalles
en el capítulo 2). Pero desde la época de Gabriel en su tesis uno sabe que las
categorías pequeñas pueden verse como álgebras con su�ciente idempotentes
(o anillos con varios objetos) y viceversa. Además, si A es una categoría muy
pequeña, entonces la categoría [Aop,Mod −K] de functores contravariantes es
equivalente a Mod− A, la categoría de módulos A derecha unitario, cuando A
se ve como un álgebra con su�cientes idempotentes.
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x INTRODUCCIÓN

Es natural esperar que se extiende a la con�guración de diferencialmente
graduado. Lo anterior requiere el desarrollo de una teoría de álgebras dg con
su�cientes idempotentes y sus módulos dg. Este desarrollo es, en cierto sentido,
una demanda de una parte de la comunidad matemática.

El objetivo de esta tesis es presentar las bases necesarias para entender y
demostrar los coceptos básicos de álgebras diferencialmente graduadas, módu-
los diferencialemente graduados sobre un anillo dg y el estudio de categorías dg
pequeñas. Se estudia en este trabajo el lenguaje que se adecua al contesxto dg
de acuerdo a la visión de la tesis de Grabriel, es decir, se desarrolla el concep-
to de dg categorías con su�cientes idempotentes y �nalmente se establece una
equivalencia entre la categoría de funtores [CopA , Dg − Mod(k)] y la categoría
Dg−Mod(A), donde A es una dg-álgebra con su�cientes idempotentes y CA es
el álgebra A vista como categoría.

Se ha tomado como base el artículo [13] � DG ALGEBRASWITH ENOUGH
IDEMPOTENTS, THEIR DG MODULES AND THEIR DERIVED CATEGO-
RIES� de Manuel Saorín desarrolando de manera explicíta cada punto tocado en
el artículo, introduciendo lemas y proposiciones necesarias; así como también,
se han redactado de mejor manera algunas de�niciones. De manera similar, se
han usado algunas fuentes (ver [14], [9], [6] y [15]) para describir algunas de las
nociones básicas de k-álgebras, producto tensorial, categorías abelianas, etc.

En el capítulo 1, introducimos la noción de k-álgebra graduada y de k-álgebra
diferencialmente graduada, digamos (A, dA), para posteriormente de�nir un A-
módulo graduado a derecha, algunas caracterizaciones de estos. En este capítulo
se estudia tambien la categoría dg −Mod(A) de A-módulos diferencialmente
graduados veri�cando que es una categoría abeliana, exhibiendo de manera ex-
plícita las construcciones de producto, coproducto, kernel, cokernel y mor�smo
paralelo. El capítulo ha sido desarrollado tomado elementos del libro [11] y de
la tesis de maestría [3].

El capítulo 2 introduce la de�nición de una categoría diferencialmente gra-
duada, así como como conceptos tales como dg-funtor, dg-transformación natu-
ral, producto tensorial de dg-categorías, dg-equivalencias y el resultado central
de este capítulo es la equivalencia entre las dg-categorías de funtores

Homdg−cat(A⊗B,C) ∼= Homdg−cat(A,Homdg−cat(B,C)),

la cual representa una generalización a la equivalencia que existe en la categoría
A-módulos.



xi

Finalmente, en el capítulo 3, se desarrolla el tema de k-álgebra diferencial-
mente graduada con su�cientes idempotentes y con ellos se de�ne nuevamente la
categoría Mod(A) con A una dg-álgebra con sufcientes idempotentes, se esblece
también una equivalencia entre la categoría de k-álgebras diferencialmente gra-
duadas con su�cientes idempoyentes y la categoría de dg-categorías pequeñas.
Por último se presenta una dg-equivalencia entre la categoría de dg-funtores
Fun(CopA , Gr−Mod(k)) y la categoría Dg−Mod(A) donde A es una dg-álgebra
con su�cientes idempotentes.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. Anillos graduados

En esta sección damos una pequeña introducción a anillos graduados, algu-
na propiedades básicas de ellos, en particular enunciamos y probamos algunas
propedades básicas de ellos, para posteriormente introducir la de�nicón de un
un R−módulo graduado.

De�nición 1.1.1 Un anillo graduado A es un anillo, asociativo con unidad

tal que A =
∐
p∈ZA

p donde

(a) Ap es un subgrupo abeliano de A para todo p en Z,

(b) si a ∈ Ap y b ∈ Aq entonces ab ∈ Ap+q.

Observación 1.1.2 A los elementos de Ap se les llamará homogéneos de grado

p. Dado a ∈ A, escribimos gr(a) = p (ó |a| = gr(a)) si y sólo si a ∈ Ap.

Ejemplo 1.1.3

(a) El anillo k[x] de polinomios en la variable x con coe�cientes en un campo k

es un anillo graduado, pues podemos verlo como k[x] =
∐
m∈NA

m, donde

Am := {f(x) ∈ k[x]|f(x) = axm, a ∈ k}.

(b) El anillo de series de Laurent con coe�cientes en el campo k es un anillo

graduado. Este anillo se representa como k[x, x−1] y tenemos que k[x, x−1] ⊂
k(x). Note que k[x, x−1] =

∐
m∈ZA

m donde

Am := {f(x) ∈ k[x]|f(x) = axm, a ∈ k,m ∈ Z}.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

(c) Sea Q un carcaj �nito, entonces tenemos que el álgebra de carcaj con

coe�cientes en el campo k, kQ =
∐
m∈Z(kQ)m, en donde (kQ)m es el

subespacio generado por los caminos de longitud m, es un anillo graduado.

De�nición 1.1.4 Sea A un anillo graduado. Se dice que A es un anillo fuer-

temente graduado si ApAp = Ap+q.

Proposición 1.1.5 Sea A un anillo graduado con unidad. Entonces las siguien-

tes condiciones se satisfacen:

(a) 1A ∈ A0 y A0 es un subanillo de A.

(b) El inverso x−1 de un elemento homogéneo x ∈ U(A) es también homogé-

neo.

(c) A es fuertemente graduado si y sólo si 1 ∈ ApA−p para cada p ∈ Z.

Demostración.

(a) Por de�nición tenemos que A0A0 ⊆ A0+0 = A0. Por lo que basta probar
que 1A ∈ A0. En efecto, sea 1A =

∑
p∈Z a

p la descomposición de 1A en
A =

∐
p∈ZA

p y ap ∈ Ap.
Entonces para cada bq ∈ Aq, q ∈ Z tenemos que

bq = bq · 1 =
∑
p∈Z

bqap,

donde bqap ∈ Ap+q. Luego, tenemos∑
p∈Z

bqap + bqa0 − bq = 0.

Por la unicidad de la representación de cada elemento en A =
⊕

p∈ZA
p

se tiene, bqap = 0 para ∀p ∈ Z− {0}. Ahora, para b ∈ A con b =
∑
t∈Z b

t

se sigue que

b · ap =

(∑
t∈Z

bt

)
ap =

∑
t∈Z

btap = 0

para p 6= 0. Por lo tanto, b · ap = 0 para cada b ∈ A. En particular, para
b = 1, 1ap = 0, esto para cada p 6= 0. Así, 1A =

∑
p∈Z a

p = a0 ∈ A0

(b) Supongamos que x ∈ U(A)∩Aq. Sea x−1 =
∑
p∈Z(x−1)p con (x−1)p ∈ Ap.

Entonces 1A = xx−1 =
∑
p∈Z x(x−1)p. Dado que 1A ∈ A0 y x(x−1)p ∈

Ap+q, tenemos que x(x−1)p = 0 para todo p 6= −q. Por otro lado, como
x ∈ U(A) tenemos que (x−1)p 6= 0 para p 6= −q. Por lo tanto, x−1 =

(x−1)−q ∈ A−q.
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(c) (⇐) Supongamos que 1A ∈ ApA−p para cada p ∈ Z. Luego, para p, q ∈ Z
tenemos

Ap+q = A0Ap+q = (ApA−p)Ap+q = Ap(A−pAp+q) ⊆ ApAq.

Así, Ap+q = ApAq.
(⇒) Dado que Ap+q = ApAq, se tiene que 1A ∈ A0 = Ap+(−p) = ApA−p.

�

De�nición 1.1.6 Un anillo diferencialmente graduado A es un anillo gra-

duado A junto con mor�smo de grupos d : A −→ A tal que

(a) d
(
Ai
)
⊆ Ai+1 para todo i ∈ Z.

(b) d cumple la regla de Leibniz, es decir, para todo par de elementos homo-

géneos a, b ∈ A se cumple la siguiente igualdad

d(ab) = d(a)b+ (−1)gr(a)ad(b).

(c) d2 = 0

Observación 1.1.7 (a) d(1A) = 0. En efecto,

d(1) = d(1 · 1) = d(1) · 1 + (−1)gr(1)1 · d(1) = d(1) · 1 + 1 · d(1)

(b) Si a es un elemento homogéneo de grado p, entonces d(a) es homogéneo

de grado p+ 1.

Recordemos ahora la de�nción de k-álgebra.

De�nición 1.1.8 Sea k un anillo conmutativo. Un anillo R es una k-álgebra

si existe ϕ : k −→ R mor�smo de anillos tal que Im(ϕ) ⊆ C(R).

Ejemplo 1.1.9 (a) Sea k un campo, k[x] es una k-álgebra con ϕ : k −→ k[x]

la inclusión de k como los polinomios constantes.

(b) C es una R-álgebra con ϕ : R −→ C la inclusión.

(c) C es una C-álgebra con ϕ : C −→ C la identidad.

(d) Sea R un anillo asociativo con unidad. El anillo Fun(X,R) de funciones

es una R-álgebra con ϕ : R −→ Fun(X,R) la inclusión de R como el

conjunto de funciones constantes con valores en R.

(e) Para un anillo asociativo con unidad, existe un único homomor�smo de

anillos ϕ : Z −→ R y dicho mor�smo brinda estructura de Z-álgebra al

anillo R.
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De�nición 1.1.10 Sea k un campo:

(a) Una k-álgebra A es una k-álgebra graduada si A es un anillo graduado

en el cual Ap es un k-subespacio vectorial de A, para todo p ∈ Z.

(b) Una k-álgebra A es una k-álgebra diferencialmente graduada si y sólo

si A es un anillo diferencial que es una k-álgebra graduada y la diferencial

d : A −→ A es un mor�smo de k-espacios vectoriales.

Una fuente de ejemplos de k-álgebras diferencialmente graduadas se puede
construir al considerar un complejo de cadenas de k-espacios vectoriales por lo
cual introducimos la siguiente de�nición.

De�nición 1.1.11 Sea M = (M i, diM ) un complejo de k-espacios vectoriales

M :=
⊕

i∈ZM
i. Sea f ∈ Endk(M), f es homogéneo de grado p si ∀i ∈ Z,

f(M i) ⊆ M i+p. Denotaremos por Ap a la colección de elementos homogéneos

de grado p, es decir,

Ap := {f : M −→M |f(M i) ⊆M i+p}

Observación 1.1.12

(a) Ap es un subespacio vectorial de Endk(M). En efecto, tenemos que 0 :

M −→M es tal que 0(M i) = 0 = 0(M i+p). Para f, g ∈ Ap, se tiene

(f + g)(M i) = f(M i) + g(M i) ⊆M i+p +M i+p

por lo que f + g ∈ Ap. Además, rf(M i) ⊆ r(M i+p) = M i+p

(b) ApAq = Ap+q

Proposición 1.1.13 Sea A =
∐
p∈ZA

p, entonces A es un k-álgebra graduada.

Demostración. Veamos primero que A es un anillo. En efecto, note que un
elemento en A =

∐
p∈ZA

p es de la forma (fi)i∈Z donde, fi = 0 para casi todos
los i ∈ Z, excepto para un número �nito. Entonces

(fi)i∈Z = (..., 0, 0, ..., 0, fj , 0, 0, ..., 0, fk, 0, ...)

= (..., 0, ..., 0, fj , 0, 0, ..., 0, 0, ...) + (..., 0, ..., 0, 0, ..., 0, fk, 0, ...)

= fj + fk.

Recordemos que un coproducto incp : Ap −→
∐
p∈ZA

p}p∈Z puede ser identi�-
cado con una suma directa interna

⊕
p∈Z incp(A

p) ∼=
∐
p∈ZA

p. En vista de lo
anterior, podemos representar a un elemneto de A de la forma f =

∑∞
i=0 fi,

donde fi = 0 para casi todo i. Veamos ahora que (A,+) es un grupo abeliano,
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Cerrado. Sean f, g ∈ A, entonces f =
∑∞
i=0 fi, g =

∑∞
j=0 gj , por lo que

f + g =

∞∑
i=0

fi +

∞∑
j=0

gj = f =

∞∑
t=0

(ft + gt),

por la observación 1.1.12 tenemos que ft+gt ∈ At. Por lo tanto f+g ∈ A.

Neutro aditivo. Se tiene que el neutro aditivo es el elemento (fi)i∈Z tal
que fi = 0 ∀i ∈ Z.

Inverso aditivo. Sea f =
∑∞
i=0 fi ∈ A, como fi ∈ Ai y por 1.1.12 Ai es un

k-espacio vectorial, entonces existe −fi ∈ A tal que fi+ (−fi) = 0i. Basta
considerar −f =

∑∞
i=0(−fi) como el inverso de f .

Asociatividad y comutatividad. Se sigue de que Ai es un k-espacio vectorial
para cada i ∈ Z.

Veri�camos ahora las propiedades del producto

Cerrado. Sean f =
∑∞
i=0 fi, f =

∑∞
j=0 gj elementos en A =

∐
p∈ZA

p.
Entonces

f ◦ g =

( ∞∑
i=0

fi

)( ∞∑
i=0

gj

)
= f =

∞∑
i=0

hi

con hi =
∑
k+r=i frgk, donde hi = 0 para casi todo i. Veamos que hi ∈ Ai.

En efecto, dado que M i es un k-espacio vectorial para cada i, se tiene lo
siguiente:

hi(M
l) =

( ∑
k+r=i

frgk

)
(M l) =

∑
k+r=i

fr(gk(M l))

⊆
∑
k+r=i

fr(M
l+k)

⊆
∑
k+r=i

M l+k+r

=
∑
k+r=i

M l+i = M l+i

Asociativo. Sean f, g, q ∈ A, tenemos que

[f◦g]◦q =

( ∞∑
i=0

fi

) ∞∑
j=0

gj

( ∞∑
t=0

qt

)
=

( ∞∑
i=0

hi

)( ∞∑
t=0

qt

)
=

∞∑
i=0

wi

donde hi =
∑
k+r=i frgk y wi =

∑
u+v=i fuwv, por lo que se tiene

wi =
∑
u+v=i

fuwv =
∑
u+v=i

( ∑
k+r=u

frgk

)
wv =

∑
k+r+v=i

(frgk)wv.
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En consecuencia,

(f ◦ g) ◦ q =

∞∑
i=0

( ∑
k+r+v=i

(frgk)wv

)
.

Dado que fr, gk, wv ∈ Endk(M) entonces (fr ◦ gk) ◦ wv = fk ◦ (gk ◦ wv).
Por otro lado,

f◦(g◦q) =

∞∑
i=0

( ∑
k+r+v=i

fr(gkwv)

)
=

∞∑
i=0

( ∑
k+r+v=i

(frgk)wv

)
= (f◦g)◦q

Distributiva. Sean f, g, q ∈ A entonces

(f + g)q =

( ∞∑
i=0

fi + gi

)( ∞∑
i=0

qi

)
=

∞∑
i=0

( ∑
k+t=i

(fk + gk)qt

)

=

∞∑
i=0

∑
k+t=i

(fkqt + gkqt)

Por otro lado se tiene que

fq + gq =

( ∞∑
i=0

fi

)( ∞∑
t=0

qt

)
+

 ∞∑
j=0

gj

( ∞∑
t=0

qt

)
=

∞∑
i=0

wi +

∞∑
i=0

zi,

donde wi =
∑
u+v=i fuqv y zi =

∑
r+y=i frqy. Por lo que

fq + gq =

∞∑
i=0

 ∑
u+v=i

fuqv +
∑
r+y=i

frqy

 .

Ahora bien, note que existe 1A ∈
∐
p∈ZA

p. Consideremos el mor�smo 1M =

IdM : M −→ M y como 1M (M i) = M i = M i+0, se tiene 1M ∈ A0. Por lo que
de�nimos 1A = (fi), donde

fi =


0 si i 6= 0

1M si i = 0

Veamos que g ◦ 1A = g ∀ g ∈ A.
En efecto, tenemos que

g ◦ 1A =

( ∞∑
i=0

gi

)( ∞∑
i=0

fi

)
=

∞∑
i=0

hi
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con hi =
∑
k+r=i gkfr. Luego hi = gif0 + 0 + 0 + ... para cada i. Por lo que

g ◦ 1A =

∞∑
i=0

hi =

∞∑
i=0

gi ◦ f0 =

∞∑
i=0

gi ◦ 1M =

∞∑
i=0

gi = g

Por lo tanto A es un anillo graduado sociativo con unidad.

Veamos que A es una k-álgebra graduada para lo cual sólo falta ver que
A tiene estructura de k-álgebra. En efecto, de�nimos un mor�smo de anillos
ϕ : k −→ A tal que ϕ(k) = (ki)i∈Z, donde

ki =


0 si i 6= 0

k1M si i = 0

Veri�camos que ϕ es un mor�smo de anillos. Sean k, k′ ∈ k, entonces ϕ(k+k′) =

((k + k′)i) donde

(k + k′)i =


0 si i 6= 0

(k + k′)1M si i = 0

Por otro lado, se tiene que

ϕ(k) =


0 si i 6= 0

k1M si i = 0

ϕ(k′) =


0 si i 6= 0

k′1M si i = 0.

En consecuencia,

ϕ(k) + ϕ(k′) =


0 si i 6= 0

k1M + k1M si i = 0

Ahora bien, si k′, k′′ ∈ k entonces

ϕ(k′k′′) =


0 si i 6= 0

k′k′′1M si i = 0,

y también

ϕ(k′)ϕ(k′′) =


0 si i 6= 0

k′1Mk
′′1M si i = 0.
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Así, ϕ(k′k′′) = ϕ(k′)ϕ(k′′). Finalmenet se tiene que

ϕ(1k) =


0 si i 6= 0

1k1M = 1M si i = 0,

Entonces A tiene estructura de k-módulo vía ϕ, donde

kf = ϕ(k)f = ϕ(k)(

∞∑
i=0

fi) =

∞∑
i=0

kfi.

La contención Im(ϕ) ⊆ C(A) es clara. Por lo tanto, A es una álgebra graduada.
�

Proposición 1.1.14 Considere la k-álgebra de la proposición 1.1.13 entonces

A es una k-álgebra diferencialmente graduada.

Demostración. Por la prosición 1.1.13 basta ver que A tiene diferencial. De-
�nimos un mor�smo δ : A −→ A, como δ tiene que ser un mor�smo de grupos
abelianos y cada elemento de A es de la forma f =

∑∞
i=0 fi con fi ∈ Ai, bas-

ta de�nir δ : A −→ A para f ∈ Ap. Ahora bien, dado que queremos hacer
a δ un diferencial debe cumplir que δ(f) ∈ Ap+1 para cada f ∈ Ap, es decir,
δ(f) ∈ End(M) de grado p+ 1. Entonces para f ∈ Ap y m ∈M de�nimos

δ(f)(m) = di+pM f(m)− (−1)gr(f)fdiM (m)...(∗)

Recordemos queM =
⊕

i∈ZM
i por lo quem =

∑
i∈Zmi, con lo cual rede�nimos

δ(f)(m) :=
∑
i∈Z

(
di+pM f(mi)− (−1)gr(f)fdiM (mi)

)
.

Ahora, para f =
∑∞
i=0 fi ∈ A se tiene que

δ(f)(m) :=

( ∞∑
i=0

δ(fi)

)
(m) =

∞∑
i=0

(δ(fi)(m)) .

Veamos que el mor�smo δ : A −→ A es un diferencial. En efecto,

(a) δ es mor�smo de grupos. Esta condición es clara, ya que el mor�smo
se de�nió para que cumpla con ser un mor�smo de grupos abelianos de
manera natural (ver (∗)).

(b) δ(Ap) ⊆ Ap+1 para todo p. Sean f ∈ Ap y m ∈ M i, entonces f(m) ∈
M i+p. Como di+pM : M i+p −→ M i+p+1 se tiene que di+pM f(m) ∈ M i+p+1.
También diM (m) ∈ M i+1, por lo que fdiM (m) ∈ M i+1+p. Por lo tanto,
δ(f)(m) ∈M i+p+1 para todo m ∈M , entonces δ(f) ∈ Ap+1.
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(c) Regla de Leibniz. Sean f ∈ Ap, g ∈ Aq tenemos que mostrar que

δ(fg) = δ(f)g + (−1)gr(f)fδ(g).

Como δ(f) ∈ End(M) queremos probar que

δ(fg)(m) = δ(f)g(m) + (−1)gr(ffδ(g)(m) ∀ m ∈M.

Dado que todo m ∈M es de la forma m =
∑
i∈Zmi y el mor�smo δ es un

mor�smo de grupos abelianos, basta probar que

δ(fg)(mi) = δ(f)g(mi) + (−1)gr(f)fδ(g)(mi)

para mi ∈M i. Por un lado, tenemos que fg ∈ Ap+q, entonces

δ(fg)(mi) = di+p+qM (fg)(mi)− (−1)gr(fg)(fg)diM (mi).

Por otro lado, g(mi) ∈M i+q, entonces

δ(f)(g(mi)) = di+q+pM f(g(mi))− (−1)gr(f)fdi+qM (g(mi))

y

(−1)gr(f)fδ(g)(mi) = (−1)gr(f)f [di+qM g(mi)− (−1)gr(g)gdiM (mi)]

= (−1)pfdi+qM g(mi)− (−1)p+qfgdiM (mi).

En consecuencia,

δ(fg)(mi) = δ(f)g(mi) + (−1)gr(f)fδ(g)(mi)

= di+q+pM f(g(mi))− (−1)pfdi+qM (g(mi))

+ (−1)pfdi+qM g(mi)− (−1)p+qfgdiM (mi)

= di+q+pM f(g(mi))− (−1)p+qfgdiM (mi).

Por lo tanto, δ(fg)(mi) = di+p+qM δ(f)g(mi) + (−1)gr(f)fδ(g)(mi). Ahora
bien, para m =

∑
i∈Zmi ∈M tenemos

δ(fg)(m) = δ(fg)(
∑
i∈Z

mi) :=
∑
i∈Z

[δ(fg)(mi)]

=
∑
i∈Z

di+p+qM δ(f)g(mi) + (−1)gr(f)fδ(g)(mi)

=
∑
i∈Z

di+p+qM δ(f)g(mi) + (−1)gr(f)
∑
i∈Z

fδ(g)(mi)

= di+p+qM δ(f)g(
∑
i∈Z

mi) + (−1)gr(f)fδ(g)(
∑
i∈Z

mi)

= di+p+qM δ(f)g(m) + (−1)gr(f)fδ(g)(m).
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Asi, δ(fg) = di+p+qM δ(f)g + (−1)gr(f)fδ(g), por lo que se cumple la regla
de Leibniz.

(d) δ2 = 0 . Sea f ∈ Ap ym =
∑
i∈Zmi, conmi ∈M i. veamos que δ2(f)(m) =

0 para toda m ∈ M , para lo cual basta ver que δ2(f)(mi) = 0 para toda
mi ∈M i. En efecto,

δ2(f)(mi) = δ(δ)(mi) = di+p+1
M δ(f)(mi)− (−1)gr(δ(f))δ(f)(diM (mi))

= di+p+1
M

(
di+pM f − (−1)pfdiM

)
(mi)

− (−1)p+1
(
di+p+1
M f(diM (mi))− (−1)pdi+p+1

M (diM (mi))
)

= di+p+1
M di+pM f(mi)− (−1)pdi+p+1

M fdiM (mi)

− (−1)p+1di+p+1
M f(diM (mi)) + (−1)p(−1)p+1fdi+1

M diM (mi)

= 0.

donde la última igualdad se da ya que di+p+1
M di+pM = 0, di+1

M diM = 0 por
ser parte de un complejo de cadena, y por ser (−1)p, (−1)p+1 de signos
contrarios.
En consecuencia, δ2(f)(mi) = 0 para cada mi. Luego por ser δ un mor�s-
mo de grupos se tiene que δ(f)(m) = 0 para cada m ∈ M , con lo cual se
tiene que δ2(f) = 0 para f ∈ Ap y así, δ2 = 0.

Por lo tanto, A es una k-álgebra diferencial. �

1.2. Módulos graduados y Diferenciales

De�nición 1.2.1 Sea A una k-álgebra graduada y M un A-módulo izquierdo.

Se dice que M es un A-módulo graduado a izquierda si las siguiente con-

diciones se satisfacen

(a) M admite una graduación como k-espacio vectorial, M =
⊕

i∈ZM
i, donde

M i es un k-subespacio vectorial, ∀i ∈ Z. Los elementos de M i se llaman

homogéneos de grado i. Escribimos gr(m) = i ( ó bien |m| := gr(m)) si y

sólo si m ∈M i.

(b) Si a ∈ Ai y m ∈M j, entonces am ∈M i+j.

De�nición 1.2.2 Sea A una k-álgebra diferencial y M un A-módulo a izquierda.

Se dice que M es un A-módulo diferencialmente graduado a izquierda

si las siguientes condiciones se cumplen:

(a) M =
⊕

i∈ZM
i es un A-módulo graduado a izquierda.

(b) M tiene una transformación lineal dM : M −→M que satisface:



1.2. MÓDULOS GRADUADOS Y DIFERENCIALES 11

(b1) dM (M i) ⊆M i+1 ∀i ∈ Z,

(b2) d2
M = 0.

(b3) Si a ∈ A y m ∈M son elementos homogéneos se cumple

dM (am) = d(a)m+ (−1)gr(a)adM (m).

Ahora vamos a de�nir los A-módulos a derecha graduados, para ello recor-
damos la de�nción de anillo opuesto.

De�nición 1.2.3 Sea A un anillo. De�nimos el anillo opuesto, Aop, como

sigue:

(a) Aop tiene estructura de grupo abeliano, más aún, (Aop,+) := (A,+).

(b) Se de�ne un producto en Aop mediante la regla a ·op b := b · a, donde ·
denota el producto del anillo A.

(c) (Aop, ·op) es un semigrupo.

De�nición 1.2.4 Sea A una k-álgebra graduada. Aop es una k-álgebra graduada

cuyo conjunto y estructura de k-espacio vectorial graduado es la misma de A.

Por lo tanto, (Aop)m := Am para toda m ∈ Z. Si a ∈ Ap y b ∈ Aq de�nimos

a ∗ b := (−1)pqb · a

donde · es la operación del anillo A. En general, si f, g ∈ A con f =
∑
i∈Z fi,

g =
∑
i∈Z gi entonces:

f ∗ g :=

(∑
i∈Z

fi

)(∑
i∈Z

gi

)
=
∑
i∈Z

hi

con hi =
∑
t+k=i ft ∗ gk =

∑
t+k=i(−1)gr(ft)gr(gk)ftgk

El siguiente lema muestra que Aop tiene estructura de k-álgebra graduada de
manera natural si A es una k-álgebra graduada.

Lema 1.2.5 Sea A una k-álgebra graduada. Entonces Aop es una k-álgebra gra-

duada.

Demostración. Dado de que A es k-álgebra graduada, A =
⊕

i∈ZA
p como

grupo abeliano, entonces Aop =
⊕

i∈Z (Aop)
p. Luego, ApAq ⊆ Ap+q y como

a ∗ b = (−1)pqba se tiene que (Aop)
p

(Aop)
q ⊆ (Aop)

p+q.
Veamos ahora que Aop tiene estructura de anillo con la operación a ∗ b =

(−1)pqba. En efecto,



12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Cerradura. Se sigue de la de�nición de ∗.

Asociatividad. Sean f, g, h ∈ A donde f =
∑
i∈Z fi, g =

∑
i∈Z gi, h =∑

i∈Z hi. Entonces, f ∗ g =
∑
i∈Z qi con qi =

∑
α+β=i(−1)αβfαgβ . Luego,

tenemos que

(f ∗ g) ∗ h =

(∑
i∈Z

qi

)(∑
i∈Z

hi

)
=
∑
i∈Z

ti

donde,

ti =
∑
γ+δ=i

(−1)γδqγhδ =
∑
γ+δ=i

(−1)γδ

 ∑
α+β=γ

(−1)αβfαgβ


=
∑
γ+δ=i

∑
α+β=i

(−1)γδ(−1)αβ (fαgβ)hδ

=
∑

α+β+δ=i

(−1)γδ(−1)αβ (fαgβ)hδ.

Por otro lado,

g ∗ h =

(∑
i∈Z

gi

)(∑
i∈Z

hi

)
=
∑
i∈Z

ui

donde ui =
∑
ε+λ=i(−1)ελgεhλ. Luego, tenemos que

f ∗ (g ∗ h) =

(∑
i∈Z

fi

)(∑
i∈Z

ui

)
=

(∑
i∈Z

vi

)

con
∑
µ+η=i fµuη

vi =
∑
µ+η=i

(−1)µηfµuη =
∑
µ+η=i

(−1)µηfµ

 ∑
ε+λ=η

(−1)ελgεhλ


=
∑
µ+η=i

∑
ε+λ=η

(−1)µη(−1)ελfµ (gεhλ)

=
∑

µ+ε+λ=i

(−1)µη(−1)ελfµ (gεhλ) .

Para ver que las sumas coinciden basta ver que coinden en cada sumando,
por lo que tomamos el cambio de variables µ = α, ε = β y λ = δ, por lo
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que tenemos

(−1)γδ(−1)αβ (fαgβ)hδ = (−1)(α+β)δ(−1)αβ (fαgβ)hδ

= (−1)(µ+ε)λ(−1)µεfµ (gεhλ)

= (−1)µλ(−1)ελ(−1)µεfµ (gεhλ)

= (−1)µ(λ+ε)(−1)ελfµ (gεhλ)

= (−1)µη(−1)ελfµ (gεhλ) .

Lo cual implica que f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h.

Distributividad. Sean f, g, h ∈ Aop, entonces

(f + g) ∗ h =

(∑
i∈Z

(fi + gi)

)
∗

(∑
i∈Z

hi

)
=
∑
i∈Z

ti

donde

ti =
∑

α+β=i

(−1)αβ(fα + gα)hβ =
∑

α+β=i

(−1)αβfαhβ +
∑

α+β=i

(−1)αβgαhβ .

Por otro lado,

f ∗ h =

(∑
i∈Z

fi

)(∑
i∈Z

hi

)
=
∑
i∈Z

ui

con ui =
∑
γ+δ=i(−1)γδfγhδ y,

g ∗ h =

(∑
i∈Z

gi

)(∑
i∈Z

hi

)
=
∑
i∈Z

wi

donde wi =
∑
ε+λ=i(−1)ελgεhλ. Así tenemos que f ∗ h+ g ∗ h =

∑
i∈Z si

con

si =
∑
γ+δ=i

(−1)γδfγhδ +
∑
ε+λ=i

(−1)ελgεhλ

=
∑
γ+δ=i

(−1)γδfγhδ +
∑
γ+δ=i

(−1)γδgγhδ

=
∑
γ+δ=i

(−1)γδ (fγhδ + gγhδ)

=
∑
γ+δ=i

(−1)γδ (fγ + gγ)hδ = ti.

La otra distributividad es similar.
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Unidad. Para f ∈ Aop se tiene que

f ∗ 1A =

(∑
i∈Z

fi

)
∗

(∑
i∈Z

δ0i1A

)
=
∑
i∈Z

ti

donde ti =
∑
α+β=i(−1)α·0fαδ0β1A = (−1)α0fi1A = fi1A = fi. En con-

secuencia,
f ∗ 1A =

∑
i∈Z

ti =
∑
i∈Z

fi = f

Por lo tanto, Aop es una naillo con unidad vía f ∗ g = (−1)gr(a)gr(b)gf . Luego,
Aop es un anillo graduado.

Ahora bien, por ser A una k-álgebra graduada, Ap es un k-espacio vectorial
para cada p ∈ Z, por lo que (Aop)

p es un k-espacio vectorial para todo p ∈ Z.
Por lo tanto, Aop es una k-álgebra graduada. �

Proposición 1.2.6 Si A es una k-álgebra diferencial, entonces Aop =
⊕

i∈ZA
i

es una k-álgebra diferencial, donde la diferencial de Aop es la misma que la de

A.

Demostración. Por el Lema 1.2.5 tenemos que Aop es una k-álgebra graduada,
basta ver que tiene diferencial. De�nimos d : Aop −→ Aop como dop(a) = d(a),
es decir, el diferencial de Aop es el mismo que el de A. En efecto,

(a) Dado que d : A −→ A es diferencial para A se tiene que d(a) ∈ Ap+1 para
cada p ∈ Z. En consecuencia, dop(a) = d(a) ∈ Ap+1 = (Aop)p+1 ∀p ∈ Z.

(b) Por ser d direncial para A, d2 = 0. Así, (dop)2 = d2 = 0.

(c) Ahora bien, dop : Aop −→ Aop veri�ca la regla de Leibniz. En efecto, sean
a ∈ Ap y b ∈ Aq elementos homogéneos, veamos que se veri�ca la siguiente
igualdad

d(a ∗ b) = d(a) ∗ b+ (−1)gr(a)a ∗ d(b).

Dado que d es diferencial para A

d(a ∗ b) = d((−1)pqba)

= (−1)pqd(ba)

= (−1)pq (d(b)a+ (−1)pbd(a))

= (−1)pq
(

(−1)gr(a)gr(d(b))a ∗ d(b) + (−1)q(−1)gr(d(a)gr(b)d(a) ∗ b
)

= (−1)pq(−1)p(q+1)a ∗ d(b) + (−1)pq(−1)q(−1)(p+1)qd(a) ∗ b
= (−1)pa ∗ d(b) + d(a) ∗ b.

Por lo tanto, Aop es una k-álgebra diferencial.
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�
En vista de la proposición anterior podemos dar la siguiente de�nición para

un A- módulo graduado a derecha.

De�nición 1.2.7 (a) Si A es una k-álgebra graduada, un A-módulo gra-

duado a derecha M es un Aop-módulo graduado a izquierda.

(b) Si A es una k-álgebra diferencial, un A-módulo diferencial graduado

a derecha M es un Aop-módulo diferencial graduado a izquierda.

Lo siguiente caracteriza a los A-módulos graduados a derecha.

Proposición 1.2.8 Sean M un k-espacio vectorial con graduaciónM =
⊕

i∈ZM
i

y A una k-álgebra graduada. Entonces M es un A-módulo graduado a derecha si y

sólo si existe una transformación bilineal ψ : M×A −→M donde ψ(m, a) = m·a
tal que

(a) Si a ∈ Ai y m ∈M j, entonces m · a ∈M i+j.

(b) m · 1 = m ∀m ∈M .

(c) Si a, b ∈ A son elementos homogéneos y m ∈M ,

(m · a) · b = (−1)gr(a)gr(b)m · (ab)

Demostración.
(⇒) Supongamos que M es un A-módulo graduado a derecha, por tanto tenemos
que M es un Aop-módulo graduado a izquierda, con lo cual de�nimos ψ : M ×
A −→M con ψ(m, a) := m · a = a ·op m.
Veamos que se cumplen las tres condiciones:

(a) Sea a ∈ Ai, m ∈M j . Dado que m es un Aop-módulo graduado a izquierda
tenemos que a ·op m ∈M i+j , y por lo tanto, m · a = a ·op m ∈M i+j .

(b) Por ser M un Aop-módulo m · 1 := 1 ·op m = m para toda m ∈M.

(c) Sean a, b elementos homogéneos de A. Tenmos que

(m · a) · b = b ·op (m · a) = b ·op (a ·op m)

= (b ∗ a) ·op m

=
(

(−1)gr(a)gr(b)ab
)
·op m

= (−1)gr(a)gr(b)(ab) ·op m

= (−1)gr(a)gr(b)m · (ab)
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La bilinealidad de ψ se sigue de que M es un Aop-módulo izquierdo.
(⇐) Supongamos que existe ψ : M × A −→ M bilineal tal que cumple las

tres condiciones. Queremos ver que M es un A-módulo graduado derecho, en-
tonces veamos que M es un Aop-módulo graduado izquierdo.

En efecto, por hipótesis M =
⊕

i∈ZM
i con M i un k-espacio vectorial para

cada i ∈ Z. De�nimos θ : Aop ×M −→ M como θ(a,m) := ψ(m, a) = a ·op m.
Dado que ψ es bilineal se sigue que θ también lo es. Entonces

(a+ b) ·op m = a ·op m+ b ·op m

a ·op (m+m′) = a ·op m+ a ·op m′.

También por la condición (2) se tiene que

1 ·op m = ψ(m, 1) = m · 1 = m

(a ∗ b) ·op m =
(

(−1)gr(a)gr(b)ba
)
·op m

= m ·
(

(−1)gr(a)gr(b)ba
)

= (−1)gr(a)gr(b)m · (ba)

= (m · b) · a
= a ·op (m · b)
= a ·op (b ·op m).

En consecuencia, M es un Aop- módulo izquierdo. Ahora bien, como ψ cumple
la condición (a) para a ∈ Ai y m ∈M j , se tiene que a · ·opm = a ·m ∈M i+j . Por
lo tanto, M es un Aop-módulo graduado izquierdo y luego, M es un A-módulo
graduado derecho.
�

Proposición 1.2.9 Sea M un k-espacio vectorial con graduaciónM =
⊕

i∈ZM
i

y provisto de una transformación lineal dM : M −→M tal que

(a) dM (M i) ⊆M i+1 ∀i ∈ Z,

(b) d2
M = 0.

Sea A una k-álgebra diferencial con diferencial d. Entonces M es un A-módulo

diferencial derecho, con diferencial dM si y sólo si existe una transformación

bilineal ψ : M ×A −→M donde ψ(m, a) = m · a = a ·op m tal que

(a) ψ satisface las condiciones de la proposición 1.2.8.
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(b) Si a ∈ A y m ∈M son homogéneos, entonces

dM (m · a) = m · d(a) + (−1)gr(a)dM (m) · a

Demostración. (=⇒) Supongamos que M es un A-módulo direncial derecho,
por lo que M es un A-módulo graduado derecho y por la proposición 1.2.8 existe
ψ : M ×A −→M bilineal, la cual satisface las condiciones requeridas.
Veamos que se cumple (b). En efecto, sea a ∈ A y m ∈M homogéneos, entonces

dM (m · a) = dM (a ·op m) = d(a) ·op m+ (−1)gr(a)a ·op dM (m)

= m · d(a) + (−1)gr(a)dM (m) · a.

(⇐=) Dado que existe ψ : M × A −→ M bilineal que cumple (a), se sigue
de la proposición 1.2.8 que M es un A-módulo graduado derecho. Luego, por
hipótesis general existe una función lineal dM : M −→ M tal que d2

M = 0 y
dM (M i) ⊆M i+1 para cada i ∈ Z, y de (b) se cumple la regla de Leibniz. Por lo
tanto M es un A-módulo diferencial derecho. �

Lema 1.2.10 Sea A una álgebra diferencial. Entonces A =
⊕

i∈ZA
i es un A-

módulo diferencial derecho.

Demostración. Veamos que A es un A-módulo graduado derecho. En efecto,
dado que A es una k-álgebra diferencial tenemos que Ai tiene estructura de
k-espacio vectorial para cada i ∈ Z y A =

⊕
i∈ZA

i.
De�nimos una acción derecha como sigue, para a, b ∈ A elementos homogéneos
de A, a ∗ b = (−1)gr(a)gr(b)ab. En general, para elementos a, b ∈ A, estendemos
por linealidad

a∗b :=

(∑
i∈Z

ai

)
∗

(∑
i∈Z

bi

)
=
∑
i∈Z

 ∑
α+β=i

(aα ∗ bβ)

 =
∑
i∈Z

 ∑
α+β=i

(−1)αβ(aαbβ)


Veamos que está acción hace que A sea un A-módulo derecho. En efecto, sean
a, b, c, d ∈ A, entonces

(a) (a ∗ b) ∗ c = a∗(b∗c). Por un lado, a∗b =
∑
i∈Z ti con ti =

∑
α+β=i(−1)αβaαbβ .

Luego, (a ∗ b) ∗ c =
(∑

i∈Z ti
) (∑

i∈Z ci
)

=
∑
i∈Z ui, donde

ui =
∑
γ+δ=i

tγ ∗ cδ =
∑
γ+δ=i

(−1)γδtγcδ

=
∑
γ+δ=i

(−1)γδ

 ∑
α+β=i

(−1)αβaαbβ

 cδ

=
∑

α+β+δ=i

(−1)γδ(−1)αβ(aαbβ)cδ

=
∑

α+β+δ=i

(−1)αδ(−1)βδ(−1)αβ(aαbβ)cδ
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Por otro lado, b ∗ c =
(∑

i∈Z bi
)
∗
(∑

i∈Z ci
)

=
∑
i∈Z wi, donde wi =∑

ε+η=i bε ∗ cη =
∑
ε+η=i(−1)εηbεcη. De esta manera tenemos que, a ∗ (b ∗

c) =
(∑

i∈Z ai
)
∗
(∑

i∈Z wi
)

=
∑
i∈Z vi, donde

vi =
∑
λ+µ=i

aλ ∗ wµ =
∑
λ+µ=i

(−1)λµaλwµ =
∑
λ+µ=i

(−1)λµaλ

( ∑
ε+η=µ

(−1)εηbεcη

)
=

∑
λ+ε+η=i

(−1)λµ(−1)εηaλ(bεcη)

=
∑

λ+ε+η=i

(−1)λµ(−1)εηaλ(bεcη)

=
∑

λ+ε+η=i

(−1)λε(−1)λη(−1)εηaλ(bεcη).

Considerando el cambio de variable α = λ, β = ε, δ = η en las expresiones
para ui y vi obtenemos (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

(b) (a + b) ∗ c = a ∗ c + b ∗ c. Primero, por un lado tenemos

(a+ b) ∗ c =

(∑
i∈Z

ai + bi

)(∑
i∈Z

ci

)
=
∑
i∈Z

ti,

donde

ti =
∑

α+β=i

(aα + bα) ∗ cβ =
∑

α+β=i

(−1)αβaαcβ + bαcβ .

Por otro lado,

a ∗ c =

(∑
i∈Z

ai

)(∑
i∈Z

ci

)
=
∑
i∈Z

wi

con wi =
∑
γ+ε=i aγ ∗ cε =

∑
γ+ε=i(−1)γεaγcε.

b ∗ c =

(∑
i∈Z

bi

)(∑
i∈Z

ci

)
=
∑
i∈Z

vi

con vi =
∑
λ+η=i bλ ∗ cη =

∑
λ+η=i(−1)ληbλcη. Así,

a∗c+b∗c =
∑
i∈Z

wi+
∑
i∈Z

vi =
∑
i∈Z

 ∑
γ+ε=i

(−1)γεaγcε

+
∑
i∈Z

 ∑
λ+η=i

(−1)ληbλcη.


Nuevamente considerando el cambio de variable α = γ = λ, ε = η = β se
tiene (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c.
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(c) De manera análoga a la parte (b) se obtiene que a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c
para todo a, b, c ∈ A

(d) Sea 1A ∈ A y a ∈ A, entonces

a ∗ 1A =

(∑
i∈Z

δi,01A

)(∑
i∈Z

ai

)
=
∑
i∈Z

ti

donde

ti =
∑

α+β=i

aβ ∗(δα,01A) =
∑

α+β=i

(−1)αβaβ (δα,01A) = (−1)0iaiδ0,01A = ai.

Por lo que a ∗ 1A = a para todo a ∈ A.

En consecuencia A es un A-módulo derecho vía ∗. Ahora bien, sean a, b ∈ A

homogéneo y c ∈ A, entonces

(c ∗ a) ∗ b =
(

(−1)gr(c)gr(a)ca
)
∗ b = (−1)gr(c)gr(a)(ca) ∗ b

= (−1)gr(c)gr(a)(−1)(gr(c)+gr(a))gr(b)(ca)b

= (−1)gr(c)gr(a)(−1)(gr(c)gr(b)(−1)gr(a))gr(b)cab

= (−1)gr(c)(gr(a)+gr(b))(−1)gr(a)gr(b)c(ab)

= (−1)gr(a)gr(b)c ∗ (ab)

Así, por la proposición 1.2.8 A es un A-módulo graduado derecho.

De�nimos ahora la diferencial de A como dA := d la misma diferencial
de A como álgebra diferencial. Por ser A una álgebra diferencial se tiene que
d(Ai) ⊆ Ai+1 ∀i ∈ Z y d2 = 0, por lo que dA(Ai) ⊆ Ai+1 ∀i ∈ Z y d2

A = 0. Por
la proposición 1.2.9 basta ver que si a ∈ A y b ∈ A son homogéneos, entonces

dA(a ∗ b) = a ∗ d(b) + (−1)gr(b)d(a) ∗ b.

En efecto,

dA(a ∗ b) = dA

(
(−1)gr(a)gr(b)ab

)
= d

(
(−1)gr(a)gr(b)ab

)
= (−1)gr(a)gr(b)d(ab)

= (−1)gr(a)gr(b)
(
d(a)b+ (−1)gr(a)ad(b)

)
= (−1)gr(a)gr(b)d(a)b+ (−1)gr(a)(1+gr(b))ad(b)

= a ∗ d(b) + (−1)gr(b)d(a) ∗ b.

Por lo tanto, A es un A-módulo diferencial. �
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De�nición 1.2.11 El A-módulo diferencial del Lema 1.2.10 se conoce como

A-módulo diferencial regular derecho de A.

Ahora bien, sea A una k-álgebra graduada y M un A-módulo graduado
derecho. De�nimos M [1] :=

⊕
i∈Z(M [1])i donde (M [1])i := M i+1 y la acción

m ∗ a := (−1)gr(a)ma para m ∈M y a ∈ A homogéneos.

Proposición 1.2.12 Sea k un campo.

(a) Si A es una k-álgebra graduada. Entonces M [1] es un A-módulo graduado

derecho, es decir, M [1] ∈ Gr −Mod(Aop).

(b) Si A es una k-álgebra diferencial y M es un A-módulo diferncial dere-

cho. De�nimos dM [1] := −dM , entonces M [1] es un A-módulo diferencial

derecho.

Demostración. Veamos primero queM [1] es un A-módulo graduado derecho.
De�nimos una función ϕ : M [1] × A −→ M [1] como ϕ(m, a) := m · a para
m ∈ (M [1])i y a ∈ Aj elemenos homogéneos. La función ϕ la podemos extender
por linealidad para m ∈M y a ∈ A como

ϕ(m, a) = m · a =

(∑
i∈Z

mi

)∑
j∈Z

aj

 =
∑
i∈Z

ti

donde ti =
∑
α+β=imqak. De esta manera por de�nición, la función ϕ es bilineal.

Ahora veamos que se cumplen las condiciones de la Proposición 1.2.8. En efecto,

(a) Sean a ∈ Ai y m ∈ (M [1])j . Dado que m ∈ M j+1 y M es un A-módulo
graduado derecho, por la Proposición 1.2.8(a) m · a ∈ M i+j+1, es decir,
m · a ∈ (M [1])i+j .

(b) Por ser M un A-módulo graduado derecho tenemos que m · 1 = m para
toda m ∈M , entonces m · 1 = m para todo m ∈M [1].

(c) Sean a, b ∈ A homogéneos y m ∈ (M [1])i, es decir, m ∈M i+1, entonces

(m ∗ a) ∗ b =
(

(−1)gr(a)m · a
)
∗ b = (−1)gr(a)(−1)gr(b)(m · a) · b.

Por ser M un A-módulo graduado derecho tenemos que (m · a) · b =

(−1)gr(a)gr(b)m · (a · b). Así,

(m ∗ a) ∗ b = (−1)gr(a)(−1)gr(b)(−1)gr(a)gr(b)m · (a · b)

= (−1)gr(a)gr(b)
(

(−1)gr(a)+gr(b)m · (a · b)
)

= (−1)gr(a)gr(b)m ∗ (a · b).

Por lo tanto, por la Proposición 1.2.8 M [1] es un A-módulo graduado
derecho.
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Ahora bien, por de�nición tenemos queM [1] :=
⊕

i∈Z(M [1])i y por serM es un
A-módulo diferencial derecho tenemos que dM : M −→M es una tranformación
lineal, por lo que dM [1] : M [1] −→M [1] de�nida como dM [1] := −dM es también
una tranformación lineal. Veri�quemos ahora que dM [1] cumple las hipótesis de
la Proposición 1.2.9. En efecto,

(a) Sea m ∈ (M [1])i, es decir, m ∈ M i+1. Luego, dM [1](m) := −dM (m) ∈
M (i+1)+1 = M i+2 = (M [1])i+1. En conscuencia, dM [1]

(
(M [1])i

)
⊆ (M [1])i+1.

(b) Tenemos d2
M [1] = dM [1]◦dM [1] = (−dM ) (−dM ) = d2

M = 0, donde la última
igualdad se dá por ser M un A-módulo diferencial derecho.

(c) Ahora veamos que se cumple la regla de Leibniz, es decir, que se cumple
la siguiente igualdad

dM [1](m ∗ a) = m ∗ d(a) + (−1)gr(a)
(
dM [1](m) ∗ a

)
.

En efecto,

dM [1](m ∗ a) = dM [1]

(
(−1)gr(a)m · a

)
= −dM

(
(−1)gr(a)m · a

)
= −(−1)gr(a)dM (m · a)

= −(−1)gr(a)
(
m · d(a) + (−1)gr(a)dM (m) · a

)
= (−1)gr(a) (− (m · d(a)) + (−dM (m)) ∗ a)

= (−1)gr(a)
(

(−1)(−1)gr(a)+1m ∗ d(a) + dM [1](m) ∗ a
)

= m ∗ d(a) + (−1)gr(a)
(
dM [1](m) ∗ a

)
Así, por la Proposición 1.2.9 se tiene que M [1] es un A-módulo diferencial de-
recho. �

Observación 1.2.13 Si M es un A-módulo graduado (respectivamente dife-

rencial), de manera análoga a la construcción anterior, podemos construir el A-

módulo graduado (respectivamente diferecial)M [−1]. Notemos que (M [−1])[1] =

M = (M [1])[−1].

Ejemplo 1.2.14 Sea A =
⊕

i∈ZA
i, M =

⊕
i∈ZM

i, donde M es un A.módulo

derecho diferencial y supongamos que d(A0) = 0. Consideremos a A0 con d =

0. Entonces M =
⊕

i∈ZM
i es un A0-módulo derecho diferencial y dM es un

mor�smos de A0-módulo derecho.

De�nición 1.2.15 Si A es una k-álgebra graduada. Gr-Mod(Aop) es la ca-

tegoría cuyos objetos son los A-módulos derechos graduados y sus mor�smos

f : M −→ N son funciones k-lineales que cumplen lo siguiente:
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(a) f(ma) = f(m)a para toda m ∈M y para toda a ∈ A,

(b) f(M i) ⊆ N i para cada i ∈ Z.

De�nición 1.2.16 Si A es una k-álgebra graduada. Dg-Mod(Aop) es la cate-

goría cuyos objetos son los A-módulos diferenciales y sus mor�smos f : M −→
N , son aquellos, que además de ser mor�smos de A-módulos derechos gradua-

dos, conmutan con el diferencial, es decir, el siguiente diagrama conmuta

M
f //

dM
��

N

dN
��

M
f
// N

Lema 1.2.17 Sea A una k-álgebra diferencial graduada.

(a) Si f : M −→ N es un mor�smo en Gr−Mod(Aop) que es biyectivo como

función, entonces f es un isomor�smo en Gr −Mod(Aop).

(b) Si f : M −→ N es un mor�smo en Dg−Mod(Aop) que es biyectivo como

función, entonces f es un isomor�smo en Dg −Mod(Aop).

Demostración.

(a) Sean f : M −→ N un mor�smo biyectivo en Gr−Mod(Aop)y g : N −→M

su función inversa, es decir, gf=1M y fg = 1N . Como f es mor�smo
en Gr − Mod(Aop) f(M i) ⊆ N i para cada i ∈ Z, por ser f biyec-
tiva, para n ∈ N i, existe m =

∑
i∈Zmi ∈

⊕
i∈ZM

i = M tal que
n = f(m) = f

(∑
i∈Zmi

)
=
∑
i∈Z f(mi) y

∑
i∈Z f(mi) ∈

⊕
i∈ZN

i, enton-
ces n = f(m) = f(mi), por lo que f(M i) = N i para cada i ∈ Z. Luego,
g(N i) = gf(M i) = 1M (M i) = M i para cada i ∈ Z. Por lo tanto, g es
homogéneo. Además, para n ∈ N y a ∈ A tenemos

f(g(na)− g(n)a) = fg(na)− f(g(n)a) = fg(na)− f(g(n))a

= fg(na)− fg(n)a

= 1N (na)− 1N (n)a

= na− na = 0.

Así, f(g(na)− g(n)a) = 0, como f es inyectiva se tiene que g(na) = g(n)a.
En consecuencia g es mor�smo en Gr −Mod(Aop) e inverso de f. Por lo
tanto, f es un isomor�smo en Gr −Mod(Aop).

(b) Sea f : M −→ N un mor�smo biyectivo en Dg −Mod(Aop) y sea g :

N −→ M su función inversa. Por inciso (a) g : N −→ M es mor�smo en
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Gr−Mod(Aop) e inversa de f . Basta ver que g conmuta con el diferencial,
es decir, dMg = gdN . En efecto,

f(dMg(n)− gdN (n)) = f(dMg(n))− f(gdN (n)) = fdMg(n)− fgdN (n)

= dNfg(n)− fgdN (n)

= dN (n)− dN (n) = 0.

Dado que f es inyectiva se tiene dMg(n) = gdN (n).

�

1.3. Gr−Mod(Aop) y Dg−Mod(Aop) categorías abe-

lianas

Los siguientes resultados son previos para poder veri�car el resultado central
de la sección el cual es demostrar que las categorías Gr −Mod(Aop) y Dg −
Mod(Aop) son categorías abelianas,.

Proposición 1.3.1 Sea A una k-álgebra diferencial graduada. Entonces Gr −
Mod(Aop) y Dg −Mod(Aop) tienen objeto cero.

Demostración. Sea Z = 0 el k-espcio vectorial cero, de�nimos la acción
Z × A −→ Z dada por 0 · a := 0 y dZ := 0. Es claro que Z =

⊕
i∈Z Z

i donde
Zi = 0 para cada i ∈ Z, por lo que Z ∈ Gr −Mod(Aop).

Veamos que Z es un objeto cero de la categoría Gr −Mod(Aop). Dado que
HomGr−Mod(Aop)(M,Z) ⊆ HomV ec−k(M,Z) y Z = 0 es un objeto cero en
Vec-k tenemos que

|HomGr−Mod(Aop)(M,Z)| ≤ 1.

Ahora bien, note que tenemos un mor�smo ϕ : M −→ Z en Gr−Mod(Aop)

dado por ϕ(m) = 0 para todo m ∈M . En consecuencia,

|HomGr−Mod(Aop)(M,Z)| = 1

para todo M ∈ Gr −Mod(Aop).

Sean 0M,0 ∈ HomGr−Mod(Aop)(M,Z) y 00,N ∈ HomGr−Mod(Aop)(Z,N) los
únicos elementos de dichos conjuntos, de�nimos el mor�smos cero como 0 :=

00,N ◦ 0M,0 : M −→ N , con esto tenemos que Z = 0 es objeto cero en
Gr −Mod(Aop).
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Veri�camos que Z = 0 también es un obejto cero para la categoría Dg −
Mod(Aop), para lo cual basta ver que el siguiente diagrama conmuta

M
f //

dM
��

Z

dZ
��

M
f
// Z.

En efecto, dado que HomDg−Mod(Aop)(M,Z) ⊆ HomGr−Mod(Aop)(M,Z) enton-
ces |HomDg−Mod(Aop)(M,Z)| ≤ |HomGr−Mod(Aop)(M,Z)| = 1. Así

|HomDg−Mod(Aop)(M,Z)| = 1,

por lo que f = 0M,Z y dZ = 0 entonces dZf = fdM . �

Proposición 1.3.2 Sean Gr −Mod(Aop) y Dg −Mod(Aop) como antes. En-

tonces

(a) HomGr−Mod(Aop)(M,N) es un grupo abeliano para todo M,N ∈ Gr −
Mod(Aop).

(b) HomDg−Mod(Aop)(M,N) es un grupo abeliano para todo M,N ∈ Dg −
Mod(Aop).

Demostración. Realizamos la prueba de ambos incisos:

(a) Sean f, g ∈ HomGr−Mod(Aop)(M,N). De�nimos la suma de f y g, para
m ∈M como sigue

(f + g)(m) := f(m) +N g(m)

Dado que f y g son tranformaciones lineales tenemos que f + g es una
transformación lineal. Falta ver que f + g es homogéneo. En efecto, sea
m ∈ M i, por ser f y g homogéneos tenemos que f(m), g(m) ∈ N i, dado
que N i es un grupo abeliano para cada i ∈ Z entonces (f + g)(m) =

f(m) + g(m) ∈ N i. En consecuencia, (f + g)(M i) ⊆ N i. Además,

(f + g)(ma) := f(ma) + g(ma) = f(m)a+ g(m)a

= (f(m) + g(m)) a

= ((f + g)(m)) a.

Por lo tanto, f + g ∈ HomGr−Mod(Aop)(M,N).

(b) Por el inciso (a) basta veri�car que f + g conmuta con el diferencial. En
efecto, dado que f, g ∈ HomDg−Mod(Aop)(M,N) tenemos que fdM = dNf

y gdM = dNg, entonces

(f + g)dM = fdM + gdM = dNf + dNg = dN (f + g).

Por lo tanto, f + g ∈ HomDg−Mod(Aop)(M,N).
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�

Observación 1.3.3
DadosM,N,L ∈ Gr−Mod(Aop), f, f1, f2 ∈ HomGr−Mod(Aop)(M,N) y g, g1, g2 ∈
HomGr−Mod(Aop)(N,L) las siguientes igualdades se veri�can

g(f1 + f2) = gf1 + gf2

(g1 + g2)f = g1f + g2f

por ser mor�smos de tranformaciones lineales. Análogamente las igualdades an-

teriores son válidas para la categoría Dg −Mod(Aop).

Corolario 1.3.4 Sea A una k-álgebra graduada. Entonces las categorías Gr −
Mod(Aop)y Dg −Mod(Aop) son categorías preaditivas.

Demostración. Se sigue de la proposición 1.3.2 y la observación 1.3.3. �

Proposición 1.3.5 Sea (A, d) una k-álgebra graduada. Entonces la categoría

Gr −Mod(Aop) tiene coproductos

Demostración. Sea {Ms}s∈J una familia de objetos de Gr−Mod(Aop), donde
Ms =

⊕
j∈ZM

j
s para toda s ∈ J . Tomamos

∐
s∈JMs el coproducto de los k-

espacios vectoriales Ms y sus inclusiones canónicas λs : Ms −→
∐
s∈JMs.

(a) Veamos que
∐
s∈JMs tiene estructura de A-módulo graduado derecho.

En efecto, de�nimos (∐
s∈J

Ms

)j
:=
∑
s∈J

λs(M
j
s ).

Tenemos que probar que

∐
s∈J

Ms =
⊕
j∈Z

(∐
s∈J

Ms

)j
.

Sea x ∈
∐
s∈JMs, entonces x tiene la siguiente forma

x = λs1(m1) + λs2(m2) + · · ·+ λst(mt)

donde mi está en Msi y Msi =
⊕

j∈ZM
j
si . Entonces,

m1 = mr
1 +mr+1

1 +mr+2
1 + · · ·+mr+l

1

m2 = mr
2 +mr+1

2 +mr+2
2 + · · ·+mr+l

2

...

mt = mr
t +mr+1

t +mr+2
t + · · ·+mr+l

t
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donde mj
i esta en (Msi)

j . Note que podemos suponer que los mi inician
y terminan en los mismos índices, pues en caso contrario agregamos ceros
para que inicien y terminen en el mismo índice. Al sustiruir los valores
anteriores obtenemos que

x = λs1(mr
1 +mr+1

1 +mr+2
1 + · · ·+mr+l

1 )

+λs2(mr
2 +mr+1

2 +mr+2
2 + · · ·+mr+l

2 )

+ · · ·+ λst(m
r
t +mr+1

t +mr+2
t + · · ·+mr+l

t ).

Dado que λst es una transformación lineal, tenemos que se distribuye sobre
la suma

x = λs1(mr
1) + λs1(mr+1

1 ) + λs1(mr+2
1 ) + · · ·+ λs1(mr+l

1 )

+λs2(mr
2) + λs2(mr+1

2 ) + λs2(mr+2
2 ) + · · ·+ λs2(mr+l

2 )

...

+λst(m
r
t ) + λst(m

r+1
t ) + λst(m

r+2
t ) + · · ·+ λst(m

r+l
t ),

y, reordenando las sumas anteriores tenemos

x = λs1(mr
1) + λs2(mr

2) + · · ·+ λst(m
r
t ) + λs1(mr+1

1 ) + λs2(mr+1
2 )

+ · · ·+ λst(m
r+1
t ) + · · ·+ λs1(mr+l

1 ) + λs2(mr+l
2 ) + · · ·+ λst(m

r+l
t ).

De�nimos

ηr := λs1(mr
1) + λs2(mr

2) + · · ·+ λst(m
r
t ) ∈

(∐
s∈J

Ms

)r

ηr+1 := λs1(mr+1
1 ) + λs2(mr+1

2 ) + · · ·+ λst(m
r+1
t ) ∈

(∐
s∈J

Ms

)r+1

...

ηr+l := λs1(mr+l
1 ) + λs2(mr+l

2 ) + · · ·+ λst(m
r+l
t ∈

(∐
s∈J

Ms

)r+l
.

Entonces,

x = ηr + ηr+1 + ·+ ηr+l ∈
∑
j∈Z

(∐
s∈J

Ms

)j
.

Ahora veamos que la suma es directa. Supongamos que ηr ∈
(∐

s∈JMs

)r
,

ηr+1 ∈
(∐

s∈JMs

)r+1
, · · · , ηr+l ∈

(∐
s∈JMs

)r+l
y que

0 = ηr + ηr+1 + · · ·+ ηr+l.
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Sabemos que ηj ∈
(∐

s∈JMs

)j
, luego

ηj = λs1(mj
1) + λs2(mj

2) + · · ·+ λst(m
j
t )

con mj
i ∈M j

si , para j = r.r + 1, ...r + l. Entonces

0 =

t∑
i=1

λsi(m
r
i ) +

t∑
i=1

λsi(m
r+1
i ) + · · ·+

t∑
i=1

λsi(m
r+l
i )

y reordenando las sumas, obtenemos

0 = λs1(mr
1 +mr+1

1 +mr+2
1 + · · ·+mr+l

1 )+

λs2(mr
2 +mr+1

2 +mr+2
2 + · · ·+mr+l

2 )+

+ · · ·+ λst(m
r
t +mr+1

t +mr+2
t + · · ·+mr+l

t ).

Luego, aplicamos la proyección canónica πst :
∐
s∈JMs −→ Msi (como

espacios vectoriales) tenemos que

0 = πsiλsi(m
r
i +mr+1

i +mr+2
i + · · ·+mr+l

i )

= mr
i +mr+1

i + · · ·+mr+l
i ∈Msi =

⊕
j∈Z

M j
si

para i = 1, ..., t, esto nos dice que mr
i = 0, mr+1

i = 0, · · · , mr+l
i = 0. Luego

ηr = ηr+1 = · · · = ηr+l = 0. Así hemos probado que

∐
s∈J

Ms =
⊕
j∈Z

(∐
s∈J

Ms

)j

(b) Ahora veri�camos que
∐
s∈JMs tiene estructura de A-módulo derecho

graduado. Consideremos la transformación bilineal

ϕ :
∐
s∈J

Ms ×A −→
∐
s∈J

Ms

tal que ϕ(x, a) = ϕ(
∑
i∈J λsi(mi), a) :=

∑
i∈J λsi(mia), la bilinealidad de

ϕ se sigue de que λsi es un mor�smo de A-módulos yMsi es un A-módulo
graduado derecho.

Sean x ∈
(∐

s∈JMs

)j
y a ∈ At, veamos que xa ∈

(∐
s∈JMs

)j+t
. En

efecto, se tiene que x = λs1(m1)+λs2(m2)+· · ·+λst(mt), dondemi ∈M j
si

para i = 1, · · · , t. Luego
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xa = (λs1(m1) + λs2(m2) + · · ·+ λst(mt)) a

= λs1(m1)a+ λs2(m2)a+ · · ·+ λst(mt)a

= λs1(m1a) + λs2(m2a) + · · ·+ λst(mta)

donde mia ∈M j+t
si ya que Msi es un A-módulo graduado derecho, enton-

ces

xa ∈

(∐
s∈J

Ms

)j+t
Sean a, b ∈ A elementos homogéneos y x ∈

(∐
s∈JMs

)j
. Veamos que

se cumple que (xa)b = (−1)gr(a)gr(b)x(ab). En efecto, dado que x es de
la forma x = λs1(m1) + λs2(m2) + · · · + λst(mt) con mi ∈ M j

si , para
i = 1, · · · , t. Entonces

(xa)b = (λs1(m1a) + λs2(m2a) + · · ·+ λst(mta)) b

= λs1((m1a)b) + λs2((m2a)b) + · · ·+ λst((mta)b),

como Msi es un A-módulo graduado derecho, por la proposición 1.2.8 se
tiene que (mia)b = (−1)gr(a)gr(b)mi(ab) para i = 1, · · · , t. Así, tenemos
que

(xa)b = λs1((−1)gr(a)gr(b)m1(ab)) + · · ·+ λst((−1)gr(a)gr(b)mt(ab))

= (−1)gr(a)gr(b) (λs1(m1(ab)) + · · ·+ λst(mt(ab)))

= (−1)gr(a)gr(b)x(ab).

Luego por la Proposición 1.2.8 obtenemos que
∐
s∈JMs es un A-módulo

graduado derecho. Note que λj(ma) = ma para cada m ∈ Msj y a ∈ A.
Además es claro que λj(Mk

sj ) ⊂
(∐

s∈JMs

)k
. Por lo tanto, λj : Msj −→∐

s∈JMs es un mor�smo de A-módulos graduados derechos.

Ahora sólo resta ver que
∐
s∈JMs tiene la propiedad universal del co-

producto. En efecto, sea {fs : Ms −→ L}s∈J una familia de mor�smos
en Gr −Mod(Aop). En particular cada fs es un mor�smo k-lineal. Como∐
s∈JMs es el coproducto de los k-espacios vectorialesMs existe un único

mor�smo lineal f :
∐
s∈JMs −→ L tal que fλsi = fsi para cada si ∈ J ,

es decir, el siguiente diagrama conmuta

L

Msi λsi

//

fsi

99

∐
s∈JMs.

f

OO
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Veamos que f es un mor�smo en la categoría Gr − Mod(Aop) . Sean
m ∈

∐
s∈JMs y a ∈ A, como m ∈

∐
s∈JMs existen mi ∈ Msi tal que

m =
∑
λsi(mi). Así tenemos que ma =

∑
λsi(mia), luego

f(ma) = f
(∑

λsi(mia)
)

=
∑

fλsi(mia) =
∑

fsi(mia)

=
∑

fsi(mi)a

=
(∑

fλsi(mi)
)
a

= f
(∑

λsi(mi)
)
a

= f(m)a

Similarmente dado que fsi(M
j
si) ⊆ Lj y

(∐
s∈JMs

)j
=
∑
s∈J λs(M

j
s )

tenemos que

f

(∐
s∈J

Ms

)j = f

(∑
s∈J

λs(M
j
s )

)
=
∑
s∈J

fλs(M
j
s )

=
∑
s∈J

fs(M
j
s )

⊆
∑
s∈J

Lj = Lj .

Así, f es un mor�smo en Gr −Mod(Aop).

�

Proposición 1.3.6 Sea (A, d) una k-álgebra diferencialmente graduada. La ca-

tegoría Dg −Mod(Aop) tiene coproductos.

Demostración. Sea {Ms}s∈J una familia de A-módulos diferenciales derechos.
Por la proposición 1.3.5 tenemos que el coproducto de los k-espacios vectoriales∐
s∈JMs admite una estructura de A-módulo graduado derecho. Sólo basta ver

que
∐
s∈JMs está en Dg −Mod(Aop) .

Veamos que
∐
s∈JMs poseé un diferencial. En efecto, dado que para cada

s ∈ J tenenemos un diferencial ds : Ms −→ Ms por la propiedad universal del
coproducto, existe una única tranformación lineal d :

∐
s∈JMs −→

∐
s∈JMs
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tal que el siguiente diagrama conmuta para cada j ∈ Z∐
s∈JMs

d // ∐
s∈JMs

Ms

λs

OO

ds

// Ms.

λs

OO

Ahora comprobamos que d es una diferencial.

(a) d
((∐

s∈JMs

)j) ⊆ (∐s∈JMs

)j+1
.

Sea x ∈
(∐

s∈JMs

)j
,entonces x =

∑
λsi(mi) con M j

si y así,

d(x) = d
(∑

λsi(mi)
)

=
∑

d (λsi(mi)) =
∑

λsi(dsi(mi));

dado que dsi es diferencial, tenemos que dsi(mi) ∈M j+1
si entonces

d(x) ∈

(∐
s∈J

Ms

)j+1

(b) d cumple la regla de Leibniz. En efecto, sea x
(∐

s∈JMs

)j
y a ∈ Ar, como

antes x =
∑t
i=1 λsi(mi), con mi ∈M j

si . Luego,

d(xa) = d

((
t∑
i=1

λsi(mi)

)
a

)

= d

(
t∑
i=1

λsi(mia)

)

=

t∑
i=1

d(λsi(mia))

=

t∑
i=1

λsidsi(mia)

=

t∑
i=1

λsi [mid(a) + (−1)rdsi(mi)a]

=

t∑
i=1

λsi(mid(a)) + (−1)r
t∑
i=1

λsi [dsi(mi)a]

=

t∑
i=1

λsi(mi)d(a) + (−1)r
t∑
i=1

d(λsi(mi))a

= xd(a) + (−1)rd(x)a
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Así, d satisface la regla de Leibniz.

(c) d2 = 0 .
En efecto, sea x ∈

(∐
s∈JMs

)j
, entonces x =

∑
λsi(mi) con mi ∈ M j

si .
De esta manera, tenemos que

d2(x) = d(d(x))

= d
(∑

d(λsi(mi))
)

= d
(∑

λsi(dsi(mi))
)

=
∑

dλsi(dsi(mi))

=
∑

dsidsi(mi) = 0.

Luego, por la Proposición 1.2.9
∐
s∈JMs es un módulo diferencial derecho.

Es claro que la inclusión canónica λs : Ms −→
∐
s∈JMs es un mor�smo de

módulos diferenciales derechos.

Veri�camos ahora la propiedad universal del coproducto. En efecto, sea {fs :

Ms −→ L}s∈J una familia de mor�smos en la categoría Dg −Mod(Aop). Dado
que Dg−Mod(Aop) ⊂ Gr−Mod(Aop), existe un mor�smo f :

∐
s∈JMs −→ L

en Gr −Mod(Aop) tal que el siguiente diagrama conmuta

L

Ms
λs

//

fs

;;

∐
s∈JMs.

f

OO

Veamos que f conmuta con el diferencial de
∐
s∈JMs. Sea x ∈

∐
s∈JMs,

entonces x =
∑
λsi(mi) y,

fd(x) = fd
(∑

λsi(mi)
)

= f
(∑

dλsi(mi)
)

= f
(∑

λsidmsi (mi)
)

=
∑

fλsidmsi (mi)

=
∑

fsidmsi (mi)

=
∑

dLfsi(mi)

= dL

(∑
fsi(mi)

)
= dLf(x).



32 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Por lo tanto, Dg −Mod(Aop) tiene coproductos. �

Proposición 1.3.7 Sea (A, d) una k-álgebra graduada. Entonces la categoría

Gr −Mod(Aop) tiene productos.

Demostración. Sea {Mi}i∈I una familia de A-módulos graduados, entonces
Mi =

⊕
n∈ZM

n
i donde Mn

i es la parte n-homogénea de Mi, por lo que Mn
i

es un k-espacio vectorial para cada n. Ahora, consideramos las poyecciones
πi,n :

∏
i∈IM

n
i −→ Mn

i del producto de {Mn
i }i∈I como k-espacios vectoriales

y las inclusiones θj,n : Mn
j −→Mj =

⊕
n∈ZM

n
j .

Luego, la familia {θj,nπj,n :
∏
i∈IM

n
i −→ Mj}n∈Z induce un único mor�smo

ψj :
⊕

n∈Z
(∏

i∈IM
n
i

)
−→Mj tal que el siguiente diagrama conmuta

Mj =
⊕

n∈ZM
n
j

∏
i∈IM

n
i ηn

//

θj,nπj,n

88

⊕
n∈Z

(∏
i∈IM

n
i

)
,

ψj

OO

es decir, ψjηn = θj,nπj,n. En otras palabras,

ψjηn(rk) = θj,nπj,n((xni )i∈I) = θj,n(xnj ) = xnj .

Denotamos por Tn :=
∏
i∈IM

n
i y por T :=

⊕
n∈Z T

n. Ahora, para y ∈⊕
n∈Z

(∏
i∈IM

n
i

)
se tiene que y =

∑
k∈K rk con K ⊂ Z �nito y rk ∈

∏
i∈IM

k
i ,

es decir, rk = (xki )i∈I y así,

ψj(y) = ψj

(∑
k∈K

rk

)
=
∑
k∈K

xkj

De�nimos ahora una transformación bilineal

ϕ :
⊕
n∈Z

(∏
i∈I

Mn
i

)
×A −→

⊕
n∈Z

(∏
i∈I

Mn
i

)

donde ϕ
(∑

j∈J((xji )i∈I),
∑
w∈W aw

)
:=
∑
j,w(xjiaw)i∈I , para J ⊂ Z �nito. La

bilinealidad de ϕ se sigue de que (xni,j) ∈Mn
i y Mn

i ⊆Mi ∈ Gr −Mod(Aop).

Veamos que se cumplen las propiedades de la proposición 1.2.8. En efecto,

(a) Sean rj = (xji )i∈I ∈ T j con Tn =
∏
i∈IM

n
i y at ∈ At. Entonces ϕ(rj , a

t) =

ϕ((xji )i∈I , a
t) = (xjia

t)i∈I , dado queMi es un A-módulo graduado se tiene
que xjia ∈M

j+t
i para cada i ∈ I, por lo que rjat ∈ T j+t =

∏
i∈IM

j+t
i .
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(b) Sea m ∈ T y 1 ∈ A. Entonces ϕ(m, 1) = (
∑
j∈J(xji ), 1) =

∑
j∈J(xji1) =∑

j∈J(xji ) = m, donde la tercer igualdad se sigue de que Mi es un A-
módulo graduado.

(c) Sean a, b ∈ A elementos homogéneos y m ∈ T , Veamos que se cumple la
siguiente igualdad

(m · a) · b = (−1)gr(a)gr(b)m · (ab).

En efecto, como m =
∑
j∈J(xji ) con x

j
i ∈M

j
i , entonces

(m · a) · b =

∑
j∈J

(xji )

 · a
 · b =

∑
j∈J

(xji · a)

 · b
=
∑
j∈J

((xji · a) · b)

=
∑
j∈J

(−1)gr(a)gr(b)(xji (ab))

= (−1)gr(a)gr(b)

∑
j∈J

(xji )

 (ab)

= (−1)gr(a)gr(b)m(ab).

Luego, por la proposición 1.2.8 tenemos que T =
⊕

n∈Z
(∏

i∈IM
n
i

)
es un A-

módulo graduado derecho.
Veamos que ψj : T −→ Mj es un mor�smo en Gr −Mod(Aop). En efecto,

sean x ∈ Tn y a ∈ A, es decir, x = (xni )i∈I , a =
∑
w∈W aw, con W ⊂ Z �nito.

Entonces

(a) Entonces

ψjηn(xa) = ψj ((xni )i∈I · a)

= θj,nπj,n ((xni · a)i∈I)

= θj,n(xnj · a)

= xnj · a.

Por otro lado,

ψjηn(x) · a = ψj

(
(xji )i∈I · a

)
= θj,nπj,n ((xni )i∈I) · a
= θj,n(xnj ) · a
= xnj · a.

Por lo tanto, ψj(ma) = ψj(m)a.
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(b) Veamos que ψj(Tn) ⊆Mn
j . Sea x ∈ Tn =

∏
i∈IM

n
i . Entonces x = (xni )i∈I

y luego,

ψj(x) = ψj((x
n
i )i∈I) = xnj ∈Mn

j

En consecuencia, ψi es un mor�smo en Gr −Mod(Aop) para cada i ∈ I.

Veri�quemos que {ψi : T =
⊕

n∈Z T
n =

⊕
n∈Z

(∏
i∈IM

n
i

)
−→ Mi}i∈I es

el producto de {Mi}i∈I en la categoría de A-módulos graduados derechos. En
efecto, sea {αi : N −→Mi}i∈I una familia de mor�smos en Gr−Mod(Aop). En
particular, {αi|Nn : Nn −→ Mn

i }i∈I es una familia de mor�smos de k-espacios
vectoriales, entonces por la propiedad universal del producto existe un único
mor�smo de k-espcios vectoriales ϕn : Nn −→

∏
i∈IM

n
i tal que el siguiente

diagrama conmuta

Nn ϕn //

αi|Nn !!

∏
i∈IMi

πi,n
zz

Mi.

Ahora, la familia ϕn : Nn −→
∏
i∈IM

n
i induce un único mor�smo ϕ : N =⊕

n∈ZN
n −→

⊕
n∈Z

(∏
i∈IM

n
i

)
de k-espacios vectoriales, tal que el siguiente

diagrama conmuta

Nn
rNn //

ϕn

��

⊕
n∈ZN

n

ϕ

��∏
i∈IM

n
i ηn

//⊕
n∈Z

(∏
i∈IM

n
i

)

,

donde rNn son la inclusiones canónicas en el coproducto.

Veamos que ϕ es un mor�smo de A-módulos derechos. En efecto, primero
para u ∈ Nn homogéneo, tenemos lo siguiente

ϕrNn (u) = ηnϕn(u)

= ϕ(u)

= ϕn(u)

Por otro lado,

πi,nϕn(u) = αi|Nn(u),
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de donde ϕn(u) = (αi|Nn(u))i∈I . Por lo tanto, para un elemento homogéneo
u ∈ Nn tenemos que

ϕ(u) = (αi|Nn(u))i∈I .

Ahora sean a ∈ A =
⊕

n∈ZA
n y u ∈ N . Entonces,

ϕ(ua) = ϕ

((∑
n∈Z

un

)(∑
t∈Z

at

))

= ϕ

(∑
n∈Z

∑
t∈Z

unat

)
=
∑
n∈Z

∑
t∈Z

ϕ(unat)

=
∑
n∈Z

∑
t∈Z

(αi|Nn+t(unat))i∈I

=
∑
n∈Z

∑
t∈Z

(αi(unat))i∈I

=
∑
n∈Z

∑
t∈Z

(αi(un)at)i∈I

=
∑
n∈Z

∑
t∈Z

(αi(un))i∈I at

=
∑
n∈Z

∑
t∈Z

(αi|Nn(un))i∈I at

=
∑
n∈Z

(αi(un))i∈I

∑
t∈Z

at

= ϕ(u)a

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

Nn

αi|Nn

}}

ϕn

��

rNn

**⊕
n∈ZB

n

αi

zz

α

��

Mn
i

θi,n ((

∏
i∈IM

n
i

πi,noo

ηn

**⊕
n∈ZM

n
i

⊕
n∈Z

(∏
i∈IM

n
i

)
ψi

oo

,

donde αi es el único mor�smo inducido por la familia {αi|Nn : Nn −→Mn
i }n∈Z.
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Veamos que la cara de enfrente conmuta. En efecto,

ψiαr
B
n = ψiηnϕn

= µi,nπi,nϕn

= µi,nαi|Nn
= αir

B
n .

En consecuencia, ψiϕ = αi. Falta veri�car que ϕ es un mor�smo graduado. En
efecto, sea u ∈ Bn elemento homogéneo. Dado que ψiϕ = αi y αi es un mor�s-
mo graduado, tenemos que ψiϕ(u) = αi(u) ∈Mn

i y así, ϕ(u) ∈ Tn =
∏
i∈IM

n
i .

Veamos ahora que el mor�smo ϕ es único. Supongamos que existe ϕ′ : N −→
T un mor�smo de A-módulos graduados derecho tal que ψiϕ′ = αi. Entonces

ψiϕ
′rBn = ψiϕr

B
n

= αir
B
n

= µi,nαi|Nn
= µi,nπi,nϕn

= ψiηnϕn

Por la propiedad del producto como k-espacios vectoriales, tenemos que ϕ′rBn =

ηnαn. Luego, por la unicidad del mor�smo ϕ, como el único que hace conmutar
el cuadrado anterior derecho, se sigue que ϕ = ϕ′.

Por lo tanto, {ψi : T −→ Mi}i∈I es el producto de la familia {Mi}i∈I en la
categoriá de A-módulos graduados derechos. �

Proposición 1.3.8 Sea (A, d) una k-álgebra diferencialmente graduada. En-

tonces la categoría Dg −Mod(Aop) tiene productos.

Demostración. Sea {Mi}i∈I una familia de A-módulos diferenciales derchos.
Por la proposición 1.3.7 {ψi : T −→ Mi}i∈I es un producto para la familia
{Mi}i∈I , donde T :=

⊕
n∈Z

(∏
i∈IM

n
i

)
. Veamos que T admite un diferencial.

En efecto, para cada i ∈ I tenemos un diferencial di : Mi −→Mi. Consideramos
µi,n : Mn

i −→
⊕

n∈ZM
n
i las inclusiones canónicas en el coproducto y di

∣∣
Mn
i

:

Mn
i −→ Mn+1

i las restricciones de di a cada componente. Entonces tenemos
que el diferencial di : Mi −→ Mi es el único mor�smo que hace conmutar el
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siguiente diagrama en Gr −Mod(Aop)

Mi =
⊕

n∈ZM
n
i

di // Mi =
⊕

n∈ZM
n
i

Mn
i

di

∣∣
Mn
i

//

µi,n

OO

Mn+1
i .

µi,n+1

OO

Ahora bien, la familia {di
∣∣
Mn
i

: Mn
i −→Mn+1

i }i∈I en Gr−Mod(Aop) induce

un único mor�smo ϕn :
∏
i∈IM

n
i −→

∏
i∈IM

n+1
i tal que el siguiente diagrama

conmuta
Tn :=

∏
i∈IM

n
i

ϕn //

πi,n

��

Tn+1 :=
∏
i∈IM

n+1
i

πi,n+1

��
Mn
i

di

∣∣
Mn
i

// Mn+1
i ,

es decir, πi,n+1ϕn = di
∣∣
Mn
i

πi,n. En consecuencia, tenemos que para (xni ) ∈∏
i∈IM

n
i , ϕn ((xni )) = (di(x

n
i )). Nuevamente, la familia de de mor�smos {ϕn :

Tn −→ Tn}n∈Z induce un único mor�smo ϕ : T −→ T tal que el siguiente
diagrama conmuta

T :=
⊕

n∈Z
(∏

i∈IM
n
i

) ϕ // T :=
⊕

n∈Z
(∏

i∈IM
n
i

)

Tn

ηn

OO

ϕn
// Tn+1,

ηn+1

OO

es decir, ϕµn = µn+1ϕn y así, ϕ
(∑

j∈J rj

)
= ϕ

(∑
j∈J(xji )i∈I

)
=
∑
i∈J(di(x

j
i ))i∈I

para cada
∑
j∈J rj ∈ T .

Veamos que ϕ : T −→ T es un diferencial para T :=
⊕

n∈Z
(∏

i∈IM
n
i

)
. En

efecto,

(a) ϕ(Tn) ⊆ Tn+1. Sean rn ∈ Tn =
∏
i∈IM

n
i , es decir, rn = (xni ). Luego,

ϕ(rn) = ϕn(rn) = ϕn((xni )i∈I) = (di(x
n
i ))i∈I

dado que di es un diferencial para Mi tenemos que di(x
j
i ) ∈ M

n+1
i para

cada i ∈ I. De esta manera ϕ(rn) ∈
∏
i IM

n+1
i = Tn+1.

(b) Veamos que se cumple la regla de Leibniz, es decir, que se cumple la
siguiente igualdad

ϕ(ma) = md(a) + (−1)gr(a)ϕ(m)a.
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En efecto, sean m ∈ Tn y a ∈ At elementos homogéneos. Por lo que
m = (xni ) ∈

∏
i∈IM

n
i = Tn entonces,

ϕ(ma) = ϕ ((xni a)) = ϕ ((xni a))

= (di(x
n
i a))

=
(
xni d(a) + (−1)gr(a)di(x

n
i )a
)

= (xni d(a)) + (−1)gr(a)(di(x
n
i a))

= (xni )d(a) + (−1)gr(a)(di(x
n
i ))a

= md(a) + (−1)gr(a)ϕ(m)a.

(c) Veamos que ϕ2 = 0. En efecto, sea m ∈ T , por lo que m =
∑
j∈J rj =∑

j∈J(xji ) entonces,

ϕ2(m) = ϕ(ϕ(m)) = ϕ

ψ
∑
j∈J

(xji )

 = ϕ

(∑
i∈J

di(x
j
i )

)

=
∑
i∈J

di(di(x
j
i ))

=
∑
i∈J

d2
i (x

j
i )

= 0,

donde la última igualdad se sigue de que di es un diferencial. Por lo tanto,
ψ : T −→ T es un diferencial.

Note que los mor�smos de la proposición 1.3.7 ψi : T −→Mi son mor�smos
en Gr −Mod(Aop). Además el siguiente diagrama conmuta

T
ψk //

ϕ

��

Mk

dk

��
T

ψk

// Mk

.

En efecto, sea m =
∑
j∈J rj ∈ T , por un lado tenemos que

dkψk

∑
j∈J

rj

 = dkψk

∑
j∈J

(xki )i∈I

 = (dk(xki ))i∈I .

Por otro lado,

ψkϕ

∑
j∈J

rj

 = ψk

∑
j∈J

(di(x
k
i ))i∈I

 = (di(x
k
i ))i∈I .
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En consecuencia, ψk conmuta con el diferencial dk y así, ψk es un mor�smo en
Dg −Mod(Aop).

Veri�quemos que {ψi : T :=
⊕

n∈Z
(∏

i∈IM
n
i

)
−→Mi}i∈I es un producto de

la familia de A-módulos diferenciales {Mi}i∈I . En efecto, sea {αi : N −→Mi}i∈I
una familia de mor�smos en Dg−Mod(Aop). En particular, {αi : N −→Mi}i∈I
es una familia de A-módulos graduados, entonces por la proposición 1.3.7 existe
un único mor�smo de A-módulos graduados Θ : N −→

∏
i∈IMi tal que el

siguiente diagrama conmuta

N
Θ //

αi
  

∏
i∈IMi

ψizz
Mi.

Chequemos que Θ conmuta con el diferencial. En efecto, consideremos el
siguiente diagrama

Mi

di

��

N
Θ //

αi

>>

dN

��

∏
i∈IMi

ϕ

��

ψi

cc

Mi

N
Θ //

αi

>>

∏
i∈IMi

ψi

cc

donde todas la cara conmutan, salvo la cara de enfrente. Veamos que la cara
frontal conmuta. En efecto, tenemos que

ψiϕΘ = diψiΘ = diαi = αidN = ψiΘdN

para cada i ∈ I, por la propiedad universal del producto en Gr −Mod(Aop),
tenemos que ϕΘ = ΘdN . En consecuencia, Θ es un mor�smo de A-módulos
diferenciales. La unicidad de Θ se sigue de la unicidad de Θ en la categoría
Gr −Mod(Aop). �

Proposición 1.3.9 Sea (A, d) una k-álgebra graduada (respectivamente, dife-

rencialmente graduada). Entonces la categoría Gr−Mod(Aop) (respectivamente,

Dg −Mod(Aop)) es una categoría aditiva.

Demostración. La demostración se sigue de las proposiciones 1.3.1, 1.3.5,
1.3.7, el corolario 1.3.4 y sus duales. �
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El objetivo es ver que Gr−Mod(Aop) y Dg−Mod(Aop) son categorías abe-
lianas, para lo cual de�nimos los conceptos de submódulo graduado, submódulo
diferencial, cocientes de módulos graduados y cocientes de módulos diferenciales.

De�nición 1.3.10 Sea M un A-módulo graduado derecho y N un subespacio

vectorial de M. Se dice que N es un A-submódulo graduado de M si

(a) N =
⊕

i∈ZN ∩M i (como grupos abelianos).

(b) Para cada a ∈ A y n ∈ N , se tiene que na ∈ N .

De�nición 1.3.11 Sea M un A-módulo diferencial derecho y N un subespacio

vectorial de M. Diremos que N es un A-submódulo diferencial de M si

(a) N es un submódulo graduado de M.

(b) dM (N) ⊆ N .

Observación 1.3.12 Note que si N es un A-submódulo diferencial derecho de

M, entonces N es un A-módulo diferencial derecho, pues lo hereda de M, con

dN := dM
∣∣
N
.

Lema 1.3.13 Sean A una k-álgebra graduada y f : M −→ N un mor�smos

de A-módulos graduados derechos, entonces Ker(f) = {m ∈ M |f(m) = 0} es

un submódulo graduado de M. Además, la inclusión i : Ker(f) −→ M es un

mor�smo de módulos graduados.

Demostración. Veamos que se cumplen las dos condiciones de la de�nición
de submódulo graduado.

(a) Ker(f) =
⊕

i∈Z(M i ∩ Ker(f)). En efecto, es claro que M i ∩ Ker(f) ⊆
Ker(f) para cada i ∈ Z. En consecuencia,∑

i∈Z
(M i ∩Ker(f)) ⊂ Ker(f).

Por otro lado, sea m ∈ Ker(f) ⊂ M =
⊕

i∈ZM
i, entonces m =

∑
i∈Zmi

con mi ∈M i, luego

0 = f(m) = f

(∑
i∈Z

mi

)
=
∑
i∈Z

f(mi) ∈
⊕
i∈Z

N i,

con f(mi) ∈ N i. Por lo tanto, tenemos que para cada i ∈ Z f(mi) = 0, lo
cual implica que mi ∈M i ∩Ker(f), para cada i y en consecuencia,

m ∈
∑
i∈Z

(
Ker(f) ∩M i

)
.
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Así, tenemos
Ker(f) =

∑
i∈Z

(
Ker(f) ∩M i

)
.

Dado que

(
Ker(f) ∩M i

)⋂∑
j 6=j

(Ker(f) ∩M j)

 ⊆M i
⋂∑

j 6=i

M j


se tiene que la suma anterior es directa y, por lo tanto,

Ker(f) =
⊕
i∈Z

(
Ker(f) ∩M i

)
.

(b) Sea a ∈ A y m ∈ Ker(f). Entonces f(ma) = f(m)a = 0. Por lo tanto,
ma ∈ Ker(f).

Ahora veamos que la inclusión i : Ker(f) −→ M es un mor�smo de A-módulo
graduados. En efecto, sea x ∈ (Ker(f))i, es decir, x ∈ Ker(f) ∩M i, por lo que
i(x) = x ∈M i y así, i es un mor�smo en Gr −Mod(Aop). �

Lema 1.3.14 Sean (A, d) una k-álgebra diferencialmente graduada y f : M −→
N un mor�smos de A-módulos diferenciales derechos, entonces Ker(f) = {m ∈
M |f(m) = 0} es un submódulo diferencial de M. Además, la inclusión i :

Ker(f) −→M es un mor�smo de submódulos diferenciales.

Demostración. Por el Lema 1.3.13 se tiene que Ker(f) es un submódulo
graduado de M. Basta ver que dM (Ker(f)) ⊆ Ker(f). En efecto, seam ∈ Ker(f),
entonces

f(dM (m)) = dN (f(m)) = dN (0) = 0.

Ahora bien, dado que dKer(f) := dM
∣∣
Ker(f)

se tiene que el siguiente diagrama
conmuta

Ker(f)

dKer(f)

��

i // M

dM

��
Ker(f)

i
// M.

En consecuencia, i es un mor�smo en Dg −Mod(Aop). �

Lema 1.3.15 Sean A una k-álgebra graduada y f : M −→ N es un mor�smo

de A-módulos graduados derechos. Entonces Im(f) es un A-submódulo graduado

de N. Además, Im(f) ∩N i = f(M i) para cada i ∈ Z.

Demostración.
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(a) Veamos que Im(f) =
⊕

i∈ZN
i ∩ Im(f).

En efecto, es claro que N i ∩ Im(f) ⊂ Im(f) para cada i ∈ Z, entonces∑
i∈Z

N i ∩ Im(f) ⊂ Im(f).

Por otro lado, si y ∈ Im(f), existe m ∈ M con m =
∑
i∈Zmi donde

mi ∈M i y m es tal que y = f(m). Entonces

y = f(m) = f

(∑
i∈Z

mi

)
=
∑
i∈Z

f(mi) ∈
⊕
i∈Z

N i

donde f(mi) ∈ Im(f) ∩N i para cada i ∈ Z. Entonces,

Im(f) =
∑
i∈Z

(
N i ∩ Im(f)

)
.

De manera análoga al lema anterior, dado que

(
Im(f) ∩N i

)⋂∑
j 6=i

(Im(f) ∩N j)

 ⊆ N i
⋂∑

j 6=i

N j

 = {0},

se sigue que la suma anterior es directa y por lo tanto,

Im(f) =
⊕
∈Z

(
N i ∩ Im(f)

)
.

(b) Sea y ∈ Im(f) y a ∈ A entonces existe m ∈M tal que y = f(m). De esta
amnera,

ya = f(m)a = f(ma) ∈ Im(f).

Ahora veamos que Im(f) ∩ N i = f(M i) para cada i ∈ Z. Ya que f es un
mor�smo en Gr −Mod(Aop), se tiene que f(M i) ⊆ Im(f) ∩ N i. Ahora, sea
x ∈ Im(f) ∩N i, es decir, existe y ∈M tal que f(y) = x ∈ N i. Como y ∈M se
tiene que y =

∑
i∈Zmi por lo que

x = f(y) =
∑
j∈Z

f(mj) ∈
⊕
i∈Z

N i,

por la unicidad de la suma directa se concluye que x = f(mi). Por lo tanto,
x ∈ f(M i).
Consideramos ahora la factorización de f a través de su imagen

Im(f)

i

""
M

f
//

f ′
<<

N,
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donde i es la inclusión canónica y f ′(m) := f(m) para tota m ∈ M . Dado que
(Im(f))i = Im(f) ∩ N i, se sigue que i es un mor�smo en Gr − Mod(Aop).
Veri�camos que f ′ es un mor�smo graduado. En efecto, sea x ∈ M i, entonces
f ′(x) := f(x) ∈ N i y así, f(x) ∈ (Im(f) ∩N i) = (Im(f))i. �

Lema 1.3.16 Sean (A, d) una k-álgebra diferencialmente graduada y f : M −→
N un mor�smo de A-módulos diferenciales derechos, Im(f) es un submódulo

diferencial de N.

Demostración. Por el lema 1.3.15 Im(f) es un submódulo graduado de N.
Basta ver que Im(f) es invariante bajo dN . En efecto, sea y ∈ Im(f), veamos
que dN (y) ∈ Im(f), como y ∈ Im(f) existe m tal que f(m) = y, en consecuen-
cia,

dN (y) = dNf(m) = f(dM (m)) ∈ Im(f)

donde la segunda igualdad se sigue de que f es un mor�smos de A-módulos
diferenciales.
Veamos que los mor�smo i y f ′ del Lema 1.3.15 conmutan con el diferencial. En
efecto, dado que dIm(f) = dN

∣∣
Im(f)

se tiene que el siguiente diagrama conmuta

Im(f)

dIm(f)=dN

∣∣
Im(f)

��

i // N

dN

��
Im(f)

i
// N.

Por otro lado, como f ′(m) := f(m) para m ∈M , tenemos que

dIm(f)f
′(m) = dIm(f)(f(m))

= dN (f(m))

= f(dM (m))

= f ′(dM (m))

= f ′dM (m).

Así, el siguiente diagrama conmuta

M

dM

��

f ′ // Im(f)

dIm(f)

��
M

f ′
// Im(f).
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Por lo tanto,
Im(f)

i

""
M

f
//

f ′
;;

N

conmuta en Dg −Mod(Aop). �
En lo siguiente veremos que el cociente de un A-módulo graduados (respec-

tivamenmte diferencial) derecho por un submódulo graduado (respectivamente
diferencial) resulta ser un A-módulo graduado (respectivamente diferencial).

Proposición 1.3.17 Sea (A, d) una k-álgebra diferencialmente graduada

(a) Sea M un A-módulo graduado derecho y N un A-submódulo graduado de M,

entonces M/N es un A-módulo graduado. Además, la proyección canónica

π : M −→M/N es un mor�smo de A-módulos graduados derechos.

(b) Sea M un A-módulo diferencial derecho y N un A-submódulo graduado

de M, entonces M/N es un A-módulo diferencial. Además, la proyección

canónica π : M −→ M/N es un mor�smo de A-módulos diferenciales

derechos.

Demostración.

(a) Tenemos el mor�smo canónico de espacios vectoriales π : M −→M/N tal
que π(m) = m, donde m = m + N denota la clase lateral, el mor�smo π
está bien de�nido ya que N es A-subespacio vectorial de M. Ahora de�ni-
mos una acción a derecha de A enM/N mediante ϕ : M/N×A −→M/N

tal que ϕ(π(m), a) := π(ma) = π(m) ∗ a.

Veamos que ϕ esta bien de�nida. En efecto, sean m,m′ ∈ M tales que
π(m) = π(m′), entonces m − m′ ∈ N , luego (m − m′)a ∈ N , en conse-
cuencia, π(ma) = π(m′a). La bilinealidad de ϕ se sigue de que π es un
mor�smo de espacios vectoriales y M/N es un k-espacio vectorial. Vea-
mos que esta acción le da a M/N una estructura de A-módulo graduado
derecho. Veamos primero que

(x ∗ a) ∗ b = (−1)gr(a)gr(b)x ∗ (ab)

para todo a, b ∈ A elementos homogéneos y x = π(m) ∈M/N . En efecto,

(x ∗ a) ∗ b = π(ma) ∗ b = π((ma)b)

= π
(

(−1)gr(a)gr(b)m(ab)
)

= (−1)gr(a)gr(b)π (m(ab))

= (−1)gr(a)gr(b)x ∗ (ab).
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Ahora veamos que M/N =
⊕

i∈Z π(M i). Primero veri�camos que

M/N =
∑
i∈Z

π(M i).

Sea m ∈ M/N , entonces m = m + N con m ∈ M , dado que M es un
A-módulo graduado derecho, tenemos que m =

∑
i∈Zmi, por lo que

m = m+N =

(∑
i∈Z

mi

)
+N =

∑
i∈Z

(mi +N) .

Además la suma anterior resulta ser directa. En efecto, supongamos que
π(m1) + π(m2) + · · · + π(ml) = 0 con mi ∈ M i, para cada i = 1, · · · , t.
Luego,

m1 +m2 + · · ·+ml ∈ N =
⊕
i∈Z

(
M i ∩N

)
entoncesmi ∈M i∩N para toda i = 1, · · · , t, lo cual implica que π(mi) = 0

para toda i = 1, · · · , t. Ahora bien, sea a ∈ Ai y x ∈ (M/N)j , es decir,
x ∈ π(M j), por lo que x = π(m) con m ∈ M j . Entonces xa = π(m)a =

π(ma) ∈ π(M i+j). Por lo tanto, por la proposición 1.2.8 M/N es un A-
módulo graduado derecho.

(b) Sea M un A-módulo diferencial derecho y N un A-submódulo diferencial,
por el inciso (a) tenemos que M/N es un A-módulo graduado derecho.
De�nimos una tranformación lineal dM/N : M/N −→M/N . Dado que N
es un submódulo diferencial derecho tenemos que dM (N) ⊆ N tenemos
que dM induce una transformación lineal dM/N que hace conmutar el
siguiente diagrama

N //

dM |N
��

M
π //

dM

��

M/N

dM/N

��
N // M

π
// M/N.

Del diagrama anterior se obtiene que

dM/N

(
π(M i)

)
= π

(
dM (M i)

)
⊆ π(M i+1)

para toda i ∈ Z. Veamos que dM/N satisface

(a) Regla de Leibniz.
Sean x ∈ M/N y a ∈ A elementos homogéneos, digamos x = π(m)
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con m ∈M , entonces

dM/N (x ∗ a) = dM/N (π(ma))

= π (dM (ma))

= π
(

(−1)gr(a)dM (m)a+md(a)
)

= (−1)gr(a)π (dM (m)a+ π(md(a)))

= (−1)gr(a)dM/Nπ(m)a+ π(m)d(a)

= x ∗ d(a) + (−1)gr(a)dM/N (x) ∗ a.

(b) d2
M/N = 0 .
Sea x = π(m) ∈M/N , entonces

d2
M/N (x) = dM/NdM/N (π(m)) = dM/N (π(dM (m)))

= π (dM (dM (m))) = 0.

Por lo tanto, por la proposición 1.2.9 M/N es un A-módulo diferencial
derecho.

�

Corolario 1.3.18 Sea (A, d) una k-álgebra diferencialmente graduada.

(a) Si f : M −→ N un mor�smo de A-módulos graduados derechos, entonces

Coker(f) es un A-módulo graduado derecho.

(b) Si f : M −→ N un mor�smo de A-módulos diferenciales derechos, enton-

ces Coker(f) es un A-módulo diferencial derecho.

Demostración.

(a) Por el Lema 1.3.15 Im(f) es un A-submódulo graduado derecho de N.
Además Coker(f) = N/Im(f) y por la proposición 1.3.17 se sigue que
M/N un A-módulo graduado derecho.

(b) Por el Lema 1.3.16 sabemos que Im(f) es un A-submódulo diferencial
derecho de N. Nuevamente Coker(f) = N/Im(f) y por la proposición
1.3.17 se sigue que M/N un A-módulo graduado derecho.

�

Proposición 1.3.19 Sea (A, d) una k-álgebra diferencialmente graduada

(a) Si f : M −→ N es un mor�smo de módulos graduados y s : Ker(f) −→M

es la inclusión, entonces s es el núcleo de f en la categoría Gr−Mod(Aop).
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(b) Si f : M −→ N es un mor�smo de módulos diferenciales y s : Ker(f) −→
M es la inclusión, entonces s es el núcleo de f en la categoría Dg −
Mod(Aop).

Demostración.

(a) Por el Lema 1.3.13 tenemos que Ker(f) ∈ Gr−Mod(Aop) y claramente s
es un mor�smo graduado. Veamos que s tiene la propiedad universal. En
efecto, sea g : L −→ M un mor�smo en Gr −Mod(Aop) tal que fg = 0.
Dado que Gr−Mod(Aop) ⊂ V ecK existe una única transformación lineal
λ : L −→ Ker(f) tal que sλ = g, es decir, el siguiente diagrama conmuta

L

λ

{{
g

��
Ker(f)

s
// M

f
// N.

Veamos que λ es un mor�smo de A-módulos graduados derechos:

(a1) Sea a ∈ A y l ∈ L, entonces,

λ(la) = sλ(la) = g(la) = g(l)a = (sλ)(l)a = λ(l)a.

(a2) Veamos que λ(Li) ⊆
(
Ker(f) ∩M i

)
.

Sea li ∈ Li, así tenemos que g(li) ∈M i, pero como fg = 0, esto impli-
ca que fg(li) = 0, es decir, g(li) ∈

(
Ker(f) ∩M i

)
. Como li es un ele-

mento de Li, entonces tenemos que sλ(Li) = g(Li) ⊆
(
Ker(f) ∩M i

)
.

Luego, λ : L −→ M es un mor�smo graduado y s es el núcleo de f
en Gr −Mod(Aop).

(b) Ahora supongamos que g : L −→ M es un mor�smo de la categoría
Dg −Mod(Aop), con la misma notación del inciso anterior, basta probar
que λ conmuta con el diferencial, es decir,

λdL = dKer(f)λ.

Consideremos el siguiente diagrama

L
λ //

dL

��

g

**
Ker(f)

s //

dKer(f)

��

M

dM

��
L

λ
//

g

44Ker(f)
s

// M,
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donde los triángulos y el cuadrado derecho conmutan. De esta manera
se tiene sλdL = gdL = dMg = dMsλ = sdKer(f)λ, dado que s es un
monomor�smo, entonces λL = dKer(f)λ. Así, λ es un mor�smo en Dg −
Mod(Aop) y por lo tanto, s es el núcleo de f en Dg-Mod A.

�

Lema 1.3.20 Sea (A, d) una k-álgebra diferencialmente graduada.

(a) Si f : M −→ N es un mor�smo graduado, entonces existe su conúcleo en

Gr −Mod(Aop).

(b) Si f : M −→ N es un mor�smo diferencial, entonces existe su conúcleo

en Dg −Mod(Aop).

Demostración.

(a) Sean M,N A-módulos graduados derechos y f : M −→ N un mor�smo
en Gr −Mod(Aop). Consideremos la factorización a través de la imagen
de f

Im(f)
f ′′

""
M

f ′
;;

f
// N

con f ′ un epimor�smo y f ′′ un monomor�smo y la siguiente sucesión
exacta

Im(f)
f ′′ // N

t // Coker(f) // 0

donde t es la proyección canónica, por lo que tf = 0.

Dado que Im(f) es un submódulo graduado de N, por la Proposición
1.3.17 tenemos que Coker(f) es un A-módulo graduado y t es un mor�smo
graduado.

Veamos que t tiene la propiedad universal. En efecto, sea g : N −→ L un
mor�smo graduado tal que gf = 0, entonces gf ′′f ′ = 0. Dado que f ′ es un
epimor�smo, se sigue que gf ′′ = 0. Por otro lado, como t = Coker(f) en la
categoría de A-módulos derechos, por la propiedad universal del cokernel
existe un único mor�smo de A-módulos λ : Coker(f) −→ L tal que el
siguiente diagrama conmuta

M
f // N

t //

g

��

Coker(f)

λ
{{

L,
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es decir, λt = g. Veamos ahora que λ es un mor�smo de modulos graduados
derechos. En efecto, sea xi ∈ (Coker(f))i. dado que t es un epimor�smo ,
existe ni ∈ N i tal que t(ni) = xi. Luego,

g(ni) = λt(ni) = λ(xi),

y como g es un mor�smo graduado, se tiene que λ(xi) ∈ Li. Por lo tanto,
λ : Coker(f) −→ L es mor�smo de A-módulos graduados derechos y t es
el conúcleo de f en Gr −Mod(Aop).

(b) Ahora supongamos que f : M −→ L es un mor�smo de A-módulos dife-
renciales derechos, con la notación del inciso (a) basta ver que λ conmuta
con el diferencial, es decir,

dLλ = λdCoker(f).

Consideremos el siguiente diagrama donde los triángulos y el cuadrado
derecho conmutan

N
t //

dN

��

g

**Coker(f)
λ //

dCoker(f)

��

L

dL

��
N

t
//

g

44Coker(f)
λ

// L,

y notemos que

λ
(
dCoker(f)t

)
= λt(dN )

= (λt)dN = gdN

= dLg

= dL(λt)

= (dLλ)t

Dado que t es un epimor�smo se tiene que dLλ = λdCoker(f). Por lo tanto,
λ es un mor�smo diferencial y t es el conúcleo de f en la categoría Dg −
Mod(Aop).

�

Corolario 1.3.21 Sea (A, d) una k-álgebra diferencialmente graduada. Enton-

ces las categorías Gr−Mod(Aop) y Dg−Mod(Aop) son categorías preabelianas.
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Demostración. La demostración se sigue de las proposiciones 1.3.19, 1.3.20 y
1.3.9. �

Proposición 1.3.22 Sea (A, d) una k-álgebra diferencialmente graduada.

(a) Sea f : M −→ N monomor�smo en Gr-Mod A y g el conúcleo de f en

Gr −Mod(Aop), entonces f es el núcleo de g en Gr −Mod(Aop).

(b) Sea f : M −→ N monomor�smo en Dg −Mod(Aop) y g el conúcleo de f

en Gr −Mod(Aop), entonces f es el núcleo de g en Dg −Mod(Aop).

Demostración.

(a) Sea f : M −→ N monomor�smo en Gr−Mod(Aop) y g : N −→ Coker(f)

el conúcleo de f en Gr −Mod(Aop). Consideremos h : E −→ N el núcleo
de g en Gr−Mod(Aop). Recordemos que f, g y h también son mor�smos
de la categoría de k-espacios vectoriales, y como V eck es abeliana, tenemos
que f es el núcleo de su conúcleo en V eck. Dado que gf = 0, existe una
única transformación k-lineal λ : E −→ M tal que el siguiente diagrama
conmta

E

λ

~~
h

��
M

f
// N

g
// Coker(f),

es decir, fλ = h. Veamos que λ es un mor�smo de A-módulos graduados.
Sea a ∈ A y e ∈ E tenemos fλ(ea) = h(ea) = h(e)a = fλ(e)a, como f
es monomor�smo tenemos que λ(ea) = λ(e)a. Por otro lado, si ei ∈ Ei,
tenemos que h(ei) satisface gh(ei) = gfλ(ei) = 0. Luego,

fλ(ei) = h(ei) ∈ Ker(g) ∩N i = Im(f) ∩N i = f(M i).

Entoces, existe mi ∈M i con fλ(ei) = f(mi), dado que f es un monomor-
�smo λ(ei) = mi. En consecuencia, λ(Ei) ⊆ M i. Vamos a probar que λ
es un isomor�smo en Gr −Mod(Aop), con esto concluiremos que f es el
núcleo de g en Gr −Mod(Aop).
Como gf = 0 y h es el núcleo de g en Gr −Mod(Aop), existe un único
mor�smo ϕ : M −→ E tal que el siguiente diagrama conmuta

M
ϕ

��
f

��
E

h
// N

g
// Coker(f),

es decir, hϕ = f . Así tenemos fλ = h y hϕ = f , en consecuencia, fλϕ =

hϕ = f , dado que f es un monomor�smo tenemos que λϕ = 1M . Por otro
lado, hϕλ = fλ = h, de donde ϕλ = 1E . Por lo tanto, λ es un isomor�smo.
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(b) Por el inciso anterior, basta ver que el mor�smo λ : E −→ M conmuta
con el diferencial. En efecto,

fλdE = hdE = dNh = dNfλ = fdMλ

y, en consecuencia λdE = dMλ.

�

Lema 1.3.23 Sea g : N −→ L un epimor�smo en Gr −Mod(Aop (respectiva-

mente en Dg−Mod(Aop) y f : Ker(g) −→ N el núcleo de g en Gr−Mod(Aop

(respectivamente en Dg −Mod(Aop). Entonces fg es el conúcleo de su núcleo

en Gr −Mod(Aop ( respectivamente en Dg −Mod(Aop).

Demostración. Sean g : N −→ L epimor�smo en Gr − Mod(Aop) y f :

Ker(g) −→ N su núcleo en Gr −Mod(Aop). Sea h : N −→ E el conúcleo de f
en Gr−Mod(Aop), dado que gf = 0, existe un único mor�smo ϕ : E −→ L tal
que el siguiente diagrama comuta

Ker(g)
f // N

h //

g

��

E

ϕ
��

L,

es decir, ϕh = g. Notemos que f , g y h son también mor�smos de la categoría
de k-espcios vectoriales y como V eck es abeliana, se sigue que g es el conúcleo
de f .
Por otro lado, como gf = 0, existe una tranformación lineal λ : L −→ E tal que
λg = h tal que λg = h, es decir, el siguiente diagrama conmuta

Ker(g)
f // N

g //

h

��

L

λ��
E.

Veamos que ϕ es un isomor�smo de k-espacios vectoriales. En efecto, tenemos
que λg = h y ϕh = g, entonces ϕλg = ϕh = g y como g es un epimor�smo,
se sigue que ϕλ = 1L. De manera análoga se tiene que λϕh = λg = h y h

epimor�smo implica que λϕ = 1E . En consecuencia, λ es un isomor�smo de
k-espacios vectoriales y por el lema 1.2.17 tenemos que λ es isomor�smo en
Gr −Mod(Aop). El caso diferencial es análogo. �

Proposición 1.3.24 Sean (A, d) una k-álgebra diferencialmente graduada y f :

M −→ N un mor�smo graduado (respectivamente diferencialmente graduado).
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Entonces existe un diagrama conmutativo de la siguiente forma

f(M)
f ′′

""
M

f
//

f ′
<<

N

donde, s es un epimor�smo graduado (diferencialmente graduado) y t es un

monomor�smo graduado ( diferencialmente graduado).

Demostración. Sea f : M −→ N un mor�smo en Dg −Mod(Aop). Tenemos
que f(M) := Im(f) es un submódulo graduado de N, en consecuencia, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

f(M)
f ′′

""
M

f
//

f ′
<<

N

donde s se de�ne como la corestricción de f a su imagen, es decir, s := f |f(M) :

M −→ f(M) es un epimor�smo, t es la inclusión de f(M) en N y ambos son
mor�smo de A-módulos graduados derechos. El caso diferencial es análogo. �

Lema 1.3.25 Sea (A, d) una k-álgebra graduada ( respectivamente diferencial-

mente graduada). Entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Ker(f)
k // M

f //

��

N
l // Coker(f)

Coker(k)
f

// Ker(l)

OO

en la categoría Gr −Mod(Aop) (respectivamente Dg −Mod(Aop)), donde f es

un isomor�smo.

Demostración. Sea f : M −→ N un mor�smo en Gr −Mod(Aop), por el
corolario 1.3.21 se puede construir de manera canónica el siguiente diagrama
conmutativo

Ker(f)
k // M

f //

��

N
l // Coker(f)

Coker(k)
f

// Ker(l).

OO
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Veamos que f es un isomor�smo en Gr − Mod(Aop). En efecto, dado que
Gr −Mod(Aop) ⊂ Mod(Aop) podemos considerar el diagrama anterior en la
categoría de A-módulos derechos y como Mod(Aop) es abeliana, se sigue que f
es un isomor�smo en Mod(Aop). En particular, f es biyecctiva y, de la propo-
sición 1.2.17, se tiene que f es un isomor�smo en Gr−Mod(Aop). Para el caso
diferencial la prueba es análoga. �

Teorema 1.3.26 Sea (A, d) una k-álgebra diferencialmente graduada, entonces

las categorías Gr −Mod(Aop) y Dg −Mod(Aop) son categorías abelianas.

Demostración. Se sigue del corolario 1.3.21 y del lema 1.3.25. �

Lema 1.3.27 Sea (A, d) una k-álgebra diferencialmente graduada, entonces te-

nemos los siguientes automor�smos:

(a) T : Gr−Mod(Aop) −→ Gr−Mod(Aop) tal que T (M) := M [1], para cada

M ∈ Gr−Mod(Aop) y T (f) = f para cada mor�smo f ∈ Gr−Mod(Aop).

(b) T : Dg−Mod(Aop) −→ Dg−Mod(Aop) tal que T (M) := M [1], para cada

M ∈ Dg−Mod(Aop) y T (f) = f para cada mor�smo f ∈ Dg−Mod(Aop).

Demostración. Se sigue de 1.2.12 que T es un funtor en ambos casos y si
inversa esta dada por T−1(M) = M [−1] y T−1(f) = f . �

1.4. Producto tensorial en Gr −Mod(Aop) y Dg −
Mod(Aop)

En la presente sección recordamos primero lo que es el producto tensorial
sobre una k-álgebra A. Para posteriormente introducir la de�nición de pro-
ducto tensorial de A-módulos graduados y el producto tensorial de A-módulos
diferencialmente graduados. Empezamos por recordar la noción de función A-
balanceada.

De�nición 1.4.1 Sea a una k-álgebra, M un A-módulo derecho, N un A-módulo

izquierdo y H un k-espacio vectorial. Una función τ : M×N −→ H es A-

balanceada si y sólo si para toda m,m1,m2 ∈ M ; n, n1, n2 ∈ N ; α, β ∈ k y

a ∈ A se cumple lo siguiente:

(a) τ(αm1 + βm2, n) = ατ(m1, n) + βτ(m2, n)

(b) τ(m,αn1 + βn2) = ατ(m,n1) + βτ(m,n2)

(c) τ(ma, n) = τ(m, an).

Si se cumplen las dos primeras propiedades diremos que τ es bilineal.
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De�nición 1.4.2 Sea A una k-álgebra, M un A-módulo derecho, N un A-módulo

izquierdo. El producto tensorial de M y N es una pareja (T, τ), τ : M ×
N −→ T donde T es un espacio vectorial y τ es A-balanceada, tal que para toda

función A-balanceada h : M ×N −→ L, existe una única transformación lineal

ψ : T −→ L tal que el siguiente diagrama conmuta

M ×N

τ

��

h // L

T,

ψ

==

es decir, ψτ = h.

Notación 1.4.3 Al producto tensorial T de MA y AN lo representamos como

M ⊗A N . Además M ⊗A N está generado como k-espacio vectorial, por los

elementos m⊗ n := τ(m,n), con m ∈M y n ∈ N .

Proposición 1.4.4 Sean A,B dos k-álgebras graduadas. Entonces A ⊗k B es

una k-álgebra graduada.

Demostración. Tenemos que A =
⊕

i∈ZA
i y B =

⊕
i∈ZB

i, luego A⊗k B ∼=⊕
i,j∈Z

(
Ai ⊗k Bj

)
. En adelante, identi�caremos A⊗kB con

⊕
i,j∈Z

(
Ai ⊗k Bj

)
y a Ai ⊗k Bj con su imagen en

⊕
i,j∈Z

(
Ai ⊗k Bj

)
.

Para de�nir el producto en A⊗k B construimos una funcion lineal

ϕ : A⊗k B −→ Homk(A⊗k B,A⊗k B).

Para ello �jemos a ∈ As, b ∈ Bt y de�nimos λ
i,j

(a,b) : Ai × Bj −→ A⊗k B como
sigue: si u ∈ Ai, v ∈ Bj , hacemos

λ
i,j

a,b(u, v) := (−1)gr(u)gr(b)au⊗ bv.

Claramente λ
(i,j)

(a,b) es bilineal, por la propiedad universal existe una única tran-

formación lineal λ(i,j)
(a,b) : Ai ⊗k Bj −→ A⊗k B tal que que el siguiente diagrama

conmuta

Ai ×Bj
λ

(i,j)

(a,b) //

µ

��

A⊗k B

Ai ⊗k Bj ,
λ

(i,j)

(a,b)

88
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es decir, λ(i,j)
(a,b)(u ⊗ v) = (−1)gr(u)gr(b)au ⊗ bv. Luego, por propiedad univer-

sal de suma directa, la familia {λ(i,j)
(a,b) : Ai ⊗k Bj −→ a ⊗k B}i,j induce una

transformación lineal

λ(a,b) : A⊗k B −→ A⊗k B,

tal que que el siguiente diagrama conmuta

A⊗k B

Ai ⊗k Bj µi,j
//

λ
(i,j)

(a,b)

::

A⊗k B,

λ(a,b)

OO

es decir, λ(a,b)(u⊗v) = (−1)gr(u)gr(b)au⊗bv para u, v elementos homogéneos.
De�nimos ahora

ψ
s,t

: As ×Bt −→ Homk (A⊗k B,A⊗B)

como ψ
(s,t)

(a, b) := λ(a,b) para a ∈ As y b ∈ Bt. Se sigue de la de�nición de

λ(a,b) que ψ
s,t

es bilineal, en consecuencia, existe una transformación lineal

ψ(s,t) : As ⊗k Bt −→ Homk (A⊗k B,A⊗k B)

tal que el siguiente diagrama conmuta

As ×Bt

��

ψ
(s,t)

// Homk(A⊗k B,A⊗k B)

As ⊗k Bt,

ψ(s,t)

77

es decir, ψ(s,t)(a⊗b) = λ(a,b) para a, b elementos homogéneos. Por propiedad
universal de suma del coproducto, existe una única transformación lineal

ψ : A⊗k B −→ Homk (A⊗k B,A⊗k B)

tal que para a ∈ As y b ∈ Bt se de�ne como ψ(a ⊗ b) = ψ(s,t)(a ⊗ b) = λ(a,b).
Luego, si a, u ∈ A y b, v ∈ B son elementos homogéneos, tenemos

ψ(a⊗ b)(u⊗ v) = (−1)gr(u)gr(b)au⊗ bv.
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Ahora de�nimos el producto como sigue, sean z1, z2 ∈ A⊗k B entonces z1z2 =

ψ(z1)(z2). Luego, si as ∈ As, bt ∈ Bt, ui ∈ Ai y vj ∈ Bj , tenemos la fórmula
general del produto en A⊗k B(∑

s,t

as ⊗k bt

)∑
i,j

ui ⊗k vj

 =
∑
s,t,i,j

(−1)gr(ui)gr(bt)asui ⊗k btvj .

Veamos que A⊗kB es una k-álgebra. En efecto, dado que ψ es una transfor-
mación lineal y ψ(z1) es lineal para cada z1 el producto es una función bilineal.
Notemos que para a, b, u, v elementos homogéneos tenemos

(a⊗ b)(u⊗k v) = (−1)gr(u)gr(b)au⊗ bv.

Vamos la asociatividad del producto. Bata veri�car que se cumple para ele-
mentos homogéneos, ya que en el caso general se siguie por la linealidad de las
transformaciones. Sean z1 = a ⊗ b, z2 = u ⊗ v y z3 = e ⊗ f con a, b, u, v, e, f
homogéneos

z1(z2z3) = (a⊗ b)
(

(−1)gr(e)gr(v)ue⊗ vf
)

= (−1)gr(e)gr(v)(a⊗ b)(ue⊗ vf)

= (−1)gr(e)gr(v)
(

(−1)gr(ue)gr(b)aue⊗ bvf
)

= (−1)gr(e)gr(v)(−1)gr(ue)gr(b)aue⊗ bvf

= (−1)gr(e)gr(v)+(gr(u)+gr(e))gr(b)aue⊗ bvf

y, por otro lado,

(z1z2)z3 =
(

(−1)gr(b)gr(u)au⊗ bv
)

(e⊗ f)

= (−1)gr(b)gr(u)(au⊗ bv)(e⊗ f)

= (−1)gr(b)gr(u)
(

(−1)gr(e)gr(bv)aue⊗ bvf
)

= (−1)gr(b)gr(u)+gr(e)(gr(b)+gr(v))aue⊗ bvf

Por lo tanto, z1(z2z3) = (z1z2)z3. En general, sean

z1 =

m∑
i=1

ei, z2 =

n∑
j=1

hj , z3 =

l∑
k=1

wk ∈ A⊗k B

con ei, hj , wk elementos homogéneos de la forma a ⊗ b con a y b homogéneos,
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luego usando la bilinealidad del producto tenemos que

z1(z2z3) = z1

∑
j,k

(hjwk)

 =
∑
i,j,k

ei(hjwk)

=
∑
i,j,k

(eihj)wk

= (z1z2)z3.

De�nimos la graduación como sigue A ⊗k B =
⊕

s∈Z (A⊗k B)
s donde la

componente de grado s es (A⊗k B)
s

=
⊕

i+j=sA
i ⊗k Bj .

(a) Sean z1 ∈ (A⊗k B)
i y z2 ∈ (A⊗k B)

j , es decir, z1 ∈
⊕

α+β=iA
α ⊗k Bβ ,

z2 ∈
⊕

γ+δ=j A
γ ⊗k Bδ, por lo que

z1z2 =

∑
α,β

aα ⊗k bβ

∑
γ,δ

aγ ⊗k bδ

 =
∑

α,β,γ,δ

(−1)gr(aγ)gr(bβ)aαaγ⊗kbβbδ,

dado que A y B son k-álgebras gruaduadas, se sigue que aαaγ ∈ Aα+γ y
bβbδ ∈ Bβ+δ. En consecuencia,

z1z2 ∈
⊕

α+β+γ+δ=i+j

(Aα+γ ⊗k Bβ+δ) = (A⊗k B)i+j .

(b) Veamos que 1 · z = z. En efecto, sea z = a ⊗ b, con a y b elementos
homogéneos, luego,

1 · z = (−1)gr(1)gr(a)(1⊗ 1)(a⊗ b) = a⊗ b = z.

Por lo tanto, A⊗k B es una k-álgebra graduada. �

Proposición 1.4.5 Sean A,B dos k-álgebras diferencialmente graduadas. En-

tonces A⊗k B es una k-álgebra diferencialmente graduada.

Demostración. Por la proposición 1.4.4 tenemos que A⊗kB es una k-álgebra
graduada. Veamos que A ⊗k B tiene diferencial. En efecto, para cada s, t ∈ Z
consideramos la función k-balanceada

δ(s,t) : As ×Bt −→ A⊗k B

tal que δ(s,t)(a, b) = dA(a)⊗b+(−1)gr(a)a⊗dB(b), la cual es claramente bilineal.
Luego δ(s,t) induce una transformación lineal δ(s,t) : As⊗Bt −→ A⊗kB tal que
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el siguiente diagrama conmuta

As ×Bt
δ(s,t) //

��

A⊗k B

As ⊗k Bt.

δ(s,t)

::

Ahora la familia de transformaciones lineales {δ(s,t) : As⊗kBt −→ A⊗kB}(s,t)
induce una tranformación lineal δ : A⊗kB −→ A⊗kB de�nida por la propiedad
universal de la suma directa, es decir, si a ∈ A y b ∈ B son homogéneos se tiene
la siguiente fórmula δ(a⊗ b) := dA(a)⊗+(−1)gr(a)a⊗ dB(b). Veamos que δ es
un diferencial para A⊗k B.

( a) δ cumple la condición de Leibniz.
Queremos probar que δ(z · w) = δ(z) · w + (−1)gr(z)z · d(w). sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que z = a⊗ b ∈ Ai⊗k Bj y w = u⊗ v ∈
As ⊗k Bt. Por un lado, tenemos

δ(zw) = δ
(
(−1)sjau⊗ bv

)
= (−1)sjδ (au⊗ bv)

= (−1)sj
(
dA(au)⊗ bv + (−1)i+sau⊗ dB(bv)

)
.

Recordemos que

dA(au) = dA(a)u+ (−1)iadA(u)

dB(bv) = dB(a)u+ (−1)jbdB(v)

sustituyendo obtenemos

δ(z · w) = (−1)sj
((
dA(a)u+ (−1)iadA(u)

)
⊗ bv

)
+ (−1)sj

(
(−1)i+sau⊗

(
dB(a)u+ (−1)jbdB(v)

))
= (−1)sjdA(a)u⊗ bv + (−1)sj+iadA(u)⊗ bv

+ (−1)sj+i+sau⊗ dB(b)v + (−1)sj+i+s+jau⊗ bdB(v).

Por otro lado,

δ(z) = δ(a⊗ b) = dA(a)⊗ b+ (−1)ia⊗ dB(b).

Luego,

δ(z) · w = =
[
dA(a)⊗ b+ (−1)ia⊗ dB(b)

]
· (u⊗ v)

= (dA(a)⊗ b) · (u⊗ v) + (−1)i(a⊗ dB(b)) · (u⊗ v)

= (−1)sjdA(a)u⊗ bv + (−1)i+s(j+1)au⊗ dB(b)v.
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Ahora, dado que δ(w) = δ(u⊗ v) = dA(u)⊗ v + (−1)su⊗ dB(v) se tiene
que

z · δ(z) = (a⊗ b) · [dA(u)⊗ v + (−1)su⊗ dB(v)]

= (−1)(s+1)jadA(u)⊗ (u)⊗ bv + (−1)s+sjau⊗ bdB(v).

Multiplicamos la expresion anterior por (−1)i+j obtenemos

(−1)(s+1)j+i+jadA(u)⊗ bv + (−1)s+sj+i+jau⊗ bdB(v).

Sumando los términos anteriores

δ(z) · w + (−1)gr(z)z · δ(w) = (−1)sjdA(a)u⊗ bv + (−1)i+sj+sau⊗ dB(b)v

(−1)(sj+iadA(u)⊗ bv + (−1)s+sj+i+jau⊗ bdB(v)

Luego, concluimos que

δ(z · w) = δ(z) · w + (−1)gr(z)z · δ(w).

(b) Veamos que δ2 = 0. En efecto, sea z = a⊗ b en Ai ⊗k Bj . Entonces

δ2(z) = δ (δ(a⊗ b)) = δ
(
dA(a)⊗ b+ (−1)ia⊗ dB(b)

)
= δ (dA(a)⊗ b) + (−1)iδ (a⊗ dB(b))

= d2
A(a)⊗ b+ (−1)i+1dA(a)dB(b) + (−1)idA(a)dB(b) + a⊗ d2

B(b)

= 0.

�

De�nición 1.4.6 Decimos que M es un A,B-bimódulo graduado (diferen-

cialmente graduado) si es un A ⊗k Bop-módulo graduado (diferencialmente

graduado).

Proposición 1.4.7 Sean A,B k-álgebras gruaduadas. Entonces M es un A⊗k
Bop-módulo diferencialmente graduado a izquierda si y sólo si

(a) M es un A-módulo difrencialmente gtaduado a izquierda.

(b) M es un B-módulo diferencialmente graduado a derecha.

(c) Las diferenciales de M en Mod(A) y Mod(Bop) coinciden.

(d) Se cumple que (am)b = (−1)gr(a)gr(b)a(mb), para todo a ∈ A, b ∈ B

elementos homogéneos y m ∈M .

Demostración. (=⇒) Supongamos que M es un A⊗kBop-módulo diferencial-
mente graduado a izquierda. Veamos que:
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(a) M es un A-módulo difrencialmente graduado a izquierda. En efecto, de�-
nimos una acción; sean a ∈ A y m ∈M , de�nimos la acción por izquierda
como

a ·m = (a⊗ 1) ·m.

Sean a1, a2 ∈ A y m1,m2 ∈M , veamos que satisfacen las propiedades de
A-módulo izquierdo

(M1) (a1 + a2 ) ·m = a1 ·m + a2 ·m. Tenemos que

(a1 + a2) ·m = ((a1 + a2)⊗ 1)m = (a1 ⊗ 1 + a2 ⊗ 1)m

= (a1 ⊗ 1)m+ (a2 ⊗ 1)m = a1 ·m+ a2 ·m

(M2) a · (m + n) = a ·m + a · n. Aplicando la acción tenemos que

a · (m+ n) = (a⊗ 1)(m+ n)

= (a⊗ 1) ·m+ (a⊗ 1) · n = a ·m+ a · n

(M3) a · (b ·m) = (ab) ·m. Sabemos que

a · (b ·m) = (a⊗ 1) ((b⊗ 1)m) = ((a⊗ 1)(b⊗ 1))m

= (ab⊗ 1)m = (ab) ·m

(M4) 1 ·m = m. En efecto,

1 ·m = (1⊗ 1)m = m.

De esta manera concluimos que M es un A-módulo izquierdo. Dado que
M es A ⊗k Bop-módulo diferencialmente graduado a izquierda, existe d :

M −→ M su diferencial. Veamos que si a ∈ M y m ∈ M son elementos
homogéneos se cumple la regla de Leiniz, es decir, d(a ·m) = d(a) ·m +

(−1)gr(a)a · d(m). En efecto, tenemos que

d(a ·m) = d((a⊗ 1)m) = d(a⊗ 1)m+ (−1)gr(a)(a⊗ 1)d(m)

recordemos que

d(a⊗ 1) = d(a)⊗ 1 + (−1)gr(a)a⊗ d(1) = d(a)⊗ 1,

por lo que, sustituyendo la expresión anterior tenemos

d(a ·m) = (d(a)⊗ 1)m+ (−1)gr(a)(a⊗ 1)d(m)

= d(a) ·m+ (−1)gr(a)a · d(m).

Las condiciones d(M i) ⊆ M i+1 y d2 = 0, se siguen inmediatamente del
hecho de que d es un diferencial. En consecuencia, M es un A-módulo
diferencialmente graduado a izquierda.
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(b) Tenemos por de�nición que M es un Bop-módulo izquierdo y, por lo tanto
M es un B-módulo derecho. De�nimos ahora una acción por la derecha de
la siguiente manera; para bop ∈ Bop y m ∈M , de�nimos

m · b := (1⊗ bop)m.

Con un cálculo similar al de M1, M2, M3, M4, se puede probar que M
es un Bop-módulo izquierdo.
Tomemos ahora la diferencial d : M −→ M dada por la estructura de
A ⊗k Bop-módulo diferencialmente graduado. Veamos que se cumple la
siguiente igualdad

d(m · b) = md(b) + (−1)gr(b)d(m)b.

En efecto,

d(m · b) = d ((1⊗ bop)m) d(1⊗ bop)m+ (−1)gr(b)(1⊗ bop)d(m)

=
(
d(1)⊗ bop + (−1)0(1⊗ d(bop))

)
m+ (−1)gr(b)(1⊗ bop)d(m)

= (1⊗ d(bop))m+ (−1)gr(b)(1⊗ bop)d(m)

= md(b) + (−1)gr(b)d(m)b.

Así, M es un B-módulo diferencialmente graduado a derecha.

(c) La diferenciales coinciden, ya que en (a) y (b) hemos tomado la misma
diferencial, a saber, la diferencial d : M −→ M de M como A ⊗k Bop-
módulo diferencial.

(d) Note que

(am)b = (1⊗ bop)(am) = (1⊗ bop) ((a⊗ 1)m)

= (−1)gr(a)gr(b)(a⊗ bop)m.

Por otro lado,

a(mb) = a ((1⊗ bop)m) = (a⊗ 1)(1⊗ bop)m
= (a⊗ bop)m.

En consecuencia, (am)b = (−1)gr(a)gr(b)a(mb).

(⇐=) Supongamos que se cumplen las condiciones (a), (b), (c) y (d). Pro-
bemos que M es un A⊗k Bop-módulo diferencial. Tenemos que de�nir una una
acción ψ : (A ⊗k Bop) ×M −→ M , es decir una función bilineal. Equivalente-
mente, debemos dar una transformación lineal ϕ : A⊗k Bop −→ Homk(M,M).
Dados a ∈ As y b ∈ Bt, tenemos la transformación lineal ϕ(s,t)

(a,b) : M −→ M
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dada por ϕ(s,t)
(a,b)(m) := a(mb). Luego para s, t ∈ Z, consideramos la función

k-balanceada

ϕ(s,t) : As × (Bop)t −→ Homk(M,M)

tal que ϕ(s,t)(a, b) := ϕ
(s,t)
(a,b), la cual determina una única tranformación lineal

ϕ(s,t) : As ⊗k (Bop)t −→ Homk(M,M) tal que el siguiente diagrama conmuta

As × (Bop)t
ϕ(s,t)

//

��

Homk(M,M)

As ⊗k (Bop)t,

ϕ(s,t)

44

es decir, ϕ(s,t)(a⊗ b)(m) = a(mb). Considere ahora la familia

{ϕ(s,t) : As ⊗k (Bop)t −→ Homk(M,M)}(s,t)∈Z2

la cual induce una única transformación lineal ϕ : A ⊗k Bop −→ Homk(M,M)

tal que el siguiente diagrama conmuta

Homk(M,M)

As ⊗k (Bop)t

ϕ(s,t)

99

µ(s,t)

// A⊗k Bop,

ϕ

OO

y por lo tanto, tenemos una acción ψ : (A⊗k Bop)×M −→M tal que z ·m :=

ψ(z,m) = ϕ(z)(m). Note que si a ∈ Ai, b ∈ (Bop)t y m ∈M j , entonces

(a⊗ b) ·m = ϕ(a⊗ b)(m) = a(mb) ∈M i+t+j .

Veamos que con esta acción M es un A ⊗k Bop-módulo graduado a izquierda.
Dado que ϕ y para cada z ∈ A⊗kBop , ϕ(z) es lineal, se tiene que ψ es bilineal.
Falta ver, que se cumple la asociatividad, es decir que z1 ·(z2 ·m) = (z1z2)·m con
z1, z2 ∈ A ⊗k Bop y m ∈ M . Es su�ciente probar el resultado para elementos
homogéneos de la forma z1 = a ⊗ b y z2 = u ⊗ v, con a, b, u, v elementos
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homogéneos. Por un lado tenemos que

z1 · (z2 ·m) = (a⊗ b)((u⊗ v))m = (a⊗ b)(u(mv))

= a ((u(mv))b) = (−1)gr(u)gr(b)a (u((mv)b))

= (−1)gr(u)gr(b)+gr(v)gr(b)a(u(m(vb)))

= (−1)gr(u)gr(b)+gr(v)gr(b)+gr(v)gr(b)(au) (m(b ∗ v))

= (−1)gr(u)gr(b)(au⊗ bv) ·m
= ((a⊗ b)(u⊗ v)) ·m
= (z1z2) ·m.

Luego, por la proposición 1.2.8op M es un A⊗k Bop-módulo izquierdo.

Por el inciso (c) tenemos que las diferenciales dA y dB coinciden, por lo que
las llamaremos d. Sean a ⊗ b ∈ A ⊗k Bop un generador homogéneo, y m ∈ M ,
requerimos ver que se cumple la siguiente igualdad

d ((a⊗ b) ·m) = d(a⊗ b)m+ (−1)gr(a)+gr(b)(a⊗ b) · d(m).

En efecto,

d ((a⊗ b) ·m) = d(a(mb)) = d(a)(mb) + (−1)gr(a)ad(mb)

= d(a)(mb) + (−1)gr(a)
(

(−1)gr(b)d(m)b+md(b)
)

= d(a)(mb) + (−1)gr(a)+gr(b)a(d(m)b) + (−1)gr(a)a(md(b))

= (d(a)⊗ b)m+ (−1)gr(a)(a⊗ d(b))m+ (−1)gr(a)+gr(b)(a⊗ b)d(m)

= (d(a⊗ b)) + (−1)gr(a)+gr(b)(a⊗ b)d(m).

Por lo tanto, por la proposición 1.2.9op M es un A⊗Bop-módulo diferencialmente
graduado a izquierda. �

De�nición 1.4.8 Sea A una k-álgebra graduada, M un A-módulo graduado de-

recho y N un A-módulo graduado izquierdo. Entonces un producto tensorial

graduado de M por N, es una pareja (T, τ), donde T es un k-espacio vectorial

graduado y

τ : M ×N −→ T

es A-balanceada, es decir,

(a) τ es bilineal;

(b) τ(M i ×N j) ⊆ T i+j, para cada i, j ∈ Z;

(c) τ(ma, n) = (−1)gr(a)gr(n)τ(m, an), donde m ∈ M , a ∈ A y n ∈ N son

elementos homogéneos;
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tal que para cada función A-balanceada λ : M ×N −→ H hay una única trans-

formación lineal graduada ψ tal que el siguiente diagrama conmuta

M ×N

τ

��

λ // H

T.

ψ

;;

Proposición 1.4.9 Sea A una k-álgebra graduada, M un A-módulo graduado

derecho y N un A-módulo graduado izquierdo, entonces existe un producto ten-

sorial graduado (T, τ) de M por N.

Demostración. Se tienen las siguientes graduaciones M =
⊕

i∈ZM
i, N =⊕

j∈ZN
j yM⊗kN =

⊕
s∈Z(M⊗kN)s, donde (M⊗kN)s =

⊕
i+j=sM

i⊗kN j .
Consideremos el subespacio vectorial L de M ⊗k N generado por los elementos
{ma⊗n−(−1)gr(a)gr(n)m⊗an|m ∈M,a ∈ A,n ∈ N homogéneos}. Claramente
se tiene que L =

⊕
s∈Z L

s, donde Ls está generado como espacio vectorial por
{ma ⊗ n − (−1)gr(a)gr(n)m ⊗ an|m ∈ M i, a ∈ Aj , n ∈ N t y t + j + i = s}.
De�nimos

T :=
M ⊗k N

L
,

dado que L es un subespacio de M ⊗k N , se sigue que

T =
⊕
s∈Z

(M ⊗k N)s + L

L

que es un k-espacio vectorial graduado. Por de�nición, la función τ es la com-
posición

M ×N τ0 // M ⊗k N
η // T = M⊗kN

L

donde τ0 es el producto tensorial ( como k-espacios vectoriales) y η es la pro-
yección canónica. Veamos que τ es una función A-balanceada. En efecto, sean
m,m1,m2 ∈ M , n, n1, n2 ∈ N y α, β, a ∈ k. Dado que τ0 es A-balanceada,
entonces

(a) τ(αm1 + βm2, n) := ητ0(αm1 + βm2, n) = η(ατ0(m1, n) + βτ0(m2, n)) =

ατ0(αm1 + βm2, n) + βτ0(m2, n))

(b) τ(m,αn1 + βn2) = ητ0(m,αn1 + βn2) = η(ατ0(m,n1) + βτ0(m,n2)) =

ατ0(m,n1) + βτ0(m,n2)

(c) Dado que τ0(ma, n)−(−1)gr(a)gr(n)τ0(m, an) ∈ L se tiene que τ0(ma, n) =

(−1)gr(a)gr(n)τ0(m, an). Así, τ(ma, n) = τ(m, an).
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Veamos que τ : M×N −→ T tiene la propiedada univesal. Sea λ : M×N −→ H

una función A-balanceada. Como (M ⊗k N, τ0) es el producto tensorial como
k-espacios vectoriales, existe una única función lineal µ : M ⊗kN −→ H tal que
el siguiente diagrama conmuta

M ×N

λ

��

τ0 // M ⊗k N

µ
yy

H,

es decir, µ(m ⊗ n) = λ(m,n). Dado que L esta generado por los elementos
{ma ⊗ n − (−1)gr(a)gr(n)m ⊗ an|m ∈ M,a ∈ A,n ∈ N homogéneos} y λ es
A-balanceada, se tiene que µ(z) = 0 para todo z ∈ L. Luego, por propiedad
universal del cokernel existe µ : T −→ H tal que el siguiente digarama conmuta

M ×N

λ

��

ητ0 // T

µ
{{

H.

la unicidad de µ, se sigue la la unicidad de µ. �

Observación 1.4.10 Denotaremos al producto tensorial graduado de antes por

M ⊗A N . Está generado como k-espacio vectorial por los elementos m ⊗ n :=

τ(m,n). Entonces, para m ∈M , a ∈ A, n ∈ N homogéneos se tiene la fórmula

ma⊗ n = (−1)gr(a)gr(n)m⊗ na.

Además, M ⊗A N =
⊕

s∈Z(M ⊗A N)s, donde

(M ⊗A N)s =< m⊗ n
∣∣m ∈M i, n ∈ N j y i+ j = s >

1.5. Bimódulos diferencialmente graduados

Proposición 1.5.1 Sea A una álgebra graduadua, entonces:

(a) Si M es un C,A-bimódulo graduado y N es un A-módulo graduado izquier-

do, M ⊗A N es un C-módulo graduado izquierdo.

(b) Si M es un A-módulo graduado derecho y N es un A,B-bimódulo graduado,

M ⊗A N es un B-módulo graduado derecho.

(c) Si M es un C,A-bimódulo graduado y N es un A,B-bimódulo graduado,

M ⊗A N es un C,B-bimódulo graduado.
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Demostración. Realizamos la prueba de cada uno de los incisos.

(a) Veamos que M ⊗AN es un C-módulo graduado izquierdo. De�nimos una
acción, C × (M ⊗A N) −→M ⊗A N , recordando que

M ⊗A N =
⊕
m∈Z

(M ⊗A N)m

donde (M⊗AN)m es el subespacio deM⊗AN generado porm⊗n, conm ∈
Ms, n ∈ N t tal que s+t = m. Sea c ∈ C homogéneo, primero de�nimos λc :

M ×N −→M ⊗AN como λc(m,n) :=
∑
i∈Z(−1)gr(c)gr(ni)cm⊗ni, donde

n =
∑
i∈Z ni es la descripción de n en suma de elementos homogéneos.

Veamos que λc es una función A-balanceada. En efecto,

(a1) Dado que λc (Ms ×N t) ⊆ (M ⊗A N)s+t se tiene que λc es homogé-
nea.

(a2) Sean m1,m2 ∈M y n ∈ N i, entonces

λc(m1 +m2, n) = (−1)gr(c)gr(n)c(m1 +m2)⊗ n

= (−1)gr(c)gr(n)(cm1 + cm2)⊗ n

= (−1)gr(c)gr(n)cm1 ⊗ n+ (−1)gr(c)gr(n)cm2 ⊗ n
= λc(m1, n) + λc(m2, n).

Sean m ∈M y n1, n2 ∈ N homogéneos, entonces

λc(m,n1 + n2) = (−1)gr(c)gr(n1)cm⊗ n1 + (−1)gr(c)gr(n2)cm⊗ n2

= λc(m,n1) + λc(m,n2).

En consecuencia, λc es bilineal.

(a3) Sean b ∈ B, n ∈ N elementos homogéneos. Entonces

λc(mb, n) = (−1)gr(b)gr(n)c(mb)⊗ n

= (−1)gr(c)gr(n)+gr(c)gr(b)(cm)b⊗ n

= (−1)gr(c)gr(n)+gr(c)gr(b)+gr(b)gr(n)cm⊗ bn

Por otro lado, tenemos que

λc(m, bn) = (−1)gr(c)(gr(b)+gr(n))cm⊗ bn.

Luego, λc(mb, n) = (−1)gr(c)gr(n)λc(m, bn).

Ahora por la porpiedad universal de (M⊗AN, τ) existe un único mor�smo
ϕc : M ⊗A N −→M ⊗A N tal que el siguiente diagrama conmuta

M ×N

λc

��

τ // M ⊗A N

ϕcxx
M ⊗A N,
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es decir, ϕc(m ⊗ n) = (−1)gr(c)gr(n)(cm) ⊗ n, para m ∈ M y n ∈ N ho-
mogéneos.

De�nimos ahora una acción a izquierda que requerimos, sea c ∈ C y
z ∈M ⊗A N , por de�nición

c ∗ z :=
∑
i∈Z

ϕci(z)

donde
∑
i∈Z ci es la descomposición de c en sumas de elementos homo-

géneos, por lo que la acción está bien de�nida. Ahora veamos que que
efectivamente M ⊗A N es un C-módulo izquierdo.

(M1) c ∗ (z1 + z2) = c ∗ z1 + c ∗ z2.

Sean c ∈ C homogéneo y z1, z2 ∈M ⊗A N . Entonces,

c ∗ (z1 + z2) = ϕc(z1 + z2) = ϕc(z2) + ϕc(z2) = c ∗ z1 + c ∗ z2

(M2) (c1 + c2) ∗ z = c1 ∗ z + c2 ∗ z.
Sean c1, c2 ∈ Cp y z = m ⊗ n, con m,n elementos homogéneos.
Entonces,

(c1 + c2) ∗ z = ϕc1+c2(z) = (−1)gr(c1+c2)gr(n)(c1 + c2)m⊗ n

= (−1)gr(c1)gr(n)(c1m⊗ n+ c2m⊗ n)

= (−1)gr(c1)gr(n)c1m⊗ n+ (−1)gr(c2)gr(n)c2m⊗ n
= ϕc1(z) + ϕc2(z)

= c1 ∗ z + c ∗ c2.

(M3) c1 ∗ (c2 ∗ z) = (−1)gr(c1)gr(c2)(c1c2) ∗ z.
Sean c1, c2 ∈ C homogéneos y z = m ⊗ n un generador homogéneo
de M ⊗A N . entonces,

c1 ∗ (c2 ∗ z) = c ∗ (ϕc2(z))

= ϕc1(ϕc2(z))

= ϕc1

(
(−1)gr(c2gr(n))c2m⊗ n

)
= (−1)gr(c1gr(n)+gr(c2)gr(n)c1(c2m)⊗ n

= (−1)(gr(c1)+gr(c2))gr(n)gr(c1)gr(c2)(c1c2)m⊗ n

= (−1)gr(c1)gr(c2)ϕc1c2(m⊗ n)

= (−1)gr(c1)gr(c2)(c1c2) ∗ z

(M4) Se tiene que

1 ∗ z = ϕ1(z) = (−1)gr(1)gr(n)1m⊗ n = m⊗ n = z.
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(M5) Sean c ∈ Cp y z = m⊗n ∈ (M⊗AN)s conm ∈M i, n ∈ N j , entonces

c ∗ z = ϕc(z) = (−1)gr(c)gr(n)cm⊗ n.

Note que cm ∈M i+p, por lo que c ∗ z ∈ (M ⊗A N)s+p.

Luego, por proposición 1.2.8op M ⊗A N es un C-módulo graduado a iz-
quierda.

(b) Veamos ahora queM⊗AN es un B-módulo graduado a derecha. En efecto,
ya tenemos que

M ⊗A N =
⊕
s∈Z

(M ⊗A N)s

donde (M ⊗AN)s es el subespacio deM ⊗AN generado por los elementos
m ⊗ n con m ∈ M i, n ∈ N j y i + j = s. Debemos dar una acción
ϕ : (M⊗AN)×B −→M⊗AN . Para ello consideramos, para cada b ∈ B, la
función A-balanceada ϕb : M×N −→M⊗AN tal que ϕb(m,n) = m⊗nb,
la cual induce una única tranformación lineal graduada ϕb : M ⊗A N −→
M ⊗A N tal que el siguiente diagrama conmuta

M ×N τ //

ϕb
��

M ⊗A N

ϕbxx
M ⊗A N,

es decir, ϕb(m⊗ n) = m⊗ nb.
Ahora por de�nición, para t ∈M⊗AN y b ∈ B, de�nimos ϕ(t, b) := ϕb(t).
La bilinealidad de ϕ, se sigue de la unicidad y la linealidad de ϕb. Note que
por de�nición de la acción para t = m⊗ n ∈ M ⊗A N y b ∈ B homogéos
tenemos que

t ∗ (m⊗ n) = t ∗ b := ϕ(t, b) = ϕb(m⊗ n) = m⊗ nb.

Veamos ahora que se cumplen las condiciones de la proposición 1.2.8;

(b1) Sean t =
∑
i∈Zmi ⊗ ni ∈ (M ⊗A N)s y b ∈ Br, entonces

t ∗ b = ϕb(t) =
∑
i,j

(mi ⊗ nj)b =
∑
i,j

(mi ⊗ nib) ∈ (M ⊗A N)s+r.
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(b2) Además tenemos que

(t ∗ b1) ∗ b2 =

∑
i,j

mi ⊗ njb1

 b2

=
∑
i,j

mi ⊗ (njb1)b2

=
∑
i,j

mi ⊗ (−1)gr(b1)gr(b2)nj(b1b2)

= (−1)gr(b1)gr(b2)t(b1b2).

(b3) Sea t ∈M ⊗A N , entonces

t ∗ 1 := ϕ1(t) = m⊗ n1 = m⊗ n = t.

En consecuencia, M ⊗A N es un B-módulo graduado a derecha.

(c) Como M es un C,A-bimódulo graduado y N es un A,B-bimódulo gradua-
do, en particular N es un A-módulo graduado izquierdo y luego, por (a)

tenemos que M ⊗AN es un C-módulo graduado izquierdo. Por otro lado,
tenemos M es un A-módulo graduado derecho y N es un A,B-bimódulo
graduado, entonces por (b) M ⊗A N es un B-módulo graduado derecho.

Ahora solo falta veri�car la propiedad (d) de la proposicion 1.4.7. Sean
c ∈ C y b ∈ B homogéneos, y t ∈M ⊗AN . Tenemos que t =

∑
s,rms⊗nr

con ms ∈M , nr ∈ N homogéneos. Entonces,

(ct)b =

(∑
s,r

c(ms ⊗ nr)

)
b

=
∑
s,r

(−1)gr(c)gr(nr)(cms ⊗ nr)b

=
∑
s,r

(−1)gr(c)gr(ns)cms ⊗ nrb.
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Por otro lado,

c(tb) = c

(∑
s,r

(ms ⊗ nr)b

)

= c

(∑
s,r

ms ⊗ nrb

)
=
∑
s,r

c(ms ⊗ nrb)

=
∑
s,r

(−1)gr(c)(gr(nr)+gr(b))cms ⊗ nrb

= (−1)gr(c)gr(b)
∑
s,r

(−1)gr(c)gr(nr)c(ms ⊗ nrb

= (−1)gr(c)gr(b)c(tb).

Así, (ct)b = (−1)gr(c)gr(b)c(tb). Por lo tanto, M ⊗AN es un C,B-bimódulo
graduado.

�

Proposición 1.5.2 Sea (A, d) una k-álgebra diferncialmente graduadua, enton-

ces:

(a) Si M es un C,A-bimódulo diferencialmente graduado y N es un A-módulo

diferencialmente graduado a izquierda, M ⊗A N es un C-módulo diferen-

cialmente graduado a izquierda.

(b) Si M es un A-módulo diferencialmente graduado a derecha y N es un A,B-

bimódulo diferencialmente graduado, M ⊗AN es un B-módulo diferencial

derecho.

(c) Si M es un C,A-bimódulo diferencialmente graduado y N es un A,B-

bimódulo diferencialmente graduado, M ⊗A N es un C,B-bimódulo dife-

rencialmente graduado.

Demostración. Veremos la demostración de cada inciso. Realizamos primero
la del inciso (b).

(b) Por el inciso (b) de la Proposición 1.5.1 sabemos que

M ⊗A N =
⊕
s∈Z

(M ⊗A N)s

es un B-módulo graduado derecho. Basta de�nir un diferencial d := dM⊗AN :

M ⊗AN −→M ⊗AN . Para de�nirla, consideramos la transformación A-
bilineal d : M×N −→ (M⊗AN)[−1]. Recordemos que ((M ⊗A N)[−1])

s
:=
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(M ⊗A N)s+1. Ahora de�nimos d como sigue: d(m,n) := m ⊗ dN (n) +

(−1)gr(n)dM (m) ⊗ n, donde (m,n) ∈ M i × N j elementos homogéneos y
dN , dM son los diferenciales de N y M, respectivamente.
Note que si m ∈ M , a ∈ A, n ∈ N son elementos homogéneos tenemos
que

d(ma, n) = ma⊗ dN (n) + (−1)gr(n)dM (ma)⊗ n

= (−1)gr(a)(gr(n)+1)m⊗ adN (n) + (−1)gr(n)(md(a)

+ (−1)gr(a)dM (m)a)⊗ n

= (−1)gr(a)(gr(n)+1)m⊗ adN (n) + (−1)gr(n)md(a)⊗ n

+ (−1)gr(a)+gr(n)dM (m)a⊗ n

= (−1)gr(a)(gr(n)+1)m⊗ adN (n) + (−1)gr(n)+(gr(a)+1)gr(n)m⊗ d(a)n

+ (−1)gr(a)+gr(n)(1+gr(a))dM (m)⊗ an

= (−1)gr(a)(gr(n)+1)m⊗ adN (n) + (−1)gr(a)gr(n)m⊗ d(a)n

+ (−1)gr(a)+gr(n)+gr(a)gr(n)dM (m)⊗ an

Por otro lado,

d(m, an) = m⊗ dN (an) + (−1)gr(a)+gr(n)dM (m)⊗ an

= m⊗
(
d(a)n+ (−1)gr(a)adN (n)

)
+ (−1)gr(a)+gr(n)dM (m)⊗ an

= m⊗ d(a)n+ (−1)gr(a)m⊗ adN (n) + (−1)gr(a)+gr(n)dM (m)⊗ an.

Entonces d(ma, n) = (−1)gr(a)gr(n)d(m, an). Ahora bien, por la propiedad
universal de M ⊗A N induce una única transformación lineal d : M ⊗A
N −→ (M ⊗A N)[−1] tal que el siguiente diagrama conmuta

M ×N

��

d // (M ⊗A N)[−1] ∼= M ⊗A N

dtt
M ⊗A N,

de donde d(m⊗ n) := ma⊗ dN (n) + (−1)gr(n)dM (ma)⊗ n.

Veamos que d cumple las hipótesis de la proposición 1.2.10. En efecto,

(b1) d2 (m ⊗ n) = 0 . Sean m ∈M y n ∈ N elementos homogéneos, tene-



72 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

mos que

d2(m⊗ n) = d
(
m⊗ dN (n) + (−1)gr(n)dM (m)⊗ n

)
= (−1)gr(n)d(dM (m)⊗ n) + d(m⊗ dN (n))

= (−1)gr(n)
(

(−1)gr(n)dMdM (m)⊗ n+ dM (m)⊗ dN (n)
)

+ (−1)gr(n)+1dM (m)⊗ dN (n) +m⊗ dNdN (n)

= (−1)gr(n)dM (m)⊗ dN (n)− (−1)gr(n)dM (m)⊗ dN (n)

= 0.

(b2) d satisface la regla de Leibniz. Seanm ∈M , n ∈ N y b ∈ B elementos
homogéneos. Veamos que se cumple la siguiente igualdad

d((m⊗ n) · b) = (m⊗ n) · dB(b) + (−1)gr(b)d(m⊗ n) · b.

En efecto, por un lado, tenemos que

d((m⊗ n) · b) = d(m⊗ nb)

= m⊗ dN (nb) + (−1)gr(n)+gr(b)dM (m)⊗ nb

= m⊗
(

(−1)gr(b)dN (n)b+ nd(b)
)

+ (−1)gr(n)+gr(b)dM (m)⊗ nb

= (−1)gr(b)m⊗ dN (n)b+m⊗ nd(b) + (−1)gr(n)+gr(b)dM (m)⊗ nb

y, por otro lado,

d(m⊗ n) · b =
(

(−1)gr(n)dM (m)⊗ n+m⊗ d(n)
)
b

= (−1)gr(n)d(m)⊗ nb+m⊗ d(n)b.

Multiplicando por (−1)gr(b) la expresión anterior y sumándole (m⊗
n)d(b), obtenemos

(−1)gr(b) (d(m⊗ n) · b) + (m⊗ n)d(b)

= (−1)gr(b)
((

(−1)gr(n)dM (m)⊗ n+m⊗ dN (n)
)
b
)

+ (m⊗ n)d(b)

= (−1)gr(b)+gr(n)dM (m)⊗ nb+ (−1)gr(b)m⊗ dN (n)b+m⊗ nd(b)

Así, concluimos que

d((m⊗ n) · b) = (m⊗ n) · dB(b) + (−1)gr(b)d(m⊗ n) · b.

Finalmente, si t ∈ M ⊗A N , podemos escribir t =
∑
ms ⊗ nr con

ms ∈M , nr ∈ N homogéneos. Aplicando lo anterior, obtenemos

d(t · b) = td(b) + (−1)gr(b)d(t)b
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Luego, por la Proposición 1.2.9 M ⊗A N es un B-módulo diferencial de-
recho.

(b) Por el inciso (b) de la Proposición 1.5.1 tenemos que M ⊗A N es un C-
módulo graduado izquierdo. En la prueba del inciso anterior de�nimos una
transformación d : M ⊗A N −→M ⊗A N de la siguiente manera

d(m⊗ n) := m⊗ dN (n) + (−1)gr(n)dM (m)⊗ n,

para m ∈ M , n ∈ N homogéneos. Veamos que esta diferencial le da
estructura de C-módulo diferencial a M ⊗A N . En efecto,

(a1) d((M ⊗A N )i) ⊆ (M ⊗A N )i+1 .
Sean m ∈ Ms, n ∈ Nr homogéneos, tales que s + r = i, es decir,
m⊗ n ∈ (M ⊗A N)i. Entonces

d(m⊗ n) = m⊗ dN (n) + (−1)gr(n)dM (m)⊗ n,

note que dN (n) ∈ Nr+1 y dM (m) ∈ Ms+1. Por tanto d(m ⊗ n) ∈
(M ⊗A N)i+1.

(a2) d2 (m ⊗ n) = 0 . Se sigue del inciso (b1).

(a3) Regla de Leibniz. sean c ∈ C, z = m ⊗ n, con m ∈ M , n ∈ N

homogéneos. Por un lado, tenemos

d(c ∗ z) = d((−1)gr(c)gr(n)cm⊗ n)

= (−1)gr(c)gr(n)d(cm⊗ n)

= (−1)gr(c)gr(n)
(

(−1)gr(n)dM (cm)⊗ n+ cm⊗ dN (n)
)

= (−1)gr(c)gr(n)+gr(n)dM (cm)⊗ n+ (−1)gr(c)gr(n)cm⊗ dN (n)

= (−1)gr(c)gr(n)+gr(n)
(
d(c)m+ (−1)gr(c)cdM (m)

)
⊗ n

+ (−1)gr(c)gr(n)cm⊗ dN (n)

= (−1)gr(c)gr(n)+gr(n)d(c)m⊗ n

+ (−1)gr(c)gr(n)+gr(n)+gr(c)cdM (m)⊗ n

+ (−1)gr(c)gr(n)cm⊗ dN (n)

= d(c) ∗ z + (−1)gr(c)
(

(−1)gr(c)gr(n)+gr(n)cdM (m)⊗ n

+(−1)gr(c)gr(n)+gr(c)cm⊗ dN (n)
)
.

Pero,

c∗d(z) = c ∗
(

(−1)gr(n)dM (m)⊗ n+m⊗ d(n)
)

= (−1)gr(n)+gr(c)gr(n)cdM (m)⊗ n+ (−1)gr(c)(gr(n)+1)cm⊗ dN (n).
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En consecuencia,

d(c ∗ z) = d(c) ∗ z + (−1)gr(c)c ∗ d(z).

Por la proposición 1.2.9 op M ⊗A N es un C-módulo izquierdo.

(c) De la Proposición 1.5.1(c) tenemos que M ⊗A N es un C,B-bimódulo
graduado. Luego, por inciso (b) sabemos que M ⊗A N es un B-módulo
diferencial derecho cuya diferencial está de�nida por

d(m⊗ n) = (−1)gr(n)dM (m)⊗ n+m⊗ dN (n).

Por inciso (a) está diferencial le da estructura de C-módulo diferencial
izquierdo a M ⊗AN . Veamos que se cumple la asociatividad. Sean c ∈ C,
b ∈ B elementos homogéneos y z = m ⊗ n ∈ M ⊗A N un generador, con
m ∈M , n ∈ N homogéneos, se tiene que cumplir (c∗z)·b = (−1)gr(c)gr(b)c∗
(z · b). Por un lado, tenemos

(c∗z)·b = (c∗(m⊗n)·b) =
(

(−1)gr(c)gr(n)cm⊗ n
)
·b = (−1)gr(c)gr(n)cm⊗nb

Por otro,

c ∗ (z · b) = c ∗ (m⊗ nb) = (−1)gr(c)(gr(n)+gr(b))cm⊗ nb.

Entonces, (c∗z) ·b = (−1)gr(c)gr(b)c∗(z ·b). Finalmente, por la Proposición
1.4.7, M ⊗A N es un C,B-bimódulo diferencial.

�

Observación 1.5.3 Sea A una k-álgebra diferencialmente graduada, con dife-

rencial d. Entonces, por el lema 1.2.10op A es un A-módulo diferencial derecho,

con el producto de A, a · b = ab, a, b ∈ A y es un A-módulo diferencial derecho

con el siguiente producto a ∗ b = (−1)gr(a)gr(b)ab con a, b ∈ A homogéneos. Note

que

a · (b ∗ c) = a
(

(−1)gr(a)gr(b)bc
)

= (−1)gr(a)gr(c)a(bc),

(a · b) ∗ c = (−1)gr(ab)gr(c)(ab)c = (−1)(gr(a)+gr(b))gr(c)(ab)c

= (−1)gr(a)gr(c)+gr(b)gr(c)(ab)c.

Así se tiene (a · b)∗ c = (−1)gr(a)gr(c)a · (b∗ c). Luego, A es un A,A-bimódulo

diferencialmente graduado, que se conoce como el A,A-bimódulo diferencial

regular.
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Proposición 1.5.4 Sea A el A-bimódulo diferencial regular y AXB un A,B-

bimódulo diferencial, entonces existe un isomor�smo de A,B-bimódulos µ : A⊗A
X −→ X tal que µ(a ⊗ x) = (−1)gr(a)gr(x)ax, para a ∈ A y x ∈ X elementos

homogéneos.

Demostración. La prueba la haremos en cuatro etapas. Primero, de�niremos
un mor�smo de A⊗AX en X, luego veremos que es diferencial, posteriormente
que es de A,B-bimódulos, y, por último, que es un isomor�smo.

(a) De�nimos el mor�smo usando la propiedad universal del producto ten-
sorial. Cada elemento a ∈ A se escribe de manera única como serie de
elementos homogéneos a =

∑
i∈Z ai. De manera análoga cada elemento

x ∈ X es de la forma x =
∑
j∈Z xj . De�nimos la función µ : A×X −→ X

por µ(a, x) :=
∑
i,j(−1)gr(ai)gr(xj)aixj . Veamos que µ es A-balanceada;

(a1) µ es homogénea.

Claramente se tiene que µ(Ai ×Xj) ⊆ Xi+j por de�nición.

(a2) µ es bilineal.
Por la forma en que de�nimos µ, tenemos que es bilineal.

(a3) µ(a · b, x ) = (−1 )gr(b)gr(x)µ(a, bx ).
Sean a, b ∈ A y x ∈ X, elementos homogéneos. Por lo que

µ(a · b, x) = (−1)gr(a)gr(b)µ(ab, x)

= (−1)gr(a)gr(b)(−1)(gr(a)+gr(b))gr(x)(ab)x

= (−1)gr(a)gr(b)+((gr(a)+gr(b))gr(x)a(bx)

= (−1)gr(a)gr(b)+((gr(a)+gr(b))gr(x)(−1)gr(a)(gr(b)+gr(x))µ(a, bx)

= (−1)gr(b)gr(x)µ(a, bx).

Por la propiedad universal de producto tensorial, existe un único mor�smo
homogéneo µ : A⊗A X −→ X tal que el siguiente diagrama conmuta

A×X
µ //

��

X

A⊗A X,
µ

::

es decir, µ(a ⊗ x) = (−1)gr(a)gr(x)ax, para a ∈ A y x ∈ X elementos
homogéneos.

Veamos ahora que µ es un mor�smo de módulos diferenciales.
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(b) µ conmuta con las diferenciales.
En efecto, sean a ∈ A y x ∈ X elementos homogéneos. Tenemos que

d(µ(a⊗ x)) = d((−1)gr(a)gr(x)ax)

= (−1)gr(agr(x))d(ax)

= (−1)gr(agr(x))
(
d(a)x+ (−1)gr(a)ad(x)

)
= (−1)gr(x)(−1)(gr(a)+1)gr(x)d(a)x+ (−1)gr(a)(gr(x)+1)ad(x)

= (−1)gr(x)µ(d(a)⊗ x) + µ(a⊗ d(x))

= µ((−1)gr(x)d(a)⊗ x+ a⊗ d(x))

= µd(a⊗ x)

(c) µ es un mor�smo de A,B-bimódulos.

(c1) µ es un mor�smo de B-módulos derechos.
Sea b ∈ B, entonces

µ((a⊗ x)b) = µ(a⊗ xb)

= (−1)gr(a)(gr(x)+gr(b))a(xb)

= (−1)gr(a)(gr(x)+gr(b))(−1)gr(a)gr(b)(ax)b

= (−1)gr(a)gr(x)(ax)b

= µ(a⊗ x)b.

(c2) µ es un mor�smo de A-módulos izquierdos.
Sea b ∈ A, se tiene que

µ(b ∗ (a⊗ x)) = µ((−1)gr(b)gr(x)b(a⊗ x))

= (−1)gr(b)gr(x))µ(ba⊗ x)

= (−1)gr(b)gr(x)+(gr(b)+gr(a))gr(x)(ba)x

= (−1)gr(a)gr(x)(ba)x

= (−1)gr(a)gr(x)b(ax)

= bµ(a⊗ x)

(d) µ es isomor�smo.
Sea σ : X −→ A⊗A X tal que σ(x) = 1⊗ x. Luego, si a ∈ A y x ∈ X son
elementos homogéneos,

σµ(a⊗ x) = σ((−1)gr(a)gr(x)ax) = (−1)gr(a)gr(x)(1⊗ ax) = a⊗ x.
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Por otro lado,

µσ(x)µ(1⊗ x) = (−1)gr(1)gr(x)(1x) = x.

Luego, por el Lema 1.2.17 se sigue que µ es un isomor�smo.

�

Lema 1.5.5 Sean EMA, AXB y BYC bimódulos diferencialmente graduados,

entonces existe un isomor�smo de E,C-bimódulos diferencialmente graduados

η : M ⊗A (X ⊗B Y ) −→ (M ⊗A X)⊗B Y

tal que η(m⊗ (x⊗ y)) = (m⊗ x)⊗ y, para m ∈M , x ∈ X y y ∈ Y .

Demostración. Sea y en Y un elemnto homogéneo dee grado i �jo. Primero
de�namos a ϕy : M ×X −→M ⊗A (X ⊗B Y )[i] como ϕy(m,x) := m⊗ (x⊗ y).
Veamos que ϕy es balanceada

(a) ϕy es homogénea.
Claramente, ϕy(Ms ×Xt) ⊆ [M ⊗A (X ⊗B Y )]s+t+i.

(b) ϕy es bilineal.
Sean m1,m2 ∈M y x ∈ X, entonces,

ϕy(m1 +m2, x) = (m1 +m2)⊗ (x⊗ y)

= m1 ⊗ (x⊗ y) +m2 ⊗ (x⊗ y)

= ϕy(m1, x) + ϕy(m2, x).

Ahora analizamos la otra variable. Sean m ∈M y x1, x2 ∈ X. Luego,

ϕy(m,x1 + x2) = m⊗ ((x1 + x2)⊗ y)

= m(x1 ⊗ y + x2 ⊗ y)

= m⊗ (x1 ⊗ y) +m⊗ (x2 ⊗ y)

= ϕy(m,x1) + ϕy(m,x2).

(c) ϕy(ma, x) = (−1)gr(a)gr(x)ϕy(m, ax).
En efecto, sean a ∈ A y x ∈ X, elementos homogéneos. Entonces,

ϕy(ma, x) = ma⊗ (x⊗ y)

= (−1)gr(a)gr(x)+gr(a)gr(y)m⊗ (x⊗ y)

= (−1)gr(a)gr(x)m⊗ ((ax)⊗ y)

= (−1)gr(a)gr(x)ϕy(m, ax).
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Luego, existe un único mor�smo µy : M ⊗A X −→ M ⊗A (X ⊗B Y )[i] tal que
µyτ = ϕy, es decir, el siguiente diagrama conmuta

M ×X
ϕy //

τ

��

M ⊗A (X ⊗B Y )[i]

M ⊗A X.
µy

44

Ahora daremos una función B−balanceada λ : (M⊗AX)×Y −→M⊗A (X⊗B
Y ). Sea z ∈ M ⊗A X y y ∈ Y , por λ(z, y) :=

∑
i∈I µyi(z), donde y =

∑
i∈I yi,

es la descomposición de y en sus componentes homogéneas. Veamos que:

(a) λ es homogénea.
Es claro pues λ

(
(M ⊗A X)s × Y i

)
⊆ (M ⊗A (X ⊗B Y ))

s+i.

(b) λ es bilineal.
Sean m ∈M , x ∈ X y y1, y2 ∈ Y t. Luego,

λ(m⊗ x, y1 + y2) = m⊗ (x⊗ (y1 + y2))

= m⊗ (x⊗ y1 + x⊗ y2)

= m⊗ (x⊗ y1) +m⊗ (x⊗ y2)

= λ(m⊗ x, y1) + λ(m⊗ x, y2).

Ahora veamos la linealidad en la otra variable. Sean z1, z2 ∈ M ⊗A X y
y ∈ Y homogéneo. Entonces,

λ(z1 + z2, y) = µy(z1 + z2) = µy(z1) + µy(z2) = λ(z1, y) + λ(z2, y)

(c) λ((mm⊗ x)b, y) = (−1)gr(b)gr(y)λ(m⊗ x, by).
Sean m ∈M , x ∈ X, b ∈ B y y ∈ Y homogéneos. Luego,

λ((m⊗ x)b, y) = µy((m⊗ x)b) = µy(m⊗ xb)
= m⊗ (xb⊗ y)

= (−1)gr(b)gr(y)m⊗ (x⊗ by)

= (−1)gr(b)gr(y)λ(m⊗ x, by).

Por lo que λ es B-balanceada y así, existe un único mor�smo ψ que hace con-
mutar el siguiente diagrama

(M ⊗A X)× Y λ //

τ

��

M ⊗A (X ⊗B Y )

(M ⊗A X)⊗B Y.
ψ

tt
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Luego, ψ((m ⊗ x) ⊗ y) = m ⊗ (x ⊗ y). Note que ψ es un mor�smo homogéneo
por construcción. Claramente,

ψ (((m⊗ x)⊗ y)b) = ψ((m⊗ x)⊗ yb) = m⊗ (x⊗ yb)
= m⊗ (x⊗ y)b

= ψ ((m⊗ x)⊗ y) b.

Ahora de�nimos el mor�smo inverso. Sea m ∈ M un elemento homogéneo
de grado i �jo. De�nimos αm : X × Y −→ (M ⊗AX)⊗B Y [i] como αm(x, y) :=

(m⊗ x)⊗ y, y veamos que,

(a) αm es homogénea.
Claramente, αm (Xs × Y t) ⊆ ((M ⊗A X)⊗B Y [i])

s+t+i.

(b) αm es bilineal.
Consideremos los elementos homogéneos x1, x2 ∈ X, y y ∈ Y . Luego,

αm(x1 + x2, y) = (m⊗ (x1 + x2))⊗ y = (m⊗ x1 +m⊗ x2)⊗ y
= (m⊗ x1)⊗ y + (m⊗ x2)⊗ y
= αm(x1, y) + αm(x2, y)

Ahora considereos los elementos homogéneos x ∈ X, y1, y2 ∈ Y , entonces

αm(x, y1 + y2) = (m⊗ x)⊗ (y1 + y2) = (m⊗ x)y1 + (m⊗ x)⊗ y2

= αm(x, y1) + αm(x, y2).

(c) αm(xb, y) = (−1)gr(b)gr(y)αm(x, by).
Sean b ∈ B, x ∈ X, y y ∈ Y elementos homogéneos. Entonces,

αm(xb, y) = (m⊗ xb)⊗ y = (m⊗ x)b⊗ y

= (−1)gr(b)gr(y)(m⊗ x)⊗ by

= (−1)gr(b)gr(y)αm(x, by).

Por la propiedad universal del producto tensorial, existe un único mor�smo
γm tal que el siguiente diagrama conmuta

(x× Y )
αm //

τ

��

(M ⊗A X)⊗B Y

X ⊗B Y
γm

44

donde γm es homogénea y satisface γm(x⊗ y) := (m⊗ x)⊗ y.
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Ahora sea η : M × (X ⊗B Y ) −→ (M ⊗AX)⊗B Y de�nida como η(m, z) :=∑
i∈I γmi(z), con m ∈M , z ∈ X ⊗B Y y m =

∑
i∈I mi la descomposición de m

en sus elementos homogéneos. Veamos que η es A-balanceada.

En efecto,

(a) η es homogénea.
Es claro que, η (Ms × (X ⊗B Y )t) ⊆ ((M ⊗A X)⊗B Y )

s+t.

(b) η es bilineal.
Sean m1,m2 ∈M t, x ∈ X y y ∈ Y . Entonces,

η(m1 +m2, x⊗ y) = γm1+m2
(x⊗ y) = ((m1 +m2)⊗ x)⊗ y

= (m1 ⊗ x+m2 ⊗ x)⊗ y
= (m1 ⊗ x)⊗ y + (m2 ⊗ x)⊗ y
= η(m1, x⊗ y) + η(m2, x⊗ y).

Ahora analicemos la segunda variable. Sean m en M t y z1, z2 ∈ X ⊗B Y .
Luego,

η(m, z1 + z2) = γm(m, z1 + z2) = γm(z1) + γm(z2) = η(m, z1) + η(m, z2)

(c) η(ma, x⊗ y) = (−1)gr(a)(gr(x)+gr(y))η(m, a(x⊗ y)).
Sean m ∈M , a ∈ A, x ∈ X y y ∈ Y homogéneos, entonces

η(ma, x⊗ y) = γma(x⊗ y)

= (ma⊗ x)⊗ y

= (−1)gra(a)gr(x)(m⊗ ax)⊗ y

Por otro lado,

η(m, a(x⊗ y)) = η(m, (−1)gr(a)gr(y)ax⊗ y)

= (−1)gr(a)gr(y)(m⊗ ax)⊗ y

Así que

η(ma, x⊗ y) = (−1)gr(a)gr(x)+gr(a)gr(y)(−1)gr(a)gr(y)(m⊗ ax)⊗ y

= (−1)gr(a)(gr(x)+gr(y))η(m, a(x⊗ y)).

Por la propiedad universal de producto tensorial, tenemos la existencia de un
único mor�smo η : M ⊗A (X ⊗B Y ) −→ (M ⊗A X) ⊗B Y , tal que ητ = η, es
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decir, el siguiente diagrama conmuta

M × (X ⊗B Y )
η //

τ

��

(M ⊗A X)⊗B Y

M ⊗A (X ⊗B Y ),

η

44

donde η(m⊗ (x⊗ y)) = (m⊗ x)⊗ y.

Ahora veamos que ψ y η son inversas una de la otra. En efecto,

ηψ((m⊗ x)⊗ y) = η(m⊗ (x⊗ y)) = (m⊗ x)⊗ y,

y, por otro lado,

ψη(m⊗ (x⊗ y)) = ψ((m⊗ x)⊗ y) = m⊗ (x⊗ y).

Veamos que η conmuta con las diferenciales. En efecto, sean x ∈ X y y ∈ Y

elementos homogéneos. Entonces,

ηd(m⊗ (x⊗ y)) = η
(

(−1)gr(x⊗y)d(m)⊗ (x⊗ y) +m⊗ d(x⊗ y)
)

= η
(

(−1)gr(x)+gr(y)d(m)⊗ (x⊗ y)
)

+ η
(
m⊗

(
(−1)gr(y)d(x)⊗ y + x⊗ d(y)

))
= (−1)gr(x)+gr(y) (d(m)⊗ (x)⊗ y + (−1)gr(y) (m⊗ d(x))⊗ y + (m⊗ x)⊗ d(y)

= (−1)gr(y)
(

(−1)gr(x)d(m)⊗ x+m⊗ d(x)
)
⊗ y + (m⊗ x)⊗ y

= (−1)gr(y)d(m⊗ x)⊗ y + (m⊗ x)⊗ d(y)

= d((m⊗ x)⊗ y)

= dη(m⊗ (x⊗ y))

Note que η es un mor�smo de C-módulos derechos pues, para c ∈ C, tenemos:

η ((m⊗ (x⊗ y))c) = η (m⊗ (x⊗ y)c) = η(m⊗ (x⊗ yc))
= (m⊗ x)⊗ yc
= ((m⊗ x)⊗ y) c

= η ((m⊗ (x⊗ y))) c

Finalmente, η es un mor�smo de E-módulos izquierdos pues, para e ∈ E,
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tenemos:

η (e(m⊗ (x⊗ y))) = (−1)gr(e)gr(x⊗y)η(em⊗ (x⊗ y))

= (−1)gr(e)(gr(x)+gr(y))(em⊗ x)⊗ y

= (−1)gr(e)(gr(x)+gr(y))+gr(e)gr(x)e(m⊗ x)⊗ y

= (−1)gr(e)gr(y)+gr(e)gr(y)e((m⊗ x)⊗ y)

= eη (m⊗ (x⊗ y))

�

Lema 1.5.6 Sean f : M −→ M ′ un mor�smo de A-módulos diferencialmente

graduados a derecha y g : N −→ N ′ un mor�smo de A,B-bimódulos diferencial-

mente graduado. Entonces existe un único mor�smo f⊗g : M⊗AN −→M ′⊗N ′
de B-módulos diferencialmente graduado a derecha tal que (f ⊗ g)(m ⊗ n) =

f(m)⊗ g(n) para cada m ∈M y n ∈ N .

Demostración. Consideremos la función f̂ ⊗ g : M ×N −→ M ′ ⊗A N ′ dada
por f̂ ⊗ g(m,n) = f(m) ⊗ g(n). Claramente, f̂ ⊗ g es bilineal. Veamos que es
A-balanceada. En efecto, sean m ∈M y n ∈ N elementos homogéneos, entonces

f̂ ⊗ g(ma, n) = f(ma)⊗ g(n)

= f(m)a⊗ g(n)

= (−1)gr(a)gr(n)f(m)⊗ ag(n)

= (−1)gr(a)gr(n)f(m)⊗ g(an)

= (−1)gr(a)gr(n)f̂ ⊗ g(m, an).

Por la propiedad universal del producto tensorial existe un único mor�smo ho-
mogéneo f ⊗ g : M ⊗A N −→M ′ ⊗N ′ tal que el siguiente diagrama conmuta

M ×N

τ

��

f̂⊗g // M ′ ⊗N ′

M ⊗A N.
f⊗g

88

Veamos que f⊗g conmuta con el diferencial. Dado que g : N −→ N ′ y f : M −→
M ′ son mor�smo de A,B-bimódulos diferenciales tenemos que gdN = dN ′g y
fdM = dM ′f donde dN ,dN ′ , dM y dM ′ son las respectivas diferenciales.
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Sean m ∈M y n ∈ N , tenemos que

(f ⊗ g)dM⊗N (m⊗ n) = (f ⊗ g)
(

(−1)gr(n)dM (m)⊗ n+m⊗ dN (n)
)

= (−1)gr(n)(f ⊗ g)(dM (m)⊗ n) + (f ⊗ g)(m⊗ dN (n))

= (−1)gr(n)fdM (m)⊗ g(n) + f(m)⊗ gdN (n)

= (−1)gr(n)dM ′f(m)⊗ g(n) + f(m)⊗ dN ′g(n)

= dM ′⊗N ′ (f(m)⊗ g(n))

= dM ′⊗N ′((f ⊗ g)(m⊗ n))

�



84 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES



Capítulo 2

Categorías DG

2.1. Categorías diferencialmente graduadas

En este capítulo k denotará un anillo conmutativo, por ejemplo un campo
R ó C o el anillo de los enteros Z.

De�nición 2.1.1 Una categoría C es una k-categoría , si cumple las siguien-

tes condiciones:

(a) HomC(X,Y ) tiene estructura de k-módulo, para cada X,Y ∈ C.

(b) Para todo X,Y, Z ∈ C la función composición

θ(X,Y, Z) : HomC(X,Y )⊗k HomC(Y,Z) −→ HomC(X,Z)

es k-bilineal, es decir, para cada f, f ′ ∈ HomC(X,Y ), g, g′ ∈ HomC(Y,Z)

y r ∈ k, se cumple

θ(g, f + f ′) = θ(g, f) + θ(g, f ′)

θ(g + g′, f) = θ(g, f) + θ(g′, f)

θ(g, rf) = rθ(f, g) = θ(rg, f)

Note que las condición de asociatividad requerida en la de�nición anterior se
puede expresar mediante las siguiente notación:

g(f + f ′) = gf + gf ′

(g + g′)f = gf + g′f

(rg)f = r(gf) = g(rf)

85
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Ejemplo 2.1.2

(a) Si A es una k-álgebra, se tiene que A = C = {∗}, es decir, A es puede ser

vista como una k-categoría con un sólo objeto.

(b) Si A es una k-álgebra, entonces la categoría Mod A es una k-categoría.

(c) La categoría de grupos abelianos Ab es una Z-categoría.

(d) En general, cualquier categoría preaditiva C es una Z-categoría.

(e) Si C es una categoría pequeña y D es una k-categoría. Entonces Fun(C,D)

es una k-categoría.

En lo que sigue, en algunas partes del texto usaremos • para denotar la
graduación de un objeto, es decir, cuando un objeto X posea una graduación
será denotado como X•.

De�nición 2.1.3 Una categoría diferencialmente graduada o una dg-

categoría es una k-categoría C tal que:

(a) HomC(X,Y ) ∈ Dg −Mod(k) ∀X,Y ∈ C.

(b) La función composición

θX,Y,Z : HomC(Y,Z)• ⊗k HomC(X,Y )• −→ HomC(X,Z)•

es un mor�smo de grado cero en Dg −Mod(k) que conmuta con los dife-

renciales, es decir, el siguiente diagrama conmuta

HomC(Y,Z)• ⊗k HomC(X,Y )•
θX,Y,Z //

dHomC(Y,Z)⊗kHomC(X,Y )

��

HomC(X,Z)•

dHomC(X,Z)

��
HomC(Y,Z)• ⊗k HomC(X,Y )•

θX,Y,Z

// HomC(X,Z)•.

Por lo que para cada g ∈ HomC(Y,Z), f ∈ HomC(X,Y ) elementos homo-

géneos se tiene lo siguiente

dHomC(X,Z)θX,Y,Z(g ⊗ f) = dHomC(X,Z)(g ◦ f)

Por otro lado,

θX,Y,ZdHomC(Y,Z)⊗kHomC(X,Y )(g ⊗ f)

= θX,Y,ZdHomC(Y,Z)(g)⊗ f + (−1)|g|g ⊗ dHomC(X,Y )(f)

= dHomC(Y,Z)(g) ◦ f + (−1)|g|g ◦ dHomC(X,Y )(f).
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donde |g| denota el grado de g. De esta manera, la conmutatividad del

diagrama anterior se traduce a cumplir la igualdad

dHomC(X,Z)(g ◦ f) = dHomC(Y,Z)(g) ◦ f + (−1)|g|g ◦ dHomC(X,Y )(f).

Ejemplo 2.1.4

(a) Una dg-categoría con un sólo objeto, puede ser identi�cada con una dg-

álgebra, es decir, una k-álgebra graduada con un diferencial d tal que cumple

la regla de Leibniz:

d(fg) = d(f)g + (−1)gr(f)fd(g)

para f, g elementos homogéneos. Inversamente, cada k-álgebra B puede ser vista

como una Dg-categoría con un sólo objeto.

(b) Consideremos la categoría Dg − Mod(k). Note que HomC(V,W ) tiene es-

tructura de dg-módulo sobre k, dada de la siguiente manera:

(b1) La graduación es HomC(V •,W •) =
⊕

n∈Z Homn
C(V •,W •), donde

Homn
C(V •,W •) = {α : V −→W |α(V k) ⊆W k+n ∀ k ∈ Z}.

(b2) El diferencial d : HomC(V •,W •) −→ HomC(V •,W •) es una función k-

lineal graduada de grado +1 tal que

d(α) = dW ◦ α− (−1)|α|α ◦ dV

y α ∈ HomC(V,W ) un elemento homogéneo.

(c) Si C es una dg-categoría, la categoría opuesta Cop es una dg-categoría,

conocida como dg-categoría opuesta de C, cuyos objetos son los mismos

que los de C, es decir,

• Obj(Cop) = Obj(C).

• Homn
Cop(X,Y ) := Homn

C(Y,X) para cada X,Y ∈ Cop cuyo mor�smo

de composición es dado como sigue

ψX,Y,Z : Hom•Cop(Y,Z)⊗k Hom•CopX,Y ) −→ Hom•Cop(X,Z)

donde, ψX,Y,Z(fop ⊗ gop) = (−1)|f ||g|g ⊗k f

2.2. Funtores diferencialmente graduados.

De�nición 2.2.1 Sean A, B dg-categorías. Un funtor graduado ó gr-funtor

F : A −→ B es un funtor k-lineal tal que

F (Homn
A(A,A′)) ⊆ Homn

B(F (A), F (A′))

para cada n ∈ Z y para todo A,A′ ∈ Obj(A).
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De�nición 2.2.2 Sean A, B dg-categorías. Un funtor diferencialmente gra-

duado ó dg-funtor F : A −→ B, es un funtor graduado que conmuta con

el diferencial, es decir, F (dA(α)) = dB(F (α)) para todo mor�smo homogéneo

α ∈ A.

Ejemplo 2.2.3 Sean R, S dos k-álgebras diferencialmente graduadas. Entonces,

un funtor F : CR −→ CS es un dg-funtor si y sólo si F es un mor�smo de k-

álgebras diferencialmente graduadas.

Lema 2.2.4 Sean C, D dg-categorías y F : C −→ D un dg-funtor covariante.

Entonces F op : Cop −→ Dop es un dg-funtor contravariante.

Demostración. Tenemos que F op(C) := F (C) para cada c ∈ Cop y para un
mor�smo fop : C −→ C ′ en Cop de�nimos F op(fop) := F (f). Sean fop : C −→
C ′, gop : C ′ −→ C ′′ mor�smos en Cop. Entonces

F op(gopfop) = F op((fg)op) = F (fg) = F (f)F (g) = F op(fop)F op(gop)

F op(1opC ) = F (1C) = 1F (C) = 1F op(C).

Veamos que F op es graduado. Es decir,

F op (Homn
Cop(X,Y )) ⊆ Homn

Dop (F opX,F opY ) .

Sea fop ∈ Homn
Cop(X,Y ). Entonces, por de�nición f ∈ Homn

C(Y,X) y dado que
F es graduado, se sigue que F (f) ∈ Homn

D(FY, FX). Por lo que F op(fop) ∈
Homn

Dop(F opX,F opY ).

Veri�quemos ahora que F op conmuta con el diferencial, es decir, que el si-
guiente diagrama conmuta

HomCop(X,Y )
F op//

dHomCop (X,Y )

��

HomDop(F opX,F opY )

dHomDop (FopX,FopY )

��
HomCop(X,Y )

F op// HomDop(F opX,F opY ).

En efecto, sea fop ∈ HomCop(X,Y ). Por un lado,

dHomDop (F opX,F opY )F
op(f) = dHomDop (F opX,F opY ) ((F (f))op)

=
(
dHomD(FY,FX)(Ff)

)op
.

Por otro,

F opdHomCop (X,Y )(f
op) = F op

((
dHomC(Y,X)(f)

)op)
=
(
FdHomC(Y,X)(f)

)op
=
(
dHomD(FY,FX)(Ff)

)op
Por lo tanto, F op es un dg-funtor contavariante. �
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Proposición 2.2.5 Sean A una dg-categoría y Dg −Mod(k) la categoría de

k-módulos diferencialmente graduados. Sea A ∈ A. Entonces

HomA(A,−) : A −→ Dg −Mod(k)

es un dg-funtor. Donde HomA(A, f) : HomA(A,A′) −→ HomA(A,B′) esta dada

por HomA(A, f)(j) = f ◦ j para f , j elementos homogéneos.

Demostración. Primero, dado queA es una dg-categoría tenemos que HomA(X,Y )

pertenece a la categoría Dg −Mod(k) para cada X,Y ∈ A y la composición

ϕX,Y,Z : HomA(Y,Z)⊗k HomA(X,Y ) −→ HomA(X,Z)

es un mor�smo de k-módulos diferencialmente graduados, es decir,

ϕX,Y,Z ((HomA(Y,Z)⊗k HomA(X,Y ))
n
) ⊆ Homn

A(X,Z)

y recordemos que

(HomA(Y,Z)⊗k HomA(X,Y ))
n ∼=

⊕
i+j=n

Homi
A(Y,Z)⊗k Homj

A(X,Y ),

de manera que para α ∈ Homi
A(Y, Z) y β ∈ Homj

A(X,Y ) entonces ϕX,Y,Z(α⊗
β) = α ◦ β ∈ Homn=i+j

A (X,Z).

Veamos que HomA(A,−) es un funtor graduado. En efecto, sean B,B′ ∈ A,
tenemos que probar la siguiente contención

HomA(A,−) (Homn
A(B,B′)) ⊆ Homn

Dg−Mod(k) (HomA(A,B),HomA(A,B′)) .

Sea f ∈ Homn
A(B,B′) y consideremos el mor�smo de k-módulos diferen-

cialmente graduados HomA(A, f) : HomA(A,B) −→ HomA(A,B′) dado por
HomA(A, f)(j) := fj ∈ HomA(A,B′). Ahora recordemos que si V •,W • son
k-módulos diferencialmente graduados, entonces HomDg−Mod(k)(V

•,W •) tiene
estructura de k-módulo diferencialmente graduado, donde

Homn
Dg−Mod(k)(V

•,W •) := {f : V −→W |f(V k) ⊆W k+n}.

Ahora dado que f ∈ Homn
A(B,B′) y j ∈ Homr

A(A,B), por de�nición de la
composición de mor�smos en A tenemos que fj ∈ Homn+r

A (A,B′), por lo que
HomA(A, f) ∈ Homn

Dg−Mod(k)(HomA(A,B),HomA(A,B′)).

Veri�quemos que HomA(A,−) conmuta con el diferencial, es decir, que el
siguiente diagrama conmuta

A
HomA(A,−) //

dA

��

Dg −Mod(k)

dDg−Mod(k)

��
A

HomA(A,−)
// Dg −Mod(k)
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Consideremos un mor�smo homogéneo f ∈ Homn
A(B,B′), por lo que tene-

mos que ver que el siguiente diagrama es conmutativo

HomA(B,B′)
HomA(A,f)//

dHomA(B,B′)

��

HomDg−k (HomA(A,B),HomA(A,B′))

dDg−Mod(k)

��
HomA(B,B′)

HomA(A,f)
// HomDg−k (HomA(A,B),HomA(A,B′))

.

Recordemos que el diferencial de HomDg−Mod(k)(V,W ) esta dado por

dHom(V,W )(α) = dWα− (−1)|α|αdV

Veamos ahora que el diagrama conmuta. En efecto, sea j ∈ HomA(A,B). En-
tonces

dDg−kHomA(A,−)(f)(j) = dDg−kHomr
A(A, f)(j)

= dHomA(A,B′)HomA(A, f)(j) + (−1)|HomA(A,f)|HomA(A, f)dHomA(A,B)(j)

= dHomA(A,B′)(fj)− (−1)nfdHomA(A,B)(j).

Por otro lado, dado que ϕA,B,B′ es un mor�smo de módulos diferencialmente
graduados se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Homn
A(B,B′)⊗k Homr

A(A,B)
ϕA,B,B′ //

dHomn
A

(B,B′)⊗kHomr
A

(A,B)

��

Homn+r
A (A,B′)

d
Hom

n+r
A

(A,B′)

��
Homn

A(B,B′)⊗k Homr
A(A,B)

ϕA,B,B′ // Homn+r
A (A,B′)

,

es decir,

dHomA(A,B′)ϕA,B,B′(f ⊗ j) = dHomA(A,B′)(fj)

= ϕA,B,B′dHomA(B,B′)⊗kHomA(A,B)(f ⊗ j)
= ϕA,B,B′

(
dHomA(B,B′)(f)⊗ j + (−1)nf ⊗ dHomA(A,B)(j)

)
= dHomA(B,B′)(f) ◦ j + (−1)nf ◦ dHomA(A,B)(j)

Ahora sustituyendo en el último diagrama obtenemos
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dDg−kHomA(A,−)(f)(j) = dHomA(A,B′)(fj)− (−1)nfdHomA(A,B)(j)

=
(
dHomA(B,B′)(f)j + (−1)nfdHomA(A,B)(j)

)
− (−1)nfdHomA(A,B)(j)

= dHomA(B,B′)(f)j.

Por lo tanto, HomA(A,−) conmuta con el diferencial. �
El siguiente lema será necesario para probar de manera sencilla que el funtor

HomA(−, A) es un dg-funtor contravariante.

Lema 2.2.6 Sean C una dg-categoría. Entonces se tiene un dg-funtor contra-

variante DC : C −→ Cop tal que DCopDC = IdC y DCDCop = IdCop .

Demostración. De�nimos el funtor DC como sigue; en objetos, DC(A) = Aop

para cada A ∈ C y para un mor�smo f : A −→ B homogéneo en C,

DC(f) := (−1)|f |fop.

La de�nición anterior se extiende por linealidad.
Veamos que la asignación anterior es funtorial. En efecto, sean f : A −→ B,
g : B −→ C elementos homogéneos. Entonces

DC(gf) = (−1)|gf |(gf)op

= (−1)|g|+|f |fopgop

= (−1)|f |fop(−1)|g|gop

= DC(f)DC(g)

Además, para 1A ∈ C, se tiene que

DC(1A) = (−1)|1A|(1A)op = 1Aop .

Por lo tanto, DC es un funtor contravariante. Veamos que DC es un funtor
graduado, es decir,

DCHomn
C(A,B) ⊆ Homn

Cop(DC(A), DC(B)).

Sea f ∈ Homn
C(A,B), por lo que DC(f) = (−1)|f |fop ∈ HomCop(Aop, Bop) y

recordemos que HomCop(Aop, Bop) := HomC(B,A). De sta manera se sigue que
DC(f) ∈ Homn

Cop(DC(A), DC(B)).

Veri�quemos que DC conmuta con el diferencial, es decir, que el siguiente
diagrama conmuta

C

dC
��

DC // Cop

dCop

��
C

DC

// Cop

.
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Para lo cual basta veri�carlo en elementos homogéneos. Por lo que basta veri�car
que el siguiente diagra es conmutativo

HomC(A,B)

dHomC(A,B)

��

dC // HomCop(DC(A), DC(B))

d(Aop,Bop)

��
HomC(A,B)

dC

// HomCop(DC(A), DC(B))

En efecto, sea f ∈ HomC(A,B) elemento homogéneo. Entonces

dHomCop (Aop,Bop)DC(f) = dHomCop (Aop,Bop)((−1)|f |fop)

= (−1)|f |dHomCop (Aop,Bop)(f
op)

Por otro lado,

DCdHomC(A,B)(f) = (−1)|dHomC(A,B)(f)| (dHomC(A,B)(f)
)

= (−1)|f |
(
dHomC(A,B)(f)

)op
Dado que

(
dHomC(A,B)(f)

)op
= dHomCop (Aop,Bop)(f

op) por de�nición, se tiene
que el diagrama conmuta. En consecuencia, DC es un dg-funtor contravariante.

Además, se tiene lo siguiente

DCopDC(f) = DCop((−1)|f |fop)

= (−1)|f |DCop(fop)

= (−1)|f |(−1)|f
op|(fop)op

= (−1)|f |+|f
op|f

= f

= Id(f).

DCDCop(fop) = DC((−1)|f
op|(fop)op)

= (−1)|f
op|DC(f)

= (−1)|f
op|(−1)|f |fop

= (−1)|f
op|+|f |fop

= fop

= IdCop(fop).

�
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Proposición 2.2.7 Sean Aop una dg-categoría y Dg −Mod(k) la categoría de

k-módulos diferencialmente graduados. Sea A ∈ Aop. Entonces

HomAop(−, A) : A −→ Dg −Mod(k)

es un dg-funtor. Donde HomAop(fop, A) : HomAop(B′, A) −→ HomAop(A′, A)

esta dada por HomAop(f,A)(j) = (−1)|f ||j|j◦f para f , j elementos homogéneos.

Demostración. Se sigue del Lema 2.2.6 y la Proposición 2.2.5 �

2.3. Producto tensorial de dg-categorías

De�nición 2.3.1 Sean A, B dg-categorías. De�nimos el producto tensorial

de dg-categorías el cual denotaremos por A⊗B como sigue:

(a) Obj( A⊗B):= Obj(A)×Obj(B).

(b) HomA⊗B((X,Y ), (X ′, Y ′)) := HomA(X,X ′) ⊗k HomB(Y, Y ′). Para todo

(X,Y ), (X ′, Y ′) ∈ Obj(A⊗B).

La composición esta dada por ◦ : HomA⊗B((X ′, Y ′), (X ′′, Y ′′))×HomA⊗B((X,Y )

, (X ′, Y ′)) −→ HomA⊗B((X,Y ), (X ′′, Y ′′)), donde

◦(g, f) := g ◦ f = (α1 ⊗ β1) ◦ (α2 ⊗ β2) = (−1)|α2||β1|(α1α2)⊗ (β1β2)

para todo α2 : HomA(X,X ′), α1 ∈ HomA(X ′, X ′′), β2 ∈ HomB(Y, Y ′) y β1 ∈
HomB(Y ′, Y ′′).

Observación 2.3.2 Note que de la de�nción anterior para mor�smos α : A −→
A′ y β : B −→ B′ se tiene las siguientes factorizaciones

α⊗ β = (−1)|1B′ ||1A|(α⊗ 1B′) ◦ (1A ⊗ β)

α⊗ β = (−1)|α||β|(1A′ ⊗ β) ◦ (α⊗ 1B)

La siguiente proposición muestra como dar estructura de dg-categoría de ma-
nera natural a la clase de funtores entre dos dg-categorías �jas.

A continuación vemos una proposición que nos brindará ejemplos de dg-
funtores y que frecuentemente es utilizado para contruir dg-funtores con dominio
en un producto tensorial de dg-categorías.

Lema 2.3.3 Sean A, B y C dg-categorías y F : A ⊗k B −→ C una asignación

sobre los objetos (A,B) F (A,B) y una asiganción sobre mor�smos homogé-

neos α ⊗ β  F (α ⊗ β) tal que |F (α ⊗ β)| = |α|+ |β|. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:
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(a) La asignación dada de�ne un dg-funtor F : A⊗k B −→ C.

(b) Las siguientes condiciones se satisfacen:

(b1) Para cada objeto �jo A ∈ A, la asignación B  F (A,B) en objetos

y β  F (1A ⊗ β) en mor�smos, de�ne un dg-funtor G : B −→ C.

(b2) Para cada objeto �jo B ∈ B, la asignación A  F (A,B) en objetos

y α F (α⊗ 1B) en mor�smos, de�ne un dg-funtor H : A −→ C.

(b3) Si α : A −→ A′, β : B −→ B′ son mor�smo homogéneos, en A y B,

respectivamente, se cumple la siguiente igualdad

(−1)|α||β|F (1A′⊗β)◦F (α⊗1B) = F (α⊗β) = F (α⊗1B′)◦F (1A⊗β)

Demostración. (a) =⇒ (b) Por un lado, por de�nción de de la composición
en la categoría A⊗B, tenemos

α⊗ β = (α⊗ 1B′) ◦ (1A ⊗ β)

= (−1)|α||β|(1A′ ⊗ β) ◦ (α⊗ 1A).

Luego, aplicando F a la igualdad anterior, tenemos

(−1)|α||β|F (1A′ ⊗ β) ◦ F (α⊗ 1B) = F (α⊗ β) = F (α⊗ 1B′) ◦ F (1A ⊗ β)

y de esta manera obtenemos (b3).

Veamos ahora que se cumple (b1), ya que el argumento para (b2) es análogo.
Supongamos que �jamos un objeto A ∈ A. La funtorialidad de FA : B −→ C se
sigue directamente de la funtorialidad de F : A⊗B −→ C, ya que F ((α1⊗β1) ◦
(α2 ⊗ β2)) = F (α1 ⊗ β1) ◦ F (α2 ⊗ β2). En particular,

F (1A ⊗ β1β2) = F ((1A ⊗ β1) ◦ (1A ⊗ β2)) = F (1A ⊗ β1) ◦ F (1A ⊗ β2).

Veamos que FA es graduado, es decir,

FA
(
HomBn(B,B′)

)
⊆ Homn

C (FA(B), FA(B′)

En efecto, como F es un funtor graduado tenemos que

F
(
Homn

A⊗B((A,B), (A,B′))
)
⊆ Homn

C(F (A,B), F (A,B′)).

Dado que HomA⊗B((A,B), (A,B′)) := HomA(A,A) ⊗k HomB(B,B′), se tiene
que Homn

A⊗B =
⊕

i+j=n Homi
A(A,A)⊗k Homj

B(B,B′). Luego, si f ∈ Homn
B(B

,B′), se tiene que FA(f) = 1A⊗ f y como 1A ∈ Hom0
A(A,A), se sigue que 1A⊗

f ∈ HomA(A,A)⊗kHomn
B(B,B′) = Homn+0

A⊗B((A,B)(A,B′)) ⊆ Homn
C(F (A,B)

, F (A,B′)). En consecuencia, FA(f) ∈ Homn
C(FA(B), FA(B′)).
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Ahora por ser F un dg-funtor, se tiene que F conmuta con los diferenciales,
es decir, dC(F (α⊗β)) = F (dA⊗C(α⊗β)), para todos los mor�smos homogéneos
α : A −→ A′ en A y β : B −→ B′ in B. Por lo que tenemos la siguiente igualdad

dC(F (α⊗ β)) = F (dA⊗B(α⊗ β))

= F
(
dA(α)⊗ β + (−1)|α|α⊗ dB(β)

)
= F (dA(α)⊗ β) + (−1)|α|F (α⊗ dB(β)).

Ahora veamos que FA : B −→ C conmuta con los diferenciales. Para lo cual,
sean B,B′ ∈ B y β : B −→ B′. Veamos que el siguiente diagrama conmuta

HomB(B,B′)
dB //

FA

��

HomB(B,B′)

FA

��
HomC(F (B), F (B′))

dC

// HomC(F (B), F (B′))

En efecto, tenemos que

(dCFA)(β) = dC(F (1A ⊗ β))

= F (dA⊗B(1A ⊗ β))

= F (dA(1A)⊗ β) + (−1)|1A|F (1A ⊗ dB(β))

= F (1A ⊗ dB(β))

donde la última igualdad se sigue del hecho de que dA(1A) = 0.

(b)⇒ (a) Sean α1 : A1 −→ A2, α2 : A2 −→ A3 mor�smo homogéneos en A

y β1 : B1 −→ B2, β2 : B2 −→ B3 mor�smos homogéneos en B. La condición
(b3) implica

F ((α2 ⊗ β2) ◦ (α1 ⊗ β1)) = (−1)|α1||β2|F ((α2α1)⊗ (β2β1))

= (−1)|α1||β2|F ((α2α1)⊗ 1B3)F (1A1 ⊗ (β2β1))

= (−1)|α1||β2|FB3
(α2α1)FA1

(β2β1)

= (−1)|α1||β2|FB3
(α2)FB3

(α1)FA1
(β2)FA1

(β1)

= (−1)|α1||β2|F (α2 ⊗ 1B3
)F (α1 ⊗ 1B3

)F (1A1
⊗ β2)F (1A1

⊗ β1).

y

F (α2 ⊗ β2)F (α1 ⊗ β1) = F (α2 ⊗ 1B3
)F (1A2

⊗ β2)F (α1 ⊗ 1B2
)F (1A1

⊗ β1).



96 CAPÍTULO 2. CATEGORÍAS DG

Ahora por la condición (b3) tenemos que

F (1A2
⊗ β2)F (α1 ⊗ 1B2

) = (−1)|α1||β2|F (α1 ⊗ 1B3
)F (1A1

⊗ β2)

y así,

F ((α2 ⊗ β2) ◦ (α1 ⊗ β1)) = F (α2 ⊗ β2) ◦ F (α1 ⊗ β1).

Además, para 1A⊗B = 1A ⊗ 1B , usando la funtorialidad de fA : B −→ C se
tiene

F (1A ⊗ 1B) = FA(1B) = 1FA(B) = 1F (A,B)

para cada A ∈ A y B ∈ B.

Ahora veamos que F : A ⊗k B −→ C es un funtor graduado , es decir
F
(
Homn

A⊗B((A,B), (A′, B′))
)
⊆ Homn

C (F (A,B), F (A′, B′)). En efecto, dado
que

Homn
A⊗B((A,B), (A′, B′)) := (HomA(A,A′)⊗k HomB(B,B′))

n

y

(HomA(A,A′)⊗k HomB(B,B′))
n

=
⊕
i+j=n

Homi
A(A,A′)⊗k Homj

B(B,B′),

basta checar la condición para elementos homogéneos. Sean h ∈ Homi
A(A,A′)

y k ∈ Homj
A(B,B′). Entonces, por la condición (b3) tenemos lo siguiente

F (h⊗ k) = F ((h⊗ 1B′)(1A ⊗ k))

= F (h⊗ 1B′)F (1A ⊗ k)

= FB′(h)FA(k).

Dado que FB′ y FA son dg-funtores, se tiene que

FB′(h) ∈ Homi
C(FB′(A), FB′(A

′)) = Homi
C(F (A,B′), F (A′, B′))

FA(k) ∈ Homj
C(FA(B), FA(B′)) = Homj

C(F (A,B), F (A,B′)).

Por lo que

F (h⊗ k) ∈ Homi
C(F (A,B′), F (A′, B′))⊗k Homj

C(F (A,B), F (A,B′)),

como i + j = n se sigue que f ∈ Homn
C(F (A,B), F (A′, B′)), y así, F : A ⊗ B

−→ C es un dg-funtor graduado.
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Veri�camos que F conmuta con los diferenciales. Sean α : A −→ A′ y β :

B −→ B′ elementos homogéneos. Entonces, usando (b3) tenemos lo siguiente

dC(F (α⊗ β)) = dC (F (α⊗ 1B′) ◦ F (1A ⊗ β))

= dC(F (α⊗ 1B′))F (1A ⊗ β) + (−1)|F (α⊗1B′ )|F (α⊗ 1B′)dC(F (1A ⊗ β))

= (dCFB′)(α)F (1A ⊗ β) + (−1)|F (α⊗1B′ )|F (α⊗ 1B′)(dCFA)(β).

Ahora, dado que FB′ y FA son dg-funtores conmutan con el diferencial, es decir,
dCFB′ = FB′dA y dCFA = FAdB, respectivamente. Nuevamente utilizando (b3)

tenemos

dC(F (α⊗ β)) = (FB′dA)(α)F (1A ⊗ β) + (−1)|α|F (α⊗ 1B′)(FAdB)(β)

= F (dA(α)⊗ 1B′)F (1A ⊗ β) + (−1)|α|F (α⊗ 1B′)F (1A ⊗ dB(β))

= F (dA(α)⊗ β) + (−1)|α|F (α⊗ dB(β))

�
Las siguientes proposiciones muestran ejemplos de dg-funtores, los cuales son

veri�cados utilizando la proposiciones 2.3.3 y 2.2.7.

Proposición 2.3.4 Sean A una dg-categoría y Dg −Mod(k) la categoría de

k-módulos diferencialmente graduados. Entonces, el funtor representable

HomDg−Mod(k)(−,−) : Aop ⊗A −→ Dg −Mod(k)

es un dg-funtor. Dado por HomDg−Mod(k)(−,−)(A,A′) := HomDg−Mod(k)(A,A
′)

para (A,A′) ∈ Obj(Aop ⊗ A) y si α : A −→ B y α′ : A′ −→ B′ homogé-

neos en A, de�nimos HomA(αop ⊗ α′) : HomA(B,A) −→ HomA(A,B′) por

HomA(αop ⊗ α′)(f) := (−1)|α|(|α
′|+|f |)α′ ◦ f ◦ α, para un elemento homogéneo

f ∈ HomA(B,A′).

Demostración. Fijamos un objeto A ∈ Aop, por lo que tenemos el funtor
HomA(A,−) : A −→ Dg −Mod(k) y por la proposición 2.2.5 tenemos un dg-
funtor. De manera análoga para un objeto �jo A ∈ A por la proposición 2.2.7
tenemos un dg-funtor HomA(−, A) : Aop −→ Dg −Mod(k).

Luego, si α : A −→ B, α′ : A′ −→ B′ y f : B −→ A′ tenemos lo siguiente

HomA(αop ⊗ 1B′)HomA(1opB ⊗ α
′)(f) = HomA(αop ⊗ 1B′)(α

′f)

= (−1)|α|(|α
′|+|f |)α′fα.

Por otro lado, tenemos la siguiente igualdad,

HomA(1opA ⊗ α
′)HomA(αop ⊗ 1′A)(f) = (−1)|α||f |HomA(1opA ⊗ α

′)(fα)

= (−1)|α||f |α′fα.
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Así, de las dos expresiones anteriores tenemos

HomA(αop ⊗ 1B′)HomA(1opB ⊗ α
′) = HomA(αop ⊗ α)

= (−1)|α||α|HomA(1opA ⊗ α
′)HomA(αop ⊗ 1′A).

Finalmente, por el lema2.3.3 se sigue que HomAopA(−,−) es un dg-funtor. �

Consideremos ahora dos dg-funtores F : A −→ A′ y G : B −→ B′ entre
dg-categorías. De�nimos un nuevo funtor F ⊗ G : A ⊗ B −→ A′ ⊗ B′ de la
siguiente manera

(a) En objetos, de�nimos (F ⊗G)(A,B) := (F (A), G(B)).

(b) Si α : A1 −→ A2 y β : B1 −→ B2 son mor�smos en A y B, respectiva-
mente, de�nimos el mor�smo (F ⊗G)(α⊗β) : A(A1, A2)⊗B(B1, B2) −→
A(F (A1), F (A2))⊗B(F (B1), F (B2)) es una función dada por (F⊗G)(α⊗
β) := F (α)⊗G(β).

Proposición 2.3.5 Sean F : A −→ A′ y G : B −→ B′ dg-funtores entre dg-

categorías. Entonces F ⊗G : A⊗B −→ A′ ⊗B′ es un dg-funtor.

Demostración. La prueba la realizamos de manera directa sin hacer aplicación
del lema 2.3.3. Veamos primero que F ⊗ G es un funtor. En efecto, sean α :

A −→ A′, α′ : A′ −→ A′′, β : B −→ B′ y β′ : B′ −→ B′′ lementos homogéneos.
Entonces

(F ⊗G)((α′ ⊗ β′) ◦ (α⊗ β)) = (F ⊗G)((−1)|β
′||α|(α′α)⊗(β′β))

= (−1)|β
′||α|F (α′α)⊗G(β′β)

= (−1)|β
′||α|F (α′)F (α)⊗G(β′)G(β)

= (−1)|G(β′)||F (α)|F (α′)F (α)⊗G(β′)G(β)

= (−1)|G(β′)||F (α)|F (α′α)⊗G(β′β)

= (F (α′)⊗G(β′)) ◦ (F (α)⊗G(β))

= (F ⊗G)(α′ ⊗ β′) ◦ (F ⊗G)(α⊗ β).

donde la cuarta igualdad se sigue del hecho de que F y G son dg-funtores, es de-
cir, Homn

A(A,A′) ⊆ Homn
A′(F (A), F (A′)) y Homn

B(B,B′) ⊆Homn
B′(F (B), F (B′)).

Además, (F ⊗G)(1A ⊗ 1B) = F (1A)⊗G(1B) = 1FA ⊗ 1GB = 1FA⊗GB .

Veamos ahora que F ⊗G es un funtor graduado, es decir,

(F⊗G)
(
Homn

A⊗B((A,B), (A′, B′))
)
⊆ Homn

A′⊗B′ ((F (A), G(B)), (F (A′), G(B′))) .
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Consideremos α ⊗ β ∈ Homn
A⊗B((A,B), (A′, B′)) un elemento homogéneo, por

lo que α ∈ Homi
A(A,A′) y β ∈ Homj

B(B,B′) tal que i + j = n. Dado que F y
G son funtores graduados, se tiene que

F (Homi
A(A,A′)) ⊆ Homi

A′(F (A), F (A′))

F (Homj
B(B,B′)) ⊆ Homj

B′(F (B), F (B′)).

Por lo que F (α) ∈ Homi
A′(F (A), F (A′)) y G(β) ∈ Homj

B′(F (B), F (B′)) y así,
(F ⊗G)(α⊗β) ∈ Homi+j

A′⊗B′ ((F (A), G(B)), (F (A′), G(B′))). Por lo tanto, (F ⊗
G)(α⊗ β) ∈ HomA′⊗B′((F ⊗G)(A,B), (F ⊗G)(A′, B′)).

Veri�camos ahora que (F ⊗G) conmuta con el diferencial. Sean α : A −→ A′

y β : B −→ B′. Entonces

(F ⊗G)dA⊗B(α⊗ β) = (F ⊗G)
(
dA(α)⊗ β + (−1)|α|α⊗ dB(β)

)
= F (dA)(α)⊗G(β) + (−1)|α|F (α)⊗G(dB)(β)

= dAF (α)⊗G(β) + (−1)|α|F (α)⊗ dBG(β)

= dA⊗B(F (α)⊗G(β))

= dA⊗B(F ⊗G)(α⊗ β).

�

2.4. Homología en dg-categorías

De�nición 2.4.1 Sea C una dg-categoría. La categoría subyacente Z0(C) es la

categoría de�nida por

(a) Obj(Z0(C)) := Obj(C).

(B) HomZ0(C)(X,Y ) := Z0(Hom•C(X,Y )) para cada X,Y ∈ C,

es decir los mor�smos en Z0(C) es exactamente el kernel del mor�smo d :

Hom0
C(X,Y ) −→ Hom1

C(X,Y )

De�nición 2.4.2 Sea C una dg-categoría. La categoría homotópica H0(C)

es una categoría k-lineal de�nida como sigue:

(a) Obj(H0(C)) := Obj(C),

(b) HomH0(C)(X,Y ) := H0 (HomC•(X,Y ))

donde H0(HomC(X,Y )) := Ker(d1)
Im(d0) , con d

i parte de la siguiente sucesión

0 // Hom0
C(X,Y )

d0
// Hom1

C(X,Y )
d1
// Hom2

C(X,Y ) · · ·
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Note que debido a la de�nición de dicha categoría podría ser llamada categoría

de cohomología.

De�nición 2.4.3 Sea C una dg-categoría. La categoría homotópica H•(C)

es una categoría k-lineal de�nida como sigue:

(a) Obj(H•(C)) := Obj(C),

(b) HomH•(C)(X,Y ) := H• (HomC•(X,Y ))

La cohomolgía es tomada del siguiente complejo

0 // Hom0
C(X,Y )

d0
// Hom1

C(X,Y )
d1

// · · · // Homi
C(X,Y )

di // · · ·

De nuevo, la categoría de�nida anteriormente podría ser llamada categoría

de cohomología graduada.

2.5. Categoría de dg-categorías pequeñas

Ahora introduciomos la categoría de dg-categorías pequeñas, la cual deno-
taremos por dg −Catk.

De�nición 2.5.1 La categoría de dg-categorías pequeñas, denotada por

dg−Catk es la categoría que tiene por objetos a todas la dg-categorías pequeñas,

y como mor�smos los dg-funtores entre ellas.

Para evitar problemas de tamaño, hemos pedido en la de�nición que dg −
Catk consiste solo en dg-categorías pequeñas, �jado a un universo dado, similar
a Cat siendo la categoría de todas las categorías pequeñas. Esta será siempre
la situación salvo que se especí�que lo contrario y tendremos que considerar
categorías no pequeñas.

Observación 2.5.2 (a) la categoria dg − Catk tiene a la dg-categoría vacía

como objeto inicial.

(b) La dg-categoría CR = {?} con un sólo objeto, es un objeto �nal en la

categoría dg − Catk.

De�nición 2.5.3 Sean C y D dg-categorías pequeñas, F,G : C −→ D dos dg-

funtores. Una tranasformación natural de grado n η : F ⇒ G, es una fami-

lia de mor�smos {ηX : F (X) −→ G(X)}X∈C tal que ηX ∈ Homn
D(F (X), G(X))

para cada X ∈ C. Además, para f ∈ Homm
C (X,Y ) mor�smo homogéneo de grado
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m, de tiene que el siguiente diagrama conmuta

F (X)
ηX //

F (f)

��

G(X)

G(f)

��
F (Y )

ηY
// G(Y )

salvo por un signo (−1)nm, es decir, G(f)ηX = (−1)nmηY F (f).

Proposición 2.5.4 Sean C, D dg-categorías pequeñas. Entonces Homdg−cat
(C,D) es una dg-categoría.

Demostración. Veamos primero que dados F,G ∈ Homdg−cat(C,D), el con-
junto Homdg−cat(F,G) tiene estructura de k-módulo diferencialmente graduado.
Consideremos la siguiente acción α : k×Homdg−cat(F,G) −→ Homdg−cat(F,G)

dada por α(k, η) := k · η, donde k · η : F ⇒ G se de�ne de la siguiente manera.
Dado que η : F ⇒ G es una transformación natural (de grado n), el siguiente
diagrama conmuta salvo un signo para cada γ : C −→ C ′ de grado m, es decir,
γ ∈ Homn

C(C,C ′).

F (C)
ηC //

F (γ)

��

G(C)

G(γ)

��
F (C ′)

ηC′
// G(C ′)

,

es decir, ηC′F (γ) = (−1)nmG(γ)ηC . Ahora por ser D una dg-categoría tenemos
que Homn

D(FC,GC ′) tiene estructura de k-módulo diferencialmente graduado.
De esta manera de�nimos (k ·η)C := k?ηC , de manera que el siguiente diagrama
conmuta salvo signo

F (C)
k?ηC //

F (γ)

��

G(C)

G(γ)

��
F (C ′)

k?ηC′
// G(C ′)

,

es decir, (k ? ηC′)F (γ) = (−1)nmG(γ)(k ? ηC).
La graduación de Homdg−cat(F,G) esta dada de la siguiente manera

Homdg−cat(F,G) =
⊕
n∈Z

Homn
dg−cat(F,G)

donde
Homn

dg−cat(F,G) := {η : F ⇒ G|η es de grado n}.

De�nimos ahora el diferencial

dHom•dg−cat(F,G) : Homdg−cat(F,G) −→ Homdg−cat(F,G).
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Basta de�nirla en mor�smo homogéneos. Consideremos η : F ⇒ G de grado
n. Ahora, como D es una dg-categoría tenemos que HomD(F (C), G(C)) po-
see un diferencial, digamos dnHomD(F (C),G(C)) : HomD(F (C), G(C)) −→ HomD

(F (C), G(C)), por lo que dHomn
D

(F (C),G(C))(ηC) ∈ Homn+1
D (F (C), G(C)). Para

η ∈ Homn
dg−cat (F,G) de�nimos

dnHomdg−cat(F,G)(η)(C) := dnHomD(F (C),G(C))(ηC).

Veamos que el diferencial d está bien de�nido, es decir, d(η) es de nuevo una
tranformación natural, para lo cual basta veri�car que al aplicar dn+m preserva
la igualdad

G(f)ηX = (−1)nmηY F (f).

En efecto, dado que G(f)ηX ∈ Hom•D(F (X), G(Y )) tenemos que

dn+m
Hom•

D
(F (X),G(Y ))(G(f)ηX) = dmHom•

D
(G(X),G(Y ))(G(f)) ◦ ηX

+ (−1)mG(f) ◦ dnHom•
D

(G(X),G(X))

= G
(
dmHom•

D
(X,Y )(f)

)
◦ ηX

+ (−1)mG(f) ◦ dnHom•(F,G)(η)(X).

Por otro lado,

(−1)nmdn+m
Hom•

D
(G(X),G(Y ))(ηY ◦ F (f))

= (−1)nmdnHom•
D

(G(X),G(Y ))(ηY ) ◦ F (f)

+ (−1)n(m+1)ηY ◦ dnHom•
D

(F (X),F (Y ))(F (f))

= (−1)nmdnHom•(F,G)(η)(Y ) ◦ F (f)

+ (−1)n(m+1)ηY ◦ F
(
dnHom•

C
(X,Y )(f)

)
= (−1)nmdnHom•(F,G)(η)(Y ) ◦ F (f)

+ (−1)n(m+1)(−1)n(m+1)G
(
dmHomC(X,Y )(f)

)
◦ ηX .

Cancelando los terminos correspondientes y aumentando un signo, obtenemos
lo sguiente

G(f) ◦ dnHom•(F,G)(η)(X) = (−1)(n+1)mdnHom•(F,G)(η)(Y ) ◦ F (f)

El hecho de que dnHomdg−cat(F,G) sea un diferencial es consecuencia directa
del hecho que dnHomD(F (C),G(C)) lo es para cada C ∈ C.
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Ahora veamos que la composición

ϕF,G,H : Homdg−cat(G,H)⊗Homdg−cat(F,G) −→ Homdg−cat(F,H)

es un mor�smo de k-módulos diferencialmente graduados. Es claro que, ϕF,G,H
es un mor�smo k-módulos, ya que ϕF (C),G(C),H(C) lo es para cada C ∈ C. Sean
η ∈ Homi

dg−cat(G,H), µ ∈ Homj
dg−cat(F,G),entonces

(a) ϕF,G,H(η ⊗ µ) ∈ Homi+j
dg−cat(F,H).

En efecto, comoD es una dg-categoría tenemos ϕF (D),G(D),H(D) : Homdg−cat
(G(D), H(D))⊗Homdg−cat(F (D), G(D)) −→ Homdg−cat(F (D), H(D)) es
un mor�smo de k-módulos diferencialmente graduados para cada D ∈ D.
En consecuencia, (ηµ)D := ηDµD ∈ Homi+j

D (F (D), G(D)). Luego, ηµ ∈
Homi+j

D (F,G).

(b) ϕF,G,H conmuta con el diferencial.
En efecto, dado que ϕF (D),G(D),H(D) conmuta con el diferencial se tiene
que

dHomD(FD,HD)ϕFD,GD,HD = ϕFD,GD,HDdHomD(GD,HD)⊗HomD(FD,GD)

para cada D ∈ D y así,

dHomdg−cat(F,H)ϕF,G,H = ϕF,G,HdHomdg−cat(G,H)⊗Homdg−cat(F,G)

Por lo tanto, Homdg−cat(C,D) es una dg-categoría. �

Corolario 2.5.5 Sea C una dg-categoría pequeña. Entonces la categoría de C-

módulos Mod(C) := Fun(C, Dg −Mod(k)) es una dg-categoría.

Demostración. Se sigue de la proposición 2.5.4. �

2.6. Dg-adjunción Hom-tensor

De�nición 2.6.1 Sean C y D dg-categorías. El Hom interno de C y D es

la dg-categoría Hom(C,D), la cual tiene por objetos a los dg-funtores entre C y

D y a los complejos de mor�smos graduados Hom•(F,G) entre dos dg-funtores

F,G : C −→ D como espacio de mor�smos.

Teorema 2.6.2 Sean A, B y C dg-categorías. Entonces existe una adjunción

HomdgCatk(A⊗B,C) ∼= HomdgCatk(A,Hom(B,C))

.
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Demostración. De�nimos un funtor

Θ : HomdgCatk(A⊗B,C) −→ HomdgCatk(A,HomdgCatk(B,C))

de la siguiente manera. Para un dg-funtor F : A⊗B −→ C, de�nimos el dg-funtor
Θ(F ) : A −→ HomdgCatk(B,C) como sigue; para un objeto A ∈ A de�nimos el
dg-funtor Θ(F )(A) : B −→ C. Para un objeto B ∈ B, Θ(F )(A)(B) := F (A,B) y
para un mor�smo homogéneo β : B −→ B′ tenemos Θ(F )(A)(β) := F (1A⊗β) :

F (A,B) −→ F (A,B′).

Dado que F es un dg-funtor, por la prueba de proposición 2.3.3 se sigue
que Θ(F )(A) : B −→ C es un dg-funtor para cada A ∈ A. Ahora de�nimos
Θ(F ) : A −→ HomdgCatk(B,C) en mor�smos. Sea α : A −→ A′ un mor�smo
homogéneo de grado n. Necesitamos de�nir una transformación natural de dg-
funtores Θ(F )(α) : Θ(F )(A) =⇒ Θ(F )(A′) como sigue; para un objeto B ∈ B

tenemos

(Θ(F )(α))B := F (α⊗ 1B).

Además, para un mor�smo β : B −→ B′ de grado m, por la proposición 2.3.3
tenemos que el siguiente diagrama conmuta salvo signo

F (A,B) = Θ(F )(A)(B)
(Θ(F )(α))B :=F (α⊗1B)//

F (1A⊗β)=Θ(F )(A)(B)

��

Θ(F )(A)(B′) = F (A′, B)

F (1A′⊗β)=Θ(F )(A′)(B)

��
F (A,B′) = Θ(F )(A)(B′)

(Θ(F )(α))B′ :=F (α⊗1B′ )
// Θ(F )(A′)(B′) = F (A′, B′),

es decir,

(−1)mnF (1A′ ⊗ β)F (α⊗ 1B) = F (α⊗ β) = F (α⊗ 1B′)F (1A ⊗ β).

Por lo tanto, Θ(F )(α) : Θ(F )(A) =⇒ Θ(F )(A′) es una transformación natural
de grado n.

Finalmente, de�nimos

Θ : HomdgCatk(A⊗B,C) −→ HomdgCatk(A,HomdgCatk(B,C))

en mor�smos. Sea η : F =⇒ G un mor�smo en HomdgCatk(A ⊗ B,C), con
F,G : A ⊗ ⊗B −→ C. Hay que de�nir una transformación natural, Θ(η) :

Θ(F ) =⇒ Θ(G), es decir, para un mor�smo homogéneo α : A −→ A′ de grado
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n, el siguiente diagrama conmuta

Θ(F )(A)
(Θ(η))A //

Θ(F )(α)

��

Θ(G)(A)

Θ(G)(α)

��
Θ(F )(A′)

(Θ(η))A′
// Θ(G)(A′).

En efecto, consideremos un mor�smo β : B −→ B′ homogéneo de grado m.
Dado que Θ(F )(α) es una transformacioón natural, tenemos que el siguiente
diagrama conmuta

Θ(F )(A)(B)

F (1A⊗β) ((

(Θ(η))A(1B) //

F (α⊗1B)=Θ(F )(α)(1B)

��

Θ(G)(A)(B)

G(1A⊗β)

((
G(α⊗1B)=Θ(G)(α)(1B)

��

Θ(F )(A)(B′)
(Θ(η))A(1B′ )//

Θ(F )(α)(1B′ )

��

Θ(G)(A)(B′)

Θ(G)(α)(1B′ )

��

Θ(F )(A′)(B)

F (1A′⊗β) ((

(Θ(η))A′ (1B)
// Θ(G)(A′)(B)

G(1A′⊗β)

((
Θ(F )(A)(B′)

(Θ(η))A′ (1B)
// Θ(G)(A′)(B).

De está manera queda totalmente de�nida la asignación Θ. Veamos ahora que
dicha asignación es funtorial. En efecto, sean F,G,H ∈ HomdgCatk(A ⊗ B,C),
η : F ⇒ G y ε : G ⇒ H mor�smos en la categoría HomdgCatk(A ⊗ B,C).
Entonces, para A ∈ A y b ∈ B se tiene

Θ(ηε)(A)(B) = (ηε)A⊗B = ηA⊗BεA⊗B

= Θ(η)(A)(B)Θ(ε)(A)(B)

= (Θ(η)Θ(ε))(A)(B).

Además

Θ(1F )(A)(B) = 1F (A⊗B) = 1Θ(F )(A)(B).

Así, Θ : HomdgCatk(A ⊗ B,C) −→ HomdgCatk(A,HomdgCatk(B,C)) es funtor
covariante.

Sean F,G : A⊗B −→ C dg-funores. Veamos que Θ es graduado, es decir,

Θ
(

Homn
Hom(A⊗B,C)(F,G)

)
⊆ Homn

Hom(A,Hom(B,C)(Θ(F ),Θ(G)).
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Consideremos η : F ⇒ G una transformación natural de de grado n, es decir,
η ∈ Homn

Hom(A⊗B,C)(F,G). Queremos ver que Θ(η) : Θ(F ) ⇒ Θ(G) es una
transformación natural de grado n, es decir,

Θ(η)A : Θ(F )(A) −→ Θ(G)(A) ∈ Homn(Θ(F )(A),Θ(G)(A)).

Luego, basta ver que (Θ(η)A)B : Θ(F )(A)(B) −→ Θ(G)(A)(B) es un mor�s-
mo de grado n. Dado que F es un dg-funtor y η es de grado n, se tiene que
(Θ(η)A)B = ηA⊗B ∈ Homn(F (A,B), G(A,B)) para cada b ∈ B. En conse-
cuencia, Θ(η)A ∈ Homn(Θ(F )(A),Θ(G)(A)) para cada A ∈ A. Por lo tanto,
Θ(η) ∈ Homn

Hom(A,Hom(B,C)(Θ(F ),Θ(G)).
Ahora, veamos que Θ conmuta con el diferencial, es decir, que el siguiente

diagrama conmuta

HomdgCatk(A⊗B,C)
Θ //

dHomdgCatk
(A⊗B,C)

��

HomdgCatk(A,HomdgCatk(B,C))

dHomdgCatk
(A,HomdgCatk

(B,C))

��
HomdgCatk(A⊗B,C)

Θ // HomdgCatk(A,HomdgCatk(B,C))

Para lo cual consideramos dg-funtores F,G : A ⊗ B −→ C y veri�camos que el
siguiente diagrama conmuta

HomHom(A⊗B,C)(F,G)
ΘF,G //

dHom(F,G)

��

HomHom(A,Hom(B,C))(Θ(F ),Θ(G))

dHom(Θ(F ),Θ(G))

��
HomHom(A⊗B,C)(F,G)

ΘF,G

// HomHom(A,Hom(B,C))(Θ(F ),Θ(G))

.

En efecto, sean η : F =⇒ G, A ∈ A y B ∈ B. Tenemos dHom(A,Hom(B,C))

ΘF,G(η)(A) = dHom(Θ(F )(A),Θ(G)(A))(Θ(η)A), de esta manera, para B ∈ B se
tiene que

dHom(Θ(F )(A),Θ(G)(A))(Θ(η)A)(B) = dHom(Θ(F )(A)(B),Θ(G)(A)(B)) ((Θ(η)A))B)

= dHom(F (A,B),G(A,B)) (ηA,B)

Por otro lado,

ΘF,GdHom(F,G)(η)(A)(B) = θF,G
(
dHom(F.G)(η)

)
(A)(B)

= dHom(F,G)(η)(A,B)

= dHom(F (A,B),G(A,B))(η(A,B)).
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Así, Θ conmuta con el diferencial.
Construimos ahora el funtor

Λ : Homdg−Cat(A,Homdg−Cat(B,C)) −→ Homdg−Cat(A⊗B,C)

de la siguiente manera. Sea F : A −→ Hom(B,C) un dg-funtor, de�nimos Λ(F ) :

A ⊗ B −→ C en objetos como Λ(F )(A,B) := F (A)(B) y para un mor�smo
homogéneo u⊗ v ∈ Homi+j

A⊗B((A,B), (A′, B′)) = Homi
A(A,A′)⊗k Homj

B(B,B′)

consideramos el siguiente diagrama

FA(B)
(Fu)B //

FA(v)

��

FA′(B)

FA′(v)

��
FA(B′)

(Fu)B′
// FA′(B′)

y de�nomos Λ(F )(u⊗ v) := (Fu)B′FA(v) = (−1)ijFA′(v)(Fu)B′ . Veamos que
la asignación anterior de�ne un funtor covariante. En efecto, sean u1 ⊗ v1 ∈
Homi

A(A,A′) ⊗k Homj
B(B,B′), u2 ⊗ v2 ∈ Homr

A(A′, A′′) ⊗k Homs
B(B′, B′′) y

consideremos el siguiente diagrama

FA(B)
(Fu1)B //

FA(v1)

��

FA′(B)
(Fu2)B //

FA′(v1)

��

FA′′(B)

FA′′(v1)

��
FA(B′)

(Fu1)B′//

FA(v2)

��

FA′(B′)
(Fu2)B′//

FA′(v2)

��

FA′′(B′)

FA′′(v2)

��
FA(B′′)

(Fu1)B′′// FA′(B′′)
(Fu2)B′′// FA′′(B′′).

Entonces

Λ(F ) ((u2 ⊗ v2) ◦ (u1 ⊗ v1)) = Λ(F )
(
(−1)isu2u1 ⊗ v2v1

)
=
(
F ((−1)isu2u1)

)
B′′

FA(v2v1)

= (−1)is(Fu2)B′′(Fu1)B′′FA(v2)FA(v1).

Por otro lado,

Λ(F )(u2 ⊗ v2)Λ(F )(u1 ⊗ v1) = (Fu2)B′′FA
′(v2)(Fu1)B′FA(v1)

= (−1)is(Fu2)B′′(Fu1)B′′FA(v2)FA(v1).

Por lo tanto, Λ(F ) ((u2 ⊗ v2) ◦ (u1 ⊗ v1)) = Λ(F )(u2 ⊗ v2)Λ(F )(u1 ⊗ v1). Ade-
más,

Λ(F )(1A ⊗ 1B) = (F1A)BFA(1B)

= (1FA)B1FA(B)

= 1F (A)(B)
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Ahora veamos que Λ(F ) es un funtor graduado, es decir, veamos que

Λ(F )
(
Homn

A⊗B((A,B), (A′, B′))
)
⊆ Homn

C(Λ(F )(A,B),Λ(F )(A′, B′)).

Basta veri�carlo para elementos homogéneos, sea u ⊗ v ∈ Homi
A(A,A′) ⊗k

Homj
B(B,B′) tal que i+j = n. Por de�nición del funtor tenemos Λ(F )(U⊗v) :=

(Fu)BFA(v), por ser F un funtor graduado, se sigue que fu ∈ Homi(FA,FA′) y
dado que FA es también un funtor graduado se tiene que FA(v) ∈ Homj(FA(B),

FA(B′)). Por lo tanto, Λ(F )(u⊗ v) ∈ Homi+j=n
C (Λ(F )(A)(B),Λ(F )(A′)(B′)).

Veri�quemos que el siguiente diagrama conmuta

A⊗B

dA⊗B

��

Λ(F ) // C

dC
��

A⊗B
Λ(F )

// C.

Por lo que basta veri�car que el siguiente diagrama es conmutativo

HomA(A,A′)⊗k HomB(B,B′)

dHomA(A,A′)⊗kHomB(B,B′)

��

Λ(F )// HomC (Λ(F )(A)(B),Λ(F )(A′)(B′))

dHomC(Λ(F )(A)(B),Λ(F )(A′)(B′))

��
HomA(A,A′)⊗k HomB(B,B′)

Λ(F )
// HomC (Λ(F )(A)(B),Λ(F )(A′)(B′))

Ahora por ser F , FA dg-funtores y C una dg-categoría, se tienen los siguientes
diagramas conmutativos

HomA(A,A′)

dHomA(A,A′)

��

F // HomB(FA,FA′)

dHomB(FA,FA′)

��
HomA(A,A′)

F
// HomB(FA,FA′)

HomB(B,B′)
FA //

dHomB(B,B′)

��

HomC(FA(B), FA(B′))

dHomC(FA(B),FA(B′))

��
HomB(B,B′)

FA
// HomC(FA(B), FA(B′))

.
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Además la composición conmuta con el diferencial

HomC(FA(B′), FA′(B′))⊗k HomC(FA(B), FA(B′))
−◦− //

d−⊗k

��

HomC(FA(B), FA′(B′))

dHomC(FA(B),FA′(B′))

��
HomC(FA(B′), FA′(B′))⊗k HomC(FA(B), FA(B′))

−◦−
// HomC(FA(B), FA′(B′))

Así tenemos lo siguiente,

dHom(Λ(F )(A)(B),Λ(F )(A′)(B′))Λ(F )(u⊗ v)

= dHom(FA(B),FA′(B′)) ((Fu)B′FA(v))

= dHom(FA(B),FA′(B′)) ((Fu)B′)FA(v) + (−1)|(Fu)B′ |(Fu)B′dHom(FA(B),FA′(B′))FA(v)

=
(
dHom(FA,FA′)(Fu)

)
B′
FA(v) + (−1)i(Fu)B′dHom(FA(B),FA′(B′))FA(v)

=
(
FdHom(A,A′)(u)

)
B′
FA(v) + (−1)i(Fu)B′FAdHom(B,B′)(v).

Por otro lado,

Λ(F )dA⊗B(u⊗ v) = Λ(F )
(
dHom(A,A′)(u)⊗ v + (−1)|u|u⊗ dHom(B,B′)(v)

)
= Λ(F )

(
dHom(A,A′)(u)⊗ v

)
+ (−1)iΛ(F )

(
u⊗ dHom(B,B′)(v)

)
=
(
FdHom(A,A′)(u)

)
B′
FA(v) + (−1)i(Fu)B′FAdHom(B,B′)(v).

Por lo tanto, Λ(F ) conmuta con diferencial. De está manera Λ está bien de�-
nido en objetos. A continuación de�nimos Λ es mor�smos. Sean F,G : A −→
Hom(B,C) dg-funtores y η : F =⇒ G una dg-transformación natural de grado n,
Por lo que para todo mor�smo u ∈ Homi

A(A,A′) se tiene el siguiente diagrama
conmutativo salvo signo

FA
ηA //

Fu
��

GA

Gu
��

FA′
ηA′
// GA′,

es decir, GuηA = (−1)inηA′Fu. Queremos de�nir una dg-transformación natural
Λ(η) : Λ(F ) =⇒ Λ(G) tal que para todo u⊗ v ∈ Homi

A(A,A′)⊗k Homj
B(B,B′)
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el siguiente diagra conmute salvo signo

F (A)(B) = Λ(F )(A,B)
Λ(η) //

Λ(F )(u⊗v)

��

G(A)(B) = Λ(G)(A,B)

Λ(G)(u⊗v)

��
F (A′)(B′) = Λ(F )(A′, B′)

Λ(η)
// G(A′)(B′) = Λ(G)(A′, B′)

donde, Λ(F )(u⊗ v) := (Fu)B′FA(v) y Λ(G)(u⊗ v) := (Gu)B′GA(v). Dado que
FA, FA′, GA, GA′ son dg-funtores de B en C, entonces Fu, ηA, Gu, ηA′ son
dg-transformaciones naturales de grado i en Fu, Gu y de grado n en ηA, ηA′ .
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo salvo signos

FA(B)
(ηA)B //

FA(v)

%%
(Fu)B

��

GA(B)

(Gu)B′

��

GA(v)

%%
FA(B′)

(ηA)B′
//

(Fu)B′

��

GA(B′)

(Gu)B′

��

FA(B)
(ηA′ )B

//

FA′(v) %%

GA′(B)

GA′(v)

%%
FA′(B′)

(ηA′ )B′
// GA′(B′).

Como Λ(F )(u⊗ v) := (Fu)B′FA(v) y Λ(G)(u⊗ v) := (Gu)B′GA(v), basta
de�nir

Λ(η)(A,B) := (ηA)B .

Y del diagrama anterior se sigue que Λ(η) es una dg-tramsformación natural de
grado n.

Veri�quemos que Λ es un funtor covariante. En efecto, sean F, G, H ∈
Hom(A,Hom(B,C)) y dg-transformaciones naturales η : F =⇒ G, ε : G =⇒ H

de grado n y grado m respectivamente. Entonces

[Λ(ε ◦ η)](A,B) = ((εεη)A)B

= (εA ◦ ηA)B

= (εA)B ◦ (ηA)B

= Λ(ε) ◦ Λ(η).
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Además,

[Λ(1F )](A,B) = ((1F )A)B

= (1FA)B

= 1FA(B).

Ahora consideremos F,G ∈ Homdg−Cat(A,Homdg−Cat(B,C)) y veamos que Λ

es un funtor graduado, es decir,

Λ (Homn(F,G)) ⊆ Homn(Λ(F ),Λ(G)).

Sea η : F =⇒ G una dg-tranformación natural de grado n. Entonces por de-
�nición del funtor Λ(η) : Λ(F ) =⇒ Λ(G) es una dg-transformación natural de
grado n cuyas componentes son (Λ(η))(A,B) = (ηA)B .

Veamos ahora que Λ conmuta con el diferencial, es decir, dHom(A⊗B,C)Λ =

ΛdHom(A,Hom(B,C)), para lo cual basta ver que el siguiente diagrama conmuta

HomHom(A,Hom(B,C))(F,G)
Λ //

dHom(F,G)

��

HomHom(A⊗B,C)(Λ(F ),Λ(G))

dHom(Λ(F ),Λ(G))

��
HomHom(A,Hom(B,C))(F,G)

Λ // HomHom(A⊗B,C)(Λ(F ),Λ(G))

Sea η ∈ Hom(F,G). Entonces

dHom(Λ(F ),Λ(G))Λ(η)(A,B) := dHom(Λ(F )(A)(B),Λ(G)(A)(B)) (Λ(η)(A,B))

= dHom(Λ(F )(A)(B),Λ(G)(A)(B)) ((ηA)B) .

Por otro lado,

ΛdHom(F,G)(η)(A,B) =
((
dHom(F,G)(η)

)
A

)
B

=
(
dHom(FA,GA)(ηA)

)
B

= dHom(FA(B),GA(B)) ((ηA)B)

Así, Λ conmuta con el diferencial y por lo tanto, Λ es un dg-funtor covariante.
Finalmente, veamos que las composiciones ΛΘ y ΘΛ son las identidades. En
efecto, sean F ∈ Hom(A⊗B,C) y G ∈ Hom(A,Hom(B,C)). Entonces

Λ(Θ(F ))(A,B) = Θ(F )(A)(B) = F (A,B)

Λ(Θ(η))(A,B)) = ((Θ(η))A)B = η(A,B)
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y,

Θ(Λ(G))(A)(B) = Λ(G)(A,B) = F (A)(B)

Θ((Λ(ε))A)B = Λ(ε)(A.B) = (εA)B

La naturalidad de la biyección Θ entre los funotres de los funtors − ⊗ B :

dg − Cat −→ dg − Cat y Hom(B,−) : dg − Cat −→ dg − Cat se sigue de los
diagramas cúbicos dados en las construcciones de los funtores θ y Λ.
�



Capítulo 3

Álgebras con su�cientes
idempotentes

Comenzamos el capítulo con algunas de�niciones básicas.

3.1. Idempotentes.

De�nición 3.1.1 Sea R un anillo. Un elemento a ∈ R es llamado

idempotente si a2 = a;

divisor de cero a izquierda si ab = 0 para algún b ∈ R− {0};

divisor de cero a derecha si ba = 0 para algún b ∈ R− {0};

nilpotente si ak = 0 para algún k ∈ N;

regular si existe b ∈ R tal que aba = a;

central si ab− ba = 0 para todo b ∈ R.

De�nición 3.1.2 Sea R un anillo. Se dice que dos elementos idempotentes

e, f ∈ R son ortogonales si ef = 0 y fe = 0.

De�nición 3.1.3 Un elemento idempotente e ∈ R es llamado primitivo si no

puede ser escrito como suma de dos idempotentes ortogonales no cero.

Observación 3.1.4 Sea R un anillo aociativo. Entonces:

(a) Un idempotente e ∈ R el cual no es unidad es un divisor de cero a derecha.

(b) Cada elemento idempotente es un divisor de cero.

113
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(c) Cada idempotente es regular.

(d) Si a ∈ R es regular y si b ∈ R es tal que aba = a, entonces ab y ba son

idempotentes.

(e) Si cero es el único elemento nilpotente en R, entonces cada idempotente

e ∈ R es central.

De�nición 3.1.5 Sea R un anillo asociativo (no necesariamente con uno). Se

dice que R es un anillo con unidades locales si para cada conjunto �nito

{a1, a2, ..., ak} ∈ R existe un idempotente e ∈ R tal que {a1, a2, ..., ak} ⊂ eTe.

Para tales anillos R2 = R.

De�nición 3.1.6 Un anillo R tiene su�cientes idempotentes, si existe

una familia {eλ}λ∈Λ de idempotentes ortogonales por pares eλ ∈ R tal que

R =
⊕

λ∈Λ eλR =
⊕

λ∈ΛReλ. En tal caso, {eλ}λ∈Λ es llamada una familia

completa de idempotentes en R.

Lema 3.1.7 Un anillo R con su�cientes idempotentes es un anillo con unidades

locales.

Demostración. Sean a1, a2, ..., ak ∈ R. Entonces existen subconjuntos �nitos
E, F ⊂ Λ tales que ai ∈

⊕
λ∈E Reλ y ai ∈

⊕
λ∈F eλR, para i = 1, ..., k. Basta

considerar el idempotente
e =

∑
λ∈E∪F

eλ

y observar que {a1, ..., ak} ⊂ R �

Observación 3.1.8 Si R tiene una unidad 1R, entonces {1R} es una familia

completa de idempotentes. Por otro lado, e1 + e2 + · · ·+ en es una unidad en R

si e1, ..., en forman una familia completa de idempotentes.

Encontramos anillos con su�cientes idempotentes principalmente como subani-
llos de un anillo de endomor�smo.

3.2. Álgebras diferencialmente graduadas con su-

�cientes idempotentes.

En la siguiente sección consideraremos A como un anillo no necesariamente
com unidad y k un campo arbitario, de caracteristica distinta de dos.

De�nición 3.2.1 Una k-álgebra consu�cientes idempotentes es una k-

álgebra A la cual admite una familia no cero de idempotentes ortogonales {ei}i∈I
tal que

⊕
i∈I eiA = A =

⊕
i∈I Aei. Esta familia será llamada familia distin-

guida de idempotentes ortogonales.
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De�nición 3.2.2 Una k-álgebra graduada con su�cientes idempoten-

tes es una k-álgebra con su�cientes idempotentes junto con una graduacion

A =
⊕

n∈ZA
n tal que A admite una familia distinguida de idempotentes orto-

gonales consistentes de elementos homogéneos de grado cero. Dicha álgebra será

denotada por el par (A, {ei}i∈I).

Observación 3.2.3 Note que para una k-álgebra A como antes, tenemos que

un A-módulo a derecha es unitario equivalente a decir que tenemos una descom-

posición interna M =
⊕

i∈IMei como k-módulo.

De�nición 3.2.4 Sea (A, d) una dg-álgebra. Se dice que (A, d) es una dg-

álgebra con si�cientes idempotentes si A posse una familia de idempotentes

ortogonales {ei}i∈I tal que

(a) ei es homogéneo de grado cero,

(b) d(ei) = 0 para cada i ∈ I.

Denotaremos por el triple (A,d, {ei}i∈I) a la álgebra diferencialmente graduada

con su�cientes idempotentes.

Los siguientes resultados son ánalogos a los de la sección de anillos graduados,
sin embargo, note que en este caso A no posee un elemento unitario.

Lema 3.2.5 Sea (A, dA, {ei}i∈I) una k-álgebra diferencialmente graduada con

su�cientes idempotentes y Aop la k-álgebra opuesta. Entonces (Aop, dop, {ei}i∈I)
es una k-álgebra diferencialmente graduada con la misma familia de idempoten-

tes ortogonales.

Demostración. Por la proposición 1.2.6 tenemos que (Aop, dop) es una k-
álgebra diferencialmente graduada con el mismo diferencial, es decir, dop(a) =

d(a). Es importante señalar que el elemento 1A en 1.2.6 no es relevante en la
prueba. Además, dop(ei) = d(ei) = 0 para todo ei en la familia distinguida de
idempotentes de A. �

Lema 3.2.6 Sean (A, dA, {ei}i∈I) y (A, dB , {ej}j∈J) k-álgebras diferencialmen-

te graduadas con su�cientes idempotentes y considere A⊗B en Mod(k). Entonces

A⊗kB es una k-álgebra diferencialmente graduada con su�cientes idempotentes.

Demostración. Por la proposición 1.4.4 se tiene que A⊗k B tiene estructura
de k-álgebra diferencialmente graduada donde

d(a⊗ b) = dA(a)⊗ b+ (−1)|a|a⊗ dB(b),

y el producto esta dado por

(a⊗ b)(u⊗ v) = (−1)|b||u|au⊗ bv.
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Veamos que la familia {ei⊗ej}(i,j)∈IxJ es una familia completa de idempotentes
ortogonales. En efecto,

(a) ei ⊗ ej ∈ (A ⊗ B)0. Esto es consecuencia de que ei ∈ A0 y ej ∈ B0 y
(A⊗B)0 = A0 ⊗B0.

(b) (ei ⊗ ej)(e′i ⊗ e′j) = 0. En efecto, por de�nición de producto

(ei ⊗ ej)(e′i ⊗ e′j) = (−1)|ej ||e
′
i|(eie

′
i ⊗ eje′j) = 0⊗ 0 = 0

(c) (ei ⊗ ej)(ei ⊗ ej) = eiei ⊗ ejej = ei ⊗ ej , por lo que ei ⊗ ej es un
idempotente.

(d) dA⊗B(ei ⊗ ej) = 0. En efecto, por la regla de Leibniz tenemos

dA⊗B(ei ⊗ ej) = dA(ei)⊗ ej + (−1)|ei|ei ⊗ dB(ej) = 0

Por último, tenemos que

A⊗k B = (
⊕
i∈I

eiA)⊗k (
⊕
j∈J

ejB) =
⊕

(i,j)∈IxJ

(ei ⊗ ej)(A⊗k B).

�

De�nición 3.2.7 Sea (A, dA, {ei}i∈I) una dg-álgebra con su�cientes idempo-

tentes. Un A-módulo diferencialmente graduado a derecha es un par

(M,dM ) consistente de un A-módulo graduado derecho junto con un mor�smo

de k-espacios vectoriales dM : M −→M tal que

(a) dM ◦ dM = 0

(b) dM (xa) = dM (x)a+ (−1)|x|xd(a).

De�nición 3.2.8 Sea (A, dA, {ei}i∈I) una dg-álgebra con su�cientes idempo-

tentes. Un A-módulo diferencialmente graduado a izquierda es un par

(M,dM ) consistente de un A-módulo graduado izquierdo junto con un mor�smo

de k- espacios vectoriales dM : M −→M tal que

(a) dM ◦ dM = 0

(b) dM (ax) = d(a)x+ (−1)|a|adM (x).

Nuevamente, la demostración de los siguientes resultados es análoga a los
de la sección de módulos graduados y diferenciales, sólo que en esta sección
tomamos A un anillo que no tiene necesariamente elemento unitario.
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Proposición 3.2.9 Sea (M,dM ) un A-módulo diferencialmente graduado a de-

recha (respectivamente, A-módulo diferencialmente graduado a izquierta). En-

tonces (M [1], dM [1]) es un A-módulo diferencialmente graduado a derecha (res-

pectivamente, A-módulo diferencialmente graduado a izquierda).

Teorema 3.2.10 Sea (A, dA, {ei}i∈I) una dg-álgebra con su�cientes idempo-

tentes. Entonces la categoría de A-modulos diferencialmente graduados a iz-

quierda, Dg −Mod(A) es una dg-categoría.

Teorema 3.2.11 Sea (A, dA, {ei}i∈I) una dg-álgebra con su�cientes idempo-

tentes y considere la categoría Dg −Mod(A). Entonces el funtor ?[1] : Dg −
Mod(A) −→ Dg −Mod(A) dado por ?[1](M) := M [1] es un dg-funtor. Más

aún, resulta ser una dg-equivalencia de dg-categorías.

3.3. Dg-álgebras con su�cientes idempotentes y

Dg-categorías pequeñas

Proposición 3.3.1 Sea (A, dA, {ei}i∈I) una dg-álgebra con su�cientes idempo-

tentes. Entonces A, puede ser vista como una dg-categoría pequeña.

Demostración. Veamos primero que dada (A, dA, {ei}i∈I)una dg-álgebra co-
mo es que le asignamos una dg-categoría pequeña CA. En efecto, el conjunto
de objetos es Obj(CA) = I. Para i, j ∈ A, el conjunto de mor�smos de grado
n de i en j es CnA(i, j) := ejA

nei para todo n ∈ Z y An denota la componente
n-homogénea de A. La composición

CA(j, k)× CA(i, j) = ekAej × ejAei −→ CA(i, k) = ekAei

está dada por la multiplicación, es decir,

(eka
rej) ◦ (eja

sei) = ek(areja
s)ej .

Por otro lado de�nimos el diferencial d : Hom(i, j) −→ Hom(i, j) como el dife-
rencial de la k-álgebra diferencialmente graduada.

Veamos que CA es una dg-categoría pequeña. En efecto, sean α : i −→ j,
β : j −→ k, γ : k −→ l y i, j, k ∈ I. Tenemos que α = ejaei, β : ekbej y γ : elcek.
Entonces
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γ(βα) = elcek((ekbej)(ejaei)) = elcek(ek(beja)ei)

= el(cekbeja)ei

= (elcekbej)ejaei

= ((elcek)(ekbej))ejaei

= (γβ)α.

Además, para cada i ∈ I existe α := eieiei = ei tal que para todo β : i −→ j,
con β = ejbei se tiene que

βα = (ejbei)ei = ejbei = β

α′β = ej(ejbei) = ejbei = β.

En consecuencia, CA es un categoría pequeña ya que los objetos de dicha cate-
goría son elelemntos del conjunto I.

Note que por de�nición, para i, j ∈ I tenemos que

HomCA(i, j) =
⊕
n∈Z

ejA
nei,

por lo que HomCA(i, j) tiene un descomposición en suma directa de subgru-
pos abelianos. Adicionalmente, como A es una k-álgebra graduada se sigue que
ejA

nei tiene estructura de k-espacio vectorial, dada por

k ×HomCA(i, j) −→ HomCA(i, j)

(k, eja
nei) −→ ej(ka

n)ei.

Por lo tanto, HomCA(i, j) es un k-módulo graduado a izquierda. De�nimos
ahora el diferencial de HomCA(i, j) de la siguiente manera

dHom(i,j)(eja
sei) := dA(eja

sei).

Tenemos la siguiente observación:

dHom(i,j)(eja
sei) = ejdA(as)ei

para cada as ∈ As.
En efecto, sea a ∈ As. Entonces

dHom(i,j)(ejaei) = dA(ejaei)

= dA(ej)(aei) + (−1)|ej |ejdA(aei)

= ejdA(aei)

= ej

(
dA(a)ei + (−1)|a|adA(ei)

)
= ejdA(A)ei.

Veri�quemos las condiones de k-módulo diferencialmente graduado.
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(a) dHom(i,j )(a) ∈ Homn+1 (i , j ). En efecto, sea ejaei ∈ Homn(i, j), es decir,
a ∈ An. Dado que dA es un diferencial para A, tenemos que dA(a) ∈ An+1,
por lo que dHom(i,j)(ejaei) ∈ Homn+1(i, j).

(b) d2 = 0 . Sea x = ejaei ∈ Homn(i, j). Entonces d2
Hom(i,j)(ejaei) = dHom(i,j)(ejdA(a)ei) =

ejd
2
A(a)ei = 0, y en consecuencia, d2

Hom(i,j) = 0.

(c) Regla de Leibniz. Sean x = ejaei, y = ekbej elementos homogéneos. Apli-
cando la regla de Leibniz para el diferencial de A, tenemos lo siguiente

dHom(i,j)(xy) = dHom(i,j)((ekbej)(ejaei))

= dHom(i,j)(ek(beja)ei)

= ekdA(beja)ei

= ek

(
dA(b)eja+ (−1)|b|bdA(eja)

)
ei

= ekdA(b)ejaei + (−1)|b|ekbdA(eja)ei

= ekdA(b)ejaei + (−1)|b|ekb
(
dA(ej)a+ (−1)|ej |ejdA(a)

)
ei

= ekdA(b)ejaei + (−1)|b|ekbejdA(a)ei

Por otro lado,

dHom(i,j)(x)y = dHom(i,j)(ekbej)(ejaei)

= ekdA(b)ejaei

y,

(−1)|x|xdHom(i,j)(y) = (−1)|ekbej |(ekbej)dHom(i,j)(ejaei)

= (−1)|b|(ekbej)ejdA(a)ei

= (−1)|b|ekbejdA(a)ei

En consecuencia, dHom(i,j)(xy) = dHom(i,j)(x)y+(−1)|x|xdHom(i,j)(y). Por
lo tanto dHom(i,j) es un diferencial para Hom(i, j) y así, Hom(i, j) es un
k-módulo diferencialmente graduado.

Ahora veamos que el siguiente diagrama conmuta

ekAej = Hom(j, k)× ejAei = Hom(i, j)
µ //

dHom(j,k)×Hom(i,j)

��

ekAei = Hom(i, k)

dHom(i,k)

��
ekAej = Hom(j, k)× ejAei = Hom(i, j)

µ // Hom(i, k)
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donde µ denota la composición.

En efecto, sean x = ekaej ∈ Hom(j, k) y y = ejbei ∈ Hom(i, j) elementos
homogéneos. Entonces

dµ(x, y) = d(ek(beja)ei)

= ekdA(beja)ei

= ek

(
dA(b)eja+ (−1)|b|bdA(eja)

)
ei

= ekdA(b)ejaei + (−1)|b|bejdA(a)ei

Por otro lado,

µd(x, y) = µ
(
dHom(j,k)(x)⊗ y + (−1)|x|x⊗ dHom(i,j)(y)

)
= µ

(
dHom(j,k)(ekaej)⊗ ejbei + (−1)|ekaej |ekaej ⊗ dHom(i,j)(ejbei)

)
= ekdA(a)ejbei + (−1)|ekaej |ekaejdA(b)ei

Por lo tanto, CA es una dg-categoría pequeña.

Ahora veamos la construcción inversa, es decir, dada una dg-categoría pe-
queña C le asignamos una dg-álgebra con su�cientes idempotentes. En efecto,
sea C una dg-categoría pequeña. El conjunto subyacente de la dg-álgebra será

AC :=
⊕

(A,B)∈C2

HomC(A,B).

Dado que C es una dg-categoría pequeña tenemos que HomC(A,B) ∈ Dg −
Mod(k) para cada A,B ∈ C. Además

HomC(A,B) =
⊕

(A,B)∈C2

Homn
C(A,B),

donde Homn
C(A,B) tiene estructura de k-espacio vectorial para cada n ∈ Z y

para todo (A,B) ∈ C2. Con lo cual de�nimos las componentes de AC como

AnC :=
⊕

(A,B)∈C2

Homn
C(A,B).

Veamos que AC =
⊕

n∈ZA
n
C. En efecto, tenemos los siguientes isomor�smos

como k-espacios vectoriales

AC :=
⊕

(A,B)∈C2

HomC(A,B) =
⊕

(A,B)∈C2

(⊕
n∈Z

Homn
C(A,B)

)

=
⊕
n∈Z

 ⊕
(A,B)∈C2

Homn
C(A,B)


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Veamos que AC tines estructura de anillo. En efecto, la suma de AC esta
dada a través de la estructura de grupo abeliano de HomC(A,B) y el producto
esta dado por la composicón de mor�smos. De manera más explícita, para f, g ∈
AC =

⊕
(A,B)∈C2 HomC(A,B) tenemos

f + g =

 ∑
(A,B)∈C2

fAB

+

 ∑
(A,B)∈C2

gAB

 =
∑

(A,B)∈C2

fAB + gAB .

Ahora, sean fAX ∈ Homs
C(A,X) y gY C ∈ Homr

C(Y,C), de�nimos

gY C ? fAX =


0AC si X 6= Y

gY CfAX si X = Y.

Extendemos por k-linealidad la fórmula anterior, para fAB =
∑
s∈Z f

s
AB y

gCD =
∑
r∈Z g

r
CD, entonces

gCD ? fAB =
∑

(r,s)∈Z2

grCDf
s
AB .

Finalmente, dado que AC =
⊕

n∈Z

(⊕
(A,B) HomC(A,B)

)
la fórmula general se

establece de la siguiente manera

g ? f =

 ∑
(C,D)∈C2

∑
r∈Z

grCD

 ?

 ∑
(A,B)∈C2

∑
s∈Z

fsAB

 =
∑

(A,B)∈C2

∑
(r,s)∈Z2

grCDf
s
AB .

Con estas opraciones AC es un anillo asociativo. Note que la estructura de
k-espcio vectorial que tiene AC es la siguinete

k · h = k ·

 ∑
(A,B)∈C2

∑
s∈Z

hsAB

 =
∑

(A,B)∈C2

∑
s∈Z

k · hsAB

donde la última acción está bien de�nida ya que HomC(A,B) tiene estructura
de k-espacio vectorial. En consecuencia, AC es una k-álgebra graduada.

Dado que HomC(A,B) ∈ Dg−Mod(k) para cada pareja de objetos (A,B) ∈
C2 existe dHom(A,B) : HomC(A,B) −→ HomC(A,B) diferencial de HomC(A,B).
La familia {dHom(A,B) : HomC(A,B) −→ HomC(A,B)}(A,B)∈C2 induce un único
mor�smo de grupos abelianos

d :=
⊕

(A,B)∈C2

dHom(A,B) :
⊕

(A,B)∈C2

HomC(A,B) −→
⊕

(A,B)∈C2

HomC(A,B)
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tal que el siguiente diagrama es conmutativo

⊕
(A,B)∈C2 HomC(A,B)

d //⊕
(A,B)∈C2 HomC(A,B)

π(A,B)

��
HomC(A,B)

i(A,B)

OO

dHomC(A,B)

// HomC(A,B),

de donde obtenemos que

d

∑
(A,B)

fAB

 :=
∑

(A,B)

dHom(A,B)(fAB).

Veamos que d es un diferencial. En efecto,

(a) Diferencial de grado +1. Sea fAB ∈ ArC =
⊕

(A,B) Homr
C(A,B). Entonces

d(fAB) = d

∑
(A,B)

frAB

 =
∑

(A,B)

dHom(A,B)(f
r
AB)

dado que dHom(A,B)(f
r
AB) ∈ Homr+1

C (A,B). Por lo que d(fAB) ∈ Ar+1
C =⊕

(A,B) Homr+1
C (A,B)

(b) d2 = 0 . Sea fAB ∈ ArC. Luego, tenemos

d2(fAB) = d2

∑
(A,B)

frAB

 = d

∑
(A,B)

dHom(A,B)(f
r
AB)


=
∑

(A,B)

dHom(A,B)(dHom(A,B)(f
r
AB))

= 0
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(c) Regla de Leibniz. Sean fAB ∈ ArCy gCD ∈ AsC. Entonces

d(gCDfAB) = d

∑
(C,D)

gsCD

∑
(A,B)

frAB


= d

 ∑
(A,B),(C,D)

gs(C,D)f
r
(A,B)


=

∑
(A,B),(C,D)

dHom(A,D)(g
s
(C,D)f

r
(A,B))

=
∑

(A,B),(C,D)

dHom(C,D)(g
s
(C,D))f

r
(A,B) + (−1)|g

s
(C,D)|gs(C,D)dHom(A,B)(f

r
(A,B))

=
∑

(A,B),(C,D)

dHom(C,D)(g
s
(C,D))f

r
(A,B)

+ (−1)|g
s
(C,D)|

∑
(A,B),(C,D)

gs(C,D)dHom(A,B)(f
r
(A,B))

=

∑
(C,D)

dHom(C,D)(g
s
(C,D))

∑
(A,B)

fr(A,B)


+ (−1)|g

s
(C,D)|

∑
(C,D)

gs(C,D)

∑
(A,B)

dHom(A,B)(f
r
(A,B))


= d(gCD)fAB + (−1)|gCD|gCDd(fAB)

Por lo tanto, (AC, d) es una k-álgebra diferencialmente graduada. Consideremos
ahora

eA := 1A ∈ HomC(A,A).

Veamos que {eA}A∈C es una familia de idempotentes ortogonales tales que AC =⊕
A∈C eAAC =

⊕
A∈CACeA. En efecto,

eA ? eA = 1A ? 1A = 1A = eA

eB ? eA = 1B ? 1A = 0

Por de�nición

eAAC = {eA ? f |f ∈ AC},

por lo que si f =
∑

(B,C)

∑
r∈Z f

r
BC , de la de�nción del producto tenemos

eA ? f =
∑

(B,C)

∑
r∈Z

eA ? f
r
BC ,
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donde

eAf
r
BC =


0AC

si C 6= A

1Cf
r
BC si C = A.

Note que el 0C de la k-álgebra construida es de la forma 0C =
∑

(A,B)∈C2 0(A,B),
donde 0(A,B) es el neutro aditivo del grupo abeliano HomC(A,B). En conse-
cuencia,

eA ? f =
∑

(A,B)

∑
r∈Z

frBA.

De esta manera, al mutiplicar por el idempotente eA a f recuperamos los mor-
�smos que son parte de la suma que tienen dominio A.
A�rmamos que

AC =
⊕
A∈C

eAAC.

En efecto, sea f ∈ AC, es decir, f =
∑

(X,Y ) fXY , de la observación anterior
tenemos que

f =
∑

(X,Y )

fXY =
∑
A∈C

eA

(∑
X∈C

fXA

)
.

Además, (eXAC)
⋂(∑

X 6=Y eYAC

)
= 0. En efecto, supongamos que existe f ∈

(eXAC)
⋂(∑

X 6=Y eYAC

)
, por lo que f =

∑
A∈C fAX , es decir, escribimos como

suma de mor�smos que terminan en X. Por tro lado, f =
∑

(A,Y ),Y 6=X fAY como
sumas de mor�smos que no terminan en X. Luego,

0AC
= f − f =

∑
(X,Y )

fXY −
∑

(A,Y ),Y 6=X

fAY =
∑

(X,Y )∈C2

fXY

Dado que f ∈ AC =
⊕

(A,B)∈C2 HomC(A,B), de la unicidad de la suma directa
tenemos que fAX = 0 para cada A ∈ C y

∑
(Y 6=X fAY = 0. Por lo tanto,

f = 0 y la suma es directa. Así, (AC, d, {eA := 1A}A∈C) es una k-álgebra
diferencialmente graduada con su�cientes idempotentes. �

De�nición 3.3.2 Sean (A, dA, {ei}i∈I) y (B, dB , {fj}j∈J) k-álgebras diferen-

cialmente graduadas con su�cientes idempotentes. Decimos que h : A −→ B es

un mor�smo de k-álgebras diferencialmente graduadas con su�cien-

tes idempotentes si

(a) h es un mor�smo de k-álgebras diferencialmente graduadas,

(b) h(ei) = fj, para cada i ∈ I y j ∈ J .
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Observación 3.3.3 Sean (A, dA, {ei}i∈I) una k- álgebra diferencialmente gra-

duada con su�cientes idempotentes y f : A −→ B un mor�smo de (dg,k)-

álgebras. Entonces

(a) {f(ei)}i∈I es una fmilia de idempotente ortogonales ( posiblemente con

repetición)

(b)
(
Im(f), dB |Im(f), {f(ei)}i∈I

)
es una k-álgebra diferencialmente graduada

con su�cientes idempotentes.

(c) Si f es suprayectiva (B, dB , {f(ei)}i∈I) es una k-álgebra diferencialmente

graduada con su�cientes idempotentes.

De�nición 3.3.4 Sea k un campo. De�nimos la categoría de k-álgebras

diferencialmente graduadas con su�cientes idempotentes, denotada por

(dg, k)−AlgI , como sigue

(a) Obj((dg, k) − AlgI) := (A, dA, {eAi }i∈IA), donde A es una k-álgebra dife-

rencialmente graduada con su�cientes idempotentes.

(b) Hom(dg,k)−AlgI (A,B) = {f : A −→ B| f es un mor�smo de k-álgebras

diferencialmente graduadas con su�cientes idempotentes}

(c) La composición en (dg, k) − AlgI es la misma que en la categoría de k-

álgebras diferencialmente graduadas.

Teorema 3.3.5 Sea k un campo.Entonces existe una equivalencia de categorías

F : (dg, k)−AlgI −→ dg − Catk.

Demostración. La prueba la hacemos en tres pasos

(a) Construimos un un df-funtor F : (dg, k)−AlgI −→ dg − Catk.

(b) De�nimos un dg-funtor G : dg − Catk −→ (dg, k)−AlgI .

(c) Veri�camos que F y G son casi-inversos.

Construcción de F : (dg, k)−AlgI −→ dg − Catk.

De�nimos F (A, dA, {eAi }i∈IA) := CA, donde, CA es la dg-categoría peque-
ña construida en la proposición 3.3.1.Ahora, sea h : A −→ B un mor�smo
en (dg, k) − AlgI , para de�nir F (h) : CA −→ CB primero notemos que si
h es un mor�smo de dg-álgebras con su�cientes idempotentes, ésta induce
una función h : IA −→ IB entre la familia de idempotentes {eAi }i∈IA y
{eBj }j∈IB que también denotamos por h, tal que h(i) = j si h(eAi ) = eBj .
De�nimos el funtor F (h) : CA −→ CB como sigue, para i ∈ CA

F (h)(i) := j
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donde h(eAi ) = eBj y si x = eAj a
reAi ∈ Homr

CA
(i, j) tenemos que

F (h)(x) := F (h)(eAj a
reAi ) = h(eAj )h(ar)h(eAi ) = eBh(j)h(ar)eBh(i).

A�rmación: F (h) : CA −→ CB es un dg-funtor. En efecto, sean x = eAj a
reAi

y y = eAk a
teAj . Entonces

F (h)(yx) = F (h)
(
(eAk a

teAj )(eAj a
reAi )

)
= F (h)

(
eAk (ateAj a

r)eAi
)

= h(eAk )h(at)h(eAj )h(ar)h(eAi )

= eBh(k)h(at)eBh(j)h(ar)eBh(i)

= F (h)(y) · F (h)(x).

Para x = eAi , tenemos

F (h)(1i) = F (h)(eAi ) = h(eAi ) = eBh(i) = 1h(i).

Por lo que F (h) es funtor covariante. Ahora veamos que F (h) es un funtor
graduado, es decir,

F (h)
(
Homr

CA
(i, j)

)
⊆ Homr

CB
(F (h)(i), F (h)(j))

Para esto, sea x = eAj a
reAi . Luego, F (h)(x) = eBh(j)h(ar)eBh(i), como h es un

mor�smo de dg-álgebras h(ar) ∈ Ar y eBu ∈ B0 para cada u, concluimos

F (h)(x) ∈ Homr
CB

(F (h)(i), F (h)(j))

Finalmente, veri�quemos que F (h) conmuta con el diferencial,es decir, el
siguiente diagrama conmuta

HomCA(i, j)
F (h) //

dHom(i,j)

��

HomCB (F (h)(i), F (h)(j))

dHom(h(i),h(j))

��
HomCA(i, j)

F (h)
// HomCB (F (h)(i), F (h)(j)).

Sea x = eAk a
reAi . Entonces

dHom(h(i),h(j))F (h)(x) = dHom(h(i),h(j))

(
eBh(j)h(ar)eBh(i)

)
= eBh(j)dBh(ar)eBh(i)

= eBh(j)hdA(ar)eBh(i)

= h
(
eAj dA(ar)eAi

)
= hdA

(
eAj (ar)eAi

)
= F (h)dA(x)
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Por lo tanto, F (h) es un dg-funtor y F : (dg, k)−AlgI −→ dg−Catk está
bien de�nido en mor�smos.
A�rmamos que con la asignación anterior F es un funtor covariante. En
efecto, sean h : A −→ B, g : B −→ C mor�smos en (dg, k) − AlgI y
x = eAj a

reAi ∈ HomCA(i, j). Entonces

F (gh)(x) = F (gh)(eAj a
reAi )

= eCgh(j)gh(ar)eChg(i)

y

F (g)F (h)(x) = F (g)
(
F (h)(eAj a

reAi )
)

= F (g)(eBh(j)h(ar)eBh(i))

= eCgh(j)gh(ar)eCgh(i).

Así, F (gh) = F (g)F (h). Además

F (1A)(x) = F (1A)(eAj a
reAi )

= eA1A(j)1A(ar)eA1A(i)

= eAj a
reAi

= x

Construcción de G : dg − Catk −→ (dg, k)−AlgI .

De�nimos G(C) := AC,de�nida en la proposicón 3.3.1 donde

AC :=
⊕

(A,B)∈C2

HomC(A,B) =
⊕
n∈N

⊕
(A,B)∈C2

Homn
C(A,B)

en objetos y para un dg-funtor H : C −→ D le asignamos un mor�smo
de dg-álgebras con su�cientes idempotentes G(H) : AC −→ AD de la si-
guiente manera, para frAB ∈ ArC =

⊕
(A,B)∈C2 Homr

C(A,B) homogéneo se
de�ne como G(H)(frAB) := H(frAB). Luego, esxtendemos por k-linealidad
para f =

∑
n∈N

∑
(A,B∈C2) f

r
AB ∈ AC, es decir,

G(H)(f) :=
∑
n∈N

∑
(A,B∈C2)

H(frAB).

Veamos que G(H) es un mor�smo de (dg, k)-álgebras, para lo cual basta
checarlo en elementos homogéneos. En efecto, es claro que G(H) es un
mor�smo de grupos abelianos, ya que H es un dg-funtor y en particular,
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es un funtor aditivo. Sean fAX , gY C mor�smos en AC, entonces

G(H)(gY CfAX) = H(gY CfAX)

= H(gY C)H(fAX)

= G(H)(gY C)G(H)(fAX).

Chequemos ahora queG(H) es graduado. En efecto, sea f =
∑

(A,B)∈C2 frAB ∈
Homr

C(A,B) elemento homogéneo, dado que H es un functor graduado,
se sigue que

G(H)(
∑

(A,B)∈C2

frAB) =
∑

(A,B)∈C2

H(frAB) ∈ Homr
C(HA,HB).

Notemos que también G(H) conmuta con el diferencial, es decir, el si-
guiente diagrama conmuta

AC

G(H) //

dAC

��

AD

dAD

��
AC

G(H)
// AD

.

En efecto, sea fAB ∈ Homr
C. Entonces

dAC
G(H)(frAB) = dAC

H(fAB) = dHomD(HA,HB) (H(fAB))

= HdHomC(A,B)(fAB)

= HdAC
(fAB)

= G(H) (dAC
(fAB)) .

Además, dado eAC

A = 1A ∈ AC idempotente se tiene que G(H)(eAC

A ) =

H(eAC

A ) = H(1A) = 1HA = eAD

HA. De esta manera la asiganción de G
está bien de�nida. Ahora veri�quemos que la asignación anterior es fun-
torial. Sean U : C −→ D, W : D −→ E dg-funtores. Entonces G(WU) :

AC −→ AE y para fAB ∈ HomC(A,B) un elemento homogéneo tenemos
lo siguiente

G(WU)(fAB) = WU(fAB)

= G(W )(U(fAB))

= G(W )G(U)(fAB).

Por lo que G(WU) = G(W )G(U). Además, para 1C : AC −→ AC, tenemos
G(1C)(fAB) = 1C(fAB) = fAB y en consecuencia, G(1C) = 1G(C) = 1AC

.
Por lo tanto, G es un funtor covariante.
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F y G son casi-inversos. Sea (A, dA, {ei}IA) un objeto en la categoría
(dg, k) − AlgI , entonces F (A, dA, {ei}IA) = CA. Recordemos que CA es
la dg-categoría pequeña cuyos objetos son el conjunto sobre el cual se
indexa la familia de idempotentes ortogonales, es decir, Obj(CA) = IA
y para i, j ∈ IA se de�nió Homr

CA
(i, j) = eAj A

reAi . Luego, al aplicar el
funtor G obtenemos lo siguiente G(CA) = ACA , la cual es una k-álgebra
diferencialmente graduadua con su�cientes idempotentes, donde

ACA =
⊕

(A,B)∈C2
A

HomCA(A,B) =
⊕

(i,j)∈I2
A

HomCA(i, j).

Por otro lado, tenemos

ACA =
⊕
n∈Z

AnCA =
⊕
n∈Z

⊕
(A,B)∈C2

A

Homn
CA

(A,B)

=
⊕
n∈Z

⊕
(i,j)∈I2

A

Homn
CA

(i, j)

=
⊕
n∈Z

⊕
(i,j)∈I2

A

eAj A
neAi

∼=
⊕
n∈Z

⊕
i∈IA

⊕
j∈IA

eAj A
neAi

∼=
⊕
i∈IA

⊕
j∈IA

eAj

(⊕
n∈Z

An

)
eAi

∼=
⊕
i∈IA

⊕
j∈IA

eAj A

 eAi

=
⊕
i∈IA

AeAi

= A.

Así, ACA
∼= A. Ahora para un mor�smo h : A −→ B en (dg, k) − AlgI

tenemos que F (h) : CA −→ CB es un dg-funtor. Ahora, sea frAB un ele-
mento homogéneo, dado que existe uA : ACA −→ A isomor�smo existe un
único ar ∈ A tal que u(ar) = frAB . Entonces

GF (h)(frAB) ∼= G(F (h))(uA(ar)) = F (h)(uA(ar))

= h(uA(ar))

∼= h(frAB),

para cada frAB en ACA y por tanto, GF (h) ∼= h = 1(dg,k)−AlgI (h), es decir
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el siguiente diagrama conmuta

GF (A)
uA
∼=

//

GF (h)

��

A

1(dg,k)−AlgI (h)

��
GF (B)

∼=
uB

// B

para cada h ∈ (dg, k)−AlgI .

G y F casi-inversos. Sea C una dg-categoría entonces FG(C) = F (AC) =

C(AC), donde

AC =
⊕

(A,B)∈C2

HomC(A,B)

cuya familia de idempotentes esta dada por {eA := 1A}A∈C y en conse-
cuencia, C(AC) = C. Además, para el conjunto de mor�smos se tiene

Homr
C(AC)

(A,B) = eAC

A (AC)
r
eAC

B

= 1A (AC)
r

1B

= 1A

 ⊕
(X,Y )∈C2

Homr
C(X,Y )

 1B

= Homr
C(A,B).

También,

dAC
(eAC

A ) = dHomC(A,A)(1A) = 0

donde la última igualdad se sigue del hecho de que C es una dg-categoría,
por lo que HomC(A,A) tiene estructura de módulo diferencialmente gra-
duado y por lo tanto, el elemento unitario se anula bajo el diferencial.

Ahora, sea u : C −→ D un dg-funtor, por lo que G(u) : AC −→ AD es
un mor�smo en (dg, k) − AlgI y por tanto, FG(u) : C(AC) −→ D(AD) es
un dg-funtor. Sea frAB : A −→ B un mor�smo homogéneo en C = C(AC)

entonces

FG(u)(frAB) = F (G(u))(frAB)

= G(u)(frAB)

= u(frAB),
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y en consecuencia, FG(u) = u. Así, el siguiente diagrama conmuta

FG(C)

FG(u)

��

1C // C

u

��
FG(D)

1D

// D

.

Por lo tanto, las categorías (dg, k)−AlgI y dg − Catk son equivalentes.
�

3.4. C-módulos diferencialmente graduados

Comenzamos el siguiente sección �jando algunas notaciones y algunos recor-
datorios de categorías que trabajaremos.

De�nición 3.4.1 Sea k un campo. De�nimos la categoría GR−Mod(k) como

sigue, Obj(GR −Mod(k)) = Obj(Gr −Mod(k)) y para M,N ∈ GR −Mod(k)

de�nimos

HomGR−Mod(k)(M,N) =
⊕
n∈Z

Homn
Mod(k)(M,N)

Lema 3.4.2 Sea k un campo. La categoría GR−Mod(k) es una categoría gra-

duadua.

Demostración. La prueba es similar a la de 2.5.4. �

Notación 3.4.3 Sea A una k-álgebra diferencialmente gruadua con su�cientes

idempotentes, denotaremos por D(CA)a la categoría de gr-funtores Fun(CopA , GR−
Mod(k))

El siguiente resultado es importante ya establece que es lo mismo trabajra
con dg-funtores que con mor�smos de dg-módulos.

Teorema 3.4.4 Sean (A, dA, {ei}I) una k-álgebra diferencialmente graduada

con su�cientes idempotentes, donde {ei}i∈I es una familia �ja de idempotentes

ortogonales, homogéneos de grado cero y anulados por d y consideremos la cate-

goría CA de�nida en la proposición 3.3.1. Entonces existe una dg-equivalencia

de categorías R : Dg −Mod(A) −→ D(CA).
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Demostración. De�nimos la asignación R : Dg − Mod(A) −→ D(CA) de
la siguiente manera , para M ∈ Dg −Mod(A) de�nimos un dg-funtor M :=

R(M) : CopA −→ GR −Mod − (k) de la siguiente manera, R(M)(i) := M(ei)

para cada i ∈ Obj(CopA ).
Veamos que la asignación de R está bien de�nida ene objetos, es decir, Mei ∈
Dg −Mod(k). En efecto, Mei tiene estructura de grupo abeliano mediante la
siguiente operación x+y = mei+m

′ei = (m+m′)ei. También se tiene estructura
de k-espacio vectorial vía k(mei) := (km)ei utilizando la estructura de A como
k-álgebra. Dado que M ∈ Dg −Mod(k) se tiene que M =

⊕
n∈ZM

n con Mn

un k-espcio vectorial, luego se tiene

Mei =

(⊕
n∈Z

Mn

)
ei =

⊕
n∈Z

Mnei.

De�nimos el diferencial deMei como la restricción del diferencial de M, es decir,
dMei := dM |Mei . Note que dMei(mei) = dM (m)ei+(−1)|m|mdA(ei) = dM (m)ei.
Además, por ser dM diferencial de M se tiene lo siguiente

Sea x = mei ∈Mei, entonces dMeidMei(x) = dMeidMei(mei) = d2
M (m)ei =

0.

Paramei ∈Mnei elemento homogéneo, se tiene que dMei(mei) = dM (m)ei
∈Mn+1ei ya que dM (m) ∈Mn+1 por ser dM diferencial.

Sean x = mei, y = m′ei homogéneos, entonces dMei(xy) = dMei((mei)(m
′ei))

= dM (mei)(m
′ei)+(−1)|mei|(mei)dM (m′ei) = dMei(x)y+(−1)|x|xdMei(y).

Por lo tanto Mei ∈ Dg − Mod(k). De�nimos ahora la asignación R : g −
Mod(k) −→ D(CA) en mor�smos, sea aop ∈ Homn

C
op
A

(i, j), por lo que aop ∈
Homn

CA
(j, i) = eiA

nej , dado que Mei =
⊕

n∈ZM
nei para de�nir un mor�smo

R(M)(aop) : Mei −→ Mej basta de�nirlo en las parte homogéneas, de esta
manera de�nimos [R(M)(aop)]n : Mnei −→Mnej como

[R(M)(aop)]n(x) = (−1)|x||a|xa,

para x = mei y a = eiaej , es fácil ver que la asignación anterios es un mor�s-
mo k-lineal. Luego, por la propiedad universal del coproducto existe un único
mor�smo k-lineal [R(M)(aop)] : Mei −→ Mej tal que el siguiente diagrama
conmuta ⊕

n∈ZM
nei

R(M)(aop) //⊕
n∈ZM

nej

Mnei
[R(M)(aop)]n

//

µi,n

OO

Mnej

µj,n

OO
.
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Veamos ahora que R : g −Mod(k) −→ D(CA) es un dg-funtor.

1. R es funtor. Sean aop ∈ HomC
op
A

(i, j), bopHomC
op
A

(j, k) y x ∈Mei, entonces

M(bopaop) = M((−1)|a||b|(ab)op)(x)

= (−1)|a||b|(−1)|ab||x|x(ab)

= (−1)|a||b|+|a||x|+|b||x|(xa)b

= (−1)|a||x|(−1)|b|(|a|+|x|)(xa)b

= (−1)|a||x|M(bop)(xa)

= M(bop)
(

(−1)|a||x|xa
)

= M(bop)
(
M(aop)(x)

)
=
(
M(bop)M(aop)

)
(x).

Además para ei = 1i ∈ HomC
op
A

(i, i) y x = mei ∈Mei, se tieneM(1opi )(x) =

(−1)|ei||x|xei = x y en consecuencia, M(1opi ) = 1M(i) = 1Mei .

2. R es un funtor graduado. Para esto veamos que la siguiente contención se
satisface

M
(

Homn
C
op
A

(i, j)
)
⊆ HomDg−Mod(k)(M(i),M(i)).

En efecto, sean aop ∈ Homn
C
op
A

(i, j) = Homn
CA

(j, i) = eiA
nej y x ∈ Mei,

por lo que aop = eiaej y x = mei, donde a ∈ An y m ∈Mr son elementos
homogéneos. Entonces

M(aop)(x) =(−1)|a||x|xa

=(−1)|a||x|mei(eiaej)

=(−1)|a||x|meiaej

Note que |meiaej | = |ma| = n+r, por lo queM(aop) ∈ HomDg−Mod(k)(M(i),

M(i)) y |M(aop)| = |aop|.

3. R conmuta con el diferencial. Para esto veamos que el siguiente diagra es
conmutativo

Homn
C
op
A

(i, j)
M //

dHom
C
op
A

(i,j)

��

HomDg−Mod(k)(M(i),M(j))

dHomDg−Mod(k)(M(i),M(j))

��
Homn

C
op
A

(i, j)
M // HomDg−Mod(k)(M(i),M(j)),
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para cada i, j ∈ Obj(CA). En efecto, sean aop ∈ HomC
op
A

(i, j) y x ∈ Mei
entonces

dHom(M(i),M(j))M(aop)(x) =
(
dMejM(aop)− (−1)|M(aop)|M(aop)dMej

)
(x)

= dMejM(aop)(x)− (−1)|M(aop)|M(aop)dMej (x)

= dMej ((−1)|a||x|xa)− (−1)|M(aop)|M(aop)
(
dMej (x)

)
= dMej ((−1)|a||x|xa)− (−1)|M(aop)|(−1)|dMei (x)||a|dMej (x)a

= dMej ((−1)|a||x|xa)− (−1)|a
op|(−1)(|x|+1)|a|dMej (x)a

= (−1)|a||x| (dM (xa)− dM (x)a)

= (−1)|a||x|
(
dM (x)a+ (−1)|x|xd(a)− dM (x)a

)
= (−1)|a||x|(−1)|x|xd(a)

= (−1)(|a|+1)|x|xd(a)

= (−1)|d(a)||x|xd(a)

= M(d(a)op)(x).

Por lo tanto, R(M) : CA −→ Dg −Mod(k) es un funtor diferencialmente gra-
duado y de esta manera la asignación R está bien de�nida en objetos. Se prueba
que el dg-funtor R es �el, pleno y denso, para una prueba completa ver ( [13],
Teorema 3.1, pág.11).
�
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