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Resumen.

Algunos de los procesos que ocurren en el entorno de membranas biol6gi-
cas pueden ser estudiados mediante estructuras artificiales, llamadas Lipo-
somas o Vesiculas Unilamelares, que consisten de membranas esféricas que
aislan femtolitros de material.

En esta tesis se recurre a la Termodinamica Irreversible de Sistemas Pe-
quenos|1] para derivar un conjunto acoplado de ecuaciones diferenciales, par-
ciales no-lineales, que gobiernan la dindmica de una vesicula unilamelar que,
aislando femtolitros de solucion acuosa azucarada, se dispone en un solvente
acuoso puro. Dichas ecuaciones de evolucion describen el acoplamiento entre
la difusidn selectiva de materia (6smosis), la expansion-compresion del Lipo-
soma vy la existencia de poros transitorios.

En el primer capitulo se hace referencia al estado tltimo del tema en
cuestion (vesiculas unilamelares y poros transitorios que sobre ellas emergen
al ser dispuestas en ésmosis) en términos de investigacién en ciencia bésica
y en términos del desarrollo tecnologico ptublico, razén por la cual se pre-
sentan los principales modelos que existen en la literatura. Por su parte, el
segundo capitulo contiene el desarrollo general del formalismo termodindmico
que subyace los procesos de interés. Mientras que el tercer capitulo consiste
en el desarrollo y aplicaciéon del formalismo termodindmico para describir la
dindmica de un Liposoma cuando separa una solucién acuosa de un solvente
puro. En el cuarto capitulo se presentan algunas soluciones numéricas del
modelo, que dependen tanto de la eleccion de los coeficientes de Onsager co-
mo de las condiciones iniciales y de equilibrio. Lo anterior da paso al capitulo
quinto donde se discute y evidencia la riqueza de la matriz de Onsager, ya
que en dicho capitulo se derivan los modelos presentados en el primero. Fi-
nalmente se presentan tres conclusiones generales del trabajo.
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Capitulo 1

Estado del Arte.

El estudio de los materiales, dispositivos y procesos en escalas submi-
crométricas y nanoscopicas, requiere extender los métodos de la fisicoquimica
tanto a situaciones fuera de equilibrio[2] como a confinamientos geométricos
irregulares, donde las fuerzas y los flujos se acoplan para dar origen a com-
plejas interacciones dinamicas, muchas de ellas ubicuas en la naturaleza.

La escala mesoscopica es aquella en la que las dimensiones espaciotempo-
rales en las que suceden los fendémenos fisicos son tales que las fluctuaciones
termodindmicas, tanto las del sistema de estudio como las del entorno, deben
considerarse. Desde esta perspectiva, las minimas unidades de reproduccién
de la materia viva[3], las células, son entidades que pueden considerarse me-
soscopicas. El efecto colectivo de estos sistemas, como es bien sabido, cons-
tituye a todos los organismos multicelulares.

Las células pueden considerarse como pequenos compartimientos mor-
fologico-funcionales que delimitan un interior de un entorno y que tienen la
extraordinaria habilidad para replicarse, creando copias de si mismas por cre-
cimiento y divisién en dos[3]. Ver (I) en Fig.(1.1). En su interior concentran
los nutrientes recolectados de su entorno y retienen los productos que ellas
mismas sintetizan para su uso, mientras excretan productos de desecho|3].
Ver Fig. (1.2).

Entre las principales caracteristicas de las células, se encuentra su capaci-
dad para mantener una condicion interna estable y su cualidad de transformar
la naturaleza quimica de diversas substancias mediante mecanismos molecu-
lares altamente sofisticados [10]. De ahi que sean estructuras fisicoquimicas
que operan fuera del equilibrio termodinamico, que requieren energia libre
para su funcionamiento y que poseen la capacidad de modificarse transito-
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riamente para compensar los cambios en su entorno, al regular espacial y
temporalmente el intercambio de materia y energia a través de sus fronteras.

Figura 1.1: (I) Células de cebolla en diferentes etapas: a. células no divi-
didas, con red de cromatina y nucleolos profundamente tenidos; b. nicleos
preparandose para la divisién; c. células dividiéndose (mitosis); e. par de célu-
las hijas poco después de la division. The cell in Development and Inheritance
(2nd ed.), Public Domain. (II) Fotomicrografias de luz tomadas con Polaroides
cruzados para mezclas de lecitina[34]. (IIT) Bacteria Bacillus subtilis tomada
con un Microscopio Electrénico de Transmisién (TEM Tecnai T-12). Instituto de
Ciencia Weizmann(2006). Observar que en las tres imégenes se manifiesta la
existencia de membranas semipermeables que fungen como fronteras.



Sin importar las diferentes o especificas funciones que cada célula puede
tener, todas poseen como frontera una membrana semipermeable que esta
constituida por una delgada bicapa de moléculas fosfolipidicas, también lla-
mada bicapa lipidica. Ver (I) y (III) en Fig.(1.1) Esta capa tiene aproxi-
madamente 5nm de grosor y se mantiene unida debido a las interacciones
no-covalentes de sus moléculas, los fosfolipidos, quienes tienen una ’cabeza
polar’ hidrofilica (soluble en agua) y dos ’colas’ de carbohidratos hidrofébi-
cos (insolubles en agua) que, en el caso de los Reinos Animalia, Plantae y
Bacteria usualmente consisten de dcidos grasos que contienen entre 14 y 24
atomos de carbono, aproximadamente.[3][p.566].

Al ser una membrana semipermeable, la bicapa lipidica es una barrera se-
lectiva de materia que, en general, impide el paso de macromoléculas como
acidos nucleicos, proteinas, lipidos y glicidos, pero que permite el paso de
micromoléculas como solventes, sales y metabolitos[26].

La regqulacion de materia entre el interior y el exterior celular posee mu-
chas causas y se realiza por multiples y complejos procesos, siendo las aper-
turas circulares, también llamadas poros, una de las principales estructuras
involucradas. Los poros estan presentes en procesos artificiales como la fusion,
la agregaciony la lisis, pero sobre todo en fenémenos biolégicos centrales para
la vida como la mitosis, la fision, la gemacion, la esporulacion, la exocitosis
y la endocitosis. Ver Fig.1.2.

Existen dos tipos de poros en un material. Aquellos que constituyen la es-
tructura microscépica del mismo, llamados microporos, y aquellos que emer-
gen momentaneamente para colapsar, llamados poros transitorios. Ambos
tipos de poros son estructuras fundamentales en los procesos de transporte
de masa y energia que ocurren en el entorno de las membranas celulares.

Uno de esos fenémenos de transporte que ocurre a través de los micro-
poros de membranas semipermeables, y que tiene un papel clave en el trans-
porte de agua en organismos vivientes, es la dsmosis. Este mecanismo de
transporte resulta central para el desarrollo de algunas funciones fisiologicas
como la secrecién de acido clorhidrico en el estémago, la conduccién ner-
viosa o la eliminacién de agua de los rinones[26]. Su origen radica en una
distribucién no homogénea de masa que causa transporte de materia entre
soluciones quimicas que estan constrenidas espacial y temporalmente, tanto
por su configuracion interna como por su entorno. Las fuerzas que causan la
osmosis provienen de un proceso fundamental e irreversible que interviene
en la evolucién de muchos sistemas fuera de equilibrio, la difusién|[31].
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Figura 1.2: Izquierda.- Se esquematizan dos fenémenos de transporte a través
de la membrana celular. La exocitosis es un proceso de transporte celular en
el cual una vesicula interna se transporta por el citoplasma hasta llegar a
la membrana plasmatica para fusionarse y liberar su contenido en el espacio
extracelular. La endocitosis se origina cuando un agente externo se adhiere,
o adsorbe en la membrana plasmatica, ya que ésta puede ’envolverlo’ y asi
producirse una vesicula que transporta a dicho agente externo al interior
celular. Licencia Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported license.
Derecha: Esquema de una membrana esférica semipermeable a través de la
cual existe intercambio de masa y de energia entre su interior y su entorno.
Modificacién de la imagen original tomada de[3].

La difusion es un proceso de transporte de masa que se debe a la falta de
balance u homogeneidad en la distribucién de materia en un sistema.

En el caso de soluciones quimicas, la difusion se debe a diferencias en la
concentracion relativa de los solutos disueltos entre las diferentes localizacio-
nes del sistema, y se cuantifica mediante los conceptos de potencial quimico
'y de Afinidad (A)[5, p.113]; conceptos que se emplean cotidianamente en
la cinética de reacciones quimicas y en termoquimica, pero que también per-
miten describir el flujo de materia entre regiones del espacio[5, p.113].

El potencial quimico p, concepto introducido en 1875 por J.W.Gibbs,
es la cantidad fisica que cuantifica la energia disponible sobre cantidad de
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Figura 1.3: Se muestran Eritrocitos humanos, también llamados Glébulos
Rojos (RBCs), mediante microscopia de luz de contraste. Los RBCs son las
células de la sangre que tienen un alto volumen molar de solutos, principal-
mente Hemoglobina, por lo que cuando son inmersos en diferentes condiciones
microambientales (soluciones acuosas con diferentes concentraciones de solu-
tos, respecto de si) responden ante el desbalance mésico transforméndose. Lo
anterior se observa tanto para células individuales (renglén superior) como
para poblaciones de ellas (renglén inferior). Las condiciones microambientales
se clasifican de acuerdo a la concentracion relativa de soluto entre el interior
y el exterior celular, denomindandose condiciones hipertonicas, isotonicas e
hipotonicas. Licence Creative Commons Attribution

substancia que constituye al sistema termodindmico[37][p.285]

[ — { / } (1.1)

mol
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Mientras que la Afinidad, concepto introducido en 1923 por T. E. de Don-
der, esta definida como la diferencia de potencial quimico entre una localiza-
cién del sistema ps y otra py. Su valor positivo, negativo o nulo determina
la direccién y la extension de la difusion de materia, siempre de la region de
mayor potencial quimico hacia la region donde es menor, de ahi que

A=Ap= s — . (1.2)

Las constricciones que el entorno impone al sistema mesoscopico generan
un microambiente en el cual la frontera es una estructura fundamental, pues-
to que a través de ella ocurriran los procesos de transporte que acoplan al
interior con el entorno.

Las membranas semipermeables son particularmente relevantes en Bio-
logia y Quimica debido a que limitan el transporte de masa, separando solu-
ciones acuosas de distinta concentracién de solutos y por tanto de diferente
potencial quimico; de ahi que se recurra a la Afinidad para describir los pro-
cesos de transporte masico que ocurren con su entorno.

La presencia de la membrana da lugar, por ejemplo, al llamado potencial
de membrana (ley de Nernst) en el que diferentes concentraciones de iones
(calcio o potasio entre otros) se encuentran en el medio intracelular y en el
medio extracelular. Estas condiciones brindan un soporte energético a las
células que sirve para regular los efectos de cambios repentinos en las condi-
ciones medioambientales del organismo completo.

Sin embargo, existen moléculas para las que la membrana celular no juega
un papel tan restrictivo, como es el caso de la molécula de agua. Debido a
que las membranas permiten la difusién, practicamente libre de las molécu-
las de agua en ambas direcciones, una célula no gana ni pierde agua por lo
que sus flujos de masa se balancean. Pero como se mencioné anteriormente,
puede ocurrir que se modifiquen las concentraciones relativas de solutos en-
tre el interior y el exterior celular y por ende se induzcan flujos de solvente
a través de la membrana en alguna direccién preferencial, dependiendo del
valor (positivo o negativo) que la Afinidad quimica adquiera. De aqui que
cuando el potencial quimico del solvente extracelular ps es mayor que el po-
tencial quimico del solvente intracelular p, es decir si s > puq, entonces la
Afinidad quimica serd positiva (A > 0) y el flujo de solvente serd del exte-
rior celular hacia el interior (hipotonicidad). Por el contrario, si el potencial
quimico del solvente extracelular ps es menor que el potencial quimico del
solvente intracelular p;, es decir si us < p; entonces la Afinidad quimica
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serd negativa (A < 0) y el flujo de solvente serd del interior celular hacia el
exterior (hipertonicidad).

Estos procesos difusivos son centrales para las células puesto que condicio-
nan su existencia y ponen en evidencia su sensibilidad ante el microambiente
que las rodea. Lo anterior puede ser observado en los Glébulos Rojos cuando
son dispuestos en un medio con diferentes concentraciones de solutos, ya que
emergen flujos de solvente que modifican su morfologia. Ver Fig.(1.3). Cuan-
do los RBCs se inmersionan en una solucién con menor, o nula, concentracion
de solutos (solucion hipotdnica) se expanden hasta reventar por ingreso de
solvente, mientras que al ser inmersos en una solucién con alta concentracién
de solutos (solucion hipertonica) se contraen hasta colapsar por egreso de
solvente. Ver Fig. (1.3).

1.1. Liposomas o Vesiculas Artificiales.

Los procesos que ocurren en el entorno de las membranas bioldgicas, don-
de la regulacién de los flujos de materia y energia se realiza en escalas es-
paciales y temporales propias, pueden estudiarse experimentalmente usando
estructuras lipidicas en forma de capsulas cerradas que se les conoce con
el nombre de Liposomas o Vesiculas Artificiales. Consisten de membranas
esféricas semipermeables que aislan femtolitros de material[11], con la ca-
pacidad de portarlo, y de actuar como compartimentos biomiméticos que
asemejan células vivas[17], al menos en algunas de sus funciones.

Fueron reportados por primera vez a mediados de los anos sesenta por
Bangham et al.[34] (Ver (II) en Fig.1.1), y han sido usados ampliamente
como sistemas modelo para el estudio de procesos celulares como la endoci-
tosis, la exocitosis y la fusion celular. Ver Fig.(1.2). O bien, empleados como
microreactores en el estudio de reacciones quimicas en espacios geométricos
confinados[25]. También se han reportado para estudiar las propiedades di-
fusivas de las membranas ya que bajo ciertas condiciones fisicas se forman
dominios irregulares [11][24] sobre ellas, que servirfan como indicadores de la
presencia de ciertas moléculas.

Los Liposomas o Vesiculas Artificiales constituyen sistemas de micro-
nano contenedores idealmente adaptados para aislamiento, preservacion, con-
trol y transporte de pequenos niimeros de moléculas[25] como DNA | proteinas
o medicamentos. Ver Fig. (1.4). Se clasifican con base en su tamano y mor-
fologfa[17]. Ver Fig.(1.5).
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Las Vesiculas Unilamelares Pequenas (SUVs) y las Vesiculas Unilamela-
res Largas (LUVs) se emplean en productos cosméticos y alimenticios aun-
que también en farmacologia, donde un problema central en el suministro de
farmacos consiste en forzar el paso de moléculas o genes a través de la mem-
brana celular[13]. Por su parte, las Vesiculas Unilamelares Gigantes (GUVs)
se usan como microreactores y como modelos de investigacién en biologia
celular y en el origen de la vida (e.g. microcompartimentacioén, exocitosis,
sintesis mRNA, transcripcién DNA)[18], ademés de resultar buenos modelos
para investigar las principales caracteristicas en la formacion, desarrollo y
colapso de poros transitorios [13],[12],[35],[10].

Figura 1.4: Vesicula Unilamelar Gigante (GUV) bajo microscopio de fluores-
cencia. (A) GUV flacida. Se muestra una GUV con una tensién superficial
casi nula que permite evidenciar fluctuaciones térmicas. (B) GUV tensa. Se
ilumina por decenas de minutos la GUV lo cual eleva la tensién de superficie
hasta que aparece completamente esférica y tensa. La barra blanca corres-
ponde a 10 micrémetros. Imagen tomada de [15].

Existen diferentes técnicas para hacer Vesiculas Artificiales[17][24] en un
laboratorio, y se emplean diferentes métodos para provocar la ruptura de
su membrana y estudiar con ello la evolucién de los poros transitorios. Por
ejemplo, los métodos Opticos consisten en iluminar intensamente una molécu-
la embebida en la bicapa lipidica y con ello provocar un aumento en la tension
superficial que causa la ruptura de la membrana, mientras que los métodos
eléctricos aplican una diferencia de potencial que provoca la aparicién del
poro. Por su parte, los métodos mecanicos pueden emplear una micropipe-
ta para provocar la ruptura[35], o bien, una superficie plana y rigida donde
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se adhiere la Vesicula[13][12]. Por su parte, el método quimico mds sencillo
que se emplean para estudiar la dinamica de los poros transitorios en Li-

posomas consiste en aumentar la tension de la membrana mediante dsmosis
[11][10][23][24].

Suv Luv GUV Multilamellar Multivesicular
<100 nm 100-1000 nm >1 pum

Bicapa Lipidici )

Molécula fosfolipidica

Figura 1.5: Vesiculas Unilamelares de diferentes tamanos y morfologias. Ima-
gen modificada de [17]. Las vesiculas que tienen un tamano menor a los cien
nanémetros se llaman vesiculas unilamelares pequenas (SUV's < 100nm). Le
siguen aquellas menores a una micra, llamadas vesiculas unilamelares largas
(100nm < LUV's < 1000nm). Y finalmente las vesiculas unilamelares gi-
gantes son aquellas mayores a una micra (1um < GUV s). También pueden
encontrarse en arreglos autocontenidos (Multilamelares) o encapsulamien-
tos multiples (Multivesicular). La frontera de las vesiculas, en el caso més
sencillo, consiste de una membrana semipermeable (bicapa lipidica) consti-
tuida dnicamente por moléculas fosfolipidicas de aproximadamente 5nm de
grosor|[3].

En la literatura existen algunos modelos tedricos[8][9][7] y experimentales
[15][10][11][24][23] que estudian la dindmica de Liposomas sujetos a fuerzas
mecanicas y quimicas de donde emergen cascadas de poros. Todos los mode-
los coinciden en que el perfil de los poros transitorios inicia con un drastico
crecimiento hasta que alcanza un radio maximo, en un tiempo muy corto, y
luego decrece en un tiempo mas largo para finalmente colapsar. Ver Fig.(1.6).
Los principales modelos al respecto se introducen brevemente en los subse-
cuentes parrafos y se discuten en el cuarto capitulo.

1.1.1. Poros transitorios por tension mecanica

Se ha reportado la visualizaciéon de poros transitorios en vesiculas artifi-
ciales de entre 10 y 100 micréometros de radio cuando son tensadas, ya sea
por adhesion a una superficie o por intensa iluminacién de la membrana en
presencia de pruebas fluorescentes embebidas en ella[12][13](2000)[15](2003).
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Uno de los primeros modelos para describir la dindmica de los poros tran-
sitorios fue introducido por Brochard-Wyart et al.(2000)[13] y consiste de
un sistema de dos ecuaciones acopladas que describe la evolucién del radio
del poro r y del radio del Liposoma R, en términos tanto de las tensiones de
superficie ¢ y borde v como de las viscosidades del fluido 79 y de la superficie
72, asi como del grosor de la membrana d:

dR 1 (25
2n— = — (o1 — ArRP— = — | = 1.3
-1 i ()
Brochard-Wyart y colaboradores, encontraron que la dindmica de los po-
ros transitorios se subdivide en cuatro pasos. Comienzan con la formacién de
un poro cuyo crecimiento exponencial cesa cuando alcanza un valor maximo,

para dar paso a un cerrado lento y finalmente al colapso total del mismo. Ver
Fig. (1.6).

(1) V4=0.9tm/s

3 @

pore radius (um)
~

pore radius

i %

0 (IV) Ve=9umis g

0 1 2 3 4
time (s)

Figura 1.6: Izquierda.- Simulaciones numéricas del comportamiento del radio
del poro para una tensién de linea constante y para diferentes valores iniciales.
Derecha. - Resultados experimentales para el radio del poro muestran cuatro
etapas en la dinamica de los poros transitorios.

Otro modelo, que se deriva del formalismo de la termodindmica irrever-
sible de Onsager, de ahi su consistencia, es el presentado por Martinez et
al.(2015)[[7]]. En él se explica la formacién y el crecimiento de un poro tran-
sitorio cuando se genera por fuerzas fisicas, elasticas e hidrodinamicas, que
no requieren de la presencia de proteinas|7]. Dicho modelo considera que el
que el potencial quimico es igual en todo punto, y permite deducir un sis-
tema acoplado de ecuaciones diferenciales de primer orden, en términos de
la viscosidad de la solucion 7, del radio caracteristico del poro 7y, asi como
en términos de las tensiones de superficie y de borde (7,7), que describe la
evolucién temporal del radio de la membrana R y del radio del poro r:
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[\

dr _ T B r

rons o = (ar—v)ﬁ —2(20—RAp)E (1.4)
dR - - r?

TOUSE = —2(26 — RAp)r + (or — v)ﬁ (1.5)

La solucién numérica de las ecuaciones (1.4) y (1.5) se muestra en la Fig.(1.7).
Si bien el modelo es consistente con los valores experimentales reportados en
la literatura, y todos sus parametros tienen un claro significado fisico ademas
de que pueden ser medidos de forma directa, el modelo no considera la evo-
lucion pulsatil que un Liposoma manifiesta cuando se dispone en 6ésmosis, es
decir, no considera explicitamente la fuerza quimica que causa poros transi-
torios.

=15 ©
b s
204 o Z 10
= 0.5
202 b 0.0
T Y0 1 2 3 4 35 6 7
= 5015 (A
3
19.8 :E 0.10
= 005
196 < 00
o0 12 3 4 5 6 7

s T t[s]

Figura 1.7: (a) Formacién, crecimiento y colapso de un poro transitorio, (b)
disminucién volumétrica del Liposoma. Durante el proceso de evolucién tem-
poral del radio del poro y del radio de la membrana, la (c) tensién superficial
y la (d) diferencia de presién caen abruptamente con la apertura del poro,
mientras que durante el colapso del poro se incrementan hasta aproximada-
mente un cuarto de su valor inicial.[7]

Las ecuaciones anteriores gobiernan la dinamica de apertura-colapso de
un poro transitorio en una vesicula esférica pero, a diferencia del modelo an-
terior (Brochard-Wyart et al.[13]), éstas contemplan una diferencia de pre-
sién hidrodinamica Ap que se expresa en los acoplamientos de los términos
cruzados de sus ecuaciones.

1.1.2. Poros transitorios por estrés ésmotico

Un modelo tedrico que predice la formacién de poros transitorios por
estrés osmatico en Liposomas se debe a Levin[8] e Idiart[9], quienes extendie-
ron el modelo de Brochard-Wyart y colaboradores al considerar la diferencia
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de concentracion de la solucién Ac, la permeabilidad de la membrana P y su
area A. De aqui que la dindamica entre el radio del Liposoma R, el radio del
poro 7 y la concentracién de la solucion ¢ se da de acuerdo con el sistema de
ecuaciones

dr 2
dR 13 (25 PA
ATR?>— = = —A 1.7
T 3, (R) e (1)
41 od PA
%R?’d—j S A (1.8)

donde 7,, es la viscosidad de la membrana, & es la tensién de superfice, v es
la tensiéon de borde, 7, es la viscosidad de la solucién y p es la densidad de
la solucién.

0,04
PHYSICAL REVIEW E 69, 061922 (2004)
0,02 0. T T T T
0,00 4—1 04
03 B
0,04 = Fog |
T
0,02 02~ \\L"*\._N ]
I W

0,00 —J (1S i

T T T T J
0,0 0,1 0,2 03 04 0,5

r/'R

t(s) o T

Figura 1.8: Izquierda.- Radio del poro como funcion del tiempo para Vesiculas
de 500 nm con una concentracion inicial de solutos de ¢y = 0,19M. Derecha.
Decaimiento de la concentraciéon como funcién del tiempo. Ambas graficas
tomadas de [8][9](2004).

Estas ecuaciones describen la dindamica de poros transitorios en vesiculas
esféricas, y difieren de los modelos presentados previamente en el hecho de
considerar la transferencia de masa por 6smosis. Esta nueva consideracion, el
efecto fisico de la 6smosis, se refleja en la ecuacién para la concentracién de
solvente (ec.1.8) y en el segundo término del lado derecho de la ecuacion (ec.
1.7), lo cual indica que la conservacién de masa esta acoplada con la ecuacién
del radio de la vesicula e indirectamente, via la tensién de superfice, con el
radio del poro. Levin[8] e Idiart[9] encuentran que existe una dependencia



1.1. LIPOSOMAS O VESICULAS ARTIFICIALES. 13

entre la concentracion interna del soluto y el tamano de la vesicula que per-
mite que el sistema evolucione y se mantenga sin poro, o bien, que de paso
a la nucleacién de un poro de corta o larga duracion.

Experimentos més recientes, llevados a cabo por Peterlin et al.[38](2012),
Rangamani et al.[11](2014) y Chabanon et al.[10] (2016), entre otros, confir-
man que cuando las vesiculas unilamelares gigantes (GUVs) son inmersas en
una solucién hipotoénica responden al gradiente osmotico con una secuencia
ciclica de eventos de hinchamiento y ruptura[10]. Ver Fig (1.9).

Tense Rupture Flaccid
A . Flaccid B

1500 2000

500 1000

2
DO“‘varvv'vv v v
"

v v b hd
0.15 1
[=1
o ) 1
lipid membrane
0.0s | J w 1

® . ® solute (sucrose)

Rupture

_: solvent flux (water) 0 500 1000 1500 2000
t(s)

Figura 1.9: Una Vesicula Unilamelar Gigante (GUV) que contiene solucién
azucarada (200mM) exhibe ciclos de hinchamiento y ruptura bajo condiciones
hipoténicas. (A) Las flechas punteadas representan el flujo de solvente a
través de la membrana lipidica, mientras que las flechas continuas representan
el flujo de solucién expulsado a través del poro transitorio. (B) Micrografia de
una GUV hinchada (izquierda), con un poro transitorio (en medio) y sellada
(derecha). La barra de escala representa 10um. (C) Evolucién tipica del radio
de una GUV durante los ciclos de hinchamiento y ruptura.

La apertura del poro estd indicada por triangulos rojos. Durante la fase de
hinchamiento el radio de la GUV crece continuamente y cae abruptamente
durante los eventos de ruptura. En el estado hinchado, la presion osmotica
y la tensién de la membrana aumentan debido al flujo entrante de agua.
Durante la etapa de ruptura se expulsa solucién a través del poro, la presion
y la tensién superficial se relajan. Imagen tomada de [10].
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De acuerdo a [10][11], los ciclos de hinchamiento y ruptura de una GUV
que contiene solucién azucarada (200mM) bajo condiciones hipoténicas, mues
tran que su radio evoluciona tipicamente como en (C) de la Figura (1.9) por
lo que sus ecuaciones son de la forma

d 2
27r—T T

i m(@"—’ﬂﬂ%(ﬂ (1.9)

dR r3 Pv A 20 PA
ATR?>— = : = kyT'N 4\ 1.10
G (3775 * k;bTNA> ( R> T TN, T Nade) o (110)

4_7TR3dC _ cPrA (_2_5) ( wr? cPA

g - - JoTNAAC (111
3 dt kINi\ R Rk, TN, k;bTNA>” vTNade (L11)

donde 7,, y ns son las viscosidades de la membrana y de la solucién, res-
pectivamente, h el ancho de la membrana, C' un pardmetro geométrico, P
la permeabilidad de la membrana, v, el volumen molar del solvente, A el
area de la membrana, kTN, la energia molar, y £(¢) una fuente de ruido
de promedio cero y que satisface (£(¢)&(t)) = 2(hny, + Cnsr)kpyTo(t — t') de
acuerdo al teorema de fluctuacién-disipacion[10].

Si bien este modelo es mas elaborado que los anteriores, existen un par
de inconsistencias en su formulaciéon (ver Cap.5) que nos indican la posibi-
lidad de existencia de un modelo més general para describir las oscilaciones
osmoticas en Liposomas, cosa que logramos en este trabajo. El interés en
entender esta fenomenologia radica en que la respuesta que los Liposomas
manifiestan ante el cambio en la quimica del fluido circundante puede ser
empleada para desarrollar sistemas de suministro y liberaciéon de moléculas
con base en aprovechar la quimica local de los alrededores.

Lo que resta de este trabajo consiste en deducir, a partir del formalis-
mo que brinda la termodindmica, un modelo general para las oscilaciones
osmoticas a partir del cual es posible derivar los modelos presentados en esta
seccién. Ver Capitulo 5. En el capitulo siguiente, Capitulo 2, se desarrolla
el formalismo termodindmico de sistemas pequenos que permite deducir, en
el Capitulo 3, un sistema de ecuaciones que describen la evolucién de un
Liposoma dispuesto en ésmosis.



Capitulo 2

Termodinamica irreversible de
sistemas pequenos.

Los intereses cientificos y tecnoldgicos actuales, entre los cuales pode-
mos destacar la ingenieria molecular y la nanomedicina, han impuesto la
necesidad de extender los métodos de la fisicoquimica y la termodindmica a
escalas de longitud submicrométricas y nanoscépicas|2|. El entendimiento y
la descripcion de los fenémenos naturales que ocurren en dichas escalas de
longitud requiere, con frecuencia, trabajar con la presencia de fluctuaciones
de las variables fisicas que caracterizan al sistema. El formalismo de la re-
cién publicada Termodindmica Irreversible de Sistemas Pequenos (TISP)[1],
una teorfa de regresiéon no-lineal para las fluctuaciones alejadas del equi-
librio (que permite deducir ecuaciones cinéticas de sistemas mesoscépicos
sujetos a la accién de fuerzas externas), da cuenta de la amplia serie de
efectos y mecanismos que tienen lugar en la convergencia de las dinami-
cas microscépica y macroscopica de los sistemas fisicoquimicos. Al tiempo
que permite deducir un conjunto acoplado de ecuaciones no-lineales que go-
biernan la dinamica del proceso en cuestion. En la literatura se encuentran
algunas de sus primeras aplicaciones: plegamiento-extensién de moléculas in-
dividuales de ARN[19][20], dindmica de translacién de motores moleculares
(tipo cinesina)[21][22] y apertura-colapso de poros en vesiculas|7].

En la siguiente subseccién se presenta la derivacién general del criterio
evolutivo que permite describir la dindmica de una Vesicula Unilamelar dis-
puesta en 6smosis bajo los principios de la TISP [1].

15
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2.1. Descripcién entrépica.

Todo sistema termodinamico se describe por un nimero de parametros
fisicos conjugados, intensivos {¥,} y extensivos {Y,}, llamados variables ter-
modinamicas que, en general, se relacionan mediante ecuaciones de estado
del tipo

X =x(U1, Uy, .., U, Y1, Y5, ....Y,) =0,

con ¢ = 1,...,n. El nimero de variables que describen al sistema es la di-
mensién del espacio de estados, es decir, el conjunto de todas las configura-
ciones posibles. De manera que para el caso de un sistema termodinamico
homogéneo, a temperatura T, energia F, entropia S, presién p, volumen V,
potencial quimico molar p; y nimero de moles de k— especies quimicas ny ,
la ecuaciéon de estado asociada estd dada como

X(T,E,S,p,V, g, ng) EE—TS+pV—Zuknk =0, (2.1)
k

de donde es posible obtener la minima cantidad de energia que todo sistema
termodinamico tiene a cierta temperatura superior al cero absoluto

TS:E—l—pV—Z,uknk. (2.2)
k

La ecuacién anterior permite derivar una formulacién entrépica del sistema
termodinamico en cuestion al relacionar la energia termodinamica E con las
energias disponibles para realizar trabajo, las energias libres de Landau €2 y
de Gibbs G, respectivamente

QE—pVZF_ZMknk N GEZMW’“:F+pV’ (2.3)
k K

ambas definidas como las transformadas de Legendre de la energia libre de
Helmholtz (F' = E — T'S), por lo que calculando su diferencial se tiene

dQ = —SdT — pdV — Y " mydpy, dG = —SdT + Vdp + Y _ ppdny,
k k

y
(2.4)
lo que permite escribir la diferencial de (2.2) como
TdS = dE + SdT + pdV — Y ppdny — Vdp + > npdpy, (2.5)
k k

que es una forma general para expresar la diferencial de entropia de cualquier
sistema termodinamico

TdS = dE — dF(T,V,ng) — dG(p) — (). (2.6)
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La ecuacion anterior permite definir la energia libre total T como la suma de
las energias libres de Helmholtz F'; Gibbs G y Landau {2

T =F(T,V,ng) + G(p) + ), (2.7)
por lo que los cambios en la entropia seran de la forma
TdS =dE — dYX(T,V,ng, p, pix)- (2.8)

De acuerdo a la primera ley de la termodinamica la diferencial de la
energia interna es

dE = 06Qyey + OWyey = TdoS + 0Wyey. (2.9)

Por su parte, la segunda ley de la termodinamica establece que todo proceso
espontaneo que tiene lugar en un sistema aislado transcurre de forma tal
que incrementa la entropia del sistema, por lo que el incremento total en su
entropia es de la forma [5]

dS = d.S + diS = %Q +d;S. (2.10)

Es decir que el cambio total de la entropia de un sistema no aislado posee
dos contribuciones, una debida a intercambios (reversibles) de entropia con
el entorno (d.S) y otras originadas por la irreversibilidad intrinseca de los
procesos de transporte internos al sistema debido al cambio de condiciones
externas (d;5). Lo anterior conlleva a escribir la ecuacién (2.8) como

Td;S = 0Wyew — dY(V, 1y, p, i) > 0. (2.11)

Se obtiene asi un criterio general para la evolucién de un sistema termo-
dindmico, es decir, una expresion general para la segunda ley que relaciona el
trabajo (5W€mt = 0Ws) que el entorno realiza sobre el sistema, con la energia
libre (dY = Y1) que tiene el sistema para responder. Ver Fig. (2.1)

Dado que todo sistema termodindmico puede ser caracterizado, de forma
general, en términos de sus variables extensivas ({Y;}) e intensivas ({¥,}) que
corresponden a la aplicacion de fuerzas termodinamicas externas, entonces
el trabajo externo 0W queda definido [1] como

q
oW = W;dy;. (2.12)

J=1
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dWZ leS — dW2 - le > 0

’_T

frontera (T, D, V, U, n)

Figura 2.1: Sistema (7, p, V, u,n) globalmente cerrado y compuesto por dos
subsistemas (interior y exterior) que interactian entre si transportando ma-
teria y energia a través de una frontera, de acuerdo al criterio evolutivo dado
por la segunda ley.

A su vez, en todo sistema termodinamico la energia libre total () es una
funcién homogénea de primer orden de las variables extensivas ({Y;/}), por
lo que su diferencial sera de la forma

q 9
dr =Y (ayj/) dY; (2.13)

j'=1

Las dos expresiones anteriores (2.12 y 2.13) permiten escribir la diferencial
de la entropia debida a procesos irreversibles (2.11) de la forma

cid oY

Td;S = V.dY;, — —dY 2.14
g Z( i~ ) >0 214
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2.2. Produccién de entropia

Dado que interesa conocer la evolucién temporal del sistema, se procede
a expresar la variaciéon temporal de la diferencial de la entropia debida a
procesos irreversibles

d;S 1 or\ dy;
T—— = — U, —— ) L =-X". 2.1
dt Z(” 8Yj) dt Ld>0 (2.15)

J
relacién que expresa la evolucién temporal de (2.14). De ella es posible

reconocer que los acoplamientos de regresion no-lineal de las fuerzas termo-
dinamicas del sistema estan dados como

oY

t f— .= — - —_— —

X =Y x=-3 (v ayj). (2.16)
J j

Dichos acoplamientos causan los flujos generalizados que, en primera aproxi-

macién, pueden suponerse como proporcionales a las fuerzas que los causan

[5, 7, 19]

dy; ! - oY
izzd_t] = — Z Ljp Xy = — Z Ljk (‘I’k— G_Yk) =-L-X, (2.17)
j 7,k=1

J,k=1

donde L = L;j, es una matriz simétrica llamada matriz de coeficientes de On-
sager que caracteriza la movilidad de las moléculas del sistema y que acopla
las diferentes dinamicas existentes de acuerdo al principio de LeChatelier-
Braun (ver Subseccién 3.5).

Al reescribir la ecuacién (2.15), considerando (2.17) y (2.16) , se obtiene
una expresion bastante general para escribir el criterio evolutivo

diS ¢ oY oY :
jik=1 J

jk=1

Es importante observar que la ecuacién anterior (2.18) es un polinomio
(entrépico) tal que cuando los acoplamientos de las fuerzas termodindmicas
se cancelan es porque se ha alcanzado el equilibrio termodinamico

d;S o - or B eq  [OT
T =0 & &a= (‘P 8Yj>eq‘9 H ‘I’j‘<8Yj

(2.19)
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2.2.1. Matriz de coeficientes fenomenoloégicos

La ecuacién (2.18) indica que la produccién de entropia es una forma bi-
lineal (cuadrética en todos los acoplamientos) de las fuerzas termodindmicas
27][p.150], por lo que

Liw Lip ... Lin| | Xy

d;S Loy Loy oo Lon| | X

T2 =X X . XD T T 0 220)
Lot Ly oo Lon| | X,

es decir, la forma cuadrética (7'd;S/dt > 0) tiene valores positivos para cada
vector distinto de cero X € R™. Por lo tanto, la matriz de coeficientes L es
simétrica y definida positiva si y sélo si todos sus eigenvalores son positivos,
esto es, la matriz es semi-definida y es invertible[36].

Una condicién necesaria y suficiente para que la produccién de entropia
sea definida positiva d;S/dt > 0, de acuerdo con la segunda ley, es que todos
los menores principales de la matriz L sean no negativos[27]

Lj;  Lij

Li; Li| Ljj Lk — LjkLij > 0. (2.21)

Esta condicién permite obtener las siguientes relaciones entre coeficientes
principales y coeficientes cruzados

ijka > ijij7 (222)

donde, de acuerdo con el principio de reciprocidad [5], los coeficientes cruza-
dos cumplen las relaciones de simetria

Finalmente, las unidades de la matriz de coeficientes L dependen de las
unidades de los flujos y de las unidades de las fuerzas correspondientes, de
acuerdo a

5]
(L] = X, (2.24)
por lo que la matriz depende de las caracteristicas propias que las fuerzas y
los flujos tengan en cada caso en particular, como veremos al final del capitu-
lo siguiente.
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La descripcion termodinamica explicada en este capitulo puede aplicarse
a sistemas fisicoquimicos y bioldgicos pequenos. De hecho, en los casos en
que los sistemas se encuentran fuertemente influenciados por las fluctuaciones
térmicas o por agentes estocdsticos externos, la descripcion presentada puede
generalizarse al considerar que las ecuaciones de evolucién deducidas, Ecs.
(2.17), se ven afectadas por términos de ruido aditivo o multiplicativo, segin
sea el caso. Este tipo generalizacién fue introducida en la referencia [19] en el
caso del estudio del estiramiento de moléculas individuales de ARN por medio
de pinzas 6pticas. Sin embargo, es conveniente recalcar que existen sistemas
termodindmicos pequenios, como los liposomas y los poros transitorios que
surgen en sus membranas, en los que los efectos térmicos son despreciables y,
por lo tanto, para los cuales el nivel de descripcién dado por las Ecs. (2.17)
es mas que suficiente. Esto se demostrara, en forma explicita, en el capitulo
siguiente.
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Capitulo 3

Termodinamica irreversible de
vesiculas osmoticas.

El interés en el estudio de sistemas termodinamicos acoplados con su en-
torno radica en comprender los procesos de transporte de masa y energia en
situaciones fuera de equilibrio bajo la convergencia de dinamicas macroscopi-
cas y microscopicas. Algunos de esos procesos, pueden ser estudiados median-
te estructuras lipidicas artificiales llamadas Liposomas o Vesiculas Unilame-
lares (UVs) que consisten de membranas esféricas que aislan femtolitros de
material con la capacidad de portarlo.

En su version més simple, un Liposoma esta constituido por una bicapa
lipidica esférica de radio R [p-m] caracterizada por una tensién superficial &
[N- m™!] y una permeabilidad molar ¢ [m-s~'mol J~!]. Ver Fig.(3.1) Dicha
membrana lipidica se puede modificar debido a que sobre ella pueden actuar
fuerzas fisicas que, por ejemplo, hagan emerger momentdneamente aperturas
circulares de radio r [u - m| (poros transitorios) que se caracterizan por una
tensién de borde 4 [pN].

Durante el proceso de oscilaciones osmdticas, ver Fig.(1.9), la ruptura de
la membrana y la consecuente formacion de un poro causa que la tension
superficial y la presién disminuyan stbitamente[7], pasando de los valores
criticos antes de la ruptura a valores muy cercanos a cero después de ella.
Ver Fig. (1.7). Sin embargo, la propiedades anfifilicas de la membrana hacen
que la existencia del poro sea inestable y contribuyen a que colapse, evi-
tando exponer su interior hidrofébico, y evolucionando a una configuracion
energéticamente favorable[3] [p.571] en la cual la tensién superficial comienza
a restablecerse hasta que el poro colapsa. Ver Fig.(1.9)

23



24CAPITULO 3. TERMODINAMICA IRREVERSIBLE DE VESICULAS OSMOTICAS.

Figura 3.1: Esquema de un Liposoma o Vesicula Unilamelar de radio R y en en
cuya superficie existe un poro transitorio de radio r. La bicapa lipidica esférica
estd caracterizada por una permeabilidad p y por una tensién de superficie
o y de borde 7. La soluciéon encapsulada posee n; moles que ocupan un
volumen V;. El sistema global es cerrado (T,p,V, i, n) y estd compuesto por
dos subsistemas (interior y exterior) que interactian entre si transportando
materia y energia a través de una frontera, de acuerdo al criterio evolutivo
dado por la segunda ley. Ver ec.(2.14). Las flechas azules punteadas indican
el flujo de solvente, mientras que la flecha azul continuo indica la solucion
expulsada por el poro.

La accién de fuerzas épticas, mecanicas, eléctricas y/o quimicas sobre la
membrana lipidica puede originar poros transitorios si la intensidad de las
fuerzas sobrepasa la tensiéon maxima que la membrana puede soportar. En el
caso de las oscilaciones osmodticas en Liposomas, las fuerzas quimicas y las
fuerzas mecdanicas se acoplan entre si para evolucionar entre estados energéti-
camente favorables, condicion que implica el transporte de una pequena parte
de la solucién hacia el exterior y de otra parte de solvente al interior.

3.1. Criterio evolutivo.

Uno de los principales objetivos de la termodinamica es estudiar las le-
yes que regulan el intercambio de energia y masa entre sistemas, siendo de
particular interés los sistemas quimicos y biolégicos donde los procesos irre-
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versibles y los acoplamientos sistema-entorno son ubicuos [2].

La Termodinamica Irreversibles de Sistemas Pequenos|1] describe los fendme-
nos naturales a partir del criterio evolutivo dado por la segunda ley y expli-
cado en el capitulo anterior. Por lo que, partiendo de la entropia como una
funcion de estado, homogénea y de primer orden de las variables extensivas
{Y;}, se tiene que

st = 5013 = 3 (5 ) %

j=1

expresion que contiene la maxima informacion disponible del sistema. Cuando
la entropia S solamente es funcién de la energia E, el volumen V' y el niimero
de particulas ny, es decir, cuando es de la forma

S = S(E,V, nk),

su diferencial resulta en la expresién

ds = (gg) +(§_‘€)E, dv + Z(m) dny,. (3.1)

Esta expresion permite reconocer que las derivadas de la entropia respecto
a las variables extensivas (energia, volumen y moles) estan definidas de la
forma usual

Ly _ (95 OF 05 e (95
T) \0E),,’ T WV )y T ) \om/)p,
expresiones que permiten escribir la conocida ecuacién de Gibbs [5, 2]

q
TdS = dE +pdV = judny, (3.2)
k=0

la cual a su vez puede escribirse en términos de la energia libre de Helmholtz
TdS = dE — dF(V,ny). (3.3)

Para procesos irreversibles la diferencial de entropia se debe tanto a in-
tercambios con el exterior (d.S) como a la produccién interna (d;S), i.e., es
de la forma [5, 2]

ds =d. S+ d;S. (3.4)
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Por su parte, la primera ley de la Termodindmica permite escribir la dife-
rencial de energia en términos del calor reversible y en términos del trabajo
reversible realizado sobre el sistema

dE = 6Q + 0W = T'd.S + 6Wie. (3.5)

Al considerar las dos expresiones anteriores (3.5) y (3.4) en la ecuacion (3.3)
se obtiene una expresién entropica muy general

q
TdiS = 6Wyeo + pdV = > pugdny, > 0, (3.6)
k=0

que relaciona los cambios de la entropia debida a procesos irreversibles (d;.S)
con el trabajo externo (5Wrev = SW) realizado sobre el subsistema y con la
fuerza con la que el subsitema responde a su exterior, proporcional al cambio
de su energfa libre (dF), por lo que escrita en forma mas simple resulta

Td;S(E,V,ng) = 6W(E) — dF(V,n;,) > 0, (3.7)

siendo la segunda ley de la termodinamica la que asigna el criterio positivo
definido que rige la evolucion del sistema termodinamico.

Obsérvese que, aunque la ecuacion anterior (3.7) es un caso particular de
la ecuacion (2.18) sigue siendo una ecuacion de gran generalidad puesto que
describe sistemas termodinamicos globalmente cerrados en los que emergen
procesos isotérmicos, isocoricos e isomasicos, razoén por lo cual es necesario
especificar tanto el trabajo externo como la energia libre de la Vesicula o
Liposoma.

Considerando que el subsistema exterior, o entorno, estd constituido tanto
por la membrana esférica y eldstica (tensién de superficie 6 y borde 7, drea
Ay y perimetro [) como por la solucién acuosa (de potencial quimico s a
presion py, volumen V5 y niimero de moles ns), entonces, el trabajo realizado
por el entorno sobre el sistema interior es

~

(5W(l, AQ, M2, 712) = ’T/dl -+ 5'dA2 -+ pgd‘/z — /,deng (38)

Por su parte, el subsistema interior consiste de una solucién acuosa (de poten-
cial quimico p; a presion p;, volumen V; y nimero de moles n;) que dispone
de cierta energia para responder ante la accion del entorno, su energia libre
de Helmholtz

dF(Vi,ny) = —p1dVy + pydng. (3.9)
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Dado que el sistema termodinamico es globalmente cerrado, su volumen
total y su nimero de moléculas son constantes

V=Vi+V,=cte y n=mnj +ny = cte

al igual que su temperatura, lo cual implica que
d‘/g = —d‘/l y dng = —dm

Por lo tanto, sustituyendo las ecuaciones (3.8) y (3.9) en (3.7) se obtiene la
produccién interna de entropia en términos de la suma de los productos de las
diferentes cantidades intensivas (7,5,Ap, Au) por lo cambio correspondientes
de sus variables extensivas conjugadas (I,A,V},nq):

d;S odb dA, dVi dnq

Esta tdltima relacién cuantifica la manera en la que las contribuciones
mecano-quimicas de solvente (padVs — podns) y las contribuciones eldsticas
de la membrana (dl 4+ ddAs), en tanto entidades externas, se acoplan con
la energfa libre de la solucién (—p;dV; + pydny) y asi evolucionan temporal-
mente bajo el criterio, positivo definido para la produccion de entropia, de
la segunda ley de la Termodinamica.

3.2. Flujos no lineales.

La ecuacién (3.10) describe la evolucién de un Liposoma dispuesto en
6smosis, es decir, expresa su producciéon de entropia en términos de las fuer-
zas y de los flujos termodinamicos, éstos tltimos, determinados por la evo-
lucién temporal del contorno del poro [, del area de la membrana A,, del
volumen de la solucién V; y del niimero de moles n;.

La forma geométrica regular del Liposoma, ver (3.1), permite reducir el
numero de variables independientes al considerar que tanto el area como el
volumen pueden escribirse en términos del radio R. Aunque esta reduccion
de variables parte de la hipdtesis de que la forma del Liposoma no cambia
apreciablemente conforme transcurre la dindamica. De esta forma, se usaran
tres variables basicas para describir la dindamica completa: r, el radio del po-
ro; R el radio del Liposoma y ¢, la concentracion de soluto.

Un Liposoma de radio R que contiene una solucién acuosa de volumen
V1, estd inmerso en otra solucion acuosa de volumen V5. El volumen V; que
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ocupa la solucién es el volumen de una esfera de radio, por lo que el flujo
volumétrico sera
Vi(R) = T D ppdf (3.11)
3 dt dt
La existencia de cascadas de poros en el Liposoma tiene como conse-
cuencia el transporte de moléculas de solucién al exterior, mientras que el
gradiente de concentracion tiene como consecuencia el transporte de molécu-
la del solvente al interior. En lo que sigue, consideraremos que este segundo
proceso tiene lugar por 6smosis a través de la membrana. Ambos flujos se
describen en términos de los moles de la solucién ny, del volumen de la solu-
cién V; y de su concentracion cq, ya que éstas cantidades fisicas se relacionan
linealmente de acuerdo con la férmula

ny = c1 Vi, (3.12)

por lo que su evolucion temporal sera

dm dV 1 dCl 9 dR 47 3 dCl
c1 + W cl( TR dt)+(3R o (3.13)

La existencia transitoria de un poro modifica la superficie del Liposoma,
de ahi que la superficie efectiva de dicha membrana esté dada por el drea de
una esfera menos el area de un poro, por lo que puede escribirse

dA dR dr
As(r,R) = 4nR* — mr?  — 2 — —2nr—. 3.14
2( ) m ™ 7 8TR o 7T7’dt ( )

Finalmente, el flujo asociado al cambio del radio del poro esta determi-

nado por

dl dr
(r) = 2mr @ (3.15)

Sustituyendo las cuatro expresiones anteriores en la ecuacién (3.10) y
agrupando, se obtiene

d; d
7% or— a2 4

dt dt
20 ,dR 4 _adc

que es la produccion de entropia de un Liposoma al ser dispuesto en ésmosis.
La importancia de la ecuacién (3.16) radica en el hecho de que explicita las
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fuerzas y los flujos termodinamicos para describir el acoplamiento mecanico-
quimico reportado previamente en la literatura [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15],
como se explicé en el capitulo inicial. La forma general

d;S
dt

expresa en términos de la suma de los productos entre los acoplamientos
de fuerzas X' y de los flujos de estado J el criterio evolutivo del sistema asf
como todos los posibles acoplamientos que pueden tener lugar en la dindmica.
Y donde los flujos quedan como

T

= X' J>0, (3.17)

J 2nr
Jr | = | 47rR?R (3.18)
Je T R3¢

Para garantizar que la produccion de entropia sea una funcién cuadrati-
ca de los acoplamientos de fuerza, se hace uso de la hipétesis de relacion
lineal entre flujos y fuerzas de la termodindmica irreversible lineal [5, 2]. De
esta forma, los flujos J termodindmicos se supondréan proporcionales a las
fuerzas X, siendo dicha proporcionalidad aquella brindada por la matriz de
coeficientes de Onsager L, por lo que [4]

J=) J=-> LyXy=L-X, (3.19)
J Jsk

donde, como se explicd en forma completamente general en el capitulo ante-
rior, L es una matriz definida positiva cuyos coeficientes L;; son entidades
que cuantifican la movilidad de los elementos del sistema asi como sus acopla-
mientos termodinamicos, ademas de satisfacer las relaciones de reciprocidad

Sien (3.17) y en (3.19) los indices son tales que j, k = {r, R, c} entonces

la produccién entrépica sera de la forma
d;S
dt

y los flujos termodindamicos se convierten en un sistema acoplado de tres
ecuaciones no lineales

T =-X,J, — XgJrp — X.J. >0, (3.20)

Jr - _Lr'r‘Xr - LTRXR - Lrana (321)

Jp = =L X, = LepXg — LanXe, (3.22)
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J, = —Leo X, — LenXg — Lo X (3.23)

Las relaciones anteriores pueden expresarse matricialmente como

J’r er LT’R ch Xr
Ja| == Lr Lrr L | |Xr|. (3.24)
Jc Lcr LCR Lcc Xc

Finalmente, al recurrir a la ecuacién (3.17) permite reconocer tanto los
flujos J como las fuerzas termodindmicas X, por lo que la ecuacién anterior
(3.24) resulta de la forma

omi L, Loz Ly Gr — 75
47TR2R = — LRT LRR LRC . Ap — QE& — CA/L (325)
%RP’C Lcr LCR Lcc —A/L

que, expresado como sistema de ecuaciones, permite evidenciar visualmente
el acoplamiento entre todas las fuerzas con todos los flujos

27% =L, (67 —7) — L. (Ap - QEU - cA,u) — Lyo(—Ap) (3.26)
d 20
47TR2d—}: = —Lp, (67 —7%) — Lgr <AP - Ea - CAM) — Lpe(—Ap) (3.27)
A _.dc _ _ 20
? E - _LCT (O-T - /7) - LCR <Ap - E - CAM) - Lcc(_AM) (328>

La generalidad de las ecuaciones cinéticas (3.26), (3.27) y (3.28) que se
han derivado a partir de la Termodinamica Irreversible de Sistemas Pequenos

permite derivar, al simplificarse, modelos previos reportados en la literatura
7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 15]. Ver Capitulo 5.

3.3. Fuerzas termodinamicas.

Las fuerzas son la causa del movimiento. En este caso, las tensiones
mecanicas y las afinidades quimicas son las fuerzas involucradas que se aco-
plan entre si para causar los flujos no lineales (3.26), (3.27) y (3.28) que
originan la dindamica del Liposoma dispuesto en 6smosis. Para completar la
descripcion es necesario analizar el contenido fisico de las ecuaciones (3.25)
para conocer la forma especifica de las fuerzas y sus acoplamientos.
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3.3.1. Presion hidrodinamica

La curvatura de la membrana tiene por definicion una energia libre de
exceso sobre unidad de drea que genera una diferencia de presién entre el in-
terior y el exterior del Liposoma. Es bien sabido que en equilibrio mecénico
dicha diferencia cumple con la relacion de Laplace, expresada en términos de
la tensién de superficie. Sin embargo, dado que el proceso que se desarrolla
estd, en general, alejado del equilibrio, es necesario determinar una expresion
concreta para la diferencia de presién hidrodinamica en funcién de los flujos
hidrodinamicos que se establecen cuando emergen los poros transitorios; lo
cual se hace a continuacién.

Una de las principales aplicaciones de la termodinamica de procesos irre-
versibles consiste en la derivacion de las ecuaciones de la hidrodindmica de
fluidos viscosos, lo que constituye una prueba de peso sobre la validez y el
alcance de dicha teoria [2, 5]. En particular, se pueden deducir la ecuacién
de conservacién de momento para un fluido viscoso[2]

p(O+v-V)uv==Vp+nVu+ (3 'n+n)V(V-v). (3.29)

La ecuacién anterior, conocida como ecuacién de Navier-Stokes (N-S), es
muy general y, regularmente, requiere ser simplificada para las condiciones
especificas del problema. Esto se hace a mayor detalle en el Apéndice (ver
seccién 7.1) aunque aqui se deduce brevemente, esto con la finalidad de jus-
tificar el uso de la diferencia de presién hidrodinamica, que ocurre cuando la
solucién contenida en el Liposoma es expulsada a través del poro.

Suponiendo condiciones estacionarias a bajos nimeros de Reynolds, es
decir, que los términos no lineales son despreciables, se puede reducir la
ecuacion de N-S a

0= —6.0.p+nr 10, (row), (3.30)

donde se ha expresado el operador gradiente en coordenadas cilindricas
con simetria azimutal (en 6), y se ha considerado que tanto la presién p =
p(2) como la velocidad v = v(r)k dependen de sélo de una coordenada,
respectivamente. La ecuacion anterior puede resolverse para obtener el perfil
de velocidades del flujo expulsado

r? dp
dngdz

(3.31)

y:
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Figura 3.2: Esquema de la seccién transversal de una bicapa lipidica que
separa dos soluciones quimicas de distinta viscosidad (ns y 7) y sobre la que
existe un poro de radio r por el cual se expulsa solucion quimica debido a la
existencia de una diferencia de presién fuera de equilibrio.

Esta expresion permite calcular el flujo de masa sobre unidad de tiempo
de la solucién expulsada a través del poro, es decir, el caudal de salida de la
solucién

dVi
Q= /Ps@ ) dApom = _psﬁy

donde A,,,, = mr?. La segunda igualdad, que se debe a la conservacién de
masa, permite deducir que la diferencia de presiéon hidrodindmica esta dada
por la relacion

R*dR S, dR 8n, (dV;
Ap =32, = - 7 (47r32—) S ( 1), (3.33)

(3.32)

3 dt ar3 \ dt

expresion que resulta proporcional al cambio volumétrico de la solucion en

el interior del Liposoma e inversamente proporcional al radio del poro, 73.

= Coeficiente de presion hidrodinamica.

Al sustituir la presién hidrodindmica anterior, en la ecuacién (3.27) y
agrupar del lado izquierdo de la igualdad los dos términos del cambio
volumétrico, se llega a lo siguiente:

d 20
47TR2050£ = _LRT (5'7’ — ’7) — LRR (——J — CA,M) — LRC<_A,U/>

dt R
(3.34)
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Aqui, se ha definido, para simplificar la notacién, el coeficiente adimen-
sional

Qo = (1 ~ Lpn 8”;) > 0. (3.35)

wr

Esta relacion es importante por dos razones. La primera, porque en él
esta embebida la contribucion de la presion hidrodinamica y la segunda,
porque que constrine las unidades del coeficiente principal Lrr para que
sean de la forma

3

el — 5] =[] o) (3.36)

= Términos cruzados pequenos.

Es importante observar que la presién hidrodinamica es una diferencia
de presion de no-equilibrio que cambia proporcionalmente con el cambio
del radio del Liposoma, i.e.,

dR
Ap o 47TRQE = —Lg, X, — LrrXr — Lp.X. (3.37)

de aqui que los dos términos que contienen a la diferencia de presion
Ap, en las ecuaciones (3.26) y (3.28), son de la forma

L.gpAp < —L2p X, — LygLrpXr — LypLreXe, (3.38)
LerAp o< —LepLp, X, — LerLrr X — L2p X, (3.39)

De acuerdo a (2.22), los coeficientes principales son al menos un orden
de magnitud mayores que los coeficientes cruzados (L;; >> Ljx) [4],
por lo que las ecuaciones (3.38) y (3.39), al estar multiplicadas por
coeficientes cuadraticos o bien por productos de coeficientes cruzados,
pueden considerarse despreciablemente pequenas

L.rAp << 1 y L.rAp << 1 (3.40)
= Ecuaciones simplificadas. Presién hidrodinamica desacoplada.

Por lo tanto, éstos términos no seran considerados en las ecuaciones
(3.26) y (3.27). Estas consideraciones, junto con la relacién (3.34), per-
mite simplificar el sistema de ecuaciones (3.25) al desacoplar la presién
hidrodinamica de las ecuaciones y cuantificarla en el flujo principal a
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través del coeficiente ag. Resultando que los flujos termodindmicos,
(3.26),(3.27) y (3.28), se simplifican en la forma

25
271'@ =—L.(6r—%)— L.r i cAp | — Loo(—Ap), (3.41)
dt R
dR 20
47TR2040% = —LRr(ﬁr—ﬁ)—LRR <—EO- - CAM) —LRC(—A,U,), (342)
47 _.dc 20
gRS% = —Le(0r —7%) — Ler (_E — cA,u) — Le(—Ap). (3.43)
Matricialmente se tiene
27‘-7‘" . er LT‘R Lcr or — ’7
4:7TR2050R = — LRT LRR LcR | —26R7! — CA[L . (344)
471—3_1R3é Lcr LCR Lcc _A,u

Es un sistema de ecuaciones similar a (3.25) pero simplificado debido
a la factorizacion, o desacoplamiento, de la presion hidrodinamica. La
importancia de dicha factorizacién es que impone las condiciones que
debe cumplir el coeficiente principal Lgg, esencialmente, debe conducir
a un valor del coeficiente ay mayor a cero pero menor a uno.

3.3.2. Tensiones mecanicas

Algunas propiedades geométricas y termodinamicas de las bicapas anfifili-
cas pueden ser entendidas desde un punto de vista unificado considerando
la energia libre asociada a sus deformaciones, ya sea por la compresién o
expansion de la bicapa en la direccion lateral o en la direccion normal a la
superficie, esto es, por la curvatura local de la superficie.

= Tension de superficie.

Bajo estas condiciones, la energia libre asociada a la membrana puede
ser expresada como una funcién del drea (A) y de la curvatura local de
la superficie[25]
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7 =0(A)+ kR, — [N -m™], (3.45)

donde R, es el radio de equilibrio y k. = 29.0 x 1072°[.J] la energfa de
curvatura. Para el primer término de la ecuacion anterior se estima un
valor aproximado de: o(R) &~ 107°[N - m~!]. Observando ahora que el
segundo término del lado derecho de la igualdad anterior es del orden
de kyR;? = 6.833 x 107'°[N - m™"], ya que Rey = 20.6 x 107%[m], se
puede concluir que la ecuacién (3.45) puede aproximarse como

g~oc(A) (3.46)

La tension de superficie puede deducirse de la energia de superficie F,
que se requiere para estirar una membrana. Despreciando las fluctua-
ciones térmicas en ella y suponiendo que su temperatura y su volumen
permanecen constantes [25], puede entonces proponerse que la energia
de superficie asociada a deformaciones elasticas tiene una forma anélo-
ga a la ley de Hooke:

a,
F.=F,+—(A—A,)> 4
o eq+ 2Aeq( eq) ) (3 7)

donde F, es una constante. Por lo anterior, el cambio en la energia
libre de superficie con respecto al area del Liposoma es

L (0F,\ (A-A,\ (R-R,
0= (55),, - () - (T ) e

El espesor tan pequeno de una membrana, al menos comparado con
las dimensiones del Liposoma permite aproximar a la bicapa como una
superficie bidimensional inmersa en soluciones [25].

» Tensién de borde.

Cuando la membrana se rompe y se forma un poro transitorio, emer-
ge una tensiéon de contorno que puede deducirse de la energia que se
requiere para mantener el poro abierto, cuya expresién es

Ve
Py = 25 A, (1), (3.49)
eq
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donde se considerd que esta energia elastica es proporcional al area del
poro (A, = mr?). Ahora bien, el cambio de la fuerza F., respecto del
perimetro del poro (I = 27r), resulta ser

. _OF, 0 Ve B Ve 0, o
W”_az_%m<&fa_<%m)&w”_ Re) '

(3.50)

En esta aproximacién, la tension de contorno del poro resulta ser pro-
porcional al radio del poro. Esto es consistente con el hecho de que,
al cerrarse el poro, la tensién del mismo desaparece simultaneamen-
te. Ademas, es una diferencia importante con los modelos previamente
introducidos.

3.3.3. Afinidades quimicas

Cuando la Afinidad es la diferencia de potencial quimico entre una lo-
calizacion del sistema y otra, emerge un flujo que corresponde al transporte
pasivo de materia, siempre hacia la region donde el potencial quimico es
menor. Razén por la cual la Afinidad volumétrica es

>0, sipe > i
A= Mo — b1 = § = 0, si Mo = 1 (351)
< 07 si Mo < [y

Aqui, ps es el potencial quimico de la solucién en el exterior y py es el
potencial quimico de la solucién en el interior. Y, por lo tanto, el valor de la
Afinidad A determina la direccién y la extensién del intercambio de materia
entre las dos regiones separadas por la membrana.

s Afinidad volumétrica. Relacién de van 't Hoff.

Caso en el que una solucién y un solvente estan separados por una
membrana semipermeable, que es permeable a las moléculas de solven-
te, pero impermeable a las moléculas de soluto.

Considérese un reservorio cerrado a temperatura 7', volumen V' y niime-
ro de moles n = ny + no, donde ny son los moles de la solucién 2 que
ocupan un volumen V5 a una presion po, vy nq son los moles de la solu-
cién 1 que ocupan un volumen Vj a una presion p;. Ambas soluciones
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son acuosas, binarias y no reactivas. Si las soluciones en el reservorio
estan separadas por una membrana semipermeable y todos los procesos
que se realizan son isotérmicos, entonces, su Afinidad volumétrica estd
dada como:

Av(m,pl,@) = M2(p2) - m(pl,m) >0 (3.52)

Ademas, dado que la Afinidad es una funcion homogénea de primer
order que depende de las variables termodinamicas (ps, p1, x2), se tiene

que
[ Opa (O Opiy
Ay(p2, p1,w2) = (8p2> D2 {(8}91) p1+ (0@) xg} (3.53)

donde los cambios en los potenciales quimicos respecto de las presiones
estan definidos como los volimenes molares parciales

U — O
" Ops
donde 7 = {1, 2}, por lo que
Ay = opy — V1p1 — RTln(xg) (3.54)

donde R la constante universal de los gases, T' la temperatura absoluta,
T la fraccion molar del solvente, 15 el volumen molar del solvente, p, la
presiéon del solvente, v; el volumen molar de la solucion y p; la presion
de la solucion. Observar que el ultimo término es

0 R
(8_,[;;) x9 = RTIn(xs)

Si las soluciones se encuentran en equilibrio termodinamico, todas sus
moléculas tendran la misma energia térmica independientemente de su
tamano, pero no tendran el mismo momento puesto que tienen distinta
masa, y por ende se mueven a distintas velocidades; entre mas masiva,
mayor momento. Por lo tanto, cuando los solutos se transportan en la
solucion imponen un intercambio de momento y por ende contribuyen
a que la presion se incremente linealmente con el aumento en la con-
centracién de solutos, de acuerdo a la conocida expresion deducida por
vez primera en 1885 por Van 't Hoff[5][p.246]

= RT% = RT¢, (3.55)

1
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dicha expresion de la presion osmoética es basicamente la presion de n
particulas de soluto moviéndose libremente a través de el volumen del
solvente V| siendo dicha ecuacion exacta para soluciones ideales. Por
lo anterior, los solutos que se encuentran en el interior de Liposoma
generan una presion 7 que contribuye con la presion en el interior py,
por lo que sera

pL=p2+7 (356)

De ahi que al sustituir en la ecuacién (7.9) de la Afinidad volumétrica,
se tiene

A, = vopy — 11 (py + ) — RTIn(x,) (3.57)

Si ahora se supone que los volimenes molares de la solucién y del
solvente son constantes y similares

VR Uy & cte (3.58)
y luego se usa que la fraccion molar cumple con que

se tiene que

A, = —vom — ]:BTln(l — 1) (3.60)

Recordando que la fraccion molar de la solucion estd definida como

n1
= —-
n1 + na
pero observando que los moles del solvente son mucho mayores que los
moles de la solucién

ny << no
entonces se puede aproximar la fracciéon molar como

ny
T~ —
n2
donde los moles de la solucién en el interior n; estan constituidos por
1 , 1
los moles de agua ny;, o asi como por los moles de sacarosa ng,,1r,,0,,
de aqui que
— 1 1 _
n1="Np,0 + N1 Hp011 = Vi

La segunda igualdad se obtiene de suponer que los moles en el interior
al inicio, son constantes y emplear la relacién ¢y = (¢, + €61y m00,)-
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Por su parte, si la solucion exterior estd constituida predominantemente
por solvente, es decir, n%,zo >> n%; o entonces se tiene que

2
N2 ~ Moo

Lo anterior permite escribir la fracciéon molar como

donde la ultima igualdad se debe a que 14 &~ 15. Finalmente aproxi-
mando la funcién logaritmo y considerando lo anterior, se tiene

In(l1—1z1) = —11 = —veg

Por lo tanto, la diferencia de energia quimica sobre unidad de canti-
dad de materia (A,) es proporcional a la diferencia de concentracién
de masa (Ac) entre los subsistemas, resultando como

Ay(¢) = —vRT(¢; — ¢g) = —vRTAc — [J - mol ™! (3.61)

» Afinidad de superficie. Relacién Gibbs-Thomson-Laplace.

Existe otro tipo de contribucion en la Afinidad total que requiere consi-
derarse debido a las dimensiones del Liposomas, la energia quimica de
superficie A, originada en las interacciones no-covalentes de la bicapa
lipidica [3].

Para obtener la expresion de la Afinidad de superficie en equilibrio,
conocida como relacion Gibbs-Thomson-Laplace, se parte de la energia
libre de Gibbs G(n,p,T) de una membrana esférica cerrada. Se calcu-
la su diferencial considerando el proceso isobdrico e isotérmico tal que
empleando la primera ley de la Termodinamica para el sistema cerra-
do, usando la conservacién de masa y luego de integrar y despejar la
diferencia de potencial quimico se tiene que

-As = VlApl (362)

donde Ap; es relacién de Laplace, la diferencia de presion en equilibrio,
que se obtiene de tomar la diferencial de la energia libre de Helmholtz
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dF = dFE—-TdS—SdT con dE = TdS —p,dV; —pedVo+GdAsy y recurrir
a la conservacion de masa (dng = —dn,) considerando que dF' = 0 da
como resultado

20
Ap, = = (3.63)
expresiéon que relaciona la tensién de superficie () con el radio del
Liposoma y que permite escribir la Afinidad de superficie (3.62) como
As(R) = np [J - mol™"], (3.64)
expresién que se le conoce como relacién de Gibbs-Thomson[2, p.52]-
Laplace.

= Afinidad total. Relacién Gibbs-Thomson-Laplace-van “t Hoff.

Finalmente, las ecuaciones (3.61) y (3.64), son las contribuciones de la
Afinidad total (energia quimica) del Liposoma

A(R,¢) = Ay(c) + AJR) = —v [fzmc - %"} >0, (3.65)

es decir que la Afinidad total de un Liposoma estd determinada tanto
por su energia quimica volumétrica como por su energia quimica de
superficie.

3.4. Acoplamiento de fuerzas.

Las expresiones concretas para las fuerzas termodindamicas (quimicas y
mecénicas) se pueden conocen explicitamente y son:

= La tension de la membrana, que es la fuerza motriz para la apertura
del poro, esté relajada cuando el poro se abre y expulsa el liquido desde
su interior, con lo cual, la tensién lineal debida al borde del poro esta
en posibilidad de conducir el colapso del mismo[15]. Este acoplamiento
entre las dos tensiones se expresa como

Oc

= | p2
Req

Ve
R,

X,(r.R) = (o7 —7) = | (R~ R,) - (3.66)
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Es decir, que la fuerza de tensién de borde 7 se opone a la tension
superficial & y, por lo tanto, si la fuerza de tension superficial aumenta
entonces la fuerza de contorno disminuye.

= Al tiempo que lo anterior sucede, la presiéon de Laplace se compensa
con la Afinidad total por lo que el acoplamiento entre estas dos fuerzas
termodinamicas resulta en

2 2, R? — R? )
Xr(R,c) = (—EU - cAu) . (1+cv) (Tq) +VRT (P —ceyC).
(3.67)

= Finalmente, y en simultaneo, la energia total sobre unidad de materia se
debe tanto al desbalance de masa como a la energia quimica necesaria
para mantener la membrana cerrada, por lo que su acoplamiento es de
la forma

. 2 . 20, (R* — R?
Xo(R,¢) = (—VRTAC + I/E) _— {RT(C ) = (Tq)}

(3.68)

Estos acoplamientos de fuerzas termodinamicas son los responsables de

la dindmica pulsatil de un Liposoma dispuesto en 6smosis como los reporta-

dos en literatura[7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15]. Y dependen de los pardametros

mecanicos (0, Ve, Req) y quimicos (v, RT, Ceq), Ya conocidas las expresiones

concretas para todas las fuerzas termodinamicas, ver (3.44,) se pueden enton-

ces desarrollar y analizar los diferentes acoplamientos de las fuerzas quimicas
y mecénicas, resultando en

X,
X(T’ R7 C) == XR =
Xe
or —7v or —v
——|—20R'—cAu| =— | -(1+@)26R " +vRTcAc | =
—Au —VvRTAc+ v26 R

r[ocR.2(R? — R2) — e R
— | —20eR2(1+ cv)(R? — R2)R™ + vRT(* — cege) | . (3.69)
iy ERT(C — Ceg) + 20, R 2R — R2,)R|

€q
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3.5. Matriz de coeficientes de Onsager.

Para completar el modelo tedrico de las vesiculas unilamelares osmoticas,
hace falta conocer de forma explicita los coeficientes de Onsager L;i, ya que
estos caracterizan la movilidad de las moléculas del sistema, y acoplan las
diferentes dindmicas de acuerdo al principio de LeChatelier-Braun: La accion
externa aplicada sobre un sistema da lugar tanto a una respuesta directa del
sistema, como a respuestas indirectas tales que cada una contribuye a dismi-
nuir el efecto de la accion por medio de un proceso irreversible [6, 2].

Es conveniente enfatizar que la termodinamica no puede proveer, de forma
autoconsistente, la dependencia de los coeficientes de Onsager en las varia-
bles termodinamicas. Para determinar esta dependencia de forma tedrica, es
necesario recurrir a modelos fisicos més fundamentales, basados en mecéanica
cuantica y mecanica estadistica. Dichos modelos escapan a los objetivos y el
alcance del presente trabajo y por eso no seran discutidos. Sin embargo, una
forma alternativa de postular su dependencia en la variable termodindmica
consiste en recurrir al andalisis dimensional. Es esta segunda forma la que
seguiremos en este trabajo. La validez de este método es restringida, pero
consistente con el resultado demostrado en la ecuacién (3.35).

El sistema de ecuaciones (3.44) derivado en la seccién anterior estd for-
mulado en términos de los coeficientes de Onsager L, y describe de forma
general la manera en la que variables de estado, los radios y la concentracion,
evolucionan. Por lo que la matriz de coeficientes debe cumplir con que sus
unidades sean tales que al combinarse con las unidades de las fuerzas ter-
modindamicas se obtengan las unidades de los flujos respectivos, es decir, que
cumplen la relacién fenomenolégica (2.24) que se present6 en el Capitulo 2:

(L] = L
X

Considerando lo anterior y realizando el analisis dimensional sobre la
ecuacion (3.44) se obtiene que las unidades de la matriz de coeficientes de
Onsager son

s kgt s-kg~tm? m - s tmolJ !
[Lix] = | s-kg~'m? s-kg7'mt  m-sT'molJT'm?|  (3.70)
m - s molJ™t m - s 'molJtm? mol?(Js) ™!

Si bien las unidades de la matriz de coeficientes estan constrenidas por
las unidades de las fuerzas y de los flujos, dicha constriccién no provee un
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criterio definitivo para determinar explicitamente la forma de dichos coefi-
cientes, razén por la que dependiendo de su expresién concreta se obtendran
modificaciones del sistema de ecuaciones. Estas modificaciones pueden llevar
a comportamientos diferentes de las soluciones y, por lo tanto, ilustran uno
de los puntos débiles de la termodinamica irreversible: la determinacién de la
forma explicita de los coeficientes de Onsager y de transporte. Claramente,
esta deficiencia de la teoria es, a su vez, un camino abierto de investigacion.

» Escalamiento lineal.

Las unidades de la matriz Lj; permiten reconocer que existen escala-
mientos, similares y simétricos, entre algunos de sus coeficientes que,
necesitan ser especificados en términos de parametros fisicos relevantes
para el sistema para con ellos cuantificar los procesos de transporte que
ocurren.

La matriz de unidades (3.70) permite reconocer que los coeficientes
de Omsager Lj; con j,k = {r, R} comparten un escalamiento cuyas
unidades son [s - kg~'], lo cual coincide con resultados experimentales
[7, 14] en los que la dindmica del sistema varia inversamente al producto
de la viscosidad de la solucién (7)) con una longitud caracteristica (R.,)
del Liposoma, por lo tanto, dicho escalamiento viscoso se propone de
la forma

LR 1 S
- =l 371
b 2 Reglls  MRey {kg} (3.71)

donde R., es el radio de equilibrio. La segunda igualdad se cumple
cuando Lp = 27.

Otra cuestion que es importante observar es que la matriz de coefi-
cientes debe garantizar la consistencia fisica del modelo. En particular,
cuando el poro colapsa (r = 0) el flujo a través de él cesa (J, = 0) y
una manera de garantizarlo es introducir una dependencia directa con
el radio del poro en los coeficientes L, con k = {r, R, c}. De ahi que se
proponga que los coeficientes escalen en forma adimensional como una
potencia de la razén de los radios [7].

Ademas, de acuerdo a la termodindmica de procesos irreversibles (2.22)
la magnitud de la contribucién de los efectos cruzados a la relajacion
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global del sistema es mucho menor que la de los efectos directos. De
esta forma, es de esperar que los coeficientes cruzados sean menores en
importancia que los directos. De ahi que se propongan los escalamientos
lineales, cuadraticos y cubicos, respectivamente

Ly (%) Lo (%)2 Y Lo <%>3 (3.72)

Lo anterior permite definir el coeficiente principal para el radio del poro

L, (r,R) =8 (1) —

- {k—j (3.73)

= Escalamiento de superficie.

Por su parte, los coeficientes simétricos L,r comparten dependencia en
sus unidades ya que ademés de escalar con 3 escala como [m?]. Al ser
un efecto cruzado entre la dindmica del poro y la de la membrana del
Liposoma, este escalamiento sugiere las relaciones:

[m?] — A (r, R) (3.74)

Enfatizamos que, es en este caso, donde la ambigiiedad en la definicion
de los coeficientes de Onsager se hace mas patente. Sin embargo, a
partir de las relaciones anteriores puede proponerse, en general, que

L.r(r,R) = BA,, <£>2 —

- {k—sg} (m?]. (3.75)

s Escalamiento volumen.

Por otro lado, el coeficiente Lrgr es particularmente interesante debido
a que la factorizacion de la presion hidrodinamica condujo a la cons-
triccién de sus unidades a través del pardmetro ap, derivando en (3.34),
que se traduce en la condicién (3.36)

LRR <

—
8Ns
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por lo que sin pérdida de generalidad, se define coeficiente pricipal como

7'('7“3

8N

LRR = L(] (376)
donde Ly € (0,1) es el coeficiente de proporcionalidad, con valores
mayores cero y menores a uno, que cuantifica la contribucién de la
diferencia de presién hidrodinamica en la dinamica global del sistema
mediante el coeficiente de presién hidrodindmica, ver ec.(3.35),

s Escalamiento molar.

Hasta ahora se han definido los coeficientes L, con k = {r, R} que
conforman una de las submatrices de L. Sin embargo, los coeficientes
restantes necesitan ser determinados explicitamente. Se recurre, de nue-
va cuenta, a la matriz de unidades [L;;](3.70) y se observa que existe
otro escalamiento compartido ([m - s'molJ~!]) entre los coeficientes
restantes, lo que sugiere que una velocidad caracteristica y el inverso
de la energia térmica por mol.

Los coeficientes L, con k = {r, R, ¢}, cuantifican las contribuciones al
flujo total de moles (por cambio de volumen y por cambio de concentra-
cién, n) por lo que deben estar relacionados tanto con la permeabilidad
P[m - s7'] de la membrana como con el inverso de la energfa térmica
molar (k,TN4)™' = (RT) [mol - J7Y], de aqui que se defina la per-
meabilidad molar como

P [m mol]
©= — | = )

RT s J

Para derivar brevemente esta cantidad fisica se parte de considerar
que cuando las moléculas del solvente -pensadas como esferas duras de
radio a - se difunden a través de la membrana debido a una diferencia de
concentracion, se ejerce sobre ellas una fuerza de friccion causada por
el movimiento browniano de las moléculas circundantes. Dicha fuerza
de arrastre (Fy), conocida como Ley de Stokes, se obtiene al resolver
las ecuaciones de Navier-Stokes (3.29) en el régimen de nimeros de
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Reynolds pequenos (creeping flow)[28], resultando F; = 671,4v4. Dicha
expresion permite obtener el desplazamiento cuadratico medio de una
esfera de radio a inmersa en un fluido, y concluir que su desplazamiento
aumenta linealmente con el tiempo y en una proporcién dada por el
coeficiente de difusién por mol de substancia D [2]

/{bT |:77”L2 :|
—

S

D =

67 1aga
La también llamada relaciéon Stokes-Einstein permite derivar una pro-
piedad intrinseca de cada membrana que cuantifica el proceso difusivo
en términos del coeficiente de difusién D y de una longitud caracteristi-
ca a del sistema, que en este caso es el radio promedio de una molécula
de agua a = 9,584107''m. A dicha propiedad intrinseca se le conoce
como permeabilidad P y esta definida por la expresion

P

D_ =T _| [TZ] (3.78)

a 671)qg0>
Por lo tanto, el pardmetro que cuantifica la difusiéon molar en los coefi-
cientes de la matriz de transporte es la permeabilidad molar, que resulta
como

s J

donde L; es un factor geométrico que en el caso de esferas duras es
L, = 67. Ya definido este parametro se procede a hacer explicitos los
coeficientes de Onsager restantes. En el caso de L,. es directo puesto
que posee las mismas unidades que p, quedando como

[T : m—(’l} (3.80)

(3.79)

Ly {m mol}
o= -

—
67N4ga%2N 4

r

L..(r,R)=p (—)3 —

R s J

el escalamiento de la potencia cuibica de la razon de los radios se debe a
la magnitud de la contribucién que este coeficiente cruzado tiene (3.72).
Los coeficientes Lg. ademés de tener dependencia en las unidades de

@, tienen un escalamiento en [m?], por lo que

m  mol

Lg.(r,R) = pA, — [; : —} [m?], (3.81)

donde A,, esta dado por (3.74).
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3.6.

Finalmente, queda por definir el coeficiente principal L.. que debe cum-
plir con que sus unidades sean de la forma [mol?*(Js)~!]. En paralelo
este coeficiente debe cuantificar el mismo proceso fisico, la difusién a
través de los poros, por lo que necesariamente esta constituido por los
parametros que conforman los coeficientes L,. y Lg., de forma que
completando unidades se encuentra que

[moﬂ} _ {mol m mol mﬂ | (3.82)

J-s m3 s J

de donde se deduce que este coeficiente depende explicitamente de la
concentracion, ¢, la permeabilidad molar, @, y una longitud cuadratica,

A,

(3.83)

2
Leo(R,c) = cpA,, — {mol ] )

J-s

Matriz de Coeficientes de Onsager.

Por lo tanto, al sustituir las expresiones de los coeficientes de trans-
porte, las ecuaciones (3.73), (3.75), (3.76), (3.80), (3.81) y (3.83), en la
ec.(3.70), se obtiene tiene la siguiente expresién particular de la matriz
de coeficientes de Onsager

rR1p P R2B(R* —1r?)  1rR73p
L(r,R,c) = | »R2B(R* — r?) B13 Rey o(R* —1r?)
N r R p(R? —1?%)  cp(R? —1?)
(3.84)

dicha matriz fenomenoldgica depende centralmente de los escalamien-
tos 0y g, que a su vez dependen de las viscosidades de la solucién 7, y
del solvente 7,4, lo cual coincide con diferentes resultados experimen-
tales [14, 7, 15, 38]. Sin embargo ello, esta expresion es sélo un caso
particular de ec.(3.70) y no se conoce una forma general para obtener
los coeficientes de Onsager.

Ecuaciones de evolucion.

En esta seccion se escrbien de diversas formas las ecuaciones de evolucién.
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Se pueden preparar, en el laboratorio, Liposomas que encapsulen algiun
tipo de solucién quimica de manera que cuando son dispuestos en un solvente
puro, por ejemplo, agua, se generen estallamientos osméticos, los cudles son
resultado del acoplamiento entre fuerzas de origen mecanico y fuerzas de
origen quimico que actian en un medio material, caracterizado por la matriz
de Onsager L,i, en concreto, cuando el sistema de ecuaciones es

J(r,R,c) = —L(r,R,c) - X(r, R, c) (3.85)
donde los flujos J(r, R, ¢) y las fuerzas X (r, R, ¢) estan dadas por las ecuacio-
nes (3.18) y (3.69), mientras que la matriz L(r, R, ¢) estd dada por la ecuacién
(3.84). El conjunto de estas ecuaciones, escritas matricialmete es

2rr '
47TR2060R =
TR
rR1p r?R2B(R*—7r%) 1r*R73p
= — | PR2B(R* —r?) B3 Rey o(R* —1r?)
r*R7%p p(R?=7%)  cp(R? —1?)

r[ocRZ(R* — R2) — 7R}
—(1+cv) [20.R;} (R* — R:) R7'] + VRTc(c — coy) (3.86)
v [RT(C — o) — 20.R22 (R — R2) R—l}

Con el objetivo de mostrar la fuerte no-linealidad del sistema deducido
a partir del enfoque de termodindamica irreversible de sistemas pequenos, al
tiempo de evidenciar los pardametros fisicos que esta involucrados directa-
mente en la dindmica del sistema (8, ¢ ,0¢, e, V, R, T, Reg.Ceq), €5 que se
escriben de forma absolutamente explicita las ecuaciones del sistema:
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Evolucion del radio del poro
dr 1 r | o o
2 — = — — == (R* - R%) — =°
Wdt (nsReq> R [qu ( 6q) Req] T+
1 ) 7\ 2 20, R* — R? R
— —) (R*—r?) [— (1+cv) (—q + VvRT(c* — ¢, C)] +
<7]5Req <R> qu R 1

1 r\3 . 20, ([ R* — R?
- N U R (e = eg) + 220 (= ea )| | .
(y) (@) v [Are—ea s e (S5 s

Evolucién del radio de la membrana

dR 1 7\ 2 o o
drR*0p— = — —) (R*—r*) | == (R* - R%*) — ==
ettt == () () 0 o0 [ (e ) = 2 e

1 20, R* — R? R
- ( ) 7 Req [—R%(l + cv) (Tq) + vRT(c* — ceqc)] +

nsReq eq
1 s o - 20, (R? — RZ
- - —RT(c— e (07 Tea )| (3,
(nagazNA) (R* —r*)v [ RT(c — ceq) + R, ( 7 (3.88)

Evolucién de la concentracion

A _.dc 1 r\3| o o
_R3_ — o c 2 p2\ c
3 dt (nagaQNA> <R> {RQ (F" — Re,) Req} T
1 20 *—R? .
_ (nagCLQNA) (R? — r?) [_ RU2 (14 cv) (—R q) +vRT(c* — ceqc)] +

1 R 20. (R*— R?
— (77 aQNA) (R — v |:—RT(C2 — CeC) + R% (Tq) c} . (3.89)
ag
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Sin embargo, y a riesgo de ser reiterativos, conviene escribir dicho sistema
de ecuaciones de forma que sean evidentes los acoplamientos entre fuerzas
fisicas y flujos termodindmicos, por lo que tenemos:

o = 7 or =) = B — )7 (<22 — e ) — o)

d R R2 R
(3.90)
dR r? 26
47TR26¥0% = —ﬁ(RQ—T‘Q)E (or — '7)—57“3Req (_E — cA,u) —p(R2 7“2)(—A,u)
(3.91)
Aw gde ot 5 o 20 A
g U = g (07 = %) = (R 1) { =5 — cAp | = cp(R"—17)(=Au)



Capitulo 4

Tres soluciones numéricas con
dependencia en la eleccion de
los coeficientes de Onsager, en
las condiciones iniciales y de
equilibrio.

En este capitulo se presentan tres casos de soluciones numéricas al sistema
de ecuaciones (3.90), (3.91) y (3.92). Dichas ecuaciones se resuelven en Mat-
hematica implementando NDSolve y comparando entre tres métodos (BFD,
StiffnessSwitching, ExplicitRungeKutta). Los detalles del cédigo se muestran
en el apéndice.

En todos los casos presentados se usan los valores de la Tabla (4.1). Esto
equivale a fijar las propiedades fisicas del Liposoma, pues se fija su energia
eldstica (0., 7.), y las propiedades quimicas de las soluciones, pues se fija el
desbalance en la concentracion (co,cq). Pero conocer dichos valores requiere,
a su vez, de conocer los pardmetros fisicos contenidos en la Tabla (4.2).

Una vez especificadas las constantes fisicas se procedié a buscar los va-
lores, de los radios de equilibrio ver Tabla (4.3) como de los coeficientes de
permeabilidad y viscosidad, ver Tabla (4.4), para los cudles la dindmica re-
sultante se caracterice por algin tipo de oscilacion en su comportamiento.
Entre todos los casos encontrados, solamente se presentan tres, cada uno de
los cuales corresponde a un tamano distinto de Liposoma.

o1
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4.1. Parametros fisicos,condiciones iniciales y
de equilibrio.

] concentraciones H tensiones ‘
co = 1.0jmM] || 0. = 0.29[uNm™]
Ceq = 200.0[mM| Y. = 0.92[pN]
Tabla (4.1). Columna Izquierda.- Valores de las concentraciones, inicial y
de equilibrio. Columna Derecha.- Valores de las tensiones criticas, de
superficie y de borde. Estos valores se mantienen fijos para todos los casos
presentados y fueron tomados de [7] y [10], respectivamente.

Pardmetros fisicos Magnitud [unidades]
Viscosidad de la solucion ns = 32.0 x 1072[Js - m™J]
Permeabilidad molar 9. = 1.38 x 107%[ms~'mol J 1]
Viscosidad del solvente Nag = 6.92 X 1074[Js - m ™|

Volumen molar promedio | v = 1.69 x 10~*[m*mol ™!
Energia molar a 310.15K RT = 2578.5871[Jmol ]
Constante de Avogadro | Ny = 6.0221405 x 10%3[mol ']
Radio molécula solvente a = 9.584 x 1071 [m]
Tabla (4.2). Valores de los pardmetros fisicos empleados en todos los
casos. Salvo los valores de la Permeabilidad molar y el volumen molar
promedio, cuyos calculos se encuentran en el Apéndice de este trabajo, las
demas cantidades fisicas de esta tabla se obtuvieron de ([7]) y ([10]).

Radios [pm] || GUV | SUV | LUV
To = Teq 1.1 | 0.01 | 0.001
Ry 447 | 0.5 | 0.05

R, 14.5 | 0.25 | 0.025

Tabla (4.3). Valores para los radios, iniciales y de equilibrio, que se
emplearon en cada tamano de Liposoma. Es importante observar que las
condiciones iniciales del radio del Liposoma son al menos dos veces mayores
que sus condiciones de equilibrio (Ry > 2R,,), i.e., el sistema se inicia lejos
del equilibrio. Por su parte las condiciones iniciales y de equilibrio para el
radio del poro son las mismas (ry = r,) para cada tamano de Liposoma.



4.2. OSCILACIONES PERSISTENTES EN LIPOSOMAS. 53

| Coeficiente | GUV | SUV | LUV |

Ly 3.0 0.2 0.2
Lgr 1.0 0.9 15
Tabla (4.4). Valores de los coeficientes, L; de permeabilidad y de
viscosidad Lg, empleados en cada tamano de Liposoma. Observar que el
coeficiente de presién hidrodinamica se toma como constante Ly = 0.25

para todos los casos.

4.2. Oscilaciones persistentes en Liposomas.

Para exponer la dinamica del sistema se decidié fijar, en todos los casos,
las concentraciones (iniciales y de equilibrio) asi como a las tensiones (de
borde y de superficie) y usar los valores reportadas en la literatura, sinteti-
zados en las Tablas (4.1), (4.2), (4.3) y (4.4). Buscando los valores para los
cuéles se observan oscilaciones sostenidas. Los resultados se muestran en las
Figuras (4.1), (4.2) y (4.3), cada una de las cuédles corresponde a un tamano
distinto de Liposoma dispuesto en dsmosis.

La primer figura, Fig. (4.1), corresponde a un Liposoma Gigante (GUV)
cuyo radio de equilibrio es de 14.5um. La segunda figura, Fig. (4.2), mues-
tra el caso de un Liposoma Largo (LUV) con un radio de equilibrio de
0.25um = 250nm. Mientras que la tercera y tltima figura, Fig. (4.3), in-
dica el caso de un Liposoma Pequeno (SUV) con un radio de equilibrio de
0.025pum = 25nm.

El renglén superior de cada figura muestra el comportamiento del radio
del poro r(t) (linea continua color azul), del radio del Liposoma R(t) (linea
continua color verde) y de las tensiones de borde ¥(t) y de superficie &(t)
(lineas punteadas color rojo). Mientras que en el renglén inferior de cada
figura se muestra el comportamiento de la concentracién de la solucién ¢(t)
(linea continua color magenta) y de la diferencia de potencial quimico Ap(t)
(linea punteada color rojo), asi como la diferencia de presién hidrodindmica
Ap(t) (linea continua color negro).
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Liposoma Gigante (GUV)
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Figura 4.1: Oscilaciones persistentes en un Liposoma Gigante(GUV), de
14,5m de radio de equilibrio y cargado con solucién acuosa azucarada con-
centracion ¢y = 1,0(mM], al ser dispuesto en 6smosis. En a) se muestran
las oscilaciones del radio del poro (lineas continuas color azul) y las oscila-
ciones de la tensién de borde(lineas punteadas color rojo). Mientras que b)
se muestra el comportamiento oscilante tanto del radio del Liposoma (lineas
verdes continuas) como de la tensién de superficie (linea roja punteada).
Por su parte, en ¢) se muestra la evolucién temporal de la concentracién
(linea continua color magenta) y de la diferencia de potencial quimico (linea
punteada color rojo). Finalmente en d) se observa el comportamiento de la
presion hidrodinamica durante el proceso de hinchamientos y estallamientos
del Liposoma.
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Liposoma Largo (LUV)
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Figura 4.2: Oscilaciones persistentes en un Liposoma Largo (LUV), de
0,25um de radio de equilibrio y cargado con solucién acuosa azucarada con-
centracién ¢y = 1,0[mM], al ser dispuesto en ésmosis. En a) se muestran
las oscilaciones del radio del poro (lineas continuas color azul) y las oscila-
ciones de la tensién de borde(lineas punteadas color rojo). Mientras que b)
se muestra el comportamiento oscilante tanto del radio del Liposoma (lineas
verdes continuas) como de la tensién de superficie (linea roja punteada).
Por su parte, en ¢) se muestra la evolucién temporal de la concentracién
(linea continua color magenta) y de la diferencia de potencial quimico (linea
punteada color rojo). Finalmente en d) se observa el comportamiento de la
presién hidrodindmica durante el proceso de hinchamientos y estallamientos

del Liposoma.
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Liposoma Pequeno (SUV)
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Figura 4.3: Oscilaciones persistentes en un Liposoma Pequeno (SUV), de
0,025um de radio de equilibrio y cargado con solucién acuosa azucarada con-
centracion ¢y = 1,0/mM], al ser dispuesto en ésmosis. En a) se muestran
las oscilaciones del radio del poro (lineas continuas color azul) y las oscila-
ciones de la tensién de borde(lineas punteadas color rojo). Mientras que b)
se muestra el comportamiento oscilante tanto del radio del Liposoma (lineas
verdes continuas) como de la tensién de superficie (linea roja punteada).
Por su parte, en ¢) se muestra la evolucién temporal de la concentracién
(linea continua color magenta) y de la diferencia de potencial quimico (linea
punteada color rojo). Finalmente en d) se observa el comportamiento de la
presion hidrodindmica durante el proceso de hinchamientos y estallamientos
del Liposoma.



Capitulo 5
Discusion

El modelo termodindmico presentado en los capitulos anteriores, dedu-
cido a partir del formalismo de la termodindmica irreversible de sistemas
pequenos, consiste de un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales par-
ciales no-lineales que gobiernan la dindamica de una vesicula unilamelar al ser
dispuesta en 6smosis.

Las fuerzas que se consideran en el modelo son de naturaleza mecéanico-
quimica, ver ec.(3.69), y se acoplan con la matriz de coeficientes, ver ec.(3.84),
para causar los flujos no-lineales, ver ec.(3.18). Dicho modelo acopla la di-
fusidon selectiva de materia (6smosis), la emergencia de poros transitorios
(aperturas-colapsos) y la expansion-compresion volumétrica de una vesicula,
para describir las oscilaciones persistentes que se encuentran en Liposomas
(GUVs, LUVs y SUVs) al ser dispuestos en ésmosis.

Sin embargo, al variar un poco los parametros fisicos se pueden encontrar
otro tipo de comportamientos oscilatorios, como el mostrado al final de este
capitulo, lo que es indicativo de la sensibilidad que el modelo tiene, tanto a
las condiciones iniciales y de equilibrio como a la elecciéon de una matriz de
coeficientes distinta. En este capitulo se muestra cémo la dependencia en la
elecciéon de los coeficientes conduce a diferentes formulaciones particulares de
las ecuaciones generales (3.25).

5.1. Dependencia de la matriz de Onsager.
La complejidad y la diversidad de respuestas que los sistemas termo-
dindmicos pueden tener ante la accién de fuerzas externas presupone que no

es factible determinar una sola relacion o conjunto de relaciones que, para

57
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todos los casos, describan explicitamente la constitucién de cada coeficiente
de Onsager. Razén por la cual se necesita expresar las especificidades propias
de cada sistema fisico en cuestion, a través de relaciones constitutivas para
los coeficientes de Onsager Lj;; que permitan completar la descripcion del
sistema, ya que estas cuantifican el comportamiento dinamico del sistema en
términos de diferentes parametros fisicos relevantes.

En nuestro modelo la construccién de los coeficientes de Onsager Lj; se
basa en tres hipotesis. La primera, considera que la dindmica del sistema
depende fuertemente de dos pardmetros viscosos, 8 y p. La segunda hipdte-
sis consiste en explicitar, para dichos parametros viscosos, dos coeficientes
geométricos que dependen completamente del tipo de frontera asumida, L, y
L respectivamente. Finalmente, la tercera hipdtesis introduce los forzamien-
tos dindmicos que van como una potencia de la razén de los radios ((r/R)"
con n = 0,1,2,3), dependiendo del tipo de coeficiente que se trate, sea este
principal, cruzado o indirecto. Ver (3.72), esto para garantizar que los flujos
sean consistentes con la condicién de equilibrio.

Esto ultimo es importante puesto que permite resolver la inconsistencia
que los modelos [8, 9, 10, 11, 12, 13, 15| tienen (su energia de borde no se
anula aun cuando el poro no existe y ello conduce a que en equilibrio no se
cumpla ¢ = 0), al introducir una dependencia explicita de la energia de borde
con el radio del poro ( = 7.R_,'r) como se hace en la ec.(3.50).

5.1.1. Derivacion de modelos previos

El conjunto de las tres hipotesis explicitadas al final de la seccion anterior,
se traducen en la deduccion de la matriz de Onsager (3.70), a partir de la
cual pueden compararse y deducirse los principales modelos presentados en
la literatura[7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15]. Ver Capitulo 3.

Para la derivacién de los modelos de Brochard-Wyart et al.(2000)[13],
Levin[8]-Idiart[9](2004) y Rangamani et al.[10] se van a partir de las ecua-
ciones generales (3.25) que por practicidad repetimos a continuacién

277 . er L’I‘R ch or — f_)/
ATrR’R| = — | Lr, Lgr Lg.| - | Ap— %’ —cAp
%RSC Lcr LCR Lcc _A,u

Todos los modelos comparten que la tensiéon de borde es un escalar ()
mientras que la tensién de superficie un vector (). También comparten que
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la componente X, del acoplamiento de fuerzas quimicas es la misma.

En lo modelos deducidos, la diferencia de presién hidrodinamica no esta
considerada explicitamente, situacion que refuerza nuestra hipdtesis sobre
desacoplar del sistema de ecuaciones la diferencia de presion hidrodinamica, a
través del pardmetro «y, y considerarla en el flujo principal (Jr = 47TR2a0R).

» Poros transitorios en vesiculas tensas. Modelo BWdGS.[12][13](2000).

Este modelo de poros transitorios en un Liposoma considera la tensién
mecanica de la membrana para describir la evolucién de los radios,
r y R. El sistema de ecuaciones presentado en la subseccién (1.1.1) se
obtiene de (3.25) al considerar que i) los coeficientes cruzados son nulos
L, =0 (con j # k), ii) el coeficiente principal restante se anula L., =
0. Condicién que es consistente puesto que este modelo no considera
debalance de masa (Au = 0) ni la diferencia de presién hidrodinamica
(Ap = 0). Por lo tanto, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
simplificado

2rr ' d_gz (; 0 or ;7
ATRPR | =1 0 3% 0] - —fg (5.1)
0 0 0 0 0

que es idéntico a las ecuaciones (1.3) presentadas en el Capitulo 1. La
unica observacion que realizar, dada su relevancia como modelo tedrico-
experimental, es que cuando el radio del poro se anule (r = 0) no se
cumple que 7 = 0 ya que la energia de borde del poro no se anula

(v >0).

» Ruptura liposomaética por ésmosis. Modelo LI.[8][9](2004).

El modelo de Levin[8] y de Idiart[9] plantea una dindmica oscilante de
poros transitorios en vesiculas osméticamente tensas, a partir de las
ecuaciones (1.6), (1.7) y (1.8) presentadas en las subseccién (1.1.1).
Dichas ecuaciones se obtienen de (3.25) al considerar que casi todos
los coeficientes cruzados son nulos, salvo Lg., situaciéon que resulta
incosistente con las relaciones de simetria de Onsager. La expresion
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matricial de las ecuaciones simplificadas resulta como

2rr li—l (1 OA or —ry
5 7 P 25
TR 0 0 —CPTA Ac

Si bien este modelo ya presenta tres variables de estado (r,R,c), y por
ende tres flujos termodindmicos (no-lineales), existen tres observacio-
nes que realizar: i) un par de coeficientes cruzados no cumple con el
principio de simetria de Onsager (Lg. = Lc.r), ii) la fuerza quimica X,
empleada requiere una correccién en sus unidades (Ac — vRT Ac) y
iii) si bien los autores construyen el diagrama de fase de la estabilidad
del poro y deducen analiticamente diferentes regimenes, esto lo realizan
desacoplando de la concentracion, i.e. en un sistema de dos variables,
equivalente al modelo BWdGS.

Vesiculas pulsatiles bajo estrés osmético. Modelo RLP.[10]{11](2017).

Rangamani et al. muestran que cuando las GUVs se someten a un bano
hipoténico exhiben oscilaciones amortiguadas de acuerdo al sistema
de ecuaciones (1.9), (1.10) y (1.11), que se obtiene de las ecuaciones
generales (3.25) al anular los cuatro coeficientes cruzados L,g = Lg, y
L.. = L., ya que ello resulta en

. 21 _
2rr hipmA2mnsr 0 0 or —ry
97 o o PrsA PA . _ 20
4477R3R = 0 3 " BTN, kTN | R A
dm 3 Pu, 72D P TN
C _ _ —_ oA 14 &
3 0 ChyTNA RuskyTNa  Cp shb 1A
(5.3)

Al igual los modelos anteriores, este tiene flujos no-lineales, asi como
una inconsistencia en la simetria de sus unicos coeficientes cruzados
pues éstos deben ser iguales de acuerdo a las relaciones de simetria, y
no lo son. Ademas, otra diferencia importante es que este modelo em-
plea ruido termodinamico para, posiblemente, reiniciar sus condiciones
iniciales y por tanto obtener oscilaciones.

Nuestro modelo no requiere ruido termodinamico para emerger una
dindmica oscilante. Sin embargo, ain para los sistemas se encuentran
fuertemente influenciados por las fluctuaciones térmicas o por agentes
estocasticos externos, la descripcion presentada en este trabajo puede
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generalizarse al considerar que las ecuaciones de evolucién deducidas,
Ecs. (2.17), se ven afectadas por términos de ruido aditivo o multipli-
cativo, segin sea el caso. Este tipo generalizacion fue introducida en
la referencia [19] en el caso del estudio del estiramiento de moléculas
individuales de ARN por medio de pinzas Opticas.

» Poros transotorios en vesiculas esféricas. Modelo MHS.[7](2015).

En este modelo los autores consideran que la formacion y el crecimiento
de un poro se generan por fuerzas fisicas, elasticas e hidrodinamicas,
que no requieren de la presencia de proteinas en el Liposoma, y en el
cual el potencial quimico es igual en todo punto[7].

Luego de minimizar la energfa libre de Helmholtz (dF < 0) de un Li-
posoma caracterizado por una energfa eldstica (tension de superficie &
y tensién de borde «y) y por una diferencia presién hidrodindmica (Ap),
los autores deducen un sistema acoplado de dos ecuaciones diferencia-
les de primer orden que describe la dinamica de apertura-colapso de
un poro en una vesicula esférica. Ver ec.(1.4) y (1.5). El acoplamiento
de dichas ecuaciones emerge de la tension de superficie y de la dife-
rencia de presién hidrodindamica a través de las variables de estado, asi
como de los efectos cruzados provenientes de las leyes lineales de la
termodindmica de no equilibrio. Ambas ecuaciones, (1.4) y (1.5), po-
seen el escalamiento viscosos de la solucion 7, por lo que describen una
dinamica en la que el tiempo de vida del poro esta controlado por la
viscosidad de la solucién, mientras que su apertura esta controlada por
el flujo de solucion expulsada y por la caida de la tension de superficie
y de la diferencia de presién, como puede verse en Fig.(1.7)

Para derivar el modelo M-H-S (2015) es necesario reescribir el sistema
de ecuaciones (3.25) y linealizar los flujos, con lo cual se impone la
necesidad de reescribir los acoplamientos de las fuerzas, y con ello,
cambiar las unidades de la matriz de Onsager (3.70), luego de lo cual,
se obtiene que los flujos lineales son de la forma

7? L;"r L;“R L;"c 271'(5'7‘ - ’7)
R| =Lk Lig Ly | |47R*(Ap— 2 —cAp) (5.4)
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Este sistema de ecuaciones es la versién linealizada de (3.25), que se ob-
tiene al simplificar la matriz (3.70) y cancelar cuatro de seis coeficientes
cruzados (Ly. = Lo = Lre = L¢r), de ahi que se reduzca a

P BrR~Y BriR2 0 or —
R|=|pBr'R2 28rR™' 0] | RAp—25 (5.5)
0 0 0 0 0

A diferencia de los modelos presentados anteriormente, el modelo de
Martinez et al. ejemplifica que las ecuaciones de evolucion pueden ma-
nifestarse en términos de flujos lineales (7 y R) a condicion de ajustar
las dimensiones de a matriz de Onsager.

La derivacion de los modelos previos permite visualizar como la eleccion
de los coeficientes de la matriz de Onsager juega papel central en la dinami-
ca del fenémeno a describir. Sin embargo, es conveniente volver a enfatizar
que la termodinamica no puede proveer, de forma autoconsistente, la depen-
dencia de los coeficientes de Onsager en las variables termodinamicas. Para
determinar esta dependencia de forma tedrica, es necesario recurrir a mo-
delos fisicos mas fundamentales, basados en mecanica cuantica y mecanica
estadistica. Dichos modelos escapan a los objetivos y el alcance del presente
trabajo y por eso no seran discutidos. Sin embargo, una forma alternativa de
postular su dependencia en la variable termodinamica consiste en recurrir al
analisis dimensional.

5.1.2. Oscilaciones transitorias

Asi como su riqueza dindmica puesto que ligeros cambios en los valores de
los parametros fisicos conducen a comportamientos distintos. En particular
cuando se cambia ligeramente el valor del coeficiente de permeabilidad, de
Ly = 3,0 a Ly = 1,0 se obtiene un comportamiento distinto de las variables de
un Liposoma, de 15 micrometros de radio de equilibrio, dispuesto en ésmosis.
Ver Figura (5.1). Ello, al parecer, podria ser indicativo de que el sistema es
altamente sensible a las condiciones iniciales, y exhibe caos determinista. Sin
embargo, es necesario explorar con cuidado las regiones en las que las ecua-
ciones tienen solucién fisica, con la idea de profundizar, contrastar y ajustar
el modelo tedrico con los datos experimentales que existen en la literatura.
Por lo que es indispensable realizar un andlisis de estabilidad del sistema
para con ello conocer los valores o las regiones donde existen soluciones, a
costa en enfrentar el reto de la no linealidad en los flujos termodinamicos.
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Figura 5.1: Las graficas muestran la evolucién temporal de una vesicula unila-
melar de 15 micrometros de radio dispuesta en 6smosis. Se emplean los valores
experimentales de las tensiones de borde y superficie reportados en [15, 39, 13]
(7. = 0.92[pN], 0. = 0.29[uNm~']), mientras que el valor de la permeabilidad
molar se ajusta directamente en nuestro modelo (p. = 0.0138ms 'molJ~1).
Cada renglén muestra las variables de estado del sistema (r, R, ¢) en un in-
tervalo de tiempo distinto. El primer renglén contiene el intervalo de tiem-
po més grande que permite apreciar la alta no-linealidad y el acoplamiento
entre las variables. La dindmica inicia con oscilaciones crecientes (segundo
renglén) que se mantienen hasta que se incrementan més de un orden de
magnitud para posteriormente adquirir, en un rango de tiempo intermedio
(tercer renglén), los patrones oscilatorios cuyo orden de magnitud es inter-
medio entre las oscilaciones crecientes iniciales y las oscilaciones persistentes.
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Capitulo 6

Conclusiones.

= A lo largo de este trabajo se construye un modelo termodinamico para
un Liposoma dispuesto en dsmosis, a partir de la descripcién entrépica
proporcionada por la TISP, cuyas interacciones dinamicas resultan de
los acoplamientos entre las fuerzas mecanico de la membrana elastica y
las fuerzas quimicas de las soluciones. Esto conlleva a que el comporta-
miento de todo el modelo dependa de los valores en i) las condiciones
iniciales, i) las condiciones de equilibrio y i) los pardmetros fisicos
(Oes Ve, ). La dindmica de los estallidos osméticos en Liposomas es
una fenomenologia que resulta de una secuencia bien coordinada de
eventos mecénico-quimicos proveniente de componentes sencillos (sol-
ventes, solutos y lipidos) que sugiere un comportamiento emergente
complejo.

= La eleccion de la matriz de Onsager, es decir, la especificacién de los
coeficientes Lji, tiene un papel clave en cualquier modelaciéon termo-
dindamica puesto que ello implica que se han definido los flujos y las
fuerzas del sistema, asi como todos los parametros involucrados en ellos.
En este trabajo y se obtuvo que la matriz de Onsager es una cantidad
dindmica que dependen de los radios y la concentracién del Liposoma,
es decir que es de la forma L = Lj,(r, R,c) > 0.

» La no-linealidad manifiesta en las ecuaciones de evolucién (3.86) posee
significado fisico que debe preservarse y explorarse, ain a costa de
las dificultades inherentes que conllevan el andlisis de estabilidad (no-
lineal) de sus soluciones, puesto que recurrir a linealizar de los flujos
puede traducirse en modificaciones sustanciales en el comportamiento
de las variables (7, R,c), de sus fuerzas, de sus acoplamientos, o en
general de su riqueza dinamica.
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Capitulo 7

Apéndice

7.1. Calculo de fuerzas termodinamicas

Diferencia de presion hidrodinamica

Es necesario analizar el contenido fisico de las ecuaciones (3.25), o equiva-
lentemente de las ecuaciones (3.26), (3.27) y (3.28), y reescribirlas de forma
mas conveniente. Para ello resulta de particular importancia calcular una
expresion para la diferencia de presién hidrodinamica Ap.

Una forma de obtener una expresién adecuada para la diferencia de pre-

sién fuera de equilibrio consiste en resolver en simetria cilindrica las ecuacio-
nes de Navier-Stokes

0
p(g +QV) v =—=Vp+nVu+pf

suponiendo flujo estacionario y despreciando los términos no lineales, al
igual que la accién de las fuerzas externas, el problema se reduce a

0=—Vp+n,Vu

por la simetria del problema es de interés el operador nabla y el operador
laplaciano en coordenadas cilindricas

V =¢,0, + ég?”ilag + €,0,

V2 =7 0,(r0,) + 1720F + 07 = OF + 10, + v 20} + 07
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Al asumir simetria azimutal (en €) y suponer que tanto la presién como la
velocidad dependen de solo una coordenada, z y r respectivamente, se tienen
las dos condiciones siguientes

lo cual reduce la ecuacién (7.1) a
0= —¢6.0,p+nr'0,(rov)

Para ser resuelta, dicha ecuacién requiere ser expresada en términos de
los operadores diferenciales totales, resultando como
d d , dv
0=—"L4 &—(r—)
dz  rdr dr

Luego, al reagrupar se tiene

dp dv
0= —rdra + nsd(ra)

e integrandola conduce a

de donde es posible despejar la velocidad v para obtener el campo de veloci-
dades del fluido expulsado (solucién)

r? dp
v = —
4dng dz

dicho campo de velocidades resulta un paraboloide
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r? dp
4dng dz
Dicha expresién del campo de velocidades permite calcular el caudal de

la solucién que se transporta a través del poro transitorio. Recordando que
el caudal es flujo de masa sobre unidad de tiempo

(7.1)

Q:

Q= [ - (7.2)

y considerando (7.1) y A = Appro = 7r?, se tiene que

" r? dp 2mp dp " Tps dp T
= s — | -dA = — Sdr | = 22t~ ZLEp3A
@ /0 P (4773 dz> 4dng dz (/0 " T) 81 dzr 8nsr b
(7.3)

Por conservacion de masa, el caudal de la soluciéon expulsada por el poro
es igual al cambio en su volumen

dv
= —p,— 7.4
Q=—ps—y (7.4)

enotnces, tenemos
dR  mp
—pATRP— = “Zp3A
P dt 8775r
de donde finalmente de obtiene la diferencia de presion hidrodindmica
R?*dR dR dV;

Ap = —32ny—— x ATR*— = — 7.5
s R T (7.5)

expresién que resulta proporcional al cambio volumétrico (R2dR/dt) de la so-
lucién interior e inversamente proporcional al radio del poro (r~2) que emerge.

Difusion selectiva de materia.

La difusion es un proceso fundamental irreversible que interviene en la
evolucion de muchos sistemas fuera de equilibrio[31].

Y cuando las particulas difunden a través de un medio complejo o hete-
rogéneo, la estructura y las propiedades fisicoquimicas del medio dan lugar a
la aparicion de procesos cinéticos adicionales que afectan la dindmica de las
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particulas.[31].

Si un sistema termodinamico intercambia energia con sus alrededores,
una parte del trabajo y del calor intercambiados tiene su origen en la energia
contenida en el nimero de particulas del sistema

Ni = niNA.

Si ademads el sistema es heterogéneo - complejo, las diferentes distribu-
ciones de moles que lo constituyen estaran desbalanceadas y se causara un
transporte irreversible de masa, llamado difusién, y que prevalece un tiempo
caracteristico hasta alcanzar el equilibrio.

La difusion es el transporte aleatorio y microscopico de masa debido a
la diferencia en la concentracion relativa de solutos (Ac) disueltos. Tiene su
origen en el desbalance de la energfa sobre unidad de materia (J-mol™!) y se
cuantifica mediante los conceptos de potencial quimico 'y de afinidad A[5,
p.113]; conceptos que se emplean cotidianamente en la cinética de reacciones
quimicas y en termoquimica pero que también permiten describir el flujo de
materia entre regiones del espacio[5, p.113].

El potencial quimico p, introducido en 1875 por J.W.Gibbs, es una can-
tidad fisica que cuantifica la energia disponible (libre) sobre unidad de subs-

tancia
]
pi=— — |—|.
n; mol
permite derivar algunas propiedades de la materia que dependen del
nimero total de moles, y no de su naturaleza quimica[5|[p.243]. A dicha
propiedades se les conoce como propiedades coligativas.

La disminucién del punto de congelamiento o la elevacion del punto de
ebullicién de una substancia debido al cambio en la concentracion de solutos
son ejemplos de propiedades coligativas. La sal se usa en los caminos para
mantenerlos libres de hielo durante el invierno y también se le agrega al agua
cuando se cocina arroz. En ambos casos, el aumentar el nimero de solutos
modifica la temperatura del cambio de fase; en el primer caso disminuye el
punto de congelamiento y en el segundo caso eleva el punto de ebullicion.
También existen otras aplicaciones bioquimicas como agregar glicerol para
reducir el punto de congelamiento de las soluciones acuosas de proteinas.

Una propiedad coligativa que tiene un papel clave en el transporte de
agua en organismos vivientes es la dsmosis. Reportada por vez primera en
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1877 por un botanico llamado Pfeffer quién hizo un cuidadoso estudio cuan-
titativo de ella, y anos mas tarde por J. H. van’t Hoff (1852-1911; Nobel en
Quimica en 1901) quién encontré una ecuacién similar a la de un gas ideal
que ajusta los datos experimentales[5].

La ésmosis estd definida como el movimiento espontdaneo de moléculas
de solvente a través de una membrana semi-permeable, hacia una regién de
alta concentracion de solutos. Las fuerzas osmdticas pueden tener un efecto
muy intenso y son fundamentales para el desarrollo de algunas funciones fi-
siologicas como la secrecion de acido clorhidrico en el estémago, la conduccion
nerviosa o la eliminacién de agua de los rifiones (cuando los iones minerales
son absorbidos por el intestino delgado) [26].

Todos estos procesos involucran flujos de masa entre soluciones bioldgicas
a través de membranas semipermeables, siempre en direccién a la regién de
menor potencial quimico que cesan cuando se alcanza el equilibrio[5].

Afinidad volumétrica: relacién van 't Hoff

Cuando la Afinidad es la diferencia de potencial quimico entre una loca-
lizacién del sistema y otra, emerge un flujo que corresponde al transporte de
materia[5] hacia la regién donde el potencial quimico sea menor. Considére-
se un reservorio cerrado a temperatura 7', volumen V' y ntumero de moles
n = ny + ny. Contiene ny moles de solvente (quimicamente puro) que ocupan
un volumen V5 a una presién py. Y ny moles de la solucién (acuosa, binaria
y no reactiva) de volumen V; y presion p;.

Las soluciones en el reservorio estan separadas por una membrana esférica
cuya su Afinidad es[5] una funcién de cuatro variables termodindmicas

A<p7 pla T7 wsolvente) = ,u* (pa T) - ,U* (p/, T, xsolvente) (76)

En nuestro caso, el exterior es solvente puro (1) y en el interior solucién
azucarada (2), por lo que la Afinidad quimica es

A(p2, p1,2) = pa(p2) — pa(p1, w2) >0 (7.7)

La Afinidad volumétrica es una funcién homogénea de primer order que
depende de las variables termodindmicas (pa, p1, T2)

_ (Ona ([ 9m (9O
A, = (6p2> D2 (apl) b1 (8@ T2 (7'8)
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donde los cambios en los potenciales quimicos respecto de las presiones estan
definidos como los volimenes molares parciales v = du/dp, por lo que

A, = vapy — V1P — RTln(xg) (7.9)

donde R la constante universal de los gases, T la temperatura absoluta,
To la fraccién molar del solvente, v el volumen molar del solvente, p, la
presion del solvente, 14 el volumen molar de la solucién y p; la presion de la
solucion.

Si las soluciones se encuentran en equilibrio termodinamico, todas sus
moléculas tendran la misma energia térmica independientemente de su ta-
mano, pero no tendran el mismo momento puesto que tienen distinta masa,
y por ende se mueven a distintas velocidades; entre méas masiva, mayor mo-
mento.

Al transportarse los solutos en una solucién, imponen un intercambio de
momento y por ende contribuyen a que la presién se incremente linealmente
con el incremento en la concentracién de solutos

T = RT% = RT¢, (7.10)

1

a dicha presion se le conoce como presién osmética y fue deducida por vez
primera en 1885 por Van de Hoff[5]|[p.246], quien encuentra que la presion
osmotica medida es basicamente la presién de n particulas de soluto mo-
viéndose libremente a través de el volumen del solvente V[26]. La ecuacion
de van’t Hoff es exacta para soluciones ideales.

Por lo tanto, los solutos que se encuentran en el interior de Liposoma
generan presion 7w que contribuye con la presion en el interior py, por lo que
sera

PL=p2+T (7.11)

De ahi que al sustituir en la ecuacion (7.9) de la Afinidad volumétrica, se
tiene

Ay = vapy — 11 (py + ) — RTIn(2,) (7.12)

Si ahora se supone que los volimenes molares de la solucién y del solvente
son constantes y similares

v & vy R cte (7.13)
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y luego se usa que la fraccién molar cumple con que
T+ =1 (7.14)
se puede escribir (7.12) como
A, = —vom — RTIn(1 — 2y) = —1»RT¢; — RTIn(1 — 1) (7.15)

Recordar que la fraccion molar de la solucién estd definida como
ni

n1+ na

T =

y suponer que los moles del solvente son mucho mayores que los moles de la
solucién
ny << no
permite escribir
n1
TR —
N2
donde

_ 1 1 _
Ny ="Ng,o + NGy Hy011 = CO‘/l

son los moles de la solucion nq que estan constituido por los moles del solvente
1 1 -
Np,0 Y 1os moles del soluto ne,,g,,0,,, Mientras que

2 1 2
Ny = Np,0 + Nopo ™~ W20

son los moles en el exterior, aproximadamente ny = n%;,,, ya que supone-
mos el exterior es un bano térmico de solvente (agua). Lo anterior permite
aproximar la funcién logaritmo como

ni Covl

In(l—z)) ~ —x1~ — = —110

n2 3120
lo que finalmente permite escribir la afinidad volumétrica (7.15) como
A, ~ —1nRTe; — RT(—v1¢y) = —nRT(¢; — ¢) = —nRTAc (7.16)

y concluir que la diferencia de energia quimica sobre unidad de cantidad de
materia (A,) es proporcional a la diferencia de concentraciéon de masa (Ac)
entre los subsistemas

Ay(¢) = —nRTAc — [J - mol™!] (7.17)

siendo la temperatura absoluta 7', la constante universal de los gases R y el
volumen molar especifico del solvente vy dicha proporcionalidad.
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Afinifad superficial: relacién Gibbs-Thomson-Laplace.

Debido a las dimensiones del Liposoma, la energia quimica de superfi-
cie originada en las interacciones no-covalentes[3| de la bicapa lipidica y la
presion osmotica generada por los solutos, son cantidades que requieren con-
siderarse puesto que en equilibrio termodinamico cumplen la relacién Gibbs-
Thomson-Laplace. Y para obtener su expresion concreta de ella, se parte de
la energia libre de Gibbs G(n,p,T) = F + pV de una membrana esférica ce-
rrada. Se calcula su diferencial considerando el proceso isobdrico e isotérmico
tal que empleando la primera ley de la Termodinamica

dE =TdS — pdV + > pudn;

se obtiene

q
dG =Vdp+>_ pdn; (7.18)
=0

Sin embargo, debido a que en el equilibrio termodinamico la energia libre
de Gibbs es constante

dG =0

lo que cual implica que (7.18) resulta como

Vdp = — Z pidn; = —(pidny + podny) (7.19)

i=1,2
Dado que el sistema es cerrado, la conservacion de masa impone que
dng = —dm
por lo cual la ecuacién anterior se reduce a
Vidp = (p2 — pur)dm

que luego de integrar y despejar la diferencia de potencial quimico conduce
a

v
AN g = n—lApL =11 Apy, (7.20)
1

donde Apy, es la diferencia de presion en equilibrio y que se conoce como
relacion de Laplace.

Se obtiene de tomar la diferencial de la energia libre de Helmholtz dF' =
dE —TdS — SdT y calcularla para el Liposoma, donde dE = T'dS — p1dV; —



7.1. CALCULO DE FUERZAS TERMODINAMICAS 75

padVa + ddA. Al recurrir a la conservacién de masa (dny = —dny) conside-
rando que dF' = 0, se obtiene que
20

Apr, = R =P >0 (7.21)

expresion que relaciona la tension de superficie () con el radio del liposoma
(R) y que permite escribir la Afinidad superficial (7.20) como proporcional
a la diferencia de presion en equilibrio (presién de Laplace).
25 B
A, R) = Apg = N = v Apr, — [J - mol™] (7.22)
y en equilibrio se le conoce como relacién de Gibbs-Thomson[2, p.52]-
Laplace.

Finalmente,de las ecuaciones (7.17) y (7.22), se obtiene que la energia
quimica total del Liposoma, estd determinada tanto por su energia quimica
volumétrica (A,(c)) como por su energia quimica de superficie (As(r, R)),
por lo que

N 20
A(r,R,c) = o — 1 = Ay(c) + As(r, R) = —o RT Ac + UIEU >0 (7.23)

Calculo de volumen molar

Consideremos una soluciéon acuosa, binaria y no reactiva constituida por
n, moles de solvente y por n, moles de soluto. A una temperatura y presion
determinadas, el volumen total de dicha solucién (V') estd dado tanto en
términos de los volimenes molares (v;) de cada tipo de molécula, como en
términos de sus moles (n;), es decir, es de la forma

V= E NV = Nglg + nplp
j={a,b}

de aqui que pueda escribirse:

v

NaVq + Nplp

= 1. (7.24)

El volumen molar (v;) estd definido como el volumen ocupado (V;) divi-
dido entre la cantidad de substancia (n;), es decir, es de la forma v; = V}nj_l
Lo anterior permite expresar el volumen molar de los solutos como

Vi
vy = — (7.25)

Ny
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y de ahi expresar el volumen ocupado por ellos:
% = Nyl. (726)

Ahora bien, al multiplicar el lado izquierdo de la ecuacién (1) por el lado
derecho de la ecuacién (3) se obtiene

v

Vo =mnptp | ———| . 7.27

’ b {nava + nbub] ( )

Observando que los volimenes molares de la solucién (v;) se pueden es-

cribir en términos de los pesos moleculares (M) y de las densidades (p;) de
acuerdo con la relacién

M
vy =~ (7.28)

Pj

entonces la ecuacién (4) se puede escribir como
(%)
ny | =+
V, =V [&] —V o (7.29)
NqVq + Nplp

Mg M,
ma (52) s (5)

donde V es el volumen de la solucién, que en nuestro caso es la soluciéon
contenida en el liposoma(V = %Rg con Ry es el radio de equilibrio), por lo
que finalmente la ecuacién (6) resulta como

My,
V:4_7TR3 nb<7>
T3, (42 + m, (22)
@\ pa b\ "oy

e indica el volumen aproximado que los solutos ocupan en la solucién.

— [m?] (7.30)

Esta expresion es relevante por dos razones, la primera de ellas es que
permite aproximar el volumen ocupado por los solutos a partir de los pesos
moleculares (M) y las densidades (p;) que se pueden consultar en tablas.
La segunda razén es que esta cantidad estd involucrada en la diferencia de
potencial quimico que hemos usado como fuerza quimica en el Liposoma
osmotico:

Ap = —vRTAc+ VQ—U — {L}

R mol
donde
Mb
v 4 (%) :
y=2_"Tps i — {ﬂ} (7.31)
w307 ), (M_> o (M_b> mol
@\ Pa Po
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Volumen molar para una solucion de Agua e Insulina

Consideremos un Liposoma cuyo radio de equilibrio es Ry = 20,5um y
que contiene una solucion de agua e insulina. El volumen de la solucién es

entonces 4 4
V= SRy = (205 x 107°m)?

El Agua es un solvente (H,0) cuyo peso molecular (M729) y cuya densidad
(p1;0) som:

MM = 0.01801528[kg - mol™'] y = p™2 =1000[kg-m~3]. (7.32)
Por lo que su volumen molar resulta como

H20
M,*?

PH>0O

Va,o =

La Insulina (Cos7 H3z3 Ng507756) es una hormona cuyo peso molecular y cuya
densidad son:

MEHNOS = 5808[kg -mol™] y  p“MNOS =1090(kg - m ™). (7.33)

Por lo que su volumen molar resulta como
CHNOS
M,

LCHNOS _
pCHNOS

Suponiendo que la solucién consiste de 15g de Agua y de 50g de Insulina,
entonces los moles respectivos son

H,0 0.015kg cunos _ 0.050kg

- = .34
0.01801528kgmol " s 80skgmo 10 (734
por lo que los moles totales de la solucién son n = n2° + noynos
Finalmente
Mb
v 4 (%)
y=b 2 ps Po (7.35)

0 a b
a<pa L Py

Volumen molar para una solucién de Agua y Metformi-
na

Un Liposoma (GUV) cuyo radio de equilibrio es Ry = 20,5um contiene
una solucién binaria y no reactiva de agua e insulina (H2O + CyH11 N3).
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Suponiendo que la solucién consiste de 50¢g de Insulina y de 15¢g de Agua,
entonces los moles respectivos son

H>O

n'2% = % x x Y Np,0 = % k% (7.36)

Dado que el Agua es un solvente (H20) cuyo peso molecular y cuya
densidad son, respectivamente,

M09 = 0.01801528[kg - mol™'] y  pmo = 1000[kg-m™>]. (7.37)

Y dado que la Metformina (CyH11N5) es un farmaco antidiabético cuyo peso
molecular y cuya densidad son, respectivamente

MSHN = 0.129164[kg - mol™']  y  pemn = 1300[kg-m™].  (7.38)

7.2. Programa Mathematica
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Ecuaciones matriciales RLO-TISP

n4217= ClearAll[r@, R®, c@, tmax, tmin, x@, z0, wl, p, n, B, 2@, RT, v, NA, a, nag, sgmc, gmmc, kbe, a, NA, JIr, IR, Jc];
pOrra 1odo

(* CONDICIONES DE EQUILIBRIO *)

re=1.1-10"°%; (sradio de poro en equilibrios)
RO = 14.5 - 10°%; («radio de vesicula en equilibrios)
€@ =1.0-1073; (+concentracidn exteriors)

X0 =1.1-10"°; (s«radic de poro inicials)
20 = 14.7 - 10°%; (sradio de vesicula inicials)
we = 200.0 - 187>} (+concentracidn interior inicialx)

tmax = 18660;
tmin = 88600;

sgmc = 2.9 107°; (+tensién critica de superficies)
gmmc = .92 -107'%; («tensidén critica de bordex)

1
p=|————— |5 (+xpermeabilidad de la membranasx)
6 7 nag a’ NA

1
B= (—], (xescalamiento visco de la solucidnx)
2nROn

af = [1— 41) 3 (xfactor de diferencia de presidns)
mw

(% *)

n=32.0-107%; (sviscosidad dindmica de la solucidns)

nag = 6.92 10"‘; (*viscosidad dinamicadel solventex)

v =3.1125 10"} («volumen molar parcial del solventes)

RT = 2578.5871; (*energia sobre mol; R=8.314; T=318.15K=37Cx)

T =310.15;

NA = 6.022148 - 18?%; (sconstante de Avogadros)

a=9.584 -107'; (sradio promedio de una molécula esférica de solvente que se mueve a través

de un fluido viscoso; agua ©.9584 Angstrom < ©.1nm=)

kbe = 29.8:1072%; (senergia de curvatura de membranas)

(* FUERZAS TERMODINAMICAS *)
sgmc ) ) o L
o= - (R[t1?-RO%); (stension superficial de membrana )
RO
gmmc
¥ = ( ) r[t]; (+tensién de borde del porosx)
RO
sgmc (R[t]?-Re?
Ap = -vRT (c[t] -¢c@) +2v —— [———|; (#Afinidad quimica totals)
Re? R[t]

e

Figura 7.1: .
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R[t]?
Ap =-32n L ]3 R'[t]; (+diferencia de presién hidrodindmicas)
rit]
(*__ acoplamientos de fuerzas termodinamicas *)
or[t] -
XFnL = - —ﬁ o-c[t] ap|;
-Au
(*__ matriz de coeficientes de flujos No lineales *)
el r[t]\2 2 _ 2 r[t1y3
& (i) o (i) Rea- e e (5)
2
MFNL = }s(ﬁﬁ) (RIEI? - rLt]?) BEROr[t]® o (R(E1Z- r[t1?) |3
3
(22) o (R[t1%- r[t1?)  c[tlp (R[t)%- r[t]?)
(* flujos termodinamicos *)
r r
[JR] = Dot[MFnL, XFnL]; JFnL = [JR];
Jc Jc
(* Produccién de entropia *)

ProdSi = Dot [Transpose[XFnL], JFnL];

SISTEMA DE ECUACIONES TISP-RLO
4
4351 = MembEsfSemip = {2 Ar'[t]-Jr=0, 47 a®R[t]2R*[t] -JR==0, — R[t]?c'[t] - Jc = a};
3

SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES y principales gréficas
Inf426]:= MembEsfSemip = NDSolve [ {MembEsfSemip, r[@] == x@, R[@®] == z0, c[0®] == w@}, {r, R, c}, {t, tmin, tmax},
Method - {"BDF"}]
(% {"StiffnessSwitching"”,"NonstiffTest"->False}]*)
(*{"BDF"}]=*)

(*{"EquationSimplification"”->"Residual”}]%)
GraphicsGrid|

{{P1otRPSO1MembEsfSemip = Plot[{ Evaluate [1@5 (r[t]) /. MembEsfSemip]}, {t, tmin, tmax},

Figura 7.2: .
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