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Glosario

Aproximacion BGK: Forma linealizada del operador de colision propuesta por Bhatnagar,
Gross y Krook, que ha tenido gran éxito para resolver la ecuacion de transporte de
Boltzmann en su formulacion discreta.

Colision: En el método de redes de Boltzmann corresponde al paso en que las particulas
ficticias colisionan, interactuando entre ellas; el resultado de las colisiones es una
tendencia hacia la distribucién al equilibrio.

Complejo antigeno-anticuerpo: Complejo quimico en el cual el antigeno secuestra el
anticuerpo

Diferencias finitas. Método numérico para resolver ecuaciones diferenciales parciales,
consistente en substituir derivadas por cocientes de incrementos, conforme al teorema de
L"Hopital. Data de principios del siglo XVIII.

Difusion molecular: Es el transporte de una sustancia quimica a través de un medio
sélido, liquido o gaseoso, que depende de un gradiente de concentraciéon y que no es
impulsado por la corriente de un fluido.

Discretizacion del dominio de solucién. El dominio continuo sobre el cual se aplica una
ecuacion diferencial se divide en elementos discretos mediante un mallado, formulandose
la ecuacion diferencial con base en diferentes esquemas para su solucién (diferencias
finitas, elementos finitos o redes de Boltzmann)

Ecuaciéon de Transporte: Ecuacion diferencial que describe la transferencia de una
entidad fisica de un punto a otro en el espacio. Dicha entidad puede ser momentum, calor,
masa, entropia o una funcion de distribucion de velocidades. La ecuacion de transporte
contiene, tipicamente, un término de transporte convectivo, otro de transporte molecular y
otro de acumulacién de la entidad fisica.

Elementos Finitos: Método numérico que consiste en la aproximacion funcional a la
solucion de una ecuacion diferencial. Nacié en la ingenieria mecanica en 1941 por
Hrennikoff, con el calculo de esfuerzos en las alas de un avién. Aunque el método de
Galerkin data de 1915 y los métodos variacionales ya habian sido utilizados por Newton,
Lagrange y Euler.

Escala mesoscopica: Escala intermedia entre el nivel molecular y el nivel macroscopico.
La fisica macroscoépica se basa en la descripcién de los fendmenos mediante ecuaciones
diferenciales (ecuaciones fenomenoldgicas), mientras que la dindmica molecular describe
los fendmenos analizando el movimiento de agregados moleculares. A escala
mesoscopica se consideran particulas ficticias que se mueven y colisionan entre ellas,
respetando los principios de conservacion de masa, momentum y energia. El resultado de
las colisiones es que las funciones de distribucion tiendan hacia el equilibrio.




Glosario

Un escalamiento de Chapman-Enskog permite obtener las ecuaciones diferenciales
gobernantes.

Escalamiento de Chapman-Enskog: Escalamiento a escalas multiples desde el nivel
mesoscopico hasta el nivel macroscépico. Es de naturaleza no lineal y permite recuperar
las ecuaciones de transporte a escalas macroscopicas.

Espacio cinético: Dominio en el que operan las ecuaciones de la teoria cinética
molecular, con tres componentes de posicion (coordenadas euclidianas) y seis
componentes de velocidad.

Esténcil unitario: unidad béasica que se utiliza para la formulacién discreta de las
ecuaciones diferenciales en el esquema correspondiente, ya sea diferencias finitas,
elementos finitos o redes de Boltzmann.

Fisica Biomédica: Area de la fisica que se encarga de explicar los fenémenos fisicos que
ocurren en los diferentes tratamientos biomédicos, describirlos matematicamente vy
optimizar regimenes de dosificacion de farmacos o de aplicacion de un procedimiento
quirurgico especifico.

Fluidizacién: En el método de reticulas de Boltzmann, se trata de la propagacion de la
funcion de distribucion de velocidades de un nodo a otro vecino cercano.

Fluido criogénico: Liquido con temperatura de fusibn muy baja que se utiliza para
congelar algun cuerpo u 6rgano.

Formulacion de entalpias: Forma de la ecuacion de Fourier para transferencia de calor
por conduccion donde se substituye la temperatura por entalpia. Es particularmente Util
para procesos de transferencia de calor con cambio de fase, en los cuales durante la
transicion de fase la temperatura no cambia pero la entalpia si varia.

Funcién de distribucion: En la teoria cinética molecular corresponde a una funcién que
indica cuantas particulas hay en cada punto del espacio y qué velocidades tienen.

Funcién de distribucion al equilibrio: Todo fenbmeno de transporte hace que el
sistema, donde se presenta, tienda al equilibrio. En el método de redes de Boltzmann, la
funcién de distribucion al equilibrio, que forma parte del operador de colision, indica
progresivamente hacia donde evoluciona el sistema en el espacio cinético.

Liberacién de un medicamento: Primera etapa del proceso de aplicacion de un
medicamento; las restantes etapas son absorcion, distribucion, metabolismo y excrecion.

Modelo pseudotridimencional: Modelo bidimensional asimétrico en coordenadas
cilindricas que simula el volumen de una regién del espacio.

Problema de Stefan: Problema formulado por el Fisico esloveno es Josef Stefan en
1890, que consiste en ecuacion diferencial.




Glosario

Tiempo de relajacion: parametro en el método de redes de Boltzmann que depende de
las propiedades de transporte, como la viscosidad, el coeficiente de conductividad térmica
o el coeficiente de difusion, y que permite calcular el avance progresivo hacia el equilibrio
dinamico, térmico o de concentraciones, respectivamente.

Radioinmunoterapia: Terapia medica utilizada para combatir tumores cancerigenos,
basada en la liberacion de un farmaco de un radioetiquetado que rastrea las células
cancerigenas y al encontrarlas lleva acabo una reaccion de particulas elementales,
liberando positrones, por medio de una radiacion letal para las células cancerigenas.

Reticulas de Boltzmann: Método que se utiliza para resolver ecuaciones de transporte y
modelos mateméaticos semejantes, como la ecuacion de Schroedinger. Proviene de la
teoria cinético molecular de la mecanica estadistica. La ecuacion continua de Boltzmann
para el transporte de funciones de distribucion de velocidad, fue formulada por el fisico
austriaco Ludwig Boltzmann en 1872. Las redes de Boltzmann utilizan la formulacién
discreta de dicha ecuacion.
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Resumen

En este trabajo se analizan tres diferentes sistemas de fisica biomédica, el primer capitulo
corresponde a la liberacién de un medicamento antiglaucémico a partir de una lente de
contacto. El fenébmeno fisico gobernante es la difusion molecular, es decir el transporte de
masa debido a un gradiente de concentracion. Se formularon dos modelos
computacionales utilizando el método de diferencias finitas. ElI primero de ellos, de
naturaleza unidimensional, permite evaluar la evolucion de la concentracion del farmaco
conforme se va difundiendo desde la lente de contacto, a través de las diferentes capas
del globo ocular y absorbiéndose tanto en el lagrimal, donde ejerce su accién, como en
los capilares sanguineos del estrato corneo. Para este sistema también se formulé un
modelo pesudotridimensional considerando cilindros concéntricos superpuestos para
simular la esfericidad del ojo. Los resultados obtenidos se compararon con los reportados
en la literatura cientifica.

En segunda instancia, se formuldé un modelo para la radioinmunoterapia de un melanoma
metastasico. En este caso se considera un medicamento que contiene un anticuerpo
radioetiquetado, el cual es administrado via inyeccion intravenosa. Dicho anticuerpo es
transportado por el torrente sanguineo hasta el sitio donde se encuentra el melanoma
cancerigeno; atraviesa el tejido sano y llega al tumor, donde se enlaza con el antigeno
formando un complejo anticuerpo-antigeno, liberando una dosis letal de radiacion para las
células cancerigenas. Fisicamente el proceso es gobernado por una ecuacion de difusion
con términos fuente. EI modelo, en reticulas de Boltzmann, presentado en este trabajo
considera un melanoma esférico.

Finalmente se presenta un modelo matematico para procesos de transferencia de calor
con cambio de fase, aplicado a tratamientos crioquirdrgicos. Se formularon algoritmos
computacionales basados en autoOmatas celulares en redes de Boltzmann, en su
formulacion de entalpias por captura del avance del frente de hielo. Se considera la
criogenia de un mezquino, como ejemplo. El algoritmo formulado es relativamente facil de
programar, y por ser un método explicito, ejecuta muy rapido. Sin embargo, por su gran
fundamento fisico, posee la exactitud de los métodos implicitos como el de elementos
finitos, que es el que se utiliza en la mayoria de los paquetes de software comercial como
Comsol® y Ansys®. Los resultados se comparan con los reportados en la literatura
cientifica usando software comercial.




Objetivos

Objetivo General

Formular modelos matematicos y los correspondientes algoritmos computacionales para
procesos de la Ingenieria biomédica tales como la liberacion de medicamentos anti
glaucémicos a partir de lentes de contacto, la simulacion computacional del tratamiento
radio inmunoterapéutico de melanomas metastasicos y el calculo de tiempos de
congelacion de un mezquino.

Objetivos Particulares

>

Con base a los conocimientos adquiridos en las asignaturas del area Fisica y
Matematicas, asi como los cursos de fisicoquimica, escribir los modelos basados
en ecuaciones diferenciales para la descripcidén de diferentes procesos biomédicos
en los cuales se presentan los fenomenos de difusion de farmacos, transferencia
de calor con cambio de fase e interacciones anticuerpo- antigeno Utiles para la
especificaciéon de los regimenes de dosificacion y tiempos de tratamiento.

Analizar desde el punto de vista anatémico fisiol6gico, asi como quimico biolégico
la posibilidad de aplicar un tratamiento de quimico, medicina nuclear, térmico a
pacientes con deferentes padecimientos.

Formular un modelo asimétrico para la difusion de un medicamento anti-
glaucémico liberado a partir de una lente de contacto y aplicar la ley de Fick de la
difusién con un término adicional de adsorcion del farmaco, que permita calcular la
evolucion del perfil de concentracion de medicamento en la parte frontal del ojo,
con la finalidad de especificar los tiempos de aplicacion de la lente de contacto.

Formular un modelo en coordenadas esféricas para el tratamiento
redioinmunoterapeutico de un melanoma metastasico considerando la cinética de
las interacciones antigeno-anticuerpo y resolviendo las ecuaciones gobernantes
mediante el método de diferencias finitasy redes de Boltzmann.

Formular algoritmos computacionales basados en automatas celulares en redes de
Boltzmann, en su formulacion de entalpias por captura del avance del frente de
hielo para la destruccion criogénica de un mezquino.




Hipotesis

Al formular modelos matematicos basados en ecuaciones diferenciales y resolverlos
mediante algoritmos computacionales, se tendra la posibilidad de simular diferentes
procesos de la Ingenieria biomédica como la liberacion de medicamentos
antiglaucémicos a partir de lentes de contacto, el tratamiento radio inmunoterapéutico de
melanomas metastasicos y la destruccién de tejidos an6malos mediante congelacion. A
partir de dicha simulacién se podran optimizar las condiciones de tratamiento y especificar
regimenes de dosificacion.

En este trabajo se propone formular algoritmos computacionales basados en automatas
celulares en Reticulas de Boltzmann, en lugar de utilizar paquetes comerciales basados
en métodos de elementos Finitos, como se hace en varios libros de texto.

Las Redes de Boltzmann proveen de métodos para la resolucion de ecuaciones de
transporte en la fisica e ingenieria biomédica, que son mas faciles de programar que los
de elementos finitos y que, por su naturaleza explicita, minimizan el tiempo de ejecucion
al no requerir de la solucién de ecuaciones simultdneas algebraicas no lineales.

Ademas por su gran fundamento fisico son muy exactos y debido a que apenas se esta
difundiendo su uso dentro de la comunidad cientifica, aln no existe software comercial
disponible.




CAPITULO 1: Métodos Numéricos para Ingenieria
Biomédica.
1.1 Diferencias Finitas

La aproximacion por diferencias finitas corresponde al método mas sencillo para resolver
numeéricamente ecuaciones diferenciales parciales. Se basa ya sea en el teorema de
L’Hopital o en desarrollos en serie de Taylor de las derivadas parciales.

La definicion de L’'Hopital de la primera derivada es:

af(x)_hmf(x'i'AX)—f(x) Ec.10
dx  Ax—0 Ax o

El dominio de la solucién de la ecuacion diferencial se discretiza en intervalos que pueden
ser de longitud constante, Ax, evaluandose la variable dependiente y = f(x) en cada uno
de los nodos. En seguida se formula la primera derivada de la variable dependiente
mediante la aproximacion de L'Hopital.

Fj ]":.'_1 -H' H‘H Fn.f yn

Y,
M@)o (D))
dx/;y \Ax/yq Ax |/ ‘\dx/, \Ax/» Ax

Figura. 1.00 Se muestra un esquema que indica la discretizacion del espacio, para la primera
derivada en el esquema de diferencias finitas.

Como puede observarse en la figura 1.00, donde se han sefialado dos intervalos vecinos,
la primera derivada para el intervalo de la izquierda (hacia atras) es:

(ﬂ> ~ (ﬂ) = A i Ec.1.01
1 1

dx Ax Ax




Mientras que la primera derivada para el intervalo de la derecha (hacia adelante) es:

(d_)’) N (A_y) _ Yiv1 — Vi T
dx 2 2 o

Ax Ax

Si en la ecuacion diferencial que gobierna algun fendmeno fisico, interviene una segunda
derivada, es facil calcularla a partir de las primeras derivadas anteriores. La segunda
derivada es la variacién de la variacion de la primera derivada, por lo tanto:

d_y — d_y Yier = Vi Yi~Vi-
d?y _ (dx)2 (dx)l ~ +A1x T T A - _Yie1 — 2Yi T Yica Ec.1.03
dx? Ax Ax (Ax)? o

Similarmente se pueden obtener las derivadas de orden superior.

Las derivadas temporales siguen el mismo tratamiento en el método de diferencias finitas:

9 t+At _ ot
_ lim y v Ec.1.04

ot At—0 At

Existe una gran variedad de formulaciones del método de diferencias finitas, las cuales
pueden clasificarse en métodos explicitos, implicitos y semi-implicitos.

El método de diferencias finitas explicito consiste en formular las ecuaciones para cada
nodo y, mediante la aplicacion de las condiciones iniciales y de frontera, ir resolviendo
para la variable dependiente, nodo por nodo en un solo paso de tiempo y luego aplicar el
mismo procedimiento para el siguiente paso de tiempo, como puede observarse en el
esquema 1.01

En contraparte, el método de diferencias finitas implicitas consiste en escribir todas las
ecuaciones nodales y formular un sistema de ecuaciones simultaneas que se resuelven
en cada paso de tiempo. Desafortunadamente, con frecuencia, el sistema de ecuaciones
simultaneas suele ser no lineal.

El método de diferencias finitas implicito es incondicionalmente estable, mientras que con
las diferencias finitas explicitas debe tenerse cuidado al especificar los pasos de tiempo,
At, y la distancia internodal,Ax, para no tener problemas de inestabilidad que conducirian
a oscilaciones de la solucion fisicamente inaceptables.®




CAPITULO 1: Métodos Numéricos para Ingenieria Biomédica.

Evolucion Temporal
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Figura 1.01. Se muestra el barrido de calculos del método de diferencias finitas explicitas. Fuente:
Propia.

1.2 Elementos Finitos

Otro método muy popular, incluido en la mayoria de paquetes de software comercial como
Comsol®, Fluent®, Ansys® etc., es el de elementos finitos, basado en aproximaciones
funcionales a la solucion de las ecuaciones diferenciales. Existen dos categorias, los
elementos finitos variacionales y los de residuos ponderados. Para utilizar los métodos
variacionales es condicion necesaria, aunque raramente suficiente, que la ecuacion
diferencial cumpla con la ecuacion de Euler-Lagrange, en cambio, a cualquier ecuacion
diferencial se le pueden aplicar los métodos de residuos ponderados; los cuales se
subdividen en:

Residuos Ponderados:
e Método de colocacion por puntos.
e Método de colocacion por subdominios.
e Método de minimizacion del cuadrado del error.
e Método de Galerkin (Bubnov-Galerkin).




CAPITULO 1: Métodos Numéricos para Ingenieria Biomédica.

Los métodos de elementos finitos son laboriosos de programar, pues se debe especificar
la topologia de todos y cada uno de los elementos; es decir, las interconexiones entre los
elementos vecinos, nodos vecinos, elementos esquina, elementos orilla y elementos
internos. Después de ello se formulan ecuaciones “locales” para cada uno de los
elementos, y finalmente se lleva a cabo el ensamblaje de dichas ecuaciones locales para
obtener un sistema de ecuaciones simultaneas (lineales o no lineales).

La resolucion de ese sistema de ecuaciones da el resultado deseado, una aproximacion
muy exacta. Sin embargo, el tiempo de ejecucion puede ser muy largo, un dia o una
semana en el caso de la dinamica de fluidos compleja.

Ademas frecuentemente se resuelven las ecuaciones para estado estacionario. Un
algoritmo bien formulado con base en elementos finitos, debe ser tan versatil que por si
solo pueda aplicarse a diferentes geometrias del dominio de la ecuacion diferencial, lo
cual se consigue al cambiar las posiciones de los nodos que conforman el mallado; el
programa por si solo debe reconstruir el sistema de ecuaciones simultadneas a resolver y
resolverlo.

Resumiendo, se tiene la siguiente situacion:

Los métodos de diferencias finitas son faciles de programar, pero su aproximacion es
burda debido a que su fundamento matematico es demasiado sencillo; y sin embargo se
puede utilizar para fenbmenos en régimen transitorio. Por otra parte, el método de
elementos finitos tiene un mejor fundamento matematico, que le confiere mayor exactitud;
pero es laborioso de programar y como es implicito, tarda mucho en ejecutar.

¢ Existe algun método que sea facil de programar, de naturaleza explicita, que ejecute
rapido como las diferencias finitas explicitas, pero que tenga la misma exactitud y
flexibilidad que el método de elementos finitos, y que sea aplicable a procesos en régimen
transitorio?

La respuesta es afirmativa. Y es precisamente una de las principales contribuciones de
este texto a la Ingenieria Biomédica; se trata del método de reticulas de Boltzmann,
proveniente de la teoria cinética de la mecénica estadistica. Un método con un gran
fundamento, no solo matematico como el de elementos finitos, sino con profundas bases
fisicas. Al momento de escribir este texto, no existen paquetes de software comercial
basados en reticulas de Boltzmann, por lo que cada uno de los capitulos que se
presentan aqui haciendo uso de dicho método, son propuestas novedosas de
investigacion de frontera en fenémenos de transporte.’?
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1.3 Redes de Boltzmann

La descripcion cuantitativa macroscopica de los fendmenos de transporte se basa en
ecuaciones diferenciales fenomenoldgicas. El uso de las funciones gradiente, divergencia,
rotacional y laplaciano, del célculo vectorial es muy importante. Con dichas funciones se
pueden escribir los balances infinitesimales de materia y energia, que conducen a las
ecuaciones de Continuidad, Navier-Stokes y Fick. Una formulacién alternativa es a escala
mesoscopica, la cual fue introducida en 1740 por el médico suizo Daniel Bernoulli, quien
es considerado el padre de la teoria cinética molecular.

Como se muestra en la figura 1.02. Bernoulli
consideraba que un gas esta compuesto por
particulas (en aquella época se desconocia
la existencia de atomos y moléculas) que
colisionan entre si y con las paredes del
recipiente que las contienen, conservando
momentum Yy energia (colisiones elasticas).
Con tal hipétesis, Bernoulli fue capaz de
obtener la ley de Boyle, que habia sido
deducida empiricamente algunos afios antes.

Figura. 1.02. Daniel Bernoulli, Inicio de la
Teoria Cinético Molecular, 1740. Fuente;
Probia.

El éxito de las ecuaciones diferenciales en la descripcion de los fenémenos fisicos,
provocd que la teoria cinético molecular fuera practicamente olvidada durante muchos
afios, hasta que, en 1868 James Clerk Maxwell, introdujo la hipétesis de que las
colisiones entre las particulas producirian una distribucion estadistica de velocidades.
Para describir esta distribucién, tomé prestada una férmula matematica de las ciencias
sociales. El paso crucial fue la traduccién de la “ley de distribucion normal”, formulada por
el matematico irlandés Robert Adrain y Karl Friedrich Gauss, en una ley de distribucion de
velocidades moleculares. Entonces, para equilibrio térmico, Maxwell pudo derivar, a partir
de consideraciones de simetria, su famosa funcion de distribucion de velocidades:

m /2 muv?
fow) =n (—) exp (— 5 KBT> Ec.1.05

2nKyT
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Figura.1.03.James Clerk Maxwell (1868). Funcion de Distribucion velocidades al equilibrio

térmico. Fuente: Propia.

De acuerdo a la distribucion de Maxwell, el resultado de las colisiones es una tendencia
hacia el equilibrio.

En 1878, el fisico austriaco Ludwig Boltzmann formulé la siguiente ecuacién de transporte:

of
E +v-Vf+F- Vif =0= fff fff [Ipostcolisional - Iprecolisional] dx dy dz dvxdvydvz Ec.1.06

Con esta ecuacion integrodiferencial se puede obtener la evolucion espacio-temporal de
la funcion de distribucién de velocidades (f). El operador de colision, 2, toma en cuenta
las interacciones precolisionales y postcolisionales entre las particulas, y es de naturaleza
fuertemente no lineal. Es de hacer notar que la funcién de distribucion de Boltzmann, (f),
es una funcién en el espacio cinético, con seis componentes, tres de posicion (x,y,z) y
tres de velocidad (v, vy, v,).

La ecuacion de transporte de Boltzmann describe los fendmenos de transporte a nivel
mesoscopico, pero su resolucién es muy dificil.

En 1954, Bhatnagar, Gross y Krook introdujeron un operador de colision linealizado:

Q= %[fl. — £°9 Ec.1.07
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Finalmente, en 1989, gracias a los trabajos de Mc Namara, Chen, Liu, Succi, y otros, se
logro la discretizacion de la ecuacion de transporte de Boltzmann, que desde entonces ha
sido ampliamente utilizada para la descripcion de los fendmenos de transporte, iniciando
desde una formulacion mesoscopica, aplicando un escalamiento de Chapman-Enskog, y
obteniendo la ecuacion diferencial gobernante a escala macroscopica.

Por ejemplo, en la ecuacién 1.08, el modelo matemético gobernante para procesos de
difusién en régimen transitorio es una ecuacion diferencial parcial parabdlica:

1510) 5
—_—=— Ec. 1.
T aV-o c.1.08

Aqui aes el coeficiente de difusion mientras que ¢representa una funcion de potencial
asociada a la entidad fisica en transporte. Para transferencia de calor ¢ es la temperatura,
mientras que para transferencia de masa, para flujo de lineas de campo eléctrico y para la
distribucion espacial de las lineas de campo gravitacionales, ¢es la concentracion, el
potencial eléctrico y el potencial gravitacional, respectivamente.

La cinética para laecuaciondiferencial es:

ofi(x,t) N C'.afi(x,t) _ 0

ot ax i Ec.1.09

Donde en la ecuacion 1.09 se representa con i = 1, 2 . . . n, siendo n el namero de
direcciones consideradas en el esténcil unitario.

En esta ecuacidnel subindice i corresponde a cada una de las direcciones del esténcil
unitario. El lado izquierdo representa el proceso de fluidizacion del autdémata celular,
durante el cual la funcién de distribucion, fi es transportada desde un punto a otro en el
espacio a lo largo de las lineas de enlace del esténcil unitario, con velocidad y obteniendo
la ec. 1.10

Ax

_ o Ec.1.10
At ¢

Ci

El término del lado derecho representa la rapidez de cambio de la funcién de distribucion
debida al proceso de colision. En la aproximaciéon BGK, el operador de colision se formula
como:

file) — (0

O = Ec.1.11

T
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Siendo en la eczel tiempo de relajacion hacia la distribucidén de equilibrio (f9), el cual esta
relacionado directamente con el coeficiente de difusion a escala macroscépica.

La ecuacién 1.12, la cinética puede ser discretizada como:

filx, t + At) — fi(x, t) N C_ﬁ-(x +Ax, t+A) = filot +A)  filo ) = £ (0 0)

Ec.1.12
At Ax T ¢
Esta ecuacion puede simplificarse substituyendo Ax por ciAt:
At eq
filx + Ax, t + At) — fi(x, t) = —7[fl-(x,t)—fi (x, 0] Ec.1.13

Esta es la ecuacion 1.13 de recurrencia para los autdmatas celulares en reticulas de
Boltzmann para procesos de difusion. Una formulacién equivalente que aparece en varios
articulos de la literatura cientifica es:

filx 4+ Ax, t + At) — f;(x, ) (1 — w) + w £ (x, t) Ec.1.14

Donde o es el cociente entre el paso de tiempo y el tiempo de relajacion, o = At / 1. Habra
tantas ecuaciones de esta, como direcciones en el esténcil unitario del automata de
reticulas de Boltzmann.

Es de hacer notar que la ecuacion de recurrencia para los automatas celulares en
reticulas de Boltzmann, en su formulacion BGK, es similar a un esquema de diferencias
finitas explicitas.

La variable dependiente ¢ esta relacionada a la funcion de distribucion fi, mediante:

D(x,t) = Zfi(x, t) Ec.1.15

La funcion de distribucion al equilibrio se elige como:

f9(x, 6) = w;B(x, t) Ec.1.16

Siendo w; el factor de ponderacion para cada direccion del esténcil unitario, y cuya suma
debe ser igual a la unidad.
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La funcion de distribucién al equilibrio puede ser sumada para todas las direcciones del
esténcil para dar:

Y=Y wok ) =00 Ec.117
i=1 i=1

La relacién entre el coeficiente de difusiébn a escala macroscopica (o) y el operador de
colision adimensional (w) a escala mesoscopica puede ser deducida a partir de una
expansion a multiescala de Chapman-Enskog!?, obteniéndose:
(8 ( 1) Ec.1.18
d@=———"\T—= C. 1.
Desp At 2

Siendo D., la dimensionalidad del espacio.

Las soluciones que se obtienen por los métodos numéricos seleccionados se comparan
ante soluciones analiticas para casos integrables, o frente a resultados reportados en la
literatura cientifica por parte de quienes tienen la posibilidad de llevar a cabo
experimentos en sus laboratorios. 4
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2.0¢Qué es el Glaucoma?

El glaucoma es una enfermedad que se produce en el nervio 6ptico del ojo que se asocia
a pérdida del campo visual, siendo la principal causa la presion intraocular (PlO).
Aungue la naturaleza del glaucoma es irreversible, su evolucion si puede ser controlada a
través de una diversidad de opciones de tratamiento. 2

2.1Cifras

En el mundo al menos 2,2 mil millones de personas tienen una discapacidad visual y de
estos al menos mil millones de ellas podrian haberse evitado o alin no se ha abordado.?

Causas de Ceguera 2.2 mil millones de

Retinopatia personas con

diabética discapacidad
1% Trai:;ma . -
(]

1 millones podria
haberse evitado
Opacidades . ;

0 aun no se ha

corneales
2% , = abordado.
(]

Glaucoma
3%

Figura 2.00. Estimaciones de las personas con en base a encuestas basadas en la con un indice
de confianza alto.?

El Glaucoma es una de las principales causas a nivel mundial con deterioro de visién moderado o
Severo 0 ceguera y se presenta en paises bajos. La demanda de atencion ocular aumentara en
los préximos afios debido acrecimiento de la poblacién, envejecimiento y cambios en el estilo de
vida.*
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2.2¢Quiénes pueden desarrollar glaucoma?

Las personas que:

’ Parientes con glaucoma

. Ascendencia africana, hispana, o asiatica

A
' Presién ocular alta

‘ Hipermetropia o miopia
’ Sufrieron una lesion en el ojo
‘ Uso prolongado de esteroides
‘Sufren estrechamiento del nervio éptico

’ Diabetes, presion alta, migranas, mala circulacion de sangre u otros

Figura2.10. Personas que corren un mayor riesgo de padecer glaucoma. Propia con de
informacion*

Y_Otros: Puede ser causado por efectos secundarios de varios
medicamentos tomados para otras enfermedades como el Parkinson,
Epilepsia, depresién, migrafas, entre otras y se debe prestar especial
atencion a los corticosteroidesque se utilizan para tratar la artritis
reumatoide, el lupus, el asma, alergias y muchas otras afecciones

P como el
< laucoma
p grauce
S » inducido por
¢ Esclerdtica .
' esteroides que se
Coroides observa con mayor frecuencia con las gotas
s , oculares para la conjuntivitis.>
Retina
Pupila
— Mécula
Cristalino . L.
S o o Figura 2.20Se representa esquematicamente
v NS FVO ORI |la anatomia basica del ojo humano.'‘Fuente:

Instiruto de Ofatmologia Etxeandia
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2.3 ¢Como funciona el 0jo?

Los rayos de luz entran en el ojo a través de la cérnea, pupila y el cristalino, estos rayos son
enfocados en la retina, una capa de tejidos que cubre la parte posterior del ojo. El nervio Gptico
estd conectado a la retina y esta formado por fibras nerviosas, la retina envia sefiales al cerebro a
través del nervio éptico.!

2.3.1 Sistema de Drenaje del ojo

En un ojo sano, un liquido transparente llamado humor acuoso (HA) proporciona alimento a sus
estructuras internas. Este liquido se produce en la parte frontal exactamente, detras del iris, que
circula constantemente en pequefias cantidades de la posicion frontal del ojo por un canal
microscopico en el angulo de drenaje, llamado malla o red trabecular que consiste en multiples
capas de tejido de colageno.!

La Produccién y vias de salida del humor acuoso tiene un coeficiente de salida normal es de 0,1 a
0,4 yL/min/mmHg y se encuentra disminuido con el aumento de la edad y en el glaucoma.

Estos valores pueden sufrir variacion debido a cambios de temperatura, en la concentracion de
oxigeno en la sangre y el uso de medicamentos. Otro factor que modifica la dinamica del HA es el

cambio de postura.®”’

Figura 2.30. .Se muestra el flujo de salida en el sistema de drenaje de un ojo sano®. Fuente:
World Glaucoma Association

2.4 ;Como se produce el dafio por glaucoma?

Las anormalidades en el sistema de drenaje conducen al deterioro del flujo de salida del humor
acuoso normal, y la PIO aumenta. Esta PIO elevada puede dafar la cabeza del nervio optico
ubicada en la parte posterior del ojo y afectar la comunicacion entre el ojo y la parte del cerebro
responsable de la vision.®




Figura2.40. Se muestra un flujo de salida deteriorado debido a la deficiencia de la malla trabecular
sano®. Fuente: World Glaucoma Association.

2.5Tipos de glaucoma

— > Angulo Abierto
Adultos
]

Secundario BEENG  Angulo Cerrado
— Adultos

Figura 2.50. Clasificacion de acuerdo a la causa que lo propicia y al sitio de obstruccién del
sistema de drenaje del ojo.°Fuente Propia.

2.5.1 Glaucoma Primario de Angulo Abierto:

Nada obstruye el flujo del humor acuoso para llegar a la malla trabecular, sin embargo, las
anormalidades dentro de los espacios del sistema de malla trabecular conducen a un aumento de

la resistencia al flujo de fluido. La presion del liquido dentro del ojo (PIO) se eleva, y generalmente
sin ninglin sintoma, dafia gradualmente el nervio 6ptico.?




Figura 2.60.Se muestra la comparacion de como en un ojo sano, el humor acuoso pasa entre la
malla trabecular y en ojo con glaucoma conducen a un aumento de la resistencia al flujo.® Fuente:
World Glaucoma Association.

2.5.2 Glaucoma Secundarios de Angulo Cerrado:

La parte del &ngulo donde se encuentra la malla trabecular esti cerrada y es obstruida por el iris
periférico. Este cierre angular conduce al aumento de la PIO y al dafio al nervio 6ptico. 8

Figura2.70.Se muestra como la malla trabecular es obstruida por el iris periférico y aumenta la
presion Intraocular. 8World Glaucoma Association

2.6 ¢Qué es la Malla o Red trabecular?

La red trabecular es un tejido de -caracter
esponjoso, esta formada por una serie de
laminas paralelas de tejido conectivo, delgadas
y planas, colocadas radialmente y se
encuentran recubiertas de células endoteliales.

El nlcleo de estas laminas es rico en
glicoproteinas, &cido hialurénico, colageno y
fibras elasticas.®

Figura 2.80. Malla o Red Trabecular. ®*world
Glaucoma Association
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2.6.1 Contraccidn/relajaciéon de las células trabeculares

La capacidad contractil de las células trabeculares juega un papel importante en la
regulacion del paso del HA a través de la red trabecular. La presencia de endotelina,
bradikinina, ATP,
prostaglandinas E2, )

. . Cornea
serotonina, adenosina en el o

HA, secretadas por los Malla trabecula;'\ /:f
A507

tejidos de la camara anterior \
Canal de Schlemm

(epiteliosciliar, iris, endotelio
de la coérnea, células Esclera
trabeculares) se unen a
receptores de membrana de
las células del trabéculo.®

Conjuntiva

£

_ Via uveoscleral

Banda ciliar —
Malla trabecular

Figura 2.90 Se representa la
estructura de la malla
trabecular a nivel microscopico.
Fuente:Propia.

2.6.2 Cambios en el volumen y forma de las células trabeculares

El volumen de las células trabeculares constituye un factor clave en la regulacion del paso
del HA a través de la red trabecular. Aumentos en el volumen celular reducen el flujo de
evacuacion, mientras que la disminucién en su volumen produce el efecto contrario.

El volumen de las células estd altamente regulado para que éstas funcionen
correctamente y en general incluyen la activacion de canales idnicosy transportadores de
membrana (canal de Cl-, BKCa, transportador Na*K*/2Cl). Estos son modulados por
estimulos tan diversos como el Ca intracelular, el éxido nitrico, los canabinoides,
concentraciones de ATP y AMPc, receptores purinérgicos, tension de la membrana y el
aumento de volumen celular.

El flujo de iones a través de la membrana acompafiado de un movimiento pasivo de agua
permite a las células modular su volumen. La disminucion del volumen celular que se
desencadena tras un aumento del excesivo del tamafio de estas es mediada por la
activacion de corrientes de CIl- y K+. El aumento en la actividad del canal BKCa provoca
una disminucion del volumen celular incrementando la facilidad de evacuacion de la red
trabecular, por el contrario, el bloqueo de este canal produce disminucion del filtrado
trabecular.
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También se ha demostrado la participacion del ATP en la regulacion del volumen celular .
El aumento del tamafio de las células trabeculares estimula la liberacion de ATP, la
elevacion sus concentraciones extracelular activa los receptores purinérgicos que
modulan los canales de K mediados por el BKCa, asi disminuye asi el volumen celular
para aumentar la facilidad de salida del acuoso hacia el canal de Schlemm.®

El objeto de estudio es desarrollar un modelo matematico mediante la simulacion de la
difusion de un farmaco liberado mediante una lente de contacto. Tal farmaco atraviesa la
el humor acuoso, reduciendo la produccién de lagrimas.

2.7 Ecuacion Gobernante

La ecuacion 1.018 es lagobernante generalizada para el fendmeno de transferencia de
masa por gradiente de concentracion en coordenadas esféricas es la ley de Fick con un
término de sumidero (rd, layer):

% _ bal 16(6C)+62C d1 Ec.1.18
5 = Ddlayer |———{r——) + ——| —rd, layer c. 1.

Donde:

c = concentracion de farmaco en una capa particular.

Dd = capa que representa la Difusividad del farmaco en esa capa

rd, layer = representa la rapidez de pérdida de farmaco en la misma capa.

La pérdida de farmaco ocurre en la pelicula lagrimal y en las regiones de humor acuoso, y
es cero en las otras capas. Se ignora cualquier posible efecto que provenga de los
coeficientes de particion entre cualquiera de las dos capas.

En el esquema que se muestra a continuacidn, se propone una geometria esférica
constituida por cilindros superpuestos, considerando 5 capas, (1) Lente de contacto,(2)
Pelicula lagrimal; la cérnea que a su vez se compone de (3) el epitelio en un 10 % y (4) el
estroma 90%; finalmente, (5) el humor acuoso.




Lente de Contacto

Pelicula Lagrimal

Epitelio

Estroma

44— 4 > 4+—>

Humor acuoso

Coérnea

Figura 2.100. Representacion esquematica de la anatomia de la Cornea en el ojo humano.

Fuente: Propia.

El humor acuoso se asume que es lo suficiente ancho para que pueda tratarse como
semi-infinito por lo tanto el flujo del farmaco es cero al final del humor acuoso.

Tabla 2.00 Se muestran los coeficientes de difusiéon del farmaco en las diferentes capas de la
cérnea.'°Fuente: A. Datta and V. Rakesh,(2010).

Difusividad =~ ¢m?/s  Espesor de la
capa
Lente de 0.105 0.105 mm
Contacto
Pelicula 0.007 0.007 mm
Epitelio 0.05 0.05 mm
Estroma 0.45 0.45 mm
Humor 2.25 2.25 mm
ACU0SO

Como se observa en la tabla 1.0 se muestran los coeficientes de difusion de las capas
gue forman la Cornea con su respectiva velocidad de Adsorcion y el espesor que forma
cada una de estas. En solo dos capas se lleva a cabo la remocion del farmaco. En el
lagrimal por efecto de la accion biomédica, la interaccion con el lagrimal provoca una
rapidez de remocién (rd, layer) igual a le-4 s, mientras que en el humor acuoso se
remueve el farmaco con una rapidez (rd, layer) de 0.003 s™.

Las condiciones de frontera son:

e Liberacion del farmaco a partir de la lente de contacto, siguiendo una funcién
exponencial decreciente.
e Frontera no difusiva en el extremo opuesto a la lente.
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2.8 Procedimiento

Tomando en cuenta estos datos, se formuld un algoritmo de cdmputo basado en el
método de diferencias finitas.

=
==

———
L

Figura 2.110. Diagrama de Flujo del método de Diferencias Finitas
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La liberacion del medicamento antiglaucomico desde la lente de contacto hacia el humor
acuoso, es llevada a cabo por un proceso de difusion con absorcién. La ecuacion
diferencial para este fendmeno de transporte en el caso unidimensional es:

oc 9%C

E = Dd,layer W —Tap Ec.1.19

Ashim Datta y Vinish Rakesh, en su libro “An Introduction to Modeling of Transport
Processes. Applications to Biomedical Systems”, Utilizan un modelo de multicapas
unidimensional, como el que se muestra en la siguiente figura:

0.105 mm
Lagrimal 0.007 mm
Epitelio 0.05 mm
Estroma 0.45 mm
Humor Acuoso 2.25 mm
Y

En su modelo, la concentracion del timolol en la lente de contacto es constante. La
difusién se realiza a través de las diferentes capas de la cAmara anterior del globo ocular,
atravesando el lagrimal, el epitelio, el estroma y llegando al humor acuoso. De esas
capas, en el lagrimal y el humor acuoso se tiene una pérdida de farmaco, al integrarse a
la circulacion sistémica.

Datta y Rakesh indican la forma de introducir datos a un software comercial denominado
COMSOL ©, el cual resuelve las ecuaciones diferenciales gobernantes mediante el
método de elementos finitos.

La primera opcién que se contempla en este trabajo es empleando el método de
diferencias finitas explicitas.

Como se explica en el capitulo 1, el método de diferencias finitas consiste en aproximar
las derivadas parciales de la ecuacion diferencial mediante cocientes de incrementos
finitos.
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Lagrimal
Epitelio

b
b
:—/ i+1
Estroma | !

b
— Esténcil Unitario

Humor
acuoso

Q.

lg]
]
(=]

Concentracidn inicial en cada capa

Frontera no difusiva

Q|
N

Figura 2.120. Dimensiones del mallado unidimensional para Diferencias Finitas. Fuente: Propia.
La ecuacion diferencial queda aproximada como:

Cl-t+At _ Cit _) Cit+1 _ ZCit _ Cit—l
At — Yd,layer (Ax)2

— Tap Ec.1.20

Al despejar, se obtiene la concentracibn en cada nodo i, como funcion de la propia
concentracion del nodo i en el tiempo anterior y de las concentraciones de los nodos
vecinosi—1ei+1:

Cit+1 - zcit - Cit—1

Cit+At = Cit + Dd,layer (AX)Z

— 1 | At Ec.1.21

Esta es la ecuacion de recurrencia para el método de diferencias finitas aplicada a la
liberacion del farmaco a partir de la lente de contacto.

En el método de diferencias finitas explicitas, se va aplicando esta ecuacion de
recurrencia nodo por nodo desde el segundo nodo en la lente de contacto hasta el
penultimo nodo en el humor acuoso. Las condiciones de frontera se especifican en el
primer nodo en la lente de contacto y el altimo nodo del humor acuoso.

Para la lente de contacto, en este trabajo de tesis se propone una disminucion
exponencial de la concentracion del farmaco, mientras que para el ultimo nodo del humor
acuoso se considera una frontera no difusiva.
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2.9 Resultados

La aplicacion del farmaco via lente de contacto conduce a una evolucién de la
concentracion del medicamento oftalmico que se muestra a continuacion:

Evolucion del Perfil de Concentracion del Farmaco

.08 T T T T T

0.016 cefoeecozozes ---------- -
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Coordenada axial x 107

Concentracion del farmaco antiglaucémico

Figura2.130. Se representa la evolucion del perfil de concentracion del farmaco antiglaucémico
con respecto el tiempo. Fuente: Propia.

Obsérvese que en la figura anterior la concentracion del farmaco (Timolol ®) es diferente
de cero solamente en las dos primeras capas del ojo, el lagrimal y el epitelio. Siendo
practicamente cero en las capas internas, lo cual es lo deseable.

Noétese también que se alcanza rapidamente el estado estacionario en el cual el flujo del
medicamento liberado por la lente de contacto se equilibra por el medicamento absorbido
bioquimicamente por el lagrimal y el medicamento que pasa al torrente sanguineo.©
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2.10 Conclusiones:

El algoritmo presentado aqui, permite simular el proceso de la liberacion del farmaco
antiglaucomico a partir de una lente de contacto, atravesando todas las capas del ojo.
Dicho algoritmo permite modificar la concentracion del farmaco en la lente y disefiar los
regimenes de aplicaciéon de la lente de contacto hasta alcanzar la concentracién de
estado estacionario que permita reducir la presién intraocular.

La principal aportacion de este capitulo es el analisis del proceso de difusion del
medicamento mediante el método de reticulas de Bolztmann y la formulacién del
correspondiente algoritmo computacional en Matlab.

En su libro Datta y Rakesh presentan un analisis unidimensional mediante método de
elementos finitos, utilizando un paquete comercial de Software (Comsol®). En dicho libro
los autores especifican los pasos para introducir datos al programa, pero no explican los
fundamentos del método numérico ni tampoco elaboran algoritmos computacionales,
mientras que en este trabajo se logré el objetivo de formular las ecuaciones diferenciales
gobernantes y los correspondientes programas de computo para resolverlas.

En el apéndice 1 se presentan algoritmos computacionales escritos en Matlab para la
liberacion del farmaco, utilizando los métodos numéricos de diferencias finitas y Redes de
Boltzmann, considerando un modelo unidimensional.
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3.0 La piel y su anatomia

La piel es el 6rgano mas grande del cuerpo humano y representa el 16% de la masa
corporal total, desempenfa la funciébn de proteger los componentes internos del cuerpo
contra condiciones extremas de la ambiente.

Epidermis

Foliculo
piloso

= Células
escamosas

Melanocito

—1_ Células
v
basales

dipodermis —|

Figura 3.00 Se observa las diferentes capas de la piel con las principales células que forman la
epidermis. Fuente: Propia.
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3.1 Melanoma

El término "melanoma"” fue acufiado por Sir Robert Carswell, un patélogo deEscocia en
1838 basado en las palabras griegas, '"MELAS' que significa ‘oscuro ' y 'OMA' que significa
“tumor". El proporcioné representaciones ilustres de la metastasis del melanoma, que es

un tipo de cancer de piel mas agresivo y letal.!

3.2 Cifras

Uno de cada tres canceres diagnosticado cada afio a nivel global es cancer de piel. En la
actualidad se diagnostican entre 2 y 3 millones de cancer de piel no melanémicos y
132,000 canceres de piel de melanoma a nivel mundial. EI melanoma, es un cancer de
piel peligroso y responsable del 90% de las muertes por la enfermedad.!?

La incidencia global de melanoma continia aumentando. Se estima que una disminucion
del 10% en los niveles de ozono dard como resultado 300,000 casos adicionales de cancer

de piel no melanémicos y 4,500 de melanoma.

CAPITULO 3 Tratamiento Radioinmunoteranéutico de un melanoma

El riesgo de contraer melanoma
maligno se correlaciona con
caracteristicas genéricas en personas
con tez clara, antecedentes de cancer
de piel melanoma e indicadores de la
exposicion acumulada a los rayos UV.?

Figura3.10. Los rayos UV es un
indicador. Fuente: Rayos UV en la piel.
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3.3 Se clasifica en:

l—, No melanoma

Céancer de Piel

Melanoma

Carcinoma de células

Carcinomas de células |

esCamosas

— Son malignos

—>

Son benignos, rara la vez
son letales.

L—»

Frecuentes

Es la causa principal de
muerte por cdncer de
piel.

Menos frecuentes

Figura 3.20. Se presenta los tipos Melanoma en el cancer de piel.! Fuente: SkinCancer

Foundation.

3.4 (Como surge el melanoma?

Surge debido a la proliferacién incontrolada de melanocitos. Los melanocitos son las
células productoras de pigmento, responsables del color dela piel. Se encuentran
principalmente en la capa basal de laepidermis (estrato basal). 4

Melanocito

Melamina

Zona anémala

Melanina
N
=
Melanocito Wi Ta

Melanoma

melanoma. Fuente: Propia

’ I Capa muscular

Figura3.30. Se representa las diferentes capas de la piel con

MELANOMA

/ / 3 Epidermis

‘t Dermis

+ Hipodermis

¢, Qué es la melanina?

Es la responsable de dar color a
la piel. El objetivo principal de la
melanina es proteger las capas
epidérmicas de los efectos
nocivos de la luz ultravioleta
(UV).

Figura. Formula de la melanina. Fuente
www.vectorstock.com
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. Qué es la metastasis? La progresion de melanoma es rapida e incluso
los tumores pequefios podrian tener la
Se desarrolla con movimiento de células @ tendencia metastasica.
cancerosas de un tumor a otras partes del
cuerpo u 6rgano. La naturaleza agresiva de los tumores puede
verse por el hecho de que el grosor del tumor,
unfactor prondstico bien reconocido para el
cancer, se mide en milimetros en caso
demelanoma y tumores con mas de 2 mm de
grosor se consideran como indicadorespara el
peor prondstico.®

Es un proceso donde las células cancerosas
se desprenden del tumor primario e ingresan
al torrente sanguineo para formar tumores en
otros lugares. °

3.5 Niveles de Invasién
Niveles de Clark

Nivel | Nivel Il Nivel Il Nivel IV Nivel V

Epidermis
Dermis papilar—{ -

Conexién
papilar-reticular
dérmica

Dermis reticular—

Tejido subcutaneo |

L N L Nivel Nivel 1V . Nivel v

eInvasion e |nvasion parcial ¢ Invasion total ' elvasion de la eInvasion de la
Intraepidémica de la dermis de la dermis dermis reticular hipodermis
papilar papilar

Figura 3.40 Se observa los niveles de Clark, respecto a la invasion de melanoma en diferentes
capas de la piel.®” Fuente: Stages of melanoma skin cancer.
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Melanoma en estadio IIA

Cancer ”
Ulcera

1mm|_ Sin dlcera
2 mm
3 mm

4 mm

Ulcera

1Tmm
2 mm|
3mm

n

L\

oy
“

- ;
\ . Tejido subcutaneo
. s |
\ S

Melanoma en estadio lIC

—Dermis

Melanoma en estadio IIB

Ulcera

1mmp Sin dlcera
2mm
3 mm

4 mm

Figura 3.50. Se muestra el melanoma en sus distintos estadios o fases IlA, estadio 1IB y estadio

[IC. Fuente: Instituto Nacional de Cancer.

3.6 Radioinmunetrapia de Melanoma Metastasico

En 2004 Dadochova y colaboradores realizaron estudios respecto a la factibilidad de

tratamientos

radioinmunoterapéuticos en ratones, llevando a cabo el enlace de un

anticuerpo a un antigeno asociado al tumor para liberar una dosis letal de radiacion hacia
las células cancerigenas. Otro estudio realizado por Schweitzer y colaboradores en 2007,
se dedicé a la modelacion matemética y simulacion computacional del proceso de
radioinmunoterapia, haciendo uso de software comercial. En este capitulo, se desarrolla
un par de modelos computacionales propios basados en los métodos de diferencias finitas
y reticulas de Boltzmann para describir la variacion en el tiempo de la concentracion de
las especies involucradas en el tratamiento radioinmunoterapéutico del melanoma

metastasico.




3.7 ¢Qué es la Radioinmunoterapia (RIT)?

La RIT utiliza anticuerpos monoclonales que estan
acoplados a materiales radiactivos llamados
radiosondas. Cuando se los inyecta en su torrente
sanguineo, se unen a las células cancerosas y
entregan una alta dosis de radiacion directamente en
el tumor. La radioinmunoterapia (RIT) es una
combinacion de radioterapia e inmunoterapia. En la
inmunoterapia, una molécula Illamada anticuerpo
monoclonal es creada en el laboratorio para reconocer
y unirse a la superficie de las células cancerosas. Los | Figura. Anticuerpo unido a una
anticuerpos monoclonales imitan a los anticuerpos que | molécula o proteina.

son producidos naturalmente por el sistema inmune _
del cuerpo que atacan sustancias extrafias que | LOSAnticuerpos son capaces de ser tan
invaden el cuerpo, tales como bacterias y virus. En la | especificos, se pueden modificar y
RIT, un anticuerpo monoclonal es acoplado con un | ajustar a biomoléculas que se puedan
material radiactivo, o radiosonda. Una vez inyectado | dirigir en especificos a tumores, y
dentro de su torrente sanguineo, el agente, O | reclutar otras células o moléculas
anticuerpo monoclonal unido al material reactivo, viaja | giferentes al mismo tiempo, para
hacia, y se une a, las células cancerosas permitiendo
la entrega de una dosis de radiacion alta directamente

atacar las células tumorales.1t

en el tumor. Los posibles usos para la RIT incluyen el
tratamiento de: cancer de préstata, melanoma, cancer de ovario, leucemia, gliomas de
cerebro de alto grado y cancer colorectal.'®

3.8 Formulacién del problema:

Proponemos un modelo matematico de melanoma con la invasién del tejido sano sujeto a
una respuesta inmune. Desarrollamos el modelo matematico que describe los
fundamentos.

La figura siguiente representa las caracteristicas del tratamiento de radioinmunoterapia.
En el inciso (a) se esquematiza la circulacion sanguinea en las vecindades de los
espacios tisulares. El inciso (b) es una representacion simplificada del proceso completo,
el cual corresponde a una serie de pasos, siendo el primero la administracion intravenosa
de un anticuerpo radioetiquetado a la circulacion sistémica del paciente; dicho anticuerpo
circula en el plasma y es transportado a través de las paredes capilares hacia el interior
del tejido normal. Luego el anticuerpo se difunde atravesando el tejido normal hasta llegar
al tumor para alcanzar al antigeno presente ahi y se enlaza quimicamente para formar un
complejo anticuerpo-antigeno. Se asume que el tumor tiene forma esférica.
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Dicho complejo se disocia en anticuerpo mas antigeno, estableciéndose un equilibrio de
disociacion. Alguna cantidad del anticuerpo en el tejido normal es removida por los
canales linfaticos sin haber enlace quimico apreciable entre el anticuerpo y el tejido
normal.

a) b)

Capilares linfaticos en los espacio tisulares
T

Espacio
Tisular

Arteriola

Capilar &'
Linfétlco\ig,b

Células o
de Tejido

i Normal
Tejido R

Difusion

Vaso

Linfatico A \\
Remocion

Capilar
Arterial

Figura3.60. Se presenta las caracteristicas de una radioinmunoterapia en los capilares Arterial y
Venoso. Fuente Propia

3.9 Ecuaciones Gobernantes
Las ecuaciones diferenciales que describen el conjunto de procesos estan dadas por:

(1) Captura del anticuerpo desde la corriente sanguinea:

Capp = Capoexp(—At) Ec 3.0.

Esta es una funcion exponencial decreciente, caracteristica de un modelo cinético
de primer orden. Aqui Cabo es la concentracion inicial del anticuerpo en el plasma
inmediatamente después de la administracion intravenosa, A es la constante
cinética del decaimiento radiactivo en el plasma y Cabp €S la concentracion en el
plasma en todo momento t.

(2) Transporte, captacion y clarificacion del anticuerpo en el tejido normal:

Cape 10 (rzacAb

ar > + kblCAbp - klyCAbt Ec.3.1.

ot Hsy2py
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Esta es una ecuacion de difusion-captacion-clarificacion. El transporte del
anticuerpo a través del tejido normal se considera gobernado por la ley de Fick de
la difusién, en coordenadas esféricas, mientras que los fendmenos de captacion y
clarificacion que se llevan a cabo conforme el antigeno atraviesa el tejido, se
consideran como procesos de primer orden. En esta ecuacidon Cant es la
concentracion del anticuerpo en el tejido normal, Dtis es la difusividad del anticuerpo
en el tejido, r es la distancia radial desde el centro del tumor; mientras que k? y k¥
son constantes de rapidez de captacibn y remocién desde el tejido,
respectivamente.

(3) Transporte, formacion del complejo y disociacion en el tumor:

0Cyyp 10 ,0Cy
7 = Ytum ﬁg( or ) - k+1CAbCAg + k—lccomplex Ec.3.2.
Esta es una ecuacion de reaccion-difusién, con una reaccion quimica reversible de
formacién de complejos. Aqui Cab es la concentracién del anticuerpo libre en el
tumor, Cag la concentracion del antigeno, Ccomplex €S la concentracion del complejo
anticuerpo-antigeno, Dum es la difusividad del anticuerpo en el tumor, mientras que
k +1 y k -1 son las rapideces de las reacciones de formacion y disociacion del
complejo anticuerpo-antigeno, respectivamente.

(4) Evolucién de la concentracién del antigeno debido a la formacién y disociacion del

complejo:

Cag
at

= n(—k+1CAbCAg + k—lccomplex) Ec.3.3.

Siendo n la valencia del enlace 6D2/melanina.

(5) Evolucién de la concentracién del complejo debido a los procesos de formacién-

disociacion:

aCComplex
at

= k+1CAbCAg - k—lccomplex Ec.3.4.
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En este trabajo se propone un autdomata celular en reticulas de Boltzmann para simular
los procesos de:

(1) Captura del anticuerpo desde la corriente sanguinea,

(2) Transporte, captacion y clarificacion del anticuerpo en el tejido normal:

(3) Transporte, formacion del complejo y disociacion en el tumor:

(4) Evolucién de la concentracion del antigeno debido a la formacion y disociacion del
complejo:

(5) Evolucién de la concentracion del complejo debido a los procesos de formacion-
disociacion:

(6) Las condiciones iniciales y de frontera se especifican en el siguiente esquema:

Anticuerpo
Tumor e :
. Tejido Sano
- 2 e X -
: Células -
— 7 Tisulares _

Capilar N
Linfatico

Capilar
Arterial A g =
- Antigeno
Capilares Linfaticos en los espacios Tisulares
*
Esténcil Unitario
| D1Q3
Condicion de Frontera ’i |f"
CAb:O { > ; ‘v,/"lll _-‘vv“
Cag=Cag . ; " /Condicion de Frontera
& 7 [ i 5
Coomp}gx=0 t=0 CAbzo t=0 /x" = ar = 0. Yt
6900 00048 e,

1.5mm 16 mm

Figura3.70. Se presenta un modelo unidimensional D1Q3, con tres direcciones de movimiento del
autémata: radial, antirradial y estéatico. Fuente: Propia
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3.10 Procedimiento

El algoritmo de computo basado en reticulas de Boltzmann se representa en el siguiente
diagrama de bloques.

Noétese que los pasos de un automata celular son:

Fluidizacion de las pseudoparticulas, colisién entre dichas particulas y actualizacion de las
funciones de distribucion, siendo que la distribucién postcolisional tiende al equilibrio

Datos de ¢

Entrada Inicia Ciclo del Tiempo

l l

Parametros de Inicia Ciclo de Espacio
la Simulacion ¢
l Colision *Fegq, Geq™
] Ecuacion de

Calculo de los
operadores de Recurrencia
Colision. l

Fluidizacidn

)

Diferencias Finitas
para Ecuaciones
Diferenciales sin

Términos Difusivos

Condiciones de
Frontera

)

Desplegado de

Grafico

Figura 3.80 Diagrama de Flujo para el procedimiento de calculo para el tratamiento
Radioinmunoterapéutico
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3.11 Resultados

Las graficas presentadas en el apéndice 2, muestran los resultados de la evolucién de la
concentracion de las diferentes especies durante la liberacion de la radiacion letal por
parte del complejo anticuerpo-antigeno durante el tratamiento Radioinmunoterapéutico.

3.12 Conclusiones:

El algoritmo presentado aqui, basado en el método de reticulas de Boltzmann en
coordenadas esféricas, permite evaluar la concentracién del antigeno, anticuerpo y
complejo anticuerpo-antigeno en funcion de la cinética de liberacion (tiempo) de la
radiacion letal para las células cancerigenas que detienen el efecto metastasico del
melanoma. Un adecuado uso de este algoritmo permite disefiar los regimenes de
dosificacion del anticuerpo radioetiquetado y tener la posibilidad de salvar la vida de los
pacientes.

En este caso se utilizé un automata celular en redes de Boltzmann, con gran fundamento
fisico que le confiere exactitud y rapidez de ejecucion. Dicho autémata se formuld en
coordenadas esféricas, lo cual es una aportacion importante de este trabajo.

El algoritmo de computo para este tratamiento biomédico se presenta en el apéndice 3,
junto con los resultados de su ejecucion.
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4.1 ¢Qué es la Criocirugia?

Técnica quirdrgica que emplea la congelacion extrema para tratar enfermedades o tejido
anormal. Por lo que se presenta y disefia un nuevo enfoque de simulacién numérica en el
proceso de transferencia de caloren una criocirugia para evaluar la propagacion de las
posiciones del frente de hielo y el historial térmico dentro de la bola de hielo, en el
tumor.12:34

8 32 a
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La criocirugia se manifesto y Entra a practica la

Surge el interés por el fue estimulada para la P
tratamiento crioquirigico en viabilidad de controlar el glrilgiccl(r)u%:ra etamourzg
tumores hepaticos. proceso de congelacion de

tejidos por ultrasonidos. del higado.

Figura. 4.00Se presenta la resefia histoérica de la criocirugia. Fuente: Propia.

4.1.1 ;Cémo se utiliza la criocirugia?

La criocirugia se utiliza para tumores hepaticos en diversas circunstancias clinicas;
comunmente se ha utilizado para pacientes que tienen tumores que no se pueden extirpar
mediante cirugia debido a proximidad a los principales vasos sanguineos. La criocirugia
también ha sido elegida en pacientes con cirrosis, debido al alto riesgo quirdrgico. A
menudo la criocirugia ha sido combinada con cirugia de division, extirpando algunas
lesiones mientras se congelan otras lesiones in situ.

4.1.2 ¢Para qué se utiliza la criocirugia?

La criocirugia ha sido utilizada para tratar un gran nimero de enfermedades y desordenes
organicos, destrucciéon de tumores en el higado, pulmén, pancreas y con fines
cosmeéticos, como la eliminacidbn de verrugas y mezquinos. Esta técnica también ha
demostrado ser valiosa en la extirpacion de tumores en el cerebro, el 0jo, el pecho.
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El uso de la criocirugia se denomina escision asistida, método en el que se utiliza la
criosonda para facilitar la escision de un tumor. La sonda se inserta en el tumor y se enfria
para producir la congelacién. El volumen congelado se mantiene durante escision del
tejido congelado. La técnica proporciona un método de ganar traccidon en un tumor para
facilitar la extraccion o reducir el sangrado. La escision crio-asistida también reduce la
posibilidad de que las células del cancer se propaguen durante la manipulacion.

La destruccion controlada de tejidos mediante congelacion es ampliamente utilizada en la
actualidad con fines biomédicos. A este tipo de tratamientos se les conoce como
crioterapia, criocauterizacion, criocongelacion, cirugia criogénica o criocirugia. Pero el
término criocirugia es el mas apropiado. Dicho término proviene de dos vocablos griegos.
Crios que significa “helada” y cheiourgiki que significa “labor realizada con las manos”. La
criocirugia es un tratamiento poco invasivo, barato, facil de realizar y seguro. Puede
llevarse a cabo en hospitales o clinicas o consultorios.

4.1.3 ¢En qué consiste la criocirugia?

El procedimiento consiste en aplicar un liquido criogénico, extremadamente frio, mediante
un instrumento que se denomina criosonda. Dichas sustancias suelen ser nitrégeno
liquido, 6xido nitroso liquido, o incluso argén comprimido.

La criocirugia se puede utilizar para tratar ciertos tipos de cancer o para impedir el
crecimiento poblacional de células cancerigenas, o tumores que pueden convertirse en
cancer. Pacientes que presentan en su cuerpo verrugas, lunares, queratosis solares,
neuroma de Morton y melanomas, son candidatos para ser tratados con criocirugia.

Algunos ejemplos de operaciones crioquirdrgicas se presentan en la siguiente figura:

camara con luz

Grioeirugia (Pioh) Pene /

Sonda de

£ /y} e Ultrasonido_
; I /”S’uprapijbico -

Uretra

Scrota

Prostate

>~ Criosonda —¥

%
~——_

- Ultrasonido
Transrectal

Figura 4.10 Ejemplos de operaciones crioquirdrgicas.

El fundamento de la criocirugia es aprovechar la fuerza destructiva de temperaturas
criogénicas sobre células malignas. Cuando la temperatura de dichas células cae mas alla
de cierto nivel, empiezan a formarse cristales de hielo dentro de las células y, debido a su
menor densidad, tales células se van muriendo. Una vez que los vasos sanguineos que
irrigan el tejido organico comienzan a congelarse, se provoca un dafo irreversible al
crecimiento maligno.




La practica de una criocirugia minimamente invasiva requiere del desarrollo de un
procedimiento que minimice el dafo a los tejidos circundantes durante el proceso de
congelacion. Esto incluye la localizacion precisa de la criosonda, el monitoreo preciso de
la region congelada y el tiempo de congelacion adecuado. En este estudio, la prediccion
del tiempo oOptimo de aplicacion del fluido criogénico para congelar y matar el tumor de
forma efectiva, evitando mayor dafio en los tejidos circundantes, se presentarq mediante
la solucion de la ecuacion diferencial gobernante, mediante el método de formulacién de
entalpias, tomado en cuenta la propagacién de una bola de hielo centrada en el tumor.

4.2 Mecanismo de Destruccion
4.2.1 Rapida transferencia de calor

El congelamiento rapido del tumor depende de una répida transferencia de calor. La
rapidez de transferencia depende de la diferencia de temperatura entre el material
criogénico y el érgano afectado (36°C)

Existen principalmente dos métodos de transferencia de calor:

La transferencia de calor por ebulliciébn ocurre cuando el agente criogénico es aplicado
directamente sobre una lesion cutdnea, como por ejemplo en la técnica con atomizador.
El calor se pierde desde la piel, siendo el criogénico que lo absorbe mientras se encuentra
en ebullicion.

La transferencia de calor por conduccion ocurre cuando una sonda que ha sido enfriada
previamente con nitrégeno liquido es aplicada directamente al interior del tumor.

4.2.2 Dafio Tisular

El evento que tiene lugar inicialmente dentro de la aplicacién del agente criogénico, es el
de la formacion de hielo extracelular. Este proceso comienza en un rango de
temperaturas de -10°C a -15°C. La transformacién de agua a hielo conduce a una pérdida
de agua del compartimiento extracelular, esto provoca una concentracion de los solutos
en el compartimiento extracelular y condiciona un gradiente osmaético a través de las
membranas celulares. EI movimiento del agua a través de la membrana es exacerbado
por compresién mecanica de los cristales de hielo que dafian la membrana celular, dicho
dafio es mayormente reversible.

Un dafio irreversible es provocado por la formacion de hielo intracelular, el cual depende
del rango de enfriamiento y la temperatura minima alcanzada, entre mas rapido sea el
enfriamiento y la temperatura alcanzada sea mas baja, la formacion de hielo intracelular
sera mayor. Este hielo dafia los organelos (mitocondria y reticulo endoplasmico) y
provoca una concentracion de electrolitos intracelularmente.
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El rango de deshielo también influye en el grado del dafio, con periodos largos de
deshielo siendo asociados a mayor dafio debido a la acumulacion de electrolitos
intracelulares. Adicionalmente, ciclos repetidos de congelamiento-deshielo producen
mayor dafio tisular que un solo ciclo.

4.2.3 Estasis y oclusion vascular

Las bajas temperaturas conducen a una vasoconstriccion y dafio endotelial. En una
temperatura de -15°C, el endotelio es dafiado junto con la formacion de micro trombos, lo
cual como consecuencia provoca una necrosis del tejido tratado en horas posteriores.

4.2 .4 Inflamacion

La inflamacién tiene lugar aproximadamente 24 horas después del tratamiento como
respuesta a la muerte celular y contribuye posteriormente a la destruccion de la lesion.

1. Répida transferencia de calor

El congelamiento rapido del tumor depende de una rapida transferencia de calor de calor
por conduccién, ocurre cuando una sonda que ha sido enfriada previamente con
nitrégeno liquido es aplicada directamente al interior del tumor.

2. Dafno Tisular

Un dafio irreversible es provocado por la formacion de hielo intracelular, el cua
depende del rango de enfriamiento y la temperatura minima alcanzada, entre mas
rapido sea el enfriamiento y la temperatura alcanzada sea mas baja, la formacio
de hielo intracelular sera mayor. Este hielo dafia los organelos (mitocondria
reticulo endoplasmico) y provoca una concentracion de electrolitos
intracelularmente.

3. Estasis y oclusidon vascular

Las bajas temperaturas conducen a una vasoconstriccion y dafio endotelial. En una
temperatura de -15°C, el endotelio es dafiado junto con la formaciéon de micro
trombos, lo cual como consecuencia provoca una necrosis del tejido tratado e
horas posteriores.

NECROSIS

I —.
-

w) 4. Inflamacion

Tiene lugar aproximadamente 24 horas después del tratamiento como respuesta a la
muerte celular y contribuye a la destruccion de la lesiéon.
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Figura4.20. Se presentan las etapas de proceso de destruccion del tumor. Fuente: Propia.
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El tumor y la region circundante se modelara tomando en cuenta un sistema de
coordenadas esféricas. Se utilizara un método de diferencias finitas explicitas con
formulacion de entalpias para simular la transferencia de calor con cambio de fase a
través del tumor y regiones aledafias. Se considerara que en la regién de interés existen
capilares sanguineos, por lo que es importante el término de biocalor. La ecuacion
diferencial gobernante es la ecuacion de conduccién de calor de Fourier, en su
formulacion de entalpias, tomando en cuenta los calores sensibles y latentes que se
presentan durante el avance del frente de hielo desde el centro del tumor.

4.3 Metodologia

La propuesta de este trabajo es utilizar la formulacién de entalpias de la ecuacién de
Fourier para mejorar la exactitud. Por lo que se implementar4 una serie de algoritmos
computacionales basados en métodos de reticulas de Boltzmann de la teoria cinético
molecular; empleando el operador de colision linealizado Bathnagar, Gross y Krook (BGK)
para la evolucion de la funcion de distribucion de la Temperatura.

Las pseudoparticulas que forman parte del automata en redes de Boltzmann, se fluidizan
a lo largo de una malla de geometria regular, colisionando entre ellas en los puntos
nodales de dicha red e interactuando entre si.

El resultado de las colisiones sigue una estadistica de Maxwell-Boltzmann, que hace que
el sistema se aproxime progresivamente al equilibrio térmico. Las ecuaciones
diferenciales gobernantes a nivel macroscopico se recuperan mediante una expansion a
multiescala de Chapman-Enskog.

4.3.1 Tratamiento criogénico de un mezquino

Los mezquinos no contienen capilares sanguineos, por lo que el analisis matematico se
simplifica. Dicho analisis se presta a la optimizacién de la temperatura y del tiempo de
aplicacion del chorro de liquido criogénico. El objetivo es destruir la protuberancia cutanea
tanto como sea posible, sin causar dafio importante sobre el resto de la piel sana
circundante.

4.3.2 Formulacién del Problema:

La figura siguiente es una representacion simplificada de una protuberancia cilindrica
sobre una superficie plana de piel.
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r

Tejido Normal

Figura 4.30. Representacién esquematica de un mezquino. Fuente: Propia.

El mezquino y la region de piel cercana a él se modelara tomando en cuenta un sistema
de coordenadas cilindricas axisimétricas. Se utilizara un método de reticulas de
Boltzmann con formulacion de entalpias para simular la transferencia de calor a través del
mezquino y regiones circunvecinas. Se considerara que en la region de interés no existen
capilares sanguineos.

La ecuacion diferencial gobernante es la ecuacion de conduccion de calor de Fourier, en
su formulaciéon de entalpias, tomando en cuenta los calores sensibles y latentes que se
presentan durante el avance del frente de hielo hacia el interior del tejido cutaneo.

Al principio del proceso la temperatura de la piel es mayor que la del aire ambiental, pero
esa relacion puede invertirse durante el tratamiento criogénico. Se supondra transferencia
de calor por conveccion desde la piel hacia el medio ambiente o desde el medio ambiente
hacia la piel, en las zonas que no entren en contacto con el liquido criogénico; mientras
gue las regiones que entran en contacto con el liquido criogénico también pierden calor
por conveccion natural, tal como se representa en la figura siguiente:
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Figura 4.40. Mallado y condiciones de frontera para el autémata en reticulas de Boltzman.
Fuente: Propia.

Se aplica nitrogeno liquido en la superficie del mezquino a una temperatura de -196°C. El
coeficiente de transferencia por conveccion entre la piel y el agente criogénico es de 5000
W/m?2°K.

4.4 Modelacion matematicay simulacion de procesos de congelacion

El fenomeno que se presenta durante el tratamiento criogénico es la transferencia de
calor por conduccién con cambio de fase. Tal fendmeno es gobernado por la ecuacion de
Fourier, que en coordenadas cilindricas es:

oT 19T 09°T 9°%T

C,—=k|l—+— Ec.4.00
Por 5t r0r+6r2+022 ¢

El método tradicional que se utiliza para resolver esta ecuacion diferencial en procesos de
congelacion, es su formulacion de entalpias, ya que durante la transicion de fase la
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temperatura local permanece constante, pero la entalpia sufre cambios por la conversion
de agua en hielo durante la transferencia de calor latente.

La entalpia de un material sujeto a procesos de transferencia de calor sensible y latente,
E, durante una transicion de fase puede expresarse convenientemente como se muestra
a continuacion:

E=0c+X=Cp (T-Tref) + AXsslido Ec.4.10

La derivada de la entalpia con respecto al tiempo es:

§=Cp(ﬂj +A(Mj+cp(gj Ec.4.20
ot ot liquido ot ot sélido

El primer término se utiliza en la regién del espacio ocupada por una fase liquida. El
segundo se emplea en la region en que se esta llevando a cabo el cambio de fase,
coexistiendo tanto liquido como sdlido; Xssiido €S la fraccion de sélido que se va formando
progresivamente en el interior del material y representando, por lo tanto, el avance del
frente de hielo. El tercer término se emplea durante la etapa de postenfriamiento, es decir,
cuando el material se encuentra en fase solida.

Una vez formulada la ecuacion de Fourier en términos de entalpias, se pueden utilizar
métodos numéricos implicitos o explicitos. Los métodos implicitos demandan mucho
tiempo de cdmputo pues se resuelven sistemas de ecuaciones algebraicas simultdneas
en cada paso de tiempo. Dichas ecuaciones algebraicas resultan de la discretizacion de
las ecuaciones diferenciales gobernantes.

Los métodos de elementos finitos (Galerkin, Variacional y colocacion ortogonal), que son
de naturaleza implicita, son los que cominmente se utilizan en los paquetes de software
comercial (Comsol®, Ansys®, etc). En cambio los métodos de diferencias finitas explicitas
no requieren de la solucion de sistemas de ecuaciones, por lo que ejecutan rapido, pero
SON pOCo exactos.

En este trabajo se presenta la solucion de la ecuacion de Fourier en su formulacion de
entalpias mediante automatas celulares en redes de Boltzmann, que es un método
explicito con la exactitud de los métodos implicitos, pero que es facil de programar y
ejecuta muy rapido.
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4.5 Congelacion

Es un proceso de transferencia de calor con cambio de fase, que evoluciona en tres
etapas:

* Preenfriamiento: Transferencia de Calor por conduccion a través de una fase
liquida: La temperatura local varia con el tiempo.

» Transicion de Fase Liquido-solido: Proceso isotérmico.

» Postenfriamiento: Transferencia de calor por conduccién a través de la fase
solida. La temperatura local vuelve a variar con el tiempo.

El siguiente esquema representa un proceso de congelacion unidimensional que se lleva
a cabo dentro de un tubo aislado con una sola frontera convectiva. Obsérvense las tres
diferentes regiones y el avance del frente de hielo:

avance del frente

de hielo
I I
[ ] L J
. oo 'e o “ * o°
rontera : . e ® -
" e 08®ge ® = o frontera
convectiva : ® 9. ax adiabatica
® fasg liquida ® °
® *_ e
* = @

Figura 4.50. Representacion esquematica del proceso de congelacion. Obsérvese el avance del
frente de hielo. Fuente Propia.

4.6 Formulacién de Entalpias

La idea de la formulacién de entalpias es muy simple, directa y practica. EI dominio de
solucion se discretiza en una malla, aplicando el principio de conservacion de energia a
cada esténcil unitario, obteniendo una ecuacion discreta de balance de calor.

Para el caso unidimensional, si la entalpia del nodo central (Ei) es menor o igual que cero,
el material en dicho nodo esta como sdlido, si Ei es mayor que la densidad multiplicando
al calor latente especifico (pA), el material en el centro del esténcil es liquido; mientras
que si 0 < Ei<pA, el nodo central del esténcil unitario consiste en una mezcla de hielo y
agua.En publicaciones cientificas a dicho estado se le denomina region “mushy”, y
corresponde fisicamente a los limites del avance del frente de hielo. La region mushy
contiene la interfase hielo/agua; el porcentaje masico ocupado por el agua esta dado por x
= Eilp\. Obviamente 1-x es la fraccion masica de hielo.
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Notese que en este esquema las fases son definidas Unicamente por el balance de
entalpia. La localizacion del frente de hielo se recupera a posteriori a partir de los valores
de entalpia, por lo que este método puede ser catalogado como un esquema de captura
de frente de hielo.

e Se considera un mezquino (36°C) que inicialmente contiene agua en fase liquida en
sus poros, con temperatura T >Tcongelacion, para todo los nodos.

e El contorno del mezquino en contacto con el fluido criogénico es expuesto a pérdida
de calor por conveccion; dicha pérdida de calor est4 dada por:

Q(Or t) = h(Tsuperficial - Tfluido criogénico) Ec.4.30

— ~

frontera

| 4.=0 frontera
convectiva |

adiabatica

L Y

Estencil unitario D1Q2

Figura 4.60 Representacion esquematica del proceso de congelacion, con mallado del dominio
de solucién de la ecuacién diferencial y esténcil unitario para red de Boltzmann unidimensional.
Fuente: Propia.

e El extremo en x = L esta aislado (frontera adiabética): q (L, t) = 0.

e El principio de conservacion de energia aplicado al presente ejemplo 1D es:

t+At 0 x+Ax t+At x+Ax
f E(Af E(x, t)dx) dt = —f <Af q(x, t)dx) dt Ec.4.40
t t

x—Ax x

La rapidez de cambio de la entalpia en el nodo central del esténcil unitario (lado
izquierdo de la ecuacion) es igual a la diferencia entre los fluxes de calor de entrada
menos salida en el esténcil unitario (lado derecho de la ecuacion).




La entalpia nodal E(x, t) es la suma de los calores sensibles y latentes en el liquido:
E(x,t)
( T (x,t)

(,0 Cp)sélido dT T(x; t) < Tcongelacién hielo
Tcongelaci(m
=< Ax + A(1 —x),conx = fraccién de liquido T = Teongeacion Mezcla Ec.4.50
T (x,t)
(P Cp)liquido dT + .D/1 T(x: t) > Tcongelacién agua

k Tcongelacic’m

* Una vez calculada la entalpia, se determina el estado de la materia en cada nodo:
si. E(x,t) <0 - fase solida en (x,t)
si 0<E(x,t)<pi - fase mushy en (x,t)

si E(x,t) = pA - fase liquida en (x,t)

* Finalmente se calcula la temperatura a partir de:

E
T, ion + T —— <0 blid
congetacton (pCp)sélido (SO : 0)
T = Tcongelacién 0<EL p/1 (mushy) Ec.4.60
E —pa o
Tcongelacién E > ,DA (llquldo)

S
(pcp)liquido

Nosotros formulamos un método de entalpias bidimensional axisimétrico (pseudo-3D),
con base a nuestra adaptacion del procedimiento para fusion unidimensional descrito por
V. Alexiades en su libro “MathematicalModeling of Melting and FreezingProcesses”. En
nuestro algoritmo computacional utilizamos una red de Boltzmann D2Q4 para la
evaluacion de la evolucion de los perfiles de temperatura en las regiones donde
predomina el transporte de calor sensible y el balance entalpico para la regiébn mushi.

: . : ulo deievolu
P SO EEER g T . eratura medi

. - i bitzmann
Gnmushiz LG :
nce de entalpi

Agua: Conduccién de calor: Calculo de evolucién
de temperaturas mediante red de Boltzmann

Figura 4.70. Region mushi y avance del frente de hielo en modelo bidimensional




Método de Reticulas de Boltzmann para conduccion de calor

El modelo matemético gobernante para procesos de difusidbn en régimen transitorio es
una ecuacion diferencial parcial parabdlica:

% =—-aVig Ec. 4.70
Aqui aes el coeficiente de difusibn mientras que¢ representa una funcién de potencial
asociada a la entidad fisica en transporte. Para transferencia de calor¢ es la temperatura,
mientras que para transferencia de masa, para flujo de lineas de campo eléctrico y para la
distribucion espacial de las lineas de campo gravitacionales,¢ es la concentracion, el
potencial eléctrico y el potencial gravitacional, respectivamente.

La ecuacion cinética para esta ecuacion diferencial, en el caso 1D, es:

of, (X’t)+ c, - of;(x,t)
ot OX

Siendo xuna coordenada generalizada. En esta ecuacion el subindiceicorresponde a cada
una de las direcciones del esténcil unitario. El lado izquierdo representa el proceso de
fluidizacién del autémata celular, durante el cual la funcion de distribucion, fi, es
transportada desde un punto a otro en el espacio a lo largo de las lineas de enlace
internodales, con velocidad:

=Q, Ec. 4.80

c AX
= Ec. 4.90

T At

El término del lado derecho representa la rapidez de cambio de la funcion de distribuciéon

debida al proceso de colision. En la aproximacion BGK, el operador de colisién se formula

como:

_feq
Q. =- f (X’t) Tf' (X’t) Ec.4.100

Siendo 7 el tiempo de relajacion hacia la distribucion de equilibrio (fi9), el cual esta
relacionado directamente con el coeficiente de difusion a escala macroscopica.
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La ecuacion cinética puede ser discretizada como:

filx, t + At) — fi(x, t) N cﬁ(x +Axt+AD) — filot +A)  filot) — £ 1)

At Ax . Ec.4.110
Esta ecuacion puede simplificarse substituyendoA x por cs4t:
At q
L (x+ A% E+ A= £, (x,8) = =2 [ £, (x, )= £.2(x,t)] Ec.4.120

T

Esta es la ecuacidon de recurrencia para los autOmatas celulares en reticulas de
Boltzmann para procesos de difusion.

Dondew es el cociente entre el paso de tiempo y el tiempo de relajacion,o = At /1.

Habra tantas ecuaciones de estas, como direcciones en el esténcil unitario del automata
de reticulas de Boltzmann.

En la ecuacion original, la variable dependienteg esta relacionada a la funcion de
distribucionfi, mediante:

2
p(x,t)=> fi(x1) Ec. 4.130
i=1
La funcion de distribucion al equilibrio se elige como:
f2(x,t)=w @(x,t) Ec. 4.140

Siendo w; el factor de ponderacion para cada direccién del esténcil unitario, y cuya suma
debe ser igual a la unidad.

La funcion de distribucién al equilibrio puede ser sumada para todas las direcciones del
esténcil para dar:

iZ;: fe(x,t)= iZ;:W@(X’t) = g(x,t) Ec.4.150

La relacion entre el coeficiente de difusion a escala macroscopica (o) y el tiempo de
relajacion hacia el equilibrio (7) a escala mesoscopica puede ser deducida a partir de una
expansion a multiescala de Chapman-Enskog, obteniéndose:

Ec.4.160

el

*= D,sp At
Siendo D,, la dimensionalidad del espacio.
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4.7 Algoritmo computacional

Introduccion de datos

!

Condiciones Iniciales

)

fort=1: tfinal

\

for i= 1 : n total de nodos

v

¢Es fase
liquida?

|

Evalua la evolucion de la entalpia
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Figura 4.80. Diagrama de Flujo para la formulacién de Entalpias
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Este algoritmo se escribio en MATLAB, considerando un mallado de 50x30 nodos y diez
mil pasos de tiempo, necesitando menos de un minuto para su ejecucion.

4.8 Resultados congelacion del mezquino

Con la simulacion del proceso de congelacion se puede calcular el tiempo necesario para
lograr la ablacién criogénica del mezquino. A continuacion se presentan los resultados
para un mezquino de 2.2 mm de radio y 2.2 mm de altura, considerando una region de
24.4 mm de radio y 5 mm de profundidad en la piel:

N

@ 0 koW

Figura 4.90.
Evolucion del
perfil de
temperaturas
y avance del
frente hielo
durante el
tratamiento

20 segundos

criogénico de un mezquino.

4.9. Anélisis de Resultados

Los resultados obtenidos concuerdan bien con los obtenidos por Mercer y Tysonl®len
2009, quienes utilizaron software comercial. Sin embargo, si se trata de COMSOL, muy
probablemente haya sido aplicando métodos de elementos finitos que consumen mucho
tiempo de célculo. En cambio la red de Boltzmann permite obtener practicamente los
mismos resultados pero en menos de un minuto.
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El método propuesto permite seguir el avance del frente de hielo y calcular los tiempos de
tratamiento. Mercer y Tyson proponen diferentes formas de aplicar el agente criogénico.
Una tarea pendiente, seria imitar las condiciones de frontera que proponen ellos y
comparar resultados.

4.10 Conclusiones

En este capitulo se formularon algoritmos computacionales basados en automatas
celulares en redes de Boltzmann, en su formulacion de entalpias por captura del avance
del frente de hielo para la destruccién criogénica de un mezquino.

Los tratamientos crioquirdrgicos de mezquinos son relativamente sencillos de modelar
porque no existen capilares sanguineos. Sin embargo con érganos internos es necesario
considerar la vascularidad. Por ejemplo, el tejido pulmonar es poco vascularizado, pero
son muy perfundibles y poseen baja conductividad térmica, en cambio, los tejidos
hepaticos son muy vascularizados, exhiben perfusibilidad media y conductividad alta. Es
decir, para cada 6rgano, ademas de considerar su forma, es necesario tomar en cuenta
sus propiedades térmicas. Las propiedades mecénicas son menos importantes, ya que
durante la congelacién, que duran unos cuantos segundos, los tejidos no se ven tan
afectados como cuando se retira el tratamiento y procede la descongelacion. Es en unas
24 horas después del tratamiento que sobrevienen los dafios mecéanicos sobre los
capilares sanguineos, estasis, oclusion vascular e inflamacion.

La vascularidad se introduce dentro del modelo con el término de biocalor:
Qbiocalor = Qsangre psangreCp sangre (Ttejido - Tsangre) Ec.4.170

Donde Qsqngre €S €l flujo volumeétrico de la sangre y la temperatura de la sangre, Tgangre =
36.5°C. La temperatura del tejido es la que se va calculando paso a paso de tiempo. Este
término se introduce a la ecuacion de recurrencia de la red de Boltzmann (Ecuacion
4.110) y al paso 7 del algoritmo de cOmputo. Ademas hay que restarlo al calor de
congelacion cuando se calcula el flujo de calor en la region mushy. El algoritmo de
computo presentado aqui puede ser adaptado relativamente facil a operaciones
crioquirurgicas de 6rganos internos.

El algoritmo de coOmputo para este tratamiento crioquirirgico se presenta en el apéndice
3.
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Nomenclatura:

A = &rea transversal

Cp = Capacidad calorifica

¢; = velocidad del autémata
D,sp= Dimensionalidad espacial
E = entalpia

f =funcion de distribucion para la temperatura
h = coeficiente convectivo

n = nimero de nodos

g = densidad de flujo de calor
r= direccion radial

S =término fuente

T = Temperatura

Tier= temperatura de referencia
t = tiempo

w =factor de ponderacién para las diferentes direcciones del espacio

Xs¢lido = fracciéon de hielo en un punto nodal

z =direccion axial

Letras griegas:

o = difusividad térmica

¢ = potencial generalizado
A = Calor latente

w = frecuencia de colisiones
Q = operador de colision

p = densidad

o = calor sensible

T = tiempo de relajacion

superindices:

t = tiempo actual

t + At = tiempo posterior
eg= al equilibrio

subindices:

i = contador para nodos en direccion radial

j = contador de nodos para la direccion axial
k = contador para los componentes de velocidad del autémata
lig = agua asociada al tejido
solido = hielo




Conclusiones Generales

Los tratamientos y procedimientos biomédicos presentados en este trabajo, son solo unos
cuantos ejemplos de una amplia variedad de la aplicacion de la fisica a la ingenieria
biomédica.

La propuesta fue presentar procesos de caracteristicas distintas, uno correspondiente a la
difusion de un farmaco, otro a la transferencia de calor con cambio de fase y el tercero
una liberacién de radiacion letal para combatir células cancerigenas.

En cada uno de los ejemplos se formularon los modelos fisicomatematicos basados en
ecuaciones diferenciales parciales. Y en seguida se eligi6 el método numérico mas
adecuado para resolverlas.

A pesar de que en la literatura cientifica cominmente se utiliza el método de elementos
finitos, que es el mas empleado en los paquetes de software comercial, la principal
propuesta y aportacién de esta tesis es el uso de un método proveniente de la teoria
cinética de la mecénica estadistica, el método de reticulas de Boltzmann; que por su
profundo fundamento fisico posee gran exactitud, pero es mucho mas facil de programar
que el método de elementos finitos y ademéas de todo, ejecuta mas rapido por ser de
naturaleza explicita.

Al formular los modelos fisico-matematicos y resolverlos mediante algoritmos
computacionales, se tiene la posibilidad de simular diferentes procesos biomédicos y
optimizar las condiciones de tratamiento o especificar regimenes de dosificacion.

En este trabajo se formularon algoritmos computacionales propios basados en automatas
celulares en Reticulas de Boltzmann, en lugar de utilizar paquetes comerciales basados
en meétodos de elementos Finitos, como se hace en varios libros de texto.




Apéndice 1 Capitulo 2

Caodigos en Matlab para la Liberacién del Medicamento Antiglaucémico.

En este apéndice se reporta el coédigo en matlab para los métodos de diferencias finitas y
reticulas de Boltzmann para los modelos unidimensionales de liberacion de timolol a partir
de una lente de contacto.

Algoritmo 1D para diferencias finitas explicitas
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function glaucomalddifi

clearall;closeall;clc;

tic;%inicia conteo de tiempo de ejecucion del programa

dz=1e-6;%distancia internodal

nz=2758;numero de nodos totales

nl=7;%numero de nodos correspondiente al lagrimal

n2=50;%n0mero de nodos correspondientes al epitelio

n3=450;%numero de nodos asignados al estroma. (2251 = nimero de nodos para tumor acuoso)
D1=5e-5;%coeficiente de difusidén del timolol en el lagrimal

. D2=6.022e-7;% Difusividad del timolol en el epitelio

. D3=8.72e-9;%Difusividad del timolol en el estroma

. D4=5e-5;%Difusividad en el humor acuoso

. rd1=1e-4;%Absorcion del medicamento en el lagrimal

. rd2=0;%Absorcién del medicamento en el timolol en el epitelio

. rd3=0;%Absorcion del medicamento en el estroma

. rd4=3e-3;%Absorcion del medicamento en el humor acuoso

. k=1e-6;%coeficiente cinético de liberacién del farmaco

. dt=1e-8;%intervalo de tiempo para la simulacén

. %especificacion de los coeficientes de difusion para las diferentes capas

. D(1:n1+1)=D1;D(n1+2:n1+n2+1)=D2;D(n1+n2+2:n1+n2+n3+1)=D3;D(n1+n2+n3+2:nz)=D4;
. %especificacion de las rapideces de la absorcién del farmaco para cada capa
. rd(1:n1+1)=rd1;rd(n1+2:n1+n2+1)=rd2;rd(n1+n2+2:n1+n2+n3+1)=rd3;rd(n1+n2+n3+2:nz)=rd4;
. nit=1e12;%numero total de intervalos de tiempo

. C(1:2758)=0;%especificacion de concentracion inicial de timolol en el dominio
. C0=.045;%Concentracion inicial del timolol en la lente de contacto

. Z(1:nz)=0;%dimensionamiento del vector de coordenadas de posicion axial

. for i=1:nz;z(i)=(i-1)*dz;end;%calculo de las coordenadas de posicién

. for t=1:nit % inicia ciclo de tiempo

. C(1)=Co0*exp(-k*t);%evolucién exponencial decreciente del timolol en la lente
. fori=2:nz-1

a. %Ecuacion de recurrencia del método de diferencias finitas explicitas

. C>i)=C(i)+dt*(D(i)*(C(i+1)-2*C(i)+C(i-1))/dz 2-rd (i)*C(i));

. end

. C(nz)=C(nz-1);%condicion de frontera: frontera no difusiva
. contar=t/1ell;

. %desplegado gréafico de resultados

. if (contar-ceil(contar)==0)

. figure (1)

. plot (z,C,".r");

. title(['tiempo=" num2str(t*10),'nanosegundos’);

. gridon;pause(.1);holdon;




41. figure (2)

42. plot (z(7:58),C(7:58),".-");

43. title(['tiempo=" num2str(t*10),'nanosegundos']);
44, gridon;pause(.1); holdon;

45, figure (3)

46. plot (z(59:500),C(59:500),'k.-";

47. title([tiempo="num2str(t*10),'nanosegundos);
48. gridon;pause(.1); holdon;

49. figure (4)

50. plot (z(501:nz),C(501:nz),'g.-");

51. title(['tiempo=" num2str(t*10),'nanosegundos']);
52. gridon;pause(.1); holdon;

53. figure (5)

54. plot (z(1:nz),C(1:nz),'r.-");

55. title(['tiempo="num2str(t*10),'nanosegundos']);
56. gridon;pause(.1); holdon;

57. else

58. end

59. end

60. tic;%termina medicion de tiempo de ejecucion del programa

El método de diferencias finitas explicitas requiere del ajuste de los pasos de tiempo (At)
y de espacio (Az). En el algoritmo anterior, para una longitud de paso de una micra, se
requirié un paso de tiempo de 10® segundos para que no se perdiera estabilidad en los
calculos. Valores mas altos del paso de tiempo generan inestabilidad numérica, que se
traduce en oscilaciones de la concentracion del farmaco fisicamente inaceptables.

El tiempo de ejecucion de este algoritmo es muy largo (72 horas) debido al paso de
tiempo, correspondiente a 10 nanosegundos. Pero un paso de tiempo mayor provoca
inestabilidad numérica.

Para reducir el tiempo de ejecucién se puede implementar una distancia internodal mas
grande (menor numero de nodos) en el humor acuoso, que es la capa con mayor
coeficiente de difusion, asi como en el estroma.

En el siguiente programa se ajusta la distancia internodal en el humor acuoso a un diez
milimetro para reducir el tiempo de ejecucion

function glaucomalddifi2

clearall;closeall;clc;tic;

%especificaciéon de distancias internodales para cada capa

%en las dos primeras capas la distancia es de una micra, en el estroma es de 10 micras y
%en el humor acuoso la distancia internodal es de 100 micras
dz(1)=1e-6;dz(2)=1e-6;dz(3)=1e-5;dz(4)=1e-4;

%especificacion del nimero de nodos para cada capa
nz=107;n1=7;n2=50;n3=45;n4=5;

. %especificacion de los coeficientes de difusion para cada capa

10. D1=5e-5;D2=6.022e-7;D3=8.72e-9;D4=5e-5;

11. %especificacion de los coeficientes de velocidad de absorcion en cada capa
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12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45,
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.

rd1=1e-4;rd2=0;rd3=0;rd4=3e-3;

k=1e-6;%coeficiente cinético para la liberacion del farmaco

dt=2e-8;%paso de tiempo

%especificaciéon de los coeficientes de difusién para cada capa
D(1:n1+1)=D1;D(n1+2:n1+n2+1)=D2;D(n1+n2+2:n1+n2+n3+1)=D3;D(n1+n2+n3+2:nz)=D4;
%especificacion de las rapideces de absorcion para cada capa
rd(1:n1+1)=rd1;rd(n1+2:n1+n2+1)=rd2;rd(n1+n2+2:n1+n2+n3+1)=rd3;rd(n1+n2+n3+2:nz)=rd4;
nit=1e9;%numero total de intervalos de tiempo para la simulacion
C(1:nz)=0;%dimensionamiento del vector de concentraciones

C0=.045;%concentracion inicial en la lente de contacto

z(1:nz)=0;%dimensionamiento del vector de coordenadas de posicion

for i=1:n1;z(i)=(i-1)*dz(1);end;%calculo de coordenadas en el lagrimal

for i=n1+1:n1+n2;z(i)=n1*dz(1)+(i-1)*dz(2);end;%coordenadas en el epitelio

for i=n1+n2+1:n1+n2+n3;z(i)=n1*dz(1)+n2*dz(2)+(i-1)*dz(3);end;%coordenadas En el estroma
for i=n1+n2+n3+1:nz;z(i)=n1*dz(1)+n2*dz(2)+n3*dz(3)+(i-1)*dz(4);end;%coord. Humor acuoso
%inicia ciclo de tiempo

for t=1:nit

C(1)=CO0*exp(-k*t);%disminucién exponencial decreciente del farmaco en la lente

for i=2:n1 %célculo concentracion del farmaco en el lagrimal
C(i)=C(i)+dt*(D(i)*(C(i+1)-2*C(i)+C(i-1))/dz (1) 2-rd(i)*C(i));

end

for i=n1+1:n1+n2 %calculo concentracion timolol en el epitelio
C(i)=C(i)+dt*(D(i)*(C(i+1)-2*C(i)+C(i-1))/dz(2)"2-rd(i)*C(i));

end

for i=n1+n2+1:n1+n2+n3 %calculo concentraciéon del farmaco en el estroma
C(i)=C(i)+dt*(D(i)*(C(i+1)-2*C(i)+C(i-1))/dz(3)2-rd(i)*C(i));

end

for i=n1+n2+n3+1:nz-1 %calculo concentracion del farmaco en el humor acuoso
C(i)=C(i)+dt*(D(i)*(C(i+1)-2*C(i)+C(i-1))/dz(4)2-rd (i)*C(i));

end

C(nz)=C(nz-1);contar=t/1e7; % condicidn de frontera no difusiva

%desplkegado grafico

if (contar-ceil(contar)==0)

figure (1)

plot (z,C,".r");

title(['tiempo=" num2str(t*10),'nanosegundos']);

gridon;pause(.1);holdon;

figure (2)

plot (z(1:n1),C(1:n1),".-");

title(['tiempo=" num2str(t*10),'nanosegundos']);
gridon;pause(.1); holdon;

figure (3)

plot (z(n1+1:n1+n2),C(n1+1:n1+n2),'k.-");
title(['tiempo=" num2str(t*10),'nanosegundos']);
gridon;pause(.1); holdon;

figure (4)

plot (z(n1+n2+1:n1+n2+n3),C(n1+n2+1:n1+n2+n3),'k.-");
title(['tiempo=" num2str(t*10),'nanosegundos']);
gridon;pause(.1); holdon;

figure (5)

plot (z(n1+n2+n3+1:nz),C(n1+n2+n3+1:nz),'r.-");
title(['tiempo=" num2str(t*10),'nanosegundos']);




64.
65.
66.
67.
68.

gridon;pause(.1); holdon;
else
end
end
toc;

Con este ajuste se reduce el tiempo de ejecucion a 5 horas, pero sigue siendo muy largo

Otras alternativas:

Ademas del método de diferencias finitas explicitas, pueden formularse algoritmos de
computo basados en otros métodos que sean mas exactos.

Una opcién es el método de diferencias finitas implicitas, el cual es incondicionalmente
estable. Cuando se hace uso de este método, se formulan las ecuaciones algebraicas
para cada nodo, obteniéndose un sistema de ecuaciones simultdneas algebraicas
lineales, que habria que resolver en cada paso de tiempo. Para el caso de la difusion del
medicamento antiglaucémico, se requeriria resolver un sistema de 2700 ecuaciones en
cada paso de tiempo. No es 6ptimo, por que tardaria mucho tiempo.

Una buena opcion es el método de reticulas de Bolztmann por que soporta longitudes de
paso internodales mas grandes que el método de diferencias finitas, ademas de que es
exacto debido a su gran fundamento fisico como se explica en el capitulo 1 de esta tesis.

En seguida se presenta el algoritmo de computo basado en el método de reticulas de
Boltzmann
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function IbmZl1dglauc

clearall;closeall;clc;

rd1=1e-4;rd2=3e-3;%Coeficientes de pérdida en el lagrimal y en el humor acuoso
dt=1e-4;u=0;%Intervalo de Tiempo para los célculos de red de Boltzamnn
n1=7;n2=5;n3=45;nz=80;n4=23;%NuUmero de nodos para cada capa

dx1=1e-6; dx2=1e-5;dx3=1e-5;dx4=1e-4;%Distancia Internodal para cada capa
m=n1+n2+n3+n4;%Numero total de Nodos

%numero de nodos, paso de tiempo y espaciamiento

for i=1:m;x(i)=0;end;%Dimensionamiento del Vector de Coordenadas de posicion nodal

. for i=1:n1;x(i)=(i-1)*dx1;end;%Calculo de coordenadas en el lagrimal

. for i=1:n2;x(n1+i)=n1*dx1+(i-1)*dx2;end;%C4élculo de Coordenadas en el epitelio

. for i=1:n3;x(n1+n2+i)=n1*dx1+n2*dx2+(i-1)*dx3;end;%Coordenadas en el estroma
. for i=1:n4;x(n1+n2+n3+i)=n1*dx1+n2*dx2+n3*dx3+(i-1)*dx4;end;%Coord.en el Humor acuoso
. ck1=dx1/dt;%Rapidez de propagacion del autbmata en el lagrimal

. ck2=dx2/dt;%Rapidez de propagacion del automata en el Epitelio

. ck3=dx3/dt;%Rapidez de propagacion del autbmata en el Estroma

. ck4=dx4/dt;% Rapidez de propagacion del autémata en el Humor Acuoso

. % Coeficientes de Difusion para cada capa

. D1=5e-5;%Difusividad del Timolol en el lagrimal

. D2=6.022e-7;%Difusividad del Timolol en el Epitelio

. D3=8.72e-9;;%Difusividad del Timolol en el Estroma

. D4=5e-5;;%Difusividad del Timolol en el Humor Acuoso
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Alfal=D1; Alfa2=D2; Alfa3=D3; Alfa4=D4;% Difusividades molares
omegal=1/(Alfal/(dt*ck1"2)+1/2);% frecuencia de colisiones del Lagrimal
omega2=1/(Alfa2/(dt*ck2"2)+1/2);% frecuencia de colisiones del Epitelio
omega3=1/(Alfa3/(dt*ck3"2)+1/2);% frecuencia de colisiones del Estroma
omegad=1/(Alfad/(dt*ck4"2)+1/2);% frecuencia de colisiones del Humor Acuoso
nit=2000000;%N0mero Total de intervalos de tiempo

C0=0.045;%Concentracion Inicial en la Lente

%Condiciones iniciales

rho(1:m)=0;%Concentracion cero en toda camara frontal del ojo

%Dimensionamiento de Funciones de Distribucion de Velocidades del Autémata
f1(1:m)=rho(1:m)/2;%Funcién de Distribucion para movimiento hacia adelante
f2(1:m)=rho(1:m)/2;%Funcién de Distribuciéon para movimiento hacia atras

for t=1:nit % Inicia Ciclo de Tiempo para los Calculos lterativos

% Simulacion del Proceso de Colision

rho(1:m)=f1(1:m)+f2(1:m);%Calculo de concentracion a partir de funciones de distribucién
%Calculo funciones de distribucién en el Lagrimal

feql1=1/2*rho(1:n1)*(1+u/ckl);%Funcién de Distribucion al equilibrio, hacia adelante
feq21=1/2*rho(1:n1)*(1-u/ckl1);%Funcion de Distribucion al equilibrio, hacia atras

%Calculo del Efecto de la Colision en su trayectoria hacia el equilibrio
f1(1:n1)=(1-omegal)*f1(1:n1l)+omegal*feqll-rd1*dt;%Hacia adelante
f2(1:n1)=(1-omegal)*f2(1:n1l)+omegal*feq21-rd1*dt;%Hacia atras

%célculo funciones de distribucion en el Epitelio
feql2=1/2*rho(n1+1:n1+n2)*(1+u/ck2);%Funcion de Distribucion al equilibrio, hacia adelante
feq22=1/2*rho(n1+1:n1+n2)*(1-u/ck2);%Funcion de Distribucion al equilibrio, hacia atras
%Calculo del Efecto de la Colisién en su trayectoria hacia el equilibrio
f1(n1+1:n1+n2)=(1-omega2)*f1(n1+1:n1+n2)+omega2*feql2;%Hacia adelante
f2(n1+1:n1+n2)=(1-omega2)*f2(n1+1:n1+n2)+omega2*feq22;%Hacia atras

%célculo funciones de distribucién en el Estroma
feq13=1/2*rho(n1+n2+1:n1+n2+n3)*(1+u/ck3);%Funcién de Distrib al equilibrio, hacia adelante
feq23=1/2*rho(n1+n2+1:n1+n2+n3)*(1-u/ck3);%Funcion de Distrib al equilibrio, hacia atras
%Calculo del Efecto de la Colision en su trayectoria hacia el equilibrio
f1(n1+n2+1:n1+n2+n3)=(1-omega3ld)*f1(n1+n2+1:n1+n2+n3)+omega3*feql3;%Hacia adelante
f2(n1+n2+1:n1+n2+n3)=(1-omega3)*f2(n1+n2+1:n1+n2+n3)+omega3*feq23;%Hacia atras
%célculo funciones de distribucion en el Humor Acuoso
feql4=1/2*rho(n1+n2+n3+1:nz-1)*(1+u/ck4);%Funcién de Distrib al equilibrio, hacia adelante
feq24=1/2*rho(n1+n2+n3+1:nz-1)*(1-u/ck4);%Funcion de Distrib al equilibrio, hacia atras
%Calculo del Efecto de la Colision en su trayectoria hacia el equilibrio
f1(n1+n2+n3+1:nz-1)=(1-omegad)*f1(n1+n2+n3+1:nz-1)+omegad*feql4-rd2*dt;%Hacia adelante
f2(n1+n2+n3+1:nz-1)=(1-omega4)*f2(n1+n2+n3+1:nz-1)+omegad*feq24-rd2*dt;%Hacia atras
%Fluidizacion

f1(m-(2:m-1)+1)=f1(m-(2:m-1));%Movimiento del Autdbmata hacia adelante
f2(2:m-1)=f2((2:m-1)+1);%Movimiento del Autdbmata hacia atras

%Condiciones de Frontera

f1(1)=CO0; %Frontera Izquierda (Lente de Contacto)

f1(m)=f1(m-1);f2(m)=f2(m-1); %Frontera Derecha no Difusiva

contar=t/200000;%Intervalos de Tiempo de Graficacién

%Desplegado grafico

if((contar-ceil(contar))==0)

figure (1)

plot (x,(f1+f2)/2,".-");

holdon;gridon;

title(['tiempo=" num2str(t*dt),'segs']);gridon;




75.
76.
77.
78.
79.
80.
81.
82.
83.
84.
85.
86.
87.
88.
89.
90.
91.
92.
93.

figure (2)
plot (x(1:n1),(f1(1:n1)+f2(1:n1))/2,".-");
holdon;gridon;
title(['tiempo=" num2str(t*dt),'segs
figure (3)

lagrimal');gridon;

plot (x(n1+1:n1+n2),(f1(n1+1:n1+n2)+f2(n1+1:n1+n2))/2,".-");

holdon;gridon;
title(['tiempo="num2str(t*dt),'segs
figure (4)

plot (x(n1+n2+1:n1+n2+n3),(f1(n1+n2+1:n1+n2+n3)+f2(n1+n2+1:n1+n2+n3))/2,".-");

holdon;gridon;

title(['tiempo=" num2str(t*dt),'segs
figure (5)

plot (x(n1+n2+n3+1:m),(f1(n1+n2+n3

holdon;gridon;

title(['tiempo=" num2str(t*dt),'segs

else

end

end

Epitelio);gridon;

Estroma’]);gridon;

+1:m)+f2(n1+n2+n3+1:m))/2,".-);

Humor Acuoso']);gridon;
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Figura Apéndice 2.1: Evolucion de los perfiles de concentracion del Timolol en las diferentes
capas de la camara frontal del ojo humano.




Apéndice 2 Capitulo 3

©CoNoOOA~WNE

function melanomalbmdianita

clear all; close all; clc;

m=101;%numero de nodos totales

r(1:m)=0;%dimensionamiento del vector de coordenadas de posicidn radiales
rtis=14.3/1000;%radio del tejido

mint=21;%n0mero de nodos en la interfase

dr=rtis/(m-1);m1=mint;%espacio internodal para los calculos
mstep=2000;%numero de pasos de tiempo

dt=.001;%intervalo de tiempo para los calculos

. Cab0=4.94e-9;%Concnetracion inicial del anticuerpo

. Cag0=7.6e-5;%Concentracion inicial del antigeno

. Dtum=4.16e-11;%Coeficiente de difusion del anticuerpo en el tumor

. Dtis=2e-11;%Coeficiente de difusion del anticuerpo en el tejido sano

. lambda=2.96e-5;%coeficiente cinético

. kbl=4.6e-5;%constante de rapidez de transporte desde capilares sanguineos
. kly=1.78e-5;%constante de rapidez de aclaramiento linfatico

. kmas=50000;%constante de rapidez de formacion de enlace

. kmenos=1e-5;%coeficiente de rapidez de disociacion

. n=5;%valencia del enlace 6D2/melanina

. Cabt(1:m)=0;%dimensionamiento vector concentracién de anticuerpo en tumor
. Cab(1:m)=0;%dimensionamiento del vector de concentracién del anticuerpo
. Cag(1:m)=0;%dimensionamiento vector de concentracion de complejo

. Complex(1:m)=0;%dimensionamiento vector de concentracién de complejo

%**********************************

. % * * * * * dimensionamiento de las funciones de distribucién * * * *

%**********************************

. % % % % % % % funciones de distribucion del anticuerpo (f) * * * * *

. f1(1:m)=0;%funcion de distribucion para avance del automata hacia adelante
. f2(1:m)=0;%funcion de distribucion para avance del autbmata hacia adelante
. rho(1:m)=0;%dimensionamiento vector concentracion del anticuerpo

. feq(1:m)=0;%funcién de distribucion al equilibrio p/concentracion anticuerpo
. % % % % % % % funciones de distribucion del antigeno (g) * * * * * *

. 91(1:m)=0;%funcion de distribucion para avance del autbmata hacia adelante
. 92(1:m)=0;%funcion de distribucion para avance del automata hacia atras

. rhog(1:m)=0;%dimensionamiento vector concentracion del antigeno

. geq(1:m)=0;%funcién de distribucién al equilibrio p/concentracién antigeno

. Cabt(1:m)=(f1(1:m)+f2(1:m))/2;%Caélculo de concentracion del anticuerpo

. for i=1:m;r(i)=(i-1)*dr;end %célculo coordenadas de posicion de los nodos

%**********************************

i %*****CondICIOneS iniciales******************

i %**********************************

. Cag(1:m1)=Cag0;%concentracion inicial del antigeno en todo el dominio
. Cab(1:m1)=Cab0;%concentracion inicial del anticuerpo en todo el dominio
. %inicializacion funcién de distrib. del antigeno, hacia adelante

. g1(1:m)=Cab(1:m)/2;

. %inicializacion funcion de distrib. del antigeno, hacia adelante

. g2(1:m)=Cab(1:m)/2;

. csqg=dr*dr/dt/dt;%calculo de la rapidez con la que se mueve el autébmata

. alfa=Dtis;%especificacion de la difusividad del automata

. omega=1/(alfa/(dt*csq)+1/2);%frecuencia de colisiones para el anticuerpo
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alfag=Dtum;%difusividad del autémata para el antigeno
omegag=1/(alfag/(dt*csq)+1/2);%frecuencia de colisiones para el antigeno
%***********************************

% condicion inicial a nivel mesoscépico

rho(1:m)=0;%concentracion anticuerpo

f1(1:m)=1/2*rho(1:m);%funcion de distribucién anticuerpo hacia adelante
f2(1:m)=1/2*rho(1:m);%funcion de distribucién anticuerpo hacia atras
rhog(1:m1)=Cab0;%concentracion inicial del antigeno
g1(1:m)=1/2*rhog(1:m);%funcion de distribucién antigeno hacia adelante
g2(1:m)=1/2*rhog(1:m);%funcion de distribucion antigeno hacia atras

for t=1:mstep % inicia ciclo de tiempo

%disminucion exponencial de la concentracion del anticuerpo
Cabp=Cab0*exp(-lambda*t);

Cabt(1:m)=(f1(1:m)+f2(1:m))/2;%concentracion del anticuerpo
Cab(1:m)=(g1(1:m)+g2(1:m))/2; %concentracion del anticuerpo

%colision

rho(m1)=f1(m1)+f2(m1);

feq(m1)=1/2*rho(m1);

rho(m)=f1(m)+f2(m);

feq(m)=1/2*rho(m);
f1(m1)=(1-omega)*f1(m1)+omega*feq(ml)+dt*(kbl*Cabp-kly*Cabt(m1));
f2(m1)=(1-omega)*f2(m1)+omega*feq(m1)+dt*(kbl*Cabp-kly*Cabt(m1));
f1(m)=(1-omega)*f1(m)+omega*feq(m)+dt*(kbl*Cabp-kly*Cabt(m));
f2(m)=(1-omega)*f2(m)+omega*feq(m)+dt*(kbl*Cabp-kly*Cabt(m));
rhog(1)=g1(1)+g2(1);

geq(1)=1/2*rhog(1);

rhog(m1)=gl(ml)+g2(ml);

geq(m1)=1/2*rhog(m1);
g1(1)=(1-omegag)*gl(1)+omegag*geq(l)+dt*(kmas*Cab(1)*Cag(1)+kmenos*Complex(1));
g2(1)=(1-omegag)*g2(1)+omegag*geq(1)+dt*(kmas*Cab(1)*Cag(1)+kmenos*Complex(1));
gl(m1)=(1-
omegag)*gl(ml)+omegag*geq(ml)+dt*(kmas*Cab(m1l)*Cag(ml)+kmenos*Complex(ml));
g2(m1)=(1-
omegag)*g2(ml)+omegag*geq(ml)+dt*(kmas*Cab(ml1)*Cag(m1l)+kmenos*Complex(m1l));
for i=2:mint

rhog(i)=g1(i)+g2(i);

geq(i)=1/2*rhog(i);

sourceg=2*alfag/r(i)*(g2(i+1)-g1(i-1))/(1/2+alfag);
91(i)=(1-omegag)*g1(i)+omegag*geq(i)-
dt*1/2*sourceg+dt*(kmas*Cab(i)*Cag(i)+kmenos*Complex(i));

g2(i)=(1-
omegag)*g2(i)+omegag*geq(i)+1/2*dt*sourceg+dt*(kmas*Cab(i)*Cag(i)+kmenos*Complex(i));
%Cab(i)=(91()+g2(i))/2;
Cag(i)=Cag(i)+dt*(n*(kmenos*Complex(i)-kmas*Cag(i)*Cab(i)));
Complex(i)=Complex(i)+dt*(Cab(i)*Cag(i)-kmenos*Complex(i));

end

for i=mint+1:m-1

rho(i)=f1(i)+f2(i);

feq(i)=1/2*rho(i);

source=2*alfa/r(i)*(f2(i+1)-f1(i-1))/(1/2+alfa);
f1(i)=(1-omega)*f1(i)+omega*feq(i)-dt*1/2*source+dt*(kbI*Cabp-kly*Cabit(i));
f2(i)=(1-omega)*f2(i)+omega*feq(i)+1/2*dt*source+dt*(kbl*Cabp-kly*Cabt(i));




99. end

100. %fluidizacion

101. fori=2:m1

102. g1(m-i+1)=g1l(m-i);

103. 02(i)=g2(i+1);

104. end

105. for i=m1:m-1

106. f1(m-i+1)=f1(m-i);

107. f2(i)=f2(i+1);

108. end

109. f1(m1)=f1(m1+1);f2(m1)=f2(m1+1);

110. f1(m)=f1(m-1);f2(m)=f2(m-1);

111. 91(1)=91(2);92(1)=92(2);

112. gl(ml)=gl(m1l-1);g2(m1l)=g2(m1-1);

113. Cag(1)=Cag(2);Complex(1)=Complex(2);
114. Cag(ml)=Cag(m1-1);Cag(ml)=Cag(m1-1);
115. Complex(ml)=Complex(m1-1);

116. f1(1:m1)=0;f2(1:m1)=0;

117. Cabt(1:m)=(f1(1:m)+f2(1:m))/2;Cab(1:m)=(g1(1:m)+g2(1:m))/2;
118. contar=t/100;

119. if((contar-ceil(contar))==0)

120. figure (1)

121. subplot (2,2,1);plot (r,Cabt,-");hold on;grid on;
122. subplot (2,2,2);plot (r,Cab,'-r');hold on;grid on;
123. subplot (2,2,3);plot (r,Cag,-");hold on;grid on;
124. subplot (2,2,4);plot (r,Complex,'-r');hold on;
125. %title(['tiempo=" num2str(t*dt),'segs’]);grid on;
126. pause (0.1);

127. else

128. end

129. figure (1); grid on;
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Figura apéndice: 3.1. Evolucion de los perfiles de concentracién de Anticuerpo, Antigeno y
Complejo, durante el tratamiento Raioinmunoterapéutico.




Apéndice 3. Capitulo 4

Caodigo en matlab para el proceso crioquirdrgico

A continuacién se presenta el listado del algoritmo de computo para el proceso de

congelacion de un mezquino.

function Ibmfreezing2da

%método de redes de Boltzmann para proceso de congelacion de un mezquino

close all; clear all; clc;
fracc=(1/5);
% * * * * *** Ftagpa de congelacion * * * * * % & % * *

H =55.54;% ' coeficiente convectivo
DT = 0.005;% ' delta de tiempo
TFSN =-2;% ' temperatura de fusion
CL=4170;% ' capacidad calorifica del liquido
. CS =3282;% ' capacidad calorifica del sélido
. L =108000;% ' calor latente
. PAGUA = .28;% 'PORCENTAJE DE AGUA
. L=PAGUA *L;% ' calor latente del agua en el mezquino
. TAMB = 20;% ' temperatura del material criogénico
. TCRIOG=-196;% % temperatura del medio criogénico
. TINIC =37;% ' temperatura inicial
. RHOL =999; RHOS = 2000;% ' densidades de liquido y sélido
. KL =.5936; KS = .393;% ' conductividades liquido y sélido
. M=50;% ' nimero de nodos en x
. N =30;% ' nimero de nodos en'y

. T(1:M,1:N)=0;%dimensionamiento de la matriz de temperatura

. LAMBDA(1:M,1:N)=0;%dimensionanmiento de la matriz de calor latente
. E(1:M,1:N)=0;%dimensionamiento de la matriz de entalpia

. K(1:M,1:N)=0;%dimensionamiento de la matriz de conductividad térmica
. RECIPK(1:M,1:N)=0;%dimensionamiento de la matriz del reciproco de K
. DX=2.5e-4;%espaciamiento entre nodos (metros)

. RIZQ(1:M,1:N)=0;%resistencia al flujo de calor del lado izquierdo

. RDER(1:M,1:N)=0;%resistencia al flujo de calor del lado derecho

. QIZQ(1:M,1:N)=0;%flujo de calor por el lado izquierdo

. QDER(1:M,1:N)=0;%flujo de calor por el lado derecho

. RARR(1:M,1:N)=0;%resistencia al flujo de calor por arriba

. RABA(1:M,1:N)=0;%resistencia al flujo de calor por abajo

. QARR(1:M,1:N)=0;%flujo de calor por arriba

. QABA(1:M,1:N)=0;%flujo de calor por abajo

. T(1:M,1:N)=TINIC;%condicion inicial en el mezquino y la piel

. TB(1:M,1:N)=TINIC;%condicion inicial en el mezquino y la piel

. %dimensionamiento de las funciones de distribucion del automata

. f1(1:M,1:N)=0;f2(1:M,1:N)=0;f3(1:M,1:N)=0;f4(1:M,1:N)=0;

. feq(1:M,1:N)=0;%dimensionamiento de funcion de distribucion al equilibrio
. nit=2000;%numero de intervalos de tiempo
. ¢sq=DX/DT;%velocidad del automata

. alfa=KL/RHOL/CL;omegalL=1/(alfa/(DT*csq)+1/2);%difusividad térmica liquido

. alfaS=KS/RHOS/CS;omegaS=1/(alfaS/(DT*csq)+1/2);%difusividad térmica sélido
. %ciclo para el célculo de la entalpia inicial en cada nodo
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for I=1:M

for J=1:N

if (TINIC<TFSN) %si la temp del nodo es menor que la de fusion
E(1,J)=RHOS*CS*(TINIC-TFSN);%la entalpia es de un soélido
else

end

if (TINIC>TFSN) %si la temp del nodo es mayor que la de fusion
E(1,J)=RHOL*CL*(TINIC-TFSN)+RHOL*L;%la entalpia es de liquido
else

end

end

end

%************************************

% * * *** * jnicia ciclo de calculos iterativos * * * * * * * x * & *
%*********formulacién deentalpl'as***************
for t=1:nit

for 1I=1:M

for J=1:N

%Evaluacion del calor latente

%esi la entalpia del nodo es negativa, se tiene fase solida
%transfiriendo calor sensible

if (E(1,J)<=0)

LAMBDA(1,J)=0; % el calor latente de fusién se iguala a cero
else

end

%si la entalpia es positiva pero menor que la del liquido,

%en el nodo se tiene mezcla de liquido y sélido

if (E(1,J)>0)&(E(l,J)<RHOL*L)

%se evalla el calor latente en funcién de la fraccién de hielo

LAMBDA(I,J)=E(l,J)/(RHOL*L);

else

end

%si la entalpia del nodo es mayor que la del liquido,

%se tiene fase liquida transfiriendo calor sensible

if (E(1,J)>=RHOL*L)

LAMBDA(1,J)=0; % el calor latente de fusion se iguala a cero
else

end

%Evaluacion del calor sensible

if (E(1,J)<=0)%si la entalpia es negativa se tiene fase sélida
TB(1,J)=TFSN+(E(l,J)-RHOL*L)/RHOL/CL;%calor sensible en el liquido
TB(1,J)=Ff1(1,3)+f2(1,3)+f3(1,J)+f4(1,J);%tempeartura nodal
feq(1,J)=1/4*TB(l,J);%Funcion de distribucién al equilibrio
f1(1,J)=(1-omegaS)*f1(l,J)+omegaS*feq(l,J);
f2(1,J)=(1-omegaS)*f2(l,J)+omegaS*feq(l,J);
f3(1,J)=(1-omegaS)*f3(l,J)+omegaS*feq(l,J);
f4(1,J)=(1-omegaS)*f4(l,J)+omegaS*feq(l,J);

%fluidizacion del automata

f1(1,J)=f1(M-(I-1),J);%avance del automata hacia la derecha
f2(1,J)=f2(1+1,J3);%avance del autdmata hacia la izquierda
f3(1,J)=f3(l,J+1);%avance del autébmata hacia arriba
f4(1,9)=f4(1,N-(J-1));%avance del autémata hacia abajo




97. else

98. end

99. %si la entalpia es positiva pero menor que la del liquido,

100. %en el nodo se tiene mezcla de liquido y sélido

101. if (E(1,J)>0) & (E(l,J)<RHOL*L)

102. T(1,J)=TFSN;%la temperatura es la de cambio de fase

103. TB(1,J)=TFSN;

104. else

105. end

106. if (E(1,J)>=RHOL*L)%si la entalpia es mayor que la del liquido,
107. TB(1,J)=TFSN+(E(I,J)-RHOL*L)/RHOL/CL;%calor sensible en el liquido
108. TB(1,J)=f1(1,J)+f2(1,J)+f3(l,J)+f4(l,J);%temperatura nodal

109. feq(1,J)=1/2*TB(1,J);%funcién de distribucion al equilibrio

110. f1(1,J)=(1-omegal)*f1(l,J)+omegal*feq(l,J);

111. f2(1,J)=(1-omegal.)*f2(l,J)+omegal*feq(l,J);

112. f3(1,J)=(1-omegal)*f1(l,J)+omegal*feq(l,J);

113. f4(1,J)=(1-omegal. )*f2(l,J)+omegal *feq(l,J);

114. %fluidizacion del automata

115. f1(1,J)=f1(M-(I-1),J);%avance del automata hacia la derecha
116. f2(1,J)=f2(1+1,J3);%avance del autémata hacia la izquierda

117. f3(1,J)=f3(l,J+1);%avance del autdbmata hacia arriba

118. f4(1,3)=f4(I,N-(J-1));%avance del autémata hacia abajo

119. else

120. end

121. %ocalculo del reciproco de la conductividad térmica a través del nodo
122. RECIPK(I,J)=LAMBDA(I,J)/KL/TFSN+(1-LAMBDA(I,J))/KS/TFSN;
123. %célculo de conductividad térmica a través del nodo

124. K(1,J)=1/ RECIPK(l,J);

125. end

126. end

127. for J=2:N

128. for 1=2:M

129. %resistencia térmica del nodo de abajo

130. RABA(1,J)=DX/2/K(l,J-1)+DX/2/K(1,J);

131. %flujo de calor desde el nodo de abajo

132. QABA(1,J)=(T(1,J)-T(1,3-1))/RABA(1,J);

133. %resistencia térmica del nodo de la izquierda

134. RI1ZQ(1,J)=DX/2/K(I-1,3)+DX/2/K(l,J);

135. %flujo de calor desde el nodo de la izquierda

136. QI1ZQ(1,3)=(T(1,9)-T(1-1,9))/RIZQ(I,J);

137. end

138. end

139. %condiciones de frontera

140. for j=1:N

141. RIZQ(1,))=DX/2/K(1,));

142. QIZQ(1,))=-(T(1,))-TAMB)/(1/H+RIZQ(1,)));

143. QDER(M,))=0;

144. end

145. for i=1:M*(1-fracc);

146. RABA(i,1)=DX/2/K(i,1);Q1ZQ(i,1)=-(T(i,1)-TAMB)/(1/H+RIZQ(i,1));
147. QARR(i,N)=0;

148. end




149.
150.
151.
152.
153.
154.
155.
156.
157.
158.
159.
160.
161.
162.
163.
164.
165.
166.
167.
168.
169.
170.
171.
172.

for i=M*(1-fracc)+1:M
RABA(i,1)=DX/2/K(i,1);Q1ZQ(i,1)=-(T(i,1)-TCRIOG)/(1/H+RIZQ(i,1));
QARR(i,N)=0;

end

for j=1:10
RI1ZQ(40,j))=DX/2/K(1,));QIZQ(40,j)=-(T(40,j)-TCRIOG)/(1/H+RI1ZQ(40.,)));
QDER(40,j)=0;

end

%Balance de entalpia
E(:,:)=E(:,:)+DT/DX*(QIZQ(:,:)-QDER(:,:))-DT/DX*(QARR(:,:)-QABA(:,));
T(1:40,1:10)=TAMB;
f1(1:40,1:10)=TAMB;f2(1:40,1:10)=TAMB;f3(1:40,1:10)=TAMB;f4(1:40,1:10)=TAMB;
T(1:40,1)=T(1:40,2);
f1(1:40,1)=f1(1:40,2);f2(1:40,1)=f2(1:40,2);f3(1:40,1)=f3(1:40,2);f4(1:40,1)=f4(1:40,2);
contar=t/20;

if (contar-ceil(contar)==0)

figure (1)

meshc (T);

figure (2)

contourf (T);colorbar;

title(['campo de temperatura, tiempo="' num2str(t*DT) 'segs'] );pause (.1)
else

end

end
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