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Resumen

Un buen entendimiento teorico de las caracteristicas y comportamiento de los
materiales con o sin impurezas es esencial para el desarrollo de nuevas
tecnologias. Siendo uno de los grandes desafios en la fisica de la materia
condensada el poder predecir propiedades de distintos tipos de heteroestructuras
e interpretar experimentos. En particular, estudiar el transporte electrénico de los
solidos con impurezas contribuye al conocimiento en esta linea de investigacion.
En el presente trabajo se estudia conductancia eléctrica y densidad de estados
(DOS) para sistemas bidimensionales de tamafio macroscépico con y sin
Impurezas tipo Fano. Las redes seleccionadas fueron triangulares, hexagonales y
cuadradas. El formalismo utilizado fue el de amarre fuerte, la formula de Kubo-
Greenwood y la funcién de Green. Al introducir impurezas en los sistemas impide
el uso de teorias aplicadas comunmente en la fisica de estado so6lido, tales como
el espacio reciproco o el teorema de Bloch, ademas de que, la inversion directa
para la funcion de Green es impractica para sistemas macroscopicos, ya que el
numero de operaciones y, por lo tanto, el tiempo computacional, crecen como el
namero de sitios al cubo al no tener simetrias. Entonces para abordar redes de
tamafio de 10° a&tomos, se desarrollaron métodos de renormalizacion en espacio
real para todas las cantidades antes mencionadas. El analisis de resultados de esta
tesis nos conduce a notar que la presencia de impurezas Fano tiene efectos en la
densidad de estados de sistemas triangulares y hexagonales a partir 0.01%. Su
adicion genera bandas prohibidas que no existen en los sistemas periodicos,
ademas de presentar un pico en el espectro de los sistemas triangulares. El tamario
del gap que aparece en la DOS, tanto en las redes triangulares como hexagonales,
aumenta al crecer el valor de las energias de sitio en la impureza, asi como al
hacer mayor la integral de salto. Por otro lado, la amplitud de la banda prohibida
se mantiene fija al crecer la cantidad de impurezas, esto Unicamente genera un
incremento de los sitios disponibles en las bandas no prohibidas. Con respecto a
la conductancia eléctrica en redes cuadradas la inclusion de las impurezas
destruye la cuantizacion del espectro y forman nuevas bandas de energia
prohibida dependiendo de la longitud de la cadena acoplada. Finalmente se
demostro la existencia de un estado balistico para diferentes planos de impurezas
tipo Fano.
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Introduccioén

Actualmente existen grandes expectativas en el desarrollo de nuevos productos y
dispositivos basados en el estudio de sistemas a escala nanométrica, tal es el caso
de la industria de los procesadores, donde algunos transistores llegan a tener un
tamario cercano a los cien atomos (Ferry, 2008). Similarmente, los nanoalambres
y nanocintas (nanoribbons) han tomado un papel importante en la fabricacion de
electronicos, optoelectronicos (Kind, 2002) y catalizadores (Sun, 2014). La
adicion de impurezas a estas estructuras puede considerarse como una mejora, ya
que, al estar formados de mas de un tipo de material, permite aprovechar
propiedades de ambos 0 nuevas caracteristicas provenientes de la union.

El objetivo de este trabajo es cuantificar el efecto de las impurezas en la densidad
de estados y el transporte electrénico para sistemas bidimensionales triangulares,
hexagonales y cuadrados, esto a través del metodo de renormalizacidn en espacio
real para la formula de Kubo-Greenwood y la densidad de estados, permitiendo
analizar sistemas que van desde varios cientos de atomos hasta 101°. La presente
tesis se organiza de la siguiente forma; en el capitulo 1 se estudia la teoria del
transporte electronico. En este apartado describimos algunas formas de abordar
el estudio de la conductividad, desde un punto de vista clasico hasta uno cuantico,
presentando el modelo de Drude, la ecuacion de Boltzmann, el formalismo de
Landauer y la formula de Kubo-Greenwood, ademas de abordar la descripcion y
obtencion de la funcién de Green para la densidad de estados electronica. En el
segundo capitulo se revisan algunos conceptos de estado sélido, resumiendo
propiedades que caracterizan sistemas periddicos y no periddicos, enunciando el
teorema de Bloch y haciendo una descripcion del espacio reciproco y sus
consecuencias. El capitulo 3 describe los métodos de renormalizacion en espacio
real utilizados durante el trabajo, desarrollados para la formula de Kubo-
Greenwood y la densidad de estados bidimensional. En el capitulo 4 y 5
presentamos un estudio exhaustivo de los efectos de las impurezas en la densidad
de estados y transporte electronico, respectivamente, utilizando los métodos
descritos en el tercer capitulo. Finalmente se presentan las conclusiones de esta
investigacion, asi como dos apéndices que detallan los métodos de
renormalizacion.



1 Transporte Electrénico

El estudio de la conduccion electrénica en solidos no cristalinos ocupa un lugar
privilegiado en la Fisica de Estado Sélido, sin embargo, sigue siendo uno de los
mayores retos, ya que combina cuestiones de gran dificultad, como lo son
fenomenos fuera del equilibrio y el desorden estructural. A lo largo de este
capitulo nos centraremos en la presentacion de teorias para la descripcion del
transporte electrénico a distintos niveles de sofisticacion, comenzando por el
modelo clasico para la conduccion en sistemas metalicos; el modelo de Drude, el
cual no es suficiente para describir las implicaciones cuanticas del transporte,
para resolver este obstadculo, examinaremos métodos que tratan la teoria de
conduccion electronica tomando en cuenta dichos efectos, ademas de permitir
explorar el desorden inherente de los sistemas.

1.1 Modelo de Drude

Tras el descubrimiento del electron por parte de J. J. Thomson, Paul Drude
desarrollé un modelo para la corriente eléctrica aplicando teoria cinética de los
gases (TCG) a un metal, considerando a los electrones como un gas (Neil W.
Ashcroft, 1976).

La teoria cinética considera las particulas en un gas como esferas solidas que se
mueven en linea recta hasta colisionar con otra o con las paredes del recipiente
que lo contiene, aungue esto Gltimo es generalmente ignorado al tratar electrones
en un metal. Usualmente en TCG se considera un solo tipo de particulas, sin
embargo, aqui deben ser al menos dos, ya que los electrones poseen carga
negativa y el metal es neutro en su totalidad. Para compensar eso, son tomados
en cuenta iones positivos (pesados) inmaviles.

La aplicacion de TCG se realiza partiendo de las siguientes suposiciones:

a) El gas electronico se mueve libremente entre colisiones, despreciando la
interaccion electromagnética ion-electron y electron-electron.

b) Las colisiones con los iones son elasticas e instantaneas, mientras que las
colisiones entre electrones se desprecian por ser consideradas infrecuentes.



c) La probabilidad de colision con un ion por unidad de tiempo es 1/t, por
lo que la probabilidad en un intervalo temporal infinitesimal dt es dt/z.
d) El equilibrio térmico se alcanza unicamente a través de colisiones.

Utilizando esto, en conjunto con la Ley de Ohm y la distribucion de velocidades
de Maxwell-Boltzmann, la conductividad es:

1)

donde n es la densidad de electrones, t el tiempo de relajacion del gas, m, la
masa del electron y e la carga del electron.

Este modelo, a pesar de otorgar un resultado simple para la conductividad, tiene
algunos problemas, puesto que recae principalmente en el tiempo de relajacion,
tomandolo como una constante, aungue en realidad depende de la temperatura
cuando ésta es finita. Adicionalmente, no considera efectos cuanticos, ya que
parte de teorias clasicas y solo es aplicable a sistemas macroscopicos.

1.2 Ecuacion de Boltzmann

Fuera del equilibrio térmico, es posible utilizar la funcién de distribucion de
Fermi-Dirac, la cual obedece la siguiente ecuacion de movimiento (la ecuacion
de Boltzmann):

e~ o * (3e), + (). @

que denota la evolucion en el tiempo de la funcion de distribucion debido a
traslaciones en el espacio fase (9f/dt). y a colisiones (df /dt).. Las cuales
pueden escribirse como

(%)tr:_?-Vrf—ﬁ-vpf:—5’-va+€<£+%1‘5><[7)-fo, ®)

= : (4)



donde f; es la funcidn de distribucion del sistema en equilibrio y 7 es el tiempo
de relajacién. Sin embargo, la ecuacion sigue siendo dificil de resolver en forma
general, por lo cual consideraremos el caso estacionario, es decir, con df /dt =
0 y tomando en cuenta que f no tiene dependencia explicita del tiempo (df/dt =
0), el problema se reduce a

f—f

T

= 0. (5)

: 1 _
ﬁ-vvf—e<IE+E13xH>-vpf+

En el analisis de la conductividad eléctrica, se considera un sistema homogeneo
(V,f = 0) en ausencia de campo magnético (H = 0), simplificando la ecuacion
a

f=fotetE-V,f =fo+etE-V,fy, (6)

ya que el campo eléctrico aplicado (E) es mucho menor al del interior del sélido,
haciendo que sélo se preserve el término lineal del campo aplicado (Ashcroft,
1976).

Por otro lado, la densidad de corriente puede escribirse de la siguiente forma

j= _ﬁw evf(k)d®k, (")

que debe contener el 2 en el numerador inicial debido al espin electronico. Con
esto, podemos sustituir el valor de f en la corriente, llegando a

J=- 4n3ﬂjrvE VE—dk ffs T E- IVkEI (8)

donde la integral de f, no contribuye a la conductividad, ademas, la derivada
parcial respecto a la energia de f, es aproximadamente una delta de Dirac, es
decir, df,/dE ~ —6(E — Ef), con E la energia de Fermi. Por otro lado, la doble
integral se realiza sobre la superficie de Fermi del sistema (Sr).

Considerando un material isotropico, si el campo eléctrico se aplica en una sola
direccion (x), tenemos E = ¢,X, se tiene que



= 9
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donde la conductividad queda dada por

4n3 ﬂs V2 |VkE| (10)

y si ademas tomamos el caso de electrones libres, el resultado se reduce a

_ ne*t(Er)
=—=

(11)

que es un resultado similar al obtenido en la seccion anterior, sin embargo, aqui
el tiempo de relajacion depende de la energia de Fermi, mientras que el modelo
de Drude lo considera como una constante.

1.3 Conductancia de Landauer

Hasta ahora hemos trabajado con la conductividad (o), la cual es una cantidad
intensiva, mientras que la conductancia (G) es extensiva, teniendo como ecuacion
de correlacion:

G=p= (12)

con R la resistencia, A y L el area transversal y la longitud del conductor,
respectivamente.

Ahora, si trabajamos con un unico canal de conduccion y lo consideramos un
conductor perfecto, podemos utilizar la ecuacion anterior para calcular la
corriente unidimensional:

1dE e (M2 e(u, —
f dE = _('uz—'ul) (13)
Hq

= 1 [ ()dk = — 2 dk =
—ﬂevf oo - mh

donde los potenciales quimicos (u; Y u,) cumplen que u, — u, = —eV,conV la
diferencia de voltaje entre los extremos del conductor.



Con esto, y utilizando la ley de Ohm en (12), tenemos
G=—c=— (14)

que es el cuanto de conductancia, de modo que si se consideran N canales
unidimensionales con una probabilidad T de transmitirse de un extremo del canal
al otro, la conductancia total del sistema es

2e?
G =TN—, (15)
h
la cual es la conductancia de Landauer, reduciendo el problema a encontrar el

valorde T.

Es importante mencionar que, bajo este formalismo, la distribucion de potencial
se debe al flujo de electrones en el conductor, mientras que en otros casos se
considera a la corriente como una consecuencia del voltaje aplicado. Por otra
parte, si el potencial es promediado sobre una region lo suficientemente grande
para inhibir las oscilaciones debido a interferencias, la transmitancia T se
reemplaza por T/(1 — T), es decir (Y. Imry, 1999):

G=——=N—. (16)

La principal diferencia entre estos dos resultados proviene de los saturadores
conectados al sistema, esto es, si son conductores perfectos, debe utilizarse el
primer resultado, pero si se trata de fuentes de corriente, es necesario ocupar el
ultimo (Datta, 1995). En la seccidén 1.7 se mostrara una forma de obtener la
transmitancia T.

1.4 Funcién de Green

Antes de continuar con las siguientes teorias de conduccion, es necesario hacer
un paréntesis matematico para hablar de la funcién de Green y cédmo ésta nos
ayudara a estudiar propiedades fisicas en nuestros sistemas.

La solucion a una ecuacion diferencial no homogénea (sujeta a condiciones de
frontera) del siguiente tipo



lz—L(M)IG(r,r";z) =6(r—1") @an

es conocida como funcién de Green, con z = A+ is € C, es decir, A = Re(2) y
s = Im(z), mientras que L(r) es un operador lineal, independiente del tiempo y
Hermitiano. Las eigenfunciones de L(r) son un conjunto ortonormal dado por
{p, (1)}, que satisfacen las mismas condiciones de frontera que G(r,r'; z).

Con lo que, en funcion de ¢, (1), es posible escribir G (r,r'; z), como

(,On(T)QOn(T) J-d §0c(7‘)<Pc(7”)

G(r,r';z) = p—

n

R e (18)

donde [,, es el eigenvalor correspondiente a la funcion propia ¢, (r). Aqui, se
considera la suma para el espectro discreto de L, y la integral para el continuo.
Con esto, G(r,r'; z) es una funcion analitica en el plano complejo, excepto para
algunos segmentos o puntos del eje real, dados por [,, (Economou E. , 2005).

1.5 Hamiltoniano de Amarre Fuerte

El Hamiltoniano de Amarre Fuerte (TBH) es un modelo que permite estudiar
transporte electronico en banda S, ademas de describir estados electronicos en
sistemas no necesariamente periodicos. Por su simplicidad, es posible estudiar
impurezas y desérdenes estructurales al modificar las energias correspondientes.
Este Hamiltoniano tiene la siguiente forma:

A= Z |e(l] + Z | DTy (ml, (19)

donde |l) son funciones que describen orbitales atdmicos ortonormales
localizados en el sitio [ (funciones de Wannier), con g; la energia de sitio y Ty,
son las energias o integrales de salto, esto es, la amplitud de probabilidad de
transicion entre el sitio [ y m. Una vez conocido el Hamiltoniano, podemos
utilizar la siguiente ecuacion

[EsI — H|G(E) =1, (20)



cuya solucion es una funcién de Green, mientras que E; = E + is. La funcion de
Green que es solucién estara dada en términos de los eigenvalores E, y las
eigenfunciones ¢,, del Hamiltoniano:

(Pn(T')QDn(T') Jd (PC(T')(PC(T )

CorSE) =) "k, E, — E,

(21)

Dado el Hamiltoniano en la base correcta, es posible expresarlo como una matriz
y por consecuencia, también la funcion de Green, que esquematicamente seria

G= [Es - H]_1! (22)

con lo que podemos definir dos funciones de E, que son:

Gt(r,r;E) = lir(r)1+G(r,r’;E + is), (23)
S—
G (r,v";E) = SILI(I)1+ G(r,r"; E —is), (24)
las cuales satisfacen
G~ (r,v',E) =[G*(r,v"; E)]. (25)

Ahora, utilizando la siguiente identidad que relaciona el limite de una fraccion
compleja con la parte principal de una real

) 1
im
y=0tx + iy

=P % F ind (x), (26)

y definiendo la diferencia entre las funciones anteriores como
G(E) = G*(E) — G~ (E), (27)

se obtiene

G(r,r' E) = —2mi z S(E — Epn) on(Men (). (28)

Por otro lado, para los elementos de la diagonal de G(r,r'; E), conr =r’, se
tiene



G*(r,m;E) = PZM F z S(E — E,) (), (1), (29)

que al integrarse sobre toda r nos da la traza de la funcion de Green, esto es:

feri(r,r; E) =Tr{G*(E)} = Pz [E _1E ] + inz 8(E — Ep), (30)

siendo )., 6 (E — E,,) la densidad de estados (DOS) en funcién de la energia E,
es decir

DOS(E) = ¥Im{Tr[GE(E)]}. (31)

En la siguiente seccion se profundizara en el significado de este resultado.

1.6 Densidad de estados

La densidad de estados DOS(E) de un sistema es el nimero de estados
disponibles en un intervalo de energia (E, E + dE) y es esencial para determinar
la concentracion de portadores de carga y la distribucion de energias en un
semiconductor.

La densidad de estados juega un papel fundamental en la teoria cinética de los
solidos, ya que es utilizada para calcular propiedades fisicas de la materia,
apareciendo en varias areas de la fisica, explicando, entre otras cosas, fendmenos
de la mecanica cuantica.

Un ejemplo de esto es que, en sistemas reducidos, la distribucion electronica
cambia al variar la dimensionalidad; para nanoalambres, la densidad de estados
de ciertas energias se vuelve mayor que en el problema de bulto (bulk), mientras
gue, en puntos cuanticos, los electrones estan cuantizados a ciertas energias como
deltas de Dirac (Chen, 2005).

Las propiedades macroscopicas como el calor especifico, la susceptibilidad
magneética y otros fendmenos de transporte dependen de la densidad de estados,
ya que dichas propiedades se ven ponderadas por ella, al depender del
ordenamiento y comportamiento electronico o fondnico.



1.7 Matriz de Transferencia

Consideremos una cadena de N atomos (finita) conectada en sus extremos a dos
saturadores periodicos semi-infinitos. Para este caso, a partir del Hamiltoniano de
amarre fuerte, tomaremos autoenergias {e,} y energias de salto a primeros
Vecinos {t, »+1}, ademas de dar a los saturadores parametros periodicos &, y t.

Dentro de este formalismo, la ecuacion de Schrédinger estacionaria puede verse
en forma matricial como

Cn+1 = Tncnr (32)

con T,,, la matriz de transferenciay C,, el vector de amplitudes de onda en la base
de los orbitales atdbmicos localizados, dados por

E - &n . tn,n—l
Tn = tn,n+1 tn,n+1 ’ (33)
1 0
y
C, = (Cn_l)' (34)

En el caso de un sistema unidimensional (no necesariamente periodico), el
producto de las matrices de transferencia, que siguen el mismo ordenamiento que
los 4&tomos, describe la propagacion de un electrén a lo largo de toda la cadena:

_ _(T11 T12
T=TyTy 1 .. T,T; = (T21 TZZ). (35)
Tomando una energia E dentro de una banda permitida de la cadena, lo cual esta
definido por la densidad de estados, las ondas planas en los saturadores son de la
forma

Aeikna + Be—ikna n<1i
Cetkna 4 pe~ikna  p > N’

oul) = { (36)

donde E'y ¢, se relacionan con k a través de la relacion de dispersion



E— ¢
2t

coska = (37)

y para el caso en que un electron incide por el extremo izquierdo de la cadena
(desden = 1),setienequek >0, A=1, B=1r, C=un, D=0,conryuxlas
amplitudes de reflectancia y transmitancia respectivamente, que satisfacen

%2+ |r|2=1. (38)

Tomando lo anterior (Sito, 1994), se llega a la siguiente relacion

%eik(N+1)a>_ T11 T1i2 (eika+re—ika 39
<xe“‘"’“ _(721 Tzz) 1+7r ) (39)

que nos lleva a los valores para » y r:

2i(sin ka)e~ikNa
n=— . . . :
1116 ke 7., — etka (7, e7tka 4 7,,) (40)

ika ika ika
Tlle + le —e (T21e + Tzz)

Tl—{ka + le _ eika(T21e—ika _l_ TZZ) ’ (41)

T =

a partir de lo cual, usando la relaciéon de dispersion, la transmitancia (T) en
funcién de la energia E es

2
4- (%) (42)

T(E) = |J'f|2 = )
[To1 — T1o + (1o — T11) E/2t]? + (155 + 111)?(1 — E? /4t2)

el cual, es el resultado utilizado para obtener la conductancia del sistema bajo el
formalismo de Landauer.

1.8 FOormula de Kubo-Greenwood

Una de las primeras teorias completamente cuanticas de la conduccion
electrénica en sélidos es la formula de Kubo-Greenwood, la cual deduciremos en
esta seccion dentro del formalismo de la funcion de Green.



La presencia de un campo eléctrico E induce una densidad de corriente / en un
sistema. A partir de esto, la conductividad eléctrica(a) se define como el

coeficiente que acompafia a E en J, como se muestra a continuacién
LG E) = f dt’ f A7 0o 7,73 DB (7', — £, (43)
0

donde a y B denotan las coordenadas cartesianas y se considera una suma
implicita sobre el subindice repetido . Si consideramos un material isotropico y,

ademas E y J estan en la misma direccion (x), solamente serd necesario
considerar oy,

Por simplicidad, a partir de este punto, omitiremos los subindices, ya que todos
son x. Dado esto, y tras realizar una integracion sobre 7' y un promedio en 7, bajo
la condicion o ~ 0 para | —7'| » £,, con £, la distancia de correlacion
espacial, podemos reescribir la densidad de corriente, ahora en una sola
dimension

J(0) = fo "t o (e)E(E — ), (44)
con
o(t)) = < [[ didF o (771, (45)
siendo Q el volumen del sistema. Tomando la transformada de Fourier de a(t")
o(w) = jo " dt o(eyelor (46)
y si E(t) es dada por
E(t) = Fe™ '@t + Frel®t,
llegamos a

J(@) = c(w)Fe 't + g(—w)F*e'®t, (47)



Para que J(t) sea real, es necesario que 6 (—w) = o*(w), con lo que la parte real
o, de o es una funcion par de w, mientras que o, (la parte imaginaria) es impar
(Economou E. , 2005).

Con esto, procedemos a obtener una expresion general para la parte real de la
conductividad (7). Partimos del promedio temporal de la potencia consumida
por el sistema, que puede escribirse como

Q [C]
P= 6f0 dt E(t)/(t), (48)

con O el periodo del campo eléctrico externo, que con lo anterior nos lleva a
P = Q|F|?[o(w) + o(—w)] = 2Q|F|?0,(w). (49)

Por otro lado, la potencia promedio es calculable multiplicando la energia que
absorbe el sistema durante la transicion |n) — |v):

&y = hwy, = E, — E, >0, (50)

por la razon de transicion p,, y sumando sobre todas las posibilidades [n7) # |v)-

1
P = Z EpvDny = EZ(pnv - pvn)' (51)
nv nv

con la probabilidad p,, dada por

Py = fn(L = L)Wy, (52)

donde f, = f(E,) es la distribucion Fermi-Dirac y W}, se puede obtener con la
regla de oro de Fermi (Sakurai, 2017), considerando la perturbacion H =
eE(t)x = e[Fe™ i@t + F*el®t|x:

2T

VV;W:h

e?|FI? (nlxv)? 8(how — hawpy,), (53)

llevandonos, en conjunto con lo anterior, a una expresion para o; (w)



0'1(0)) = wnv(fn - ﬁ/) 6(hw - h“)nV)' (54)

donde fue manualmente incluido un factor de 2 debido al espin electrénico. Este
ultimo resultado es la férmula de Kubo-Greenwood para la conductividad
eléctrica (Greenwood, 1958), que puede ser reescrita en términos de los
elementos de matriz del operador p,,:

im

pe =[x~ xfl], (55)
con lo que
(Mlpxlv) = imwy, (n|x|v), (56)
llevando a
01 (@) = 2 f” §(hw = hay,). (57)

Para continuar, expresaremos la conductividad en términos de la funcion de
Green, para ello, primero reescribiremos la ecuacion anterior como

2
o1(w) = zl(nlpxIWIz[f(En) ~ FE)] 6(hw ~ E, + Ey)

2 58
e[ Z<n|px|v><v|px|n> rE)-rEax &
X 6(E E,) 6(E + hw — E,),
donde la suma dentro de la integral se puede escribir
D LT = > 0y lpelnd [F(B,) - £(B)] x
nv nvy
x §(E — E,,) (Mlpglv) (E + how — E,) (59)

= Y IF(E) = FED] Yloeln) 8(E — Ey) x
X nlpalv) 6 + hoo — E,) ().

De la ecuacion de densidad de estados, tenemos la siguiente identidad:



1
> 8(8 = E))mnl = -~ 1m G(B), (60)

n
lo que nos permite escribir a; (w) como

2he? deEf(E) - ;‘L(E + hw)

P Tr{p, ImG*(E) p, ImG*(E + hw)}, (61)

o1(w) =

que es la formula de Kubo-Greenwood, donde la informacién del sistema en el
formalismo de amarre fuerte se introduce a través de la funcién de Green. Se ha
mostrado que, bajo ciertas condiciones, este formalismo es equivalente al de
Landauer (Economou E. , 1981).



2 Estructura

Actualmente existen grandes expectativas en el desarrollo de nuevos productos y
dispositivos basados en el estudio de sistemas nanométricos. Las propiedades
Opticas, mecanicas y de transporte han sido profundamente estudiadas con
diversos métodos. A pesar del esfuerzo colectivo, es necesario un mayor empefio
para descubrir los mecanismos que rigen lo microscépico y sus posibles
aplicaciones. Uno de los elementos principales en el desarrollo de la ciencia y
tecnologia es la comprension de las propiedades fisicas de los materiales
(naturales o modificados), los cuales en la naturaleza no se encuentran libres de
defectos, por el contrario, los defectos estructurales siempre estan presentes a
temperaturas finitas, ya que su presencia minimiza la energia libre al aumentar la
entropia.

Asimismo, las propiedades de un solido se pueden alterar significativamente al
modificar la estructura del material, por lo que la busqueda de una relacion simple
entre el ordenamiento atomico y las caracteristicas macroscopicas es una de las
tareas principales de la ciencia de los materiales.

Desde la sintesis del grafeno a través de exfoliacion en 2004 (K. Novoselov,
2004), el estudio de sistemas bidimensionales ha recibido especial interés (A.K.
Geim, 2007). Una de las principales busquedas, es la de sintetizar materiales
bidimensionales a base de boro, como lo es el borofeno, esto se debe, entre otras
cosas a su cercania con el carbono. Estudios extensos han mostrado que en
pequefios cumulos de boro (entre dos y catorce atomos), se observan celdas
triangulares y hexagonales (Boustani, 1997) que son base para la construccion de
ctmulos de mayor tamafio (Zhai, 2003) con estas mismas estructuras.

Estudios analiticos han encontrado que la red triangular es una de las geometrias
mas rigidas y resistentes entre los sistemas dos dimensionales (D.L. McDowell,
2004). En 2018 se verifico experimentalmente la robustez de dichas propiedades
mecanicas tanto para redes triangulares como hexagonales (Gu, 2018), incluso en
la naturaleza se ha observado la resistencia de estas estructuras ante fuerzas de
compresion, como en la madera de ciertas coniferas (Ando, 1999).

El estudio de las propiedades eléctricas y térmicas de estos materiales es
fundamental, ya que su descripcién permite el disefio y construccion de



instrumentos que mejor se adaptan a las necesidades tecnoldgicas actuales, tales
como los transistores (Ferry, 2008) o materiales electronicos y optoelectronicos
(Kind, 2002).

2.1 Cristales

Clasicamente, un cristal es un solido de particulas ordenadas de forma regular en
el espacio. La cristalografia clasica caracterizo los arreglos atomicos, mostrando
gue solo existe una cantidad limitad de formas de acomodar los atomos de manera
simétrica. Con ello, los materiales que presentan dichos ordenamientos fueron
denominados cristales. Al resto de los materiales se les llamé amorfos (Bruce
Averill, 2006).

A partir de los patrones de difraccion de rayos X, se sabe que el orden regular con
que se forman los cristales es la repeticion de una unidad, llamada celda unitaria,
mientras que la estructura formada por el arreglo periddico de centros de gravedad
de las celdas unitarias es la red cristalina, por lo que las propiedades fisicas en
cada zona del cristal son las mismas (Fan, 2001).

Debido a dicha periodicidad, cada punto de la red puede ser escrito como

7 =7y + I, + mr, + niy, (62)
donde [,m y n son enteros arbitrarios y 7, es un punto cualquiera de la red,
mientras que 73,7, Yy 75 son los vectores base que describen el arreglo del cristal.
De este modo, las celdas de la estructura cristalina se pueden ademas describir
por paralelepipedos de seis caras, con longitudes de sus aristas a, b y c, y angulos
a, [y y entre las aristas. Con esto, se observan siete formas de celda, dadas en la
Tabla 2.1.

Sistema Cristalino Aristas Angulos
Triclinico a+b+c a+p+y
Monoclinico a+b+c B+y=a=90°
Ortorrémbico a+b+c a=p=y=90°
Tetragonal a=b#c a=p=y=90°
Romboédrico a=b=c a=p=y*90°
Hexagonal a=b#c a=pf=90°%y =120°
Cubico a=b=c a=p=y=90°

Tabla 2.1 Sistemas cristalinos y la relacién aristas-angulos
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Adicionalmente, Auguste Bravais encontré que las celdas de los cristales
tridimensionales pueden ser clasificados de la siguiente forma:

= Primitiva (P): tiene puntos de la red sélo en los vértices de la celda.

= Centrada en las caras (FCC): ademas de tener puntos en los vértices, tiene
también en el centro de las caras, que puede ser en todas o algunas.

= Centrada en el cuerpo (BCC): tiene puntos de la red en los veértices y uno
en el centro de la celda.

Combinando estas nuevas configuraciones con los sistemas de la Tabla 2.1, se
obtienen catorce estructuras tridimensionales (Tabla 2.2), llamadas redes de
Bravais, las cuales son las Unicas configuraciones que pueden llenar el espacio
con un solo tipo de celda, sin dejar espacios vacios.



Sistema cristalino Redes de Bravais

Triclinico

Monoclinico

Ortorrémbico (FCQ) (BCQ) (FCQC)
axh#c . azbh=c axh=c
b ] b ]
Tetragonal (P) (BCQ)
Q¥+ asE
L C
a a
da [Tl
Romboédrico (P)
o = 90°
N\
(e}
il .
i
Hexagonal (P)
C
Lr)
Cubico (P) (BCC) (FCC)
b
i a a
a @ a
i a a ]

Tabla 2.2. Redes de Bravais (Fan, 2001).
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2.2 Teorema de Bloch

Debido a la periodicidad del potencial de Coulomb en un cristal, la funcion de
energia potencial en la ecuacion de Schrodinger es de la forma

V(@) = V(7 +R,), (63)

con R, = I#, + m#, + ni, un vector arbitrario de traslacion dentro de la red
(Bhattacharya, 2011).

Partiendo de esto, el teorema de Bloch establece que las funciones de onda
electronicas 1 (7) en un cristal, obtenidas de la ecuacion de Schrodinger pueden

expresarse como el producto de una onda planay una funcion uz (7) con la misma
periodicidad de la red, i.e.

Yo () = e“?'FuE ) = e”ﬁ"r*ufc (7 +R,), (64)

las cuales son Ilamadas funciones de Bloch. Nétese que dichas funciones no son

periddicas por si mismas en 7, sin embargo, la densidad de probabilidad |1p%|2 si
tiene la misma periodicidad que la red (Martinez, 2006).

Con lo anterior, se tiene como consecuencia directa que
1,[)%(7 + ﬁn) = ei%'ﬁnlpﬁ(?). (65)
2.3 Espacio Reciproco y Espacio Real

En cristalografia, es posible obtener la transformada de Fourier de una red
periddica, usualmente una red de Bravais, dicha transformada sera la red
reciproca. Por un lado, la red original (o red directa) existe en espacio real, siendo
interpretada como una red fisica, mientras que la red reciproca lo hace en el
espacio de momentos (espacio-k).

La red reciproca juega un papel fundamental en el estudio de estructuras
periodicas, ya que el patron de difraccion de un cristal se puede utilizar para
determinar los vectores reciprocos de la red y con ello, su ordenamiento atomico
(Kittel, 2005).



Para una red tridimensional, definida por los vectores primitivos (73, 7, 75), la red
reciproca esta determinada por los vectores:
S Ty X 75 - T3 X 1 - Ty X1,

b =, b, =21 5—5—=—, b =2n5—5——=— 66
! Ty - (1 X 73) 2 T[rz'(r3><7”1) ! 7-[”"3'(7'1><7'2) (66)

Asi, un cristal, un sélido que posee orden de largo alcance e invarianza ante
rotaciones, mostrara un patron de difraccién formado por un conjunto de puntos
ordenados, siendo esta la red reciproca, como se puede ver en la Figura 2.1.

Figura 2.1. Patron de difraccion de perovskita, un sistema cristalino ortorrémbico.

2.4 Solidos Amorfos

En el otro extremo del se encuentran los solidos amorfos o sélidos no cristalinos,
gue son materiales que carecen de orden de largo alcance, lo cual caracteriza a un
cristal. Algunos ejemplos de estos materiales son ciertos polimeros, peliculas
delgadas y vidrios.

Los materiales amorfos tienen una estructura interna formada por bloques, estos
blogues pueden compararse con las celdas que forman un cristal del mismo
compuesto, manteniendo un orden de corto, pero no de largo alcance.

Para este tipo de materiales, el patron de difraccién se presenta a manera de
circulos concéntricos difusos con distintas intensidades, esto es apreciable en la
Figura 2.2.
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Figura 2.2. Patrdén de difraccion de distintos materiales amorfos (Subotic, 1994).

2.5 Cuasiperiodicidad

Hasta hace algunos afios, se tenia la certeza de que solo podian existir materiales
con estructura periodica que tuvieran simetrias invariantes ante rotaciones de 30°,
60°, 90°, 180° y multiplos enteros de esos angulos. Incluso se aseguraba que no
podian existir sistemas con simetrias invariantes ante rotaciones de orden cinco
(72° pues corresponde a 360°/5), siete, ocho, diez y doce, pues resulta imposible
llenar un plano con pentagonos, heptagonos, octagonos, etcétera, sin dejar zonas
sin cubrir.

Dicho de otra forma, la periodicidad de una estructura cristalina sélo seria
compatible con simetrias de orden dos, tres, cuatro y seis, correspondientes a las
celdas de la Tabla 2.1. Partiendo de esto, si existen simetrias prohibidas para las
estructuras, tambien para los patrones de difraccion puntuales.

Esto duré mucho tiempo, pero en 1984, fue encontrada una aleacion de aluminio
y manganeso que difracto electrones como un cristal (Figura 2.3) con simetria
icosaedral, implicando que el sélido esta formado por piezas regulares cuyas
caras son pentagonos (Shechtman, 1984), lo cual no coincide con lo que en ese
momento se sabia de redes cristalinas.
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Figura 2.3. Patrdén de difraccion para una fase icosaedral (Shechtman, 1984).

Quienes encontraron este patron de difraccidn, inicialmente pensaron que se
trataba de una especie de macla, cuando cristales idénticos se agrupan y crecen
compenetrados entre si, un ejemplo de ello es la Figura 2.4, que consiste en una
macla de pirita.

Figura 2.4. Macla de pirita (Nelson, 2019).

La aleacion, a pesar de mostrar simetria rotacional de orden cinco, no presenté
simetria traslacional, lo que impedia que se le considerara como un cristal, para
ello se acufio el término cuasicristal (Steinhardt, 1984), refiriéndose a una
estructura ordenada que no es periddica y forma patrones de difraccion puntuales
qgue llenan todo el espacio. Estos cuasicristales pueden tratarse de una


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/72/Pyrite_60608.jpg

construccién unidimensional, como las cadenas de Fibonacci (Shahtahmasebi,
2005), bidimensional como el teselado de Penrose (Bruijn, 1981) o una
tridimensional, como la aleacidn antes mencionada.

2.6 Cadena de Fibonacci

Una manera de construir sistemas con cuasiperiodicidad, es a partir de una serie
de reglas de construccién, aunque no se posea una celda unitaria que se repita al
infinito.

Durante el afio de 1202, Leonardo de Pisa, mejor conocido como Fibonacci,
publicé el texto matematico mas influyente de la época, Liber Abaci, donde entre
otras cosas, obtuvo la sucesion que lleva su nombre (Scott, 2014). Dicha sucesidn
surgidé como solucion al siguiente problema: “Si una persona coloca una pareja
de conejos en un corral ¢;Cuantas parejas de conejos habra en un afio? Esto
considerando que cada mes, una pareja da a luz a otro par, que estara listo para
producir en un mes”.

La secuencia resultante es: 1,1, 2,3,5,8,13,21,34,55,89,144 ..., llevando a la
siguiente recurrencia para obtener cada numero:

Fib(0) =1,
Fib(1) = 1,
Fib(2) = 2. (67)

Fib(n) = Fib(n— 1) + Fib(n — 2)

Particularmente, podemos extender este resultado a la formacion de un sistema
unidimensional, que parte de dos tipos de segmentos, uno largo (L) y uno corto
(s), ya que, a diferencia de los sistemas periddicos, que permiten su construccién
a partir de un solo tipo de celda, un arreglo cuasiperiédico, requiere mas de uno.

Una de las formas de obtener la cadena es con el método de corte y proyeccion,
cuyos principios basicos se describen a continuacion.



T+ttt

Figura 2.6 Método de corte y proyeccion con una tangente racional (1/2).

Primero, se toma una red bidimensional cuadrada como la mostrada en la Figura
2.5y se le afiade una linea recta que corte la red como en la Figura 2.6, que tiene
paralelamente otra linea (punteada) que genera una banda en la cual estan
contenidos los puntos mas cercanos a la recta, que, al ser proyectados en la recta
original, la dividen en segmentos cortos y largos. La forma en que se ordenan
estas partes esta dada por el &ngulo de corte (6) entre la horizontal y la linea. Este
angulo, en la Figura 2.6, es tal que cumple tan 8 = 1/2, donde, al tratarse de un
numero racional, se genera un arreglo periddico en una dimension menor, con la
tangente representando la cantidad de segmentos largos entre la cantidad total de
cada celda unitaria (Dunlap, 1997).

Por otro lado, si la tangente es un namero irracional, el cociente entre partes largas
y totales, seria también un ndmero irracional, impidiendo que la secuencia sea
periddica, pues dicho cociente sélo puede ser visto como una celda en una cadena
infinita.
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Particularmente, es posible utilizar los nimeros de Fibonacci, para generar la

cadena, tomando la tangente como
tan @ = M (68)
Fib(n) '
se obtienen distintos arreglos de los segmentos L y s, donde la relacién entre L'y
los totales, sera nuevamente, Fib(n — 1) para L y Fib(n) para el total, con una
celda basica en cada construccion periodica formada por las dos anteriores. Esto

se ve a detalle en la Tabla 2.3.

n tand Celda basica >egmentos
totales

1 1/1 L 1

2 1/2 Ls 2

3 2/3 LsL 3

4 3/5 LsLLs 5

5 5/8 LsLLsLsL 8

6 8/13 LsLLsLsLLsLLs 13

7 13/21 LsLLsLsLLsLLsLsLLsLsL 21

8 21/34 LsLLsLsLLsLLsLsLLsLsLLsLLsLSLLSLLs 34

Tabla 2.3. Secuencia de segmentos largos y cortos producidos por el método de corte y proyeccién para
angulos cuya tangente es el cociente de dos nimeros de Fibonacci consecutivos.

Ahora, si en el cociente, hacemos que la generacion n tienda a infinito, llegaremos
a una expresion dada por la razon dorada, esto es

~ Fib(n—-1)
lim =

: = ~ 0.618339887 ... , 69
n-ow Fib(n) 1+\/§ 9

que es un numero irracional, dando lugar a una celda unitaria que representa la
secuencia infinita cuasiperiodica de Fibonacci.

Por otro lado, durante la década de los setentas, Roger Penrose mostré un
conjunto de teselados bidimensionales no-periddicos, como el de la Figura 2.7,
que tiene simetria de orden cinco y es autosimilar, es decir, cualquier region finita
del mosaico aparece un numero infinito de veces en la teselacion (Penrose, 1974),
ademas, al implementarse como una estructura fisica, ésta muestra, a través de la
difraccion de Bragg, un patron de difraccion con simetria de orden cinco.



Fue el cristalografo Alan Mackay quien noto la importancia de este mosaico al
marcar los veértices del mosaico sobre una transparencia y atravesarla con un haz
de luz, mostrando la imagen en el espacio reciproco. Este patron de difraccion
consiste en puntos luminosos discretos con simetria cinco (Naumis, 2007).

Figura 2.7. Teselado de Penrose (Bruijn, 1981)

A pesar de la irregularidad del teselado, éste cubre todo el espacio de forma
ordenada, aunque no periddica. Al igual que las secuencias de Fibonacci, este
mosaico se puede obtener a través del método de corte y proyeccion, partiendo
de una red periodica en un espacio de cinco dimensiones.

2.7 Impurezas

Ademas de los desordenes estructurales, la periodicidad de un sistema se pierde
en presencia de impurezas, cuyo estudio es de fundamental importancia, ya que,
en la naturaleza, los materiales reales siempre tienen impurezas, esto se debe a
que la presencia de impurezas minimiza la energia libre al aumentar la entropia
del sistema.

Por otro lado, es posible alterar significativamente las propiedades macroscopicas
de un sdlido en presencia de impurezas o defectos. Por ejemplo, un
semiconductor extrinseco consiste en un cristal dopado, es decir, al cual se le han
afiadido impurezas con el propésito de manipular sus propiedades eléctricas que
originalmente no tendria (Neamen, 2003), mientras que en un semiconductor
intrinseco se trata de un material puro al cual se le han retirado elementos,
generando agujeros o defectos, haciendo que el nimero de portadores de carga
varie, siendo éste determinado por el material base (Sze, 1981).
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3 Renormalizacion en Espacio Real

En tamafio macroscopico, los sistemas aperiddicos son dificiles de abordar,
principalmente debido al tiempo computacional requerido, pues éste crece como
el tamafio del sistema al cubo en la obtencion de la matriz de Green. Por ello, en
las Gltimas décadas se han desarrollado métodos que permiten estudiar materiales
de tamafio macroscépico con ordenamientos donde, debido a la falta de
periodicidad, no es posible utilizar el teorema de Bloch o la red reciproca, ademas
de que, para la funcion de Green, la inversion del Hamiltoniano es impractica por
el uso de tiempo.

Uno de los principales métodos exactos (pues no realiza aproximaciones) es el
grupo de renormalizacion en espacio real mas convolucion, el cual es capaz de
calcular la conductividad eléctrica de forma exacta en redes cuasiperiodicas
(Sanchez & Wang, 2004) y laberinticas (Sanchez, Sanchez, & Wang, 2018)
dentro de la formula de Kubo-Greenwood. La aplicacion de estos métodos en
sistemas aperiddicos ha permitido la obtencion de espectros para conduccion DC
y AC.

Por otro lado, debido a la ausencia de una red reciproca en sistemas no periddicos,
este método debe realizarse en espacio real.

3.1 Filosofia del Método

La idea detras de estos métodos es reducir el nUmero de grados de libertad de un
sistema, tomando las energias originales y llevandolo a un nuevo sistema con
energias efectivas sin perder informacion. Este método es valido, ya que, en un
sistema con muchos grados de libertad, los estados correspondientes a altas
energias no son relevantes en la descripcion de la fisica de bajas energias (White,
1992).

Tomando esto en cuenta, es posible construir un sistema utilizando pequefos
subsistemas, considerando Unicamente los estados de bajas energias. Los métodos
de renormalizacion en espacio real generalmente constan de dos partes, la primera
une subsistemas para generar uno de mayor escala, mientras que la segunda envia
la informacion de este nuevo sistema a una cantidad menor de energias efectivas,
sin perder la contribucion original.



Lo anterior puede verse en la Figura 3.1 donde se genera una cadena periodica a
partir de una celda diatbmica con energias de sitio &4 y €5, mientras que les une
una integral de salto t,5. Con esto, el primer paso del método genera la siguiente
generacién [F(2)] con dos veces la anterior, uniendo las partes con una energia
de salto t,5.

Durante el segundo paso, las cuatro energias de sitio y las tres integrales de salto
se reducen a tres energias efectivas, dos de sitio €,(2) y €z(2), y una de salto
t(2). Estos dos pasos se repiten en cada generacion n, permitiendo tener la
informacion de un sistema con 2" sitios contenida en solo tres energias efectivas.

En la practica, el primer paso del procedimiento consiste en representar los
operadores implicados como matrices bésicas, caracterizando la union de los
subsistemas como una matriz de mayor dimension formada por bloques menores
gue son las matrices iniciales. En esta nueva matriz, las interacciones entre los
dos subsistemas son entradas cruzadas.

El segundo paso, el mas importante del proceso, reduce la matriz de la union a la
dimension de las basicas. En los siguientes apartados se explicard a detalle la
aplicacion de estos metodos.

g.“ g/f
F1) @=——Q
AB
g.'i glf g.‘i gh’ El‘ (2) gl(’ (2)
,.'llf ’.*l/f I,‘”f ,(2)

£,(2) &2 £2) &2 £,3)  €0)
_>
1B) ™ iy ) ((3)

F(3)

g (n=1) g,(n=1) ¢,(n=1)g,(n-1) g (n) &,(n)

Fo) =——Q@—Q@—Q@ — &9

t(n=1) t,, tn-1)

Figura 3.1. Renormalizacién de una cadena periddica a partir de una celda diatomica.
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3.2 Renormalizacion para Formula de Kubo-Greenwood

El método de renormalizacion para la formula de Kubo-Greenwood permite
calcular la conductividad eléctrica en cadenas de Fibonacci de tamafio
macroscépico, partiendo de la expresion obtenida en la seccion 1.8, tenemos

TripIm G*(E) pIm G*(E + hw)}, (70)

() = 2he? fwdEf(E) - ];l(E + hw)

Om?n
donde

p = %Z“f’fﬂ”)(" + 1] =t )G — 113 (71)
7

es la proyeccion del operador de momento en la direccion del campo eléctrico.

Para una cadena de Fibonacci, siguiendo el esquema mostrado en la Figura 3.2,
las autoenergias siguen la secuencia de Fibonacci, mientras que la integral de
salto que las une esta definida por las energias de sitio. Esta cadena se construye
partiendo de dos energias de sitio y cada generacion n = 2 se construye como la
unién de las dos anteriores tras ser renormalizada.

FO) @
£,
Fy @
£, &y
F(2) o_d{lm
_ £, &y €y &,(3) £,(3)
e O— 9 — @59
F4) £,(3) £,(3) £, £, . £,(4) £,(4)
o 1(3) 9 1,(4) o ! s o o 1(4) o
£.(4) £,(4) £,(3) £x(3) £,(5) £x(5)

1(4) 1,(3) 1(3) 1(5)

B g (n-1) Ep(n=1) £ (n=-2) &p(n=2) g, (n) &p(n)
() e T CED)] ' e

u

Figura 3.2. Esquema de renormalizacién para una cadena de Fibonacci.
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Con esto, dentro de la férmula de Kubo-Greenwood, la funcion de Green
dependera de la generacion a tratar, lo que permite reescribir la conductividad a
temperatura cero, dentro del formalismo de amarre fuerte como

u

e?a?
— + o+ _ + -
O—(lul (1)) - Zﬂﬂhzw J dE [S(Ele ln) S(Eer rn) (72)
u—hw
- S(E;! E+r n) + S(E;I E_ln)]l
donde EX =E+in, ES =FE + hw +inconn - 0%,y
N(n)-1
S(E},E*,n) = :E: tj j+1ti+112Gj11,k(EL) Gy, j(EF) (73)
j k=1

— Gjp1k+1(ED) Gy j(E™) — G (EL) Gryr j+1 (EF)],

siendo x y v los signos + y —. Estas sumas parciales, S(E},, E*,n), pueden
escribirse en términos de la funcién de Green evaluada en los sitios extremos de
la cadena como

S(EZ)» E*,n) = A(EZ); E*, n)GL,L (EZ) )GL,L(EK)
+ B(E}), E*,n) G, r(E) Gy r(E")
+ C(EZ» E*, n)GR,R (EZ))GR,R (E")
+ D(EY, E*, )G (E})GLr(E™)
+ D(E¥, Eg, n)GL,L (EK)GL,R(EZ))
+ F(E},E*,n)G, (E})Ggr r(E")
+ F(E*,E},n)G, 1, (E*)Ggr r(EZ) (74)
+ I(Eg, E*, )G r(Eg)Gr g (E*)
+ I(E¥, EZ):n)GL,R(EK)GR,R(EZ))
+ J(EY, E*,n)G,  (E}) + J(E*, E}), n)Gy, , (E™)
+ K(E),E¥, n)GL,R(EZ)) + K(E*,E}, n)GL,R(E")
+ L(E}, E*,n)Gr g (E) + L(E*, E}},n)Gg r(E®)
+ Z(E),E*,n),

donde los subindices L y R, denotan los atomos extremos de la izquierda (left) y
derecha  (right)  respectivamente.  Los  coeficientes  A(E;, E,, n),
B(E;, E;,n), ..., Z(Ey, E5,n) con E; y E, siendo E}, 0 E*, pueden ser iterados a
partir de las generaciones anteriores n —1 y n— 2, como se muestra en el
Apendice A.

Adicionalmente, en el caso de condiciones libres en la frontera, los elementos de
la matriz de Green deberan determinarse resolviendo la ecuacion para dos sitios:



E—E.(E,n) t(E,n) ”GLL GLR] 1 0
0

t(E,n)  E —Eg(E,n) 1l (75)

GLR GRR
mientras que, si se tienen saturadores, estos pueden renormalizarse a un sistema
de dos sitios efectivos, por lo que la ecuacion anterior debera resolverse para seis
sitios.

3.3 DOS para redes triangulares

El método de renormalizacién

DOS(E, N) = — Im{AN)Gy3 (E) + BOG(E) + C(N)Gaa(E)

+ D(N)G44(E) + F(N)G1(E) + I(N)G34,(E) (76)
+ I(N)G31(E) + J(N)G41(E) + K(N)G3,(E)
+ L(N)G42(E) + Q(N)Gy3(E) + Z(N)}

donde los coeficientes A,B,C,D,F,1,],K,L,Q y Z estan dados en el apéndice B,
mientras que

611(E) = XDR(E) [XIR(E)XDR(E) - YIZDR(E)]
*AX1r(E)Xpr(E) — Yipr(E)Xi(E)Xpr(E) ~ Yipr(E)] (97
— [YVipr(E)Xpr(E) + Yipr(E) Y pr (E)1[Y11r (E)Xpr(E)
+ Yipr(E)Ypr(ED1371,

Yr(E)Xpr(E) + Yipr(E)Ypr(E)

C21(E) = Gua(B) Xir(E)Xpr(E) — Y5r(E) (78)
_ Xpr(E)
G22(E) = [X1r(E)Xpr(E) — YR (E)] (79)
+G,1(E) Yr(E)Xpr(E) + YIDR(E)YLDR(E)
2t Xir(E)Xpr(E) — YHR(E)

G (8) = G ()25 8+ G, ()22 (80)
G32(E) = 621(E)%+622(E) %((EE; (81)

1 E Yipr(E
G33(E) = XDR(E) + G31(E) )(L;),f((E)) + G3,(E) )5:((5'))' (82)
Ga1(E) = pr(E)G11(E) + ur(E)G21(E) + ppr(E) G341 (E), (83)

Gaz(E) = upr(E)G1(E) + wr(E)Goz(E) + ppr(E)G3o(E), (84)



Ga3(E) = ur(E)G31(E) + pir(E)G32(E) + upr(E)G33(E), (85)

Gaa(E) = + 1r(E)Gy1 (E) + wip(E)Gyp (E) + ppr(E)Gyz (E), (86)

[E — Eg(N)]

donde los valores de wpgr(E), pir(E), ppr(E), Xpr(E), Xir(E), Xigr(E),
Yipr(E), Y r(E) Y Yipr(E) estan dados en el apéndice B.

Con el objetivo de comparar nuestros resultados con la literatura, la Figura 3.3
muestra el espectro de densidad de estados para un sistema triangular sin
Impurezas.
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Figura 3.3 Densidad de estados para un sistema triangular periddico sin impurezas (Olsen, 1981).

3.4 DOS para redes hexagonales

Para las redes hexagonales se utilizan esencialmente las mismas ecuaciones que
en el caso triangular, asi como los valores de los coeficientes dados en el apéndice
B, modificando la energia de sitio en ciertas posiciones, lo cual, al “borrar”
algunos puntos, nos da como resultado una red hexagonal. Nuevamente,
buscando un punto de comparacién, la Figura 3.4 presenta la densidad de estados
de una red hexagonal periddica sin impurezas mostrada en la literatura.
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Figura 3.4 Densidad de estados para un sistema hexagonal periddico sin impurezas (Olsen, 1981).
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4 Densidad de Estados

En este capitulo se presenta un andlisis de la densidad de estados para sistemas
triangulares y hexagonales, a través de los resultados obtenidos con el método de
Renormalizacion en Espacio Real. El objetivo de este trabajo es estudiar la
densidad de estados y los efectos que las impurezas generan en ésta en sistemas
de tamafio macroscépico, del orden de 108 a&tomos en una de sus direcciones, sin
mayor aproximacion que el Hamiltoniano de Amarre Fuerte.

4.1 Red Triangular

En esta seccion se presenta la densidad de estados para sistemas triangulares. La
Figura 4.1 muestra el espectro de DOS para una placa bidimensional triangular
periddica donde no hay impurezas (gris) o una impureza de tipo Fano aparece
unicamente en las Gltimas dos generaciones (37 y 38) con magnitud de sitio E, =
1.0 (naranja), E, = 2.0 (azul) y E, = 3.0 (rosa) y energia de salto t; = 1.0. Es
posible notar en este punto que la densidad de estados sin impurezas es igual a la
reportada en la literatura (Figura 3.3), por lo que nuestro método reproduce
fielmente resultados conocidos, mientras que la densidad de estados con impureza
genera un segundo pico, mientras que en E, = 3.0 aparece una banda prohibida
que originalmente no existia. Para observar mejor la aparicion de este gap, la
Figura 4.2 presenta la DOS en multiples sistemas donde la impureza tipo Fano
aparece desde la generacién 6 hasta la 38, modificando entre ellas, la magnitud
de la energia de sitio, que en estos casos seré (a) E, = 3.0, (b) E, = 3.2, (C) Ey, =
3.4y (d) E, = 3.6. Aqui se puede notar, que la banda prohibida crece al aumentar
la energia de sitio de las impurezas tipo Fano.
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Figura 4.1. Densidad de estados para un sistema triangular sin impurezas (gris), y tres con impureza tipo Fano
en la generacién 38 y 39, teniendo E, = 1.0 (naranja), E, = 2.0 (azul) y E, = 3.0 (rosa).
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Figura 4.2 Densidad de estados para un sistema triangular con impureza tipo Fano donde E; vale (a) 3.0, (b)
3.2,(c)3.4y (d) 3.6.
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Manteniendo los pardmetros E, = 3.0 y con la impureza tipo Fano presentandose
unicamente en las Gltimas dos generaciones (37 y 38), la Figura 4.3 varia la
integral de salto (tx = 0.5 y tz = 1.0) en la impureza tipo Fano. Donde puede
notarse que, al igual que al aumentar la energia de sitio, la banda prohibida crece
al crecer tr. Finalmente, la Figura 4.4 compara dos sistemas donde todos los
parametros son los mismos (E, = 3.0 y tz = 1.0) con generacion maxima 38,
pero variando la generacion a partir de la cual comienzan a aparecer las impurezas
tipo Fano, siendo estas (a) nger = 6y (b) nger = 12. Mientras mayor sea el valor

Nges, Mayor sera el numero de impurezas en el sistema. En esta figura es posible

notar que, al aumentar la cantidad de Fanos, pero manteniendo el resto de los
parametros fijos, la banda prohibida que aparece, no se modifica, pero el espectro
en general aumenta de magnitud, es decir, los sitios posibles en las bandas
disponibles son mas al tener mayor numero de impurezas, mientras que la banda
prohibida se mantiene, aun cuando la cantidad de impurezas es
considerablemente mayor.

o8 r—m—m—m——r——"———"T—"T——1—

5 (a) -
0.6 -

A
LA

N |
[ A A \‘_WHJWAM ': \‘ -
1

|

N " 1 1 | " 1 1 1 | " 1 1 1 L
-7 6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
E/|Y

Figura 4.3. Densidad de estados para red triangular con impureza, tomando (a) t = 0.5y (b) t = 1.0
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Figura 4.4. Densidad de estados para red triangular con impureza tipo Fano, que tiene E; = 3.0y tz = 1.0,
tomando (a) nger = 6y (b) ngep = 12
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4.2 Red Hexagonal

En esta seccion se exponen los resultados obtenidos para la densidad de estados
de sistemas hexagonales. La Figura 4.5 indica la DOS para sistemas con
generacion maxima 38 sin impurezas (gris) y con impureza Fano con t = 1.0 en
las dltimas generaciones, donde la energia de sitio de la impureza es E, = 1.0
(rosa), E, = 2.0 (violeta) y E, = 3.0 (verde). Esta figura reproduce el resultado
obtenido en la literatura (Figura 3.4), por otro lado, es posible notar que el punto
prohibido que aparece en el espectro sin impurezas, se vuelve una banda
prohibida, ademas de la aparicion de una segunda banda prohibida en la parte
positiva del espectro, la cual aumenta su amplitud y al crecer E,. Adicionalmente,
en la Figura 4.6 se observa la densidad de estados para sistemas hexagonales
donde la impureza tipo Fano aparece desde la generacion 6 hasta la 38,
modificando entre ellas, la magnitud de la energia de sitio, que en estos casos sera
(@) E, = 3.0, (b) E, =3.2, (c) E; = 3.4y (d) E, = 3.6, manteniendo fijo t; =
1.0. Aqui el espectro se mantiene similar entre las cuatro, sin embargo, la banda
prohibida crece al aumentar el valor de E,, aun teniendo la misma cantidad de
impurezas.

Figura 4.1. Densidad de estados para un sistema hexagonal sin impurezas (gris), y tres con impureza tipo Fano
en la generacién 38 y 39, teniendo E, = 1.0 (rosa), E, = 2.0 (violeta) y E;, = 3.0 (verde).
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Figura 4.6 Densidad de estados para un sistema hexagonal con impureza tipo Fano donde E; vale (a) 3.0, (b)
3.2,(c) 3.4y (d) 3.6.

Manteniendo los parametros E, = 3.0 y con la impureza tipo Fano presentandose
unicamente en las Ultimas dos generaciones (37 y 38), la Figura 4.7 varia la
integral de salto (t = 0.5y tr = 1.0) en la impureza tipo Fano para un sistema
hexagonal. Donde puede notarse que, al igual que con la energia de sitio, la banda
prohibida crece al crecer tx. Por Gltimo, la Figura 4.8 compara dos sistemas donde
todos los pardmetros son los mismos (E, = 3.0 y tr = 1.0) con generacion
méaxima 38, pero variando la generacién a partir de la cual comienzan a aparecer
las impurezas tipo Fano, siendo estas (a) nger = 6y (b) nger = 12. Aqui, al igual
que en el caso triangular, el aumento en la cantidad de impurezas no modifica la
amplitud de la banda prohibida ni su posicion, sin embargo, la cantidad de estados
disponibles aumenta con las impurezas.
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Figura 4.7. Densidad de estados para red hexagonal con impureza, tomando (a) t = 0.5y (b) tz = 1.0
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Figura 4.8. Densidad de estados para un sistema hexagonal con impurezas tipo Fano, que tiene E; = 3.0y
tr = 1.0, tomando (a) nger = 6y (b) ngey = 12



5 Conductividad de Kubo-Greenwood

Los sistemas de baja dimensionalidad han sido estudiados por su simplicidad
matematica, debido a que son muy dtiles como limites analiticos de los sistemas
tridimensionales. Méas aun, los sistemas de baja dimension son inestables ante
perturbaciones dado que tiene un numero reducido de primeros vecinos. Las
propiedades de transporté son enteramente diferentes en dichos sistemas, debido
a la localizacion de las excitaciones. En la presente seccion se muestran los
resultados obtenidos para el transporte electronico en redes cubicas con
impurezas tipo Fano.

En la figura 5.1 se presenta una res cuadrada periodica conectada a dos
saturadores periddicos y con un plano de impurezas tipo Fano.

10° atoms

Figura 5.1 Red cuadrada periddica con dos saturadores y un plano de impurezas tipo Fano

En la figura 5.2 se presenta el espectro de la conductancia eléctrica en funcion de
las energia y de la variacion de las integrales de salto de la impureza para una red
cuadrada bidimensional periédica de 108x90 atomos con un plano de impurezas
Fano, el cual contiene 5 atomos por cadena y una parte imaginaria de la energia

n=10"°|t|. Las autoenergias de las impurezas Fano consideradas fueron a)
g =—|t], b) . =-01]t|, ¢) & =|t| y d) & =0.1|t]. Obsérvese que cuando la
autoenergia es cercana a la integral de salto de la red cuadrada periddica el
espectro de la conductancia eléctrica empieza a formar seudo-gap. Ademas, al ir
variando la energia de salto de la impureza los escalones de cuantizacion se
destruyen en todos los casos.
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Figura 5.2 Conductancia eléctrica en funcidn de la energia para una red cuadrada de 90 dtomos transversales

y 108 4tomos longitudinales.

En la figura 5.3 presentamos el espectro de transmitancia en funcién de la energia
y de la variacion de las autoenergias de la impureza tipo sitio para una red de
108x35 atomos y los mismos parametros que la fig. 5.2. Nétese que el incremento
en la energia de impureza destruye la cuantizacion del espectro hasta
desvanecerlo. Al considerara un plano de impurezas de sitio el espectro deja de
ser simétrico y no abre gap como en el caso de impurezas tipo Fano.
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Figura 5.3 Conductancia eléctrica en funcion de la energia para una red cuadrada periddica

y variando la energia de sitio de las impurezas Fano.
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Si la red cuadrada unimos sus extremos tenemos un nanotubo el cual es
presentado en la figura 5.4.

b N atoms
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Figura 5.4 Nanotubo periddico con impurezas tipo Fano.

En la figura 5.5 se presenta el espectro de conductancia versus la energia y la
variacion de la energia de sitio de la cadena de impurezas tipo Fano para un
nanotubo periddico (a y c) y cuasiperiédico (b y d) con 108x130 atomos. Se
variaron las integrales de salto del nanotubo alrededor de la impureza (a y b)
t., =t y (Cyd) t,,=1.2t. La parte imaginaria de la energia fue la misma que la
figura 5.2. Obsérvese que al ir variando la autoenergia de la impureza se destruye

la cuantizacion en los sistemas periddicos y en los cuasiperiodicos tiende mas
rapido a cero los picos de conductancia.
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Figura 5.5 Conductancia eléctrica versus energia y energia de sitio de la impureza para un nanotubo periédico
(ayc)y cuasiperiddico (b y d).
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6 Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado la densidad de estados y el transporte electrénico
en sistemas aperiddicos de dos dimensiones dentro del formalismo de amarre
fuerte. Para dicho estudio desarrollamos nuevos metodos de renormalizacion en
el espacio real para la densidad de estados en sistemas triangulares y hexagonales
con impurezas. Ademas, extendimos el método de renormalizacion para la
formula de Kubo-Greenwood en redes cuadradas con impurezas Fano. Todos
estos métodos nos permitieron analizar las propiedades fisicas de los sistemas de
tamafno variable, es decir el tamafio puede variar desde nanoscépico hasta
macroscéopico. Ademads, obtuvimos ecuaciones analiticas para demostrar la
existencia de estados de conduccién balistica al introducir impurezas a los
sistemas de dos dimensiones.

Las principales conclusiones de esta tesis son:

1) Los métodos de renormalizacion en espacio real son una herramienta eficiente
y exacta para el estudio de los sistemas bidimensionales con impurezas, dada
la ausencia del espacio reciproco.

2) Los nuevos métodos de renormalizacion en redes triangulares y hexagonales,
nos permite estudiar el efecto de las impurezas de energia de sitio, integral de
salto o ramificadas en la densidad de estados de sistemas con tamafio de
decenas de &tomos hasta macroscopicos.

3) Se analizo el porcentaje de impurezas que se pueden incluir en la red triangular
0 hexagonal para modificar el espectro de la densidad de estados, ya que esta
es una cantidad extensiva.

4) Se crea un seudogap en la densidad de estados de una red triangular cuando el
porcentaje de impurezas es mayor a 0.01%.

5) Se obtiene una nueva brecha de densidad de estados en las redes triangulares y
hexagonales cuando son incluidas impurezas tipo Fano.

6) Con el porcentaje de impurezas tipo Fano se puede variar el ancho del gap en
la region central del espectro de densidad de estados para una red hexagonal.

7)Se obtuvo la cuantizacion del espectro de conductancia cuando el
ordenamiento de sus a&tomos es periodico en la direccién longitudinal.

8) La variacion de la integral de salto en las impurezas destruye en menor grado
el espectro de conductancia eléctrica en redes cuadradas periodicas en
comparacion con la variacion de las energias de sitio de estas impurezas.

9) Se encontrd un estado transparente para diferentes longitudes de &tomos de los
planos de impurezas tipo Fano en las redes cuadradas.



10) En las redes ordenadas cuasiperiodicamente el efecto de las impurezas tipo
Fano destruye rapidamente el espectro de conductancia eléctrica.

Por ultimo, el presente trabajo podria extenderse a investigar el transporte
electronico por medio de la férmula de Kubo-Greenwood en sistemas triangulares
0 hexagonales aperiodicos con campo eléctrico y temperatura finita. Ademas, se
podria extender a otras excitaciones (fonones, fotones, etc.) aplicando el método
del grupo de renormalizacion en espacio real.



Apéndice A: Renormalizacion de Kubo-Greenwood

Tr{p ImG*(E + hw)p ImG*(E)]
=S(E},E*,n) —S(E},E-,n) —S(E_,,E*,n)
+ S(E;r E_) n);

A(El' EZ' n) = _[AC(E]J EZr n) - AC(EZJ Elr n)]zr

B(E,, E3,n) = 2[A.(Ey, E;,n) — Ac(Ey, Eq,n)][B.(Ez, Eq,n)
- BC(Elf EZI n)]
+ 2 [CC(Ell EZ' Tl) - DC(E2r Elt n)] [CC(EZl Elﬂ n)
- DC (EZI El) TL)],

C(E1;E2;n) = _[Bc(ElrEZ;n) - Bc(Ez;ELn)]Z

D(Ell EZ: n) = Z[AC(Ell EZ: n) - AC(EZI El! n)] [DC(EZI El! n)
- Cc (ElJ EZI n)];

F(Ell EZFn) = _[CC(E]_I EZ; n) - DC(EZJ E]_)n)]zi

I(Ell EZ: n) = Z[BC(Elﬁ EZ! n) - BC(EZJ El! n)] [DC(EZI El! n)
- CC(E]J EZ; n)];

J(E1, Ez,n) = J(Eq, Epn — 1) + 0g(E, n)F(Ey, Ep,n — 1)
+ 60,(E;,n)K(E{,E;,n— 1)
+ 02(E;,n)00(E;, n)[C(Eq, E;;n — 1) + A(E, Eyyn — 2)
+ AO(El,Ez,TL)]
+ GO(EZIn)Ql(Elr n) [I(Eli EZ'n - 1) + Bo(ElJ EZ)n)]
+ 07 (Ey, WIL(Ey, Ezn — 1) + J(Ey, E,n = 2)],

K(Ey, Ez,n) = 2604(E;,n)01(E;,n)0,(Ey, n)[C(Ey, E;,n — 1)
+ A(E;,E;;n—2) + A, (Eq, Ey 1))
+ HO(EZJ n) Co (Elﬁ EZ» n)
+20,(E{,n)0,(E;,n)[L(E{,E;yn — 1)
+](E1, EZJ n-— 2)]
+ 0y (E,,n){0,(E,n)[D(E,, E;,n — 2) + D,(E,, E{,n)]
+ 6,(E;, n)[I(Ey, Ez,n — 1) + B, (Ey, E;, )]}
+ 6,(E{,n)K(E;,E,,n—1) 4+ 0,(E;,n)K(E{,E,,n — 2),

L(E{,E;,n) = L(E;,E;,n— 2) 4+ 0¢(Ey,n)F(E,, Eq,n — 2)
+ 0,(E;,n)K(E{, E;,n — 2)
+ 02(E;,n)0(E;, n)[C(Eq, E;;n— 1) + A(Ey, Eyyn — 2)
+ AO(El,Ez,TL)]
+ QO(EZIn)HZ(El'n)[D(EZ'EIIn - 2) + DO(ElJEZIn)]
+ 03 (Ey, n)[L(Ey, E,n — 1) + J(Ey, Ep,n — 2)],

(87)

(88)

(89)

(90)

(91)

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)
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Z(Ey, Ezn) = 64(E;,n)[L(Ey, Ez,n — 1) + J(Ey, Ez,n — 2)]
+ Z(E;,E;;n—1) + Z(E{,E;,n — 2)
+ 0,(E;,n)0(E,,n)[C(E{,E,,n—1) + (E{,E,,n — 2)
+ A, (Eq, Es, n)]
+ QO(EZ' n) [L(EZ' El, n-— 1) +](E2» Ell n-— 2)],

donde
0o(E,n) = [E — Er(E,n—1) — E (E,n—2)]71,
0.(E,n) =t(E,n—1)0,(E,n), 0,(E,n) =t(E,n—2)0,(E,n)

AC(EIIEZ'n) = AC(EI,EZ,Tl - 1)
+ 01 (E;,n)01(Ez, m)[A(Eq, Ezyn — 2)
+ B.(E{,E;,n— 1)] + 6,(E,,n)C.(E{,E;,n — 1)
+ 91 (El' n)DC(Ell EZ' n-— 1):

BC(EII EZ’n) = BC(Elf EZ'n - 2)
+ 0,(E1,n)0,(Ez, n)[A (Ey, Eyn — 2)
+ B.(E{,E;y,n— 1)] + 6,(E;,n)C.(E{,E;,n — 2)
+ 05(E3,n)D (Eq, Ezyn — 2),

Cc(EpEz;n) = 91(E1,71)92 (Ez.n) [Ac(E1. Eyn— 2)
+ B.(Ey, E3,n — 1)] + 0,(E3,n)Co(Ey, E,n — 1)
+ Hl(Ell n)CC(Ell EZ!n - 2);

DC (El' Ez, n) = 91 (EZI n)GZ (El' n) [AC(E]J Ez, n— 2)
+ Bc(El; Eyn— D]+ 0, (E1,Tl)Dc(E1: E;yn—1)
+ el(EZ'n)DC(Ell EZIn - 2);

AO(E1’ Ez,n) = Z[AC(El,Ez,n - 2)
— Ac(Ey, Ey,n — 2)][B.(Ep, Eq,n — 1)
- BC(EIJ EZln - 2)]1

BO(Eli Ez, n) = Z[AC(Elf Ez,n - 2)
—Ac(Ey Eyn— 2)][DC(E2,E1,n -1)
- CC(E]_,Ez,Tl - 1)]:

CO(E]JEZIn) = Z[DC(El' EZ'n - 2)
- CC(EZJ Elln - 2)][DC(E21 Elrn - 1)
- CC(Elﬂ EZﬂn - 1)];

DO(E:[’ Ez,n) = Z[BC(E]_, Ez,n - 1)
— B.(E3, Eq,n — 1] [Do(Ez, Eqn — 2)
- CC(E]J EZrn - 2)]'

(97)

(98)

(99)

(100)

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)

(106)

(107)



con E = E; 6 E,, mientras que la integral de salto efectiva, t(E,n), y las
autoenergias efectivas de los sitios extremos derecho (Ey) e izquierdo (E}) estan
dadas por:

t(E,n) =t(E,n—1t(E,n—2)' (Ey, E;,n)0,(E,n), (108)
E,(E,n) =E (E,;n—1)+t%(E,n—1)8,(E,n), (109)

Er(E,n) = Ex(E,n—2) + t2(E,n — 2)0,(E,n). (110)



Apéndice B: DOS para red triangular y hexagonal

AN) = AN — 1) + [a,(N) I(N — Z) ErN)Sl(N)](N - 1)]
1
+ {aZ(N)C(N —2) + [D(N — 1) + A(N — 2) — 1]y2(N)
+ 71 (NMay(N)QN — 1) + a2(N)B(N — 2)
+ as(N)y,(N)F(N — 2)}/a?(N),

(111)

BN) = BN — 1) + [as(N)K(N — 2) ergz(N)L(N - 1)]
1
+{a2(MCIN-D +[D(N -1+ AN —2) — 1lyZ2(N)  (112)
+ ¥, (Naz(N)Q(N — 1) + a2(N)B(N — 2)
+ a;(N)y,(N)F(N — 2)}/a?(N),

CON) = CON — 2) + [ag(N)K(N — i) (J;V;B(N)I(N —-2)]
1
+{aZ2(N)C(N-D +[DIN-1) + AN —2) — 1ly2(N)  (113)
+¥3(Na,(NQN — 1) + a3 (N)B(N — 2)
+ ag(N)ys(N)F(N — 2)}/a?(N),

DOV) = DN — 29 4 LT DLAY = ? er1;4(N)](N —2)]
1
+{a?(N)C(N—-1)+[D(N —1)+ AN —2) — 1]yZ(N)  (114)
+ ¥ (N as(N)Q(N — 1) + a3(N)B(N — 2)
+ ag(N)y,(N)F(N — 2)}/a?(N),

F(N)
[azs(N)IIN = 1) +y,(N)J(N = 1) + a,(N)K(N — 1) + y;(N)L(N — 1)]
a; (N) (115)
+ {2a,(N)ag(N)C(N —1) + 2[D(N — 1) + A(N — 1) — 1]y; (N)y(N)
+ [y1(Nas(N) +y,(N)a(N)]QN — 1) + 2a,(N)a;(N)B(N — 2)
+ [y1 (N a;(N) + v, (N ag(N)]F(N — 2)}/ai(N) + F(N — 1),

I(N)
[a,(N)I(N = 1) +ys(N)J(N = 1) + 1 (NI(N = 2) + ag(NK (N — 2)]
@, (N) (116)

+ {2a,(N)ay,(N)C(N — 1) + 2[D(N = 1) + A(N = 2) — 1]y; (N)y3z(N)
+ [y1(N)ay(N) + y3(N)a,(M]QN — 1) + 2a¢(N)ag(N)B(N — 2)
+ [(yl )(N)ag(zv) +y3(Nag(N]F(N — 2)}/a?(N),

J(N

_ [a,(NIN = 1) +y,(N)J(N = Dy; (N)J(N = 2) + ag(N)L(N — 2)]

B a;(N)

+ {2a;(N)as(N)C(N — 1) + 2[D(1{/ - 1) + AN = 2) = 1]y:(N)y,(N)

+ [y1(N)as(N) + y4(N)ay(N)]IQ(N — 1) + 2a¢(N)ag(N)B(N — 2)

+ [11 (N ag(N) + v (N)ag(N)]F (N — 2)}/af (N),

(117)
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K(N)
[a,(MK(N — 1) + y3(N)L(N = 1) + y,(NI(N — 2) + a; (N)K(N — 2)]
o (N) (118)
+ {2a3(N)ay(N)C(N — 1) + 2[D(N — 1) + AN — 2) — 1]y, (N)ys(N)
+ [y (N)ay(N) + y3(Naz(NIQ(N — 1) + 2a,(N)ag(N)B(N — 2)
+ [yo(NMag(N) + ys(Na; (N)IF(N — 2)}/a?(N),

L(N)
[as(N)K(N — 1) + y4(N)L(N — 1) + y,(N)J(N = 2) + a;(N)L(N — 2)]
a; (N) (119)
+ {2az(N)as(N)C(N = 1) + 2[D(N — 1) + A(N = 2) — 1]y, (N)y,(N)
+ [y, (N)as(N) + y,(N)az(N)]Q(N — 1) + 2a,(N)ag(N)B(N — 2)
+ [y2(N)ag(N) + yo (N a;(N]F(N — 1}/ai(N),

Q(N)
=QWN-2)
L raDIN = 2) + ys (NJIN = 2) + ag (KN = 2) + ag(NLIN — 2)]

ai(N) (120)
+ {2a,(N)as(N)C(N —=1) + 2[D(N — 1) + A(N — 2) — 1]yz(N)y,(N)

+ [ys(NMas(N) + 7, (N a,(N)]Q(N — 1) + 2ag(N)ag(N)B(N — 2)

+ [ys(Nag(N) + ya(N)ag(N]F(N — 2)}/az(N),

ZIN)=Z(N -1+ Z(N - 2)
+{6,(N)C(N—-1)+[D(N —1) + A(N — 2) —1]6,(N)

+0,(NQN — 1) + 85 (N) + 8 (N)BN — 2) (121)

+ 03(N)F(N — 2)}/a,(N),

donde

Ey(N) = Ex(N — 1) 4+ E,(N —2) — E,, (122)
6,(N) = [E — E;(N — D][E — Ep(N — 1] - T¢, (123)
0,(N) = [E — E;(N — D)]Tpr(N — 1) + T;(N — 2)Tg, (124)
63(N) = [E — Ep(N — D]T;(N — 2) + Tpr(N — 1T;, (125)
0,(N) = [E — E;(N — 2)][E — Ey(N)] = TA(N — 2), (126)
0s(N) = [E — Ep(N — D][E — Eyy(N)] = Tgr(N — 1), (127)
96(N) = [E - EM(N)]TS + TDR(N - 1)TLI(N - 2), (128)

a;(N) = [E — Ey(N)]0;(N) — Tpr(N — 1)8,(N) — T, (N — 2)85(N), (129)
ay(N) = Ty p(N — 1), (N) + Trp(N — 1)6,(N), (130)

a3(N) = Tip(N — 1)0,(N) + Tjr(N — 1)6,(N), (131)



ay(N) =T p(N = 2)0;(N) + Tjp(N — 1)86(N),
as(N) = Ty r(N — 2)0,(N) + Tir(N — 2)06(N),
ag(N) = Tpr(N — 1)05(N) + Tp (N — 1)O(N),
a;(N) = Tir(N — 1)03(N) + Tjp(N — 1)8s(N),
ag(N) = Tip(N = 2)05(N) + T;p (N — 2)83(N),
ag(N) = Tig(N — 2)85(N) + T r(N — 2)85(N),
y1(N) = Topr(N — 2)0;(N) + Tp(N — 1)6,(N),
Y2(N) = Tir(N — DO, (N) + Tjp(N — 1)8,(N),
y3(N) = Ty, p (N — 2)6;(N) + T;p (N — 2)85(N),

Ya(N) = T p(N — 2)8,(N) + Tir(N — 2)03(N),

E,(N) =E,(N-1) +

[y1(N)T r(N = 1) + ay(N)Tp (N — 1)]

a;(N)

[y2(N)Tir(N — 2) + a3 (N)T;p (N — 1)]
a,(N) '

E(N)=EWN-1)+

Ep(N) = Ep(N —2) + (V)

Er(N) = Er(N —2) +

[ys(N)T,p(N = 2) + ag(N)T;p(N — 2)]

[Ya(N)T g (N = 2) + ag(N)T;r(N — 2)]

a,(N)

Ty (N) =Ty, (N —-1) +

[y1(N)Tig(N = 1) + a;(N)T;p (N — 1)]

a;(N)

1, () = LT = D + aeMTip (N = 2)]

a; (N)
T, (N) = [y (N T g(N — 2631-(|-Nt§6(N)T,R(N _ 2)]’
T, (N) = [y2(N)Tp(N — 2631-(I-Nc§7(N)T1D (N — 2)]’
T (N) = [y, (MTr (N — 2) + a; (N)Tj(N — 2)],

ay(N)

(132)
(133)
(134)
(135)
(136)
(137)
(138)
(139)
(140)

(141)

(142)

(143)

(144)

(145)

(146)

(147)

(148)

(149)

(150)



Tpr(N) = Tpr(N — 2) +

a;(N)

[ys(N)T r(N — 2) + ag(N)T;r(N — 2)]

(151)

utilizando las siguientes condiciones iniciales para las primeras dos generaciones:

E.(1) = E,,

E[(l) = Eimpr ED(l) =0, ER(l) = Ey,

Tp (1) = ty, T,p(1) = t, T,r(1) =0,
Tip(1) = ty, Tir(1) = ts, Tpr(1) =ty

A(1)=B(1)=Cc(1)=D1) =1,

FO=11D)=]J1) =K1 =L(1) =K1) =L(1) =Q(1) =Z(1) =0,

Ey(2) = Eg(1) + EL(1) — E,,

01(2) = [E — E;(DI[E — Ep(1)] — ¢¢,
0,(2) = [E — E;(1)]Tpr(1) + T, (1)ts,
05(2) = [E — Ep(1D)]T;;(1) + Tpr(Dts,
0,(2) = [E — E;(DI[E — Ey(2)] — T5(D),
05(2) = [E — Ep(DI[E — Ey(2)] — T3(1),
06(2) = [E — Ey(2)]ts + Tpr(DTy, (1),

a1(2) = [E — Ey(2)]01(2) — Tpr(1)0,(2) — T;,;(1)65(2),

ay(2) = Ty p(1)6,(2) + T (1)6,(2),
az(2) = T)p(1)6,(2) + T;r(1)6,(2),
a,(2) = Typ(1)6,(2) + Tip(1)64(2),
as(2) = Tir(1)60,(2) + Tir(1)64(2),
ae(2) = T r(1)603(2) + T1p(1)606(2),
a;(2) = Tir(1)603(2) + T;p(1)66(2),
ag(2) = Tp(1)65(2) + T1p(1)63(2),
a9(2) = Tir(1)65(2) + T £ (1)63(2),

¥1(2) = T1r(1)60,(2) + T p(1)6,(2),
¥2(2) = Tjr(1)6,(2) + T;p(1)6,(2),
¥3(2) = T, p(1)60,(2) + T1p(1)65(2),
¥a(2) = T r(1)61(2) + Tir(1)603(2),

E, (2) =E/(1) + 2. (2)

[y2(2)T;r(1) + a3(2)T;p(1)]
a,(2)
[ys(2)Tp(1) + ag(2)T;p(1)]

E(2)=E)+

Ep(2) = Ep(1) +

[y1(2)Tr(1) + a,(2)T;p(1)]

ay(2)
[ya(2)T r(1) + ag(2)Tir(1)]

Er(2) = Er(1) + (D)

[y1(2)Tir(1) + a,(2)T;p(1)]
a;(2)

T (2) = Ty, (D) +



[y1(2)Tp (1) + as(2)T;p (1]

TLD(Z) =
a,(2)

T, (2) = [y1(2)T (1) + a6(2)Tir(1)]
a,(2)

T, (2) = [y2 (Z)TLD(]-; 4(‘26;7(2)TID(1)]'

T, (2) = [VZ(Z)TLR(1;1"('26)(7(2)T1R(1)]

_ [ys(2)T (1) + ag(2)T;r(1)]
Tpr(2) = Tpr(1) + )
A(2) = ACD) + [az(z)l(li 31(2)/(1)] @+ [D(1)( Z-I;A(l) s AO)
1
N [y1(2)a,(2)Q(1) + a(2)B(1) + ae(z)h(z)F(l)]
a3 (2)

[as(2)K(1) +y, (L]  {a?(2)c(D) + [D(1D) + A1) — 1lyZ(2)}

B(2) = B(1) + +
a1(2) az(2)
+ [y,(2)a5(2)Q(1) + a2(2)B(1) + a7(2)V2(2)F(1)]
ai(2)
C2) = (1) + [aS(Z)K(? 2_2;/3(2)1(1)] N {a2(2)c(1) + [D(1)(2+)A(1) —1]y3(2)}
1
[y3 (2)a,(2)Q(1) + a§(2)B(1) + ag(2)y; (Z)F(l)]
ai(2)
2 _ 2
D(2) = D(1) + [ag(Z)L(B zr2§4(2)1 (D] N {az(2)C(1) + [D(? + A1) - 1lyz (2)}
1 1
N [y2(2)as(2)Q(1) + a5(2)B(1) + a9(2)y4(2)F(1)]
ai(2)
F(2)
B [as(2)1(1) + v, (2)](1) + a,(2)K(1) + y1(2)L(1)]
= F(1) + o)
{2a2(2)a3 (2)C(2) +2[D(1) + A(l) — 1]y (2)y2(2) + 2a4(2)a,(2)B(1)}

az(2)
{[V1(2)a3(2) +72(2)a,(2)]Q(1) + [Y1(2)a7(2) + 72(2)06(2)]17(1)}

ai(2)




1(2)
_ eI +y32)J () + 71 2)I(A) + as(2)K (1]
ay(2)
{2052 (2)a,(2)C(1) +2[D(1) + A(1) — 1]y1(2)y3(2) + 2a6(2)ag(2)B(1)]}
ai(2)
N {[y1(2)a,(2) +y3a,(2)]Q(1) + [V1(2)a8(2) + Vs(Z)ae(Z)]F(l)}
af(2)

J(2)
_ Las@IM) + 72 @) (D) +y1 ()] (D) + a6 (2)L(D)]
a,(2)
{2052 (2)as(2)C(1) + Z[D(l) + A1) = 1]y1(2)y4(2) + 2a4(2)ay(2)B(1)}
ai(2)
{[V1(2)a5(2) + 12 (2)ax(2)]Q(1) + [V1(2)a9(2) + V4(2)a6(2)]F(1)}
az(2)

K(2)
_ [as@K@) +ys @)L +y2(2)I(A) + 2y 2)K ()]
a,(2)
{2a3(2)a5(2)C(1) + Z[D(l) + A(1) — 1]y, (2)y4(2) + 2a,(2)ag(2)B(1)}
az(2)
{[Vz (2)a,s(2) +y3(2)a3(2)1Q(1) + [y, (2)ag(2) + v3 (2)a7(2)]F(1)}
a3 (2)

L(2)
_ [as@)KA) + v, )LD + 72 (2)] (1) + a7 (2)K (D]
a,(2)
{2a4(2)a5(2)C(1) + Z[D(l) + A(1) — 1]y,(2)y4(2) + 2a,(2)as(2) B(1)}
a3 (2)
{[Vz(Z)as(Z) +74(2)a5(2)1Q(1) + [y, (2)ay(2) + V4(2)a7(2)]F(1)}
az(2)

Q(2)
— o)+ [y.(2)1(1) + V3(2)](1)a+(;c;(2)1((1) + ag(2)L(1)]

{2a4(2)a5(2)C(1) +2[D(1) + A1) — 1]y3(2)y4(2) + 2a5(2)ag(2)B(1)}
ai(2)
L r2@as(@) + ya (2D aa (D] + [ys(Datg(2) + v4(2)ag (D]F (1)}
ai(2)

{0,(2)C(1) + [D(1) + A1) — 1]6,(2)}

a,(2)
[92(2)Q(1) + 95(2)3(1) + 93(2)F(1)]

a;(2)

7(2) =221 +




Por otro lado, los siguientes valores complementan los coeficientes de la densidad
de estados

__ Twir(N)
tr(E) = m. (152)

_ Tr(E)
tr(E) = m, (153)

_ Tpr(E)
tpr(E) = [ETR(N)]' (154)
Xpr(E) =E — Ep(N) = Tpr(N)upr(E), (155)
Xir(E) = E —E (N) = T, rR(N)uyr(E), (156)
Xir(E) = E — E;(N) — Ti)rR(N)u;r (E), (157)
Yipr(E) = Ty p(N) + Tpr(N)upr (E), (158)
Y r(E) = Ty (N) + Tip(N) pyr(E), (159)

Yipr(E) = Tip(N) + Tpr(N)pyr (E). (160)
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