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Capitulo 1

Resumen general

En este trabajo desarrollo un modelo epidemiolégico basado en un muestreo probabilista
cuyo interés es describir la cadena de transmision de enfermedades infecciosas, principal-
mente en poblaciones pequenas.

La motivacién para realizar esto es que el modelo SIR y sus modificaciones, entre los mode-
los deterministas mas cominmente usados, se basan en supuestos matematicos que rara vez
concuerdan con la realidad. El SIR describe la cadena de transmisién de una enfermedad
infecciosa mediante un sistema de ecuaciones diferenciales, basado en supuestos céomo el
de un tamano poblacional grande que permita usar densidades poblacionales asi como una
mezcla homogénea entre los individuos de la poblacién. Esto hace que no se pueda usar en
poblaciones pequetias o con mezcla heterogénea, lo cual casi siempre ocurre.

Es importante plantear un modelo que sea adaptable a cualquier tamafio poblacional, sien-
do discreto en los valores que toma y cuyo desarrollo matematico este basado en el sentido
comun. Una manera de hacerlo es partir la poblacién en individuos susceptibles, infectados
y removidos como en el SIR y considerar que el nimero de nuevos infectados y de nuevos
removidos por unidad de tiempo son muestreos binomiales que generan variables aleatorias
con ciertos parametros, para luego describir la cadena de transmision mediante un sistema
de ecuaciones parecido en su estructura al SIR pero en términos de dichas variables alea-
torias. El sistema de ecuaciones serd llamado modelo PSIR.

Se comenzara por revisar el modelo SIR determinista, y algunas modificaciones del modelo
tales como el SI y SIR metapoblacional, esto con la intencién de plantear ideas generales
con las que se trabajara para generar el pSIR para luego extenderlo al caso de los grupos de
riesgo. Por lo tanto, los resultados generados a partir de los modelos deterministas forman
parte de la literatura conocida en textos sobre modelacién epidemiolégica.

El interés en los grupos de riesgo recae en como afecta su tamafio y sus contactos infeccio-
sos a la cadena de transmisién. Por ejemplo, en el VIH existen grupos poblacionales en los
que la probabilidad de infeccién es mayor, como en el caso de los hombres que tienen sexo
con hombres (HSH) y los trabajadores sexuales (TS) pues la principal forma de contagio
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10 CAPITULO 1. RESUMEN GENERAL

es mediante el contacto sexual.

El planteamiento del modelo PSIR, PSI, la extensién metapoblacional, el coeficiente andlo-
go al Ry del modelo, el andlisis a la probabilidad de infeccién asi como, en general, los
resultados generados a partir del modelo son un trabajo en conjunto entre mi asesor Marco
Arieli Herrera Valdez, el revisor de mi trabajo, Sergio Ivan Lopez Ortega, en el plantea-
miento de los Procesos Poisson no Homogéneos como proceso limite del PSIR, y yo. Sin
embargo se compara el modelo generado por nosotros con modelos parecidos de tipo es-
tocastico basados en cadenas Binomiales como el modelo de Greeenwood y Reed-Frost.
Una vez planteado el modelo PSIR se plantea su uso para influenza.

Por ultimo se discuten las ventajas y desventajas del uso del PSIR, asi como posibles
modificaciones de este.



Capitulo 2

Modelos epidemiolégicos tipo SIR

2.1. Modelacion epidemiolégica

La epidemiologia es una rama de la ciencia médica dedicada al estudio de la distribucién

de enfermedades en las poblaciones humanas con el propédsito de implementar medidas que
reduzcan tanto la proporcién de individuos presentan la enfermedad (prevalencia) como la
cantidad de nuevos individuos infectados por unidad de tiempo (incidencia).
Por otro lado, los modelos matematicos que describen la propagacién de las enfermedades
infecciosas en una poblacién permiten contar con herramientas que ayudan a predecir el
comportamiento de la enfermedad en la poblacién a largo plazo. Uno de estos modelos es el
modelo SIR, que describe la dindmica de enfermedades infecciosas clasificando a los indivi-
duos como susceptibles, infectados y removidos, siendo los susceptibles aquellos propensos
a adquirir la enfermedad, los infectados aquellos que participan como propagadores de la
enfermedad en la cadena de transmision y removidos aquellos individuos que no participan
en la cadena.

2.2. Modelos SIR, SI y Metapoblacionales

No todas las enfermedades pueden ser modeladas por una dindmica del tipo susceptible-
infectado-removido. Por ejemplo, para el virus de inmunodeficiencia humana (VIH), la
dindmica poblacional es del tipo susceptible-infectado (modelo SI). También hay otras en-
fermedades infecciosas cuya dindmica es del tipo susceptible-infectado-susceptible (modelo
SIS), etc. De interés particular, estos modelos se pueden extender considerando subpobla-
ciones en donde las enfermedades infecciosas tengan una mayor incidencia que en resto de
la poblacién (modelos metapoblacionales).

En este trabajo se consideran tres modelos, SIR, SI, y una extensién metapoblacional del
SIR, por lo que ahora nos corresponde plantear cada uno de estos.

11



12 CAPITULO 2. MODELOS EPIDEMIOLOGICOS TIPO SIR

2.2.1. El modelo SIR

Para el modelo SIR se supone que hay una mezcla homogénea en la poblacién, es decir,
cualesquiera dos individuos pueden tener contacto entre si y en el caso de que uno de ellos
sea susceptible y otro infectado puede ocurrir un contagio. Ademas, no considera factores
como las tasas de natalidad y mortalidad o migracion por lo que el tamafio poblacional
permanece constante y dicho tamano es lo suficientemente grande como para plantear una
dindmica de propagacién en términos de densidades poblacionales y por tanto las variables
sean continuas.

Se comienza considerando una poblacién de individuos de tamano constante N. Dada una
enfermedad infecciosa los individuos se clasifican de acuerdo a la condicién clinica en la que
se encuentran, siendo S(t), I(t), R(t) la cantidad de susceptibles, infectados y removidos al
tiempo t respectivamente.

La cadena de transmision comienza cuando un individuo susceptible tiene contacto con un
infectado, pasando al estado infectado y volviéndose propagador de la enfermedad para
luego de un tiempo pasar al estado de removido en donde ya no participa en la cadena de
transmisiéon de manera activa. La poblacién constante en el tiempo permite la relacion

S(t) + I(t) + R(t) = N. (2.1)

Al normalizar con respecto a N se obtiene

S | 1) | R

Nttty =L (2.2)

Los cocientes resultan ser las proporciones de la poblacién que se encuentran en dichos
estados. Con la finalidad de no sobrecargar la notaciéon nos referiremos a dichas proporcio-
nes como z(t), y(t) y z(t). De nuevo, estas son las proporciones de individuos susceptibles,
infectados y removidos dentro de la poblacién que con base en la suposicién de homo-
geneidad en los contactos entre individuos se puede considerar a x(t),y(t), z(t) como las
probabilidades encontrar a individuos susceptibles, infectados o removidos en la poblacién.
Asi, la ecuacién (2.2) toma la forma

2(t) +y(t) + 2(t) = 1. (2.3)

Para un intervalo de tiempo h > 0 los cambios en las proporciones z(t),y(t) y z(t) con
respecto ¢ son

Az z(t+h)— ()
= = - (2.4)
Ay _ yt+h) —y()
- = - (2.5)
Az _ z(t+ h) — z(t) (2.6)
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Recordando que un individuo pasa de susceptible a infectado una vez que haya contraido
la enfermedad, y luego pasa a ser removido cuando ya no forme parte de la cadena de
transmision.

Si la tasa con la que un individuo susceptible pasa a ser infectado es un valor A > 0 entonces
Az es la tasa de infeccién dentro de la poblacién. Ademéas A puede ser escrita como A = By
con 8 > 0 siendo el producto entre la tasa de contacto entre individuos y la probabilidad de
transmisién de la enfermedad. Es decir, Szy es la tasa de infeccién dentro de la poblacion.
Por otro lado, sea v > 0, donde +y es la tasa con la que se remueve un individuo del sistema,
entonces vy es la tasa de remocién dentro de la poblacién.

Igualando las tasas de infeccién y remocion a los cambios en las proporciones con respecto
al tiempo tenemos el sistema

Az
T = —fxy (2-7)
A
Ty = Bxy—yy (2.8)
A
TZ = 7y (2.9)

El cual es un sistema de ecuaciones en diferencias que describen como se da la propagacién
de la enfermedad en la poblacién.

Al hacer el tamanio poblacional lo suficientemente grade como para que las proporciones de
individuos puedan ser tomadas como densidades poblacionales y tomando el limite cuando
h — 0, los cambios en las densidades se convierten en cambios instantaneos en el tiempo

x(t+ h) — x(t)

Jim T = 2.1

W sy (2.10
oyt +h) —y(t)

Jim D = — 2.11

lim . By — vy (2.11)
. z2(t+h)—2(t)

lim =y 2.12

) h Y (2.12)

El lado izquierdo de las ecuaciones son las derivadas con respecto al tiempo de las densi-
dades poblacionales

Ox = —Pxy (2.13)
Oy = Pry—y (2.14)
Oz = 7z (2.15)

Para las curvas de susceptibles, infectados y removidos generadas por el modelo SIR (Fi-
gura 2.1), el signo en la ecuacién (2.13) es debido a que la densidad de susceptibles baja
conforme se van infectando por lo que la tasa de cambio es negativa.

La ecuacién (2.14) describe como aumenta la densidad de infectados debido a la tasa de
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infeccién y luego este crecimiento es contrarrestado por la tasa de remocién.

El cambio en la densidad de removidos esté descrito por la tasa de remocién en la ecuacién
(2.15).

12 Modelo SIR clasico con 100000 individuos

10

Proporcién (100000s)

—— Susceptibles
02 Infectedados
Removidos

0o

0 50 100 150 200 250 300 350
Tiempo(dias)

Figura 2.1: Dindmica del modelo SIR para una poblacién de tamano N = 100000, 5 = 0.2,
~v = 1/100.

Este sistema de ecuaciones diferenciales es parecido al que plantearon Kermack y Mec-
Kendrick (Kermack and McKendrick, 1927)

Ox = —kxy (2.16)
Oy = kxy—ly (2.17)
Oz lz. (2.18)

para describir la propagacién de las enfermedades infecciosas con tasas de infeccién y remo-

cién constantes para poblaciones grandes, de poblaciéon constante y con mezcla homogénea,
con la diferencia que x +y + 2z = N.

Analisis cualitativo y propiedades del SIR

Como condiciones iniciales del modelo suponemos que al tiempo ¢t = 0 las densidades
de susceptibles e infectados son mayores que cero mientras que la proporcién de removidos
es cero. Es decir z(0) > 0, y(0) > 0y 2(0) = 0. Por otro lado, dentro del modelo, la tasa
de remocién v puede ser tomado como el inverso multiplicativo del periodo promedio de
infeccién. Es decir, v = 1/tiempo promedio de remocién
Un aspecto importante del SIR es que el sistema de ecuaciones pueden ser utilizado para
determinar el comportamiento de la cadena de infeccién cuando el tiempo tiende a infinito,
asi como dar criterios que determinen cuando hay una epidemia. Si inicialmente x(0) se
aproxima a 1, para un individuo infectado se define el nimero bdsico de reproduccion, como
el nimero de nuevos casos de infeccion producidos por un infectado dentro de una poblacién

casi totalmente susceptible (S ~ N), Ry = ]‘% ~ g El nimero bésico de reproducciéon
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es muy importante en el andlisis epidemioldgico pues determina que un brote epidemico
puede ocurrir cuando Ry > 1 (Brauer et al., 2001). El radio béasico de reproduccién y la
condicién de epidemia pueden deducirse cuando el cambio en los infectados sea positivo,
reescribiendo la ecuacién (2.17) como

Oy =y (B — ). (2.19)

Si dy(t) > 0 entonces y(Bz — ) > 0, dado que en ¢ = 0 tenemos y(0) > 0 se tiene
que Sx(0) — v > 0 de donde z(0) > % de donde z(0) > R%' Si la densidad de susceptibles
aproximada a 1, entonces la condicién inicial para que haya una epidemia esta determinado
por 1 < Rp.

Se pueden encontrar ecuaciones para el cambio en alguna de las variables en términos de
otra, por ejemplo, tomando el cambio de los infectados con respecto a los susceptibles se
tiene dy(z) = 222y — 7z — 1, de donde

—Bzy
19, 1 (2.20)
r=— — .
Y Rol‘
Para el cambio en los susceptibles con respecto a los removidos, 0,z = =By — —%:r, la cual
resulta ser una ecuacién diferencial de variables separables 0z(z) = —Rpz cuya solucion es
z(t) = z(0)e~flo=®), (2.21)

que describe un decaimiento exponencial en los susceptibles con una tasa proporcional al
producto entre la proporcién de removidos en el sistema z(t) y el cociente de la tasa de
infeccion entre la tasa de remocién.

El nimero bésico de reproduccién, Ry, se puede pensar como

B (Tasa de contacto)(Probabilidad de transmisién)

¥ Tasa de retiro

o bien

1
B <> = (Tasa de contacto)(Probabilidad de transmisién)(Periodo de infeccién)
v

Dado que 8y 7 son constantes, Ry es una constante por lo que Roz(t) es una funcién de-
creciente pues la densidad de susceptibles siempre baja debido a que pasan a ser infectados
v estos no regresan al estado susceptible, debido a que el brote epidémico en ¢t = 0 se da si
z(0) > % = R%) es equivalente decir que Rpx(0) > 1. Extendiendo el resultado a cualquier
tiempo t, la desigualdad Roz(t) > 1 da un criterio para determinar hasta que momento
continua la epidemia en la poblacion.
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Comportamiento limite La poblacién estd libre de la enfermedad si para algtin tiem-
po t la densidad de infectados es igual a cero. Llamemos a esto y(co) = 0, de donde
x(00) 4+ z(00) = 1. Combinando esto con la ecuaciéon (2.21) tenemos z(o0) =1 — z(00) =
z(0)eF02(>)  Despejando se obtiene que

1 — z(c0) — (0)e~Foz(>) — q (2.22)

La ecuacion no tiene solucién exacta pero es posible aproximarla mediante métodos numéri-
Cos.

Si t es lo suficientemente grande para que el lado derecho de la ecuacién aproxime mejor a
cero puede entonces ser tomado como el tiempo total de la epidemia.

El modelo SIR proporciona una forma para describir la propagacién de una enfermedad
infecciosa sobre una poblacién, siendo de gran utilidad para estimar la proporciéon de in-
dividuos susceptibles que son necesarios para comenzar una epidemia asi como el tamano
final de esta.

2.2.2. El modelo SI

El modelo SI surge cuando la enfermedad no admite estado removido por lo que los
individuos unicamente pueden estar en los estados susceptibles e infectados.
La ecuacién para las densidades toma la forma x(t) + y(t) = 1 y por lo tanto el sistema de
ecuaciones diferenciales asociado a la dindmica es (Figura 2.2)

Ox = —fxy (2.23)
oy = Pxy. (2.24)

Modelo Si cldsico con 100000 individuos

Proporcién
=
S

02 { —— Susceptibles
Infectados

0 50 100 150 200 50 300 350
Tiempa (dias)

Figura 2.2: Dindmica del modelo SI para una poblacién de tamano N = 100000, 8 = 0.2,
~v = 1/100.
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Dado que y = 1 — z, sustituyendo se tiene que

Or = —pz(l—=x) (2.25)
oy = Px(l—x). (2.26)

Se tiene entonces una descripcién completa del sistema tnicamente con base en el
cambio en los susceptibles, la cual es una ecuacion diferencial logistica cuya solucion esta
dada por
z(0)

2(t) = 7 (2.27)

2.2.3. Extension metapoblacional del SIR

La extension metapoblacional del SIR considera la existencia de subpoblacionales que
tienen contacto entre si. Estas subpoblaciones pueden hacer que la cadena de transmisién
se vea afectada dependiendo de que tan grandes son dichos grupos, sus respectivas tasas
de infeccién y los contactos entre individuos de diferentes grupos.

Una forma de visualizar el contacto entre subpoblaciones es considerar un grafo con una
cantidad n de nodos, cada nodo representando una subpoblacién que se conecta con el
resto de ellos incluyéndose a si mismo y tiene asociado una cantidad relativa de individuos
Si,Ii,R; parai € {1,...,n}.

Otra manera de visualizarlo es pensar a la poblacién como un conjunto y realizar una par-
ticién del conjunto en n subconjuntos ajenos, representando cada uno de ellos las subpobla-
ciones, y a su vez, cada subconjunto estd dividido en susceptibles, infectados y removidos.
Se considera una poblacién de tamano N constante, S la cantidad de individuos suscepti-
bles en la poblacién y n subpoblaciones con diferentes tasas de infeccién.

Sea S;(t) la cantidad de individuos susceptibles en el grupo i al tiempo ¢, con i € {1,...,n}.
Los susceptibles totales en la poblacién se pueden descomponer en términos de los S;(t)
como S(t) = Y., Si(t). Normalizando con respecto al tamano poblacional N se tiene
z(t) = %2, Sit) = Sk Sﬁ\(]t) = Y, (t). Los términos z;(t), cuando N es muy
grande, son las densidades poblacionales relativas de cada uno de las n subpoblaciones
existentes.

Andlogamente para cada subpoblacién i con i € {1,...,n}, las densidades relativas para los
infectados y removidos son y;(t) y zi(t).

Para i € {1,...,n}, el cambio en la densidad de susceptibles z;(¢) es igual a la tasa con la
que se pasa a ser de ser susceptible a infectado dentro de la misma subpoblacién, dicha tasa
es la suma de los productos 3;;x;y;, donde las 3;; son las tasas de contacto entre la i-ésima
subpoblacién susceptible y cada una de las j con j € {1,...,n} subpoblaciones infectadas y
x;y; es la respectiva tasa de contagio entre la subpoblacién ¢ susceptible y la subpoblacién
7 infectada.

El cambio en la densidad de infectados y; es la tasa con la que llegan infectados a la sub-
poblacion ¢ menos la tasa con la que estos son removidos.
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Por ultimo, el cambio en la densidad de removidos z; es la tasa con la que en la subpobla-
cién ¢ los individuos se remueven.
La extension metapoblacional del SIR queda determinada por el sistema de ecuaciones

Qi = = Biywiy; (2.28)
=1
Oy =Y Bigmivy — Vv (2.29)
=1
Ozi = Vivi- (2.30)

El caso mas sencillo del modelo es considerar dos subpoblaciones, en donde las ecuaciones
generadas son

Or1 = —(Buriyr + Praz1y2) (2.31)
Owr = Puriyr + Prariy2 — N (2.32)
Ohz1 = myn (2.33)
Oy = —(Barway1 + Baazayo) (2.34)
Oya = Bormayr + BaaT1y2 — Y2y2 (2.35)
Oiza = "Y2U2. (2.36)

Con la finalidad de hacer mas explicita la extension del SIR al modelo metapoblacional, se
definen los vectores de densidades de susceptibles, infectados y removidos z(t), y(t), z(t) y
sus vectores de derivadas 0x(t), Qy(t), 0z(t) respectivamente como

z1(1) Y1 (t) z1(t)
2(t) y2(?) z(t)
o) = | e =T = | |
Tn(t) Yn() zn(t)
o1 8ty1 Oz
O OrYo O 2o
815-7; - . ) aty = . ) t2 =
8t=7;n 8tyn 8th
Por otro lado, sea
Bi1 - Pin
p=1{: -
5711 te /Bnn

la matriz de tasas de transmisiéon debido al contacto entre individuos de las diferentes
subpoblaciones, donde los coeficientes (3;; son las tasas de transmisién entre la subpoblacién
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1 y la subpoblacion j, en el caso de los (;;, estos son las tasas de transmisién dentro de una

v 0 o 0
0 v --- 0
misma subpoblacion y v = | . ) 0 la matriz de tasas de remocién para cada
0 o v
grupo.
Sea X una matriz diagonal cuyos elementos X;; sean justamente las entradas del vector x,
X1 0 -0 xzy 0 -+ 0
0 X9 --- 0 0 o - O
es decir X;; = x;. Entonces X = ) ] =1 .
: - 0 : o 0
0 o e X 0 - o om,

Con los elementos definidos es posible dar un sistema de ecuaciones algebraicas para la
extensién metapoblacional del SIR de la forma (Figura 2.3)

Oir = —XpBy (2.37)
dy = XBy—ry (2.38)
Oz = vy (2.39)

Mostrar que el sistema de ecuaciones algebraico es congruente con las ecuaciones de la ex-
tensién metapoblacional es sencillo, del lado derecho de la ecuacién (2.37) se tiene —X Sy =

zn 0 -+ 0 P B\ ry1r 0 -0 2 j—1P13Y;
0 a3 - 0 o e [0 w0 | [ X By
: 0 Lo : S 0 :
0 - o xan) \By o B/ \Un 0 - - T S By
k
212 5= P1395) ~(2y1 Bry) dry
223251 B2;Y;) —(22j=1 B2jz2y;) O
— . = . = . = 851:
T (325-1 Pnj¥s) — (51 Brjzrys) O
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Modelo SIR Metapoblacional con 100000 individuos por grupos

e
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Figura 2.3: Modelo SIR Metapoblacional para una poblacién de 100000 individuos.

Los grupos de riesgo en las poblaciones Los grupos de riesgo son un tipo de sub-
poblaciones formadas por individuos que son mas propensos a adquirir una enfermedad
infecciosa, por ejemplo, para el VIH los grupos se conforman, en general, por el grupo de
los hombres que tienen sexo con hombres (HSH), trabajadores sexuales (TS), usuarios de
drogas inyectables (UDI), en estos se ha observado una mayor prevalencia del virus que en
el resto de la poblacién, es decir la proporciéon de individuos de estos grupos que tienen
VIH es mayor que en el resto de la poblacion.

Otro ejemplo es el de la influenza tipo A, en general para todas sus cepas, en donde el
grupo vulnerable se conforma de adultos mayores, ninos, mujeres embarazadas, pacientes
de cancer, individuos con enfermedades cardiovasculares, con afecciones neurolégicas e in-
dividuos inmunocomprometidos.

La importancia de los grupos de riesgo radica tanto en su tamano como en las probabili-
dades de transmisién tanto dentro del grupo como entre grupos, estos parametros deben
ser capturados dentro del modelo metapoblacional mediante las tasas ;; y 7 por lo que
simplemente intentar hacer estimaciones de estos valores puede ser un reto.

2.2.4. El problema del SIR y sus derivados

Los modelos revisados son de corte determinista y se expresan en sistemas de ecuaciones
diferenciales, estos trabajan con base en supuestos sobre la poblacién tales como la mezcla
homogénea, el cual permite suponer que todos los individuos pueden tener contacto entre
si,asi como el que todos interactuen de la misma forma, y el tamafnio poblacional grande,
que permite generar densidades poblacionales que se encuentren dentro del conjunto de los
racionales y se pueda considerar una nociéon de continuidad en las funciones. Sin embargo
dichos supuestos en general no se cumplen debido a que en comunidades pequenas el
tamano poblacional no es lo suficientemente grande para considerar validos los sistemas
de ecuaciones diferenciales, en el mejor de los casos podriamos trabajar con un sistema de
ecuaciones en diferencia. Luego, si el tamano de la poblacién es pequeno podria darse el
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caso en que todos los individuos tienen contacto entre si pero si el tamano de la poblacién
es muy grande, lo suficiente para hacer vélidas las ecuaciones del SIR, entonces no es
realista pensar que hay un contacto de ese estilo, y por tanto no es valido pensar en mezcla
homogénea.

El interés ahora serd generar un modelo que sea flexible con el tamafio poblacional por lo
que se considera un modelo discreto y ademas no deberd suponer de manera estricta la
mezcla homogénea.






Capitulo 3

Modelos epidemiol6gicos discretos
para poblaciones pequenas

3.1. Visién probabilista de procesos epidemiolégicos

Los procesos de infeccién y remocién, para la cadena de transmisién de una enferme-
dad infecciosa, pueden ser considerados de caracter aleatorio pues para un tiempo ¢ y un
intervalo de tiempo § > 0 no se conoce con exactitud la cantidad de susceptibles que seran
infectados asi como cuantos infectados serdn removidos de la cadena de transmisién du-
rante el intervalo de tiempo (¢ + ).

Por otro lado, dentro de la cadena de transmisién puede considerarse una probabilidad de
contagio, determinada por factores intrinsecos de la poblacion,la forma en la que se dan
los contactos infecciosos necesarios para que haya transmision y aspectos biolégicos de la
poblacién que faciliten o no el contagio; ademas de una probabilidad de remocién determi-
nada por factores de la enfermedad.

La descripcién de los procesos de infeccion y remocion en términos de los factores antes
mencionados genera una serie de reglas con las cuales se puede plantear la dindmica de la
cadena de transmisién en un sentido probabilista pues se puede considerar que las cantida-
des de infectados y removidos por unidad de tiempo son variables aleatorias, de naturaleza
discreta, especificamente con un soporte finito, y cuyo muestreo en el tiempo se puede
tomar discreto o continuo.

3.1.1. Cadenas de transmision como procesos de muestreo

Identificar los elementos que participan en la cadena de transmisién de una enfermedad
infecciosa permite caracterizar el proceso epidémico. Por ejemplo, en la influenza, en gene-
ral para sus cepas, la transmision se da entre un infectado y uno o varios susceptibles, los
cuales tienen contacto con el infectado. Este contacto se produce en general mediante la
dispersion de aerosoles generados por el infectado. En el VIH la transmisién se da princi-

23
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palmente mediante contacto sexual aunque también puede darse por transfusién sanguinea,
en el parto o compartiendo jeringas con alguien infectado. En el dengue, es necesaria la
participacién del mosquito transmisor del virus pero también que hayan personas infec-
tadas a las cuales el mosquito pique para que este pueda propagar el virus a individuos
susceptibles.

El tipo de contacto necesario para la transmisién, entonces, varia entre las enfermedades
y determina en parte como se da la cadena de transmision.

Por otro lado, asi como el contacto infectado-susceptible es necesario para que haya un
contagio no es necesariamente suficiente pues pueden haber factores del tipo fisiolégicos a
nivel individuo que lo protejan de contagiarse aiin habiendo un contacto, caso de la inmu-
nidad dada por la vacunacién o el buen funcionamiento del sistema inmunoldgico de cada
individuo. Podemos hablar entonces de una probabilidad de contagio para cada uno de los
susceptibles en términos de los contactos y el que efectivamente se contagie el susceptible.
Otro factor en la propagacion es la nocién de independencia entre los casos de nuevos infec-
tados asi como entre los casos de nuevos removidos. Es decir, el hecho de que, los eventos
de infeccién para los susceptibles y de remocién para los infectados son independientes.
En este trabajo se considera que efectivamente hay independencia entre los casos de suscep-
tibles que se infectaron asi como entre las remociones, lo que genera otro factor a considerar
dentro de la cadena de transmisién.

De esta manera, en principio, se pueden considerar como factores que caracterizan la ca-
dena de transmisién de una enfermedad al contacto entre susceptibles e infectados (como
condicion necesaria pero no suficiente para que haya transmision de una enfermedad in-
fecciosa), la probabilidad efectiva de transmisién y la independencia entre los casos de
susceptibles que efectivamente se infectan, asi como en los casos de nuevos removidos.
Estas condiciones permiten plantear una serie de reglas para la incidencia de la enfermedad,
es decir, el niumero de nuevos infectados por unidad de tiempo, asi como para el nimero
de casos que son removidos de la cadena por unidad de tiempo con base en el muestreo de
estas. Esto se sintetiza en un conjunto de variables aleatorias generando el modelo PSIR.

3.1.2. Variables aleatorias y reglas de aleatoriedad

Fundamentos de teoria de probabilidad Se comienza revisando conceptos béasicos
necesarios en teoria de probabilidad que permitan comprender de mejor manera el plan-
teamiento del modelo PSIR.

La teoria de la probabilidad es la rama tedrica de las mateméaticas encargada de realizar
mediciones de factibilidad en la ocurrencia de eventos en un experimento o fenémeno alea-
torio, no determinista, los cuales estan sujetos a ciertas reglas en su comportamiento.
Decimos que un espacio de probabilidad es una terna (2,3, P) donde € es un espacio
muestra, es decir, el conjunto formado por todas las posibles salidas de un experimento
o fenémeno, @ = {w; : w; es una salida del experimento}, 3 es un &élgebra de conjuntos o
una o-algebra de conjuntos en el caso en que {2 no sea finito asociada a 2, es decir, es
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una familia de subconjuntos del conjunto 2 que satisface Q2 y ¢ € X, si B C ) tal que
B € ¥ entonces B¢ € ¥ y si (B;).; € ¥ es una coleccién a lo mas numerable entonces
Ul B; € X. A los elementos B de la o-algebra se conocen como eventos. Ademds, P es
una medida de probabilidad, es decir, es un mapeo P : £ — [0, 1] que satisface que si
A C Q entonces P(A) > 0, si (B;)!_; es una coleccién a lo mas numerable de subconjuntos
ajenos de Q entonces P(U,(B;)) = >.iy P(B;) y P(Q) =1.

Decimos que una variable aleatoria (v.a.) es una funcién X : Q@ — A C R tal que
X Ha;) = {w; € Q: X(w;) = 2;} € . Es decir, una variable aleatoria es una funcién que
toma subconjuntos de €2 y les asigna un numero real, sin embargo, la condicién que debe
cumplirse es que la imagen inversa del ese valor realmente caiga dentro de la o-algebra.
Esto crea una relacién directa entre los elementos B € ¥ y los {X(w;) = x; : w; € B}
e induce una medida de probabilidad de la forma p(B) = P({X(w;) = z; : w; € B}) en
donde p(B) es justamente el valor asignado por la medida de probabilidad original P por
lo que es equivalente trabajar con los elementos asociados por la variable aleatoria y los
elementos de la o—algebra a la hora de realizar el cdlculo de probabilidades.

Asi, las reglas de célculo de probabilidades con variables aleatorias, P(X = z) y fx(x),
son no negativas para x en el rango de X, en el caso discreto le P(X =uxz;) =1 para z;
en el rango de X y en el caso continuo [, fx(z)dr =1. A P(X = z) y fx(z) se les conoce
como la funcion de masa o de densidad de la variable aleatoria X.

Se dice que dos eventos A y B € ¥ son independientes si P(AN B) = P(A)P(B), es-
to se refiere a que la probabilidad de que ocurran dos eventos de manera conjunta se
puede calcular como el producto de cada una de las probabilidades y en esencia habla
acerca de que el evento A no afecta la ocurrencia de B y viceversa. La versién de in-
dependencia para v.a.’s es P(X = z,Y = y) = P(X = z)P(Y = y), esto puede ser
extendido a una cantidad n de v.a.’s, en donde la coleccién {X;}? ;| es independiente si
P(Xl =, ,Xn == :Un) = H?:l P(Xl == l’l)

Debido a la naturaleza discreta en el modelo que nos interesa desarrollar nos centramos en
las variables aleatorias discretas, en particular, las v.a.’s Bernoulli y Binomial.

La construccién de la Bernoulli comienza considerando un experimento aleatorio con 1ni-
camente dos salidas, asociadas a éxito y fracaso respectivamente. Para fines practicos se
considera el lanzar una moneda al aire, aislada de factores que alteren su resultado, y ver
cual es el resultado. En este caso nuestro conjunto 2 = {Sol, Aguila}; puesto que solo hay
dos posibles resultados, una o-algebra que nos sirve es 2, es decir el conjunto potencia
de €. Ahora, se considera que existe un valor p € [0, 1] tal que P({Sol}) = p y por tanto
P ({Aguila}) = 1 —p. Nétese que sol y aguila estan intencionalmente entre corchetes debido
a que son elementos de la g-algebra y por tanto son los posibles eventos que pueden ocurrir.
Ademas dichos eventos son excluyentes entre si, no pueden ocurrir ambos al mismo tiempo.
Para este experimento, la variable aleatoria que modela el fenémeno es

[ 1 si w={Aguila},
Xlw) = { 0 si  w={Sol}.
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Esto implica que P({Aguila}) = P(X = 1) y P({Sol}) = P(X = 0). A este tipo de
variables aleatorias se les conoce como Bernoulli(p) donde p es la probabilidad de éxito o
fracaso de nuestro experimento, dependiendo de como se defina. La funcién de masa de
probabilidad queda definida de la siguiente manera

P si x=1
PX=z)=< 1—-p s x=0
0 e.o.C.

Las v.a.’s Binomiales surgen al preguntar por la cantidad de éxitos en una sucesién de n
ensayos Bernoulli del mismo parametro e independientes entre si, por lo que se tiene una
cantidad n de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

La descripcién del fenémeno visto como un conjunto de v.a. se le conoce como muestra
aleatoria X y puede visualizarse como un vector de n entradas en donde cada entrada es una
variable, es decir, X = (X1 = z1, ..., X;, = ,,). La independencia entre los ensayos Bernoulli
genera que la funcién de masa de probabilidad para la realizacién completa del experimento
sea entonces P(X1 = z1,..., X;, = @) = P(X1 = 21)P(X2 = 3)...P(X,, = x,). El nimero
de éxitos puede calcularse al contar la cantidad de entradas del vector X con valor 1
mediante una v.a definida como Y = numero de éxitos en la muestra. Notemos que Y
puede ser expresada en términos de las X; como Y =" | X;. SiY =kpara0 <k <n
entonces habran k éxitos en la muestra de todas las maneras posibles en las que puedan
ordenarse, por lo que la funcién de masa de probabilidad para Y queda definida como

P(Y = k) = { (()Z)p’“(l —p)n* e.ff,c, ke {0,...n),

La v.a. que cuenta el niumero de éxitos (o fracasos) en una cantidad n de realizaciones
Bernoulli de pardmetro p recibe el nombre de Binomial(n, p). (Figura 3.1)

Funciones de masa de probabilidad de variables aleatorias Binomiales con diferentes pardmetros
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Figura 3.1: Funcién de masa de probabilidad para variables aleatorias binomiales.
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El calculo de probabilidades utilizando variables aleatorias se complementa con la espe-
ranza de la variable como medida de centralidad y su varianza como medida de dispersién.
La esperanza es un promedio ponderado de los valores que toma la v.a. y nos dice en entorno
a que valor real se centra nuestra distribucién, estd se define como E(X) =3 z;P(X =
x;). La varianza es una medida de que tanta distancia se espera que haya entre los valores
que toma la variable y su media y se define como Var(X) = E((X — p)?) = BE(X?) — u?
donde p = E(X).

Para X ~ Bernoulli(p) su valor esperando es E(X) = py Var(X) = p(1 — p) mientras
que para X ~ Bin(n,p) su esperanza y varianza son E(X) =np y Var(X) = np(1 — p)
respectivamente.

Por dltimo, un concepto muy importante en probabilidad es el de probabilidad condicional.
Dados dos eventos Ay B en X tal que P(B) > 0, se define la probabilidad condicional de

A dado B como P(A|B) := PE;?](;})B). La probabilidad condicional es una nueva medida de
probabilidad, la cual es el resultado de reestructurar la o-algebra del espacio de probabili-
dad original al saber que el evento B ya ha ocurrido, lo que se interpreta como informacién
y restringe es espacio de probabilidad original a uno en donde solo ocurran aquellos eventos

relacionados con B.

Cadenas de Markov en tiempo discreto. Los procesos estocasticos son representa-
ciones matematicas de la evolucién en el tiempo de un fenémeno aleatorio. Asi, el fenémeno
puede ser expresado como una sucesién de variables aleatorias { X }:c7, en donde cada X;
tiene asociada una distribuciéon de probabilidad y los valores x que toman las variables se
conocen como los estados del proceso.

Las cadenas de Markov en tiempo discreto son un tipo de proceso estocastico en el que los
valores n en T' junto con los estados i del proceso son discretos y en el que se satisface la pro-
piedad de Markov P(X,+1 = j|Xn =4, Xpn-1 = n—1, ..., Xo = i) = P(Xp4+1 = j| X = 1),
esta propiedad se interpreta como que el estado de la cadena en el siguiente paso en el
tiempo solo depende del estado de la cadena en el tiempo actual. Ademas, para X,, = i
existe una probabilidad fija p;; de que X, 11 = j, es decir, la probabilidad condicional
P(Xp41 = j1Xn =1, X1 = ip-1,..., Xo = 99) = pij, dicha probabilidad no depende de
n. Los valores p;; se conocen como probabilidades de transiciéon del estado i al estado j, y
satisfacen que p;; >0y > jpij =1 Dichas probabilidades de transicion pueden ordenarse
en una matriz de tamano nzn en donde n es la cantidad de estados que pueden tomar las
variables aleatorias. Si en particular la cantidad de estados disponibles es finita, digase los
estados {0,1,..., N}, la matriz de probabilidades de transicién tiene la forma

Poo Po1 -  DON
Pio P11 - PIN

PNO PN1 **° DPNN
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FEsta matriz caracteriza la transicién del fendémeno en el siguiente paso del tiempo a cual-
quiera de los estados que pueden tomar las v.a.’s.

3.2. El modelo PSIR

El PSIR visualiza el proceso de infeccién y remociéon como un proceso de muestreo
aleatorio en tiempo discreto, en particular, el conteo en la cantidad de susceptibles que
pasan a ser infectados desde un tiempo ¢ hasta un tiempo (t+9) con § > 0 puede modelarse
mediante una v.a. Binomial en donde el éxito se interpreta como una infeccién exitosa, asi
mismo, la remocién se considera también una v.a. binomial en donde un éxito es una
remocién.

Sea una poblacién de tamano constante N, y S(t), I(t) y R(t) la cantidad de susceptibles,
infectados y removidos al tiempo ¢ tales que S(t) + I(t) + R(t) = N.

Esto implica que %, L}\?) y % son las proporciones de susceptibles, infectados y removidos
en la poblacién al tiempo t.

Para una enfermedad infecciosa, se considera que la transmisién se da debido a un contacto
susceptible-infectado para luego el susceptible efectivamente enfermarse.

Asi, la probabilidad de infeccién para un individuo susceptible fijo estd dada como
P({Infeccién para un individuo susceptible fijo}) = P({Contacto infeccioso}) x
P({Transmisién efectiva}|{Contacto infeccioso})

Se puede pensar P({Contacto infeccioso}) como la proporcién de individuos infectados
dentro de la poblacién, es decir %, mientras que P({Transmisién efectival}|

{Contacto infeccioso}) se puede tomar como un parametro g € (0,1). Por lo tanto
P(Infeccién para un individuo susceptible) = %

Para un tiempo t la probabilidad de infeccién para un individuos esta determinada como
P(Infeccién entre t y (t +0)) = ﬁ%.

Para cada individuo susceptible ¢, se define la v.a.

X;(t) = 1 Si el i-ésimo susceptible es infectado entre el tiempo t y (t + J)
B ) Si no es infectado.

Donde P(X;(t) = 1) = 810 y P(X;(t) = 0) = 1 — gL,

La cantidad total de nuevos infectados en el tiempo ¢ es una v.a. denotada por X ().

Por otro lado, sea 0 < € < 1 la proporcién de individuos susceptibles en contacto con los
infectados por unidad de tiempo, entonces, €S(t) es la cantidad de susceptibles en contacto
con los infectados por lo que para una cantidad |[eS(t)| de susceptibles disponibles en la
cadena de transmisién, X (t) = Zitfl(t” X;. Si suponemos que cada persona se infecta de
manera independiente de las demads, lo que implica que las variables son independientes
entre si, debido a que X (¢) es una suma de variables Bernoulli entonces durante un intervalo
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de tiempo § > 0 se tiene que X ~ Bin([eS(t)], 6%5) y su funcién de masa de probabilidad
es

fx (@) = { () (B0 (L= BIPOLSOI2, @ € {0, LS}

0 €.0.cC

El término [eS(t)] se refiere al piso de €S(f) y es importante aclarar que la finalidad de
plantear un numero especifico de susceptibles que participen en la cadena de transmisién
es expresar que no puede haber contacto entre cualesquiera dos individuos en la poblacién
y por tanto considerar que no hay mezcla homogénea.

El ntmero esperado de nuevos infectados por unidad de tiempo § para la v.a. X es
E(X(t) = [eS(t)| 810,

Para los nuevos removidos, se considera que un individuo infectado i pasa a ser removido
luego de un tiempo T;. Suponemos que se tiene una cantidad n de infectados con tiempos
de remocién de la cadena de transmisiéon T; para i € {1,...,n}. El tiempo T definido como
T = % > iy T; aproxima al tiempo promedio de remocién por lo que para n suficientemente
grande el inverso de T, v = % aproxima a la tasa promedio de remocion.

Dado un intervalo de tiempo 0, vd es P(remocion del sistema en el intervalo de tiempo (t, t+
J)).

Si suponemos remociones independientes entre los infectados con probabilidad p = 4, el
nimero de nuevos removidos por unidad de tiempo § es una variable aleatoria Y, para
una cantidad I(t) de infectados disponibles en la poblacién Y (t) ~ Bin(I(t),~d). El mo-
delo PSIR queda determinado de la siguiente manera, para un tiempo t y un intervalo
de tiempo § > 0, los muestreos binomiales sobre los susceptibles y los infectados determi-
nan la cantidad de susceptibles, infectados y removidos en el tiempo (¢ + 0) mediante las
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Figura 3.2: Curva de susceptibles e infectados generados por el modelo PSIR para una
poblacién de tamanio N = 100000, 3 =0.5y v=0.1
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ecuaciones

S(t+6) = S(t)—X(t) (3.1)
It+6) = I(t)+X(t) —Y()
R(t+8) = REt)+Y(t)

Donde X () ~ Bin([eS(t)j,B%é) y Y (t) ~ Bin(I(t),79).

El muestreo generado por X (t) y Y (¢) implica que la cantidad de susceptibles baja conforme
pasa el tiempo, mientras que la cantidad de infectados se incrementa pues estan llegando
nuevos infectados para luego comenzar a descender (Figura 3.2).

El PSIR es un modelo estocéstico que tanto el tiempo como el conjunto de estados de las
variables son discretas, es markoviano pues, por construccion, el estado de la variable en un
tiempo (¢ + &) solo depende del paso anterior, es un proceso estocastico en conjunto pues
se tiene una sucesion ordenada de variables aleatorias sin embargo el conjunto de variables
aleatorias no es idénticamente distribuido. Las v.a. no son idénticamente distribuidas pues
los pardmetros tanto de X (t) como de Y (¢) varian con respecto al tiempo, especificamente,
X(t) ~ Bin(LeS(t)J,B%é) y conforme pasa el tiempo el nimero de susceptibles baja
mientras que el ndmero de infectados aumenta o disminuye dependiendo de cuantos seran
removidos en el siguiente paso por lo que los valores en los pardmetros de las distribuciones
cambia, mismo caso es el de Y (t) ~ Bin(I(t),vd). Un andlisis minucioso de como cambian
estas variables aleatorias se lleva a cabo en la seccién de resultados.

Para el PSIR se puede calcular un anédlogo al nimero bésico de reproduccién, Ry. En el
modelo determinista nos fijamos cuando dyy > 0 lo que termina estableciendo que Ry =
B/~. La condicién en el PSIR es que la cantidad de infectados menos la de removidos sea
mayor que cero, esto es X (t) — Y (¢t) > 0 implica que X (t) > Y (t), esto es, nos interesa
que la cantidad de individuos que se infectan sea mayor que la cantidad que se remueven.
Esta condicién no se cumple de manera determinista pero podemos aplicar la esperanza de
ambos lados. Tenemos X (t) > Y (¢) implica que E(X(t)) > E(Y(t)) a su vez quiere decir
que LeS(t)JB%(S > 1(t)v6 de donde eS(t) > N3, el cual es andlogo al SIR determinista.
Un factor a tomar en cuenta dentro del PSIR es la probabilidad de infeccién dado el
contacto 8 de la variable X (¢). Una forma de caracterizar dicho pardmetro es considerar
como la enfermedad actiia en diferentes grupos de la poblacion. Por ejemplo, al condicionar
sobre grupos de edad (GE) se obtiene mediante la ley total de probabilidad que

P(Infeccién|Contacto) = Z P(Infeccién|Contacto|Pertenecer al GE)P(Pertenecer al GE)
GE

Donde P(Pertenecer al GE) puede pensarse como la proporcién de individuos en la po-
blacién que pertenece a cada grupo, mientras que P(Infeccion|Contacto|Pertenecer al GE)
puede tomarse como las proporciones de individuos pertenecientes a cada grupo de edad
que tienen la enfermedad, en donde un buen registro de los casos de infeccién es necesario
para poder tener una buena aproximaciéon de dicha probabilidad.
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Modelo PSI y PSIR Metapoblacional

El modelo PSI La versiéon PSI del modelo, bajo el esquema que se ha planteado resulta
ser idéntica construccién al PSIR, de hecho es mas sencillo pues solo es necesaria X ()
debido a que no hay remocién en el sistema.

En este caso, S(t) + I(t) = N por lo que las ecuaciones del PSI son

St+06) = S(t)—X(1) (3.4)
It4+0) = I(t)+ X(¢). (3.5)

con X (t) como el nimero de nuevos infectados y cuya distribucién es binomial con pardme-
tros S(t) y 5%5.

La dindmica del PSI es muy facil de entender debido que solo se tiene la v.a. X (¢) llevando
los elementos muestreados del estado susceptible a infectado y dado que el tamafio pobla-
cional permanece constante se tiene que la cantidad de infectados serd el complemento de
la cantidad de infectados dentro de la poblacidn, es decir S(t) + I(t) = N, esto también
implica que la cantidad de infectados puede verse como la ecuacién I(t) = N —S(t) (Figura
3.3).
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Figura 3.3: Del lado izquierdo, las curvas de susceptibles e infectados del PSI, del lado
derecho la grafica de los puntos (.5, I).

Un hecho a destacar es que en el calculo de E(X (t)) se tiene E(X (t)) = LeS(t)JB%é =
1eS(t)| B0 5 = |eS(t)|8(1 — 5)5 o equivalentemente E(X () = eNBa(t)(1 — z(t))

[«
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con x(t) = % el cual es andlogo a la ecuacién en el cambio en los infectados en el SI

determinista.

Extension a subgrupos poblacionales. El pSIR puede extenderse al caso de los sub-
grupos poblacionales. Se empieza considerando el caso en el que la poblacién estd dividida
en dos subgrupos para luego generalizarlo a una cantidad n.

Sea una poblaciéon de tamano N constante, conformada de dos grupos, G; y G2, ca-
da uno con cantidades Si, Iy, Ry y So, Ia, Ro de susceptibles, infectados y removidos
respectivamente. En la poblacién en general se tiene que S(t) = Si(t) + Sa2(t), I(t) =
L(t) + Ix(t) y R(t) = Ri(t) + Ra(t). Ademas, debido a que la poblacién permanece cons-
tante, S(t) + I(t) + R(t) = N por lo que Sy(t) + So(t) + I1 (t) + I2(t) + R1(t) + Ra2(t) = N.
En la poblacién, se puede considerar que los contactos infecciosos se dan entre individuos
del mismo grupo, es decir entre individuos de GG; con G; y G2 con G2 asi como entre
individuos de grupos distintos, es decir entre individuos de G con Gs.

La dindmica de transmision puede describirse extendiendo las nociones del PSIR de la si-
guiente manera.

Sea 0 < €1 < 1 donde €1 es la proporciéon de individuos de S7 que tienen contacto con
individuos de I1, es decir la proporcién de susceptibles del grupo 1 que tienen contacto con
infectados de su mismo grupo, entonces |€1.51(t)] es la cantidad de susceptibles del grupo
1 que tienen contacto con infectados del grupo 1 al tiempo ¢, en donde |a| denota el piso
de a € R. El valor [(1 — €1)S1(¢t)] denota entonces la cantidad de susceptibles del grupo 1
que tienen contacto con infectados del grupo 2.

El ntimero de nuevos infectados, al tiempo ¢, generados por el contacto entre susceptibles e
infectados de G1 se puede pensar como un muestreo binomial, la cual genera una variable
aleatoria X ;(f) = nimero de nuevos infectados debido al contacto entre individuos de S;
con Iy, donde X1 1(t) ~ Bin(|e1Si(t)], s ).

Por otro lado, el niimero de nuevos infectados dados por el contacto entre susceptibles
de G con infectados de G2 es una variable aleatoria X; 9 = Nuevos infectados debido al
contacto entre individuos de Sy con Iy Con Xj2(t) ~ Bin(|(1 — el)Sl(t)j,BIQT(t)&.

De manera andloga, sea 0 < e < 1 la proporcion de susceptibles del grupo 2 que tienen
contacto con infectados del grupo 2. El nimero de nuevos infectados debido al contacto
entre susceptibles e infectados del grupo 2 es una variable aleatoria que corresponde a un
muestreo binomial, X292 = Nuevos infectados debido al contacto entre individuos de So

con Iy donde Xy o(t) ~ Bin(|e2S2(t)], ﬁlz’]\(,t) 9). El nimero de nuevos infectados debido al
contacto entre susceptibles de GG con infectados de (G; es una variable aleatoria binomial
X292 = Nuevos infectados debido al contacto entre individuos de S con I por lo que
Xoa(t) ~ Bin([(1 — €)Sa(t) ], 524 )

Una vez que los individuos se infectan, tanto para G; como para Gs, el nimero de nuevos
removidos en cada grupo son muestreos binomiales de la forma Yi(t) ~ Bin(I1(t),v10)
y Ya(t) ~ Bin(Ya(t),v20) (puede considerarse que y; = 7, si las tasas de remocién son
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iguales en ambos grupos). Notese también que |e1.51(¢) |+ [(1 —€1)S1(t)] < e1S1(t) + (1 —
€1)S1(t) < 51(t) y [€252(1)] + [(1 — €2)S2(t)| < €252(t) + (1 — €2)S2(¢) < Sa(t) por lo que
X1,1,X1,2,X2,1, X292 estan bien definidas.

Las ecuaciones para la extensién de PSIR con dos subgrupos poblacionales son

Si(t+0) = Si(t) — (X11(t) + X1,2(1)) (3.6)
Sa(t+0) = Sa(t) — (X2.1(t) + X22(t)) (3.7)
Li(t+6) = L)+ (X1a(t) + X12(2) — Yi(t) (3.8)
Lt+6) = I(t)+ (X21(t) + Xa2(t)) — Ya(t) (3.9)
Ri(t+6) = Ru(t)+Yi(t) (3.10)
Ry(t+6) = Ry(t)+ Ya(t). (3.11)

El comportamiento de la extension metapoblacional del PSIR dependeréd del tamano de
las poblaciones susceptibles S7 y S5 y de las proporciones en los que estos estén en con-
tacto con sus respectivos grupos de infectados Iy e I», proporciones bajas de individuos
en contacto con sus respectivos grupos implica un contacto cruzado grande por lo que
habra un comportamiento cadtico en la curva de infectados (Figura 3.4), mientras que una
proporcién grande de susceptibles en contacto con sus respectivos infectados generard un
comportamiento muy parecido al PSIR sin considerar grupos metapoblacionales pues es
como considerar dos poblaciones separadas e independientes que al final se estdn sumando,
(Figura 3.5)
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Figura 3.4: Comportamiento del PSIR Metapoblacional cuando 2/10 de la poblacién sus-

ceptible 1 estd en contacto con la poblacién infectada 1 y 3/10 de la poblacién susceptible
2 esta en contacto con la poblacién infectada 2.

La suma de variables aleatorias binomiales en este caso no es binomial debido a la
diferencia entre los parametros de éxito de cada distribucion, sin embargo, suponiendo que
las variables son independientes, debido a que para ambos grupos se tienen bien definidos
a los individuos que tienen contacto entre si y que no esta el caso en el que un individuo
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Figura 3.5: Comportamiento del PSIR Metapoblacional cuando 7/10 de la poblacién sus-

ceptible 1 estd en contacto con la poblacién infectada 1 y 7/10 de la poblacién susceptible
2 esté en contacto con la poblacién infectada 2.

susceptible tenga un doble contacto infeccioso, se puede trabajar con la ley de probabilidad
de la suma. Nombrando p11,p1,2,p2,1,p22 a los respectivos pardametros de probabilidad
éxito de las y €151 =71, [(1 —€1)S1]| =12, [€52] =73, [(1 — €2)S2] = 73, distribuciones
de X1, X12,X21,X22. Como resultado, los nuevos infectados del grupo 1 son variables
aleatorias binomiales con distribuciones X 1 ~ Bin(r1,p1,1) y X1,2 ~ Bin(rg,p1,2). que en
su suma se tiene

n n
P(X11+Xi2=n) = Y P(Xip=2Xi2=n-2)=» P(X11=2)P(X12=n- 1)
z=0 =0

- i <;1> (p11)*(1 — p171)7”1—x< T2 >(p1’2)n—:c(1  prg) (),

n—=x
=0

De manera andloga, Xo1 ~ Bin(rs,p21) y Xo2 ~ Bin(rs,p22) y

n n
P(XQJ + Xoo = n) = ZP(X271 =x,Xo0=n— x) = ZP(XQJ = QS)P(XZQ =n—x)
=0 =0
n

= > (?) (p2,1)"(1 = p21)"™™" (nm x) (D2.2)" (1 — pag)"a=(*=2),

=0

La esperanza y varianza para ambas sumas estan dadas como

E(Xi1+ X12)
E(X21+ X2p2)
Var(Xi1+ X1,2)
Var(Xs1 + Xap2)

r1p1,1 + P12
r3p2,1 + T4D2,2

r1p1,1(1 —p11) +repra(l —pi2)

r3p2,1(1 — p2,1) + rapa2(1 — p22).
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A continuacion, generalizamos a una cantidad n de subgrupos dentro de la poblacién.
Sean S;, I;, R; la cantidad de susceptibles, infectados y removidos del i-ésimo grupo con
i € {1,...,n}. Donde los susceptibles totales son > | S; = S, los infectados totales son
>, I; = Iy los removidos totales son » . ; R; = R, luego sea ¢;; la proporcién de suscep-
tibles del grupo G; en contacto con infectados del grupo G, donde €;; > 0,Vi,j € {1,...,n}
y 2= €ij = 1.

Asi, €;;5i(t) es el numero de susceptibles del grupo G; en contacto con infectados del grupo
Gj, por lo que la variable aleatoria X; ; = Nuevos infectados debido al contacto entre in-
dividuos de S; con I; es una v.a con distribucién binomial X ;(t) ~ Bin(|€;;S;(t)], BI]T(t)é).
Luego, Y; = Nuevos removidos de G es una v.a. binomial de la forma Y;(t) ~ Bin(I;(t),9).
Las ecuaciones de la cadena de transmisiéon quedan definidas como

Si(t+96) = (3.16)

Silt) = Xiy(0)
7j=1
Li(t+6) = L)+ (En: Xij(t) = Yi(t) (3.17)
j=1

Rit+8) = Ri(t)+Yi(t). (3.18)

3.2.1. Otros modelos estocasticos para cadenas de transmisién

En la literatura se pueden encontrar modelos estocédsticos que describen la dindmica
de transmisién de una enfermedad infecciosa, (Brauer et al., 2001), Brauer et al. (2008),
(Allen et al., 2008). Debido a que el pSIR tiene un comportamiento markoviano, pues la
transicion entre los valores de las variables aleatorias solo dependen del paso anterior, nos
enfocaremos en revisar algunos modelos estocasticos basados en cadena de Markov a tiem-
po discreto (CMTD) y en particular revisaremos los modelos de Greenwood y Reed-Frost.
Para el modelo SIR-CMTD, sean S(t), I(t) y R(t) v.a. discretas para el nimero de suscep-
tibles, infectados y removidos al tiempo t respectivamente. El proceso de infeccién es un
proceso bivariado {(S(t),I(t))} en donde R(t) = N — S(t) — I(t) cuya funcién de masa de
probabilidad es una funcién conjunta p(,;(t) = P(S(t) = s, [(t) = i). Ademds, el proceso
tiene la propiedad de Markov y es homogéneo en el tiempo, por lo que las probabilidades
de transicién de la cadena se pueden determinar de la siguiente manera
Sea At > 0 un intervalo de tiempo tal que At > 0 pueda ser escogido lo suficientemente
pequeno, entonces

P(si)(s+kyits) (At) = P((AS, AI) = (k, j)[(S(t) = s, [(t) = 1)) (3.19)
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Donde AS = —S(t), Al = —I(t) y cuyas probabilidades de transicién son

At si (k,j) = (~1,1)
YiAt S1 (k,j) =1(0,1)
_ Al si (k,j)=(-1,1)
D(s,i) (s+hi+g) (At) = (N —s—i)A si (k) =(0.0 (3.20)
1—BSAL — (vi+ (N —s)At  si (k,j) = (0,0)
0 e.o.c

donde 5 es la tasa de contacto y -y es la tasa de recuperacion.
Aplicando la propiedad de Markov se puede escribir p(, ;) (t + At) en términos de las pro-
babilidades de transicién como

P(s,i)(t +At) = p(s—i—l,i—l)(t)%(i = 1)(s + DAt + p(sip1) (£)7(i + 1) At

+ P+ DAL+ p15) () (N —s+1—i)At

%—MW@O—%Q+W+N—QN

Ademas, la esperanza de S(t) e I(t) son respectivamente E(S(t)) = ZiV:O SP(s,i) (1) ¥
E(I(t)) = Xilo ips ()

Los modelos de Greenwood y Reed-Frost Dentro de las CMTD se encuentran los
modelos de Greenwood y Reed-Frost, el interés es revisarlos, aunque no en profundidad,
para luego compararlos con el PSIR diferenciando ambas visiones.

Sean X; y Y; el ntimero susceptibles e infectados al tiempo ¢, t € {0,1..., } tal que X, = zgy
Yo =yo > 0. Seap € (0,1) la probabilidad de contacto entre un susceptible y un infectado,
el contacto resulta en una infeccién con probabilidad 5 € (0,1).

Como g = 1 — p es la probabilidad de que no haya contacto entonces la probabilidad de no
haya una infeccién debido a ningin infectado es 1 —p+p(1 — ) =1 —pp = a.

El modelo de Greenwood establece que en el tiempo (¢t + 1), la cantidad de susceptibles
mas la cantidad de infectados debe ser igual a la cantidad de susceptibles en el tiempo ¢,
es decir X(;41) + Y(;41) = Xi lo que equivale a pensar que la cantidad de susceptibles en
el tiempo (¢ + 1) es igual a la cantidad de susceptibles disponibles en el tiempo ¢ menos
los que se infectaron en el tiempo (t+1), es decir X, 1) = X;—Y{4;1). Se tiene entonces que

T —x
Pt =PI Y )i = (2 9)en| (X, V) = (2, 9/)0) :( : )an—aw

Ti+1
(3.21)
Es decir, la cantidad de susceptibles que quedan en el sistema al tiempo (¢ + 1) es un
muestreo binomial de pardmetros (z¢, «), X¢41 ~ Bin(Xy, ). Nétese la equivalencia de la
ecuacién (3.21) con el muestreo dado por el PSIR. En el modelo de Greenwood a puede
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ser considerada como la probabilidad de no infeccién, por lo que a*t+! es la probabilidad
de que x441 susceptibles no sean infectados, esto implica que se toman a los susceptibles
restantes como el muestreo, es decir, X;11 es el nimero de no infectados en el tiempo
(t + 1) mientras que en el PSIR se muestrean a los nuevos infectados. Por tanto, en el
modelo de Greenwood {X;} es una cadema de Markov en donde P(Xi41 = x¢41| Xt =
7) = (7 )" (1= o),

El modelo de Greenwood supone que la causa de la infeccién no estd relacionada con
la cantidad de infectados por lo que a es un parametro que no depende de Y por lo
que el modelo de Reed-Frost es una modificacién al modelo de Greenwood en donde la
probabilidad de infeccién en el tiempo (¢t + 1) es a'?, esto es debido a que se considera
que un susceptible en ¢ sigue siendo susceptible en (¢ + 1) si no hay contacto con ningin
infectado en ¢ por lo que la probabilidad de no infeccién es o, ast X;,1 ~ Bin(X;, ") y
sus probabilidades de transicién en un paso estan dadas por

Tt

ml) (a¥e)Tert (1 — qUe)Te—is, (3.22)

Pz y)e(ay)esr = <
Asi, el proceso {(X,Y);} un proceso bivariado de Markov.

Los modelos de Greenwood y Reed-Frost vs el pSIR Los modelos de Greenwood
y Reed-Frost son modelos epidemiolégicos estocasticos para poblaciones pequenas cuyos
tiempos y estados son discretos, estan basados en cadenas binomiales y en los que se plan-
tea la dindamica de propagacién de una enfermedad en términos de un muestreo binomial
sobre los susceptibles, sin embargo, existen diferencias entre estos modelos y el pSIR que
se ha planteado en este trabajo.

El modelo de Greenwood es un proceso estocastico homogéneo en el tiempo pues la distri-
bucién de sus v.a.’s no depende del instante en el que se encuentran, asi podemos pensar
en un proceso con incrementos independientes y estacionarios cuya matriz de transicion de
probabilidad para una cantidad xg de susceptibles y una probabilidad « de no contagio es

1 0 0 0 --- 0
l1-«a o 0 0o --- 0
p=| (1-a)? 2(1 — o)a a? o -~ 0 (3.23)
(I—a)® zo(l—a)™ !t (PV)1-a)®2a® ... ... o

Para el modelo de Reed-Frost la matriz de transiciones de probabilidad es una matriz de
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(w0 + 1)2x(z0 + 1) dada por

Po 0 0 0 - 0
po pu - - -+ Pl

p—| (3.24)
ngO Pxol Ce N ce Pxoxo

Donde cada Pj; es una matriz cuadrada de rango (zo + 1) con Py = (p),5)), k:1 €

{07 -">$0}a J+l=Fky Pkiy,g) = P((Xv Y)t—H = (lvj)‘(Xv Y)t = (k>Z)) = (];)(1 - O‘i)jaﬂ y
P(ki)@1,5) = 0 en otro caso, es decir Pj; registra las probabilidades de transicion de Y; =i a
Yir1 =7

Esto difiere a lo que ocurre en el PSIR, en el cual, no hay necesidad de fijarse en la matriz
de transiciones de probabilidad, pues para cada instante en el tiempo las probabilidades
dadas por X (t) y Y (t) caracterizan al sistema dnicamente en ese instante, una forma de
pensar la acciéon del PSIR es imaginar que en cada tiempo ¢; el proceso de muestreo se re-
inicia con diferentes pardmetros en sus distribuciones, esto es, si para el tiempo ¢, S(t) = k
entonces X (t) € {0, 1, ...k} por lo que en el tiempo (t+1), S(t+1) =i conifijo,0 <i<ky
X(t+1) € {0,1,...i}, reduciendo o igualando en el mejor de los casos el espacio de estados
del proceso.

Una modificacién del modelo de Reed-Frost tipo SIR El modelo de Reed-Frost
tiene una modificacién muy parecida al PSIR (Fresidn-Figueroaa et al.). Para una poblacién
de tamafio constante, contactos entre cualesquiera dos individuos por unidad de tiempo
y una enfermedad sin tiempo de incubacién en donde el individuo adquiere inmunidad
después de enfermarse se plantea el sistema de ecuaciones

Sp = Su1—Vy (3.25)
I, = Li1+V,—W, (3.26)
R, = R, 1+W, (3.27)

Donde S, I, y Ry, son las cantidades de susceptibles, infectados y removidos en la poblacién
al tiempo n, V;, ~ Bin(S,_1,6,) vy Wy ~ Bin(I,,_1,7). En este caso 6, = 1 — (1 — ¢)n—1
siendo ( la probabilidad de que en un contacto susceptible-infectado, el susceptible adquiera
la enfermedad por lo que 6,, es la probabilidad de que para un susceptible, adquiera la
enfermedad debido a algiin contacto con uno de los I,,_1 infectados al tiempo n — 1. Por
otro lado, 7 es la probabilidad de que un infectado pase a ser removido, con v constante
que depende de la enfermedad.
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En este caso, las probabilidades de transicién dadas por (Fresan-Figueroaa et al.) son
P(Sp = sp, I = in|Sn—1 = sp—1,In-1 = in—1) = P(W,, = As,, — AlL,,)P(V,, = As,)
Sn—1 in_1)As in_1As in—1 Asp—Ai inAs
— 1 _ 1 _ tn—1 n 1 _ n—1 n n n 1 o n n
(3 )a =g ginden((y Tl desing gy

La modificacion del modelo de Reed-Frost considera que la probabilidad de remocién, aun-
que constante, es diferente para cada enfermedad. Esto junto con la dindmica de transmision
planteada en términos de muestreos Binomiales es similar a la dindmica planteada por el
PSIR, sin embargo, la forma de considerar la probabilidad de infeccién asi como el supuesto
de mezcla homogénea en la poblacién diferencian cualitativamente ambos modelos.






Capitulo 4

Resultados

Planteado el PSIR es necesario analizar que ocurre con el modelo cuando cambian las
condiciones del tamafio poblacional, los parametros en la probabilidad de infeccién y si
realmente existe algin tipo de convergencia en el modelo al SIR determinista mas alla de
las similitudes entre sus ecuaciones.

Se comienza analizando X (¢) cuando el tamafio poblacional aumenta junto con una canti-
dad de susceptibles grande para luego centrarnos en los efectos que tienen tanto el parame-

tro 8 asi como el cociente % en la probabilidad de infeccién.

4.1. PSIR para poblaciones grandes y su relacién con el SIR
determinista

En el PSIR, el niimero de nuevos infectados y el nimero de nuevos removidos en
un intervalo de tiempo de la forma (¢,¢ + &) son variables aleatorias binomiales X (¢) ~
Bin(LeS(t)J,ﬂ%é) y Y (t) ~ Bin(I(t),7d) por lo que la cantidad de susceptibles en el
tiempo (t + 6) es S(t +9) = S(t) — X(t) y la cantidad de infectados en (t + J) es
I(t+6) = I(t) + X(t) — Y(t) de esta manera, para cada tiempo del muestreo ¢; con
i €{0,1,2,...} hay una v.a. binomial X (¢;) y Y (¢;), en donde las colecciones {X¢,} y {Y%}
de todas las variables aleatorias generan el proceso estocastico de la cadena de transmi-
sién.

Nétese que en cada X, los parametros de las distribuciones cambian conforme pasa el
tiempo, esto es ocurre pues la cantidad de susceptibles baja y la de infectados sube. Esto
implica que en los tiempos de muestreo ¢; y t;, con i # j, se tenga que S(t;) # S(t;) y
también L&) 2 1)

N N

El modelo esta pensado para capturar la naturaleza discreta del muestreo y de esta manera
el tamanio poblacional no sea un problema. El interés es entonces identificar que ocurre con
el modelo cuando la poblacion es muy grande.

Considerando una poblaciéon de tamano IV, la ecuacién para la cantidad de susceptibles

41
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: S(t+6)=S(t) _ —X(t
S(t+0) = S(t)—X (t) es equivalente a S(t+0)—S(t) = —X (¢) por lo que ( ]2, ® — N( )

donde % € {0,1/N,2/N...,|eS(t)]/N} es la proporcién de individuos infectados durante

el intervalo (t,t+0). Si nombramos z(t) = % se tiene que z(t+6)—z(t) = —%. Nétese

que del lado derecho se tiene una v.a. mientras que del izquierdo son valores reales fijos, por
lo que al calcular la esperanza de ambos lados se tiene que z(t+0) —z(t) = E(—XTt)) Del
lado derecho E(—%) =—3E(X() = —%(LeS(t)Jﬂ%é) = —ﬁ%%& Para un ni-
vel de exposicion € = 1, lo que implica la mezcla homodgenea, la dltima parte de la igualdad
es —fx(t)y(t)d, donde y(t) = % Se concluye entonces que la proporcién esperada de sus-
ceptibles en el intervalo 0, z(t+06) —x(t) = —Bz(t)y(t)d. Si hacemos tender N a infinito los
valores de la ecuacién son densidades poblacionales por lo que w = —px(t)y(t) es
el cambio en la densidad de susceptibles con respecto al tiempo, tomando el limite cuando ¢
tiende a 0 se tiene que 0y = —fSz(t)y(t). Esto nos indica que la ecuacién (2.13) del modelo
SIR determinista se alcanza como caso limite de la proporcién esperada de susceptibles de
la ecuacién (3.1) cuando la cantidad de individuos en la poblacién es grande, N — oo, la
exposicién al contacto € = 1 y el intervalo del muestreo es muy pequeno, § — 0.

Para la ecuacién de la cantidad de infectados se tiene I(t+ ) = I(t) + X (t) — Y (¢) lo que
implica que I(t+06)—1(t) = X (t)—Y (¢), entonces I(H?fl(t) = X(t);,y(t) lo que implica que
y(t+6)—y(t) = w Del lado izquierdo tenemos que E(y(t+9)—y(t)) = y(t+9)—y(t)
mientras que del lado derecho, E(W) = YE(X(t) - Y(t) = %(LeS(t)JB%& =
I(t)yd) = ,Btesi]\(,m%t)é - 7%5 = Bx(t)y(t)d — yy(t)d, cuando € = 1), se concluye entonces
que la proporcién esperada de infectados es y(t + ) —y(t) = Sz (t)y(t)d — yy(t)o. Haciendo

el cociente entre § se tiene M = Bx(t)y(t)6 — yy(t) y tomando el limite cuando
d — 0 se tiene Jy(t) = Bz (t)y(t)d — yy(t). Esto implica que el cambio en los infectados
del SIR dado por la ecuacién (2.14) es la proporcién esperada de infectados del PSIR
cuando el tamano poblacional es grande, N — oo, la exposicién al contacto ¢ = 1, y el
tiempo entre muestreos es pequeno § — 0.

Andlogamente, al realizar el mismo andlisis que con las dos ecuaciones anteriores para la
ecuacién para los removidos del PSIR dada como R(t + ) = R(t) + Y (), se tiene que la
ecuacién (2.15) del SIR determinista se alcanza como caso limite de la proporcién esperada
de removidos en el PSIR cuando N — ooy 6 — 0.

Resumiendo, se puede argumentar que el modelo SIR determinista es un caso limite del
comportamiento esperado del PSIR cuando el tamano poblacional es muy grande, lo sufi-
ciente como para que las proporciones de susceptibles, infectados y removidos puedan ser
tomadas como densidades poblacionales y cuando el tiempo entre los muestreos es muy
chico.(Figura 4.1)

Otro factor a tomar en cuenta es cuando N — oo y la cantidad de susceptibles S(t) ~ N
vy € = 1, es decir, una poblacién grande con cantidad de susceptibles parecida al total y
mezcla homogénea. Se tiene entonces que % — 1 mientras que Lj\? — 0, en principio
entonces, se tiene una probabilidad de contacto con un infectado baja por el simple hecho
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Figura 4.1: Comportamiento del PSIR al aumentar el tamafno poblacional de susceptibles.

de que la cantidad de susceptibles es casi el total. De la ecuacién para los susceptibles
de PSIR se tiene que E(S(t + 0) = E(S(t)) — X(t)), lo que implica que en términos de
esperanzas S(t+9) = S(t) — E(X(t)) y por tanto S(t+ ) = S(¢) — S(t)ﬁ%é, es decir, en
promedio, S(t +d) = S(¢)(1 — L}\f)é), luego (1 — %5) ~ 1 pues % — 0 lo que implica
que en promedio S(t 4 §) ~ S(t) cuando el tamano poblacional es muy grande y la canti-
dad de susceptibles es parecida al total. El que la cantidad esperada de susceptibles en el
siguiente tiempo sea aproximadamente la cantidad de susceptibles en el tiempo anterior,
bajo las condiciones dichas, implica que no hay una disminucién drastica en el tamano de
los susceptibles por lo que no se infectaran tantos individuos en el siguiente muestreo a
nivel poblacional.

Por otro lado, al calcular la esperanza de ambos lados en la ecuacién para los infectados
del PSIR se tiene E(I(t+6) = E(I(t) + X (t) — Y (¢)), nuevamente la esperanza de I(t) es
ella misma, por lo que en promedio I(t +J) — I(t) = E(X(t)) — E(Y (t)). Asi la cantidad
promedio de infectados en (t 4 §) es I(t + ) — I(t) = —i—S(t)B&]\;)é — I(t)v0. Al factorizar
I(t) del lado derecho se tiene I(t 4+ 0) — I(t) = I(t)(ﬁ%é — 79), dado que % ~1la
expresion termina siendo I(t + 0) — I(t) ~ I(t)(5 — ~v)d. Esta ecuacién tiene sentido solo
cuando I(t)(8 — )0 > 0 lo que implica que (1+ (8 —~)d) > 0, luego (5 — v)d > 0, dado
que § > 0 se tiene que S — v > 0 lo que implica que 8 > v y por tanto % >1o0 Ry >1.
Esto es una fuerte conexién entre el PSIR y el SIR determinista pues el niimero esperado
de infectados depende en el fondo del radio bésico de reproduccién.

Obsérvese también que la varianza de X () estd dada como Var(X(t)) = S(t)ﬂ%(?(l -
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15} %5) bajo el supuesto de poblacién grande y una cantidad de susceptibles parecida al

total se tiene que Var(X(t)) = SI(t)d pues % — 0 cuando N — oo mientras que
% — 1. Por otro lado E(X(t)) = S(t)B%é ~ BI(t)d, esto implica que tanto la es-
peranza y la varianza del nimero de nuevos infectados es muy parecida para poblaciones
grandes y con casi la misma cantidad de susceptibles como el total y ambas se pueden ver
como una funcion lineal de los infectados justo en ese momento. Esto ayuda a entender
porque el niimero de nuevos casos infectados no se dispara abruptamente para poblaciones
muy grandes.

En los casos del PSI y la extensién metapoblacional del PSIR, se tienen comportamientos
similares. Para el PSI, las curvas generadas por el modelo para poblaciones al aumentar la
poblacién tienden a suavizarse (Figura 4.2).
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Figura 4.2: Comportamiento del PSI al aumentar el tamafio poblacional de susceptibles
con S = 100, 1000, 10 000, 100 00, 1 000 000.

Mientras que para la extensiéon metapoblacional se observa el mismo comportamiento
cuando la cantidad de susceptibles incrementa (Figura 4.3).

4.2. Convergencia del PSIR a un Proceso Poisson no Homége-
neo en el tiempo
Consideramos 0 < § << 1 fijo y el intervalo (t,t + 9).
Definimos la malla {#;}7; = {t + 6(2)}"; en (t,¢ + ). Dado que § << 1, al aproximar
la distribucién de cada variable se tiene X (¢;) ~ Bin( LeS(t)J,ﬁ%(%)) y Y(ti) ~
aprox aprox
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Figura 4.3: Comportamiento del PSIR Metapoblacional al aumentar el tamano poblacional
de susceptibles con S= 100, 1000, 10000, 10000, 1000000.

Bin(I(t),v6(%)), donde los procesos {X(t;)}, {(t;)} son independientes. Asf,

X)) = 3 X(6) ~Bin(leS®)]. 8 D)a(2)
=1

YU() = D0 V(t) ~ Bin(nl (1), 48( )
=1

Por lo que X™(t) — Poisson( LeS(t)JB%(S) y Y"(t) — Poisson(I(t)yd). Esto repre-
n—mo0 n—m-—oo
senta el limite cuando la malla discreta tiene norma tendiendo a cero, de los cambios en el

intervalo (t,t+ 9).
Por la propiedad de independencia de los incrementos, se sigue que el proceso a tiempo
continuo (6 — 0) estd dado por el sistema acoplado de Procesos Poisson no homogéneos

S() = S(0) = Ni(1) (4.1)
I(t) = I(0)+ Ny(t) — Na(t) (4.2)
R(t) = R(0)+ Na(t). (4.3)

Donde Nj(t) ~ P.P. no Homogéneo con intensidad S(t)3 LA? y Na(t) ~ P.P. no Homogéneo

con intensidad I(t)~y.
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4.3. Efecto del parametro p de X(t) en el comportamiento
del PSIR

En la v.a. X(t), la probabilidad de contagio es p = %5 donde [ es la probabilidad de

contagio efectivo, % la probabilidad de contacto con un individuo infectado y ¢ la unidad
de tiempo en el que se realiza el muestreo, por tanto p depende de I(t) y S.

En las distribuciones binomiales las probabilidades de éxito p pequenas generan el efecto
de decantar la funciéon de masa hacia la izquierda, mientras que para p grande la funcién
de masa se decanta hacia la derecha, llegando a una simetria de la funciéon de masa cuando
p = % Es por esto que el valor de p juega un factor en la dispersion de la enfermedad.
Valores de p pequenos al tiempo ¢ hacen que sea mas probable que un grupo reducido de
susceptibles sea infectado en el tiempo ¢ 4+ § y reciprocamente p grandes generaran que
haya un mayor niimero de infectados en el siguiente tiempo.

Dado que ¢ es la unidad de tiempo del muestreo, esta debe ser consistente siempre, las
unidades del tiempo deben ser las mismas durante todo el proceso y no es valido comenzar
con un muestreo en dias para luego cambiar a semanas.

Tomando 5 e % y considerando ¢ fija, la probabilidad de contagio p es pequena si 8 &~ (

y % =~ 0 o alguna de las dos es pequena.

Una cantidad % ~ 0 implica que hay muy pocos infectados al tiempo t en comparacién
con el tamano de la poblacién por lo tanto la probabilidad de contagio sera baja, del otro
lado 8 = 0 implica que la probabilidad de transmisién efectiva es muy chica, lo que se
interpreta como una enfermedad dificil de contagiar ain entrando en contacto con un in-
fectado.

Caso contrario es cuando % ~ 1 y cuando B = 1, el primero nos dice que el ntimero de
infectados es muy parecido al total de la poblacién por lo que la enfermedad esta propagada
en casi todos los individuos, mientras que # ~ 1 nos indica una probabilidad de contagio
efectiva muy alta por lo que estariamos ante el caso de una enfermedad infecciosa muy facil
de contagiar.

Si tanto % como 3 son ambos aproximados a cero o son muy pequenos entonces p = ﬁ%é
serd en general pequeinio por lo que nos encontrariamos con una enfermedad dificil de con-
tagiar con una cantidad baja de infectados por lo que su dispersién se intuye deberia de
ser lenta y con una propagacién pequena a través de la poblacion.

El caso extremo es cuando % y [ son aproximadamente 1 en donde tenemos una gran
cantidad de infectados y una enfermedad facil de contagiar por lo que el contagio debe de
ser rapido y de gran alcance.

Si % ~ 1y 8 no, entonces 3 % ~ [ por lo que la probabilidad de contagio general sera
en mayor medida determinado por el tamano de 8 y por lo tanto de la facilidad con la que
la enfermedad se contagia.

Por otro lado, si S~ 1 e % no, entonces ,8% ~ % y por lo tanto la probabilidad de
contagio dependerd en mayor medida de la cantidad de infectados.
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El efecto que tienen ambas cantidades en la probabilidad de contagio crea un efecto similar
al que se tendria cuando se contrae y expande un acordeén pues una puede subir mientras
que la otra bajar logrando una mayor flexibilidad a la hora de intentar ver como es dicha

probabilidad de contagio (Figura 4.4).
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Figura 4.4: Grafica del producto ]%,

Ejemplos de los efectos que tiene el parametro p de la distribucién de X (¢) en la dindmi-
ca del modelo aparecen en las graficas de las Figuras 4.5 y 4.6. En estas, las realizaciones del
PSIR tienen como parametro de transmisién efectiva 8§ = 0.5 y 5 = 0.7 respectivamente.
El mismo anadlisis realizado en los pardametros de las distribuciones el PSIR es valido para
el PSIR y la extensién metapoblacional del PSIR, siendo la probabilidad de contagio un
factor cuyo efecto flexibiliza las condiciones en las actia la cadena de transmisién. Para el
caso del PSI, las graficas de las realizaciones del modelo cuando 5 = 0.5 puede observarse
en la Figura 4.7 y con 8 = 0.7 en la Figura 4.8.

Para la extensiéon metapoblacial, las figuras resultan de las realizaciones del modelo con
B8=05y 5 =0.7son 4.9 y 4.10 respectivamente.

El cambio en las probabilidades de infeccién en cada muestreo implica un cambio en
las funciones de masa de probabilidad para cada una de las v.a. X(¢) (Figura 4.11) y
también implica que diferentes factores en la cadena de transmisién terminan ocasionando

resultados similares.
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Figura 4.5: Comportamiento del PSIR considerando que la mitad de la poblacion es ex-
puesta al contagio por unidad de tiempo.
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Figura 4.6: Comportamiento del PSIR considerando que 7/10 de la poblacién susceptible
es expuesta al contagio por unidad de tiempo.
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Figura 4.7: Comportamiento del PSI considerando que un medio de la poblacién susceptible
es expuesta al contagio por unidad de tiempo.
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Figura 4.8: Comportamiento del PSI considerando que 7/10 de la poblacién susceptible es
expuesta al contagio por unidad de tiempo.
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Figura 4.9: Comportamiento del PSIR Metapoblacional considerando que un medio de la
poblacién susceptible es expuesta al contagio por unidad de tiempo.
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Figura 4.10: Comportamiento del PSIR Metapoblacional considerando que 7/10 de la po-
blacién susceptible es expuesta al contagio por unidad de tiempo.
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4.4. Modelo aplicado a influenza

La influenza es un virus extendido a nivel mundial, el cual forma parte de las infecciones
respiratorias agudas, ademads, hay tres tipos de virus de influenza, A, B y C, dividiéndose
el tipo A en los subtipos que se generan debido a las proteinas Hemaglutinina y Neu-
raminidasa, habiendo 16 y 9 tipos de estas proteinas respectivamente. Para este caso en
especifico del tipo A, el virus se propaga mediante epidemias estacionales que se repiten
cada ano, lo que genera que anualmente los gobiernos gasten grandes cantidades de dinero
en el tratamiento y hospitalizacién de individuos infectados con este virus.

Las epidemias mads severas registradas se presentaron en 1918, ocasionada por el A-HIN1,
1957 por el A-H2N2, 1968 por el A-H3N2 y 2009 ocasionada por el A-HINT.

La transmision es de persona a persona, principalmente mediante el aerosol que se genera
por toser o estornudar. El tiempo de recuperacién en los infectados pueden pasar de las
dos semanas hasta que comienzan signos de mejoria en su condicion.

Para la aplicacién del PSIR a la influenza se considera Ry = 2.5, mientras que v = 1—15 ~
0.066 por lo que 8 = 0.166, las graficas de las realizaciones del PSIR muestran el compor-
tamiento del modelo a lo largo de un ano cuando la cantidad de susceptibles aumenta. En
el caso de la Figura 77 se tiene que un medio de la poblacion susceptible esta expuesta a la
infeccion, mientras que en la Figura 4.13, 7/10 de la poblacién susceptible esta expuesta.
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4.5. Modelo aplicado a VIH

El VIH tomé por sorpresa al mundo durante la década 1980, es un lentivirus de la
familia retroviridae que causa el sindrome de inmunodeficiencia adquirida (SIDA). Hay dos
tipos, el VIH-1 y el VIH-2 siendo el primero el que se ha extendido por todo el mundo
mientras que el segundo se presenta casi exclusivamente en Africa.

La principal forma de contagio es mediante contacto sexual sin proteccién, sin embargo,
otras formas de contagio son la transfusion sanguinea y el uso compartido de jeringas-
agujas por parte de los infectados.

Debido a que el virus causa un deterioro gradual en el sistema inmune, atacando los lin-
focitos T, el individuo poco a poco ve comprometida su salud por lo que su remocion del
sistema tardard un tiempo considerable. Ademas el uso de medicamentos antirretrovirales
hace que baje el indice de viremia en sangre por lo que este tiempo de remocién puede
extenderse todavia mas.

4.5.1. Extension para considerar grupos de riesgo

Los grupos de riesgo aparecen debido a que en determinadas enfermedades hay subpo-

blaciones mas propensas a adquirir la enfermedad, esto dependiendo de diferentes factores.
En el caso de la influenza los grupos pueden situarse por edad de los individuos, siendo los
jovenes y los ancianos més propensos a contraer el virus u enfermarse. Mientras, para el
VIH los grupos de riesgo son los hombres que tienen sexo con hombres, individuos trans-
generos, comerciantes sexuales y los usuarios de drogas inyectables.
Considerando esto, para utilizar la extensién metapoblacional del PSIR habria que tener en
claro la cantidad de individuos que pertenecen a estos grupos, la proporcién de indivudos
de cada grupo en contacto con los demas, las probabilidades de transmisién de cada grupo
v las probabilidades de remocion.



Capitulo 5
Discusion

5.1. Ventajas

En el Capitulo 2 de este trabajo se planteé el modelo SIR determinista bajo los su-
puestos importantes de poblaciones constantes grandes y mezcladas de manera homogénea.
Dichos supuestos son un problema, no en el sentido matematico, pues el modelo estd bien
definido y funciona, sino en el sentido préctico al querer aplicarlo en poblaciones pequenas.
Siendo realistas no importa que tan grande sea una poblacién, esta seguird siendo finita
y de manera estricta no se alcanzara el tamafo suficiente como para que las densidades
poblacionales de susceptibles, infectados y removidos puedan ser efectivamente continuas
en los reales, y ain relajando la continuidad de las variables, hay enfermedades que estan
sujetas a regiones particulares del mundo, en donde el tamano de las poblaciones no alcanza
a ser suficiente.

Una justificacion del por qué se puede tomar una poblacién constante en el SIR es debido
a que el periodo en el que se desarrolla la epidemia es corto por lo que no habra un cambio
significativo en el tamano poblacional, esto tampoco es cierto debido a que en particular
en poblaciones grandes hay nacimientos y muertes constantemente.

Por otro lado la mezcla homogénea supone que todos los individuos puedan tener contacto
entre si. Esto es criticable pues en poblaciones grandes, como la Ciudad de México que
tiene un aproximado de 8.9 millones de habitantes hasta el 2015, es poco realista que todos
puedan tener contacto con todos. Para poblaciones pequenas, pueblos pequenos y comuni-
dades chicas de a lo mas un par de miles de habitantes posiblemente si se pueda considerar
como valida la mezcla homogénea, sin embargo se vuelve a caer en el problema del tamano
poblacional.

Retomar estos dos factores es necesario para puntualizar una ventaja del PSIR, pues al
tener un modelo basado en un muestreo discreto de infectados y removidos permite tomar
cualquier tamano poblacional y trabajar con este. En segundo lugar no supone una mez-
cla homogénea en la poblacion debido al factor de exposicién € por parte los susceptibles
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haciendo que no todos entren en la cadena de transmisién, por lo que tampoco se tiene ese
problema.

Todo el modelo trabaja con base en el sentido comiin del muestreo y a pesar de ser un
modelo estocastico basado en una cadena de Markov no es necesario el uso de la matriz de
transicion de probabilidad, lo cual puede ser 1til si se compara la extension metapoblacio-
nal del PSIR con el modelo de Reed-Frost en el cual dicha matriz podria traer problemas
al querer programarlo debido a su tamano.

La naturaleza discreta del modelo permite tener una buena cuantificacion de los nuevos
casos pues se todo el tiempo se trabaja con valores enteros. En cuanto a la parte compu-
tacional, el modelo resulta ser sencillo y tampoco trae consigo grandes complicaciones en
su implementacion.

Por 1ltimo, el PSIR tiene una conexién con el SIR determinista al tratarse este iltimo co-
mo un caso limite cuando justo la poblacion es muy grande y el tiempo entre los muestreos
es muy chico.

5.2. Desventajas

El PSIR es un modelo planteado en este trabajo por lo que todavia falta analizar con
mayor profundidad su efectividad real.
Se desarroll6 el modelo planteando una serie de supuestos, que al observar sus caracteristi-
cas y ponerlos juntos en una estructura matematica resulto equivalente a considerar un
muestreo binomial, sin embargo, eso no quiere decir que este sea el inico muestreo valido.
Para plantear un modelo de este tipo pueden haber enfermedades cuyo muestreo tenga otro
tipo de distribucién. En ese sentido, el PSIR no es necesariamente un modelo que capture
la cadena de transmision de todas las enfermedades infecciosas.
Esto esté relacionado con la extensién metapoblacional del PSIR en donde la forma en la
que se distribuyen los individuos cambie dependiendo del grupo al que pertenezca y no sea
necesariamente de comportamiento binomial.
También resulta importante en la extensién del PSIR que al considerar dos o tres subpobla-
ciones no se tiene tanto problema para realizar el computo del modelo, sin embargo, no se ha
hecho el programa para més poblaciones y no se sabe cual era el extensivo computacional.

5.3. Posibles extensiones del PSIR

Dado que identificar el como se da la dindmica de transmisién, cial es el tipo de con-
tacto infeccioso y cémo generar un muestreo a partir de dicha informacién es clave para
generar el modelo PSIR, lo primero que se puede plantear es si hay enfermedades cuya
dindmica de muestreo se ajuste a otros tipos de distribuciéon de probabilidad en lugar de
la binomial usada.

Otra punto de interés es ver si se puede ampliar el modelo tomando en cuenta los mo-
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vimientos humanos dentro de una regién geografica como un factor de importancia en la
propagacion de las enfermedades.

También seria interesante ver si puede incorporar dentro del modelo los lugares publicos
como focos de infeccion.

Por 1ltimo, una modificacién importante puede ser el cambiar el estado del tiempo del
muestreo de discreto a continuo por lo que las v.a. tendrian dentro de sus parametros den-
sidades de probabilidad que dependan del tiempo y ver que condiciones se necesitan para
seguir preservando la markovianidad del modelo.
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