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Resumen

El estudio del entrelazamiento cuantico en sistemas multipartitos ha mostrado que existen
diferentes formas de enredar los subsistemas de los que estos se componen. En particular, en
el caso de qubits, estados con diferentes formas de enredamiento permiten ser utilizados en
diferentes aplicaciones. Esto nos invita a investigar la dindmica y flujo del enredamiento en
dichos sistemas, pues el estudio del enredamiento multipartito nos permitira entender mejor y
explotar las aplicaciones del enredamiento cuantico.

En este trabajo contribuimos al estudio de la dindmica del enredamiento en sistemas multipartitos,
analizando el sistema multipartito mas simple: un sistema de tres qubits. Consideraremos un
sistema de dos qubits inicialmente enredados, en el cual uno de ellos interactia con un tercer
qubit por medio de una operaciéon unitaria descrita por un conjunto de operadores de Kraus.

Nuestros resultados nos permiten establecer las condiciones necesarias y suficientes, sobre los
operadores de Kraus, para discernir en todo momento de la evolucion el tipo de enredamiento
presente en el sistema. Es decir, dado un conjunto de operadores de Kraus, somos capaces de
reconocer en qué momento de la evolucion nuestro sistema tendra enredamiento bipartito y
tripartito (de los tipos W y GHZ). Esto nos da la capacidad de predecir la emergencia, muerte
y distribucion de todos los tipos de enredamiento que pueden presentarse en el sistema.

El estudio del sistema de tres qubits nos permite dar un paso adelante y analizar sistemas
de cuatro qubits donde dos de ellos se encuentran inicialmente enredados e interactian cada
uno localmente con un qubit adicional. En estos casos somos capaces de reconocer la presencia
de enredamiento multipartito asi como la dinamica en ciertas biparticiones. Dicho analisis se
extiende a sistemas de 2N qubits, lo que permite establecer una condicién sobre las evoluciones
locales para garantizar la presencia de enredamiento en N + m qubits (m < N).
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Introduccion

El enredamiento cuantico ha sido tema de acaloradas discusiones desde su primera aparicion
en 1935 [1]. Hoy en dia diversos estudios se realizan en torno al enredamiento, en especial
en sistemas compuestos por qubits, motivados por su intima relaciéon con los procesos de
decoherencia y sus multiples aplicaciones en cémputo cudntico. [2], [3], [4].

En sistemas compuestos por mas de dos qubits se ha descubierto una nueva cara del enredamiento,
el enredamiento multipartito [5], [6]. Este ha mostrado ser de vital importancia en el estudio
de la dinamica de enredamiento, ayudando a explicar fendmenos como la muerte subita del
enredamiento (ESD) [7], [8] y el nacimiento sibito del enredamiento (ESB) [9]. Con el enredamiento
multipartito llegan nuevas clasificaciones de estados, pues sistemas multipartitos pueden estar
enredados de diferentes maneras. Estados con diferentes tipos de enredamiento pueden ser
utilizados para diferentes tareas en computo cuantico [10].

En el caso particular de sistemas de tres qubits existen seis diferentes familias de estados
inequivalentes bajo operaciones locales y comunicacién clasica aleatoria (SLOCC, por sus
siglas en inglés) [6]; dichas familias son: estados separables, tres diferentes familias de estados
biseparables, estados tipo W y estados tipo GHZ. En estados W y GHZ se tiene enredamiento
en las tres biparticiones, por lo que se dice que tres qubits pueden enredarse de dos maneras
inequivalentes. La principal diferencia entre estados tipo W y estados tipo GHZ es la presencia
del llamado 3tangle [5], cantidad que representa una forma de enredamiento genuino tripartito
y que se encuentra presente en estados con enredamiento tipo GHZ, mientras que es nula en
todas las otras familias. En la literatura se han estudiado diversas maneras de clasificar estados
de tres qubits a partir de su enredamiento, todos desde una perspectiva estatica, es decir, las
clasificaciones desarrolladas se encargan de responder a qué familia de enredamiento pertenece
un estado especifico [11], [12], [13], [14].

En este trabajo se estudia el problema de la clasificacion de estados de tres qubits desde una
perspectiva dindmica, esto con el afan de cuntribuir al estudio de la dindmica y generacion del
enredamiento [15], [16], [17], [18], [19], [20]. Estudiamos un sistema de dos qubits inicialmente
enredados (S’ y S), uno de los cuales interactia con un tercer qubit (E) por medio de una
evolucion unitaria arbitraria Ugg, la cual es representada por un conjunto de operadores de
Kraus { Ky, K1} [21], [22]. A partir de la medida de enredamiento conocida como tangle [23], [24],
obtenemos expresiones originales para todos los posibles enredamientos entre las partes del
sistema y entre los subsistemas reducidos en términos de los operadores de Kraus. El anélisis
de dichas expresiones, validas para cualquier evolucion unitaria, nos permite dar condiciones
necesarias y suficientes, no reportadas en la literatura, sobre los operadores de Kraus, para poder
distinguir en todo momento de la evolucion el tipo de enredamiento presente en el sistema.
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En el primer capitulo haremos una breve revisién sobre el enredamiento, las medidas de
enredamiento y el surgimiento de la medida que emplearemos para estudiarle, el tangle. Esto
con la intencién de dar al lector las herramientas para calcular el enredamiento en sistemas de
qubits. Ademas se discute el enredamiento en sistemas de tres qubits, el 3tangle y las clases de
enredamiento antes mencionadas.

En el segundo capitulo discutiremos la dinamica de sistemas cuanticos, en particular el
formalismo de los operadores de Kraus y sus propiedades. Introduciremos diferentes canales de
decoherencia y daremos una breve discusion acerca de como la investigacién en los procesos de
decoherencia dio lugar al estudio de la dindmica de enredamiento.

Estos primeros dos capitulos conforman la revision de la literatura necesaria para entender
los resultados presentados en los capitulos tres y cuatro.

En el tercer capitulo se presentan los resultados originales y centrales de la tesis, los
cuales fueron recientemente publicados en el articulo [25], el cual se muestra en el apendice
[A]l Especificamente, se determinan el 3tangle, los enredamientos en todas las biparticiones y los
enredamientos qubit-qubit en términos de los operadores de Kraus, para dar una representacion
dindmica de tales enredamientos. Esta representacién dinamica es utilizada para encontrar
condiciones necesarias y suficientes, sobre los operadores de Kraus, para distinguir en todo
momento el enredamiento presente en nuestro sistema. Por dltimo, mostramos la aplicacién de
nuestros resultados, utilizando como ejemplo diferentes canales de decoherencia.

Utilizando los resultados presentes en el capitulo tres, somos capaces de contribuir al estudio
de sistemas de 4 qubits y 2N qubits, dando asi, un primer paso hacia la generalizaciéon del
problema, estos resultados igualmente novedosos se presentan en el capitulo cuatro. El sistema
de 4 qubits se estudia analizando el caso de dos qubits inicialmente enredados (S,S’) los
cuales interactian localmente cada uno con un qubit (E, E’), respectivamente, mediante la
transformacién unitaria Usg®Ug gr. Se emplean los resultados obtenidos en el capitulo tres para
obtener condiciones necesarias que garanticen enredamiento multipartito en dicho sistema, sin
embargo el problema de dar condiciones para distinguir el enredamiento multipartito generado
y clasificarlo en cada una de las nueve familias de enredamiento presentes en sistemas de cuatro
qubits [26], sigue abierto. Por dltimo, se estudia un sistema de 2N qubits en los cuales N de ellos
se encuentran inicialmente enredados (51, ..., Sy) y cada uno interactia localmente con uno de
los qubits (£}, ..., Ex) por medio de la transformacién unitaria Ug, g, ® ... ® Ug, g, - Utilizando
los resultados del capitulo tres y los obtenidos del estudio del sistema de cuatro qubits, es posible
dar condiciones necesarias y suficientes para garantizar enredamiento en N +m qubits (m < N).

Finalmente en el capitulo cinco se presentan las conclusiones del trabajo y algunas de sus
perspectivas a futuro.



Capitulo 1

Enredamiento.

" The best possible knowledge of a whole does not include best possible knowledge of its parts”
Erwin Schrodinger

1.1. Fundamentos

En 1935 A. Einstein, B. Podolsky y N. Rosen [1] publicaron el articulo conocido como EPR,
por el nombre de sus autores. En éste, se estudian estados de dos particulas cuya funcién de
onda describe ambos sistemas como uno solo, es decir, los subsistemas que componen los estados
enredados no pueden ser descritos de manera independiente. EPR encuentra incompatibles a
los estados enredados con la nocion de localidad. La conclusion de EPR es que si el universo es
local entonces la mecanica cuantica no es una teoria completa. El articulo EPR no tuvo el efecto
esperado, fue en gran medida ignorado pues la mecanica cuantica seguia dando resultados y su
utilidad en la segunda guerra mundial hizo que, incluso, se llegase a considerar ’anticientifico’
cuestionar los fundamentos de la teoria [27].

Fue hasta 1965 que John S. Bell en una serie de publicaciones [28] obtuvo diferencias claras
entre los resultados que se obtendrian con una teoria local, realista, de variables ocultas, y
las predicciones de la mecédnica cuantica. Dando asi, una manera de examinar las propiedades
no locales predichas por la teoria. Hoy en dia experimentos tipo Bell se hacen en todo el
mundo [29], [30], [31], [32], [33]. Aunque los experimentos no son perfectos y atin existen muchos
objetores, los resultados hacen cada vez mas dificil ignorar que los estados enredados poseen
propiedades no locales.

1.2. Estados enredados

En mecanica cuantica el estado de un sistema es representado por un operador de densidad
p en el espacio de operadores que actian sobre un espacio de Hilbert H. En el caso particular en
que el sistema se encuentra en un estado puro, los estados pueden ser descritos por vectores |1))
en H. El enredamiento es una propiedad que emerge en sistemas compuestos; para estudiarle,
consideremos un sistema S compuesto por N subsistemas. El espacio de Hilbert del sistema S
serd Hs = H1 ® ... ® Hy, donde H; es el espacio de Hilbert asociado al i-ésimo subsistema (en
general los H; son de dimensién distinta).
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Los estados puros de un sistema S tienen la forma

|w> = Z Cj1,~~~,j1v|¢j1> ® ... ’¢jN> = Z Cj17~-~7jN‘¢j1’ "'7¢jN>7 (1'2'1)

J1y-5JN J1yeosJN

donde los ¢;, ._;, son, en general, nimeros complejos que pueden variar a lo largo de la evolucién,
y |¢;;) es el j-ésimo vector de una base en el i-ésimo subespacio H;. En este contexto podemos
definir los estados mixtos como estados de un sistema que no pueden ser descritos como un
estado puro, los cuales tienen la forma general

p= Zpi|¢i><¢i|7 (1-2-2)

donde los [¢;) son estados puros de S y los p; € R>¢ cumplen con ), p; = 1. Para continuar
nos sera de utilidad realizar las siguientes definiciones:

Definicién 1 Estados separables.

Un estado puro |1s) de un sistema compuesto S es separable si puede ser escrito como

ths) = 1¢1) ® .. ® [¢n) (1.2.3)

para algin |(;) del subespacio H;.
Por otro lado, el estado mizto ps de un sistema S es separable si puede ser escrito como

ps =D PPl ® ... @ ph, (1.2.4)

J

donde p{ es una matriz densidad en el subespacio H; y p; > 0 tal que Zj p; = 1.

Para cada estado puro separable |i¢g) existe un conjunto de operadores de la forma O =
O; ® ... ® Oy, tales que |1g) es un eigenvector de dicho operador. En los estados separables
puros, cada subsistema se encuentra en un estado puro. A su vez, en los estados separables
mixtos cada subsistema se encuentra en una mezcla estadistica.
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Definicién 2 Estados Enredados.

Sea S un sistema compuesto y sean los vectores |¢j,, ..., ¢;,) una base de vectores separables
del espacio de Hilbert Hs. Un estado puro |¢s) de S es un estado enredado si no existe un
conjunto de vectores |(;) tales que |)s) se escriba como un estado separable, i.e.

|w3> = Z Cj1,m,jN’¢j1> B ¢jN> 7é ‘C1> ®@...® ‘CN> (125)

J1ssJN

De igual manera en caso de estados mixtos, se dice que el estado se encuentra enredado si no
puede ser escrito como un estado separable.

El interés en los estados enredados reside, entre otras cosas, en su utilidad para realizar
tareas imposibles de llevar a cabo con estados separables. Estas tareas son tales que no pueden
ser logradas por operaciones locales y comunicacion clasica. Lo siguiente es preguntarnos si
esta diferencia entre estados separables y enredados puede medirse o si existen estados mas
enredados que otros.

1.3. Propiedades de las medidas de enredamiento

Con el fin de estudiar el enredamiento se han propuesto diversos tipos de medidas, tales
como el enredamiento de destilacion, el costo de enredamiento, el enredamiento de formacion,
entre otros 2] [3] [4] [34]. Se han postulado diversas caracteristicas que debe cumplir cualquier
medida que intente cuantificar el enredamiento de un sistema. Las medidas mas aceptadas por
la comunidad se conocen como monétonas de enredamiento (entanglement monotones), y son
aquellas que cumplen con las siguientes propiedades [3], [4];

s Cualquier medida de enredamiento £ es una funcién que toma un estado cuantico en
forma de una matriz densidad p y la mapea a un nimero real positivo, p — £(p) € Rxo.

» El enredamiento es nulo en estados separables, por lo que cualquier medida que intente
cuantificar el enredamiento debe cumplir que

st p= ijp{ ® ... py entonces E(p)=0. (1.3.1)
J

» El enredamiento no crece bajo operaciones locales y comunicacién clasica (LOCC, por
sus siglas en inglés) E]; de esto que si Rppocc es un mapeo construido mediante LOCC
tenemos que

E(p) = E(Rrocep). (1.3.2)

Las transformaciones unitarias locales son un caso particular de transformaciones generadas
por LOCC, con la particularidad de que son reversibles. De esto que si dos estados se
encuentran relacionados por medio de transformaciones unitarias locales el enredamiento

1yéase la seccién m
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de ambos debe ser el mismo; asi cualquier monétona de enredamiento debe ser invariante
ante transformaciones unitarias locales,

E(p)=E(U @ ... UxpUL @ ... U)). (1.3.3)

Las operaciones unitarias locales son equivalentes a realizar un cambio de base en los
subsistemas.

1.4. Tangle

En esta seccién introduciremos el concepto de enredamiento bipartito que hace alusion al
enredamiento entre dos conjuntos de subsistemas en un sistema compuesto. Una biparticion de
un sistema compuesto de N subsistemas, define dos conjuntos donde uno contiene m subsistemas
y otro N — m subsistemas, dicha biparticién se representard con la notacién {m}|{N —m}.

1.4.1. Enredamiento de formacion

Con el fin de estudiar el enredamiento, introducimos la mondétona de enredamiento conocida
como Enredamiento de Formacion propuesta en 1996 por C. H. Bennett, D. P. DiVincenzo, J.
A. Smolin y W. K. Wootters [34]. Consideremos un sistema compuesto por dos subsistemas «
y B en el estado p. El enredamiento de formacién se define como

Ly :mf{zpiE(Wi»}? p=2p¢\wi><wi|, (1.4.1)

es decir, el enredamiento de formacién es el menor de los promedios de la entropia de Von
Neumann E sobre todas las posibles descomposiciones del estado p en estados puros [¢;). La
entropia de Von Neumann F(]1))) es por si misma una monétona de enredamiento, definida
como

E(|[¢)) = =Tr(palogy pa) = —Tr(pslogy pg), (1.4.2)

donde p, = Trs(|)(¥]), psg = Tra(|t)(¢]) y el simbolo T'r; indica la traza parcial sobre el
subsistema 7. Debido a que se requiere la extremizacién de una medida, el enredamiento de
formacién es, en la practica, realmente complicado de calcular.

1.4.2. Concurrencia

En 1997 William K. Wootters [23] encontré que, en general, para estados compuestos por un
par de qubits el Enredamiento de Formacion puede ser calculado como funcién de una nueva
cantidad llamada concurrencia C, que es a su vez funcion del estado a estudiar. Para calcular
la concurrencia primero tenemos que introducir la transformacién conocida como spin flip. Sea
|1)) un estado puro de un qubit. El estado con spin flip, denotado como |1Z), se define como

[) = o, [v"). (1.4.3)

2 Andlogamente puede considerarse un sistema compuesto de N subsistemas dividido en la biparticién oS




CAPITULO 1. ENREDAMIENTO. 7

Aqui [¢*) es el complejo conjugado del estado [¢)) en alguna base y o, es la matriz de Pauli
0 —i
0

por N qubits, se aplica la misma transformaciéon N veces, cada una en el subespacio individual

de cada qubit, es decir como un producto externo de N matrices de Pauli o, aplicadas al
complejo conjugado del estado a transformar. Para un estado puro de dos qubits |¢) tendremos

en la misma base. Para calcular el estado con spin flip de un estado puro compuesto

) = 0y, @ 0y)|@"). (1.4.4)

Para un estado mixto, la transformacion se aplica al operador densidad como usualmente se
transforma operadores, de modo que el estado con spin flip p de un estado p de dos qubits se
define como

p=0,Qoyp o, X 0y (1.4.5)

Con esto tenemos las herramientas necesarias para definir la concurrencia C' de un estado p de
dos qubits.

Definiciéon 3 Concurrencia.

Sea p la matriz densidad de un estado compuesto por dos qubits. La concurrencia C(p) del
estado p se define como
C(p) = mazx{0,\1 — Ay — A3 — Ay}, (1.4.6)

donde los \; son los eigenvalores de la matriz R = \/\/pp,/p ordenados de forma decreciente.
Equivalentemente se pueden calcular los \; como las raices cuadradas de los eigenvalores de la
matriz R = pp.

La conexion entre la concurrencia y el Enredamiento de Formacion fue mostrada en 1997
por Scott Hill y William K. Wootters [35], de modo que dado un estado p, con concurrencia
C(p), el enredamiento de formacién se calcula simplemente como

E(p) = h <”— V;‘Cz> . h() = —zlogyr — (1 — ) logy(1 — ). (1.4.7)

Sin embargo, la importancia de la concurrencia reside en que cumple con las propiedades
de toda medida de enredamiento, es decir, es por si misma una mondtona de enredamiento.
Ademas E; varia suave y monétonamente de 0 a 1 conforme C' toma valores de 0 a 1. De
esto que la concurrencia C' pueda ser considerada una medida de enredamiento apropiada para
estudiar sistemas de qubits. Para cuantificar el enredamiento utilizaremos el cuadrado de la
concurrencia denominado tangle, el cual es a su vez una monoétona de enredamiento.

1.4.3. Tangle para estados puros en pares de qudits

El tangle, como medida de enredamiento, ha sido bien aceptada por la comunidad por lo que
se ha empleado en diferentes estudios, en especial para estados puros. En 2001 P. Rungta, V.
Buzek, C. M. Caves, M. Hillery and G. J. Milburn [24] estudiaron la concurrencia para estados
puros bipartitos de dimensiones arbitrarias. Para un estado puro pas = |ag)(¥as| compuesto
por dos subsistemas, a y 3, de dimensiones d, y dg, respectivamente, la accién del spin flip
tiene la forma

Ty ® OyPasty © 0y = Valg(lap + pas = 1o © ps — pa © 1p), (1.4.8)
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donde los v; son constantes positivas, que dependen de la dimension del subsistema ¢. Con
esto, es posible generalizar el tangle para estados puros bipartitos de dimensién arbitraria; en
particular escribimos el tangle como

C*(|tas)) = 2vavs[l — Tr(pg)] = 2vavs[l — Tr(pp))- (1.4.9)

En general, la ecuacion puede tomar valores entre cero y un maximo que depende de las
dimensiones {d,,ds}, sin embargo elegiremos la constante v,5 = v,5 tal que la concurrencia
solo tome valores en [0, 1]. Para esto estudiaremos los casos limites, siempre tomando en cuenta
que el sistema compuesto se encuentra en un estado puro.

= Limite inferior: El limite inferior del tangle corresponde al caso en que el estado es
desenredado. En este caso la matriz densidad de cada subsistema correspondera a un
estado puro, por lo que Tr(p2) = Tr(p3) = 1y C*(|thag)) = 0.

» Limite superior: El limite maximo para la concurrencia se alcanzard cuando Tr(p?) tome
su valor minimo, el cual estd dado por

min{Tr(p*)} = %l’ (1.4.10)

donde d es la dimension del sistema descrito por p, y corresponde al estado p = =1.

1
d

En nuestro caso se debe cumplir que C’iw = 2[1 = Tr(p2)] = 2[1 — Tr(p3)], por lo que

tenemos que Tr(p2) = Tr(p3), de esta manera tendremos dos cotas minimas dadas por
la dimension de cada subsistema; es claro que la mejor cota serd la mayor de estas. i.e.

max{l/dy,1/dg} — 1/min{d,,dg}. (1.4.11)

Sea D = min{d,,dg}, el limite méximo del tangle sera entonces

D—l)
D Y

maa{C([p))} = 2w (14.12)

por lo que si fijamos el médximo de la concurrencia a 1, tendremos que elegir la constante
VaB COMO

1 .
Vo = §m, D = mzn{da,dg}. (1413)

Caso particular D = 2

En el caso particular en que uno de los subsistemas es de dimensién dos (lo que se conoce
como qubit), se tiene que D = 2y v,3 = 1; con esto, el tangle (1.4.9) se reduce a

C*(Jthas)) = 201 — Tr(p2)] = 2[1 — Tr(g3)]. (14.14)

Esta forma es de interés pues relaciona directamente al tangle con la entropia lineal Sy, (|¢n3)) =
1—-Tr(p2) =1—=Tr(p3), la cual es un caso particular de la entropia de Tsallis [36]. Esto coloca
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al tangle como una de las medidas de enredamiento basadas en entropia.

En el caso particular en que una de las partes de la biparticion es un qubit, su matriz
densidad reducida p; serda una matriz de 2 x 2 por lo que cumplird con

(Trp;)* — Tr(p?) = 2det p;, (1.4.15)

utilizando esta propiedad podemos calcular el enredamiento de un estado puro en el cual una
de las partes es descrita por un qubit, es decir podemos calcular el enredamiento entre un qubit
(o) y un qudit (5) como

C?(|thap)) = 4 det py. (1.4.16)

Con esto, tenemos una buena medida del enredamiento en sistemas bipartitos en estados
puros: el tangle, ademas de las herramientas para calcularle de manera efectiva. De ahora
en adelante cuando no haya riesgo de confusién, omitiremos la dependencia explicita del estado
cuyo enredamiento se estd cuantificando.

1.5. Sistemas de tres qubits

1.5.1. 3-tangle

En el ano 2000, V. Coffman, J. Kundu y W. K. Wooters [5] utilizaron la concurrencia para
estudiar sistemas de tres qubits. Mostraron que el tangle, en el caso de tres qubits, cumple
con cierta propiedad denominada monogamia, la cual se define como sigue. Consideremos un
sistema compuesto de tres qubits A, B y C en el estado papc. El enredamiento C’f“ po del qubit
A con el resto del sistema, es decir el subsistema BC', nunca es menor que la suma de los
enredamientos bipartitos (C4z, C%) entre los subsistemas AB y AC; es decir

waBC > g+ Cac, (1.5.1)

donde Cfll pe cuantifica el enredamiento entre el qubit A y el subsistema BC' tratado como un
qudit, tal como se estudié en la seccién anterior. De este modo podemos estudiar el enredamiento
en sistemas tripartitos de manera analoga al caso bipartito ((1.4.16|). Para qubits tenemos

Chipe = 2[1 = Tr(p)] = 2[1 = Tr(ppc)] = 4 det pa. (1.5.2)

Por otro lado los enredamientos bipartitos C% 5 y C%. son calculados a partir de las matrices
densidad reducidas p4p v pac, respectivamente, y se calculan como el cuadrado de la concurrencia

(T.4.6).

La ecuacién es conocida como desigualdad de la monogamia, haciendo alusién a que
existe una cota en la forma en que se distribuye el enredamiento en cierta biparticién. Sin
embargo, esto nos ha llevado a que el enredamiento es una propiedad que no solo se presenta en
parejas, es decir, al incrementar el nimero de subsistemas podemos encontrar un tipo diferente
de enredamiento conocido como enredamiento multipartito.

De la ecuacién ([1.5.1)), es claro que existe una cantidad de enredamiento residual al tomar
la diferencia entre el enredamiento de un qubit con el resto del sistema y la suma de los
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enredamientos en pares que involucran a dicho qubit. Este enredamiento residual para el caso
de tres qubits en un estado puro |[4pc) es conocido como Stangle, denotado como Tapc y
definido como

(¢ asc)) = Chjpc — Cap — Cac 2 0. (1.5.3)

El 3tangle representa el enredamiento tripartito entre los tres qubits presentes en el sistema, es
invariante ante permutaciones en los subindices y es, por si solo, una monétona de enredamiento.
Lo anterior nos permite introducir la descomposicion CKW

Ciipe = Cap + Clc + Tagc, (1.5.4)
la cual nos permite entender cémo se distribuye el enredamiento relacionado a una biparticién

particular en el caso de tres qubits.

Coffman et al. encuentran una expresién general para el 3tangle, considerando el estado
mas general de tres qubits [¢0) = Y. ciilijk) (¢,7,k = 0,1). El 3tangle puede ser calculado
como

ijk

T = 2‘ E CijkCi’5'mCnpk’ Cn/p'm/ €44’ €55/ €kk! Emm/ Enn/ Epp’ | (155)

donde €, es el simbolo de Levi-Civita y la suma corre sobre todos los indices repetidos de 0
a 1. Esta es la forma de 3tangle propuesta por Coffman, Kundu y Wooters; sin embargo en
Capitulo [3] se llega a una forma mas amigable utilizando un formalismo diferente.

Monogamia en sistemas de N qubits

En 2006 T. J. Osborne y F. Verstraete [37], mostraron que la desigualdad de la monogamia
se satisface para sistemas de un ntimero arbitrario de qubits, i.e., si pa, 4,,.4, €s el estado mas
general de un sistema compuesto por N qubits, entonces

01241|A2~~~AN 2 Oz%hAg +.t CzllANa (156)

donde th\ A,y 68 el enredamiento entre el qubit Ay y el resto del sistema y los otros términos
del tipo C? L4, son los enredamientos bipartitos calculados a partir de las matrices densidad
reducidas py, 4. Esta generalizacién a N qubits abre la posibilidad de tener diferentes tipos de
enredamientos que involucren un nimero arbitrario de qubits, en analogia con el 3tangle.

En el caso particular que el sistema se encuentra en un estado puro, podemos calcular
facilmente el enredamiento de un qubit con el resto del sistema considerado un qudit como en
la ecuacion ([1.5.2))

O Asny = 21 = T(p%,)]. (1.5.7)

1.5.2. Equivalencia bajo LOCC y SLOCC

Antes de continuar con el estudio de sistemas de tres qubits, tomaremos esta seccién para
hablar sobre operaciones locales y comunicacion clasica (LOCC, por sus siglas en inglés) y cémo
estas son utiles para clasificar estados cudnticos con respecto al enredamiento que poseen.
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Consideremos un sistema compuesto de dos subsistemas y dos observadores separados
espacialmente, Alice posee el subsistema A y Bob el subsistema B. Definiremos las operaciones
locales como aquellas que realizan Alice (o Bob) y que incluyen: transformaciones unitarias,
despreciar partes del sistema, adicionar sistemas de apoyo (ancilla system) o realizar mediciones,
en el subsistema correspondiente. El formalismo LOCC en sistemas bipartitos consiste en
que Alice y Bob transformen un estado compuesto aplicando operaciones locales, mientras
se comunican entre ellos de manera clasica. En general las LOCC son representadas por un
superoperador multilocal $4 ® $5, donde $; representa un mapa completamente positivo sobre
el subsistema i (véase la seccién [2)).

En el ano 2000 W. Diir, G. Vidal y J.I. Cirac [6] exploraron la equivalencia de estados bajo
opearaciones unitarias y comunicacion cldsica aleatoria (SLOCC por sus siglas en inglés); estas
operaciones consisten en LOCC cuya probabilidad de transformacion entre estados es diferente
de uno. Las SLOCC son, en estados compuestos de qubits, representadas por operadores locales
invertibles. Esto nos lleva a realizar las siguientes definiciones:

Definicién 4 Equivalencia bajo LOCC.

Dos estados 1), |¢) compuestos por N subsistemas son equivalentes bajo operaciones locales y
comunicacion cldsica si y solo si estdin relacionados por operaciones unitarias locales (LU) |38,
es decir, si existe una operacion unitaria local Uy ® ... ® Uy tal que

¢) = U1 @ ... ® Uy |1h). (1.5.8)

Definicién 5 Equivalencia bajo SLOCC.

Dos estados 1), |¢) compuestos por N qubits son equivalentes bajo operaciones locales y comunicacion
cldsica aleatoria si y solo si estdn relacionados por operaciones locales invertibles (invertible local
operators ILO) (0], es decir, si existe un operador invertible Ly ® ... ® Ly, tal que

¢) = L1 @ ... ® Ly|i). (1.5.9)

La equivalencia de estados bajo SLOCC implica que ambos estados son capaces de realizar
las mismas tareas en términos de informacion cudntica aunque con diferentes probabilidades.
Dichas tareas incluyen la teletransportacién cuantica, la criptografia cudntica, entre otros [10].

1.5.3. Clases de enredamiento

El estudio de W. Diir et al [6] se centrd en sistemas compuestos por dos y tres qubits,
encontrando que existe una categoria en el caso de dos qubits y seis diferentes categorias de
estados inequivalentes bajo SLOCC para sistemas de tres qubits, clasificados por su tipo de
enredamiento.

Sistemas de dos qubits

En sistemas de dos qubits se tiene que existen dos clases de estados, los separables y los
enredados. En general cualquier estado compuesto de dos qubits puede ser mapeado por medio
de LOCC a un estado con la forma [6]
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W)) = 05|00> + S§|11>, Cs Z Ss Z O, (1510)

donde ¢5 = cosd, ss = send y 0 es una constante que describe el estado. Todos los estados
separables, de dos qubits, pueden ser mapeados al estado |00) y todos los estados enredados de
dos qubits pertenecen a la misma clase bajo SLOCC.

Sistemas de tres qubits

Para describir las clases de enredamiento en sistemas de tres qubits, consideremos un estado
compuesto por los qubits A, B y C. En este sistema existen tres posibles biparticiones cuyos
enredamientos estan dados por C’f” BC,C]%‘ ac Y C%| ap- Las seis clasificaciones consisten en:
estados separables, tres diferentes clases de estados biseparables y dos familias inequivalentes
que contienen enredamiento en las tres biparticiones, estas son llamadas GHZ y W. El trabajo
de W. Diir et al. resalta que existen dos formas inequivalentes de enredar tres qubits, es
decir existen dos familias, inequivalentes bajo SLOCC, de estados que cumplen con tener
enredamiento en las tres biparticiones. A continuacion describimos cada una de estas familias.

» Familia GHZ:
Los estados de la familia GHZ son estados con enredamiento genuino, es decir, poseen
enredamiento no nulo en sus tres biparticiones, Ci2| w7 0Vie {A, B,C}, y se caracterizan
por tener 3tangle, i.e. [¢) es un estado con enredamiento tipo GHZ si y solo si 7(|¢)) # 0.
El nombre de esta familia viene del estado GHZ

1

V2

el cual representa al estado con mayor 3tangle, 7(|GHZ)) = 1.

IGHZ) = —(]000) + |111)), (1.5.11)

Pese a que el estado GHZ [39] es quien le da el nombre a esta familia, los estados de la
clasificacién GHZ tienen algunas diferencias con dicho estado. En el estado GHZ al trazar
sobre uno de los subsistemas los dos restantes quedan desenredados, sin embargo, en
general, los estados con enredamiento tipo GHZ ademas de poseer enredamiento genuino
tripartito en forma de 3tangle 7, pueden presentar enredamiento bipartito entre un par,
o mas, de sus subsistemas, i.e. ij # 0, siempre respetando la monogamia m

Ciir = C% + Ch + Tiji- (1.5.12)
En [40] se muestra una representacién grafica del enredamiento presente en el estado
GHZ, donde tres anillos se encuentran enredados de tal modo que al romper uno de ellos
los otros dos quedan separados, tal como se muestra en la Figura|l.l

= Familia W:

Los estados de la familia W, al igual que los estados de la familia GHZ, poseen enredamiento
en sus tres biparticiones Cf‘ ik # 0 Vi, pero a diferencia de los estados tipo GHZ el
3tangle se anula en estos estados. Es decir los estados con enredamiento tipo W poseen
enredamiento genuino sin presentar 3tangle. Un estado |¢) pertenece a la familia W, si y
solosi 7(|¢)) =0y Cﬁjk(|¢>) # 0Vie {A, B,C}. Es importante notar que en los estados
con enredamiento tipo W todo el enredamiento se encuentra en pares de qubits, por lo
que la descomposicion CKW toma la forma
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GHZ

en
@

Figura 1.1: Representacion del Figura 1.2: Representacion del
enredamiento en el estado GHZ. enredamiento en el estado W.
Al trazar sobre un qubit los dos Al trazar sobre un qubit los dos
restantes quedan densenredados. restantes se mantienen enredados.
Ciir = Ch + Ch + T (1.5.13)

La familia W recibe su nombre del estado W

1

V3

por ser el mas representativo de la familia. El estado W es el estado con enredamiento
mas robusto, pues al trazar sobre un subsistema, los subsistemas restantes se mantienen
enredados.

W) (1100) 4 |010) + [001)), (1.5.14)

Esta propiedad no se mantiene en general para todos los miembros de la familia W, es decir
existen estados tipo W en los que al trazar sobre uno de los qubits, los dos subsistemas
restantes no presenten enredamiento (estos estados cumplen con C’fj #0,C% # 0y
ka = 0). La representacion grafica del estado W consiste en tres anillos enredados de tal
forma que al romper uno de estos, los dos restantes se mantienen enredados, tal como se
muestra en la Figura (1.2

= Biseparable:

Los estados biseparables forman tres subfamilias independientes las cuales se distinguen
por poseer enredamiento bipartito en solamente un par de qubits, de modo que el tercero se
encuentra desenredado del resto. Los estados biseparables se encuentran en tres diferentes
clases, puesto que existen tres diferentes biparticiones; A|BC, B|AC y C|AB. Un estado
) es un estado biseparable en la biparticion k|ij si Cj, = C5 = 0y CF; # 0, de esto es
inmediato que 7(|¢)) = 0. La representacién grafica de esta familia de estados consiste
en dos anillos enredados mientras un tercero se encuentra separado. En la Figura se
muestra el ejemplo de un estado biseparable de la forma C|AB.
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Biseparable Separable

: o

Figura 1.3: Representacion del Figura 1.4: Representacion del
enredamiento en estados biseparables. enredamiento en estados separables.

= Estados separables:
Los estados separables tienen enredamiento nulo, es decir, no poseen enredamiento en
ninguna de sus biparticiones, de modo que 01'2| & =0, Vi. De esto que para estos estados
2 _ . . _ . ., ,
Cy; = 0Vi,jy 7 =0 como sigue de (1.5.3). La representacién grifica en este caso son
tres anillos separados, como se muestra en la Figura

1.5.4. Ciriterios para la distincién de clases de enredamiento.

Dada la clasificacion en las familias de enredamiento, lo natural es desarrollar criterios
que nos permitan, dado un estado de tres qubits, responder ja qué familia de enredamiento
pertenece? W. Diir et al. HEI] dan una respuesta a esta pregunta, dando los criterios como se
muestra en la Tabla [I.1} Diversos trabajos se han realizado para tratar de clasificar de manera
eficiente el tipo de enredamiento presente en un estado de tres qubits, especialmente de manera

experimental [11], [12], [13], [14].

\ Familia de enredamiento \ Condicién \ Enredamiento ‘
GHZ T#0 3tangle
| =0 |
W C’f‘jk # 0, V{i,j, k} | Enredamiento tripartito.
Biseparable Cf' 5 =0,C% #0 i|jk separable.
Separable C’f‘jk =0, V{i, 7, k} Separable.

Tabla 1.1: Condiciones para la clasificacién de un estado de tres qubits
en las diferentes familias de enredamiento.



Capitulo 2

Evolucion de sistemas cuanticos

Al estudiar la evolucion temporal de sistemas cuanticos distinguimos entre dos tipos diferentes
de sistemas:

= Sistemas cerrados: aquellos cuyos elementos no interactiian ni intercambian informacion
con el exterior.

= Sistemas abiertos: aquellos que pueden interactuar con elementos externos de modo que
al evolucionar temporalmente el estado final tendra informacion del exterior.

En la practica, los sistemas cerrados son solo una aproximacion, sin embargo, podemos
considerar el sistema global, compuesto por el sistema de estudio (S) y el resto del universo (o
ambiente F) como un sistema cerrado.

La evolucion mas general en sistemas cuanticos se encuentra descrita por las operaciones
cudnticas [42]. Las operaciones cudnticas mapean un estado pg a un estado py = $(ps) D ,
donde $ es un super operador el cual cumple con las siguientes propiedades:

» Linealidad: Si p =), pip;, donde los p;(€ R>¢) son tales que ) . p; = 1, entonces

8(p) = D_piS(p2) (2.0.1)

s Conserva la traza:

Tr($(p)) =Tr(p) =1. (2.0.2)

= Es un mapeo completamente positivo. Dado un sistema S, en el estado pa, el mapeo es
positivo si $(p4) es un operador positivo i.e., si (¢|$(pa)|d) > 0 V|o).

Un mapeo serda completamente positivo si al extender el sistema agregando un sistema
adicional Sp (de tal manera que el sistema compuesto se encuentre inicialmente en el
estado pap), la accién del superoperador $4 ® 1p conduce el sistema a un estado final
P'xp que también sea un operador positivo, i.e.

(Vapl$a @ 1p(pap)|as) =2 0;  V|thap). (2.0.3)

Donde hemos omitido las medidas proyectivas que, en general, disminuyen la traza.

15
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2.1. Evolucion en sistemas cerrados

En mecanica cuantica, el tzempo no es representado como un operador sino como un
pardmetro [10]. Para describir la evolucién temporal de un sistema cerrado en el estado p, es
necesario introducir el operador de evolucion temporal U(t,ty), el cual es un operador unitario,

ie. Ul(t, tg)U(t, to) = L.

Consideremos un sistema en el estado p(to) al tiempo ¢y, que evoluciona al estado p(t) en
el tiempo ¢ y cuya evolucion es descrita como

p(t) = U(t, to)p(te) U (1, to)- (2.1.1)

En el caso particular de estados puros, la evolucién tiene la forma

[¥(t)) = Ut to)[¢(to))- (2.1.2)

2.2. Evolucion en sistemas abiertos

Las operaciones cuanticas son la forma de evolucion mas general en sistemas cuanticos.
Cuando son utilizadas para describir la evoluciéon de sistemas abiertos se les conoce con el
nombre de canales cudnticos. A continuacion introduciremos una nueva herramienta llamada
operadores de Kraus, util para representar dichos canales.

2.2.1. Operadores de Kraus

En 1970 K. Kraus [21] [22] desarrollé un tratamiento para estudiar la evolucién no unitaria
producida por los canales cuanticos.

Consideremos el subsistema de estudio S el cual interactia con su ambiente E. El sistema
S + E es considerado un sistema cerrado por lo que su evolucion sera descrita por el operador
unitario Ugg. Sin pérdida de generalidad consideramos que el sistema compuesto se encuentra
inicialmente en el estado psg = ps|0g)(0g|. El sistema S + E evoluciona de acuerdo a la
ecuacién conduciendo el sistema al estado psp = UsppsrpU ; - Para estudiar la evolucién
del subsistema S, nos fijamos en la matriz densidad reducida py = Trg(pyy). La evolucién
experimentada por el subsistema S, en general, no sera unitaria y es calculada como

ps = Tre(UsepseUly)
= Tr(Useps|0)(0p|Uss)
= (ip|Usel0g)ps (05| UL slir)

= ZKipSKzT

= $(Ps),

(2.2.1)
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donde al trazar sobre el sistema E hemos elegido una base ortonormal cuyo i-ésimo elemento
es el vector |ig). Ademés introducimos los operadores de Kraus, definidos como

K; = (ig|Usp|05). (2.2.2)
La figura (2.1)) tomada del trabajo de A. Salles et al. [43], al cual volveremos més adelante,
muestra esquematicamente la diferencia entre la evolucién de un sistema cerrado S producido

por una evolucién unitaria y la evolucion de un sistema abierto S + E en el cual se ha trazado
sobre el ambiente (representado por el sistema F, el cual inicialmente se encontraba en el estado

10))-

Ps —— $(ps)
UpsUT Usk

10)

7

Ps

]

W

a) b)

Figura 2.1: a) Evolucién unitaria en un sistema cerrado. b) Evolucién
por medio de una operacién cuantica sobre un sistema abierto.

Propiedades de los operadores de Kraus
Algunas de las propiedades de los operadores de Kraus se enlistan a continuacion:
= No son unicos, pues dependen de la base en que son definidos.

= Actian sobre el espacio de Hilbert Hg por lo que son representados como matrices de
dimensién dim S. Ademés, existiran a lo mds (dim S)? operadores de Kraus independientes.

= Son un mapa completamente positivo.
Consideremos un sistema compuesto en el estado pgg/, el cual evoluciona mediante la
operacién $g ® lg al estado p. Es claro que la matriz densidad inicial pgg es un
operador positivo, por lo que es suficiente mostrar que piq también lo es. Consideremos
un estado arbitrario |¢) € Hg ® Hg, tenemos entonces

(0lpss/|0) = (018 ® Lpss }|o)

_ gijw(m» ® Ls)pss (K] ©15)[9) (2.2.3)

= (Wilpssrii) >0,

donde definimos [);) = (K;r ®1 S/) |¢). Se concluye de aqui que la evolucién descrita por
operadores de Kraus sera siempre un mapeo completamente positivo.
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= La evolucion descrita por los operadores de Kraus conserva la traza:

Tr(ps) = TT(Z KipsK])
- Zf;r<KipsKJ )
— iT?“(KZKipS) (2.2.4)
S Kl
= TT<p;) =1,

donde se utilizo que

> KK =) (0p|Ulglin) (ip|Usp|0r)

= (0|ULzUse|0g)
=1g.

(2.2.5)

» La evolucién descrita por los operadores de Kraus es lineal; sip = > ;pjpj, de la linealidad
de Ugg y la definicion de los operadores de Kraus sigue que el estado evolucionado
P sera

p=> K (Z mm) K]
i j
= piKip;K]
¥

= (Z KinKz'T)
i i
:ijﬂ}
i

(2.2.6)

Hemos mostrado que los operadores de Kraus cumplen con las propiedades de una operacién
cuantica, por lo que describen perfectamente cualquier canal cuantico.

Los operadores de Kraus nos permiten expresar la evolucién, no unitaria del subsistema .S,
producida por el canal cudntico $, por medio de operadores derivados de la evolucién unitaria
Usp que actia sobre el sistema global.

2.2.2. Mapas cuanticos

Consideremos el sistema compuesto S + E, el cual puede ser visto como un sistema cerrado
por lo que su evolucién estard descrita por el operador unitario Usg. En el caso en el que sistema
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se encuentre inicialmente en un estado puro separable, podemos, sin pérdida de generalidad,
considerarlo en el estado

6) = [vs) © |0g), (2.2.7)

y la acciéon del operador unitario Ugg sobre dicho estado, sera

1¢') = Usglis)|0g)
- Z ie)(i6|Usp|0p)[¢s)

; (2.2.8)
= ZKiWSWE)

donde Kj es el i-ésimo operador de Kraus y |ig) es el i-ésimo vector en la base elegida. De esta
manera los operadores de Kraus nos permiten determinar la evolucién unitaria de cualquier
estado ¢ utilizando el siguiente mapa cudntico:

is)0g) = 3 Kilis)|je). (22.9)

J

2.3. Decoherencia

En 1981 W. H. Zurek [44], introdujo el concepto de decoherencia al considerar la interaccién
de los sistemas cuanticos con su ambiente. El programa de decoherencia nos muestra que la
interaccién de un sistema cuantico con su ambiente es suficiente para eliminar las coherencias
en la matriz densidad reducida de dicho sistema, llevandolo a un estado indistinguible del de
una distribucion de probabilidad clasica.

Consideremos un sistema cuantico S inicialmente en una superposicién de estados ortonormales

alCy) + BIC), (2.3.1)

con |af* + B> = 1. Si S interactiia con el sistema E inicialmente en el estado |0)g, el estado
inicial del sistema S + E sera

[%o) = (al¢s) + BI¢-)) 10} (2.3.2)

Supondremos que la evolucién es descrita mediante una transformacion unitaria a la que le
corresponde el mapa:

G0 e — [C) ),

2.3.3
C0) = 1C-)]6), (239

donde |¢1), |¢2) son dos estados de E. Asi, el estado evolucionado serd
[¥) = al¢)ldr) + BIC-)|d2). (2.3.4)

Cualquier observable medida en S dependera tnicamente de la matriz densidad reducida
del subsistema S, la cual tiene la forma
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_ (P asiele)
ps = Trl)) = (oo 7 1E ). 235)

De esto, observamos que en el caso en que la interaccién conduzca al sistema F a estados
ortonormales i.e. (¢o]|¢1) = 0, la matriz densidad reducida sera

a 2
ps = ( |0| |50|2 ) , (2.3.6)

la cual representa una mezcla estadistica, que puede asociarse a una distribucion de probabilidad
clésica.

El trabajo de Zurek sugiere que la interaccion de un sistema con su ambiente puede explicar
el proceso de medicién sin necesidad de recurrir al colapso de la funcién de onda y, con esto,
explicar la transicion entre el mundo cuantico y clasico. La investigacién en los procesos de
decoherencia ha conducido al estudio de la dinamica del enredamiento, del cual hablaremos
mas adelante.

2.4. Canales cuanticos

Con el fin de estudiar la dindmica de enredamiento en qubits, en esta seccion presentaremos
algunos de los canales cuanticos mas populares en la literatura, cominmente utilizados para
representar procesos de decoherencia. Consideraremos un qubit y la interaccién con su ambiente,
modelado (sin pérdida de generalidad, como se muestra en [9]), como un segundo qubit.

El sistema S + E se encuentra inicialmente en el estado

|6) = [¥s)|0E), (2.4.1)
mientras que el subsistema S por su parte sera descrito por la matriz densidad
Ao A
po = |¥s)(s| = ( * ); Ao+ Ao =1. (2.4.2)
1 A2

Ademas, consideraremos que la evolucién, descrita en estos casos por operadores de Kraus,
es funcién de un pardametro p € [0, 1], el cual puede ser una probabilidad o una parametrizaciéon
del tiempo, entre otros.

2.4.1. Canal de amortiguamiento de la amplitud

El canal de amortiguamiento de la amplitud (amplitude damping channel) representa una
interaccion disipativa entre los sistemas S y E. Los operadores de Kraus que describen este
canal son [43]

Koz((l)\/loTp), K1:<8\6]3), (2.4.3)
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los cuales conducen al siguiente mapeo cuantico:

|OSOE> — ’0S0E>7

|1SOE> — /1 —p|1SOE> + \/2_7|051E>. (2.4.4)

La ecuacién hace visible la disipacién producida por la interaccién, pues si el sistema se
encuentra en un estado excitado tendra una probabilidad 1 — p de permanecer en su estado
excitado, mientras que tendra una probabilidad p de ceder la excitacién al ambiente, siempre
decayendo en p = 1.

El ejemplo emblematico de interaccién descrita por este canal es la emision espontéanea en
la interaccion entre un atomo de dos niveles y los modos del campo electromagnético, en cuyo
caso p = (1 — e ), donde I es la vida media de la excitacién.

El estado del sistema S durante la evolucion esta dado por

A+ Xp MvV1I—Dp
= KopoK! + KipoKT = | [0 . 2.4.5
PS(p) 0Po Ly 1P0 4 ( Xlk\/lTp )\2(1 —p) ( )

Vemos que los términos de coherencia y la poblacién en el estado |1) disminuyen conforme p

incrementa, por lo que al finalizar la evolucién, la matriz reducida del subsistema S llegara al
estado

pslp=1) = ( (1) 8 ) : (2.4.6)

el cual representa un estado sin coherencias, con probabilidad 1 de encontrarse en el estado |0).

2.4.2. Canal de desfasamiento

El canal de desfasamiento (dephasing channel) describe una interaccién entre un sistema y
su ambiente, en la cual no cambian las poblaciones iniciales en el sistema. Los operadores de
Kraus que describen este canal son [43]

Koz((l)\/loTp), K1:<8\9]_3>. (2.4.7)

El mapeo cuantico correspondiente es:

|OSOE> — ’050]5)

11s0g) = /1 —p|1s0g) + /D|1lslE). (2.4.8)



CAPITULO 2. EVOLUCION DE SISTEMAS CUANTICOS 292

Este canal puede ser visto como una representacién de la dispersion elastica en la que
un atomo de dos niveles no cambia su estado pero el ambiente presenta una transicién sin
intercambiar energia. La interaccion descrita por este canal se encuentra a menudo al acoplar
atomos de dos niveles con un campo ruidoso.

El estado del sistema S durante la evolucion esta dado por

_ t b Ao Ayl —=p
pS<p) - K0p0K0 + KlpoKl - < )\T\/Tp )\2 > (249)

por lo que al finalizar la evolucién, la matriz reducida del subsistema S sera

ps(p=1) = ( AOO ;)2 ) , (2.4.10)

la cual representa una mezcla estadistica que puede representar un estado clasico en el cual el
sistema S se encuentra con probabilidad g en el estado |0g) y con probabilidad Ay en el estado
|15). Es interesante que este canal no modifica las poblaciones en el estado, solamente destruye
los términos coherentes.

2.4.3. Canales de volteo de fase, bit y bit-fase

Los canales volteo de fase (phase flip), volteo de bit (bit flip) y volteo de bit-fase (phase
bit flip) representan los posibles errores producidos por el ruido en un canal cudntico. Los
operadores de Kraus que describen estos canales son [43]

Ko= /1 %’1, Ki = \/gai, (2.4.11)

donde o; es la i-ésima matriz de Pauli, describiendo cada una un canal. A continuacién mostraremos
el mapeo y la evolucién de la matriz densidad reducida del sistema de cada canal:

Volteo de fase

Al cual corresponde o; — 0., y produce el mapeo:

10505) — /1 — gyosoE) + \/2\051@,

(2.4.12)
p p
|1SOE>_> 1—5’150E>—\/;|131E>.
La matriz densidad reducida del sistema durante la evolucion serd
_ T T Ao (1 - p)/\1
ps(p) = Kopo K + Kipo K| = ( (1 - p)Ar o , (2.4.13)

la cual lleva, en p = 1, el sistema al estado
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ps(1) = ( AOO AOQ ) . (2.4.14)

El canal de volteo de fase es un canal de decoherencia que no afecta las poblaciones, pero
que destruye la coherencia de manera lineal con p, a diferencia del canal de desfasamiento donde
las coherencias caian con /1 — p.

Volteo de bit

A este canal corresponde o; — o0, produciendo el mapeo

10505) — 1/1 — g|050E> n \/§|1S1E>,
(2.4.15)

1505) — /1 — gusom + \/21031,5).

La matriz densidad reducida durante la evolucion sera

_ i i (1= 1p)Xo + 2P Re{A\} +i(1 —p)Im{\}
ps(p) = Kopo Ky + Kipoky = < Re{A} +i(l— p)Im{N) (1= 1p)ha+ pho
(2.4.16)

conduciendo asi en p = 1 el sistema al estado

ps(1) = ( Re{%l} Re{fl} ) (2.4.17)

2

Este canal elimina la parte imaginaria del término de coherencia reduciendo asi su magnitud.
Este canal que produce un estado con maxima incertidumbre, pues sin importar las poblaciones
iniciales, las poblaciones del estado final seran 1/2.

Volteo de fase-bit

A este canale le corresponde o; — o0y, por lo que produce el mapeo

10505) — /1 — g|050E> T z‘\/§|1s1E>,
(2.4.18)

[1505) > /1= ]1501) - z\/g\osm.

Dicho mapeo conduce nuestro sistema de estudio al estado

_ t ' (1= 3P)Ao + 5PN iIm{\} + (1 — p)Re{A:}
,05'(]9) = Kopo Ky + Kipo K| = ( —i[m{)\l} + (1 —p)Re{)\l} (1 B %p))\z + %p)\o )
(2.4.19)
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asi en p = 1 el sistema se encontrara en el estado

2

1 tIm{ A
ps(p) = Kopo K + KipoK] = ( 2 {Adh ) : (2.4.20)

Este canal reduce la parte real del término de coherencia de manera lineal en p. Ademaés,
produce un estado con méxima incertidumbre pues las poblaciones finales son 1/2.

2.5. Dinamica de enredamiento

Como mencionamos anteriormente, la investigacién sobre procesos de decoherencia condujo
al estudio de la dinamica del enredamiento. A continuacién citaremos algunos de los trabajos
que anteceden la investigacion presente en esta tesis.

Muerte y nacimiento siibito del enredamiento

Al investigar sobre el decaimiento en la decoherencia, T.Yu y J. H. Eberly encontraron un
nuevo fenémeno relacionado al enredamiento [7], [§]. Estudiando el sistemas de dos dtomos
(S, 5") inicialmente enredados, cada uno de los cuales interactia por medio de un canal de
amortiguamiento de la amplitud con su respectiva cavidad (E, E’), descubrieron que, pese a
que la coherencia en el sistema compuesto por ambos atomos decaia de manera exponencial,
el enredamiento entre estos no seguia la dindmica de un tiempo de vida medio, sino que
decaia en un tiempo finito y aparentemente de forma definitiva. Este fenémeno fue denominado
muerte subita del enredamiento (Entanglement sudden death, ESD) y fue mostrado de manera
experimental un afio después (2007) por M. P. Almeida, F. de Melo, M. Hor-Meyll, A. Salles,
S. P. Walborn, P.H. Souto Ribeiro, L. Davidovich [45].

El descubrimiento del ESD hizo que la comunidad fijara su atencién en la dindamica del
enredamiento, tratando de contestar la pregunta ;a dénde va el enredamiento? Dicha cuestion
fue abordada en 2008 por C. E. Lopez, G. Romero, F. Lastra, E. Solano, y J. C. Retamal [9],
quienes estudiaron el mismo sistema de dos atomos de dos niveles inicialmente enredados,
los cuales fueron separados espacialmente y cada uno interactuaba con su propio medio. E]
Analizaron la evolucién temporal (dindmica) de las concurrencias de dos qubits Cjj, cuando
la interaccion de los dtomos con sus ambientes era descrita por un canal de amortiguamiento
de la amplitud. Lopez et al. encontraron que mientras el enredamiento entre los atomos sufria
ESD el enredamiento entre los ambientes (cavidades) sufria lo que llamaron nacimiento siubito

del enredamiento (Entanglement sudden birth ESB), el cual podia surgir antes o después del
ESD.

A doénde va el enredamiento?

En 2009, Yan-Kiu Bai, Ming-Yong Ye y Z. D. Wang [15] recurrieron a la desigualdad de
la monogamia (CKW) y a la generalizacion de la concurrencia en qudits con el fin de
entender mejor el resultado de Lopez et al., encontrando que durante la evolucion se genera
enredamiento genuino en el sistema multipartito. Posteriormente, en el trabajo [16] se estudia

2Como ya hemos mencionado antes, en este trabajo muestran que si los sistemas de estudio son qubits, se
puede considerar, sin pérdida de generalidad, a los ambientes como qubits.
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con detalle el enredamiento multipartito en el sistema de dos qubits inicialmente enredados,
los cuales son separados espacialmente y cada uno interactia con su respectivo ambiente de
manera local. Empleando los resultados conocidos para el sistema de tres qubits [17], en [16] se
da respuesta a la pregunta ;a dénde va el enredamiento durante el ESD? La respuesta es que
en el caso particular en que los sistemas interactien por medio de un ADC, el enredamiento
es transformado en enredamiento multipartito, en forma de 3tangle y de enredamiento residual
de cuatro qubits. Esto marca la importancia del enredamiento multipartito en sistemas de
mas de dos qubits y nos deja un mensaje claro: el enredamiento multipartito juega un papel
fundamental para entender la dindmica y distribucion del entrelazamiento en sistemas compuestos
por mas de dos subsistemas.

En 2009, T. Yu y J. H. Eberly [18] estudiaron la dindmica de enredamiento en el sistema
de dos atomos de dos niveles en el que cada uno interactiia de manera local con su respectivo
ambiente, en términos del ESD, ESB y los llamados muerte y resurgimiento (death and revival)
bajo diferentes canales cuanticos, mostrando la riqueza que se puede generar en términos de
dindmica de enredamiento en la frase: By imposing the right interactions almost anything can
be made to happen.

Diversos trabajos sobre dindmica y distribucién del enredamiento [43], [19], [20] han mostrado
la utilidad de abordar estos estudios desde el formalismo de operadores de Kraus, principalmente
desde el &mbito experimental. Asi, investigar la dinamica de enredamiento desde esta perspectiva
brinda una ventaja predictiva que facilita la experimentacién en el estudio del enredamiento.

En este trabajo, estudiaremos a detalle el problema de dos qubits (5,S’) inicialmente
enredados en el cual uno de ellos interactia con un tercer qubit (E). La interaccién serd a
través de una evolucién arbitraria descrita por un conjunto de operadores de Kraus (Ky, K7).
En lugar de tratar de responder la pregunta ;ja qué clase de enredamiento pertenece un estado?
como se discutié en el capitulo anterior, nos concentraremos en investigar qué condiciones debe
cumplir la evolucion temporal, para garantizar el surgimiento de enredamiento en alguna de las
clases. Esto nos dara la capacidad de predecir el tipo de enredamiento presente en el sistema
en cada momento de la evolucién, y abrira las puertas para desarrollar nuevos canales que nos
permitan realizar distintas tareas a lo largo de una evolucién. A pesar de que el sistema de
tres qubits es el sistema multipartito mas simple, la existencia del 3tangle y la inequivalencia
entre los enredamientos tipo GHZ y W dan a estos sistemas propiedades que los hacen de gran
utilidad para realizacién de diferentes tareas. Esto, sumado a la relativa facilidad con que se
producen, hace de los sistemas de tres qubits una gran herramienta para estudiar procesos de
dindmica de enredamiento.



Capitulo 3

Generacion de enredamiento en
sistemas de tres qubits

Para el estudio de la generacién de enredamiento en sistemas de tres qubits, es necesario
introducir un par de entes matematicos que nos serdn de utilidad para realizar y presentar los
resultados.

3.1. Definiciones

3.1.1. Matrices auxiliares

El estado puro més general de tres qubits {S’, S, E'}, tiene la forma

[VsisE) = Z Chijlksisie)- (3.1.1)

kij
Este estado estd completamente representado por los coeficientes cy;;, a partir de los cuales
definimos las matrices auxiliares

[Colij = aij = coij

3.1.2
[Cl]ij = bij = C1ij, ( )

las cuales nos seran de utilidad pues describen cualquier estado puro de tres qubits en la forma
(3.1.1)). Estas matrices fueron usadas por A. Acin et al. [46] para encontrar la descomposicién
de Schmidt en sistemas de tres qubits, y por J. L. Brylinski [47] para reescribir el 3tangle de

Wooters (|1.5.5) como

o = A Det(v)] = 4| (Tr(Co)Tr(Cy) — Tr(CoCh))* — 4det CoCy, (3.1.3)

donde el simbolo Det (1)) hace referencia al hiperdeterminante de Cayley, definido para tensores
de rango 2 ® 2 ® 2, evaluado en el tensor descrito por los coeficientes del estado |1) [48].

3.1.2. Funcion g

Dadas A, B y C' matrices n X n, definimos la funcién g que toma dos matrices y devuelve
un nimero complejo como

26
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g(A,B) =Tr(A)Tr(B) — Tr(AB). (3.1.4)

Es inmediato que la funcién g es invariante ante cambio de bases aplicados a las matrices sobre
las que actua, ademés cumple con las siguientes propiedades:

g(A, B) =g(B,A), (3.1.5)
g(A,B+C)=g(A B)+g(AC), (3.1.6)
[g(A, B)]* = g(AT, BY). (3.1.7)

Matrices 2x2

En el caso particular en que las matrices sean 2 x 2, se tiene que

g(A,B) = det(A+ B) — det A — det B, (3.1.8)

por lo que la funcién g satisfara las siguientes nuevas propiedades

g(AC, BC) = g(A, B) det C, (3.1.9)
g(A,B)g(C, D) = g(AC,BD) + g(AD, BC). (3.1.10)

La demostracién de todas estas propiedades se encuentra en el Apéndice [B]
La funcién y las matrices auxiliares nos permiten reescribir el 3tangle (3.1.3)) como

TS'SE = 4|92(C()7 Cl) - 4det(0001)| (3111)

Esta forma nos permite emplear la funcion g que sera clave en el desarrollo de este trabajo.

3.1.3. Enredamiento en el estado general de tres qubits

Consideremos un sistema compuesto de tres qubits S’, S y E, en un estado puro arbitrario

Wsse) = 3 cnijlksiisip) = > ayl0if) + by[1ij). (3.1.12)
kij ij
Podemos calcular el enredamiento en las tres biparticiones directamente de calcular las

matrices densidad reducidas empleando la ecuacién ([1.5.2)). Como se muestra en el Apéndice
[C], dichas matrices estén dadas por:

_( Tr(CoCY) Tr(CoC)
P =\ rrcycly Trench) )

ps = CoCl + C,CT,
ps = CiCy+ClCy,

(3.1.13)

de donde es directo que los enredamientos en las biparticiones son
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C2sp = A[Tr(CoCY) Tr(C1CY) — Tr(CoCY) Tr(CLCY)]. (3.1.14)
CZop = 4det (CoCJ + C1Cf) = 4[| det Co|* + | det C1|* + g(CoCY, C1CT)], (3.1.15)
Chgrs = Adet (C{Co + CJC1) = 4[| det Co|* + | det C1|* + g(CCo, CIC1)]. (3.1.16)

Con estas expresiones somos capaces de calcular los enredamientos de un sistema de tres
qubits independientemente de la base en la que trabajemos utilizando inicamente las matrices
auxiliares y la funcién g antes definidas.

3.2. Estado de estudio

Consideremos un sistema compuesto por tres qubits en el estado inicial

[¢0) = [¥s15)|0E), (3.2.1)

donde [¢gs) = a|lg/ls) + B|15:0s) + v|0s/15) + 0|0s/05). El sistema evoluciona al estado |¢)
por medio de la transformacién unitaria 1gs ® Usg(p), que depende de un pardmetro arbitrario
p € 10, 1], tal que Usg(0) = 1gg. Denotaremos por pg(0) = po la matriz densidad reducida del
qubit S antes de la evolucion.

Los qubits S, S” se encuentran inicialmente enredados, su enredamiento estd dado por

Cg/s(o) = C§’|SE(O) = Cg'\S’E(O) = 53 = 4fad — 75|2 = 4 det py. (3.2.2)

La evolucién del sistema describe la interaccién entre los qubits S'y E. La evolucion de la
matriz densidad reducida del sistema S, es en general no unitaria, pues la interaccion llevara
al sistema S a través del canal $ descrito por el conjunto de operadores de Kraus { Ky, K1 };

ps(p) = 3(po)
_ Z K POKT (3.2.3)

donde los K, (p) = (ur|Usk|0g) son los operadores de Kraus que describen esta evolucion.
Como hemos mencionado anteriormente, los operadores de Kraus actian sobre el subespacio
S, describen una evolucion arbitraria y en general son funcién del parametro p.

Dado que el sistema se encuentra inicialmente en un estado puro, podemos aplicar el
formalismo de los mapas cuanticos para describir el estado final. La ecuacion , aplicada
a este caso se reduce a

‘OSOE> — K0|05>|0E> + K1|05>|1E>,

3.2.4

Para realizar los calculos, elegimos la base

=) W=(3) (5.2.5)
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en la que los operadores de Kraus tienen la siguiente representacién matricial:

Ky — < Moo o1 ) : K, = < Noo  No1 ) . (3.2.6)

mip MM Nio N1

El estado después de la evolucién sera
[6) = 15 @ Usiloo) = Y _ Kilvss)lic) (327)

y esta descrito por las matrices auxiliares:

Co = KoMy (0,7) + K1 My (6,7),

Cy = KoMy(B, o) + K1 My (B, ), (3.28)

donde introdujimos las matrices

My(,y) = ( y 8 ) Mi(z,y) = ( 8 ; ) (3.2.9)

3.2.1. Dinamica del 3tangle

El 3tangle expresado en la ecuacién ([3.1.11)) puede reescribirse utilizando la ecuacién (3.2.8)
y las propiedades de la funcién g (como se muestra en el Apéndice III). Con esto podemos
expresar el 3tangle en términos de los operadores de Kraus como

Tosp(p) = E5lg* (Ko, K1) — 4det KoK |. (3.2.10)

La ecuacién (3.2.10]) nos permite estudiar la dindmica del 3tangle como funcién del parametro
p (contenido en los operadores de Kraus). Es importante observar que el 3tangle surge como
una redistribuciéon del enredamiento inicial en el sistema, de tal forma que si el enredamiento
inicial es nulo (€2 = 0), no existird evolucién unitaria 1g ® Usp que genere 3tangle.

3.2.2. Dinamica del enredamiento en las biparticiones

En esta seccién estudiamos el enredamiento presente en cada biparticion Ci2| ik de nuestro
sistema, encontrando expresiones para éstos en términos de los operadores de Kraus.

Biparticién S'|SE

Debido a que la evolucion describe una interaccion entre los subsistemas S y E, la operacion
es local en el subespacio Hgg, por lo que el enredamiento en la biparticién S’|SE se mantiene
constante durante toda la evolucion, i.e.

Cé1sp(p) = &. (3.2.11)
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Biparticién S|S'E

Emplear las propiedades de la funcién g nos permite calcular el enredamiento de esta
biparticién en todo momento de la evolucién. Partiendo de la ecuacién ([1.5.2) utilizamos la
propiedad (3.1.8) para expandir el determinante de la suma:

C§|S’E(p) = 4det (KO,OOKg + KLO()KI),
= 4det(KopoK) + 4det(KipoK]) 4+ 4g(Kopo K, K1po K1), (3.2.12)
= 4 det po (] det Ko|* + | det Ky |?) + 4g(Kopo K3, K1poK7),

utilizando la propiedad (3.1.10)), seguida de las propiedades (3.1.9)) y (3.1.7)) podemos reescribir

el ultimo término como

4g(Kopo K, K1poKT) = 49(Kopo, K1po)g(K§, KT) — 4g(Kopo KT, KipoK{),
= 4(det po)g(Ko, K1)g(KJ, K|) — 4g(Kopo K|, K1poK{), (3.2.13)
— 4ddet polg(Ko, K1)|” — 4g(Kopo KT, K1po K{)-

Recordar que el enredamiento inicial estd dado por £ = 4det py, sumado a las ecuaciones
(3.2.12) y (3.2.13]) nos permite reescribir el enredamiento en la biparticién S|S’E como

Cism = € (| det Ko|” + | det Ky > + |g(Ko, K1)|?) — 4g(Kopo K|, K1poKY),

, (3.2.14)
=& Ds(K) + G(K, po),
donde hemos definido
Ds(K) = |det Ko* + | det K1 |* + |g(Ko, K1) 7, (3.2.15)
G(K, po) = —4g(Kopo K1, K1poK{). (3.2.16)

Biparticién E|S’S

La matriz densidad reducida pg puede ser calculada, a cualquier tiempo, si introducimos
un par de identidades 1z en el subespacio E, de modo que

pe = Tres(Use|0g) [Yss) (Vs s| (06| Uly).
= Trg (Y lus)pelUssl08) Trs ([Vsrs) (sl 0lULs D Ive) (vl )
W v

- T?”s(z ) Koo K (vi)), (3.2.17)

1%

= Y Tr(KupoK})|pe)(vel,

wv={0,1}

por lo que el enredamiento en esta biparticion sera
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C%‘LS’S - 4 det pE,

3.2.18
— 4| T (Kopo ) Tr (K1po K1) = Tr(Kopo K1) Tr (K po ) | e

Utilizando la ciclicidad de la traza podemos reordenar las matrices dentro de la traza, de tal
manera que usando la propiedad (3.1.4]) se cancelen términos, por tltimo se emplea la propiedad
(3.1.9) para volver a distinguir el enredamiento inicial £2;

g5 =4 [Tr (00} Ko) Tr (po K| ) — T?"(KopOKDTr(KlpOKg)],

= 4] g(po K Ko, po I K1) + Tr (po s Kops /TR - 52.19)
— g(Kopo KT, K1poK{) — Tr(Kopekt 1,00K0)],

= 539(K3K07 KIKl) - 49(K0P0K1T, Klﬂng)-

Con esto escribimos el enredamiento en esta biparticién como

C%lS’S = E29(K{Ko, K] Ky) — 49(Kopo K1, K1poKY),

(3.2.20)
= & Dp(K) + G(K, po),

donde definimos la funcién Dg(K) como

Dy(K) =g(K{ Ky, KT KY),
=1 — | det Ko|* — | det K, |?, (3.2.21)
=1 — Dgs + |g(Ko, K1)|*.

Donde se utiliz6 (3.1.8) y la propiedad de los operadores de Kraus (2.2.5)).

Resumen

Con esto hemos logrado escribir los enredamientos bipartitos en términos de los operadores
de Kraus, obteniendo:

Cg"lSE = 53
Cism = EDs(K) + G(K, po) (3.2.22)
C%|S/S = ggDE(K) + G(K, p0)7

donde se definieron las funciones Dg(K), Dg(K) que dependen tinicamente de los operadores

de Kraus y la funcién G(K, py) que depende de los operadores de Kraus y del estado inicial,
ademds de que es comun al enredamiento en las biparticiones S|S'E y E|SS".



CAPITULO 3. GENERACION DE ENREDAMIENTO EN SISTEMAS DE TRES QUBITS32

3.2.3. Dinamica de enredamiento qubit-qubit

Al conocer los enredamientos en las diferentes biparticiones y el 3tangle, la descomposicién
CKW (|1.5.5), nos permite obtener expresiones para los enredamientos qubit-qubit como sigue
1 1
2 2 2 2
Sustituyendo en (|3.2.23]) los enredamientos bipartitos (3.2.22)) y el 3tangle (3.2.10]) en términos
de los operadores de Kraus, encontramos los enredamientos entre pares de qubits:

2 53 TS'SE
1
= &3 (| det Fo| + | det 11])” — S (Jul — o] + o —ul),
&2 :
C%y=2(14 Dy — Dg) — 25
2 2 (3.2.24)

1
=3[0~ (1det Kol + et K1 )*] = &3 (1] = ol + o — ul),

TS'SE

52
Cip=G(K,po) + - (Ds+Dg—1) — 5

2
1
= GUE. po) + 5 (1ol — Jv = u),

donde u = 4det KoK, y v = g*(Ko, K1), ademds se utilizé que 7555 = E5|u—wv|. Es importante
notar en (3.2.24) que si v = 0, al menos uno de los operadores de Kraus tiene determinante
nulo y la funcién G(K, py) coincide directamente con el enredamiento generado entre los qubits

SykFE.
Cotas inferiores en la generacién de enredamiento

Expresar el 3tangle en términos de la funcién g como en ([3.2.10)), nos permite encontrar una
cota maxima para la generacion de 3tangle y cotas inferiores en los enredamientos qubit-qubit.
Estas cotan limitan el enredamiento que la evolucién descrita por operadores de Kraus podra
generar.

La desigualdad del triangulo

[v| + |u] > v —ul, (3.2.25)
nos permite encontrar una cota superior para el 3tangle

Tose < |97 (Ko, K1)| + |4 det KoK, (3.2.26)
lo que, aplicado a los enredamientos qubit-qubit (3.2.24)), nos permite encontrar cotas inferiores:

C2¢ > E2(| det Ko| — | det K;]),
02, > &2 {1 — (| det K| + | det K7 )* — [g2(Ko, K1) | (3.2.27)
C%, > G(K,po) — 283 det KoK, |.

Estos limites inferiores ocurren en particular cuando v 6 v = 0.
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3.3. Surgimiento garantizado de las diferentes familias
de enredamiento

En esta seccién utilizaremos los resultados obtenidos hasta el momento para clasificar los
operadores de Kraus {Kjy, K1}, en funcién del tipo de enredamiento generado al aplicar la
evolucién correspondiente al estado (3.2.1). Es decir, encontraremos condiciones suficientes y
necesarias para que el estado (3.2.7) pertenezca a cada una de las familias de enredamiento
discutidas en la seccion ([1.5.3)).

Los criterios dados en este capitulo se diferencian de los mencionados en la seccion (|1.5.4]),
pues retoman la perspectiva de T. Konrad et al. [19], es decir, nuestros criterios se enfocan en
la evolucién. Dado el estado inicial y un par de operadores de Kraus, proporcionamos
criterios para predecir el tipo de enredamiento que poseera el estado en cada momento de la
evolucion.

3.3.1. Familia GHZ

La condiciéon para que un estado se encuentre en la familia GHZ es que 75,5 # 0, por lo
tanto de la ecuacion (3.2.10)) tenemos que la evolucién conducird a nuestro estado inicial ([3.2.1])
a un estado con enredamiento tipo GHZ si y solo si

4det KoK, # g*(Ko, K1). (3.3.1)

Podemos ver que si los términos involucrados son reales entonces det KgK; < 0 es una condicién
suficiente para que el estado posea 3tangle y pertenezca a la familia GHZ.

3.3.2. Familia W

En esta familia existe enredamiento en las tres biparticiones, por lo que Cf'jk # 0, sin

embargo Tesg = 0, lo cual nos lleva a que 4 det KoK, = g*(Ky, K;). Consecuentemente nuestras
funciones Dg y D tomaran la forma (véase (3.2.15)) y (3.2.21)))

Ds = Dglr—o = (| det Ko| + | det K;|)* + 2| det KoK,

, (3.3.2)
Dg — Dglr—o =1 — (| det Ko| + | det K1|)” + 2| det Ko K.

Al sustituir estas expresiones en los enredamientos qubit-qubit (3.2.24)), obtenemos los enredamientos
entre pares de qubits para el caso en que 7555 = 0:

C2glrmo = E2(| det Ko + | det K;|)* = E2ds, (3.3.3)
C2plry = E2 [1 — (| det Ko| + | det K1|)2] = £2dp, (3.3.4)
C§E|T:0 = G(K, po) +25§|det KQK1|, (335)

donde hemos definido las funciones

ds =1 —dg = (| det Ko| + | det K;])”. (3.3.6)



CAPITULO 3. GENERACION DE ENREDAMIENTO EN SISTEMAS DE TRES QUBITS34

En este caso podemos observar que las funciones dg y dg representan una distribucién del
enredamiento inicial £ entre los pares de qubits S'S y S’E, respectivamente, siempre teniendo
que dg + dg = 1. Ademas de que si el determinante de alguno de los operadores de Kraus
se anula (det K; = 0), la funcién G(K, pg) > 0 serd un nimero positivo y correspondera al
enredamiento generado entre los qubits S y E.

Con la finalidad de encontrar condiciones sobre los operadores de Kraus para generar
enredamiento tipo W, utilizamos la descomposiciéon CKW (|1.5.4)) donde sustituimos los enredamientos
bipartitos (3.3.3] [3.3.4] [3.3.5]), siempre considerando 7s/5g = 0, obteniendo ast:

Céiop = E3ds + Cip (3.3.8)

De los enredamientos entre los qubits S’S (3.3.3) y S’E (3.3.4) podemos ver que

(|det Ko| + | det K,])* = 0 = C2g = 0,

) (3.3.10)
(| det Ko| + [det K;])” =1 = C%p =0.

La condicién para que un estado tenga enredamiento tipo W es que exista enredamiento en
todas las biparticiones i.e. C’f‘ x>0, Vi, j, k. De esto, las expresiones de los enredamientos en
las biparticiones (3.3.73.3.8 y [3.3.9), la evolucién llevara a un estado con enredamiento tipo
W, si ocurre que 79/ gp = 0 y uno de los siguientes casos

» Cip #0, ie.
G(K, po) + 2&3| det KoKy| # 0 (3.3.11)

] dg;éOydE%O,le

1 > |det K| + | det K| > 0. (3.3.12)

El primer caso involucra la funcién G(K, pg), la cual depende, ademés de los operadores de
Kraus, del estado inicial, mientras que la segunda condicion depende tinicamente de la evolucién.

3.3.3. Familias biseparables

De los enredamientos en las biparticiones para el caso en que 795 = 0, los cuales se
muestran en las ecuaciones (3.3.7), (3.3.8) vy (3.3.9), podemos obtener condiciones para que la
evolucion genere un estado con enredamiento tinicamente bipartito.

Separabilidad en el qubit S

La evolucién nos llevard a un estado biseparable en la biparticién S|S’E si y solo si el en
redamiento en dicha biparticién es nulo, i.e. si y solo si la ecuacién (3.3.8)) se anula;
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2

Ciiop = £ (I det Ko| + [ det K1])™ + Cp = 0. (3.3.13)
Dado que la ecuacion (3.3.13]) es la suma de dos términos positivos, la tnica forma en que la
suma sea cero es que ambos sean cero. Esto, seguido de (3.3.5) nos lleva a que para que la
evolucion anule estos términos es necesario y suficiente que

Separabilidad en el qubit E

A partir de las ecuaciones (3.3.9) y (3.3.6), podemos ver que la evolucién conducira a un
estado biseparable en la biparticion F|S’S siy solo si

Chigrs = E5 (1 — | det Kof? — | det K1[*) + G(K, pg) = 0. (3.3.15)

Por lo que la evolucion llevara el estado (3.2.1)) a la familia biseparable en la biparticiéon E|S’S
si y solo si

G(K, po) = & (| det Ko|* + | det K> — 1). (3.3.16)

Familia separable

Dado que la transformacion actia sobre el subespacio SFE, no hay forma de que ésta afecte
el enredamiento en la biparticién S’|SE, dejandolo asi, constante durante toda la evolucién. Por
lo tanto no es posible llevar al estado (3.2.1)) a un estado biseparable en la biparticién S’|SE.

Resumen

El resumen de los resultados originales y de mayor relevancia obtenidos en esta tesis, se
muestra en la Tabla (3.1} En ella mostramos las condiciones necesarias y suficientes para que la
evoluciéon genere cada una de las clases de enredamiento antes mencionadas, excepto en el caso
del enredamiento tipo W donde se tienen condiciones suficientes.

3.4. Ejemplos

En esta seccion tomaremos como ejemplo los canales cuanticos descritos en la seccion [2.4
para mostrar la utilidad de los resultados de la Tabla (3.1} Dichas condiciones dependen de los
operadores de Kraus (dados por cada canal) y la matriz densidad reducida del subsistema S
antes de la evolucion pg, por lo que consideraremos una matriz de la forma general

(M M

donde Ay + Ay = 1. Dado que el enredamiento inicial estda dado por
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’ Familia de enredamiento ‘ Condiciéon ‘ Enredamiento

GHZ det KoK — g*(Ko, K1) # 0 Jtangle

‘ detK0K1 :g2(K0,K1) ‘

W 0 < |det Ko| + | det K3 < 1 Enredamiento tripartito.
G+ 283’ detKoKl‘ >0

Biseparable S|S"E det Ky = det K1 = G(K,pg) =0 S separable.

Biseparable E|S’S G(K, po) = EF(| det Ko|? + | det K[> — 1) E separable.

Tabla 3.1: Condiciones sobre los operadores de Kraus para la generacion
de enredamiento del estado . Todas las condiciones son necesarias
y suficientes, excepto en el caso del enredamiento tipo W, donde
tenemos dos condiciones, cada una de estas es, por separado, suficiente
para garantizar el enredamiento tipo W.

& = 4det py = 4ao(1 = A2) — [\ [, (3.4.2)

se cumple que:

1
A2 = Re(M\)? 4 Im(M)? = (1 — Ag) — 153. (3.4.3)

Tomando en cuenta que {\g,E2} € [0, 1], podemos observar que |A;|* toma valores en el rango
entre [0,1/4], ademds de que dado un enredamiento inicial solo algunos valores de Ay tendran
sentido, esto se muestra en la Figura [3.1] Podemos observar que si el enredamiento inicial es
méximo £ = 1 no hay coherencia en el estado reducido inicial pg, ademds de que Ay = 1/2.
Mientras que si el enredamiento inicial es nulo &2 = 0 podemos alcanzar el valor méximo de la
coherencia, en este caso |A;|* = 1/4 y todos los valores de Ay estdn permitidos.

Esto nos servira para realizar los calculos necesarios en cada canal, y nos permitird contar
la historia de la dindmica del enredamiento para cada caso.
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Figura 3.1: Mdédulo al cuadrado del término de coherencia, en funcion
de la poblacion inicial excitada para diferentes valores del enredamiento
inicial.

3.4.1.

En este canal los operadores de Kraus tienen la representacién matricial [43]

Canal de amortiguamiento de la amplitud

(1 0 (0 p
De estas, es directo que
det Ky = /1 —p,
det K1 =0, (3.4.5)
9(Ko, K1) =0,
por lo que tenemos 7s:55 = 0. Nuestras funciones de interés seran
DE = 53177
Ds = €2(1 - p), (3.4.6)

G =4A3p(1 —p).

Sustituyendo en las ecuaciones ((3.3.7))-(3.3.9)) y (3.3.3)-(3.3.5) podemos calcular los enredamientos
en las biparticiones y entre pares de qubits, respectivamente. Los resultados se muestran en la

Tabla 3.2
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’ Enredamiento en las biparticiones \ \ Enredamiento en pares de qubits ‘
C§’|SE = 53 Cg"s = 53(1 —p)
Clop = & (1 —p) +4X3p(1 - p) C2,, = E3p
C%gs = E3p+4N3p(1 — p) C2, = 4X2p(1 — p)

Tabla 3.2: Enredamientos bipartitos para el canal de amortiguamiento
de la amplitud.

Recordando que p € [0, 1], somos capaces de estudiar la evolucién del estado y la dindmica
de enredamiento producida por este canal, apoyandonos de las Figuras 3.2y 3.3

= En p = 0 el sistema se encuentra en un estado E separable.

» Para 1 > p > 0 se cumple que 1 > |det K| + | det K| > 0, por lo tanto el estado contara
con enredamiento tipo W como se muestra en la Tabla [3.1] i.e. existird enredamiento en
las tres biparticiones, sin 3tangle.

» En p =1 tendremos que det Ky = det K; = G(K, pg) = 0, por lo que el estado pertenecera
a la familia S separable. Ademés, en p = 1 tenemos que C% , = &Z.

» Este canal no genera 3tangle.

Vemos entonces que la interaccion entre los sistemas S 'y E por medio del canal de amortiguamiento

de amplitud es tal que durante la evolucion genera enredamiento bipartito entre los subsistemas
S, E proporcional al valor de \s, es decir, es proporcional a la probabilidad inicial de encontrar
al sistema en el estado |1). Este canal también reduce de manera lineal el enredamiento C% 4
e incrementa de manera lineal el enredamiento C% . Al final de la evolucién desaparece el
enredamiento entre los sistemas S’, S y S, F, dejando un enredamiento entre los subsistemas
S’, F igual al enredamiento inicial, i.e. este canal transfiri6 el enredamiento inicial entre el par
de qubits S” y S, a enredamiento entre el par S" y E.



3.4.2.

Las representaciones matriciales de los operadores de Kraus en este canal son [43]

Enredamiento
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Figura 3.2: Ejemplo de la dindmica de enredamiento qubit-qubit para
el canal de amortiguamiento de la amplitud, para £ = 5/9, Ay = 1/2.
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Figura 3.3: Ejemplo de enredamientos bipartitos para el canal de
amortiguamiento de la amplitud, para £ = 5/9, A, = 1/2. Se observa
que en el intervalo en que 0 < p < 1, existe enredamiento en todas las
biparticiones, generando enredamiento tipo W.

Canal de desfasamiento

(3 5)

det KO =1/ 1 - D,

det K1 :O,
9<K0; K1) I\/]_)7

(1)

De donde podemos calcular directamente

CAPITULO 3. GENERACION DE ENREDAMIENTO EN SISTEMAS DE TRES QUBITS39

(3.4.7)

(3.4.8)
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esto nos lleva a que
TS'SE = ggp, (349)

por lo que para p > 0 el sistema presentara 3tangle. Nuestras funciones de interés seran entonces

DE = 5(?]%
_ o2
Ds = &, (3.4.10)
1

Los enredamientos en cada biparticién y en pares de qubits se muestran en la Tabla 3.3

Enredamiento en las biparticiones Enredamiento en pares de qubits
O§/|SE = 53 Og‘/s = 53(1 —p)
Céop =& +4MPp C%.=0
C%|S/E = &p+4M[Pp Cip =4 p

Tabla 3.3: Enredamientos bipartitos para el canal de desfasamiento.

Esto nos permite estudiar la dinamica del enredamiento presente en el sistema, producida
este canal, como sigue:

= El estado inicialmente es E separable.

= En cuanto comienza la interaccion p > 0, emerge el 3tangle y el enredamiento entre los
qubits S’S comienza a decaer, ambos de manera lineal con p. Ademéds surge enredamiento
entre el par de qubits SE proporcional a [A\;|? y a p. Esto se muestra en la Figura .

s Para p = 1 el enredamiento entre los qubits S’, S es nulo, es decir, todo el enredamiento
inicialmente contenido en la biparticién S’|SE fue transformado de enredamiento en pares
de qubits a enredamiento genuino tripartito, 3tangle. Esto produce que el enredamiento
en las biparticiones nunca decrezca, tal y como se muestra en la Figura |3.5]

La interaccién de los sistemas S'y F a través del canal de desfasamiento es tal que transforma
el enredamiento inicial entre los qubits S’, S en 3tangle, el cual se comparte entre los tres qubits.
Es importante notar que en ningiin momento se genera enredamiento bipartito entre los pares
de qubits S’E. Por otro lado, pese a la presencia de 3tangle si se genera un enredamiento
bipartito entre los pares de qubits SE, el cual es proporcional a los términos de coherencia.
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Figura 3.4: Ejemplo de la dindmica de enredamiento qubit-qubit y
3tangle para el canal de desfasamiento, para £ = 5/9, Ay = 1/2,
A2 =1/9.
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Figura 3.5: Ejemplo de la dindmica de los enredamientos bipartitos
y 3tangle en el canal de desfasamiento, para £ = 5/9, Ay = 1/2,
|A1]? = 1/9. Vemos como para p # 0 emerge 3tangle, incrementando de
manera lineal.

3.4.3. Canal de volteo de bit, de fase y de bit-fase

Los operadores de Kraus que representan estos canales son [43]

Ko= /1 gl, Ki= \/ggi, (3.4.11)

donde al canal volteo de bit le corresponde la matriz de Pauli o,, al canal de volteo de fase la
matriz de Pauli o, y al canal de volteo de bit-fase la matriz de Pauli o,. Sin embargo, estos
tres canales comparten que
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1
det KO =1 - §p,
det K = — % (3.4.12)
9(Ko, K1) =0,
por lo que el 3tangle seguird la misma dinamica en los tres canales, dada por:
1
msisp = 265p(1 — 5p) = £3[1 = (1= p)?). (3.4.13)

Esto quiere decir que los tres canales de volteo nos conduciran a un estado con enredamiento
tipo GHZ para p > 0. Es interesante notar que el 3tangle en estos canales incrementa de forma
cuadratica y no lineal.

Las funciones Dg y Dg también seran comunes en los tres canales, teniendo

Ds =€3[1 ~ p(1 ~ 3p)] = 5E301 + (1~ B,
(3.4.14)

1 1
Dy =Eip(1 = 5p) = 5&1 = (1 =p)’].
Con esto, procedemos a estudiar cada canal por sus diferencias.

Para estos ejemplos consideraremos \; = \/LTo(l + 1), de modo que |[\]? = 1/9, Re*(\;) =

1/10 y Im2(A;) = 1/90.

Volteo de fase

Calculos directos nos dan para este canal, la forma de la funciéon G

1
G=p(l- 57 [E3 + 8| A7) (3.4.15)

De esto, calculamos los enredamientos en las biparticiones y entre pares de qubits. Los resultados
se muestran en la Tabla 3.4
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’ Enredamiento en las biparticiones \ \ Enredamiento en pares de qubits ‘
C§’|SE = 53 Cg/s = 53(1 - p)2
Clop = & + 8 [*p(1 = 3p) C2p=0

Tabla 3.4: Enredamientos bipartitos para el canal de volteo de fase.

Enredamiento
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0.6 2
N J I p—— CS‘E
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K ~ - —_._—_ SE
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,/// \~~
2_._____._4_________1__4____..___1__.__4:_:_1_3_____.__1_
- P
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.6: Ejemplo de dindmica de enredamiento qubit-qubit y 3tangle
en el canal de volteo de fase, para & = 5/9, Ay = 1/2, |\ = 1/9.

Para este canal podemos ver que el enredamiento entre los qubits S 'y E depende del médulo
del término de coherencia, detalle que comparte con el canal de desfasamiento, sin embargo,
dependencia en p no es lineal. El enredamiento C2j crece como 1 — (1 — p)?2.
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Enredamiento
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Figura 3.7: Ejemplo de dindmica en los enredamientos bipartitos y
3tangle para el canal de volteo de fase, para £ = 5/9, Ay = 1/2,
‘)\1‘2 - 1/9

Canal de volteo de bit

Para este canal tenemos que

G(K, po) = 2p(1 — %p) [1- %53 — 4Re*(\)]. (3.4.16)

De esto que los enredamientos en cada biparticion seran

Enredamiento en las biparticiones \ \ Enredamiento en pares de qubits ‘
C§’|SE - 53 C§,S = 53(1 —P)Z
Clop = E(1—p)* +2p(1 — §p)][1 — 4Re>\] €2, =0
Chisrs = 2p(1 — 3p)[1 — 4ReA)] C2p = 2p(1 — 1p)[1 — 4R\, — &3

Tabla 3.5: Enredamientos bipartitos para el canal de volteo de bit.
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Enredamiento
1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.8: Ejemplo de dindmica de enredamiento qubit-qubit y 3tangle
en el canal de volteo de bit y volteo de bit-fase, para £2 = 5/9, Ay = 1/2,
A= \/Lfo(l + %) Las lineas sélidas corresponden a los enredamientos
que comparten ambos canales, las franjas al canal de volteo de bit y las
lineas punteadas al canal de volteo de bit-fase.

Enredamiento
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Figura 3.9: Ejemplo de dindmica en los enredamientos bipartitos y
3tangle del canal de volteo de bit y volteo de bit-fase, para £ = 5/9,
Ay = 1/2, Ny = \/Lfo(l + 1). Las lineas solidas corresponden a los
enredamientos que comparten ambos canales, las franjas al canal de
volteo de bit y las lineas punteadas al canal de volteo de bit-fase.

Es interesante notar que en este canal el enredamiento entre los qubits S y E depende
del cuadrado de la parte real del término de coherencia, ademéas de depender también del
enredamiento inicial. Si el término de coherencia es un ntimero real, entonces, por la ecuacién
4@, el enredamiento CZy puede reescribirse como C%y = 2p(1 — 3p)[1 — 4X(1 — A9)], es
decir unicamente dependera de las poblaciones iniciales.




CAPITULO 3. GENERACION DE ENREDAMIENTO EN SISTEMAS DE TRES QUBITSA46

Volteo de bit-fase

Para este canal tenemos que

G(K,po) = 2p(1 — %p) [1—4Im*(\1) — %53]. (3.4.17)

Por lo que los resultados serdn completamente andlogos a los del canal de volteo de bit mostrados
en la Tabla cambiando la dependencia en el cuadrado de la parte real de Ay por el cuadrado
de la parte imaginaria, i.e. Re*(\;) — Im?(\y).

En las gréficas 3.8 y [3.9 se compara la dindmica de enredamiento en los canales de volteo
de bit y volteo de bit-fase, evaluados para A\; = \/%(1 +3).

Resumen de los canales de volteo

La historia de la evolucion en los canales de volteo de fase, bit y fase-bit es como sigue:

= En cuanto comienza la interaccién, emerge 3tangle en el sistema, el cual incrementara
como 1 — (1 — p)? hasta un valor méaximo igual al enredamiento inicial. Es decir en los
tres canales el enredamiento inicial fue completamente transformado en 3tangle.

» El enredamiento bipartito entre los qubits S y S” decae como (1 — p)?, sugiriendo que

dicho enredamiento se transforma en 3tangle, el cual sigue la misma dinamica en los tres

canales.

s Los qubits 'y S’ no se enredan de forma bipartita, solamente en forma de 3tangle.

= Se genera un enredamiento entre los qubits Sy F el cual depende del término coherente
en la matriz densidad inicial. Para cada caso la dependencia es distinta teniendo

e Volteo de fase: C%,(|A\1]?).
e Volteo de bit: CZ,(Re{\}).
e Volteo de bit-fase: C2,(Im{Ai}).
» En las figuras [3.6] y 3.8 se muestran los enredamientos bipartitos evaluados para el mismo

valor de Ay = 55(1 — £). Para el caso de los canales de volteo de bit y volteo de fase-bit,
si el término de coherencia cumpliese Re(A1) = ImA;, la dindmica seria idéntica.



Capitulo 4

Hacia la generalizacion

Los resultados obtenidos del sistemas de tres qubits pueden ser implementados, en cierta
medida, para el estudio en sistemas de un ntmero mayor de qubits, abriendo asi el camino
hacia la generalizacién del problema [9], [15], [16] .

4.1. Sistema de cuatro qubits

Consideremos un sistema de cuatro qubits {5, 5", E, E'}, donde los qubits S'y S’ se encuentran
inicialmente enredados mientras que los qubits E' y E’ se encuentran inicialmente en un estado
separable. El estado inicial del sistema sera:

|¢0) = |[¥s5)|0E0E). (4.1.1)

Supondremos que la evolucion del sistema es representada por la transformacién unitaria Usg ®
Ug g, por lo que existird interaccién entre los pares de qubits {S, E} y {5, E'}. Cada una de
estas transformaciones unitarias tendré un conjunto de operadores de Kraus que las describa.
Es decir, la matriz reducida del subsistema S evolucionara por medio de los operadores de
Kraus { Ky, K1} y la del subsistema S’ con los operadores { K}, K] }. El enredamiento inicial en
el sistema esta dado por

CgIES’E’(O) - C§/|SEE/(0) = C39:(0) = &. (4.1.2)

En lo que sigue utilizaremos la notacién po = Tres e (|¢o0){(¢o]) v po = Trser (|do)(Pol)-

Este sistema fue estudiado anteriormente por G. H. Aguilar, A. Valdés-Hernandez, L.
Davidovich, S. P. Walborn y P. H. S. Ribeiro [17]. En este trabajo, los autores estudian el
enredamiento multipartito del sistema descomponiendo el enredamiento residual en términos
de enredamientos tripartitos bien definidos, fisica y operacionalmente, que involucran trios de
qubits y triadas de subsistemas, como se vera a continuacion.

La descomposicion CKW para el caso de cuatro qubits tiene la forma

Ciju = Cij + Ci + Cip + Ry, (4.1.3)

donde R; denota el enredamiento residual en la biparticién i|jkl. Andlogo al 3tangle, estos
enredamientos residuales contienen informacién sobre el enredamiento multipartito del sistema,
sin embargo, a diferencia del 3tangle en el caso de tres qubits, dichos enredamientos residuales

47
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no son invariantes frente a las permutaciones de los indices. En [17] se muestra que estos
enredamientos pueden ser reescritos como

Ri = Tipt + Tij(rty (4.1.4)
donde

i,.j€{S,E} y kle{S E}
0
i,je{SE'} y kile{S E}.

En la ecuacion (4.1.4), 7;,; representa el enredamiento residual correspondiente a la biparticién
ilkl de la matriz densidad reducida p;;x (la cual es en general un estado mezcla), es decir

Tikl = Ci2|kl —-Ch —Cy, (4.1.5)

Y Tij(ki) representa el enredamiento tripartito en la forma de 3tangle entre los qubits 7, j y ki.
Estos enredamientos surgen pues los pares de sistemas (S, F) y (S’, E’) pueden ser considerados
como un solo sistema de dos niveles (qubit), esto debido a que las matrices densidad reducidas
pse Y ps'e son de rango 2 y se mantendran asi durante toda la evolucion.

4.1.1. De tres a cuatro qubits

Utilizando los resultados obtenidos en el capitulo tres, somos capaces de contribuir al estudio
de sistemas de cuatro qubits.

Siguiendo la metodologia de G. H. Aguilar et al. aplicamos la evolucién unitaria Ugg
considerando el subsistema S"E’ como un qubit. Los enredamientos C% 565, Chigsms Céps
C%\S’E’? C’%”S,E, Y Tse(s'En), se mantendran invariantes ante la transformacion Usp: debido
la invarianza del enredamiento ante transformaciones unitarias locales, por lo que podemos
calcularles suponiendo Ug gr = 1g/g/. Esto nos permitird utilizar los resultados obtenidos en el
sistema de tres qubits, simplemente tomando (S’E’) como el tercer qubit, los enredamientos en
dichas biparticiones seran:

Cépse = [Cosplsqur = &

CS|ES’E’ = [CS\ES’]?)qubit = 53DS(K) + G(K> PO),

Chissm = [Chssrlsqunir = E3Dp(K) + G(K, po),
Tses ) = [Tses (K)|squbit = 5§|g2(Ko, Ky) — 4det KoK

(4.1.6)

Los resultados presentes en muestran el enredamiento en algunas de las biparticiones del
sistema de cuatro qubits a partlr de las correspondientes expresiones del caso de tres qubits, en
términos de los operadores de Kraus. Estos resultados se mantendran sin importar la forma de
la interaccion Ug p/. Es importante notar que pese a que estos enredamientos tienen el mismo
valor que su analogo en el caso de tres qubits el significado fisico difiere.
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Considerando el subsistema (S, E’) como un qubit podemos calcular también los siguientes
enredamientos

—_

1
Cli5rmr = [Chsrlsquit = 5 ¢ (14 Ds(K) — Dp(K)) — 57K,
1 1
Chisrm = [Chg/lsquvit = 3 5(14 Dp(K) — Ds(K)) — 57 (), (4.1.7)
1 1
Cép = G(K, po) + §5§|9(K0>K1)|2 — 57(E),

donde donde G (3.2.16), Dg (3.2.15), Dg (3.2.21)) son las funciones antes definidas y 7(K)
denota la funcion ([3.2.10)).

De igual manera, si consideramos el subsistema (S E) como un qubit y aplicamos la transformacién
unitaria Ug gy ® 1gg, podemos calcular los enredamientos en las biparticiones que permaneceran
invariantes ante la transformacién Ugg, obteniendo asi:

Cipsp = [OS\S’ /) 3qubit =

Conspr = [C3smlsqubit = 5 Ds( "+ G(K', py),
)
)

5 5 % . (4.1.8)
CE’|SES/ = [CE/|SS’ squbit = & DE( )+ G(K 700)7
Tom(se) = [T(K') s prslsqui = £519° (K, K1) — 4 det K)K1|.
Anélogamente a la ecuacién (4.1.7) tenemos:
1 1
Ciisp = [Cérslaqubit = 3 (14 Ds(K') — Dp(K")) — 57 T(K'),
1 1
C%’\SE = [C%’S]?)qubit = 5 3(1 + DE(K,) - DS(K/)) 5 (K/)> (419)
1 1
Cop = G(K', pp) + 55319(1(67 K)|* — 5T,

Los enredamientos C§| o CJ%JI o C§,| s Y 02,| s son de particular interés, pues dependen
de las matrices densidad reducidas pss g/, pEs e, Pses' Y PsEE’, respectivamente, las cuales son,
en general, matrices densidad de estados mixtos. Estos enredamientos pueden descomponerse
como en la ecuacion (4.1.5)

Cg"SIEI — Cg‘sl + C%E’ + TﬁS’E’a
C%]\S’E’ = C%‘Sl + C%E’ + TES'E', (4 1 10)
C§/|SE = Cg's/ + C%S’ —|— TS’SE7 o

Ch ESE = =Cip + Cip + Tmrse-

Esta descomposicién nos da las herramientas para calcular los enredamientos tripartitos 7,
sin embargo, para calcularles debemos obtener expresiones para los enredamientos entre pares
de qubits donde uno de los subindices es primado y el otro no, lo cual se deja como trabajo a
futuro.
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4.1.2. Surgimiento de enredamiento multipartito en cuatro qubits

A partir de los resultados anteriores podemos encontrar condiciones que garanticen el
surgimiento de enredamiento multipartito en el sistema de cuatro qubits, como se explica a
continuacion.

Utilizando los resultados de la Tabla [3.1] obtenemos condiciones suficientes para que los
enredamientos en las biparticiones mostradas del sistema de cuatro qubits (4.1.6]), (4.1.8) sean
diferentes de cero. Dichas condiciones son:

1. Ambas evoluciones producen 3tangle, es decir Tgg(sp) # 0y Tomr(sg) # 0. ie.

Egl4det Koy — ¢*(Ko, K1)| # 0, (4.1.11)
E2/4det K4 K| — g*(K, KJ)| # 0. a

En este caso tenemos enredamiento residual en las cuatro biparticiones, i.e. R; > 0, Vi.

2. Una evolucion produce 3tangle y la otra enredamiento tipo W. Sin pérdida de generalidad
supondremos que Ugp produce 3tangle y Ug g enredamiento tipo W, teniendo asi:

EFlddet KoKy — g*(Ko, K1)| # 0, (4.1.12)
1 > |det K{| + | det K| > 0. o
La primera condicién garantiza que R; > 0 para i € {S, E}. Ademds el enredamiento
tipo W producido por Ug g nos garantiza que C’Q,‘SE >0y C’2/|SE > 0, por lo que puede
existir ademds enredamiento residual de la forma 7, i € {S’, E'}.

3. Ambas evoluciones producen enredamiento tipo W. Para este caso tenemos que

1 > |det Ky| + | det K| > 0,
| ?l | }' (4.1.13)

1 > |det K| + | det K7| > 0.

Esta condicion genera enredamiento en todas las biparticiones y permite la presencia de

enredamiento residual de la forma 7, parai € {S,E} y k,l € {S",E'} oi € {S,E'} y

k,l €{S,E}.

Podemos observar que en el caso en que una de las evoluciones Ugsp 0 Ug/gr no genere
enredamiento tripartito, el enredamiento en al menos un qubit serd cero, por lo que no existira
enredamiento multipartito en los cuatro qubits. De esto concluimos que es necesario que ambas
evoluciones Ugsgp vy Us g produzcan enredamiento multipartito en el caso de tres qubits, para
que se genere enredamiento multipartito en los cuatro qubits del sistema.

El problema de dar condiciones para distinguir el enredamiento multipartito generado y
clasificarlo en cada una de las nueve familias de enredamiento presentes en sistemas de cuatro
qubits [26], sigue abierto.
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4.2. Sistemas de 2N qubits

Ahora estudiaremos brevemente el sistema de N qubits {S;} inicialmente enredados y N
qubits inicialmente separables { E;}, tratando de aplicar los resultados obtenidos en el sistema
de 3qubits. El estado inicial del sistema sera:

|¢Sl7--~7sN7E17---7EN> = |w517-~-,SN>|0E17 ety 0EN> (421)
Denotaremos por p; al junto compuesto por los 2N del sistema menos el par {S;, E;}, es decir

pi = {51, Er,....Sn, En} — {S:, Ei}. (4.2.2)

El enredamiento inicial en la biparticién correspondiente al qubit S; estara dado por

C3.15,.(0) = 4 det pg, = E2 > 0, Vi, (4.2.3)

Eip;

donde pg, = Ty, g, (|0)(¢]).

Cada uno de los qubits enredados S; interactia con uno de los qubits externos E;, por medio
de la transformacién unitaria Ug,g,, de modo que para cada interaccién tendremos un par de
operadores de Kraus { K, K1}, los cuales llevan el estado pg, al estado plg, de la siguiente manera:

= TrEZ{Tm [Us 5 ® Uy, (p51.. ,SN|0><0|E1,7EN)US 5 ® UT ]}

= v { T, [ Us, (U} U) (051,50 10) 012, U s | -
-{Usi,EiTm [%(Psl sN|0><0|E1,,EN)]Ugi,Ei)= (4.2.4)
(Us.. (0510} 01 ) UL, 5, )

< i

=Trg, Usl,E PSE; US B >

j={0,1}

:TTE,

donde PS1,...Sn = |¢> <77Z)|51, ,Sz\m Hi UShEl ® "'USi—17E1—1 & USH—LEH—I ® "‘USNEN y se utilizo
la ciclicidad de la traza en el subespacio p;. Siguiendo el proceso en la ecuacion (3.2.17)), y
utilizando la ciclicidad en la traza en el subespacio u;, obtenemos la evolucién en el subsistema
E; como

m,n={0,1}

(4.2.5)

De esto que la evolucién de cada par de subsistemas S5;, F; dependerd tnicamente de los
operadores de Kraus con superindice 7 y el estado inicial del subsistema .S;. Con esto podemos
calcular los enredamientos entre cada qubit con el resto del sistema, de manera completamente
analoga al caso de tres qubits. Es decir, utilizando las ecuaciones (3.2.14)) y (13.2.20]) simplemente
cambiando py — ps,, & = &y K; — K}, para cada caso, teniendo asi:
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2
Csie

C

= SEDS(KZ) + G(Ki,psi)7
= EDp(K") + G(K', ps,),

iy M

(4.2.6)

]S40

donde G (3.2.16)), Dg (3.2.15)), Dg (3.2.21)), son las funciones antes definidas, evaluadas en los
operadores de Kraus correspondientes al par (S;, E;). Podemos observar que la dindmica del
enredamiento en cada qubit es completamente andloga al caso de tres qubits.

De las ecuaciones (4.2.6) podemos observar que la condicién para obtener enredamiento de
ambos qubits S; y E; con el resto del sistema puede ser escrita como

2
CSZ“E

Cr

>0 <= (| det Kol* + | det Ki|*) + EF|g(KG, K7)|* + G(K, ps,) > 0,
>0 < & — & (| det K| + | det K{|?) + G(K", ps,) > 0.

ol (4.2.7)

i|Sih

Estas condiciones pueden ser combinadas para obtener una sola condicién que nos garantice
- : 2 2 : ‘.
enredamiento en ambos qubits C’SZ_| B Y CEi| i teniendo asi:

€2+ G(K', ps,) > E2( det Ki? + | det Ki?) > — [€2]g(Kp, KD + G(K,ps)].  (4.2.8)

Si la condicién (4.2.8]) se cumple para m de los N pares de qubits, podemos garantizar la
existencia de enredamiento en N 4+ m qubits. Mostraremos esta afirmaciéon como sigue:

Supongamos que en algin momento de la evolucion, los operadores de Kraus asociados a m
de los N operadores Ug, g, cumplen con la condicién (4.2.8]), asi, en dicho momento tendremos
que

2
Cse

2
Chis

>0,
L (4.2.9)
ilbq > O’

para i = 1,2,...,m, ambos qubits del par {S;, E;} se encontrardn enredados con el resto del
sistema. Esto es cierto para los m pares cuya interacciéon cumple con la condicién (4.2.8)), por
lo que podemos garantizar que 2m qubits poseen enredamiento con el resto del sistema.

Las N — m evoluciones unitarias Ug,z, que no cumplen la condicién (4.2.8)), se dividen en
dos grupos:

= Aquellas para las cuales se cumple:

2
Csip

2
Chys

>0,
i (4.2.10)
il - O’

parat=m+1,....m+p,con p < N —m.
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= Aquellas para las cuales

2
Cs,k

Ck

=0,
i (4.2.11)

i Sitti >0,

parat=m-+p+1,...,N.

Sea cual sea el caso, vemos que las N — m evoluciones unitarias Us, g, que no cumplen con
, son tales que uno de los qubits del par {5}, E;} se encuentra enredado con el resto del
sistema. Al contar la cantidad total de qubits cuyo enredamiento con el resto del sistema es no
nulo, tendremos 2m qubits asociados a las evoluciones que cumplen con la condicion y
N —m qubits asociados a las evoluciones que cumplen (4.2.10f) y (4.2.11)), teniendo asi un total
de 2m + (N —m) = N 4+ m qubits enredados en el sistema.

El problema de identificar como cambia la dinamica del enredamiento dependiendo del
enredamiento inicial en los N qubits enredados, asi como diferenciar entre los diferentes tipos
de enredamientos que se puedan generar sigue siendo un problema abierto.
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Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado un sistema de tres qubits (S’,S, F) en el estado ,
que evoluciona por medio de una transformacién unitaria arbitraria de la forma Ugg ® 1g,
la cual es completamente representada por un par de operadores de Kraus {Ky, K;}. Los
resultados principales de esta investigacion nos permiten calcular de manera exacta todos los
enredamientos presentes en términos de los operadores de Kraus y la matriz densidad reducida
del sistema S antes de la evolucion, py. Esto nos permite estudiar y predecir la dindmica y
emergencia de todos los enredamientos presentes en el sistema.

Una vez calculadas las expresiones para los enredamientos del sistema en todo momento
de la evolucion, fuimos capaces de encontrar novedosas condiciones necesarias y suficientes,
sobre los operadores de Kraus, que garanticen la emergencia de los diferentes enredamientos
accesibles. Es decir, los resultados presentados en la Tabla (3.1)) nos permiten predecir el tipo
de enredamiento presente en el sistema tnicamente en funcion de los operadores de Kraus
que describen dicha evolucion y el estado inicial del subsistema S. Estos resultados fueron
ejemplificados en diferentes canales cuanticos mostrando su utilidad para discernir el tipo de
enredamiento presente en el sistema en todo momento de la evolucion.

El estudio del sistema de tres qubits y los resultados obtenidos nos permitieron, ademaés,
explorar sistemas con un mayor nimero de qubits. La primera de estas generalizaciones es el
caso de dos qubits inicialmente enredados donde cada uno de estos interactiia con un qubit
adicional. Los resultados del sistema de tres qubits nos permitieron encontrar expresiones para
los enredamientos en las biparticiones y entre los pares de qubits que interactian localmente,
esto permite calcularlos de una manera mas sencilla y no reportada en la literatura. Encontramos
tres condiciones suficientes para la generacién de enredamiento multipartito en el sistema de
cuatro qubits, ademas de ser capaces de distinguir, en algunos casos, la presencia de enredamiento
residual. Ademads se encontré que es necesario que las interacciones Usg v Us g evaluadas
en el caso de tres qubits generen enredamiento multipartito para que exista enredamiento
multipartito en el caso de cuatro qubits.

Extendiendo esta idea, pudimos realizar un breve analisis del sistema de N qubits inicialmente
enredados en el que cada uno de ellos interactia localmente con un qubit adicional. Obtuvimos
expresiones para el enredamiento de cada qubit con el resto del sistema, en forma analoga al
caso de tres qubits, y establecimos innovadoras condiciones para garantizar la presencia de
enredamiento en N + m qubits (m < N).
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El trabajo presentado en esta tesis deja abiertos una gran cantidad de problemas que pueden
ser explorados desde esta perspectiva, algunos de ellos son:

» Continuar el estudio del sistema de cuatro qubits previamente discutido, ahondando ahora
en la generacion del enredamiento tetrapartido, y en general, de los diferentes tipos de
enredamiento que pueden existir en sistemas de cuatro qubits.

= Abordar el estudio del enredamiento en un sistema de dos qubits inicialmente enredados
en el cual ambos interactien con el mismo qubit adicional, permitiendo la interacciéon no
directa entre estos.

= Plantear el estudio de tres qubits inicialmente enredados en el cual uno de ellos interactia
con un sistema externo. Semejante estudio nos permitira entender la influencia del tipo de
enredamiento inicial en la evolucion, es decir, ya que tres qubits pueden estar enredados
de dos maneras diferentes (GHZ y W), se espera encontrar diferencias en la dindmica.

= Por dltimo, se buscard ahondar en las implementaciones practicas de los resultados
obtenidos, es decir, buscar aplicaciones en las que sea necesario favorecer la generacion
de algin tipo especifico de enredamiento, para alguna tarea en particular.
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Guaranteed emergence of genuine entanglement in 3-qubit evolving systems
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Multipartite entanglement has been shown to be of particular relevance for a better understanding
and exploitation of the dynamics and flow of entanglement in multiparty systems. This calls for
analysis aimed at identifying the appropriate processes that guarantee the emergence of multipartite
entanglement in a wide range of scenarios. Here we carry on such analysis considering a system
of two initially entangled qubits, one of which is let to interact with a third qubit according to an
arbitrary unitary evolution. We establish necessary and sufficient conditions on the corresponding
Kraus operators, to discern whether the evolved state pertains to either one of the classes of 3-qubit
pure states that exhibit some kind of entanglement, namely biseparable, W-, and GHZ- genuine
entangled classes. Our results provide a classification of the Kraus operators according to their
capacity of producing 3-qubit entanglement, and pave the way for extending the analysis to larger
systems and determining the particular interactions that must be implemented in order to create,
enhance and distribute entanglement in a specific manner.

I. INTRODUCTION

Quantum entanglement constitutes an extremely rich
phenomenon that has occupied a prominent role in con-
temporary physics. Ranging from inquiries regarding
foundational aspects of quantum mechanics, to the search
of methods aimed at efficiently exploiting this resource in
quantum information tasks, the lines of research involv-
ing entanglement have been rapidly multiplied in the last
decades. One of them, which is of particular interest for
the present analysis, focuses on the dynamics and flow of
entanglement in multiparty systems.

The study of the evolution of initially entangled sys-
tems has made clear that entanglement is a dynamical
resource that is considerable enriched in multipartite sys-
tems [1-3]. In particular, multipartite entanglement in
qubit systems has been shown to play a relevant role
in the construction of dynamical invariants of entangle-
ment that allow to introduce the notion of a flow of cor-
relations among the constituents of the complete system
[4-6]. The analysis of the distribution of entanglement
acquires special relevance in the context of open quan-
tum systems, where decoherence processes are involved
[3, 7]. Whereas the interaction of an entangled bipartite
system with an environment tends to degrade their en-
tanglement, the inclusion of the environment transforms
the bipartite system into a multiparty one, thus allowing
for the entanglement to distribute in the form of bipartite
and multipartite entanglement between the different sub-
systems. Therefore, in appropriate circumstances the dis-
entanglement of some subsystems is accompanied by the
entanglement of others, giving rise to phenomena such
as the transference and transformation of entanglement
assisted by the environment. This observations have al-
lowed, for example, to understand phenomena such as the
Sudden Death of Entanglement [8-10], characterized by

*andreavh@fisica.unam.mx

the fact that the extinction of the entanglement precedes
the extinction of the coherences.

Further, the analysis of the dynamics of entangled sys-
tems has posed questions on the fragility of this resource
in different kind of entangled states, on the development
of strategies to increase some type of entanglement in de-
coherence processes, and more ambitiously on the estab-
lishment of the global laws that govern the evolution of
entanglement in multiparty systems. To take a step fur-
ther in these directions it becomes necessary to identify
the appropriate processes that guarantee the emergence
of specific classes of entanglement, particularly of multi-
partite entanglement. Here we tackle this problem for a
3-qubit pure state. In spite of being the simplest mul-
tiparty system, it is well-known that it allows for the
existence of 3-partite entangled states that have been
successfully realized in different physical systems [11-14],
and exhibit different robustness and features [15] that are
required in various quantum information tasks [16-19].

We contribute to the study of the emergence of gen-
uine tripartite entanglement by considering a system of
two initially entangled qubits, one of which is let to inter-
act with a third qubit under an arbitrary unitary trans-
formation. Resorting to the formalism of Kraus opera-
tors [3, 20] to represent the evolution, we classify them
according to their capacity of producing genuine tripar-
tite entanglement, either of the W- or GHZ-type, which
are the two inequivalent classes of multipartite entan-
glement in 3-qubit systems [15, 21, 22]. We establish
necessary and sufficient conditions —based on basic and
similarity-invariant properties of the Kraus operators—
for the evolved state to pertain to each of the three fami-
lies of 3-qubit pure states that exhibit some kind of entan-
glement, namely biseparable, W-, and GHZ- entangled
classes. Our results enrich and add to other classification
schemes aimed at distinguishing the particular nature of
the entanglement of a 3-qubit state [23-28], by offering
a classification of the evolution operators that drive the
initial state into one with a specific type of entanglement.
Moreover, by relating the emergence of 3-partite corre-



lations with the structure of the Kraus operators, our
classification settles the basis for establishing the type of
operations (or Hamiltonians) that must be implemented
in order to create and distribute entanglement in a con-
venient way.

The paper is structured as follows. Sections II and III
contain preliminary material related, respectively, to the
Kraus formalism applied to the system of interest, and
to the emergence of genuine tripartite entanglement. In
Section IV we find an expression for the so-called 3-tangle
[29] in terms of the initial entanglement and an invari-
ant function of the Kraus operators, and in Section V we
derive the expressions for all the possible bipartite entan-
glements also in terms of the Kraus operators. We then
present our main results in Section VI, where necessary
and sufficient conditions to guarantee the different kinds
of entanglement in the evolved state are established, in
terms of the Kraus operators. We discuss the depen-
dence of the generation of tripartite entanglement on the
amount of initial bipartite entanglement, and look briefly
into the extension of our results to 4-qubit systems evolv-
ing under local channels. In Section VII the emergence
and distribution of entanglement is analyzed for some
examples involving paradigmatic quantum decoherence
maps, and some final comments are presented in Section
VIIL

II. KRAUS OPERATORS AND QUANTUM
MAPS

Consider a 3-qubit system composed of subsystems .S,
S’, and E. The tripartite system is assumed to be ini-
tially in a pure state of the form

\¢(0)>S/SE = |1/J0>s’s |0>E’ (1)

with [1)g) g ¢ an arbitrary state of the S + 5’ subsystem.
S then starts to interact with E, so the evolution oper-
ator decomposes as U(p) = Igr ® Usg(p), with Usg an
arbitrary unitary transformation, and p a real parameter
(e.g., an appropriate time parametrization) such that at
p =0, Usg(0) =Igg. The evolved state has the general
form (with n,l,m =0,1)

6(P) gi55 = Y Cnim(P) Inlm) 1510, (2)
nlm

with specific coefficients ¢, that will be determined be-
low. The corresponding tripartite density matrix reads

p(®) = [6(0) (6(p)| = Um)p(0)UT (p) (3)
= [Is' ® Use()](|%o) (o] © [0) (0))[Ls: © U5 (p)),

and the (reduced) state of subsystem S follows a (in gen-
eral non-unitary) evolution given by [3, 20]

ps(p) = Trwmp) = > Kup)poKi(p), (4)

where pg = ps(0), and {Ku(p) = (ulzUss(p)|0)g}
stand for the Kraus operators associated to the trans-
formation Ugg, which satisfy the restriction

S KK, =1Ig (5)
1

that guarantees the normalization condition Trpg(p) = 1.

In terms of the Kraus operators, the unitary evolution
of the S + F system can be alternatively represented by
the following quantum map:

100) 5z w (Ko(p)[0)g) [0) 5 +
110) s ?S‘: (Ko(p) 1)) 10) 5 +

(K1(p)10)s) 1) {6)
(K1(p) |1>S) |1>E

By writing the matrix representation of Ky and K;j in
the basis {|0) = (1,0)T,[1) = (0,1) T} as

Ky = ( Moo Mot ) g _ (700 nor (7)
mig mi1 )’ niyp ni1 )’

with m;; = m;;(p), and n;; = n;;(p), the transformation
(6) can be recasted in the form

|00>SE U—> moo |00> + mqg |10> =+ ngo |01> “+ n1o |11>,(8)
SE

|10>SE U—) mo1 |00> +mq1 |10> “+ no1 |01> +n11 |11>
SE

The matrix elements of the Kraus operators repre-
sent thus the probability amplitudes of the transformed
states, and therefore can be used to describe the effective
evolution associated to the unitary transformation. In
what follows we will resort to this (Kraus) formalism to
extract conclusions regarding the dynamics of entangle-
ment, via an analysis of the properties of the matrices
K,, (in what follows we omit the explicit dependence of
these matrices on the parameter p).

III. EMERGENCE OF GENUINE
ENTANGLEMENT

Since the tripartite state p(p) is pure, a suitable mea-
sure of the (bipartite) entanglement between subsystems
iand j+ k (with 4,4,k € {S,5’, E}) is given by the tan-
gle, or squared concurrence C2, given by [30],

Cji = 2(1 = Trpf) = 2(1 = Trphy), 9)
where p; = Tr(;1)p stands for the reduced density matrix
of subsystem ¢. The information regarding the distribu-
tion of entanglement among the different constituents of
the system is contained in the following (CKW) decom-
position [29]

Ciiin(p) = C5(p) + Cii(p) + 7(p), (10)

which involves the concurrence C;; —that measures the
entanglement between subsystems ¢ and j [31]— and the



so-called 3-tangle, 7. For a general tripartite state of the
form (2), and in terms of a;; = co;; and b = cyy5, it is
given by [29]

T=4|d1 —2d2+4d3|, (11)
where
di = agobty + af by + aiobgy +aiibgy,  (12a)
dy = agoai1boobi1 + apraiobiobor + (12b)
(a10bo1 + a01b10)(acobi1 + a11boo),
d3 = agpai1b10bo1 + ag1a10boobi. (12c)

The quantity 7 divides the set of 3-qubit pure states
into two inequivalent (under Stochastic Local Operations
and Classical Communication) families [21]: those for
which 7 # 0 (GHZ-family), and those for which 7 = 0
(W-family). In the former case, the nonzero 3-tangle
guarantees that the states in the GHZ-family are entan-
gled in all bipartitions, meaning that they are genuine
tripartite entangled [22]. In its turn, the W-family con-
tains three (also inequivalent) subfamilies, comprising:
i) fully separable states, for which Ci2| ik =0 for all 1,

hence no entanglement is present; ii) biseparable states,
for which Ci2|jk = 0 for a single subsystem i, so that
(only) one subsystem is disentangled from the rest; and
iii) 3-partite entangled states, satisfying Ci2|jk > 0 for all
i, hence the state is genuine tripartite entangled. The
members of this last (sub)family constitute 3-partite en-
tangled states whose multipartite entanglement is not de-
tected by 7. Therefore, 7 is considered as a quantitative
measure of (only) GHZ-type genuine entanglement.

The lack of a suitable measure of W-type genuine en-
tanglement difficults to determine (without explicitly cal-
culating all C’f‘jk) whether a given state is genuine tri-
partite entangled, biseparable, or fully separable. How-
ever, some classification criteria have been established,
based on: entangled hypergraphs [24]; hyper- and sub-
determinants, providing necessary and sufficient condi-
tions for separability [23]; construction of appropriate ob-
servables [25] and Bell inequalities [26] that determine the
family to which a given state pertains; expectation values
of Pauli operators that distinguishes between fully sepa-
rable, biseparable and 3-partite entangled states [27], and
device-independent witnesses that discriminate between
W- and GHZ-type entanglement [28]. It is the aim of
the following sections to enrich the existent criteria from
a dynamical perspective, establishing the conditions on
the Kraus operators, according to their capacity of pro-
ducing each type of entanglement in the evolved state

[¢(p))-

IV. 3-TANGLE IN TERMS OF THE KRAUS
OPERATORS

Let us introduce the matrices

Co = [aij] = [coi],  C1 = [byy] = [erig],  (13)

and rewrite Eq. (12¢) as

ds = aooa11(biobor — boob11) + ao1a10(boob11 — biobo1) +
+a11a0oboobi1 + ap1a10bo1bio
= —det(CoC1) + ar1a00boobi1 + ao1a10bo1b10- (14)

Direct calculation thus gives

dy —2ds +4ds = —4 det(COCl) + (15)
+(agobi1 + a11boo — ao1bio — aiobo1)?.

Recognizing in the second line of this expression the
quantity

TI‘C()TI"C1 —Tr (Cocl) = (16)

= agob11 + a11boo — ao1b10 — a10bo1,

we obtain the following simplified expression of Eq. (11):

T = 4]4det(CoCy) — ¢%(Co, C1)|, (17)
where
g(A,B) = TrATrB — Tr (AB), (18)
so that
9(A,B) = g(B, A) = g" (A", BT), (19a)
g(MA, X2 [B+C]) = M2 [g(4, B) + g(A,C)], (19b)

with A; o arbitrary complex numbers.

Notice that g(A, B) is a similarity-invariant function,
and that whenever A and B are 2 x 2 matrices, Eq. (18)
is equivalent to

g(A,B) = det(A+ B) — det A — det B, (20)
and thus the following property holds:
9(A, B)g(C, D) = g(AC, BD) + g(AD, BC). (21)

In particular, for A = B this gives g(4, A)g(C,D) =
2g(AC, AD), and with the aid of Eq. (20) we get

g(AC, AD) = det Ag(C, D). (22)

Also, from Egs. (18) and (20) it follows that for A with
unit trace, 1 — TrA? = 2det A, whence

C% . =2(1 — Trp?) = 4det p;. (23)

ilj

Let us now come back to the initial state (1), and write
|th0) g1 In its general form:

o) s = a[11) + B[10) +v[01) +4100),  (24)

with |a|? + |82+ |y|> 4 |§]* = 1. Under the map (8), the
coefficients of the evolved state (2) are such that
CO = KOM0(6> FY) + K1M1(67 FY):
Cr = KoMo(B,a) + K1 M (B, a),

(25a)
(25Db)



where My 1(z,y) are the matrices

z 0 0z
Substitution of Eqs. (25) into (17) leads, after some al-
gebraic manipulation, to

7= E2|4det(Ko K1) — g% (Ko, K1), (27)

where &y stands for the initial entanglement between S
and S’ (hereafter assumed to be nonzero):

& = C%s(0) = C%55(0) = C3/(0) = 4det pg. (28)

Equation (27) shows that the amount of 3-tangle de-
pends on the initial state only through the initial (bipar-
tite) entanglement, and that its dynamics is completely
determined by the Kraus operators that characterize the
quantum map (6). As discussed in [5] (where a similar,
though less simplified, version of Eq. (27) was derived),
the 3-tangle thus emerges as a mere redistribution of the
initial entanglement C2,4(0), induced by the interaction
between S and FE.

V. BIPARTITE ENTANGLEMENT IN TERMS
OF THE KRAUS OPERATORS

Now that we have the expression (27) for the 3-tangle
as a function of the matrices {K,} that determine the
dynamics of the system, our next aim is to find the ex-
pressions of the bipartite entanglements Cfljk and C’fj,
also in terms of the Kraus operators.

Since the evolved state p(p) results from applying a
unitary transformation in the S + F subsystem, the en-
tanglement in the partition S’|SE is not affected at all
during the evolution. Consequently

C§'|SE (p) = C§’|SE(0) = gga (29)

and C§’|SE is independent of the specific Kraus opera-

tors. In what follows we thus focus on the entanglement

C’f‘jk fori =S, E.

Resorting to Eqgs. (4) and (23) we get, with the aid of
(20),

C%gp = Adet (KopoK} + K1poKT)

4det po (| det Ko|* + | det K1[?) +
+49(KopoK§, K1poKY). (30)
Now, from Egs. (21) and (22) we obtain

g(KOPOK(J)r»KIPOKD =
= det po|g (Ko, K1)|” — g(Kopo KT, KipoKl),  (31)
and therefore
Cosp = & (|det Ko|” + | det Kq|* + [g* (Ko, K1)|) —
—4g(KopoK], K1poKJ). (32)

4

As for C%‘SS,, we start from Eq. (4) and write (with

{|n)} and {|n')} orthonormal basis of the Hilbert space
of S and S, respectively, and {|u)}, {|v)} orthonormal
basis of the Hilbert space of E)

pe = Trsshp =Y (nn/|U(lvo) (ol @ |0) (0)UT [nn’)

nn’

>l Usi [0) (D' [wo)(toln) ) 01 Ul g n)

n n’

> (nllw) {ul Use10) po (0| Ul g [v) (v] In)

npy

S (3 0l Bopo ) o) ) )

uv n

= ST (KupoKS) ) (v]. (33)

Equation (23) thus leads to (using the cyclic property of
the trace)

Chiss: = 4[Tr (poK{Ko)Tr (po K] K1) —
—Tr (KoPOKI)TY (Klpng)]' (34)
We now resort to Eq. (18) to get
C%\SS’ =
= 4[g(po K Ko, poK{ K1) + Tr (po K Ko po K| K1) —
—9(KopoK, KipoK{) = Tr (Kopo K| K1poK{)].  (35)

The trace terms in this expression cancel each other due
to the cyclic property of the trace, and Eq. (22) leads
finally to

Chisy = E39(Ki Ko, K]K:) —
*49(KOPOKLK1P0K(§)~ (36)

Gathering results we get:

Cg’\SE = &, (37a)
Cg‘\S’E = &Ds(K)+ G(K, po), (37b)
Chiss = & Dp(K)+G(K, po), (37c)

where
Dg(K) = |det Ko|* 4 | det K1 |*> + |¢*(Ko, K1)|, (38a)
Dg(K) = g(K} Ko, K{ K1), (38D)

represent contributions independent of the initial condi-
tions, and

G(K, po) = —4 g(Kopo K|, K1poK) (39)

represents the contribution (common to C’g‘s,E and
CI%JI ggs) that bears the information regarding the initial
state po. Now, resorting to the condition (5) satisfied



by the Kraus operators we obtain g(KgKO,KIKl) =
1 — |det Ko|? — |det K1|?, a result that relates Dg and
Dpg according to

Dg = 1-Dp+|g*(Ko, K1)| = 1+g(KJ K1, K{Kg). (40)
From the CKW decomposition (10) it follows that

2

ij = %(C‘Qljk + ng\ik - szm- —7), (41)

7

whence Eqgs. (27), (37), and (40) give

C2s = E2(| det K| + | det K |)—

— 483 (jul = ol +Ju — v, (422)
C2p = E2[1 — (| det Ko| + | det Ky|)?] -
— L2l — ful + u— ), (420)
Ciép =G+ 3&(|v] = [u—]), (42¢)
where we wrote
u:4det(K0K1), UZQQ(KOaKl)’ (43)

so that 7 = &2|u — v|. Notice from Eq. (42c) that when-
ever v vanishes (at least one K, has vanishing determi-
nant), G coincides with C%5. In such case the contri-
bution G(K, pg) in Egs. (37b) and (37c) represents the
entanglement directly generated as a result of the inter-
action between S and E, and consequently Dg and Dy
represent the amount of entanglement that is being dis-
tributed, from the initial available entanglement £2.

Resorting to the inequality |u — v| < |u| + |v| we find
the following lower bounds of C’fj:

£2(| det Ko| — | det K;])* < C2,, (44a)
EZ1— (|det Ko|+|det K, ])*~|g2(Ko, K1)[]< C2 ,(44D)
G725§|det(K0K1)| S C%’E (44C>

The equality sign holds whenever |u—v| = |u|+|v|. This
will oceur, in particular, whenever u = 0 and/or v = 0,
which is the case of all the examples below.

VI. NECESSARY AND SUFFICIENT
CONDITIONS FOR THE EMERGENCE OF
GENUINE ENTANGLEMENT

Our aim now is to establish the conditions under which
the transition from bipartite to multipartite entangle-
ment is guaranteed. Specifically, we focus on the gen-
eral properties that the Kraus operators able to create
tripartite entanglement must satisfy.

We first resort to Eq. (27), which allows us to deter-
mine whether the evolved state |¢(p)) exhibits GHZ-type
genuine entanglement (7 # 0), or not (7 = 0), as follows:

4det(KoK1)#g* (Ko, K1) <= |¢(p)) has 3-tangle. (45)

From here it follows, in particular, that if the quanti-
ties involved are real, then det(KyK7) < 0 is a sufficient
condition to produce 3-tangle.

The result (45) establishes necessary and sufficient con-
ditions (on the Kraus operators) for the state (2) to per-
tain to the GHZ-family, yet it provides only necessary
conditions for the state to belong to the W-(sub)family
of 3-partite entangled states. In order to determine suf-
ficient conditions for the emergence of W-type multi-
partite entanglement, we must assure that, while hav-
ing 7 = 0, the state is entangled in all bipartitions, i.e.,
Ci2|jk = Cin +C% >0foralli=S5 E. As seen from
Eq. (29), this is automatically met for ¢ = S’ (recall that
we assume nonzero &y).

Now, since 7 = 0 we have 4det(KoK1) = g*(Ko, K1),
or u = v, whence Egs. (42) reduce to

C%g = E3(| det Ko| + | det Ky ])°, (46a)
ngE - gg - Cg/s, (46b)
C%, =G + 282 det(KoK)|, (46¢)
and therefore
Clop = E3ds(K)+ Chs, (47a)
C?E\SS’ = &dp(K)+ Cks, (47b)

where E8ds = C2g >0, Efdp = Chg > 0, and
ds =1—dp = (|det Ko| + |det K])°.  (48)

Since C3g > 0, it follows from Eqgs. (47) that dg > 0
and dg > 0 are sufficient conditions for having, respec-
tively, Cg‘S,E > 0 and C?ELS’S’ > 0 (of course, the condi-
tion C,%; g > 0 also suffices for guaranteeing entanglement
in both bipartitions, yet it involves the specific form of
the initial state py —via the dependence of C%g on G—
and would not lead to a condition involving the Kraus
operators only). This leads to

0 < |det Ko| + [det Ki| = C3jg55 >0,
|det Ko| + [det Ki| <1 = Cpgg0 > 0,

(49a)
(49b)

and consequently to the final condition (of course, pro-
vided 7 = 0):

0 < |det Ko| + |det K| < 1 = |¢(p)) has W-type (50)
tripartite entanglement.

It is worth noting that since (50) ensued from impos-
ing that the terms proportional to £2 in Eqs. (47) were
strictly positive, it constitutes a condition for having
distributed W-type genuine entanglement, i.e., for guar-
anteeing the emergence of tripartite entanglement given
that an initial amount of initial (bipartite) entanglement
was present. By imposing instead the less restrictive con-
ditions C%)g 5 > 0 and CF, 55 > 0in Egs. (47) we would



‘ Family ‘ Condition ‘Entanglement‘
| GHZ | 4det(KoK1) # ¢*(Ko, K1) | 3-tangle |
’ w ‘ 4det(KoK1) = g*(Ko, K1) ‘ no 3-tangle ‘
0 < |det Ko| + |det K1| < 1 3-partite
W- det Ko = det K1 = biseparable
subfamilies =G(K,po) =0 (S-separable)
G(K,po) = biseparable
= &5 (| det Ko|* + | det K1|> — 1) | (E-separable)

TABLE I: Families to which the evolved state |¢(p)) per-
tains according to basic properties of the Kraus operators.
All conditions are sufficient and necessary, except for the
condition involving the W-subfamily of 3-partite entangled
states, which is only sufficient. Note that S’-separable and
fully separable states do not occur since we are considering

obtained more general conditions for |¢(p)) to exhibit W-
type entanglement; however, as mentioned before and by
virtue of the term C%g, those conditions will in general
depend on the initial state pg. Thus, in general, the pres-
ence of W-type entanglement depends on the initial state
po, contrary to the 3-tangle (27), which is independent
of Po-

The above results serve also to establish the conditions
under which Ky and K drive the initial state to a bisep-
arable one, i.e., separable in either the bipartition S|S'E
or E|SS’. Specifically, from Eqgs. (46¢), (47) and (48) we
arrive at

Cilsp =0 <= det Ko =det K; =G =0
@C%‘Sslzé‘g,

Chissr =0 <= G =&F(|det Ko|* + [det K, [* — 1)

(51b)

(5la)

2 2
= CS‘S’E :(90.

The first of these equations thus determines the condi-
tions for having a state that is S-separable (yet entan-
gled in the F 4+ S’ subsystem), whereas the second one
corresponds to an F-separable state (in which all the en-
tanglement is between S and S’).

A summary of the results obtained in this section is
shown in Table I, where the different inequivalent families
and each type of entanglement are identified according to
the conditions on the Kraus operators. Notice that such
conditions are invariant under (local) unitary transfor-
mations Ug, hence do not depend on the basis in which
the matrices are expressed.

A. Tripartite entanglement as a function of the
initial entanglement

The results shown in Table I were obtained assuming
a nonzero initial (bipartite) entanglement £Z. As follows

from the previous analysis, it is clear that the condition
&2 > 0 is necessary in order to create tripartite entan-
glement (otherwise the only entanglement present would
be, at most, C%), yet the dependence of the generation
of tripartite entanglement on the amount of initial entan-
glement has not been discussed. We now briefly comment
on this.

Equation (27) shows that the 3-tangle depends lin-
early on &3, so for an appropriate given evolution (fixed
Kraus operators that comply with the conditions (45)),
an increase/decrease of the initial entanglement changes
the GHZ-type tripartite entanglement accordingly, and
3-tangle exists for all £2 € (0,1].

The analysis for the W-type tripartite entanglement is
more elaborated, since the expressions for Cf‘jk in Egs.

(37) are not explicit functions of &2, due to the term
G(K, pp) and its dependence on the initial state pg, whose
determinant gives precisely &2 (see Eq. (28)). In order
to express G as an explicit function of the initial entan-
glement, we first write pg in the form

1 — pee ‘pge|ew > , (52)

po = po(pee; ¢, |pge|) = —ip
|Pge|e Pee

and decompose the matrix KypgK I as
KopoK| = M(K, pec) + [pge N(K, 0),  (53)
with M and N the matrices
M = Koo K|, N = Koo,K], (54)

and

1-— 0 0 e
%< 0 )’%<i¢ >.®®
Pee e 0

Substituting Eq. (53) into (39) we obtain, with the aid
of the properties (19),

G(K,po) = —4g(M,M")—
_8|pg6‘Re [g(MvN]L)] _4|pge|29(N7NT)' (56)

Now, resorting to Eq. (28) written explicitly as

Eg = 4pee(l = pee) — 4|p59‘2a (57)

we can write |pge| as a function of the initial excited pop-
ulation p.. and entanglement £2; the set of the inde-
pendent variables (pee, ¢, |pge|) becomes substituted by
(pees @, £2), and we are led to

G(Ko, po) = G(K, pec, 9,5) =

- gl (K7 Pee> 90) + g2(K; Pees %0) \/4pee(1 - pee) - 83“"




with

G = —4 [g(M7MT)+Pee(1_pee)g(N7NT)L (593)
Gy = —4Re[g(M,N)], (59b)
Gs = g(N,NT). (59¢)

When we substitute Eq. (58) into (46¢) we get, from
Eqgs. (47),

3
862 = (dz + 2| det(KoKl)D+
0
2Re[g(M, Nt
(v, N 4 —2Relg( NT)] _, (60)
\/4pee(1 - pee) - 80
where i,j = S,E (and of course i # j). Equation

(60) gives the general expression for the change of
the bipartite entanglements Cng,E and CJ%:|SS' with

respect to &7 in absence of 3-tangle, thus allows to
analyze the behaviour of bipartite and W-type tripartite
entanglement as £ varies. The specific rate of change
will clearly depend on the set of Kraus operators,
and on the value of &2 provided Re[g(M,NT)] # 0.
However, it should be stressed that the conditions for the
emergence of bipartite or W-type genuine entanglement
summarized in Table I do not depend on the amount of
initial entanglement, so whenever those conditions are
satisfied, the corresponding type of entanglement exists
for all £2 € (0,1].

B. Emergence of multipartite entanglement in
4-qubit systems

The approach developed here throws some light into
the emergence of multipartite entanglement in 4-qubit
systems in which two of them (S and S’), initially entan-
gled, interact locally with the remaining two (E and E’).
The initial state is thus of the form

|¢(0)>S’SEE’ = WO)S/S |0>E |O>E/ ’ (61)

where [1)9) g, ¢ is an entangled state, and the evolution
operator factorizes as U = U, ® Usg, with U{, g, and
Usg arbitrary unitary operators associated, respectively,
to the set of Kraus operators {K(, Ki} and {Ky, K1}.
The dynamics of entanglement in this type of systems has
been studied in [6], where it is shown that the residual
entanglement in the bipartition ¢|jkl, namely

R; = C'Qljkl - Ci2j - Ci?k - Ci2l7 (62)

7

can be expressed as
Ri = Tig1 + Tij (k1) (63)

fori,j € {S,E}and k,l € {S",E'}, ori,j € {S', E'} and
k,l € {S,E}. Here 7 stands for the residual entangle-
ment —corresponding to the bipartition i|kl— of the (in

general mixed) reduced 3-qubit state p;r; = Trjp, i.e.,
Tikl = Ci2|kl - Ci — Ci, (64)

and 7;;(x;) Tepresents the 3-tangle of the pure evolved
state U |¢(0)), generated among the subsystems 4, j and
kE +1 (as discussed in [6], the subsystem k + [ behaves
as a two-level system, hence can be considered as an ef-
fective qubit, here denoted as (kl)). Equation (63) thus
shows that the residual entanglement can be decomposed
in terms of well-identified (physically and operationally)
multipartite entanglement contributions involving 3 and
4 qubits (see [6] for details).

Now, due to the invariance of entanglement under lo-
cal operations, the quantities C’g‘ES,E,, 0125|SS'E/’ C%p,
Cng,E,, C%IS,E,, and Tgp(s'g) do not depend on the
particular transformation Ug, g, and consequently can
be computed setting UG = Igps. In this case the
qubit E’ becomes ineffective (remains disentangled from
the rest), and formally the problem amounts to solve the
3-qubit system studied here. This observation leads thus
to

C%IES’E’ = C%\S’E(KOaKl»pO), (65a)
C%ISS’E’ = CJ?E\SS’(K()’KLPO), (65b)

Céip = Cép(Ko, K1, po), (65¢)
Ciser = Cho (Ko, K1, po), (65d)
C?ElS'E’ = Chg (Ko, K1, po), (65e)
Tsps'E) = Tss'e(Ko, K1), (65f)

where the left-hand side expressions refer to the 4-qubit
problem, and the quantities in the right-hand side corre-
spond to those derived in the previous sections, for the 3-
qubit case. It is important to stress that the equalities in
Egs. (65) represent only a numerical (not physical) corre-
spondence, and that they hold for all U = Ug, p ® Usg
(considering Ug g = Ig/p was only a useful assump-
tion that served to establish the numerical equivalence).
Analogously, we can make the substitution ¢ + i’ (i =
S, S’ E, E") throughout the previous analysis (including
Egs. (37) and (42)), and proceed mutatis mutandis to
obtain:

CE"\E'SE = C§/|E/S(K6>Kial76)> (66a)
C?E/|SISE = 0123/|S/S(K6»K17P6)» (66b)
Cép = Chp(Ky K1, ), (66c)
Ciisp = Cis(Kj K1, pp), (66d)
C%’\SE = Chis(Kg, K1, pp), (66e)
Tsp(sE) = Tss e (K, K1). (661)

From Table I and Eqgs. (65f), (66f), and (63), it fol-
lows that whenever the Kraus operators corresponding
to the transformation Ugg, and those corresponding to
the transformation UY, 5, comply with the conditions

4det(KoK1) # ¢°(Ko, K1), (67a)
ddet(KpK7) # g°(Ko, K1), (67b)



all R; (i = S,FE,S’,E’) will be nonzero, and therefore
multipartite entanglement (embodied in the residual en-
tanglement) will be present in the 4-qubit system. Notice
that conditions (67) guarantee only multipartite entan-
glement in the form of ;5. In order to guarantee tri-
partite entanglement in the form 7;4;, the explicit expres-
sions for the qubit-qubit entanglements C%, C% (with
one primed index and one unprimed index) need to be
calculated directly, as functions of the Kraus operators.
Also, it follows from Table I and Egs. (65a), (65b),
(66a), and (66b), that whenever Usg and Ug, 5, generate
W-type tripartite entanglement, that is, whenever

4det(KoK,) = g*(Ko, K1), 0< |det Ko|4|det K| <1,
(68a)

4det(K)K) = g*(K}, K1), 0<|det K{|+|det Kj|<1,
(68h)

the 4-qubit system will be entangled in all bipartitions,
thus guaranteeing the emergence of genuine entangle-
ment.

VII. EXAMPLES

We will now apply the results obtained for the 3-qubit
system to analyze the distribution and emergence of gen-
uine entanglement, considering different quantum chan-
nels of interest and an initial state py expressed as (52).

A. Amplitude Damping Channel

The Amplitude Damping (AD) Channel represents a dis-
sipative interaction between S and E. A paradigmatic
example is that of an initially excited two-level atom (5)
that decays spontaneously in an initially empty cavity
(E), which absorbs the emitted photon with some prob-
ability p [32]. The corresponding Kraus operators are:

(1 0 _ [0 p
K()—(O /71—]9)7 K1_<O 0)7 (69)

with p € [0,1].

Direct calculation gives v = 4det(KoK;) = 0, v =
g*(Ko, K1) = 0 for all p, whence 7 = 0 and any initial
state (1) that evolves under the AD map pertains to the
W-family. Moreover, since det K1 = 0 and det Ky =
V1 —p >0 for p < 1, condition (50) becomes

0<p<1=|é(p)is (W-type) genuine entangled. (70)

We also get G' = 4p2,p(1 —p), so the condition for having
a S-separable state (see Table I) is satisfied only at p =
1. Analogously, the condition for having an E-separable
state holds only at p = 0. This simple analysis on the

Kraus operators thus leads us to conclude that under the
AD map, W-type genuine entanglement is created during
all the evolution, except at the extreme points p = 0,1, in
which the entanglement exists only in bipartite form. At
p = 0 there is only entanglement between S and S’, and
at p = 1 the same amount of entanglement is completely
transferred between F and 5.

To analyze the distribution of entanglement we resort
to the following expressions, obtained by direct applica-
tion of Eqs. (46):

Cés =E5(1—p), (71a)
Cé i = &, (71b)
Cép=G=4p..p(1—p). (T1c)

Further, Eqs. (47) lead to
Céisrp = €1 —p) +4p2.p(1 —p), (72a)
Chiss = E3p +4pZ.p(1 - p). (72b)

Figures (1) and (2) show the evolution of these entangle-
ments as a function of p and pe., for 3 = 0.4. Notice
that though p.. can acquire values in the interval [0, 1],
Eq. (57) imposes £ — 4pee(1 — pee) < 0, so for EF fixed,
the range of pe. is restricted to pee € [pL.,pd.], where
pE are the roots of the equation EE —4pee(l — pee) =0,
namely p= = (1/2)(1 + /1 — &2).

As seen in Figs. (1) and (2), for fixed p € (0,1),
the entanglement in both bipartitions S|S’E and E|SS’
increases monotonically with the initial population of
excited states in S. Also, as pe. — 0, C’]%;‘SS, and
Cgl gy increases and decreases, respectively, linearly with
p and at the same rate. Notice that once the evolu-
tion starts (p = 0) the entanglement C%lss, always in-
creases (irrespective of the value of p..), yet the sign
of (8C§|Es,/8p)|p:0 depends on the value of pg: for
Pee < &p/2 the initial entanglement in the bipartition
S|ES’ starts to decrease, but increases for pe. > &y/2.

Figure (3) shows the entanglement in the bipartitions
E|SS’ and S|S'E as a function of p and &3, for pee = 0.5.
It serves to illustrate the presence of W-type entangle-
ment as the amount of initial entanglement varies. In
line with (70), we verify that entanglement exists in all
bipartitions for 0 < p < 1, irrespective of the value of £2.

B. Dephasing Channel

We now analyze the evolution under the Dephasing
(D) Channel, which has the following Kraus operators:

1 0 0 0
K():(O %1_17)7 Kl:(o\/ﬁ>’ (73)

again with p € [0,1]. This channel represents a non-
dissipative interaction between S and E, describing, e.g.,



FIG. 1: C?E‘SS, as a function of p and pe., for £ = 0.4 under
the AD channel. Subsystem F is initially (p = 0) disentangled
from the rest, it gets entangled with the S+ .5’ system during
the evolution, and at p = 1 becomes entangled with S" only.
W-type genuine entanglement exists for all 0 < p < 1.

—he—S S oS s O
eSS

S

FIG. 2: C§|S,E as a function of p and pee, for £ = 0.4 under
the AD channel. Subsystem S is initially (p = 0) entangled
with §’, its entanglement with the E + S’ system starts to
decrease or increase depending on the value of pe. (see text),
and finally S disentangles from the rest, at p = 1. W-type
genuine entanglement exists for all 0 < p < 1.

2 2
C%s1se,CE1ss *°|

FIG. 3: Cng/E and 0125|ss’ as a function of p and &7, for
pee = 0.5 under the AD channel. C§|S/E (C?glssl) decreases
(increases) as p — 1, and entanglement in all bipartitions —
hence W-type tripartite entanglement— exists for all p € (0,1)
and & € (0, 1].

an elastic scattering with probability p, where the state
of S does not change, but F is allowed to perform a
transition without exchanging energy with S [32].

Direct calculation gives u = 4det(KyK7) = 0, so that
T = &2 9% (Ko, K1)| = EZp, and thus

0< p <1=1¢(p))is (GHZ-type) genuine entangled. (74)

We now resort to Egs. (42) to calculate all qubit-qubit
entanglements, obtaining

Cég =& (1~ p), (75a)
C% =0, (75b)
Cip = G = 4plpeg|*. (75¢)
The above results lead to
Clsm = & +4plpegl®
= (1= p) +4pec(l = pec)p,  (76a)
0125|SS/ = E3p+ 4plpeg|?
= 4pee(l = pee)p; (76b)

where in the last line Eq. (57) has been used.

Figures (4) and (5) show the evolution of CJ%J|SS"
Cng,E, and 7 as functions of p € [0,1] and pe. €
[pee, pL], for £ = 0.4. We observe that under the de-
phasing evolution the initial entanglement distributes in
such a way that the 3-tangle increases linearly and at-
tains its maximum value at p = 1, where the only nonzero
qubit-qubit entanglement is CZ(p = 1) = 4|pe,4|?. This
means that for pe, = 0 (i.e., pee = pL), all the amount
of initial bipartite entanglement &2 is completely trans-
formed (at p = 1) into genuine (GHZ-type) entangle-
ment.

Figure (6) shows the variation of the 3-tangle as a func-
tion of p and &2 for p.. = 0.5. As expected, the GHZ-
genuine entanglement increases with the amount of initial
entanglement.

C. Phase Flip Channel

The Phase Flip (PF) Channel corresponds to one of
the possible errors that can occur, with probability p/2,
in quantum computation [32]. It is characterized by the
following Kraus operators:

wo= v ()3 )= vir () 0 ).

with p € [0,1]. In this case we get u = 4det(KoK1) =
p(p — 2) < 0 for all positive p, which is a sufficient con-
dition for having nonzero 3-tangle (see below Eq. (45)).
Hence

0< p <1=|¢(p))is(GHZ-type) genuine entangled, (78)

as in the dephasing channel case. However, here we have
v = g*(Ko, K1)= 0, and consequently from Eqs. (27)
and (42) we find

T =E&p(2-p), (79a)
Cés = E(1—p)? (79b)
C%,=0, (79¢c)
Cip = [4pec(l — pec) — £5|p(2 = p). (79d)



FIG. 4: Cg‘ss, and 7 as a function of p and pe., for Eg =0.4
under the D channel. Subsystem FE is initially disentangled
from the rest. As the system evolves C]%;| gg (curved surface)
increases linearly with p with a slope that depends on pee,
whereas 7 (flat surface) increases linearly with p, at a rate
independent of pee. At p =1 and pee = 1/2, C%‘ s/ acquires
its maximum value.

FIG. 5: C§|S,E and 7 as a function of p and pe., for Sg =0.4
under the D channel. At p = 0 all the entanglement exists
in bipartite form (between S and S’). During the evolution,
C§| g (curved surface) increases at a constant rate that de-
pends on pe, and 7 (flat surface) increases linearly with p.
At p=1 and pee =1/2, C§~| s/ g acquires its maximum value.

FIG. 6: 7 as a function of p and 83 for pee = 0.5 under the D
channel. The GHZ-type genuine entanglement increases with
&2.

Further, we get

C§|S’E = 63(1 _p)2 +4pee(l = pee)p(2 — p),
Chyssr = 4pee(l — pec)p(2 — p).

(80a)
(80D)

Figures (7) and (8) show, respectively, the evolution of
C?El g5 and C§| o given by Egs. (80), together with T as
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FIG. T: O?:‘)|SS’ and 7 as a function of p and pe., for £ =
0.4 under the PF map. Along the evolution, C%‘ gg (outer
surface) and 7 (inner surface) increase monotonically with p,
the latter in a way that is independent of the initial excited
population pe.. At p = 1 the curves coincide with those of
the D map.

FIG. &: Cgls/E and 7 as a function of p and pe., for £ =
0.4 under the PF map. During the evolution, Cg‘ ¢ g (outer
surface) and 7 (inner surface) increase monotonically with p,
yet the behaviour of the 3-tangle does not depend on pee. At
the final point (p = 1) the curves coincide with those of the
D map.

FIG. 9: 7 as a function of p and 83 for pee = 0.5 under the
PF map. The GHZ-type genuine entanglement increases with
g2

a function of p € [0,1] and pe. € [p., pd.], for £ = 0.4.
The dynamics of these quantities is similar to that ex-
hibited in the D channel case, but now all entanglements
evolve quadratically (instead of linearly) in p.

Finally, Figure (9) shows the emergence of 3-tangle as
a result of the evolution and the nonzero initial entan-
glement. The GHZ-type genuine entanglement is alway



larger that in the Dephasing channel case.

VIII. CONCLUDING REMARKS

We disclosed basic and unitarily-invariant properties
that the Kraus operators must satisfy in order to guar-
antee the emergence of each type of entanglement allowed
in a 3-qubit pure state, assuming an evolution dictated
by Eq. (4). We found that the condition distinguish-
ing states in the GHZ-family from those in the W-family
depends only on functions involving determinants of the
Kraus operators, which means that the emergence of 3-
tangle is determined by the structure of the evolution
operator only, and is independent of the particular ini-
tial (entangled) state pg. Sufficient conditions for having
W-type genuine entanglement are also found that are in-
dependent of the initial state. Conditions involving po
appear instead in the criteria for having biseparability.

Our analysis provides the expression for all entangle-
ment measures, namely CZ-QJ-, Ci2| ko and 7, in terms of the
Kraus operators and a single function (G) that isolates
all the information regarding the initial state pg, and that
determines the entanglement between S and E. Further,
a general expression for G as a function of the initial en-
tanglement was obtained, thus allowing for a more com-
plete analysis of the different types of entanglement as
&2 varies. In addition, lower bounds are found for the
qubit-qubit entanglements.

Since we have considered evolutions in which S is ini-
tially entangled with S’, and the only interaction is be-
tween S and E, our analysis refers to 3-partite entangle-
ment induced by local channels, and assisted by the initial
entanglement. If we allow both S and S’ to interact with
E, the dynamics would be described by a global channel,
communication between S and S’ through E will arise in
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general, and the emergence of all kinds of entanglement
is possible —even if S and S’ are initially uncorrelated—
since the evolution corresponds to nonlocal dynamics.

Our results allow for a detailed analysis of the dynam-
ics, emergence and distribution of entanglement in a wide
range of scenarios, particularly in those involving deco-
herence processes, as those depicted in the examples. In
all these, it became clear that the loss of entanglement
between the central systems (in this case S and S’) is
accompanied by the creation of genuine entanglement
among S, S’, and E (which in this case plays the role
of environment). If access to the degrees of freedom of E
were possible (as in, e.g., [33]) decoherence could there-
fore be used to create or enhance useful genuine entan-
glement, by mere application of the appropriate Kraus
operators.

The present classification of the Kraus operators ac-
cording to their capacity of producing specific types of en-
tanglement, opens the path to investigate whether similar
analysis can be performed on larger systems (such as the
4-qubit case briefly studied here), and also to determine
the basic structure of the evolution operators —or rather
of the specific Hamiltonians— that must be implemented
in the system in order to create and distribute quantum
correlations as required for specific tasks. This would
favor the development and experimental implementation
of strategies aimed at making the most of initially entan-
gled, evolving systems.
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Apéndice B
Propiedades de la funcidén g

Partiendo de la definicién de la funcién g (3.1.4)), ésta hereda directamente las primeras
propiedades de la traza:

» Propiedad (3.1.5): g(A, B) = g(B, A), utilizando la ciclicidad de la traza tenemos

g(A,B) =Tr(A)Tr(B) —Tr(AB) =Tr(B)Tr(A) — Tr(BA) = g(B, A). (B.0.1)

» Propiedad (3.1.6): g(A4, B+ C) = g(A, B) + g(A, (), utilizando la linealidad de la traza

tenemos

g(A,B+C) =Tr(A)Tr(B+C) - Tr[AB+C)],

r(A)[Tr(B) + Tr(C)] — [Tr(AB) + Tr(AC)],
r(A)Tr(B) —Tr(AB)+Tr(A)Tr(C) — Tr(AC),
9(A, B) + g(4,C).

; (B.0.2)

= Propiedad (3.1.7): g(A", BY) = [g(A, B)]*, utilizando que Tr(A") = Tr(A)* y la ciclicidad
de la traza, tenemos

g(AY, BY) = Tr(ANTr(B") — Tr(A'BY),

= Tr(A)Tr(B)* — Tr[(BA)'],

= Tr(A)*Tr(B)* — Tr(BA)", (B.0.3)
= |Tr(A)Tr(B) TT(AB)} ;

— g(A, B)".

En el caso particular en que las matrices son de 2 x 2 tenemos que la funciéon g ademés
cumple con (3.1.8) por lo que adquiere las nuevas propiedades:

» Propiedad (3.1.9): g(AC,BC) = g¢(A, B)det C, utilizando que det AC' = det Adet C,

tenemos
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g(AC, BC) = det(AC + BC) — det(AC) — det(BC),
= det [(A + B)C] — det Adet C' — det Bdet C,
= det(A+ B)det C' — (det A + det B) det C, (B.0.4)
= [det(A+ B) — (det A + det B)] det C,
= g(A, B) det C.

» Propiedad (3.1.10)): g(A, B)g(C, D) = g(AC,BD) + g(AD, BC), utilizando la definicién

de la funcién g en términos de los determinantes (3.1.8)) y el hecho de que det Adet B =
det AB, tenemos

9(A, B)g(C, D) =g(A, B)[det(C + D) — det(C) — det(D)],
=g(A, B) det(C + D) — g(A, B) [ det(C) + det(D)],
=[det(A + B) — det(A) — det(B)] det(C' + D) — g(A, B)[(det(C) + det(D)],
=det(A + B)det(C + D) — det(C + D) | det(A) + det(B)],
— g(A, B)[det(C) + det(D)],
=det(AC + AD + BC + BD) — det(C + D) [ det(A) + det(B)],
— g(A, B)[det(C) + det(D)],
(B.0.5)
utilizando una vez més la propiedad tenemos que

g(A, B)g(C, D) = det(AC + BD) + det(AD + BC) + g(AC + BD, AD + BC)
— det(C' + D)[ det(A) + det(B)] — g(A, B)[det(C) + det(D)],
(B.0.6)

ademéds de las propiedades (3.1.5)), (3.1.6)) v (3.1.9) podemos escribir

g(AC + BD, AD+BC) = g(AC, AD) + g(AC, BC) + ¢(BD, AD) + ¢(BD, BC),
= det(A)g(C, D) + det(C)g(A, B) + det(D)g(A, B) + det(B)g(C, D),
= g(A, B)[det(C) + det(D)] + g(C, D)[ det(A) + det(B)],

(B.0.7)
de esto

(A, B)g(C, D) =det(AC + BD) + det(AD + BC)+

+g(A,B et(D)] + g(C, D) [det(A) + det(B)],

— det(C + D)[det(A) + det(B)] — g(A, B et(D)],
— det(AC + BD) + det(AD + BC)+
+ [det(A) + det(B)] [¢(C, D) — det(C + D)],
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donde una vez més utilizamos (3.1.8)) para obtener

9(A,B)g(C, D) =det(AC + BD) + det(AD + BC)—
— [det(A) + det(B)] [ det(C) + det(D)],
=[det(AC + BD) — det(AC) — det(BD)]+ (B.0.9)
+ [det(AD + BC) — det(AD) — det(BC)],
=g(AC, BD) + g(AD + BC).



Apéndice C

Enredamientos en un estado arbitrario
de 3qubits

Consideremos el estado més general de tres qubits [¢)) = > _,. i Ckij|kij)ssp, definiendo las
matrices auxiliares [Colij = a;; = coi; ¥ [Cilij = bij = c145. De este modo la matriz densidad del
sistema estara dada por

2 * * * * * * *
lagol® acoag; aoaiy acoai; aoobgy ooy acbiy  @oodiy
anayy lao*  analy anai; anbyy anby  anbiy anbi

* * 2 * * * * *
a10agy 1045, |aio|®  aai; awbyy @by awbiy @by

* * * 2 * * * *
1105y A110p7 G11Qqg ’CL11| a11b020 a11b01 anblo Clnbn

* * * * * * * b
booagy  booag:  booaiy  booaiy bool*  boo b1 booblp  boobi;

* * * * * 2 * *
botagy boragy  boraty boraiy boibgy [borl*  boibiy  borbiy

* * * * * * 2 *
biagy bioag, bioaly bioai; biobgy  biobhy  |bio]® biobiy

* * * * * * * 2
buagyy, buag buajy buaj; buby buby  bubiy  |bul

PS’SE e (CO]_)

de donde podemos calcular de manera directa las matrices densidad reducidas y sus respectivos
enredamientos como:

| ] pS/:

La matriz reducida sera

ps = Trse(psse),
_( laool* + lao[” + [asol* + lan|*  acbiy + aoibpy + aiobio + ainby
agoboo + agbor + ajobio +ajibin  [bool® + [bo1[* + [biol* 4+ [bu|* )7 (C.0.2)

_ ( Tr(CoCy) Tr(coCD)
—\ Tr(CChy Tr(e el )

y el enredamiento en esta biparticién
C2 s = Adet psr = Tr(CoCHTr(CLCY) — Tr(CoC)Tr(CLCY). (C.0.3)
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B pPs-

La matriz densidad reducida sera

ps =Trse(psse),

_ |CL00|2 + ’CL01|2 -+ |b00|2 + ’bm’z CLQ()CLTO —+ amlﬁo -+ bOObTO -+ bmb?l (C O 4)
agoa10 + agbio + bgobio + 0 b1 faol® + an [ + [biol? + [0nn|? )7 o
= C,Cl + €y,
y el enredamiento en esta biparticién
C%op = ddet pg = 4 det (CoCY + C1CF). (C.0.5)
= pg: La matriz densidad reducida serda
pe =Tres(psise),
_ ‘CL00|2 -+ |CL01’2 + ‘b00|2 -+ |b01|2 CLSOCLw -+ G/Slblo -+ 580510 -+ bélbn (C 0 6)
CLO()CLTO —+ ambfo -+ bOObTO + b01b>{1 |CL10|2 + |CL11|2 + ‘b10|2 + |b11|2 ’ o

= Clcy + Clay,

y el enredamiento en esta biparticién

Chss = ddet pp = ddet (C{Cy + C]Cy). (C.0.7)



Apéndice D

3tangle en términos de los operadores
de Kraus

El 3tangle en su forma general dada por las matrices auxiliares (3.1.2)) estd dado por

T = 4|g(00, 01)2 — 4 det C()Cl|. (DOl)

Esta expresion es valida en todo momento, durante la evolucién las matrices auxiliares
tendran la forma CO = K()Mg((s, "}/) + K1M1(5, ")/) y Cl = KUM(](ﬁ, Oé) + KlMl(ﬁa Oé), donde

Mo(z,y) — ( x 0 ) Mi(z,y) = ( 8 . ) (D.0.2)

y 0
En lo siguiente utilizaremos la notacion
po =Mo(d,7),  pi = Mi(5,7),

1y =Mo(5, av), pl = M8, ). (D.0.3)

Es importante notar que My(z,y) = M;(z,y)o,, donde o, es la matriz de Pauli ( ? é ),

por lo que

ph = pho,. (D.0.4)
Ademds Tr(pud)Tr(u}) = Tr(pul), por lo tanto

g(p3, 1) = 0. (D.0.5)
Evaluaremos primero el término ¢g(Ci,Cp). Utilizando la linealidad de la funcién g y la

propiedad (3.1.9)) seguida de (D.0.5)) obtenemos

9(Co, C1) =g(Kopg + K1p1f, Kopg + Kipy),
—g(Kopo, Kopg) + g(Kopg, Kipy) + g(Kapd, Kopg) + g(K1 ), Kapy),
= det Kog(g, o) + det Kig(pf, i) + g(Kopg, Kipy) + g(Kupy, Kopg)s
=0+ 0+ g(Kopg, Kip1) + g(K1pd, Ko, o).

(D.0.6)

Ahora usamos la propiedad (3.1.10)) sobre el primer término y la identidad (D.0.4) sobre el
segundo, ademds de la propiedad (3.1.9) y el hecho de que det o, = 1 para obtener
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9(Co, C1) =[g(Ko, K1)g(pg, p1) — 9(Kopy, K1p10)] + 9(K1 11004, Kopos),
=g(Ko, K1)g(p1, 1) — 29(Kopy, K1p3).-

Evaluaremos ahora el otro término de nuestro 3tangle i.e. det CyC, para esto utilizaremos
la relacion (3.1.8), ademads del hecho de que det(u?) = 0 por lo que tenemos

(D.0.7)

det(CyC1) = det(Cp) det(Cy) = det(Kopu + K1p%) det(Kopd + Kipt),
= [9(Kopg, K1p9) — det(Kopg) — det(K149)] [g(Kopg, Kipur) — det(Kopg) — det(Kip)],

= g(Kopg, K1103)g(Kopg, K1)
(D.0.8)

Sustituyendo en la expresion del 3tangle, expandiendo y reagrupando, tenemos

7/4 =|[g(Cy, C’l)]2 — 4 det CyC],
=[g9(Ko, K1)g(1g, 1) — 29(Kopy, Kipg)* — 4g(Kopg, K1) g(Kops, Kipay)l,

+ 4{[9(Koui,K1u8
=|[g(Ko, K1)g(1g, 111)
0
0

(D.0.9)

A continuacién usamos la propiedad (3.1.10)), seguida de la propiedad (3.1.9) y (D.0.4)) para
obtener

/4 =llg(Eo, K0)g(ub, 1) = 4{ g(Kopd, Kupsd)g (Ko, Kaph) + g(Kop, Ko ) g(Koub, Kuph) }.
—[lg(Ko, K1)g(ub, 1) + 44 g(Kopry, Ky g (Ko, K uh) = g(Kops, Ko p)g(Kopb, Krph) }
(D.0.10)

En el caso particular en el que las matrices A,B,C' y D tienen las formas

[ an O (0 bn (0 con [ doo O
(5 0) o (0B eo (D). po(% ). wom

y utilizando la representacion matricial de la funcién g

9<Aa B) = agob11 + a11boo — aoi1bro — aiobor, (D-O-12)

podemos evaluar

Q(Aa B)Q(Oa D) - Q(A, C)Q(B’ D) = (aoobn - ambm)(doocn - d10001)—
- (000011 - 6110001)(6100511 - d10501),
= (apodio — alOdOO)(Cllb()l - b11001),

(
9(A, Do,)g(C, Boy).
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Asi, el término entre corchetes en la ecuacién (D.0.11), donde A = Koud, B = Kiuj,
C =K1l y D = Kou}, puede ser reescrito como

9(Kopg, K1) g (K1, Kopig) —g(Kopg, K1) g(Kopg, Kii1) = g(Kopg, Koptgow)g(Kipefs Kiiow),
= [det(Ko)g(ug, )] [ det(K1)g(1g0w, o)),
= — det(KoK1)[g(pg, 1))

(D.0.13)
Sustituyendo en nuestra expresion del 3tangle tendremos entonces
7 = 4[g(Ko, K1)g(pg, m)]* — 4 det(Ko K1) [g (g, )],
=4 g(pd, k)| % (Ko, K1) — 4 det( Ky K7 ),
|9(1t0, 1) "1™ (Ko, K1) et(KoKy)| (D.0.14)

= 4|ad — 8| g* (Ko, K1) — 4det(Ko K, )|,
= eolg® (Ko, K1) — 4 det(KoK7)).
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