
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA
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Notación

R números reales 1
C(n, d) politopo ćıclico d-dimensional con n vértices 1, 10
[x, y] segmento de recta que une x a y ∈ Rd 1
conv(A) casco convexo de A 1
〈x, a〉 producto interior euclidiano de x y a 2
ext(K) conjunto de los puntos extremos de K 2
F(K) conjunto de las caras de K 2
exp(K) conjunto de los puntos expuestos de K 2
aff(A) espacio af́ın generado por el conjunto A 3
fi i-ésima entrada del f -vector 6
hk k-ésima entrada del h-vector 8

h̃i suma de las entradas del h-vector del 0 al i 9
∆ complejo simplicial 12
dim(∆) dimensión de ∆ (cuando ∆ es complejo simplicial) 12
∆P complejo de frontera del politopo P 12
[n] números enteros del 1 al n 13∧
V álgebra exterior del espacio vectorial V 13∧s V s-ésima potencia exterior del espacio vectorial V 13

F j conjunto potencia de Fj 14
[F1(∆) : F2(∆)] caras de ∆ contenidas entre F1(∆) y F2(∆) 15
|∆| realización geométrica del complejo simplicial ∆ 19
lk(F ) link de la cara F ∈ ∆ 19
χ̃(τ) caracteŕıstica reducida de Euler 20
k[x] anillo de polinomios en n variables x1, . . . , xn con coefi-

cientes en k 22
I∆ ideal de Stanley-Reisner de ∆ 23
A∆ anillo de Stanley-Reisner de ∆ 23
dimk(V ) dimensión del k−espacio vectorial V 24
P (M, t) serie de Poincaré de M 24
Z[[t]] anillo de series formales de potencias con coeficientes en

Z 24
ht(I) altura del ideal I 25
dim(R) dimensión de Krull de R (cuando R es un anillo) 25



iii Notación

* dim(R) dimensión homogénea de Krull 26
*ht(I) altura homogénea del ideal I 26
I* ideal generado por los elementos homogéneos de I 26
supp(a) entradas distintas de cero en a ∈ Nd 26
H(M,x) serie de Hilbert Nn-graduada de M 26
H(M, t) serie de Hilbert de M 26
grade(I,R) grado de I en R 30
depth(R) profundidad del anillo local R 30
Spec(R) espectro del anillo R 30
Rp localización del anillo R en p 30
Ass(R) conjunto de ideales primos asociados en R 30
V ⊗W producto tensorial de V y W 38
T k(V ) k-ésima potencia tensorial de V 39
T (V ) álgebra tensorial de V 39
Hi(C) i-ésimo grupo de homoloǵıa de C 41

H̃i(C) i-ésimo grupo de homoloǵıa reducida de C 41
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Introducción

El objetivo de este texto es presentar una prueba detallada en la medida de lo posible, del
teorema de la cota superior para triangulaciones de esferas basándonos en su mayor parte
en [22], que es un art́ıculo publicado por Richard Stanley con la primer prueba de este. La
mayor diferencia entre la prueba aqúı presentada y la prueba de Stanley es que no utilizaremos
el criterio de Hironaka para caracterizar cuándo un anillo de Stanley-Reisner es de Cohen-
Macaulay. En su lugar, probaremos algunas proposiciones que nos ayudarán a concluir con
la demostración del teorema.

Con lo anterior se tratará de exponer la creativa forma de conectar la combinatoria con
resultados de otras áreas de las matemáticas, en este caso con álgebra conmutativa. Richard
Stanley es sin duda un gran referente de lo anterior, lo cual se puede comprobar a través de
sus diversos libros y art́ıculos.

Esta tesis se dividirá en dos caṕıtulos, dedicados a la prueba del teorema de la cota
superior para politopos convexos (UBTP) y la prueba del teorema para triangulaciones de
esferas (UBTS), respectivamente. Trataremos de desarrollar las pruebas de dichos teoremas
lo mayor posible, considerando perspectivas de diferentes autores.

El UBTP fue conjeturado por Theodore Motzkin en 1957 y su demostración fue publicada
por primera vez en 1970 por Peter McMullen [15], donde las partes fundamentales de la prueba
recaen en el uso de las relaciones de Dehn-Sommerville y la escalonabilidad de los complejos
de frontera de politopos convexos, resultado publicado por Bruggesser y Mani en [6]. Sin
embargo, esta prueba no funciona en general para complejos simpliciales cuyas realizaciones
geométricas son esferas. Por esta razón, se necesitarán otras técnicas para la demostración
del UBTS.

Para la prueba del UBTS hará falta centrar nuestra atención en el estudio de los anillos de
Stanley-Reisner, los cuales nos brindarán información esencial de los complejos simpliciales.
Después de esto, se analizarán las propiedades adicionales que se obtienen al pedir que estos
anillos sean de Cohen-Macaulay. Los anillos de Cohen-Macaulay suelen ser de gran utilidad
en la teoŕıa homológica de anillos conmutativos y como se verá en este texto, tienen varias
aplicaciones interesantes en el área de la combinatoria algebraica.



Caṕıtulo 1

El teorema en politopos convexos

Como se mencionó anteriormente, este caṕıtulo está dedicado a la prueba del teorema de la
cota superior para politopos convexos:

UBTP Sea fi(C(n, d)) el número de caras i-dimensionales de un politopo ćıclico con n
vértices sobre la curva de momentos de Rd. Si P es un politopo d-dimensional con n vértices
cualquiera, entonces

fi(P ) ≤ fi(C(n, d)) 0 ≤ i ≤ d− 1.

Para demostrar esto, utilizaremos las ideas y resultados de [15], [16] y [2]. La prueba
del teorema se puede dividir esencialmente en 4 partes: observar que podemos considerar
únicamente politopos simpliciales, establecer una equivalencia útil del teorema a través de
las relaciones de Dehn-Sommerville, utilizar algunas propiedades de C(n, d) para calcular
fi(C(n, d)) expĺıcitamente y finalmente utilizar resultados que nos brinda la escalonabilidad
del complejo de frontera de los politopos simpliciales. A cada una de estas partes se le
dedicará una sección del caṕıtulo.

1.1 Politopos convexos

El fin de esta sección será observar que dado un politopo convexo, siempre podemos per-
turbarlo moviendo sus vértices para obtener un politopo simplicial. Lo interesante de estas
perturbaciones es que cada que hacemos una de ellas, el número de caras de cualquier di-
mensión del politopo convexo que se obtiene, aumenta o se queda igual respecto al número de
caras del politopo anterior. Esto será de gran utilidad pues en politopos simpliciales contamos
con relaciones que involucran el número de caras del politopo.

Las definiciones y los resultados presentados en la sección fueron consultados principal-
mente en [11]. Sin embargo, se tratará de explicar las pruebas con un poco más de detalle.

Definición 1.1.1. Un conjunto K ⊂ Rd se dice convexo si para todos x, y ∈ K el conjunto
[x, y] = {(1− λ)x+ λy : λ ∈ [0, 1]} se queda contenido en K.

Dado un subconjunto cualquiera A ⊂ Rd definimos el casco convexo de A por

conv(A) =
⋂{

K : K ⊂ Rd es convexo y A ⊂ K
}
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Observemos que el casco convexo de cualquier subconjunto es convexo, pues intersección
arbitraria de convexos es convexo. Más aún, conv(A) es el conjunto convexo más chico (en
términos de contención) que contiene a A. Si A es un conjunto finito A = {a1, . . . , am}
entonces

conv(A) =

{
m∑
i=1

λiai : λi ≥ 0,
m∑
i=1

λi = 1

}
.

Definición 1.1.2. Un hiperplano af́ın en Rd es un conjunto de la forma H = {x ∈ Rd :
〈x, a〉 = b} para a ∈ Rd − {0} y b ∈ R fijos. Observemos que H siempre es un espacio af́ın
de dimensión d − 1. Diremos que un punto y ∈ Rd está arriba (debajo) de H si 〈y, a〉 ≥ b
(〈y, a〉 < b).

Definición 1.1.3. Sea K ⊂ Rd un conjunto convexo. Un hiperplano de soporte de K es un
hiperplano af́ın H = {x ∈ Rd : 〈x, a〉 = b} tal que inf{〈x, a〉 : x ∈ K} = b

Definición 1.1.4. Sea K un conjunto convexo de Rd

� Un punto x ∈ K es punto extremo de K si dados y, z ∈ K y λ ∈ (0, 1), la igualdad
x = λy+(1−λ)z implica que x = y = z. En otras palabras x es un punto extremo si no
pertenece al interior relativo de ninguno de los segmentos que contiene K. Denotaremos
por ext(K) al conjunto de todos los puntos extremos de K.

� Un conjunto F ⊂ K es un cara de K si F = ∅, F = K o si existe un hiperplano de
soporte H de K tal que F = K ∩H. El conjunto de todas las caras de K es denotado
por F(K) y si F es una cara distinta de ∅ y P se dice que F es una cara propia. Por
convención, en algunos casos se dirá que ∅ tiene dimensión −1 como cara de K.

� Un punto x ∈ K es un punto expuesto de K si {x} es una cara de K. El conjunto de
los puntos expuestos de K es denotado por exp(K).

Proposición 1.1.1. Sea K ⊂ Rd un conjunto convexo.

1. Si F ∈ F(K) y x ∈ F , entonces x ∈ ext(K) si y sólo si x ∈ ext(F ).

2. exp(K) ⊂ ext(K).

3. Si K es compacto entonces K = conv(ext(K)). Más aún, si K = conv(A) entonces
ext(K) ⊂ A.

Demostración. 1. Dada F ∈ F(K), es claro que ext(K) ∩ F ⊂ ext(F ), por lo que sólo
resta probar que ext(F ) ⊂ ext(K). Sea H = {x ∈ Rd : 〈x, a〉 = b} un hiperplano de
soporte de K tal que F = K ∩ H. Tomemos x ∈ ext(F ) y y, z ∈ K, λ ∈ (0, 1) tales
que x = λy + (1 − λ)z. Sea pH := 〈·, a〉, como pH es lineal tenemos que b = pH(x) =
λpH(y) + (1 − λ)pH(z) ≥ λb + (1 − λ)b = b de donde pH(y) = pH(z) = b, es decir,
y, z ∈ F y como x ∈ ext(F ) entonces y = z = x. Esto significa que x ∈ ext(K) y por
lo tanto ext(F ) ⊂ ext(K). Entonces ext(F ) = ext(K) ∩ F , lo cual prueba el enunciado
de este inciso.
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2. Sea x ∈ exp(K) y H un hiperplano de soporte de K tal que {x} = H ∩K. Si tomamos
λ ∈ (0, 1) y y, z ∈ K tales que x = λy + (1 − λ)z por el mismo argumento que en
el inciso anterior, podemos ver que b = pH(x) = λpH(y) + (1 − λ)pH(z) implica que
pH(y) = pH(z) = b y por tanto y = z = x. Aśı, x ∈ ext(K).

3. Es fácil ver que la igualdad del enunciado es cierta si dim(aff(K)) = 0, 1 (pues K
es un punto o un segmento). Supongamos entonces que para cualquier convexo com-
pacto A con dim(aff(A)) ≤ m se cumple el enunciado y sea K un convexo compacto
con dim(aff(K)) = m + 1. Claramente conv(ext(K)) ⊂ K, por lo que resta probar
que K ⊂ conv(ext(K)). Consideremos x ∈ K; es claro que si x ∈ ext(K) entonces
x ∈ conv(ext(K)). Por otro lado, si x ∈ K − ext(K) consideremos y ∈ ext(K) y
L = aff ({x, y}) (como K es convexo compacto, K tiene caras de dimensión menor a
dim(aff(K)) y utilizando inducción se puede garantizar que ext(K) 6= ∅). Notemos que
L∩K = [z, y] con x = (1−λ)y+λz y λ ∈ (0, 1]; además z está en la frontera de K por
lo que existe un hiperplano de soporte de K que contiene a z y por lo tanto existe una
cara propia F de P tal que z ∈ F . Entonces, por la hipótesis de inducción en F (ya
que dim(aff(F )) < dim(aff(P )) = m + 1) sabemos que z ∈ conv(ext(F )) y aśı, usando
que y ∈ ext(K), el inciso 1 (ext(F ) = ext(K)∩F ) y que x = (1− λ)y+ λz, concluimos
que x ∈ conv(ext(K)).

Por último, probemos que si K = conv(A) entonces ext(K) ⊂ A. Procedamos por
contradicción y supongamos que K = conv(A) y que existe x ∈ ext(K) − A. Como
x ∈ ext(K), se puede ver que K − {x} es convexo y además contiene a A, por lo que
K = conv(A) ⊆ K − {x}, lo cuál es una contradicción.

Definición 1.1.5. Un conjunto convexo compacto P ⊂ Rd es un politopo convexo si ext(P )
es finito. Equivalentemente, podemos definir un politopo convexo como el casco convexo de
un número finito de puntos en Rd, los cuales son el conjunto ext(P ).

La dimensión de un politopo P es la dimensión de aff(P ) en Rn. Diremos que P ⊂ Rn
es un d-politopo si P es un politopo de dimensión d y por comodidad supondremos siempre
que n = d.

De la proposición 1.1.1 se sigue que para cada cara F de un politopo convexo P , ext(F ) =
ext(P ) ∩ aff(F ) y por tanto F es a su vez un politopo convexo. A las 0-caras les diremos
vérices, a las 1-caras aristas y a las caras propias maximales les diremos facetas. Si P es un
politopo convexo podemos notar que ext(P ) = exp(P ) y vert(P ) = exp(P ) donde vert(P ) es
el conjunto de vértices de P .

Definición 1.1.6. Sean x0, x1 . . . , xd ∈ Rn af́ınmente independientes. Diremos que

conv({x0, x1 . . . , xd}) =

{
d∑
i=0

aixi :
d∑
i=0

ai = 1, ai ≥ 0

}

es un d-simplejo (o simplejo de dimensión d) en Rn.
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Observemos que un d-simplejo es un politopo convexo por definición. Sin embargo no
todos los politopos convexos son simplejos pues los vértices de un politopo pueden no ser
af́ınmente independientes.

Definición 1.1.7. Sea P ⊂ Rd un d-politopo convexo. Diremos que P es un politopo sim-
plicial si todas las k-caras propias de P son k-simplejos para todo k ∈ {0, . . . , d− 1}.

La siguiente proposición define las perturbaciones que aplicaremos a un politopo convexo
cualquiera para llevarlo a un politopo simplicial.

Proposición 1.1.2. Sea P ⊂ Rd un d-politopo convexo y v ∈ vert(P ). Existe un punto
w ∈ Rd − P tal que (v, w] = {(1− t)v + tw : t ∈ (0, 1]} no intersecta ninguno de los espacios
afines aff(F ) generados por F una cara propia de P y v está en el interior de conv(P ∪ {w}).
Diremos que Q =conv(P ∪ {w}) es el politopo obtenido de P al empujar v a w.

Demostración. Sea u un punto en el interior de P , L = {(1 − λ)u + λv : λ ≥ 0} el rayo
que emana desde u y pasa por v y sea {HF }F∈F(P ) un conjunto de hiperplanos afines tales
que para cada F ∈ F(P ), F = P ∩ HF . Luego, para cada F ∈ F(P ) existe un wF ∈ L
con wF = (1 − λF )u + λF v de manera que λF > 1 y (u,wF ] no intersecta a HF por lo que
si definimos w = (1 − λ)u + λv con λ = inf{λF : F ∈ F(P )} se puede ver que (u,w] no
intersecta ningún hiperplano HF y por tanto no intersecta a ninguno de los espacios aff(F )
para F una cara de P .

Además, dado que u está en el interior de P , consideremos R > 0 tal que la bola de
radio R en u, BR(u) se quede contenida en el interior de P . Entonces si D = ||w − u|| y
d = ||w − v||, utilizando la convexidad de conv(P ∪ {w}) tendremos que Br(v) con r = d

DR
se queda contenido en conv(BR(u) ∪ {w}) ⊂ conv(P ∪ {w}), es decir, v está en el interior de
conv(P ∪ {w}).

Figura 1.1: El vértice v se empuja a w utilizando el rayo que emana de u
y pasa por v.

En lo que resta de la sección, cuando consideremos un politopoQ obtenido de P al empujar
v a w se supondrá que w es un vértice construido como el de la prueba de la proposición
anterior. En particular, w satisfará que no está contenido en ningún espacio af́ın generado
por alguna de las caras de P .
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Lema 1.1.1. Sea Q un politopo obtenido de P al empujar v a w. Sea F una cara de P
que contiene a v y HF un hiperplano de soporte de P tal que F = HF ∩ P , entonces w está
debajo de HF .

Demostración. Digamos que HF = {x ∈ Rd : 〈x, a〉 = b} y sea pH := 〈·, a〉. Si v ∈ F
sabemos que pH(v) = b y por cómo fue construido w sabemos que existe u en el interior
de P (y por tanto pH(u) > b) tal que v = (1 − t)u + tw para algún t ∈ (0, 1) por lo que
b = pH(v) = (1− t)pH(u) + tpH(w) lo cual implica que pH(w) < b, es decir, w está debajo de
HF .

Proposición 1.1.3. Sea Q ⊂ Rd el politopo obtenido de P al empujar vd a w. Para todo
0 ≤ k ≤ d− 1 las k-caras de Q son

(i) k-caras de P que no contienen a vd, o

(ii) envolventes convexas de la forma conv(Fk−1 ∪ {w}) donde Fk−1 es una (k − 1)-cara de
P que no contiene a vd.

Demostración. Supongamos que P = conv({v0, v1, . . . , vd}). Entonces como vd está en el
interior de Q, tenemos que Q = conv(P ∪ {w})= conv({v0, . . . , vd−1, w}). Sea G una k-cara
de Q y HG un hiperplano de soporte de Q tal que G = HG ∩Q. Notemos que como P ⊂ Q,
HG también es un hiperplano de soporte de P .

Como ext(G) = ext(Q)∩aff(G) y G es un politopo, podemos decir que G = conv(A) para
algún A ⊂ {v0, . . . , vd−1, w} = ext(Q). Si w /∈ A es claro que G es una k-cara de P y por el
lema 1.1.1, G no contiene a vd. Más aún, por cómo se toma w, todas las k-caras de P que
no contienen a v son caras de Q.

Ahora, cuando w ∈ A podemos ver que si A = {w}, Fk−1 en el inciso (ii) será simpleme el
conjunto vaćıo. En otro caso, definimos G′ = conv(A−{w}) y veamos que como G = HG∩Q
entonces G′ = HG ∩P , por lo que G′ es una cara de P . Además, dado que dim(aff(A))= k y
w /∈ aff(A−{w}) (pues w /∈ P ), se sigue que dim(aff(A−{w}))= k−1, es decir, dim(G′)= k−1
y por tanto G′ es una (k − 1)-cara de P . Finalmente observemos que G = conv(A) =
conv(conv(A− {w})∪{w}) = conv(G′ ∪ {w}) y por el lema 1.1.1, G′ no contiene a v.

La proposición anterior nos dice que al obtener un politopo Q después de empujar un
vértice v de P a un punto w, las caras de Q son de dos tipos: las que no contienen a w, que
son descritas en el inciso (i), y las que contienen a w, descritas en el inciso (ii).

Teorema 1.1.1. Sea P = conv({v1, . . . , vn}) ⊂ Rd un d-politopo convexo. Es posible obtener
un politopo simplicial Q mediante una sucesión de movimientos de vértices a partir de P .

Demostración. En cualquier politopo todas las 0-caras y 1-caras son simplejos. Luego, con-
sideremos un d-politopo convexo Q obtenido de P al empujar v a w. Por la proposición 1.1.3
toda 2-cara F2 de Q que contiene a w es de la forma conv(F1 ∪ {w}) con F1 una 1-cara de P
(que es un 1-simplejo), es decir, F2 es un 2-simplejo. Por el otro lado, si consideramos una
2-cara F de Q que no contiene a w, por la proposición 1.1.3, F se quedará como estaba antes



6 Caṕıtulo 1. El teorema en politopos convexos

de empujar el vértice v. Es decir, si una 2-cara en P era un 2-simplejo, después de empujar
un vértice de P , la cara seguirá siendo un 2-simplejo.

Lo anterior implica que si P2 es un politopo obtenido al empujar exactamente una vez
cada uno de los vértices de P , todas las 2-caras de P2 serán 2-simplejos, pues cada una de
las 2-caras de P2 contiene al menos uno de los nuevos vértices que se obtuvieron al pasar de
P a P2.

Sea P1 = P y para todo j ∈ {2, . . . , d− 1} sea Pj el politopo obtenido de Pj−1 al empujar
cada uno de sus vértices exactamente una vez. Supongamos que Pk cumple que para todo
i ≤ k, todas sus i-caras son i-simplejos. Si Q es un politopo obtenido de Pk al mover el
vértice vk a wk, por la proposición 1.1.3 se sigue que para todo i ≤ k + 1 toda i-cara Qi de
Q que contenga a wk, es de la forma conv(Fi−1 ∪ {wk}) con Fi−1 una (i− 1)-cara de Pk, de
donde por la suposición acerca de las i-caras de Pk ( para i ≤ k), Fi−1 es un (i− 1)-simplejo
y entonces Qi será un i-simplejo. En el caso de que Qi sea una i-cara de Q que no contiene a
wk, la proposición 1.1.3 implica que Qi era una cara de Pk, es decir, si Qi era un i-simplejo
en Pk lo seguirá siendo como cara de Q. Siguiendo el mismo razonamiento que en el caso
de P2, concluimos que Pk+1 es un d-politopo en el que todas sus i-caras para i ≤ k + 1 son
i-simplejos.

Inductivamente concluimos que {P1 = P, . . . , Pd} es una sucesión de politopos en la que
para todo 2 ≤ k ≤ d, Pk se obtiene de Pk−1 moviendo todos sus vértices una vez y además
todas las i-caras de Pk (con i ≤ k) son i-simplejos. Entonces Pd es un d-politopo simplicial
que se obtuvo después de hacer n(d− 1) movimientos (n movimientos en cada paso de Pk−1

a Pk) de vértices iniciando con el politopo P .

1.2 El f-vector y el h-vector

Definición 1.2.1. Dado un d-politopo P , para todo i ∈ {0, 1, . . . , d − 1} denotaremos por
fi(P ) al número de caras de dimensión i de P . A veces se escribirá solamente fi si es claro
de qué politopo estamos hablando. Por convención consideraremos siempre f−1 = 1. A
(f0, . . . , fd−1) se le conoce como f -vector asociado al politopo P . Claramente f0 = |vert(P )|.

Proposición 1.2.1. Sea Q un politopo obtenido de P al empujar v a w. Entonces f0(Q) =
f0(P ) y fk(Q) ≥ fk(P ) para todo k ∈ {1, . . . , d− 1}.

Demostración. Por la forma en la que se construye w es claro que f0(P ) = f0(Q). Para
probar el resto de las desigualdades demostraremos que para cualquier 1 ≤ k ≤ d − 1 se
puede definir una función inyectiva del conjunto de k-caras de P en el conjunto de k-caras de
Q. Primero, notemos que por cómo se construye w en la proposición 1.1.2, todas las k-caras
de P que no contienen a v son caras de Q (que claramente no contienen a w); por lo tanto,
en estas caras podemos definir la función identidad.

Resta ver que a cada k-cara de P que contenga a v se le puede asignar una k-cara de
Q de manera inyectiva, lo cual se prueba mediante los siguientes incisos (donde (b) asigna
una k-cara de Q a una k-cara de P y (a) prueba la inyectividad de esta asiganción sobre las
k-caras de P que contienen a v):
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a) Si F1, F2 son caras de dimensión k de P que contienen ambas a v y H es una cara
común de dimensión k − 1 de F1 y F2 que no contiene a v, entonces F1 = F2.

b) Para toda k-cara F de P que contiene a v, existe una (k − 1)-cara Gk−1 de F que no
contiene a v y conv(Gk−1 ∪ {w}) es una k-cara de Q.

Supongamos que F1, F2 son caras de dimensión k de P que contienen a v y H es una cara
común de dimensión k − 1 de F1 y F2 que no contiene a v. Sea K = F1 ∩ F2. Sabemos
que la intersección de dos caras de un politopo convexo es una cara por lo que K es una
cara de P , además si H = conv({v1, . . . , vm}) tenemos que Fi = conv({v1, . . . vm, v} ∪ Si)
con Si un subconjunto de vértices de P para i = 1, 2. Luego, dado que dim(H) = k − 1 y
v /∈ aff({v1, . . . , vm}) se sigue que dim(K) = k y por lo tanto K = F1 = F2 pues la única cara
dimensión k de Fi es Fi mismo. Con esto queda probado (a).

Para demostrar (b) probaremos primero por inducción que para toda k-cara F de P que
contiene a v, existe una (k − 1)-cara de F que no contiene a v. Consideremos F una k-cara
de P que contiene a v. Si k = 1 es claro que existe una 0-cara (vértice) de F distinto de v.
Supongamos que esta primera parte del enunciado de (b) es cierta para toda (k−1)-cara que
contiene a v. Sea entonces F una k-cara que contiene a v y G una (k − 1)-cara de F ; por
hipótesis de inducción existe una (k − 2)-cara G′ de G que no contiene a v y también por
ser P un politopo, cumple con la propiedad diamante, por lo que G′ está contenida en otra
(k − 1)-cara G∗ de F distinta de G, por lo que si suponemos que v ∈ G, por (a) v no puede
estar en G∗ pues de lo contrario G = G∗ lo cual nos dice que siempre podemos encontrar una
(k − 1)-cara de F que no contenga a v.

Habiendo probado lo anterior, dada una k-cara F tal que v ∈ F consideremos Gk−1 una
(k− 1)-cara de F que no contiene a v. Sea F1 una faceta de P que contiene a F y definamos
H1 = aff(F1). Sea H2 un hiperplano de soporte de Q tal que H2 ∩Q = Gk−1 (este existe ya
que Gk−1 es una cara de Q). Sea H ′ = H1∩H2, H ′ es un espacio af́ın de dimensión k−2 que
no contiene a w tal que H ′ ∩ P = Gk−1 = H ′ ∩Q por lo que si H = aff(H ′ ∪ {w}) entonces
H ∩Q = conv(Gk−1 ∪ {w}) y además H es un hiperplano de soporte de Q pues w está abajo
de H1 por el lema 1.1.1 y está arriba de H2, lo cual nos dice que Q está arriba de H. Con
esto concluimos que conv(Gk−1 ∪ {w}) es una cara de Q .

La prueba de este inciso concluye la existencia de una función inyectiva de k-caras de P
a k-caras de Q, es decir fk(Q) ≥ fk(P ).

De la proposición anterior y el teorema 1.1.1 podemos observar que dados 1 ≤ j < d < n,
el máximo número posible de j-caras de un d-politopo con n vértices de ser alcanzado, será
por un politopo simplicial, lo cual nos permite usar la siguiente herramienta fundamental en
la prueba del teorema para politopos convexos.

Teorema 1.2.1. (Relaciones de Dehn-Sommerville) Si P es un d-politopo simplicial
con f -vector (f0, f1, . . . , fd−1) y −1 ≤ k ≤ d− 2, entonces

d−1∑
i=k

(−1)i
(
i+ 1

k + 1

)
fi = (−1)d−1fk.

Recordemos que en la definición 1.2.1 se dijo que f−1 = 1 por convención.
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Las relaciones de Dehn-Sommerville surgieron por primera vez en el trabajo de Max
Dehn, quién en 1905 las probó para dimensión 5 en [9]. Algunas décadas después, D. M. Y.
Sommerville demostró el caso general en [21].

Estas relaciones parten de la observación de que para politopos simpliciales se tienen
ecuaciones extras en el f -vector al hacer doble conteo. Por ejemplo, para politopos simpliciales
de dimensión 3 cada arista está en 2 facetas y cada faceta tiene 3 aristas. Esto nos dice que
2f1 = 3f2.

Definición 1.2.2. Sea (f0, f1 . . . , fd−1) el f -vector asociado a un d-politopo P . Definimos el
h-vector de P como

hk =
k∑
i=0

(−1)k−i
(
d− i
k − i

)
fi−1, 0 ≤ k ≤ d

donde f−1 = 1.

La definición anterior es equivalente a la siguiente igualdad de polinomios

d∑
i=0

fi−1(x− 1)d−i =

d∑
i=0

hix
d−i (∗)

con la cual se puede probar que es equivalente definir el f -vector en términos del h-vector
como

fk−1 =
k∑
i=0

(
d− i
k − i

)
hi, 0 ≤ k ≤ d.

Ahora, si definimos las funciones

f(P, x) =

d∑
i=0

(−1)ifi−1x
i y g(P, x) =

d∑
i=0

hix
i,

y utilizamos (∗) podemos probar que

g(P, x) = (1− x)df

(
P,

x

x− 1

)
. (∗∗)

Además, observemos que para todo k ∈ {0, 1, . . . , d},

[xk]f(P, 1− x) =

d−1∑
i=k−1

(
i+ 1

i+ 1− k

)
(−1)k+i+1fi y [xk](−1)df(P, x) = (−1)d+kfk−1

donde [xk]H(x) denota el valor del coeficiente en xk para cualquier polinomio H; por lo que
se concluye que las relaciones de Dehn-Sommerville son equivalentes a que f(P, 1 − x) =
(−1)df(P, x).

Al usar (∗∗) y suponiendo que f(P, 1− x) = (−1)df(P, x), podemos ver que
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xdg

(
P,

1

x

)
= xd

(
1− 1

x

)d
f

(
P,

1

1− x

)
= (x− 1)df

(
P, 1− x

x− 1

)
= (1− x)df

(
P,

x

x− 1

)
= g (P, x) .

Por la definición de g(P, x) y la igualdad xdg
(
P, 1

x

)
= g(P, x) llegamos a que

d∑
k=0

hkx
k = g(P, x) = xdg

(
P,

1

x

)
= xd

d∑
k=0

hkx
−k =

d∑
k=0

hkx
d−k,

por lo que hk = hd−k para todo 0 ≤ k ≤ bd2c. Más aún, observemos que si se cumplen
estas últimas relaciones, podemos obtener todas las igualdades anteriores hasta llegar a que
f(P, 1− x) = (−1)df(P, x), lo cual ya probamos que es equivalente a las relaciones de Dehn-
Sommerville. Por lo tanto la conclusión de todos estos cálculos realizados es el siguiente
lema.

Lema 1.2.1. Las relaciones de Dehn-Sommerville son equivalentes a que para todo 0 ≤ k ≤⌊
d
2

⌋
, hk = hd−k.

Una vez teniendo este resultado, podemos escribir las entradas del f -vector como com-
binaciones lineales de {h0, . . . , hbd/2c} utilizando coeficientes no negativos, lo cual nos lleva
a querer encontrar la mejor cota para los elementos de {h0, . . . , hbd/2c} tal cual se hace en
la primer prueba de este teorema por McMullen [15] en 1970. Sin embargo, en 1985 Alon y
Kalai [2] consideraron los valores h̃i =

∑i
j=0 hj en vez de las entradas hi’s dando una solución

más compacta para el UBTP.

En vista del lema 1.2.1 y de la definición que dimos del f -vector en términos del h-vector
podemos escribir

fk−1 =

bd/2c∑
i=0

[(
d− i
d− k

)
+
(
1− δi,d−bd/2c

)( i

d− k

)]
hi, 0 ≤ k ≤ d,

(donde δi,d−bd/2c = 1 si i = d−bd/2c y 0 en otro caso). Utilizando las relaciones hi = h̃i−h̃i−1

en esta última igualdad (por convención h̃−1 = 0) podemos escribir cada fi como combinación
lineal de elementos de {h̃i : 0 ≤ i ≤ bd/2c} con coeficientes no negativos de la siguiente
manera. Si d es impar tenemos que

fk−1 =

bd/2c∑
i=0

[(
d− i
d− k

)
+

(
i

d− k

)]
hi =

bd/2c∑
i=0

[(
d− i
d− k

)
+

(
i

d− k

)]
(h̃i − h̃i−1)

=

bd/2c−1∑
i=0

[(
d− i
d− k

)
+

(
i

d− k

)
−
(
d− i− 1

d− k

)
−
(
i+ 1

d− k

)]
h̃i

+

[(
d− bd2c
d− k

)
+

(
bd2c
d− k

)]
h̃b d

2
c.
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Además, para todo i tenemos (por la identidad de Pascal) que(
i

d− k

)
−
(
i+ 1

d− k

)
= −

(
i

d− k − 1

)
,

por lo que se sigue que

fk−1 =

bd/2c−1∑
i=0

[(
d− i− 1

d− k − 1

)
−
(

i

d− k − 1

)]
h̃i +

[(
d− bd/2c
d− k

)
+

(
bd/2c
d− k

)]
h̃bd/2c.

Desarrollando de forma análoga podemos obtener que si d es par entonces

fk−1 =

(d/2)−1∑
i=0

[(
d− i− 1

d− k − 1

)
−
(

i

d− k − 1

)]
h̃i +

(
d/2

d− k

)
h̃d/2 +

(
d/2

d− k

)
h̃(d/2)−1.

Dada esta forma de escribir el número de caras, notemos que para dar una cota superior
de fk basta encontrar una cota superior para cada uno de los valores de {h̃0, . . . , h̃bd/2c}.

1.3 Politopos ćıclicos

A continuación analizaremos el politopo C(n, d), que se menciona en el enunciado del UBTP.

Definición 1.3.1. Sea M la curva de momentos en Rd definida de manera paramétrica por
Md = {(x, x2, . . . , xd) : x ∈ (−∞,∞)}. Un politopo ćıclico C(n, d) es el casco convexo de
cualesquiera n ≥ d+ 1 puntos distintos de Md.

Notemos que dado un hiperplano af́ın H = {x̂ ∈ Rd : 〈x̂, â〉 = b}, el conjunto H ∩Md

tiene cardinalidad igual al número de soluciones de la ecuación polinómica

〈(x, x2, . . . , xd), (a1, . . . , ad)〉 − b = adx
d + ad−1x

d−1 + · · ·+ a1x− b = 0,

que es igual al número de ráıces reales de un polinomio de grado d, es decir, la cardinalidad
de H ∩Md es menor o igual a d.

En general, para definir un politopo ćıclico se puede considerar cualquier curva en Rd tal
que para cualquier hiperplano en Rd, este no la intersecte en más de d puntos. Sin embargo,
es conveniente usar Md pues facilita los cálculos que se tienen hacer para probar algunas
propiedades del politopo.

Sea n > 0 un entero tal que n ≥ d + 1 y sean V̂ = {x1 < · · · < xn} números reales.
Definamos

V = {(xi, x2
i , . . . , x

d
i ) : 1 ≤ i ≤ n} ⊂Md,

en lo que resta del texto se considerará C(n, d) = conv(V ).
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Proposición 1.3.1. C(n, d) es un politopo simplicial.

Demostración. Consideremos W = {(yi, y2
i , . . . , y

d
i )}di=0 ⊂ V . Notemos que W es af́ınmente

independiente pues tenemos que

det


1 y0 y2

0 . . . yd0
1 y1 y2

1 . . . yd1
...

...
... . . .

...
1 yd y2

d . . . ydd

 =
∏

0≤i<j≤d
(yj − yi) 6= 0.

Donde el cálculo del determinante es conocido pues tenemos una matriz de Vandermonde.
Entonces, como cualquier hiperplano intersecta a V en a lo más d puntos y subconjuntos de
conjuntos af́ınmente independientes son af́ınmente independientes concluimos que el conjunto
de vértices de cualquier cara de C(n, d) es af́ınmente independiente y por lo tanto C(n, d) es
un politopo simplicial.

Proposición 1.3.2. Sea k un entero positivo tal que 2k ≤ d. Para cualquier subconjunto
V̂k ⊂ V̂ = {x0 < x1 < · · · < xn} con k elementos, conv(V̂k) es una cara de C(n, d).

Demostración. Supongamos que V̂k = {y1, y2, . . . , yk} y consideremos un punto y ∈ R tal que
y < x0. Definimos el polinomio

Pk(x) = (x− y)d−2k
k∏
i=1

(x− yi)2 = a0 + a1x+ · · ·+ adx
d.

Notemos que Pk(yi) = 0 para todo yi ∈ V̂k y Pk(x) > 0 para x ∈ V̂ − V̂k. Luego si
a = (a1, a2, . . . , ad) y tomamos el hiperplano Hk = {x ∈ Rd : 〈x, a〉 = −a0} podemos notar
que Hk ∩ V̂ = V̂k y todo x ∈ V̂ − V̂k está arriba de Hk por lo que Hk es un hiperplano
de soporte de C(n, d) tal que Hk ∩ C(n, d) = conv(V̂k), es decir, conv(V̂k) es una cara de
C(n, d).

De la proposición anterior podemos concluir que

fi(C(n, d)) =

(
n

i+ 1

)
, 0 ≤ i <

⌊
d

2

⌋
,

es decir, C(n, d) maximiza el número de i-caras para i <
⌊
d
2

⌋
. Luego, veamos que si P =

C(n, d), entonces los coeficientes de f(P, x) =
∑d

i=0(−1)ifi−1x
i y (1 − x)n coinciden en los

términos de orden menor o igual a
⌊
d
2

⌋
por lo que recordando que g(P, x) = (1−x)df

(
P, x

x−1

)
,

tenemos que los coeficientes de g(P, x) y de

(1− x)d
(

1− x

x− 1

)n
= (1− x)−(n−d) =

∞∑
i=0

(
n− d+ i− 1

i

)
xi

también coinciden en los términos de orden menor o igual a
⌊
d
2

⌋
, de donde

hi(C(n, d)) =

(
n− d+ i− 1

i

)
para 0 ≤ i ≤

⌊
d

2

⌋
.
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Contando con esta igualdad, McMullen demuestra por inducción sobre k que dado un
politopo simplicial d-dimensional con n vértices y h-vector (h0, h1, . . . , hd), para todo 0 ≤ i
se cumple la desigualdad

hi+1

hi
≤

(
n− d+ i

i+ 1

)
(
n− d+ i− 1

i

) ,
lo cual implica que hi ≤

(
n−d+i−1

i

)
para todo i ∈ {0, 1, . . . ,

⌊
d
2

⌋
} y con esto concluye con la

prueba del teorema para politopos convexos.
Sin embargo, como se mencionó antes, expondremos la forma en la que Alon y Kalai

abordan la solución del problema. Haciendo las cuentas correspondientes tenemos que

h̃i(C(n, d)) =

(
n− d+ i

i

)
0 ≤ i ≤ bd/2c

Por lo que probaremos que para todo politopo simplicial con n vértices y h-vector (h0, . . . , hd)

h̃i ≤
(
n− d+ i

i

)
0 ≤ i ≤ bd/2c.

Probando lo anterior y haciendo uso de la forma en la que se escribe a fi como combinación
lineal de los elementos de {h̃i : 0 ≤ i ≤ bd/2c} (con coeficientes no negativos) se puede concluir
con la prueba del UBTP.

1.4 Escalonabilidad y colapsos

En esta última sección, se dará una exposición de la prueba de la cota superior de los elementos
de {h̃i : 0 ≤ i ≤ bd/2c}, desarrollada en [2].

Definición 1.4.1. Sea V un conjunto finito. Un complejo simplicial ∆, es una familia de
subconjuntos finitos de V llamados caras o simplejos, que cumplen que para todo v ∈ V ,
{v} ∈ ∆ y que si σ ∈ ∆ es una cara y τ ⊂ σ entonces τ ∈ ∆. Una cara σ ∈ ∆ de cardinalidad
|σ| = i+1 tiene dimensión i y se le llama i-cara de ∆. La dimensión dim(∆) de ∆ es el máximo
de las dimensiones de sus caras. Si todas las caras maximales (también llamadas facetas) de
∆ tienen la misma cardinalidad dim(∆) + 1, diremos que ∆ es un complejo simplicial puro.

Notemos que ∆ está completamente determinado por sus facetas dada la definición de
complejo simplicial.

Ejemplo 1.4.1. Dado un politopo P , es podemos asociarle un complejo simplicial ∆P donde
las facetas de ∆P son el conjunto de vértices de las facetas de P . Además, cuando P es
simplicial, ∆P es un complejo simplicial puro de dimensión dim(P ) − 1. Dicho complejo
simplicial suele llamarse complejo de frontera, del politopo en cuestión.

Dado un complejo simplicial d-dimensional ∆ definimos su f -vector f = (f0, f1, . . . , fd−1)
donde fi es el número de caras de dimensión i en ∆ y por conveción siempre se define f−1 = 1,
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al igual que cuando de definió el f -vector de un politopo. Notemos que para un politopo
simplicial, su f -vector coincide con el f -vector de su complejo de frontera. El h-vector de ∆
se define respecto a f de la misma manera que en el que se definió para un politopo, por lo
que todas las relaciones que teńıamos entre el f -vector y el h-vector se siguen manteniendo a
excepción de las relaciones de Dehn-Sommerville ya para que estas ecuaciones se cumplan se
requieren condiciones adicionales sobre ∆ como por ejemplo, que sea el complejo de frontera
de un politopo simplicial.

El siguiente es un lema combinatorio que se utilizará en la prueba de la proposición 1.4.1.
En caso de que no se tenga conocimiento de las propiedades que usamos del álgebra tensorial
de un espacio vectorial, se puede revisar el apéndice A.

Lema 1.4.1. Sean n > 1 y 1 ≤ s ≤ m ≤ n. Para cada 1 ≤ i ≤ f sean Ai, Bi ⊂ [n] tales que
|Ai| ≤ s, m ≤ |Bi| y Ai ⊂ Bi. Supongamos que Ai 6⊂ Bj si i < j. Entonces

f ≤
(
n−m+ s

s

)
.

(Aqúı, [n] = {1, 2, . . . , n}).

Demostración. Primero observemos que dada una sucesión S = {(Ai, Bi)}i∈[f ] en la que los
Ai, Bi cumplen con las condiciones del lema, podemos tomarnos una nueva sucesión S′ =
{(A′i, Bi)}i∈[f ] tal que para todo 1 ≤ i ≤ f , Ai ⊂ A′i y |A′i| = s (en donde A′i se obtiene
agregando cualesquiera elementos de Bi a Ai hasta que se llegue a un conjunto de cardinalidad
s). Es claro que los A′i, Bi de esta nueva sucesión cumplen con las condiciones del lema. Por
tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que para todo 1 ≤ i ≤ f , |Ai| = s.

Consideremos el espacio vectorial V = Rn−m+s y su álgebra exterior
∧
V .

Sea {v1, . . . , vn} ⊂ V un conjunto de vectores en posición general, es decir, cualesquiera
n − m + s de estos vectores son linealmente independientes. Para todo 1 ≤ i ≤ f sean
wi =

∧
j∈Ai

vj y wi =
∧
j∈[n]−Bi

vj . Observemos que para todo i ∈ [f ], wi, wi ∈
∧
V , y en

particular wi ∈
∧s V por la suposición de que |Ai| = s.

Recordemos que dados x1, . . . , xk ∈ V tenemos que x1∧· · ·∧xk 6= 0 si y sólo si {x1, . . . , xk}
es un conjunto linealmente independiente. Luego, como {v1, . . . , vn} ⊂ V están en posición
general y Ai ∩ ([n]−Bi) = ∅, se sigue que para todo 1 ≤ i ≤ f , wi ∧ wi 6= 0. Y como para
todo i < j, Ai ∩ ([n]−Bj) 6= ∅, entonces wi ∧ wj = 0.

Finalmente, utilizando lo anterior probemos que {w1, . . . , wf} ⊂
∧s V es un conjunto

linealmente independiente, pues siendo aśı tendremos que f ≤ dimR (
∧s V ) =

(
n−m+ s

s

)
.

Supongamos que {w1, . . . , wf} es linealmente dependiente, digamos que
∑

i∈I ciwi = 0
con ci 6= 0 para todo i ∈ I y sea j = max{i ∈ I}. Por las observaciones hechas anteriormente
tenemos que 0 =

(∑
i∈I ciwi

)
∧ wj = cjwj ∧ wj , y como wj ∧ wj 6= 0 esto implicaŕıa que

cj = 0, lo cual es un a contradicción. Por lo tanto {w1, . . . , wf} es un conjunto linealmente
independiente, lo cual concluye la prueba del lema.

Definición 1.4.2. Sea ∆ un complejo simplicial. Una cara F ∈ ∆ se dice libre si está
contenida en una única cara maximal M ∈ ∆. La operación de eliminar de ∆ todas las
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caras que contienen a F (incluyendo F ) es un colapso elemental. Si |F | = f y |M | = m
decimos que es un (f,m)-colapso elemental. Un proceso de colapso en ∆ es una sucesión
∆ = ∆0 ⊃ ∆1 ⊃ · · · ⊃ ∆t de complejos simpliciales tales que para todo 1 ≤ i ≤ t, ∆i se
obtiene de ∆i−1 por medio de un colapso elemental.

La siguiente proposición será fundamental en la prueba de las desigualdades que queremos
para los elementos de {h̃i : 0 ≤ i ≤ bd/2c}.

Proposición 1.4.1. Sea ∆ un complejo simplicial con n vértices y sean s,m enteros no
negativos s ≤ m ≤ n. El número de (s′,m′)-colapsos elementales con s′ ≤ s y m ≤ m′ en

cualquier proceso de colapso en ∆ es a lo más

(
n−m+ s

s

)
.

Demostración. Sea ∆ = ∆0 ⊃ ∆1 ⊃ · · · ⊃ ∆t un proceso de colapso y sea (Li,Mi)
f
i=1 la

subsucesión de las parejas que inducen colapsos en la cadena y tales que que Li es una cara
libre con cara maximal Mi y |Li| ≤ s, m ≤ |Mi|. Observemos que Li ⊂ Mi y Li 6⊂ Mj si

i < j por lo que por el lema 1.4.1 f ≤
(
n−m+ s

s

)
.

Ahora, daremos una definición de escalonabilidad, la cual se puede definir de un par de
formas equivalentes las cuales se pueden consultar en [7]. Esta propiedad es fundamental en
esta prueba aśı como en la prueba de McMullen.

Definición 1.4.3. Un complejo simplicial puro ∆ se dice escalonable si sus facetas pueden
ser ordenadas de forma F1, . . . , Ft, tal que para todo 1 ≤ i ≤ t, el conjunto F i−

⋃
j<i F j tiene

una única cara minimal (donde F j es el conjunto potencia de Fj y hablamos de minimalidad
en el sentido de contención). A este elemento minimal le llamaremos la restricción de Fi y
se denotará por r(Fi). Por convención r(F1) = ∅. El orden F1, F2 . . . , Ft se llama orden de
escalonamiento.

Figura 1.2: Complejos simpliciales escalonables y no escalonables

En la figura 1.2, (a) es un complejo simplicial no escalonable pues F −G (o G−F ) tiene
dos elementos minimales. En (b) el orden de las facetas del complejo simplicial no es un
orden de escalonamiento pues F2−F1 tiene dos elementos minimales. Por otro lado, en (c) el
orden de las facetas es un orden de escalonamiento donde r(F1) = ∅, r(F2) y r(F3) son cada
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uno vértices y r(F4) es la arista lateral izquierda del cuadrado.

Observemos que dado un complejo simplicial puro escalonable ∆, este se puede ver como
una unión disjunta ∆ =

⊔t
i=1[r(Fi) : Fi], donde para cualesquiera F1(∆), F2(∆) caras de ∆

con F1 ⊆ F2, [F1(∆) : F2(∆)] = {G ∈ ∆ : F1(∆) ⊆ G ⊆ F2(∆)}.Utilizando esta propiedad, en
la siguiente proposición demostraremos que si ∆ posee un orden de escalonamiento F1, . . . , Ft
entonces hi(∆) = |{j : |r(Fj)| = i}|.

Vale la pena mencionar que el h-vector fue definido por vez primera para complejos
simpliciales particionables. Un complejo simplicial ∆ con facetas F1, F2, . . . , Fs, se dice par-
ticionable si es puro y para todo 1 ≤ i ≤ s, existen Ri ⊆ Fi de forma que ∆ =

⊔s
i=1[Ri : Fi].

Los complejos simpliciales escalonables son particionables como se notó anteriormente. A
partir de una partición ∆ =

⊔s
i=1[Ri : Fi] se puede observar que si |Rj | = i entonces hay

exactamente

(
d− i
k − i

)
(k − 1)-caras contenidas en [Rj : Fj ] por lo que

fk−1 =
s∑
j=1

(
d− |Rj |
k − |Rj |

)
.

Teniendo esta relación, se define el h-vector de un complejo simplicial particionable (d− 1)-
dimensional ∆ como la sucesión h = (h0, h1, . . . , hd) donde hi es el número de partes en la
partición que tienen tamaño i, es decir, hi = |{j : |Rj | = i, 1 ≤ j ≤ s}|. Observemos que
como las entradas del f vector se pueden escribir como combinación lineal de las entradas
del h vector de la siguiente forma

fk−1 =

k∑
i=0

(
d− i
k − i

)
hi,

el h-vector queda completamente determinado por el f -vector y por lo tanto podemos definir
h independientemente de la partición que se considere. Podemos notar al considerar los
polinomios

f(x) = fd−1 + fd−2x+ · · ·+ f0x
d−1 + f−1x

d y

h(x) = hd + hd−1x+ · · ·+ h1x
d−1 + h0x

d,

que se satisface la igualdad f(x) = h(x + 1). Esto motivó a a dar la definición del h-vector
para cualquier complejo simplicial como la sucesión de enteros (h0, h1, . . . , hd) tal que se
satisface la igualdad polinomial mencionada. En la actualidad algunos autores definen el
h-vector simplemente por la forma de escribir las entradas de h como combinación lineal de
entradas del f -vector, tal y como lo hicimos en la sección 1.2. La siguiente proposición nos
dice que la definición dada en la sección 1.2 implica la discutida previamente cuando ∆ es
escalonable, sin embargo la misma prueba sirve para el caso en el que ∆ es particionable pues
es la única propiedad utilizada en la demostración.

Proposición 1.4.2. Sea ∆ un complejo simplicial puro (d − 1)-dimensional y escalonable
con orden de escalonamiento F1, . . . , Ft. Entonces se tiene que hi(∆) = |{j : |r(Fj)| = i}|.
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Demostración. Sea ri = |{j : |r(Fj)| = i}| para todo 0 ≤ i ≤ d− 1, y sea

H(x) =
d∑
i=0

hix
d−i =

d∑
i=0

fi−1(x− 1)d−i =
∑

F∈F(∆)

(x− 1)d−|F |.

Dado que F(∆) =
⊔t
i=1[r(Fi) : Fi], podemos escribir

H(x) =
t∑
i=1

( ∑
F∈[r(Fi):Fi]

(x− 1)d−|F |
)
,

pero observemos que el número de caras F ∈ [r(Fi) : Fi] con |F | = |r(Fi)|+ k (con 0 ≤ k ≤

d− |r(Fi)| fijo) es igual a

(
d− |r(Fi)|

k

)
por lo que

H(x) =
t∑
i=0

( d−|r(Fi)|∑
j=0

(
d− |r(Fi)|

j

)
(x− 1)d−|r(Fi)|−j

)

=
d∑
i=0

ri

( d−i∑
j=0

(
d− i
j

)
(x− 1)d−i−j

)
,

por lo que utilizando la expansión del binomio concluimos que H(x) =
∑d

i=0 rix
d−i y aśı

hi = ri para todo 0 ≤ i ≤ d.

Figura 1.3: Proceso de colapso en el tetraedro dado por el orden
de escalonamiento F0, F1, F2, F3.
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Finalmente, consideremos un politopo simplicial P y su complejo de frontera ∆, el cual se
sabe que es escalonable por un resultado de Bruggesser y Mani en [6]. Sea F0, F1, . . . , Ft un
orden de escalonamiento en las facetas de ∆ y para todo 0 ≤ i < t definamos ∆i =

⋃t−i
j=0 F j .

Observemos que r(Fi) es libre en ∆t−i = ∪ij=0F j (pues r(Fi) sólo está contenida en la cara
maximal Fi de ∆t−i) y al hacer el colapso elemental asociado al par (r(Fi), Fi) se obtiene
∆t−i+1, por lo que de esta forma obtenemos un proceso de colapso ∆ = ∆0 ⊃ ∆1 ⊃ · · · ⊃ ∆t

(un ejemplo de lo anterior se puede ver en la figura 1.3). Luego, observemos que por la
proposición 1.4.2 h̃i =

∑i
j=0 ri es el número de (i′, d)-colapsos en el proceso de colapso, con

i′ ≤ i, por lo que gracias a la proposición 1.4.1 concluimos que h̃i ≤
(
n− d+ i

i

)
y por lo

tanto queda demostrado el UBTP.



Caṕıtulo 2

El teorema en triangulaciones de
esferas

Este caṕıtulo consiste en la prueba del teorema de la cota superior para triangulaciones de
esferas.

UBTS Sea ∆ un complejo simplicial con vértices en {1, . . . , n} tal que su realización
geométrica es una esfera (d− 1)-dimensional. Entonces

fi(∆) ≤ fi(C(n, d)) 0 ≤ i ≤ d− 1.

Con el fin de probar esto, como se ha mencionado en la introducción, se hará uso de
algunas herramientas algebraicas y combinatorias que se irán introduciendo a lo largo de
las secciones del caṕıtulo. En pocas palabras, lo que se hará es probar que si un anillo
(que denominaremos más adelante por A∆) definido a partir de un complejo simplicial ∆,
cumple con ser de Cohen-Macaulay, entonces este satisfará las desigualdades mencionadas en
el teorema de la cota superior. Posteriormente estudiaremos un poco qué clase de anillos A∆

cumplen la propiedad de ser de Cohen-Macaulay.

2.1 Triangulaciones

En la última sección del caṕıtulo anterior se introdujo la definición de complejo simplicial. En
este caṕıtulo asociaremos algunos objetos algebraicos a los complejos simpliciales y también
podemos asociarle un espacio topológico como se verá a continuación.

Consideremos un complejo simplicial no vaćıo ∆ y V su conjunto de vértices (o caras de
dimensión 0). Sea |∆| ⊂ RV el conjunto de todas las funciones α de V a I = [0, 1] tales que

(a) Para todo α, {v ∈ ∆|α(v) 6= 0} es una cara de ∆ (en particular, α(v) 6= 0 para un
número finito de vértices).

(b) Para todo α,
∑

v∈∆ α(v) = 1.
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Para cada vértice v ∈ V consideremos αv ∈ RV definida por

αv(u) =

{
1, si u = v

0, si u 6= v.

Notemos que el conjunto de funciones {αv|v ∈ V } es un conjunto linealmente indepediente.
En particular, para cada cara σ = {v0, v1, . . . , vm} ∈ ∆, el conjunto {αv0 , αv1 , . . . , αvm} es
af́ınmente independiente. Definamos

|σ| = 〈{αv0 , . . . , αvm}〉 =

{
m∑
i=0

λiαvi |λi > 0 y

m∑
i=0

λi = 1

}
,

luego, podemos ver que

|∆| =
⋃
σ∈∆

|σ| ⊂ RV .

Este conjunto equipado con la topoloǵıa coherente (o débil) respecto a {|σ| : σ ∈ ∆} es un
espacio topológico asociado a ∆ el cual denotaremos simplemente por |∆|. (Es decir, U ⊂ |∆|
será un abierto si y sólo si U ∩ |σ| es un abierto en |σ| para todo σ ∈ ∆.) Cuando tenemos
un espacio topológico X y un complejo simplicial ∆ tal que X ∼= |∆| se dice que ∆ es una
triangulación de X. De aqúı en adelante todos los complejos simpliciales ∆ que consideremos
tendrán a {1, . . . , n} como conjunto de vértices si este no se especifica.

Usualmente |∆| nos da información topológica que de una u otra forma contiene infor-
mación combinatoria acerca de ∆, lo cual es sumamente importante para nuestros propósitos.

Ahora, veamos algunas definiciones y resultados que nos permitirán reformular el plantea-
miento del teorema sobre complejos simpliciales que triangulan esferas.

Definición 2.1.1. Sea ∆ un complejo simplicial (d− 1)-dimensional y F ∈ ∆, el link de F ,
denotado por lk(F ) se define como

lk(F ) = {G ∈ ∆ | G ∩ F = ∅ y G ∪ F ∈ ∆}.

Notemos que lk(F ) es un subcomplejo de ∆, en particular lk(∅) = ∆ y lk(F ) = {∅} si F es
una cara maximal. Además, tenemos que para cualquier G ∈ lk(F ), G ⊆ M − F ∈ lk(F )
donde M es una cara maximal de ∆ que contiene a F . Es decir, si F1, . . . , Ft son las caras
maximales de ∆ que contienen a F , entonces F1 − F, . . . , Ft − F serán las caras maximales
de lk(F ). Si suponemos que ∆ es puro todas las facetas Fi tienen la misma cardinalidad,
lo cual implica que todas la caras maximales de lk(F ) tiene la misma cardinalidad, es decir,
lk(F ) es puro y dim(lk(F )) = d− |F | − 1.

Los links de las caras de un complejo simplicial son de gran utilidad pues sirven para
conectar propiedades combinatorias con propiedades topológicas del complejo simplicial como
veremos más adelante. Otros conjuntos que se definen a partir de un complejo simplicial ∆ y
que van muy de la mano con la definición de lk(F ) son la estrella de F definida por st(F ) =
{G ∈ ∆|G ∈ F} y la estrella cerrada de F denotada por st(F ), la cuál es el subcomplejo de
∆ más chico que contiene a st(F ). Los últimos dos conjuntos definidos no serán mencionados
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más adelante pero se utilizan en las pruebas de los teoremas 2.5.2 y 2.5.3 (las cuáles omitimos

en este texto) aśı como en la prueba de McMullen de que hi ≤
(
n− d+ i− 1

i

)
.

Figura 2.1: Link, estrella y estrella cerrada de un complejo sim-
plicial.

Definición 2.1.2. Un complejo simplicial (d−1)-dimensional ∆ se dice Euleriano si es puro
y satisface que para todo F ∈ ∆, χ̃(lk(F )) = (−1)dim(lk(F )). Aqúı, χ̃(τ) es la caracteŕıstica
reducida de Euler del complejo simplicial τ , definida por

χ̃(τ) =

d−1∑
i=−1

(−1)ifi(τ).

Para ver algunas propiedades de esta función se pueden revisar los apéndices B y C.

Recordemos que ya que el f -vector está completamente determinado por el h-vector, para
probar el teorema de la cota superior basta probar que para cualquier complejo simplicial
(d− 1)-dimensional con n vértices ∆, tal que |∆| ∼= Sd−1, hi(∆) ≤ hi(C(n, d)).

En la sección 1.3 del primer caṕıtulo se calculó que

hi(C(n, d)) =

(
n− d+ i− 1

i

)
para todo 0 ≤ i ≤

⌊
d

2

⌋
,

y para
⌊
d
2

⌋
< i ≤ d, hi(C(n, d)) queda determinado por las relaciones de Dehn-Sommerville.

Por lo tanto, al igual que en el caso para politopos convexos, para probar la UBTS es
suficiente demostrar que para cualquier complejo simplicial (d−1)-dimensional con n vértices
∆, tal que |∆| ∼= Sd−1, se tiene que hi = hd−i para todo 1 ≤ i ≤ d y que

hi ≤
(
n− d+ i− 1

i

)
para todo 0 ≤ i ≤ bd/2c.
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Antes de continuar, tratemos de convencernos de que no es posible extender de una forma
inmediata la prueba del teorema para politopos convexos a triangulaciones de esferas. Para
esto, observemos cuáles son las ideas más importantes de las 2 componentes principales de la
prueba para politopos convexos. Analicemos si dichas ideas siguen funcionando al considerar
triangulaciones de esferas simpliciales y en caso de que no, qué otras herramientas se conoćıan
para solucionar estos problemas.

Las dos partes más importantes de la prueba de la UBTP son:

(i) Demostrar que si ∆P es el complejo de frontera de un politopo simplicial entonces
hi(∆P ) = hd−i(∆P ) para todo 1 ≤ i ≤ d.

Se demostró que estas ecuaciones son equivalentes a las relaciones de Dehn-Sommerville,
las cuáles se cumplen cuando trabajamos con el f -vector de un politopo simplicial. Para
probar que las relaciones de Dehn-Sommerville se satisfacen al trabajar con politopos
simpliciales se utiliza fuertemente el resultado de Bruggesser y Mani de que el complejo
de frontera de todo politopo simplicial es escalonable. En la demostración de este
resultado, es fundamental la propiedad diamante en ∆P y la geometŕıa del politopo P .
Esto podŕıa sugerir que dada una triangulación ∆ de una esfera, habŕıa que determinar
si el conjunto parcialmente ordenado de sus caras cumple con la propiedad diamante
y si puede extenderse la prueba de Bruggeser y Mani explotando la geometŕıa de |∆|.
Sin embargo, existen ejemplos de complejos simpliciales ∆ cuya realización geométrica
es homeomorfa a una esfera, pero que no son el complejo de frontera de un politopo
convexo (véase el ejemplo 5.10 de la sección 5.4 en [29]). Esto nos dice que no es
inmediato obtener igualdades tipo Dehn-Sommerville (de la forma en que se hace para
∆P ) sin una estructura de politopo y por lo tanto, es razonable considerar una familia
más amplia de complejos simpliciales que cumplan con las relaciones hi(∆) = hd−i(∆)
para todo 1 ≤ i ≤ d. Una familia de complejos simpliciales que satisface estas relaciones
son los complejos Euleriano, lo cuál porbaremos más adelante (corolario 2.3.3). Además,
luego probaremos que si |∆| ∼= Sd−1, entonces ∆ es Euleriano (proposición 2.5.1), lo
cuál nos deja con un sólo trabajo pendiente: acotar hi (para i ≤ bd/2c). La definición de
Euleriano surge a partir de la búsqueda de teoremas de reciprocidad en combinatoria,
utilizando conjuntos parcialmente ordenados. Si se desea ver más a detalle el origen de
esta definición y su relación con la caracteŕıstica de Euler se puede consultar el apéndice
C.

(ii) Demostrar que hi(∆P ) ≤
(
n− d+ i− 1

i

)
(para 1 ≤ i ≤ bd/2c).

Para probar esto se utilizó que ∆P es particionable, pues al tener una partición ∆P =⊔
[Ri : Fi] se sigue que hi = |{j : |Rj | = i}| y se puede definir un proceso de colapso en

el que h̃i =
∑i

j=0 hi cuenta el número de (i′, d)-colapsos elementales para i′ ≤ i, lo cuál
ya sabemos como acotar. En su momento, dado que la prueba de McMullen del UBTP
utiliza que ∆P es escalonable y no solamente particionable, una pregunta con bastate
sentido era si toda esfera simplicial era escalonable. Sin embargo, en [27] se puede ver
un ejemplo de una 3-esfera simplicial no escalonable. La siguiente pregunta intuitiva
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era si toda esfera simplicial es particionable. Desafortunadamente, esto continúa siendo
un problema abierto.

Dado que se véıa complicado seguir un camino similar al de la prueba para politopos
convexos para acotar las entradas del h-vector, y en su momento Stanley descubrió
que el h-vector aparećıa al considerar cierto anillo definido a partir de las caras de un
complejo simplicial ∆ (anillo de Stanley-Reisner), se optó por seguir un camino más
algebraico con el cuál se encontró una elegante solución al problema de acotar las en-
tradas del h-vector. En las siguientes tres secciones veremos como utilizar herramientas
algebraicas para acotar las entradas del h-vector.

2.2 El anillo de Stanley-Reisner

En esta sección daremos las definiciones de los objetos algebraicos con los que estaremos
trabajando de aqúı en adelante. El anillo de Stanley-Reisner nos proporcionará toda la
información que necesitaremos acerca de ∆ para concluir si este satisface las desigualdades
del teorema.

Definición 2.2.1. Un anillo graduado es un anillo A con una familia {An}n≥0 de grupos
aditivos tales que A =

⊕
n≥0An y Am · An ⊂ Am+n para todo m,n ≥ 0. Aśı, A0 es un

subanillo de A, y cada An es un A0-módulo.

Si A es un anillo graduado, un A-módulo graduado es un A-módulo M junto con una
familia de grupos aditivos {Mn}n≥0 tales que M =

⊕
n≥0Mn y Am ·Mn ⊂Mm+n para todo

m,n ≥ 0. Cada Mn se puede ver como un A0-módulo.
Un elemento x de M es homogéneo si x ∈Mn para algún n ≥ 0 y en tal caso se dice que

n es el grado de x. Un ideal de un anillo graduado A se dice ideal homogéneo si es generado
por elementos homogéneos (o equivalentemente, si es un ideal graduado de A).

Definición 2.2.2. Un anillo A es Noetheriano si para cualquier sucesión de ideales de A,
{In}n≥0 tales que In ⊂ In+1 para todo n ≥ 0, existe algún n ≥ 0 tal que Im = In para todo
m ≥ n.

Cabe mencionar que cualquier cociente de un anillo Noetheriano también es Noetheriano.

Ejemplo 2.2.1. Todo campo es Noetheriano ya que tiene únicamente los dos ideales triviales.

La siguiente proposición es un resultado conocido acerca de anillos graduados Noetheri-
anos que se puede consultar en [3].

Proposición 2.2.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo graduado
A =

⊕
n≥0An :

1. A es un anillo Noetheriano,

2. A0 es un anillo Noetheriano y A es finitamente generado como A0-álgebra.

Sea k un campo, en las siguientes secciones consideraremos el anillo S = k[x] de poli-
nomios sobre k en n variables x1, . . . , xn.
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Definición 2.2.3. Un monomio en S es un producto de la forma xa = xa11 x
a2
2 · · ·xann , para

a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Nn un vector de enteros no negativos. Un ideal I ⊂ k[x] es llamado un
ideal monomial si es un ideal generado por monomios.

Como espacio vectorial sobre k, el anillo de polinomios S es una suma directa

S =
⊕
m≥0

Sm,

donde Sm =
⊕
|a|=m k[xa] es el subespacio vectorial generado por los monomios de grado m.

Dado que el producto Si · Sj se queda contenido en Si+j , podemos decir que S es un
k-álgebra graduada. Además, por la proposición anterior tenemos que S es Noetheriano y
por tanto cualquier ideal de este será finitamente generado. Sea I un ideal homogégeno de S
sabemos que si A = S/I entonces

A ∼=
⊕
m≥0

Sm/ (Sm ∩ I) =
⊕
m≥0

Am

donde Am = Sm/(Sm ∩ I). Notemos que A también es un k-álgebra graduada.

Definición 2.2.4. Un monomio xa es libre de cuadrados si cada coordenada de a es 0 o 1.
Un ideal es libre de cuadrados si es generado por monomios libres de cuadrados.

Por notación, cada subconjunto σ ⊂ {1, 2, . . . , n} lo identificaremos con su vector carac-
teŕıstico en {0, 1}n, es decir, aquel que tiene 1 en la i-ésima coordenada si i ∈ σ y 0 en otro
caso. Esta convención nos permite escribir xσ =

∏
i∈σ xi.

Definición 2.2.5. El ideal de Stanley-Reisner del complejo simplicial ∆ es el ideal monomial
libre de cuadrados

I∆ = 〈xτ | τ /∈ ∆〉

generado por los monomios correspondientes a las no-caras de ∆. El anillo de Stanley-Reisner
es el anillo cociente A∆ = S/I∆.

En el siguiente ejemplo tenemos que I∆1 = 〈x1x4, x2x3x4, x1x3x4, x1x2x4〉 = 〈x1x4, x2x3x4〉
y A∆1 = S[x1, x2, x3, x4]/〈x1x4, x2x3x4〉.

Figura 2.2: Complejo simplicial.
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2.3 Funciones de Hilbert

Una vez que hemos definido los objetos que vamos a estudiar, podemos definir algunas otras
herramientas que nos darán información acerca de estos objetos. Estas herramientas son en
su mayoŕıa de álgebra conmutativa, por lo que nos apoyamos en algunos textos de la materia
tales como [3] y [17] para enunciar y probar algunos resultados que nos serán de utilidad.

Definición 2.3.1. Una sucesión de A-módulos y A-homomorfismos

· · · −→Mi−1
fi−−→Mi

fi+1−−−→Mi+1 −→ · · ·

se dice exacta en Mi si Im(fi) = Ker(fi+1). La sucesión es exacta si es exacta en cada Mi.
En particular tenemos que:

0 −→M ′
f−→M es exacta si y sólo si f es inyectiva,

M
g−→M ′′ −→ 0 es exacta si y sólo si g es suprayectiva,

0 −→M ′
f−→M

g−→M ′′ −→ 0 es exacta si y sólo si f es inyectiva, g es suprayectiva y g
induce un isomorfismo de M/f(M ′) sobre M ′′.

Una sucesión del último tipo se denomina una sucesión exacta corta. Para cada sucesión
exacta larga (como la de la definición) podemos obtener sucesiones cortas: si Ni = Im(fi) =
Ker(fi+1), se tienen sucesiones exactas cortas 0→ Ni →Mi → Ni+1 → 0 para cada i.

Definición 2.3.2. Sea C una clase de A-módulos y sea λ una función sobre C con valores en

Z. La función λ es aditiva si para cada sucesión exacta corta 0 −→M ′
f−→M

g−→M ′′ −→ 0
en la que todos los términos pertenecen a C, se tiene λ(M ′)− λ(M) + λ(M ′′) = 0.

Observemos que dado un campo k, con C la clase de todos los k-espacios vectoriales,
se tiene que V → dimk(V ) es una función aditiva. Cuando consideramos está función re-
stringida a una k-álgebra graduada suele llamarse función de Hilbert.

Consideremos A =
⊕

n≥0An un anillo Noetheriano graduado. En vista de la proposición
2.2.1, A0 es un anillo Noetheriano y A es generado (como A0-álgebra) por elementos x1,
x2, . . . , xm que podemos considerar homogéneos de grados d1, . . . , dm, respectivamente, todos
mayores a 0.

Sea M =
⊕

n≥0Mn un A-módulo graduado finitamente generado. M es generado por un
número finito de elementos homogéneos, digamos {m1, . . . ,mt} con ri el grado de mi para
todo i ∈ [t]. Cada elemento x de Mn es entonces de la forma

∑t
i=1 fi(x)mi con fi(x) ∈ A

homogéneo de grado n−ri (y cero si n < ri). Luego, podemos deducir que Mn es finitamente
generado (como A0-módulo) ya que es generado por todos los {gi(x)mi} donde gi(x) es un
monomio en las variables x1, . . . , xm, de grado total n− ri.

Definición 2.3.3. Sea λ una función aditiva (con valores en Z) en la clase de todos los A0-
módulos finitamente generados. La serie de Poincaré de M (respecto a λ) es la serie formal
de potencias

P (M, t) =
∑
n≥0

λ(Mn)tn ∈ Z[[t]].
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En lo que resta del texto, consideraremos este tipo de series cuando λ es la función de
Hilbert por lo que a la serie asociada le llamamos serie de Hilbert.

Teorema 2.3.1. Sea M =
⊕

n≥0Mn un A-módulo graduado finitamente generado por ele-
mentos homogéneos {m1, . . . ,mt}. Entonces P (M, t) es un función racional en t de la forma

f(t)∏m
i=1(1− tdi)

,

donde f(t) ∈ Z[t] y {d1, . . . , dm} es un conjunto de enteros positivos.

Demostración. Por observaciones anteriores sabemos que A = A0[x1, . . . , xm] donde di =
deg(xi) para todo i ∈ [m]. Ahora, probemos el teorema por inducción sobre m. Si m = 0
vamos a tener que Mn = 0 para n suficientemente grande (n mayor al máximo grado de
los elementos que generan a M ya que M es un módulo finitamente generado) por lo tanto
P (M, t) será un polinomio.

Ahora, supongamos que el enunciado del teorema es cierto para m − 1 con m > 0 y
que A = A0[x1, . . . , xm]. Veamos que para todo n ≥ 0 la multiplicación por xm es un

morfismo de módulos x
(n)
m : Mn →Mn+dm por lo que si definimos Kn = ker

(
x

(n)
m

)
y Ln+dm =

Mn+dm/x
(n)
m (Mn) para todo n ≥ 0 tenemos la sucesión exacta

0→ Kn →Mn
x
(n)
m−−→Mn+dm → Ln+dm → 0.

Además, observemos que K =
⊕

n≥0Kn y L =
⊕

n≥0 Ln son A-módulos finitamente gener-

ados (pues se tiene la sucesión exacta 0 → K → M
xm−−→ M → L → 0 y M es finitamente

generado) y xm multiplicado por cualquier elemento de K o L es cero por lo que K,L son
A0[x1, . . . , xm−1]-módulos. Aplicando la aditividad de λ en la sucesión exacta anterior obten-
emos la igualdad

λ(Kn)− λ(Mn) + λ(Mn+dm)− λ(Ln+dm) = 0

por lo que multiplicando por tn+dm y sumando sobre Z≥0 llegamos a que

(1− tdm)P (M, t) = P (L, t)− tdmP (K, t) + g(t)

donde g(t) =
∑dm−1

i=0 (λ(Mi)− λ(Li)) t
i es un polinomio en t, por lo tanto, utilizando la

hipótesis de inducción en P (K, t) y P (L, t) concluimos que P (M, t) tiene la forma que dice
el enunciado del teorema.

Definición 2.3.4. Sea R un anillo conmutativo e I un ideal primo de R. Definimos la
altura de I en R como el supremo de las longitudes de cadenas de ideales primos contenidos
en I la cual denotamos con ht(I) y definimos la dimensión de Krull de R (o simplemente
dimensión de R) como el supremo de las longitudes de cadenas de ideales primos contenidas
en R, denotado por dim(R). Observemos que si R es de dimensión finita, entonces dim(R) =
max{ht(I) | I es un ideal maximal}.

De manera similar, dado un anillo conmutativo R, definimos la *dimensión de R como el
supremo de las longitudes de cadenas de ideales primos homogéneos en R y lo denotamos por
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* dim(R). Si I es un ideal homogéneo, se define la altura homogénea de I como el supremo de
las longitudes de cadenas de ideales primos homogéneos contenidos en I, denotado por *ht(I).
Dado un ideal I de R, denotaremos por I* al ideal generado por los elementos homogéneos
de I.

Un resultado que se utilizará más adelante es el siguiente corolario del teorema 2.3.1, del
cual omitiremos la prueba. Sin embargo, esta puede consultarse en [3], caṕıtulo 11.

Corolario 2.3.1. Si A es finitamente generado como A0-álgebra por elementos de grado 1,
entonces para todo n suficientemente grande, λ(Mn) es un polinomio en n (con coeficientes
racionales) de grado d−1 donde, d es la dimensión de Krull de A cuando M = A, considerando
este como un A-módulo en śı mismo.

En el caso en que A∆ es el anillo de Stanley-Reisner de un complejo simplicial ∆ de
dimensión d− 1, la dimensión de Krull de A∆ es igual al máximo número de elementos alge-
braicamente independientes en A∆.

Observemos que como I∆ es homogéneo, A∆
∼=
⊕

m≥0A
m
∆ donde

Am∆ = Sm/(Sm ∩ I∆)

=
⊕
{k[xa] | deg(a) = m y xa /∈ I∆}

=
⊕
{k[xa] | deg(a) = m y supp(a) ∈ ∆}

con supp(a)= {i ∈ [n] | ai 6= 0}. Entonces, se puede ver que dimk(A0
∆) = 1 y

dimk(Am∆) = |{a ∈ Nn : deg(a) = m y supp(a) ∈ ∆}| =
d−1∑
i=0

fi

(
m− 1

i

)
para m > 0, lo cual nos dice que para m > 0, dimk(Am∆) es un polinomio de grado d−1 en m
y por lo tanto del corolario anterior, considerando A∆ un A∆-módulo en śı mismo, se sigue
que la dimensión de Krull de A∆ es d cuando ∆ es un (d− 1)-complejo simplicial.

Ahora, calculemos la serie de Hilbert del anillo de Stanley-Reisner usando una Nn-
graduación de este.

Definición 2.3.5. Un S-módulo (con S = k[x1, . . . , xn] como anteriormente) M se dice
Nn-graduado si M =

⊕
b∈Nn Mb y xaMb ⊂ Ma+b para todo a ∈ Nn. Si la dimensión del

k-espacio vectorial Ma, dimk(Ma) es finita para todo a ∈ Nn, entonces la serie formal

H(M,x) =
∑
a∈Nn

dimk (Ma) · xa

es la serie de Hilbert Nn-graduada de M . Si M =
⊕

i≥0Mi con Mi =
⊕
|a|=iMa; sustituyendo

xi = t para todo i obtenemos la (usual) serie de Hilbert H(M ; t, . . . , t) que denotaremos
simplemente por H(M, t).
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Teorema 2.3.2. Sea ∆ un complejo simplicial de dimensión d con vértices [n] y S =
k[x1, . . . , xn]. El anillo de Stanley Reisner A∆ tiene serie de Hilbert

H(A∆; x) = H(A∆;x1, . . . , xn) =
∑
σ∈∆

∏
i∈σ

xi
1− xi

.

Demostración. Como se hab́ıa visto anteriormente tenemos que

A∆
∼=
⊕
m≥0

Am∆
∼=
⊕
a∈Nn

{k[xa] | supp(a) ∈ ∆}.

Por tanto tenemos que

H(A∆; x) =
∑
{xa | a ∈ Nn y supp(a) ∈ ∆}

=
∑
σ∈∆

∑
{xa | a ∈ Nn y supp(a) = σ}

=
∑
σ∈∆

∏
i∈σ

xi
1− xi

.

Corolario 2.3.2. Sea (f−1, f0, . . . , fd−1) el f -vector de ∆, entonces

H(A∆, t) =
1

(1− t)n
d∑
i=0

fi−1t
i(1− t)n−i,

donde d = dim(∆) + 1.

Luego, recordemos que en la sección 1.2, partiendo únicamente de la definición del h-

vector en términos del f -vector de P , se demostró que g(P, t) = (1 − t)df
(
P, t

t−1

)
con

f(P, t) =
∑d

i=0(−1)ifi−1t
i y g(P, x) =

∑d
i=0 hit

i. Dado que la definición del h-vector de un
complejo simplicial en términos del f -vector es la misma que para politopos convexos podemos

utilizar la relación g(∆, t) = (1 − t)df
(

∆, t
t−1

)
(definiendo f(∆, t) y g(∆, t) naturalmente)

junto al corolario 2.3.2 para probar que

H(A∆, t) =
1

(1− t)n
d∑
i=0

fi−1t
i(1− t)n−i =

h0 + h1t+ . . .+ hdt
d

(1− t)d
.

Este resultado será muy útil para acotar las entradas del h-vector de un complejo simplicial
siempre y cuando pidamos ciertas condiciones sobre A∆.

Además, con el cálculo del teorema 2.3.2 tenemos la siguiente proposición que nos implica
que si ∆ es un complejo simplicial Euleriano entonces hi = hd−i para todo 1 ≤ i ≤ d.

Proposición 2.3.1. Sea ∆ un complejo simplicial con {1, . . . , n} como conjunto de vértices.
Entonces

H(A∆; t−1
1 , . . . , t−1

n ) =
∑
F∈∆

(−1)dim(F )χ̃ (lk(F ))
∏
i∈F

ti
1− ti

.
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Demostración. Por el teorema 2.3.2 sabemos que H(A∆; t1, . . . , tn) =
∑

G∈∆

∏
i∈G

ti
1−ti . Si

sustituimos ti por t−1
i tenemos que

t−1
i

1−t−1
i

= −
(

1 + ti
1−ti

)
y por lo tanto

∏
i∈G

t−1
i

1− t−1
i

= (−1)dim(G)+1
∏
i∈G

(
1 +

ti
1− ti

)
= (−1)dim(G)+1

∑
F⊆G

(∏
i∈F

ti
1− ti

)
,

entonces

H(A∆, t
−1
1 , . . . , t−1

n ) =
∑
G∈∆

(−1)dim(G)+1
∑
F⊆G

(∏
i∈F

ti
1− ti

)
=
∑
F∈∆

( ∑
G∈∆
F⊆G

(−1)dim(G)+1
)∏
i∈F

ti
1− ti

.

Por otro lado, usando que para todo F ∈ ∆, dim(F ) = |F | − 1 y que {H ∈ ∆ | F ⊆ H}
está en biyección con lk(F ) = {K ∈ ∆ | F ∩K = ∅ y F ∪K ∈ ∆} (pues basta mandar H a
H − F ), se tiene que

χ̃(lkF ) =

d∑
i=0

(−1)i−1fi−1(lk(F )) =
∑

G∈lk(F )

(−1)dim(G) =
∑
H∈∆
F⊆H

(−1)|H|−|F |−1

de donde

(−1)dim(F )χ̃(lk(F )) =
∑
H∈∆
F⊆H

(−1)|H|−2 =
∑
H∈∆
F⊆H

(−1)|H| =
∑
H∈∆
F⊆H

(−1)dim(H)+1,

lo cual concluye la prueba de la proposición.

Corolario 2.3.3. Si ∆ es un complejo simplicial Euleriano entonces hi = hd−i para todo
1 ≤ i ≤ d.

Demostración. Si ∆ es Euleriano, por la proposición anterior tenemos que

H(A∆; t−1
1 , . . . , t−1

n ) =
∑
F∈∆

(−1)dim(F )+d−|F |−1
∏
i∈F

ti
1− ti

= (−1)d
∑
F∈∆

∏
i∈F

ti
1− ti

= (−1)dH(A∆; t1, . . . , tn),

por lo que H(A∆, 1/t) = (−1)dH(A∆, t).
Recordemos que en la sección 1.2 se vio que demostrar que hi = hd−i para todo 1 ≤ i ≤ d

es equivalente a probar que f(∆, 1 − x) = (−1)df(∆, x) donde f(∆, x) =
∑d

i=0(−1)ifi−1x
i.

Además, veamos que f(∆, x) = H(A∆,
t
t−1), por lo que probar que f(∆, 1−x) = (−1)df(∆, x)

es equivalente a demostrar que H(A∆,
t−1
t ) = (−1)dH(A∆,

t
t−1), lo cual se sigue de lo probado

al inicio de esta demostración.
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Para obtener las cotas sobre los hi’s vamos a introducir algunos conceptos combinatorios.

Definición 2.3.6. Un conjuntoM de monomios en variables x1, . . . , xn se dice multicomplejo
en [n] si para cualquier u ∈M, todos los divisores de u están enM. Si d es el máximo grado
de un monomio en M, diremos que (f0, f1, . . . , fd) es el f -vector de M donde fi = |{w ∈
M : deg(w) = i}|.

Dado un conjuntoM de monomios en variables y1, . . . , yn, el orden lexicográfico enM se
define de la siguiente manera: si u = ya11 · · · yamm y v = yb11 · · · ybmm (con ai, bi ≥ 0) decimos que
u < v si la última coordenada no negativa de (b1 − a1, . . . , bm − am,

∑
bi −

∑
ai) es positiva.

Por ejemplo, si tenemos el conjunto de los monomios en variables x1, x2, x3 los primeros
elementos del orden lexicográfico inverso son:

1 < x1 < x2 < x3 < x2
1 < x1x2 < x2

2 < x1x3 < x2x3 < x2
3 < x3

1 < x2
1x2 < x2

1x3 < · · ·

Observación 2.3.1. Notemos que si Mc es el complemento de M en el conjunto de los
monomios generados por x1, . . . , xn entonces Mc es una k−base para el ideal generado por
los monomios en Mc.

Proposición 2.3.2. Sea S = k[x1, . . . , xn], I un ideal homogégeno de S y A = S/I =⊕
i≥0Ai. Supongamos que y1, . . . , ym es una k-base para A1. Entonces existe un multicom-

plejo M en las variables y1, . . . , ym que es una k-base para A.

Demostración. Sea N el conjunto de todos los monomios en las variables y1, . . . , yn. Defini-
mos el orden lexicográfico inverso en N , el cual es un orden total.

Ahora, definimos una sucesión de monomios de manera recursiva. Primero definimos
u1 = 1 y para i > 1 se define ui+1 como el elemento más chico en N (considerando el orden
lexicográfico inverso) tal que {u1, . . . , ui, ui+1} es linealmente independiente sobre k. Si ui+1

no existe para algún i, entonces M = {u1, . . . , ui}, en otro caso M es una sucesión infinita.
Observemos que M es por construcción una k−base para A. Supongamos que M no es

un multicomplejo, entonces podemos tomarnos ui ∈M tal que ui = v ·w con v ∈ N −M por
lo que existen u1, . . . , uk ∈M con k < i y uj < v para todo j ∈ [k] tales que v =

∑k
j=1 λjuj .

Luego podemos ver que uj ·w < v ·w = ui para todo j ∈ [k], y como tenemos que ui = v ·w =∑k
j=i λj(uj · w) se concluye que ui ∈ spank{u1, . . . , ui−1}, lo cual es una contradicción. Por

lo tanto M es un multicomplejo.

Definición 2.3.7. Dada una sucesión finita o infinita k = (k0, k1, . . .) de enteros, diremos
que es una O-sucesión si existe un multicomplejo M tal que k es su f -vector.

La proposición 2.3.2 implica el siguiente corolario.

Corolario 2.3.4. Sea I un ideal homogéneo de S = k[x1, . . . , xn] y H(m) = dimk(Am) la
función de Hilbert de S/I, entonces {H(m)}m≥0 es una O-sucesión.

2.4 Anillos de Cohen-Macaulay

En esta sección probaremos que si A∆ es un anillo de Cohen-Macaulay entonces ∆ satisfará
el teorema de la cota superior.
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En [22] Stanley enuncia una caracterización de los anillos de Cohen-Macaulay cuando
estos son cocientes de k[x1, . . . , xn] por un ideal primo. Esta caracterización es conocida
por algunos autores como el criterio de Hironaka y en [4] y [26] se habla un poco acerca de
este criterio. Sin embargo, para nuestros propósitos nos basta suponer que A∆ es de Cohen-
Macaulay y probar que bajo esta suposición, ∆ cumple el teorema de la cota superior. Esta
prueba es en esencia una exposición del teorema 5.1.10 en [7], la cual concluimos con algunas
ideas en [22].

Primero daremos alguas definiciones necesarias para definir qué es un anillo de Cohen-
Macaulay.

Definición 2.4.1. Una sucesión x1, . . . , xm de elementos de un anillo R es una sucesión
regular si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) xi no es divisor de cero en R/(x1, . . . , xi−1) y

(ii) R 6= (x1, . . . , xm).

Dado un ideal I en R se define el grado de I en R como la máxima longitud que puede
alcanzar una sucesión regular contenida en I y es denotado por grade(I,R).

Cuando R es un anillo local con ideal maximal m se define la profundidad de R como
depth(R) = grade(m, R).

Definición 2.4.2. Se dice que un anillo Noetheriano local R es de Cohen-Macaulay si
depth(R) = dim(R). (En general siempre se tiene la desigualdad depth(R) ≤ dim(R).)

Cuando el anillo R no es local, se dice que es Cohen-Macaulay si Rp es de Cohen-Macaulay
para todo p ∈ Spec(R) donde Rp es la localización de R en p y Spec(R) es el conjunto de
ideales primos de R. Para una explicación detallada de qué es la localización en un anillo
conmutativo se puede revisar [3] (pág. 36-38).

Proposición 2.4.1. Sea R =
⊕

n≥0Rn un anillo Noetheriano graduado con R0 = k un
campo infinito e I un ideal propio homogéneo de R generado por elementos de grado 1.
Entonces existe una sucesión regular y1, . . . , yd (de elementos de grado 1 en I), donde d =
grade(I,R).

Demostración. Por un resultado de Rees que se puede consultar en [14] (teorema 16.7), si I
es un ideal propio de R, entonces todas las sucesiones regulares maximales contenidas en I
tienen la misma longitud. Por lo tanto nos basta con encontrar una sucesión regular maximal
contenida en I para asegurar que es de longitud d.

Al ser R Noetheriano tenemos que DR =
⋃

p∈Ass(R) p donde DR es el conjunto de divisores
de cero en R y Ass(R) el conjunto de ideales primos asociados de R. Más aún, Ass(R) es
un conjunto finito. Por lo tanto, dado que I =

⊕
n≥0 In (por ser I homogéneo) tenemos que

I1 ∩Ass(R) es un conjunto finito de subespacios vectoriales de I1 y por ser k infinito se sigue
que existe y1 ∈ I1 −DR; pues dado un espacio vectorial de dimensión finita sobre un campo
infinito, este no se puede escribir como unión de un número finito de subespacios.

Luego, podemos aplicar el mismo argumento a R/(y1) y I/(y1) y siguiendo inductivamente
terminamos con una sucesión regular maximal y1, . . . , yd contenida en I.
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Proposición 2.4.2. Sea R =
⊕

n≥0Rn un anillo graduado con R0 = k un campo infinito
y x1, . . . , xd una sucesión regular de elementos de grado 1. Entonces H (R/(x1, . . . , xd), t) =
(1− t)dH(R, t).

Demostración. Probemos que si x ∈ R1 no es un divisor de cero entonces H(R/(x), t) =
(1− t)H(R, t). Luego, por inducción se obtendrá el resultado enunciado en la proposición.

Observemos que se tiene la siguiente sucesión exacta

0 −→ R
x−→ R −→ R/(x) −→ 0,

por lo que para todo i ≥ 1 se tiene la sucesión exacta

0 −→ Ri−1
x−→ Ri −→ Ri/(x) = (R/(x))i −→ 0,

por lo que como dimk es una función aditiva, tenemos que para todo i ≥ 1

dimk ((R/(x))i) = dimk(Ri)− dimk(Ri−1).

Además, es claro que dimk((R/(x))0) = 1 y por lo tanto

H(R/(x), t) = (1− t)H(R, t).

Proposición 2.4.3. Sea R =
⊕

i≥0Ri un anillo Noetheriano graduado y seaM =
⊕

i>0Ri.
Entonces dim(RM) = dim(R).

Demostración. Sabemos que si I es un ideal primo, existe una biyección entre los ideales
primos de RI y el conjunto de ideales primos de R contenidos en I por lo que dim(RI) = ht(I).
Además, sabemos que un ideal es homgéneo si y sólo si es un ideal graduado. Considerando
esto, veamos que el teorema 1.5.8 de [7] nos dice que si R es un anillo Noetheriano graduado
con I un ideal primo, entonces

(a) si I es un ideal homogéneo, ht(I) = *ht(I) y

(b) si I no es homogéneo, ht(I) = ht(I*) + 1.

Por lo que para cualquier ideal primo homogéneo I, dim(RI) = ht(I) = *ht(I). Además,
si consideramos el ideal primoM =

⊕
i>0Ri, dado que todo ideal homogéneo está contenido

en M se sigue que *ht(M) = * dim(R). Finalmente, probaremos que * dim(R) = dim(R)
para concluir que

dim(RM) = ht(M) = *ht(M) = * dim(R) = dim(R).

Por definición tenemos que * dim(R) ≤ dim(R). Para probar la otra desigualdad basta
demostrar que para cualquier ideal maximal M , hay un ideal maximal homogéneo I tal que
ht(I) ≥ ht(M). Si M es un ideal maximal no homogéneo, por el inciso (b) del teorema
1.5.8 de [7] tenemos que ht(M*) = ht(M) − 1, aśı que es suficiente con construir un ideal
maximal homogéneo I que contenga propiamente a M* para que ht(I) > ht(M*) y por lo
tanto ht(I) ≥ ht(M*) + 1 = ht(M).

Sea I = (M ∩ R0) ⊕
⊕

i≥1Ri. Es claro que I es maximal, homogéneo y que contiene a
M* por lo que concluimos con la demostración.
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Teorema 2.4.1. Sea ∆ un complejo simplicial d − 1 dimensional tal que que A∆ es de
Cohen-Macaulay. Entonces ∆ satisface el teorema de la cota superior.

Demostración. Anteriormente probamos que la dimension de Krull de A∆ es d. Además, por
la proposición anterior se sigue que paraM =

⊕
i>0A

i
∆, dim((A∆)M) = dim(A∆) = d, y por

ser M maximal también tenemos que grade(M, A∆) = depth((A∆)M) (por la proposición
1.2.10 en [7]). Por lo tanto, si A∆ es de Cohen-Macaulay, grade(M, A∆) = depth((A∆)M) =
dim((A∆)M) = d y de la proposición 2.4.1 sabemos que existe una sucesión regular x1, . . . , xd
de elementos de grado 1; más aún, por la proposición 2.4.2

H(A∆/(x1, . . . , xd), t) = (1− t)dH(A∆, t) = h0 + h1t+ · · ·+ hdt
d,

donde la última igualdad se sigue del cálculo expĺıcito que hicimos de H(A∆, t) en la sección
anterior.

Luego, suponiendo que el conjunto de vértices de ∆ es [n] tenemos

A1
∆ =

⊕
{k[xa] : deg(a) = 1 y supp(a) ∈ ∆} =

n⊕
i=0

k[xi]

de donde dimk(A1
∆) = n y al ser x1, . . . , xd linealmente independientes concluimos que h1 =

dimk

(
A1

∆/A
1
∆ ∩ (x1, . . . , xd)

)
= n− d.

Finalmente, recordemos que por el corolario 2.3.3, (h0, h1, . . . , hd) es una O-sucesión y
por lo anterior es una O-sucesión en n− d variables. Por lo tanto

hi = |{w ∈M | deg(w) = i}| ≤
(
n− d+ i− 1

i

)
,

es decir, ∆ satisface el teorema de la cota superior.

2.5 Homoloǵıa en complejos de Cohen-Macaulay

Para concluir con la demostración de la UBTS lo único que resta es probar que si |∆| ∼= Sd−1,
∆ es Euleriano y A∆ es de Cohen-Macaulay. Para demostrar esto, será esencial el criterio de
Reisner [20], el cual caracteriza cuándo un anillo A∆ es de Cohen-Macaulay.

Contando con este criterio, enunciaremos algunos otros resultados que nos permitirán de-
ducir que las triangulaciones de esferas cumplen con el teorema y que para cualquier variedad
suave existe al menos una triangulación que cumple con el teorema.

Teorema 2.5.1. (G. Reisner) A∆ es un anillo de Cohen-Macaulay si y sólo si para todo

F ∈ ∆ y todo i < dim(lk(F )), H̃i(lk(F );k) = 0.

Relacionando este teorema de Reisner con el siguiente resultado de Munkres ([19], coro-
lario 3.4), obtenemos que el que A∆ sea de Cohen-Macaulay es una propiedad topológica.

Teorema 2.5.2. (Munkres) Sea ∆ un complejo simplicial tal que X ∼= |∆|. Las siguientes
condiciones son equivalentes:
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(i) para todo F ∈ ∆ y todo i < dim(lk(F )), H̃i(lk(F );k) ∼= 0,

(ii) para todo p ∈ X y todo i < dimX = d− 1, H̃i(X;k) ∼= Hi(X,X − {p},k) ∼= 0.

Por lo tanto, dado que H̃i(S
i,k) ∼= k y H̃j(S

i,k) ∼= 0 si j 6= i, podemos concluir que si
un complejo simplicial ∆ tiene realización geométrica homeomorfa a una esfera, A∆ es de
Cohen-Macaulay. Lo único que resta es probar que si |∆| ∼= Sd−1, ∆ es Euleriano y por lo
tanto, por el corolario 2.3.3 tendremos que hi = hd−i para todo 1 ≤ i ≤ d. Para probar
esto utilizaremos el siguiente resultado, también de Munkres, el cual es una reformulación
del lema 63.1 en [18].

Teorema 2.5.3. (Munkres) Sea ∆ un complejo simplicial con vértices en [n] y sea k un
campo. Supongamos que X es un espacio tal que |∆| ∼= X donde α : [n]→ |∆| ⊂ Rd−1 induce
la realización geométrica de ∆. Sea F ∈ ∆ una cara de dimensión j y p ∈ relint(conv(α(F ))).
Si lk(F ) 6= {∅}, entonces

Hi(X,X − {p};k) ∼= H̃i−j−1(lk(F );k) para todo i

y si lk(F ) = {∅}, entonces Hi(X,X − {p};k) ∼=

{
k para i = j

0 en otro caso.

Proposición 2.5.1. Sea ∆ un complejo simplicial tal que |∆| ∼= Sd−1, entonces ∆ es Eule-
riano.

Demostración. Dado que A∆ es de Cohen Macaulay, sabemos que se satisfacen las condiciones
equivalentes del teorema 2.5.2. Si F ∈ ∆ es una cara maximal, tenemos que lk(F ) = {∅} y
por el teorema 2.5.3, se sigue que dim(F ) = d− 1 si y sólo si Hd−1(X,X − {d}) ∼= k; lo cual
es cierto cuando X = Sd−1. Esto nos dice que si |∆| ∼= Sd−1, ∆ es puro y por lo tanto para
cualquier F ∈ ∆, dim(lk(F )) = d− 1− |F |.

Más aún, por el teorema 2.5.3 y la condición (ii) en el teorema 2.5.2 se sigue que si F
no es una cara maximal (o equivalentemente lk(F ) 6= {∅}), entonces para todo i < d − 1,

H̃i−dim(F )−1(lk(F );k) ∼= H̃i(S
d−1;k) ∼= 0 y

H̃d−1−dim(F )−1(lk(F );k) = H̃d−|F |−1(lk(F );k) ∼= Hd−1(Sd−1, Sd−1 − {p};k) ∼= k,

lo cual implica que para toda cara F ∈ ∆

χ̃(lk(F )) =

d−1∑
i=1

(−1)i dimHi(lk(F );k) = (−1)d−|F |−1,

es decir, ∆ es Euleriano.

En conclusión, cuando |∆| ∼= Sd−1, los teoremas 2.5.1 y 2.5.2 implican que A∆ es de
Cohen-Macaulay y los teoremas 2.5.2 y 2.5.3 implican que ∆ es Euleriano. Por lo tanto, por
el corolario 2.3.3 y el teorema 2.4.1, si |∆| ∼= Sd−1, ∆ satisface las condiciones de la cota
superior y por lo tanto hemos terminado de probar el UBTS.
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Anotaciones

1. En la demostración del teorema 2.4.1 probamos que si ∆ es un complejo simplicial tal que
A∆ es de Cohen-Macaulay, entonces su h-vector es una O-sucesión. Un dato interesante es
que dada una O-sucesión h, uno puede construir un complejo simplicial escalonable con h su
h-vector y además se puede demostrar que para todo complejo simplicial escalonable ∆, A∆

es de Cohen-Macaulay. Es decir, h = (h0, h1, . . . , hd) es una O-sucesión si y sólo si existe un
complejo simplicial ∆ con A∆ de Cohen-Macaulay cuyo h-vector es h. Esta equivalencia se
conoce como el teorema de Kruskal-Katona para complejos de Cohen-Macaulay y se puede
encontrar su prueba en el teorema 6 de [23].

2. A pesar de saber cómo caracterizar cuándo un anillo A∆ es de Cohen-Macaulay a partir
de |∆|, no se conocen propiedades puramente combinatorias sobre ∆ para determinar si A∆

es de Cohen-Macaulay.
Como mencionamos en el punto anterior, se puede probar que si ∆ es escalonable, entonces

A∆ es de Cohen-Macaulay. Sin embargo, si debilitamos esta condición y únicamente pedimos
que ∆ sea particionable, no es necesariamente cierto que A∆ sea de Cohen-Macaulay, un
ejemplo de esto es el complejo simplicial ∆0 de la figura 2.3.

Figura 2.3: Ejemplo de un complejo simplicial ∆0 particionable
que no es Cohen-Macaulay.

Observemos que ∆0 puede ser particionado de la forma ∆0 = [∅ : 156] t [2 : 123] t [3 :
134] t [4 : 124] t [234 : 234]. Recordando que hi = |{j : |Rj = i|}|, se sigue que el h-vector
de este complejo está dado por h∆0 = (1, 3, 0, 1), pero por el teorema 5.1.15(a) de [7], si un
complejo es de Cohen-Macaulay y hj = 0 para algún j, se debe cumplir que hk = 0 para todo
k > j, lo cuál no sucede en ∆0.

Por el otro lado, podemos preguntarnos qué propiedad cumple ∆ si A∆ es de Cohen-
Macaulay. Anteriormente mencionamos que existen triangulaciones de esferas que no son
escalonables, lo cuál nos da un ejemplo de un complejo de Cohen-Macaulay que no es escalon-
able (ver [27]).

En 1979 Stanley conjeturó que todos los complejos de Cohen-Macaulay eran particionables,
sin embargo en 2016 se dio un contraejemplo para dicha conjetura en [10]. En este art́ıculo
también se exponen algunas preguntas que permanecen abiertas respecto a la caracterización
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combinatoria de los complejos de Cohen-Macaulay.

3. La conclusión del teorema de Reisner nos puede servir en principio para triangulaciones
particulares de otros espacios topológicos, pues sólo necesitamos que la homoloǵıa de los links
de las caras de la triangulación del espacio satisfagan ciertas propiedades.

Definición 2.5.1. Sea X una n-variedad topológica y ∆ un complejo simplicial que triangula
a X (X ∼= |∆|). Decimos que esta es una triangulación combinatoria de X si la realización
geométrica del link de cada i-cara de ∆ es homeomorfo a una esfera de dimensión n− i.

Dada esta definición, es claro que cualquier triangulación combinatoria de una variedad
satisfará el teorema de la cota superior. En 1949, J. H. C. Whitehead [28] demostró que
todas las variedades suaves admiten al menos una triangulación combinatoria. Es decir,
para cualquier variedad suave siempre podemos encontrar una triangulación que satisfaga el
teorema de la cota superior. Sin embargo, no todas las triangulaciones de una variedad suave
son combinatorias.

Hay ejemplos de triangulaciones no combinatorias en n-esferas para n ≥ 5. Por ejemplo,
si consideramos M la 3-esfera homológica de Poincaré, tendremos por el teorema de la doble
suspensión de Cannon [8], que su doble suspensión Σ2M es homeomorfa a S5, por lo que
dada una triangulación de M podemos triangular a S5 de manera que la realización del link
de una de sus caras sea M , la cual a pesar de ser una 3-esfera homológica, no es una esfera
topológica pues el grupo fundamental de M es no trivial.

En 1998 Isabella Novik extendió el teorema de la cota superior para complejos simpliciales
Eulerianos que realizan variedades homológicas de dimensión impar.



Conclusiones

La aportación final de este trabajo fue la exposición de las distintas formas en las que se ha
abordado el teorema de la cota superior dando un enfoque combinatorio dentro de lo posible
y tratando de dejar una idea clara de las diversas técnicas utilizadas. Esto con el fin de
fomentar en el lector el interés por las conexiones entre la combinatoria con otras áreas de
las matemáticas. Para hacerlo, la idea principal de la tesis es mostrar las ideas fudamentales
que han sido utilizadas en las pruebas del teorema de la cota superior.

En el primer caṕıtulo dimos una prueba detallada de conjetura de la cota superior para
politopos convexos basándonos en los trabajos de Peter McMullen [15] y de Gil Kalai y
Noga Alon [2] dejando ver la gran utilidad de algunos conceptos combinatorios tales como
escalonabilidad y procesos de colapso.

En el segundo caṕıtulo explicamos por qué no es posible extender de manera inmediata
las pruebas del teorema para politopos convexos a triangulaciones de esferas. Se dieron
argumentos acerca de las nuevas condiciones en las que nos pod́ıamos apoyar y una estrategia a
partir de ello. En este caṕıtulo se expuso la demostración del teorema de la cota superior para
triangulaciones de esferas explicando con profundidad las ideas combinatorias y acoplando
las ideas presentadas por Stanley en [22] con el enfoque algebraico de Winfried Bruns y
Jürgen Herzog en [7]. En la parte algebraica, en lugar de aplicar el criterio de Hironaka
para determinar si A∆ era de Cohen-Macaulay como lo hace Stanley, se conectaron algunos
resultados del libro de Herzog y Bruns para obtener el resultado deseado.
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Apéndice A

Álgebra multilineal

En este apéndice se dan algunos resultados básicos relacionados con productos tensoriales y
el álgebra exterior de un espacio vectorial.

Sean V,W espacios vectoriales sobre un campo k y sea F = k
V×W el espacio vectorial

libre generado por V ×W (es decir, el espacio vectorial de combinaciones lineales formales
de elementos de V ×W con coeficientes en k). Podemos decir que {(v, w)|v ∈ V,w ∈ W} es
una base para F . Sea I el subespacio vectorial de F generado por los elementos que son de
alguna de las siguientes formas:

(v1 + v2, w)− (v1, w)− (v2, w),
(v, w1 + w2)− (v, w1)− (v, w2),

(αv,w)− (v, αw)

donde v, v1, v2 ∈ V , w,w1, w2 ∈W y α ∈ K.

Definición A.0.1. Sean V,W k-espacios vectoriales, el producto tensorial de V y W , deno-
tado por V ⊗W es el espacio vectorial cociente F/I. Para v ∈ V y w ∈ W , el elemento de
V ⊗W que es la imagen canónica del elemento (v, w) ∈ F = k

V×W se denota por v⊗w y se
llama producto tensorial de v y w.

La función canónica (v, w) 7→ v⊗w de V ×W a V ⊗W es una función bilinear, es decir,
se satisfacen las siguientes propiedades:

(v1 + v2)⊗ w = v1 ⊗ w + v2 ⊗ w,
v ⊗ (w1 + w2) = v ⊗ w1 + v ⊗ w2,

y αv ⊗ w = v ⊗ αw

para cualesquiera v, v1, v2 ∈ V , w,w1, w2 ∈W y α ∈ K.
Además tenemos que V ⊗W satisface las siguiente propiedad universal: para cualquier

función bilinear β : V ×W → U a un k-espacio vectorial U , existe una única función lineal
de V ⊗W a U tal que v ⊗ w 7→ β(v, w). Esta propiedad universal determina el producto
tensorial salvo isomorfismo.
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Si {ei} y {fj} son bases de V y W , respectivamente, los elementos {ei ⊗ fj} forman una
base para V ⊗W .

De manera similar, tenemos el producto tensorial V1 ⊗ · · · ⊗ Vn de un número finito de
espacios vectoriales con su función multilineal universal

V1 × · · · × Vn → V1 ⊗ · · · ⊗ Vn,

que lleva (v1, . . . , vn) a v1⊗· · ·⊗vn. (Recordemos que una función de un producto cartesiano
V1× · · · × Vn a un espacio vectorial U es multilineal si cuando todos los factores excepto uno
son fijos, la función restringida resultante de Vi a U es lineal.)

La construcción del producto tensorial es conmutativa:

V ⊗W ∼= W ⊗ V ;

distributiva:
(V1 ⊕ V2)⊗W ∼= (V1 ⊗W )⊕ (V2 ⊗W );

y asociativa:
(U ⊗ V )⊗W ≡ U ⊗ (V ⊗W ) ∼= U ⊗ V ⊗W.

En particular, podemos definir las potencias tensoriales T k(V ) = V ⊗n = V ⊗· · ·⊗V para
un espacio vectorial V fijo. Por convención, T 0V = V ⊗0 es el campo sobre el que se define el
espacio vectorial.

Definición A.0.2. Dado un k-espacio vectorial V , se define su álgebra tensorial T (V ) por

T (V ) =

∞⊕
i=0

= k⊕ V ⊕ (V ⊗ V )⊕ (V ⊗ V ⊗ V )⊕ · · ·

El producto en T (V ) está definido por el isomorfismo canónico

TnV ⊗ TmV → Tn+mV (v1 ⊗ · · · ⊗ vn)⊗ (u1 ⊗ · · · ⊗ um) 7→ v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ u1 ⊗ · · · ⊗ um.

Esta multiplicación nos dice que T (V ) es un álgebra graduada donde T kV es el subespacio
de grado k.

La construcción del producto tensorial se puede hacer en general para módulos sobre
anillos, para leer más al respecto se puede consultar [3] (pág. 29).

Definición A.0.3. Sea V un espacio vectorial y J el subespacio de TnV generado por los
elementos v1 ⊗ · · · ⊗ vn tales vi = vj para algún par i 6= j. Definimos la n-ésima potencia
exterior de V como el espacio vectorial cociente

∧n V = TnV/J . Denotamos por v1∧· · ·∧vn
a la imagen de la proyección canónica TnV →

∧n V = TnV/J .
Notemos que si n > dim(V ), entonces

∧n V = 0.

La potencia exterior
∧n V viene equipada con una función multilineal alternante

V × · · · × V →
n∧
V, v1 × · · · × vn 7→ v1 ∧ · · · ∧ vn,
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que es universal: para β : V ×· · ·×V → U una función multilineal es alternante a un espacio
vectorial U , existe una única función lineal de

∧n V a U que lleva v1∧· · ·∧vn a β(v1, . . . , vn).
Recordemos que una función multilineal alternante si β(v1, . . . , vn) = 0 cuando vi = vj para
algún par i 6= j. Esto implica que β(v1, . . . , vn) cambia de signo cuando dos vectores son
intercambiados.

Si {ei} es una base para V , entonces

{ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ ein | i1 < i2 < · · · < in}

es una base para
∧n V . (Por convención

∧0 V es el campo sobre el cual se define V .) Por lo

tanto tenemos que si dim(V ) = m, entonces dim (
∧n V ) =

(
m

n

)
.

Las potencias exteriores de V nos pueden dar información útil acerca del espacio vectorial
tal como en la siguiente proposición.

Proposición A.0.1. Sea V un espacio vectorial de dimensión m y sea S = {v1, . . . , vk} ⊂
V . S es un conjunto linealmente dependiente en

∧k V (y por tanto en
∧
V ) si y sólo si

v1 ∧ · · · ∧ vk = 0.

Demostración. Supongamos que S es un conjunto linealmente dependiente, entonces existe
vj tal que vj =

∑
i<j civi y por lo tanto

v1∧· · ·∧vj∧· · ·∧vk = v1∧· · ·∧

∑
i<j

civi

∧· · ·∧vk =
∑
i<j

v1∧· · ·∧vi∧· · ·∧civi∧· · ·∧vk = 0.

Luego, si {v1 · · · vk} es un conjunto linealmente independiente, sabemos que se puede extender
a una base {v1, . . . , vk, . . . , vm} para V y v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vm es una base para

∧m V por lo que
v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vk 6= 0.

Definición A.0.4. Sea V un k-espacio vectorial y sea I el ideal en su álgebra tensorial,
generado por el conjunto {v ⊗ v|v ∈ V }. Se define el álgebra exterior de V como el espacio
vectorial cociente

∧
V = T (V )/I.

Se puede ver que ∧
V =

dim(V )⊕
i=0

i∧
V,

por lo que
∧
V es un álgebra graduada en donde el producto de dos elementos (v1 ∧ · · · ∧

vk) ∧ (u1 ∧ · · · ∧ ul) está dado por v1 ∧ · · · ∧ vk ∧ u1 ∧ · · · ∧ ul ∈
∧k+l V .



Apéndice B

Homoloǵıa

En este apéndice recopilaremos algunas definiciones y resultados básicos de homoloǵıa, los
cuales se pueden encontrar en varios libros de topoloǵıa algebraica. Las fuentes de dichas
definiciones y resultados fueron recopiladas de [12], [24] y [19].

Definición B.0.1. Un complejo de cadenas C sobre un anillo A es una sucesión C =
{Ci, ∂i}i∈Z de A-módulos Ci y homomorfismos ∂i : Ci → Ci−1 tales que ∂i ◦ ∂i+1 = 0,
esto se escribe como

C : · · · → Ci+1
∂i+1−−−→ Ci

∂i−→ Ci−1 → · · ·

y dado que ∂i∂i+1 = 0, tenemos que im∂i+1 ⊂ ker ∂i+1. Luego, definimos el i-ésimo grupo de
homoloǵıa de C por

Hi(C) = ker ∂i/im∂i+1.

Definición B.0.2. El complejo de cadenas aumentado del complejo de cadenas C es la pareja
(C, ε) donde ε : C0 → A es un epimorfismo tal que ε∂1 = 0. Esto se denota por

(C, ε) : · · · ∂2−→ C1
∂1−→ C0

ε−→ A→ 0.

Los grupos de homoloǵıa reducidos H̃i(C) son los grupos de homoloǵıa del complejo de cadenas
aumentadas (C, ε). Se puede ver que la homoloǵıa y la homoloǵıa reducida se relacionan por

Hi(C) ∼=

{
H̃i(C), i > 0

H̃0(C)⊕A, i = 0.

También notemos que H̃−1(C) ∼= A.

Ahora, consideremos un complejo simplicial ∆ con un orden total en sus vértices. Deno-
taremos por [vk0 , . . . , vki ] a la i-cara de ∆ con vértices vk0 < · · · < vki dado el orden inicial
en los vértices. Por comodidad siempre denotaremos las i-caras de ∆ con vértices ordenados
v0 < . . . < vi por [v0, . . . , vi]. Fijemos un anillo A (conmutativo y con unidad). Sea Ci(∆)
el A-módulo libre generado por las caras (ordenadas) de dimensión i de ∆. Definimos ho-
momorfismos ∂i : Ci(∆) → Ci−1(∆) para i ≥ 0 definiéndolos en los elementos de la base
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por

∂i[v0, . . . , vi] =
i∑

j=0

(−1)j [v0, . . . , vj−1, v̂j , vj+1, . . . , vi],

donde v̂j significa que vj no está en la (i − 1)-cara. Se puede verficar que ∂i∂i+1 = 0. El
complejo de cadenas C(∆) = {Ci(∆), ∂i} se llama complejo orientado de cadenas de ∆.

Sea C−1(∆) el A-módulo libremente generado por {∅} y definamos ε : C0(∆)→ C−1(∆) ∼=
A por ε(x) = 0 para todo vértice x ∈ V . El complejo de cadenas aumentado (C(∆), ε) es el
complejo de cadenas aumentado orientado de ∆ sobre A.

Definición B.0.3. El i-ésimo grupo de homoloǵıa reducido de ∆ con coeficientes en A,
denotado por H̃i(∆;A) es el i-ésimo grupo de homoloǵıa del complejo de cadenas aumentado
orientado de ∆ sobre A.

Observemos que si dim(∆) = m entonces Ci(∆) = 0 para todo i > m y por lo tanto, por

definición, Hi(∆;A) = H̃i(∆;A) = 0 para todo i > m.

Ahora definamos los grupos de homoloǵıa para espacios topológicos en general. Sea
X un espacio topológico y denotemos por ∆i = [e1, . . . , ei+1] ⊂ Ri+1 el simplejo estándar
i-dimensional con los vértices ordenados. Un i-simplejo singular es una función continua
σ : ∆i → X. Sea Ci(X) el A-módulo libremente generado por todos los i-simplejos singulares.
Los elementos de Ci(X) son sumas formales finitas

∑
i aiσi para ai ∈ A y σi un i-simplejo

singular. Los morfismos ∂i : Ci(X)→ Ci−1(X) se definen por la misma fórmula que usamos
anteriormente

∂i(σ) =
∑
j

(−1)jσ|[v0, . . . , v̂j , . . . , vn]

donde se está haciendo impĺıcitamente la identificación de [v0, . . . , v̂j , . . . , vi] con ∆j−1 preser-
vando el orden de los vértices para ver a σ|[v0, . . . , v̂j , . . . , vi] como una función de ∆i−1 a
X, es decir, un (i − 1)-simplejo singular. Como anteriormente, se cumple que ∂i∂i+1 = 0
por lo que C(X) = {Ci(X), ∂i} es un complejo de cadenas llamado el complejo de cadenas
singular de X sobre A. Luego, definimos ε : C0 → A por ε(σ) = 1 para todos los 0-simplejos
singulares σ. Dado este ε definimos C̃(X) como el complejo de cadenas singular aumentado
de X sobre A.

Definición B.0.4. El i-ésimo grupo de homoloǵıa singular reducido de X con coeficientes en
A, denotado por H̃i(X;A) es el i-ésimo grupo de homoloǵıa del complejo de cadenas singular
aumentado de X sobre A.

Finalmente tenemos la siguiente relación entre la homoloǵıa simplicial y la singular cuya
prueba se puede consultar en [12].

Teorema B.0.1. Sea ∆ un complejo simplicial con X = |∆|. Entonces existe un isomorfismo

H̃i(∆;A) ∼= Hi(X;A)

para todo i.
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Dado un espacio topológico X y un subespacio Y , definamos Ci(X,Y ) = Ci(X)/Ci(Y ).
Es fácil ver que en el complejo de cadenas singular de X, C(X) = {Ci(X), ∂i}, para todo
i ≥ 0, ∂i(Ci(Y )) ⊆ Ci−1(Y ); por lo que podemos definir ∂i : Ci(X,Y ) → Ci−1(X,Y ) de
manera natural. De esta forma obtenemos un complejo de cadenas C(X,Y ) = {Ci(X,Y ), ∂i}
y por lo tanto podemos definir el i-ésimo grupo de homoloǵıa relativo a Y como Hi(X,Y ) =
ker ∂i/im∂i+1.

Uno de los invariantes topológicos que usamos en el texto es el siguiente.

Definición B.0.5. Sea ∆ un complejo simplicial (d − 1)-dimensional. La caracteŕıstica de
Euler de ∆ se define por χ(∆) =

∑d−1
i=0 (−1)ifi. Y la caracteŕıstica reducida de Euler se

define por χ̃(∆) =
∑d−1

i=−1(−1)ifi (recordemos que f−1 = 1 por convención), por lo que
χ̃(∆) + 1 = χ(∆).

Un resultado conocido que relaciona la caracteŕıstica de Euler con los grupos de homoloǵıa
de un complejo simplicial es el siguiente.

Teorema B.0.2. Sea ∆ un complejo simplicial y k un campo, entonces

χ(∆) =

dim(∆)∑
i=0

(−1)i dim(Hi(|∆|;k)).



Apéndice C

Conjuntos parcialmente ordenados

Destinaremos este apéndice a entender de manera combinatoria qué significa que un con-
junto parcialmente ordenado sea Euleriano, cómo podemos llegar con esto a las ecuaciones de
Dehn-Sommerville y qué tiene que ver la caracteŕıstica de Euler con los complejos simpliciales
Eulerianos. La teoŕıa contenida en este apéndice fue consultada en los libros [25] (sección
3.8) y [5] (secciones 2.3 y 3.5).

Definición C.0.1. Un conjunto parcialmente ordenado P (o COPO para abreviar) es un
conjunto (que por abuso de notación también llamamos P ), junto con una relación binaria
denotada por ≤, que satisfacen los siguientes tres axiomas:

1. Para todo t ∈ P , t ≤ t (reflexividad).

2. Si s ≤ t y t ≤ s, entonces s = t (antisimetŕıa).

3. Si s ≤ t y t ≤ u entonces s ≤ u (transitividad).

Dos elementos s, t ∈ P son comparables si s ≤ t o t ≤ s. Si s < t y no existe u ∈ P tal que
s < u < t, escribimos s l t. Una cadena es un COPO en el que cualesquiera dos elementos
son comparables. Un subconjunto C de un COPO P es una cadena si C es una cadena con
el orden heredado de P . Si la cadena t1 < · · · < tk cumple que ti l ti+1 para todo i se dice
que la cadena es saturada. Una cadena C de P se llama maximal si no está contenida en
ninguna otra cadena de P . La longitud de una cadena C está dada por `(C) = #C − 1 y la
longitud (o rango) de un COPO P está dada por

`(P ) := max{`(C) : C es una cadena de P}.

La longitud de un intervalo [s : t] = {u ∈ P |s ≤ u ≤ t} se denota por `(s, t). Si todas la
cadenas maximales en P tienen la misma longitud n decimos que P es graduado de rango n.
En este caso existe una única funcion de rango ρ : P → {0, 1, . . . , n} tal que ρ(s) = 0 si s
es un elemento minimal de P y ρ(t) = ρ(s) + 1 si s l t. Si s ≤ t también podemos escribir
ρ(s, t) = ρ(t)− ρ(s) = `(s, t). Si ρ(s) = i, decimos que s tiene rango i.

Decimos que P tiene 0̂ si existe 0̂ ∈ P tal que 0̂ ≤ t para todo t ∈ P y de manera similar
decimos que tiene 1̂ si existe 1̂ ∈ P tal que t ≤ 1̂ para todo t ∈ P . Denotamos por P̂ al
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COPO obtenido de P al agregarle 0̂ y 1̂ (a pesar de que ya tengan alguno de estos). Por
ejemplo, si P es la cadena 1 < 2, entonces P̂ es la cadena 0̂ < 1 < 2 < 1̂.

Una multicadena del COPO P es una cadena con elementos repetidos, es decir, un mul-
ticonjunto cuyo conjunto subyacente es una cadena de P . Una multicadena de longitud n la
denotaremos como una sucesión t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn de elementos de P .

Ahora introduciremos una herramienta algebraica que nos ayudará a explotar información
combinatoria en los conjuntos parcialmente ordenados.

Definición C.0.2. Dado un COPO P , definimos el álgebra de incidencia I(P ) como el
C-espacio vectorial generado por las funciones α : P × P → C tales que

α(s, t) = 0 cuando s 6≤ t.

Definimos el producto (convolución) de α, β : P × P → C por

(α ∗ β)(s, t) :=
∑
r≤s≤t

α(r, s)β(s, t),

y junto con δ ∈ I(P ) definida por

δ(s, t) :=

{
1 si s = t,

0 si s 6= t,

se dota a I(P ) con la estructura de un C-álgebra asociativa con unidad δ. La función zeta
ζ ∈ I(P ) definida por

ζ(s, t) :=

{
1 si s ≤ t
0 en otro caso.

jugará un papel importante en nuestros intereses.

Proposición C.0.1. Sea P un COPO finito y s, t ∈ P . Entonces ζn(s, t) es igual al número
de multicadenas s = s0 ≤ s1 ≤ · · · ≤ sn = t de longitud n.

Además, si consideramos η ∈ I(P ) definida por

η(s, t) :=

{
1 si s < t,

0 en otro caso,

se sigue que ζ = δ + η y por lo tanto

ζn(s, t) = (δ + η)n(s, t) =
n∑
k=0

(
n

k

)
ηk(s, t),

lo cual implica lo siguiente.

Proposición C.0.2. Si P es un COPO finito con 0̂ y 1̂, ζn(0̂, 1̂) es un polinomio en n. Este
polinomio es conocido como el polinomio zeta de P y se denota por ZP (n) := ζn(0̂, 1̂).
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Cuando P es un COPO finito con |P | = n, se puede identificar I(P ) con un subalgebra
de las matrices triangulares superiores de n× n. Con esta interpretación se puede probar la
siguiente proposición.

Proposición C.0.3. Un elemento α ∈ I(P ) es invertible si y sólo si α(s, s) 6= 0 para todo
s ∈ P.

De la proposición anterior se sigue que la función ζ de un COPO finito P es invertible; su
inversa es llamada la función de Möbius de P y es denotada por µ. Observemos que se puede
calcular de función de Möbius de manera recursiva al desarrollar la igualdad (µ ∗ ζ)(r, t) =
δ(r, t) para todo r, t ∈ P , lo cual nos da

µ(r, t) = −
∑
r<s≤t

µ(s, t) = −
∑
r≤s<t

µ(r, s) para r < t y µ(r, r) = 1.

Afortunadamente se cuenta con la siguiente importante herramienta para calcular las
funciones de Möbius.

Proposición C.0.4. (Philip Hall) Sea P un COPO finito y sea P̂ el COPO que resulta de
añadirle 0̂ y 1̂ a P . Para todo i sea ci el número de cadenas 0̂ = t0 < t1 < · · · < ti = 1̂ de
longitud i entre 0̂ y 1̂. Entonces

µP̂ (0̂, 1̂) = c0 − c1 + c2 − c3 + · · · .

La importancia de la proposición anterior es que demuestra que µ(0̂, 1̂) (y por lo tanto
µ(s, t) para cualquier intervalo [s, t]) puede ser intepretado como una caracteŕıstica de Euler
y por lo tanto conecta la función de Möbius de P con la poderosa maquinaria de topoloǵıa
algebraica. Para ver esta conexión, recordemos que la función reducida de Euler de un
complejo simplicial (d− 1)-dimensional ∆ está definida por χ̃(∆) =

∑d−1
i=−1(−1)ifi(∆).

Ahora, si tenemos un COPO P , podemos asociarle un complejo simplicial ∆(P ) de la
siguiente forma: los vértices de ∆(P ) serán los elementos de P y sus caras serán las cadenas
de P . El complejo simplicial ∆(P ) es llamado complejo de orden del COPO P y de la
proposición anterior se concluye fácilmente el siguiente resultado.

Proposición C.0.5. Sea P un COPO finito. Entonces

µP̂ (0̂, 1̂) = χ̃(∆P ).

En general, si consideramos s, t ∈ P̂ con s < t, de la proposición anterior se sigue que
µP̂ (s, t) = χ̃(∆(s, t)) donde (s, t) = {u ∈ P |s < u < t}.

Recordemos que la caracteŕıstica reducida de Euler χ̃(X) del espacio X = |∆| está definida
por

X̃ =
∑
i

(−1)irankH̃i(X,k),

y como se mencionó en el apéndice de homoloǵıa, es un hecho conocido de topoloǵıa algebraica
que χ̃(∆) = χ̃(|∆|) por lo que si tenemos un COPO P , la función de Möbius µP̂ depende
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únicamente del espacio topológico ∆(P ).

Cuando tenemos un complejo simplicial Γ, se le puede asociar un COPO P (Γ) conformado
por todas las caras propias de Γ ordenadas por contención. La propiedad más importante
que nos interesa de este complejo es que |∆(P (Γ))| ∼= |Γ|. De esta propiedad y la proposición
C.0.5 se concluye que

Proposición C.0.6. Si Γ es un complejo simplicial y P = P (Γ), entonces

µP̂ (0̂, 1̂) = χ̃(|Γ|).

Dado un COPO finito P , podemos observar una curiosa relación entre la función de
Möbius de P y la caracteŕıstica de Euler del link de las caras F ∈ ∆(P ). Consideremos s < t
en P y tomemos cadenas saturadas s1ls2l· · ·lsj = s y t = t1lt2l· · ·ltk en P donde s1 es un
elemento minimal y tk un elemento maximal en P . Sea F = {s1, s2, . . . , sj , t1, . . . , tk} ∈ ∆(P ).
Entonces, lk(F ) = {G ∈ ∆(P ) : G∩F = ∅ y G∪F ∈ ∆(P )} está compuesto por las cadenas
contenidas entre s y t (sin incluirlos), es decir, lk(F ) es simplemente el complejo ∆(s, t) (el
complejo asociado a la sección (s, t) de P ). Por lo tanto, µP̂ = χ̃(∆(s, t)) = χ̃(lk(F )).

Ahora, si consideramos un complejo simplicial Γ que triangula a una variedad, por re-
sultados de topoloǵıa algebraica se tiene que el link de una cara no vaćıa de Γ tiene los
mismo grupos de homoloǵıa que una esfera o una bola de dimensión dim(lk(F )). El siguiente
corolario nos dice qué sucede en general.

Proposición C.0.7. Sea Γ un complejo simplicial. Supongamos que |Γ| es una variedad
(con o sin frontera). Sea P = P (Γ), entonces

µP̂ (s, t) =


0, si s 6= 0̂, t = 1̂ y s está en la frontera de |Γ|
χ̃(|Γ|), si (s, t) = (0̂, 1̂)

(−1)`(s,t), en otro caso.

Motivados por esta proposición, y la relación dada entre la función de Möbius y la carac-
teŕıstica de Euler tenemos la siguiente definición.

Definición C.0.3. Sea P un COPO finito graduado con 0̂ y 1̂. Decimos que P es Euleriano
si para todo s, t ∈ P , µP (s, t) = (−1)`(s,t).

Recordemos que en la sección 2.1 definimos un complejo simplicial Euleriano ∆ como
aquel tal que para toda cara F ∈ ∆, χ̃(F ) = (−1)dim(lk(F )). Se puede demostrar que si Γ es
un complejo simplicial con P̂ (Γ) Euleriano, entonces Γ es Euleriano y que si P es un COPO
con ∆(P ) Euleriano, entonces P̂ es Euleriano. Utilizando esto y el teorema 2.5.2 se puede
ver que Γ es Euleriano si y sólo si P̂ (Γ) es Euleriano.

En la sección 2.5 demostramos utilizando herramientas algebraicas que si ∆ (d − 1)-
dimensional es un complejo simplicial Euleriano entonces hi(∆) = hd−i(∆) para todo 1 ≤
i ≤ d. Sin embargo, vamos a ver como demostrar estas igualdades de manera combinatoria
utilizando que P̂ (∆) es Euleriano. Probablemente este hecho fue el que motivó a fijarse en
la propiedad de ser Euleriano.
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Recordemos que dado un COPO finito P con 0̂ y 1̂, se define su polinomio zeta de la
forma Z(P ) = ζn(0̂, 1̂).

En combinatoria enumerativa es de gran interés encontrar teoremas de reciprocidad. Es
decir, supongamos que uno tiene una clase χ de objetos combinatorios y una función f(n)
que cuenta el número de objetos en χ de tamaño n (donde con ”tamaño” nos referimos a
una cantidad espećıfica naturlamente asociada con los objetos en χ). Digamos que f(n) se
comporta de manera agradable, por ejemplo como la restricción de una función polinomial.
Entonces, nos interesa calcular f(−n), ver qué nos dice de manera combinatoria y cómo se
relaciona con f(n). Este es el caso del polinomio ZP (n), por lo que aqúı veremos algunas
interpretaciones que se le pueden dar a sus evaluaciones en números negativos.

Para empezar, se puede calcular que

Z(−n) = ζ−n(0̂, 1̂) = µn(0̂, 1̂) =
∑

µ(t0, t1)µ(t1, t2) · · ·µ(tn−1, tn)

donde la suma es sobre todas las multicadenas 0̂ = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ xn = 1̂.
Dada esta interpretación de Z(−n), se pueden obtener otras interpretaciones al considerar

COPOS P con ciertas propiedades. Por ejemplo, si P es Euleriano (µ(s, t) = (−1)`(s,t)) cada
sumando de la suma es simplemente (−1)r donde r es el rango de P y por lo tanto ZP (−n) es
igual a (−1)r por el número de multicadenas de tamaño n que empiezan en 0̂ y terminan en 1̂,
lo cuál es igual a ζn(0̂, 1̂) = ZP (n). Por lo tanto tenemos el siguiente teorema de reciprocidad.

Teorema C.0.1. Sea P un COPO Euleriano de rango r. Entonces

ZP (−n) = (−1)rZP (n).

Una equivalencia que a veces resulta útil es que P es Euleriano si y sólo si para todo s < t,
el intervalo [s, t] tiene la misma cantidad de elementos de rango par que de rango impar. Un
ejemplo conocido de un COPO Euleriano es el látice de caras Φ(P ) de un politopo P . En este
caso podemos ver que ZΦ(P )(n) es el número de multicadenas ∅ = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fn = P
formadas por caras de P . Utilizando algunos trucos se puede demostrar a partir del teorema
C.0.1, la siguiente proposición.

Proposición C.0.8. Para un politopo simplicial P d-dimensional y todo 0 ≤ j ≤ d,

(−1)d
d∑

k=0

(−n)kfk−1 =

d∑
j=0

nj
d∑
k=j

(−1)k−j
(
k

j

)
fk−1.

Fijándonos en los coeficientes de nj en ambos lados, la igualdad anterior implica que para
todo 0 ≤ j ≤ d se cumplen las relaciones de Dehn-Sommerville

(−1)dfj−1 =

d∑
k=j

(−1)k
(
k

j

)
fk−1.

En la prueba de la proposición C.0.8 sólo se utiliza que Φ(P ) es Euleriano y que las caras de
P son simplejos por lo que el resultado se puede extender a el COPO de caras de un complejo
simplicial ∆ Euleriano.
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