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Introduccion

El objetivo de este texto es presentar una prueba detallada en la medida de lo posible, del
teorema de la cota superior para triangulaciones de esferas basdndonos en su mayor parte
en [22], que es un articulo publicado por Richard Stanley con la primer prueba de este. La
mayor diferencia entre la prueba aqui presentada y la prueba de Stanley es que no utilizaremos
el criterio de Hironaka para caracterizar cuando un anillo de Stanley-Reisner es de Cohen-
Macaulay. En su lugar, probaremos algunas proposiciones que nos ayudaran a concluir con
la demostracion del teorema.

Con lo anterior se tratara de exponer la creativa forma de conectar la combinatoria con
resultados de otras dreas de las matematicas, en este caso con algebra conmutativa. Richard
Stanley es sin duda un gran referente de lo anterior, lo cual se puede comprobar a través de
sus diversos libros y articulos.

Esta tesis se dividird en dos capitulos, dedicados a la prueba del teorema de la cota
superior para politopos convexos (UBTP) y la prueba del teorema para triangulaciones de
esferas (UBTS), respectivamente. Trataremos de desarrollar las pruebas de dichos teoremas
lo mayor posible, considerando perspectivas de diferentes autores.

E1 UBTP fue conjeturado por Theodore Motzkin en 1957 y su demostracién fue publicada
por primera vez en 1970 por Peter McMullen [15], donde las partes fundamentales de la prueba
recaen en el uso de las relaciones de Dehn-Sommerville y la escalonabilidad de los complejos
de frontera de politopos convexos, resultado publicado por Bruggesser y Mani en [6]. Sin
embargo, esta prueba no funciona en general para complejos simpliciales cuyas realizaciones
geométricas son esferas. Por esta razon, se necesitaran otras técnicas para la demostracion
del UBTS.

Para la prueba del UBTS hara falta centrar nuestra atencion en el estudio de los anillos de
Stanley-Reisner, los cuales nos brindaran informacién esencial de los complejos simpliciales.
Después de esto, se analizardan las propiedades adicionales que se obtienen al pedir que estos
anillos sean de Cohen-Macaulay. Los anillos de Cohen-Macaulay suelen ser de gran utilidad
en la teoria homoldgica de anillos conmutativos y como se verd en este texto, tienen varias
aplicaciones interesantes en el area de la combinatoria algebraica.



Capitulo 1

El teorema en politopos convexos

Como se mencioné anteriormente, este capitulo estd dedicado a la prueba del teorema de la
cota superior para politopos convexos:

UBTP Sea fi(C(n,d)) el nimero de caras i-dimensionales de un politopo ciclico con n
vértices sobre la curva de momentos de R%. Si P es un politopo d-dimensional con n vértices
cualquiera, entonces

fi(P) < fi(C(n,d)) 0<i<d—1.

Para demostrar esto, utilizaremos las ideas y resultados de [15], [16] y [2]. La prueba
del teorema se puede dividir esencialmente en 4 partes: observar que podemos considerar
unicamente politopos simpliciales, establecer una equivalencia 1til del teorema a través de
las relaciones de Dehn-Sommerville, utilizar algunas propiedades de C(n,d) para calcular
fi(C(n,d)) explicitamente y finalmente utilizar resultados que nos brinda la escalonabilidad
del complejo de frontera de los politopos simpliciales. A cada una de estas partes se le
dedicard una seccién del capitulo.

1.1 Politopos convexos

El fin de esta seccion sera observar que dado un politopo convexo, siempre podemos per-
turbarlo moviendo sus vértices para obtener un politopo simplicial. Lo interesante de estas
perturbaciones es que cada que hacemos una de ellas, el nimero de caras de cualquier di-
mensién del politopo convexo que se obtiene, aumenta o se queda igual respecto al niimero de
caras del politopo anterior. Esto serd de gran utilidad pues en politopos simpliciales contamos
con relaciones que involucran el nimero de caras del politopo.

Las definiciones y los resultados presentados en la seccién fueron consultados principal-
mente en [11]. Sin embargo, se tratard de explicar las pruebas con un poco mas de detalle.

Definicién 1.1.1. Un conjunto K C R¢ se dice convezo si para todos z,y € K el conjunto
[z,y] ={(1 =Nz + Ay : XA € [0,1]} se queda contenido en K.

Dado un subconjunto cualquiera A C R? definimos el casco convezo de A por

conv(A) = ﬂ {K : K C R% es convexoy A C K}
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Observemos que el casco convexo de cualquier subconjunto es convexo, pues interseccion
arbitraria de convexos es convexo. Mas ain, conv(A) es el conjunto convexo mas chico (en
términos de contencién) que contiene a A. Si A es un conjunto finito A = {a1,...,am}

entonces
conv(A) = {Z Aia; 2 A >0, Z)‘i = 1} .
i=1 i=1

Definicién 1.1.2. Un hiperplano afin en R? es un conjunto de la forma H = {z € R? :
(x,a) = b} para a € R — {0} y b € R fijos. Observemos que H siempre es un espacio afin
de dimensién d — 1. Diremos que un punto y € R? estd arriba (debajo) de H si (y,a) > b

({y, a) <b).

Definicién 1.1.3. Sea K C R? un conjunto convexo. Un hiperplano de soporte de K es un
hiperplano afin H = {x € R?: (x,a) = b} tal que inf{(z,a) : v € K} =b

Definicién 1.1.4. Sea K un conjunto convexo de R¢

e Un punto = € K es punto extremo de K si dados y,z € K y A € (0,1), la igualdad
x = Ay+(1—\)z implica que x = y = z. En otras palabras = es un punto extremo si no
pertenece al interior relativo de ninguno de los segmentos que contiene K. Denotaremos
por ext(K) al conjunto de todos los puntos extremos de K.

e Un conjunto FF C K es un cara de K si F' = (), FF = K o si existe un hiperplano de
soporte H de K tal que F'= K N H. El conjunto de todas las caras de K es denotado
por F(K) y si F es una cara distinta de () y P se dice que F' es una cara propia. Por
convencion, en algunos casos se dird que () tiene dimensién —1 como cara de K.

e Un punto z € K es un punto expuesto de K si {x} es una cara de K. El conjunto de
los puntos expuestos de K es denotado por exp(K).

Proposicién 1.1.1. Sea K C R% un conjunto convexo.

1. Si Fe F(K)y x € F, entonces = € ext(K) si y sélo si x € ext(F).
2. exp(K) C ext(K).

3. Si K es compacto entonces K = conv(ext(K)). Mds aun, si K = conv(A) entonces
ext(K) C A.

Demostracion. 1. Dada F € F(K), es claro que ext(K) N F C ext(F), por lo que sélo
resta probar que ext(F) C ext(K). Sea H = {x € R? : (z,a) = b} un hiperplano de
soporte de K tal que FF = K N H. Tomemos x € ext(F) y y,z € K, A € (0,1) tales
que x = Ay + (1 — A)z. Sea pg := (-,a), como pg es lineal tenemos que b = py(z) =
Ao (y) + (1 = Npu(2) > Ab+ (1 — A\)b = b de donde py(y) = pu(z) = b, es decir,
y,z € F'y como z € ext(F) entonces y = z = z. Esto significa que x € ext(K) y por
lo tanto ext(F') C ext(K). Entonces ext(F') = ext(K) N F, lo cual prueba el enunciado
de este inciso.
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2. Sea x € exp(K) y H un hiperplano de soporte de K tal que {z} = HN K. Si tomamos
A€ (0,1) y y,z € K tales que z = Ay + (1 — A\)z por el mismo argumento que en
el inciso anterior, podemos ver que b = py(x) = Apg(y) + (1 — N)pr(z) implica que
pu(y) =pu(z) =by por tanto y = z = x. Asi, z € ext(K).

3. Es facil ver que la igualdad del enunciado es cierta si dim(aff(K)) = 0,1 (pues K
es un punto o un segmento). Supongamos entonces que para cualquier convexo com-
pacto A con dim(aff(A)) < m se cumple el enunciado y sea K un convexo compacto
con dim(aff(K)) = m + 1. Claramente conv(ext(K)) C K, por lo que resta probar
que K C conv(ext(K)). Consideremos x € K; es claro que si z € ext(K) entonces
x € conv(ext(K)). Por otro lado, si x € K — ext(K) consideremos y € ext(K) y
L = aff({z,y}) (como K es convexo compacto, K tiene caras de dimensién menor a
dim(aff(K)) y utilizando induccién se puede garantizar que ext(K) # 0)). Notemos que
LNK =z,ylconz = (1-ANy+Azy A€ (0,1]; ademds z esta en la frontera de K por
lo que existe un hiperplano de soporte de K que contiene a z y por lo tanto existe una
cara propia F' de P tal que z € F. Entonces, por la hipdtesis de induccién en F' (ya
que dim(aff(F)) < dim(aff(P)) = m + 1) sabemos que z € conv(ext(F')) y asi, usando
que y € ext(K), el inciso 1 (ext(F) = ext(K)NF) y que z = (1 — A\)y + Az, concluimos
que z € conv(ext(K)).

Por ultimo, probemos que si K = conv(A) entonces ext(K) C A. Procedamos por
contradiccién y supongamos que K = conv(A) y que existe z € ext(K) — A. Como
x € ext(K), se puede ver que K — {z} es convexo y ademds contiene a A, por lo que
K = conv(A) C K — {z}, lo cudl es una contradiccién.

O

Definicién 1.1.5. Un conjunto convexo compacto P C R% es un politopo convezo si ext(P)
es finito. Equivalentemente, podemos definir un politopo convexo como el casco convexo de
un niimero finito de puntos en R?, los cuales son el conjunto ext(P).

La dimensién de un politopo P es la dimensién de aff(P) en R™. Diremos que P C R"
es un d-politopo si P es un politopo de dimensiéon d y por comodidad supondremos siempre
que n = d.

De la proposicién 1.1.1 se sigue que para cada cara F' de un politopo convexo P, ext(F') =
ext(P) N aff(F) y por tanto F' es a su vez un politopo convexo. A las 0-caras les diremos
vérices, a las 1-caras aristas y a las caras propias maximales les diremos facetas. Si P es un
politopo convexo podemos notar que ext(P) = exp(P) y vert(P) = exp(P) donde vert(P) es
el conjunto de vértices de P.

Definicion 1.1.6. Sean xg,z1...,xq € R" afinmente independientes. Diremos que

d d
conv({wo,1...,74}) = {Z a;%; ¢ Zai =1,a; > 0}
i=0 i=0

es un d-simplejo (o simplejo de dimension d) en R™.
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Observemos que un d-simplejo es un politopo convexo por definicién. Sin embargo no
todos los politopos convexos son simplejos pues los vértices de un politopo pueden no ser
afinmente independientes.

Definicién 1.1.7. Sea P C R? un d-politopo convexo. Diremos que P es un politopo sim-
plicial si todas las k-caras propias de P son k-simplejos para todo k € {0,...,d — 1}.

La siguiente proposicién define las perturbaciones que aplicaremos a un politopo convexo
cualquiera para llevarlo a un politopo simplicial.

Proposicién 1.1.2. Sea P C R? un d-politopo convexo y v € vert(P). Existe un punto
w € R? — P tal que (v,w] = {(1 —t)v +tw : t € (0,1]} no intersecta ninguno de los espacios
afines aff(F') generados por F' una cara propia de Py v estd en el interior de conv(P U {w}).
Diremos que ) =conv(P U {w}) es el politopo obtenido de P al empujar v a w.

Demostracion. Sea u un punto en el interior de P, L = {(1 — N)u + Av : X > 0} el rayo
que emana desde u y pasa por vy sea {Hp}pe F(p) un conjunto de hiperplanos afines tales
que para cada F' € F(P), F = PN Hp. Luego, para cada F € F(P) existe un wp € L
con wr = (1 — Ap)u 4+ Apv de manera que Ap > 1y (u,wr] no intersecta a Hp por lo que
si definimos w = (1 — AN)u + Av con A = inf{\p : F € F(P)} se puede ver que (u,w] no
intersecta ningun hiperplano Hr y por tanto no intersecta a ninguno de los espacios aff(F’)
para F' una cara de P.

Ademsds, dado que u estd en el interior de P, consideremos R > 0 tal que la bola de

radio R en u, Br(u) se quede contenida en el interior de P. Entonces si D = |jw —u|| y
d = ||w — v||, utilizando la convexidad de conv(P U {w}) tendremos que B, (v) con r = LR
se queda contenido en conv(Bgr(u) U {w}) C conv(P U{w}), es decir, v esta en el interior de
conv(P U {w}). O

Figura 1.1: El vértice v se empuja a w utilizando el rayo que emana de u
y pasa por v.

En lo que resta de la seccion, cuando consideremos un politopo @ obtenido de P al empujar
v a w se supondra que w es un vértice construido como el de la prueba de la proposicion
anterior. En particular, w satisfard que no esta contenido en ningin espacio afin generado
por alguna de las caras de P.
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Lema 1.1.1. Sea ) un politopo obtenido de P al empujar v a w. Sea F' una cara de P
que contiene a v y Hp un hiperplano de soporte de P tal que F' = Hp N P, entonces w esta
debajo de Hp.

Demostracion. Digamos que Hp = {x € R? : (x,a) = b} y sea py := (-,a). Siv € F
sabemos que pg(v) = by por cémo fue construido w sabemos que existe u en el interior
de P (y por tanto pg(u) > b) tal que v = (1 — t)u + tw para algin ¢t € (0,1) por lo que
b=pu(v) =(1—1t)pu(u)+tpu(w) lo cual implica que py(w) < b, es decir, w estd debajo de
Hp. O

Proposicién 1.1.3. Sea Q C R? el politopo obtenido de P al empujar vq a w. Para todo
0 <k <d-—1las k-caras de @) son

(i) k-caras de P que no contienen a vg, o

(ii) envolventes convexas de la forma conv(Fy_1 U {w}) donde Fj_;1 es una (k — 1)-cara de
P que no contiene a vy.

Demostracion. Supongamos que P = conv({vg,v1,...,v4}). Entonces como vy estd en el
interior de @, tenemos que @ = conv(P U{w})= conv({vo,...,v4_1,w}). Sea G una k-cara
de @ y Hg un hiperplano de soporte de @ tal que G = Hg N Q. Notemos que como P C @,
H¢ también es un hiperplano de soporte de P.

Como ext(G) = ext(Q)Naff(G) y G es un politopo, podemos decir que G = conv(A) para
algin A C {vg,...,v4_1,w} = ext(Q). Si w ¢ A es claro que G es una k-cara de Py por el
lema 1.1.1, G no contiene a vy. Méas atun, por cémo se toma w, todas las k-caras de P que
no contienen a v son caras de Q.

Ahora, cuando w € A podemos ver que si A = {w}, Fj_; en el inciso (ii) sera simpleme el
conjunto vacio. En otro caso, definimos G’ = conv(A — {w}) y veamos que como G = HzNQ
entonces G' = Hg N P, por lo que G’ es una cara de P. Ademads, dado que dim(aff(4))=k y
w ¢ aff(A—{w}) (pues w ¢ P), se sigue que dim(aff(A—{w}))= k—1, es decir, dim(G')= k—1
y por tanto G’ es una (k — 1)-cara de P. Finalmente observemos que G = conv(4) =
conv(conv(A — {w})U{w}) = conv(G' U {w}) y por el lema 1.1.1, G’ no contiene a v.

[

La proposicién anterior nos dice que al obtener un politopo @) después de empujar un
vértice v de P a un punto w, las caras de @) son de dos tipos: las que no contienen a w, que
son descritas en el inciso (i), y las que contienen a w, descritas en el inciso (ii).

Teorema 1.1.1. Sea P = conv({vy,...,v,}) C R? un d-politopo convexo. Es posible obtener
un politopo simplicial () mediante una sucesién de movimientos de vértices a partir de P.

Demostracion. En cualquier politopo todas las O-caras y 1-caras son simplejos. Luego, con-
sideremos un d-politopo convexo ) obtenido de P al empujar v a w. Por la proposiciéon 1.1.3
toda 2-cara Fy de @ que contiene a w es de la forma conv(F; U{w}) con F; una 1l-cara de P
(que es un 1-simplejo), es decir, Fy es un 2-simplejo. Por el otro lado, si consideramos una
2-cara F' de (Q que no contiene a w, por la proposiciéon 1.1.3, F' se quedard como estaba antes
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de empujar el vértice v. Es decir, si una 2-cara en P era un 2-simplejo, después de empujar
un vértice de P, la cara seguird siendo un 2-simplejo.

Lo anterior implica que si P, es un politopo obtenido al empujar exactamente una vez
cada uno de los vértices de P, todas las 2-caras de P, seran 2-simplejos, pues cada una de
las 2-caras de P» contiene al menos uno de los nuevos vértices que se obtuvieron al pasar de
P a PQ.

Sea Py = Py para todo j € {2,...,d— 1} sea P; el politopo obtenido de P;_; al empujar
cada uno de sus vértices exactamente una vez. Supongamos que Py cumple que para todo
i < k, todas sus i-caras son i-simplejos. Si @) es un politopo obtenido de Pi al mover el
vértice vy a wy, por la proposicién 1.1.3 se sigue que para todo ¢ < k + 1 toda i-cara ); de
@ que contenga a wy, es de la forma conv(F;_; U {wy}) con F;_; una (i — 1)-cara de Py, de
donde por la suposicién acerca de las i-caras de Py ( para i < k), F;_; es un (i — 1)-simplejo
y entonces (J; serd un i-simplejo. En el caso de que ); sea una i-cara de () que no contiene a
wg, la proposicion 1.1.3 implica que @Q; era una cara de Py, es decir, si (); era un i-simplejo
en P, lo seguird siendo como cara de (). Siguiendo el mismo razonamiento que en el caso
de P», concluimos que Py1 es un d-politopo en el que todas sus i-caras para ¢ < k + 1 son
i-simplejos.

Inductivamente concluimos que {P; = P,..., P;} es una sucesién de politopos en la que
para todo 2 < k < d, P, se obtiene de P,_1 moviendo todos sus vértices una vez y ademas
todas las i-caras de Py (con i < k) son i-simplejos. Entonces Py es un d-politopo simplicial
que se obtuvo después de hacer n(d — 1) movimientos (n movimientos en cada paso de Py_;
a Py) de vértices iniciando con el politopo P. O

1.2 El f-vector y el h-vector

Definicién 1.2.1. Dado un d-politopo P, para todo i € {0,1,...,d — 1} denotaremos por
fi(P) al nimero de caras de dimensién i de P. A veces se escribird solamente f; si es claro
de qué politopo estamos hablando. Por convencién consideraremos siempre f_; = 1. A
(fo, ..., fa—1) se le conoce como f-vector asociado al politopo P. Claramente fy = |vert(P)].

Proposicién 1.2.1. Sea () un politopo obtenido de P al empujar v a w. Entonces fo(Q) =
fo(P)y fe(Q) > fr(P) para todo k € {1,...,d —1}.

Demostracion. Por la forma en la que se construye w es claro que fo(P) = fo(Q). Para
probar el resto de las desigualdades demostraremos que para cualquier 1 < k < d — 1 se
puede definir una funcién inyectiva del conjunto de k-caras de P en el conjunto de k-caras de
. Primero, notemos que por como se construye w en la proposicién 1.1.2, todas las k-caras
de P que no contienen a v son caras de @) (que claramente no contienen a w); por lo tanto,
en estas caras podemos definir la funcién identidad.

Resta ver que a cada k-cara de P que contenga a v se le puede asignar una k-cara de
@ de manera inyectiva, lo cual se prueba mediante los siguientes incisos (donde (b) asigna
una k-cara de Q a una k-cara de P y (a) prueba la inyectividad de esta asigancién sobre las
k-caras de P que contienen a v):



7 Capitulo 1. El teorema en politopos convexos

a) Si Fi, Fy son caras de dimensiéon k de P que contienen ambas a v y H es una cara
comun de dimensiéon k£ — 1 de F; y F5 que no contiene a v, entonces I} = Fj.

b) Para toda k-cara F' de P que contiene a v, existe una (k — 1)-cara Gi_1 de F' que no
contiene a v y conv(Gg_1 U{w}) es una k-cara de Q.

Supongamos que Fi, Fy son caras de dimensién k& de P que contienen a v y H es una cara
comun de dimensién £k — 1 de F; y F5 que no contiene a v. Sea K = F; N F,. Sabemos
que la interseccion de dos caras de un politopo convexo es una cara por lo que K es una
cara de P, ademds si H = conv({v1,...,vn}) tenemos que F; = conv({v1,...vm,v} U S;)
con S; un subconjunto de vértices de P para i = 1,2. Luego, dado que dim(H) =k —1y
v ¢ aff({v1,...,vn}) se sigue que dim(K) = k y por lo tanto K = F} = F; pues la tnica cara
dimensién k de F; es F; mismo. Con esto queda probado (a).

Para demostrar (b) probaremos primero por induccién que para toda k-cara F' de P que
contiene a v, existe una (k — 1)-cara de F' que no contiene a v. Consideremos F' una k-cara
de P que contiene a v. Si k = 1 es claro que existe una 0O-cara (vértice) de F' distinto de v.
Supongamos que esta primera parte del enunciado de (b) es cierta para toda (k — 1)-cara que
contiene a v. Sea entonces F' una k-cara que contiene a v y G una (k — 1)-cara de F'; por
hipétesis de induccién existe una (k — 2)-cara G’ de G que no contiene a v y también por
ser P un politopo, cumple con la propiedad diamante, por lo que G’ esté contenida en otra
(k — 1)-cara G* de F distinta de G, por lo que si suponemos que v € G, por (a) v no puede
estar en G* pues de lo contrario G = G* lo cual nos dice que siempre podemos encontrar una
(k — 1)-cara de F' que no contenga a v.

Habiendo probado lo anterior, dada una k-cara F' tal que v € F consideremos GGj_1 una
(k — 1)-cara de F' que no contiene a v. Sea Fj una faceta de P que contiene a F' y definamos
Hy = aff(Fy). Sea Hy un hiperplano de soporte de @ tal que Ho N Q = G_1 (este existe ya
que Gj_1 es una cara de Q). Sea H' = HyN Ha, H' es un espacio afin de dimensién k — 2 que
no contiene a w tal que H' NP = Gi_1 = H' N Q por lo que si H = aff(H' U {w}) entonces
HNQ = conv(Gi_1 U{w}) y ademdas H es un hiperplano de soporte de ) pues w estd abajo
de Hj por el lema 1.1.1 y esta arriba de Hs, lo cual nos dice que @) esta arriba de H. Con
esto concluimos que conv(Gy—1 U {w}) es una cara de Q .

La prueba de este inciso concluye la existencia de una funcién inyectiva de k-caras de P
a k-caras de @, es decir fx(Q) > fr(P). O

De la proposicién anterior y el teorema 1.1.1 podemos observar que dados 1 < j < d < n,
el maximo numero posible de j-caras de un d-politopo con n vértices de ser alcanzado, sera
por un politopo simplicial, lo cual nos permite usar la siguiente herramienta fundamental en
la prueba del teorema para politopos convexos.

Teorema 1.2.1. (Relaciones de Dehn-Sommerville) Si P es un d-politopo simplicial
con f-vector (fo, f1,...,fa—1)y —1 < k < d — 2, entonces

©, ufit+l _
()= 0

1=

Recordemos que en la definicién 1.2.1 se dijo que f_; = 1 por convencién.
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Las relaciones de Dehn-Sommerville surgieron por primera vez en el trabajo de Max
Dehn, quién en 1905 las prob6 para dimensién 5 en [9]. Algunas décadas después, D. M. Y.
Sommerville demostré el caso general en [21].

Estas relaciones parten de la observacién de que para politopos simpliciales se tienen
ecuaciones extras en el f-vector al hacer doble conteo. Por ejemplo, para politopos simpliciales
de dimensién 3 cada arista esta en 2 facetas y cada faceta tiene 3 aristas. Esto nos dice que

2f1 = 3fa.
Definicién 1.2.2. Sea (fo, f1 ..., fa—1) el f-vector asociado a un d-politopo P. Definimos el

h-vector de P como i
d—i
B =Y (—1)F 1, 0<k<d
k ;( ) <k—i>f 1 <k<

donde f_; = 1.
La definicién anterior es equivalente a la siguiente igualdad de polinomios

d

d
d il =1 = " hat (*)
=0

=0

con la cual se puede probar que es equivalente definir el f-vector en términos del h-vector

como
M ord—i
1= h:, 0<k<d.
fin Z(;H-) W 0<k<

=0

Ahora, si definimos las funciones

d d

f(Px) =Y (1) fiaa’ y g(Px)=>_ ha',

=0 =0

y utilizamos (x) podemos probar que

P = (1 -o's (P55)). (%)

Ademads, observemos que para todo k € {0,1,...,d},

d—1

rea-n= 3 (T )0y e e = (0
i=k—1

donde [2¥]H () denota el valor del coeficiente en ¥ para cualquier polinomio H; por lo que
se concluye que las relaciones de Dehn-Sommerville son equivalentes a que f(P,1 —x) =

(—D)2f (P, ).

Al usar (x*) y suponiendo que f(P,1 — z) = (=1)%f(P,z), podemos ver que
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() 12 g ) e - 2

— (- (P 1) 9(P.a).

Por la definicién de g(P, ) y la igualdad z%g (P, %) = g(P,z) llegamos a que
d

d
thxk:g(P,m)—a:g< > —dehkx :thwd_k,
k=0

k=0

por lo que hy = hg_j para todo 0 < k < bj Maés atin, observemos que si se cumplen
estas ultimas relaciones, podemos obtener todas las igualdades anteriores hasta llegar a que
f(P,1—2)=(—1)2f(P,x), lo cual ya probamos que es equivalente a las relaciones de Dehn-
Sommerville. Por lo tanto la conclusién de todos estos calculos realizados es el siguiente
lema.

Lema 1.2.1. Las relaciones de Dehn-Sommerville son equivalentes a que para todo 0 < k <
d
18], b = ha.

Una vez teniendo este resultado, podemos escribir las entradas del f-vector como com-
binaciones lineales de {hy, ... shias2 J} utilizando coeficientes no negativos, lo cual nos lleva
a querer encontrar la mejor cota para los elementos de {ho,...,h|4/2)} tal cual se hace en
la primer prueba de este teorema por McMullen [15] en 1970. Sin embargo, en 1985 Alon y
Kalai [2] consideraron los valores hi = Z;":o h;j en vez de las entradas h;’s dando una solucién
mas compacta para el UBTP.

En vista del lema 1.2.1 y de la definiciéon que dimos del f-vector en términos del h-vector
podemos escribir

Lrra—i i
fee1=) [<d—k> + (1= dia—(as2)) <d—k>} hi, 0<k<d,

i=0
(donde &; g_|4/2) = 1sii=d—|d/2] y 0en otro caso). Utilizando las relaciones h; = hi—hi1
en esta tltima igualdad (por convencién h_; = 0) podemos escribir cada f; como combinacién

lineal de elementos de {h; : 0 < i < |d/2]} con coeficientes no negativos de la siguiente
manera. Si d es impar tenemos que

= B[ (= ) (o

S (R A Ot B ()
* [(dd__tgg * <£Jk>] %L%J'
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Ademas, para todo i tenemos (por la identidad de Pascal) que

i i+l 1
d—Fk d—Fk) d—k—-1)’
por lo que se sigue que

T (e WA |4 (T U)o

=0
Desarrollando de forma analoga podemos obtener que si d es par entonces

(d/2)—1

fror= chzl:li: 11) - <d - llf - 1)] hi + <dd£2k>ﬁd/2 * (dd£2k>%(d/2)_1'

1=0

Dada esta forma de escribir el nimero de caras, notemos que para dar una cota superior
de f basta encontrar una cota superior para cada uno de los valores de {hy, ..., ha/2) }.

1.3 Politopos ciclicos

A continuacién analizaremos el politopo C'(n, d), que se menciona en el enunciado del UBTP.

Definicién 1.3.1. Sea M la curva de momentos en R? definida de manera paramétrica por
My = {(x,2%,...,2%) : © € (—00,00)}. Un politopo ciclico C(n,d) es el casco convexo de
cualesquiera n > d + 1 puntos distintos de M.

A A

Notemos que dado un hiperplano afin H = {# € R? : (#,a) = b}, el conjunto H N M,
tiene cardinalidad igual al nimero de soluciones de la ecuacién polinémica

<(.CIZ‘,.%' ,...,:rd),(al,...,ad)>—b:ad:rd—i—ad,lxd_l+---—|—a1x—b:0,

que es igual al niimero de raices reales de un polinomio de grado d, es decir, la cardinalidad
de H N My es menor o igual a d.

En general, para definir un politopo ciclico se puede considerar cualquier curva en R? tal
que para cualquier hiperplano en RY, este no la intersecte en més de d puntos. Sin embargo,
es conveniente usar My pues facilita los cédlculos que se tienen hacer para probar algunas
propiedades del politopo.

Sea n > 0 un entero tal que n > d+ 1 y sean V = {z1 < -+ < x,} numeros reales.
Definamos

V = {(zs,2%,...,2%) : 1 <i<n}c My,

7

en lo que resta del texto se considerard C'(n,d) = conv(V).
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Proposicién 1.3.1. C(n,d) es un politopo simplicial.

Demostracion. Consideremos W = {(yi,yf, el yz‘-i) g:o C V. Notemos que W es afinmente
independiente pues tenemos que
1 yo y§ y§
o e O | e
R

Donde el célculo del determinante es conocido pues tenemos una matriz de Vandermonde.
Entonces, como cualquier hiperplano intersecta a V' en a lo més d puntos y subconjuntos de
conjuntos afinmente independientes son afinmente independientes concluimos que el conjunto
de vértices de cualquier cara de C(n,d) es afinmente independiente y por lo tanto C(n,d) es
un politopo simplicial. O

Proposmlon 1.3.2. Sea k un entero positivo tal que 2k < d. Para cualquier subconjunto
Vi CV ={xg <z <--- < x,} con k elementos, conv(V}) es una cara de C(n,d).

Demostracion. Supongamos que Vi = {y1,92,...,yx} y consideremos un punto y € R tal que
y < xg. Definimos el polinomio

Pi(z) = (z — y)@= 2 H (x —y)* =ao+ a1z + - + aga’.
i=1
Notemos que Py(y;) = 0 para todo y; € Vi v Pu(z) > 0 para 2 € V — V,. Luego si
a= (al,agl. .. ’afl) y tomamos el hiperplano Hj = {x € RY: (x,a) = —ap} podemos notar
que H, NV =V, y todo x € V — Vj estd arriba de Hy por lo que Hy es un hiperplano
de soporte de C(n,d) tal que Hp N C(n,d) = conv(V}), es decir, conv(V}) es una cara de
C(n,d). O

De la proposicién anterior podemos concluir que

reman= (1) o<i<|5].

es decir, C'(n,d) maximiza el numero de i-caras para i < LgJ Luego, veamos que si P =
C(n,d), entonces los coeficientes de f(P,z) = Z‘j o(=1)fiz1z’ y (1 — )™ coinciden en los
términos de orden menor o igual a | 4| por lo que recordando que g(P,z) = (1—z)%f ( A 1)

tenemos que los coeficientes de g(P,x) y de

(1-2) (1_mf1>n:(1—x)_(”_d):§:(n_dj‘i—1>$i

1=0

también coinciden en los términos de orden menor o igual a LgJ, de donde

he(C(n, d)) = <”_dﬂ_1> para 0 < i < m .

]
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Contando con esta igualdad, McMullen demuestra por induccién sobre k que dado un
politopo simplicial d-dimensional con n vértices y h-vector (hg, h1,...,hq), para todo 0 < i

se cumple la desigualdad
n—d+1
hit1 < ( 1+ 1 )

h; — <n—d+i—1)’
1

lo cual implica que h; < (”_dji_l) para todo i € {0,1,..., LgJ} y con esto concluye con la
prueba del teorema para politopos convexos.

Sin embargo, como se mencioné antes, expondremos la forma en la que Alon y Kalai
abordan la solucion del problema. Haciendo las cuentas correspondientes tenemos que

~ (n—d—{—i

hi(C(n,d)) = > 0<i<|d/2]

7

Por lo que probaremos que para todo politopo simplicial con n vértices y h-vector (hg, ..., hq)

hi <

-~ —d+i
(" , H) 0<i<|d/2].
1
Probando lo anterior y haciendo uso de la forma en la que se escribe a f; como combinacién
lineal de los elementos de {h; : 0 < ¢ < [d/2]} (con coeficientes no negativos) se puede concluir
con la prueba del UBTP.

1.4 Escalonabilidad y colapsos

En esta tiltima seccién, se dard una exposicion de la prueba de la cota superior de los elementos
de {h; : 0 < < |d/2]}, desarrollada en [2].

Definicion 1.4.1. Sea V un conjunto finito. Un complejo simplicial A, es una familia de
subconjuntos finitos de V' llamados caras o simplejos, que cumplen que para todo v € V,
{v} € Ayquesio € Aesunacaray T C o entonces 7 € A. Una cara o € A de cardinalidad
|o| = i+1 tiene dimension i y se le llama i-cara de A. La dimensién dim(A) de A es el méximo
de las dimensiones de sus caras. Si todas las caras maximales (también llamadas facetas) de
A tienen la misma cardinalidad dim(A) + 1, diremos que A es un complejo simplicial puro.

Notemos que A estd completamente determinado por sus facetas dada la definicién de
complejo simplicial.

Ejemplo 1.4.1. Dado un politopo P, es podemos asociarle un complejo simplicial Ap donde
las facetas de Ap son el conjunto de vértices de las facetas de P. Ademés, cuando P es
simplicial, Ap es un complejo simplicial puro de dimensién dim(P) — 1. Dicho complejo
simplicial suele llamarse complejo de frontera, del politopo en cuestion.

Dado un complejo simplicial d-dimensional A definimos su f-vector f = (fo, f1,..., fa-1)
donde f; es el ntimero de caras de dimensién i en A y por convecién siempre se define f_; = 1,



13 Capitulo 1. El teorema en politopos convexos

al igual que cuando de definié el f-vector de un politopo. Notemos que para un politopo
simplicial, su f-vector coincide con el f-vector de su complejo de frontera. El h-vector de A
se define respecto a f de la misma manera que en el que se definié para un politopo, por lo
que todas las relaciones que teniamos entre el f-vector y el h-vector se siguen manteniendo a
excepcién de las relaciones de Dehn-Sommerville ya para que estas ecuaciones se cumplan se
requieren condiciones adicionales sobre A como por ejemplo, que sea el complejo de frontera
de un politopo simplicial.

El siguiente es un lema combinatorio que se utilizara en la prueba de la proposicion 1.4.1.
En caso de que no se tenga conocimiento de las propiedades que usamos del algebra tensorial
de un espacio vectorial, se puede revisar el apéndice A.

Lema 1.4.1. Seann > 1y 1 <s<m <n. Paracada 1 <i < f sean A;, B; C [n] tales que
|A;| <5, m < |B;| y A; C B;. Supongamos que A; ¢ Bj sii < j. Entonces

< (n—m—l—s)‘
s

Demostracion. Primero observemos que dada una sucesién S = {(4;, B;) }ic(y) en la que los
A;, B; cumplen con las condiciones del lema, podemos tomarnos una nueva sucesiéon S’ =
{(A}, Bi)}iey) tal que para todo 1 < i < f, A; C A} y |Aj| = s (en donde A] se obtiene
agregando cualesquiera elementos de B; a A; hasta que se llegue a un conjunto de cardinalidad
s). Es claro que los A}, B; de esta nueva sucesién cumplen con las condiciones del lema. Por
tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que para todo 1 <14 < f, |A;]| = s.

Consideremos el espacio vectorial V = R"~™%$ y su 4lgebra exterior A\ V.

Sea {v1,...,v,} C V un conjunto de vectores en posicién general, es decir, cualesquiera
n —m + s de estos vectores son linealmente independientes. Para todo 1 < i < f sean
w; = N\jea, Vj ¥ Wi = /\je[n]—Bi vj. Observemos que para todo i € [f], w;, w; € AV, y en
particular w; € A®V por la suposicién de que |4;] = s.

Recordemos que dados x1, ...,z € V tenemos que 1A - -Axy # 0siysélosi {z1,...,zx}
es un conjunto linealmente independiente. Luego, como {vy,...,v,} C V estdn en posicién
general y A; N ([n] — B;) = 0, se sigue que para todo 1 <14 < f, w; Aw; # 0. Y como para
todo i < j, A; N ([n] — B;) # 0, entonces w; Aw; = 0.

Finalmente, utilizando lo anterior probemos que {wi,...,ws} C A°V es un conjunto

n—m-+s
s )

Supongamos que {wi,...,ws} es linealmente dependiente, digamos que ) .., c;w; = 0
con ¢; # 0 para todo i € I y sea j = max{i € I}. Por las observaciones hechas anteriormente
tenemos que 0 = (Zz‘e] ciwi) ANWj = cjwj ANwj, y como w; Aw; # 0 esto implicaria que
¢; = 0, lo cual es un a contradicciéon. Por lo tanto {w1,...,ws} es un conjunto linealmente
independiente, lo cual concluye la prueba del lema.

(Aqui, [n] = {1,2,...,n}).

linealmente independiente, pues siendo asi tendremos que f < dimg (A*V) = <

O

Definicién 1.4.2. Sea A un complejo simplicial. Una cara F' € A se dice libre si estd
contenida en una tUnica cara maximal M € A. La operacién de eliminar de A todas las
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caras que contienen a F' (incluyendo F') es un colapso elemental. Si |F| = fy |[M| =m
decimos que es un (f,m)-colapso elemental. Un proceso de colapso en A es una sucesién
A=Ay DA D D A de complejos simpliciales tales que para todo 1 < i < t, A; se
obtiene de A;_1 por medio de un colapso elemental.

La siguiente proposicion serd fundamental en la prueba de las desigualdades que queremos
para los elementos de {h; : 0 < ¢ < [d/2]}.

Proposicion 1.4.1. Sea A un complejo simplicial con n vértices y sean s,m enteros no
negativos s < m < n. El nimero de (s, m’)-colapsos elementales con s’ < sy m < m' en
n—m+ s)

cualquier proceso de colapso en A es a lo mas (
s

Demostracion. Sea A = Ag D Ay D -+ D Ay un proceso de colapso y sea (Li,Mi){zl la
subsucesién de las parejas que inducen colapsos en la cadena y tales que que L; es una cara
libre con cara maximal M; y |L;| < s, m < |M;|. Observemos que L; C M; y Ly ¢ M; si

i < j por lo que por el lema 1.4.1 f < n—m—i—s)n O

S

Ahora, daremos una definicién de escalonabilidad, la cual se puede definir de un par de
formas equivalentes las cuales se pueden consultar en [7]. Esta propiedad es fundamental en
esta prueba asi como en la prueba de McMullen.

Definicion 1.4.3. Un complejo simplicial puro A se dice escalonable si sus facetas pueden
ser ordenadas de forma F1, ..., Fy, tal que para todo 1 < i < t, el conjunto F; — Uj<i Fj tiene
una unica cara minimal (donde Fj es el conjunto potencia de F} y hablamos de minimalidad
en el sentido de contencién). A este elemento minimal le llamaremos la restriccion de F; y
se denotara por r(F;). Por convencién r(Fy) = (). El orden Fy, Fy ..., F; se llama orden de
escalonamiento.

Figura 1.2: Complejos simpliciales escalonables y no escalonables

En la figura 1.2, (a) es un complejo simplicial no escalonable pues F — G (o G — F) tiene
dos elementos minimales. En (b) el orden de las facetas del complejo simplicial no es un
orden de escalonamiento pues Fy — I tiene dos elementos minimales. Por otro lado, en (c) el
orden de las facetas es un orden de escalonamiento donde r(Fy) = 0, r(F») y r(F3) son cada
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uno vértices y r(Fy) es la arista lateral izquierda del cuadrado.

Observemos que dado un complejo simplicial puro escalonable A, este se puede ver como
una unién disjunta A = | |\_,[r(F}) : Fi], donde para cualesquiera Fj(A), Fo(A) caras de A
con [y C Fy, [F1(A): F5(A)] ={G € A: F1(A) C G C F»(A)}.Utilizando esta propiedad, en
la siguiente proposicién demostraremos que si A posee un orden de escalonamiento I, ..., F}
entonces h;(A) = [{j : |r(F})| =i}

Vale la pena mencionar que el h-vector fue definido por vez primera para complejos
simpliciales particionables. Un complejo simplicial A con facetas Fi, Fa, ..., Fs, se dice par-
ticionable si es puro y para todo 1 < i < s, existen R; C F; de forma que A = | |7 [R; : F}].
Los complejos simpliciales escalonables son particionables como se noté anteriormente. A
partir de una particién A = | |7_|[R; : F;] se puede observar que si |R;| = i entonces hay
d—1

exactamente (k: > (k — 1)-caras contenidas en [R; : F}j] por lo que
—1

~ (d—|Rj]
he =X (i)
7j=1
Teniendo esta relacién, se define el h-vector de un complejo simplicial particionable (d — 1)-
dimensional A como la sucesién h = (hg, h1,...,hq) donde h; es el nimero de partes en la
particiéon que tienen tamano ¢, es decir, hy = [{j : |R;| = i,1 < j < s}|. Observemos que
como las entradas del f vector se pueden escribir como combinacién lineal de las entradas
del h vector de la siguiente forma

Mord—i
A= (3 1)
=0
el h-vector queda completamente determinado por el f-vector y por lo tanto podemos definir
h independientemente de la particion que se considere. Podemos notar al considerar los
polinomios
F@) = fac1 + oo+ + for"t + faa? y
h(l‘) =hg+ hg_1x+---+ hlxdfl + hoxd,

que se satisface la igualdad f(z) = h(x + 1). Esto motiv6 a a dar la definicién del h-vector
para cualquier complejo simplicial como la sucesién de enteros (hg, hi,...,hq) tal que se
satisface la igualdad polinomial mencionada. En la actualidad algunos autores definen el
h-vector simplemente por la forma de escribir las entradas de A como combinacién lineal de
entradas del f-vector, tal y como lo hicimos en la seccién 1.2. La siguiente proposicién nos
dice que la definicién dada en la secciéon 1.2 implica la discutida previamente cuando A es
escalonable, sin embargo la misma prueba sirve para el caso en el que A es particionable pues
es la unica propiedad utilizada en la demostracion.

Proposicién 1.4.2. Sea A un complejo simplicial puro (d — 1)-dimensional y escalonable
con orden de escalonamiento F1, ..., F;. Entonces se tiene que h;(A) = |{j : [r(F})| = i}|.
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Demostracion. Sea r; = [{j : |r(Fj)| = i}| para todo 0 <i<d—1,y sea
d
H(ac)zz Zfl (x—1)4" = Z (x — 1) ¥
i=0 FEF(A)
Dado que F(A) = | [;_,[r(F}) : F;], podemos escribir
t
a0 =3 ( X @)
i=1 FE[’I’(F{)ZFZ']
pero observemos que el nimero de caras F' € [r(F;) : F;] con |F| = |r(F;)| + k (con 0 < k <

d—|r(F;
— |r(F3)| fijo) es igual a ( |]:( )|> por lo que

< )!)m N 1)d—|r(Fi)|—j>

d—|r(F;)|

1% HuE
/\
[
\_/'
—
8
[
S~—
Q.
<
N~

por lo que utilizando la expansién del binomio concluimos que H(z) = Z?:o rixdt y asi
h; = r; para todo 0 < i <d. ]

A
L

Figura 1.3: Proceso de colapso en el tetraedro dado por el orden
de escalonamiento Fy, I, Fy, F3.
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Finalmente, consideremos un politopo simplicial P y su complejo de frontera A, el cual se
sabe que es escalonable por un resultado de Bruggesser y Mani en [6]. Sea Fy, F1,..., F; un
orden de escalonamiento en las facetas de A y para todo 0 < ¢ < t definamos A; = U;:o F;.
Observemos que r(F;) es libre en Ay_; = Uézofj (pues r(F;) sblo estd contenida en la cara
maximal F; de Ay_;) y al hacer el colapso elemental asociado al par (r(F;), F;) se obtiene
A¢_i+1, por lo que de esta forma obtenemos un proceso de colapso A = Ag D A; D -+ D Ay
(un ejemplo de lo anterior se puede ver en la figura 1.3). Luego, observemos que por la
proposicién 1.4.2 lNLZ = Z;":o r; es el nimero de (4’, d)-colapsos en el proceso de colapso, con
n—d+ Z>

i’ < i, por lo que gracias a la proposicién 1.4.1 concluimos que ?Ll < < y por lo

tanto queda demostrado el UBTP.



Capitulo 2

El teorema en triangulaciones de
esferas

Este capitulo consiste en la prueba del teorema de la cota superior para triangulaciones de
esferas.

UBTS Sea A un complejo simplicial con vértices en {1,...,n} tal que su realizacién
geométrica es una esfera (d — 1)-dimensional. Entonces

fi(A) < £i(C(n,d) 0<i<d-1.

Con el fin de probar esto, como se ha mencionado en la introduccién, se hard uso de
algunas herramientas algebraicas y combinatorias que se irdn introduciendo a lo largo de
las secciones del capitulo. En pocas palabras, lo que se hard es probar que si un anillo
(que denominaremos més adelante por Aa) definido a partir de un complejo simplicial A,
cumple con ser de Cohen-Macaulay, entonces este satisfara las desigualdades mencionadas en
el teorema de la cota superior. Posteriormente estudiaremos un poco qué clase de anillos Aa
cumplen la propiedad de ser de Cohen-Macaulay.

2.1 Triangulaciones

En la ultima seccién del capitulo anterior se introdujo la definiciéon de complejo simplicial. En
este capitulo asociaremos algunos objetos algebraicos a los complejos simpliciales y también
podemos asociarle un espacio topolégico como se verd a continuacion.

Consideremos un complejo simplicial no vacio A y V su conjunto de vértices (o caras de
dimension 0). Sea |A| C R el conjunto de todas las funciones o de V a I = [0, 1] tales que

(a) Para todo a, {v € Ala(v) # 0} es una cara de A (en particular, a(v) # 0 para un
numero finito de vértices).

(b) Para todo a, ) A a(v) = 1.
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Para cada vértice v € V consideremos a, € RV definida por

(u) 1, siu=w
ay(u) =
! 0, siu#w.

Notemos que el conjunto de funciones {a,|v € V} es un conjunto linealmente indepediente.
En particular, para cada cara o = {vg,v1,...,v,} € A, el conjunto {au,, ..., 0, } €s
afinmente independiente. Definamos

o] = ({augs -+ -, }) = {inawm >0y > A= 1},
=0 =0

luego, podemos ver que
Al =] o] cRY.
ocEA

Este conjunto equipado con la topologia coherente (o débil) respecto a {|o| : 0 € A} es un
espacio topolégico asociado a A el cual denotaremos simplemente por |A|. (Es decir, U C |A|
serd un abierto si y sélo si U N |o| es un abierto en |o| para todo o € A.) Cuando tenemos
un espacio topolégico X y un complejo simplicial A tal que X = |A] se dice que A es una
triangulacion de X. De aqui en adelante todos los complejos simpliciales A que consideremos
tendrén a {1,...,n} como conjunto de vértices si este no se especifica.

Usualmente |A| nos da informacién topoldgica que de una u otra forma contiene infor-
macién combinatoria acerca de A, lo cual es sumamente importante para nuestros propdsitos.

Ahora, veamos algunas definiciones y resultados que nos permitirdn reformular el plantea-
miento del teorema sobre complejos simpliciales que triangulan esferas.

Definicién 2.1.1. Sea A un complejo simplicial (d — 1)-dimensional y F' € A| el link de F,
denotado por [k(F) se define como

Ik(F)={GeA|GNF =0y GUF e A}.

Notemos que [k(F) es un subcomplejo de A, en particular Ik(0) = A y Ik(F) = {0} si F es
una cara maximal. Ademds, tenemos que para cualquier G € lk(F), G C M — F € lk(F)
donde M es una cara maximal de A que contiene a F'. Es decir, si FY,..., F} son las caras
maximales de A que contienen a F', entonces Fy — F, ..., F; — F seran las caras maximales
de lk(F). Si suponemos que A es puro todas las facetas F; tienen la misma cardinalidad,
lo cual implica que todas la caras maximales de [k(F') tiene la misma cardinalidad, es decir,
lk(F) es puro y dim(lk(F)) =d — |F| — 1.

Los links de las caras de un complejo simplicial son de gran utilidad pues sirven para
conectar propiedades combinatorias con propiedades topolégicas del complejo simplicial como
veremos mas adelante. Otros conjuntos que se definen a partir de un complejo simplicial A y
que van muy de la mano con la definicién de Ik(F') son la estrella de F' definida por st(F') =
{G € A|G € F} y la estrella cerrada de F denotada por st(F'), la cudl es el subcomplejo de
A mas chico que contiene a st(F'). Los tltimos dos conjuntos definidos no serén mencionados
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maés adelante pero se utilizan en las pruebas de los teoremas 2.5.2 y 2.5.3 (las cudles omitimos
n—d+i— 1)

en este texto) asi como en la prueba de McMullen de que h; < (
)

Figura 2.1: Link, estrella y estrella cerrada de un complejo sim-
plicial.

Definicién 2.1.2. Un complejo simplicial (d — 1)-dimensional A se dice Euleriano si es puro
y satisface que para todo F € A, X(Ik(F)) = (=1)3mE) - Aqui, X(7) es la caracteristica
reducida de Euler del complejo simplicial 7, definida por

d—1

X(T) = > (1) fi(r).

i=—1
Para ver algunas propiedades de esta funcién se pueden revisar los apéndices B y C.

Recordemos que ya que el f-vector estd completamente determinado por el h-vector, para
probar el teorema de la cota superior basta probar que para cualquier complejo simplicial
(d — 1)-dimensional con n vértices A, tal que |A| = S91 hi(A) < hi(C(n,d)).

En la seccién 1.3 del primer capitulo se calculd que

n—d+i—1
7

d
hi(C(n,d)) = ( ) para todo 0 < ¢ < {QJ ,
y para L%J < i <d, hi(C(n,d)) queda determinado por las relaciones de Dehn-Sommerville.
Por lo tanto, al igual que en el caso para politopos convexos, para probar la UBTS es
suficiente demostrar que para cualquier complejo simplicial (d —1)-dimensional con n vértices
A, tal que |A] 22§91 se tiene que h; = hq_; para todo 1 <i < dy que

_ 1
h; < <n dj,LZ > para todo 0 < i < |d/2].
i
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Antes de continuar, tratemos de convencernos de que no es posible extender de una forma,
inmediata la prueba del teorema para politopos convexos a triangulaciones de esferas. Para
esto, observemos cuéles son las ideas mas importantes de las 2 componentes principales de la
prueba para politopos convexos. Analicemos si dichas ideas siguen funcionando al considerar
triangulaciones de esferas simpliciales y en caso de que no, qué otras herramientas se conocian
para solucionar estos problemas.

Las dos partes mas importantes de la prueba de la UBTP son:

(i)

Demostrar que si Ap es el complejo de frontera de un politopo simplicial entonces
hi(Ap) = hq_i(Ap) para todo 1 < i < d.

Se demostré que estas ecuaciones son equivalentes a las relaciones de Dehn-Sommerville,
las cudles se cumplen cuando trabajamos con el f-vector de un politopo simplicial. Para
probar que las relaciones de Dehn-Sommerville se satisfacen al trabajar con politopos
simpliciales se utiliza fuertemente el resultado de Bruggesser y Mani de que el complejo
de frontera de todo politopo simplicial es escalonable. FEn la demostracion de este
resultado, es fundamental la propiedad diamante en Ap y la geometria del politopo P.
Esto podria sugerir que dada una triangulacién A de una esfera, habria que determinar
si el conjunto parcialmente ordenado de sus caras cumple con la propiedad diamante
y si puede extenderse la prueba de Bruggeser y Mani explotando la geometria de |A|.
Sin embargo, existen ejemplos de complejos simpliciales A cuya realizacién geométrica
es homeomorfa a una esfera, pero que no son el complejo de frontera de un politopo
convexo (véase el ejemplo 5.10 de la seccién 5.4 en [29]). Esto nos dice que no es
inmediato obtener igualdades tipo Dehn-Sommerville (de la forma en que se hace para
Ap) sin una estructura de politopo y por lo tanto, es razonable considerar una familia
mas amplia de complejos simpliciales que cumplan con las relaciones h;(A) = hg_;(A)
para todo 1 < ¢ < d. Una familia de complejos simpliciales que satisface estas relaciones
son los complejos Euleriano, lo cuél porbaremos més adelante (corolario 2.3.3). Ademas,
luego probaremos que si |A| 22 S9! entonces A es Euleriano (proposicién 2.5.1), lo
cudl nos deja con un sélo trabajo pendiente: acotar h; (parai < |d/2]). La definicién de
Euleriano surge a partir de la bisqueda de teoremas de reciprocidad en combinatoria,
utilizando conjuntos parcialmente ordenados. Si se desea ver mas a detalle el origen de
esta definicién y su relacién con la caracteristica de Euler se puede consultar el apéndice

C.
n—d+i—1

Demostrar que h;i(Ap) < <
i

) (para 1 <i < [d/2]).

Para probar esto se utilizé que Ap es particionable, pues al tener una particién Ap =
LI[R; : F;] se sigue que h; = |{j : |Rj| = i}| y se puede definir un proceso de colapso en
el que El = Zé‘:o h; cuenta el niimero de (7', d)-colapsos elementales para i’ < i, lo cudl
ya sabemos como acotar. En su momento, dado que la prueba de McMullen del UBTP
utiliza que Ap es escalonable y no solamente particionable, una pregunta con bastate
sentido era si toda esfera simplicial era escalonable. Sin embargo, en [27] se puede ver
un ejemplo de una 3-esfera simplicial no escalonable. La siguiente pregunta intuitiva
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era si toda esfera simplicial es particionable. Desafortunadamente, esto continta siendo
un problema abierto.

Dado que se veia complicado seguir un camino similar al de la prueba para politopos
convexos para acotar las entradas del h-vector, y en su momento Stanley descubrio
que el h-vector aparecia al considerar cierto anillo definido a partir de las caras de un
complejo simplicial A (anillo de Stanley-Reisner), se opté por seguir un camino mas
algebraico con el cudl se encontré una elegante solucién al problema de acotar las en-
tradas del h-vector. En las siguientes tres secciones veremos como utilizar herramientas
algebraicas para acotar las entradas del h-vector.

2.2 El anillo de Stanley-Reisner

En esta seccion daremos las definiciones de los objetos algebraicos con los que estaremos
trabajando de aqui en adelante. El anillo de Stanley-Reisner nos proporcionara toda la
informacién que necesitaremos acerca de A para concluir si este satisface las desigualdades
del teorema.

Definicién 2.2.1. Un anillo graduado es un anillo A con una familia {4, },>0 de grupos
aditivos tales que A = @, -0 An ¥ Am - Ay C Apgn para todo m,n > 0. Asi, Ap es un
subanillo de A, y cada A, es un Ag-mddulo.

Si A es un anillo graduado, un A-mddulo graduado es un A-médulo M junto con una
familia de grupos aditivos {M,, },>0 tales que M = @, ~o My y Ay, - My, C Myy,4y, para todo
m,n > 0. Cada M, se puede ver como un Ag-mddulo.

Un elemento x de M es homogéneo si x € M, para algiin n > 0 y en tal caso se dice que
n es el grado de . Un ideal de un anillo graduado A se dice ideal homogéneo si es generado
por elementos homogéneos (o equivalentemente, si es un ideal graduado de A).

Definiciéon 2.2.2. Un anillo A es Noetheriano si para cualquier sucesién de ideales de A,
{I}n>0 tales que I, C I,4+1 para todo n > 0, existe algin n > 0 tal que I,,, = I,, para todo
m > n.

Cabe mencionar que cualquier cociente de un anillo Noetheriano también es Noetheriano.

Ejemplo 2.2.1. Todo campo es Noetheriano ya que tiene inicamente los dos ideales triviales.

La siguiente proposicién es un resultado conocido acerca de anillos graduados Noetheri-
anos que se puede consultar en [3].

Proposicion 2.2.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo graduado

A= @nzo A,
1. A es un anillo Noetheriano,
2. Ag es un anillo Noetheriano y A es finitamente generado como Ap-algebra.

Sea k un campo, en las siguientes secciones consideraremos el anillo S = k[x] de poli-
nomios sobre k en n variables x1,...,x,.
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Definicién 2.2.3. Un monomio en S es un producto de la forma x* = z{'x5? - - - 2%, para
a=(ay,as,...,a,) € N” un vector de enteros no negativos. Un ideal I C k[x] es llamado un

ideal monomial si es un ideal generado por monomios.

Como espacio vectorial sobre k, el anillo de polinomios S es una suma directa

S =P Sm.

m>0

donde S, = @|a|:m k[x?] es el subespacio vectorial generado por los monomios de grado m.

Dado que el producto S; - S; se queda contenido en S;;;, podemos decir que S es un
k-algebra graduada. Ademds, por la proposicién anterior tenemos que S es Noetheriano y
por tanto cualquier ideal de este serd finitamente generado. Sea I un ideal homogégeno de S
sabemos que si A = S/I entonces

A2 P S/ (SN I) = P Am

m2>0 m2>0
donde A,, = S, /(Sm NI). Notemos que A también es un k-algebra graduada.

Definicion 2.2.4. Un monomio x? es libre de cuadrados si cada coordenada de a es 0 o 1.
Un ideal es libre de cuadrados si es generado por monomios libres de cuadrados.

Por notacién, cada subconjunto o C {1,2,...,n} lo identificaremos con su vector carac-
teristico en {0, 1}", es decir, aquel que tiene 1 en la i-ésima coordenada si ¢ € o y 0 en otro

caso. Esta convencién nos permite escribir x7 = [ [, .

Definicién 2.2.5. El ideal de Stanley-Reisner del complejo simplicial A es el ideal monomial

libre de cuadrados
In="|T¢A)

generado por los monomios correspondientes a las no-caras de A. El anillo de Stanley-Reisner
es el anillo cociente Ax = S/IA.

En el siguiente ejemplo tenemos que Ian, = (z124, Tox3Ty, T1T3T4, T1T2T4) = (X124, T2T3T4)
y Aa, = Slx1,x2, w3, x4/ (X124, T2X3T4).

Ay

Figura 2.2: Complejo simplicial.
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2.3 Funciones de Hilbert

Una vez que hemos definido los objetos que vamos a estudiar, podemos definir algunas otras
herramientas que nos dardn informacion acerca de estos objetos. Estas herramientas son en
su mayoria de algebra conmutativa, por lo que nos apoyamos en algunos textos de la materia
tales como [3] y [17] para enunciar y probar algunos resultados que nos serédn de utilidad.

Definicién 2.3.1. Una sucesiéon de A-médulos y A-homomorfismos
fi fit1
e —> My — M; —— My — -

se dice exacta en M; si Im(f;) = Ker(f;+1). La sucesion es exacta si es exacta en cada M;.
En particular tenemos que:

0— M i> M es exacta si y sélo si f es inyectiva,
M L5 M" — 0 es exacta si y s6lo si g es suprayectiva,

0— M Lo M 25 M" — 0 es exacta si y s6lo si f es inyectiva, g es suprayectiva y g
induce un isomorfismo de M/ f(M') sobre M".

Una sucesién del dltimo tipo se denomina una sucesion exacta corta. Para cada sucesion
exacta larga (como la de la definicién) podemos obtener sucesiones cortas: si N; = Im(f;) =
Ker(fi+1), se tienen sucesiones exactas cortas 0 — N; — M; — N;y; — 0 para cada i.

Definicién 2.3.2. Sea C una clase de A-mdédulos y sea A una funcién sobre C con valores en

Z. La funcién X es aditiva si para cada sucesién exacta corta 0 — M’ oML M — 0
en la que todos los términos pertenecen a C, se tiene A\(M') — A(M) + A(M") = 0.

Observemos que dado un campo k, con C la clase de todos los k-espacios vectoriales,
se tiene que V' — dimy (V') es una funcién aditiva. Cuando consideramos estd funcién re-
stringida a una k-algebra graduada suele llamarse funcion de Hilbert.

Consideremos A = €,,~, Ay un anillo Noetheriano graduado. En vista de la proposicién
2.2.1, Ap es un anillo Noetheriano y A es generado (como Ag-dlgebra) por elementos z1,
T9,...,Tm que podemos considerar homogéneos de grados dq, ..., d,,, respectivamente, todos
mayores a 0.

Sea M = ,,~o My, un A-médulo graduado finitamente generado. M es generado por un
nimero finito de elementos homogéneos, digamos {m,...,m} con r; el grado de m; para
todo i € [t]. Cada elemento = de M, es entonces de la forma > '_, fi(z)m; con fi(z) € A
homogéneo de grado n—r; (y cero si n < r;). Luego, podemos deducir que M, es finitamente
generado (como Ag-mdédulo) ya que es generado por todos los {g;(x)m;} donde g;(x) es un
monomio en las variables z1,...,x,,, de grado total n — r;.

Definicién 2.3.3. Sea A una funcién aditiva (con valores en Z) en la clase de todos los Ag-
médulos finitamente generados. La serie de Poincaré de M (respecto a \) es la serie formal
de potencias
P(M,t) = AXMu)t" € Z[[t]).
n>0
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En lo que resta del texto, consideraremos este tipo de series cuando A es la funcién de
Hilbert por lo que a la serie asociada le llamamos serie de Hilbert.

Teorema 2.3.1. Sea M = @nzo M, un A-médulo graduado finitamente generado por ele-
mentos homogéneos {my, ..., m;}. Entonces P(M,t) es un funcién racional en ¢ de la forma

ft)
T2, (1 —2%)’

donde f(t) € Z[t] y {d1,...,dn} es un conjunto de enteros positivos.

Demostracion. Por observaciones anteriores sabemos que A = Aglzy,..., x| donde d; =
deg(z;) para todo i € [m]. Ahora, probemos el teorema por induccién sobre m. Sim = 0
vamos a tener que M, = 0 para n suficientemente grande (n mayor al maximo grado de
los elementos que generan a M ya que M es un médulo finitamente generado) por lo tanto
P(M,t) serd un polinomio.

Ahora, supongamos que el enunciado del teorema es cierto para m — 1 con m > 0y
que A = Ag[xi,...,zy]. Veamos que para todo n > 0 la multiplicacién por z,, es un

morfismo de médulos xﬁ,rf) : M, = M4, porlo que si definimos K,, = ker (x,(g)) VY Ly, =

Mn+dm/x£2) (M) para todo n > 0 tenemos la sucesién exacta

(n)

0— K, — M, =" My,,q, — Lyya, — 0.

m m

Ademis, observemos que K = P, 5o Kn y L = €D,,5¢ Ln son A-mddulos finitamente gener-

ados (pues se tiene la sucesién exacta 0 — K — M 2 M — L — 0 y M es finitamente
generado) y z,, multiplicado por cualquier elemento de K o L es cero por lo que K, L son
Aoz, ..., xm—1]-mbdulos. Aplicando la aditividad de \ en la sucesién exacta anterior obten-
emos la igualdad

A(K) = (M) + MM g,) = MLnsa,,) = 0

por lo que multiplicando por t"T% y sumando sobre Z>q llegamos a que
(1 —t*m)P(M,t) = P(L,t) — t"" P(K,t) + g(t)

donde ¢(t) = Z?;"O_l (AM(M;) — M(L;)) t* es un polinomio en ¢, por lo tanto, utilizando la
hipétesis de induccién en P(K,t) y P(L,t) concluimos que P(M,t) tiene la forma que dice
el enunciado del teorema. O

Definicion 2.3.4. Sea R un anillo conmutativo e I un ideal primo de R. Definimos la
altura de I en R como el supremo de las longitudes de cadenas de ideales primos contenidos
en I la cual denotamos con ht(I) y definimos la dimension de Krull de R (o simplemente
dimensién de R) como el supremo de las longitudes de cadenas de ideales primos contenidas
en R, denotado por dim(R). Observemos que si R es de dimensién finita, entonces dim(R) =
max{ht(I) | I es un ideal maximal}.

De manera similar, dado un anillo conmutativo R, definimos la *dimension de R como el
supremo de las longitudes de cadenas de ideales primos homogéneos en R y lo denotamos por
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*dim(R). Si I es un ideal homogéneo, se define la altura homogénea de I como el supremo de
las longitudes de cadenas de ideales primos homogéneos contenidos en I, denotado por *ht([).
Dado un ideal I de R, denotaremos por I* al ideal generado por los elementos homogéneos
de I.

Un resultado que se utilizara mas adelante es el siguiente corolario del teorema 2.3.1, del
cual omitiremos la prueba. Sin embargo, esta puede consultarse en [3], capitulo 11.

Corolario 2.3.1. Si A es finitamente generado como Ag-dlgebra por elementos de grado 1,
entonces para todo n suficientemente grande, A(M,,) es un polinomio en n (con coeficientes
racionales) de grado d—1 donde, d es la dimensién de Krull de A cuando M = A, considerando
este como un A-mdédulo en si mismo.

En el caso en que Aa es el anillo de Stanley-Reisner de un complejo simplicial A de
dimensién d — 1, la dimensién de Krull de Aa es igual al méximo nimero de elementos alge-
braicamente independientes en Aa.

Observemos que como Ia es homogéneo, Ax = P, AX donde

AR = S5,/(Sm N IA)
= D (kx| deg(a) =m y x* ¢ In}
@ {k[x?] | deg(a) = m y supp(a) € A}

con supp(a)= {i € [n] | a; # 0}. Entonces, se puede ver que dimi(AQ) =1y

dimy (AX) = |[{a € N" : deg(a) = m y supp(a) € A}| = Zfz( ; )

para m > 0, lo cual nos dice que para m > 0, dimy(AX') es un polinomio de grado d —1 en m
y por lo tanto del corolario anterior, considerando Axn un Aa-mdédulo en si mismo, se sigue
que la dimensién de Krull de A es d cuando A es un (d — 1)-complejo simplicial.

Ahora, calculemos la serie de Hilbert del anillo de Stanley-Reisner usando una N"-
graduacién de este.

Definicién 2.3.5. Un S-médulo (con S = k[zy,...,x,] como anteriormente) M se dice
N"-graduado si M = @beN" My y x*My C Mayp para todo a € N™. Si la dimensién del
k-espacio vectorial My, dimy(Ma,) es finita para todo a € N, entonces la serie formal

ji: dhnk(ﬂdé)

aeN”

es la serie de Hilbert N"-graduada de M. Si M = @z>0 M; con M; = @|a _,; My; sustituyendo
x; = t para todo i obtenemos la (usual) serie de Hilbert H(M;t,...,t) que denotaremos
simplemente por H (M, t).
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Teorema 2.3.2. Sea A un complejo simplicial de dimensién d con vértices [n] y S =

k[x1,...,zy]. El anillo de Stanley Reisner Aa tiene serie de Hilbert
. —_— . —_— :BZ
H(Ap;x) = H(Aps21,..20) = Y H -
ogEAico

Demostracion. Como se habia visto anteriormente tenemos que
Ax = P AR = P {k[x*] | supp(a) € A}.
m>0 acNn

Por tanto tenemos que
H(Aa;x) = Y {x*|aeN"ysupp(a) € A}
= Y > {x*|aeN"ysupp(a) =0}

cEA

- ST

cEA €T

Corolario 2.3.2. Sea (f-1, fo,-.-, fa—1) el f-vector de A, entonces

d
H(AS D) = g 2 fat (=0
1=0

donde d = dim(A) + 1.

Luego, recordemos que en la seccién 1.2, partiendo unicamente de la definicién del h-
vector en términos del f-vector de P, se demostré que g(P,t) = (1 — t)if (P, ﬁ) con
fPt) =34 (1) fiat' y g(Pyx) = 3% hit’. Dado que la definicién del h-vector de un
complejo simplicial en términos del f-vector es la misma que para politopos convexos podemos
utilizar la relacién g(A,t) = (1 —t)4f <A, t—%) (definiendo f(A,t) y g(A,t) naturalmente)
junto al corolario 2.3.2 para probar que

d
1 3 ; nei  ho+hit+ ...+ hgt?
=0

Este resultado serd muy 1til para acotar las entradas del h-vector de un complejo simplicial
siempre y cuando pidamos ciertas condiciones sobre Aa.

Ademss, con el calculo del teorema 2.3.2 tenemos la siguiente proposicién que nos implica
que si A es un complejo simplicial Euleriano entonces h; = hy_; para todo 1 <i < d.

Proposicién 2.3.1. Sea A un complejo simplicial con {1,...,n} como conjunto de vértices.
Entonces

_ _ im ~ tz‘
H(Apsty bt = ) ()™ O5 k() I ] T
FeA icF ¢
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Demostracion. Por el teorema 2.3.2 sabemos que H(Aa:t1,...,tn) = Y cea lLica lt_—ztl Si
sustituimos ¢; por t; ! tenemos que lt:,l = — (1 + 1iit,-> y por lo tanto

H t; ! — (—1)dim(@ +1H< ): 1)dim(@ +12(H >

ea 1T ;! i€G FCG i€F
entonces

H(Ap 7'ty = ) (—1)dm@+ 3 (H

GeA FCG  ieF
t:

— dlm(G)+1) ?
Sy (X .H
FeA GeA 1EF

FCG

Por otro lado, usando que para todo F' € A, dim(F) = |F| -1y que {H € A|F C H}
estd en biyeccién con lk(F)={K € A|FNK =0y FUK € A} (pues basta mandar H a
H — F), se tiene que

d

XUEF) =3 (1) fia(h(F)) = Y (=1)8m(@ = 3™ (1) H=IF=
i=0 Gelk(F) gg%

de donde
(—1)dim(F)§(lk(F)) = Z (_1)|H\—2 _ Z (_1)|H| _ Z (_1)dim(H)+1,

HeA HeA HeA
FCH FCH FCH
lo cual concluye la prueba de la proposicién. O

Corolario 2.3.3. Si A es un complejo simplicial Euleriano entonces h; = hg_; para todo
1< <d.

Demostracion. Si A es Euleriano, por la proposicién anterior tenemos que

H(AA;tfl,---,tﬁl): Z( 1)d1m( )+d—|F|— 1H 1—t

FeA 1EF

—1)H(Ap;t1, ... t),

FeA ZEF

por lo que H(Ap,1/t) = (—=1)*H(An,t).

Recordemos que en la seccién 1.2 se vio que demostrar que h; = hq_; para todo1 <i < d
es equivalente a probar que f(A,1— ) = (=1)%f(A,z) donde f(A,z) = % o= fisiat
Ademas, veamos que f(A,x) = H(An, ﬁ), por lo que probar que f(A,1—2) = (=1)%f(A, z)
es equivalente a demostrar que H (A, 1) = (=1)?H(Aa, +4), lo cual se sigue de lo probado
al inicio de esta demostracién. O
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Para obtener las cotas sobre los h;’s vamos a introducir algunos conceptos combinatorios.

Definicion 2.3.6. Un conjunto M de monomios en variables z1, ..., z, se dice multicomplejo
en [n] si para cualquier u € M, todos los divisores de u estdn en M. Si d es el maximo grado
de un monomio en M, diremos que (fo, f1,..., fq4) es el f-vector de M donde f; = |[{w €

M : deg(w) =i}

Dado un conjunto M de monomios en variables yi, ..., yy, el orden lexicografico en M se
define de la siguiente manera: si u = y{* -+ y2m y v = ylfl ---ybm (con a;,b; > 0) decimos que
u < v si la dltima coordenada no negativa de (by — ay, ..., by — am, > b; — > a;) es positiva.

Por ejemplo, si tenemos el conjunto de los monomios en variables x1, x2, x3 los primeros
elementos del orden lexicografico inverso son:

1<) <o <x3<as<a1T9 <3 <2123 < T3 < T3 < T5 < Thxy < LIz < - -

Observacion 2.3.1. Notemos que si M€ es el complemento de M en el conjunto de los
monomios generados por xi,..., T, entonces M es una k—base para el ideal generado por
los monomios en M¢.

Proposicién 2.3.2. Sea S = k[zi1,...,x,], I un ideal homogégeno de S 'y A = S/I =

@izo A;. Supongamos que 1, ..., Y es una k-base para A;. Entonces existe un multicom-
plejo M en las variables y1, ..., ym que es una k-base para A.
Demostracién. Sea N el conjunto de todos los monomios en las variables y1, ..., y,. Defini-

mos el orden lexicografico inverso en N, el cual es un orden total.

Ahora, definimos una sucesién de monomios de manera recursiva. Primero definimos
u; = 1y para i > 1 se define u;+1 como el elemento més chico en A (considerando el orden
lexicografico inverso) tal que {uq,...,u;, u;+1} es linealmente independiente sobre k. Si u;41
no existe para algin ¢, entonces M = {u1,...,u;}, en otro caso M es una sucesién infinita.

Observemos que M es por construcciéon una k—base para A. Supongamos que M no es
un multicomplejo, entonces podemos tomarnos u; € M tal que u; = v-w con v € N'— M por
lo que existen uy,...,ur € M con k < iy uj < v para todo j € [k] tales que v = Z§:1 Ajuj.
Luego podemos ver que u;j-w < v-w = u; para todo j € [k], y como tenemos que u; = v-w =

Z;?:i Aj(uj - w) se concluye que u; € spany{u,...,uj—1}, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto M es un multicomplejo. O

Definicién 2.3.7. Dada una sucesién finita o infinita k& = (ko, k1,...) de enteros, diremos
que es una O-sucesion si existe un multicomplejo M tal que k es su f-vector.

La proposicién 2.3.2 implica el siguiente corolario.

Corolario 2.3.4. Sea I un ideal homogéneo de S = k[x1,...,z,] y H(m) = dimgk(4,,) la
funcién de Hilbert de S/I, entonces {H(m)}m>0 es una O-sucesion.

2.4 Anillos de Cohen-Macaulay

En esta seccién probaremos que si Aa es un anillo de Cohen-Macaulay entonces A satisfara
el teorema de la cota superior.
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En [22] Stanley enuncia una caracterizacién de los anillos de Cohen-Macaulay cuando
estos son cocientes de k[x1,...,x,] por un ideal primo. Esta caracterizaciéon es conocida
por algunos autores como el criterio de Hironaka y en [4] y [26] se habla un poco acerca de
este criterio. Sin embargo, para nuestros propdsitos nos basta suponer que Aa es de Cohen-
Macaulay y probar que bajo esta suposicién, A cumple el teorema de la cota superior. Esta
prueba es en esencia una exposicién del teorema 5.1.10 en [7], la cual concluimos con algunas
ideas en [22].

Primero daremos alguas definiciones necesarias para definir qué es un anillo de Cohen-
Macaulay.

Definicion 2.4.1. Una sucesién z1,...,x,, de elementos de un anillo R es una sucesion
reqular si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) x; no es divisor de cero en R/(x1,...,xi—1)y

(ii)) R# (z1,...,Tm).

Dado un ideal I en R se define el grado de I en R como la maxima longitud que puede
alcanzar una sucesién regular contenida en I y es denotado por grade(I, R).

Cuando R es un anillo local con ideal maximal m se define la profundidad de R como
depth(R) = grade(m, R).

Definicion 2.4.2. Se dice que un anillo Noetheriano local R es de Cohen-Macaulay si
depth(R) = dim(R). (En general siempre se tiene la desigualdad depth(R) < dim(R).)

Cuando el anillo R no es local, se dice que es Cohen-Macaulay si R, es de Cohen-Macaulay
para todo p € Spec(R) donde R, es la localizacién de R en p y Spec(R) es el conjunto de
ideales primos de R. Para una explicacion detallada de qué es la localizaciéon en un anillo
conmutativo se puede revisar [3] (pag. 36-38).

Proposicién 2.4.1. Sea R = €,,-, R, un anillo Noetheriano graduado con Ry = k un
campo infinito e I un ideal propio homogéneo de R generado por elementos de grado 1.
Entonces existe una sucesién regular yi,...,ys (de elementos de grado 1 en I), donde d =
grade(, R).

Demostracion. Por un resultado de Rees que se puede consultar en [14] (teorema 16.7), si [
es un ideal propio de R, entonces todas las sucesiones regulares maximales contenidas en 1
tienen la misma longitud. Por lo tanto nos basta con encontrar una sucesién regular maximal
contenida en I para asegurar que es de longitud d.

Al ser R Noetheriano tenemos que Dr = Up cAss(R) P donde Dg es el conjunto de divisores
de cero en Ry Ass(R) el conjunto de ideales primos asociados de R. Mads ain, Ass(R) es
un conjunto finito. Por lo tanto, dado que I = @,,~ I (por ser I homogéneo) tenemos que
I N Ass(R) es un conjunto finito de subespacios vectoriales de I; y por ser k infinito se sigue
que existe y; € I1 — Dpg; pues dado un espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo
infinito, este no se puede escribir como unién de un ntmero finito de subespacios.

Luego, podemos aplicar el mismo argumento a R/(y1) y I/(y1) y siguiendo inductivamente
terminamos con una sucesién regular maximal y1, ..., yq contenida en I.

O]
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Proposicién 2.4.2. Sea R = p,,~, R, un anillo graduado con Ry = k un campo infinito
y Z1,...,Zq una sucesioén regular de elementos de grado 1. Entonces H (R/(x1,...,xq),t) =
(1—-t)?H(R,t).

Demostracion. Probemos que si € Rj no es un divisor de cero entonces H(R/(x),t) =

(1 —t)H(R,t). Luego, por induccién se obtendra el resultado enunciado en la proposicién.
Observemos que se tiene la siguiente sucesion exacta

0— R R— R/(x) — 0,
por lo que para todo ¢ > 1 se tiene la sucesién exacta
0— Ri-1 — Ry — R;/(z) = (R/(2)); — O,
por lo que como dimy es una funcion aditiva, tenemos que para todo i > 1
dimy ((R/(z));) = dimy (R;) — dimy (R;—1).
Ademis, es claro que dimy((R/(z))o) = 1 y por lo tanto
H(R/(x),t) = (1 —t)H(R,t).
O]

Proposicién 2.4.3. Sea R = P, R; un anillo Noetheriano graduado y sea M = P, Ri.
Entonces dim(Rxq) = dim(R).

Demostracion. Sabemos que si I es un ideal primo, existe una biyeccién entre los ideales
primos de R; y el conjunto de ideales primos de R contenidos en I por lo que dim(R;) = ht([).
Ademads, sabemos que un ideal es homgéneo si y s6lo si es un ideal graduado. Considerando
esto, veamos que el teorema 1.5.8 de [7] nos dice que si R es un anillo Noetheriano graduado
con I un ideal primo, entonces

(a) si I es un ideal homogéneo, ht(I) = *ht([) y
(b) si I no es homogéneo, ht(I) = ht(/*) + 1.

Por lo que para cualquier ideal primo homogéneo I, dim(R;) = ht(]) = *ht(I). Ademsds,
si consideramos el ideal primo M = €, R;, dado que todo ideal homogéneo esta contenido
en M se sigue que *ht(M) = *dim(R). Finalmente, probaremos que *dim(R) = dim(R)
para concluir que

dim(Rpq) = ht(M) = *ht(M) = *dim(R) = dim(R).

Por definicién tenemos que *dim(R) < dim(R). Para probar la otra desigualdad basta
demostrar que para cualquier ideal maximal M, hay un ideal maximal homogéneo I tal que
ht(I) > ht(M). Si M es un ideal maximal no homogéneo, por el inciso (b) del teorema
1.5.8 de [7] tenemos que ht(M*) = ht(M) — 1, asi que es suficiente con construir un ideal
maximal homogéneo I que contenga propiamente a M* para que ht(I) > ht(M*) y por lo
tanto ht(I) > ht(M*) + 1 = ht(M).

Sea I = (M N Ry) ® @,~, Ri- Es claro que I es maximal, homogéneo y que contiene a
M* por lo que concluimos con la demostracion. ]
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Teorema 2.4.1. Sea A un complejo simplicial d — 1 dimensional tal que que Aa es de
Cohen-Macaulay. Entonces A satisface el teorema de la cota superior.

Demostracion. Anteriormente probamos que la dimension de Krull de Aa es d. Ademaés, por
la proposicién anterior se sigue que para M = @, Al dim((Aa)m) = dim(Aa) = d, y por
ser M maximal también tenemos que grade(M, Aa) = depth((Aa)am) (por la proposicién
1.2.10 en [7]). Por lo tanto, si Aa es de Cohen-Macaulay, grade(M, Ax) = depth((Aa)m) =
dim((Aa)m) = d 'y de la proposicién 2.4.1 sabemos que existe una sucesién regular zy, ..., xq
de elementos de grado 1; mas aun, por la proposicién 2.4.2

H(Aa/(z1,...,xq),t) = (1 — ) H (A, t) = ho + hat + - - + hgt?,

donde la tltima igualdad se sigue del célculo explicito que hicimos de H(Aa,t) en la seccién
anterior.
Luego, suponiendo que el conjunto de vértices de A es [n] tenemos

AR = D{K[x"] : deg(a) = 1 y supp(a) € A} = P K[x)]
1=0

de donde dimlk(AlA) =ny al ser z1, ..., x4 linealmente independientes concluimos que hi; =
dimy (AQ /AL N (z1,...,2q4)) =n —d.

Finalmente, recordemos que por el corolario 2.3.3, (hg, hi,...,hq) es una O-sucesién y
por lo anterior es una O-sucesién en n — d variables. Por lo tanto

hi = {w € M | deg(w) = i}| < <"_d.+i_1>,

7

es decir, A satisface el teorema de la cota superior. O

2.5 Homologia en complejos de Cohen-Macaulay

Para concluir con la demostracién de la UBTS lo tinico que resta es probar que si |A| 2 §971,
A es Euleriano y Aa es de Cohen-Macaulay. Para demostrar esto, serd esencial el criterio de
Reisner [20], el cual caracteriza cudndo un anillo Ap es de Cohen-Macaulay.

Contando con este criterio, enunciaremos algunos otros resultados que nos permitiran de-
ducir que las triangulaciones de esferas cumplen con el teorema y que para cualquier variedad
suave existe al menos una triangulacién que cumple con el teorema.

Teorema 2.5.1. (G. Reisner) Ax es un anillo de Cohen-Macaulay si y sélo si para todo
F e Ay todo i < dim(lk(F)), Hy(Ik(F); k) = 0.

Relacionando este teorema de Reisner con el siguiente resultado de Munkres ([19], coro-
lario 3.4), obtenemos que el que A sea de Cohen-Macaulay es una propiedad topolégica.

Teorema 2.5.2. (Munkres) Sea A un complejo simplicial tal que X = |A|. Las siguientes
condiciones son equivalentes:
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(i) para todo F € Ay todo i < dim(Ik(F)), H;(Ik(F); k) =0,
(ii) paratodop € X ytodoi <dimX =d — 1, E(X;]k) = H,(X,X —{ph k) =0.

Por lo tanto, dado que E(Si,k) 2ky E(Si,k) >~ 0 si j # i, podemos concluir que si
un complejo simplicial A tiene realizacién geométrica homeomorfa a una esfera, Aa es de
Cohen-Macaulay. Lo dnico que resta es probar que si |A| & S4=1 A es Euleriano y por lo
tanto, por el corolario 2.3.3 tendremos que h; = hg_; para todo 1 < ¢ < d. Para probar
esto utilizaremos el siguiente resultado, también de Munkres, el cual es una reformulacion
del lema 63.1 en [18].

Teorema 2.5.3. (Munkres) Sea A un complejo simplicial con vértices en [n] y sea k un
campo. Supongamos que X es un espacio tal que |A| 22 X donde o : [n] — |A| € R induce
la realizacién geométrica de A. Sea F' € A una cara de dimensién j y p € relint(conv(a(F))).
Si lk(F) # {0}, entonces

Hi(X,X —{p}; k) = H,_j_1(lk(F);k)  para todo i

Kk L
y si lk(F) = {0}, entonces H;(X,X — {p}; k) = { patat=J
0 en otro caso.

Proposicién 2.5.1. Sea A un complejo simplicial tal que |A| = S9! entonces A es Eule-
riano.

Demostracion. Dado que Aa es de Cohen Macaulay, sabemos que se satisfacen las condiciones
equivalentes del teorema 2.5.2. Si F' € A es una cara maximal, tenemos que lk(F) = {0} y
por el teorema 2.5.3, se sigue que dim(F) =d — 1 siy sélo si Hy—1(X, X —{d}) = k; lo cual
es cierto cuando X = S%1. Esto nos dice que si |A| = S9! A es puro y por lo tanto para
cualquier F' € A, dim(lk(F)) =d —1— |F]|.

M4ds atn, por el teorema 2.5.3 y la condicién (ii) en el teorema 2.5.2 se sigue que si F
no es una cara maximal (o equivalentemente (k(F') # {0}), entonces para todo i < d — 1,
Hi_gim(r)—1(Ik(F); k) = Hi(S“ 5 k) =0y

ﬁdflfdim(F)fl(lk(F); k) = ererf|F|71(”<7(f‘j); k) = Hy (SS90, 897 — {p}; k) 2 K,

lo cual implica que para toda cara F' € A

IS

-1
XUE(F)) =Y " (=1) dim H;(Ik(F); k) = (—1)4 7=
1

-.
Il

es decir, A es Euleriano. O

En conclusién, cuando |A| = S9! los teoremas 2.5.1 y 2.5.2 implican que Aa es de
Cohen-Macaulay y los teoremas 2.5.2 y 2.5.3 implican que A es FEuleriano. Por lo tanto, por
el corolario 2.3.3 y el teorema 2.4.1, si |A| = S97! A satisface las condiciones de la cota
superior y por lo tanto hemos terminado de probar el UBTS.
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Anotaciones

1. En la demostracion del teorema 2.4.1 probamos que si A es un complejo simplicial tal que
Ana es de Cohen-Macaulay, entonces su h-vector es una O-sucesiéon. Un dato interesante es
que dada una O-sucesion h, uno puede construir un complejo simplicial escalonable con h su
h-vector y ademds se puede demostrar que para todo complejo simplicial escalonable A, Aa
es de Cohen-Macaulay. Es decir, h = (hg, h1,...,hq) es una O-sucesién si y sélo si existe un
complejo simplicial A con Axn de Cohen-Macaulay cuyo h-vector es h. Esta equivalencia se
conoce como el teorema de Kruskal-Katona para complejos de Cohen-Macaulay y se puede
encontrar su prueba en el teorema 6 de [23].

2. A pesar de saber cémo caracterizar cuando un anillo Ap es de Cohen-Macaulay a partir
de |A|, no se conocen propiedades puramente combinatorias sobre A para determinar si Aa
es de Cohen-Macaulay.

Como mencionamos en el punto anterior, se puede probar que si A es escalonable, entonces
A es de Cohen-Macaulay. Sin embargo, si debilitamos esta condicién y tinicamente pedimos
que A sea particionable, no es necesariamente cierto que Aa sea de Cohen-Macaulay, un
ejemplo de esto es el complejo simplicial Ay de la figura 2.3.

1 6

°2

Figura 2.3: Ejemplo de un complejo simplicial Ay particionable
que no es Cohen-Macaulay.

Observemos que Ay puede ser particionado de la forma Ag = [() : 156] U [2 : 123] U [3 :
134] L[4 : 124] U [234 : 234]. Recordando que h; = |{j : |R; = i|}|, se sigue que el h-vector
de este complejo estd dado por ha, = (1,3,0, 1), pero por el teorema 5.1.15(a) de [7], si un
complejo es de Cohen-Macaulay y h; = 0 para algtin j, se debe cumplir que h; = 0 para todo
k > 7, lo cudl no sucede en Ag.

Por el otro lado, podemos preguntarnos qué propiedad cumple A si Ax es de Cohen-
Macaulay. Anteriormente mencionamos que existen triangulaciones de esferas que no son
escalonables, lo cudl nos da un ejemplo de un complejo de Cohen-Macaulay que no es escalon-
able (ver [27]).

En 1979 Stanley conjeturé que todos los complejos de Cohen-Macaulay eran particionables,
sin embargo en 2016 se dio un contraejemplo para dicha conjetura en [10]. En este articulo
también se exponen algunas preguntas que permanecen abiertas respecto a la caracterizacién
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combinatoria de los complejos de Cohen-Macaulay.

3. La conclusién del teorema de Reisner nos puede servir en principio para triangulaciones
particulares de otros espacios topoldgicos, pues sélo necesitamos que la homologia de los links
de las caras de la triangulacién del espacio satisfagan ciertas propiedades.

Definicion 2.5.1. Sea X una n-variedad topoldgica y A un complejo simplicial que triangula
a X (X = |A|). Decimos que esta es una triangulacion combinatoria de X si la realizacién
geométrica del link de cada i-cara de A es homeomorfo a una esfera de dimensién n — i.

Dada esta definicion, es claro que cualquier triangulaciéon combinatoria de una variedad
satisfard el teorema de la cota superior. En 1949, J. H. C. Whitehead [28] demostré que
todas las variedades suaves admiten al menos una triangulacién combinatoria. Es decir,
para cualquier variedad suave siempre podemos encontrar una triangulacién que satisfaga el
teorema de la cota superior. Sin embargo, no todas las triangulaciones de una variedad suave
son combinatorias.

Hay ejemplos de triangulaciones no combinatorias en n-esferas para n > 5. Por ejemplo,
si consideramos M la 3-esfera homoldgica de Poincaré, tendremos por el teorema de la doble
suspensiéon de Cannon [8], que su doble suspension ¥?M es homeomorfa a S°, por lo que
dada una triangulacién de M podemos triangular a S° de manera que la realizacién del link
de una de sus caras sea M, la cual a pesar de ser una 3-esfera homoldgica, no es una esfera
topoldgica pues el grupo fundamental de M es no trivial.

En 1998 Isabella Novik extendi6 el teorema de la cota superior para complejos simpliciales
Eulerianos que realizan variedades homolégicas de dimensién impar.



Conclusiones

La aportacion final de este trabajo fue la exposicién de las distintas formas en las que se ha
abordado el teorema de la cota superior dando un enfoque combinatorio dentro de lo posible
y tratando de dejar una idea clara de las diversas técnicas utilizadas. Esto con el fin de
fomentar en el lector el interés por las conexiones entre la combinatoria con otras areas de
las matematicas. Para hacerlo, la idea principal de la tesis es mostrar las ideas fudamentales
que han sido utilizadas en las pruebas del teorema de la cota superior.

En el primer capitulo dimos una prueba detallada de conjetura de la cota superior para
politopos convexos basdndonos en los trabajos de Peter McMullen [15] y de Gil Kalai y
Noga Alon [2] dejando ver la gran utilidad de algunos conceptos combinatorios tales como
escalonabilidad y procesos de colapso.

En el segundo capitulo explicamos por qué no es posible extender de manera inmediata
las pruebas del teorema para politopos convexos a triangulaciones de esferas. Se dieron
argumentos acerca de las nuevas condiciones en las que nos podiamos apoyar y una estrategia a
partir de ello. En este capitulo se expuso la demostracion del teorema de la cota superior para
triangulaciones de esferas explicando con profundidad las ideas combinatorias y acoplando
las ideas presentadas por Stanley en [22] con el enfoque algebraico de Winfried Bruns y
Jirgen Herzog en [7]. En la parte algebraica, en lugar de aplicar el criterio de Hironaka
para determinar si Aa era de Cohen-Macaulay como lo hace Stanley, se conectaron algunos
resultados del libro de Herzog y Bruns para obtener el resultado deseado.
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Apéndice A
Algebra multilineal

En este apéndice se dan algunos resultados basicos relacionados con productos tensoriales y
el algebra exterior de un espacio vectorial.

Sean V, W espacios vectoriales sobre un campo k y sea F = kV*W el espacio vectorial
libre generado por V' x W (es decir, el espacio vectorial de combinaciones lineales formales
de elementos de V' x W con coeficientes en k). Podemos decir que {(v,w)|v € V,w € W} es
una base para F'. Sea I el subespacio vectorial de F' generado por los elementos que son de
alguna de las siguientes formas:

(v1 +v2,w) — (v1,w) — (v2, W),
(v,w1 +w32) — (v, wr) — (v, wa),
(av,w) — (v, aw)

donde v,v1,v2 € V, w,wi,we € Wy a € K.

Definicion A.0.1. Sean V, W k-espacios vectoriales, el producto tensorial de V' y W, deno-
tado por V @ W es el espacio vectorial cociente F/I. Parav € V y w € W, el elemento de
V @ W que es la imagen canénica del elemento (v,w) € F = kY*W se denota por v®@w y se
llama producto tensorial de v y w.

La funcién canénica (v,w) — v®@w de V. x W a V ® W es una funcién bilinear, es decir,
se satisfacen las siguientes propiedades:

(V1 +v2) QW =v] ®W+ V2 @ W,
VR (w1 +w2) =vQw +v® ws,

y av@®@w =10 & aw

para cualesquiera v,vi,v9 € V, w,wi,wa € Wy a € K.

Ademads tenemos que V @ W satisface las siguiente propiedad universal: para cualquier
funcion bilinear 8 : V x W — U a un k-espacio vectorial U, existe una tnica funcién lineal
de VoW aU tal que v @ w — f(v,w). Esta propiedad universal determina el producto
tensorial salvo isomorfismo.
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Si{ei} v {f;} son bases de V' y W, respectivamente, los elementos {e; ® f;} forman una
base para V @ W.

De manera similar, tenemos el producto tensorial Vi ® -+ ® V,; de un numero finito de
espacios vectoriales con su funciéon multilineal universal

Vix - XxVp,=>V® RV,

que lleva (v1,...,v,) a V1 ®- - ®vy,. (Recordemos que una funcién de un producto cartesiano
V1 x --- x V, a un espacio vectorial U es multilineal si cuando todos los factores excepto uno
son fijos, la funcién restringida resultante de V; a U es lineal.)

La construccién del producto tensorial es conmutativa:

VW=ZWeV,

distributiva:
VieW)eW=WVioW)e (Vo W),

y asociativa:
UV)W=U(VeaW)2UVW.

En particular, podemos definir las potencias tensoriales T#(V) = V¥" =V ®-.-®V para
un espacio vectorial V fijo. Por convencién, 70V = V®0 es el campo sobre el que se define el
espacio vectorial.

Definicién A.0.2. Dado un k-espacio vectorial V', se define su élgebra tensorial T'(V') por
oo
TV)=P=kevelVeV)oVeVeV)o:
i=0
El producto en T'(V') esté definido por el isomorfismo canénico
TVRT™W =TV (1@ @) QU @ @Up) P11 @ @V @U@ -+ @ Uy

Esta multiplicacién nos dice que T'(V) es un 4lgebra graduada donde T*V es el subespacio
de grado k.

La construccién del producto tensorial se puede hacer en general para mddulos sobre
anillos, para leer mas al respecto se puede consultar [3] (pdg. 29).

Definicion A.0.3. Sea V un espacio vectorial y J el subespacio de T™V generado por los
elementos v; ® - -+ ® v, tales v; = v; para algin par ¢ # j. Definimos la n-ésima potencia
exterior de V como el espacio vectorial cociente A" V = T"V/J. Denotamos por vy A---Avy,
a la imagen de la proyeccién canénica T"V — A"V =T"V/J.

Notemos que si n > dim(V), entonces A"V = 0.

La potencia exterior A"V viene equipada con una funcién multilineal alternante

n
V><~-><V—>/\V, V] X oo X Up = UL A AUy,
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que es universal: para §:V x---x V — U una funciéon multilineal es alternante a un espacio
vectorial U, existe una tnica funcién lineal de A"V a U que lleva v1 A+ - - Avy, a B(v1, ..., 0p).
Recordemos que una funcién multilineal alternante si §(v1,...,v,) = 0 cuando v; = v; para
algun par i # j. Esto implica que S(vy,...,v,) cambia de signo cuando dos vectores son
intercambiados.

Si {e;} es una base para V', entonces

{6,‘1/\61‘2/\”-/\61‘” |i1<i2<"‘<in}

es una base para \" V. (Por convencién A\’ V es el campo sobre el cual se define V.) Por lo
m

tanto tenemos que si dim(V) = m, entonces dim (A" V) =
Las potencias exteriores de V' nos pueden dar informacién ttil acerca del espacio vectorial
tal como en la siguiente proposicion.

Proposicién A.0.1. Sea V un espacio vectorial de dimensién m y sea S = {v,...,v;} C
V. S es un conjunto linealmente dependiente en /\k V (y por tanto en A V) si y sélo si
v A Ao =0.

Demostracion. Supongamos que S es un conjunto linealmente dependiente, entonces existe
v; tal que v; = ZKJ- c;v; y por lo tanto

VLA AUA AU =01 A A DY e | A AU =D 1A AV A At A - Avg = 0.
i<j i<j

Luego, si {v; - - - v } es un conjunto linealmente independiente, sabemos que se puede extender
a una base {v1,...,V,...,Un} para V. y v Ava A+ Avy, es una base para A" V por lo que
vi Avg A+ Ao # 0. ]

Definicion A.0.4. Sea V un k-espacio vectorial y sea I el ideal en su dlgebra tensorial,
generado por el conjunto {v ® v|v € V'}. Se define el dlgebra exterior de V como el espacio
vectorial cociente AV =T(V)/I.

Se puede ver que
dim(V) 4

AV= @ A

por lo que AV es un dlgebra graduada en donde el producto de dos elementos (v; A -+ A
vp) A (ur A -+ Ay) estd dado por v1 A+ Avg Aug A--- Ay € APV



Apéndice B
Homologia

En este apéndice recopilaremos algunas definiciones y resultados béasicos de homologia, los
cuales se pueden encontrar en varios libros de topologia algebraica. Las fuentes de dichas
definiciones y resultados fueron recopiladas de [12], [24] y [19].

Definicion B.0.1. Un complejo de cadenas C sobre un anillo A es una sucesién C =
{C,0i}iez de A-médulos C; y homomorfismos 0; : C; — C;—1 tales que 0; o 9;41 = 0,
esto se escribe como

C: —>CZ+1aZi>Cli>Cl_1—>

y dado que 0;0;+1 = 0, tenemos que imd;+1 C ker 0;11. Luego, definimos el i-ésimo grupo de
homologia de C' por
HZ(C) = kerai/im@ﬂ.

Definicion B.0.2. El complejo de cadenas aumentado del complejo de cadenas C' es la pareja
(C,e¢) donde € : Cp — A es un epimorfismo tal que €d; = 0. Esto se denota por

Ce): 2o oS Ao

Los grupos de homologia reducidos E(C ) son los grupos de homologia del complejo de cadenas
aumentadas (C, €). Se puede ver que la homologia y la homologia reducida se relacionan por

H;(C), i>0

Hi(C) = {E](C) oA, i=0.

~

También notemos que H_1(C) = A.

Ahora, consideremos un complejo simplicial A con un orden total en sus vértices. Deno-

taremos por [vg,,..., Uk, a la i-cara de A con vértices vy, < --- < vi, dado el orden inicial
en los vértices. Por comodidad siempre denotaremos las i-caras de A con vértices ordenados
vg < ... < v; por [vg,...,v]. Fijemos un anillo A (conmutativo y con unidad). Sea C;(A)

el A-médulo libre generado por las caras (ordenadas) de dimensién i de A. Definimos ho-
momorfismos 0; : C;(A) — C;—1(A) para i > 0 definiéndolos en los elementos de la base
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por 4
ai[’l}(), ceey vi] = Z(_l)]['l)(), ceey Uj—laﬁja Vj+1y--- 7U’Z]7
j=0

donde v; significa que v; no estd en la (i — 1)-cara. Se puede verficar que 0;0;41 = 0. El
complejo de cadenas C(A) = {C;(A), 0;} se llama complejo orientado de cadenas de A.

Sea C_1(A) el A-médulo libremente generado por {0} y definamos € : Co(A) — C_1(A) =
A por e(z) = 0 para todo vértice x € V. El complejo de cadenas aumentado (C(A),€) es el
complejo de cadenas aumentado orientado de A sobre A.

Definicién B.0.3. El i-ésimo grupo de homologia reducido de A con coeficientes en A,
denotado por H;(A; A) es el i-ésimo grupo de homologia del complejo de cadenas aumentado
orientado de A sobre A.

Observemos que si dim(A) = m entonces C;(A) = 0 para todo i > m y por lo tanto, por
definicién, H;(A; A) = E(A;A) = 0 para todo i > m.

Ahora definamos los grupos de homologia para espacios topoldgicos en general. Sea
X un espacio topolégico y denotemos por Al = [e1,...,e;11] C R el simplejo estdndar
i-dimensional con los vértices ordenados. Un i-simplejo singular es una funcién continua
o: A" = X. Sea C;(X) el A-médulo libremente generado por todos los i-simplejos singulares.
Los elementos de C;(X) son sumas formales finitas ) ; a;0; para a; € A y o; un i-simplejo
singular. Los morfismos 0; : C;(X) — C;_1(X) se definen por la misma férmula que usamos
anteriormente

0i(o) = Z(—l)]UH’Uo, sy Uy, Up)
J

donde se esté haciendo implicitamente la identificacién de [vo, ..., v;, ..., v;] con AJ=1 preser-
vando el orden de los vértices para ver a o|[vo,...,v;,...,v;] como una funcién de A1 a
X, es decir, un (¢ — 1)-simplejo singular. Como anteriormente, se cumple que 9;0;+1 = 0
por lo que C(X) = {Ci(X),0;} es un complejo de cadenas llamado el complejo de cadenas
singular de X sobre A. Luego, definimos € : Cp — A por (o) = 1 para todos los 0-simplejos
singulares 0. Dado este € definimos C'(X) como el complejo de cadenas singular aumentado

de X sobre A.

Definicion B.0.4. El i-ésimo grupo de homologia singular reducido de X con coeficientes en
A, denotado por H;(X; A) es el i-ésimo grupo de homologia del complejo de cadenas singular
aumentado de X sobre A.

Finalmente tenemos la siguiente relacion entre la homologia simplicial y la singular cuya
prueba se puede consultar en [12].

Teorema B.0.1. Sea A un complejo simplicial con X = |A|. Entonces existe un isomorfismo
Hi(A; A) = Hi(X; A)

para todo 1.
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Dado un espacio topolégico X y un subespacio Y, definamos C;(X,Y) = C;(X)/C;(Y).
Es facil ver que en el complejo de cadenas singular de X, C'(X) = {C;(X), 9;}, para todo
i >0, 0;(Ci(Y)) C C;—1(Y); por lo que podemos definir 9; : C;(X,Y) — C;—1(X,Y) de
manera natural. De esta forma obtenemos un complejo de cadenas C(X,Y) = {C;(X,Y), 0;}
y por lo tanto podemos definir el i-ésimo grupo de homologia relativo a Y como H;(X,Y) =
ker 8Z/1m81+1 .

Uno de los invariantes topoldgicos que usamos en el texto es el siguiente.

Definicién B.0.5. Sea A un complejo simplicial (d — 1)-dimensional. La caracteristica de
Euler de A se define por x(A) = Z?:_Ol(—l)ifi. Y la caracteristica reducida de FEuler se
define por x(A) = Zf;il(—l)ifi (recordemos que f_; = 1 por convencién), por lo que

(A) +1= ().

Un resultado conocido que relaciona la caracteristica de Euler con los grupos de homologia
de un complejo simplicial es el siguiente.

Teorema B.0.2. Sea A un complejo simplicial y k un campo, entonces

dim(A)

X(A) = Y (=) dim(H;(|A[; k).

1=0



Apéndice C
Conjuntos parcialmente ordenados

Destinaremos este apéndice a entender de manera combinatoria qué significa que un con-
junto parcialmente ordenado sea Euleriano, como podemos llegar con esto a las ecuaciones de
Dehn-Sommerville y qué tiene que ver la caracteristica de Euler con los complejos simpliciales
Eulerianos. La teoria contenida en este apéndice fue consultada en los libros [25] (seccién
3.8) y [5] (secciones 2.3 y 3.5).

Definicién C.0.1. Un conjunto parcialmente ordenado P (o COPO para abreviar) es un
conjunto (que por abuso de notacién también llamamos P), junto con una relacién binaria
denotada por <, que satisfacen los siguientes tres axiomas:

1. Para todo t € P, t <t (reflexividad).
2. Sis<tyt<s, entonces s =t (antisimetria).
3. Sis<tyt<uentonces s < u (transitividad).

Dos elementos s,t € P son comparablessi s <tot <s. Sis<tynoexisteu € P tal que
s < u < t, escribimos s < t. Una cadena es un COPO en el que cualesquiera dos elementos
son comparables. Un subconjunto C' de un COPO P es una cadena si C' es una cadena con
el orden heredado de P. Si la cadena t; < --- < t; cumple que t; < ;1 para todo ¢ se dice
que la cadena es saturada. Una cadena C de P se llama mazimal si no estd contenida en
ninguna otra cadena de P. La longitud de una cadena C' esta dada por {(C) = #C — 1y la
longitud (o rango) de un COPO P estd dada por

((P) := max{{(C) : C es una cadena de P}.

La longitud de un intervalo [s : t] = {u € Pls < u < t} se denota por £(s,t). Si todas la
cadenas maximales en P tienen la misma longitud n decimos que P es graduado de rango n.
En este caso existe una unica funcion de rango p : P — {0,1,...,n} tal que p(s) = 0si s
es un elemento minimal de P y p(t) = p(s) + 1 si s <t. Si s <t también podemos escribir
p(s,t) = p(t) — p(s) = €(s,t). Si p(s) =1, decimos que s tiene rango i.

Decimos que P tiene 0 si existe 0 € P tal que 0 < ¢ para todo ¢ € P y de manera similar
decimos que tiene 1 si existe 1 € P tal que t < 1 para todo t € P. Denotamos por P al
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COPO obtenido de P al agregarle 0yl (a pesar de que ya tengan alguno de estos). Por
ejemplo, si P es la cadena 1 < 2, entonces Peslacadena <1 <2< 1.

Una multicadena del COPO P es una cadena con elementos repetidos, es decir, un mul-
ticonjunto cuyo conjunto subyacente es una cadena de P. Una multicadena de longitud n la
denotaremos como una sucesién tg < t1 < --- < t,, de elementos de P.

Ahora introduciremos una herramienta algebraica que nos ayudard a explotar informacion
combinatoria en los conjuntos parcialmente ordenados.

Definicién C.0.2. Dado un COPO P, definimos el élgebra de incidencia I(P) como el
C-espacio vectorial generado por las funciones v : P x P — C tales que

a(s,t) =0 cuando s £ t.

Definimos el producto (convolucién) de «, 8 : P x P — C por

(ax B)(s,t) == Z a(r, s)B(s,t),

r<s<t
y junto con § € I(P) definida por
1 sis=t,
0(s,t) = 1
0 sis#t,
se dota a I(P) con la estructura de un C-élgebra asociativa con unidad 6. La funcidn zeta

¢ € I(P) definida por
1 sis<t
o]

0 en otro caso.

jugara un papel importante en nuestros intereses.

Proposicién C.0.1. Sea P un COPO finito y s,t € P. Entonces ("(s,t) es igual al nimero
de multicadenas s = sp < 51 < --- < s, =t de longitud n.

Ademas, si consideramos n € I(P) definida por

1 sis<t,
n(s,t) :—{

0 en otro caso,

se sigue que ¢ = 6 +n y por lo tanto
n
n n n k
) = @ =3 (1)
k=0
lo cual implica lo siguiente.

Proposicién C.0.2. Si P es un COPO finito con 0 y 1, ¢*(0,1) es un polinomio en n. Este
polinomio es conocido como el polinomio zeta de Py se denota por Zp(n) := ¢"(0,1).
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Cuando P es un COPO finito con |P| = n, se puede identificar I(P) con un subalgebra
de las matrices triangulares superiores de n x n. Con esta interpretacién se puede probar la
siguiente proposicion.

Proposicién C.0.3. Un elemento a € I(P) es invertible si y sélo si a(s,s) # 0 para todo
s€P.

De la proposicion anterior se sigue que la funcién ¢ de un COPO finito P es invertible; su
inversa es llamada la funcion de Mébius de P y es denotada por . Observemos que se puede
calcular de funcién de Mébius de manera recursiva al desarrollar la igualdad (u * {)(r,t) =
d(r,t) para todo r,t € P, lo cual nos da

W) == 3 wlst) == Y wlris)parar <t y ulnr) =1
r<s<t r<s<t

Afortunadamente se cuenta con la siguiente importante herramienta para calcular las
funciones de Mobius.

Proposicién C.0.4. (Philip Hall) Sea P un COPO finito y sea P el COPO que resulta de
anadirle 0 y 1 a P. Para todo i sea ¢; el nimero de cadenas 0 =ty < t; < --- < t; =1 de
longitud ¢ entre 0 y 1. Entonces

>

Mp(ﬁa )=co—c1t+ca—cz+-.

La importancia de la proposicién anterior es que demuestra que M(O, i) (y por lo tanto
u(s,t) para cualquier intervalo [s,¢]) puede ser intepretado como una caracteristica de Euler
y por lo tanto conecta la funcion de Mobius de P con la poderosa maquinaria de topologia
algebraica. Para ver esta conexién, recordemos que la funcién reducida de Euler de un
complejo simplicial (d — 1)-dimensional A esté definida por x(A) = Zf-l;il(—l)i fi(A).

Ahora, si tenemos un COPO P, podemos asociarle un complejo simplicial A(P) de la
siguiente forma: los vértices de A(P) serén los elementos de Py sus caras seran las cadenas
de P. El complejo simplicial A(P) es llamado complejo de orden del COPO P y de la

proposicién anterior se concluye facilmente el siguiente resultado.

Proposicion C.0.5. Sea P un COPO finito. Entonces

En general, si consideramos s,t € P con s < t, de la proposicién anterior se sigue que
pp(s,t) = X(A(s,t)) donde (s,t) = {u € Pls < u < t}.

Recordemos que la caracteristica reducida de Euler x(X) del espacio X = |A| estd definida
por

X = (~1)'rankH;(X, k),
(]

y como se menciono en el apéndice de homologia, es un hecho conocido de topologia algebraica
que X(A) = X(|Al]) por lo que si tenemos un COPO P, la funcién de Mébius pp depende
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unicamente del espacio topoldgico A(P).

Cuando tenemos un complejo simplicial T, se le puede asociar un COPO P(T") conformado
por todas las caras propias de I' ordenadas por contencién. La propiedad m&s importante
que nos interesa de este complejo es que |A(P(I'))| = |T'|. De esta propiedad y la proposicién
C.0.5 se concluye que

Proposicién C.0.6. SiI' es un complejo simplicial y P = P(I"), entonces
pp(0,1) = X(IT)).

Dado un COPO finito P, podemos observar una curiosa relacién entre la funcién de
Mbobius de P y la caracteristica de Euler del link de las caras F' € A(P). Consideremos s < t
en Py tomemos cadenas saturadas s1<sp<---<s; = syt = t1<ta<---<t, en P donde s1 es un
elemento minimal y ¢;, un elemento maximal en P. Sea F' = {s1,52,...,5;,t1,...,tx} € A(P).
Entonces, lk(F) ={G € A(P): GNF =0y GUF € A(P)} estd compuesto por las cadenas
contenidas entre s y ¢ (sin incluirlos), es decir, Ik(F) es simplemente el complejo A(s,t) (el
complejo asociado a la seccién (s,t) de P). Por lo tanto, pp = X(A(s,t)) = X(Ik(F)).

Ahora, si consideramos un complejo simplicial I' que triangula a una variedad, por re-
sultados de topologia algebraica se tiene que el link de una cara no vacia de I' tiene los
mismo grupos de homologia que una esfera o una bola de dimensién dim(lk(F')). El siguiente
corolario nos dice qué sucede en general.

Proposicién C.0.7. Sea I' un complejo simplicial. Supongamos que |I'| es una variedad
(con o sin frontera). Sea P = P(I"), entonces

0, sis#0,t =17y s estd en la frontera de |T)|

pp(s,t) = ¢ X(IT), si (s,1) = (0,1)
(=1)%GH en otro caso.

Motivados por esta proposicion, y la relacién dada entre la funcién de Mdbius y la carac-
teristica de Euler tenemos la siguiente definicién.

Definicion C.0.3. Sea P un COPO finito graduado con 0 y 1. Decimos que P es Euleriano
si para todo s,t € P, up(s,t) = (—1){h,

Recordemos que en la seccién 2.1 definimos un complejo simplicial Euleriano A como
aquel tal que para toda cara F € A, Y(F) = (—1)3mUk(F)  Se puede demostrar que si T' es
un complejo simplicial con P(F) Euleriano, entonces I' es Euleriano y que si P es un COPO
con A(P) Euleriano, entonces P es Euleriano. Utilizando esto y el teorema 2.5.2 se puede
ver que I es Euleriano si y sélo si P(T) es Euleriano.

En la seccién 2.5 demostramos utilizando herramientas algebraicas que si A (d — 1)-
dimensional es un complejo simplicial Euleriano entonces h;(A) = hgy—;(A) para todo 1 <
i < d. Sin embargo, vamos a ver como demostrar estas igualdades de manera combinatoria
utilizando que P(A) es Euleriano. Probablemente este hecho fue el que motivo a fijarse en

la propiedad de ser Euleriano.
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Recordemos que dado un COPO finito P con 0 y 1, se define su polinomio zeta de la
forma Z(P) = ¢"(0,1).

En combinatoria enumerativa es de gran interés encontrar teoremas de reciprocidad. Es
decir, supongamos que uno tiene una clase x de objetos combinatorios y una funcién f(n)
que cuenta el nimero de objetos en x de tamano n (donde con ”tamano” nos referimos a
una cantidad especifica naturlamente asociada con los objetos en x). Digamos que f(n) se
comporta de manera agradable, por ejemplo como la restriccién de una funcién polinomial.
Entonces, nos interesa calcular f(—n), ver qué nos dice de manera combinatoria y cémo se
relaciona con f(n). Este es el caso del polinomio Zp(n), por lo que aqui veremos algunas
interpretaciones que se le pueden dar a sus evaluaciones en nimeros negativos.

Para empezar, se puede calcular que

Z(*TL) = C_n(o’ i) = 0 i Z/J tOvtl t17t2) e 'H(tnfla tn)

donde la suma es sobre todas las multicadenas 0 = tog < t; < -+ < &, = 1.

Dada esta interpretacién de Z(—n), se pueden obtener otras interpretaciones al considerar
COPOS P con ciertas propiedades. Por ejemplo, si P es Euleriano (u(s,t) = (—1)/%) cada
sumando de la suma es simplemente (—1)" donde 7 es el rango de P y por lo tanto Zp(—n) es
igual a (—1)" por el nimero de multicadenas de tamano n que empiezan en 0y terminan en 1,
lo cudl es igual a ¢"(0,1) = Zp(n). Por lo tanto tenemos el siguiente teorema de reciprocidad.

Teorema C.0.1. Sea P un COPO FEuleriano de rango r. Entonces
Zp(—n)=(=1)"Zp(n).

Una equivalencia que a veces resulta 1til es que P es Euleriano si y sélo si para todo s < t,
el intervalo [s, t] tiene la misma cantidad de elementos de rango par que de rango impar. Un
ejemplo conocido de un COPO Euleriano es el latice de caras ®(P) de un politopo P. En este
caso podemos ver que Zg(p)(n) es el niimero de multicadenas l=F<FK<---<F,=P
formadas por caras de P. Utilizando algunos trucos se puede demostrar a partir del teorema
C.0.1, la siguiente proposicion.

Proposicion C.0.8. Para un politopo simplicial P d-dimensional y todo 0 < j < d,
d d ke
S0 (n) e l_z W3 (-1 ()f
k=0 k=j J

Fijandonos en los coeficientes de n/ en ambos lados, la igualdad anterior implica que para
todo 0 < j < d se cumplen las relaciones de Dehn-Sommerville

(1)l = i(—l)k(’;) fir,

k=j

En la prueba de la proposicién C.0.8 sélo se utiliza que ®(P) es Euleriano y que las caras de
P son simplejos por lo que el resultado se puede extender a el COPO de caras de un complejo
simplicial A Euleriano.
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