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El Punto Critico de la Cromodinamica Cuantica
para Sistemas Parcialmente Termalizados

Victor Knapp Pérez

Resumen

La cromodindmica cuéntica (QCD) es la teoria que describe a los componentes de
los hadrones conocidos como quarks y a sus mediadores de fuerza conocidos como
gluones. Dicha teoria exhibe una transicién a altas temperaturas o densidades lla-
mada transicién quiral, la cual es responsable de las masas de los hadrones ligeros.
En el presente trabajo se presenta un estudio de la transicién quiral a partir de un
modelo efectivo conocido como modelo sigma lineal acoplado a quarks que emula
la transicion de QCD. Se presenta el cédlculo del potencial efectivo de dicho modelo
para clasificar las transicién alrededor del diagrama de fase como crossover o de pri-
mer orden y asi localizar el punto terminal critico (CEP). Ademds, se presentan las
correcciones a las constantes de acoplamiento del modelo. Debido a que la bisqueda
experimental de dicho punto recurre a colisiones de iones pesados relativistas, es
importante incluir efectos caracteristicos de sistemas parcialmente termalizados, es
decir efectos generados por considerar un volumen y nimero de particulas finitos.
Para esto, se usara el formalismo de superestadistica, el cual toma en cuenta que
el sistema esta formado por diferentes subsistemas que pueden presentar diferentes
temperaturas y potenciales quimicos. Con esto en mente, se calcularan las correccio-
nes al CEP dado por la superestadistica y se discuten los resultados obtenidos. Se
encontro que las desviaciones del CEP dadas por las superestadistica con respecto al
CEP sin superestadistica son a lo mas del orden de 0.1 MeV en el eje del potencial

quimico de quarks. Este trabajo es parte del articulo publicado en [I] .



Capitulo 1

Introduccion

Fue en la antigua Grecia cuando el filésofo Demdcrito propuso el término dtomo
para describir una unidad indivisible de la cual todo lo que nos rodea esta hecho.
Fue esta la idea que impulsdé a numerosos cientificos tales como Dalton, Thomson,
etc. a proponer cada uno su modelo de la materia. La idea basica que se nos ensena
a la mayoria en la educacién elemental retrata a la materia compuesta por dtomos,
los cuales estan hechos de protones y neutrones indivisibles acumulados en el centro,
mientras los electrones indivisibles orbitan alrededor de éstos en una visiéon similar
al de un sistema solar. Esta imagen es errénea e incompleta. Es errénea ya que los
electrones no tienen una posicién definida como los planetas en el sistema solar sino
que se describe a través de una funcién de onda. Y es incompleta debido a que
nunca nos mencionan que los protones estan a su vez hechos de otras particulas. En
los anos 60s y 70s se descubrié que el protén estaba hecho de objetos més funda-
mentales llamados quarks y que éstos estan unidos en el niicleo atémico debido a la
fuerza nuclear fuerte la cual a su vez estd mediada por bosones de norma llamados
gluones. La teoria actual que describe a la fuerza nuclear fuerte se le conoce como
Cromodindmica Cudntica o QCD, por sus siglas en inglés “Quantum Chrmodyna-
mics”. La QCD es una teoria cuantica de campos. Esta propone que los quarks son
excitaciones de un campo de Dirac, mientras que los gluones son excitaciones de un
campo de espin 1 similar al campo de Maxwell. Sin embargo, a diferencia de los
fotones, los gluones interactian entre si a través de la carga de color que se presenta

en tres variedades que se pueden llamar, por ejemplo, rojo, azul y verde. Ademas,
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la fuerza nuclear fuerte, siendo la mas intensa de las fuerzas conocidas, presenta
el fenémeno de confinamiento. Este fenémeno consiste en que en la naturaleza no
observamos quarks o gluones libres sino en grupos con carga de color neta cero. En
estos grupos de quarks y gluones encontramos que la diferencia entre quarks y anti-
quarks son 2 (para mesones) o 3 (para hadrones). A estos quarks se le conocen como
quarks de valencia. A pesar del confinamiento, se cree que a muy altas temperaturas
o muy altas densidades baridnicas es posible desconfinar a los quark y gluones para
tener un nuevo estado de la materia llamado plasma de quarks y gluones o QGP,
por sus siglas en inglés “Quark-Gluon Plasma”, en donde los quarks no forman ha-
drones o mesones [2]. Este cambio de estado de la materia puede corresponder a
una transicién termodindmica. Ademads, puede existir otra transicién de interés en
la QCD llamada transicion quiral. Esta se cree da lugar a la masa de los hadrones
ligeros a partir de los quarks ligeros (la masa de los quarks ligeros estén en el rango
2 — 100 MeV, mientras que la masa de los hadrones ligeros es del orden de 1 GeV).
O inversamente, da lugar a la masa de los quarks ligeros a partir de los hadrones
ligeros. Esta transicién es el objeto de estudio de este trabajo. Se cree que a den-
sidades baridnicas cercanas a cero y temperaturas altas la transicion quiral fue del
tipo crossover mientras que a temperaturas bajas y densidades bariénicas grandes
la transicién quiral se conjetura es de primer orden, tal como es revisado en [3]. El
punto en el que la transicién pasa (supuestamente) de ser un crossover a primer or-
den se le conoce como punto terminal critico CEP, por sus siglas en inglés, “Critical
End Point”, o simplemente punto critico. Es importante recalar que la existencia de
este punto ain es objeto de estudio.

Debido a la naturaleza no-perturbativa de la QCD, salvo a altas energias, no
nos ha sido posible estudiar tal teoria de la misma manera en la que estudiamos la
electrodinamica cuantica. Computacionalmente, una de las herramientas mas usa-
das actualmente es la de Lattice QCD [4H9]. Sin embargo, el problema del signo
[10] ha hecho dificil el estudio de las transiciones de fase de QCD a densidades
bariénicas finitas. Es por esto que varias alternativas han sido usadas para poder
estudiar la dindmica de los quarks, gluones y, en particular, de la transicién quiral.

Por esta razon es que también se ha optado por alternativas tedricas. Algunas de
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estas alternativas son el uso de las ecuaciones de Dyson-Schwinger [ITHI4], técnicas
hologréficas [I5HIg], reglas de suma [19, 20] y modelos que emulan QCD tales como
el modelo Nambu-Jona-Lasinio, [21H25], y el modelo sigma lineal acoplado a quarks
[26-28] que serd usado en este trabajo.

Experimentalmente, el estudio de la transicion quiral y de la transicién de des-
confinamiento se ha realizado principalmente en los experimentos de colisiones de
iones pesados relativistas. Tales experimentos se empezaron a realizar en el acelera-
dor conocido como “Alternating Gradient Synchroton” (AGS) en Brookhaven y en
el “Super Proton Synchroton” (SPS) en el CERN a energias de centro de masa 5
y 17 GeV por nucleén respectivamente. Después, se realizé el experimento ALICE,
por sus siglas en inglés “A Large Ion Collider Experiment”, a energias de 2.76 TeV.
Ademas, también se realizaron los experimentos PHENIX y STAR en RHIC, por
sus siglas en inglés “Relativistic Heavy Ion Collider”, en Brookhaven con energias
entre 7.7 GeV y 39 GeV para PHENIX y de 62.4 GeV para STAR [29, 30]. Algunos
de los futuros laboratorios donde se llevaran a cabo este tipo de experimentos son,
por ejemplo, el “Facility for Antiprotons and Ion Research” (FAIR) en Alemania [31]
y el “Nuclotron-based Ion Collider fAcility” (NICA) en Rusia [32].

Debido a que el CEP de la QCD se conjetura esta a densidades bariénicas altas,
la busqueda experimental de dicho punto se realiza en las colisiones de iones pesados
relativistas. En estos sistemas es importante considerar posibles fluctuaciones termo-
dindamicas en el sistema. Por esta razon, es importante estudiar las transiciones de la
QCD en un escenario fuera del equilibrio termodindmico. La superestadistica [33),[34]
es un formalismo para estudiar sistemas termodindmicos que presentan fluctuaciones
espaciales en alguna de las variables intensivas como la temperatura o el potencial
quimico. En un trabajo previo [35] se ha estudiado el comportamiento del CEP en
este escenario cuando se consideran solamente fluctuaciones en la temperatura. Es el
objetivo principal de estudio de este trabajo determinar el comportamiento del CEP
cuando se consideran fluctuaciones tanto en la temperatura 7' como en el potencial
quimico bariénico ug o, de manera equivalente, en la densidad bariénica usando el
formalismo de superestadistica junto con el modelo sigma lineal acoplado a quarks

LSMq, por sus siglas en inglés “Linear Sigma Model Coupled to Quarks”.
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El presente trabajo se divide de la siguiente manera. En el capitulo[2|se presentan
los conceptos basicos de la teoria de la QCD para entender el rompimiento de la
simetria quiral. En el capitulo [3]| se describe la teoria de las transiciones de fase de
Landau para poder establecer la conexion entre el rompimiento de la simetria quiral
en QCD. Ademsds, se presenta el Diagrama de Fase de QCD, el cual es un gréafica
que muestra las diferentes transiciones de QCD en un plano T-ug. En el capitulo
se explica el formalismo de la superestadistica y se aplica al potencial efectivo
de cualquier teoria cuantica de campos. En el capitulo [5| se da una introduccion
a la teorfa térmica de campos. En el capitulo [6] se define el LSMq, se presenta el
calculo de su potencial efectivo en las aproximaciones de alta y baja temperatura asi
como las correcciones a las constantes de acoplamiento a alta y baja temperatura.
En el capitulo [7] se analizan las correcciones dadas por la superestadistica al CEP.
Finalmente, en el capitulo[§]se dan las conclusiones obtenidas de este trabajo. En este
trabajo se usaran unidades tales que h =1, ¢ = 1, k;, = 1, en donde A es la constante

de Planck reducidad, c la velocidad de la luz y k;, la constante de Boltzmann.



Capitulo 2

Introduccion a QCD

En este capitulo se discute la dinamica de los quarks y de los gluones dados por
el Lagrangiano de QCD. Se discuten las simetrias de QCD con énfasis en la simetria
quiral y como ésta es rota espontaneamente y explicitamente. Al final se discute la

libertad asintética y el desconfinamiento.

2.1. El Lagrangiano de la QCD y sus simetrias

La QCD es una teoria cudntica de campos con simetria de norma SU(3)¢, donde
la C significa de color. Los quarks son particulas masivas de espin 1/2 por lo que
son excitaciones de un campo de Dirac ¢. Los quarks pertenecen a la representacion
fundamental del grupo SU(3)¢ y los antiquarks v son el complejo conjugado de la
representacion fundamental de SU(3)¢. En la naturaleza hay seis sabores de quarks
llamados up, down, strange, charm, bottom y top, por lo que hay seis campos de
Dirac por los quarks. Sin embargo, dependiendo de la escala de energia puede ser
que se manifiesten fisicamente menos quarks, a pesar de que los campos de los seis
quarks estén ahi. Por lo que se denota al nimero de sabores que se manifiestan como
Ny.

Los gluones son los bosones de norma no masivos y pertenecen a la represen-
tacién adjunta del grupo SU(3)c. Debido a que la dimensién de la representacion
fundamental de SU(3)c es tres, entonces existen tres tipos de quarks para cada

sabor que representan los tres tipos de carga de color cominmente conocidas como

5
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azul, verde o rojo. Ademads, como la dimensién de la representacién adjunta es ocho,
entonces hay 8 tipos de gluones. Todo esto se resume en el Lagrangiano [36H38] dado

por

Lo qm, (2.1)

Ny
Locp = Y Ui (0,8 +ig AL) — mid™ )l — G,

i=1

en donde

Go, = 0 AT — 0,A% + g, faﬂffAfjAg, (2.2)

con Azb = AZ(Tg)ab el tensor gluonico; los indices de color de los quarks son a,b =
1,2, 3; los indices de color de los gluones son «,,0 = 1,2,---,8; y los indices
w,v = 0,1,2,3 son indices espacio-temporales; gs es la constante de acoplamiento
de QCD, m, representa las masas de los Ny quarks y 7, son las matrices de Gell-
Mann. El campo vectorial A, representa el campo gluénico y los campos de Dirac v,
representan los i quarks. Ademds, f*5% se conocen como las constantes de estructura
del algebra de SU(3). Debido a que SU(3) es un grupo de Lie no Abeliano, se puede

definir a cualquier representacion T del algebra de SU(3) con los conmutadores

[T, TP = if*P°T,. (2.3)

En este caso la representacion escogida es la representacion fundamental que corres-
o 1%
ponde a T = %-.

El Lagrangiano de (2.1 es invariante bajo las transformaciones dadas por

i(@) = ey (), (2.4)

en donde 6; es un angulo global para cada uno de los j = 1,2,---, Ny sabores.
Debido al Teorema de Noether, sabemos que para cada transformacion global que
deja invariante el Lagrangiano de una teoria de campo, existe una carga conservada.
En este caso, la carga conservada es el nimero cudntico de sabor para cada uno de
los N sabores. Por lo que en interacciones donde sélo actia la fuerza nuclear fuerte
el sabor de los quarks en una reaccién no cambia.

Otras simetrias [39] importantes del Lagrangiano de QCD son las simetrias
discretas de paridad P, inversién temporal 7', conjugacion de carga C', simetria de

Poincaré, y la simetria de norma de SU(3)¢. Es decir, que las situaciones en donde
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solo hay interaccién nuclear fuerte podemos intercambiar las coordenadas espaciales
¥ — —& (simetria P), la coordenada temporal t — —t (simetria 7') o cambiar la
materia por la antimateria, y viceversa (simetria C'), de manera independiente y en
cualquier combinacién sin notar un cambio fisico. También las interacciones fuertes
son invariantes bajo el grupo de Poincaré, es decir rotaciones espaciales, boosts de
Lorentz, y traslaciones. Y por supuesto, la fuera nuclear fuerte es invariante bajos
transformaciones locales del grupo de color SU(3)c¢.

Ademas, si la masa de los quarks m; es igual para todos los quarks, entonces el

Lagrangiano (2.1)) es invariante bajo las transformaciones del grupo SU(Ny) dadas

por
—iaA AyJ
gi > ) = e Ty,
b = O = P T (2.5)
en donde A =1, --- ,NJ% — 1y T# son matrices de Ny x N que corresponden a

los generadores del grupo SU(Ny), las cuales se pueden elegir como las matrices de
Gell-Mann para SU(3) (o a las matrices de Pauli para SU(2)).

De acuerdo al teorema de Noether, existen Nf2 — 1 corrientes conservadas jlf ()
que dan lugar al mismo ntimero de cargas conservadas Q“(z). Las cargas conservadas
siguen el algebra de SU(Ny), que de manera andloga a SU(3) en la ec. siguen
los conmutadores

[QA, QP] = ihABCQC, (2.6)
con hBY las constantes de estructura de SU(N;) y A,B,C =1, - ,N7 — 1. No
obstante, las masas de los quarks no son iguales. Es comun dividir a los quarks en
dos grupos: los quarks ligeros que son los quarks up, down y strange cuya diferencia
es del orden de ~ 90 MeV, vy los quarks pesados que son el bottom, charm y top.
Es posible considerar la simetria de sabor dada, por las transformaciones de la ec.
, de manera aproximada si la diferencia de masas es menor a la escala de QCD
Agep ~ 300 MeV [38]. De acuerdo a los recientes valores de las masas registrados
en el PDG (“Particle Data Group”) [40], la minima diferencia de masa en el grupo
de quarks pesados es de ~ 1 GeV. Por lo tanto, la simetria de sabor SU(Ny), sélo

puede existir aproximadamente para los quarks up y down, o los tres quarks ligeros.
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Por otro lado, es posible definir otro tipo de transformaciones llamadas transfor-

maciones axiales dadas por
—iaA(TAY!
i = ) = ey,
i — P = QEJ‘,‘?MA(TA){%' (2.7)

Usando las transformaciones axiales (2.7) con un dngulo infinitesimal da”* en el

Lagrangiano ([2.1)) con masas iguales m; = m se obtiene
L — L+ 2iméa ' (T ap;. (2.8)

Por lo que la simetria axial sélo es posible si las masas de los quarks son cero.
Suponiendo por un momento que son cero, por el teorema de Noether obtenemos
N ]? — 1 corrientes conservadas jgi(x) con sus correspondientes cargas conservadas
Q4. A diferencia de las cargas conservadas de sabor, las transformaciones axiales no
cumplen reglas de conmutacion similares a las de (2.6)) y, por lo tanto, no forman un
dlgebra de Lie. Sin embargo, es posible definir las cargas izquierdas Q4 y derechas
Q4 como

Ol = 5@ -, Qb= +ad) (2.9

las cuales cumplen los conmutadores
[Q7, Q7] = ih*PCQE, [Qr, QF] = ih*PCQ%, Q. QF) =0. (2.10)

Por lo tanto, las nuevas cargas conservadas izquierdas y derechas cumplen el algebra
de SU(Ny) de manera independiente, pues no se mezclan entre si. Asi, se define el
grupo quiral como el grupo formado por las transformaciones izquierdas y derechas
SU(N¢)xSU(Ny)g. Es una simetria de QCD si las masas de los quarks son cero. Sin
embargo, debido a que las masas de los quarks no son cero en la naturaleza, entonces
la simetria es rota explicitamente pero ya que las masas de los quarks ligeros son

mucho menores que la escala Agep, entonces es una simetria aprorimada.
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2.2. Consecuencias del rompimiento de la simetria
quiral

Una carga conservada () cuanticamente es un operador que actia sobre los esta-
dos de la teoria. Todos los operadores de un grupo de simetria U se pueden expresar

como

U =e @ (2.11)

Si hacemos una transformacién infinitesimal, es decir con || < 1, en un campo

cuantico ¢, entonces la transformacion del grupo de simetria se convierte en

U6 = 6 +i0(Q. 6]~ S 1Q.1Q.6l) + -+ 212
en donde se ha usado el teorema de Baker-Campbell-Hausdorff [41].
Asi, definimos a la transformacién infinitesimal d¢ del campo cuantico dada por
() como
a[Q, ¢] = d¢. (2.13)
Hay dos tipos de simetrias. El primero se le conoce como modo de Wigner-Weyl
y se lleva a cabo cuando el operador del grupo de simetria deja invariante el vacio,

es decir

U|0) = |0). (2.14)

Al segundo se le conoce como modo de Nambu-Goldstone y ocurre cuando el vacio

no es invariante bajo el operador del grupo de simetria,
U |0) # |0) . (2.15)

Desarrollando, U = 1 —ia(Q para |a| < 1, se obtiene que los modos de Wigner-Weyl

y Nambu-Goldstone corresponden a
Q10) =0, (2.16)

Q10) # 0, (2.17)

respectivamente.
Fue demostrado por Vafa y Witten [42] que las simetrias de sabor de la seccién

pasada ocurren en el modo de Wigner-Weyl. Como los operadores Q4 y Q2 tienen
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paridades opuestas, si las simetrias axiales fueran realizadas también en el modo
de Wigner-Weyl, entonces se esperaria que todos los hadrones ligeros tuviesen un
companero de paridad opuesto y con masa aproximadamente la misma, pues la
simetria quiral es aproximada. Sin embargo, como se ve en la Figura[2.1] la diferencia
de masas entre los companeros de paridad es muy grande como para considerarlos
estados de un multiplete de paridad. Por ejemplo, la masa de los piones esta entre
135 —139 MeV y la masa del posible bosén sigma se ha predicho que es de al menos
400 MeV [40]. Asi, la simetria axial se realiza en el modo de Nambu-Goldstone y
se dice que la simetria quiral se ha roto cuasi-espontineamente. El adjeivo “cuasi”
se debe a que la simetria no es exacta debido a las masas distintas de cero de los
quarks ligeros. Por lo tanto, sélo es una simetria aproximada, la cual se ha roto

cuasi-espontaneamente.

Mass ¢t 8=0 B=1
oV | a A
P o
Gap
L 9 St
—_
O "
Vacuum

Figura 2.1: Masas de los hadrones menos masivos con sus respectivos candidatos a

compaineros de paridad [3§].

Por el teorema de Goldstone, por cada simetria continua rota espontaneamente
se espera la aparicién de un bosdn de Goldstone no masivo con las mismas carac-
teristicas que el operador de la simetria que se ha roto espontaneamente, éstas son

las de un bosén pseudoescalar. Para el caso de Ny = 2, el nimero de bosones de
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Goldstone son 3 y corresponden a los tres piones m, 7, 7_. La masa de los piones
y su pequena diferencia entre si se debe a la masa diferente de cero y diferente entre
los quarks up y down. Por lo tanto, los piones son pseudobosones de Goldstone. El
fenomeno de rompimiento espontaneo de la simetria y la apariciéon de bosones de

Goldstone se verd mas a fondo en el Capitulo

2.3. Libertad asintética y confinamiento

Dos de las caracteristicas mas importantes de QCD son la libertad asintética y
confinamiento. El confinamiento es la agrupacién de los quarks y gluones en conjun-
tos con dos (mesones) o tres (bariones) quarks de valencia que tienen carga de color
neta cero o blanca. Este mecanismo se debe al hecho de que los gluones interactian
entre si y al corrimiento de la constante de acoplamiento de QCD ay = g,/4, el
cual genera un potencial lineal en distancias del orden de 2 1 fm, por lo que separar
un grupo de quarks en quarks libres requeriria energia infinita [43] [44]. Se puede

analizar la constante de acoplamiento a orden de un lazo que esta dada por

o, (f°)
as(@Q%) = 1IN, —2N ~ o’ (2.18)
14+ —5—Fas(i?)In(Q?/i?)
en donde @) es el momento transferido, i es una escala de energia de referencia,

N, = 3 es el nimero de colores en QCD [38]. Para que la ec. (2.18)) sea vélida, se

asume que la escala de referencia /i es mucho méas grande que el momento transferido
Q) para que se puedan hacer calculos perturbativos. De la ec. vemos que cuando
Q? crece, a,(Q?) disminuye, y viceversa. A este fenémeno se le conoce como libertad
asintotica. Si se define Agep como la escala a la que el denominador de se
hace cero, entonces

_ 127 _
Ajop = ple RNt (2.19)

Asi, Agep depende del esquema de renormalizacién usado. En el esquema de re-
normalizacion de substraccién minima modificada o M .S, por sus siglas en inglés
“Minimal Substraction” Agep ~ 300MeV [38]. La constante de acoplamiento se

escribe en términos de Agep como

B 127
11N, — 2N In(Q?/Adcp)

(2.20)

Qs
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El régimen en donde Q* >> A% qp se conoce como el régimen perturbativo. Cominmen-
te se toma a partir de Q? ~ 1GeV . La constante de acoplamiento de QCD disminuye
conforme la transferencia de momento aumenta. Este comportamiento se muestra en
la Figura Sin embargo, para Q* < A p, es decir en el régimen no-perturbativo,
a pesar de ya contar con estudios sobre esto, atin no hay consenso sobre el compor-
tamiento de a,(Q?). Representa uno de los retos actuales de la fisica de particulas
contemporanea. Conocer el comportamiento de a a bajas energias podria ayudar
a poder establecer teéricamente el mecanismo de confinamiento el cual también se
desconoce. A pesar de que una constante de acoplamiento grande es necesaria para
que ocurra el confinamiento, aun no se sabe si o, se congela en un valor fijo a bajas

energias o se va hacia infinito [45].

April 2016
T decays (N3LO)
DIS jets (NLO)
Heavy Quarkonia (NLO)
e*e” jets & shapes (res. NNLO)
e.w. precision fits (N3LO)
pp—> jets (NLO)
pp —> tt (NNLO)

ay(Q?)

03}

4 <« © O 0O P> «

QCD 05(M,) = 0.1181 + 0.0011
| IOIO IOIOO

1 0 [Gev]

Figura 2.2: Corrimiento de la constante de acoplamiento de QCD a; predicho teori-

camente junto con algunas mediciones [40)].

Hemos visto en este capitulo que los quarks presentan dos fenémenos importan-
tes, el rompimiento espontaneo y explicito de la simetria quiral y el de confinamiento.
Como se mencioné en la Introduccion, a muy altas energias, los quarks se descon-

finan debido a que la constante de acoplamiento disminuye drasticamente, es decir,
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la existencia de estados de particula con carga de color no neutra es posible. Asi,
el cambio de estado de la materia de confinada a desconfinada o con simetria qui-
ral rota a restaurada representan transiciones termodindamicas cuando se toman en
cuenta la temperatura y el potencial quimico bariénico del sistema. Conocer cémo
se realizan estas transiciones es de suma importancia para el estudio de materia
nuclear, el estudio del universo temprano y objetos astronémicos como las estrellas
de neutrones. Toda esta informacién de las transiciones de fase de QCD se puede

organizar en el Diagrama de Fase de (QCD que se presenta en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Diagrama de Fase de QCD

En este capitulo se presenta la teoria de transiciones de fase de Landau nece-
saria para entender las posibles transiciones termodindmicas de QCD. Después, se
presentan las diferentes transiciones en QCD y sus respectivos parametros de orden.
Luego, se presenta el conjeturado diagrama de fase de la QCD correspondiente a la

transicién quiral.

3.1. Teoria de Landau y transiciones de fase

Las transiciones de fase ocurren desde la ebullicion del agua liquida a gaseosa en
nuestro dia a dia hasta fenémenos mas exdticos como la transicion de helio liquido
a un superfluido. En todas las transiciones de fase la caracteristica comun es la
aparicién de no-analiticidades (discontinuidades o infinitos) en las derivadas de la
energia libre del sistema termodinamico. Fisicamente, se puede interpretar estas
no-analiticidades como cambios abruptos fisicos en el sistema. Otro componente en
comun en las transiciones de fase que Landau descubrié es que posen un pardmetro
de orden m. Un parametro de orden es una funcién que depende de las variables
termodindmicas intensivas, (tales como la temperatura, potencial quimico, densidad
de magnetizacion, etc.) que toma un valor fijo (cominmente se escoge de manera
que sea cero) en una fase y cambia de valor en la otra fase. Un ejemplo de pardmetro
de orden es la magnetizacion en un sistema de espines en dos dimensiones sin campo

externo H = 0, el cual estd compuesto por una cuadricula en donde cada punto hay

14
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un espin que puede apuntar hacia arriba o hacia abajo. Si denotamos a un espin
arriba como s; = +1 y un espin abajo como s; = —1 en el sitio ¢ de la cuadricula,

entonces el Hamiltoniano del sistema esta dado por
H = —JZSiSj — sti’ (31)
(ig) i

en donde el simbolo (ij) significa que se tomard el promedio sobre los vecinos en la
cuadricula més proximos y J es un pardmetro real distinto de cero que cuantifica la
interaccion entre los espines [46]. Este sistema con el hamiltoniano se conoce
como modelo de Ising. El sistema exhibe una transicién de fase a la temperatura
critica T, y consiste en que para T < T, la mayoria de los espines del sistema
apuntaran en la misma direccion ya sea hacia arriba o hacia abajo como se muestra
en la Figura y para 1" > T, no habrd ninguna mayoria de espines del sistema
apuntando hacia arriba o abajo como se ve en la Figura|3.1b| En este caso podemos
identificar el pardametro de orden con la magnetizacion M. La magnetizacién M esta

dada por

1 1 0lnZ

en donde N es el nimero de sitios en la reticula, 5 = 1/T y Z es la funcién de

particion dada por

Z =Y e Prhil (3.3)
{s:}

en donde el simbolo {s;} denota la suma sobre todos los posibles estados del sistema
con los diferentes s; en cada sitio.

Como se mencioné al principio de esta seccién, las transiciones de fase exhiben
una no-analiticidad en su energia libre. En el caso del modelo de Ising una cantidad
que cambia de manera discontinua es el calor especifico. Como el calor especifico
es la segunda derivada de la energia libre respecto a la temperatura, entonces esta
ocurriendo una transicion de fase. Ademas, sera de segundo orden como se justificard
mas adelante.

Otro punto importante de la transiciéon de fase exhibida en la Figura [3.1] es
que para temperaturas mayores a la temperatura critica existe una simetria dado

que el sistema se mantiene invariante si cambiamos arriba por abajo. Sin embargo,
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(a) Modelo de Ising con magnetiza- (b) Modelo de Ising con magnetiza-

cion M #0aT <T,. cion M =0aT >T..

Figura 3.1: Cambio de la magnetizaciéon en el modelo de Ising de dos dimensiones

debido a la temperatura.

para temperaturas menores a la temperatura critica si se puede diferenciar el arriba
del abajo pues la mayoria de los espines apuntan en una direccion preferida. Este
fenémeno es el mismo que nos encontramos en la seccién y sucede que se ha
roto una simetria de forma espontanea. Asi, Landau establecié que en ciertos casos
se puede relacionar una transicion de fase con el rompimiento espontaneo de una
simetria.

Una vez establecido la definicién de parametro de orden y céomo se aplica a las
transiciones de orden, se usara para clasificar las transiciones de fase. Las transiciones
de fase se pueden clasificar como de primer orden si el parametro de orden cambia
discontinuamente y de seqgundo orden si lo hace de forma continua [47]. Por ejemplo,
la transicién de la Figura [3.1] es de segundo orden porque el pardmetro de orden,
que en este caso es la magnetizacién, cambia de forma continua desde cero, como se
ve en la Figura(3.2al Por otro lado, si tenemos el sistema de espines de la Figura 3.1
con un campo magnético externo H # 0 tenemos las curvas de la Figura [3.2b Si
variamos el campo magnético externo H de positivo a negativo vemos que tenemos
un brinco discontinuo del pardmetro de orden que en este caso es la magnetizacion.
Ademas, es importante recalcar que para H # 0 la transicién de primer orden no
pasa de un estado con simetria restaurada a uno con simetria rota, sino que en ambos

casos la simetria ya estd rota. Esto refleja el hecho de que no todas las transiciones
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M M

H>0
N

—J
H<0 T

T. T

(a) Magnetizacién M como funcién (b) Magnetizacién M como funcién

de la temperatura T sin campo de la temperatura 7T con campo

magnético externo H = 0 [46). magnético externo H # 0 [46].

Figura 3.2: Magnetizacion en el modelo de Ising dos dimensional.

se pueden asociar con el rompimiento espontaneo de una simetria.

Toda la discusién hecha sobre las transiciones de fase en el modelo de Ising en dos
dimensiones y volumen infinito se puede resumir de manera comoda en el diagrama
de fase del modelo de Ising mostrado en la Figura [3.3al La linea negra en H = 0
representa las variables intensivas en donde la transicion es de primer orden mientras
que el punto en 7' = T, llamado punto critico representa las variables intensivas en
donde la transicion es de segundo orden. Ademds, para conectarlo con un ejemplo
familiar se presenta el diagrama de fase de la transicion del agua entre sus estados
gaseoso y liquido en la Figura[3.3b] Anédlogamente a la transicién del modelo de Ising
en dos dimensiones, la linea en la Figura representa las variables intensivas en
donde la transicién es de primer orden, mientras que en el punto critico (CP por
sus siglas en inglés “Critical Point”) la transicién es de segundo orden. Ademads, a
diferencia del diagrama del modelo de Ising de la Figura [3.3a] se pueden etiquetar
regiones enteras del diagrama de fase del agua en donde el estado del agua es gaseoso
o liquido.

Algo importante a notar en el diagrama [3.3b] es que mas alla del punto critico ya
no hay una transicién de fase real. Sin embargo, algunas investigaciones [48] afirman
que existe un cambio drastico en el comportamiento de algunos fluidos en esta zona.

Este cambio drastico se observa al cruzar lo que se conoce como linea de Widom.
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H P
Liquido
Gas
T. T T
(a) Diagrama de fase del modelo de (b) Diagrama de fase de la transi-
Ising en dos dimensiones. cién liquido/gas.

Figura 3.3: Diagramas de fase.

Para una transicién de gas a liquido a una presién constante menor a la del punto
critico del agua, existe una divergencia en el calor especifico y una discontinuidad
en la densidad del fluido caracteristica de una transiciéon de primer orden. Para
una transiciéon a lo largo de la linea de Widom, se observa que la divergencia del
calor especifico se convirtiéo en un maximo y la discontinuidad en la densidad en un
punto de inflexién, el cual corresponde a un méximo en la derivada del parametro
de orden con respecto a la temperatura [49, 50]. Asi, es convencional fijar la pseudo-
temperatura critica de la linea de Widom como la temperatura a la cual la capacidad
calorifica y la derivada del parametro de orden tienen un méximo. Se dice que
al cruzar esta pseudo-temperatura critica ocurre un crossover. Sin embargo, para
temperaturas y presiones mucho mayores que la critica ya no coinciden los puntos
en los que el calor especifico tiene un maximo y en el que el pardmetro de orden
tiene un méximo por lo que obtenemos el diagrama que se observa en la Figura 3.4

Para analizar cuantitativamente el fenémeno de rompimiento espontaneo de la
simetria en el contexto de transiciones de fase es conveniente escribir la energia libre
F en términos del pardametro de orden. Se supone que la energia libre se puede
escribir en series de potencias del pardmetro de orden m [46]. Para el caso de la
transicién de segundo orden del modelo de Ising en dos dimensiones sin campo

magnético externo se puede escribir como

F(T;m) = Fy(T) + a(T)m? + b(T)ym* + - - -, (3.4)
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Figura 3.4: Diagrama de fase de la transicién liquido/gas extendido en donde se
muestra las lineas del crossover. En rojo es la linea a la cual ocurre el maximo en
la derivada de la densidad respecto a al temperatura y en azul la linea en la cual

ocurre el méaximo en el calor especifico [51].

en donde la serie solo contiene términos con potencia par de m ya que son los que
dejan invariante a la energia libre del sistema bajo el intercambio m — —m. La
condicién que da la energia libre en equilibrio es

OF

F 0. (3.5)
El parametro de orden es cercano a cero cuando la temperatura es cercana a la
critica. Por lo que podemos truncar la serie de la ec. a orden cuartico. Se
trunca hasta el orden cuartico y no cuadratico por la siguiente razéon. Asumiendo
que b(T") > 0, entonces los valores de m que minimizan la energia libre dependen del

signo de a(T'). Para a(T") > 0 la tnico solucién real es m = 0 como se observa en la

Figura . Sin embargo, para a(T) < 0 existen dos soluciones estables dadas por

m = i\/%, (3.6)

tal como se ve en la Figura [3.5D] Asi, el proceso de la Figura [3.5] revela que para
temperaturas mayores a la critica la simetria m — —m se mantiene pues el valor en
equilibrio del pardmetro de orden es m = 0, pero para temperaturas menores a la

critica hay dos posibles valores del parametro de orden dados por la ec. (3.6). Pero
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F F

(a) Energia libre para T > T.. (b) Energia libre para T < T.

Figura 3.5: Energia libre en una transicion de segundo orden

el sistema solo escoge uno de ellos y asi, la simetria se ha roto espontaneamente.
El término cuartico es necesario para observar este rompimiento espontaneo de la
simetria. Ademas, la no analiticidad de la energia libre se puede observar si se
reemplaza el valor en equilibrio del parametro de orden, esto da las energias libres

en equilibrio F(T') dadas por

Fo(T). T >T,.
F(T) = (3.7)

a 2
Fo(T) - §35, T <T.

La primera derivada de la energia libre de Helmholtz es continua e igual a F{(7T%)
en la temperatura critica ya que como se observa en la Figura|3.5| se tiene que tener
que a(T,) = 0. Sin embargo, la segunda derivada de la energfa libre es discontinua
pues a'(T,) # 0.

En el caso de las transiciones de primer orden del modelo de Ising en dos dimen-
siones con campo externo H # 0, se incluyen los términos con potencias impares de

m ya que en esta transiciéon no hay rompimiento espontaneo de la simetria
F(T,H;m) = Fo(T, H) + (T, HYm + a(T, H)ym? + B(T, H)m* + b(T, H)m*, (3.8)

en donde ahora los coeficientes también dependen del campo externo H [46]. En
este caso, la forma de la energia libre se ve como en la Figura Para H # 0
los términos impares de hacen que uno de los minimos sea global y el otro
local. Fisicamente, el sistema se encuentra sélo en el minimo global. Sin embargo,

justo en el campo magnético externo critico H = 0, los dos minimos son globales
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F F
H<0

H>0

(a) Energfa libre para H > 0. (b) Energia libre para H < 0.

(c) Energia libre para H = 0.

Figura 3.6: Energia libre en una transiciéon de primer orden.

ya que estan a la misma altura, lo que significa que ambas fases coexisten. Este
comportamiento es el propio de una transicién de primer orden. En el caso mas
familiar de la transicién liquido/gas del agua se traduce a que las dos fases coexisten
en la temperatura critica y por eso es que la temperatura no cambia hasta que todo
el liquido se ha evaporado.

A pesar de que las energias libres vistas en las Figuras y se obtuvieron
basandose en el modelo de Ising en dos dimensiones, otras transiciones también
presentan estas curvas. Es con este formalismo de Landau que se identificarda méas
adelante el tipo de la transicién de fase quiral en el modelo sigma lineal acoplado a

quarks.

3.2. Parametros de orden en QCD

Como se vio en la seccién pasada para estudiar las transiciones de fase con el

enfoque de Landau es necesario identificar los parametros de orden. Para el caso
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de la transicién de confinamiento/desconfinamiento mencionada en la Seccién [2.3] el

pardmetro de orden se define a partir del Loop de Polyakov [52] dado por

L = Pexp {igsf dx”Au}, (3.9)
c

en donde A, = AZ(TU) es el campo gludnico tal como se definié en la Seccidén , P
indica un operador de ordenamiento de integral de trayectoria y C' es una trayectoria
tomada a lo largo de un tiempo peridédico. El pardmetro de orden resulta ser entonces

el promedio térmico de la traza del loop de Polyakov, el cual es proporcional a
(TrL) o exp 2Fa/T (3.10)

en donde AFj es la diferencia en la energia libre entre la teorfa puramente gluénico
(sin quarks) y la teorfa gluénica con un quark libre aislado. En el estado confinado,
la energia libre necesaria para crear un quark libre aislado es infinita y por lo tanto
(T'rL) = 0. Por otro lado, en el estado desconfinado, la posibilidad de tener un
quark aislado indica que la energia libre necesaria para ello es finita y por lo tanto
(TrL) # 0. Sin embargo, estos valores del pardmetro de orden sélo son posibles en
una teoria puramente gluénica donde las masas de los quarks son infinitas y por lo
tanto estan completamente aislados. En la naturaleza la masa finita de los quarks
hace que el pardmetro de orden nunca sea cero. En la teoria puramente gluénica
ocurre una transicién de fase real de confinamiento/desconfinamiento, mientras que
para masas finitas la transicién es del tipo crossover [3].

La transicion de interés en este trabajo es la transicion quiral. Para esta transicion
el parametro de orden es el condensado de quarks (i1)). Como se mencioné en la
Introduccion, en la transiciéon quiral se pasa de estados de hadrones ligeros con masas
del orden de 1 GeV a estados de quarks ligeros con masas del orden de 2—100 MeV.
Asi, se espera que para temperaturas bajas en donde la materia estd confinada la
simetria quiral estd rota mientras que a temperaturas muy altas en donde la materia
estd desconfinada la simetria quiral esta restaurada. Estos dos estados corresponden
a que el pardmetro de orden () = 0 cuando la simetria es restaurada y ()¢) # 0

cuando la simetria ha sido rota. Ademas, se define la susceptibilidad quiral como

X = (), (3.11)
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la cual es infinita en la temperatura critica. Sin embargo, la transicién quiral sélo
es una transicion real para masas de quarks iguales a cero. Para masas de quarks
fisicas (es decir para 2 sabores ligeros que corresponden al up y down, y 1 quark
pesado que corresponde al strange), la transicién se convierte en un crossover y se
define la temperatura pseudocritica cuando ocurre el maximo en la susceptibilidad
quiral. Segin Y. Aoki et al. [51], la temperatura del crossover de la transicion quiral

a potencial quimico barionico nulo es
T.= 151 £ 28 MeV. (3.12)

La incertidumbre viene de la curvatura del maximo de la susceptibilidad quiral y es
mayor que cero por el hecho de que no es una transicién de fase real sino un crosso-
ver. Es importante recalcar que las temperaturas a las que ocurre los crossover del
desconfinamiento y la transiciéon quiral a potencial quimico bariénico nulo son las
mismas. Ademads, la temperatura y el caracter de la transicién (primer, segundo or-
den o crossover) depende del niimero de quarks ligeros y masivos tomados en cuenta.
En este caso, se dan los valores para dos quarks ligeros (correspondientes al up y
down) y un quark masivo (correspondiente al strange). Algunas otras colaboracio-
nes han encontrado otros valores de la temperatura pseudocritica. La colaboracion
HotQCD [7] dio el valor de T, = 154(9) MeV en 2011 y un valor mas reciente de
T. = 151(1) MeV en 2014 [53]. La colaboracién Wuppertal-Budapest obtuvo el valor
de T. = 147(2) MeV en 2010 [54].

Hay otro parametro de orden que es importante mencionar en QCD llamado
el condensado de diquarks. Este parametro de orden se usa para establecer una
transicién de fase llamada superconductividad de color en la que el vacio de QCD
forma pares de Cooper entre quarks a alta densidad barionica y baja temperatura
[3]. Esta transicion es de interés para el estudio del nicleo de estrellas de neutrones

en donde la densidad bariénica es muy grande [55].

3.3. El Diagrama de Fase Conjeturado de la QCD

Las temperaturas de los crossovers del desconfinamiento y de la transicién quiral

a potencial bariénico pequeno han sido determinadas. Los métodos utilizados han
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Figura 3.7: Transicién de confinamiento por una gran densidad bariénica.

sido principalmente mediante programas computacionales en lo que se conoce como
Lattice QCD [4H9]. Sin embargo, al usar un potencial quimico bariénico distinto
de cero ug # 0, el peso del muestreo estadistico se vuelve complejo, por lo que
no es factible estudiar el comportamiento de las transiciones en estas condiciones.
A ese problema se le conoce como el problema del signo [10]. A pesar de esto se
han utilizado otros métodos para estudiar QCD a potencial bariénico finito. Se
han utilizado ecuaciones de Dyson-Schwinger [ITHI4], técnicas holograficas [I5HIS],
reglas de suma [19, 20], modelos efectivos como el Nambu-Jona-Lasinio [21H25], y
del modelo sigma lineal acoplado a quarks que serd usado en este trabajo [26-28§] .
Todos estos trabajos indican que también hay una transiciéon quiral cuando hay un
potencial quimico bariénico distinto de cero. Un gran potencial quimico bariénico
se puede ver como una medida de la densidad de bariones. Con densidades muy
grandes los bariones estan tan comprimidos que el interior de los bariones se funden
entre si. Como en el interior de los bariones los quarks estan aproximadamente libres,
entonces al fundirse el interior entre si se crea un medio en donde los quarks son
casi libres, es decir el plasma de quarks y gluones. Este proceso se representa en la
Figura y se espera que ocurra a una energia del orden de ~ 1 GeV [3]. Ademés,
las investigaciones mencionadas sugieren que a potencial quimico bariénico muy alto
la transicion es de primer orden.

Debido a que se espera que a potenciales quimicos grandes la transicién quiral
sea de primer orden deberia haber un punto en el diagrama de fase (T'— upg) en el
cual la transicion de fase pase de ser de primer orden a un crossover. Este punto se
le conoce como el punto terminal critico de la QCD o CEP.

A pesar de que podria ser que la transicién de desconfinamiento y quiral ocurren

a la misma temperatura segin lo dicho en la Seccién [3.2] lamentablemente para
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Figura 3.8: Hipotético diagrama de fase de QCD. La linea continua para la tran-
sicién quiral indica una transiciéon de primer orden hasta el CEP, luego la linea
punteada indica un crossover. Las flechas azules indican transiciones conjeturadas
en la naturaleza. NICA y FAIR son experimentos en construccién de colisiones de

iones pesadas. “SC” significa superconductividad de color. Figura basada en [56H58]

potencial quimico bariénico finito aun no se sabe si siguen coincidiendo o no. El
conjeturado diagrama de fase se encuentra en la Figura [3.8 Se muestra la linea
de transicién de fase quiral que separa de los estados con simetria quiral rota y
restaurada. La linea continua en la transicion quiral representa una transicion de
primer orden la cual termina en el CEP y contintia con una linea punteada que
representa una transicién de crossover. También se presenta una linea esquematica
de cémo se ve la linea de transicion entre el estado de QCD sin superconductividad
de color con el que presenta superconductividad de color basado en [56].

En la Figura también se presentan las transiciones que se manifiestan en la
naturaleza. Debido a que la razén entre el nimero bariénico y el nimero de fotones
es del orden n ~ 5 x 107, la cual se puede tomar como una medida de la diferencia
entre bariones y antibariones, segiin PDG [40)]; entonces sabemos que el potencial
quimico bariénico debié haber sido cercano a cero en el universo temprano [59,

pagina 531]. Por esta razén se cree que la transicién cosmolégica de QCD fue un
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crossover. Algunos de los futuros experimentos de colisiones de iones pesados que
planean encontrar informacién del diagrama para potenciales quimicos bariénicos
grandes son FAIR [31] y NICA [32]. Se presenta esqueméticamente tal transicién en
la Figura [3.8f También se muestra la transiciéon quiral que se cree ocurre en estrellas

de neutrones a bajas temperaturas y alto potencial quimico bariénico [60].



Capitulo 4

Breve Revision de

Superestadistica

En este capitulo se dara un breve repaso de la estadistica de Boltzmann, y del
por qué en sistemas termodinamicos con variaciones espaciales de alguna propiedad
intensiva esta estadistica no es una buena descripcion termodinamica. Luego se in-
troducird el formalismo de superestadistica como herramienta de estudio de estos
sistemas. Se estudiaran varias posibles superestadisticas y se mencionaran las apli-
caciones que han tenido. Finalmente, se usara la superestadistica para introducir las
herramientas necesarias para estudiar el diagrama de fase de QCD para un sistema

fuera del equilibrio térmico y quimico.

4.1. Ensambles Canénico y Gran Canédnico

En la fisica estadistica se estudia a los sistemas macroscopicos y sus propiedades,
como temperatura, potencial quimico o energia, como consecuencia de su configu-
racion microscopica, tales como velocidades, y posiciones de cada particula. Varias
configucaciones microscopicas pueden dar lugar al mismo estado macroscépico. De-
bido a que es imposible estudiar deterministicamente la configuracién microscopica
de un sistema fisico con muchas particulas (tipicamente de al menos 10?* particu-
las), se opta por usar un enfoque estocastico. Entonces, de la probabilidad de los

posibles estados en los que se encuentran la configuracion microscépica, llamados

27
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microestados, se deducen las caracteristicas macroscopicas del sistema.

Uno de los pilares de la fisica estadistica es la estadistica de Boltzmann [61], 62].
Supongamos que tenemos un sistema S en contacto con un sistema R que llamaremos
reservorio el cual tiene muchos mas grados de libertad que S. Esto implica que la
energia del reservorio es mucho mas grande que la del sistema, Fs < Er. En total,
el sistema S mas el reservorio R, forman un sistema cerrado, es decir en el cual su
energia F = Er+ Eg se mantiene constante. Las posibles realizaciones de un sistema
cerrado se le conocen como ensamble microcanonico y su caracteristica principal es
que la probabilidad de encontrar al estado cerrado en un estado de energia F; es
proporcional al nimero de microestados del sistema 2(E;). Asi, la probabilidad P; de
encontrar al sistema S con una energia F; también debe ser proporcional al nimero

de microestados del sistema completa S + R,
R X QR+S = QR(E — Ez)7 (41)

en donde se ha usado que como S ya estd en una energia E;, entonces los microes-
tados posibles ya sélo dependen de R con energia Fr = E — F;. Como F; < Eg,

entonces F; < E y podemos expandir en serie de Taylor como

I Qp(E — B) = InQp(E) — <31LR(E)) Eit-- (4.2)
oF B—E,
Fisicamente, se puede definir
Oln QR(E) 1
(P )=r=7 (1.3

en donde T es la temperatura del reservorio y truncamos la serie de la ec. (4.1]) hasta

los dos primeros términos, entonces obtenemos que
P, = Ce PFi, (4.4)
Finalmente, usando la condiciéon de normalizacién de probabilidad

d p=1, (4.5)

la cual puede ser sustituida por una integral si los microestados ¢ forman un continuo,

entonces obtenemos que la probabilidad P; de encontrar al sistema S con energia FE;
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es
e_BEi

J

P = (4.6)
cuyo denominador debe ser sustituido por una integral si los microestados forman
un continuo. El denominador de la ec. (4.6) se le llama funcion de particion y se

denota por una letra Z,
Zz=) e (4.7)

A las realizaciones del sistema en contacto con un reservorio a temperatura T
se le conoce como ensamble cancnico y la probabilidad de que una de las reali-
zaciones del sistema tenga energia E; estd dada por la ec. la cual se conoce
como Distribucion de Boltzmann. El numerador de la ec. se le llama factor de
Boltzmann.

Cuando el sistema termodinamico que estamos considerando también intercam-
bia particulas entonces debemos considerar que el reservorio ahora tiene una tem-
peratura y potencial quimico constante p; correspondientes al tipo de particula 7.
El potencial quimico fisicamente representa la cantidad de energia necesaria para
introducir una nueva particula ¢ al sistema. Consideramos que la energia del sis-
tema completo F = Er + Eg es constante al igual que en el ensamble canodnico,
pero ademéas también el niimero de particulas de tipo 7 es constante en el sistema
completo N; = N; p + N, s. Como el reservorio es mucho més grande que el sistema
también tendremos que N; s < N;p y N; s < N,;. Andlogamente al caso del en-
samble candnico, como en un ensamble microcanénico la probabilidad de tener un
microestado es proporcional al nimero de microestados con energia E;, entonces la

probabilidad de que el sistema tenga energia F; y N; g particulas del tipo ¢ es

Pj,Ni,S O(QR+S:QR(E—Ej,N—NS7Z‘). (48)

Se ha usado que el sistema S ya estd en un estado con energia £; y nimero de

particulas N; g de tipo 7 y, por lo tanto, la probabilidad sélo depende del nimero de
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microestados disponibles del reservorio. Usando la serie de Taylor

lIl QR(E — Ej, ]\/vZ — Ni,S) =

In Qp(E, N;) — (MDQR(E,M)) e (aanR(E,N») A
OF ) ON; Ni=Nis
(4.9)
definiendo
OlnQg(E, N;) _ M (4.10)
aNi N;=N; s A |

y usando la nueva condicién de normalizacién
E : Pj,Ni,s =1, (4-11)
Ni,s.J
entonces obtenemos que

e B(Er—mNy)

P = .
k:Ni,s ZNi ; e~ B(E;j—piNi)

(4.12)

Se usa la notacién de Einstein que significa que indices repetidos en un mismo
término es una suma. El ensamble dado por todas las posibles energias que puede
tener el sistema con un reservorio a temperatura 7' y potencial quimico u; para cada
particula ¢ se conoce como ensamble gran candnico y la probabilidad de tener un
estado de este ensamble con energifa F; y particulas N; g para el tipo de particula
i estd dado por la ec. (1.12), [61, 62]. Una vez mds al numerador y denominador
de se le suelen llamar también factor de Boltzmann y funcién de particion
respectivamente.

Las probabilidades del ensamble candnico y gran canénico dadas por las ecuacio-
nes y respectivamente son probabilidades de sistemas termodindmicos
clasicos. Para sistemas termodinamicos cuanticos se puede definir factores de Bol-
tzmann que ahora seran operadores. Para esto sustituimos la energia E; por el
operador hamiltoniano cuédntico H y el nimero de particulas N; ¢ de tipo i por
el operador de nimero Q;. Asi, el factor de Boltzmann cudntico B (lf[ , Ql) para el

ensamble gran canoénico es

B(H, ;) = e PH-m:Q0), (4.13)
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y con u; = 0 para el ensamble candnico. La funcién de particién cudntica se define

entonces como

Z =Tr[B(H,Q;)). (4.14)

Para poder deducir las distribuciones de los ensambles candnico y gran candnico
se ha supuesto que el reservorio presenta solamente una temperatura y un potencial
quimico, y debido a que el sistema es mucho mas pequeno que el reservorio éste
también presenta la misma unica temperatura y unico potencial quimico. Sin em-
bargo, en la naturaleza esto no es cierto. Un ejemplo cotidiano es que si colocamos
un cubo de hielo en un vaso de agua, el agua cercana al cubo de hielo presentara una
temperatura menor que la que esta lejana al cubo de hielo. La experiencia cotidiana
dicta que tendriamos que dejar pasar suficiente tiempo para que el agua y el hielo
lleguen a la misma temperatura. En estos casos en los que el sistema presenta varia-
ciones espacio-temporales en la temperatura o en el potencial quimico, no es posible
usar las distribuciones recién mostradas. Asi, tenemos que recurrir a termodinamica

fuera del equilibrio.

4.2. Las superestadisticas

Una posible manera de estudiar sistemas fuera del equilibrio es con el formalismo
de superestadistica [33] [34]. En la superestadistica se supone que se tiene un sistema
termodindmico con una variable intensiva (temperatura, potencial quimico, etc.), la
cual varia espacialmente en varios subsistemas. No obstante, cada subsistema esta
en equilibrio termodindmico y se le puede estudiar mediante el ensamble canénico
o gran candnico segun sea el caso. La variable intensiva x se encuentra distribuida
de acuerdo a una funcién de distribucién f(x). Es en este sentido que el sistema
presenta una estadisitca de cada estadisitica de Boltzmann: una superestadistica. Se
pueden construir dos distribuciones generalizadas

_ o f@)eFida
B IS fw)e=PdedE’

P, y (4.15)

P, = /000 f(a:)%e_mdx, (4.16)
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las cuales corresponden a las Superestadistica-A y Superestadistica-B y Z(x) es la
funcién de particion de cada subsistema [34]. Notemos que si definimos f (B) =
cf(B)/Z () con ¢ una constante de normalizacién, entonces la superestadistica-B
con una f dada es equivalente a la superestadistica-A con f . En este modo, la
superestadistica-A y la superestadistica-B son equivalentes. Sin embargo, para una
misma funcién f(z) se obtienen diferentes distribuciones para las superestadisticas
A y B. Més adelante, se vera que para sistemas suficientemente cerca del equilibrio
termodindmico es indiferente la eleccién de la funcién de distribucién de f(x). A
partir de ahora s6lo usaremos la superestadistica-A.

Una vez establecido la definicién de la distribucion de probabilidad de superes-
tadistica, se dardn distintas funciones de distribucién f(z) y los factores de Boltz-
mann superestadisticos que surgen. Este resumen de superestadisticas para diferen-
tes distribuciones f(x) se basa en el estudio por Beck y Cohen [33]. Para cada una

se dard, ademds, el promedio de la variable con la distribucién f(x) dado por

20 = /OOO of(@)de = (2), (4.17)

y la varianza

o =/ (2?) — ()2, (4.18)
en donde
(z?) E/ 22 f(x)dw. (4.19)
0
Ademas, el factor de Boltzmann superestadistico B(FE) serd el numerador de la ec.

([@15).

4.2.1. Distribucion uniforme

La distribucién uniforme es aquella en la que todos los valores tienen la misma

probabilidad de ocurrir y esta dada por

f(z) = (4.20)
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en donde a y b son niimeros reales no negativos arbitrarios. El promedio y la varianza

estdan dados respectivamente por

To=a+ >
b2
o’ = o (4.21)
El factor de Boltzmann superestadistico esta dado por
1
B(E) = E(67(/307(1/2)13)15 — e (BoF (/DB
—etor (g gy gty (4.22)
24 1920 ’ ‘

en donde se ha expandido en serie de Taylor para b pequena en el ultimo renglén.

4.2.2. Distribucion de dos niveles

La distribucién de dos niveles es aquella en la que sélo hay dos posibles resultados

a o a + b para a,b nimeros reales no negativos arbitrarios y esta dada por
1 1
f(z) = 55(@) + 55(& +b). (4.23)
El promedio y la varianza estan dados respectivamente por
To=a-+ >

o2 =2 (4.24)

El factor de Boltzmann superestadistico esta dado por

e~ PE (1/2bE | —(1/2)bE
B(E) = T(e te )a
_ P14l gy (4.25)
8 384 ’ ‘

en donde se ha expandido en serie de Taylor para b pequena en el ultimo renglén.

4.2.3. Distribucién Log-Normal

La distribucion de log-normal estéd dada por

fl2) = ——exp l_(ln(x/m))z] , (4.26)

xSV 2T 252
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en donde m,s son parametros positivos. El promedio y la varianza estan dados

respectivamente por
o = myw,
o = m*w(w — 1), (4.27)

2 y . . . .,
con w := e* . El factor de Boltzmann superestadistico de esta distribuciéon no se
puede evaluar analiticamente, por lo que sélo es posible dar una serie en potencias

de o dada por

1 | .
B(E) = e FoF (1 T 5m2w(w —1)E? - 6m3w5/2(w3 — 3w+ 2)E* + - ) (4.28)

4.2.4. Distribucién F

La distribucién F esta dada por

T((v+w)/2) ()" L w/2)-1
flo) = I(v/2)T(w/2) <E) (1 + (vb/w)z)wtw/2’ (4.29)

en donde v,w son enteros positivos y b > 0 es un parametro real. El promedio y la

varianza estan dados respectivamente por
w

b(w —2)’

2 _ 2w? (v +w — 2)
b2o(w — 2)%(w —4)

o —

(4.30)

o

El factor de Boltzmann superestadistico de esta distribuciéon no se puede evaluar
analiticamente, por lo que solo es posible dar una serie para una varianza ¢ pequena

dada por

 _4E wv+w—2) o, dwlv+w-—-2)2u+w—2) _,
B(E) = (1+b20(w—2)2(w—4)E 3w — 28w —A)(w—6) +>

(4.31)

4.2.5. Distribucién y?

La distribucién x? se obtiene de sumar el cuadrado de N variables aleatorias
donde cada una tiene una funcién de distribucién gaussiana. La distribucién x? esté

dada por

_ 1 N Nz /2—1 _—Nz/2xq
flz) = TN/2) <2_~To) gN2—temNe/2m0 (4.32)
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con xg el promedio vy 02 = 222 por lo que N es un parametro que fija la varianza.

— N

El factor de Boltzmann superestadistico esta dado por

B(E) = (1 + %xOE) -

172 172 _
= [ ()e g (5 ) o

en donde se ha expandido en serie de Taylor para N grande. Esta superestadistica

(4.33)

da lugar a la termodindmica de Tsallis [63].

Notemos que en todas las superestadisticas vistas, se ha expandido respecto
a un parametro que hace que la varianza sea pequena. De hecho, para cualquier
distribucién f(x) con promedio xy y varianza o, se puede expander el factor de

Boltzmann superestadistico como

B(E) = e P (1 + %UQE2 - 2%%((5 — b)) E"),

= e PE(1 4 %(q —1)BoE? + g(p)BoE® + ...), (4.34)

en donde ¢ = g—;g y (™) se define de forma andloga a pero con 2 — n [34]. El
pardmetro ¢ € [1,00) se conoce como parametro de no-extensividad y se usa para
cuantizar qué tan alejado se encuentra el factor de Boltzmann superestadistico del
factor de Boltzmann usual. De observamos que para ¢ = 1, o equivalentemente
para o = 0 recuperamos la estadistica de Boltzmann usual. El hecho de que o = 0
significa que no hay variacion espacio-temporal del parametro intensivo, es decir el
sistema esta en equilibrio.

Debido a que segtn la ec. todas las superestadisticas son aproximadamente
las mismas para ¢ suficientemente grande, decidiremos trabajar con la funcién y?
ya que permite hacer los calculos de manera analitica y podemos controlar qué
tan alejado se encuentra la superestadistica del factor de Boltzmann usual con el
parametro N. En el limite N — oo recuperamos la estadistica de Boltzmann.

Algunas aplicaciones de la superestadistica en sistemas fisicos son el estudio de
flujos turbulentos [64H66] usando superestadistica con una funcién de distribucién
log-normal, el estudio de movimientos de conveccién usando una funcién de distribu-
cién x? [67], el estudio de rayos césmicos [68], colisiones de iones pesados relativistas

[69], y en QCD [70].
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Q22T
CCCCRICT)

(a) Iones pesados relativistas antes (b) Iones pesados relativistas duran-

de la colision. te la colision.

(c) QGP (zona sombreada) formado
por la interaccion de pares de nu-

cleones.

Figura 4.1: Esquema de una colisién de iones pesados relativistas.

4.3. Superestadistica para el Diagrama de fase de

QCD

Para entender por qué es necesario el uso de termodinamica fuera del equilibro
en el estudio del diagrama de fase de QCD veamos la pequena caricatura de una
colisién de iones pesados relativistas que se presenta en la Figura [£.1 Antes de la
transicion tenemos dos iones pesados los cuales tienen muchos nucleones. Cuando
chocan los iones se crea una interaccién fuerte entre pares de nucleones, los cuales
generan un QGP. Al principio sélo los pares de nucleones alcanzan el equilibrio
térmico y quimico por lo cual presentan una distribucion canénica o gran canonica,
seglin sea el caso. No obstante, es necesario que transcurra mas tiempo para que
el equilibrio se alcance en ambos iones. Es por esto que es necesario trabajar con
formalismos en los que se tome en cuenta esta variacion espacial de la temperatura
y del potencial quimico.

El caso para variacién en la temperatura ya se ha sido estudiado por Ayala et

al. en [35] por lo que se procederd al estudio con temperatura y potencial quimico
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variable. Debido a que estudiaremos un sistema cudntico (QCD) tenemos que usar
una superestadistica cuantica. El factor de Boltzmann del ensamble gran canénico

esta dado por
BLQ) = [ [ F.wettas (4.35)
o Jo

en donde Q es el operador de ntimero, F(f3, i) es una funcién de distribucion de las
dos variables (3, u. Para poder hacer los calculos de manera analitica, recordemos
que las variables 5y n = S son independientes y por lo tanto, F'(5, 1) = f(8)g(n).
Ademads, supongamos que las funciones de distribucién f(5) y g(n) estdn dadas por

una funcién x? como en ([4.32). Asf, el factor de Boltzmann es

N N
PN o [foo PP 2 A\ 2 2 L\ 2
B.Q) = [ [T 1@t s = (14 1) x (1= 2mQ)
o Jo
L o ppo —BoH L 540 e
= 1+NﬁOH +...| xe X 1+N%Q + .| xXe
Loopo 1 om0\ gt

= 1+N50H +N770Q e ) (4.36)

en donde [y y 1o son cantidades promedio de 8 y 7, y se ha usado la ec. (4.33)) y
nos hemos quedado a primer orden en o2 = % La ec. (4.36) se puede reescribir en

términos de derivadas como

A B0 0N M DN gorrinc
BH, Q)= 1+ = N BoH+m@, 4.37
0= (142 (55) + 2 (5 ) )e (4.37)
La funcién de particién se puede obtener sacando la traza de (4.37)) de acuerdo a la

ec. (4.7), lo que da

B ﬁg a 2 778 a 2
Z = <1 + N (a_ﬁo) + N(TT}(}) )Zo, (438)

en donde Zj es la funcién de particion usual dada por la ec.
Zy = e~ VhoVers, (4.39)

en donde V¢ es el potencial efectivo, el cual es una densidad de energia, de la teoria
sin superestadistica, 5y es el promedio de los inversos de las temperaturas y V el
volumen. El potencial efectivo es el andlogo de la energia libre en fisica estadistica

clasica y se usa de manera similar para estudiar las transiciones de fase segiun la
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teorfa de Landau vista en la Seccién [3.1] En el Capitulo 5] se verd mas a fondo este
objeto y se hablara de dénde viene la ec. (4.39)).

Cambiando la variable § por la temperatura a través de la regla de la cadena

obtenemos ) .
Z =27 {1 + JQVTZOO (g—iz + %%ﬁ(}f) ]\;7%0 8817280} (4.40)
La definicién del potencial superestadistico [71] estd dada por
g e;%vsfpfwo,no)’ (4.41)
en donde la exponencial-q estd definido como
eq(z) =1+ (1 — q)x)/0-9, (4.42)
y su funcién inversa el logaritmo-q por
hm@z;i%i (4.43)

con ¢ el pardmetro extensivo. Las funciones e, () y In,(x) resultan ser la exponencial

. o , . 2
y logaritmo usual para ¢ = 1. Asi, como estamos suponiendo que 0 = & es lo

suficientemente pequeno y por lo tanto, ¢ es cercano a 1, entonces podemos usar,

como primer aproximacion, el logaritmo y la exponencial usual. Por lo tanto, de las

ecuaciones (4.40) y de (4.41]) obtenemos

T Wy (07 Ty0°Z e 927
VE (0, Ty, mo) = VI (0, Ty, o) — o In [ 14— [ Ao+ 0
sup (U7 07770) (Uv OanO) vV n _I—NZQ 8T0 + 9 aTOQ NZO 0773
Correc;i?)n enT Correc;ign en 7
(4.44)

Asi, para un potencial efectivo de cualquier teoria cudntica de campos podemos
obtener las correcciones de superestadistica dadas por la ec. y estudiar las
propiedades termodinamicas de la teoria con este nuevo potencial superestadisti-
co. Con estas nuevas correcciones es que se estudiara el movimiento del CEP del

diagrama de fase de QCD para diferentes valores de N.



Capitulo 5

Conceptos Basicos de Teoria

Térmica de Campos

La teoria térmica de campos es la teoria fisica que estudia las propiedades ter-
modinamicas de teorias cuanticas de campos. Debido a que dicha teoria es vasta
s6lo se presentaran los fundamentos necesarios para estudiar el potencial efectivo
del modelo sigma lineal acoplado a quarks en el Capitulo [6} en muchos casos, sin
demostrar explicitamente los resultados. Primero se dara un breve resumen de la
integral de trayectoria, su relacién con los propagadores, cémo generar los propa-
gadores a partir del funcional generatriz y el potencial efectivo. Luego, se daran
expresiones para el potencial efectivo a un loop. Después, se discutird la relacién
entre el rompimiento espontaneo de una simetria y las transiciones de fase en una
teoria cuantica de campos. Finalmente, se dara una breve introduccién al formalismo

del tiempo imaginario para introducir efectos termodindamicos.

5.1. Integral de trayectoria, funciones de correla-
cién y funcional generatriz

En mecédnica cudntica la amplitud de probabilidad U(x,, zp,T) de que un estado

|z,) se encuentre en el estado |z;) después de un tiempo T estd dada por

U(2a, 20, T) = (m3] e 7 |2,) (5.1)

39
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en donde H es el operador hamiltoniano del sistema, y suponemos que H no depende
explicitamente del tiempo. Las amplitudes de probabilidad en mecanica cuantica
toman en cuenta todas las posibles maneras en las que el sistema puede ir del
estado |z,) al estado |x,) e incluso hay interferencia entre las posibles maneras de

hacer esto. La expresion matematica de la afirmacion pasada esta dada por
U, T) = [ Da(t)ers) (5.2)

en donde S[z(t)] = fOT dt fff L es la accién con la constriccién de que la configuracion
inicial es x; = , y la final 2y = x;,. Debido a que la accién es un funcional, es decir
una funcién que toma funciones y devuelve escalares, el simbolo de diferencial en
una integral funcional se escribe como Dz (t) para distinguirlas de las integrales de
funciones de numeros reales. A esta integral funcional se le conoce como integral
de trayectoria. El simbolo Dz (t) se puede entender con la Figura . Se divide el

1S[x(

intervalo temporal en pequefios intervalos de duracién e, se suma e”**®)! para todos

los posibles valores de z,,,n =1,2,--- N — 1 y se toma el limite ¢ — 0.

t=1T Tp
IN-1
t=c¢€ o
t: O ,’L’]
Lq

Figura 5.1: Visualizacién de la integral de trayectoria. Imagen basada en [72].

La integral de trayectoria también se puede aplicar a una teoria cudntica de
campos. A partir de ahora, por simplicidad, trabajaré con una teoria cuantica de

campo escalar real ¢*. Para una teorfa escalar, la amplitud de probabilidad se puede
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escribir como

(op(D)] e | pu (D) / D(bexp[ / dt / d%ﬁ] (5.3)

en donde L es la densidad Lagrangiana. Un resultado sumamente importante de
este formalismo de integral de trayectoria es que es posible construir las funciones
de correlacién a partir de integrales de trayectoria [72]. La funcién de correlacién de

n puntos esta dada por

D6 6210l -+ dlam)exp i [ ot

(QTP(x1)p(x2) -+ p(2,) |Q) = lim

T—o00(1—1€)

| Dpexp [2 LTT d%ﬁ}
(5.4)
en donde |Q2) es el vacio de la teorfa.
Una manera comoda de generar las funciones de correlacién con la ec. es

con el funcional generatriz Z|[.J] dado por

/Dqsexp[/ dt/d3 £+J¢} (5.5)

en donde J es una fuente externa que se acopla al campo escalar. El funcional
generatriz es el analogo de la funcién de particion definida en la Seccién en una

teoria cuantica de campos y genera las funciones de correlacién a través de

(QUTd(x1)p(w2) - - - ) [€2) =

K‘Qwén)(‘%ﬁéi”<‘QW&0>ZSTN]

en donde %(I) se conoce como la derivada funcional [72]. La derivada funcional es el

, (5.6)

analogo a la derivada usual pero para funcionales. Cumple relaciones muy similares
a las derivadas usuales, como por ejemplo que la derivada funcional de F[z] con

respecto a si misma F[y| es la delta de Dlrac =5z —y).

5.2. Potencial efectivo

Para poder estudiar las transiciones de fase en una teoria cuantica de campos

se debe identificar la cantidad que corresponde al andlogo a la energia libre para
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poder usar la teoria de Landau desarrollada en la Seccién [3.1] Para esto se define el

funcional de energia E[J]| como
E[J] = iln Z[J]. (5.7)

Asi, por las ecuaciones (5.5)) y de (5.1)) se obtiene que la derivada funcional de E|[J]

€S
0E[J]  [Dgel“H70¢(x)

0J(z) - [ D¢ o[ Lrie (Q () [€0) 5, (5.8)

en donde el subindice J indica que se estd considerando el Lagrangiano £ + J¢ en

lugar de sélo L. Se define la accion efectiva I'[¢] como la transformada de Legendre
de E[J] y depende del campo cldsico definido como ¢q(x) = (2] ¢(x) [2) ;. Asi, la

accion efectiva es

Tgu) = B - [ d'yI@)oatw) (59)
Y su derivada funcional cumple que
)

A la cantidad ¢ se llama campo cldsico porque en el limite clasico i — 0 (a pesar de
que se fij6 A = 1 en este trabajo, se puede reescribir todas las expresiones incluyendo
h) cumple que

Flpa] = J (), (5.11)

donde F[¢] es el operador que resulta de minimizar la accién §S = 0 sin la fuente
externa J. Es decir, que sin fuentes el campo cldsico cumple la ec. clésica [73]. Si
se fija que no haya fuente externa J(z) = 0, la ec. nos pide que encontremos
puntos extremos de la accion efectiva. Ademads, si el vacio de la teoria es invariante
bajo traslaciones espacio-temporales, entonces ¢, ya no depende de x y la ec.
se convierte en una ec. a resolver para la variable ¢.. Se define el potencial efectivo

CcOomo
I%dz—/#wawmz—wvwwm, (5.12)

en donde V es el volumen, y T el intervalo de tiempo. Entonces la condicién de la
ec. ([5.10]) se convierte en
Werr _

5. =0 (5.13)
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Asi, las soluciones a la ec. corresponden a vacios de la teoria invariantes bajo
traslaciones espacio-temporales (es decir constantes) y con J = 0.

Una vez dada la definicién del potencial efectivo y el significado fisico de sus pun-
tos extremos se debe dar un método para calcularlo. Para calcularlo se usa una serie
perturbativa la cual se puede calcular con diagramas de Feynman o analogamente
como

Vepp = VO + V4 O(V?), (5.14)

en donde el término V° representa el potencial a nivel cldsico o a nivel drbol. El
potencial clasico es el que se encuentra en la densidad Lagrangiana, por ejemplo
para una teorfa puramente escalar £ = 0#¢*0,¢ — V', V es el potencial a nivel arbol
V0. La primera correccién cudntica es la de 1-loop que es V!. Para encontrar la
expresion del potencial a 1-loop se supone que ¢ cumple la ec. clasica de la accién

= [ S+ J¢. Si se expande alrededor de la solucién ¢ &~ ¢y + x, entonces la accién
S7 se expande como

5(0) = 8(0n) ~ 5 [ dlad v (@G X0, (515)

en donde se han despreciado los términos después del término cuadratico, pues estos
ya no corresponden al término de 1-loop de (5.14). Adema4s, se ha usado el hecho de
que ¢y satisface la ec. clasica con fuente externa para eliminar el término linear en

x de (5.15)) y se define el propagador G~!(x,y) como

L 2576 | eS()
) = 00w |, 500 |, (5-16)

en donde el término J¢ de S’ se anula al derivar dos veces respecto a ¢. El pro-
pagador de la ec. (5.16)) se usa para expander la serie del potencial efectivo de le
ec. (5.14) en términos de diagramas de Feyman de manera analoga a las funciones

de correlacién comunes en teoria cuantica de campos. Usando ([5.16]) en el funcional

generatriz (5.5]) se obtiene

Z[J] = 187 (¢0) /pxeéfd“zd‘*yx(x)G‘l(w,y)x(y)

x €570 [det (G112, (5.17)
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en donde se ha usado el determinante funcional. El determinante funcional esta
definido de manera andloga al determinante de una matriz, es decir la multiplicacién
de sus eigenvalores. Expandiendo alrededor del campo clasico ¢ ~ ¢o(z) + ¢1(x),

usando que IndetA = Trln A y junto con las ecuaciones ((5.7)), (5.9)) y (5.12)) se puede

obtener que [73] el potencial bosénico a 1-loop es

VI4(6a) = =5 [ G+ mi(6). (515)

Para el caso que veremos en el Capitulo [6] los fermiones adquirirdn masa a través
del valor de expectacién de un campo clasico. Por esta razén, es posible afirmar que
la forma de la accién fermidnica que estudiaremos es S = [ d*z [Qb(uﬂ —mg(Pua)) |-

Entonces el propagador funcional sin fuentes externas es

2= [ Divpess [ [ s {wu@‘ - m(cz»d))w} = det(id — my(6a)).  (5.19)

Con el funcional generatriz de (5.19) se puede obtener [74] que el potencial efectivo

fermiodnico es

) d*k
Vi (ba) = 4% / 2t In(=k* + m5(¢a)), (5.20)

en donde notamos que es la misma expresion que para el caso bosonico pero
con un factor de —4. Este factor proviene del hecho de que estamos tratando con
un espinor que tiene 4 grados de libertad méas que un campo escalar real. Con el
potencial efectivo bosonico y fermiénico se podra obtener el potencial
efectivo del modelo sigma lineal aplicado a quarks en el Capitulo [f] Ahora se ver4 la
conexién entre el potencial efectivo y el estudio de las transiciones de fase a través

del rompimiento espontdaneo de la simetria.

5.3. Rompimiento espontaneo de la simetria

Una vez definido el potencial efectivo conviene hacer la conexién entre los mini-
mos de esta cantidad y el fenémeno del rompimiento espontaneo de la simetria.
Para esto usaremos el desarrollo que hace Das [73] en su libro con una teorfa escalar

compleja ¢* con Lagrangiano

L=0"¢"0,¢ +m’¢ ¢ — N(¢"9)?, (5.21)
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con m? X > 0. Definiendo o (z), x(z) € R como

¢ = —=(0 +ix),

—
~ 3

o = E(a —ix), (5.22)

entonces la densidad Lagrangiana se escribe como

m2

5 (0 +x?) — é(02 +x%)%, (5.23)

1 1
£ = 50,00"0 + S0,x0"x + .

la cual es invariante bajo la transformacién ¢ — e“¢, con € € R. Las transforma-

ciones infinitesimales son

0p = i€
0o = —ex
ox = eo. (5.24)

Una posible solucién a la ec. clasica dada por la densidad Lagrangiana
es una solucién constante de los campos ¢ y x y que cumplan que g—g = g—‘; = 0.
Las soluciones a esta condicién corresponde a 0 = y = 0y x> 4+ 02 = % La
primera solucién corresponde a un maximo y la segunda a un conjunto de minimos.
La segunda solucién son infinitas soluciones que corresponden al circulo de radio
fa— ng Todas estas soluciones corresponden a vacios de la teoria y son invariantes
bajo la transformacién de simetria ¢ — €¥¢. Sin embargo, al escoger uno de estos
puntos del circulo la simetria se rompera espontaneamente. Escogiendo el vacio

2m?2

dado por 0 = v = /==, x = 0. Entonces, cuanticamente se esta eligiendo que

(Qlo|2) = vy (2]x]Q2) = 0. Por lo tanto,

([Q,x]) = id {x) = ie{o) #0, (5.25)

en donde () es la carga conservada dada por la transformacion de simetria y se ha
usado la ec. (2.13) y (5.24). De (5.25)) se sigue que @ |0) # 0 que corresponde con
la ec. (2.17)). Para mostrar cudles son los bosones de Goldstone se introduce el valor

de expectacién v en el Lagrangiano a través de ¢ — o + v, entonces

L= 18 od'o + 13 XO*x — mPo® + 24 - m\/§0(02 +x?) — é(02 +x?)?, (5.26)
2" 27" 2\ 2 8 T
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de donde vemos que hay un bosén y no masivo que corresponde al bosén de Gold-
stone y ha surgido otro bosén o2 con masa v/2m. Por otro lado, si m? < 0 sélo
habria una solucién para el minimo del potencial correspondiente a Y = 0 =0 y no
habria rompimiento esponténeo de la simetria pues (o) = 0.

En los parrafos anteriores tinicamente se uso el potencial a nivel arbol. Para
un estudio cudntico del rompimiento espontaneo de la simetria se debe estudiar
el potencial efectivo. En este caso, el potencial dependeria del valor de expectaciéon
(Qx|Q) v (©2]0]€2). Del ejemplo anterior vemos que cuando los campos adquieren un
valor de expectacion distinto de cero se rompe espontdaneamente la simetria. Como
se establecié en el Capitulo[3] cuando se rompe espontédneamente una simetria puede
haber una transicion de fase. En este caso el parametro de orden seria el valor de
expectacion (Q|o|2) = v que es cero en una fase y distinto de cero en la otra.
Ademas v corresponde al campo clasico ¢, que minimiza el potencial efectivo. Asi,
el potencial efectivo cumple la funcién de una energia libre que depende de un
parametro de orden. Con este potencial efectivo podremos estudiar el orden de la
transicién de acuerdo a lo visto en el Capitulo [3] El ingrediente final para esto es

agregar temperatura y potencial quimico a la teoria cuantica de campos.

5.4. Formalismo de tiempo imaginario

El formalismo de tiempo imaginario, o formalismo de Matsubara, se usa para
poder introducir temperatura a una teoria cuantica de campos. La idea central de
este formalismo es darse cuenta que el factor de Boltzmann e tiene la forma del
i

operador de evolucién temporal cudntico U = e~ pero con 3 = it. Esto provoca

que el momento también cambie en lo que se conoce como rotacion de Wick
ko — i/{4, (527)

que hace que la métrica de Minkowski se transforme en la de Euclides k% = k2—k2 —

k* = —k? — k* = —k2%, en donde los subindices con E indicaran que estaremos en el
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espacio euclideano. Ademas, ahora el momento estard cuantizado como

2mn’I’, bosones,
:I{Z4 = Wy = (528)
(2n 4 1)7T fermiones,

en donde T es la temperatura. Entonces, las integrales en el espacio de momento

d*k , d*k
/W—)ZT;/W, (5'29)

con n = 0,£1,+£2,---. Las frecuencias cuantizadas de la ec. ([5.28]) se les conoce

cambien como

como frecuencias de Matsubara mientras que las sumas sobre n de la ec. (5.29) se
les conoce como sumas de Matsubara [73]. Con esto en mente, el potencial a 1-loop

térmico se obtiene de ((5.18)) y es

Vi (¢a) = Z/ &k s In(w? + B+ mi(6a)), (5.30)

para bosones. En el caso de los fermiones también se puede introducir un potencial
quimico p. La manera de hacer esto es realizar la transformaciéon w, — @, — iu, en
donde desde ahora denotaremos a las frecuencias de Matsubara fermiénicas como
w,. Para bosones, también se puede introducir un potencial quimico de manera
analoga, pero en el modelo de este trabajo, no sera necesario un potencial quimico

para bosones. Asi, el potencial a 1-loop fermionico es
d3k , -
Vi (¢ QTZ/ —ip)? + K + mi(¢a)). (5.31)
Finalmente, de (| - v se llega a la ec. dada por

Zy = e VhoVers,

Para acabar el capitulo se desarrollarda un poco mas los potenciales efectivos de

(5.31) v (5.30). Para el potencial efectivo bosénico
d3k 0 -
V00 = 5 3 [ gy [ i e+ B 4o

1 [ &k , 1
=3 e [ i {TZ 2 +w2}

-4 o)

(5.32)
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en donde se ha definido w? = k2+m2(¢y), v se han usado las propiedades matemati-
b y

cas [73]

1 s
Z m = ZCOthﬂ'y,

coth Bz =1+ 2np(2), (5.33)

con ng(r) la distribucién de Bose-Einstein dada por

np(x) = eﬂxl_ T (5.34)

En (5.32)) se observa que el primer término no depende de propiedades térmicas,
mientras que la segunda parte si. Asi, la primera parte la llamamos parte del vacio

y la segunda parte de materia y son respectivamente

1 A3k 1
‘/elff,bvac = 5/ (27T)3 /dmi |:2 L2 5 :|
+ mb (qbcl)

1 Cg’jf{ k2+mb(¢cz)] (5.35)

1b 1 A3k 2 nB( e mz(¢01)>
‘/eﬂ;,mat = 5/ (27’(’)3 /dmb |: k? + m%(ﬁbcl) :|

2
. / dkk {m (1 _6_\/%6)} (5.36)

272

Para el potencial fermiénico

VY (¢a) = TZ/ &k [ O — )2 + 0% 4+ In(—@, —ip)* + @2)]

- —TZ/ Ik { o + (@ = p)?) + In(@; + (@ +M>2)}

-~ | 0o ()

n

/ Tz(w"’ + (@0 + p)? )1

dgk k - i m _
= —T/ k2 + m?(gbcl) + 2T ln(l te (/k2+m3 (¢er) M)ﬁ)+
(2m)3

2T In(1 + e~ EQ*"”L?(%’*“)B)} , (5.37)
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en donde se ha definido @2 = k2 + m3(da), y se han usado las propiedades ma-

tematicas [75]

S T
— (2n+1)2 492 2y 2’
tanhfx = 1 — 2np(2x), (5.38)

con np(z) la distribucién de Fermi-Dirac dada por

1

Asi, el potencial efectivo fermiénico del vacio y de materia son respectivamente

dkk?
‘/e}%,]:zac = _/ T2 |:\/ k2 + m?(¢cl):| s (540)

VL __T/d’f’fz [1n(1+e—( Betm3 @a)-mB) 4 101 4 ¢~ W/FHmiGartmsy |

eff, mat 7'(2

(5.41)

Ya con las expresiones de los potenciales efectivos térmicos y con potencial quimi-
co finito se podra obtener el potencial efectivo del modelo sigma lineal acoplado a

quarks y asi poder estudiar la transicion quiral que se exhibe en dicho modelo.



Capitulo 6

Modelo Sigma Lineal acoplado a

Quarks y Potencial Efectivo

En este capitulo introduciremos el modelo sigma lineal acoplado a quarks y
las consecuencias del rompimiento espontaneo y explicito de la simetria quiral en
dicho modelo. Luego, se dara el desarrollo del cédlculo del potencial efectivo en la
aproximacion de alta y baja temperatura junto con los autoenergias de los bosones
y fermiones en ambas aproximaciones. Al final, se desarrollaran las correcciones

térmicas de las constantes de acoplamiento del modelo.

6.1. Lagrangiano del Modelo Sigma Lineal aco-
plado a Quarks

Debido a la dificultad de trabajar con el Lagrangiano de la QCD por el
hecho de que ain no se sabe cémo pasar de los grados de libertad hadronicos a
los quarks y gluones durante la transicion, se puede optar por usar un Lagrangiano
efectivo que emule el rompimiento de la simetria quiral de la QCD. Se usara el
LSMq. En este modelo tenemos 4 bosones dados por el bosén singulete sigma o y
los tres piones agrupados en el triplete @ = (71, o, 73), en donde el pién neutro es
73 = m° v los piones cargados son 7wy = \%(m Fims). Estos bosones estédn acoplados

entre si mediante la constante de acoplamiento A. También se incluyen los quarks

20
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up y down en el espinor ¢ el cual es un doblete de isoespin SU(2). El acoplamiento
entre los quarks y los bosones se realiza a través de la constante de acoplamiento g.
Asi, el Lagrangiano del modelo es

L= %(8#0)2+%(8H7?)2+%2(02—1-7?2)—2(02+7?2)2+i1/_1’y”8uw—g1ﬁ(U—i—i'ﬁ?-ﬁ)d}, (6.1)
en donde 7 son las matrices de Pauli y los bosones tienen un parametro de masa a
con a > 0. Como vemos, el modelo sigma lineal es similar al visto en la Seccién [5.3]

Asi, al igual que en el modelo visto en tal seccién, hacemos que el bosén o desarrolle

un valor de expectaciéon distinto de cero v. Es decir,
o— o+, (6.2)

en donde v sera el parametro de orden de la teoria y lo identificamos como el campo

clasico ¢ visto en la Seccién [5.2] Por lo tanto, el nuevo Lagrangiano de LSMq es

_1 2_1 2 2\ 2 1 ~2_1 2 2\ 2 a_22_é4
L= Q(O,ﬂ) 2(3)\1) a’)o” + 2(0u7r) 2()\1) a”)m* + 5 v 41}
- o A — T . e
Fiy Ot — gui = 2 (0 + ) — gi(o + 5T - F), (6.3)

de donde podemos identificar que las masas ahora dependen del valor de expectacion

y estan dadas por

M, = gv,
M? = M\* — a?,
M? = 3\° — a*. (6.4)
El potencial a nivel arbol del Lagrangiano de la ec. tiene un minimo en v = %

el cual es distinto de cero. Por lo tanto, por lo visto en la Seccién [5.3| se ha roto
espontaneamente la simetria quiral y ocurrié una transicién de fase. Para estudiar
de qué tipo es la transicion de fase tendremos que calcular el potencial efectivo.
Antes de hacer esto, recordemos que en QCD ademas de el rompimiento espontdaneo
de la simetria existe un rompimiento explicito dado por la masa finita de los quarks.
Dicho rompimiento genera que los piones sean masivos. Por esta razén introducimos

esta masa finita de los piones mediante

2

£—>£':£+%U(J—|—U), (6.5)
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y usamos el valor de los piones cargados m, = 139MeV [40]. Esto genera que el

potencial a orden arbol sea

A
ve + 1114, (6.6)

2 2
vy = \/HTm”. (6.7)

otemos que S1 sustitulmeos la ec. . cen . optenemos que =m ue es
Notemos que si sustituimos la ec. (6.7) en (6.4), obt que M7 =m q

el cual tiene un minimo en

justo lo que esperariamos. Esto quiere decir, que la simetria quiral es rota explici-
tamente por una masa distinta de cero, emulando lo que ocurre en QCD cuando
obtenemos piones masivos debido a la masa distinta de cero de los quarks up y

down.

6.2. Potencial efectivo del modelo LSMq

El potencial efectivo a 1-loop esta dividido en una parte de materia y otra de
vacio. La parte de vacio bosénica y fermiénica difieren solamente por un factor —4,

por lo que basta calcular la parte de vacio de una. La parte de vacio del potencial

efectivo bosdnica estd dada por la ec. ([5.35))

1 A3k 1
‘/elff,,bvac = 5/ 27)3 /dmg|: = :| (68)
(27) 21/K2 + m2(v)
La integral de tiene una divergencia ultravioleta, por lo que es necesario usar

técnicas de regularizacién y renormalizacion para calcular la integral. En d dimen-

siones se sabe [72] que

/ Be1 L / k1
e ooy mi RN

_ (i) F(% — %) (_1 )1/2d/2

@n)?2 T(1/2) \—m2
(_1)1/2—d/2r(% . %l) 3 1\ Y/2-d/2
=TT TR {<47r>d/2 (m_> } (6.9
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en donde se ha introducido la escala de regularizacién p. Sustituyendo d — 3 — 2¢

y expandiendo en Serie de Taylor obtenemos
/ d*k 1 L (=)D (=1 +¢) <u247r>5m§
O Joeme | GO T\ m]

b
:ﬁﬁ(_i ln(;i)+7E—1—1n47r+O( )) (6.10)

en donde yg ~ 0.577 es la constante de Euler. La manera en la que decidimos

eliminar los términos de le ultima expresion en se conoce como esquema de
renormalizacion. En el esquema MS, por sus siglas en inglés “Minima Substraction”,
solo eliminamos el término divergente o< % Ademas, la escala de regularizacion es
la escala de energia mas alta en el sistema fisico que se estudia. Como se vera mas
adelante, la escala més grande sera el potencial quimico critico de quarks p,. al que

se fijard que ocurre la transicién para T = 0. Elegimos p = p.e'/?. Entonces,

1 m? m?
VLb _ - d 2% 1 b -9
eff,vac 4 / my, Q72 n 477,“% +VE

4
my Amp Y

— 1 - — 6.11

647?2[n(mb)+2 FyE} ( )
Y por lo tanto, la parte de vacio para fermiones es

m} 42 5
vi o= L c) +Z — gl 6.12
eff vac 1672 n mg + 9 YE ( )

Debido a que el término de vacio del potencial a 1-loop no contiene variables
termodindmicas, se deben introducir contratérminos 6\ y da? que fijen el minimo

del potencial para que el vacio cuantico siga coincidiendo con el vacio clasico,

a’ +da* +m?2 2+)\+(5)\

Ve = — 2 v 4 NfN fovac+3fovac+fovac7 (613)

es decir, que el minimo de la ec. (6.13)) coincida con la ec. (6.7)) [76]. Notemos que el
potencial de (6.13]) estd tomando en cuenta los diferentes grados de libertad de los
quarks mediante el nimero de sabores Ny = 2 y el numero de colores N, = 3. El

minimo vy se fija con las condiciones

dvvac
=0
dv -
@y 2(a® +m?) (6.14)
_— = a mw . .
dv? v—uo
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Estas condiciones dan que los contratérminos deben ser

47 A7y
2 4 2y2 | 242 c 242 c
[8ag—2nya)\ +a)\ln<m72T)+a)\ln<3(a2+ 2y 2

2
00" = T672n

+8g*m?2 — 4/\2m3r]

il Ay
A= > [—8g4ln(g2w—ﬂc>>+3)\zln(3( e )+87Eg4—8g4

1672 (a? +m2 a?+m?) — a?
2 2 2 477#3
m7T

Ahora procederemos a calcular la parte de materia en las dos aproximaciones de

temperatura alta y temperatura baja.

6.2.1. Potencial efectivo de materia: Alta temperatura

La parte de materia bosonica esta dada por la ec. (5.36)). Haciendo un cambio

k

de variable a x = 7, entonces da

T4 i Se2a
v = dzz®In(1 —e i ). (6.16)

eff mat — ﬁ
De acuerdo a [77], la ec. (6.16)) se puede calcular como serie perturbativa respectivo
a la variable y, = 7* < 1. Dando

24 272 3 4 4
po T mT? T my m( m )+o(mg/T2). (6.17)

o b
effmat = g() 24 121 6472 AT

Para obtener el siguiente término en la serie de la ec. (6.16) usamos el comentario

dado en el apéndice de [77] afirmando que la siguiente contribucién estd dada por

397274 & 2 3/2 302 oy
T ZK1+ yb) R } (6.18)

3 An?n? 2 128n2nd

Si expandemos en serie de Taylor el primer término de (6.18)) para y, < 1 se obtiene
que los primeros tres términos de la serie se cancelan con los demas términos de

(6.18)). La contribucién dominante es

6 o
m, 1
“gorr i~ Ogear (6:19)

n=
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en donde se ha usado la definicién de la Zeta de Riemann (. Por lo tanto, el potencial

efectivo a 1-loop de materia bosénico es

T4 m2T?  mdT mi mé m?
1,b b . b b 1 (( b )) _C( ) b (620)

Veitmae = =750~ + 00 " Tor ~ Gam "\ {@n1 967472

De la expresion notamos que hay un término que va como ~ m;. Pa-
ra masas con mi < 0 este término es imaginario. Para resolver este problema es
necesario ir al siguiente orden en el potencial bosénico. El potencial efectivo a 1-
loop se dice que estd dentro de la aproximacién de campo medio [76]. El siguiente
término en el potencial efectivo no es el de 2-loops sino el llamado término de anillo.
El término de anillo fisicamente esta tomando en cuenta efectos de interaccion a
grandes distancias. Este término esta dado por [706, [7§]

T I )

w%—i—l%b—l—mg

en donde II es la autoenergia del bosén. La autoenergia del boson fisicamente es la
correccion a la masa del bosén y esta dada por los diagramas de la Figura La

expresion en la aproximacién de alta temperatura k/T < 1 segtn [27] estd dada por

T2 ~1ig AT

TI(T, 1g){\7 = —NcNfg2F[Lig(—e%q) + Liy(—e )] + o (6.22)

en donde Lis es la funcién polilogaritmica de orden 2. El primer término de
proviene de la interaccion entre los bosones con los fermiones y es por eso que
depende directamente del acoplamiento g y de los grados de libertad fermiénicos
N¢N., mientras que el segundo término proviene de la interaccion entre los bosones
por lo que depende directamente de la constante de acoplamiento entre los bosones A
y no aparece algin potencial quimico pues se supone un potencial quimico bosonico
nulo.

Se puede mostrar [27, [76] que el potencial de anillo de la ec. (6.21]) estd dado por

anillo T
Vet — = (md — (m? + (T 1,))*?), (623)

en donde la autoenergia bosénica esta dada por la ec. ([6.22]).
De las ecuaciones (6.20) y (6.23) notamos que el término con mj se cancela

exactamente eliminando los posibles términos imaginarios.
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Figura 6.1: Diagramas de Feynman de la autoenergia del bosén. Las lineas con flechas
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denotan a los quarks, la linea punteada denota a los piones cargados, la doble linea

denota al pién neutro y la linea continua denota al sigma. [27]

Ahora pasaremos a evaluar la contribucién fermiénica al potencial efectivo dada
por la ec. (5.41]). Para poder resolver esta integral, reexpresamos la integral en
términos de las variables x = k/T, yp = my/T, vy 2 = p,/T,

T4 2 2 2 2
1% =—— / drz? [ln(l +e WP L (1 4 e WP +yf+z))} , (6.24)
m

eff,;mat

en donde hemos usado que el potencial quimico pu es el potencial quimico de quarks

[tq- Si se expande para temperaturas altas yfc < 1, tendremos una serie de Taylor

dada por
ovL! 10%V. 10°V.
1 1, eff,mat eff mat eff mat
V:aff];nat_v:eff,{nat o 2 yj2”+2 a 4 y;+6 a 6 ?_'_H
y3=0 Yy y3=0 y3=0 y3=0
(6.25)
El primer término esta dado por
i = T [ dea?| 1 + ) + In(1 4 6+
eff mat - _ﬁ Tx 1’1( te ) + Il( te )
=0
16T4
o [Lia(—e™ %) + Lis(—¢™ 7)), (6.26)

en donde se ha evaluado en z = k/T = 0 después de realizar la integracién pues
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estamos en el limite de temperatura alta. Luego, el segundo término esta dado por

oV T4 1 1
eff,mat + d.l’ T +
0y 2= T o2 er=r 41 et 41
T4
— _ﬁ[le( e %) + Lig(—e?)], (6.27)

en donde nuevamente hemos evaluado para z = k/T = 0. Para el tercer término

2
a eff mat

a(yf)

T4 o) 1 1 1
= "o | +
y?:O (27T) 0 \/I2 + y]% e\/:l?2+y2fz e /22 4y2+2

R A ERDN e e

en donde se ha integrado por partes en la primera linea y luego se han usado las

propiedades de las ecuaciones ([5.38])) en el segundo renglén. Para resolver las dos inte-
grales que resultaron en ([6.28]) se debe incluir un regularizador ¢ en el numerador

de ambas integrales y expander para € pequena. Las integrales dan

< 1 1 2
/ dx7:—+ln<—)
0 w € Y
/Oodx—2z ! ——1+ln(27r)+
o - (Cn+ 171 +iz)2+02 e

(¢<o>( i >+¢<0>(; z%)) (6.29)

De las integrales (6.29) notamos que el término divergente % se cancela exactamente.

Y por lo tanto, la siguiente contribucion al potencial efectivo esta dada por

y;=o:;42{1“<<4f>2>—w(;w—)“ﬂ (5-1)] @

Notamos que la dependencia de y; en el término In(y7/(47)?) se cancela con la

2
a eff mat

8<yf)

parte de materia fermiénica dada por la ec. (6.12)) eliminando asi la divergencia que
resultaria de evaluar en yj% =0.

Luego, el siguiente término de acuerdo a [28] estd dado por

PVl T* 3 iz
_etmat R PYAC)! - _ =
3y o 162 [zﬂ (2 ) + ( 2ﬂ>] : (6.31)
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Por lo tanto, el potencial efectivo en la aproximacién de alta temperatura [28] es

2 | 542 A\ 5}\ M 2 24
%/%T<U):_a+av2+ ki 3{ |:1I1< Fe >+g—7E}+7T

2 4 6472 ArT? 90

T°M2  T(MZ+T7T)32  ((3) M M, 0% 5 T
— + In < > + = =79+
24 127 967472 6472 47T? 2 90

T2 M2 T(M? HAT 3/2 M6 N.N 2
_ U+ ( <7+ b ) +<(3) o f M4|:ln< He

5
21 127 967472 1672 | 47rT2> tgTE

L 1 ip . o
— (0) — _q o (0) - q . 22 . ,U'q/T B uq/T
v (2 + 27rT> v <2 QﬁTﬂ 8MT? [Lig(—eta/T) + Lip(—e /)]

—|—32T4 |:Li4(_e#q/T) + Li4<_€7'uq/T>] 6T2 |:w(2 ( o T) w@)( N %)} }

(6.32)

6.2.2. Potencial efectivo de materia: Baja temperatura

Nuevamente, el potencial efectivo de materia bosénico esta dado por la ec. ((5.36)).

Usando la serie de Taylor para In(1—x) para |z| < 1y haciendo el cambio de variable

a w = /k? + m? obtenemos

1,b
‘/v;ffmat = ﬁ dw w2 - my
1 Tmb Tmb
= K
e () (57)
1 Tmy al myn
~ __ e T
27 = n 2mypn
T 3/2 -
= —T< 2”“’) Lisja(e™ ), (6.33)
T

en donde K5 es la funcién de Bessel modificada de segundo tipo y se ha expandido
param,/T < 1. En el ultimo renglén se usé la definicién de la funcién polilogaritmo.
Para el potencial fermiénico de materia tendremos que usar la expansién a baja

temperatura de [79]. Esta expansion es sobre el término de materia junto con el de
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vacio, es decir

Vg =Vl (v, g + 27T)

2720 92
+ e
-0 6 {8($T)2

n 31707 90
15120 |9(zT

Vihto.s-+7)]

T=0
n 7T ot
360 |0(xT)

1 Veg’](‘) (v, pg + xT)}

)6 Velff’,](c)(va Hq + xT)}

T=0 T=0

(6.34)

en donde V:H’f;(v, 1) = Vi (v, uq,T)‘ . Para el primer término de la serie ya
T=0
tenemos calculado la parte de vacio, la parte de materia evaluada en T'= 0 es

I - -
=3 Ak (@ — 14)O (g — @)

2
=0 T Jo

3m3¥ my 1 2 2 9 2
= 5 In + 5 Mg (Bmy — 2ug)\ /112 — m7, (6.35)
247 [ty + /qu . mfc 247
q q

V! (Uaﬂan)

eff, mat

en donde se ha usado que w = /k? + m?. Entonces, el primer término de la ec.
(6.34) es

‘/;elff’,ﬁ (Uv ,uq + .%'T)

= Vlff,{)(v, fhq)
T=0

m A7 51  Hay/ pg — mi
= f2 In He —Yg+ =| — —2(2u(21 — 5mfc) (6.36)
167 (Mq + /2 - m;)Q 247
\/ M

2
Por lo tanto, las derivadas dan

n2? 0? Lf T?u, 5
6 {8(1‘T>2 ‘/eﬁ',()(v7 Hq + xT):| o = = 6 /,Lg - mf
AT ot 2T, (202 — 3m3)
4Ve}f’,{)(“>#q + 2T) - : 2q_ 2 31;2
360 |0(2T) T—o 360 (uz —m3)
317T4uqm;$T6

317676 98
[ T (6.37)

Vit T
15120 | g(aT)s molVs e+ )}

r—o  1008(p2 —m3)7/
Para complementar el potencial efectivo, podemos sustituir la masa bosoénica
por su masa corregida my + 1157, La autoenergfa del bosén en el limite de baja

temperatura se puede obtener a partir de la expresion dada en (6.22) y con una

serie analoga a ([6.34)). Con esto en mente [28], se obtiene que

2 2
T
IP* = N.N;g¢* (“—ﬂ? + —). (6.38)
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Figura 6.2: Diagramas de Feynman de la autoenergia del fermién. Las lineas con
flechas denotan a los quarks, la linea punteada denota a los piones cargados, la

doble linea denota al pién neutro y la linea continua denota al sigma [80].

Por lo tanto, el potencial a baja temperatura estd dado por

2 2 2 BT\2 2
BT a®+d6a® 5, A+oA , (MZ+11)%) AT 5
Ve (v) = == == =30 g ln<M2+HbBT>+§_7E

/N2 BT\ 3/2
+T(T Mw+Hb ) Li5/2<€_\/M”THET/T)}

27

(MZHIET? [ dmd
e Mzempr) ta e

2 BT\ 3/2
L ]

27

N.Np{ —2 |In Be 5 | —m | - PVl (92 502
167 (g + /12— M?) 2 247

CTPpy \/m Tr T g (205 — 3M7) " 31w g M T® | (6.39)
6 VT T TR60 (2 — M2)32) T 1008(u2 — M2)72

Ademads, como se verda mas adeltante, para las correcciones a las constante de

acoplamiento se requerira de la autoenergia del fermion en la aproximacion para baja

temperatura HfT. Esta correccion esta dada por los diagramas de Feynman de las
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Figuras [6.2] En [30] esta autoenergfa fue calculada en la aproximacién de HTL, por
sus siglas en inglés “Hard Thermal Loop”. Esta aproximacion se usa para manejar
de manera mas sencilla las divergencias infrarrojas que surgen en las expansiones

perturbativas de teorias térmicas de campos [81]. La autoenergia es

2T2 2
mir = 91 (% ~ Lig(—¢/") - Liz(—e“q/T))- (6.40)
™

Para obtener el limite de baja temperatura de (/6.40]) basta con expander en serie
analoga a (6.34]). Por lo tanto, la autoenergfa del fermién en la aproximacién de baja
temperatura es

272 2

Ya con los potenciales efectivos a altas y bajas temperaturas podria ser posible

2 2
T
7" =g (ﬁ + —). (6.41)

encontrar el CEP con el andlisis de Landau visto en la Seccién [3.1] Sin embargo, hace
falta el ultimo ingrediente que consiste en calcular las correcciones a las constante

de acoplamiento.

6.3. Correccion a la constante de acoplamiento g

Los diagramas para las correcciones a la constante de acoplamiento entre los
fermiones y los bosones g esta dada por los diagramas de Feynman de la Figura
6.3 [27]. La estructura de todos es la misma dado que lo dnico que cambia en los
diferentes diagramas son las masas de los bosones virtuales. Si asumimos que todos
los bosones tienen masa igual a la autoenergia, entonces basta calcular un diagrama
y luego sumar todas las contribuciones.

Se empieza calculando el diagrama de la Figura [6.4] Dicho diagrama esta dado

por

G = /(d—ﬁu(pz)(—ig)(im%)s(Pl — k)(—ig)S(p2 — k)(—ig)(it375) D(k)u(p1),

27)
(6.42)
en donde los propagadores fermionicos y bosonicos estdn dados por
. % +m
Dk)= —— (6.44)

k? —m?’
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Figura 6.3: Diagramas de Feynman de la constante de acoplamiento ¢g. Las lineas
con flechas denotan a los quarks, la linea punteada denota a los piones cargados, la

doble linea denota al pién neutro y la linea continua denota al sigma [27].

y w'y % son los espinores base. Realizando la rotaciéon de Wick para incluir efectos
térmicos y con el potencial quimico fermiénico dado por py,; — iw; + g parai = 1,2
los dos fermiones virtuales y kg — 4w, para el bosén virtual, definiendo E? =

(7, — k)2 + mj para ambos fermiones y E* = (p; — k)2 +m2 para el bosén se obtiene

que
>k 1
(=ig)lg”) (2m)3 zn: [(©1 —ipq +wn)? + EF][(@2 — g + wn)? + E3]
m2 TZ ~ _ 1 : (6.45)
— [(@1 = iptg + wn)? + EF)[(@2 — iptg + wn)? + E3][w? + E?]
?? >4

en donde se han definido las dos sumas de Matsubara bosénicas I y I1. Dichas

sumas estan dadas [78] por

8182 1
I= 2 : -1 E. B, —
4B By (0 — o) — 51E1 — SQEQ[ + np(sabn + pg) + np(s1E — pg)],

S180=%

(6.46)
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Figura 6.4: Diagramas de Feynman de la constante de acoplamiento g genérico.

7 — Z —55152 1 1+ ng(sE) —np(s1Ey — )
8EE1E2 [’l((;}l — (;12) —+ SQEQ — SlEl] Z(Ijl — Mg — sk — 81E1

$,51,52==%

1+ np(sE) —np(syBy — Mq)] '

6.47
7;(;}2 — Mg — sk — 82E2 ( )

6.3.1. Correccién a la constante de acoplamiento g: Aproxi-

macion a Baja Temperatura

Para realizar el calculo en la aproximacién se usard la misma serie perturbativa
de la ec. pero para la integral G de la ec. . En el limite de T" — 0 la
distribucién de Bose-Einstein se anula mientras que la de Fermi-Dirac se convierte
en la funcién de Heaviside ©(—xz). Ademds, si se hace la aproximacién £y = Ey y que
P! = p) = @y = @ = 0 que fisicamente significan que las energias fermiénicas son
despreciables y que los 3-momentos fermidnicos son despreciables (limite estético)

respecto al bosénico obtenemos que

1

[=—
4E§[

1O, — B1)) (6.48)

2F, + E (BE3E — E®ns(E) — py)

=
IEE(E,+E)? | ABME(E? - B°)?

(6.49)

Los primeros términos de las ecuaciones ([6.48) y (6.49) representan la parte de

vacio de las correcciones a la constante de acoplamiento debido a que no dependen
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de cantidades termodinamicas. Debido a que podemos partir de una constante de
acoplamiento renormalizada podemos ignorar la parte de vacio y tomar sélo la parte

de materia que toma en cuenta los efectos termodinamicos. Realizando las integrales

de las sumas de la ec. ((6.45]) con las ecuaciones (6.48)) y (6.49)) se obtiene que

G(T%O)Z(—ig)(QQ)[@_ : [10% <MQ+W>]_

812, 82 my

2
m? Ha ) Hg = ™
; {—%W?Log( )+2\/u2—m?(u§—m?+m§)n,

1672414 (m% — mj)? my
(6.50)
lo que finalmente da

6 = ) [ Voo~ e (L))

812, 8 my

2
m2 Hq [ Hg — M5
b 273 { — 2uqml2,Log( ) + 24/ 12 — m?(ug —mj + mg)} +

1672414 (m3 — mj my

- q
48 i 13 = iy (m — mi)?

Para sumar todas las contribuciones de los diagramas de la Figura usamos

(6.51)

T2 (—2m8 + w2 + 2md) — i2m3m? — mgmz)}

como masa fermidnica a la autoenergia térmica de (6.41)) y como masa bosénica la
autoenergia térmica de ([6.38)) para todos los bosones. Asi, la constante de acopla-

miento efectiva esta dada por

1
Gerf=9g|1+ W(ALGO(T, fgs iy = /Iy, mp = /T1))|, (6.52)

en donde se ha tomado en cuenta los 4 diferentes bosones de la teoria. Por lo tanto,

la expresién final de la constante de acoplamiento efectiva es
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9 =g

RVt B TR Ve R
1+ 4g [ 5 — <5 < )
8T g 8 /H?T
2 _ [[BT 1/2
s (I () )

1672 (177 — T17)? e u2 it

+

T2 (<2007 4+ (IFT (03 + 2017) — i3I — zwanT)] 6

+ & 4
pigf 1 — TIFT (T — TI7T)?2

En la Figura podemos apreciar la constante de acoplamiento efectiva gffj}

para diferentes potenciales quimicos de quark. Observemos que entre la temperatu-
ra es mayor la constante de acoplamiento decrece. Ademas, entre mas aumenta el
tencial quimico 1 tante d lamiento g&" ta. Es important -
potencial quimico la constante de acoplamiento g,z aumenta. Es importante reca
car que se esta trabajando en la aproximacion del limite estatico, por lo que los los
momentos externos son cero. Esto quiere decir que si se quisiera observar el compor-
tamiento de las constantes de acoplamiento como funcién del momento transferido,
de manera andloga a la Figura [2.2] se tendria que prescindir de la aproximacion del

limite estatico.
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1.518 —T=30 MeV
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Figura 6.5: Constante de acoplamiento efectiva g entre bosones y fermiones para
diferentes potenciales quimicos de quarks 1, y diferentes temperaturas 7" en la apro-
ximacion de baja temperatura con g = 1.77 y A = 1.5. Se usaron estos valores de A

y g pues seran los que se usen en el estudio del diagrama de fase en el Capitulo m
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6.3.2. Correccion a la constante de acoplamiento g: Aproxi-

macion a Alta Temperatura

En la aproximacion de alta temperatura solo se toman los términos dominantes
que van como ~ T2. Con esto en mente, se puede mostrar que la suma de Matsubara
I de (6.46|) en la aproximacion de que Fy = Fs, y tomando en cuenta sélo los términos
de materia, es despreciable. Realizando estas mismas aproximaciones para la suma

de matsubara 7 de (6.47)) se obtiene que

k2 (20p(E) + np (B + pg) + 1y (Er — pg)
11 = g 7). .54
SEE? ( i (6.54)
Luego, realizando la integral de la ec. (6.45]) con la ec. (6.54]) se obtiene que
G = (~ig)(9") pral=mme = T(Lia(—e ) —Lig(-e 7))}, (655)

Nuevamente tomando en cuenta todas las contribuciones de g.q dadas por la ec.
(6.52) se obtiene que la constante de acoplamiento efectiva en la aproximacién de
alta temperatura esta dada por

T2 7.‘.(1—11174T) 1/2
42 IIAT T

gt =9 [1 —4g° + Lig(—e ™) + LiQ(—e“ﬁ)}] . (6.56)

En la Figura se muestra el comportamiento de la constante de acoplamiento
efectivo en la aproximacién de alta temperatura. Una vez mas se aprecia el com-
portamiento de que la constante de acoplamiento disminuye entre la temperatura
aumente mas. Ademads, entre mas se aumenta el potencial quimico, la constante de

T

acoplamiento g/ aumenta y entre se acerca al limite g, — 0, el valor de g4 tiende

a un mismo valor sin importar la temperatura.

6.4. Correccién a la constante de acoplamiento )\

Se presenta en la Figura los diagramas correspondientes para la correccion
de la constante de acoplamiento entre los bosones A. La estructura de todos los
diagramas es la misma, pues lo inico que cambia es la masa de los diferentes bosones

virtuales, los cuales se tomaran todos iguales a la autoenergia bosénoca. Por lo tanto,
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Figura 6.6: Constante de acoplamiento efectiva g entre bosones y fermiones para
diferentes potenciales quimicos de quarks p, y diferentes temperaturas 7" en la apro-
ximacién de alta temperatura g = 1.77 y A = 1.5. Se usaron estos valores de A y ¢

pues seran los que se usen en el estudio del diagrama de fase en el Capitulo m
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Figura 6.7: Diagramas de Feynman de la constante de acoplamiento A. Las lineas

con flechas denotan a los quarks, la linea punteada denota a los piones cargados, la

doble linea denota al pién neutro y la linea continua denota al sigma. [27]

se procederd a calcular la integral genérica dada por el diagrama de Feynman de la

Figura [6.§

El diagrama de la Figura [6.§ estd dado por

Ip.m) = [ 2Dl = 1D, (6.57)

en donde D(k) es el propagador bosénico de la ec. (6.44]). En el espacio euclideo,

usando kg = iw, con w, = 2mnT y py = iw, se obtiene que

2 &k 1
I(p™,m;) TZ/ (2m)* [(w — wa)? + (F = k)2 + mi][w2 + k2 + m3]

. A3k 1
- Z/ @y [ —wn)? + B2 + B (6.58)

en donde se ha definido E? = (5 — k)2 + miy FE3 = K2+ m?.
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P1 p—k ”1

p2 A D2
Figura 6.8: Diagrama de Feynman de la constante de acoplamiento A genérico con
D =p1+p2.

La suma de Matsubara de (6.58|) se puede calcular usando [78§]

1 —S51S52 1 + f(SlEl) + f(SQEQ)
T _ . (6,59
Z + E2 w2 + E2 Z 4E1E2 w — 81E1 — 82E2 ( )

§1,82=
Haciendo la aproximacién de que Fy = FEy = E se obtiene

—1

"k K 2+ 1
1672 J, (k2 +m2)3/2 N ’
e T

+1

I(p* = 0,m2 k> = 0) = (6.60)

en donde nuevamente podemos distinguir que el primer término no depende de

cantidades térmicas por lo que lo ignoramos.

6.4.1. Correccién a la constante de acoplamiento \: Aproxi-
macién a Baja Temperatura

Para la aproximacion de baja temperatura usamos el hecho de que

9 0 [ 1 1 ]~ 1 1
omy S o R Amp e

-1 e~ T -1

para T =~ 0. Usando (6.61)) en se obtiene que

f'w/T
2 2 /
I(p® = 0,m;)pr ~ 27r2 amb / dwy/ w? —mb1 p—1
_ 9 i /00 dwy/w? —m2e™ T (6.62)
2m2 Om3 = o, b ’

en donde se ha usado la serie geométrica del primer renglén al segundo renglén. Esta

(6.61)

integral es una expresiéon similar a la de ([6.33)). Por lo tanto, procediendo de manera
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analoga se obtiene que

1 ) =i (TN L (o L o -
(p %Oamb)LTL—ﬁ 5 FISEYs i3/2(e T)—W ija(e” ™).

(6.63)

Luego, la expresion de la constante de acoplamiento efectiva A.g estd dada por
24 4 9 9
Aeff = /\(1—1—/\(1—6—,14](]9 — 0,m;))), (6.64)
—1

en donde se han tomado en cuenta las permutaciones posibles por intermcambiar
las patas externas para cada diagrama de la Figura y todos los diagramas de la
misma Figura. Suponiendo que la masa de los bosones estd dada por su autoenergia
térmica 177 de la ec. , entonces la constante de acoplamiento efectiva A en la

aproximaciéon de baja temperatura estda dada por

2Un [ TP\ Ligi(e- ) Liy (e~ o)
ABT — 214 2214 — 3/2 _ e (665
i = AT (87r3) [ AT 2T (TP 1/ (6.65)

El comportamiento de la constante de acoplamiento efectiva A\Z! se muestra en
la Figura para diferentes potenciales quimicos de quarks. Se aprecia que entre la
temperatura aumenta, la constante de acoplamiento disminuye. Ademsds, se aprecia
que cuando se aumenta el potencial quimico de quarks, la constante de acoplamiento

AT aumenta de manera similar a g7 en la Figura [6.5]
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Figura 6.9: Constante de acoplamiento efectiva A entre bosones para diferentes po-
tenciales quimicos de quarks ji, y diferentes temperaturas 7" en la aproximacion de
baja temperatura g = 1.77 y A = 1.5. Se usaron estos valores de \ y g pues serdn

los que se usen en el estudio del diagrama de fase en el Capitulo m
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6.4.2. Correccién a la constante de acoplamiento \: Aproxi-

macion a Alta Temperatura

En la aproximacién de alta temperatura el segundo término de (6.61) no es

dominante. Asi, tenemos

P10, a 1
X

I(P* = 0,m;] =—55maazl
( , ) HTL 212 T2 Oy? 0 \/x2 + 42 eV

. (6.66)

en donde se ha definido = = :ﬁp, yp» = 7. Esta integral se puede resolver como una

serie perturbativa para y, < 1 usando la funcion

1 © dy ™t 1
h,(y) = / , 6.67
( ) F(n) 0 \/372 T yg e\/IQ"'y? 1 ( )

la cual cumple que
dthrl(yb) o _Z/bhnq

= 6.68
i . (6.68)
Por lo tanto,
1

I(P2 — O, m%)HTL = Rhl(yb), (669)

y finalmente usando la serie de hq(y;) para y, < 1 [81], se obtiene que

— |77 1 m 1
(P D)t = —o |2 + = log | ) + ~yi|. .

(P* — 0,m;)urL e {Qm + 5log | + 5VE (6.70)

Por lo tanto, la constante efectiva A en la aproximacion de alta temperatura es

24\ 14 T 1 (ITATH1/2 1
AT b
Ni =\ [1 R [Q(H;;‘T)l/? +5n (—MT + 378 (6.71)

El comportamiento de A4 se muestra en la Figura para diferentes po-
tenciales quimicos de quark y nuevamente entre la temperatura aumenta mas, la
constante de acoplamiento disminuya méas. Ademas, entre el potencial quimico au-

menta, la constante de acoplamiento A\ aumenta de manera similar a lo visto en

la Figura [6.6]
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Figura 6.10: Constante de acoplamiento efectiva A entre bosones para diferentes

potenciales quimicos de quarks ji, y diferentes temperaturas 7" en la aproximacién

de alta temperatura g = 1.77 y A = 1.5. Se usaron estos valores de \ y g pues seran

los que se usen en el estudio del diagrama de fase en el Capitulo .

Las constantes efectivas Ao v gor S€ introduciran los potenciales efectivos a alta

y baja temperatura, en las masas dindmicas (6.4)) y en los contratérminos de la ec.

(6.15)), pero en las autoenergias no se usaran las constantes efectivas. Finalmente se

han dado todas las herramientas necesarias para poder encontrar el CEP del diagra-

ma de fase de QCD. Y ahora proseguimos a realizar el analisis con los potenciales

efectivos, las autoenergias y las constantes de acoplamiento efectivas dadas en este

capitulo.



Capitulo 7

Correcciones al Punto Terminal
Critico debidas a la

Superestadistica

En este capitulo se daréan las condiciones para determinar los parametros libres
del potencial efectivo deducido en el capitulo anterior del modelo LSMq. Luego, se
discutird brevemente, haciendo analogia a lo visto en la Seccién [3.1] cémo clasificar
las transiciones de fase del modelo LSMq. Finalmente, se determinaré la posiciéon del
CEP para diferentes grados de termalizaciéon N, usando superestadistica solamente
en T, solamente en 1 = £ y la combinacién entre ellas. Se discutird el comporta-

miento observado.

7.1. Determinacién de los parametros libres del

modelo LSMq

Como se vio en el Capitulo [6] el potencial efectivo depende de las constantes de
acoplamiento desnudas \ y g y del parametro de masa a. Para fijar estos parametros
usaremos la observacion dicha en la Seccion Se espera que a una temperatura
T = 0, el potencial bariénico critico up debe de ser =~ 1 GeV [3, 82, [83]. Por lo

tanto, suponiendo que el potencial quimico de quarks p, cumple pup = 3pu,, es decir

72
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que los bariones estan hechos de 3 quarks constituyentes, entonces debemos fijar el
potencial quimico critico a T = 0 como p. ~ 300 MeV. Ademas, debido a que a
T = 0 se espera una transicion de primer orden, el potencial efectivo debe exhibir

dos minimos degenerados. Redifiniendo el potencial efectivo como
1
VEff (Tv Hq; U) — E(Veff(T7 Hq; U) - Veff<T) Hq; 0))7 (71)

entonces las condiciones de tener un primer orden en 7'= 0y p,. son

d_ .
%VL%f(T =0, le, V) =0,
v=1vg
V(T =0, pe,0)| =0, (7.2)
v=2p

en donde vy es el minimo degenerado y es ahora un nuevo parametro libre. Podemos
obtener otra condicién notando que de las masas dinamicas es posible obtener
que 2a® = M? — 3M3. No obstante, esta relacién no incluyen efectos térmicos. Para
esto agregamos la autoenergfa bosénica ITX7 en la aproximacién de baja temperatura
(usamos esta aproximacién pues la determinacién de parametros libres se realiza
usando el potencial efectivo a baja temperatura) de manera que la masa cuadrada

de un bosén es m? + IIFT. Por lo tanto, otra condicién es

M? — 3M2 — 2HgT‘ 1/2
a4 — ( TO,uquc>

5 (7.3)

en donde se usaran los valores de M, = 500MeV y M, = 139 MeV los cuales
estan acordes con estimaciones actuales [40]. Por lo tanto, tenemos 4 pardmetros
libres A, g, a y vy con p. ~ 300 MeV. Con estas ecuaciones, se usaron los valores de
(A =15, =300MeV) y (A = 1.6, . = 290 MeV) para determinar los pardmetros
restantes. Estos valores de A fueron escogidos para que la temperatura critica a

it = 0 no sobrepasara los 200 MeV para que concordara con los limites establecidos

en la Seccion B.2

7.2. Correcciones al CEP por superestadistica

Para poder encontrar el CEP tenemos que determinar el potencial quimico y la

temperatura critica a la cual el orden de la transicién cambia. Como se vio en la
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Seccién la transicion pasa de un primer orden a un crossover. Sin embargo, en
el modelo usado el punto critico ocurre cuando la transicién pasa de ser un primer
orden a un segundo orden. En las Figuras[7.1] y [7.2] se muestran los comportamientos
de las transiciones de primer y segundo orden respectivamente. Comparando con las
Figuras y notamos que exhiben la misma forma de la energia libre en el
modelo de Ising. El potencial efectivo graficado en las Figuras y es una
funcién par respecto a v, por lo que sélo se muestra para v > 0. Por lo tanto, el
potencial efectivo en el potencial quimico critico de la Figura presenta los dos
minimos caracteristicos de una transicién de primer orden, mientras que la Figura
solo presenta un minimo en v = 0 en el potencial quimico critico lo que indica una
transicion de segundo orden. Las formas del potencial efectivo cambian dependiendo
del potencial quimico usado, como se muestra en las Figuras y pero también
cambian con la temperatura. Asi, la manera en la que se determinan las temperaturas
y potenciales quimicos criticos es fijar una de estas dos cantidades, por ejemplo T,
e ir variando la otra, en este caso i, hasta obtener una potencial efectivo similar a
los dos mostrados en las Figuras v [7.2l Una vez obtenido el potencial quimico
critico que le corresponde a la temperatura seleccionada, se prosigue a cambiar la

temperatura y realizar el mismo procedimiento.

0.0006 — H=He ]
— p<le

H>He
0.0004f ]

%5 0.0002f 1
b

0.0000

-0.0002¢ 1

0 10 20 30 40 50 60 70
v [MeV]

Figura 7.1: Potencial efectivo a baja temperatura antes y después de una transicion

de primer orden.
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Figura 7.2: Potencial efectivo a baja temperatura antes y después de una transicion

de segundo orden.

Teniendo esto en mente analizamos los potenciales a alta y baja temperatura
para (A = 1.5, . = 300 MeV) y (A = 1.6, u. = 290 MeV) y usando la ec. para
N =100 y N = 300, en donde N mide qué tan fuera del equilibrio se encuentra el
sistema segun la ec. , con las correcciones de superestadistica dadas por sélo
T, s6lo n y la combinacién de ambas 7. Se encontraron los diagramas de fase de
las Figura y . El volumen usado en la ec. fue el de una esfera con radio
nuclear [84] dado por

r=1.2(N,)"? fm, (7.4)

en donde N, es el nimero de nucleones. Recordemos la imagen de una colision de
iones pesados relativistas de la Figura [£.1] Podemos suponer que el volumen que se
forma del QGP estd dado por una esfera de radio nuclear dado por la ec. y con
N,, = 2N,, en donde N, es el nimero de nucleones de uno de los iones y asumimos
ambos iones tienen el mismo nimero de nucleones. Ademas, supondremos que el
parametro N = N, lo cual tiene sentido pues en el limite termodindmico, es decir
cuando hay muchas particulas en el sistema, debemos recuperar la estadistica de
Boltzmann lo cual ocurre cuando N — oo.

En los diagramas de fase de las Figuras y [7.4] se presentan dos curvas negras
con un punto negro a bajas temperaturas y un cuadro mostrando un acercamiento
a la zona del circulo negro. Las curvas negras representan las temperaturas y poten-
ciales quimicos criticos para la termodindmica de Boltzmann usual, denotada como

N = oo y el punto negro representa el CEP para N = oo. Debido a que las curvas
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Figura 7.3: Diagrama de fase obtenido a partir las aproximaciones de alta y baja

tempertura de los potenciales efectivos del modelo LSMq con p. = 300MeV y

A = 1.5 con los correspondientes valores de ¢ = 1.77 y a = 102MeV. El CEP

esta representado por los circulos.
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Figura 7.4: Diagrama de fase obtenido a partir las aproximaciones de alta y baja
tempertura de los potenciales efectivos del modelo LSMq con p. = 290 MeV y
A = 1.6 con los correspondientes valores de ¢ = 1.85 y a = 93.4MeV. El CEP

esta representado por los circulos.
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para las diferentes superestadisticas no varian mucho con respecto a la curva sin
superestadistica N = oo, éstas no se aprecian en las Figuras mencionadas. Sin em-
bargo, se muestra un acercamiento a la zona del CEP en los recuadros presentados
en la parte izquierda inferior de las Figuras y[7.4] el cual muestra cémo se mueve
el CEP con las diferentes superestadisticas.

La curva negra en las Figuras y que empieza en T' = 0 y llega hasta
T =~ 100 MeV representa los potenciales quimicos y temperaturas criticos encontra-
dos con el potencial efectivo en la aproximacion de bajas temperaturas. Para tem-
peraturas menores a las del CEP se encontraron potenciales efectivos de la forma
de la Figura indicando transiciones de primer orden, mientras que para tempe-
raturas mayores a las del CEP se encontraron potenciales de la forma de la Figura
que representan transiciones de segundo orden, que corresponden a crossovers
en QCD. La curva del potencial efectivo a bajas temperaturas se tiene que cortar,
ya que al ser una aproximacién para bajas temperaturas si se empieza a aumentar
la temperatura, la curvatura empezara a tener valores no fisicos. La curva negra
para temperaturas desde 7" ~ 200 MeV hasta T" ~ 150 MeV son las temperaturas y
potenciales quimicos criticos obtenidos con el potencial efectivo en la aproximacién
de alta temperatura. En este caso, se encontré que todas los puntos corresponden a
transiciones de segundo orden, o crossovers en QCD. Una vez mas la curva se cortd
hasta ahi para asegurar que la curvatura no empezara a tomar valores fisicos.

El CEP se localiza en la parte de baja temperatura ya que en la zona de alta
temperatura sélo se encontro transiciones de segundo orden con los pardametros usa-
dos. Lo primero a notar en ambas figuras es que entre N es mas grande, el CEP y su
respectiva curva de temperaturas y potenciales quimicos criticos se acercan al CEP
obtenido con la termodindmica de Boltzmann denotada en la Figura por N = oc.
Debido a que la N tiene la interpretacion de ser el nimero de nucleones en un i6n
en la colision, podemos relacionar el concepto de centralidad con cuanto se aleja el
CEP con superestadistica respecto al CEP sin superestadisitca. La centralidad en
una colision es qué tan grande es el parametro de impacto b en la colision. Entre
b sea mas grande, se dice que la colisiéon es mas periférica. Por lo tanto, entre la

colisién sea menos periférica, el nimero de nucleones que colisionan es mayor, por
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lo que la N aumenta y el CEP se aleja menos.

Después notamos que el efecto de sélo superestadistica en la temperatura T,
denotado como ST en las Figuras, mueve al CEP hacia la derecha del diagrama
mientras que el efecto dado por sélo la superestadistica en 7, denotado como S7,
mueve el CEP hacia la izquierda del diagrama. La curva que representa el combi-
nado de las superestadisticas en n y T', denotado por S7T7n, mueve también hacia la
izquierda el CEP. Notamos que en ninguna de las posibles superestadisticas con los
N mostrados, se mueve apreciablemente el CEP.

Comparado con lo encontrado en el trabajo previo sobre los efectos de superes-
tadistica en el diagrama da fase dado por el modelo LSMq [35] notamos que el CEP
se mueve mucho menos ahora. Esto ocurre porque los valores de los parametros ele-
gidos en este trabajo se fijaron con las condiciones fisicas descritas en la Seccién
mientras que los pardmetros elegidos en [35] no fueron constrenidos de esta manera
y, por lo tanto, no corresponden estrictamente a las mismas condiciones fisicas.

Por lo tanto, de las Figuras y [7-4] observamos que las desviaciones dadas por
las superestadistica son a lo mas del orden de 0.1 MeV en el potencial quimico de

quarks respecto al CEP con la termodindmica de Boltzmann.



Capitulo 8

Resumen y conclusiones

En este trabajo se presentaron las correcciones al CEP de la QCD dadas por
la superestadistica usando el modelo sigma lineal acoplado a quarks. Para esto, se
presentaron todos los antecedentes necesarios para el analisis. Se empez6 dando una
introduccién a la QCD y al rompimiento de la simetria quiral responsable de las
masas de los hadrones ligeros; ademas, también se discutié el comportamiento de
la constante de acoplamiento de QCD a altas energias. Luego, se dio un breve re-
sumen de la teoria de transiciones de Landau y su relacién con los rompimientos
espontaneos de simetrias y los parametros de orden para asi discutir los principales
parametros de orden en las diferentes transiciones de QCD e introducir el conje-
turado diagrama de fase de QCD. También se mencionaron los escenarios de la
naturaleza en los que aparecen estas transiciones tales como el universo temprano,
estrellas de neutrones y colisiones de iones pesados relativistas. Después, se dio una
introduccién al formalismo de la termodinamica fuera del equilibrio usado en este
trabajo conocido como superestadistica y de las posibles superestadisticas que sur-
gen a partir de diferentes funciones de distribucion de probabilidad; con esto, se
aplicé la superestadistica de una distribucién de probabilidad x?2, también conocida
como la termodinamica de Tsallis, para calcular las correcciones al potencial efecti-
vo de cualquier teoria cuantica de campos. Ademas, se motivé la necesidad de usar
formalismos de termodindmica fuera del equilibrio para colisiones de iones pesados
relativistas. Luego, se presentaron los resultados principales de la teoria térmica de

campos para establecer las expresiones de los potenciales efectivos a 1-loop. Pos-
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teriormente, se presenté el modelo sigma lineal acoplado a quarks que se us6 para
emular el comportamiento del rompimiento de la transicion quiral y se presenté el
calculo del potencial efectivo a 1-loop en las aproximaciones de alta y baja tem-
peratura, ademas de las correcciones de las constantes de acoplamiento del mismo
modelo. Finalmente, con los potenciales efectivos y las constantes de acoplamiento
corregidas se calcularon las correcciones al CEP del diagrama de fase de QCD dadas
por la superestadistica suponiendo que hay fluctuaciones de la temperatura y del
potencial quimico. Se obtuvo que las desviaciones dadas por las superestadistica son
a lo mas del orden de 0.1 MeV, en el eje del potencial quimico de quarks, con res-
pecto del CEP sin superestadistica para 100 nucleones en cada ién en una colisién
central de iones pesados relativistas.

Aunque la finalidad de este trabajo no fue calcular la posicion precisa del CEP
sino las desviaciones que tiene éste para diferentes grados de termalizacién, en [2§]
se dio una estimacién con el mismo modelo. El CEP se encuentra en la region
5.02 < pp/T < 518, 0.14 < pp/T, < 0.23, en donde pup = £ es el potencial
quimico de bariones y T, es la temperatura critica para ug = 0. Por lo que, de
acuerdo al presente trabajo, el CEP se desplazaria a lo méas 0.3 MeV en el eje del
potencial quimico de bariones respecto a los valores dados.

Este trabajo es la continuacién de [35] y comparando con dicho trabajo, se en-
contré que el CEP se moviéo menos en el diagrama de fase. Esta disminucién del
movimiento se puede adjudicar al hecho de que los parametros usados en este traba-
jo fueron fijados con condiciones fisicas distintas a las del trabajo previo. Ademas,
en dicho trabajo se discute como el parametro N, el cual establece qué tan fuera del
equilibrio esta el sistema, puede ser determinado de manera mas exacta mediante
el calor especifico, el nimero de participantes en la colision N, el nimero de ma-
sa del 4tomo con menos nucleones A y el pardmetro £ que en [85] se estima como
¢ = N,/A. Por lo tanto, para poder explorar el diagrama con las correcciones de
superestadistica dadas por los experimentos es necesario encontrar estos parametros
para poder determinar la N correcta.

Se espera que este trabajo sirva como precedente para el estudio de la transicién

quiral en QCD en sistemas con temperatura y potencial quimico fluctuante. Este es-
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cenario es el esperado en una colisién de iones relativistas. Ademas, los experimentos

que buscan encontrar el CEP se basan principalmente en estas colisiones.
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