UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

Difusién y adsorcion de contaminantes en ciudades: en la
planeacion de ciclovias

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
FISICO

P R E S E N T A

ABRAHAM NAVA MIRELES

TUTOR
DRr. RICARDO ATAHUALPA SOLORZANO KRAEMER

Ciudad Universitaria, CD. MX., 2020




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

Difusién y adsorciéon de contaminantes en ciudades: en la
planeacion de ciclovias

Autor:  Abraham Nava Mireles

Asesor: Dr. Ricardo Atahualpa Solérzano Kraemer
Ano: 2020

Lugar:  Ciudad Universitaria, CD. MX.




Agradecimientos

A mis padres, hermanos, amigos y demads personas, por su confianza y apoyo incondicional a
lo largo de mi camino.

A la institucién por todas las oportunidades brindadas. A mis profesores que me formaron,
particularmente a mi asesor Ricardo Atahualpa.

Este trabajo es una investigacion realizada gracias al Programa de Apoyo a Proyectos de
Investigacién e Innovacion Tecnolégica (PAPIIT) de la UNAM 1A106618. Agradezco a la
DGAPA-UNAM la beca recibida.



Miembros del jurado

Dr. Carlos Malaga Iguifiiz
Facultad de Ciencias

Dr. Denis Pierre Boyer
Instituto de Fisica

Dr. Francisco Javier Sevilla Pérez
Instituto de Fisica

Dr. Luis Benet Ferndndez
Instituto de Ciencias Fisicas

Dr. Ricardo Atahualpa Solérzano Kraemer

Facultad de Ciencias



Definiciones

Entropia, S

Constante de Boltzmann, kg

Potencial quimico, p

Beta termodindmica, § = kL%T

Factor de boltzman, { = ef€

Funcién de particion, Z

Energia libre de Helmholtz, F

Fracciéon de ocupacion (Langmuir), f
_ du

Derivada parcial, u, = §;

Operador Laplaciano, A

kgT

Coeficiente de difusion, D = Gear

Nodoi,jent=n+1, u?’]*l
Tiempo de equilibrio, t,

Coeficiente de Reflexion, R
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1| Introduccién

En una ciudad tan poblada como la Ciudad de México, la movilidad es un tema de interés
para los habitantes, gobierno, investigadores, empresarios, entre otros, ya que contribuye a la
calidad de vida de los habitantes, a la dindmica social y econémica de la ciudad.

El crecimiento de la poblacién de la Ciudad de México ha sido mucho menor a partir
del 2008 (comparado con las décadas anteriores). La poblacién se ha mantenido dentro del
rango de 8.2 y 8.85 millones de habitantes. En cuanto a la zona metropolitana del Valle
de México la poblacién se mantuvo entre 19.2 y 21.3 millones de habitantes (segtin cifras
del Instituto Nacional de Estadistica y Geografia INEGI) [1]. Sin embargo la movilidad ha
sido afectada significativamente, siendo el aumento del parque vehicular y el patrén de
crecimiento expansivo territorial las principales causas (ver Fig. 1.1), pasando de 3.2 millones
de autos en 2008 a 5.8 millones en 2018 [2]; por tanto al finalizar 2018 la ciudad contaba con
65 autos por cada 100 habitantes.

De acuerdo a TomTom Traffic Index, la Ciudad de México se ha mantenido dentro del grupo
de ciudades mas congestionadas en los tltimos afios. En 2015 , 2016 y 2017 se encontraba en
el primer lugar con promedios anuales de porcentajes de congestionamiento de 59%, 66% y
66% respectivamente y en 2018 pas6 al lugar 9 de la lista con un 52%. Dicho porcentaje sefiala
el tiempo extra de viaje al que se tendria sin congestionamiento; esta base es determinada
por recorridos reales [3]. Ademds, de acuerdo a un estudio de "Sin Trafico" realizado en
2016-2017, el promedio de velocidad en CDMX es de 13.42 km/hr, mismo tema del que
algunos periddicos han hablado [4] [5].

El congestionamiento de la ciudad naturalmente provoca: la reduccién de la movilidad, el
incremento de los tiempos de traslado, el incremento en accidentes de trénsito, los elevados
niveles de contaminacién y problemas secundarios como el robo en vias. Si bien se han
implementado avances, principalmente en trasporte ptublico, estos no han sido suficientes. Por
lo tanto, es necesario buscar alternativas de movilidad que disminuyan los efectos negativos,
que ademds puedan ser aprovechadas para planificacién apropiada en la que se consideren
sus ventajas y desventajas.

Una opcién, que hasta ahora no ha tenido o llamado la atencién suficiente, es la bicicleta.
El presente trabajo es parte del proyecto de mejoramiento de planificaciéon de ciclovias dentro
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1.1. PLAN BICI CDMX

de la Ciudad de México desarrollado por el Instituto de Geograffa UNAM mediante el "Plan
Bici CDMX"; no obstante el proyecto de mejoramiento no se limita a la CDMX, si no que
los algoritmos desarrollados y parte de los resultados podran ser implementados en otras
ciudades.

1.1 Plan Bici CDMX

Las ventajas del uso de bicicleta como medio de transporte son innumerables: es una opcién
de bajo costo, rdpida y eficiente a distancias cortas (en la Ciudad de México alrededor del
50% de los viajes son menores a 8 km), ademds provee beneficios para la salud, contribuye a
la mejora de movilidad y reduce la emisién de contaminantes. Sin embargo no siempre tiene
la atencién necesaria debido a la falta de infraestructura, lo cual representa un riesgo para los
usuarios. En esta seccién se presenta un andlisis que es parte del trabajo desarrollado por el
Instituto de Geografia UNAM, bajo el proyecto "Plan Bici CDMX" (PB CDMX), que fue hecho
con el propésito de guiar el desarrollo de una nueva infraestructura ciclista en la Ciudad de
México con base en un diagndstico de la ciudad [6].

1.1.1 Diagnéstico

En la ciudad se ha visto un incremento significativo del uso de bicicleta, con un ntimero
de viajes registrados en 2017 (de 300,000) tres veces al que se tenia en 2007; ademds de
que las politicas implementadas dentro del gobierno de la ciudad en los tltimos afios han
fomentado y contribuido al aumento de este medio de transporte al considerar que una red de
infraestructura ciclista es un punto fundamental para mejorar la problemética de abandono y
deterioro del espacio ptblico, (capitulo 2 del PB CMDX).

El clima de la ciudad se mantiene en una temperatura templada tal que la media anual es
de 15 a 16 °C y en el caso de las lluvias, se presentan en su mayoria en la tarde-noche durante
el verano y suelen ser predecibles, lo cual permite que los usuarios decidan realizar viajes
en bicicleta durante casi todo el afio. El diagnéstico muestra que el ntimero de viajes en bici
baja conforme a las temperaturas bajas y precipitaciones. Mas atn, el 65% de terreno de la
zona urbana de la ciudad tiene pendientes menores a 6%: en la Fig. 1.2 se observa que el area
con estas caracteristicas contiene la mayor parte de empleos y de poblacién. La poblacién
en la periferia, que son las de mayor grado de marginacién urbana (CONAPO), tienden a
trasladarse al centro debido al gran niimero de empleos que se concentran en dicha zona.
Estos son los aspectos mds relevantes de la ciudad que favorecen significativamente al uso de
la bicicleta en la ciudad.
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Figura 1.2: a) Pendiente del terreno en la CDRIX, b) densidad de poblacién por 4rea geoes-
tadistica basica (AGEB), c) densidad de empleos por AGEB y d) divisién por
distritos de transito de la Ciudad de México. (Fuente: PB CDMX).
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Parte de las zonas con alto potencial de uso de bicicleta, como la zona centro, ya cuentan
con infraestructura sobre las vias (ciclovias, ciclo-carriles, y carril bus-bici), servicios de
bicicletas compartidas (como el proyecto ECOBICI CDMX y otros servicios particulares
mediante aplicaciones), asi como sus respectivos aparcamientos que en su mayoria coinciden
con puntos de conexién con otros medios de transporte, lo cual sugiere que los viajes en
bicicleta serian en viajes de corto alcance con la finalidad de transbordar a un transporte
de largo alcance. Debido a que la mayor parte de la infraestructura se encuentra dentro del
poligono central de la ciudad (corresponde alcaldias Miguel Hidalgo, Cuauhtémoc, Benito
Juarez y Venustiano Carranza sefialados con los contornos urbanos 001-0017), no se tiene un
conocimiento real del potencial que tienen los traslados mds largos que consideran los viajes
de casa-trabajo; aunque debido a la velocidad promedio de la CDMX sugiere que dichos
viajes son de interés alto.

Bajo un andlisis del PB CDMX, se muestra que la infraestructura atrae entre 39 y 55% mas
viajes de lo que se esperaria si no existiera dicha infraestructura. Adicionalmente, alrededor
del 18% de los viajes en bici se realizan en vias ciclistas mientras que 48% son sobre el arroyo
vehicular. La percepcién de los ciclistas es que la inseguridad vial es uno de los factores
que més impiden el uso, y se debe principalmente a la falta de infraestructura. La Fig. 1.3
muestra la densidad de accidentes que involucran a ciclistas.

1.2 Proyecto de mejoramiento

En el Plan Bici CDMX (PB) se realiz6 un andlisis de redes para encontrar las rutas de traslado
mads cortas entre pares de contornos urbanos (distritos de transito) mas cercanos a través de
la red primaria de la ciudad (Fig. 1.2-d), se tomaron en cuenta los viajes atraidos por cada
uno de los distritos de transito, los viajes internos del distrito y los viajes entre un distrito
y otro (encuesta origen destino INEGI); el analisis implementado se basa en una regresion
logistica para calcular la probabilidad de que se realicen los viajes en ciertas vias (primarias).
El modelo da informacién estadistica acerca de los usuarios como lo es el sexo, edad y estrato
social, lo cual estima a los ciclistas potenciales. Ademds se propuso la implementacién de
bici-estacionamientos y la expansién del programa ECOBICI, con la discusién y el andlisis
individual para reconocer de las caracteristicas e impacto dentro del plan.

Este modelo matemadtico ([6] seccién 3) determina a los usuarios potenciales y conexiones
entre distritos, sin embargo se reconocen aspectos no favorables y en ocasiones inconsistentes
con el diagnéstico. Estos aspectos son: se consideran tinicamente las vias primarias y los
traslados de personas en pares de contornos urbanos (si un individuo se mueve en mas de
dos contornos urbanos no se considera), en la Fig. 1.3 se observa que la mayoria de los
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Figura 1.3: Distribucién de accidentes con ciclistas en el poligono central de CDMX durante
el 2017.
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accidentes para ciclistas ocurren sobre vias principales lo que representa mayor riesgo en
estas vias y los efectos negativos a la salud de acuerdo a los niveles de contaminantes que
afectan a los usuarios. Por otro lado, tampoco se toman en cuenta ni se analizan los efectos al
transito, es decir, que tanto aumenta o disminuye el congestionamiento al incluir los tramos
de ciclovias.

El proyecto de mejoramiento se fundamenta en los aspectos anteriores y asi contar un plan
de desarrollo de infraestructura ciclista mejor bajo estos criterios. Dicho proyecto se conforma
de tres partes:

1. Difusién y adsorcién de contaminantes.
2. Simulacién del movimiento de los autos en una red de calles.

3. Optimizacién de los caminos para las ciclovias.

Esta tesis se limita al desarrollo del primer punto, se determina la cantidad de contami-
nantes emitida por los autos en la calles, asi como las distribuciones correspondientes debido
a los efectos de difusion.

Se consider6 un caso simple en el que no se toman en cuenta los flujos de vientos ni como
afecta el movimiento de los autos, es decir, los autos son fuentes puntuales. Este modelo es el
caso mds optimista, del cual sabremos como es la distribucién de contaminantes en el mejor
de los casos, es decir, no hay perturbaciones en el proceso de difusién. Evidentemente los
aspectos no considerados influyen en la difusién y ocasionan que la cantidad de contaminantes
sea mds homogénea en el espacio; para incluirlos, la ecuacién seria modificada por una parte
de adveccion, la cudl ya ha sido estudiada en [7] [8].

Para esto se realizaron simulaciones numéricas con el método de diferencias finitas de la
correspondiente ecuacién de difusiéon (2-dimensional). En principio, hay mayor cantidad
de contaminantes en las calles mas transitadas, sin embargo no se pueden descartar en su
totalidad ya que sus caracteristicas contribuyen para obtener una red de ciclovias mas 6ptima,
por ejemplo: la cantidad de carriles, sus conexiones, si estdn rodeadas de edificios o parques,
entre otras. Parte de los objetivos, para obtener criterios aplicables a la planeacién de ciclovias,
es decir como son las distribuciones (o niveles de contaminantes) debido al flujo de autos
considerando distintas caracteristicas de las calles.

Adicionalmente, mediante el modelo de adsorcién sélido-gas de Langmuir se desarrollara
un andlisis de equilibrio (entre una superficie cristalina y un gas) para distintos contaminantes
en la Ciudad de México de acuerdo a los parametros termodindmicos y, en este caso, meteo-
rolégicos involucrados como la presion, la temperatura y la humedad, esto bajo la sospecha
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de que la presion atmosférica en esta ciudad puede influir que exista una disminucién en los
niveles de contaminantes. En la seccién 2.2 se muestra una descripcion més detallada del
modelo. Adelantamos que las suposiciones consideradas en el modelo de Langmuir (como
considerar al sistema en equilibrio lo cual es erréneo), tienen un gran peso en los resultados
tanto a favor como en contra.

En el segundo punto, se trabaja en la simulacién del movimiento de los autos en una red
de calles. El algoritmo se basa en teoria de juegos, en el que cada agente o participante es
un automovilista el cual toma las decisiones de la ruta que mds le convenga para llegar a su
destino dentro de una red de calles. Esta decisiéon del agente dependera de su percepcién de
la ruta que esta tomando, es decir, la cantidad de autos que observa en las calles, el tiempo
que ha tardado de més en un trayecto, la paciencia, etc. Estos aspectos son determinados
por las interacciones entre los agentes, por ejemplo que tan cerca puede estar uno del otro.
El objetivo del algoritmo es determinar la dindmica de los autos. Se utilizard el modelo de
precio de la anarquia aplicado a una red de nodos [9] [10], que en este caso fungen como las
intersecciones de las calles; el modelo determina que tan conveniente es que un agente tome
una decisién u otra, debido a sus interacciones con otros agentes, en conjunto los agentes
muestran un estado de equilibrio que muestra el estado méas probable del sistema, es decir,
las rutas mas probables que tomaran los agentes en conjunto.

En el tercer punto, se pretende optimizar la red de ciclovias, el objetivo principal es
disminuir el largo de las ciclovias, conectando los puntos de interés principales de origen-
destino que priorizan a los que tienen mayor conectividad. Se han implementado modelos
tipo Ising para el estudio de transicion vitrea, lo cuél ha llevado a métodos que minimizan
las distancias en una red de nodos. Los modelos Ising son descritos por Hamiltonianos que
contienen interacciones entre los nodos (por ejemplo la interaccién de espin), de estos se
puede derivar la entropia correspondiente, que al maximizarse nos da la red de conexiones
minima en longitud.

Una vez se obtenga una red de caminos para bicis, se realiza nuevamente el andlisis del
punto uno para observar los efectos de la disminucién del espacio de autos para asi volver a
calcular una nueva red de ciclovias. Esto se realizaria iterativamente hasta obtener la longitud
menor tal que el movimiento de los autos es igual o mayor para cualquier red de ciclovias
nueva que se forme.




2 | Termodindmica de contaminantes

En este capitulo se introducen los conceptos para entender la termodindmica de los contami-
nhantes (que en general se comportan como gases como NO,, O3, particulas PM, entre otros)
desde el punto de vista de mecénica estadistica la cual da lugar al modelo de Langmuir. El
modelo describe el equilibrio termodindmico entre un gas y un sélido.

2.1 Mecanica Estadistica

La mecénica estadistica o fisica estadistica predice, mediante estadistica y probabilidad,
propiedades de un sistema macroscépico a partir de las descripciones de los componentes
microscopicos que lo conforman, ya sea desde el punto de vista de la fisica clasica o cudntica.

Asi para un sistema de 10%

particulas en una caja, en lugar de resolver la ecuacién para
cada particula y saber qué hace cada una (por ejemplo la ecuaciéon de Schrodinger con las
contribuciones de las interacciones con las otras particulas del sistema), es mejor utilizar la
herramienta fisica estadistica para saber como se comportan en conjunto y hacer preguntas
mas bdsicas sobre la caja como su volumen, su temperatura, el cambio debido a las distintas

perturbaciones, u otra de las variables termodindmicas que se conocen de la fisica clésica.

En el formalismo de la mecédnica estadistica no solo se considera el comportamiento de
un solo estado (una particula), si no se utilizan los ensambles estadisticos, que en general
describen la distribucién de probabilidad sobre todos los posibles estados del sistema [11][12].

Por ejemplo, el ensamble microcanénico describe un sistema aislado, es decir, no inter-
cambia particulas ni energia con el entorno, por lo tanto su composiciéon y su energia no
cambian. En este caso, todos los micro-estados accesibles son igualmente probables ya que
son equivalentes entre si [13]; las variables de este sistema son el nimero de particulas N, el
volumen V y la energia E del sistema. Si Q)(E) es el niumero de estados accesibles del sistema
con energia E, entonces la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado |n) es:
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Esta distribucién de probabilidad es el ensamble microcanénico, del cual se puede derivar
la entropia, temperatura y presiéon como:

S(E) = kBli’lQ(E)

1 oS aS
T- (ms)V,N' p=T <av>E,N @1

kp ~ 1.38064852 x 10?%] /K se le conoce como la constante de Boltzmann. Otro término de
utilidad es la beta termodindmica dada por = kBiT

El ensamble canénico describe un sistema que interacttia con un segundo que tiene la
funcién de reservoir de calor, por ejemplo un sistema sujeto a un bafio de calor. El sistema
puede intercambiar energia con el reservoir y este al ser tan variables termodindmicas (como
V o T) no cambian; las principales variables termodindmicas del ensamble son N,V y T.

El ensamble de nuestro interés es aquel cuya composicién del sistema no es fija, lo que
podria ocurrir en la interaccién entre un gas y un reservorio, entonces la variable N ya no es
fija. En este caso se requiere que el reservoir tenga fijo el potencial quimico y y su temperatura
T; por lo tanto no solo se tiene un equilibrio respecto a la temperatura o a la energia, si no
también al potencial quimico. De la energia libre de Helmholtz F = E — TS, se puede obtener

oF oE
p= (aw)m - (aN>s,v' 22)

Con las variables termodindmicas principales del sistema y, V' y T se puede deducir de 2.1

el potencial quimico

y 2.2 que:

dE = TdS — pdV + udN

observemos que el potencial quimico es el costo de energia para anadir una particula a un
sistema para Sy V dados.

La distribucién de probabilidad corresponde al ensamble gran canénico. La probabilidad
de encontrar el sistema en un estado |n) (p(n)) dependerd de la energia E, y del ntimero de
particulas N,. Cada ensamble tiene su correspondiente funcién de particion; la funcién de
particién del gran canénico esta dada por:

10
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T ;’l/ Ze Eﬂ VNn

Notemos que la informacién termodindmica esta contenida en Z. Se puede obtener el valor
promedio del ntimero de particulas (N) y las fluctuaciones:

10 19 (N)
N)=>—InZ; AN?= . (2.3)
N = pan B ou
Finalmente se define el gran potencial termodindmico:
® = —kgTInZ (2.4)

del cual se derivan las variables S, Py N respecto a T, V y i de acuerdo a las variaciones de
P =9(T,V,u)

d® = —SdT — pdV — Ndp.

2.2 Modelo de adsorcion de Langmuir

En 1916 Irving Langmuir desarrolla el modelo que describe la adsorciéon de un gas por la
superficie de un sélido publicado dos afios adelante [14]; en 1932 le otorgaron el Premio
Nobel de Quimica. La interaccién de un cristal y un gas estd presente en distintos fenémenos
como la ionizacién atémica en un semiconductor. Sin embargo, el modelo ha funcionado para
materiales no cristalinos como en la adsorcién de O, por la mioglobina (que es una proteina).
En nuestro caso se tiene la hipétesis de que existe la adsorciéon de contaminantes sobre vapor
de agua de acuerdo a la humedad en los alrededores [15].

La reaccién quimica correspondiente es:

A+B= AB

11



2.2. MODELO DE ADSORCION DE LANGMUIR

en la cual las moléculas de tipo A se encuentran en equilibrio con las de tipo B. Tomando
en cuenta distintas suposiciones: el sélido B cuenta con una superficie plana y homogénea,
la cual posee espacios adsorbentes libres siendo todos estos equivalentes y cada sitio puede
adsorber a lo mds una molécula del tipo A; el gas se comporta como ideal en condiciones
isotérmicas [16].

La funcién de particiéon del gran ensamble candnico correspondiente es:

N,
Z =Y ePNetaz,
Na
donde N, es el nimero de moléculas adsorbidas, Ns el nimero de sitios de la superficie
adsorbente y z. la funcién de particién del ensamble canénico:

7z Ny

2T N, (Ns — Ny)!

( es la funcién de particién de una molécula individual de A, es decir, el factor de Boltzmann
dado por { = ef€ y € es la energia de una molécula de gas adsorbida La suma se reduce a:

Z = <1 —|— geﬁﬂA)NS

por lo tanto el potencial de gran canénico es:

® = —kpTInZ = —kgTN;In(1 + fePra)

de 2.3 la fraccién de ocupacién f estd dada por:

N g
Ny 14 gePra’

(2.5)

Ahora consideramos la condicién de equilibrio quimico y4 = pp, siendo ps y up el
potencial quimico del gas A y del sélido B respectivamente.

La funcién de particién para un gas ideal es:

z VRN L [mksT)
s ’ Q7 | 2mn
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2.3. HUMEDAD

ng es conocido como la concentracién cuantica que es el ntimero de particulas por unidad de
volumen en un sistema cuya distancia entre particulas es igual a la longitud de onda de de
Broglie A, para concentraciones mayores o iguales los efectos cudnticos son apreciables.

De acuerdo a (2.2) con F = —kgTInZ, correspondiente a la energia libre de Helmholtz se
obtiene py = —kpTIn(Vng/N). Finalmente sustituyendo y y de la identidad pV = NkgT en
2.5 se obtiene:

f=t 6)

p es la presién del gas A que es la misma que ejerce el gas sobre la superficie del sélido. pg se

define como:

Po = kBTHQee/kBT.

Tomando el modelo de Langmuir, los contaminantes tomardn el rol de un gas y pueden ser
descritos por la termodindmica del modelo, ademds de saber las variables termodindmicas:
la presion atmosférica que corresponde a la presion del gas, la temperatura, los potenciales
quimicos de cada contaminante. Al igual, se pueden determinar otros pardmetros como
la humedad que determina la cantidad de agua en el ambiente y este mismo funge como
la superficie s6lida adsorbente, asi como el tamafno de las moléculas que es necesario para
obtener el valor de ng.

La fisica estadistica se encuentra intrinsecamente relacionada con la termodinamica, ya se
ha mostrado en el modelo de Langmuir; en el siguiente capitulo abordaremos el fenémeno
de difusion que igualmente esta relacionado con la mecénica estadistica y termodindmica.

2.3 Humedad

Dada la suposicion de que el agua en forma de gotas en el aire simula una superficie de
adsorcion para los contaminantes, asi como superficie cristalina para los gases en el modelo
de Langmuir, introducimos los conceptos relacionados con la humedad que nos permiten dar
un estimado de la cantidad de agua en el ambiente misma que se usa en el andlisis.

En la mayoria de los casos, los datos que se registran de la humedad estan dados en
términos de la humedad relativa (Hg) que indica el porcentaje de saturacion del aire a una
temperatura dada, es decir, la cantidad de vapor de agua presente en el aire comparada con la

13



2.3. HUMEDAD

que el aire puede retener a cierta temperatura, cuando el aire ya no puede retener mas vapor
entonces este tltimo se condensa. Se puede representar en términos de la densidad actual de
vapor también llamada humedad absoluta (H,) y la densidad de saturacién de vapor (ps) y
en términos de la presién parcial del vapor (p,) y la presion de saturacion del vapor (ps) [17]:

H
Hg = 100%2% = 100% 7.

s Ps

Entre las temperaturas 0 y 40 C se tiene una relacion empirica para ps en funcién de la
temperatura T [18]:

ps = 5.018 4+ 0.32321T + 8.1847 x 107 3T? +3.1243 x 10 *T°.

Ahora nos interesa conocer la cantidad de agua en estado liquido en el ambiente, en el
equilibrio (cuando un material no gana ni pierde humedad) esta cantidad estd dada de
forma similar al contenido de humedad en equilibrio [19], que indica la cantidad de agua (en
porcentaje de Hr) que puede estar contenida en cualquier material, en este caso queremos
saber la humedad contenida en el aire mismo. La relacién es empirica y no se conoce, sin
embargo considerando a Hr y H, se puede aproximar linealmente a la cantidad de agua en
estado liquido en el aire como:

H H2ps
—x—xH, = R
CH.0 = &q509, * Ha = 835002

donde « es una constante de proporcionalidad. El término a &% corresponde al porcentaje de

(2.7)

agua que contiene el aire respecto a la humedad relativa, que al multiplicar por la humedad
absoluta nos da el estimado de la cantidad de agua contenido en el aire. Para este trabajo
consideraremos que & = 1
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3 | Transporte de contaminantes

El estudio del transporte o difusién de contaminantes es esencial para determinar qué
proporcién de lo que respiramos contiene particulas téxicas. Para poder estimar la cantidad de
contaminantes producidos por un automévil llega a un individuo situado a una determinada
distancia del emisor, necesitamos estudiar su propagacién a partir de la ecuacion de difusién,
la cudl es una ecuacion diferencial parcial que describe la distribucién de contaminantes como
funcién del tiempo.

3.1 Ecuacion de difusion

La ecuacion de difusiéon puede ser derivada a través de las leyes de conservaciéon de masa y
la ecuacién de continuidad, asi como la ley de Fick.

Se considera un medio homogéneo e isotdpico si tiene una densidad de masa constante
p. Denotamos con f = f(x,t) la tasa por unidad de masa de una fuente externa, donde
x € R", t es la variable de tiempo; la funcién f describe la distribucién de fuentes o sumideros
dentro del dominio de u ; si f < 0 describe un sumidero y f > 0 una fuente. Se considera a
u = u(x, t) la concentracion de soluto (contaminante) por unidad de masa y a q el vector que
especifica el flujo de contaminantes en magnitud y direccién a través de una unidad de 4rea
(o simplemente vector de flujo).

De acuerdo a la ley de conservacion de masa, en un espacio arbitrario ) (dominio de u), la
tasa de cambio del soluto en () es igual al flujo neto a través de la frontera d{) més la tasa a
la cual una fuente suministra el soluto:

d .
a/ﬂupdv——/mpq-nda—k/ﬂfpdv.

Del teorema de la divergencia y a que () es arbitrario, se obtiene:

Mt:—V'q+f (31)

15



3.1. ECUACION DE DIFUSION

donde u; denota la derivada parcial de u respecto a t y A es el operador laplaciano. (3.1) es
la ecuacién de continuidad que en este caso expresa la conservacion de masa, que describe
el transporte de una cantidad conservada como la masa, la energia, el momento, la carga
eléctrica, entre otras. Gran variedad de fenémenos fisicos pueden ser descritos por esta
ecuacion.

Por otro lado la ley de Fick describe el fenémeno de difusién, relacionando el flujo de
un soluto con la rapidez de su difusién. Postula que el flujo va de las regiones de mayor
concentracion a las de menor concentracién a través de un gradiente de concentracién. (ec.
3.2)

q=-DVu (3.2)

donde D > 0, es el coeficiente de difusioén, una constante de proporcionalidad entre el
gradiente de concentraciones y el flujo que determina que tan rdpido cambia u en el tiempo.
De las ecuaciones (3.1) y (3.2) se obtiene la ecuacién de difusién no homogénea (3.3).

uy — DAu = f. (3.3)

Notemos que la ec. (3.3) puede ser escrita de la forma u; + Lu = f (con L un operador
lineal), que describe a las ecuaciones diferenciales parciales del tipo parabdlicas.

Dado que los valores de u dan cuenta de la concentracién de una substancia (x,t), entonces
la cantidad

/Qu(x,t)dV

es la masa total dentro del dominio () a tiempo t. Cuando f = 0 entonces esta cantidad se
conserva.

Ya que el Movimiento Browniano puede describir el comportamiento de particulas difusivas
(debido a la colisién molecular), a la difusién se le asocian los mismos fenémenos como la
difusién de contaminantes.

Los problemas tipicos de difusiéon presentan cambios rdpidos al inicio en los valores de u,
pero su evolucién es cada vez més lenta, después de "algtin tiempo" no se puede apreciar las
diferencia (lo explicaremos mas adelante a partir de la solucién fundamental (3.6)). Por lo
anterior se dice que la ecuacién converge a un estado estacionario 7(x) cuando t — oo; en el
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3.1. ECUACION DE DIFUSION

limite u; = 0 implica que
DAu(x) = f

que es la ecuacién de Poisson.

3.1.1 Problema bien planteado 1D

En este trabajo utilizaremos los conceptos de problemas bien planteados aplicados a EDP
lineales. Para obtener un problema bien planteado (o problema bien definido) es necesario
encontrar la solucién tinica cuyo comportamiento dependa continuamente de los datos del
problema, por ejemplo: las condiciones iniciales y las condiciones de frontera.

Un problema tipico es la evolucién de la temperatura u dentro de una barra cilindrica.
La ecuacién de difusiéon en una dimensién puede describir este fenémeno, al suponer que
L >> A, con L el largo de la barra y A el 4rea de la seccién transversal. Asi aunque el
problema es 3-dimensional se aproxima el problema a una dimensién en el que la difusién
tnicamente se da a lo largo del cilindro.

En 1D la ecuaciéon de difusion es de la forma:

Ur — Dl/ixx = f

Al estudiar la evolucion de u dentro en un intervalo de tiempo, digamos t € [0, T], dentro
de un dominio Q) = [0, L], es necesario definir un estado inicial

u(x,t=0)=g(x)
y la interaccién con los alrededores, a menos que el dominio () cubra todo el espacio. Estas
interacciones las determinan las condiciones de frontera, que describen la temperatura a
la que se encuentran los alrededores (Dirichlet) y cémo es el flujo a través de las fronteras
(Neumann) o una combinacién de éstas (ver seccién 4.3). Naturalmente g(x) debe satisfacer
estas condiciones.

En resumen, se busca determinar u(x, f) tal que:

Uy — Duyy = f O<t<T, 0<x<lL
u(x,0) = g(x) 0<x<L
Condiciones de frontera 0<t<T

esto se generaliza de forma inmediata a R".

17



3.1. ECUACION DE DIFUSION

3.1.2 Unicidad

Supongamos que u y v son soluciones a un problema de difusién (lineal) sujeto a condiciones
iniciales y de frontera, entonces w = u — v también es solucién. Para probar que la solucién
es tnica, debemos mostrar que w = 0 [20].

Dado que u y v son solucién a la ecuacién no homogénea, se observa que w es solucién a
la ecuaciéon homogénea

w; — DAw =0

en Qr = Q) x (0, T) (Fig. 3.1), con la condicién inicial w(x,0) = 0 y condiciones de frontera
triviales (Dirichlet, Neumann o Robin [20]).

t /_\

Qr

=
Figura 3.1: Esquema del dominio Qr.

Multiplicando la ecuacién homogénea por w e integrando sobre (), se tiene

/ wwdv = L4 / w?dV = D / wAwdV. (3.4)
Q 2dt Jao Q

De las identidades de Green [21] (integracién por partes): Si u € C?(Q) (las derivadas
parciales de orden dos de u son continuas en el espacio Omega), v € C}(Q) y v el vector
normal a la superficie de d(), do el diferencial sobre la superficie de d() entonces:

/vAudV:/ vavuda—/ Vo -VudV.
0 20 0

Sustituyendo u = v = w en 3.4

/wAde:/ waywdo—/ |Vw|*dV. (3.5)
0 90 0
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Definimos la funcion

E(t) = / ’d
( ) wdV
de 3.4y 3.5

Y = D/ wavde—D/ Vaw|2dV
2 20 @)

el primer término de la derecha, tiene que ver con las condiciones de frontera, entonces

wo,wdo < 0
Q)

por lo tanto

E'(t) <0

asi E(t) es una funcién monétona decreciente y positiva. Como w(x,0) = 0 entonces E(0) = 0,
se sigue que

E(t) =0
para todo t > 0, lo que implica que w(x,t) = 0 en Q;. Entonces se cumple que:

u=nuo.

Esto demuestra que la ecuacién de difusion (3.3) tal que u € C>(Q), u € C}(Q) yu € C((0,T))
sujeto a condiciones iniciales y de frontera (Dirichlet, Neumann u otras) tiene a lo mds una solucion.

3.1.3 Estabilidad

Notemos que u esta determinada por dQT, y se conoce como la frontera parabdlica de Qr

0Qr =Q x (t=0)UdQ x (0,T]

De acuerdo a la naturaleza de la ecuacién de difusion, la cual describe que el flujo va de los
valores altos a los bajos, se establece el principio del mdximo [20], el cual asegura que u alcanza
su valor méximo en 9Qr.
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Reescribiendo el enunciado, si w es de clase C2(Q) y C([0, T]) tal que

wt — DAw =g <0

en el dominio Q7, entonces w alcanza su méaximo en dQr, es decir,

maxg,w = maxgQ,w.

Andlogamente para el valor minimo. Como consecuencia se tiene que

w; — DAw = 0 = minyg,w < w(x, t) < maxyo,w

para todo (x,t) € Qr

Se dice que un problema es estable cuando al someterlo a una perturbacién (cambio
pequerio), los cambios en la solucién son pequefios. De ésta forma, con v y w soluciones a la
ecuaciéon de difusion:

vp—DAv=f, y w— DAw=f,

siw < vsobre dQr v fuw < f, en Qr, entonces w < v en Qr y se satisface el estimado de
estabilidad:

maxg-|v — w| < maxag,[v — w| + Tmaxg|fo — ful-

Por la continuidad de w y v en Q1 podemos construir a v = g, y w = g que definen las
condiciones de dQr tal que satisfacen

thXaQT|gv—gw| <€y max@|fv_fw| <e
=

maxg-|v —w| < e(1+T).

Entonces, en un tiempo T finito, un cambio pequefio en las condiciones iniciales implica
una separacién pequefia entre las soluciones correspondientes. De esta forma, cualquier
perturbacién es constante o disminuye a través del tiempo.
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La estabilidad es la tltima condicién para tener un problema bien planteado y se concluye
que cualquier problema de difusién (ec. 3.3) sujeto a condiciones iniciales y de frontera es un problema
bien planteado.

3.1.4 Solucién Fundamental

Dado un operador diferencial parcial L, la solucion fundamental es una formulacion a través
de la teorfa de distribuciones. Estas se usan ampliamente en las EDP, donde puede ser mds
tacil establecer la existencia de soluciones de distribucién que las soluciones clésicas, o incluso
que las soluciones clasicas pueden no existir. Las distribuciones son importantes en fisica e
ingenieria, donde muchos problemas conducen naturalmente a ecuaciones diferenciales cuyas
soluciones o condiciones iniciales son distribuciones, por ejemplo la distribucién delta de
Dirac §(x). En [22] se aborda este tema en general de forma detallada, en particular estudia a
distintos operadores diferenciales.

Sea L un operador diferencial lineal, se dice que S es solucién fundamental de L si satisface

LS = 6(x).

La ecuacién de difusion tiene una solucion fundamental para la ecuaciéon homogénea, en
R" est4d dada por:

S(xt) = |x|2) , t>0 (3.6)

(4mtDt)""? p( 4Dt

donde |x| es el modulo del vector x.

Observemos que tan pronto como t > 0, S es positiva en todo el espacio, lo cual dice
que la masa se difunde instantdneamente en todo el dominio y por tanto su velocidad de
propagacion es infinita. Esto es un problema usando la ecuacién de difusiéon Difusién2 como
un modelo realista. Sin embargo, podemos argumentar que la funcién fuera del intervalo de
radio 4Dt es practicamente cero.

A partir de la solucién fundamental se resuelve el problema global de Cauchy, que consiste
en encontrar la solucién a ec. Difusién2 sujeto a condiciones iniciales.

ur — DAu = f(x,t) en Qr
u(x,0) = g(x) en Q)
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de acuerdo a [22] (Sec. 4.3.1) se obtiene:

uot) = [ s0sc—y iy + [ [ fy9s0—y, 6 - s)iyds.

Notemos que S(x) es una distribucién gaussiana que muestra la forma en la que evoluciona
la distribucion espacial, a medida que t crece la amplitud de S disminuye y la campana
aumenta de grosor debido ya que el coeficiente de varianza ¢> = 2Dt aumenta. Dicho
incremento es proporcional a Vi, por lo tanto a tiempos ¢ cercanos a 0 el estado inicial g(x)
cambia més rapido que para tiempos grandes. De nuevo, se tiene que los estados futuros
solo dependen del estado inicial ¢t = 0. Esto prueba la existencia de una solucién a la ec. de
difusion.

La solucion fundamental S muestra un fenémeno propio de la difusién: aunque la informa-
cién inicial no sea diferenciable en un niimero finito de puntos (o discontinua), la solucién es
suave para t > 0. Esto fue demostrado por J. Nash mostrando las soluciones regulares para
las EDP parabdlicas [23] [24], ver Fig. 3.2.

TS
o1 S ?\Q‘
AN NN
s
SR ST o~
o < SIS > 25
- Tiase——— <
OSSR s e
B

=
= = 1

Figura 3.2: Evolucion de u como solucién a la ecuacién homogénea (f = 0) en R y condiciéon
inicial g(x) = d(x)

3.2 Movimiento Browniano

Hasta este punto, no se ha dicho cémo obtener el valor del coeficiente de difusién D. Este se
puede medir experimentalmente para diferentes gases, pero depende de la temperatura y la
viscosidad del sistema, lo cual lo vuelve poco préctico. Se requiere una férmula para poder
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3.2. MOVIMIENTO BROWNIANO

calcular el valor de D dada la viscosidad y la temperatura. Para esto podemos nuevamente
recurrir a la visién microscépica.

Una idea aceptable del movimiento de las particulas contaminantes, es pensar que éste
se mueve principalmente debido a 2 tipos de fuerza. La primera de ellas es el resultado de
la accién de un campo externo (por ejemplo la gravedad o campos eléctricos externos), y la
segunda es considerar una fuerza estocdstica debido a las mdltiples colisiones que recibe cada
particula contaminante por las moléculas de aire a su alrededor. Este es el modelo de particula
Browniana o movimiento Browniano, que recibe su nombre por el biélogo inglés Robert
Brown [25], quien report6 en 1827 la trayectoria de particulas de polen en agua, observando
que el movimiento era altamente irregular, aparentemente relacionado con la vida del polen.
Mas tarde se hicieron experimentos mostrando una dependencia entre la velocidad de los
movimientos, la temperatura y la viscosidad del medio [26].

En 1905, Albert Einstein logré mostrar analiticamente [27], utilizando una visién mi-
croscopica, que el coeficiente de difusion dependia linealmente de la temperatura y era
inversamente proporcional a la viscosidad, lo cual coincidia con lo observado experimental-
mente. Ademads, Einstein utiliz6 sus resultados para estimar correctamente el niimero de
Avogadro, comprobando que su teorfa del movimiento Browniano era correcta. Tres afios mds
tarde, el fisico francés Paul Langevin [28] propuso otra forma de deducir el coeficiente de
difusién, resolviendo una ecuacién diferencial estocéstica que hoy se conoce como ecuacion de
Langevin. La ventaja de la deduccién de Langevin es por un lado que resulta mds sencilla de
seguirse (por lo tanto es la versién que seguiremos en este texto), y por otro lado que establece
una forma sencilla de hacer simulaciones para estudiar casos de particulas Brownianas. Esta
técnica para hacer simulaciones se conoce como Dindmica Browniana [29] y es muy usada
para estudiar sistemas coloidales, como son los contaminantes.

3.2.1 Ecuacién de Langevin

Consideremos una particula de masa M y radio a (un grano de polen o un contaminante)
suspendido en un fluido cuya viscosidad es 7.

Asumiendo que la velocidad de la particula es 7, habra una fuerza de arrastre de Stokes
igual a 67tan|7| [30], debido a que la particula estd sumergida en un fluido viscoso. Si
esta fuerza viscosa fuera la tinica que actuara sobre la particula (en ausencia de campos
externos), entonces || = v se aproxima a 0 de forma exponencial. Sin embargo, el teorema
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Figura 3.3: Simulacién de movimiento browniano en 2 dimensiones.

de equiparacién de la energia cinética requiere que:

“M{v?) = =~ 3.7)

La particula esta sujeta a una fuerza estocastica X (t) debido a las colisiones en un intervalo
de tiempo corto para la observacion, pero suficientemente largo para que ocurra un niimero
grande de colisiones. En condiciones normales de presion y temperatura (P ~ latm y
T ~ 293K), si la particula en cuestiéon es mucho més grande que las moléculas del fluido,
siguiendo las ideas de la teoria cinética, se puede encontrar que el nimero de colisiones
que recibe la particula por segundo es muy grande, en particular para un grano de polen
en agua, es del orden de 108 colisiones/s. Como el nimero de colisiones es grande y cada
colisién tiene una misma distribucién de probabilidad, segtn el teorema del limite central
X(t) debe tener una distribucién normal. Ademas, no hay razén para que la particula tenga
un movimiento en alguna direccién preferencial, por lo que X(t) debe tener valor esperado 0.

Ahora, considerando el caso general donde existe una fuerza E,(t) debido a un campo
externo, la dindmica de la particula esta descrita por:

M% = —6mand + E(t) + X(t)

o bien, re-acomodando los términos para tener ¥ = 7 = 3 en un lado de la ecuacién,
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tenemos:

Mi +ax = E(t) + X(t), (3.8)

que es la ecuacion de Langevin. Aqui & = 67tay, aunque en un caso general corresponde a la
fuerza de arrastre la particula, la cual depende de su geometria.

Esta ecuacion estocdstico-diferencial, en general, no es sencilla de resolver por lo que se
suelen usar métodos numéricos. En el caso donde no se consideran interacciones o campos,
lo que se obtiene es un movimiento Browniano como el de la Figura 3.3.

3.2.2 Particula Browniana libre y la relacion de Einstein-Stokes

Resolveremos la ecuacién ec:Langevin para el caso 1D en ausencia de un campo externo. El
caso 2D y 3D son similares, ya que en ausencia de un campo externo la ecuacién (3.8) se
puede descomponer en 3 ecuaciones independientes. Multiplicando la ecuacién (3.8) por x
obtenemos:

Mix + axx = xX(t) (3.9)

Ademas, %(xa&) = x¥ + %2, o bien, x¥ = %(xfc) — %2, por lo que la ecuacién (3.9) se vuelve:

d, .. :
M (dt(xx) — x2> = —axx + xX(t)

Tomando promedios de ensamble de esta ecuacién obtenemos:

M <jt<xx> _ <x2>> — —a(5x) + (xX (1)

ya que el operador (-) es un operador lineal, al igual que la derivada. Considerando que
X(t) es un ruido blanco no habra correlaciones temporales entre X(t) y x, por lo que
(xX(t)) = (x)(X(t)) =0, ya que (X(t)) = 0. Entonces, la ecuacién anterior se transforma en:

M(i(x@ - <x2)> = M(;t(xx> - Iq_;}”) = M%(xa’c} — kT = —a(xx) (3.10)
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3.2. MOVIMIENTO BROWNIANO

dénde se uso el principio de equiparacioén en el primer paso de la igualdad. Esta ecuacion
tiene la gran ventaja de ser una ecuacién diferencial ordinaria lineal de una sola variable, por
lo que se puede resolver exactamente y la solucién es:

(xx) = Cexp(—at/M) + kiT

Siat=0,x=0,entonces C = —k‘fTT. Notemos que (xt) = 14 (x?), por lo que la ecuacién
anterior se vuelve:
-4 — 1— _
2dt<x ) . (1 —exp(—at/M))

la cual es otra ecuacion diferencial lineal de una sola variable, cuya solucién es:

(x?) = 2T (t M
o 14

(1 —exp(—zxt/M))). (3.11)

Para tiempos largos (+ >> ), ]a exponencial se va a 0 y el desplazamiento cuadratico
medio (x?) queda dominado por el primer término, es decir, por el comportamiento lineal de
L.

2kgT
67Tan

(x2) ~ 2B (3.12)

Reconociendo el comportamiento difusivo (x2) = 2Dt, se obtiene la relacién de Einstein-
Stokes

kT
 6man’

(3.13)

En el caso 2 y 3 dimensional, el comportamiento difusivo va como (x?) ~ 4Dty (x?) ~ 6Dt,
respectivamente. Puesto que en 2 y 3 dimensiones se tienen 2 y 3 ecuaciones idénticas respec-
tivamente y la difusién total es el resultado de sumar las 2 y 3 contribuciones respectivamente,
el coeficiente de difusién que se obtiene es el mismo.

De esta forma, si se conoce la viscosidad del medio, la masa y el radio de las particulas que
se difundirdn, se puede calcula el coeficiente de difusién como funcién de la temperatura.
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3.2. MOVIMIENTO BROWNIANO

3.2.3 Ecuaciéon de Langevin con campo gravitatorio dentro de un medio

El mismo procedimiento que se usé en la subseccién anterior se puede seguir para el caso
donde hay un campo gravitatorio. Las ecuaciones para el movimiento en el plano x,y van
a ser exactamente las mismas. Sin embargo, se tendrd un término que corresponde a la
fuerza gravitacional en la direcciéon del eje z, se sustituye el término MgZ a la ecuacién (3.8).
Naturalmente, la particula se difundird hasta encontrar el suelo.

(z) se puede estimar reconociendo que la contribucion, sin considerar la fuerza gravitacional,
es 0, mientras que si hay una aceleracién, debido a la fuerza de arrastre, la particula llegara a
. . M . .
una velocidad terminal. Por lo tanto (z) ~ —ov;t = Tgt, asi la ecuacién (3.10) se transforma
en

2
M%(zz‘) kT — Wf)t — (3.14)

cuya solucién en el limite t >> M/a y M relativamente pequefio, es:

(Mg)?
3 £, (3.15)

(2%)

es decir, en la direccién z, la particula se difundird con una velocidad promedio constante

kT
Y

hasta llegar al suelo. El efecto neto es que el contaminante se difunde rdpidamente en la
direccién z, generando una distribucién barométrica dada por:

NM
f(z)dz = kBTgexp(Mgz/kBT),

que es la distribucién en equilibrio [31]. Por esta razén y dado que los ciclistas se mueven
en un rango de z (mds o menos constante) cercano al suelo, es aceptable considerar sélo la
difusién del contaminantes en 2D y no en 3D.
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4 ‘ Métodos numéricos

4.1 Introduccion Ecuaciones Diferenciales Parciales

Las ciencias, en gran parte, estudian la prediccién de fenémenos, ya sean fisicos, biol6gi-
cos, financieros, quimicos, entre otros. Dichas predicciones pueden derivarse de modelos
matemadticos, los cuales consisten en relaciones o ecuaciones capaces de capturar diversas
caracteristicas del sistema.

En general, las relaciones constitutivas y las leyes generales son la base para la construccién
de un modelo matemético y dependen intrinsecamente del sistema, por ejemplo: la conser-
vaciéon de masa, la conservacién de energia, la ley de Fourier, entre otras. En conjunto, se
derivan una ecuacién diferencial parcial (EDP) o un conjunto de las mismas.

Naturalmente encontrar la solucién, ya sea analitica o numérica, a la EDP (bajo ciertas
condiciones) implica conocer el comportamiento del sistema del cual fue derivada y por
tanto se puede predecir su evoluciéon. Ademads resulta que de una EDP se pueden inferir
propiedades del sistema sin atn saber la solucién.

Desde el punto de vista matemadtico, una EDP es la relacién entre una funcién, las variables
independientes, y los cambios respecto a estas variables. La derivada parcial de u respecto a

la variable x,, es denotada por: 887” O Uy, O dy,u. Asi la forma més general de escribir una
n
EDP es:
F(1, X0, ey X1y Uy oo Uiy, Ungrgs Uigry --or Uy s Uxgxoxgs -+-) = O- 4.1)

u(x1,x2,...,x,) es la funcién que describe al sistema dependiente de n variables. En
problemas fisicos estas variables no necesariamente son espaciales, de esta forma podemos
definir a la variable del tiempo t = x(. En termodindmica usamos variables como la presion,

volumen, temperatura, etc.

El orden de la ecuacién es definido por el orden més alto de diferenciacién en F. Ademas
la ecuacion es lineal si F es lineal respecto a u, sus variables y sus derivadas; en otro caso, la
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4.2. PROBLEMAS BIEN PLANTEADOS

EDP es no lineal [20].

Entonces, si L es un operador diferencial y f es funcién de u, se puede reescribir (4.1) de la
siguiente forma:

Lu=f, (4.2)

que es una ecuacién no homogénea. Dado que L es un operador lineal, suponiendo que u y v
son soluciones y a es constante, entonces L(u +v) = L(u) 4+ L(v) y L(av) = aL(v), lo cual se
conoce como el principio de superposicién. A (4.2) se le nombra ecuacién no homogénea y a
Lu = 0 homogénea [21].

Algunas ecuaciones lineales son:

e Ecuacién de Onda (segundo orden)
Uy — c2Au =0

Donde A es el operador laplaciano dado por A = V-V = Y' 0y . Describe
la propagaciéon de ondas (transversales o longitudinales), por ejemplo: las ondas
electromagnéticas en el vacio o las ondas de sonido. En dado caso u representa la
amplitud de onda y ¢ la velocidad de propagacion.

e Ecuacién de Schrodinger (segundo orden)
2

h
huy = ——Au+V
ifiuy o (x)u

Describe la evolucién de una particula cudntica bajo un potencial V. En este caso |u/|?
representa la densidad de probabilidad.

4.2 Problemas Bien Planteados

Ademads de la construccién de una EDP a través de las leyes generales y las relaciones
constitutivas, se necesita informacién adicional para tener un problema bien planteado (well
possed problem). En general estos problemas consisten en una EDP definida en cierto
dominio y bajo ciertas condiciones iniciales, de frontera u otras condiciones auxiliares. Se
dice que el problema a la EDP esta bien planteado si tiene las siguientes propiedades [21]:

a) Existencia: existe al menos una solucion u(x, t) que satisface todas las condiciones.
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4.3. CONDICIONES DE FRONTERA

b) Unicidad: existe a lo méas una solucién.

c) Estabilidad: en los problemas lineales la solucién depende continuamente en las condi-
ciones del problema, por ejemplo: un pequefio cambio en las condiciones iniciales
conlleva a un pequefio cambio en la solucién.

A los problemas fisicos comtiinmente se les asocia la estabilidad respecto a la variable
temporal. De esta forma, bajo pequefias perturbaciones en la solucion se espera que la dicha
perturbacién se mantenga pequefia o que decaiga a cero a través del tiempo.

Para las EDP lineales, un pequefio cambio en la solucién, de acuerdo a la ec. (4.2), quiere
decir:

L(u+du) = f+df < L(6u) = of.

Al ser el operador L lineal, se tiene que du es solucién con la parte no homogénea éf. De
esta forma se pueden definir que un problema es estable si:

[oul, < Clofl,

[oN

|u‘a < C‘f‘b’

las normas son definidas de acuerdo al problema en cuestion.

La existencia de una solucién da certeza al modelo matematico, mientras que la unicidad y
estabilidad aseguran el encontrar soluciones numéricas apropiadas (en el sentido fisico).

A los problemas que no cumplen con alguna de las tres condiciones se les llama problemas
mal planteados (ill posed problems) los cuales forman un amplio campo de estudio. Han
sido ttiles en las tecnologias actuales como el reconocimiento de patrones o procesamiento
de imégenes.

4.3 Condiciones de frontera

Los problemas sujetos a condiciones iniciales y/o de frontera son llamados problemas de
valores de frontera (BVP), y cumplen las condiciones de existencia y unicidad de una solucién,

la cual no necesariamente es estable.
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4.3. CONDICIONES DE FRONTERA

Al tener una funciéon de la forma u = u(x,t) definida en el dominio ) y x € R"; las
condiciones mdas comunes son ([20] Sec. 3.1.5):

e Condiciones iniciales

para toda x € ()

e Condiciones de frontera Dirichlet

u(x,t) = g(x,t),

para toda x € 0Q). Especifica el valor de la funcién u en la frontera del dominio (). La
funcién g puede no depender del tiempo e incluso ser constante.

e Condiciones de frontera Neumann

g—Z(x,t) =17-Vu=g(xt),

para toda x € 0Q). El vector 7(x), indica el vector exterior normal a la superficie en el
punto x. Ver Figura 4.1

n(x)

dQ

Figura 4.1: Esquema de un espacio () 2D

e Condiciones de frontera Robin

ou
au(x, t) + ﬁ%(x,t) =gq(x 1),
para toda x € 9Q). Usualmente « y B son constantes, en dado caso es una combinacién
lineal de las condiciones Dirichlet y Neuman [32].

31



4.4. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

4.4 Método de Diferencias Finitas

Si bien una EDP ya proporciona informacién de un problema fisico a través del modelo
matematico atin sin conocer la solucién, al encontrar la solucién se sabra el comportamiento
directo del problema fisico, ademds de analizar las variaciones de los pardmetros, observar
graficamente la solucién, etc.

La solucién a una EDP, con las condiciones de un problema bien planteado, dificilmente es
analitica. Las condiciones iniciales y de frontera son las principales causas. Es por eso que se
implementan métodos numéricos los cuales permiten encontrar una solucién aproximada a
una EDP, que en su mayoria son aproximaciones en series de la solucién. Entre los métodos
mads comunes se encuentra elemento finito, diferencias finitas y volumen finito.

El método de diferencias finitas consiste en la representacion de operadores diferenciales
aproximando sus derivadas mediante diferencias finitas y obteniendo un sistema algebraico
que depende tanto de la discretizacion (del dominio de la solucién u) como de sus condiciones
iniciales y/o de frontera. En una EDP, naturalmente el encontrar la solucién dependerd si se
trata de un problema bien planteado [32].

El reemplazo de las derivadas la mayoria de veces se realiza a través de expansiones en
series de Taylor. Suponiendo que u es una funcién con n derivadas continuas, se puede
aproximar u hasta el orden n en serie de Taylor.

Supongamos u es al menos de clase C? (sus derivadas de orden 2 existen y son continuas) y
por simplicidad que es funcién de una variable. En varias variables los resultados se obtienen
de la misma forma. Aproximando con serie de Taylor de u a segundo orden, se tiene:

u(x+h) =u(x)+hu'(x) + h;u”((j), (4.3)

para algun ¢ € (x, x + h). El tercer término indica el orden de error de aproximacién, que en
este caso es proporcional a h? cuando i — 0 y se denota como O(h?). Por lo tanto

W (x) = MEE h})l —4) L om), (4.4)

al error del cociente O(h) Se le conoce como error de truncamiento y en este caso es

proporcional a h, en general cada método en diferencias finitas tiene un error de truncamiento
de orden g y se representa como O(h7). Observemos que u’ es similar a la definicién de la
derivada mediante el limite del cociente con i — 0 y que existe una constante C, tal que para
h > 0 suficientemente pequenia se tiene:
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4.4. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

x+h) —u(x)

u'(x) — u( -

< hC.

En general, se dice que el método numérico es consistente con la ecuacién diferencial si
para cualquier € > 0 existe un h(e) > 0 tal que |O(h7)| < e para 0 < h < h(e).

La aproximacién de 1 en el punto x es de primer orden y se conoce como Método de Euler
adelante. El equivalente de un paso atras, esta dada por u(x — h) como:

u(x —h) = u(x) — hu'(x) + O(h?), (4.5)

por lo tanto:

+ o). (4.6)

Se puede calcular aproximaciones incluyendo mds términos en la expansién de u(x +h) y
u(x — h), entonces

h? h3
u(x +h) =u(x)+hu'(x)+ Eu”(x) + ﬁu’”(gi), (4.7)

restando los términos se obtiene

x+h)—u(x—h)
2h
esta ecuacién (4.8) representa una aproximaciéon de segundo orden, ya que el error es

W (x) = X + O, (4.8)

proporcional a h?, y se le llama diferencias finitas centradas de u'(x). Al sumar los términos
de (4.7) se puede aproximar a u” (x) como:

W (x) = u(x —h) —21/;1(235) +u(x+h) L o). (4.9)

El principal objetivo de los métodos numéricos es encontrar la solucién a un problema bien
planteado de valores iniciales. En la implementacién es necesario discretizar el dominio de
u. Consideremos (en 1D) que la funcién u(x) estd definida en un intervalo [xo, xo + L], la
solucion numérica a través de diferencias finitas sera determinada en la malla de un nimero
finito de M + 1 puntos que dividen al intervalo del dominio, es decir,
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4.4. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

Xo<x1<.<xpm=Xx9+1L

la distancia entre cada punto no necesariamente es la misma. Se busca una aproximacién
numérica de u(x) en los puntos de la malla: u(x,),n = 0,1, ..., M, denotaremos a u(x,) como
uy. En la Figura 4.2 se observa la aproximacién de la derivada en el nodo x, a partir de la
discretizaciéon del dominio y los valores u,,_1, 1, y u,+1. La aproximacién de paso atrds esta
dada por el segmento AB, paso adelante por BC y la centrada por AC.

u(x)

-’n‘:n+;’:

1
1
1
1
1
1 Up
1
1
1
1
1

v

Xn-1 Xn Xn+1

Figura 4.2: Aproximacién de u’ en el nodo x,,

De acuerdo a las ecuaciones (4.4), (4.6) y (4.9) y suponiendo que los nodos estan igualmente
separados a una distancia = x,1 — x, se tiene :

Upy1 — U
u'(xy) ~ % paso adelante
Uy — Upy—1
u'(x,) ~ ——""= paso atras

centrado ler orden

centrado 2do orden (4.10)

La malla igualmente permite determinar qué tanto se estd aproximando el método a la
solucién exacta. Si la solucién exacta y la solucién aproximada en la malla estd dada por u;*
y u,’ ,n=0,1,..., M, el error se estima mediante las diferencias cada uno de los puntos. Se
define el error global como:
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4.5. DIFERENCIAS FINITAS PARA DIFUSION

en = Uy

—uyl.
Ademas el valor de I comienza a tener sentido, siempre y cuando se cumplan las condi-
ciones de estabilidad que son determinadas tanto por el método a utilizar como por la

.. . . . . . 2 . a
ecuaci6n diferencial a tratar. En principio cada término u,’

converge al correspondiente 1
cuando M — oo, esto es, se puede lograr la precision deseada eligiendo a M apropiada-
mente, de lo contrario (con un M no suficientemente grande) el método puede fallar tanto
en términos de convergencia como de consistencia. Tener que tomar valores grandes de M
para cumplir con la tolerancia de precision deseada resulta muchas veces poco practico (en
el sentido computacional) y es lo que impulsa a la bisqueda de métodos numéricos mas
eficientes [33]. En nuestro caso utilizamos un esquema simple y explicito, que veremos en la

siguiente seccién, para resolver la ecuaciéon de difusion.

4.5 Diferencias Finitas para Difusion

Para este trabajo se toma en cuenta tnicamente el caso 2D de la ecuacién de difusion:

ut _— D(uxx + Uyy) — f.

El primer paso es la discretizacion del dominio Qr = [xo, xo + L] X [y, yo + K] X [to, to + t].
Lo dividimos en N, M y T partes iguales tal que las separaciones entre cada nodo de la malla
son:

Ax=1, Ay=k y At=h

y denotamos a los valores de u y f en la malla por u; = u(x;, yj, tu) y f; = f(xi,yj tn), para
i=0,.,N,j=0,.Myn=0,.,T.

El siguiente paso es reemplazar las derivadas por las aproximaciones de diferencias finitas
(Capitulo 2), dadas por la ec. 4.10, la aproximacién del laplaciano A mediante diferencias
centradas y la derivada en el tiempo mediante paso adelante; este esquema es conocido como
Euler adelante y es un método explicito tanto en tiempo como en espacio:

n+l _ . n n _ n n n _ n n
ij Wij D Uiin Z”i,j tuig Ui Zui,j U, "
K K2 * 2 i
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4.5. DIFERENCIAS FINITAS PARA DIFUSION

Se ha aproximado la EDP a un problema algebraico, o también llamado ecuaciones discretas,

por lo tanto el problema es relativamente més facil de resolver. Anticipando que conocemos
el estado inicial dado por u?j, entonces los valores de uz’-l]*l es lo tinico desconocido, por lo

tanto se dice que el esquema es explicito. Resolviendo para este término, se obtiene:

_ n n n _ n n
Zui/j + u! N Ui Zui/j + u!

o oy
< —L| +hff. (4.11)

ui. 4
n+l _ .n L]+
u = U + Dh k2 12

i,j

El esquema de los nodos de esta ecuacion ser representados por un stencil Fig. 4.3.

i, j, n+l

il ® ¢

ij-ln

i+l j.n

j+l1 @

Lj+ln

E—‘I J ifl
Figura 4.3: Stencil de la ecuacién de difusién en 2D

La estabilidad del método se puede estimar bajo el andlisis de von Neumann, en el que se
considera el crecimiento del error dado por € = U;; — uj;, donde U es la solucion exacta y
u la solucién discreta; por lo tanto se obtiene una ecuacién discreta para € con « = Dh/ 12 y
B = Dh/k? la ecuacién para € tiene la forma [34]:

eﬁl = (et e ;) + Bl +e€ijq) + (120 —2B)ef),

esta relaciéon muestra que el error y la solucién numérica tienen el mismo comportamiento de
crecimiento (o decaimiento) respecto al tiempo.

Tomando el ansatz €}, = G"etkx¥elkvy  se llega a la siguiente relacion para G(k) (se le conoce
como factor de amplificacion)

G(k) = 1 — dasin®(k,1/2) — 4Bsin*(k,k*/2),

ky = 7 es el nimero de onda en la coordenada x e i = 0,1, ..., N, andlogamente para k,,.
El método es estable cuando se obtiene una solucién numérica que decae respecto a t, la
condicién de que esto ocurra es:
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4.5. DIFERENCIAS FINITAS PARA DIFUSION

G(R)| < 1.

En este caso se cumple si a + < 1/2, es decir,

12 4+ k2 1

El error de truncamiento casi siempre se puede calcular y representa el error en el modelo
numérico cuando la solucién exacta se sustituye en las ecuaciones. En particular, el anélisis
de error de truncamiento indica el orden del esquema, que es de fundamental importancia
cuando se verifican c6digos basados en la estimacién empirica de las tasas de convergencia.
El error de truncamiento de este esquema estd dado por:

O = O(h) + O(1*) + O(K?). (4.13)

Existen otros esquemas que permiten pasos en t mds grandes debido a que sus condiciones
de estabilidad lo permiten, por ejemplo, el esquema de Crank-Nikolson es implicito en el
tiempo y su error de truncamiento en el tiempo va como O (h?).
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5 | Implementacion del método

El objetivo es el desarrollo de un algoritmo que permita resolver el esquema discreto de la
ecuacion de difusién no homogénea en dos dimensiones (4.11) en un espacio arbitrario (), es
decir, un espacio con diferentes tipos de frontera que no son necesariamente cuadradas.

1

Bajo el esquema explicito (4.11), para conocer el valor de uf;“ es necesario conocer cada

uno de los términos del lado derecho.

5.1 Descripcién del espacio discreto

El primer paso es la discretizaciéon de las coordenadas x y y en los intervalos [xo, xo + L] y
Yo, yo + KI:

1L 2L
X = [x0,x0 + ﬁ,xo + N xo + L] = [x0, x1, ..., XN],

1K 2K
Y = [yo,yo0 + A Yot ot K] = [yo, y1, - Ym]-

Dicha discretizacién determina las dimensiones del espacio de nodos (), es decir, cada
elemento del espacio discreto );; tiene la posicién [i, j] = [x;,y;]. Aqui ();; es una matriz que
contiene informacién de como es el espacio. Si ();; € d() se consider¢ el siguiente criterio:

0 if Q;¢0Q
0 if Q€ dQ(Dirichlet)
Q=11 if Q€ int(Q) (5.1)

R if ;€ dQ(Neumann),R € (0,1)
3 if ;€ Q) (Periodica)

de esta forma se tiene una representacion discreta (); ; del espacio topolégico () (ver Fig. 5.1).
Esto permitird, en la implementacién, que el cédigo reconozca a que tipo corresponde cada
nodo.
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X0,Y0  ,enn XN, Yo
R R R F F R R T
int(€
2 R 1
[ R R R 1 R
| R 0 R 1 R K
R R R 1 F
R :
R R 4 = XOYM ... vy |
0Q-neumann } {
'8

Figura 5.1: Descripcion del espacio topoldgico () con las respectivas fronteras Neumann y su
representacion discreta con los respectivos nodos (); ; con dimensiones X y Y

Reconocemos a ();; el dominio de u, asi sus valores que tomaran los célculos numéricos
seran sobre dicho espacio, entonces el tamafio de la matriz u;; es igual al de ()i, j. Sabemos
que es necesario un estado inicial #°, e igualmente sera generado bajo el dominio discreto.
Los estados para t = [t1,t2,..] es simplemente la evolucién del estado inicial.

5.2 Calculo de uz;rl

El criterio para definir los tipos de nodos de ();; resulta muy ttil para poder calcular u/!.

i,
Notemos que para los nodos ();; = 1 se conocen todos los términos necesarios de acuerd<]) a
la ec. 4.11, para );; = 0 simplemente uf’;rl = 0. Lo complicado son los nodos de las fronteras
tipo Neumann o Periédicas, hay diversas formas de como aplicar este tipo de fronteras desde
el punto de vista de su definicién (Seccién 2.3). En este caso desarrollamos un método que
nos permita usar la el esquema explicito de la ecuacién 4.11, utilizando nodos imaginarios,

que se explican adelante.

Las fronteras tipo Neumann describen como se comporta la frontera respecto a %. De
acuerdo a las condiciones Neumann 2-dimensional, en un segmento de frontera, cuya normal

es la direccioén x:

ou

Fiat
para a = 0 se tienen paredes totalmente reflejantes. Sin embargo, considerando paredes que
simulan los edificios en las calles, no hay fronteras 100% reflejantes, si no parte reflejantes y
parte absorbentes. Cuando la frontera estd en el nodo u;; con 77 = (1,0), es posible aproximar
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esta caracteristica desde la ecuacién anterior mediante diferencias centradas (ec. 4.10) que es
de orden O(h?), obteniendo la siguiente relacién:

Uiyl = a2Ax + Ui—1,j = Miflrj(l - ‘B) = ui,lrjR, (5.2)

Ry B corresponden al coeficiente de reflexiéon y absorcion respectivamente que satisfacen
R+p=1

De aqui se empieza a considerar nodos imaginarios (Fig. 5.2), yaquesii =00i = N en
realidad no podemos tener un i = —1 0 i = N + 1 dentro del espacio ();;. Utilizamos el
recurso de agregar nodos imaginarios alrededor del espacio discreto de (2, de modo que el
tamario de la matriz es [N, M] — [N + 2, M + 2], a estos nodos les asignaremos el valor de
0, ya que que se encuentran fuera del dominio. (En la implementacién usamos la funcién
rodear(A,a) la cual rodea a la matriz A de a’s.)

Ui = Riisg U irl,
J J J

i-1 i i+ i-1 i i+

Figura 5.2: Stencil de frontera Neumann, cuando #7 = (—1,0). El nodo imaginario esta
seflalado por el nodo en blanco.

El paso importante es sustituir el valor correspondiente en el punto imaginario segtn (5.2)

o Lll'_,_l,]' = Rui_llj para n= (1, 0)
de esta forma se puede calcular directamente u?,].*l con (4.11). EI resto de los casos 17 =
[(—=1,0),(0,1),(0, —1)] es andlogo, mientras que los casos (1,1), (1, —1), etc. son combinacién

de los anteriores. En resumen, si se conoce a 71 se puede estimar el valor del nodo imagi-

n+1

nario correspondiente y asi calcular u; e

Las fronteras periédicas, s6lo se consideran en los extremos del dominio y se procede de
manera muy similar a las de tipo Neumann. El c6digo al reconocer que el nodo es Q;; = 3
implementard lo correspondiente a las fronteras periédicas. De nuevo se rodea el espacio (o
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5.3. FUENTES DE CONTAMINANTES

matriz) del espacio (2 que funcionardn como nodos imaginarios, que serdn reemplazados
por los valores correspondientes a las condiciones periddicas. En este trabajo tinicamente se
consideran las del tipo:

u(xo,y) =u(xo+L,y)

Considerando que la condicion se da sobre el eje x como en la ecuacién anterior, entonces
los nodos imaginarios se sustituyen de acuerdo a la Fig. 5.3, y son de la forma:0

® u_y;=uy_1, paraelnodo (0,j)

e Uny1j = Up; para el nodo (N, )

i N
g —=o - —0 - O —
W1 j=UN-1, § Uj, j=UN, j UN+], j=U2, |
i-1 i=0 i=1] i=N-1 i=N i=N+1

Figura 5.3: Stencil para condiciones periddicas u(xo,y) = u(xo+ L,y). A la derecha se
muestra la sustitucion de los nodos imaginarios.

El caso de u(x,yo) = u(x,yo + K) es analogo. Finalmente podemos calcular uf}“l directa-
mente de (4.11).

5.3 Fuentes de contaminantes

Las fuentes de contaminantes estan dadas por la distribucion de f(x, ) (3.3) con x € Q,
t € [0,T]. La discretizacion de f sera representada por la matriz QT. Trataremos a f
dependiente del tiempo, ya que en principio las fuentes de contaminantes corresponden a la
posicién de los autos a cada tiempo t.

El algoritmo requiere generar un arreglo QT que es un vector de matrices Q, se lleva a cabo
traduciendo la posicién de las fuentes, que aqui consideraremos puntuales. Supongamos &
es el nimero de agentes y que conocemos la trayectoria de cada uno. Por lo tanto se puede
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5.3. FUENTES DE CONTAMINANTES

discretizar dichas trayectorias en vectores xi, y a su vez las a trayectorias forman un vector
XT que contiene los vectores individuales, es decir:

XT = [x1, ) Xa),
donde

Xp = [xx(t0), s X ()] con kell,..al,

x(tn) corresponde a la posicién de la particula x; al tiempo t,,, simplemente la representamos
por x ,. De esto podemos calcular Q para un agente k (Qy; esta matriz es la discretizacién de
la contribucién de la fuente de contaminante k a la funcién f. Calculamos Qy asignado un
valor de 1 al nodo maés cercano de malla (Fig. 5.4) segtin la funcién:

1 si x € [xpn[l] —1/2,x0,[1] +1/2] X [x%[2] — k/2, x (2] + k/2]

knlX) =
B (%) 0 eo.c.
[
I I

. ........................................ . ........................................ .
. ....................................... o S ®
: Xk, n g
. ........................................ . ........................................ .
@ . ........................................ Y

Agente xi,» @ Nodo=1 ® Nodo=0

Figura 5.4: Representacion de la funcion gy, (x)

Asi se puede representar a Qy como:

Qk = [Qx(to), - Qx(tT)],

y por lo tanto

QT =) Qx
k=1
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que en resumen es la discretizacién de f(x,t) sobre el dominio () debido a las trayectorias de
los agentes xy; siendo QT" la discretizacién de f(x, ).

5.4 Implementacién

Supongamos que hemos generado la informacién necesaria para realizar los calculos numéri-

cos (X,Y, Qi,j, XT,QT, uo) entonces se procede a la implementacion del algoritmo para el
calculo de usz]-. Fig

Implementar

uli+fi_}-

Discretizar el espacio

X = [xo0 x1, .0y xN] /

Y={yoyn ... ywi Generar

t= [ty ti, ..., t7] or Condiciones T iteraciones

2R ; > Respecto a las — iniciales
Dh (W) < 5 trayectorias ut Se obtiene el estadofun+1)
XT \ al
L 24
Definicion del espacio ~,,
Qi

Figura 5.5: Diagrama de implementacion del algoritmo
En la Fig. 5.6 se tiene el pseudocédigo del algoritmo que calcula la transicién de u" a u" 1.

Ademas de poder manejar espacios arbitrarios 2D, la forma en la que se implementa el
algoritmo tiene otras ventajas. Notemos que en realidad en la funcién paso difusién se puede
tener cualquier distribucién QT que no necesariamente depende de las trayectorias XT, en
particular si QT = [0] entonces se recupera la ecuacién homogénea; ademds nos permite
tomar diferentes valores de / en cada paso de tiempo, por lo cual se podrian incluir un
método adaptativo, siempre y cuando cumpla con (4.12).

El algoritmo fue desarrollado en el lenguaje Julia. [35]
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function paso difusion(u®, Q, X, ¥, QT", D, h)
#esta fucién calcula u"+*! en todo el espacio discreto de 2, para
#un paso de tiempo h y constante de difusién D

#para poder introducir los nodos imaginarios
u® = rodear(u®,0)

Q = rodear(Q,0)

QT® = rodear(QT",0)

#Se calcula ur+1[i,j] en toda la malla
for j in 1:M
for i in 1:N

if Q[i,j] € intQ
do calculate(ur+1[i,j]) #from u=, QT"

elseif Q[i,j] € 992 (Neumann)
do identifica el wvector normal en el nodo Q[1i,3j]
do sustituye el valor del nodo imaginario
do calculate(ur+1[i,j])

elseif Q[i,j] € 99 (Periddica)
do identifica el wvector normal en el nodo Q[i,3j]
do sustituye el valor del nodo imaginario
do calculate(ur+1[i,j])

elseif Q[i,j] € int@
do ur*1[i,j]=0
end
end
end

#5e obtiene u"*! sin tomar en cuenta los nodos imaginarios
return ur*1[2:N-1,2:M-1]
end

Figura 5.6: Pseudocédigo del algoritmo que calcula la evolucién de u" a u"+1
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6 | Resultados

6.1 Estado inicial aleatorio

A partir de esta simulacion se observé el correcto funcionamiento del algoritmo, ya que debe
reproducir correctamente las caracteristicas de la ecuacion de difusién previamente discutidas.
El problema es:

up — D(tyy +1yy) = 0;

u(x,y,0) = g(x,y)

9 —

Se(x,y,t) =0

con (x,y) € Q = [-10,10] x [-10,10], t € [0,00) y D = 0.1, con unidades arbitrarias. El
estado inicial g(x,y) es aleatorio que toma valores en el intervalo [0, 1], el esquema explicito
utilizado (4.11) nos permite calcular la evolucién de este tipo de estados iniciales discontinuos.
Las condiciones de frontera son de tipo Neumann, completamente reflejantes, es decir, R = 1.0
(coeficiente de reflexién). Ademas, la ecuacién es la correspondiente a la homogénea, por lo
tanto no se tienen fuentes de contaminantes.

(a) (b) (©

Figura 6.1: Evolucién del estado inicial aleatorio (a) t=0.15, (b) t=1.25y (c) t=12.5

Implementando el algoritmo, se considera los valores de k = 1 = 0.2 y h = 0.05, estos
valores con D = 0.1 satisfacen (4.12). En la Fig. 6.1 se observa graficamente la evolucién de
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g(x,y) a través del tiempo.

Se observaron las caracteristicas descritas por la solucién fundamental (3.6), a tiempos
cercanos a t = 0 los cambios son mds bruscos. Adicionalmente, aunque el estado inicial es
discontinuo (con picos), para tiempos mayores u es suave.

Notemos que la condicién inicial g(x) esta formada por picos, lo cual puede representar
un problema de acuerdo a las condiciones de unicidad y estabilidad ya que no es de clase C?,
sin embargo por [23][24] sabemos que la solucion es suave y convergente.

De este problema se encontraron criterios para determinar cualitativamente el tiempo de
equilibrio (o de relajacién) t., tal que para todo ¢t > ¢, el estado no cambia o sus cambios son
pequefios comparados con los de ¢t < t,. Esto corresponde a tener un estado numéricamente
cercano al estacionario para u para tiempos mayores a f,.

Los criterios son: el andlisis del histograma de los valores que toma u y el valor promedio
de u. Para este caso determinamos que t, = 17

6.2 Obstaculos aleatorios con una fuente movil

En este problema consiste en un espacio () cuadrado en el cual se introducen bloques
rectangulares al interior cuyas fronteras son tanto reflejantes como absorbentes. Se considera
una fuente movil tal que f(x,y,t) = 1 con (x,y) = (vxt — X0, Ycte), €s decir la fuente tiene
movimiento a lo largo de x, mientras que y permanece constante. La condicién inicial es
u(x,y,0) =0.

A partir del problema de obstaculos aleatorios con una fuente mévil, se llegaron a distintos
resultados acerca de las fronteras:

e Sin fronteras absorbentes no se encontr6 t.. Esto se debe a que al tener solo fronteras
reflejantes, la cantidad de contaminantes siempre crece debido a la fuente.

e Al aumentar el nimero de fronteras absorbentes el t, disminuye al igual que el valor
promedio de u(x,y).

e A menor R (coeficiente de reflexién), menor es el valor promedio de u a través del
tiempo, esto para un ntimero fijo de bloques con fronteras reflejantes.

e Existe un R, (coeficiente de reflexién critico) tal que para R > R, al aumentar las
fronteras reflejantes los valores de u aumentan, ocurre lo contrario para R < R..

46



6.2. OBSTACULOS ALEATORIOS CON UNA FUENTE MOVIL

e Al disminuir el valor R, las distribuciones son més suaves.

Analizando cualitativamente los valores de R, se determiné que R = 0.8 es un coeficiente
adecuando para que f, tenga tiempos razonables de acuerdo al nimero de iteraciones
realizadas, al igual del comportamiento adecuado en los indicadores (valores del histograma

y el valor promedio de u).

Naturalmente el tener un discretizaciéon més fina (mayor nimero de nodos) en el espacio
aproxima de mejor manera el problema de difusién, lo cual se debe a (4.13). Se realizaron
distintas pruebas usando los obstaculos aleatorios y se observé entre mds fina sea la malla
del espacio discreto, mds suave es la grafica de la solucién numérica. Ademads, la evolucién
de un mismo problema inicial para distintas discretizaciones es similar, siempre y cuando

cumplan la condicién de estabilidad (4.12).

A continuacién se mostraran los resultados para Q) = [0,200] x [—40,40], v, = 0.8 con
condiciones periddicas de la fuente dada por x(t) = mod(vyt,200) (al llegar a x = 200 el coche
regresa al punto x = 100); h = 1.0,k =1.0,1 = 0.8, D = 0.15y R = 0.8 con 30 obstaculos
reflejantes y 20 absorbentes (ver Fig. 6.2). De nuevo, se tomaron unidades arbitrarias.

y A \N‘/VVV WWWWWWWAWWWWY

- 1=200
0,010}

0.100

o9
Q
‘E |
3 oseol-|
c 1 L L
‘E 0.075F ° o oo £ o
8 tiompo
c
8 (b)
V]
2 o.0s0
h=] p— ()
g LL =
2 c =2 0O -
i 0.025 y - E = &
a ™= =) >
I -—— S ﬁ
F'? — e = () (- | ;
L () = )
0.000 o 0 =)
—? (]
oy U e
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(a) (@

Figura 6.2: (a) Distribucién de contaminantes sobre el eje i (que es el eje perpendicular al
flujo) para t = 200,1000,4000, (b) grafica de valor promedio de u a través del

tiempo y (c) visualizacién de u(x,y) para t = 4000 en el respectivo espacio () con

obstaculos reflejantes y absorbentes aleatorios.

Notemos que las distribuciones no son gaussianas, si no que decaen similar a una exponen-
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cial, lo cual es consistente a los problemas de nacimiento-muerte.

El valor promedio de u (Fig. 6.2 (b)) tiene un comportamiento de diente de sierra, esto se
debe al transito periédico de la fuente y como interacttia con las fronteras. Se determiné a
partir de los indicadores que t, = 4000, por lo que para tiempos mayores a t, la distribucién
y cambia en un rango minimo. Lo mismo ocurre para la distribucién sobre x, sin embargo, es
de nuestro interés la distribucién en y ya que corresponde a la direcciéon perpendicular al
flujo de fuentes de contaminantes. En este espacio R, ~ 0.85

La distribucién de equilibrio claramente debe depender de la cantidad de contaminantes
que emite la fuente f, sin embargo se analiz6 la normalizacién de esta distribuciéon (X)

Xoorm = .
L Xi

Se observo que: dos problemas sujetos a las mismas condiciones (dominio, condiciones ini-

ciales, condiciones de frontera e igual dicretizacién), y con las contribuciones no homogéneas

f1y f2 tales que f1(x,y,t) = afa(x,y,t) Vx,y,t € Q x [0,00) donde a« € R, entonces ambos

problemas convergen a la misma distribucién normalizada, es decir, las distribuciones de

equilibrio tienen la misma forma.

Los coeficientes de difusién D para contaminantes en el aire son del orden de 10~°m? /s
que permiten utilizar tiempos grandes, que de acuerdo a (4.12) son del orden de 10* s, sin
embargo no es posible tomar los correspondientes valores de /i ya que se pierde gran parte
de la informacién de las trayectorias, como consecuencia la simulacién seria muy tardada.
A partir del andlisis de la distribucién normalizada se obtuvo que dos problemas con una
fuente no mévil f = f(x,y) (o sin fuentes) que tienen la misma discretizacion del espacio, del
tiempo y con mismo coeficiente D satisfacen:

D1hy = Dshy,

entonces ambos problemas convergen a las mismas distribuciones normalizadas. Esto permite
realizar simulaciones que no pierdan informacién y el costo de tiempo es mucho menor al
que se tendria con los primeros valores D; y hy; notemos que la distribucién de equilibrio
no normalizada conserva la forma de la distribucién de equilibrio original. Por la linealidad
de la ecuacién de difusion esto también se cumple para fuentes méviles, pensando que cada
paso de tiempo se genera un estado inicial correspondiente a la posiciéon de la fuente.
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6.3 Flujo en una red de calles

En este punto nos podemos preguntar cémo son las distribuciones en las calles de una ciudad
y con esto saber la cantidad de contaminantes a la que se exponen las personas, en particular
los ciclistas.

Para esto consideramos dos casos: el cambio en el nivel de contaminantes respecto al flujo
de fuentes (méviles) y el cambio respecto a la cantidad de carriles (ancho de la calle de flujo).

El analisis se produjo en un espacio que consta de una red de 7x6 cuadras (cada una de
120m x120m) en 1km de largo y 1 km de ancho. Las cuadras estan descritas por bloques de
fronteras reflejantes con R = 0.8 que fungen como edificios. Las calles aledafias tienen una
separacion de 20 m entre si. También se introdujeron aleatoriamente cuadras con fronteras de
absorbencia total (que podrian describir parques). Las velocidades consideradas se tomaron
aleatoriamente entre 30 y 60 km/hr.

Para el primer caso se analizaron los flujos de 5, 20, 35, 50, 65, 80, 95 y 110 autos/minuto;
los autos se mueven sobre una calle de flujo, la cual es de 4 carriles con 60 m de ancho. El
flujo de los autos es en ambos sentidos.

En la Figura 6.3 se muestran las distribuciones de los contaminantes en direccion transversal
al flujo sefialadas por la linea roja (sobre una calle) y la azul (sobre las construcciones); ambos
casos muestran resultados similares y si bien se observa una curva suave en el caso de la
distribucién sobre la calle, los niveles de contaminantes son casi idénticos y ademds decaen
muy rapido lo cual ya se esperaba por el comportamiento de la ecuacién de difusién. La
grafica del valor maximo en la distribucién (que corresponde al centro de la calle de flujo)
muestra un crecimiento lineal respecto al flujo de autos, lo cual es un buen indicador para
implementar espacios como ciclovias o andadores en calles con menor flujo de autos.

Pensando en la pregunta ;qué tanto deberiamos de alejarnos de una calle con alto transito?,
la Figura 6.4 muestra como es la distribucién sobre la calle de flujo y en dos calles paralelas.
Por supuesto hay mayor contaminacion sobre las calles que cruzan ya que no hay objetos que
absorban u obstruyan su paso. Ademds en la segunda imagen se observa la magnitud de los
niveles de contaminantes, disminuyendo en cuatro y seis 6rdenes de magnitud a una calle y
dos calles de distancia respectivamente. En este sentido se puede asegurar que es suficiente
alejarnos una calle de distancia. En la implementacién de ciclovias, es muy conveniente
construirlas fuera de una calle o avenida de alto trénsito.

Para el segundo caso, se utiliz6 las mismas caracteristicas del espacio. Se utilizaron las
calles de flujo de 1, 2, 4 y 6 carriles con 20, 40,60 y 80 m de ancho respectivamente. En los
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Figura 6.3: Distribucién de contaminantes respecto al flujo de autos. Se muestran los niveles
en la direccién perpendicular al flujo (de acuerdo a la linea azul y roja de la dltima
figura) y el valor maximo en funcién del flujo.
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Figura 6.5: Distribucién de contaminantes en direccién perpendicular al flujo respecto al
numero de carriles (ancho de la calle)

cuatro casos el flujo es de 50 autos/min. Los resultados se muestran en la Figura 6.5. La
forma es similar al primer caso (la distribucién es suave sobre una calle perpendicular). Lo
que mds importa en este caso es que los niveles aumentan conforme el ntimero de calles
aumenta, es decir, una calle mas ancha permite mayor acumulacién de contaminantes.

Adicionalmente se observé que las calles alrededor de las fronteras absorbentes tienen en
promedio un 30% menos contaminantes que una equivalente (misma distancia de la calle
principal) con fronteras reflejantes. Recordemos tinicamente se tomaron en cuenta fronteras
reflejantes con R = 0.8 y las absorbentes son de absorbencia total R = 0. Esto sugiere que los
niveles de contaminantes son menores alrededor de los parques, por lo tanto es conveniente
la construccién de ciclovias cerca de los parques. Adicionalmente se argumenta la necesidad
de tener parques cerca de las vias con mayor circulacién.

Al no considerar el caso 3D se estd ignorando la difusién de contaminantes en el eje vertical,
lo cual puede propagar los contaminantes a las calles aledafias cruzando los edificios, los
parques, u otros obstaculos. Por otro lado tampoco se consideraron flujos de viento, ni el
movimiento de los autos que contribuyen en una parte de adveccién al modelo. Posiblemente
lo que ocurriria en estos casos es que las distribuciones de contaminantes serian més ho-
mogéneas; dicho esto, tendriamos que las calles aledafias tendrian, en el peor de lo casos, la
misma concentracién de contaminantes que en las calles de altos flujos (calles principales).
Ademas, como sabemos los riesgos de un ciclista al transitar en avenidas principales son
mayores (de acuerdo a la Fig. 1.3).

Estos son los resultados mas importantes de la simulacién de difusién. A continuacién
presentaremos lo correspondiente al modelo de adsorciéon de Langmuir de acuerdo a la
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Figura 6.6: Visualizacién de datos para PM¢o en la estacién Ajusco Medio

informacion de contaminantes en el Valle de México.

6.4 Adsorcién de Langmuir

Se analizaron los datos correspondientes en 6 estaciones dentro de la zona metropolitana
del Valle de México, las cuales contienen la informacién requerida para el andlisis (presion,
temperatura, humedad, cantidad de contaminantes). Las estaciones son: Ajusco Medio (AJM),
Cuautitlan (CUT), Hospital General de México (HGM), Merced (MER), Tlalnepantla (TLA)
y Xalostoc (XAL), datos disponibles en [36]. Los contaminantes registrados corresponden a
las particulas y/o moléculas de CO, NO, NO,, NOx, O3, particulas de didmetro menor a 2.5
micras PM; 5, menores a 10 micras PM; 5, particulas gruesas mayores a 10 micras PMco y
SO;. Los datos corresponden al afio 2018 y fueron registrados cada hora. En la Fig. (6.6) se
muestran los datos del PM¢o para la estaciéon Ajusco Medio.

En la Fig. 6.6 se muestran los datos del PM¢( para la estaciéon Ajusco Medio. Los valores
que toma para la presién atmosférica son pocos mientras que la temperatura tiene un rango
mayor, en el cual los datos se encuentran en su mayoria entre 280 y 295 K.

Los términos correspondientes de la fraccién de ocupacién (2.5) estdn dados en términos
de la cantidad de contaminantes y la cantidad de agua en el ambiente. Asi, suponiendo que
cada dia se produce la misma cantidad de cada uno de los contaminantes (7;,,,) entonces
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Figura 6.7: Gréfica de 77/ }_(77) en funcién de Cy,o de los distintos contaminantes. En la parte
derecha se muestra la grafica de PM(p para las estaciones que registraban éste
contaminante.

para cada registro de contaminantes (7) y la cantidad de agua correspondiente a la ecuaciéon
(2.7) 1a fraccién de ocupacion esta dada por:

(Na) _ fmax — 11
— — 6.1
f NS CHQO ( )

De (2.6) se deduce que, para una T dada, la cantidad de contaminantes es lineal respecto a
la Cy,0 (2.7) con pendiente p/(po + p) (que puede ser tanto positiva como negativa); donde
la presién parcial del aire corresponde a la presién atmosférica (p = parm). Ver Fig. 6.7

Putm

——— | + Ymax-
po + patm:| T

77 - _CHQO |:

El valor de las moléculas PM, O3 y SO, disminuyen al aumento de la humedad, sin
embargo hay diferencias entre éstas. Las particulas PMcO y SO, disminuyen sus valores
para Ch,o cercanos a cero, mientras que PM; 5, PM;p, O3 disminuyen a partir de 350 , 250,
250 respectivamente. Las razones son desconocidas, sin embargo las principales causas
estdn relacionadas con el tamafio de las particulas y su interaccién con el agua que a su vez
dependen de otras variables termodindmicas como la temperatura. Los 6xidos de nitrégeno
tienden a aumentar conforme aumenta la Cp,0, esto debido a sus reacciones quimicas con el
agua, por ejemplo 3NOy+ H,O —> 2HNO3 + NO; de hecho se observa que la molécula con
mayor aumento es NO. Por dltimo, el comportamiento de CO no es claro como depende
de la humedad, sin embargo en algunas estaciones HGM, TLA y XAL, aumenta hasta los
Cu,0 = 250¢/m® y después sus valores se mantienen estables, lo cual podria indicar que a
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humedades bajas hay producciéon de CO hasta llegar a un equilibrio entre CO y la cantidad
de agua en el ambiente.

Es importante mencionar las observaciones entre las estaciones. Estaciones como la Merced
parecen saturarse de contaminantes ya que a poca humedad los niveles de contaminantes no
disminuyen, si no hasta un valor de Cp,o cercano a 250. En contraste la estacién del Ajusco
Medio disminuye desde los primeros valores registrados como lo muestra la Figura 6.7.

Al tener pocos valores de las presiones (ver Fig. 6.6 no es razonable utilizar esta variable
para el modelo de Langmuir como comtinmente se hace, por lo tanto se decidi¢ utilizar la
temperatura como variable a presién constante (pat = (p)), de acuerdo a (2.6):

f — Putm
ﬂTS/Zeb/T + patm/

a, b son los pardmetros a ajustar a los datos experimentales. El pardmetro a en principio
estéd relacionada con la concentracion cudntica ng y por lo tanto se relaciona con las masas
del material de la superficie adsorbente y de la masa del contaminante; por otra parte, el
pardmetro b se relaciona con el potencial quimico, es decir, depende de la energia que cuesta
atrapar un contaminante por la superficie de las gotas de agua. El modelo de Langmuir
supone que cada molécula del s6lido atrapa una molécula del gas, lo cual puede ser mejorado
por un factor que nos indique cuantas moléculas de agua (en este caso) se necesitan para
atrapar un agente contaminante. Esto tltimo lo implementamos multiplicando la ecuacién
anterior por un tercer parametro c:

_ Patm
f = s — (6.2)

Se calcularon los pardmetros para cada estacién y contaminante. Los resultados se muestran
en la Tabla 6.1.

Los valores del pardmetro a son negativos y de magnitud similar. Como ya se habia
comentado, en el modelo de Langmuir este pardmetro esta relacionado con la concentraciéon
cuantica del agua y del contaminante (2.6), por lo tanto este valor deberia ser positivo, lo
cual no ocurre en nuestros ajustes. Igualmente, el pardmetro b tiene una magnitud similar
para todos los contaminantes y a excepciéon del O3 todos son positivos, lo que muestra que la
adsorcién de una particula o molécula por el agua cuesta energia (posiblemente relacionada
con la tension superficial). El caso de O3 en realidad no podriamos decir que es distinto,
simplemente se utiliz6 el valor negativo ya que éste ajustaba un poco mejor; en caso de que el
valor fuese necesariamente negativo, esto nos habla de una molécula polar lo que sugiere
que solubilidad en el agua es mayor, por lo cual no cuesta energia ser adsorbida por el agua,
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Contaminante a (e-4) b C o (error)

CcO -2.4812697 117.658055 8.2235954e-5 2.022168e-4

NO -2.4305969 124.830672 7.9001215e-3 1.887116e-2

NO2 -1.7988509 215.549694 2.8811311e-3 9.021938e-3
NOX -1.5947529 251.770151 7.9522100e-3 2.473781e-2

03 -4.0477889 -31.823439 6.5491815e-3 2.567344e-2
PM10 -2.2257177 149.560465 6.6761963e-6 1.599937e-5
PM2.5 -3.4214519 20.0541400 4.8552431e-6 9.517926e-6
PMCO -1.8780373 199.556575 3.9792111e-6 1.008731e-5
SO2 -2.6766274 95.1547506 1.0146542e-2 2.513832e-2

Tabla 6.1: Pardmetros de ajuste del modelo de Langmuir, correspondientes al promedio de
las estaciones

incluso puede ser absorbida facilmente al interior de las gotas de agua. El pardmetro c si
parece estar relacionado con el tamafio de las particulas, ya que se tiene una menor fraccién
de ocupacién, por ejemplo, para las particulas grandes o con mayor masa como las PMs y
CO. Finalmente los valores de ¢ indican la desviacion estandar del error entre de los datos
experimentales y el ajuste para el modelo de Langmuir.

La Figura 6.8 muestra el comportamiento de la fracciéon de ocupaciéon de acuerdo a los
datos, en este caso, de la estacion Ajusco Medio. El comportamiento es similar para el resto
de las estaciones. Se observa en la Figura 6.8 (a) que el modelo de Langmuir tiene buena
aproximacion de los datos experimentales (hasta cierto punto), conservando una curva de
tendencia descrita por los pardmetros asociados a (6.2) y a su vez corrobora que si existe una
dependencia entre el nivel de contaminantes y la humedad.

Por otro lado en la Figura 6.8 (b) se observa que las graficas de los datos experimentales
tienen el mismo comportamiento (para cada uno de los contaminantes) respecto a T, el cual
describe una pequefia disminucién de f hasta los 283 K. Atin més interesante es lo que ocurre
en los intervalos de temperatura de 283 a 290 K y de 290 a 295 K en los cuales se tiene un
comportamiento bien definido, que no corresponde al modelo de Langmuir, ya que éste solo
reproduce los términos exponenciales. Esto indica que el modelo propuesto y analizado
no es suficiente; sin embargo, el reproducir la curva de tendencia indica que hay ciertas
caracteristicas que coinciden, principalmente la adsorcién (o posiblemente absorcién) y la
dependencia lineal del nivel de los contaminantes respecto a la cantidad de agua o humedad.

Han sido varias, o mejor dicho demasiadas, las suposiciones al implementar el modelo
de Langmuir, sin mencionar las caracteristicas de la atmdsfera, que como sabemos es un
sistema que depende de muchas otras variables que no se consideraron y otras que no son
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Figura 6.8: (a) Ajuste de la fraccién de ocupacion f(T) ec. (6.2) de PM10 en AJM de acuerdo
ala ec. (6.1). Visualizacion de f(T) de PM10 en 6 estaciones. (c) Visualizacion de
la f(T) de todos los contaminantes en AJM
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posibles considerar, de hecho s6lo hemos considerado las variables de presién, temperatura,
nivel de contaminantes y humedad. Existen otros puntos cruciales a considerar dentro del
modelo y posiblemente mejorar, como el saber la superficie total de agua en estado liquido
(gotas) en el ambiente (ya que hemos utilizado tinicamente una proporcion de la cantidad
de gotas), ademds para el anélisis de cada contaminante se supone que sélo hay un tipo
de particulas por ser absorbidas, al tomar mds de un tipo de moléculas por adsorber la
fracciéon de ocupacion (??) debe ser modificada. Tampoco hemos analizado la dependencia
entre nuestras variables, ya que en un espacio abierto como la atmésfera (o incluso cerrado
y controlado) hay correlaciones entre una variable y la otra; existe la posibilidad de que los
comportamientos ya mencionados para f(T) puedan ser descritos o mejor aproximados por
dichas correlaciones termodinamicas.

Considerando lo anterior, se puede sugerir un experimento en el cual se tengan las variables
controladas. Sin duda los resultados ayudarian a conocer y entender mads el fenémeno de la
interaccién de los gases contaminantes y la humedad presente en el aire, independientemente
de si este puede ser descrito o no por el modelo de Langmuir.
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7 ‘ Conclusiones

El primer resultado de este trabajo es el desarrollo de un algoritmo para resolver la ecuaciéon
de difusién 2-dimensional no homogénea (3.3), con fuentes méviles y en espacios arbitrarios,
en el sentido de incluir fronteras de distintos tipos. Esto a partir del método de diferencias
finitas. El algoritmo reproduce correctamente las caracteristicas de la ecuacién de difusién, lo
que implica que la solucién numérica (resultado del algoritmo) si aproxima la solucién de la
ecuacién de difusién.

Las limitaciones principales del modelo son: considerar un caso 2D despreciando la difusién
en el eje vertical y no considerar los flujos de viento ni el propio movimiento de los autos que
modificarian la ecuacién con una contribucién de adveccién. Ambos casos implican mayor
difusién de contaminantes en las calles aledafias.

Es de nuestro interés encontrar el estado estacionario al que converge un problema
cualquiera de la ecuacién de difusién. Para esto se encontraron criterios cualitativos (el
valor promedio de u(t) y el histograma de sus valores que toma u) los cuales permiten
estimar un tiempo de equilibrio ¢, tal que para t > t, el estado u(x,y,t) es cercano al estado
de equilibrio (en t = o). Se esperaba encontrar el estado estado estacionario, que permite
saber las distribuciones de equilibrio asociadas a u, debido a las fronteras absorbente y
parcialmente reflejantes.

Al incluir fuentes (de contaminantes) se obtuvieron distintos resultados referentes a las
fronteras, mencionando los mds importantes se tienen: a mayor namero de fronteras reflejantes
menor es el tiempo £, y disminuyen los valores de u, las fronteras reflejantes tienen distinto
comportamientos de acuerdo al coeficiente de reflexioén y serfa interesante indagar méas. A
partir de un andlisis se determind que el coeficiente de reflexiéon de las fronteras reflejantes
R = 0.8 es adecuado para que t, tenga tiempos razonables de acuerdo al ntimero de iteraciones
realizadas.

Principalmente nos interesaria saber la distribuciones de equilibrio de los contaminantes,
sin embargo el andlisis se dificulta al implementar espacios con las dimensiones reales (de
calles) con las unidades correspondientes al coeficiente de difusiéon D ~ 107°m?/s. De
este problema se encontré un método que permite llegar a una distribucién de equilibrio
equivalente a la de unidades reales, ésta distribucién equivalente no tiene los mismos valores
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pero si contiene la informacién de como se distribuyen los contaminantes ya que tiene la
misma forma (de hecho ambas distribuciones normalizadas son iguales).

Posteriormente se implemento el algoritmo para distintos flujos de autos en una red de
calles, obteniendo como principales resultados: un flujo mayor de autos representa una mayor
exposicién a los contaminantes sobre la via principal (via donde se encuentra el flujo de
autos), lo mismo ocurre con el niimero de carriles, es decir, con mds carriles mayor es el nivel
de contaminantes. También se encontré que las calles que rodean a un parque (constan de
fronteras absorbentes) disminuyen su nivel de contaminantes alrededor de 30%; finalmente
se encontré que a una cuadra de distancia de la calle principal el nivel de contaminantes
disminuye significativamente, entre 2 y 4 ordenes de magnitud.

Por otro lado mencionaremos lo correspondiente al modelo de Langmuir. En la mayoria de
los contaminantes analizados, se observoé la dependencia lineal del nivel de contaminantes (77)
respecto a la cantidad de agua en forma de gotas en el ambiente (Cp,o. Las particulas PM y
el Ozono claramente disminuyen al aumentar la cantidad de agua en el ambiente; lo opuesto
ocurre para los 6xidos de nitrégeno debido a la mayor produccién de estos de acuerdo a las
reacciones quimicas.

A partir de los datos experimentales se logré definir a la fracciéon de ocupaciéon f (o
un equivalente), en funcién de los niveles de contaminantes registrados y la cantidad de
agua en estado liquido en el aire (6.1). De esto se determinaron aspectos del modelo de
Langmuir. Si bien los ajustes correspondientes a la ecuacién 6.2 (Tabla 6.1) reproducen
una curva de tendencia de f(T), el modelo no describe el comportamiento real y muy
interesante que se tiene en T = [283,295] (se observan curvas bien definidas para todos
los contaminantes en la Fig. 6.8 (c)) y dificilmente lo harad (pensando incluir correlaciones
entre las variables termodindmicas u otras mejoras al modelo). Esto indica que el modelo
propuesto y analizado no es suficiente como era de esperarse, ya que éste describe tinicamente
la interaccién (adsorcién) de un cristal con su vapor. Sin embargo ciertas caracteristicas
coinciden, principalmente la adsorcién y la dependencia lineal del nivel de los contaminantes
respecto a la humedad.

Sin duda un experimento controlado puede dar mucho maés informacién. Entender el com-
portamiento presente en el intervalo de temperaturas significaria un avance en la comprensién
de la interaccion gas-liquido y por tanto en la relacién entre contaminantes y humedad.

Considerando que el trabajo fue realizado para contribuir en la planeacién y construccién
de ciclovias, se listan las siguientes recomendaciones: en las calles de alto transito las personas
se exponen significativamente mas que en calles paralelas, es suficiente alejarnos una calle de
distancia y las fronteras absorbentes (parques por ejemplo) disminuyen significativamente
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los niveles de contaminantes a sus alrededores. Del modelo de Langmuir se concluye que
la humedad disminuye en gran medida los contaminantes que mds dafian la salud, de esta
forma se puede pensar mds en proyectos que mejoren éste aspecto en la ciudad, por ejemplo:
construccion y cuidado de reas verdes en la zona urbana, reforestacioén y vigilancia en zonas
rurales y en general, mayor atencién a la situaciéon de medio ambiente en la ciudad.
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