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Capitulo

Resumen

Los fenémenos topoldgicos en sistemas no-Hermiticos se han convertido recientemente en un tema de
gran interés en las comunidades de foténica y materia condensada. En particular, la posibilidad de
observar estados de borde protegidos topoldgicamente en redes no-Hermiticas ha causado una intensa
busqueda de sistemas donde existan este tipo de estados. Aqui presentamos el primer estudio sobre la
aparicién de estados de borde topoldgicos en redes de Haldane dos-dimensionales que exhiben ganancias
y pérdidas equilibradas. Es importante mencionar que este tipo de redes ha sido estudiado previamente
en sistemas no-Hermiticos [119], con ganancias y pérdidas distribuidas en regiones especificas [69] o en
cintas uniformes de ganancias y pérdidas [7]. De hecho, en [7] Yuce et. al. estudiaron también una red
con ganancias y pérdidas intercaladas como en nuestro caso pero con otro modelo de aislante topolégico,
sin embargo en ese trabajo no se demostré la existencia de estados de borde con eigenvalores reales. En
esta tesis, como resultado principal mostramos que los estados de borde pueden ser observados cuando
la fase PT-simétrica del sistema se ha roto, es decir, cuando el espectro del Hamiltoniano con pérdidas
y ganancias balanceadas no es completamente real. Aiin més importante, mostramos que estos estados
de borde protegidos topolégicamente emergen sin importar la geometria de los bordes del arreglo, ya
sea zigzag, bearded o armchair. De estos resultados, concluimos que los estados de borde protegidos

topoldgicamente si existen en redes no-Hermiticas.






Capitulo

Introduccion

Durante los dltimos anos, los fendmenos topoldgicos han atraido un gran interés en una variedad de
disciplinas, incluyendo materia condensada [10,/11], foténica [12-20], gases ultra frios [21H24], acusti-
ca [25], electrénica [26], e incluso quimica [27]. Entre los distintos modelos en los que la proteccién
topoldgica ha sido estudiada y observada, el modelo de Haldane constituye un ejemplo paradigmético
de un sistema Hermitico con una transicién de fase topolégica [28]. De hecho, este modelo en una red
hexagonal representa un sistema ideal en donde el efecto Hall Cudntico [29] se encuentra contenido
como una propiedad de la estructura de la red y éste se observa sin la necesidad de un campo magnético
externo intenso [30]. A pesar de que se crefa imposible de realizar experimentalmente 28|, el modelo
de Haldane ha sido fundamental en el entendimiento de las fases topolégicas aislantes y conductoras
y mas aun, ha sido la base de pruebas para la demostracion experimental de la proteccion topoldgica
de estados de borde en sistemas de Floquet modulados periédicamente [31], asi como de aislantes fe-

rromagnéticos [32].

Hasta ahora, los efectos topoldgicos han sido mayormente explorados en sistemas Hermiticos [33}34].
Sin embargo existe un creciente interés en analizar estructuras topolégicas en donde se introducen
pérdidas y ganancias balanceadas, es decir, en sistemas P7T -simétricos. Como fue mostrado por Carl
M. Bender y Stefan Boetcher [35], los sistemas P7T-simétricos constituyen un subconjunto importante
de los sistemas abiertos cuanticos y clasicos, cuyos correspondientes Hamiltonianos son invariantes
bajo la operacién combinada de las reflexiones espaciales y temporales. Notablemente, dependiendo
de la tasa de pérdida-ganacia, estos sistemas pueden exhibir un espectro energético puramente real
o parcialmente complejo. En el primer caso, se dice que el sistema tiene una simetria P7 no rota,
mientras que si el sistema tiene un espectro parcial o completamente complejo, se dice que el sistema

se encuentra en la fase rota de la simetria PT [1,3639].

Recientemente, se ha mostrado que las transiciones de fase topolégicas pueden ocurrir en sistemas
foténicos no-Hermiticos P T -simétricos [17,40], asi como en redes foténicas hexagonales con termina-

ciones armchair |2|. La existencia de proteccién topoldgica en sistemas no-Hermiticos ha dado como



resultado la creacion de una nueva linea de investigacion la cual estd enfocada en el desarrollo de ldseres
topoldgicos [41H43]. Debido a estos descubrimientos, se han dedicado muchos esfuerzos a investigar las
caracteristicas y cualidades de la interaccién entre topologia y la simetria P7T [9,44-47]. En particular,
un reciente trabajo de Xiao y colaboradores [4§], ha demostrado la existencia de estados de borde
protegidos topolégicamente en redes foténicas unidemensionales con simetria P7 rota, mostrando de
este modo que la simetria P7T no es una condicién necesaria para la observacién de estados de borde

unidimensionales.

En esta tesis, continuamos esta investigacién y presentamos el primer estudio en la emergencia de
estados de borde topoldgicos en redes no-Hermiticas bidimensionales con ganancias y pérdidas interca-
ladas. Como un modelo prototipo utilizamos una red de Haldane para mostrar que los estados de borde
pueden emerger cuando el espectro energético del sistema no es totalmente real. Ademads, encontramos
que este comportamiento es universal en el sentido de que los resultados se obtienen sin importar si el
sistema tiene terminacién zigzag, bearded o armchair. Estos resultados contrastan con otros previos, en
donde la observacion de los estados deborde en redes hexagonales PT-simétricas estaba condicionada a
bordes con terminacién armchair |2]. Nuestros resultados por lo tanto, ayudan a esclarecer el rol de las
ganancias y pérdidas en los fendmenos topoldgicos dos dimensionales y demuestran que la proteccién

topolégica es un fenémeno que existe incluso en configuraciones no-Hermiticas.
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Aislantes topologicos

Siempre que uno se enfrenta con sistemas de muchas particulas, surgen fenémenos que no podrian ser
predichos mediante la descripcién de sistemas con una o dos particulas. Estos fenémenos colectivos
han dado pauta para el entendimiento de la naturaleza macroscopica mediante la fisica estadistica.
En el estudio de los fenémenos emergentes es fundamental tener una definiciéon de igualdad entre dos
sistemas, la cual es esencialmente distinta a la que entendemos en sistemas de pocas particulas, debido
a que en un sistema de muchas particulas es imposible notar cuando faltan una dos o cien de éstas.
Una de las definiciones de igualdad que es mas 1til en esos sistemas es construida mediante un im-
portante resultado (que serd mencionado y utilizado més adelante) llamado el teorema adiabdtico. Si
uno trata de imaginar la evolucién suave de las ecuaciones de movimiento de un sistema, verificando
a cada instante que los estados base y excitados han sido mapeados uno a uno a otros estados base y
excitados, se dard cuenta que cuando el sistema tiene pocas particulas, esto se cumple siempre [49]. Sin
embargo, cuando el niimero de particulas es grande, es posible que el variar un poco las ecuaciones de
movimiento del sistema resulte en un cambio abrupto en los estados base y excitados, y por tanto ya
no exista un mapeo uno a uno entre los sistemas antes y después de esta transicién. Entonces, se dice
que dos fases de la materia son las mismas si existe una transformacién suave entre las dos es decir, sin
que suceda una transicion y que no son iguales si tal mapeo no existe. Con esta definicién, conducto-
res, semiconductores, aislantes y superconductores son fases electrénicas de la materia distintas, pero
dos metales con un ligero cambio en la magnitud de la repulsién electrén-electrén, son iguales. Esta
definicién de igualdad en fisica es sumamente util, ya que nos permite encontrar un sistema simple
que se relacione adiabaticamente con uno muy complicado y estudiar en el primero las propiedaes y
fenémenos emergentes para después mapearlas adiabdticamente al sistema complejo. Evitando asi tener

que encontrar una descripcién de primeros principios del sistema comunmente insoluble analiticamente.

A continuacién mostraremos el ejemplo paradigmaético del aislante topolégico més sencillo y el primero
en ser descubierto: el efecto Hall Cudntico entero (IQHE), el cual permite establecer las bases de la
proteccién topoldgica que deseamos estudiar en esta tesis; a pesar de que el modelo que aqui estudia-

remos sea ligeramente més complicado, dado que existe un mapeo adiabatico entre ambos sistemas, la
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descripcién es equivalente.

El estado aislante es una clasificacién de los sistemas de materia condensada el cual tiene como ca-
racteristica principal una brecha de energia en su estructura de bandas que es mas grande que la
temperatura a la cual tales materiales existen. Es decir, que pasar un electron de la banda de valencia

a la de conduccién requiere una mayor cantidad de energia que fundir o destruir el material.

Algunos ejemplos de materiales aislantes dentro de esta clasificacion son:

= Aislantes hechos de metales covalentes, es decir semiconductores. Los cuales se caracterizan por
tener electrones disponibles para ser transferidos de la banda de valencia a la de conduccién con
un costo de energia bajo. A temperatura nula, sin embargo, el estado de este tipo de materiales
es aislante. Un ejemplo de este tipo de aislante es el GaAs (arsenuro de galio). El tamano de la

brecha en este tipo de materiales es de aproximadamente 1eV. Ver figura (a)

= Aislantes atomicos: Este tipo de aislantes estdn constituidos de dtomos con enlaces iénicos, es
decir enlaces generados por la fuerza de atraccién entre iones cargados positiva y negativamente.
En este tipo de aislantes, los electrones se encuentran ligados a los iones y por tanto existe una
brecha de energia entre los electrones de valencia y los conductores. El tamafio de la brecha

energética en este tipo de materiales es de aproximadamente 10eV.Ver figura (b)

» Finalmente, podemos considerar al vacio también como un aislante, en el cual existe una brecha
energética muy grande, tal que para que un electrén pase de un estado de menor a uno de mayor

energia se requiere una brecha de aproximadamente 10MeV. Ver figura (c).

Durante el siglo pasado se crefa que esta era la clasificacién mas general de aislantes [50]. Sin embargo
en 1980, K. Von Klitzing, G. Droda y M. Pepper realizaron un experimento que posteriormente ayudé a
encontrar una nueva clasificacién de aislantes [29]. En éste, encontraron que la conductividad de Hall
se cuantiza cuando el campo magnético que atraviesa la placa metélica es muy grande (=~ .18T) y la

temperatura es muy baja (= 1.5K) [29].

Los resultados de la resistividad transversal y longitudinal que Von Klitzing encontré se muestran en
la figura Se encontré que la resistividad de Hall esta dada por

2mh 1

El escalar v se ha medido actualmente con gran presicién y se ha corroborado que es un entero hasta
la novena cifra decimal [51]. Es necesario mencionar que el trabajo de Von Klitzing fue totalmente
experimental, es decir no pudieron encontrar una explicacién teérica de los resultados que obtuvieron,

de hecho la principal aplicacién que encontraron de su articulo fue la de medir con alta precisién la
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Figura 3.1: Esquema de la clasificacion de aislantes de acuerdo al ancho de su brecha energética. En
(a) se muestra el diagrama de bandas de un aislante covalente, en (b) se ilustra un aislante atémico,

mientras que en (c) se muestra el diagrama del vacio como aislante.
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donde g es la permeabilidad magnética del vacio y ¢ la velocidad de la luz en el vacio.

Hasta ahora los resultados del experimento habian sido novedosos pero intuitivos ya que el efecto Hall
clasico también predecia un comportamiento creciente de la resistividad en funciéon de la magnitud
del campo magnético. Von Klitzing, G. Dorda y M. Pepper pensaron que si eliminaban las impurezas
de la placa, podrian obtener mejores resultados en cuanto a la precisiéon de la cuantizacion de la
resistividad, es decir los platé de la grafica de la resistividad de Hall, se volverian mas prominentes. Sin
embargo, sorpresivamente notaron que el limpiar la placa hacia que los plat6 (plateaur) desaparecieran,
y cuando le ponian mas impurezas, los platé aumentaban de tamano. Esto ultimo si fue totalmente
contra intuitivo y un ano después Robert B. Laughlin lo explicé de manera tedrica [52]. La idea bésica
es que los niveles de Landau se ensanchan en funcién del desorden en el sistema. Los estados con energia
mayor o menor que la del sistema sin desorden, se vuelven estados localizados (y por tanto viven en
el bulto del sistema), mientras que los estados con energia parecida a la del sistema sin desorden son
estados extendidos (y sélo pueden extenderse en el borde del arreglo). A continuacién mostramos la
deduccién del IQHE, la cual es la base en la descripcion de cualquier aislante topoldgico de Chern,

como el que se estudia en esta tesis.

3.1. Efecto Hall Cuantico entero
El Hamiltoniano de un electrén en una placa 2D sujeto a un campo magnético en direccién 2 es

= (p+eA)

2
2m ’

(3.2)

donde A es el operador de potencial vectorial que cumple que V x A = B%. Mientras que el momento

candnico estd dado por

A~ ~

p=mv — eA.
Si elegimos la norma de Landau A= xB7{, obtenemos

2 1 o - ~N\2
H = o—[p; + (by + eB2)"]. (3.3)

Este Hamiltoniano es invariante ante traslaciones en la direccién g, es decir, se conserva el momento

l%y, por lo que [ﬁ , fcy] = 0. Por tanto podemos plantear el siguiente ansatz para los eigenestados de

energia de (3.3

¢ky($7y) = eikyyfky ('7:)’ (34)

donde e**v¥ describe a una particula libre en direccién y, mientras que fx, (z) es una funcién que sélo
depende de la coordenada x. Al aplicarle (3.3]) a (3.4) obtenemos
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3 L W123 2
Es el Hamiltoniano de un oscilador arménico con centro en x = —k:y€23 donde fg = 4/ % es la longitud

magnética del sistema. Las energias del oscilador son, propiamente,

E, = hw(n+1/2).
Por lo tanto las eigenfunciones de (3.3)) son

_ (z+kyt%)?

Uk, (T,Y) = eikyyHn(x + ky€2B)€ 5 (3.6)

donde H,, es el n-ésimo polinomio de Hermite y la funcién gaussiana sirve para normalizar la funcién
alrededor de x = —k:yZQB, mientras que la onda plana deslocaliza al estado en la direccién y. Dado que

las energfas no dependen de k,, tendrdn una gran degeneracion, a continuacién se calcula.

3.1.1. Degeneracion de la energia

Confinemos el sistema a un rectdngulo de drea A = L,L,. Obtenemos entonces condiciones de borde

finitas, como una particula encerrada en una caja y por tanto

2w
ky=— meZ (3.7)
Ly
lo cual implica que Ak, = %’; Las funciones estan localizadas en xg = —kyEQB y por condiciones de
frontera 0 < zg < L, es decir
L,
- <0
2 i
5

Por lo que la cantidad de estados por nivel de energia es

L, [° eBA )
N=H dk, = = — .
27 /L2x Y orh ¢’ (3:8)

‘B

donde ¢g = Q%h es el cuanto de flujoy ¢ = L, L,B = AB es el flujo total del sistema. Dado que los

estados estan extendidos en la direccién y y localizados en x, se forman estados de borde o edge-states,
los cuales son caracteristicos de este tipo de sistemas los cuales son aislantes en el bulto y conductores

perfectos en el borde, ver figura

Para observar los estados de borde, debemos modificar las condiciones de frontera. Estas deben ser
finitas en al menos una direccién y periddicas en la otra. Para lograrlo, consideramos un pozo de

potencial que se levanta suavemente en los bordes de la coordenada x. Ver figura [3.3]
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Estado de borde
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Figura 3.3: Efecto Hall cudntico entero. Estados de borde extendidos (en lineas azul y rojo) y estados

localizados en el bulto (lineas negras) en una placa metdlica.

Como los estados son localizados en la direcciéon x y extendidos en y, podemos expandir este potencial
cerca del lugar donde los estados se localizan en x, es decir en xg = —ky€2B. Y como es un potencial

suave cuadratico, tenemos que su expansion de Taylor es de la forma

ov
V —
(z9) + x 97 ) +
0
por lo que el Hamiltoniano (3.5) modificado se ve
2
3 b L 2 2 ov
Hky = ﬁ—i—imwB(kny—i-x) +.’II% xo, (39)
completando el cuadrado reconocemos el Hamiltoniano
H —ﬁ+1mw2 l<:€2—|—a—vL —i—xz—#—kﬁa—v (3.10)
W om T2 B I\ME T g mw? 2mw? Y B ox’ ’
de un oscilador arménico desplazado en x por k:yEQB + %—‘; mi)g . Las energias correspondientes son
B
1 (ov)? oV
By, = hw 1/2) — —— == | —klh——. 11
k= ol +1/2) = g (G0) — BB (3.11)

La velocidad de grupo v, de los paquetes de onda estd dada por
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A V(X)

X

Figura 3.4: Modelo de los bordes de la placa metdlica como un pozo de potencial suave en los bordes

de la coordenada x. Imagen tomada de [51|].

Figura 3.5: Antisimetria de Inversion Temporal debida a la presencia del campo magnético. La velo-

ctdad de grupo de las particulas depende de en qué lado de la muestra se encuentren.

10FE, ey 1 oV
_ 198k, 10V 12
h Ok, eB 0x (3.12)

Uy

Notamos que en este sistema, las velocidades de las particulas son opuestas si las particulas estan en
extremos opuestos de la muestra. Por lo que al invertir la evoluciéon temporal obtenemos un sistema

asimétrico, ver figura Esto se debe a la presencia del campo magnético externo [51].

Ahora introduzcamos una diferencia de potencial electro-quimico Ay entre los dos bordes y calculemos

la corriente en la direccién y (imponiendo de nuevo condiciones de borde finitas en esta direccién),

_dQ_ e cay_ ey e e 1OV

dI,

T dt - At AtL,  L,At L, ' L,eB 0x dk,
Supongamos que Unicamente el primer nivel de Landau se encuentra lleno, entonces la corriente es
27
Ty L, 10V e
I(l)ze/Lydk Dy 29V __C AL
Y 0 YoreB 0x  2mh 1

El voltaje de Hall através de la placa, Vi estd dado por %, por lo que la conductividad transversal
de Hall es

2
1, e

= =" = —, .1
% = Y, T 2nh (3.13)

Para dos niveles de Landau llenos, la conductividad es
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—

Estado eXxtendido

Figura 3.6: Perspectiva del potencial aleatorio (en rojo) sobre la muestra metdlica. La intensidad y
distribucion de los defectos simula las imperfecciones del material. En amarillo se muestra un estado

extendido en el borde que se propaga a pesar de las imperfecciones.

4w
y L, 1 0V  eAp
I(Q)Zi/Ly Zy - 7 _ =k 14
Y Ly Jy 2meB ox h’ (3:14)

por lo que la conductividad transversal en este caso es

I e?
- _ =
Oy Ve T ah (3.15)
En general, para v niveles de Landau llenos la conductividad es
2
Y e
Ua(r:y) = Vﬁ’ (316)

recuperando el resultado experimental de K. Von Klitzing.

3.1.2. El rol del desorden

Algo que no hemos tomado en cuenta en nuestro modelo del efecto Hall cuantico entero es algo inhe-
rente a cualquier sistema fisico: la suciedad e imperfecciones de la muestra. El desorden causado por
estas imperfecciones es comtinmente fuente de errores en un experimento. Sin embargo, como hemos
comentado previamente, en el caso del IQHE el desorden juega un rol muy importante en la localiza-
cién de los estados.

Las impurezas de la placa pueden ser modeladas con un potencial aleatorio que tenga maximos y

minimos suaves, V. Ver figura (esquema).
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E (a) E (b)

Figura 3.7: Niveles de Landau para el IQHE. Se muestra la densidad de estados por cada nivel de

energia (a) para una placa metdlica sin desorden y (b) para una placa metdlica con desorden aleatorio.

El efecto que tendrd la insercién de este potencial, en primera instancia es romper la degeneracion de
los niveles energéticos y hacerlos mas anchos. De modo que uno de los requisitos que debe cumplir es

no hacer que éstos se encimen, lo cual se logra al pedir que

V << hwp (3.17)

Es decir, la placa debe tener una cantidad finita de desorden, para cualquier fin practico esto significa
que la placa debe estar muy limpia. El desorden es importante, pero en exceso ciertamente arruina el

experimento.

El espectro de energia del sistema en presencia de desorden cambia los niveles de Landau de su forma

uniformemente espaciada, al espectro que se muestra en la figura [3.7(b) (esquema) [51] .

Otro de los fendmenos causados por el desorden es de particular relevancia y al igual que el rompimiento
de la degeneracion, serd explicado fenomenolégicamente. Se trata de que el desorden causa que muchos
estados extendidos se localicen, debido a que la longitud de camino medio entre colisiones disminuye
considerablemente |53|. Esto sucede si el potencial aleatorio varia en distancias mucho mayores a la

longitud magnética del sistema, es decir,

IVV]| << hg (3.18)
Dado que los estados con energia mayor o menor que la del nivel de Landau son posibles gracias al
potencial aleatorio, todos los estados que no estén en el borde de la placa se volveran localizados, pues
al encontrar un pico o un valle de V', s6lo podran girar alrededor del punto critico en direccién horaria
o antihoraria segiin su naturaleza. Mientras que todos los estados que se encuentran en el borde de la
placa, seran débilmente afectados por el nuevo potencial y seguirdn conservando la energia de su nivel

de Landau correspondiente, asi como su trayectoria extendida por el borde.

El resultado de esto es que los estados con energia similar a la del nivel de Landau (ya sea mayor
o menor), son localizados. Mientras que sélo los estados con energia en el centro de la banda, seréan
extendidos [52], ver figura (esquema).
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Estados localizados

Estados extendidos

»—

Figura 3.8: El desorden causa también que los estados localizados se acumulen fuera del nivel de
Landau, mientras que los extendidos dentro de éste. Esta es la razon por la cual la conductividad

transversal estd cuantizada.

3.1.3. Conductividad y desorden

Dado que unicamente los estados extendidos pueden transportar carga de un lado a otro de la muestra,
entonces solo este tipo de estados contribuyen a la conductividad. Supongamos que hemos poblado
todos los estados extendidos de un nivel de Landau fijo. Veamos qué sucede cuando disminuimos B con
el nimero de electrones fijo, n. Cada nivel de Landau puede acomodar algunos electrones. Sin embargo,
en vez de que éstos salten directamente al siguiente nivel de Landau, primero se comienzan a poblar
los estados localizados y como éstos no contribuyen a la conductividad, esta se queda constante. Esto
causa la formacion de los platé que K. Von Klitzing observé experimentalmente, cuya conductividad

o resistividad se queda constante para algunos valores de B .

3.1.4. La fase de Berry y el rol de la topologia

A continuacion discutimos el origen de lo topoldgico en este tipo de aislantes, que basicamente se debe
a que el modificar el sistema de manera suave, no modifica las propiedades fisicas que lo caracterizan,
como la conductividad o como veremos a continuacion, la existencia de estados que se propagan en el

borde sin responder a defectos de la red.

Consideremos un sistema descrito por un Hamiltoniano que depende de un pardmetro R(t), por ejemplo
un campo eléctrico o magnético que varia en el tiempo. Nos interesa conocer la evolucion adiabdtica
del sistema, es decir conocer los eigenestados del sistema cuando R(t) varfa lentamente en comparacién
a la escala de energia mas pequena del sistema, como se hizo en la seccién anterior. Los eigenestados

instantédneos [n(R(t))) y energias E,(R(r)) se obtienen diagonalizando el Hamiltoniano H(R(t)) para
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cada valor de R(t), es decir

H n(R(t))) = En(R(t)) In(R(1))) - (3.19)

El teorema adiabatico |54 establece que la evolucién temporal de un eigenestado instdntaneo al tiempo
to es también un eigenestado instantaneo al tiempo ¢, salvo una fase. Averiguemos cuanto vale esa fase,

partiendo del estado inicial

[%0) = [n(R(0)))

entonces por el teorema adiabatico sabemos que

[0(t) = Y |n(R(1))) , (3.20)

y el valor de ¢(t) se obtiene al sustituir (3.20]) en la ecuacién de Schrédinger y (3.19))

dé d
Eq(R(1)) In(R(1))) = h [n(R(1))) + b [n(R(2)))

Proyectando con el bra (n(R(t))| y suponiendo que los estados se encuentran normalizados obtenemos

d , d
h In(R(1)) = Ea(R(H)) — i (n(R(2)| 5 [n(R(0) (321)

lo cual al integrar nos da

=1 [ Batm@ e i [ R 15 InR ) (322)

el primer sumando corresponde a la fase dada por la evolucién temporal unitaria, mientras que el

segundo es la la fase de Berry para el eigenstado n,

it =i [ (R G In(RE) at. (3.28)

La cual, en términos de la derivada del pardmetro R(t), mediante el cambio de variable

d d dR d
—dt’ =

S (R dt' = o In(R(E) T dt = = n(R)) - dR,

estd dada por

- / (n(R)| 2 In(R) - dR, (3.24)

donde « es una trayectoria suave en el espacio de R que varia con el tiempo de 0 a t. Podemos ver al

integrando como un vector que depende de R para cada n,
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A(R), =i (n(R)| = n(R)) (3.25)

la cual es llamada la conexion de Berry. Por tanto

Yo = /a A(R), - dR.

Notamos una similitud con el caso electromagnético y el potencial vectorial. Ocupando el teorema de

Stokes en el espacio de R,

+(R) = 75 A(R), - dR = /S(v < A(R),) - dS — /SF(R)n dS.

Del mismo modo que en el caso magnético podemos definir un flujo de Berry [¢ F(R)-dS donde F(R)
es la curvatura de Berrry. De aqui, definimos andlogamente al nimero de monopolos magnéticos, el

nimero de Chern C, dado por

1
0= 77%5 F(R) - dS. (3.26)

El nimero de Chern no cambia si la transformacién que le hacemos al sistema no lo modifica de manera
que la brecha de energias se cierre. Todos los sistemas que cumplen lo anterior se encuentran en una

fase topoldgica no trivial (cuando C' # 0).

Existe una manera alternativa de obtener el niimero de Chern mediante un teorema importante de

geometria diferencial llamado el teorema de Gauss-Bonet, el cual establece que

% /SKdA —2(1—g). (3.27)

En el lado izquierdo de (3.27)), (K') representa la curvatura Gaussiana total de una superficie cerrada
suave y dos dimensional, mientras que del lado derecho se establece que ésta es siempre un nimero
entero, 2(1—g), donde g es el genus, el cual caracteriza la topologia de la superficie, es decir, el niimero

de agujeros en ella. Una prueba rigurosa de este importante teorema puede ser consultada en [55].

La siguiente tabla hace una comparacién entre la fase de Berry y la fase electromagnética.

Potencial vectorial A(r) A(R) = (n(R)|iVR|n(R)) | Conexién de Berry
Fase electromagnética ¢ A(r)-dr $A(R)-dR Fase de Berry
Campo magnético B(r) =V, x A(r) F(R)=Vgr x A(R) Curvatura de Berry
Flujo magnético [sB(r)-dS [sF(R)-dS Flujo de Berry
Monopolos magnéticos ¢ ¢s B(r) - dS C =35 ¢ F(R)-dS Ntumero de Chern

Laughlin demostré en 1981 [52] que la conductividad del IQHE es un invariante topoldgico para cada

plato diferente. Esto hizo que existiera una nueva clasificacion de estados de la materia, en los que de
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igual manera que en la fisica estadistica, puede o no existir una transicién de fase topolégica. A pesar
de que la descripcién anterior del IQHE parte de un modelo particular, en realidad es til para describir

a todos los aislantes topolégicos de Chern, los cuales cumplen con las siguientes caracteristicas

= El sistema se encuentra descrito por un Hamiltoniano de una sola particula, cuyo espectro se
descompone en bandas, cada una de las cuales estd parametrizada por un momento k, el cual se
encuentra sobre la superficie de un toro T?. Esto lo cumple cualquier modelo de particulas en
una red [51].

= En el sistema las particulas no interactiian entre si.

= Existe una brecha de energia y la Energia de Fermi se encuentra en medio de ésta. Todas las
bandas debajo de esta energia estan llenas, mientras que las que se encuentran por arriba de

ésta, estan vacias. Es decir, el sistema es un aislante.

Siempre que estos criterios se cumplan, podemos asignarle al sistema un valor entero, el cual es to-

polégicamente invariantes, C' € Z y estd dado en general por

1
C=-— [ F,d, 3.28
Ut T2 Yy ( )

integrado sobre la primera zona de Brillouin dos dimensional, la cual es T2.

3.2. Modelo de Haldane

En esta tesis consideramos un modelo propuesto por Duncan Haldane en 1988 28], el cual es un modelo
paradigmético de un aislante de Chern. Haldane descubrié que la pieza fundamental del IQHE es el
rompimiento de la simetria de inversién temporal como consecuencia del campo magnético transversal
externo. El modelo de Haldane contiene la ruptura de esta simetria como una caracteristica intrinseca de
la red sin necesidad de un campo externo y al mismo tiempo cumple con los requerimentos mencionados

en la seccion anterior.

3.2.1. Simetrias en el modelo de Haldane

La red de Haldane parte de un modelo de amarre fuerte en una red hexagonal y es por lo tanto inva-
riante a traslaciones y ademds, para algunos valores de los pardmetros (¢, M) se rompe la simetria de
inversion temporal. Estas caracteristicas y la simpleza de su descripcién, le dan una gran versatilidad

para estudiar aislantes de Chern en diferentes sistemas [10456}57].

Este modelo describe sitios independientes en una red honeycomb o de panal de abeja los cuales estan

acoplados con sus primeros vecinos a distancia a mediante los vectores

a1 = 5(1, V3 ay= g(l, V3) a3 =(—a,0), (3.29)
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Figura 3.9: Celda unitaria de la red hexagonal. En ella se muestran los vectores de periodicidad
di,do,d3 y los de desplazamiento ai1,as,as, asi como la constante de la red a, que en esta tesis se

toma como la unidad.

como se muestra en la figura [3.9

La red de Bravais del modelo de Haldane puede ser generada por los vectores

dl = as — as dg = a3 — a; d3 = a; — ay, (330)

como se muestra en la Fig. |3.10

Como el tultimo vector es una combinacién lineal de los otros dos (d3 = —d; — da), para crear la
estructura cristalina completa, es suficiente elegir un vector a; y dos vectores d; . El Hamiltoniano

de Haldane en el formalismo de segunda cuantizacién es

ﬁ:ﬁl-i—f{g—l—f{g. (3.31)
En donde
ﬁl =t Z égéj (3.32)
<i,j>

forma la estructura con geometria hexagonal.

En , (,) denota la suma sobre vecinos cercanos y t; es la magnitud del acoplamiento constante
entre primeros vecinos. Los operadores de creacién y aniquilacién de excitaciones se denotan por éj y
¢;, respectivamente. Esta geometria es indispensable para obtener los puntos de Dirac en el espacio de
momentos y romper ahi la simetria de inversién (IS) y la de inversién temporal (TRS) para obtener
estados protegidos topologicamente . Lo primero es logrado al anadir un acoplamiento a segundos

vecinos en general imaginario 28], el cual esta dado por

Hy=tyy  e*uicle;, (3.33)

i
<<i,j>>
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Bearded
8122812

Armchair

Figura 3.10: Red de Haldane. Podemos observar la distribucion espacial de los sitios en el modelo de
Haldane. Se trata de una red tipo grafeno con acoplamiento a primeros vecinos cercanos de magnitud
t1 y a sequndos vecinos cercanos e*'?ty, como se discute en el texto. Con color azul (naranja) se
muestran los sitios con ganacias (pérdidas). En los bordes del arreglo se muestran los tres diferentes
tipos de geometrias estudiados en esta tesis. Es importante mencionar que solo pueden ser mezclados

hasta dos de éstos en un arreglo finito.

en donde la fase compleja e**® esta definida de acuerdo a la orientacién del acoplamiento, siendo po-
sitiva (negativa) para el sentido horario (antihorario), como se muestra en la figura Es importante
mencionar que el acoplamiento es a segundos vecinos, lo cual estd senalado en <<, >>. Este término
rompe la TRS al variar ¢. Este pardmetro controla la parte imaginaria del acoplamiento y permite

que el Hamiltoniano conmute con el operador de TRS, T, para ¢ € {0,7}, mientras que los vuelve
incompatibles para ¢ # {0,7} [5§].

Finalmente, el tercer término dado por

. — AP AP
Hjz = ¢;Cj — MZ Cc:Cyj,
25+1
y es util para romper la simetria de inversion y asi modificar el tamano de la brecha energética por el
pardametro M, y por tanto visualizar mejor los estados de borde. En esta tesis este término serd 1til

para introducir las pérdidas y ganancias de energia en los sitios.

3.2.2. Analisis en el espacio de momentos

Dado que la red de Haldane es periédica, podemos escribir el Hamiltoniano de Haldane (5.1]) en el

espacio de momentos



22 Aislantes topolégicos

3
H(k) =Y hi(k)o, (3.34)
=0
en donde
3
ho = 2t5 cos(¢) Z cos(k - a;) (3.35)
hi(k) =t1(1 + cos(k - a1)) + cos(k - az)), (3.36)
ho(k) = t1[sin(k - a1) — sin(k - a2)], (3.37)
y

hs(k) = M — 2to(sin(¢ Z sin(k - a;). (3.38)

Mientras que o; son las matrices de Pauli y la identidad o¢. Los eigenvalores estdn dados por

2+ |h(k)|?, (3.39)

donde h(k) = hi(k) + iho(k) = t1(1 + etka1 4 eikaz),

La ecuacién define la estructura de bandas del modelo de Haldane. Con el fin de garantizar que
las bandas con energia E y E_ no se traslapen, es decir que E_ < E, para todo k € R, necesitamos
que % < %

Si bien con esta condicion, la desigualdad entre las energias no se invierte, si existen a lo mas dos

puntos en donde las bandas se tocan, éstos estan dados por las ecuaciones

> hi(k)? =0, (3.40)

es decir, h(k) = 0 y hg(k) = 0. Esto sélo sucede si h;(k) = 0 para todo i. A los k que cumplen esta

condicién se les conoce como puntos de Dirac {K;, K2} y se obtienen de la ecuacién h(k) = 0.

eZKl'lll — 6127r/3

eiK2~a1 — e—i27r/3

(
e—iKl-ag — e—i27r/3 (342
(
e (

—iKzaz _ eiZﬂ'/3
M
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Figura 3.11: Grafica del espacio de pardmetros (¢, M). Con linea punteada y naranja se muestra la

grdfica de hs(ks) = 0, mientras que con linea azul sdlida la grdfica de hs(k1) = 0. Dentro de estas
grdficas, se muestran coloreadas en rosa y azul regiones en donde hs(k) # 0 y por tanto las energias
no estdn degeneradas. Sin embargo, como se muestra en el texto, en estas regiones el numero de Chern
(y por tanto la fase topolégica) es no nulo. Mientras que en toda la region no coloreada, el nimero de

Chern es 0 y no existe proteccion topoldgica en el sistema.

resolviendo el sistema obtenemos como solucién

K, = 2?” (1, %) (3.45)
K, = 2?” (1, —%) (3.46)

(3.47)

Mientras que de la ecuacién hz(k) = 0 obtenemos el conjunto de puntos de los pardmetros (¢, M) tal

que los puntos de Dirac son puntos de degeneracién del diagrama de bandas del modelo de Haldane,

h3(K1,2) = M + 3v/3tasin(e), (3.48)

como se ilustra en la figura [3.11]

3.2.3. Numero de Chern del modelo de Haldane

Como se mencioné en la seccién anterior, el nimero de Chern nos permite caracterizar al sistema
en cuanto a si existe o no algin invariante topolégico. En el caso del IQHE el ntimero de Chern

esta relacionado directamente con la conductividad, pero en el modelo de Haldane no es tan sencillo
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obtener una expresién que relacione el nimero de Chern con algtin observable, sin embargo, si es
posible rastrear un conjunto de pardmetros (¢, M) que logran hacer que el sistema se encuentre en una
fase de proteccién topoldgica (y por tanto, permitir la existencia de estados de borde) y otro conjunto
de parametros en donde la proteccién no exista. Un estudio detallado de la deduccién del niimero de
Chern del modelo de Haldane puede ser consultado en [58]. La curvatura de Berry para el modelo de

Haldane es

Fk) = —iTr (P(k) [ap _(k) OP —("’)] > (3.49)

Ok, ’ Ok,
donde

1 Vha(k)? + [h(K)[2 = hs(k) —h(k)
P-(k) 2\/113 )2 + |h(k)|? ( —h(k)* Vh3 (k)2 + |h( k)\2+h3(k)>' (38:50)

De manera que el niimero de Chern es la integral de la curvatura de Berry sobre el toro en el espacio
de momentos T2,
1

C=—5- | Flk)dk, (3.51)

el cual toma los siguientes valores

1 si hg(ki) <0 y hs(ks) >0 (color rosa)
C=<¢ —1 si hg(k1)>0 y hz(k2) <0 (color azul) , (3.52)

0 en otro caso (color blanco)

como se ilustra en la figura 3.11

Esto caracteriza el modelo de Haldane y nos proporciona la perspectiva necesaria sobre la teoria de
aislantes topoldgicos que necesitamos para la tesis, a continuaciéon revisaremos lo necesario sobre la

teoria de sistemas cudnticos abiertos P7T -simétricos.






Capitulo

Sistemas cuanticos PT-simétricos

La conservacién de energia es un concepto fundamental para entender la naturaleza. En particular,
en mecdanica cudntica este principio demanda que un sistema cerrado esté descrito por eigenvalores
reales, lo cual lleva naturalmente a formulaciones basadas en Hamiltonianos Hermiticos. Conforme ha
pasado el tiempo después del establecimiento de esta teoria, la complejidad de los sistemas aumentd.
De hecho, algunos de estos sistemas son tan complicados, que ya no es de interés estudiar el sistema
completo con cada uno de sus grados de libertad, pues esto puede ser tan dificil como innecesario, sino
que es suficiente estudiar un subespacio de éste. En este caso, la energia (que se conserva en el sistema

total), puede intercambiarse entre el subsistema y su ambiente.

Cabe mencionar que previo al desarrollo de teorias cuanticas no-Hermiticas, Hamiltonianos no-Hermiti-
cos se habian utilizado para describir procesos disipativos como en el caso del fisico estadounidense
George Gamow, quien en el experimento de decaimiento alfa, con el cual fue demostrado que una
particula podia escapar del niicleo con una tasa de decaimiento que podia ser descrito efectivamente
mediante un eigenvalor complejo. Sin embargo éste y otros Hamiltonianos no-Hermiticos son sélo una
descripcién aproximada y fenomenoldgica de los procesos fisicos, es decir, no existe una derivacién
de primeros principios del Hamiltoniano no-Hermitico que describa el decaimiento. De hecho, en es-
te caso en particular, esta teoria predice que la probabilidad total de encontrar a la particula en el
nucleo, decae en el tiempo, es decir viola la ley de conservaciéon de probabilidad. Obviamente esto no
sucede en la realidad, sino que la particula decae en otras conservando el momento. Por lo tanto, un
Hamiltoniano no-Hermitico que describe el decaimiento radiactivo puede a lo méas ser una descripcién
simplificada, fenomenoldgica y no fundamental del proceso, ya que ignora la naturaleza de los productos
post-decaimiento [60]. M4s atn, se ha establecido directamente que “un Hamiltoniano no-Hermitico es
inaceptable, por un lado porque puede tener energias complejas; y por otro lado porque esto implica
que tenga una evolucién no unitaria, lo cual viola la conservacién de probabilidad y por tanto carece

de sentido fisico” [61].

Sin embargo, en 1998 se mostré que mientras que la condicién H = Ht es suficiente para garantizar
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que el espectro de energias es real y que la evolucién temporal es unitaria, no es necesaria [35]. En [60]
se mostro que la condicion de Hermiticidad puede ser reemplazada por la condicién andloga de imponer
simetria de reflexién espaciotemporal, o PT, donde P es el operador de inversién espacial, mientras 7

el operador de inversién temporal:

H=H"T, (4.1)

sin violar ninguno de los axiomas de la mecénica cuantica. Decimos que si H cumple (4.1)), entonces

el Hamilltoniano es PT -simétrico.

El efecto de P en el operador de posiciéon & y en el operador de momento p es el de cambiar sus signos,

es decir

PiP =—i PpP = —p. (4.2)
Notemos que P es un operador lineal y que deja invariante la relacion de conmutacién fundamental:
[z, p] = ihZ,
con 7 el operador identidad. El operador de inversiéon temporal por otro lado, esta representado por

el simbolo 7. Este operador tiene como efecto invertir el sentido del tiempo de evolucién del sistema,

por lo que deja invariante a & pero cambia el signo de p:

TaT =& TpT = —p. (4.3)

Del mismo modo que P, T deja invariante la relacién de conmutacién pero requiere que el niimero

complejo i cambie de signo bajo T:

TiT = —i.

Por lo que T no es un operador lineal, sino antilineal. Y como ambos son operadores de reflexién se

tiene que

Pi=T?=1,

y ademds claramente [P, 7| = 0.

En términos de los operadores P y T definimos el Hamiltoniano P7T -reflejado, H PT . como

"7 = (PT)H(PT). (4.4)
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Un Hamiltoniano P7T simétrico no es necesariamente Hermitico; es decir, no necesariamente se tiene

que H=Ht. Algunos ejemplos de estos Hamiltonianos son:

H=p*+iz> y H=p"—2z% (4.5)

El espectro de estos Hamiltonianos es totalmente real y positivo y su evolucién en el tiempo es unitaria
a pesar de no ser Hermiticos. De hecho, son un caso particular del conjunto infinito no numerable de

Hamiltonianos [62]

H = p* + 2%(iz)° (4.6)

donde € es un nimero real. Todos son PT simétricos y para € > 0, su espectro es real. Mientras que se
vuelve imaginario para £ < 0, pues aunque algunos de sus eigenvalores son positivos y reales, existen
otros que son totalmente complejos. La cantidad de eigenvalores reales decrece conforme ¢ — —1, de
modo que cuando € < —1 no existen eigenvalores reales. Decimos entonces que, para en este caso
particular, ¢ > 0 parametriza la region con simetria P7, mientras que € < 0 es la region de simetria
PT rota. Mas adelante, definiremos las caracteristicas de las regiones de simetria P7T rota y no rota

en general.

4.1. Simetria PT y su rompimiento

Como se ha mencionado anteriormente, el que el Hamiltoniano tenga simetria P7 implica que
[H,PT] = 0.

Sin embargo, la simetria PT es diferente a las de observables representadas por un operador lineal, ya
que el operador P7T no lo es. Y por tanto, aunque H conmute con PT pueden o no tener una base

propia comun. Probemos esto a continuacién.

Supongamos que es falso, es decir que si H y PT conmutan, entonces cada eigenestado v de H es

eigenestado de PT. Sea A el valor propio del eigenestado 1 tal que

PTY = M. (4.7)

Multiplicando de ambos lados de la igualdad por P7T a la izquierda y utilizando la idempotencia de

PT,

W =PTAPTY. (4.8)

Dado que P7T es antilinear entonces

v = APy, (4.9)
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Lo cual implica que |A|? = 1, de modo que el operador PT tiene como eigenvalores niimeros complejos

o fases:

A =¢l, (4.10)

A continuacion, multiplicamos la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo por PT a la

izquierda y de nuevo usando la idempotencia de P7T obtenemos

(PT)H¢ = (PT)E(PT)?y. (4.11)

De esta igualdad se sigue que

H)p = (PT)E(PT)\. (4.12)

Y finalmente, dado que 7T es antilineal obtenemos

EXY = E* )\, (4.13)

puesto que en general A # 0, entonces E = E* es decir F es real.

Podriamos pensar que si, el enunciado anterior es falso y H y PT efectivamente conmutan y tienen
una base comun de eigenvectores. Sin embargo esto es falso, ya que los eigenvalores del Hamiltoniano
(4.6) son complejos para € < 0 a pesar de que [I:I ,PT] = 0. Por tanto no es cierto que H y PT tengan

una base en comun, a pesar de que sean compatibles como queriamos mostrar.

4.2. Evolucién temporal de Hamiltonianos no-Hermiticos

Una manera de estudiar sistemas cudnticos abiertos con Hamiltonianos no-Hermiticos es anadir pérdi-
das y ganancias balanceadas en la energia de los sitios, tal como se ha hecho en trabajos anterio-
res [1-5,/63]. Es necesario mencionar, sin embargo, que la realizaciéon experimental de sistemas con
pérdidas y energias balanceadas ha sido un reto desde la formulacion de la teoria cudntica PT -simétri-
ca debido a que controlarlos simultaneamente en un sélo dispositivo no es sencillo de lograr. La primera
vez que se logré observar un sistema P7T-simétrico experimentalmente fue en 2009 [64] mediante po-
tenciales 6pticos complejos realizados con una distribucién impar del indice de refraccién complejo.
Recientemente se ha logrado llevar a cabo un sistema de nanoantenas con pérdidas y ganancias balan-
ceadas |65], cuyo principal resultado es que la respuesta éptica del sistema se vuelva direccional y por
tanto una posibilidad de dispositivos de control luminico a nanoescala. Otro ejemplo de un sistema con
ganancias y pérdidas balanceadas ha sido estudiado tedrica y numéricamente en [66]. En este articulo,
se analiza la posibilidad de obtener un sistema P7 -simétrico con condensados de Bose-Einstein con

potenciales de pozos Gaussianos con ganancias o pérdidas en cada uno de ellos. Finalmente, en [67]
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Figura 4.1: Esquema de un sistema no-Hermitico PT -simétrico, en donde tenemos una red unidi-
mensional de sitios con ganancias (azules) y pérdidas (naranjas) balanceadas. El operador de paridad
P, intercambia de lugar los sitios espacialmente, mientras que el operador de inversion temporal T las
ganacias se vuelven pérdidas y las pérdidas ganacias, logrando que el operador PT deje invariante al

sistema.

I.H. Giden et. al. demuestran numéricamente que se pueden obtener dispositivos de resonadores épticos
PT-simétricos mediante un arreglo adecuado de las pérdidas y ganancias en micro anillos de modo
que los diferentes modos de resonancia sean excitados dependiendo de la direccién del haz incidente.
Si bien la realizacién experimental del modelo de Haldane con ganancias y pérdidas es atn un reto,

las referencias mencionadas (entre otras) pueden ser posibles plataformas para llevarla a cabo.

En este caso, tenemos que el sistema cerrado estd descrito por un Hamiltoniano Hermitico H, mientras

que las ganancias (pérdidas) son anadidas por un término no-Hermitico H,,_ g de la forma

H, py =+l (4.14)
donde i es la unidad imaginaria y +I" es la tasa de ganancia (pérdida) de energia. De modo que el
Hamiltoniano del sistema es

En la figura se ilustra la accion del operador PT en un sistema PT-simétrico. Notamos que, el
anadir dos términos complejos al Hamiltoniano lo deja invariante respecto al operador PT. Esto sucede
siempre y cuando la simetria no se haya roto, es decir que todas las bases que diagonalicen a H tambien
diagonalicen a PT'. Una vez que esto deja de suceder, los operadores pueden seguir conmutando, pero
existe al menos una base que no los diagonaliza simultaneamente y el espectro se vuelve parcial (o

completamente) imaginario.

Ahora bien, claramente la evolucién de estados en el marco de Schrédinger no va a ser unitaria en el
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caso de sistemas que s6lo tengan ganancias o pérdidas en la energfa de sitios, ya que si

o) = > Cnln),
es el estado inicial del sistema, donde |n) es tal que Hy |n) = E, |n).

Entonces la evolucion del sistema al tiempo t es

6(8)) = e ) = e Lot Hnmnlt )

Si consideramos que

A~

H,y 5 = +il'l,

entonces la evolucion es

W(t)) = Z o~ i(HoEil')t o) = Ze—i(En:I:iFn)tCn In) = Z e~ Bt et ) .

Por lo que la probabilidad de encontrar al sistema en el estado [i(t)) es

[WO@0) 17 =) 1Cal?e™, (4.16)

n

en contraste con el caso Hermitico, en el cual seria uno. A pesar de que la probabilidad del sistema
no se conserva, es posible interpretar la fisica del sistema al introducir un estado auxiliar que funcione
como proveedor (colector) de la energia que entra (sale) al sistema con la misma tasa con la que se
gana (pierde). O bien, normalizar el sistema en cada paso de tiempo (preguntar a Roberto). Ahora

bien, si la tasa de pérdidas no depende de cada sitio, tenemos que la probabilidad esta dada por

(@) (0) P =Y [Cult. (4.17)

Existe también otra manera de estudiar la evolucion temporal del sistema mediante el formalismo del

operador de densidad. Dado que en este caso el operador no-Hermitico cumple que

Hy,g = _ﬁTTLH

y de la ecuacién de Schrédinger tenemos que

0 - 0 N
5[ =—iH )y ol = (il (4.18)

entonces la evolucién temporal del operador de densidad se obtiene de
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il = 22 i 29,

= —iH ) (| + @) (Y[ iHT

_ _z'(ﬁO + FIHH>p + p(ﬁo — ﬁnH>i7

= —i(ffop — pI:IO) - i(I:Ian + PﬁnH)7

- —i[ﬁo,p] — i{ Hom, p}, (4.19)

donde p = [¢) (| es el operador de densidad.

Una vez que hemos hecho un resumen de la teoria necesaria para abordar el problema central de la tesis
tanto de aislantes topoldgicos como de sistemas cudnticos abiertos, mostramos los resultados obtenidos
en el estudio de aislantes topolégicos de Haldane no-Hermiticos. (Eigenestados derechos e izquierdos

para hablar de punto excepcional).






Capitulo

Modelo de Haldane no-Hermitico

Después de haber consolidado la base tedrica que nuestra investigacién requiere en los capitulos ante-

riores, en este capitulo plantearemos el problema y mostraremos los resultados obtenidos.

La topologia es una rama de las matematicas que se encarga de estudiar las caracteristicas de objetos
abstractos preservadas bajo deformaciones continuas [68]. Por otro lado, los sistemas fisicos que exhiben
propiedades topoldgicas son de interés en muchas plataformas experimentales debido a su capacidad de
albergar conduccion electrénica libre de dispersion, asi como de su robustez contra perturbaciones con-
tinuas [10]. Se han encontrado estas propiedades en sistemas de materia condensada, [17], dispositivos
foténicos [12], sistemas dindmicos modulados [13-15], fermiones ultrafrios [31], l4seres topoldgicos [16],

acustica [25], asi como en arreglos de transporte exciténico en materiales organicos [27].

El modelo de Haldane, como se ha mencionado previamente, consiste basicamente en una red hexa-
gonal tipo grafeno en la cual se rompen las simetrias de inversién y de reversién temporal [58]. Para
romper la simetria de reversién temporal, F.D. Haldane [28] introdujo un acoplamiento complejo a
segundos vecinos controlado por un parametro de flujo el cual permite obtener tener un control sobre
la transicién de fase topolégica. Para romper la simetria de inversién, introdujo una diferencia entre
las energias de sitios vecinos. El rompimiento de ambas simetrias permite que se abra una brecha de
energia en la estructura de s con dos estados que la atraviesan, permitiendo observar el comportamien-
to aislante-conductor de la red. Esto siempre y cuando las condiciones de borde e iniciales sean las
adecuadas para observar los estados de borde. De este modo, el modelo de Haldane es uno de los mas

faciles y manipulables para obtener un sistema con una transicién de fase topolégica [58].

Apesar de que los sistemas con fases topolégicas han sido mayormente estudiados con modelos Hermiti-
cos, en los ultimos anos ha habido un creciente interés en el estudio de fases topoldgicas en sistemas
no-Hermiticos. En 1998, C.M. Bender y Boettcher estudiaron un subconjunto de los sistemas no-
Hermiticos, los cuales cumplen con la caracteristica de tener espectro real al cumplir con la simetria

PT [35]. Lejos de que este descubrimiento se quedara como una curiosidad matemética en los fun-
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damentos de la mecénica cuantica, el interés por entender sus implicaciones en sistemas ha llevado a
implementar sistemas P7T simétricos con implicaciones no triviales como foténica de microondas [69],
transparencia inducida con pérdidas [70], propagacién de luz no reciproca [71], invisibilidad unidirec-
cional [72], laseres de fonones PT simétricos [73], ldseres de absorbancia [74], modos quirales y emisién
unidireccional [75], entre muchos otros. En estos sistemas la idea clave para estudiar la simetria P7T
y su ruptura es introducir pérdidas y ganancias (o unicamente pérdidas en el caso de los sistemas
pasivos) balanceadas. Lo sorprendente es que apesar de que las pérdidas y ganancias se encuentran
balanceadas, existe una relacion entre los parametros del sistema y la tasa de crecimiento o pérdida,
la cual predice la existencia de un punto de coalescencia de todos los eigenvalores (exceptional point).
A diferencia de los sistemas Hermitianos, en donde también pueden existir puntos de coalesencia, los
eigenvectores siguen siendo linealmente independientes debido a la Hermiticidad del Hamiltoniano, en
el caso de los sistemas P7T simétricos, el punto excepcional deforma también el espacio de Hilbert del

sistema, pues los eigenvectores también se degeneran a uno solo.

Por otro lado, es de especial relevancia el notar que a pesar de que se creia que una vez que se rompe la
fase simétrica la fisica se termina, recientemente se han encontrado sistemas en los cuales los eigenva-
lores complejos tienen una interpretacion fisica [37,76-79] por ejemplo de disipacién o de amplificacién
y la normalizacién de la funcién de onda se lleva a cabo por medio de anadir o quitar la energia cedida
o anadida al sistema hacia o desde el medio ambiente, conservando asi la probabilidad en el sistema
abierto [60]. Este tipo de sistemas muestran fenémenos interesantes una vez que se ha roto la simetria,
por ejemplo amplificacién de la energia o amplificacién de modos que inicialmente (antes del rompi-

miento de la simetria), decaen.

La importancia de los resultados mostrados en esta tesis yace en el hecho de que anteriormente se
crefa que las caracteristicas observadas en una transiciéon de fase topoldgica sélo podian encontrarse en
sistemas Hermiticos cerrados [33]34], pero recientemente se ha mostrado experimentalmente que las
transiciones de fase topolégicas pueden ocurrir en sistemas foténicos no hermiticos P7 -simétricos [17],
asi como en arreglos hexagonales de guias de onda [2] e incluso se han llevado a cabo experimental-
mente ldseres topolégicos con simetria PT pasiva [41]. Con el objetivo de entender de una manera
mas precisa la relacién entre topologia y simetria P7T se han realizado muchos esfuerzos en los ultimos
anos [9,44-47]. En particular, un trabajo reciente de Xiao et.al [40] ha demostrado la existencia de
estados de borde protegidos en una red unidimensional donde la simetria P7T se ha roto, mostrando
entonces que no es necesario tener esta simetria para tener una transicién de fase topoldgica. En esta
tesis mostramos el primer estudio sobre transiciones de fase topolégicas en redes hexagonales bidimen-
sionales no-Hermiticas. Finalmente, desde el punto de vista fundamental, ya que la topologia y las
simetrias de un sistema son dos de los aspectos mas importantes tedricos para la fisica, es importante
ahondar en la relevancia en sistemas en donde la topologia juega un rol fundamental |2] y encontrar

similitudes con sistemas cerrados, asi como fenémenos nuevos que los sistemas abiertos puedan mostrar.

Cabe mencionar que recientemente se ha tratado de establecer un marco teérico para estudiar formal-
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mente a este tipo de sistemas. En particular, en el avance de la clasificacion de las fases topoldgicas en
sistemas no-Hermiticos, se ha creado una tabla periddica de este tipo de aislantes topoldgicos, basada
en las simetrias del sistema y el nimero de dimensiones [80]. Sin embargo, bajo esta clasificacién los
sistemas no-Hermiticos 2D no deberian tener fases topolégicas. Mientras que por otro lado esto ha sido
refutado tanto tedrica como experimentalmente [41,42,81], lo cual parece ser debido a una discrepancia
en la definicién de fase topoldgica no-Hermitica [82]. De cualquier modo, esto significa que el debate
alrededor de estos sistemas atin no estd concluido y nuestra investigacién es un aporte relevante a la

discusién.

Una parte importante de los resultados que serdan mostrados, es la universalidad de los mismos, en el
sentido de que todas las terminaciones (bearded,armchair y zigzag) pueden mantener la brecha energéti-
ca abierta y por tanto, estados de borde con energias reales. La pregunta que nuestra investigacién trata
de responder es jcudl es el rol que juega el rompimiento de la simetria P7 en la existencia de estados
de borde conductores? Esta pregunta ha sido previamente explorada en una red con una geometria de
terminacién puramente de tipo armchair [2], y se ha encontrado que sélo esta terminacién preserva la
proteccién topoldgica en el borde del arreglo, es decir, no se ha encontrado un sistema bidimensional
en el que la proteccidon topoldgica se mantenga sin importar la geometria de los bordes. Es entonces
otra motivacién para explorar el comportamiento de sistemas dos dimensionales sin resitriccién de una

terminacién.

Este capitulo esta estructurado de la siguiente manera. Primero presentamos la modificacién realizada
al modelo de Haldane con un término extra de ganacia y pérdida balanceada de energia. Posteriormente,
presentamos los resultados en donde mostramos el efecto del rompimiento de la simetria en la proteccién
topoldgica, mostramos las condiciones iniciales y las geometrias tratadas y estudiamos el efecto del flujo
de Haldane sobre el comportamiento del valor critico de ganacias/pérdidas con el cual el sistema atin

tiene proteccién topoldgica.

5.1. Modelo teorico

El primer ejemplo de un aislante topolégico estudiado tedricamente y visualizado experimentalmente,
se encuentra en el dispositivo utilizado para observar el IQHE, descubierto por K. von Klitzing, G. Dor-
da y M. Pepper en 1980 [29]. En este tipo de sistemas, los electrones atravesando un campo magnético
transversal forman orbitas de ciclotrén con niveles energéticos discretos (niveles de Landau) [52]. Y
cuando un electréon resulta tener la energia correspondiente a una de las separaciones entre estos dos
niveles, su contribucién a la conductancia permanece constante sin importar el tamafnio del sistema,

composicién o pureza del mismo [59], como se mostré en el capitulo 2 de esta tesis.

Como se comento también en el capitulo 2, el Hamiltoniano de Haldane en el formalismo de segunda

cuantizacién es [2§]
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ﬁ:ﬁl—l-ffz—l-ffg. (5.1)
En donde
FIl =t Z ézéj (52)
<t,7>

El segundo término es el acoplamiento a segundos vecinos con la fase /%4 y estd dado por 28]

Hy=ty»  e*tPuicle;. (5.3)

<<y g>>
Finalmente, con el objetivo de obtener una transiciéon de fase topolégica, F.D.M. Haldane mostré que
también es necesario romper la IS [28.58]. Esto puede ser ficilmente logrado al introducir una diferencia
de energia entre sitios distintos. En el modelo original de Haldane esto era logrado al anadir un término
de masa +M para sitios impares (pares) [28]. A diferencia de tomar el modelo de Haldane original,
en esta tesis rompemos la IS al anadir un pardmetro imaginario de pérdidas y ganancias balanceadas,

+iI" en el tercer sumando

- . A A
Hs =il g ¢;é; — il ¢;6j, (5.4)

jimpares j pares
como se ha hecho en varios sistemas no-Hermiticos P7 - simétricos con el objetivo de estudiar el efec-
to de tener un sistema cuédntico abierto con tasas de ganancias y pérdidas balanceadas [1-5,/63]. Es
necesario mencionar que en nuestro modelo enumeramos los sitios de abajo a arriba y de izquierda a

derecha en cada renglén.

A continuacién presentamos los resultados de las simulaciones y discutimos sus posibles origenes y la

importancia para futuras investigaciones.

5.2. Aislante topoldgico de Haldane

En este sistema consideramos el espacio de una sola excitacién, ya que sélo estamos interesados en ver
la propagacion del estado de borde protegido topoldgicamente. Ya que en el modelo de Haldane las
fronteras de la transicién de fase topoldgica estén localizadas en los conos de Dirac [58], una correcta
modulacién de los pardmetros del control {¢1,ts, ¢} logra abrir una brecha energética la cual, en este
modelo en particular, es por un lado modulada por el flujo de Haldane ¢. Y por otro lado, la posicién
en el espacio de pardmetros (¢, t2), determina el tamano de la brecha energética, el cual es proporcional
a tasin(¢) [42]. De modo que fijamos el valor del flujo a ¢ = 7/2 para obtener el valor maximo del
tamano de la brecha independientemente del valor de to. Posteriormente en los resultados mostrare-
mos la capacidad del sistema de mantener la proteccién topoldgica en funcién de ¢ en presencia del

rompimiento de la simetria PT.
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Dado que para observar la proteccién topolédgica es necesario tener un borde en el sistema, debemos
analizar el modelo de Haldane en una cinta o seminfinita en una direccion. Los resultados que se mues-
tran a continuacion corresponden a una cinta de Haldane finita de ~ 1800 sitios con terminaciones
armchair-bearded y zigzag-armchair, el cual es equivalente para la terminacion armchair-zigzag y se
encuentra que los resultados son los mismos para las tres, concluyendo asi que la geometria de las
terminaciones no juega un rol en la realizacién del fenémeno, mientras que el sistema siga siendo una

cinta finita, en contraste con los resultados presentados en la referencia [2].

5.2.1. Analisis en el espacio reciproco y en la base de sitios

Para definir el espacio reciproco necesitamos que al menos una de las coordenadas espaciales tenga
condiciones de borde periddicas para poder obtener funciones de Bloch en esta dimension. En este caso
elegimos la coordenada y como coordenada finita y a x como la coordenada infinita. De modo que sea

posible observar la existencia de modos de borde.

Para corroborar la existencia de los estados de borde encontramos la estructura de bandas de la

nanocinta de Haldane para las dos terminaciones distintas de la red.

En las figuras [5.1(a) y (a), se muestran las estructuras de bandas para cintas de ~ 200 sitios en
direccién y y se muestra su evolucién conforme I' aumenta desde I' = 0 hasta I' = 1. Los parametros
elegidos nos permiten estudiar el sistema en la fase topolégica, es decir cuando la brecha energética
esta abierta y el ntimero de Chern es v = +1. Por lo que en el caso Hermitico se pueden observar
los estados de borde que cruzan el bulto con la misma direccién pero con velocidades opuestas. La
estructura de bandas del modelo de Haldane tiene una brecha abierta con dos estados de borde que
atraviesan las bandas del bulto con velocidades opuestas y estos modos no pueden ser movidos de la
brecha al modificar la terminacién de la red [59]. Sin embargo, conforme aumentamos el valor de T,
la brecha energética comienza a cerrarse y por tanto los estados de borde se van mezclando con los
del bulto. Ver figuras y En ambas terminaciones esta deformacion es continua y en particular
notamos que en el caso de la con terminacion zigzag el cierre de la brecha se da por los dos extremos
de la zona de Brillouin (ver , mientras que para la cinta con terminaciéon armchair el cierre de la
brecha ocurre inicamente en un punto (ver , lo cual esperamos ya que las bandas cierran en los

puntos de Dirac [58].

Una vez que hemos encontrado la existencia de estados de borde en ambas geometrias, nos interesa
observar la evoluciéon temporal del modo protegido topolégicamente sobre el arreglo. Para lograr ob-
tener una condicién inicial adecuada es necesario encontrar la expresion correspondiente en la base
de sitios de los estados que atraviesan el bulto en la estructura de bandas. Sin embargo, debido a
que numéricamente sélo es posible utilizar redes finitas para observar la evolucidn, la condicién inicial
no puede obtenerse directamente de los estados representados en la estructura de bandas, por lo que
es necesario encontrar otro modo de visualizar los estados de borde en la base de sitios. Con este

objetivo, obtuvimos el espectro de energia del Hamiltoniano mostrado en la Ec.(5.1]) para identificar
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las energias correspondientes a los modos de borde, las cuales se encuentran ordenadas en la parte de
enmedio del espectro, mientras que las energias acumuladas tanto en la parte inferior como superior,
corresponden a los estados en el bulto. Ver figuras y analogamente a como se han analizado
espectros energéticos en cristales cuasiperiédicos 28], en donde la aperiodicidad no permite obtener

una estructura de bandas.

Una vez que hemos identificado las energias correspondientes a los estados de borde, generamos la
condicién inicial 1) como una distribucién gaussiana normalizada alrededor del estado propio central
del arreglo (el sitio etiquetado como 915 en la figura [5.3)).

925

o) = > pili), (5.5)

1=910

donde p; es una distribucién gaussiana centrada en el sitio 915 e |i) es el i-ésimo eigenestado.

De esta manera podemos obtener la condicién inicial adecuada. Ver figura[5.6] Es necesaro mencionar
que si bien es cierto el andlisis es valido para una cinta de Haldane, para tener soluciones convergentes
en la base de sitios, es necesario tener un sistema finito en las dos direcciones, y por tanto esperamos
ver que los estados de borde protegidos giren alrededor del rectangulo. Las geometrias estudiadas en

esta tesis se muestran en la figura [5.5

La evolucién temporal del sistema entonces muestra la proteccién topoldgica de los modos de borde con
una propagacién unidireccional, la cual se debe al rompimiento de la simetria TRS y consecuentemente
la inexistencia de modos contrapropagantes con misma frecuencia. Ya que la excitacién sélo puede
moverse en una direccion, la presencia de un defecto en la red no afecta su propagacién y esto le
permite rodear la imperfecciéon como se muestra en la figura en donde se muestra la evolucién
temporal Hermitiana (I" = 0) de una condicién inicial adecuada sobre los dos tipos de geometria.
Notamos entonces que el flujo de energia permanece unidireccional tanto en las esquinas como sobre

un defecto de cualquier forma.

El objetivo principal de esta tesis es analizar el comportamiento de la proteccién topoldgica en pre-
sencia de una contribuciéon no-Hermitiana por medio de una tasa de ganancias y pérdidas balanceadas
en las energias de sitio. Debido a que se requiere romper alguna de las dos simetrias para poder abrir
la brecha energética, entonces cualquier perturbacion no-Hermitica al sistema hace que el espectro de
energias se vuelva complejo (o al menos algunos de los valores de las energias), sin embargo en este tra-
bajo encontramos estados de borde topolégicos con la simetria P7T rota. Y lejos de perder el significado
fisico de las energias complejas, podemos interpretarlas como canales de amplificacién o disipacién. Sin
embargo, es de gran importancia senialar que a pesar de que globalmente la simetria se ha roto, encon-
tramos una ventana de energias en las cuales la energia sigue siendo puramente real (sin amplificacién
ni disipacién) y que ademds se sigue preservando la proteccion topolégica. Estos modos existen tanto
cuando el sistema es P7T simétrico, como cuando no lo es, lo cual responde a la pregunta abierta de R.
El-Ganainy en [4]: “An open question in this field [non-Hermitian topological systems] pertains to the

ezistence of topological insulators in PT -symmetric non-Hermitian arrangements”. Aqui mostramos
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una prueba numérica de que es posible mantener la proteccién topoldgica al menos en una regién
del espectro en el régimen de simetria rota. Claramente, conforme alejamos la condicién inicial de los
modos de borde, los modos de amplificacién y disipaciéon comienzan a jugar su rol y la proteccién
topolégica se rompe. Conforme incrementamos el valor de I', la ventana de proteccién topolégica co-
mienza a cerrarse, e incluso aunque existan algunos modos de energia positiva, estos no corresponden
a estados de borde y por lo tanto, nuestra condicién inicial sélo encuentra modos de propagacién no
conservativa y diverge exponencialmente conforme evoluciona. Ver figuras y Es importante
mencionar que existe una relacién directa entre el tamano del sistema (el nimero de sitios) y la mag-
nitud de la tasa critica de pérdidas y ganancias con la cual el sistema aun puede soportar estados de
borde unidireccionales, I'.: conforme mas grande sea el sistema, méas grande puede ser I'.. En el mo-

delo aqui estudiado, la relacién que rige la existencia de proteccién topolégica esta dada por I'. = 0.7%;.

Finalmente, con el objetivo de proponer una posible primera aplicacién a nuestros resultados, hemos
encontrado una relacién entre I'c y el flujo de Haldane, ¢. Este resultado evalia el valor critico de
pérdidas/ganancias, I'c, tal que atin sigan existiendo estados de borde con energia totalmente real
(la cota que se consider6 fue de veinte estados), en funcién de ¢. Romper la simetria de inversién
temporal abre una brecha de energia cuyo tamano es proporcional a la magnitud del acoplamiento a
segundos vecinos de cada sitio y estd modulado con una funcién senoidal de ¢. Fenomenolégicamente,
esto puede ser observado en qué tan ficil puede un estado de borde propagarse sin acoplarse con el
bulto. En la figura mostramos como este transporte de estados de borde es afectado por la tasa de
pérdidas/ganancias en regimenes donde la simetria de inversién temporal atin no se ha roto, ¢ = {0, 7},
asi como cuando ¢ # {0, 7}, en donde la simetria ya se ha roto y los estados de borde pueden propagarse
més facilmente conforme ¢ — /2. Notablemente, la proteccién topolégica, protege a los estados de
borde no solamente de los modos del bulto, sino también de los modos de amplificacién/disipacién
presentes en el ambiente. Como un resultado importante, senalamos que de manera similar al caso de
sistemas Hermiticos, esta proteccion tiene su maximo en ¢ = /2 y también obedece un compartiempo
simétrico alrededor de este valor del flujo. Esta puede ser una de las primeras caracteristicas estudiadas
de un aislante topolégico no-Hermitico, la cual creemos que puede encontrar su analogo en otro tipo
de redes bidimensionales con transicién de fase topoldgica. Por tanto, esta caracteristica puede ser una
manera de cuantificar la proteccion en un aislante topolégico no-Hermitico por medio de la cantidad

de pérdidas/ganancias presentes en el sistema.



Figura 5.1: Estructura de bandas de una cinta de Haldane con terminacion armchair. Los pardmetros
utilizados son t1 = 1.0, to = 0.3 y ¢ = 7/2, esto con el objetivo de explotar la visibilidad de la fase
con proteccion topoldgica del modelo de Haldane @/ En cada grdfica cambia el valor de T, (a) Caso
HermiticoT = 0s!, (b)) T =0.5s7L, (¢) T =1.0s1,(d) T =155, (e) T =2.0s! y (f) T = 2.55L.
En el primer caso se ilustra la direccion de propagacion de cada uno de los edge states, los cuales se

han remarcado con azul y naranja.
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(b)
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Figura 5.2: Estructura de bandas de una cinta de Haldane con terminacion zigzag para los mismos
pardametros que en la figura 5.1 En cada grdfica cambia el valor de I' del mismo modo que en la figura
anterior. (a) Caso Hermitico ' = 0s~!, (b)) T =0.551, (¢) T =1.0s71,(d) T =1.551,(e) I =205}
y (f) T = 25571, En el primer caso se ilustra la direccion de propagacion de cada uno de los edge

states, los cuales se han remarcado con azul y naranja.
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Figura 5.3: Espectro del Hamiltoniano de Haldane para una cinta finita con terminaciones bear-
ded/armchair. Los pardmetros del sistema son los mismos utilizados en los resultados anteriores y
cada grdfica corresponde a un valor diferente de T'.(a) Caso Hermitico T = 0s~%, (b)) T = 0.1s7 %,
(¢c) T =035, (d)T =055, ()T =0.7s y (f) T = 1.0s" . Los estados de borde se muestran

encerrados en la elipse negra.
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Figura 5.4: FEspectro del Hamiltoniano de Haldane para una cinta finita con terminaciones zig-

zag/armchair. Los pardmetros del sistema son los mismos utilizados en los resultados anteriores. Cada

grifica corresponde a un valor diferente de T.(a) Caso Hermitico T = 0s~%, (b) T = 0.1s7%, (c)
I =03s!, (d)T =055, (e) T =075 y (f) T = 1.0s7'. Los estados de borde se muestran

encerrados en la elipse negra.
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Figura 5.5: Cinta finita de Haldane con diferentes terminaciones. En azul (naranja) se muestran
los sitios con ganancias (pérdidas). Fueron estos modelos los estudiados en esta tesis, en particular
notamos que (b) y (c) son equivalentes mediante una rotacion, por lo que los resultados entre ellos son

andlogos.



46 Modelo de Haldane no-Hermitico

10 20 30 40 50 60

10 20 30 40 50 60

Figura 5.6: Condiciones iniciales gaussianas de poco acoplamiento con estados del bulto para (a)
una red finita de 60 x 30 sitios con terminacion armchair-bearded y (b) una red finita de 60 x 44

sitios con terminacion armchair-zigzag. Los pardmetros utilizados fueron los mismos que en las figuras

anteriores.
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Figura 5.7: Evolucién temporal hermitica (I = 0) de una red finita de Haldane de terminaciones
(a) armchair-bearded y (b) armchar-bearded con un defecto rectangular de 5 x 10 sitios (c) zigzag-
armchair, (d) zigzag-armchair con un defecto triangular de 6 X 4 sitios. En ambos casos los pardmetros
utilizados fueron ¢ = w/2 y t; = 1.0, to = 0.3. Una animacion de estos resultados puede ser vista en
https: //youtu. be/PkQMbrTbfVE y|https: //youtu. be/ zL4{JRLb6uGk, respectivamente.


https://youtu.be/PkQMbrTbfVE
https://youtu.be/zL4JRLb6uGk
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Figura 5.8: Valor critico de la tasa de pérdida-ganancia I', en el cual la proteccion topoldgica se pierde
en funcion del flujo de Haldane. Los puntos azules son los datos obtenidos numéricamente. Como se
menciona en el texto, la transicion de fase topoldgica ocurre en el sistema cuando ¢ # {0, 7}, que varia
del mismo modo que el mdximo de los valores criticos de I' en donde la proteccion se pierde y se pasa a
la fase topoldgica trivial. El comportamiento es el mismo para todas las terminaciones aqui discutidas

y los pardmetros de la red son los que se utilizaron en los demds resultados.
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Capitulo

Conclusiones

En conclusién, hemos mostrado la emergencia de estados de borde topoldgicos en redes hexagonales
bidimensionales con pérdidas y ganancias balanceadas. De manera relevante, hemos encontrado que los
estados de borde pueden ser observados incluso cuando la simetria P7T esta rota, y por tanto demos-
trando que la proteccién topoldgica no es governada por la simetria P7T. Ademés, hemos encontrado
que este comportamiento es universal, es decir, no depende de la geometria del borde de la red hexago-
nal, a diferencia de otras investigaciones en las cuales la proteccion topolédgica estaba limitada a redes

con bordes armchair.

Si bien es cierto que el estudio de aislantes topoldgicos abiertos es atin joven, este trabajo nos permite
concluir que bajo ciertas consideraciones es posible encontrar estados protegidos topolégicamente a
pesar de que haya disipacién/amplificacién. La investigacién sobre la relevancia tecnolégica de este
resultado es una de las tareas pendientes y posibles trabajos futuros. Asi mismo, también es necesario
ampliar la busqueda de proteccién topoldgica en otro tipo de modelos de aislantes de Chern, asi como
en sistemas mas grandes. Esto con la finalidad de maximizar el I'; y relacionarlo con efectos realistas
en sistemas mas complejos. Finalmente, como propuesta de trabajo a futuro, se plantea investigar la
preservacion de las correlaciones cuanticas multiparticula mediante la evolucién de un estado entrela-

zado y analizando su robustez ante una tasa balanceada de ganancias y pérdidas.

Este estudio contribuye a sentar las bases para la caracterizacién de aislantes que interactiian con el

medio ambiente.
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