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Capitulo 1

Introducién

Las mallas sobre regiones planas irregulares tuvieron un desarrollo importante en
la década de 1980. La solucién de problemas de mécanica de fluidos fue el motor de
este desarrollo [48], [44]. Las mallas son la imagen por una transformacién de una
cuadricula definida en una region sencilla a la regién plana €2 posiblemente irregular.
Para decirlo méas claramente, cuando se habla de mallas sobre regiones planas, se esta
hablando esencialmente de la existencia de un mapeo de una regién simple, por ejemplo
el cuadrado [0,1]2, en la regién fisica irregular, que prodria ser la superficie de un
embalse, o de un rio, o un canal de agua.

La utilidad primaria de disponer de este mapeo, estéd en la posibilidad de aplicar el
método de diferencias finitas removiendo las irregularidades geométricas de la frontera
de Q. El costo de disponer de la transformacién que elimina las dificultades geométri-
cas, se paga al modificarse la ecuacion diferencial, originalmente definida en el espacio
fisico, pero ahora llevada a un espacio paramétrico o logico. La ecuacién resultante es
méas complicada que la ecuacién original e involucra al inverso del Jacobiano' de la
transformacion. Por lo tanto, es necesario que el Jacobiano sea diferente de cero. En
realidad se requiere més: que el mapeo no se “doble”, o sea, que sea inyectivo, lo cual
se garantiza si su Jacobiano no cambia de signo.

Es importante senalar que en ocasiones no se conoce explicitamente la expresién
del mapeo que generd la malla. Esto ocurre por ejemplo, cuando la formulacién del
problema es continuo y estd basado en ecuaciones diferenciales. En otras oportunidades,
cuando el problemas de mallas es discreto, el mapeo se asume que es bilineal a pedazos,
definido localmente a partir de los cuatro vértices de un rectangulo del espacio de
partida a los correspondientes vértices del cuadrilatero imagen, en el espacio fisico §2.
Sin embargo, el mapeo no esta representado en una base global que facilite la evaluacion
en puntos diferentes a los utilizados originalmente para la construccion de los vértices
de la malla. Los vértices de la malla estan distribuidos cubriendo la regién 2 y forman
una malla estructurada ya que todos los puntos interiores tienen la misma cantidad
de vecinos. Aunque esta tesis estd centrada en regiones planas, la regién 2 puede

!Determinante de la matriz jacobiana del mapeo
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ser un volumen. Los mapeos pueden ser vistos como un sistema curvilineo general,
donde los tradicionales cambios de coordenadas polares, cilindricas o esféricas son casos
particulares.

La estructuracion de la malla es la que permite aplicar el método de diferencias fini-
tas, pero también es posible para resolver la ecuacién diferencial aplicando los métodos
de volumen finito o de elemento finito [44].

Cuando se tiene la tarea de encontrar soluciones numéricas de ecuaciones diferencia-
les sobre una regién plana €2, el primer paso consiste en representar matematicamente
la frontera 9. Si la geometria de la frontera de €2 es complicada, usualmente se descri-
be por medio de funciones B-spline polinomiales o racionales (NURBS: Non Uniform
Rational B-splines).

El Método de Elemento Finito (FEM) es el que se utiliza mds frecuentemente pa-
ra resolver ecuaciones diferenciales parciales en regiones complejas o irregulares. Se
desarrollé a partir de mediados la década del 50, aunque quien primero usé elementos
triangulares lineales para resolver ecuaciones diferenciales parciales fue Courant [25]
en 1943. Courant dié los desarrollos tedricos y practicos para la solucién numérica
de lo que hoy llamariamos “elemento finito” y pusé énfasis en las falsas diferencias
entre matematicas puras y matematicas aplicadas. Problemas de analisis estructural,
termodindmica, mecdnica de los medios continuos, etcétera, fueron resueltos por esta
técnica, que en la actualidad es un estandar en la ingenieria. Los ingredientes basicos
de FEM lo constituyen la formulacién variacional del problema, la seleccién apropiada
de un espacio de funciones con su correspondiente base para aproximar la solucion y la
descomposicién del dominio fisico en elementos simples sin intersecciones. Las descom-
posiciones mas usadas se basan en triangulos o cuadrilateros en regiones 2D y tetraedros
0 hexaedros en 3D.

En la solucién de ecuaciones diferenciales mediante FEM, la generacién de la malla
con propiedades adecuadas es una tarea compleja y consume la mayor parte del tiempo
[24], [56]. Si, como sucede con frecuencia, la frontera 92 estd modelada con B-splines, al
aplicar FEM clésico, 0f) se aproxima mediante elementos lineales a trozos. Esto puede
introducir errores significativos a menos que se utilice un niimero grande de elementos, lo
cual eleva el costo computacional. El enfoque FEM isoparamétrico, basado en elementos
de orden superior, permite obtener una mejor aproximacion de 0S2, pero tampoco llega
a representarla exactamente.

Los B-splines son las herramientas basicas del disenio geométrico asistido por compu-
tadora, CAGD (Computer Aided Geometric Design). Esta disciplina comenzé su desa-
rrollo a finales de la década del 60 del pasado siglo. En la actualidad el CAGD es amplia-
mente utilizado en las industrias automotriz, naval, aeroespacial, en el disefio industrial
y arquitecténico, incluso en la animacion por computadora y los efectos especiales del
cine. Los B-splines no son mas que bases de funciones polinémicas a pedazos. Tienen
importantes propiedades utiles en el diseno como altos niveles de suavidad y algoritmos
de graficacién rapidos y estables. Las curvas escritas como combinacién lineal de los
B-splines tienen la importante propiedad de estar contenidas en la envoltura convexa
de los puntos de la combinacién, llamados puntos de control. Esto permite asociar la




geometria de la curva con la del poligono definido por sus puntos de control.

Las disciplinas de FEM y CAGD se desarrollaron de forma independiente sin vincu-
los entre ellas. Los expertos en FEM ignoraron durante mucho tiempo los avances lo-
grados en CAGD, mientras que para los especialistas en CAGD los elementos finitos
estaban ajenos a su tema de estudio. Sin embargo el desarrollo industrial hizo que
expertos de ambas disciplinas fueran convergiendo.

Un puente entre el FEM y el CAGD, fue establecido por Hughes et al. introducien-
do en [41], [24] el llamado andlisis isogeométrico (IgA). Este método emplea funciones
B-spline, no sélo para representar 0f), sino también como las funciones de forma que
se usan en FEM para calcular la solucién aproximada de la ecuacién diferencial (ver
figura 1.1). En este punto debemos remarcar el hecho de que a diferencia de las bases
de Lagrange, que se usan tradicionalmente en FEM (ver capitulo 4), las bases B-spline
garantizan que la solucién aproximada de la ecuacién diferencial tenga derivadas con-
tinuas en €2, lo cual es muy util en determinados problemas. Ejemplo de ello es la
ecuacién de Cahn-Hilliard [36],[37],[55],[46].

CAGD FEM

IgA

Figura 1.1: Esquema de la conexién entre disenio geométrico asistido por computadoras

v el método de elemento finito mediante el andlisis isogeométrico

Un ingrediente bésico del enfoque IgA es la parametrizacion del dominio fisico €2, es
decir la construccién de un mapeo biyectivo que transforme un dominio de referencia
(usualmente el cuadrado unitario) en 2. Este mapeo no se obtiene de forma inmediata
a partir de la representacion CAGD, que solo contiene una descripcion de la 92 en
términos de una o varias funciones spline. En otras palabras, para aplicar el enfoque
IgA es necesario extender la parametrizacion de la 02 al interior de 2. Esta extensién
significa que debemos encontrar los puntos de control interiores en la representacién
B-spline producto tensorial del mapeo. Estos puntos forman una malla estructurada,




1. INTRODUCION

llamada malla de control, extendiendo el concepto de puntos de control anteriormente
mencionado. Como en el caso de las curvas, el mapeo se encuentra atrapado en la
envoltura convexa de su malla de control. Desde este punto de vista, la extensién del
mapeo desde las curvas de la frontera al interior puede ser visto como un problema
de mallas estructuradas. Por este motivo, los avances alcanzados por nuestro grupo
UNAMalla, son el soporte tedrico y practico para enfrentar el problema central de esta
Tesis: la parametrizacién B-spline producto tensorial de regiones planas con frontera
irregular.

El grupo UNAMalla de la Facultad de Ciencias de la UNAM, tiene una experiencia
de 25 anos en la obtencién de mallas estructuradas, [71],[9],[7],[10],[5], a partir de la
construccién de un mapeo entre [0,1]? y la regién Q. Este mapeo tranforma una rejilla
de rectangulos en [0,1]? en una malla de cuadrildteros convexos en ). Esta aplicacién
garantiza determinadas propiedades geométricas de los cuadrilateros, es uno a uno y
ademds envia la frontera de [0,1]? en la frontera de . La expresién practica de todo
este esfuerzo es el sistema computacional UNAMalla [72], [8], un software para generar
mallas estructuradas sobre regiones irregulares. Sin embargo, no hay una relacién clara
entre una malla y un mapeo que describa en términos de una inica base una expresién
global del mismo. Nuestro interés en los mapeos B-spline producto tensorial, permitié
establecer esta relacién.

Como se mencioné anteriormente, el enfoque isogeométrico utiliza como funciones
de forma las mismas funciones bésicas B-spline que utilizé para describir la regién de
integracién €. Este mapeo del espacio paramétrico [0,1]% en © debe ser inyectivo. El
grupo UNAMalla garantizo la inyectividad de su aplicacién a través de la convexidad
de cada celda de la malla. Esta convexidad fue posible asegurarla en la practica me-
diante el concepto de e—convexidad (ver capitulo 2), que regularizé los funcionales de
optimizacion que se utilizan para generar la malla y lo no menos importante, los hizo
independientes de la escala, propiciando algoritmos robustos y estables.

La demostracion de que las mallas estructuradas pueden ser expresadas mediante
una unica funciéon B-spline producto tensorial bilineal es uno de los aportes de esta
tesis, donde ademas se prueba que si todos los cuadrilateros son convexos entonces el
mapeo es inyectivo. Esto es muy importante ya que nos permite obtener mallas finas,
que con toda seguridad no se doblaran, simplemente evaluando el mapeo y sin nece-
sidad de recurrir a los procesos de optimizacién. Sin embargo, los B-splines de orden
superior al bilineal eran nuestro interés fundamental ya que permiten aproximar las
soluciones de las ecuaciones diferenciales con mayores niveles de suavidad. Desafortu-
nadamente, disponer de mallas de control convexas no es suficiente para garantizar que
mapeos bicuadraticos gocen de inyectividad. En este sentido, un aporte fundamental
de esta tesis es la presentacion de condiciones necesarias y condiciones suficientes de
inyectividad para los mapeos bicuadréticos.

La parametrizacién de un dominio plano 2 utilizando funciones B-spline producto
tensorial es un tema actual de investigacién [77], [78], [61], [14], [31], [38], [62], [56]. En
esencia, el problema consiste en determinar los puntos de control interiores del mapeo,
tratando de garantizar la inyectividad del mismo. Usualmente los puntos de control se
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obtienen minimizando algin funcional que mide ciertas propiedades geométricas. Si la
region 2 es sencilla la tarea puede que se resuelva sin grandes dificultades. En cambio,
si ) es irregular, la complejidad de los funcionales de optimizacién y su naturaleza
no convexa producen serios retos para la convergencia a los 6ptimos deseados, espe-
cialmente si no contamos con una aproximacién inicial adecuada. Estas dificultades
aumentan si aspiramos a un mapeo de orden superior al lineal. La dificultad no radica
en si misma en distribuir los puntos de control al interior de la regién, sino en conseguir
que el mapeo resultante sea inyectivo y ademads que la calidad del mismo sea adecuada.
Esta ultima cuestién es muy importante ya que la parametrizaciéon del dominio en IgA
juega un papel similar a la generaciéon de mallas en FEM. Esto significa que, al igual
que la calidad de la malla influye en la precisién de la soluciéon aproximada obtenida
mediante FEM, la calidad de la parametrizacion influye en la precisiéon de la solucién
calculada mediante IgA [77], [78], [38], [54].

Con relacion a la inyectividad, se conocen condiciones suficientes que son faciles de
comprobar cuando el mapeo B-spline es bilineal. Para mapeos bicuadraticos o de mayor
orden también se pueden encontrar condiciones suficientes de inyectividad [77],[78],[38].
Estas condiciones se basan en el signo de los coeficientes que acompafian a expresiones
del Jacobiano. En la préctica, tales condiciones no se cumplen casi nunca si la region es
irregular. La tendencia usual para conseguir la inyectividad de los mapeos es plantearla
a partir de funcionales de optimizacion, en los cuales esta se asegura tedricamente
en las formulaciones continuas. Ejemplo son los funcionales armoénicos [5], [79], [80],
[52], [57], de Winslow [5], [38], de Teichmiiler [62], u otros basados en el coeficiente
de Beltrami [63]. Sin embargo, la discretizacién de los modelos continuos, que son los
que se llevan a la practica, no siempre conducen a la inyectividad deseada. Por esto es
importante incorporar condiciones suficientes de inyectividad que aseguren la validez
del mapeo. Otra tendencia es incorporar la positividad del Jacobiano como restriccién
en los procesos de optimizacién [38], [78], pero esto encarece mucho la obtencién del
mapeo. Nuestra politica fue no complicar los procesos de optimizacién sino buscar
condiciones suficientes de inyectividad précticas, que sirvieran de condicién de parada
de los algoritmos.

1.1. Estado del arte

Para orientar al lector en el panorama de la construcciéon de mapeos inyectivos B-
spline producto tensorial, antes de referirnos a los trabajos en cuestién, daremos una
idea general de como aborda el tema la literatura especializada. Fijaremos la atencién
fundamentalmente, en dos aspectos: la parametrizaciéon del dominio, es decir, la cons-
truccién del mapeo y en segundo lugar la inyectividad del mismo. A partir de nuestro
estudio hay dos grupos que han trabajado de manera mas sistematica en el problema
de la construccién e inyectividad de los mapeos. El primer grupo es el encabezado por
Bernard Mourrain del INRIA de Sophia-Antipolis en Francia [77],[78],[79],[80],[81],[82]
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y el segundo el lidereado por Jens Gravesen de la Universidad Técnica de Dinamarca
[38]. Ademas se destacan los trabajos de Jiittler et al. [31],[61],[67],[73],[74] y los de Fa-
lai Chen et al. [62],[63],[64],[83]; que también han abordado la temdtica desde distintas
aristas. Jittler pertenece a la Universidad Johannes Kepler de Austria, mientras que
Chen pertenece a la Universidad de Ciencia y Tecnologia de Hefei, China. Los trabajos
de Mourrain y Gravesen por su enfoque metodoldgico y resultados en forma de teore-
mas son, a nuestro juicio, los mas completos. Abordan la construccién de los mapeos
haciendo énfasis en la inyectividad y poniendo el Jacobiano en el centro de los anélisis.
Dan teoremas generales y algunas condiciones suficientes.

De manera general, todos los trabajos proponen construir el mapeo por medio de
un funcional no lineal de malla y realizan el proceso de optimizacién correspondiente.
Los funcionales de malla son funciones que dependen de los vértices de la malla de
control y miden determinadas propiedades geométricas del mapeo. Este funcional de
malla en su formulacién continua puede que garantice, en el 6ptimo, la inyectividad del
mapeo. Tal es el caso de los funcionales arménicos o de Teichmiiller. Desgraciadamen-
te, al discretizar, no siempre se conservan los resultados tedricos de las formulaciones
continuas.

Uno de los problemas més antiguos en CAGD es la construccién de una superficie
que tenga como frontera 4 curvas prefijadas [4], [23]. Farin et al. proponen en [33] un
método para resolver este problema, que se basa en los parches de Coons, pero no
garantiza la inyectividad del mapeo. El problema de parametrizar un dominio plano se
puede ver como un caso particular del anterior.

Nguyen y Jiittler introducen en [61] un método para generar mapeos armoénicos
que consta de dos partes. En la primera construyen un mapeo de la regién 2 al es-
pacio paramétrico [0, 1]2, resolviendo las ecuaciones de Euler-Lagrange, mientras que
en la segunda obtienen una aproximacién B-spline del inverso del mapeo anterior. En
este caso la inyectividad no estd garantizada en la practica. En [38] Gravesen et al.,
consideran la parametrizacion del interior como “el reto” y proponen varios métodos
utilizando B-splines producto tensorial. Estos calculan los puntos interiores del mapeo
minimizando diferentes funcionales. Algunos de estos funcionales son lineales y senci-
llos, como el basado en el modelo del muelle, pero no garantizan la inyectividad del
mapeo resultante.

En [31] Falini et al. proponen la parametrizacién de la regién utilizando THB-
splines. Si la regién es compleja, se descompone como muestran Xu et al. en [83],
utilizando un método de esqueletonizacién. Una limitacion de esta técnica es la pérdida
de continuidad de las derivadas en las zonas de unién de los subdominios. En [62]
Nian y Chen proponen un método de parametrizacién con una funcién spline producto
tensorial, que se comporta aproximadamente como un mapeo de Teichmiiller. El cédlculo
de los puntos de control interiores de este mapeo requiere dos procesos de optimizacion.
El primero utiliza un funcional convexo, pero no garantiza la inyectividad del mapeo.
El segundo funcional es no convexo y emplea como condicién inicial el resultado del
primero. La convergencia de este método no estd garantizada, aunque en regiones no
muy complicadas los resultados son buenos. En todos los métodos mencionados la
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obtencion de una malla inicial adecuada es importante para alcanzar el 6ptimo deseado.

El otro enfoque comun en la literatura es incorporar al funcional de malla condi-
ciones suficientes de inyectividad en forma de restricciones. En este caso el proceso de
optimizacién es mds costoso y en ocasiones, como vimos anteriormente en [62] se divide
en varias etapas. En las primeras se utiliza algin funcional convexo, que aunque no
garantice la inyectividad, sea la puerta de entrada para el proceso de optimizacién que
si produzca la validez del mapeo.

Xu et al. [78] logran la inyectividad del mapeo B-spline producto tensorial en un
proceso de optimizacién de funcionales armoénicos con restricciones, que es costoso,
aunque sus ejemplos de regiones no son muy complicadas. La idea de utilizar funcionales
de optimizacién armonicos fue extendida a 3D por este mismo grupo de autores en el
trabajo [81]. En un trabajo mds reciente Falai Chen [63], junto a otros colaboradores
proponen un método de parametrizacién modificando el funcional del trabajo [62], al
incorporar un término de regularizacién. Sin embargo, anade restricciones basadas en
el coeficiente de Beltrami. La inyectividad de los mapeos obtenidos se muestra en los
ejemplos presentados. Como en su articulo anterior, el proceso de optimizacién esta
dado en dos partes. Por su parte, Gravesen et al. en su importante trabajo [38] dan un
panorama de diversos métodos no lineales de construccion del mapeo que incluyen como
restriccién la positividad del Jacobiano. Muestra ejemplos ilustrativos de las dificultades
que pueden aparecer en el proceso.

Brokva et al. proponen en [14] un método muy interesante para parametrizar una
region 2D irregular basado en T-splines. Esta técnica, al costo de perder la estructu-
ralidad de la malla, logra un refinamiento en regiones de interés, especialmente en las
fronteras, sin aumentar significativamente las dimensiones de la misma. Este articulo,
junto al [31], anteriormente mencionado, se enmarca en una tendencia actual que son
T-spline o splines jerarquicos y las T-mallas o mallas jerarquicas no estructuradas. Los
trabajos en esta area fijan la atencion en el refinamiento local de la malla, por lo que los
estudios acerca de la inyectividad son practicamente inexsistentes [74]. El articulo de
Brovka et al. es parte de los trabajos liderados por Rafael Montenegro de la Universidad
de las Palmas, en Gran Canaria, Espana [14],[30],[56],[59]. Esta investigacién llama la
atencion ya que es la tnica que hemos encontrado donde regularizan los funcionales
de malla, de manera similar a como propone el grupo UNAMalla [5] y que tan buenos
resultados ha reportado. Esta regularizacién, entre otras bondades, evita restricciones
en los funcionales. Otra novedad del trabajo de Brovka et al. es que su funcional de
malla estd construido expresamente para garantizar la calidad del mapeo sobre una
T-malla. Debemos senalar que en general todos los funcionales de malla incorporan
propiedades que aseguran la calidad del mapeo como pueden ser la ortogonalidad de
las curvas isoparamétricas. La novedad de este es que estd construido para satisfacer
una medida de calidad especifica (ver seccién 3.8).

Xu et al., en un trabajo muy reciente [82], introduce un nuevo método que para-
metriza dominios planos con género alto y frontera que puede ser compleja, utilizando
funciones B-spline polinomiales. Este método consta de varias etapas. Primeramente
se realiza un preprocesamiento de las curvas de la frontera para continuar con un al-
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goritmo de descomposicién en cuadrilateros de la region fisica. Un procedimiento de
optimizacion global se utiliza para describir las curvas B-spline del interior de la des-
composicion cuadrangular. Finalmente, para mejorar la calidad de la parametrizacién
de los parches de la descomposicién cuadrangular se utiliza un proceso de optimizacién
local. Una potencialidad muy importante de este trabajo es la posibilidad de parame-
trizar regiones con agujeros y con relativa irregularidad de las curvas de la frontera.
En detrimento hay que sefialar la marcada complejidad de todo el proceso con una
variedad de subalgoritmos que dependen de varios parametros libres.

También los trabajos de parametrizacion de sélidos son importantes en la parame-
trizacién de regiones planas, pues la mayoria de sus métodos parten primeramente de
algoritmos 2D, que describen las superficies, antes de abordar los 3D. Estas investi-
gaciones se han potenciado a partir del auge del método isogeométrico. Los propios
fundadores del IgA en su libro Isogeometric analysis: Toward integration of CAD and
FEA [24], senalan: “the most significant challenge facing isogeometric analysis is de-
veloping three-dimensional spline parameterizations from surfaces”. Partiendo de ideas
similares a los trabajos anteriormente mencionados de Xu et al., se han presentado
funcionales armonicos para parametrizar sélidos. Entre estos se puede mencionar [52].
El trabajo antes mencionado de Brovka [14] es parte de un método de modelacién de
sélidos nombrado Meccano, que ha sido desarrollado por el mismo grupo de autores
[59], [30]. Aunque originalmente las bases para expresar los T-spline fueron NURBS
con su consabida complejidad, muy recientemente este grupo ha logrado expresar sus
T-splines mediante bases polinémicas ciibicas apropiadas, al costo de perder algunas
propiedades clasicas de los B-splines, como la particion de la unidad, pero librandose
de las complejidades de las NURBS [56].

En ninguno de los trabajos investigados se proponen algoritmos, donde alguna con-
dicion suficiente de inyectividad sea usada como una condicién de parada. Las condicio-
nes suficientes solo aparecen como restricciones de la funcién objetivo. Esto en general
hace a los procesos de optimizacion costosos, particularmente si las regiones son irre-
gulares. Asi es el panorama actual, incluso en trabajos muy recientes [64]. En [78] y
[38] se da una condicién suficiente de inyectividad no lineal con respecto a los puntos
de control internos del mapeo, a partir del Jacobiano escrito como funcién B-spline
producto tensorial. En ambos trabajos esta condicién es meramente teédrica y es similar
a la expresion del capitulo 3 de esta tesis (Teorema 3.2), pero en nuestro caso esté
reformulada y escrita explicitamente para el caso bicuadratico. Ademds [78] propone
condiciones suficientes que dependen linealmente de los puntos de control internos y
que son usadas como restricciones en el problema de optimizacion.

En resumen, podemos concluir de la revisién en la literatura acerca de este tema,
que para la construccion de mapeos B-spline se utilizan funcionales de malla, que con-
ducen a procesos no lineales de optimizacién. Estos funcionales intentan lograr que el
mapeo 6ptimo tenga ciertas propiedades deseables. Respecto a la inyectividad, las dos
estrategias fundamentales son “garantizarla” a partir de las propiedades tedricas del
funcional de malla utilizado, o incorporar en el proceso de optimizacién restricciones
sobre la positividad del Jacobiano. Nuestra investigacién no hallé ningiin trabajo don-
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de se empleen en la practica, condiciones suficientes de inyectividad que garanticen a
posteriori la validez de los mapeos obtenidos.

Desde el punto de vista del andlisis isogeométrico, la utilizaciéon de bases B-spline
como funciones de forma para FEM ha propiciado estudios en los temas clasicos de
FEM. Acerca de la teoria de estimacion del error se pueden consultar los trabajos [11],
[12], [69]. Sobre las reglas de cuadraturas apropiadas aparecen los trabajos [42], [3] y
respecto a los métodos directos o iterativos para la solucién de los sistemas lineales,
conocidos como solvers, estan los trabajos [21], [22].

1.2. Objetivos de la tesis y nuestra contribucién

1.2.1. Objetivos

Para resolver ecuaciones diferenciales parciales en una regién irregular €2 por el
método isogeométrico, necesitamos un mapeo inyectivo del cuadrado [0,1]? en €.

Nuestra tesis tiene como objetivo general proponer un método para construir mapeos
B-spline bicuadraticos vélidos, o sea, inyectivos, la mayor parte de las veces tal que que
parametricen una region plana €2 con frontera que pudiera ser irregular, con vistas a
aplicar el método isogeométrico’.

Para alcanzar el objetivo general, son necesarios varios objetivos especificos. Prime-
ramente hay que comprender la relacion entre las mallas y los mapeos B-spline producto
tensorial, por lo tanto, el primer objetivo especifico es establecer la relacién entre una
malla estructurada de cuadrilateros G y la parametrizacién de €2 a través de un mapeo
B-spline bilineal cuya malla de control sea precisamente G.

El sequndo objetivo especifico es determinar una condicién suficiente de inyectividad
para el mapeo bilineal y relacionarla con la convexidad de las celdas de la malla G.

Los restantes objetivos especificos ya estan relacionados con la parametrizacién de €2
utilizando mapeos bicuadraticos. El tercer objetivo especifico es encontrar condiciones
suficientes de inyectividad para el mapeo bicuadratico. Estas condiciones deben ser
corroborables en la practica. Para ello es necesaria la representacién del Jacobiano del
mapeo bicuadritico como un mapeo B-spline bictibico. Obtener esta representacion del
Jacobiano como funcién B-spline puede ser considerado el cuarto objetivo especifico.

El quinto objetivo especifico es proponer un algoritmo para parametrizar regiones
planas con frontera irregular por medio de mapeos B-spline bicuadrticos y probarlos en
una galeria amplia de regiones reales. Parte de este objetivo es medir la calidad de las
parametrizaciones.

Finalmente el dltimo y sexto objetivo especifico, es la utilizacién del mapeo construi-
do para resolver ecuaciones diferenciales sobre la regién €2 por el método isogeométrico.
Las ecuaciones selecionadas son la ecuacién de Poisson y la ecuacién de Helmholtz.

!También las parametrizaciones pueden tener interés en otras aplicaciones
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Las soluciones obtenidas y sus gradientes se deben comparar respectivamente con las
correspondientes soluciones y gradientes exactos.

1.2.2. Contribuciones

La principal contribucion de nuestro trabajo son las condiciones necesarias y su-
ficientes para la inyectividad de un mapeo B-spline bicuadratico producto tensorial.
Estas condiciones son deducidas a partir de la obtencién de la expresion explicita del
Jacobiano como una funcién B-spline bictibica. La condicién necesaria dada en el teo-
rema 3.3 es nueva y hasta donde hemos podido investigar, no existen otras condiciones
necesarias reportadas en la literatura. La condicién suficiente (teorema 3.4) ya ha sido
mencionada por [78] y [38], pero en términos muy generales. Nosotros hemos desarrolla-
do la expresién del Jacobiano encontrando explicitamente como calcular la sucesion de
nodos y los coeficientes de control para expresarlo en la base bicubica. Particularmente
nuestra manera de calcular los coeficientes de control del Jacobiano, es novedosa y cons-
tituye una via alternativa a las reportadas en la literatura [60],[66],[68]. La subdivisién
de la representacién B-spline del Jacobiano permite proponer una condicién suficiente
(teorema 3.5) mds fina, que también es nueva y se puede aplicar localmente. Estas
condiciones permiten disefiar un algoritmo que compruebe si un mapeo bicuadratico
satisface una de estas condiciones.

Otra contribucién de nuestro trabajo es un algoritmo para parametrizar regiones
planas con mapeos B-spline bicuadraticos. Los puntos de control internos son calculados
minimizando un funcional definido en términos de un mapeo bilineal. Este enfoque re-
duce el problema de la parametrizacién a la construccion de una malla de cuadrildteros
con determinadas propiedades geométricas. Para este propdsito se utilizan poderosos
y conocidos algoritmos [6],[7],[5]. El resultado es un método de parametrizaciéon més
simple que otros propuestos en la literatura, porque el problema de optimizacién aso-
ciado es mas sencillo y no requiere de restricciones. Ademaés el proceso de optimizacién
genera mallas de control e-convexas [5] las cuales garantizan que el mapeo bilineal aso-
ciado sea inyectivo. Esta propiedad es “heredada’por el mapeo bicuadratico con los
mismos puntos de control cuando aumenta el niimero de estos. Nuestros experimentos
numeéricos muestran que es factible la parametrizacién de regiones planas con fronteras
muy irregulares y que la mayoria de las veces el mapeo bicuadratico, cuyos puntos de
control son los de un mapeo bilineal inyectivo, también es inyectivo'.

Todos estos resultados se encuentran publicados en nuestro articulo “Injectivity of
B-spline biquadratic maps”[2] de la revista lider en andlisis isogeométrico: Computer
Methods in Applied Mechanics and Engeneering. El aporte de nuestra publicacién en
esta temdtica ha sido reconocido en los recientes trabajos [64], [67].

Los resultados de esta tesis forman parte de las investigaciones del grupo UNA-
Malla de la Facultad de Ciencias de la UNAM, México y del Grupo de Geometria del
ICIMAF, Cuba. El aporte fundamental en el grupo UNAMalla es dar la representacién
funcional explicita en la base B-spline bilineal de las mallas estructuradas obtenidas

'En los ejemplos reportados en esta tesis méas de un 83 %
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por el sistema UNAMalla. Ademéas probar que si la malla es convexa, este mapeo es
inyectivo. Este resultado se encuentra publicado en [1]. Otro resultado en este grupo ha
sido la programacién para el sistema de cémputo UNAMalla de las funcionalidades de
graficacién y certificacién de inyectividad de los mapeos bicuadraticos. La certificacién
estd basada en el algoritmo 3.3 del capitulo 3. Los aportes al Grupo de Geometria
del ICIMAF han sido la obtencién de los resultados tedéricos respecto a la inyectivi-
dad de los mapeos bicuadraticos y la aplicacién del método isogeométrico a ecuaciones
diferenciales, en particular la de Helmholtz.

1.3. Organizacién de la tesis

Después de este capitulo introductorio, la tesis estd organizada de la siguiente forma:
en el capitulo 2 se abordan los aspectos bésicos para los posteriores desarrollos. Se
define qué entendemos por regiéon plana de frontera irregular y qué es el problema de la
parametrizacion. Se aborda todo lo necesario sobre las funciones B-spline: su definicién,
orden, puntos de ruptura, nodos, ademéds de las propiedades mas relevantes. Se define
la subdivisiéon mediante la insercién de nodos, muy importante herramienta en todo el
resto del trabajo. Finalmente se introducen las funciones B-spline producto tensorial.
Se plantea el problema de la parametrizaciéon del dominio utilizando estas funciones
para los casos bilineal y bicuadratico. En este capitulo se muestra la conexion del
mapeo B-spline producto tensorial, con el problema de generacién de mallas. También
se discuten resumidamente los funcionales de mallas que el programa UNAMalla utiliza
para la generacién de las mismas.

En el capitulo 3 se encuentran los resultados fundamentamentales del trabajo. En
él se presentan detalladamente los resultados publicados en [1] y [2]. Primeramente
se define la regién de 2 € R? cuya frontera estd determinada por cuatro curvas B-
spline cuadraticas. Se muestran distintas posiblidades para construir estas curvas. El
siguiente aspecto a analizar es que las mallas de UNAMalla se pueden representar
como un mapeo B-spline bilineal, el cual es inyectivo si la malla es convexa. El préximo
epigrafe se concentra en el mapeo bicuadratico. Se enuncian la condicién necesaria de
inyectividad y las condiciones suficientes obtenidas a partir de la representacién de
Jacobiano del mapeo como una funcién B-spline biciibica. Se da un algoritmo para
obtener esta representacién. Se abordan diversos problemas numéricos inherentes al
proceso de construcciéon del mapeo. Finalmente en este capitulo se da el algoritmo
central de nuestro trabajo para la obtencién de mapeos bicuadraticos. Se ejemplifica
con una galeria de regiones parametrizadas por este método mostrandose medidas de
calidad de las mismas.

El cuarto capitulo estd dedicado a la aplicacién del método isogeométrico. Se presen-
ta la formulacién de Galerkin del problema diferencial. Se ejemplifica con la ecuacién de
Poisson sobre una regién irregular. Se muestran experimentos numéricos, comparando-
se con la solucion exacta. También se muestra el procedimiento con la ecuacién de
Helmholtz.
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Finalmente el ultimo capitulo estd dedicado a las conclusiones y trabajos futuros.

A lo largo de todo el trabajo hemos incluido gran nimero de figuras que apoyen las
ideas que se desarrollan en cada topico. Las demostracién tediosas, asi como algunos
temas tangenciales a las discuciones esenciales las hemos pasado a los anexos. Cada
vez que ha sido posible hemos mostrado graficos en 1D para ilustrar mas claramente
las ideas, sin complejidades geométricas adicionales. El anexo C estd dedicado a la
implementacién computacional.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Regiones de frontera irregular y el problema de la

parametrizacion

Consideremos una regién plana Q de R? acotada y simplemente conexa. La frontera
de Q, que denotaremos 0f), consideraremos que es una curva cerrada definida por
una poligonal no necesariamente convexa sin autointersecciones, pero que puede tener
multiples cambios de concavidad (ver figura 2.1). Los ejemplos clésicos son los contornos
de lagos, lagunas, bahias, accidentes geograficos, demarcaciones politicas, etcétera.

Figura 2.1: Ejemplos de regiones con frontera irregular. Izquierda: Bahia de La Habana.

Derecha: Laguna de Péatzcuaro, Michoacan.

El problema de la parametrizacién de la regién {2 consiste en hallar un mapeo x
inyectivo (difeomorfismo) del cuadrado unitario [0,1]? en Q. Denotemos por x(&,n) el
mapeo que queremos construir entre U = {(§,7),0 < £ < 1,0 < n < 1} y la regién

13
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fisica €2, o sea, la parametrizacién de €2,

x:U—QcCR2

en-[£2]

Vamos a construir x(&,n) como una funcién spline producto tensorial, que transfor-
ma los cuatro lados consecutivos de U en cuatro segmentos de curva spline consecutivos
de la frontera de 2. Cada una de estas curvas B-spline en que estd dividida la frontera
de € son curvas regulares. Por curvas regulares vamos a entender curvas que no tienen
autointersecciones y tales que dos curvas consecutivas solamente se intersectan en un
unico punto (ver figura 2.2). La funcién x(§,n) debe ser inyectiva. La inyectividad esta

relacionada con el Jacobiano!' de x. Al respecto estd la siguiente proposicién dada en
Xu et al. [77].

Figura 2.2: Mapeo uno a uno del cuadrado [0; 1]? en la regién Q que transforma fronteras

consecutivas del cuadrado U en fronteras consecutivas regulares de 2

'Determinante de la matriz jacobiana (matriz de las derivadas parciales)
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Proposicién 2.1 (Xu et al. 2010). Sea 2 una region del plano limitada por fronteras

regulares y x(&,m) una parametrizacion C*(U) de Q. Si su Jacobiano:

Le Ty
det (Jy) = det([xe , x,]) = — ey — v 22)

Ye Yn

no se anula en U, entonces x es inyectiva.

2.2. Funciones B-spline

Las funciones B-spline son funciones polinomiales definidas a pedazos. Decimos que
un B-spline es de orden k si los polinomios definidos en cada tramo tienen a lo més
grado k — 1. Estas funciones forman un espacio vectorial y una base se puede construir
recursivamente a partir de una sucesion de nodos. La sucesion de nodos es una sucesioén
no decreciente de ntimeros reales que incluye los intervalos de cada tramo donde estan
definidos los polinomios. Un estudio profundo de este tema, incluida la implementacién
computacional, se puede consultar en el texto cldsico de Carl de Boor [26] o en un
texto més resumido del mismo autor [27]. Entre las propiedades més relevantes de los
B-spline estén:

» Sité= (tf, tg, o B nodos) €8 elévector de nodos, entonces sus componentes son

: .46 &
no decrecientes: t7 <3 < -+ < s nodos

» Los elementos del vector de nodos t¢ que no se repiten, se llaman puntos de
ruptura. Las funciones B-spline son polinomiales entre dos puntos de ruptura
consecutivos.

= Un B-spline de orden k estd compuesto por polinomios a pedazos de grado a lo
sumo k — 1

» La j-ésima funcién bésica B-spline, B; ; ¢¢(§), de orden k con vector de nodos t¢
se define recursivamente segin la férmula de Cox-de Boor [26], [27] (ver figura

2.3):
1 si ti<e<tt
B. = (N i+l 2.3
i (€) { 0 otro caso (2.3)
'3
§—t5 ik — €
B; p1e(§) = = Dk (&) + %Biﬂ,ka,t& (€) (2.4)
tz‘+k71 — 1 i+k iy

Si algiin denominador se anula, no aparece el sumando.
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o5
4 o5

Figura 2.3: Ejemplos de Bases B-spline para nodos uniformes y simples. Izquierda Bases

escalén (orden 1). Centro bases lineales (orden 2). Derecha bases cuadraticas (orden 3). De

arriba hacia abajo las tres primeras bases

= Si ningin nodo del soporte del i-ésimo B-spline B, ; (<(§) se repite, es decir,
si ninguno de los tf,tfﬂ, e ,tf+k estd repetido, entonces B; i 4¢(§) tiene k — 1
derivadas continuas

» En la medida que se repita uno se de esos nodos el B, ; ¢(§) pierde un grado de
diferenciabilidad en el nodo repetido

= Si un nodo estd repetido k veces el B-spline solamente es continuo en ese punto

» Lasn funciones B, j, 1¢(§) coni = 1,- -+ ,n forman una base para todo § € [ti, th_H]

del espacio de las funciones polinomiales a pedazos de grado k — 1 con puntos de
ruptura definidos por el vector de nodos té. A este espacio lo denotaremos por

Ste i (2.5)

» La relacion entre la dimension n del espacio Sie j, el orden k del B-spline y el
numero de nodos es la siguiente:

No.nodos = n + k (2.6)

= El intervalo [ti, ti +1] es el espacio paramétrico, donde se cumplen las propiedades
de los B-spline

» Las funciones bésicas (2.4) son no negativas y tienen soporte compacto. Ademas
para todo £ € [ti, ti +1] a lo sumo k B-splines son diferentes de cero, mas precisa-

mente, si £ € [t§, tf +1) entonces las bases que no se anulan son
B pi1 k(&) By e (§)

= La base B-spline forma una particiéon de la unidad, es decir:

ST B =1 Veeltth ] (2.7)
=1
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» La derivada del i-ésima B-spline (2.4) de orden k se puede calcular a partir de
B-splines de orden k — 1 segun la siguiente férmula [26]:

dB,; B, B x
b1 — 4 bk —tin
2.2.1. Curvas B-spline
Una curva B-spline es una combinacién lineal de las funciones bésicas (2.4)
e(6) =D Pi Bige 6), VE € [t 1] (2.9)
i=1

En esta representacién paramétrica, los puntos P; € R? si la curva es plana o
P; € R3 si la curva es espacial. Nuestro trabajo estd limitado al primer caso. Los
puntos P; son llamados puntos de control y revelan la importancia de la base B-
spline (2.4) para representar el espacio de las funciones polinomiales a pedazos. Los
puntos de control forman un poligono en cuya envoltura convexa se encuentra la curva
(2.9), es decir, a diferencia de otras bases que se pudieran escoger, los coeficientes, en
esta, tienen una interpretacién geométrica que las hace muy atractivas para el diseno
grafico (ver figura 2.4).

Figura 2.4: Ejemplo de curva B-spline y sus puntos de control que forman el poligono

de control en cuya envoltura convexa estd atrapada la curva

La curva (2.9) se puede escribir matricialmente, lo cual es conveniente de determi-
nadas circunstancias
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(o~ 59 ] = [ Bl 210)

donde:

Bk7t5 (5) = (Bl,k,t5 (5)7 T 7Bi,k,t5 (§>7 T ﬂBn,kz,tf (5)) e R" (2'11)

es el vector de n componentes de la evaluacién de las funciones bdsicas (2.4) en el
pardmetro &, mientras P, y P, son respectivamente los vectores columna de las coor-
denadas x y y de los puntos de control P; coni=1,--- ,n.

Debe notarse de la figura 2.4 que la curva ¢(€) en general no interpola a sus puntos
de control. Sin embargo si un nodo tf tiene multiplicidad & (esto significa que esta
repetido k veces) entonces c(tf) = P;. En la figura esto ocurre con el primero y iltimo
nodo lo cual se conoce como condicion de interpolacion de los extremos.

2.2.2. Subdivision via insercion de nodos

Una de las propiedades mas interesantes de la base B-spline es la posibilidad de
representar la misma curva utilizando bases B-spline con soporte cada vez mas pequeno.
Este procedimiento se llama subdivision y se logra insertando nodos en la sucesién
t¢. La subdivisién serd muy utilizada durante todo el trabajo en disimiles dmbitos.
La insercién de nodos tiene otras muchas aplicaciones, entre las que podemos citar
la evaluaciéon de la curva y sus derivadas, agregar puntos de control para modificar
localmente la curva o subdividir la curva en segmentos de curvas de Bezier [65], [76]. En
el marco del andlisis isogeométrico, la subdivisién se emplea para aumentar la dimensién
del espacio B-spline S i, con el fin de tener mayor cantidad de grados de libertad
para aproximar la solucién de la ecuacién diferencial [24], todo esto sin modificar la
parametrizacion de la regién fisica. A continuacién explicaremos resumidamente dicho
procedimiento. Los detalles de las demostraciones y la deduccién se pueden consultar
en los textos antes mencionados [65], [76].

Sea ¢(§) una curva B-spline de orden &

c(§) = P By 4el€)
1=1

cuya base estd definida por el vector de nodos

tg = (t§7t§7 T athJrk)

Supongamos que en el intervalo j introducimos el nodo ¢, o sea, el nuevo vector de
nodos sera:

26 1€ € & 7 48 ¢
i€ = (tptg"“ 775],’ t, tj+1”" 7tn+k)
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2.2 Funciones B-spline

La nueva base Bi’ r.i¢ (€) se puede calcular mediante la férmula de Cox-de Boor (2.3)-
(2.4) con el nuevo vector de nodos. Obsérvese que la dimensién de este nuevo vector es
uno mas que el anterior, es decir, n + k + 1, por lo tanto, como el orden es el mismo,
la dimension del espacio Sg ;. es n + 1. De hecho se puede probar que el espacio Se j,
esta encajado en el espacio S&k.

La curva ¢(£) se puede expresar en la nueva base con nuevos puntos de control

n+1

c(§)=> PB4l =D QiB; ()
=1 =1

los cuales se pueden escribir a partir de los originales segin la relacién siguiente:

P; si 1=1,---,7—k+1
Q; = Ckif’i—i-(l—ai)Pi_l si i=7—k+2,---,3 (2.12)
Py si 1=75+1,--- ,n+1
donde -
t—t
o =
3 3
tivk—1 — b
o equivalentemente
Qi=a; P+ (1—a;) Py (2.13)

donde ahora

1 si i=1,-,j—k+1

=4 i si i=j k42,

0 si i=j4+1,-,n+1

Estas férmulas (2.12) y (2.13) son conocidas como las formulas de inserciéon de un
nodo
Observaciones:

» Noétese que los a; € [0,1] por lo tanto los nuevos puntos de control son una
combinacién lineal convexa de los originales.

= Este procedimiento se puede repetir para insertar la cantidad de nodos conve-
nientes para diversos fines.

= En general si se insertan n; nuevos nodos, los nuevos puntos de control se obtienen
mediante una aplicacién lineal a los puntos de control originales. Mdas precisamen-
te, cada componente de los puntos de control se puede escribir como:

Q=M;P
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2. PRELIMINARES

donde M, € R"T™1X" ¢g ]a matriz de subdivisién, Q el vector de los nuevos puntos
de control y P los puntos de control originales.

» El espacio S j, estd encajado en el espacio Sg
Ste k C Sge

y como se menciond anteriormente dim (ng k) =n+1.

= El efecto de introducir un nodo implica la reduccién del soporte de las bases
involucradas. También la modificacién de varios puntos de control. Este efecto se
puede observar en la figura 2.5.

= Un efecto de la insercion de nodos sobre el poligono de control, es que el nuevo
poligono se acerca mdas a la curva (ver figura 2.5 derecha). Por esta razén la
insercién de nodos en los puntos medios se utiliza para sustituir la graficacion de
la curva, por su poligono de control subdividido, ya que luego de la repeticion de
este proceso unas pocas veces la curva y su poligono de control son indistinguibles,
siendo este 1ltimo proceso méas barato.

Figura 2.5: Izquierda arriba: Bases cuadraticas para el vector de nodos [0, 0, 0, 0.2, 0.4,
0.6, 0.8, 1, 1, 1]. Izquierda abajo: Bases luego de la insercién del nodo 0.5. Se observa la
reduccion del soporte alrededor de este valor. Derecha arriba: curva y puntos de control

originales. Derecha abajo: curva (observe que no tiene modificaciones) y nuevos puntos de

control.
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2.2 Funciones B-spline

2.2.3. Funciones B-spline producto tensorial

2.2.3.1. Bases B-spline producto tensorial

Las bases B-spline (2.4) se pueden generalizar para representar regiones planas de
R? o superficies. Nuestro trabajo aborda exclusivamente el primer caso. No obstante
las bases son las mismas para un caso u otro.

Definicién 2.1 (Bases B-spline producto tensorial). Sean los vectores de nodos t& =

o que generan las bases B-spline de ordenes k1 y ko

M)
m+ko

respectivamente:

n
{Bi7k17t£ (5)}1‘:17 §e [tilvti—&-l]; {Bj kst (77)};”:1 ne [tZQ’tZw—f—l}
entonces la base B-spline de los polinomios a pedazos en dos variables de ordenes

k1 y ko en el espacio paramétrico [tiptviﬂ] X [tZQ,t?n_H] es el producto

{Bi,kl,t£ (&) Bj ks (W)}n’m (2.14)

i, j=1
Definicién 2.2 (Espacio B-spline producto tensorial). El espacio vectorial de los po-
linomios en dos variables de ordenes ki y ko respectivamente generado por las bases

(2.14) se denotard

Ste gy © Sen ke,

y cuando no ofrezca lugar a dudas simplemente

Skth

Ejemplos de estas bases se pueden observar en las figura 2.6

Las funciones B-spline producto tensorial heredan las propiedades de los B-splines
unidimensionales: tienen soporte compacto, son no negativas, forman una particién de
la unidad:

ZZBz‘,kl,tf (&) Bjkaen(n) =1 V(&) € [tilvtfz-i-l] x [tzzatnmﬂ] (2.15)
i=1 j=1

El hecho de que sean las bases producto tensorial es una ventaja porque se pueden
realizar operaciones en cada direccién independientemente de la otra.
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2. PRELIMINARES

Figura 2.6: Ejemplos de base B-spline cuadraticas producto tensorial para nodos unifor-

mes en [0, 1] x [0,1]

2.2.3.2. Mapeos producto tensorial

De la misma forma que se defini6 para las curvas, los mapeos B-spline producto
tensorial son combinaciones lineales de las bases (2.14). Se definen como:

n

x(&n) => > PijB;y (€)Bjryn(n) (2.16)

i=1 j=1
donde los P; ; son los puntos de control. Si los P; ; € R? entonces la funcién va del

rectangulo U = [til,tg al x [t y] € R? a una regién © C R? y transforman la
frontera de U en la frontera de 2.

Como en el caso unidimensional el mapeo (2.16) estd en la envoltura convexa de los
puntos de control {P; ;}. En el caso bidimensional los puntos forman una red llamada
malla de control. Esta malla estd formada por cuadrilateros donde cada vértice
interno tiene cuatro aristas incidentes, lo que la define como estructurada.

La representacion matricial de (2.16) es la siguiente:
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2.2 Funciones B-spline

[ x(§>77) ] [ Bkl,t'i (g)PxBI]ng,tn (n)
y(&,m) Bkl,tﬁ (f)PyB}th,tn (n)

donde By, 4<(§) ¥ B';€27t,,(77) son los vectores fila de dimensién n y m respectivamente de
las funciones bésicas definidas en (2.11), mientras que P, y P, son las matrices, cada
una de dimensién n x m, que se forman si consideramos separadamente las coordenadas
x y y de los puntos de control P; ;.

Si fijamos una de las variables £ o i dejando la otra libre, obtenemos las llamadas
curvas tsoparamétricas. Un ejemplo particular de estas curvas es cuando £ o 7
coinciden con un punto de ruptura. Si denotamos por {&;} a los puntos de ruptura en
la direccién £ y por {n;} a los puntos de ruptura en la direccién 7, entonces

(2.17)

x(&,mj) = Z Z P i B, i, 1¢(§) By ks, (1)
i=1 j=1

x(&,m) =YY Pi;B; . 1¢(&)Bjkyn(n)
i=1 j—1

son curvas isoparamétricas en los puntos de ruptura

En la figura 2.7 se muestra el ejemplo de un mapeo B-spline cibico-cuadratico,
es decir, con bases {B;4¢(§) Bjsen(n)} sobre Bahfa de Banderas, en los limites de
Nayarit y Colima. A la izquierda se muestra la malla de control y a la derecha curvas
isoparamétricas en los puntos de ruptura.

L 0::"‘ '-\ | q
:‘\\“‘{\{{%‘.\\\ j
NS i

MINSS S ==, il
0s MRS =) osl
NS
i =
I e i
s ob q

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Figura 2.7: Parametrizacién de Bahifa de Banderas (Colima y Nayarit) mediante un
mapeo ciibico-cuadrético, es decir, con bases {B; 4 4¢(£) Bjs.¢n(n)}. Izquierda: Malla de
Control. Derecha: curvas isoparamétricas, las que en la direccién £ son splines ctbicos y

mientras en la direccién 7 son splines cuadraticos
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2. PRELIMINARES

El impacto del soporte compacto de las bases sobre la expresién (2.16) es la re-
duccién de sumandos cuando restringimos (£;7) al rectdngulo [tf;tf ] x [t]5t] 4] con
t=ki,...,n; j=ko,...,m:

i J
x(&,n) = Z Z Py 5Bk, t¢ (&) Bs kgt (1) (2.18)

r=i—k1+1 s=j—ko+1

El mapeo x(§,n) estd compuesto por (n — k1 + 1) x (m — ko + 1) parches. Su
inyectividad puede fallar globalmente o localmente. El primer caso ocurre cuando existe
al menos una pareja de parches diferentes que se intersecan. Debido a la propiedad de
la envoltura convexa de los B-splines [26], es facil ver que si la malla de control no tiene
autointersecciones, entonces los parches diferentes no se intersecan. Asumiendo que la
malla de control no tiene autointersecciones, atin es posible que falle la inyectividad
local, es decir que algiin parche del mapeo no sea inyectivo.

Como mostré la proposicién 2.1, un mapeo x(&,n) es localmente inyectivo si la

matriz Jacobiana de x,
Te T
x ( 3 | 77) < Ye  Yn

es no singular en U. Esto significa que para construir una parametrizacién valida de 2
debemos exigir que el Jacobiano de x no se anule en ningiin punto de U.

A pesar de ser contra intuitivo la inyectividad del mapeo (2.16) puede fallar local-
mente a pesar de que la malla de control no solamente no tenga autointersecciones, sino
incluso si los cuadrildteros que conforman el parche son convexos. En [51] se muestra
un elaborado ejemplo de un mapeo bictibico donde la falla la inyectividad local a pesar
de que la malla no tiene autointersecciones. Sin embargo, los cuadrilateros que confor-
man la malla no son convexos, sino que estan deformados. Cinco puntos de control, de
16, estdn muy cercanos a otro punto de control dentro del mismo parche. A continua-
cién, en la figura 2.8, mostraremos un ejemplo de un mapeo bicuadratico real donde
falla la inyectividad local y los cuadrilateros involucrados en el parche no inyectivo son
convexos.

Como se puede intuir la ubicacién de los puntos interiores P; ; de la malla de control
es un verdadero reto si la frontera de la regién €2 es irregular. Esto convierte el problema
de construir el mapeo (2.16) en un problema de mallas. No basta que se disponga de
buenas representaciones B-spline de la frontera de €2, es necesario ademas parametrizar
el interior. La disposicién de los puntos P; ; debe cumplir con determinadas propieda-
des geométricas como puede ser control de las dreas de los cuadrilateros de la malla,
convexidad de estos, que las lineas sean ortogonales o casi ortogonales u otras de interés.
Lo principal de este esfuerzo es conseguir que el mapeo (2.16) sea una biyeccién entre
Uy Q, lo cual obviamente estd determinado por la posicién de los puntos P;; de la
malla de control. A continuacién abordaremos resumidamente la generaciéon de mallas
estructuradas.
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2.3 Generacion de mallas estructuradas y sistema UNAMalla

Figura 2.8: Arriba a la izquierda malla de control de un mapeo bicuadrético sobre la
presa de Valle de Bravo. Arriba a la derecha zoom del parche donde no hay inyectividad. Se
observan resaltados los 9 puntos de control que determinan el parche y que los cuadrilateros
que conforman son convexos. Abajo a la izquierda una vista superior del Jacobiano y
sefialado con una flecha la zona donde se pierde la inyectividad. Abajo a la derecha una

vista de frente del Jacobiano donde se observa que el Jacobiano toma valores negativos.

2.3. Generacién de mallas estructuradas y sistema UNA-

Malla

Lo que acontinuacién detallaremos es una abreviada sintesis del trabajo del grupo
UNAMalla de la Facultad de Ciencias de la UNAM y que estd recogida en el sistema
UNAMalla para la generacién de mallas estructuradas de calidad sobre regiones irre-
gulares planas. Este sistema estd disponible en su versién 5 en [72] y consta ademés de
herramientas que permiten distribuir los puntos sobre las fronteras con lo cual mejora
la calidad de la malla. Para mayores detalles sobre la implementacién y facilidades de
esta version, incluso del proceso de generar mallas, se puede consultar [8].
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2.3.1. Introduccién y formulacién del problema

La generacion de mallas estructuradas y convexas sobre regiones planas posiblemen-
te irregulares, es basicamente la imagen de una reticula de un homeomorfismo entre el
cuadrado [0,1]? y la regién de interés, que denotaremos 2

x(&,m) = (@& )iy m) (2.19)
x:[0,1]2 — Q

El mecanismo para hacerlo es formular el problema variacionalmente, a partir de
un funcional apropiado cuyo 6ptimo es el mapeo buscado [47]. En la actualidad hay
una teoria robusta respecto a los funcionales que deben ser utilizados para mallar exi-
tosamente regiones incluso irregulares [18], [19], [20], [43]. En términos précticos la
discretizacion de los funcionales continuos comienza con una particion n x m del cua-
drado [0, 1] que conduzca a una particién n x m de la regién (ver figura 2.9 izquierda).
Esta particién crea (n—1) x (m—1) rectdngulos en el cuadrado [0,1]? y (n—1) x (m—1)
cuadrilateros en la regién.

X(Em)

Fronteras en Fronteras

Figura 2.9: Izquierda: La malla estructurada y convexa sobre una regién irregular, es la
imagen a través de un mapeo, de una reticula en el cuadrado [0, 1]2. Derecha: correspondecia
Y ANAA

de los lados del cuadrado con las fronteras “norte”,“sur”,“este” y “oeste”, previamente

establecidas en la region

Supongamos que  es un dominio plano simplemente conexo, limitado por una
poligonal cerrada sin autointersecciones formada por un conjunto {V} de 2(n+m — 2)
vértices (ver figura 2.10).

V= [Ula V2, 7U2(n+m—2)]

La orientacién del recorrido de los vértices es en el sentido positivo, es decir, contrario
a las manecillas del reloj. La poligonal es dividida en cuatro partes: dos “horizontales”
y dos “verticales”de n y m vértices respectivamente cada una.
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2.3 Generacion de mallas estructuradas y sistema UNAMalla

Definicién 2.3 (Malla estructurada de cuadrilateros sobre Q). El conjunto
G={P;;|1<i<n; 1<j<m} (2.20)

tal que U{P;1, Py ;,Pim,P1;} =V respetando la orientacion, es una malla estructu-
rada discreta de (n—1)(m—1) cuadrildteros de dimesiones nxm, si cada vértice interno

P; ; tiene exactamente cuatro aristas que lo unen con los vértices Pi_1 j, Pj i1, Pig1;

yPij 1

Definicién 2.4 (Malla estructurada convexa). Sea G una malla esructurada de (n —
1)(m — 1) cuadrildteros ¢;j, i = 1,...n—1,j = 1,...,m — 1, donde c¢;; tiene vértices
P;;,Pit1;,Pitv1j+1 y Pijy1, 0 =1,..,n, 5 = 1,...,m. Decimos que G es una malla
conveza si todos los cuadrildteros c;; son convezos.

La tarea consiste en encontrar la imagen de una reticula en el cuadrado [0, 1]
mediante un mapeo de [0,1]% a la regién Q. La imagen, es decir, la malla G debe ser
convexa. Ademds el mapeo debe llevar las cuatro fronteras del cuadrado [0,1]2 a las
cuatro fronteras prefijadas sobre  ver figura 2.9 derecha.

Figura 2.10: Regién Q simplemente conexa limitada por poligonal cerrada sin autoin-
tersecciones. La orientacion de los n + m — 2 vértices del poligono es en el sentido positivo

(contrario a las manecillas del reloj)

Segun la teoria continua que sustenta la construcciéon de mallas, exigir que esta sea
convexa garantiza, que el mapeo (2.19) que va del cuadrado [0,1]? en Q sea uno a uno.
En el proceso de encontrar GG no se da explicitamente la expresion del mapeo. Tan solo
las imagenes de la particién del espacio paramétrico en [0, 1]? que son los puntos P;; de
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la malla, lo cual es suficiente en las mayoria de las aplicaciones. En el préximo capitulo
veremos que una eleccién apropiada de una base B-spline reproduce el mencionado
mapeo y que este es inyectivo si la malla es convexa. Se obtiene, de esta manera, una
representacion funcional explicita del mismo.

2.3.2. Meétodos de generacion de la malla

La construccion de mallas estructuradas de cuadrildteros sobre regiones irregulares
ha sido tratada con mucho éxito en la literatura [19], [20], [43], [44], [5], [70], [71], [9],
[7], [10], [47], [48]. Una parte de la dificultad de este problema radica precisamente en la
forma de la frontera. Los métodos mas empleados para resolverlo calculan los vértices
interiores de la malla G minimizando una funcién F' que depende de las coordenadas
de los vértices. Cuando la dimension n x m de la malla es grande, el problema de
optimizacién es de gran escala, pues F' es una funcién de 2(m — 2)(n — 2) variables, ya
que los puntos de la frontera se mantienen fijos. Esto requiere contar con un optimizador
eficiente. El sistema UNAMalla consta de dos potentes optimizadores que pueden ser
escogidos por el usuario. Uno es el método cuasi-Newton BFGS de memoria limitada
con cotas, mas conocido por L-BFGS-B [17], [85] y el conocido como TRON, basado
en el método de Newton truncado, también adaptado para restricciones de caja y que
usa la estrategia de optimizacién de regién de confianza [53]. Ambos tienen un gran
desempeno.

P,
Pi+1,j+1 i+1,j+1

Pi,j+1 R

i P ij Ra1,

i+1,j

Figura 2.11: Areas de los tridngulos respetando la orientacién.

Las funciones F' a optimizar miden propiedades geométricas de la malla y se cons-
truyen a partir de los 4 triangulos que se obtienen al dividir cada celda de la malla por
sus dos diagonales, vea la figura 2.11. Si las areas de los cuatro triangulos, respetan-
do la orientacién, son positivas, entonces el cuadrildtero en cuestién es convexo [28].
Noétese ademas que si G tiene nm vértices entonces el nimero de total de tridngulos es
N =4(m —1)(n — 1), de modo que F se define en general como,

F(G) =) (D) (2.21)

donde f(A;) en (2.21) es una medida que solo depende de los vértices del i-ésimo
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2.3 Generacion de mallas estructuradas y sistema UNAMalla

tridngulo A;. Para un tridngulo A(A, B, C) con vértices A, B y C, las magnitudes que
mas se utilizan son:

= una medida de la longitud:

AA(A,B,C)) = |A-BJ|?+|C-BJ|?

= una medida del area:

a(A(A,B,C)) = (B—A)"Jy(B-C)

= 2area(A(A,B,C))
con Jy = (_01 (1)>

= una medida de la proximidad a un tridngulo rectangulo:

o(A(A,B,C)) = (B - C){(A - C)

En términos de estas medidas se definen los funcionales clasicos discretos,

N
Fa(G) = Za(Aq)z, funcional de area

N
Fr(G) = Z A(4g), funcional de longitud

N
Ng)? Ng)?
Fai0(G) = Z (L) + o(2) , area-ortogonalidad

[oa(2g)* + (1 = 0)A(Ag)], 0<o <1 drealongitud

I
M=

Far(G)

Todos estos funcionales son funciones positivas de la malla.

El objetivo es obtener mallas convexas sobre €2, pues como mencionamos esto ga-
rantiza que el mapeo sea uno a uno. Para que la condicién de convexidad sea estable
numéricamente debe ser independiente de la escala. Por eso en [28] se introduce el
concepto de e-convexidad.
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Definicién 2.5 (Malla e-convexa). Sea € > 0 y G una malla de n xm vértices. Decimos
que G es e-convexa si el drea de todos los tridngulos de las celdas de G es mayor que
e-a(G), donde a(G) = + Z(]]V:1 a(Ay) es el promedio de las dreas orientadas de todos

los triangulos de la malla.

En [6] se introduce un funcional més sofisticado que garantiza la e-convexidad de
la malla éptima. Mas precisamente, se demuestra que si f es una funcién convexa C?
continua, estrictamente decreciente y acotada por debajo, tal que f(a) — 0 cuando
« — 00, entonces para todo 0 < € < 1 existe w > 0 suficientemente grande, tal que el
minimo del funcional

N
50e(@) = 3 flwally) — ea(G)) (2.22)

g=1

dentro del conjunto de mallas admisibles, es decir, aquellas que en la frontera admiten
cuadrilateros convexos, es una malla G e-convexa. Este resultado se ha empleado con
éxito en la practica tomando f como

1/a, a>1
fla) = { (a—1)(a—2)+1, a<l (2.23)
Las mallas e-convexas obtenidas al minimizar S, con f dada por (2.23) se reportan
en [5], [9]. En [5] se prueba también que si combinamos el funcional (2.22) con otro
funcional F.(G) diferenciable y positivo, definiendo para 0 < o < 1 un nuevo funcional

F,(G) = 0S,(G)+ (1 — 0)F.(G) (2.24)

entonces el minimo de (2.24) se alcanza también para una malla e-convexa. Para una
discusion detallada de este funcional y las combinaciones con los funcionales clasicos
remitimos al lector a [5].

En general el sistema UNAMalla no falla en encontrar mallas e—convexas si parte
de un contorno e—admisible, es decir, que admite que los cuadrilateros de la frontera
(recordemos que la frontera es fija) sean e-convexos y las dimensiones n y m sean
suficientemente grandes.
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Capitulo 3

Parametrizacion del dominio

En este capitulo estd dedicado a la parametrizacién de €). Aqui se encuentran los
aportes fundamentamentales del trabajo. En él se presentan detalladamente los resul-
tados publicados en [1] y [2]. Asumiremos que la regién Q@ C R? y su frontera estd
determinada por cuatro curvas B-spline cuadraticas. Por lo tanto el mapeo B-spline
que parametriza a () serd bicuadritico. Abordaremos las propiedades fundamentales
del mapeo que finalmente conducirdn a las condiciones suficientes de inyectividad y
a la propuesta de algoritmo para conseguir un mapeo inyectivo. También mediremos
la calidad del mapeo. Pero primero veremos que un mapeo B-spline bilineal es una
representacién explicita de una malla.

3.1. Parametrizacion B-spline bilineal: Representacion
explicita de mallas

Un primer resultado de esta tesis en relacion a los trabajos de nuestro grupo UNA-
Malla es la representacién explicita del mapeo (2.19), como un mapeo B-spline bilineal.
Recordemos que este mapeo no se encontraba explicitamente, sino tan solo los puntos
de la malla G con las propiedades geométricas establecidas por el funcional de malla.
Estos puntos de la malla seran los puntos de control del mapeo bilineal.

Para construir un mapeo B-spline bilineal x(£,7n) con los nm puntos de control
P;;, i=1,..,n, j=1,..,m de la malla G (2.20), debemos escoger previamente las
sucesiones de nodos ¢ = {t?, tg, ""tferQ} y t1 = {t], t3, ...t} .,}, que definen las
bases B;9(§), i = 1,..,ny Bjau(n), j = 1,...,m de B-splines de orden 2 en las
direcciones £ y 7 respectivamente. Tomaremos estos nodos como:

tg = {07517527 "'7£n7 1} con £’L = 7’;_,117 = 17 TN, (31)
t"={0,m1,m2, ..., Mm, 1} con n; = %, j=1,---m, (3.2)

Obsérvese que en estas sucesiones de nodos los extremos estan repetidos. También que
las sucesiones
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3. PARAMETRIZACION DEL DOMINIO

{&GHim, = {i_ ! }n (3.3)

n—1},
am o L 4
¥ {m — } (3.4)

son los respectivos puntos de ruptura en cada direccién y ademads son equidistantes.
Si x(§,n) pertenece al espacio Sg o := Sy 9 ® Syn 2 de las funciones spline bilineales
para las sucesiones de nodos (3.1) y (3.2) entonces puede escribirse como,

x(&n) =Y > Pi;B;se(€)Bjam(n) (3.5)

i=1 j=1

La figura 3.1 a la izquierda muestra una base unidimensional B-spline lineal. A la
derecha se grafican algunas de las funciones basicas bilineales. Es interesante senalar
que estas bases coinciden con las bases estandar de elemento finito.

0.9

081

0.7

06

05

04r

031

02r

0.1

Figura 3.1: Izquierda: funciones bésicas de la base de B-splines lineal unidimensional con
nodos equidistantes. Derecha: Ejemplos de cuatro funciones béasicas B-spline bilineales
El siguiente lema muestra que el mapeo (3.5) interpola sus puntos de control y
ademds reproduce las aristas entre un punto P; ; y los cuatro vecinos P; ;_1, P11, P; j11

y Pi_1; que existan. Con esto quedard demostrado que el mapeo (3.5) es una funcién
que reproduce la malla G.

Lema 3.1. El mapeo bilineal (3.5) satisface,

x(§i7nj):Pi,j7 i:1,...,n,j:1,...,m (36)
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Ademas, para todo 0 < a < 1 se cumple que,

x(a&i + (1 — a)éiy1,nj) = aPij + (1 — a)Pipyy, (3.7)
X(fi, an; + (1 — OJ)V]J'_H) = aPm + (1 — Oé)Pi,j_;,_l (38)

Antes de demostrar el Lema es importante sefialar que, desde el punto de vista
geométrico, las identidades (3.6),(3.7) y (3.8) significan que el mapeo x(£,n) transforma
la malla en U con vértices (&,n;) i=1,...,n, j=1,...,m en la malla de control P.

Demostracion. Para simplificar la notacion, a partir de ahora y cuando no de lugar
a confusién, omitiremos la referencia a los nodos en las bases, es decir, B, 9 ¢ () serd
B2(€) y similarmente B; 2 (n) se denotard como B]z (n).

Como se mostré en (2.18), debido al soporte compacto de las funciones B-spline [26],
si nos restringimos a (§,71) € [, &iv1] X [nj,nj41), i=1,...,n—1, j=1,...,m—1,
la expresién (3.5), se reduce a

i+1 j+1

x(&n) => > P..BXE)BI(n) (3.9)

r=i s=j
Los nodos equidistantes generan las funciones bésicas que se observan en la figura
3.1 arriba. Nétese que si nos restringimos al intervalo [§;,&+1], ¢ = 1,...,n — 1 (ver

figura 3.2) entonces

20y §—8iv1 o _ £=6
Bi (5) - fz — £i+17 Bz—i—l (5) §i+1 — é-iv (310)
Por lo tanto
Bi(&) =1, B}a(&) =0, B} (§+1) =0, BY (1) =1 (3.11)

De manera similar se cumple que

Bf(nj) =1, B?H(ﬁj) =0, B?(’?Hl) =0, Bj2+1(77j+1) =1 (3.12)

Teniendo en cuenta (3.11) y (3.12), de (3.9) obtenemos (3.6). Finalmente, obsérvese
que si w = a&; + (1 — «)&11, entonces de (3.9) llegamos a

i+1 j+1

x(w,n;) =Y > P..BX(w)B(n))

r=t s=j
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2

B ) B, (&)

08
06
0.4l

02

Figura 3.2: Bases B-splines lineales con nodos equiespaciados en el intervalo [&;, &;11]

Pero de (3.10) resulta que B?(w) = oy BZ ;(w) =1 — a. Luego,

x(w,n;) = PijaBi(n;)+Pi1;(1—a)Bi(n)+ -

+ Pi7j+1aBg2+1(77j) +Pit141(1 — a)B]ZH(’?j)

Teniendo en cuenta (3.12) de esta tltima expresién llegamos (3.7). La demostracién

de (3.8) es similar y se omite por brevedad.

O]

Proposicién 3.1. El Jacobiano del mapeo bilineal (3.5) es una funcion B-spline bili-

neal. Mds ain para (§,m) € &, &i+1] X nj,nj+1), i =1,...,n—1, j=1,...m—1 se

tiene que
i+1j+1
Z‘ Z det ([hys|vy,;]) B () B3 (n)
_ r=1s=]
donde

hjg:= I, ) =Pi1s—Pig; i=1,....n—1,s=1,....m

1,87 '%i,s

z Y\t . . — -
nj’vr,j) =P, j11—P,j; r=1,....n,j=1,....m—1

y [hy s|vr ;] es la matriz 2 x 2 que tiene como columnas los vectores h; s y vy

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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i+1,]

i+1

Figura 3.3: Los cuatro puntos de control involucrados en la imagen de [&;, §+1] X [}, 7j4+1]
por mapeo B-spline bilineal. Los vectores “verticales” (verdes) y “horizontales” (magenta)

que participan en la expresién del Jacobiano (3.13)

Demostracion. Para (§,m) € [&,&+1) X [0, 1mj41), i =1,...,n—=1, j=1,...,m—1,el
mapeo x(&,n) estd dado por (3.9). Derivando directamente esta expresién llegamos a,
i+1 j+1

xe(€) =33 PT,SB§<n>j§BE<s> (3.16)

r=t s=j

i+1 j+1 d
Xp(&m) =Y ZPr,sBﬂf)%B?(n) (3.17)

r=t s=j

Teniendo en cuenta (3.10) y el hecho de que los nodos son equidistantes, se obtiene

d _, I
d ! ! (3.19)

4 g = -
dé_ BZ+1(£)|[§i7§i+1] §i+1 - §z n—1

Luegosi (§,m) € [&,&iv1) X Mjsmj+1], 1 =1,...,n—1, j=1,...,m—1, sustituyendo
(3.18) en (3.16) y (3.19) en (3.17) llegamos a

1
x¢(&n) = — [hi;B;(n) + hij11B7,(n)] (3.20)
Xy (&) = —— [VigB; (&) + Vit1,;Bia(9)] (3.21)
Finalmente, sustituyendo (3.20) y (3.21) en (2.2) obtenemos (3.13). O
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3. PARAMETRIZACION DEL DOMINIO

En la figura 3.3 vemos sefialados los vectores h; ; y h; j11 (de color magenta) y los
vectores v; j y Vi1 (de color verde), involucrados en las expresiones (3.20) y (3.21)
de las derivadas parciales del mapeo x(&, 7).

Observacién

» Los coeficientes de los B-splines lineales en la expresién (3.13) del Jacobiano son
determinantes de matrices de orden 2. Las columnas de cada una de estas matrices
son diferencias “horizontales” y “verticales” de puntos de control consecutivos
(vea (3.14) y (3.15) y la figura 3.3). Por lo tanto, cada determinante en (3.13)
no es mas que el doble del area signada del tridngulo definido por un vector
“horizontal” y uno “vertical”, que tienen un vértice comun. Si las dreas de los
cuatro tridngulos tienen el mismo signo entonces de (3.13) resulta inmediato que
el Jacobiano no cambia de signo y en consecuencia en virtud de la Proposicién
2.1 x(§,n) es inyectivo.

Para verificar en la practica la convexidad de una malla se subdivide cada cuadrilate-
ro ¢;; limitado por los vértices P; j, Piy1, Piy141 y Pijy1, en los cuatro tridngulos
obtenidos al considerar las dos diagonales del cuadrilatero:

tij = AP, Pirrj, Piijin),
t?j = APy, Pig1j+1, Pij),
t2 = APy, Pivrj, Pijar),

1
tij = A(Piv1j, Pivijr1, Pijr1)

En todos los tridngulos consideramos como sentido positivo el contrario a las manecillas
del reloj, vea la figura 2.11. Es fécil ver que ¢;; es un cuadrildtero es convexo si y sélo si

todos los tridngulos ¢} t?j, t?j y tfj tiene drea positiva. A continuacién mostramos que

K
la convexidad de la malla de control de un mapeo bilineal garantiza su inyectividad.
Teorema 3.1. Condicion suficiente de inyectividad
Supongamos que la malla de control P del mapeo bilineal x(§,n) dado por (3.5) es

conveza. Entonces x(&,m) es inyectivo.

Demostracion. De (3.13) resulta que para (§,1) € [&, &+1] X 05, nj+1), i =1,...,n —
1, j=1,...m—1 el Jacobiano de x(§,n), det (Jx(&,n)) es una funcién B-spline bilineal

con coeficientes .
det ([hy lviy]) 2 drea(t;)

(n—1)(m-1) (m—-1)(m-1)

det ([hyj1|vig)) _ 2 drea(t)
(n—1)(m—1) (n—1)(m—1)

36



3.1 Parametrizacién B-spline bilineal: Representaciéon
explicita de mallas

det ([hi’j|vi+1,j]) _ 2 érea(t?j)
(n—1)(m—1) (n—1)(m—1)

det ([hij+1[vit1,5]) 2 drea(t};)

(n—1)(m-1)  (n—1)(m—1)

Pero por hipétesis P es una malla convexa (ver figura 3.4). Por tanto, las dreas de

1 42 43

.z 4 o . . .
los tridngulos ¢;;, ¢, t7; v t;; son positivas. En consecuencia, teniendo en cuenta que los

B-splines son funciones positivas, podemos concluir que det (Jx(&,7)) > 0 para todo
&n) € [&,&+1] x nj,mj41), i =1,...,n—=1, 5 =1,...m — 1, lo cual garantiza la
inyectividad de x(§,n) por la Proposicién 2.1. O

Observaciones:

= Este resultado nos dice que el mapeo bilineal asociado a una malla convexa es un
mapeo valido.

» Este resultado vinculado con el Lema 3.1, indica que el mapeo (3.5) va de U —
donde € es la regién plana cuya frontera es la poligonal con vértices Pi1,Pim, i =
1,...ny Py, Py;, j=1,..,m, o sea, la poligonal definida por los puntos exter-
nos de la malla.

» Esto tiene importancia directa en la refinacién de la malla de la regién Q ya
que teniendo una particién mas fina de U obtenemos una malla convexa de las
dimensiones deseadas sin necesidad del costoso proceso de optimizacién, ni tam-
poco del proceso de subdivisién (2.12). La evaluacién del mapeo es un proceso
esencialmente de multiplicacién matricial (ver figura 3.5)

Por tltimo debemos remarcar que a pesar de la importancia los mapeos bilineales
y de las buenas propiedades antes demostradas, estos tienen un seria limitacién en el
afan de solucionar ecuaciones diferenciales en un dominio 2. Las bases bilineales no
son C! continuas y si la solucién a la que aspiramos (de la ecuacién diferencial), tiene
este requerimiento solo vamos a lograr buenas aproximaciones al costo de una gran
dimensién del espacio B-spline S . Por otro lado, si la region () tiene fronteras B-
spline de 6rdenes superiores, el mapeo bilineal nunca sera capaz de reproducirlas. Si la
frontera ademds es irregular una buena aproximacién de la frontera generalmente exige
un numero elevado de elementos.

Por estas razones debemos considerar mapeos de orden superior a 2.
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A
P
X i+1, j+1
i, 341 " h;‘j "iY; 2A= h"ﬁ
2A= / V/
o i Cij
P
P
i j Pi+1,j 1
P
i+, 5+1 P, j+1
P, .
i, j+1
KV
=| b1 Tij P T
A= | b1 i
ij+1 "iQj -
ij+1 Tixlj P
i+1, 3
B

Figura 3.4: A: Cuadrilatero y sus diagonales. B: Areas de los triangulos y su vinculo con

los determinantes del Jacobiano (3.13)

3.2. Parametrizacion bicuadratica

Consideremos un mapeo bicuadratico, es decir, el mapeo (2.16), con k1 = kg = 3:

x(&n) => > Pi;B; e 5(6)Bjans(n) (3.22)

i=1 j=1

donde las correspondientes sucesiones de nodos t¢ y " son:

£ =(0,0,&1,&, - n1,1,1) (3.23)
th = (070777177727'--777771—17171) (324)

con los puntos de ruptura equidistantes entre [0, 1]:
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Figura 3.5: Izquierda: Malla 15 x15 convexa sobre el lago Ucha, obtenida optimizando el
funcional (2.24) con o = 0.5. Derecha: Malla 40x40 de la misma regién evaluando el mapeo

(3.5) en 40 x40 puntos uniformemente distribuidos de [0, 1]2

) { - }n_l (3.25)

n—=2Ji
. m—1
m—1 J - 1
Aot L 2
R (3.26)

Noétese que los puntos de ruptura y los nodos tienen la siguiente relacion:

& = 5, i=1.,n-1 (3.27)

nj o=ty j=1..,m—1 (3.28)

Una observacién importante es que la menor dimensién B-spline ocurre para n = 3
(m = 3) cuya sucesién de nodos es ¢ = (0,0,0,1,1,1) que corresponde a la represen-

tacién de Bezier.
El mapeo (3.22) pertenece al espacio

S3,3 = Sge 3 @ Sgn 3

con condiciones de interpolacién en los extremos. Es decir, que el mapeo interpola a los
puntos de control en las “esquinas”. Més precisamente:

X(gla 7]1) = X(O7 O) = Pl,l

X(gnfla 771) - X(L 0) - Pn,l

X(€1,m1)  =x(0,1) =Py, (3.29)
X(é-nfla ’r]mfl) = X(17 1) - Pn,m
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Las funciones bsicas en una dimensién para las sucesiones de nodos (3.23) o (3.24) se
muestran en la figura 3.6 izquierda. Estas funciones, salvo las dos iniciales y las dos
finales son copias trasladadas de la tercera. En el grafico de la derecha se muestran
algunas bases bicuadraticas. Las de la frontera se diferencian de las del interior que
igualmente son copias trasladadas.

Figura 3.6: Izquierda: Ejemplo de base cuadratica B-spline de 7 funciones béasicas con
nodos equiespaciados (3.23) o (3.24). Derecha: Algunas funciones bésicas bicuadréticas.

Las del interior son copias trasladadas.

La ecuacién (3.22) se puede escribir matricialmente como

[ z(§,m) ] _ [ By 5(§)P2Bty 3(n)
y(&:m) Btﬁ,s(f)PyBin,:s(??)

donde Bj ;¢ (&), B3 (n), Pr y Py estdn definidas como en (2.17).

(3.30)

De la misma forma que vimos para el caso bilineal, si restringimos (£, 1) a [&;, &i+1] X

nj,mj+1] coni=1,....,n—2; j=1,...,m — 2 entonces (3.22) toma la forma:
i+2 j+2
X(&1) =YY PrsBrys(§)Bssen () (3.31)
r=i s=j

En lo sucesivo utilizaremos tanto las formulaciones (3.22), (3.30) o la (3.31) segtin
los intereses especificos de cada seccién.

Para definir completamente el mapeo (3.22) necesitamos escoger los puntos de con-
trol. A este aspecto dedicaremos la préxima seccién, pero primeramente demostraremos
el siguiente lema que relaciona la evaluacién del mapeo en los puntos de ruptura con
los puntos de control.
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Lema 3.2. Para el mapeo bicuadrdtico (3.22) se cumple que,

j=1 2<j<m—2 j=m—1

. P, . +Py
i=1 P, % Pim

x(&,m5) = 3.32
( v 77]) . P, 1+P;111 P, j+Pit1,;+P; j11+Piy1 41 Pim+Pit1m ( )
2<i<n—-2 5 1 2

. P, 4P, ;
t=n—1 P, 7’7+2 =R P,m

s

Demostracion. Las herramientas para realizar la demostracion de este lema son la
férmula de recurrencia de Cox-de Boor (2.4) y la propiedad de la particién de la unidad
(2.7) y (2.15).

La condicién de interpolacién (3.29), que es parte de la tesis de este lema, es facil

de comprobar dado que para las sucesiones de nodos (3.23) y (3.24) se cumple que
Bl,t€,3(0) = Bn,t5,3(1) =1

B1t13(0) = Bmn3(1) =1

A partir de la uniformidad de los puntos de ruptura y teniendo en cuenta (3.27) y

(3.28), se puede comprobar que (ver figura 3.7) V2 <i<n—2, 2<j<m—2,

1
B, e 5(8i) = By 4e3(6i) = > B;iote3(&i) =0
1
Bjn,3(nj) = Bjr1,e03(0j) = 5. Bjrawns(ny) =0
Finalmente, sustituyendo estas expresiones en (3.31) se obtiene (3.32). O

Este lema indica que al evaluar el mapeo bicuadratico en sus puntos de ruptura, o
lo que es lo mismo, en la malla del espacio paramétrico, se obtiene una promediacién
de cuatro puntos control o de dos si el punto es de la frontera. Si los puntos a evaluar
son las esquinas del cuadrado unitario, entonces los puntos de control de las esquinas
son interpolados.
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1 T T T T
B g Be B0 B B
33(‘2) 3 i i+1 33 (&,)
2 B;”;_ 5 (é ) n-1
0.5F .
G% é; 3 ‘ ‘éi+1 E"n‘—‘.’ Snot

Figura 3.7: Funciones bésicas cuadréticas para los nodos (3.23).Izquierda: primeras fun-
ciones bésicas. Centro: funciones bésicas interiores. Derecha: funciones basicas. Observe que
a partir de la segunda y hasta la peniltima la interseccién entre dos consecutivas ocurre

en los puntos de ruptura y toma valor 0.5

3.2.1. Calculo de la malla de control

Para calcular los puntos de control del mapeo B-spline bicuadrético que parametriza
Q) C R?, debemos diferenciar los puntos de control de la frontera de los puntos de control
interiores. Para abreviar denotaremos B?(€), o simplemente B?, a B; 3 1¢(§).

3.2.1.1. Puntos de control de la frontera

El mapeo B-spline bicuadrético x(§,n) debe transformar la frontera de OU en 0X).
Asumiremos que €2 es una region acotada del plano cuya frontera estd descrita por
4 curvas B-spline cuadréticas.! Més precisamente, suponemos que se tienen 4 puntos
distinguidos: Q,R,S y T en 0f), de modo que ésta queda dividida en 4 secciones: la
“sur” con extremos Q, R, la “norte” con extremos T, S, la “oeste” con extremos Q,T
y la “este” con extremos R, S, vea la figura 3.8.

Denotamos por x;(£),x,(§) las curvas de la frontera norte y sur respectivamente,
dadas por

n n
x(€) =D HBXE),  xp(&) =) HIB() (3.33)
i=1 i=1
donde B3(€), i = 1,...,n son los B-splines cuadraticos para la sucesién de nodos (3.23).

De manera similar, denotamos por x;(n),x,(n) las curvas de la frontera oeste y este
respectivamente, dadas por

Z VLB Z ViBi(n (3.34)

donde B]?’(n), j =1,...,m son los B-splines cuadraticos para la sucesién de nodos
(3.24).

'En el apéndice A trataremos como modelar estas curvas.
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Figura 3.8: Mapa del Lago Titicaca, region 2 con frontera irregular. Izquierda: Spline
cuadratico que describe la frontera de {2, donde se han escogido 4 puntos: Q,R,S y T.
Centro: Zoom de un segmento del spline (rojo) y su poligono de control (negro). Derecha:

regién Q definida por el poligono de control de las curvas B-spline de la frontera.

Nétese que debido a la repeticién de los nodos extremos en t¢, se cumple que

B}0)=1, B}0)=0, i=2,..,n (3.35)

(1)=0, i=1,...,n—1 (3.36)

Luego, x;(0) = HY, x,(1) = H,, x,(0) = H} y x;(1) = H%. En consecuencia, para
garantizar que la curva x;(&) interpole los puntos T, S, y que la curva x,(§) interpole
los puntos Q, R, debemos tomar H: = T, H!, = S, H'=Qy H% = R.

Similarmente, para la sucesién de nodos t" tenemos que,

1, 0, 7=2,...m (3.37)
1, 0, 7=1,....m—1 (3.38)
Luego, x;(0) = Vi, x;(1) = VL, x,.(0) = V] y x,(1) = V.. Esto significa que si
queremos imponer que la curva x;(n) interpole los puntos Q,T y que la curva x,(n)
interpole los puntos R, S entonces debemos tomar Vl1 =Q, VL. =T, V] =Ry
Vr =8S.

Nuestro préximo objetivo es seleccionar los puntos de control de la frontera del
mapeo bicuadratico x(£,n) de modo que las curvas x;(§), x3(§), x;(n) y x,(n) sean las
imégenes por x(&,7n) de los lados del cuadrado unitario U.

En el siguiente Lema demostramos que si tomamos como puntos de control de la
frontera del mapeo B-spline bicuadrético (3.22) los puntos de control de las 4 curvas
B-spline que definen 0%, entonces x(&,n) transforma OU en 0f).

Lema 3.3. Sea x(§,n) el mapeo B-spline bicuadrdtico (3.22) con puntos de control,

1)

P,y = H, P,,=H, i=1,.,n (3.39)

Py = Vi, P,;=Vj j=1..m (3.40)
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donde
H, =T, H/ =S, Hi=Q, H =R
Vi=Q, VL. =T, VI=R, V' =S
entonces
x(£,0) = xp(§), 0<¢<1 (3.41)
x(€,1) = x(§), 0<£<1 (3.42)
x(0,7) = x(n), 0<n<l (3.43)
X(LT/) = Xr(n)a 0 < 77 < 1 (344)
Ademds,

x(0,0) =Q, x(1,0)=R, x(0,1)=T y x(1,1)=S.

Demostracion. Evaluando (3.22) en n = 0 y teniendo en cuenta (3.37) obtenemos

x(£,0) =Y ) P ;B}&)B}(0) =) P 1B} ()
=1

i=1 j=1

Luego, de (3.39) y la expresién para x; en (3.33) llegamos a
n
x(£,0) =) HIB}(&) = x(¢)
i=1

En particular, para £ = 0 y £ = 1, de esta tltima expresién resulta que x(0,0) =
x3(0) = Q, x(1,0) = x3(1) = R, con lo cual queda probado (3.41) y la interpolacién
de los puntos Q y R. Por otra parte, si evaluamos (3.22) en = 1, tenemos en cuenta
(3.38) y la expresion para x; en (3.33) llegamos a,

n

x(€,1) =) HIB}(&) = x(¢)

i=1
Luego, para § =0y = 1, se cumple que x(0,1) = x,(0) =T, x(1,1) =x¢(1) =S, con
lo cual hemos probado (3.42) y la interpolacién de los puntos S y T. La demostracién

de (3.43) y (3.44) es similar y se omite. O
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3.2 Parametrizacion bicuadratica

3.2.1.2. Puntos de control interiores

Sea ) la regién del plano cuya frontera es la poligonal definida por la unién de
los puntos de control de las curvas x¢(£),x3(€), x;(n) y x-(n). Nétese que segun el
Lema 3.3 estos son los puntos de control de las curvas de la frontera del mapeo B-spline
bicuadratico (3.22). En otras palabras, 92 est4 formada por cuatro poligonales: la “sur”
con vértices P; 1,7 = 1,...,n, la “norte” con vértices P; ,, ¢ = 1,...,n, la “oeste” con
vértices Py j, 7 = 1,...,m y la “este” con vértices P, ;, 7 = 1,...,m. Ademds, debido
a la propiedad de variacién reducida de los B-splines [26], se puede afirmar que si la
frontera de € es irregular entonces la de  también lo es.

En este trabajo los puntos de control interiores de x(&,7n), es decir los puntos
P;;, ¢ =2..,n-1 7 =2,..,m—1, se calculan como los vértices interiores de
una malla estructurada de cuadrildteros sobre €. De este modo, el problema de cdmo
calcular los puntos de control interiores de un mapeo B-spline bicuadrdtico entre U y
Q se reduce al problema de generar una malla estructurada G sobre ). Para esta ta-
rea se emplea la estrategia presentada en la seccién 2.3 y en particular los métodos
que aparecen en el epigrafe 2.3.2. Todas estas ideas estdn implementadas en el sistema
UNAMalla [72], [8].

En la figura 3.9 se muestra la diferencia entre la frontera 92 que son curvas cuadrati-
cas (grafica de la izquierda) y la frontera 92 (derecha) que es la poligonal utilizada para
el calculo de los puntos de control interiores del mapeo (3.22). El hecho de que la fron-
tera 9 no se modifique en el proceso de optimizacién nos garantiza que las fronteras
de €2 se respetaran, ya que son los puntos de control de las curvas que la describen.

Figura 3.9: Esta figura muestra la diferencia entre la 90 que son curvas bicuadraticas
(grafica de la izquierda) y la 9 (derecha) que es la poligonal utilizada para el calculo de

los puntos de control interiores del mapeo (3.22)
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3. PARAMETRIZACION DEL DOMINIO

3.2.2. Derivadas parciales del mapeo

Como se muestra en [1], para encontrar expresiones para (2.2) necesitamos las de-
rivadas parciales x¢, x,, que obtenemos derivando (3.22):

o) — d
x¢(§,m) = %(fw) = Z ZPi,ij,3,t" (n)dféBi,z’,,t& (&)
=1 j=1
ox L d
xp(&sm) = 8777(57 n) = Z Z Pi7jBi,3,ts (5)%33',371:’7 (n)
=1 j=1

Las funciones B-spline cuadraticas para la sucesién de nodos (3.23) no tienen la
misma uniformidad que las lineales con nodos (3.1). En el caso cuadratico las dos
primeras y las dos tltimas difieren de las restantes, que son iguales salvo traslaciones
(ver figura 3.6 izquierda). Las derivadas dBj(g) no son tan faciles de deducir como en
el caso lineal, pero las podemos obtener utilizando la férmula (2.8) y se expresan como

combinacién lineal de bases lineales a partir de la misma sucesién de nodos (3.23),

—2(n = 2)By 5 4¢(§) i = 1
(n=2)(2Byy (&) = B3gue(§)) i = 2
dB"’Zf(g) =9 (n=2)(Bj4e(§) — Bit12.4¢(8)) 3 <i< n—2 (3.45)
(n=2)(B, 124¢(§) =2Bp4c(§) i = n-1
2(n = 2)B,, 5 4¢(£) i = n

En la direccién 1 tenemos un resultado equivalente.

Es importante notar que B;9¢(§) con i = 1,--- ,n + 1 son las funciones “bési-
cas”lineales generadas con los mismos vectores de nodos t¢ con las que se generan
las funciones bésicas cuadraticas B, 3¢ (). El encomillado se debe a que realmente,
para la sucesién de nodos (3.23) las B;5;¢(£) no son propiamente una base ya que
By 246(§) = By124¢(€) = 0. Este detalle puede solventarse reduciendo la multiplici-
dad a 2 de los nodos de los extremos[68], quedando como sigue:

7—5 = (O7§17€27"'7§TL—171) (346)
T = (0)7717772""777m—171) (347)
con&=tii=1l.n—lyp=Ll7%j=1...m—1

Es importante notar que estos nodos no son iguales a los definidos en (3.1) y (3.2),
ya que estos tienen n— 1 y m — 1 puntos de ruptura respectivamente, mientras los otros
tienen n y m.
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3.2 Parametrizacion bicuadratica

De esta manera la expresion (3.45) puede rescribirse como:

( ~2(n — 2)By 5 1¢(€) i = 1
(- 2)@BrogelO) - Brael®) 1 = 2
Dl 1 0o Braan© - Banl@) 8 <i< n-2 (49)
(0= 2)(Bygre(©) 2B, 1p0e©) i = -1
L 2028, (© i = n

de esta manera los indices de las bases lineales B, 5 .¢({)) recorren de i = 1 hasta n — 1
que se corresponde con la dimensién del espacio vectorial determinado por la sucesién
de nodos (3.46). La expresién para %Bj737tn (n) es equivalente.

En la notacién matricial (3.30), obtenemos:

[ we(€,m) ] By (&) Pu BY () |
xe(§,m) = = (3.49)
L ve(&m) i d%B?,,tf({) Py B 1 (1) |
[ ag&m) ] [ Baue(®) Po BL () |
x,(&,n) = = (3.50)
L yn(&m) i B () Py d%Bg,tn (n) i
donde
d . d d
TBc©) = Byeld =[%Bmm&~wﬁaﬁﬂﬁ (3.51)
d . d d
Mme>=me>=LM&mmm~nM&mww] (3.52)

son los vectores fila de respectivamente n y m componentes de las derivadas de las
bases B3’t.g y B37tn.

Lema 3.4. Sea Ujj := [&,&+1] X [nj,nj+1], i =1,..,n—2, j =1,...,m —2. Para
V(&,m) € Uij, las derivadas parciales del mapeo bicuadrdtico (5.22) con nodos (3.23) y
(3.24) estdan dadas por,

i1 j+2

xe(&m) = (n—=2)Y > Wwhy B <(€)Bsgm(n) (3.53)

r=t s=j
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3. PARAMETRIZACION DEL DOMINIO

i+2 j+1
(§ n) m —2) ZZ(S VrsB 527" )Br,3,t5(§) (3.54)
r=i s=j
donde

2, r=1

Tr=9 1 2<r<n-2 (3.55)
2, r=n-—1
2, s=1

ds=4¢ 1, 2<s<m—2 (3.56)

2, s=m-—1
yhy s y v, s fueron definidos en (3.14) y (5.15) respectivamente.

Demostracioén, vea el anexo B.1.
Con este resultado ya podemos obtener una expresién para el Jacobiano bicuadrati-
0 (2.2). A diferencia del mapeo bilineal en el rectangulo [&;, &41] X [, nj4+1] ahora hay
involucrados nueve puntos de control.

Proposicién 3.2. Para (&,n) € [&,&+1] X 0, 0541), i=1,...,n—=2, j=1,...m—2,

el Jacobiano del mapeo bicuadrdtico (3.22) estd dado por,

i+2 542 i1 j+1

det— =SSN avwD,,,  BAOBABLOBL(n)  (3.57)

(n_ =i 5=] ¢’ =j s’ =5
donde
Hs’:1‘2<s’<m—2 ss=m-1

r'=1 4 2 4
— 3.58
Qs S<r/<n—2| 2 1 ) (3:58)

rr=n-—1 4 2 4

y

DT’,S;ﬁs’ = det (|:hrl 59 T‘Sli|) = hf’,svg,s/ — hg,ysvisx (359)

con h;  y v, ; definidos en (3.14) y (3.15)

Demostracion. La expresion (3.57) se obtiene sustituyendo en (2.2) la férmula (3.53)
para X¢ = (¢, ye)' v la f6rmula (3.54) para x, = (2, y,)" y organizando cuidadosa-

mente los términos. O
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3.2 Parametrizacion bicuadratica

Pi+2,j+2

P
ij+2 I+1’l+

vi+2,j+1

Pi+2,j+1

i+2

Figura 3.10: Puntos de control y vectores h (magenta) y v (verde) involucrados en la

expresion (3.57) del Jacobiano bicuadrético.

A partir de este resultado ya se dispone de una primera condicién suficiente de
inyectividad.
Teorema 3.2 (Condicién suficiente de inyectividad). Supongamos que los puntos P; ; i =
1,..um, j = 1,....m de la malla de control del mapeo bicuadrdtico (3.22) con nodos
(3.23) y (53.24) satisfacen
det ([by v, ]) >0 (3.60)

parar =i,i+1,i+2, r =i,i+1,i=1,...n—2ys=7,7+1,7+2, s =4,j+1, j=
1,...,m—2, donde h; s y v, ; estdn dados por (3.1]) y (3.15) respectivamente. Entonces

x(&,m) es inyectivo.

Demostracion. Para (&,n) € [&,&i+1] %[, nj41)con i=1,...,n=2, j=1,...m—2,el
Jacobiano del mapeo bicuadrético (3.22) estd dado por (3.57). Teniendo en cuenta que
los B-splines son funciones no negativas y que por hipétesis los determinantes (3.60)
son positivos, de (3.57) podemos concluir que det (Jx(&,m)) > 0. Por tanto, por la
proposicién 2.1, x(&,n) es inyectivo. O

Observaciones
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3. PARAMETRIZACION DEL DOMINIO

1. La expresion (3.57) involucra 36 sumandos, cada uno asociado a un determinan-
te en particular. De ese total, solo 16 determinantes corresponden a areas de
triangulos definidos por las dos diagonales de cada uno de los 4 cuadrilateros de
la malla de control involucrados, vea la figura 3.10. Los 20 determinates restantes
no corresponden a ningin cuadrildtero fisico de la malla de control. Por eso, en el
caso bicuadratico es mas dificil dar una interpretacién geométrica de la condicién
suficiente de inyectividad.

2. La condicién suficiente (3.60) es mejor que la propuesta en [77], donde se analizan
todos los vectores definidos por las diferencias “horizontales” y las diferencias
“verticales” de puntos de control consecutivos. Sin embargo, (3.60) es ain una
condicidn suficiente muy restrictiva pues muchos mapeos inyectivos no la cumplen.

3. Para obtener una condicién suficiente mejor hay que tener en cuenta que el Jaco-
biano (3.57) del mapeo bicuadrético es una funcién spline bicibica [38], [78]. En
consecuencia, puede escribirse como combinacién lineal de una base bictbica, que
restringida al rectangulo [&;, &i41] X [n;, n;j+1] estd formada por solo 16 funciones.
Exigiendo que los coeficientes de esta combinacion lineal no cambien de signo se
obtiene una condicién suficiente de inyectividad menos restrictiva que (3.60).

3.3. El Jacobiano como funcion B-spline

Es conocido que la suma y el producto de funciones B-spline es una funcién B-
spline [60],[68]. El Jacobiano se puede escribir como una funcién B-spline bicibica
[77],[38]. Es la suma del producto de las funciones derivadas parciales como se observa
en (2.2). Las derivadas parciales son funciones B-spline y debemos escribirlas como
tales, para conocer su orden y los vectores de nodos que determina la base. En esta
seccion escribiremos todos los actores que forman el Jacobiano como funciones B-spline
y aplicaremos los resultados del producto de B-splines para conocer cudl es el orden y
la sucesién de nodos del spline producto.

3.3.1. Las derivadas parciales como funciones B-spline

Las derivadas parciales x¢ y x,, restringidas al rectangulo [&;, &i41] % [1, 1)j41], fueron
desarrolladas en (3.53) y (3.54). Sin embargo, debido al soporte compacto de la base
esto obviamente puede ser extendido para cualquier (£,7) € [0, 1]?

n—1 m
xe(&,m) = (n=2)> > yihijBio e (§)Bjam(n) (3.61)
i=1 j=1
n m—1
Xp(&m) = (m—=2)Y > 6;vi; B, 346 (&)Bjaen(n) (3.62)
i=1 j=1
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3.3 El Jacobiano como funcién B-spline

donde 7;, dj, h; j, v;; fueron definidos en (3.56), (3.55), (3.14) y (3.15).

Debemos observar que las bases lineales estan referidas a los vectores de nodos 7¢ y
7" definidos en (3.46) y (3.47). Estos vectores de nodos tienen n+1 y m+1 elementos
respectivamente por lo tanto, usando la férmula (2.6), las dimensiones de los espacios
vectoriales de orden 2 (lineales) son n-1 y m-1 respectivamente. Las representacio-
nes (3.61) y (3.62) nos revelan que ambas son funciones spline producto tensorial. La
primera lineal-cuadratica y la segunda cuadratica-lineal y sus puntos de control son
respectivamente:

(” - 2)’7ihi,j
(m —2)d;vi;

3.3.2. Spline producto de funciones B-splines

El producto de funciones spline es un spline. En [60] estd descrito un método para
conocer el orden, las sucesiones de nodos y los puntos de control del B-spline producto,
a partir de conocer estos datos de los B-splines factores. Es decir, dados:

fa(x) = Z GiBi 1y 1o (T)
=1

fo(@) = iBiy, (@)
=1

. . +k
con ¢;, ¥; € R y respectivas sucesiones de nodos: (t“)?:“fkl y (tb)?:bl * entonces

N
9(@) = fa(@) fo(x) = piB; s (x)
=1

es un spline de orden
k=ke+ky—1 (3.63)

Para establecer la sucesién de nodos t de g(z) procederemos primeramente indicando
cuales son sus elementos y luego cudl es la multiplicidad de cada nodo. El conjunto de
los nodos es el resultado de la unién como conjuntos, es decir, sin repetir elementos, de
las sucesiones t® y t°. La multiplicidad m de cada nodo se establece segiin siguiente la
férmulas:

'méx(ka—l—mb—l;kb—i—ma—l) si mg >0, mp >0
ko +mp —1 si mg=0, mp >0
m— (3.64)
ky +mg — 1 si mg >0, mp=20
\0 SI mazo, mb:()
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3. PARAMETRIZACION DEL DOMINIO

donde m, es la multiplicidad del nodo en la sucesién t* y m; la multiplicidad del
nodo en la sucesién t°. Si un nodo no estd en una de las sucesiones de nodos, esto
significa que su multiplicidad es 0. Si aparece una vez en la sucesién tiene multiplicidad
1 y asi sucesivamente.

En las sucesiones (3.23), (3.24) los nodos &1, §,-1, M1, Nm—1 tienen multiplicidades
m, = 3 mientras los restantes nodos tienen multiplicidades 1. En (3.46), (3.47) los
nodos &1, &n—1, N1, Mm—1 reducen su multiplicidad a 2, mientras que los restantes se
mantienen en 1.

En [60], K. Morken da un método complejo, pero explicito, para encontrar los puntos
de control de g(z). En [66] se da otra via basada en escribir cada curva con la misma
sucesion de nodos, insertando los que sean necesarios y expresar cada curva en la forma
de Bezier. Posteriormente se utilizan conocidos resultados de multiplicacién de curvas
de Bezier con los mismos nodos, para determinar los puntos de control resultantes.
Finalmente se remueven los nodos auxiliares tal como lo describe Morken. Sin embargo
en nuestro trabajo encontramos los puntos de control del Jacobiano resolviendo un
problema de interpolacién que describiremos mas adelante.

Nuestro el mapeo es el producto tensorial de bases de una dimension. Para aplicar
los resultados anteriores procederemos fijando una direccion y calculando para la otra.

3.3.3. Orden, nodos y dimensién del espacio B-spline producto

Las derivadas x¢, e, y, y, son funciones B-spline como se mostré en (3.61) y
(3.62). Los productos z¢y, y yex,, sumandos del Jacobiano (2.2), son también B-splines.
Ambos productos tienen como factores una componente de un spline lineal-cuadratico
(x¢) por otra componente de un B-spline cuadratico-lineal (x,). Para determinar los
érdenes en las direcciones { y 71 de los productos z¢yy, y yey, procedemos fijando una
direccién y aplicando a la otra la férmula (3.63). En la direccién £ el orden es 4:

ke =2+3—-1=4,
mientras que en la direccién 1 también tiene orden 4:

ky=3+2—-1=4
En consecuencia x¢y, es un B-spline bictibico.

Para establecer los vectores de nodos, también aplicaremos los resultados anterior-
mente descritos para cada direccién por separado. En la direccién £ intervienen las
sucesiones de nodos (3.46) y (3.23). La unién como conjuntos de ambos vectores pro-
duce:

Para conocer la multiplicidad de cada &; utilizamos la férmula (3.64). Los &; estdn en
ambas sucesiones de nodos (3.46) y (3.23), solo cambian las multiplicidades. En (3.46)
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3.3 El Jacobiano como funcién B-spline

&y €q—1 tienen multiplicidad m, = 2, los restantes & con ¢ = 2,...,n — 2 tienen
multiplicidad m, = 1. En (3.23) & y §,—1 tienen multiplicidad m;, = 3, mientras los
restantes & se mantienen con multiplicidad mp = 1. Como todos los §; estan en ambas
sucesiones de nodos, la multiplicidad estd determinada por la primera opcién de la
férmula (3.64).
Para £; tenemos
m=max(2+3—-1;3+2—-1)=4

Para &, obtenemos igual resultado.
Para los restantes &; tenemos que

m=max(2+1-1;34+1-1)=3

En la direccion 1 obtenemos un resultado similar. Finalmente el B-spline x¢y;, es bictbi-
co con sucesiones de nodos

Cﬁ - (0761751;515'"551' 757;751'7"'7 fnflg gn—l,gn—b 1) (365)
Cn = (077’1’77177715"'anjanjanj7"'777m—1)77m—17nm—171) (366)
Para el otro producto, el B-spline y¢x,, se obtienen los mismos resultados, o sea, el

orden es bictbico y los vectores de nodos son los mismos que para z¢y,. En la figura
3.11 se muestran las bases cibicas generadas por estas sucesiones de nodos..

0.9
0.8 ul
0.7~ -
0.6~ -
0.5 -
04— -
03 -

0.2 -

AN

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.11: Bases B-splines ciibicas de los nodos (3.65) o (3.66)

Por lo tanto el Jacobiano es la diferencia de dos funciones B-spline bicibicas con
las mismas sucesiones de nodos en ambas direcciones, luego el es también una funcién
B-spline biciibica con sucesiones de nodos (3.65) en £ y (3.66) en 7.

53



3. PARAMETRIZACION DEL DOMINIO

Para calcular las dimensiones N en la direccién € y M en la 1, del espacio vectorial
S generado por las bases ciibicas determinadas por las sucesiones de nodos (3.65) y
(3.66), utilizamos la férmula (2.6) obteniendo:

N=0B(n-1)+2—-4=3n-5 (3.67)

M=03Bm-1)+2)—4=3m—5 (3.68)

Es interesante observar, a partir de la multiplicidad de los nodos de las sucesiones
(3.65) y (3.66), que hay una pérdida de suavidad, es decir, el Jacobiano |Jx(&,n)| es de
clase C? en ambas direcciones al interior de cada cuadrilatero [&;, & 1] X [0, 7j+1], mas
en la interseccién de cuadrilateros vecinos solo hay continuidad.

3.3.4. Expresiones B-spline del Jacobiano bicibico

De acuerdo a lo visto en la seccién anterior el Jacobiano del mapeo bicuadratico
(3.22) puede representarse en una base B-spline bictibica. Podemos escribirlo de varias
maneras en atencion a una utilidad particular.

1. Expresion explicita:

N M
det (J(&m) =D > CrsByce(€)Bsaen(n) (3.69)

r=1s=1

donde

» (s € R son los coeficientes control, que en este caso son nimeros reales

» B, 4 c(§) esla r-ésima base clibica B-spline en la direccién &, para la sucesién
de nodos (¢ dada en (3.65) conr =1,...,N

n B, 4¢n(n) es la s-ésima base ctibica B-spline en la direccién 7, para la sucesién
de nodos (" dada en (3.66) con s =1,..., M

s N=3n-5
s M =3m-—5

2. Expresion matricial:
det (J(&m)) = By cc(€) C Bl a(n) (3.70)

donde:

= B, (¢) € RY es vector fila de la evaluacién de ¢ € [0,1] en las funciones
bésicas cubicas B-spline para la sucesién de nodos (3.65), es decir

By ce(§) = [Biace(€), ..., Byace(€)]
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= Bycn(n) € RM es vector fila de la evaluacién de 1 € [0,1] en las funciones
bésicas cubicas B-spline para la sucesién de nodos (3.66)

Bycn(n) = [Bracn(n), -, Buagen(n)]
s C € RV*M 3 matriz de los puntos de control del mapeo, mas precisamente
C= {OTS}T 1,s=1

Para encontrar los elementos de la matriz C podemos utilizar el método propuesto
en [66] o el propuesto en [60]. Pero nosotros proponemos -por ser un procedimiento
mas claro- obtener C mediante interpolacién. Se evalda el Jacobiano, a través
de la expresién (2.2) en N x M puntos uniformemente distribuidos en [0, 1]2.
La expresién para las derivadas parciales es la descrita en (3.49) y (3.50). El
algoritmo se dard en el siguiente epigrafe.

. Expresién del mapeo biciibico restringido a [&;,&1] % [0, 7j4+1]

La expresién explicita (3.69) no es muy provechosa ya que no podemos especifi-
car que indices 7,5 en concreto intervienen en el rectangulo [&;, &i41] X [0, nj4+1]-
Por esta razén reescribiremos las sumas para hacer esto posible. Primeramente
observemos de (3.23) y (3.65) que un intervalo

(€5, €iv1) = [Giny Gignl 1<i<n—2 (3.71)

de igual manera

3,1 = (G410 Gyl TSI SmM—2 (3.72)

En la notacién que sigue de las bases omitiremos, siempre que no genere dudas, la
referencia al orden (que siempre es 4) y a la sucesién de nodos que en la direccién
€ es (3.65) y en la direccién n (3.66)

n—2m-—2 1
det ( Z Z 031”-&-7’/738-1-5/_837,_’_7,/ (5)3384_5/ (’r])) (3‘73)
1 \r'=

r=1 s= I=—2 ¢/ =—2

por lo tanto si (£,7) € [&,&i+1] X [j,nj+1] la expresion del Jacobiano restringido
a ese rectangulo la escribiremos de dos maneras, ambas tienen interés tedrico y las
utilizaremos indistintamente segiin las necesidades de cada momento en cuestion.
La primera se deduce del interior de los parétesis de la formula anterior cuando

r=1y8=7j:

det (J(&5 1) (e melereosa)xngmsea] = Z Z C3itr 35+ B3itr (§) Bsjrs (1)

r'=—2s'=-2

(3.74)
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La otra manera parte de las relaciones (3.71) y (3.72) y es la forma natural de
restringirnos al recténgulo (&, 7]) (i, &ir1) X [1j,mj+1] teniendo en cuenta que

[§i7§i+1] [7737 77J+1] [ngp C37,+1] [C;]jer ng+1]a por lo que podemos escribir:

3i+1  3j+1

det (J(&; 77)) (Emeléigivi)xmjmit] — Z Z Cr.s By (€) Bs(n) (3.75)

r=31—2s=35—-2

3.3.5. Algoritmo de calculo de los coeficientes control del Jacobiano

Algoritmo 3.1 (JacobianCoeff).

Entrada: Malla de control P = {Pi;}, i =1,...,n,5 =1,...,m de (3.22)
Salida: Matriz N x M de los coeficientes de control de mapeo bictibico (3.69):

C:{Cl,j}v Z:177]\]'7 ]:177M

1. Generar N = 3n — 5y M = 3m — 5 puntos entre [0, 1] uniformente distribuidos
en las direcciones ¢ y 7 respectivamente

S -
Ez[flv'nvgN]teRNv £Z:N_1 /L:]-a”'7N
- _ M _ Jg—1 .

— 7, ... R S 1 M
n [7717 anM] € ) Ui M_1 J ) s

2. Evaluar en Jacobiano en € y 7 usando (2.2), (3.49) y (3.50), obteniendo la matriz
denotada por J(§;%):

det (J(&;m1)) -+ det (J(&;m5)) -+ det (J(&137m))
JEM = | det(JEm) - det(J(E:n) - det(J(Eima) | e RYM
det (J(EN;ﬁl)) o+ det (J(éNQﬁj)) o det (J(éN; 7))

3. Evaluar las funciones bésicas cibicas en € y j y obtener las matrices:
B, (§) e RN Bye(pg) e RMM

Cada renglén de las matrices anteriores es By ¢ (&) v Bycn(n;) respectivamente,
mas precisamente las matrices son

Biace(€&1) -+ Biace(§1) -+ Byace(1)
Bye()=| Biacs(&) -+ Bigee(&) -+ Byagce(&)
Byace(§n) ++ Biace(€n) -+ Byace(€n)
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Bigen(m) -+ Bjaen(m) -+ Buaagen(m)
Bycen(@) = | Buiaen(n) - Bjacen(ni) -+ Baaen(ng)
Braen(mm) -+ Bjaen(mm) -+ Baraen ()

4. Despejar C de (3.70) o
C =B . (§)J(&7)B, (@) (3.76)
Para lo cual se puede proceder siguiendo el algoritmo:

a) Factorizar via LU la matriz By -¢(§) = LeUs
b) Factorizar via LU la matriz By ¢ () = L,U,

¢) Resolver por susticién hacia adelante y hacia atras los sistemas de ecuaciones
con M miembros derechos:

L LV = 3E) o
» UsZ = W note que la soluciéon Z = B;ég &)J(&;n)

d) Resolver por susticién hacia adelante y hacia atras los sistemas de ecuaciones
con N miembros derechos:

» L,0= Zt
» U,I' = © note que la solucién I' = C*
e) C:=T"

Este mecanismo no es tan costoso como se pudiera suponer ya que los procesos
de evaluacién del Jacobiano del paso 2, que involucra evaluar las bases cuadraticas y
sus derivadas, son muy eficientes y estables [26]. Lo mismo ocurre con la evaluacién
de las bases cibicas del paso 3. Para las factorizaciones LU de las matrices By . ()
y Ba¢n (%), se puede aprovechar su estructura ya que estdn organizadas por bloques
con a lo més 4 elementos diferentes de cero en cada renglén. Ademads son matrices bien
condicionadas. En la figura 3.12 se muestra el ndmero de condicién de la matriz B‘é‘5 &),
como funcién de su dimensién N. Se observa que el nimero de condiciéon se mantiene
aproximadamente constante y menor que 6. Por lo tanto las matrices BZ%5 &)y B‘én (7)

son bien condicionadas independientemente de las dimensiones.
3.4. Condicién necesaria de inyectividad
A continuacién probaremos una condicién necesaria de inyectividad para el mapeo

bicuadrético (3.22). Esta condicién se obtiene dandonos cuenta que el Jacobiano (3.69),
como funcién spline bictibica, interpola a determinados coeficientes de control.
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5.551

5,550 5
5.548" 1
5.546 1
55445 500 1000 1500

Figura 3.12: Numero de condicién de la matriz B‘ég( ) como funcién de sus dimensiones.

B3i—2(§) Bsi+ 1@)
B, ,€) B,
’ E, g

i+1

Figura 3.13: Funciones B-spline ctibicas restringidas a [¢;, &;+1]-

Lema 3.5. El determinante de la matriz jacobiana del mapeo bicuadrdtico (3.22) para

las sucesiones de nodos (3.23) y (3.24) satisface que
det (J(fl,n])) :Cgi_ngj_g, t1=1,---,n—1, 5=1,--- ,m—1 (377)

Demostracion. Sinos restingimos al rectangulo [&;; &i41] X [nj;nj+1], podemos utilizar la
expresion (3.75). La figura (3.13) muestra las cuatro bases que son diferentes de cero en
el intervalo [£;; &+1]. Se observa (y se puede demostrar facilmente utilizando la férmula
de Cox-de Boor) que By; 94 ¢¢(&) = Bsjaacn(nj) = 1y Baipace(&) =0, 17 =
—1,0,1y Bsjigacn(nj) =0, s =—1,0,1 si evaluamos (&;,7;) en (3.75) obtenemos

det (Jx(&ism5)) = Csi—2,3j-2
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3.4 Condicién necesaria de inyectividad

O]

En la figura 3.14 observamos, en los circulos, la distribuciéon de los coeficientes
de control que son interpolados por el Jacobiano B-spline biciibica, como indica el
lema anterior. A partir de este lema obtenemos la siguiente condicién necesaria de
inyectividad para el mapeo bicuadratico (3.22)

o S

O O O

~
. .’4
Py

101':) f C (
0 0 O <
o) ( 0O C

(

Qﬁﬁéﬂﬁﬁﬁﬁ(ﬁ\

L L ! L L L L !
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figura 3.14: En los circulos la disposicién de los coeficientes C3;_2 3;—2 en la matriz C.
Los rectdngulos encierran los 16 coeficientes Csit, 345 de (3.74) involucrados en cada

parche imagen de [&;, &iv1] X [17,mj41]

Teorema 3.3 (Condicién necesaria de inyectividad). Si el mapeo x(&,7n) dado por
(3.22) es inyectivo entonces los coeficientes C3;_o3j—o con i = 2,---,n — 2, j =
2,---,m —2 en la expresion (3.77) son todos mayores o iguales que cero o menores

iguales que cero.

Demostracion. Sea D = (0,1)2 € R?, es decir, el cuadrado unitario abierto. Para
cualquier conjunto abierto V' O D, denotemos por x(£,n) la extensién de (3.22) a V,

en el entendido que:

= Bj34(£) es extendido para § < 0 como el polinomio cuadratico definido por
By 34¢(€) para {1 < € < €. De manera similar, B,, 3¢ (&) es extendido para £ > 1

como el polinomio cuadratico definido por B, 3,¢(§) para §,—2 <& < §,-1.
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» Bizm(n) es extendido para n < 0 como el polinomio cuadrético definido por
By 3m(n) para n1 < 1 < np. Similarmente, B, 3(n) es extendido para n > 1

como el polinomio cuadrético definido por By, 34m(n) para nm—2 <1 < Nm—1.

Entonces X(£,n) y sus derivadas parciales son continuas sobre V.

Esto indica que las hipétesis de la Proposicién B.1 del apéndice se cumplen. Por lo
tanto , det(Jx(&,n)) no cambia de signo en D. Como (§;,7n;) € D parai=2,...,n—1y
Jj=2,...,m—1y del Lema 3.5, sabemos que det(Jx(&;,7n;)) = C3i—2,3j—2. Concluimos
que los coeficientes C3;_23j_2, 1 =2,...,n—2, j =2,...,m—2son todos > 0 o todos

<0. O

En el capitulo anterior definimos una malla estructurada de cuadrilateros convexa
(Definicién 2.4) y en la seccién 3.1 cudl es la manera practica de comprobar la con-
vexidad. El siguiente resultado nos asegura que para construir un mapeo bicuadratico
inyectivo, es un buen punto de partida contar con una malla de control convexa.

Proposicién 3.3. Asumamos que la malla de control P del mapeo bicuadratico x(&,n)
definido en (3.22) es convexa. Entonces x(£,1n) satisface la condicion necesaria de in-

yectividad dada en el Teorema 3.5.

Demostracion. Vea apéndice B.2.1 O

3.5. Condiciones Suficientes de Inyectividad

En esta seccién presentaremos dos condiciones suficientes de inyectividad para el
mapeo bicuadratico (3.22). Una de estas condiciones fue anunciada en términos genera-
les en [78] y también en [38] para funciones B-spline producto tensorial de érdenes arbi-
trarios. Nosotros nos enfocamos en un mapeo bicuadratico. Como se verd en la préxima
seccién dedicada a los algoritmos, las condiciones son faciles de verificar. Estas ademas
se satisfacen en ejemplos practicos como mostraremos, también, mas adelante. En esto
se diferencia de la restrictiva condicién basada en la expresion (3.57) introducida en
[77].

Teorema 3.4 (Condicién suficiente de inyectividad I). Asumamos que las cuatro curvas

que definen la frontera del mapeo B-spline bicuadrdtico x(&,m) dado por (3.22) son
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regulares. Si los coeficientes Cr g, r =1,...,N, s =1,..., M en la representacion (3.69)

del Jacobiano x(§,n) de son positivos, entonces x(£,m) es inyectivo en U.

Demostracion. Todas las funciones B-spline involucradas en (3.69) son no negativas.

Ademas, dado un (£,7) € U existe al menos una funcién B-spline ctibica B, 4 ce(§),1<

r < Ny otra funcién B-spline ctibica B; 4.¢n(n), 1 < s < M tal que B, 4 ¢¢(§) Bsa,¢n () >
0, por lo tanto, bajo las hipdtesis de este teorema el Jacobiano del mapeo bicuadratico
(3.22) es positivo V(g, 7n) € U, por consiguiente por la proposicién 2.1 podemos concluir

que x(§,n) es inyectivo en U. O

Observemos que la condicién suficiente anterior reduce la informacién sobre el Ja-
cobiano a un nimero finito de valores: los coeficientes de control. Como es conocido
las funciones B-spline estan contenidas en la envoltura convexa de su poligono o malla
de control. Si el nimero de puntos de control es relativamente pequeno la distancia
entre la funcién y sus puntos de control puede ser grande. Por lo tanto, puede que
mapeos B-spline bicuadraticos inyectivos no satisfagan la Condicidn Suficiente de In-
yectividad 1. La figura 3.15 muestra el Jacobiano “sostenido” por la malla de control.
En este ejemplo el Jacobiano es positivo, por ende, el mapeo es inyectivo, sin embargo,
existe un punto de control negativo (indicado con la flecha), por lo tanto desde el punto
de vista del teorema 3.4 no podemos afirmar nada acerca de la inyectividad del mapeo.

Figura 3.15: Jacobiano estrictamente positivo con puntos de control negativos

Si alguno de alguno de los 16 coeficientes del Jacobiano (3.75) correspondientes al
rectangulo paramétrico U;j, 1 <7< n—2, 1 <j < m — 2 es negativo, es posible
refinar la condicién suficiente subdividiendo el parche correspondiente, con la técnicas
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mostrada en el epigrafe 2.2.2. Mas precisamente, introduciendo nuevos nodos en los
puntos medios de los intervalos [&;,&+1] ¥ [7j,7j+1]. De esta manera las sucesiones de
nodos quedan de la siguiente forma:

En la direccién &:

i+&i :
[Cf o C§i+17 S, C§i+2v o C§n—l]
mientras que en la direccién 7:
U it . . 1
C [ 77]’ 0 +% ) 77.7"!‘17 ] (3 79)
42 .
= [C? ng+1> : zj+ ’ ng+2> Cgmfl]

Denotemos por C¥ la matriz dimensién 4 x 4 de los coeficientes de control del
Jacobiano (3.75) restringido a U; j, 1<i<n—2, 1<j<m—2

C3i—23j—2 C3i—23j—1 C3i—23; C3i—23j+1

ii | Csi—13i—2 C3i—13j-1 Csi—13; C3i-135+1
CY = (3.80)

C3;,3j—2 C3i3j—1 C3;,3j C3i3j+1

Cziv13j—2 C3ir13j-1 C3i41,35 C3i41,3j+1
Después de la insercion de los puntos medios en cada direccién tenemos nuevas
funciones bésicas B-spline. Por lo tanto, el Jacobiano (3.75) debe ser reescrito en Uj

quedando de la siguiente forma en la nueva base:

3i+2 3542

det(K(&m) = 3. 3 NLB'.(©B!,, ) (3.81)

r=31—2 s=3j—2

donde la nueva matriz 5 x 5 de coeficientes de control N* est4 dada por,

NY =H CY H' (3.82)
con
1 0 0 0
1/2 1/2 0 0
H=| 0 1/2 1/2 0 (3.83)
0 0 1/2 1/2
o 0 0 1

Observe que los nuevos coeficientes de control N* para el parche correspondiente
a U;; son promediaciones de los puntos de control originales C¥. La nueva malla
N% es més cercana a la superficie de la funcién Jacobiano. Este efecto se aprecia
muy claramente en la figura 3.16 de una dimensién. A la izquierda una curva B-spline
ctibica (en azul) estrictamente positiva cuyo poligono de control (en rojo) tiene un
vértice negativo. A la derecha la misma curva expresada en la nueva base al introducir
el punto medio, tiene un nuevo poligono de control (en verde). Como se observa el
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-Ei Sivt -éi (8 +§:+ 2 St

Figura 3.16: A la izquierda una curva B-spline cibica (en azul) estrictamente positiva
cuyo poligono de control (en rojo) tiene un vértice negativo. A la derecha la misma curva
expresada en la nueva base al introducir el punto medio, tiene un nuevo poligono de control

(en verde). Como se observa el nuevo poligono de control es estrictamente positivo

nuevo poligono de control es estrictamente positivo, lo que asegura la positividad de la
curva.

Por consiguiente, una nueva condicion suficiente puede ser formulada en términos
de los INY.
Teorema 3.5 (Condicién suficiente de inyectividad II). Asumamos que el mapeo bi-
cuadrdtico x(§,m) dado por (5.22) satisface las condiciones necesarias de inyectividad
del Teorema 3.5. Si para algin rectdngulo paramétricoU; j, 1 <1< n—2, 1< j<m—2
todos los elementos de la matriz N de orden 5 x 5 definida en (3.52) son positivos,

entonces x(&, 1) es inyectivo restringido a U; ;.

Demostracién. De acuerdo a (3.81) V (&§,1) € [&,&i+1] X [1;,1;+1) tenemos

3i+2  3j+2

det(Sx(&m) = 3 > NAB (OB, )

r=3t—2s=3j5-2

Todos los B-spline son no negativos, mas aun, dado (E,m € U, ; existe al menos una
funcién B-spline B;l e (&), 3i— < 31+ 2 y otra funcién B-spline B4 ,(m), 3§ =2 <
< 35 + 2 tal que

Biég (E)B;ﬁ@(m >0
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Como todos los elementos de la matriz N¥ son positivos y por la tltima expresién se
tiene que

det(x(€,77) > 0 ¥ (£,7) € Ui
Por consiguiente por la Proposicién 2.1 se puede concluir que x(&,n) is inyectivo res-

tringido a Uj; ;. O

3.5.1. Condicion suficiente mas fina

Se puede utilizar un refinamiento mas fino si introducimos més de un nodo en los
intervalos [&;,&+1] v [nj,mj+1] que contengan coeficientes de control negativos. Este
proceso no encarece esencialmente el proceso de subdivisiéon. En cambio potencializa la
capacidad de detectar la inyectividad del mapeo. Concretamente si introducimos tres
nodos equidistantes en vez de uno, las nuevas sucesiones de nodos quedan:

36+ &iv1 &+ &t &+ 38t

Cé =t gia 4 ) 2 3 4 ) £i+17"' (384)
3N+ i1 N+ nj 304
gn:"'777j7 : 4 . ) ! 2j ) ! 4 : y Mj+1- (385)

v los nuevos coeficientes de control son ahora una matriz 7 x 7

N“ =M C*» M! (3.86)

pero en este caso la matriz M € R7*% es:

1 0 0 0
3/4 1/4 0 0
3/8 1/2  1/8 0
M= | 3/32 13/32 13/32 3/32 (3.87)
0o 1/8 1/2 3/8
0 0 1/4 3/4
0 0 0 1

Como en el caso anterior la nueva condicién suficiente estd basada en la positividad

de todos los elementos de N%J .

Con estos resultados tedricos estamos en condiciones de dar un algoritmo que veri-

fique la condicién necesaria y las condiciones suficientes de inyectividad.

3.5.2. Algoritmo de verificaciéon de la condicion necesaria y las condi-
ciones suficientes

El siguiente algoritmo InjCond parte de la malla de control P = P;;, i =

1,..,n,7 = 1,...,m del mapeo bicuadratico (3.22) para verificar la condicién nece-
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saria presentada en el Teorema 3.3 y las condiciones suficientes de los Teoremas 3.4 y
3.5 o la variante més fina (3.86). El algoritmo devuelve una respuesta que puede ser:

1. “Mapeo No inyectivo”
2. “Mapeo Inyectivo: Condicion Suficiente I satifecha

3. “Mapeo Inyectivo: Condicion Suficiente II satifecha

4. “No se satisfacen las Condiciones Suficientes I ni I1”

Algoritmo 3.2 (InjCond).

Entrada: Malla de control P = {P; ;}, i=1,...,n,j = 1,...,m del mapeo (3.22)
Salida: respuesta

1. Calcule det(Jx(&,m4)), i=1,...,n—1,j =1,...,m—1, donde & y n; fueron dados
en (3.25) and (3.26) respectivamente.

a) Si todos los valores son positivos ir al paso 2

b) Si det(JX(é-il’njl)) det(JX(giQaan)) <0 para algﬁn (il,jl) y (Z'27j2)7 con 2 <
i1,0 <N —2y 2 < j1,j2 < m— 2 finalizar y retornar respuesta= “Mapeo
No inyectivo”.

c) Si det(Jx(&,mj)) = 0 para algin (i,7), con 1 < i <n—-1y1<j<
m — 1, finalizar y retornar respuesta= “No se satisfacen ni las Condiciones
Suficientes I ni 117

2. Use el Algoritmo 3.1 JacobianCoeff para calcular los coeficientes de la matriz
C del Jacobiano del mapeo bicuadratico con puntos de control P.

3. Si todos los elementos de la matriz C son positivos, finalizar y retornar respues-
ta= “Mapeo Inyectivo: Condicion Suficiente I satifecha.

4. Si C tiene elementos no positivos:

a) Determinar a qué parches corresponden los coeficientes no positivos y para
cada uno de ellos utilizar el proceso de subdivisién (3.82) o el (3.86) para
calcular la nueva matriz de coeficientes N%

b) Verificar el signo de los elementos de las matricies N/ Si alguno de ellas tiene
elementos no positivos, interrumpir el proceso, finalizar y retornar respuesta
= “No se satisfacen ni las Condiciones Suficientes I ni 11”7
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3.6. Generacion de mapeos bicuadraticos inyectivos

En esta seccion presentaremos el algoritmo BiQuadMap para construir un mapeo
bicuadratico inyectivo x(&,7) del cuadrado paramétrico [0,1]% en una regién Q € R2.
En él estédn recogidos todos los temas desarollados hasta este momento.

Como en el epigrafe 3.2.1.1 supondremos conocidas cuatro curvas B-spline cuadrati-
cas x(£,0),x(£,1), 0 < € <1y x(0,n7),x(1,n), 0 < n < 1. Estas curvas definen la
frontera de 2. Estos B-spline cuadraticos son

x(£,0) = Y Pi1Big;e(©), x(61) =) PimB;3.(&) (3.88)
=1 =1

x(0,7) = Y Pi;Bjsm(n), x(1,n)=> Pn;Bjzmn) (3-89)
j=1 j=1

En otras palabras, los puntos de control P;1,P;;m, ¢ = 1,...,ny P1;,Py;, j =
1,...,m son conocidos,' y nuestro problema se reduce a encontrar los restantes puntos
de control interiores que hagan inyectivo el mapeo x.

Como en el epigrafe 3.2.1.2 denotemos por €2 la regién plana cuya frontera es la
poligonal definida por los poligonos de control de las curvas x(&,0),x(1,7),x(§,1) v
x(0,n). Los puntos interiores P;;, i = 2,...,n—1, j = 2,...,m — 1 de x(&,n) son
calculados como los vértices de una malla estructurada de cuadrildteros G sobre ().
Nuestra implementacién de BiQuadMap utiliza el sistema UNAMalla [72] para la
obtencién de una malla e-convexa cuyos detalles fueron explicados en la seccién 2.3.2
del capitulo 2.

La estrategia esquemadtica y simplificada del algoritmo consiste en iniciar con una
malla de control, optimizarla y comprobar las condiciones suficientes de inyectividad,
si no se satisfacen subdividir las sucesiones de nodos del mapeo bicuadratico colocando
nuevos nodos en todos los puntos medios. Este proceso aumenta las dimensiones de la
malla original aproximadamente al doble. LLuego repetimos el proceso de optimizacién
hasta alcanzar la inyectividad o el nimero méaximo de iteraciones prefijado. Por lo
tanto, el algoritmo devuelve una malla de control, de dimensiones no necesariamente
iguales a la de partida, ademas da informacién acerca de la inyectividad del mapeo.
La idea acerca de la convergencia radica en la aproximacién acelerada de la frontera
0Q a la frontera 0 por el proceso de subdivisién, unido a las potencialidades de
los funcionales del sistema UNAMalla de obtener mallas e-convexas con propiedades
geométricas preestablecidas. Estas mallas e-convexas como demostré el Teorema 3.1
garantizan la inyectivad del mapeo bilineal asociado y se espera que transmitan esta
propiedad al mapeo bicuadratico correspondiente. Este hecho se ve reflejado en los
experimentos que se mostraran en las siguientes secciones.

1En el anexo A se esboza la manera usual de obtener estas curvas
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En el parrafo anterior dimos una idea simplificada del algoritmo, a continuacién da-
remos los detalles del mismo. Previamente debemos aclarar las notaciones empleadas
en el pseudocodigo. El algoritmo parte de las dimensiones iniciales n x m que tendra
la malla de control. La malla inicial P? es generada por UNAMalla mediante interpo-
lacién transfinita. El pardmetro k.. es la cantidad még{ima de veces que el algoritmo
construye una parametrizacién sobre Q. Ademés P* y P* denotan respectivamente las
mallas inicial y 6ptima en el k-ésimo paso. Las mallas P* y P* son de dimensiones
ng X my, donde ng = 2(ng_1 — 1) y mg = 2(mg_1 — 1), con ng = n,mg = m.

En el paso 4, BiQuadMap llama al Algoritmo 3.2 InjCond para verificar si el
mapeo con la malla éptima P* satisface alguna de las condiciones suficientes. En caso
que asi sea el algoritmo termina. En caso contrario y asumiendo que la iteracion k <
kmaz, BiQuadMap calcula la malla P+l = (P’;H,P’;“) obtenida por subdivisién

de P*, como habfamos mencionado anteriormente. M&s precisamente esto significa:

pitl =T, PiT!, | Pyt =T, Py, (3.90)
donde

10 0 0

1/2 1/2 0 0

0 3/4 1/4 0 0

0 1/4 3/4 0 -- 0

T, =| 0 0 3/4 1/4 0 0 | e g2ne—1xm

0 0 1/4 3/4 0 0

o --- e 00 1/2 1)2

| 0 0 0 1

Ambas mallas P* y PF*+1 representan el mismo mapeo bicuadrético. Sin embargo
es posible que las condiciones de inyectividad se satisfagan en el mapeo con la malla
més fina P*!, aunque en la malla més gruesa P* (antes de subdividir) no se hayan
cumplido. Por lo tanto, del paso 5 se salta al paso 2 para verificar las condiciones de
inyectividad nuevamente. Este paso se utiliza para evitar, de ser posible, un paso de
optimizacion, que es por mucho, lo mds caro de todo el proceso. Por otra parte, los
vértices de PFt1 son calculados como una combinacién convexa de los vértices de P¥,
la cual es una malla e-convexa 6ptima del funcional (2.24~). Por lo tanto, P**! est4
cercana a ser convexa, aunque no hereda la convexidad de P¥, pero si es una excelente
aproximacion inicial para avanzar a la malla éptima en la iteracion k£ + 1.

Algoritmo 3.3 (BiQuadMap).

Entrada: n, m, k.
Salida: P, iter y MapInfo
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1. Contruir una malla inicial P? de n x m puntos de R?
Sea ) la regién plana cuya frontera es la poligonal con vértices

0 po
PP, i=1..,ny

0 0 L
Pl,j’Pn,ﬁ j=1..,m.

Sea k := 0,n¢ := n, mg := m.

2. Llamar al Algoritmo 3.2 InjCond con P := P*.
Si respuesta = “Mapeo inyectivo”
finalizar y retornar P := P* iter := k, MapInfo = “Mapeo inyectivo”
sino ir al siguiente paso

3. Partir de P* para obtener P* como la malla oOptima al minimizar el funcional F
(2.21) sobre Qy, donde €2 es la regién plana cuya frontera es el poligono frontera
de PF,

4. Llamar al Algoritmo 3.2 InjCond con P := P*.
Si respuesta = “Mapeo inyectivo”
finalizar y retornar P, iter := k, MapInfo = “Mapeo inyectivo”
sino ir al siguiente paso

5. Sik < kmaz, N

aplicar la subdivisién (3.90) y obtener P¥*! de P¥,

Hacer:
N1 = 2(ny — 1)
mr+1 = 2(mk — 1)
k=k+1

Regresar al paso 2

En otro caso finalizar y retornar:
P, iter := kpmaz, MapInfo = “Mapeo bicuadrdtico podria ser No inyectivo”

Este algoritmo puede tener otros seguros de convergencia, como puede ser un limite
a las dimensiones de la malla de control que se vaya a optimizar. Esto es una buena
politica para evitar que un desmedido tamano haga sufrir al optimizador. En los ejem-
plos practicos no mas de 3 procesos de optimizaciéon han sido requeridos para alcanzar
mapeos bicuadraticos inyectivos incluso en regiones complejas de ejemplos reales.

3.7. Experimentos numéricos

En esta seccién mostraremos el rendimiento del Algoritmo 3.3 BiQuadMap para-
metrizando regiones irregulares. En todos los ejemplos los puntos de control interiores
fueron calculados con el sistema UNAMalla versién 5.0 [72]. La variante de la familia
de funcionales de optimizacién (2.24) que se utilizé fue:

Fy(G) =0S5:(G) + (1 —0)Fao(G)

68



3.7 Experimentos numéricos

con o = 0.5, ¢ = 1077 y el método de optimizacién fue la variante de Newton truncado
propuesto por Lin y Moré en [53]. El nimero maximo de iteraciones permitidas fue
kmax =5.

La segunda parte de la seccién se define una medida de calidad del mapeo y se
visualizan los resultados, asi como otros indicadores para cada ejemplo.

Los programas fueron realizados en MatLab, utilizando las mallas 6ptimas del sis-
tema UNAMalla, para ver mas detalles de la implentacién consultar anexo C.

3.7.1. Rendimiento del Algoritmo 3.3 BiQuadMap

El proceder y los resultados del Algoritmo BiQuadMap lo detallaremos basicamen-
te con tres ejemplos concretos. La pieza de rompecabezas que tiene gran importancia
didactica para comprender el algoritmo y dos ejemplos reales: el lago de Patzcuaro y el
estrecho de Gibraltar. Finalmente mostraremos una tabla con el resumen de 12 ejem-
plos reales de lagos, bahias, canales, represas y accidentes costeros. Junto a la tabla se
mostraran curvas isoparamétricas de los mapeos.

3.7.1.1. Ejemplo de la pieza de Rompecabezas

Para ilustrar cémo funciona el Algoritmo BiQuadMap utilizamos como region €2
una de las piezas de rompecabezas dadas por Gravesen en [38] (vea figura 3.17, izquier-
da). El uso de este tipo de regiones es comtn en diversos trabajos por otros autores [31],
[62]. Recordemos que las curvas de la frontera horizontales x(&,0),x(£,1), 0 < £ < 1,
son B-splines cuadréticos con sucesiones de nodos (3.23) y similarmente las verticales
x(0,m),x(1,7), 0 < n < 1; son B-splines cuadréticos con sucesiones de nodos (3.24).
En este ejemplo n = m = 10. Lo interesante de esta pieza es que con pocos puntos de
control se describe una frontera bastante irregular (vea en la figura 3.17 en la segunda
gréfica de izquierda a derecha, el poligono de control inicial).

Figura 3.17: De izquierda a derecha: Q y las fronteras de los poligonos de control definidos
por las regiones Qg ,Q; y Q2. E1 3°" paso del Algoritmo 3.3 BiQuadMap calcula las mallas

Optimas P* al interior de las regiones Q, k=0, 1,2.

El mapeo inicial con la P?, obtenida por interpolacién transfinita, no satisface la
condicién necesaria. Por lo tanto, del paso 2 continuamos al 3, donde se obtiene la malla
éptima PP, dentro de la regién Q. En el paso 4 al ejecutar el Algoritmo 3.2 sobre la
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malla 130, tampoco se satisface la condicién necesaria. El quinto paso subdivide PO
obteniéndose la malla P! de 18 x 18 puntos y regresamos al paso 2. Al no cumplirse las
condiciones suficientes, se continua al paso 3 y se obtiene la malla éptima P!, ahora
sobre la regién Qy, que estd limitada por frontera de los puntos de P!. A este nuevo
mapeo bicuadratico éptimo se le aplica el Algoritmo 3.2 InjCond en el paso 4, pero
tampoco se demuestra la inyectividad. Nuevamente en el paso 5 debemos subdividir
obteniéndose la malla de control P? de 34 x 34 puntos. Regresamos al paso 2 y no se
confirma la inyectividad. Por ende se va al paso 3, donde al optimizar dentro de la
regién Qs limitada por la poligonal de los puntos de la frontera de P2, se obtiene P2.
Finalmente el paso 4 comprueba la inyectividad del mapeo bicuadratico con la tdltima
malla de control, pues se cumple la condicién de inyectividad I del Teorema 3.4.

Resumiendo: este ejemplo requirié tres iteraciones de optimizacién, dos subdivisio-
nes y seis llamados al Algoritmo 3.2 InjCond.

La figura 3.17 muestra a la izquierda el dominio €2 descrito por las cuatro curvas B-
spline cuadréticas. A continuacién se muestran las regiones poligonales Q, k= 0,1, 2.
Las poligonales de las fronteras de todas ellas, son poligonos de control de las curvas
B-spline cuadréticas que describen exactamente la regién . Estas regiones €2, son
obtenidas por subdivisién y se observa claramente que a medida que k aumenta se van
acercando mas y mas a (2. Dentro de cada region se resuelven los problemas de optimi-
zacién que calculan los puntos de control interiores cuyos éptimos son P*, k= 0,1,2
y con los cuales se construye el correspondiente mapeo bicuadratico. En la figura 3.18
arriba se muestran estas mallas de control 6ptimas pF para cada regién ), mientras
que abajo se ven curvas isoparamétricas de los mapeos bicuadraticos correspondientes.

Para concluir este ejemplo revela cuestiones importantes. Es una region compleja
cuya frontera puede ser descrita por cuatro curvas B-spline cuadréticas cada una de las
cuales tiene un poligono de control con un nimero pequeiio de puntos. Sin embargo,
para lograr parametrizar el interior via funciones B-spline producto tensorial, debemos
disponer de la cantidad adecuada de grados de libertad para describir su complejidad.
Se puede encontrar un mapeo inyectivo para este ejemplo de dimensién 10 x 10 al costo
de resolver problemas de optimizacién complejos y con restricciones como muestra [38].
Pero el resultado es un mapeo de pobre calidad'. De hecho en [1] mostramos que el
mapeo de dimensién 18 x 18 es inyectivo, sin embargo las condiciones suficientes de los
teoremas 3.4 o 3.5 solo se verifican en el mapeo de 34 x 34 puntos. La subdivision es la
herramienta clave para lograr este objetivo: aumentamos las dimensiones sin modificar
la frontera definida de la region €). Para conseguir mepeos bicuadraticos inyectivos y
de calidad, hay que combinar esta técnica con eficientes algoritmos de generacién de
mallas de cuadrilateros, estructuradas y e-convexas. No se debe perder de vista que
la meta de la parametrizacién de €) es resolver ecuaciones diferenciales en ella, por lo
tanto, debemos disponer de los grados de libertad necesarios para que la aproximacién
numérica a la solucion sea la esperada.

'En la siguiente seccién abordaremos més detalladamente que entendemos por calidad del mapeo
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Figura 3.18: Linea superior: mallas 6ptimas f’o, p! y P2 dentro de las regiones g, 1
y Qs mostradas en la figura 3.17. Linea de abajo: curvas isoparamétricas de los mapeos

bicuadraticos con las respectivas mallas de control PO, P! y P2.

3.7.1.2. Mapeo sobre el Lago de Patzcuaro

La regiéon Q2 en este ejemplo es el Lago de Patzcuaro. Se usé el sistema UNAMalla
para calcular una malla 6ptima de 20 x 20 puntos. Los vértices de esta malla se em-
plearon como puntos de control de la parametrizacion B-spline bicuadratica. La figura
3.19 a la izquierda muestra algunas curvas isoparamétricas. A la derecha se muestra el
Jacobiano del mapeo bicuadrético, el cual es una funcién real de R?. Como se puede
observar el Jacobiano es una funcién positiva sobre el dominio, por lo tanto el mapeo
es inyectivo. Este hecho es confirmado por el Teorema 3.4, ya que todos los coeficientes
de control del Jacobiano como mapeo B-spline bictibico son positivos.

3.7.1.3. Mapeo sobre el Estrecho de Gibraltar

Para parametrizar el Estrecho de Gibraltrar se utilizé un mapeo B-spline bicuadrati-
co, también con una malla de control de 20 x 20 puntos como en el ejemplo anterior.
Esta malla 6ptima igualmente se calculé con el sistema UNAMalla. La figura 3.20 mues-
tra a la izquierda algunas curvas isoparamétricas del mapeo B-spline. A la derecha el
Jacobiano del mapeo como funcién de R3. Se ve la positividad del mismo, por lo tanto
la parametrizacién es inyectiva. Sin embargo, la condicién suficiente del teorema 3.4 no
se satisface, ya que dos parches tienen coeficientes negativos. Al aplicar el Algoritmo
3.2 se puede confirmar la inyectividad del mapeo, al satisfacerse la Condicién Suficiente
II.
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Figura 3.19: Parametrizacién B-spline sobre la regién del Lago de Patzcuaro. Izquierda:

curvas isoparamétricas, derecha: Funcion Jacobiano. El mapeo es inyectivo.
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Figura 3.20: Parametrizacion bicuadratica B-spline del estrecho de Gibraltar. Izquierda:

curvas isoparamétricas, derecha: Funciéon Jacobiano. El mapeo es inyectivo.

3.7.1.4. Otros ejemplos reales

Para finalizar mostraremos la tabla 3.1 con el rendimiento del Algoritmo 3.3 en doce
ejemplos de reservorios acudticos. La primera columna contiene el nombre de la regién.
La segunda indica las dimensiones de la malla de control final que generé el Algoritmo
3.3. La tercera columna indica la cantidad de pasos de optimizacion realizados. Final-
mente la dltima columna muestra bajo cudl condicién suficiente I o II, garantizan la
inyectividad del mapeo. Todos los mapeos son B-spline bicuadraticos inyetivos.

Una observacién importante luego de analizar los resultados, es que en la mayoria
de los ejemplos solo fue necesario hacer un paso de optimizacién. Esto evidencia que
gran parte de las mallas Optimas e-convexas generadas en el sistema UNAMalla, y
que garantizan la inyectividad del mapeo bilineal asociado, trasmiten esa importante
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Nombre de malla de control | nuimero de | Condicién suficiente
la regién dims finales pasos de opt de inyectividad

Bahia de Banderas 50x50 1 I
Laguna Azul 60x60 1 1
Lago Génova 60x60 1 11
Canal de Grijalva 100x20 1 II
Lago Jyvasjarvi 35x100 1 I
Mar Aral 85x20 1 1
Lago de Patzcuaro 90x90 1 I
Presa de V. de Bravo 138x138 2 1
Estrecho de Gibraltar 40x70 1 1
Lago Titicaca 65x100 1 I
Lago Toba 148x148 2 I
Lago Ucha 35x35 1 1

Tabla 3.1: Rendimiento del Algoritmo 3.3 BiQuadMap.

propiedad al mapeo bicuadratico asociado a la malla éptima. Otra observaciéon que es
digna de destacar es que la condicién de inyectividad I se cumple en la mayoria de los
ejemplos. Esto indica que la representacién B-spline bicubica del Jacobiano, es muy
util y justificada por la practica para estudiar la inyectividad del mapeo bicuadratico.
Esto se diferencia de la condicién del Teorema 3.2 que no tiene respaldo en la practica.

La figura 3.21 muestra algunas curvas isoparamétricas de los ejemplos anteriormen-
te mostrados en la tabla 3.1. Como los mapeos son inyectivos se puede observar que no
hay autointersecciones de las curvas isoparamétricas. Se ve que en general hay unifor-
midad en las dreas de los cuadrilateros curvilineos. También se observa que las curvas
isoparamétricas de diferentes direcciones se cortan cuasiortogonalemente. Los mapeos
en general sufren por estrechamientos de la region (2. Esto se observa en los lagos Jy-
vasjarvi y Génova. Los mapeos responden a las caracteristicas geométricas buscadas en
el funcional de malla conque se obtuvo la malla de control.
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3.8. Medida de calidad del mapeo

Esta seccién estard dedicada a la calidad de los mapeos obtenidos por el Algoritmo
3.3. Una alta calidad de la parametrizacién es importante para controlar la exactitud
de los resultados numéricos en la solucion de la ecuacion diferencial. En este sentido,
una buena uniformidad y ortogonalidad entre las curvas isoparamétricas es deseable.
Para medir la calidad de la parametrizacién bicuadritica x(&,7n), se usé el Jacobiano
escalado[82]:

o det(Jx(€,m))
Js(fa 77) - ng(é', 77)”2”)(77(6-; 77)H2

donde x¢(&, 1) v x,(§,m) son los vectores de las derivadas parciales dadas respecti-
vamente por (3.49) y (3.50) y || - |2 denota la norma Euclidiana.

(3.91)

Como ya se habia anticipado en la observacién de la Proposicién 3.1, en la demos-
tracién del Teorema 3.1 de la condiciéon suficiente de inyectividad del mapeo bilineal y
en la figura 3.4, el determinante de una matriz 2 x 2 es el dos veces el area del tridngu-
lo definido por los vectores columna de la matriz. Esto es lo mismo que decir que el
determinante es el drea del paralelogramo definido por esos vectores (ver figura 3.22),
o sea, det(Jx(¢m) = | ¢

Ye
X¢ ¥ X,. Como es conocido el drea del paralelogramo es el producto de la longitud de

sus lados por el seno del dngulo comprendido entre ellos. Por lo tanto:

es el area del paralelogramo definido por los vectores

det(Jx(&,m)) = [[x¢ (& n)ll2llxy (&, m)[[2sin(@)

donde « es el angulo entre los respectivos vectores tangentes x¢(£,7) y x,(£,n) a las
curvas isoparamétricas. Aunque no se escribi, obviamente el dgulo « depende de £ y
7.

Sustituyendo esta ultima expresién en (3.91) vemos que:

Js(§,m) = sin(a)

Ahora se ve claramente que —1 < J5(§,n) < 1. Si Js(&,m) >0 V (§,n) € U entonces
el mapeo x(&,n) es inyectivo. Ademas si J5(§,n) =~ 1 entonces las curvas isoparamétricas
son cercanas a ser ortogonales, pues el dngulo a ~ 7. Esta es una propiedad deseada
del mapeo.

En la gréfica 3.23 se muestra el mapa de colores de la evaluacién de (3.91) para
una muestra de 100 x 100 puntos en U de todos los ejemplos de la tabla 3.1. Una barra
al lado de cada imagen muestra la escala de colores entre cero (azul profundo) y uno
(amarillo), ya que todos los ejemplos corresponden a mapeos inyectivos. Una franja
roja en la barra de colores muestra el valor més bajo alcanzado por el J4(&,n) en cada
ejemplo. En todos los casos este valor es mayor que cero, porque como ya sabiamos,
y ahora puede observarse, todos los ejemplos son inyectivos. Debajo de cada mapa
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reportamos el valor minimo, el promedio y el méaximo de J,. Puede distinguirse que la
mayoria de los valores en cada mapa son cercanos a 1. Esto puede confirmarse con los
histogramas de frecuencia del Jacobiano escalado de cada ejemplo, que se muestran en
la grafica 3.24. Es decir, los histogramas estan corridos hacia el uno, mientras decaen
las frecuencias hacia los valores menores del Jacobiano Escalado Js(&, 7).
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Figura 3.21: Algunas curvas isoparamétricas de los mapeos bicuadraticos que parametri-

zan las regiones irregulares ejemplificadas en la tabla 3.1
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Figura 3.22: Paralelogramo definido por los vectores x¢ y x, cuya drea coincide con el

valor del numerador de la expresién (3.91).
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Figura 3.23: Mapa de colores del Jacobiano Escalado. La linea roja en la barra de colores

marca el valor minimo de Js en cada ejemplo. El minimo, el promedio y el maximo son

mostrados bajo cada ejemplo

78



3.8 Medida de calidad del mapeo

L
u

.

Bahia de Banderas Laguna Azul Lago Génova

Jy ={0.22,0.96,1}  J, ={0.3,0.97,1} J, ={0.11,0.88,1}

=

Canal Grijalva Lago Jyvasjarvi Mar Aral
Js ={0.14,0.87,1}  J, ={0.15,0.92,1} Js ={0.16,0.97,1}

—

Lago Patzcuaro Presa Valle de Bravo Estrecho de Gilbraltar
Js ={0.16,0.92,1}  J, ={0.17,0.98,1} Js ={0.40,0.95,1}

L

.
.

-
o

Lago Titicaca Lago Toba Lago Ucha
Js ={0.09,0.97,1}  J, ={0.22,0.97,1} Js ={0.3,0.95,1}

Figura 3.24: Histograma de frecuencias del Jacobiano Escalado. El minimo, el promedio

y el médximo son mostrados bajo cada ejemplo
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Capitulo 4

El Método Isogeométrico

El andlisis isogeométrico (IgA) es una variacién del andlisis de elemento finito
(FEA). No abordaremos el método de elemento finito (FEM), ya que supondremos
que los conceptos esenciales son conocidos por el lector. Para una profundizacién se
puede consultar cualquier texto sobre el tema por ejemplo [40], [45] o [49].

La idea central de IgA es utilizar la misma base de funciones de la parametrizacién
del dominio fisico ) para construir la soluciéon aproximada de la ecuacién diferencial
en ese dominio. Esta concepcién de usar las mismas bases para la geometria y para la
solucién es comun en FEA y es conocido como concepto isoparamétrico. La novedad
en IgA es explicada claramente por los propios Cottrell et al. en su libro “Isogeome-
tric analysis: toward integration of CAD and FEA”[24]: “The fundamental difference
between this new concept of Isogeometric Analysis and the old concept of isoparametric
finite element analysis is that, in classical FEA, the basis chosen to approzimate the
unknown solution fields is then used to approximate known geometry. Isogeometric
Analysis turns this idea around and selects a basis capable of exactly representing the
known geometry and uses it as a basis for the fields we wish to approximate. In a sense,
we are reversing the isoparametric arrow such that it points from the geometry toward
the solution space, rather that vice versa.”

Cottrell, Hughes y Bazilevs resaltan el hecho que en FEM clasico primeramente se
fija la base del espacio donde se proyectara la aproximacion a la solucién desconocida.
Luego esa base se utiliza para modelar la regién de integracion la cual es conocida,
sin reparar que esa base no tiene por que representar adecuadamente dicha regién, es-
pecialmente su frontera. Mdas ain, en muchos problemas ingenierilies e industriales, la
frontera de la regién fue modelada con herramientas de diseno, lo cual significa que esta
representada en bases B-spline o NURBS. Por lo tanto debe ser més natural aproximar
la solucién desconocida con la base que ya representa fielmente la region fisica. Obvia-
mente es necesario no solamente conocer la parametrizacién de la frontera sino disponer
de una parametrizacion inyectiva de toda la regién, de lo que nos ocupamos el capitulo
anterior. Afortunadamente las bases B-spline o NURBS poseen propiedades que son
muy deseables para aproximar el espacio de las soluciones al problema diferencial [39],
independientemente de consideraciones geométricas. Algunas de estas propiedades fue-
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ron esbozadas en el capitulo 2. Las bases polinémicas o de funciones racionales se han
utilizado histéricamente por su simplicidad, facilidad de implementacién computacional
y relativa sencillez en las demostraciones del aparato matematico asociado, especial-
mente los resultados en teoria de aproximacién. Sin embargo, el concepto isogeométrico
ni el isoparamétrico estan remiidos con el uso de otras bases especificas para problemas
dados.

En este capitulo presentaremos los resultados fundamentales ilustrandolos median-
te la ecuacion de Poisson. Al igual que en FEM clésico los procesos estdn divididos
en dos partes. De la formulacién fuerte de la ecuacion diferencial con condiciones de
frontera dadas, se pasa primeramente, a la formulacién variacional o débil y luego a la
proyecccién de Galerkin: un subespacio de dimension finita del espacio donde habitan
las soluciones débiles.

La tultima seccién estara dedicada a experimentos numéricos. Las ecuaciones selec-
cionadas seran ecuaciones de Poisson y Helmholtz. Todos los ejemplos fueron resueltos
sobre regiones irregulares. Tienen diversas dificultades, ademds de las geométricas, para
aproximar adecuadamente las soluciones exactas.

4.0.1. Formulacion fuerte y algunos resultados de calculo

Consideremos el problema de encontrar u : {2 — R que satisfaga la ecuacién de
Poisson con condicién de frontera de Dirichlet u(z,y)r = g(v,y) donde I' = 9.
Formalmente:

— ANu(z,y) = f(z,y) (z,y) € Q (4.1)
u(z,y) =g(z,y) (z,y) €l
donde las funciones
f: Q>R
g:I' >R

estan dadas. A es el operador Laplaciano sobre u, es decir:
0? 0?
Au = —u(x,y) + —su(r,
52 (%5 ) a7 (2,9)
Otras maneras de representar este operador que son de utilidad en este contexto son:

Au =Vt Vu=V2u=divVu

du
donde Vu = [ gz } es el gradiente de u y V es el operador simbdlico
oy

V= : (4.3)
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F
mientras que div es el operador divergencia, o sea, si F(z,y) = [ Fl (i’z) ] € CYQ),
2

entonces

. 0 0
divF = %Fl(xvy) + %FQ(way)

Las ecuaciones (4.1)-(4.2) son la formulacién fuerte para el problema de valores
a la frontera. Es conocido que un dominio suficientemente suave, unido a determinadas
restricciones sobre g, garantizan una solucién unica u [24]. Observemos que el propio
problema (4.1)-(4.2) exige la existencia de las segundas derivadas de u. En general
son pocos los dominios 2 que admiten soluciones analiticas, por lo tanto los métodos
numéricos son la via para aproximarnos a ellas. Los métodos son diversos, los mas fre-
cuentes son las diferencias finitas y las familias de FEM. Este trabajo aborda solamente
el método de Galerkin dentro de elemento finito con bases B-spline. Sin embargo, estas
bases o también las NURBS pueden ser utilizadas en otras variantes como los métodos
de colocacién, los de minimos cuadrados o los métodos libres de malla [24].

Para los desarrollos subsiguientes es bésico el teorema de la divergencia, asi como
la férmula de Green, el cual podemos considerar como un caso particular del primero.

Teorema 4.1 (Teorema de la divergencia). Sea F : Q C R? — R2, F € C1(Q), donde

Q es un domino simplemente conexo con frontera I' = 02 reqular. Entonces

//QdivF(x,y)da:dy:/FFt.ndy (4.4)

donde n es el vector normal unitario exterior a I'.

ou
’l)i

Observemos que si F' tiene la forma particular F' = vVu = [ vgﬁ ] ,donde v : Q —
dy

Ry Vu:Q — R? son de clase C1(£2) tenemos la siguiente identidad:

0 ou 0 ou
vE =V . F=_"_|v= (=) =
div \Y% Ep <U8x> + ay <U8y>

ovou, 0 ovou o
- Oz dx ox? Oy Oy 0y?

= (Vo) - Vu +v V3u (4.5)

Si aplicamos el teorema de la divergencia a F' = v Vu obtenemos:

/ /Q div(v Vu) dzdy = / /Q (Vo) - Vu+ v V) dedy = /F (v V)t - n dy

de donde se obtiene la llamada férmula de Green o generalizacion de integracién por

partes.
// v Vi dedy = /(v Vu)t-n dy — //(Vv)t - Vu dzdy (4.6)
Q r Q
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4.1. Formulacion débil

Para definir con precisién la formulaciéon débil debemos establecer previamente los
espacios donde habitan las llamadas funciones de peso y las funciones de prueba. Estos
espacios garantizan la coherencia del andamiaje matemético que garantiza la existencia
de las soluciones y su aproximacién a la solucion verdadera.

Dentro de espacios de Hilbert sobre {2 tomemos el siguiente espacio de Sobolev:

Hl(Q)zWQ(Q):{veLQ(Q) : gi,gz €L2(Q)}

es decir, el espacio de las funciones de cuadrado integrable y cuyas primeras derivadas
también sean de cuadrado integrable. Este espacio esta provisto de la norma:

Ov
|Mm:¢W$+%x

Definamos ahora los dos espacios de funciones con los que descompodremos la solu-
cién u. Primeramente el espacio de las funciones de peso que lo conforman aquellos
vectores de H' que se anulan en la frontera de I' de

2
2

2
ov
+ || = 4.7
L2 Hay ( )

V={weHY(Q): wy, = 0} (4.8)

El otro espacio es el de las funciones de prueba, cuyos elementos pertencen a
H?', pero que restringidos a I' coinciden con la funcién g.

§={uec H (Q): u, =g} (4.9)
Escribiremos la solucién u como:
u(x,y) = uo(w,y) + ug(z,y) (4.10)

donde ug € Vy uy € 8, es decir ug pertence al espacio de las funciones de peso,
up|, = 0y ugy pertence al espacio de las funciones de prueba, Ug). = G- De esta manera

podemos transformar el problema (4.1)-(4.2) en encontrar ug tal que

— AN wug(z,y) :f(xny) (z,y) € Q2 (4.11)
0 (x,y) el (4.12)

donde f(l‘a y) = f(x,y) + Aug(l‘vy)
Si multiplicamos (4.11) por una funcién de peso y calculamos la integral sobre

tenemos:
—//Awwwvmwz//fwwvmw
Q Q
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Si aplicamos a esta igualdad la férmula de Green (4.6) y la expresion (4.5), teniendo
en cuenta que

/(vVuo)t~ndnyO
r

ya que v, = 0 por ser v del espacio de funciones de peso; obtenemos la formulacién

débil
//VUOVvd:Udy://fvdajdy—//Vungdxdy (4.13)
Q Q Q

El problema ahora consiste en encontrar ug tal que para todo v € V se cumpla
(4.13).

Observemos que a diferencia del problema fuerte (4.11)-(4.12), el nuevo problema
(4.13) solo requiere de funciones con primeras derivadas que sean de cuadrado integra-
ble. Es irénico que esta “debilidad” constituye la fortaleza del método al ampliar el
espacio donde se encuentran las soluciones.

La formulacién variacional (4.13) del problema (4.11)-(4.12) puede ser reescrita:
Hallar ug € V tal que

a(up,v) = L(v), YoeV (4.14)

donde a(-,-) es la forma bilineal simétrica
a(u,v) = // VuVudz dy (4.15)
Q
y L(v) es el funcional lineal

L(v)://vadq:dy—//QVungdxdy (4.16)

Este problema tiene solucién unica bajo ciertas condiciones establecidas en el Lema
de Max-Milgram:

Definicién 4.1 (forma bilineal coercitiva). Una forma bilineal a(-,-) sobre un espacio

normado (V, || -||) se dice coercitiva si existe una constante o > 0 tal que
la(u,u)| = oful®>  VYueV

Definicién 4.2 (forma bilineal acotada). Una forma bilineal a(-,-) es acotada, si existe

una constante M > 0 tal que

la(u,v)| < Mllullfll  Yu, veV
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Definicién 4.3 (funcional lineal acotado). Un funcional bilineal L(-) es acotado, si

existe una constante M > 0 tal que
|L(u)|] < M|ull VueV

Lema 4.1 (Lax-Milgram). Sea V un espacio de Hilbert, a(-,-) : V xV — R una forma
bilineal coercitiva y acotada, y sea L(-) : V — R un funcional lineal acotado. Entonces

existe un unico vector u € 'V tal que

a(u,v) = L(v), VveV

4.1.1. Formulacién débil en el dominio paramétrico

A continuacién vamos a escribir la formulacién débil transformadola al cuadrado
[0;1]2. Asumamos que tenemos un mapeo biyectivo x : [0; 1] — €2, més precisamente

x(&,n) ] . . < Te @y ) .
x(&,n) = con matriz jacobiana Jx = cuyo determinante,
(&m) [ y(&,n) ] * Ye Yy v

det (Jx(&,m)) es estrictamente positivo.

Denotaremos por V, .y al operdor (4.3) cuyas derivadas parciales son con respecto
a zy y. De igual manera V¢ ) corresponde al operador (4.3) con derivadas respecto a
¢ y 1. También denotaremos por det (Jx(£,7n)) o simplemente det (Jx) al determinante
de la matriz Jx (&, ).

Recordando los cambios de variables, si h : {2 — R es una funcién continua, entonces:

V(Ly)u(x,y) = JX(&?U)_t v(f,n)u(é.vn)v

[ [esavay = [ [ noxten) det ntem) den

Por lo tanto, la formulacién débil (4.13) toma la forma: hallar ug € V tal que Vv € V
se cumpla:

1 1
/0 i (Vo) (JLJ) (Vo) det (Jy) dédn = - --

1 1
/0 /0 [(f0) (x(6.1)) — (Vg (JET) ™ (V0)] det (Jy) dE di (4.17)
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4.2 Método de Galerkin

4.2. Método de Galerkin

Para hallar una solucién aproximada del problema débil (4.13), debemos construir
subespacios de dimensién finita que aproximen a los espacios de funciones de peso (4.8)
y de funciones de prueba (4.9). Mds precisamente, definir V" y 8" tal que

vy

shcs

Estos subespacios quedan completamente definidos a través de una base que los
genere. En FEM cldsico se escoge la base de los polinomios de Lagrange [45] en dos
variables definidos en cada elemento. Como ya mencionamos al inicio de este capitulo
y también en el capitulo introductorio el método isogeométrico utiliza la misma base
que utilizé para representar la region €2, en nuestro caso la base B-spline bicuadratica
definida en el capitulo anterior:

P j(x,y) = ng(x_l(x,y)), i=1,...,n, 7=1,..m (4.18)

donde B?, i(&m) = Bf’(f)Bf (n) son las funciones bésicas B-spline de orden 3 utilizadas

en la modelacién de Q y x : [0; 1]> — © es un mapeo bicuadrético (3.30) inyectivo (ver
figura 4.1).

Figura 4.1: Algunas funciones basicas B} ;(x ™" (x,y)) sobre una regién irregular Q

Concretamente el espacio V" es

V' = span{®; j(z,y), i =2,..,n—1, j=2,..,m—1} (4.19)
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Observe que los indices garantizan que esas sean exactamente las funciones que se
anulan en la frontera I' de 2 (ver figuras 3.6 o figura 3.7 ).
Por otro lado el espacio 8" es el generado por las funciones bésicas de la frontera:

Sh = Span {q)l,j(x7y)7 (I)n,j(xay)v j: 17"'7m;
Pi1(2,y), Pim(z,y), i=1,...n} (4.20)

Estas funciones no se anulan en la frontera y son las generadoras del subespacio que
aproximard a la funcién g(z,y) .

La graficacién comparativa de las funciones basicas B-spline y las de Lagrange
de FEM clasico muestran mas claramente algunas de las diferencias entre el enfoque
isogeométrico y FEA. En la figura 4.2 se observan, en 1D, la base cuadratica B-spline
(arriba) y la de Lagrange (abajo). Los puntos de la discretizacion del intervalo aparecen
resaltados en color negro. Estos puntos son los puntos de ruptura en la terminologia
B-spline (ver capitulo 2). Se observa que las funciones de la base de Lagrange no son
continuamente diferenciables en ellos, por lo tanto, si la curva de la frontera de la regién
es suave nunca podremos obtener una representacion cualitativamente fiel utilizandolas.
Si anadimos que las soluciones aproximadas tampoco seran suaves sobre el dominio,
esto marca otra de las diferencias con las bases B-spline, lo cual es particularmente
notable si estamos interesados en la suavidad de las soluciones. Por otro lado, también
observamos que las funciones de la base de Lagrange no son positivas sobre todo su
soporte, por lo tanto, condiciones suficientes de inyectividad del estilo de los teoremas
3.4 y 3.5 no serian posibles con ellas.

La solucién aproximada ul}(z,y) del problema (4.11-4.12) la escribiremos como una
combinacién lineal de las bases que generan el subespacio V"

n—1m-—1
ug(x,y) = Z Z Qrsq)r,s(l‘a y) (4.21)
r=2 s=2
para ciertos coeficientes ¢,s € R incégnitas que debemos encontrar.
La esencia de la propuesta de Galerkin es utilizar como funciones de peso los ele-
mentos de la base de V?. Por lo tanto, sustituyendo (4.21) en la formulacién débil (4.13)

obtenemos:
n—1m—1

S5 ([ [ 909t ey ) =

r=2 s=2

://f(IDi,j(x,y)dxdy—//Vuqu)i,j(:L‘,y)d:L‘dy
Q Q

parat=2,...n—1, j=2,....m—1.

Si aplicamos esto al espacio paramétrico [0;1]% a través de la formulacién débil
(4.17) aqui obtenemos:

>3 a(Bl,, BY))grs = L(B})) (4.22)
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-0.2

Figura 4.2: Arriba: base B-spline cuadrética en una dimensién. Abajo: Base de Lagrange

cuadratica en una dimension. Se observa que las funciones basicas de Lagrange solo produ-

cen diferenciabilidad a pedazos, pues en la unién solo hay continuidad. En cambio la base

B-spline son suaves y no negativas a lo largo de todo el intervalo.

donde

o(B3,, B // (VB2 ) (JLd) " N(VBL,) det (Jy) dedy

1 1
L(BY,) = /0 /0 [F () BY, — (Vug)! (JLh) " (VB2,)] det (Jx) dé dn

parat=2,....n—1, 7=2,...,.m—1

La expresion (4.22) es un sistema de ecuaciones:

q2,2
q3,2

gn—1,2
q2,3

a(Bg’,%ng) G(Bg—l,z’ng) a(B?L—l,m—DBS,Q)
a(BS’,%B??Q) a(B?L—Ll’Bg,Q) a(B?z—l,m—thQ)
(3227371 12) a(ngl,langlz) a(Bzglmflnggl,Q)
(32,2’32,3) a(anl,th,:a) a(B;, 1,m— 1. B3 3)
(BQ 2>Bn 1,m— 1) G(Bg—l,sz—l,m—l) a(Bg—l,m—l?Bz—l,m—l) ]

L dn—1,m—1
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que escrito compactamente seria

Aq=L

Dentro de la comunidad de elemento finito la matriz A es conocida como matriz
de rigidez (stiffness), el miembro derecho L es el vector de esfuerzos y las incégnitas
q el vector de desplazamientos. La dimensién de este vector, o lo que es lo mismo,
la cantidad de elementos de la base son llamados grados de libertad. La matriz A es
simétrica y definida positiva. También debido al soporte compacto de las bases, es una
matriz sparse y dado que la malla de control del mapeo x que transforma el cuadrado
[0; 1]? en la regién (2 es estructurada, la matriz A es de bandas con la misma estructura
independientemente de la regién Q (ver figura 4.3).

o

200

400

600

800

1000

1200

0 200 400 600 800 1000 1200
nz = 28705

Figura 4.3: Elementos distintos de cero de la matriz A. Se observa que es una matriz de

bandas y sparse

La solucién aproximada ug de ug en (4.10) se construird como una combinacién
lineal de las bases que generan el espacio 8". Los detalles se darén posteriormente.
Luego la solucién débil aproximada a la solucién débil exacta (4.10) sera:

uM(z,y) = up(z,y) +ug(z,y) (4.23)

Bajo las hipdtesis del lema de Lax-Milgram 4.1, el lema de Céa [49], [45], da cotas
bajo la norma definida en H' para la diferencia entre u y una u” calculada en la base
de Lagrange de FEM clésico:
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Ju—u| <M inf fu—ot|
vheVhgpsh

El simbolo @ significa suma directa entre los subespacios V* y 8". Esta cota mide
la capacidad de V" y 8" de aproximar la solucién u y es llamado cominmente error
de interpolacién. Si u es suficientemente suave y los grados de libertad (ntmero de
funciones bésicas) aumentan y el drea de la celda mayor de la malla disminuye, (norma
de la malla y cuyo valor identificaremos con h') con cierto orden s, entonces podemos
acotar, por una funcién positiva de u y la norma de la malla:

inf  |lu—o"| < Cu)h?
vheVhpsh

Por lo tanto, el error del método es del mismo orden que el error de interpolacién?® y
u” converge en la norma de H' a u cuando h — 0. Esta cota es conocida como el error

a priori del método

||lu — uhH < MC(u)h®

Un resultado analogo para bases B-spline y NURBS cuyos detalles son extremada-
mente técnicos y se salen de las pretenciones de esta tesis fue obtenido Bazilievs et al.
n [11]. El resultado obtenido se puede resumir diciendo que la solucién de IgA usando
bases B-spline o NURBS de orden k, tiene el mismo orden de convergencia que el espe-
rado en FEM usando las bases de Lagrange del mismo orden k. En cuanto a los 6rdenes
de continuidad de las bases B-spline, estos no se afectan con el con refinamiento de la
malla. Por otro lado para mantener 6rdenes de continuidad altos en las bases FEM,
hay que introducir un nimero mas alto de grados de libertad. Por lo tanto, aunque la
convergencia en IgA tiene las mismas tasas que en FEM, es més eficiente en el sentido
de conseguir érdenes la continuidad maés altos [24].
También existen estudios sobre cotas del error cuando el refinamiento no solamente
es en la malla, sino adem&s aumentando el orden del B-spline. Al respecto se puede
consultar el trabajo [12].

4.2.1. Aproximacién de las condiciones de frontera.

h
g

Podemos escribir ug de la siguiente forma:

La obtencién de funcién u;* es un problema de interpolacién o de minimos cuadrados.

ug(2,9) =Y 4i®ig(,y) (4.24)

i=1 j=1

!Es importante notar que h estd vinculada al refinamiento de la malla y al aumento de los grados

de libertad

Zerror al proyectar la solucién u al espacio V" @ 8"
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donde los ¢; j interiores son nulos, es decir, parai=2,...,n—1y j=2,...,m—1. En
realidad solo debemos estimar los coeficientes exteriores de {g; ;}, més precisamente,
los (i,j) € J donde

J={(,j),i=1loi=n[1<j<m o (i,j),1<i<nlj=loj=m} (4.25)

Si la funcién g(x, y) no esta contaminada por ruido la interpolacién serfa convenien-
te. En este caso se deberian encontrar los ¢; ; externos tal que:

n m
Z chi,jfbi,j(x, y) = g(z,y) para 2(n+m — 2) puntos (x,y) € I' dados.
i=1 j=1

Si hay afectacion de ruido en la funcién g el problema de minimos cuadrados tal
vez, seria mas propiado

2
le Mls n m

min ZZ 9(Tr,ys) — quz',j‘l)i,j(xmys)

qi,j r=1s=1 i=1 j=1

(i,5) €7

donde los puntos (z,,ys) pertencen a la frontera:

{(zr,ys)}py™ €T

r,s=1

Ya sea que se elija una variante o la otra, para que el problema este bien planteado
se debe satisfacer la condicién de Schoenberg-Whitney, que abordaremos mas adelante.
También se puede revisar el dpendice A.

Debido al mapeo x(&,7n) = (&) y las bases (4.18), la expresion (4.24) puede
y(&,m)

escribirse como:

ult(€m) =Y G;B}(§)B(n) (4.26)
i=1 j=1

La condicion de frontera debe ser dividida en cuatro partes en atencién a la descompo-
sicién de la frontera de €2 en las cuatro curvas B-spline cuadraticas. La frontera “sur”,
“norte”, “este” y “oeste”

» frontera “sur” y5(¢§) := x(¢,0)
Condicién de frontera “sur” gs(€) := g(z(&,0),y(&,0))
» frontera “norte” y(§) := x(§,1)

Condicién de frontera “norte” gy(§) := g(x(§,1),y(&,1))
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» frontera “este” v&(n) := x(0,7n)

Condicién de frontera “este” gg(n) := g(x(0,7),y(0,7n))
» frontera “oeste” vo(n) := x(1,n)

Condicién de frontera “oeste” go(n) := g(z(1,n),y(1,7n))

La expresion (4.26) cumple con la propiedad de interpolacién en los extremos,

u’i(O, 0) = qi1
uz(l, 0) = Gna
UZ(O, 1) = q~1,m
ug(l, 1) = dum
Esta condicién, unida a (4.2) conduce a
u%(()?()) - 971,1 = g(l‘(0,0),y(0,0))
uz(LO) :q~n,1 :g(x(170)7y(1ﬂ0)) (4 27)
ui(()?l) - (jl,m :g(a:(O,l),y(O,l)) .
ug(171) _(jn,m :g(x(l’l)vy(1a1>)

Estas igualdades tienen como consecuencia que se pueden estimar los coeficientes
de cada curva “cardinal” independientemente. En esta tesis solamente abordaremos
la estimacién de los mismos mediante interpolacién. Consideremos solo una curva, la
“sur” por ejemplo, pues el procedimiento para las restantes es similar. La forma de u’;
(4.24) en la zona “sur” es:

ul (6,00 = 33 G;BXEB0) =
i=1 j=1

up (€)= > G1B}(¢) (4.28)
=1

De esta ecuacion son incégnitas los n — 2 coeficientes ¢; 1, 2 <7< n—1yaque 1
Y Gn,1 fueron establecidos en (4.27). La representacion vectorial de esta ecuacion es:

up (€) = Bye 5(6)da (4.29)
[ q11 ]
donde By 5(§) es el vector fila (2.11), @1 = | ¢i1 | son los coeficientes.
L Cjn,l i

La derivada de (4.29) es:
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Wl (€) = Bee 5(6)d (4.30)

donde Btgyg(é‘) fue definido en (3.51)
Finalmente el problema de interpolacién “sur” consite en encontrar los ¢; 1 tal que:

n

h ~ .
ult (75°%) = qin B} (75) = gs(5™) = g(x(75™,0), y(75,0)) j=1,...,n (4.31)
i=1
donde los 759, con 759 = (0 y 75% = 1 son abscisas paramétricas que debemos definir.
Matricialmente se escribe:

donde 75 = |7 . TJS’“, ey Tsur] = [O, . ,Tfur, ey 1] es el vector paramétri-
[ gs() ]

co de abscisas; el lado derecho gg(75%F) = gs(TjS“r) y finalmente la matriz del
[ gs(T3) |

sistema Bye 5(75%7)), donde cada fila es el vector Bye 5(75*F), j = 1,---,n que fue

definido en (2.11). Nétese que la matriz es tridiagonal, ademds el primer reglén es el
vector canénico e; y el ultimo el vector candnico e,,.

Para que el problema de interpolacién esté bien planteado el vector paramétrico
75U debe satisfacer la condicién de Schoenberg- Whitney'![26]:

t Norte < t§

S
S T 43 v1<i<n
< T <ty c
(4.32)
th < rBste ¢
] J Hov1I<ji<m
t;? g 7_JQeste < t;?+3 SWASS
donde las t,f y t;? son las suceciones de nodos (3.23) y (3.24) respectivamente.
Nosotros proponemos como vectores paramétricos:
TSur — TNorte — |:0’ 51 + 52 s 57172 + gnfl 7 1:| (433)
2 2
rEste _ _Oeste I:O’ m _g 772’ . Tim—2 _g "Im—1 , 1] (4.34)

donde los &; y n; son los puntos de ruptura definidos en (3.25) y (3.26) respectivamente.
Es trivial que esta seleccién cumple con la condicién de Schoenberg-Whitney (4.32).
Otras selecciones son posibles, para un comentario se puede revisar el anexo A.

Lo mismo para los restantes vectores cardinales
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4.2 Método de Galerkin

4.2.1.1. Ejemplo de interpolacién

Consideremos el ejemplo presentado en el trabajo [73] y como regién €2, una de las
piezas de rompecabezas de Gravesen et al. [38]. La regién aparece en la figura 3.17
izquierda. La funcion g es

g(z,y) = sin(m x) sin(7 y)

restringida a la frontera “sur” de 2. Esta frontera se muestra en la figura 4.4. El mapeo
z(&n)
y(&,m)

puntos (ver ejemplo 3.7.1.1). La restriccién de g a la frontera “sur” es una curva que
denotaremos por gr, (&) y concretamente es:

gr.(§) = g(x(&,0),y(£,0)) = sin(m z(£,0)) sin(r y(£,0)),  £<€0,1]

bicuadratico inyectivo x(&,7n) = { } que describe esta regién es de 34 x 34

Figura 4.4: Frontera “sur” de la pieza de rompecabezas de la figura 3.17 izquierda

La figura 4.5 de la izquierda, muestra arriba el grafo en azul de la funcién g restringi-
da a la frontera “sur”, o sea, gr,(§). Abajo, en la misma figura, en rojo la aproximacién
B-spline cuadrética, calculada mediante interpolacion. En el centro la superposicion de
ambas curvas. El grafico del error entre ellas se muestra en la figura de la derecha. La
norma del error (4.7) en el espacio de Sobolev H! es 7.6071.

Llama la atencién que norma sea tan grande cuando la diferencia puntual entre
ambas funciones no sobrepasa 5- 107!, como se ve en la figura 4.5 derecha. Pero recor-
demos que el espacio H' est4 equipado con la norma (4.7) que contempla informacién
de las derivadas. Esto es una senal de que la aproximacién a la funcién gp (£) puede
ser satisfactoria, sin embargo a la derivada puede no ser adecuada.

La figura 4.6 corrobora este hecho. A la izquierda se muestran, arriba, la derivada
gr.(§), abajo la derivada de la curva B-spline cuadrética (que es una poligonal) y al
centro, como en la figura anterior, la superposiciéon de ambas. A la derecha el error entre
ellas. Puede observarse claramente que la derivada B-spline no alcanza a representar
fielmente todas las frecuencias y las amplitudes que aparecen en la curva gh(@. El
grafico del error de la derecha revela que las méaximas diferencias puntuales son del
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4. EL METODO ISOGEOMETRICO

Figura 4.5: Figura de la izquierda: Arriba funcién gr_(§) (g restringida a la frontera
“sur”). Abajo en rojo la aproximacién B-spline cuadrética a la funcién de arriba. Al centro
la superposicién de ambas curvas. Figura de la derecha: Error entre la funcién gr, () y la
curva de aproximacién B-spline cuadratica. La norma del error en el espacio de Sobolev

H' es 7.6795.

orden 5-10!, dos érdenes por encima del error puntual con la funcién gr, (¢) (ver figura
4.5 derecha).

Si estamos interesados en aproximar la derivada debemos prestar atencién a la
norma en H' (4.7) y no solamente a la norma de L?. En nuestro ejemplo la norma L?
del error entre la funcién g y la aproximacion (4.28) es 0.0707, que tal vez se considere
razonable, mientras que entre las derivadas es 7.6067, que pudiera ser no permisible, si
la derivada es de nuestro interés. En tal caso esto indica que los 34 grados de libertad
del espacio B-spline son insuficientes, por lo que debemos introducir nodos en la base
para aumentar la dimensién.

Aunque esta tesis no se dedica a las politicas de refinamiento, los graficos del error
arrojan luz de los lugares donde deben ser introducidos nuevos nodos. Naturalmente los
graficos del error gr, (€) —ugs (€) yelde gr_(§) —u’;s (&) estan correlacionados. Por lo tanto
los posibles candidatos a nuevos nodos se pueden buscar en los puntos cercanos a las
mayores diferencias puntuales, de uno o ambos errores. La siguiente figura 4.7 muestra
el mejoramiento de calidad de la aproximacion de la derivada al introducir nuevos
nodos en el inicio y final del intervalo [0; 1], concretamente entre 0 y 0.1, y entre 0.9 y
1. Ademas al centro entre 0.4 y 0.6. El nuevo espacio B-spline se aumenté a 53 grados
de libertad. La norma en H' del error de la nueva aproximacién se redujo a 1.7581.
Se puede observar a la derecha como la derivada B-spline mejoré considerablemente
su aproximacién a gr (§), mientras a la izquierda las diferencias notables con gr, ()
en el incio y final del intervalo han desaparecido. Ambas curvas son practicamente
indistinguibles.

Una cuestién importante a tener en cuenta, es que cuando se vaya a calcular la
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4.3 Experimentos numéricos

Figura 4.6: Figura de la izquierda: Arriba derivada de la frontera “sur” gp. (£). Abajo
en rojo derivada de la aproximacién B-spline cuadratica a la curva de arriba. Al centro la

superposicién de ambas curvas. Figura de la derecha: Error entre ambas derivadas.

aproximacién “norte” debemos contar que los nodos introducidos en la aproximacién
“sur” también deben formar parte de los nodos del “norte”. De igual manera los nodos
que se anadan en la curva “norte” deberan ser incluidos en la “sur”. Todo con la
correspondiente actuliazacién de los coeficientes de control. Lo mismo para las curvas
“este” y “oeste”. El procedimeinto deberia empezar por aproximar una de las curvas
cardinales y con el vector de nodos resultante comenzar la aproximacion de la curva
opuesta. El nuevo vector debe ser utilizado nuevamente para recalcular los puntos de
control de la primera. Recordemos que al introducir nodos no cambia la curva, por lo
tanto las normas permanecen invariantes.
Miés precisamente, los vectores de nodos de la base (4.18) deben ser:
8 = t5 o Uts, v t7=tl, Utl

Norte Sur Oeste

sin repeticiones excepto los nodos extremos 0 y 1, que mantienen su multiplicidad igual
a 3.

4.3. Experimentos numéricos

La siguiente seccién estard dedicada a los experimentos numéricos. Las ecuaciones
seleccionadas seran la ecuacién de Poisson, que sirvié de guia para presentar el méto-
do isogeométrico, y la ecuacién de Helmholtz. Ambas ecuaciones son de tipo eliptico
y los ejemplos que presentaremos tienen diversas dificultades numéricas para aproxi-
mar la solucién y el campo vectorial gradiente. En todos los ejemplos las condiciones
de frontera seran de Dirichlet y la solucidon exacta de la ecuacion es conocida. Esto
permitird medir los errores, tanto de la aproximacion de la solucién, como del campo
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4. EL METODO ISOGEOMETRICO

Figura 4.7: Izquierda: Arriba funcién g restringida a la frontera “sur”, o sea, gr_(§). Abajo
en rojo, la aproximacién B-spline de 53 grados de libertad que aproxima a la funcién gr_ ()
por interpolacion. Al centro la superposicién de ambas curvas. Derecha: Arriba la derivada
gr, (§). Abajo en rojo derivada de la aproximacion B-spline cuadrética refinada. Al centro

la superposicién de ambas curvas.

gradiente. Los ejemplos fueron programados en MatLab y Julia. Para més detalles de
la implementacién ver anexo C.

4.3.1. Ejemplos para la ecuacién de Poisson

A continuacién presentaremos ejemplos de la ecuacién de Poisson (4.1)-(4.2).

4.3.1.1. Ecuacion ondulatoria en la frontera y en el interior de la region

Este ejemplo estd reportado en el trabajo de Vuong et al. [73]. En esta ecuacién la
funcién f del miembro derecho tiene la forma:

f(z,y) = 2n? sin(w z) sin(7 y) (4.35)
La solucién exacta u(z,y) para este miembro derecho y condiciones de Dirichlet es:
u(zx,y) = sin(w x) sin(w y) (4.36)

Esta funcién tiene la particularidad de ser fuertemente oscilatoria al interior de la
regién ), como se puede observar en la figura 4.8. El campo vectorial de la funcién
(4.36) es:

vutor) = [ ] = [ Tomin ) dmir a0
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Figura 4.8: Izquierda: representacién 3D de la funcién (4.36) sobre un cuadrado. Derecha:

Vista superior o proyeccién sobre el plano XY de la funcién (4.36)

La primera regién que se utilizard para resolver el primer ejemplo es la pieza de
rompecabezas (ver figura 3.18). En el epigrafe 3.7.1.1 se muestra que el mapeo inyectivo
que describe esta regién tiene 34 x 34 grados de libertad. Generalmente es necesario
aumentar los grados de libertad para aproximar la solucién v con mayor confiabilidad.
En este primer ejemplo se insertaron nuevos nodos en los puntos medios alcanzando
el mapeo 66 x 66 grados de libertad. La figura 4.9 muestra la solucién exacta y la
calculada en la regién de estudio. La norma L? del error es 0.1, la cual podria resultar
adecuada en algunas aplicaciones.

Figura 4.9: Izquierda: Solucién de la ecuacién de Poisson con 66 x 66 grados de libertad
sobre la pieza de rompecabezas. Derecha: Solucién exacta. Visualmente se observan varias

diferencias entre la solucién calculada y la exacta. La norma L? del error es 0.1

Sin embargo, si queremos tener una buena aproximacion del campo vectorial de-
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4. EL METODO ISOGEOMETRICO

bemos revisar la norma H! conque estd equipado el espacio de Sobolev. Esta norma
fue definida en (4.7) y contempla al campo vectorial. En este caso la norma del error
alcanza 22.6668. Las diferencias pueden observarse en el fragmento del campo vectorial
calculado y exacto que se muestra en la figura 4.10.

10.5 T T T T T T T T T T 10.5
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Figura 4.10: Arriba: campo vectorial exacto, senalando la seccién que serd amplifica-
da abajo. Abajo Izquierda: Seccién amplificada del campo vectorial de la aproximacién
B-spline con 66 x 66 grados de libertad sobre la pieza de rompecabezas. Derecha: Amplifi-

cacién de la solucién exacta. La norma H! del error es 22.6668

Esta region fue utilizada para ejemplificar la interpolacién de la condicién de fronte-
raen 4.2.1.1. En esa seccién partiendo del mapeo original de 34 x 34 grados de libertad,
se mostré que se podian introducir nodos en lugares adecuados para lograr una mejor
aproximacion de las derivadas. De este modo se lograba un mapeo de 53 x 53 grados
de libertad, con una aproximacion razonable de las derivadas y el aumento controlado
de las dimensiones.

La solucién calculada con este mapeo es mostrada en la figura 4.11 donde la norma
del error L? es 0.1462 y el campo vectorial en la figura 4.12. La norma del error en H'
es 18.5486, menor que la del mapeo de 66 x 66, de méas grados de libertad. Estos datos
comprueban la utilidad de escoger adecuadamente los lugares donde se introduciran
nuevos nodos.
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4.3 Experimentos numéricos

Figura 4.11: Izquierda: Solucién de la ecuacién de Poisson con 53 x 53 grados de libertad

sobre la pieza de rompecabezas. Derecha: Solucién exacta. La norma, L? del error es 0.1462

Finalmente mostramos una aproximacion més exquisita, a partir de un mapeo de
104 x 104 grados de libertad obtenido por subdivisiéon del mapeo de 53 x 53 grados de
libertad. En este caso la norma L? del error es 0.0126, mientras que la H'! es 3.6864.
Los gréaficos 4.13 y 4.14 muestran las similitudes con la solucién exacta de la solucién
aproximada B-spline y del campo vectorial.

A continuaciéon mostraremos la solucién de la misma ecuacién sobre dos regiones
reales: La Bahia de La Habana y la Presa de Valle de Bravo. Los resultados son expre-
sados en la tabla 4.1 y en las figuras de la 4.15 a la 4.18.

La primera columna de la tabla estda dedicada al nombre de la regién, le siguen el
nimero de grados de libertad de la funciéon B-spline bicuadréatica que aproxima a la
solucién exacta del problema diferencial. Las dos tdltimas columnas estdn dedicadas a
la norma del error entre la solucién B-spline y la solucién exacta: la norma L? y la H'.

Regién Gr. de libertad | Norma L? | Norma H'

Bahia de La Habana 89 x 83 1.2500e-2 13.1793

Bahia de La Habana 176 x 164 9.7608e-4 0.8496

Presa Valle de Bravo 138 x 138 1.0000e-3 0.6030

Tabla 4.1: Resultados de la ecuacién de Poisson con miembro derecho (4.35) sobre regiones

reales
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Figura 4.12: Izquierda: Secciéon amplificada del campo vectorial de la aproximacion B-
spline con 53 x 53 grados de libertad sobre la pieza de rompecabezas. Derecha: Amplifica-

cién de la solucién exacta. La norma H?' del error es 18.5486

4.3.1.2. Solucidén con gradiente discontinuo en varios puntos

El siguiente ejemplo corresponde a la ecuacién de Poisson (4.1) - (4.2) de manera
tal que la solucion exacta u sea

u(z,y) = exp(ay/(z—x0)>+ (y — yo)?
+ exp (B (z—21)?+ (y —y1)?
+ exp (’y\/(ﬂc —x2)% 4 (y — y2)2)

donde o, B y v son pardmetros conocidos, asi como los puntos (zg,yo), (T1,y1) ¥
(z2,y2). Las funciones f(x,y) y g(x,y) se construyen de manera tal que la u(z,y) dada
sea solucién del problema. Este problema fue presentado en [35] y [15] para ser resuelto
sobre el cuadrado unitario [0, 1]?, nosotros lo hemos extendido para ser resuelto sobre
regiones irregulares.

Este problema tiene como dificultad la discontinuidad del gradiente de u en los
puntos (xo,yo), (z1,91)y (x2,y2). El gréifico de esta funcién sobre el cuadrado unitario,
para los valores a = =y =Ty (zo,y0) = [0.25,0.25], (z1,y1) = [0.5,0.5] y (22,y2) =
[0.75,0.75] puede verse en la figura 4.19.

Como en el primer ejemplo, el ajuste de la aproximacién de las condiciones de
frontera establece los grados de libertad iniciales para aproximar la solucién. Ademads
en este ejemplo debemos refinar alrededor de los puntos (zg,y0), (z1,y1) ¥ (z2,y2).
La tabla 4.2 muestra los resultados de soluciones sobre regiones reales. En todos los
ejemplos se tomod (zo,y0) = x(&a;7a), (T1,91) = x(&pm) ¥ (T2,42) = %(&c;ne), donde
x es el mapeo bicuadratico y £, = 1, = 0.25, & =m = 05y & = n. = 0.75. La
estructura de la tabla, asi como la de las siguientes que apareceran, es la misma que la

+
+ (4.38)

102



4.3 Experimentos numéricos

Figura 4.13: Izquierda: Solucién de la ecuacién de Poisson con 104 x 104 grados de
libertad sobre la pieza de rompecabezas. Derecha: Solucién exacta. La norma L2 del error

es 0.0126

de la tabla 4.1 del primer ejemplo.

La figura 4.20 muestra los gréificos de algunas de las soluciones B-spline obteni-
das sobre regiones fisicas reales. Se puede observar como se reproduce el patron de la
solucion exacta.

Respecto a este ejemplo se debe senalar que la base B-spline con la que se aproxima
la solucion produce soluciones suaves, debido a que no hay repeticién de nodos en el
interior del cuadrado unitario. Sin embargo, la solucién exacta (4.38) tiene tres puntos
donde el gradiente no estda definido, por lo tanto, la solucién suave B-spline puede
aproximar a la solucién exacta, pero no reproducira cualitativamente la naturaleza del
comportamiento de la solucién en esos puntos. Esta dificultadad puede ser superada
si repetimos los nodos donde fueron definidas las singularidades. En nuestro ejemplo,
los valores paramétricos &,, &, & en la direccién € y 14, mp, 7. en la direcciéon 7,
deben ser incluidos como nodos. Al repetir una vez estos nodos, la base B-spline pierde
continuidad de la derivada en esos puntos, lo que permite modelar de mejor manera la
solucién exacta. Debemos puntualizar que esto no afecta la diferenciabilidad el mapeo
B-spline, que es diferenciable e inyectivo, lo que ocurre es que al introducirlos, la nueva
expresion del mapeo en la nueva base, interpola los nuevos puntos de control.

Para ilustrar lo anteriormente expuesto, graficamos la solucién calculada sobre el
Lago de Patzcuaro, a lo largo de la recta paramétrica & = 7. Esta recta incluye a las
tres singularidades del ejemplo. La figura 4.21 muestra en rojo el gréafico de la funcién
(4.38) a lo largo de esta recta. Se superponen en azul y verde las soluciones B-spline
calculadas sin y con los nodos & = &, t& = & y t& = &, en la direccién &; y e = n,,
t = 1 y t" = 1. en la direccién 7, repetidos. Las soluciones son tan parecidas que
apenas se distinguen. El rectdngulo en negro, que contiene los nodos t& = t™ = (.5, serd
amplificado en la figura 4.22, para mostrar las diferencias de ambas aproximaciones.
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Figura 4.14: Izquierda: Secciéon amplificada del campo vectorial de la aproximacion B-
spline con 104 x104 grados de libertad sobre la pieza de rompecabezas. Derecha: Amplifi-

cacién de la solucién exacta. La norma H! del error es 3.6864

A la izquierda (en azul) se grafica la aproximacién B-spline sin repeticiéon de nodos.
La solucién exacta aparece en color rojo. Se puede observar que mientras la solucién
exacta no es diferenciable en 0.5 la solucién B-spline, en azul, si. A la derecha aparece
la aproximacién B-spline (en azul) con los nodos & y ¢ repetidos, de manera que se
pierde diferenciabilidad de la derivada en ese punto. Se puede observar, en este caso,
que cualitativamente la aproximacién B-spline responde mejor a la naturaleza del punto
0.5 de la solucién exacta.

En la tabla 4.3 se muestran los ejemplos sobre regiones reales de las soluciones
obtenidas con los nodos t&, t, t& y e ¢ ¢ repetidos. Las columnas son las
mismas que la tabla anterior.

En un analisis de ambas tablas 4.2 y 4.3 se revela el obvio aumento de tres grados

Figura 4.15: Soluciones sobre la Bahia de La Habana. Izquierda: Solucién con 89 x 83
grados de libertad. Error H' 13.1793. Centro: Solucién con 176 x 164 grados de libertad.

Error H! 0.8496. Derecha: Solucién exacta
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Figura 4.16: Presa de Valle de Bravo. Izquierda: Solucién con 138 x 138 grados de libertad.
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Derecha: Solucién exacta. Norma del error en H' es 0.6030

de libertad en cada direccién debido al inclusién de los tres nodos repetidos en cada
una de las mismas. Por ende, mejoramos la norma de los errores en casi todos los
casos, sin embargo la dismucién del error de L? es practicamente insignificante, pero
en la norma H'!, esta disminucién se hace més apreciable, respondiendo a la mejor
aproximacion cualitativa del campo vectorial exacto. Este efecto pude mostrarse en la
figura 4.23, donde a la izquierda se observa el campo vectorial B-spline sobre la Bahia
de La Habana, sin repeticiéon de nodos, alrededor de un punto singular. Al centro es
el campo vectorial B-spline con los nodos repetidos y a la derecha el campo vectorial
exacto. En el campo vectorial de la izquierda se puede observar que alrededor del
punto singular el tamano de las flechas es menor que en los otros casos, mostrando
que el campo alli es mas suave. Los campos vectoriales del centro y de la derecha,
practicamente no tienen diferencias apreciables.

Para concluir mostramos en la figura 4.24 detalles de algunos de los campos vecto-
riales B-spline con repeticion de nodos y su contraparte exacta. Se puede observar que
no se aprecian diferencias entre la soluciéon B-spline y la exacta.
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Campo Bspline X Campo Bspline Y

Figura 4.17: Campo vectorial en la Bahia de La Habana. Comparaciéon B-spline con 176

x 164 grados de libertad y la solucién exacta. Norma H' 0.8496
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Figura 4.18: Campo vectorial en la presa de Valle de Bravo. Comparaciéon B-spline con

138 x 138 grados de libertad y la solucién exacta. Norma H* 0.6030
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Figura 4.19: Gréfico de la funcién (4.38) para los pardmetros « = f =~y =Ty (zo,yo) =
[0.25,0.25], (x1,91) = [0.5,0.5] y (w2,y2) = [0.75,0.75] sobre el cuadrado unitario [0, 1]?

4.3.2. Ecuacion de Helmholtz

Consideremos el problema de encontrar u : £ — R que satisfaga la ecuacion de
Helmholtz con condicién de frontera de Dirichlet u(x,y)r = g(z,y) donde I' = 9.
Formalmente:

u(z,y) = g(z,y) (x,y) el (4.40)

donde k(x,y), f(z,y) vy g(x,y) son funciones conocidas y A es el operador laplaciano.
Debido a su relacién con la ecuacion de la onda, la ecuacién de Helmoltz apare-

ce varias areas de la fisica como estudios de radiacién electromagnética, sismologia y

acustica.
La ecuacién (4.39) tiene varios casos interesantes:

= Si k=0, en tal caso se reduce a la ecuacién de Poisson.

» Si k es una constante positiva, entonces u(z,y) es la amplitud de la onda que
viaja a través de Q y k, llamado nimero de onda, es el nimero de ondas por
unidad de distancia.

- Si
(4.41)

donde « es un parametro y

r(z,y) = v/ (z — 0)% + (y — yo)?
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4.3 Experimentos numéricos

Region Gr. de libertad | Norma L? | Norma H'
Bahia de La Habana 116 x 110 0.0085 6.8375
Lago Toba 172 x 172 8.5626e-4 0.0577
Estrecho de Gibraltar 96 x 112 0.0190 2.4041
Canal de Grijalva 124 x 44 0.0055 2.3928
Lago de Patzcuaro 108 x 108 9.0471e-4 0.2075
Presa Valle de Bravo 156 x 156 4.5784e-4 0.0328

Tabla 4.2: Resultados de la solucién B-spline de la ecuacion de Poisson cuya solucion es
(4.38) sobre regiones reales. En estos ejemplos no se repitieron como nodos los pardmetros

€as &, & en la direccién € ni 1,4, M5, Ne en la direccién 7.

(a +r(x,y)) cos(k(z, y)
flz,y) = 3
(a+r(z,y))*r(z,y)
entonces u(z,y) es una funcién de onda que satisface la ecuacién de Schrodinger
para la interaccién de dos atomos [58]. En este caso la solucién exacta es conocida:

u(z,y) = sin(k(x,y)) (4.43)

Esta funcién u(x,y) se vuelve fuertemente oscilatoria alrededor del punto (zg, yo)
conforme aumenta la frecuencia de la onda. El nimero de oscilaciones N,g. es
funcién del pardmetro «, cuya expresion es:

(4.42)

1
T Nose

(Nyse) = (4.44)
Para ilustrar este comportamiento en una dimension, se seleccioné zg = yo y la
funcién (4.43) se intercepté con el plano x = y. El resultado estd en la figura
4.25. Arriba a la izquierda se muestra el grafico para el pardmetro a con Nyg.=1.
A la derecha se muestra la funciéon para N,s.=3. Abajo los graficos son, a la
izquierda, Nys.=4 y la derecha Nys.=9. Ademds en el punto (xo,yo) el gradiente
es discontinuo. En general la ecuacion de Helmoltz tiene diversas dificultades
numéricas precisamente para los valores de k interesantes en las aplicaciones [29].

4.3.2.1. Formulacién Variacional

Como se procedié en la ecuacién de Poisson, descompondremos la solucion en la
forma (4.10) para transformar el problema (4.39)-(4.40) en un problema de Dirichlet
homogéneo, donde tenemos que hallar wug
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4. EL METODO ISOGEOMETRICO

Figura 4.20: Soluciones del problema cuya solucién esta dada por (4.38) en regiones
reales. Arriba a la izquierda sobre la Bahia de La Habana, arriba a la derecha sobre el
Lago Toba, abajo a la izquierda sobre la presa de Valle de Bravo y abajo a la derecha sobre

el canal de Grijalva

—AUO(.T,:I/) _kQ(xay)uo(way) =f(a:,y) (xay) € (4'45)
uo(z,y) =0 ,y) e (4.46)

donde 3
fla,y) = fx,y) + Dug(z,y) + K (2, y)ug(z,y) (4.47)

En los espacios definidos en (4.8) y (4.9) y con la norma (4.7), multiplicamos (4.45) por
una funcién de peso v(z,y) y calculamos la integral sobre Q

// Aug(z,y) + k2 (z, Y)uo(z,y)) vdrdy = //fﬂvy v dxdy

Aplicando la férmula de Green (4.6), la expresién (4.5) y dado que

/(vVuo)t-ndnyO
r
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Figura 4.21: En rojo el grifico de la funcién (4.38) sobre el Lago de Pétzcuaro a lo
largo de la recta paramétrica £ = n. Se superponen en azul y verde las soluciones B-spline
calculadas sin y con los nodos &« = &,, t& = &, y t& = £, en la direccién &; y 7 = 1,
t =1 y te = n. en la direccion 7, repetidos. Las soluciones son tan parecidas que apenas

se distinguen.

obtenemos
// VugVv — k*(z, y)uo(x, y) vde dy = // fodxdy (4.48)
Q
Utilizando la expresién (4.47) y la férmula de Green se tiene:

//fvdxdy—// f—i—k2u9 vdxdy //Vungd:):dy
Q

Sustituyendo esta tltima expresién en (4.48) obtenemos la formulacion varia-
ctonal o débil, del problema (4.45)-(4.46):

// VuoVo — k2 (z,y)ugvde dy = - - -

Q

// (f +K*(z,y) ug) vdrdy — // VuyVudx dy (4.49)
Q2 Q

Ahora debemos hallar ug € V tal que Vv € V se cumpla la ecuacién anterior.
De igual forma a como procedimos en (4.15) y (4.16), se definen las formas bilineal
v lineal para la ecuacién de Helmholtz:

a(u,v) = //QVU(JJ,y)VU—kQ(m,y)u(z,y)vdazdy (4.50)

L(v) = //Q(f+k:2(a:,y)ug) vdxdy—//QVungdxdy (4.51)
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4. EL METODO ISOGEOMETRICO

Figura 4.22: Izquierda: superposicién de la solucién exacta, (en rojo) y la solucién B-
spline, (en azul) sin repeticién de nodos. En este caso la solucién B-spline es suave. Derecha:
superposicion de la solucién exacta, (en rojo) y la solucién B-spline, (en azul) con repeticién
de nodos en 0.5. En este caso la solucién B-spline no es suave en 0.5, por lo que modela

mejor la solucién exacta en ese punto.

La formulacién débil (4.49) llevada al espacio paramétrico tiene la forma:

// Vug (JLJx) Vo — k*(x(£,m))ug v) det (Jx) dédn = -
// (f + K2 (e(€,m)) ug) vdet (Jx) dEdy— -

/ / Vul (JLJx) " Vo det (Jx) ddn (4.52)
0 JO

La solucién aproximada puede ser encontrada utilizando el método de Galerkin. Las
aproximaciones a los espacios V' y 8 son (4.19) y (4.20) respectivamente. La solucién
aproximada es del tipo (4.21), que conduce al sistema de ecuaciones (4.22), donde

BBy = [ [ (VB G VB K e m) B B det () dcn

L(B};) = // [(F + K (x(&m) ug) B} ; — Vul (JLJx) "'V B} ] det (Jx) d€ dn

4.3.2.2. Ejemplos sobre regiones reales

Los siguientes ejemplos resueltos sobre regiones reales, corresponden a la ecuacién
(4.39), donde k y f estdn dadas por (4.41) y (4.42) respectivamente. La funcién g de
(4.40) se construye de manera tal que (4.43) sea la solucién exacta.
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Region Gr. de libertad | Norma L? | Norma H'
Bahia de La Habana 119 x 113 0.0084 1.0420
Lago Toba 175 x 175 8.5733e-4 0.0188
Estrecho de Gibraltar 99 x 115 0.0190 1.2613
Canal de Grijalva 127 x 47 0.0054 1.7532
Lago de Patzcuaro 111 x 111 9.0369e-4 0.1973
Presa Valle de Bravo 159 x 159 4.5737e-4 0.0187

Tabla 4.3: Resultados en la solucién B-spline de la ecuacién de Poisson cuya solucion es

(4.38) sobre regiones reales, repitiendo los nodos &=, t&, t&e y tha M0 ¢7e,

En el primer bloque de ejemplos el nimero de oscilaciones del pardmetro a(Noys.)
(4.44) es Nysc=1. En todos los casos el punto (zg, o) se encuentra en el centro de la
regién fisica, es decir, en (zg,y0) = x(0.5,0.5). Alrededor de este punto se realizé un
refinamiento. Ademads como el gradiente no es continuo en ese punto se repitieron los
nodos t¢ = 0.5 y "7 = 0.5 Los resultdos se muestran en la tabla 4.4.

Region Gr. de libertad | Norma L? | Norma H'
Bahia de La Habana 117 x 111 0.0038 0.2076
Lago Toba 167 x 167 0.0014 0.0223
Estrecho de Gibraltar 97 x 157 0.0051 0.6613
Canal de Grijalva 119 x 39 0.0015 0.4784
Lago de Patzcuaro 109 x 109 9.6912e-4 0.2712
Presa Valle de Bravo 157 x 157 3.3098e-4 0.0152

Tabla 4.4: Soluciones obtenidas para la ecuacién de Helmholtz. Norma L? y H! del error

entre la solucién B-spline calculada y la solucién exacta.

Las figuras 4.26 y 4.27, muestran las soluciones obtenidas sobre las regiones reporta-
das en la tabla 4.4. En cada renglén a la izquierda es la solucion B-spline y a la derecha
la solucién exacta. Se aprecia como la solucién B-spline reproduce a la solucién exacta
sin que haya diferencias visibles.
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Figura 4.23: Detalles de los campos vectoriales de soluciones B-spline y exacta sobre la
Bahia de la Habana, de la ecuacién de Poisson cuya solucion es 4.38. Izquierda; campo

vectorial B-spline suave, sin repeticién de nodos. Centro: campo vectorial B-spline con

repeticion de nodos &. y 7.. Derecha: campo vectorial exacto

Para finalizar este bloque de ejemplos mostramos, en una seleccién de regiones, la
comparacién alrededor del punto singular, del campo vectorial B-spline y el campo
vectorial exacto. (ver figura 4.28). A la izquierda se muesta el campo B-spline y a la
derecha el exacto. Se observa que en algunos ejemplos como la Bahia de La Habana y el
lago de Patzcuaro el campo B-spline subestima ligeramente al exacto en las cercanias

del punto singular, que se encuentra marcado en rojo.

El proximo bloque de ejemplos estd dedicado a la solucién de la ecuacionde Helm-
holtz cuando aumenta el nimero de oscilaciones Nyg., en el pardmetro (4.44). Para abor-
dar estos ejemplos satisfactoriamente es necesario refinar mas cuidadosamente cerca del
punto singular (xg, yo) y asi reconstruir las fuertes oscilaciones que se producen. El pun-
to (zo,yo) también fue ubicado al centro de la regién €, es decir, (zo,yo) = x(0.5,0.5),
donde x(&,7n) es la parametrizacién bicuadratica. Como en los ejemplos de una osci-
lacién se repitieron los nodos t¢ = 0.5 y t” = 0.5. Mostraremos ejemplos con 2, 3 y

4 oscilaciones sobre la Bahia de La Habana. La tabla 4.5 muestra los resultados. La
primera columna indica el nimero de oscilaciones en la expresién (4.44). Las restantes
columnas son las usuales. Hemos incorparado a la tabla los resultados de una oscilacién

de la Bahia de La Habana, que aparecen en la tabla 4.4.
La figura 4.29 muestra los resultados obtenidos sobre un segmento de la recta pa-

ramétrica £ = 1 que pasa por el punto (xg,yp), donde el gradiente no es continuo.
Graficar solo sobre la recta permite bajar a 1D para una mejor comprensién visual de
los resultados. En las imagenes aparecen superpuestas la solucién exacta (en rojo) y la

calculada (en azul). Especificamente las funciones son:

up (&) = u(x(£.€),y(&,§)) = sin(k(x(£.£),y(£,€)))

up(€) = u"(2(6,€),5(6,€) = Y ¥ i ®ij(x(,), 9, )

i=1 j=1
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Figura 4.24: Detalle de los campos vectoriales B-spline y exactos alrededor de un punto
singular, de la ecuacién de Poisson cuya solucién es 4.38. Arriba: sobre lago de Patzcuaro.
Izquierda: aproximacién B-spline con nodos repetidos. Derecha: Campo exacto.

Abajo: Presa de Valle de Bravo. Izquierda: aproximacién B-spline con nodos repetidos.

Derecha: Campo exacto.

En cada gréafico aparece un rectdgulo en negro de una zona que serd amplificada
en la siguiente imagen a la derecha. Las imédgenes de mas arriba corresponden a dos
oscilaciones, las del centro a 3 y la més baja a 4 oscilaciones.

Se puede observar que la solucién calculada reproduce el comportamiento de la
solucién exacta, incluida la no diferenciabilidad en el punto (zg,yp). Noétese que el
espaciamiento donde ocurren las oscilaciones es muy pequeno.

4.3.3. Resumen de los ejemplos

Para concluir sobre los ejemplos presentados, se puede sefialar que se alcanzaron
buenas aproximaciones a las soluciones exactas. Por lo general las dimensiones del
mapeo B-spline original no tienen los suficientes grados de libertad para aproximar
la solucién de la ecuacion diferencial. Menos si estamos interesados también en una
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Figura 4.25: Gréfico de la funcién (4.43), para diferentes niimeros de oscilaciones N,
en una dimensién al interceptarla con el plano = = y. ¢y = yg = 3.15. Arriba a la izquierda

N,s.=1, a la derecha N,s.=3. Abajo a la izquierda N,s.=4 y la derecha N,s.=9.

buena aproximacién de las derivadas. Por lo tanto, se debe subdividir el mapeo. Esta
tarea debe ser realizada con cuidado para alcanzar las metas propuestas sin desbordar
las dimensiones del problema. Aunque no se aproveché mucho la estructura sparse y
de banda de la matriz de rigidez; en situaciones méas complejas, que involucren a més
ecuaciones, se debe hacer uso de ello. Esto es todo un tema de investigacion y desarrollo.
Los métodos iterativos para el sistema lineal, el precondicionamiento de las matrices, la
paralelizacién de los algoritmos y aprovechamiento de la tarjeta gréafica para el cédlculo,
son temas que no se abordaron, pero que sin dudas estdn muy vinculados a estos
problemas.

Las bases B-spline tienen una buena flexibilidad para adaptarse a distintas dindmi-
cas que pueden surgir de las soluciones. La calidad de los mapeos, que se sustentan
por la calidad de las mallas de control, aseguran que las soluciones aproximadas sean
buenas.
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Region Bahia de La Habana

No. Oscilaciones | Gr. de libertad | Norma L? | Norma H'
1 117 x 111 0.0038 0.2076
2 171 x 165 0.0018 0.3394
3 171 x 165 0.0038 1.1035
4 171 x 165 0.0069 1.987

Tabla 4.5: Errores L? y H! entre la solucién B-spline y la solucién exacta en la ecuacién

de Helmholtz, en la regién de la Bahia de La Habana cuando aumentan las oscilaciones M.
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Figura 4.26: Gréficos de las soluciones B-spline obtenidas y de su correspondiente so-
lucién exacta sobre regiones reales. Columna de la izquierda la solucién B-spline. Derecha
solucién exacta (4.43). De arriba hacia abajo: Bahia de La Habana, Lago Toba, Estrecho

de Gibraltar.
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[
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Figura 4.27: Gréficos de las soluciones B-spline obtenidas y de su correspondiente solucién
exacta sobre regiones reales. Columna de la izquierda la solucién B-spline. Derecha solucién
exacta (4.43). De arriba hacia abajo: Canal de Grijalva, Lago de Patzcuaro y Presa de Valle

de Bravo.
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Figura 4.28: Campos vectoriales B-spline y exacto alrededor del punto singular. A la
izquierda campo vectorial B-spline y a la derecha campo vectorial exacto. De arriba hacia

abajo: Bahia de La Habana, Lago Toba y Lago de Patzcuaro.
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Figura 4.29: Fragmentos de los resultados obtenidos en la solucién de la ecuaciéon de
Helmholtz en la Bahia de La Habana, a lo largo un segmento de la recta paramétrica & = n.
En rojo la soluciéon exacta y superpuesta en azul la soluciéon calculada. Los rectagulos en
negro son zonas que seran amplificadas en la siguiente imagen a la derecha. El renglén de
imégenes de mas arriba corresponden a 2 oscilaciones, las del centro a 3 y la mas baja a 4

oscilaciones.

121






Capitulo 5

Conclusiones

Este trabajo ha propuesto un método de parametrizacién de regiones planas con
frontera irregular mediante mapeos B-spline bicuadraticos inyectivos y ha hecho uso de
la parametrizacién para resolver de ecuaciones diferenciales por el método isogeométri-
co. Las parametrizaciones validas de regiones planas, particularmente irregulares, tienen
gran importancia y multiples son las aplicaciones en que juegan un papel esencial. En
particular parametrizaciones con mapeos B-spline son de gran utilidad, gracias a su
flexibilidad y altos niveles de continuidad. Las mallas estructuradas de cuadrildteros
convexos, son la imagen de un caso especial de mapeos validos, entre el cuadrado [0, 1]
y una region 2. Estas se construyen de manera tal que las celdas tengan propiedades
geométricas deseadas, tales como la ortogonalidad entre las lineas y la uniformidad de
las areas de los cuadrilateros. Las mallas pueden ser descritas explicitamente a través
de un mapeo B-spline bilineal. Las mallas y los mapeos B-spline estan muy relacionados
ya que las primeras son usadas como puntos de control de los segundos. Esto significa
que las mallas son el esqueleto que sostiene al mapeo B-spline, ya que este no puede
escapar de la envoltura convexa de su malla de control. Las propiedades geométricas
de la malla determinan la calidad del mapeo.

Un hecho importante ya mencionado, vinculado con las mallas y demostrado en este
trabajo y publicado en [1], es la existencia de un mapeo B-spline bilineal que reproduce,
explicitamente, de manera natural a la malla estructurada de cuadrilateros. El primer
objetivo especifico de esta tesis, fue encontrar explicitamente esta representacién. La
demostracién de que la convexidad de la malla determina la inyectividad del mapeo
B-spline bilineal es el segundo objetivo especifico. Estos resultados establecen el nexo
entre una malla estructurada y convexa GG y un mapeo B-spline bilineal, cuya malla de
control es precisamente G. La importancia de este resultado es la posibilidad de refinar
la malla tanto y donde se desee, aumentando las dimensiones de la malla sin recurrir al
costoso proceso de optimizacion. De manera general para mapeos B-spline inyectivos
de orden arbitrario al introducir nuevos nodos, aumentan las funciones bésicas que
representan a la parametrizacién y por lo tanto la malla automaticamente se refina.
Desde este punto de vista aumentar los grados de libertad del mapeo es equivalente a
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refinar la malla.

La tesis ha puesto su foco de atencién en los mapeos bicuadraticos. En las aplica-
ciones es necesario que los mapeos sean inyectivos. Este trabajo tiene como principal
aporte haber dado condiciones suficientes que garanticen la inyectividad de mapeos
B-spline bicuadraticos. Hemos demostrado que estas condiciones son factibles de veri-
ficar en la préctica y pueden ser usadas para desarrollar algoritmos que conduzcan a
mapeos inyectivos. Ademds de encontrar condiciones suficientes de inyectividad para la
clase de mapeos bicuadraticos con sucesiones de nodos equiespaciados y condiciones de
interpolacién en los extremos, se prob6 una condicién necesaria de inyectividad (teore-
ma 3.3). La estrategia fundamental y la herramienta bésica para la obtencién de estos
resultados, que se encuentran expresados en los teoremas 3.4 y 3.5, es la posibilidad de
escribir el Jacobiano del mapeo bicuadratico en una base B-spline bictibica apropiada
(cuarto objetivo especifico) y en la técnica de subdivisién, la cual fue muy utilizada a
lo largo de todo el trabajo. Los resultados obtenidos fueron publicados en [2]. Respecto
a escribir el Jacobiano en la base bictibica, debemos sefialar que nuestra manera de cal-
cular los coeficientes de control, es nueva y a nuestro juicio mas clara que los métodos
reportados en la literatura.

Como ya mencionamos anteriormente un resultado importante de este trabajo es un
método para parametrizar regiones planas con frontera irregular utilizando un mapeo
B-spline bicuadratico. Este método produce la mayoria de las veces mapeos inyectivos y
se basa en los algoritmos de generacién de mallas estructuradas y convexas desarrollados
por el Grupo UNAMalla. Las mallas convexas, como muestra la condicién necesaria de
inyectividad 3.3, constituyen un buen punto de partida para conseguir la inyectividad
del mapeo bicuadratico. Los algoritmos desarrollados por el grupo UNAMalla, logran
mallas con propiedades geométricas muy deseadas, como la ortogonalidad entre las
lineas y la uniformidad de las dreas de los cuadrilateros. Estas propiedades conducen a
que la calidad del mapeo bicuadratico sea satisfactoria, como se mostré en la seccién
3.8 del capitulo 3. El algoritmo de obtencién de mapeos bicuadraticos fue probado en
una galeria de 12 regiones reales, que incluyeron bahias, lagos, lagunas, canales y otros
accidentes costeros. En todos los ejemplos se partié de mallas éptimas e-convexas, como
mallas de control del mapeo bicuadratico. Se confirmé en todos los casos la inyectividad
de los mapeos bicuadraticos y solo en 2 casos hubo que repetir el proceso de optimizacién
para construir mallas de control més finas. Esto quiere decir que en més del 83 % de los
ejemplos la malla de control convexa, que garantiza la inyectividad del mapeo bilineal,
trasmitié esta propiedad al mapeo bicuadratico. Estos resultados también se encuentran
publicados en [2] y fueron presentados en diversos eventos cientificos. Debemos senalar
que los resultados obtenidos se han incorporado al sistema UNAMalla, para anadir las
funcionalidades de construccién y graficacion de mapeos bicuadraticos inyectivos.

Finalmente, y no menos importante, el capitulo 4, ha abordado el ultimo objetivo
especifico: la capacidad de los mapeos bicuadraticos inyectivos obtenidos para resolver
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales por el método isogeométrico. La base
bicuadratica utilizada en la construccién del mapeo es la misma que se usa para apro-
ximar la solucién de la ecuacién diferencial, lo que permite obtener soluciones suaves.
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Pero ademds, la base B-spline y el mecanismo de insercién de nodos (ver epigrafe 2.2.2)
permiten la suficiente flexibilidad, para perder diferenciabilidad en puntos senalados si
fuese necesario. Los ejemplos ilustrativos de solucién de ecuaciones diferenciales, fueron
ecuaciones de tipo Poisson y de Helmholtz, siempre sobre regiones irregulares. Ambas
ecuaciones incluyeron diversas dificultades en sus lados derechos, que hacian que las
soluciones fueran oscilatorias o muy agudas en toda la regién de integracién o en pun-
tos especificos. Se mostrd la calidad de las soluciones obtenidas y sus gradientes, al
compararlos con las soluciones exactas.

5.1. Trabajos futuros

Durante las investigaciones realizadas, varios topicos han quedado abiertos o es
interesante ahondar en ellos. Algunos han surgido al calor del trabajo o no se han
podido abarcar. Los que nos parecen més importantes son los siguientes:

1. Extender las condiciones suficientes de inyectividad a mapeos B-spline bicuadrati-
cos con sucesiones de nodos arbitrarias. Igualmente indagar si existe alguna con-
dicién necesaria para estos mapeos.

2. Encontrar las condiciones de inyectividad para mapeos B-spline de 6rdenes supe-
riores al cuadratico, particularmente para mapeos bictibicos.

3. Proponer otras variantes de algoritmos para construir mapeos inyectivos. En par-
ticular, evadir la insercion total de nodos en el punto medio y hacerlo solamente
en los rectdngulos paramétricos y sus vecinos cercanos a donde no se satisafagan
las condiciones suficientes de inyectividad. Esta politica reduciria las dimensiones
del problema de optimizacién a resolver.

4. Estudiar el efecto de diferentes funcionales de malla sobre la inyectividad y la
calidad del mapeo bicuadratico.

5. Extender a 3D los resultados sobre inyectividad.

Al respecto debemos apuntar que los resultados y algoritmos propuestos aqui, son
extendibles de manera natural a 3D, si se dispone de un algoritmo de generacién
de mallas estructuradas de hexaedros.

6. Estudiar la posibilidad de encontrar condiciones suficientes de inyectividad del
tipo de los teoremas 3.4 y 3.5 para mapeos basados en THB-spline y T-mallas.
Las mallas de control de estos mapeos no son estructurados, pero recientemente
se han logrado encontrar bases polinémicas que los representan, por lo tanto
seria interesante indagar si se puede escribir el Jacobiano en términos de bases
que puedan conducir a condiciones suficientes de inyectividad. Esta posibilidad
es importante ya que para problemas 3D los costos computacionales aumentan
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y los THB-spline y las T-mallas, permiten disminuir las dimensiones refinando
localmente solo en los lugares de interés.

7. Realizar estudios sobre la solucion de ecuaciones diferenciales mediante el méto-
do de diferencias finitas utilizando los mapeos B-spline de orden superior, es-
pecialmente bicuadraticos. Comparar los resultados obtenidos por el método iso-
geométrico, con la solucién exacta, con el tiempo de cémputo y con la complejidad
del cédigo. Realizar la misma comparacién para el método de volumen finito.
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Apéndice A

Modelacion de las curvas de la frontera

En el epigrafe 3.2.1.1 asumimos que las curvas (3.33) y (3.34) estan dadas. Sin
embargo, jcémo obtener estas curvas? Lo usual cuando se tiene una region irregular,
como accidentes geograficos o demarcaciones politicas, es que su frontera esté descrita
por una poligonal, con la tnica condicién que no tenga autointersecciones. Los vértices
de la poligonal pueden ser puntos de la frontera real o aproximaciones a los mismos.
Existe todo un abanico de posibilidades para definir las curvas (3.33) y (3.34) a partir
de esta informacién. Sin embargo, nuestro trabajo al tener fija la sucesiéon de nodos,
practicamente obliga a utilizar los puntos de la poligonal como puntos de control.
Para ello se toman n puntos de las poligonales “norte” y “sur” y m puntos de las
poligonales “este” y “oeste”, como puntos de control de las curvas (3.33) y (3.34).
Esta variante es la mas sencilla, barata y no es mala. Produce un suavisamiento del
contorno definido por la poligonal. La curva B-spline debido a la propiedad de variacién
reducida estd cercana a la poligonal. Si la poligonal no tiene n o m puntos en alguno de
sus lados se necesita disponer de algtin algoritmo de insercién de puntos. La figura A.1
muestra un tramo del contorno del estado de Oaxaca aproximado por una poligonal
de 72 puntos y la curva B-spline cuadratica para ese poligono de control. Se muestran
ademas desagregados tanto el poligono (en color negro) como la curva (en color rojo)
para poder apreciar mas claramente las diferencias.

Otras variantes que se pueden considerar se basan en encontrar el poligono de
control de las curvas B-spline tales que interpolen o aproximen minimo cuadraticamente
ciertos puntos de la frontera dados. En estos casos necesitamos predefinir las abscisas
paramétricas, las cuales deben satisfacer la condicién de Schoenberg- Whitney[26]!

!Existen diversas maneras de construir el vector paramétrico para que satisfaga la condicién de
Schoenberg-Whitney. Por ejemplo, Farin en el capitulo 9 de su libro [32] propone utilizar las abscisas
de Greville, también de Boor [26] menciona esta posibilidad adem&s de otra variante conocida como
puntos de Chebyshev-Demko. No obstante, es importante senalar que estos datos deben estar numera-
dos en un orden apropiado ya que si esto falla los resultados pueden ser completamente distinto a lo

esperado, como muestra Lee en su trabajo [50]. Existen otras posibilidades que son importantes mencio-
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Figura A.1: Curva modelada a partir de utilizar una poligonal que decribe la frontera
como puntos de control. Al centro la curva B-spline cuadritica (en rojo) y los puntos de
control (negro). Desaregadas, arriba los poligonal de control (en negro). Abajo la curva

B-spline cuadrética (en rojo). Como se observa no hay muchas diferencias visibles.

con relacién a los nodos. Esta condicién garantiza la invesibilidad de las matricies que
aparecen en los procesos de interpolacion o aproximaciéon minimo cuadratica. Aun en el
caso que esta condicién sea satisfecha, los resultados no siempre son los deseados ya que
se pueden producir autointecciones en las curvas. Por estas razones la utilizacién de la
poligonal como puntos de control, es una opcién razonable y que da buenos resultados.

nar como la parametrizacién de la longitud de arco y subvariantes de estas. Todas ellas intentan evitar
determinados efectos no deseados en el proceso de interpolacién o aproximaciéon minimo cuadrética.
Sin embargo, se debe comprobar que satisfagan la condicién de Schoenberg-Whitney para evitar la
singularidad de matrices de los sistemas lineales que aparecen en el proceso. Para una panoramica de
estas parametrizaciones recomendamos la seccién 9.6 del texto de Gerard Farin [32]. Cuando los datos
estan desorganizados o se desea curvas ajustadas a lo datos, entonces se pueden considerar las absci-
sas o vectores paramétricos como variables del problema. Esto conduce a problemas de optimizacién
no lineal. Son métodos sofisticados y méas costosos que los anteriores, pero en los que se han logrado

avances notables. Al respecto se puede consultar los trabajos [75] y [84].
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Apéndice B

Demostraciones

B.1. Demostracion del lema 3.4

Lema 3.4 Sea Uj; = [&,&+1] X 05, nj41), i =1,..,n—2, j=1,...,m—2. Para
V(&,m) € Uij, las derivadas parciales del mapeo bicuadrdtico (3.22) con nodos (3.23) y

(3.24) estdan dadas por,

i1 j+2
XE(§> 77) = (7’L - 2) Z Z ’)/ThT,SBT,Q,Tﬁ (6)35737” (77)
r=i s=j
42 j+1
Xp(€,1) = (M —=2)Y Y 0:VrsBsoon () By g e (€)
r=t s=j
donde
2, r=1
=94 1, 2<r<n—-2
2, =n-—1
2, s=1
05 = 1, 2<s<m—2
2, s=m-—1

)

yhy s y v, s fueron definidos en (3.14) y (5.15) respectivamente.

Demostracion. Para simplificar notaciones a las bases lineales las denotaremos por
B2(£) en sustitucion de B;, ¢(€) (B?(n) por Bjam(n)). De igual modo B3(£) por

Bis.(&)y B;’(V]) por Bj 3 m(n).
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Sea (¢§,m) € Ujj i =1,.,n—2, j = 1,.., m — 2, entonces derivando en (3.31)

obtenemos
ox i+2 j+2 , d ,
XdUi,]’ = aig = ;;PT’SBS (U)E&Br (f) (B.l)
ox 2 j+2 d
_ _ 3 3
Xn‘Ui,j - 6777 - ;;PT’sdnBs (U)Br(ﬁ) (B2)

donde hemos omitido la referencia a los nodos en la notacién de las bases, es decir,

B3(€) denota a thg &y B;’(n) denota a B?,,(n).

]7tn

Figura B.1: B-splines cuadréticos y lineales con nodos (3.23) que no se anulan en [;, &11].

Para obtener las expresiones finales de x¢ y %, debemos tener en cuenta que d%B? (£),
dada por (3.45), estd definida por pedazos y que lo mismo ocurre para %B?(n). Por

eso la demostracién se divide en 3 casos:

a) (&,m) estd en un rectangulo interior U; j con i =2,...,n—3, j =2,...,m — 3 del

espacio de pardametros U, vea la figura B.2, izquierda.

b) (&, 1) pertenece a uno de los 4 rectangulos de las esquinas de U: Uy, U m—2,

Un—2,1 0 Up—2 m—2, vea la figura B.2, centro.

c) (§,m) estd en algin rectangulo de la frontera que no es ninguna de las esquinas
de U. Aqui tenemos 4 posibilidades (vea la figura B.2, derecha):(§,7n) € U;1, 2 <
i<n—3,(&n) €Upa;, 2<j<m—=3,(n) €Uima, 2<i<n-—-3y
(&mely 2<j<m—3.
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ni+‘1 %

0=Ni= &, & & Eoqm!t 0=NEg & Cn2dns=! 0=NE & Eno &=t

Figura B.2: Espacio de pardmetros U dividido en los rectangulos U;; = [&,&i41] X
[nj,nj+1]. Izquierda U; j,i = 2,...,n —3, j =2,...,m — 3 es un rectdngulo interior. Centro:
U;,; es una de las 4 esquinas de U. Derecha: U; ; es un rectdngulo de la frontera que no es

esquina.

Caso a)(§,n) € Ujj i =2,...,n—3, j =2,...,m— 3. Combinando las expresiones
(B.1) y (2.8) observamos que las bases B-spline de orden 2 involucradas en la derivada
parcial en la direccién ¢ en el intervalo (&, &i41], son B (€), B(€), BZ,1(€) y B25(¢).
Sin embargo, en este intervalo las tinicas funciones no nulas son BZ(§) y B2 (€), vea
la figura B.1. Luego, utilizando (3.14), la expresién (B.1) se reduce a,

j+2
xely, = (n=2) Y [hisBI(€) + hisa,s BE1 ()] B (1) (B.3)
s=j
-

En la direccién 7 obtenemos un resultado similar a partir de (B.2) y (3.15),
i+2
Xply,, = (m —=2) Y [vr B (n) + Vi1 Bf 1 (n)] B (€) (B.4)
r=t
Noétese que las expresiones (B.3) y (B.4) coinciden con (3.53) y (3.54) respectivamente

teniendo en cuenta que todos los 7, y ds involucrados en esta tltimas expresiones valen

1.

Caso b) Vamos a probarlo tinicamente para la esquina inferior izquierda que co-
rresponde al rectangulo Uy 1 = [£1,&2] X [n1, 12]. Para las otras esquinas la demostracién

es similar.
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Tomando i = j = 1 en (B.1) llegamos a,
- 3,74 13
Xf’UM = ZPLSBS (77)67531 €+
s=1
3
d
+ ZPZSB?(??)(T{BS(Q + (B.5)
s=1
: 3,04 13
+ D BBl Bi(©)
s=1

Sustituyendo en esta tultima expresiéon %B?(é); r = 1,2,3 por la férmula (3.45) y
teniendo en cuenta que los tinicos B-splines lineales no nulos en [£1,&;] son B2(€) y

B2(¢), de (B.5) obtenemos finalmente,

w

Xelyr, , = —2)Y " [2hy B} (€) + hyB3(€)] Bi(n) (B.6)

s=1

De manera similar podemos calcular x,, y llegamos a,

3
Xolyy = (m—2) 3 [2vea BY () + veaB3(n)] BYE) (B.7)

r=1
Las expresiones (B.6) y (B.7) coinciden con (3.53) y (3.54) respectivamente, pues y; =
01 = 2 mientras que v = 6o = 1.
Caso c) Se demuestra exclusivamente para la frontera inferior, correspondiente a
los rectangulos U; 1 con 2 < @ < n — 3. Para el resto de las fronteras la demostraciéon es

similar. Si en (B.1) hacemos j =1 con 2 < i < n — 3 obtenemos,

3
d
Xely,, = ZPi,SBS(n>de?<£>+

+ ZPMSB?’ df B3, (€) + (B.8)
5 d

+ ZPHz,sB?(n)d?Bfu(f)
s=1

Sustituyendo en (B.8) las expresiones para g 4 B3(¢), r =1i,i+1,i+2 dadas por (3.45)
y teniendo en cuenta que los tinicos B-splines lineales no nulos en [&;, &;11] son B2(€) y

B?,,(§) obtenemos,
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3
xely,, = (n—2) > B3) [BA€)(Pisr — Pi) +
s=1

+B7 1 (9 (Pigas — Piyrs)] =
3

= (n=2) ) [hisBF(€) +his1,BY (€)] BI(n) (B.9)
s=1

Procediendo de manera similar para la derivada respecto a n llegamos a,

142
Xply,, = (m=2) Y [2vi1 Bi (n) + v,2B3 ()] BY(€) (B.10)

r=1
Obsérvese que (B.9) y (B.10) se pueden reescribir como (3.53) y (3.54) respectivamente,

pues v; = 1, 2 < i < n— 2 mientras que 6; = 2,93 = 1. 0

B.2. Demostraciones vinculadas a la Condiciéon Necesaria

de Inyectividad

Proposicién B.1. Sea D C R™ un conjunto abierto, acotado y simplemente conexo y
sea ® una funcion de la clausura D de D en R™. Asumamos que ® admite una extension
® a un conjunto abierto V con D C V, tal que ® y Jg son continuas sobre V', donde
Jo denota la matriz Jacobiana de ®. Si ® es inyectiva sobre D, entonces det(Jo(x)),

no cambia de signo sobre D.

Demostracion. Por hipétesis D es un conjunto abierto y acotado y ® € C''(D)", donde
CY(D)"™ denota el conjunto de funciones ® : D — R™ que admiten una extensién
® a un conjunto abierto V, con D C V, tal que @ y Jg son continuas sobre V. Si
p = ®(x) ¢ ®(0D) y det(Jp(x)) # 0 entonces, el grado de ¢ en p con respecto a D,
d(®, D, p), estd definido en [34]( pagina 6) por:

d(®,D,p)= > sgn(det(Jo(x))) (B.11)
z€d~1(p)
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Asumamos que existen dos puntos p; = ®(x1), pa = ®(x2), con z1,x9 € D, tales
que

det(Jq>(x1)) det(Jq:.(:Eg)) <0 (B.l?)

Dado que @ es continua e inyectiva sobre el conjunto abierto D, por el teorema de
la invarianza del dominio (vea Teorema 3.30, pagina. 68 en [34]) sabemos que ®(D) es
un conjunto abierto y que p1,p2 ¢ ®(0D). Ademds, x, 2 no son puntos criticos de ®
y p1,p2 estan conectados a lo largo de la misma componente conexa R™\ ®(9D) ya que
®(D) es simplemente conexo. Entonces aplicando el Teorema 1.12 de [34] (pagina 15)
podemos concluir que el grado de ® en p; y el grado de ® en po, ambos con respecto a

D, es el mismo:

d(®, D, p1) = d(®, D, ps) (B.13)

Ademss, dado que ® es inyectiva sobre D, @~ !(p1) = 21 y @~ (p2) = 2. De (B.11)
obtenemos

d(®, D, p;) = sgn(det(Jo(x;))), i=1,2.

Finalmente combinando la tutima igualdad con (B.13) tenemos

sgn(det(Jo(z1))) = d(P, D, p1) = d(P, D, p2) = sgn(det(Jp(x2)))

Lo cual contradice a (B.12). O

B.2.1. Demostracion de la Proposicion 3.3

Proposicién 3.3 Asumamos que la malla de control P del mapeo bicuadrdtico
x(&,n) definido en (3.22) es convexa. Entonces x(&§,n) satisface la condicion necesaria
de inyectividad dada en el Teorema 3.35.

Demostracion. Del Lema 3.5 sabemos que:

C3i—2.3j—2 = det(Jx(&, 1))
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Por otro lado, evaluando directamente en (3.57) obtenemos:

det(Jx(&i,mj)) _

(n—2)(m—2)
i+2 j+2 i+1 j+1
Z Z Z Z T Bitﬁ (gi)Bg,t" (nj)Bf/ﬂ-E (fi)Bg’,T" (m;) (B.14)

=i 5=] ¢/ =j s’ =
Utilizando la férmula de recurrencia de Cox-De Boor [26] evaluamos los B-spline
lineales y cuadraticos obteniendo:

Para los B-spline lineales:
B (&) = 1, Bl (&)=0 Yr'#i
Bia(nj) = 1, BZ () =0 Vs #] (B.15)
Para los cuadraticos:

B (&) = 1, B (&)=0Vr#1

thf (&) = B§+1,t§ (&) = %v Bf,tﬁ (&) =0 Vr#£i,i+1
B,?;,ts (bn—1) = 1, Bitg (n—1) =0 Vr#n (B.16)
similarmente
Bit" (m) = 1, Bitn (m)=0 Vs#1
B?,t” (nj) = B?—‘rl,t" (n;) = %7 Bg,t" (nj) =0 Vs#j,j+1
By n(m-1) = 1, Blu(nm1)=0 Vs#m (B.17)

Sustituyendo (B.15), (B.16) y (B.17) en (B.14) se obtiene
o, LI
Csi—2,3j—2 = det(Jx(&, nj)) = (n — 2)(m — 2)7’] Z ZDi,s;r,j (B.18)

r=t s=j
Nétese que de acuerdo a (3.59)

Di,5§7'7j :det([hi,s?v’f',j])v T:’L',’L.—f—].,S:j,j—Fl

son las dreas de los tridngulos definidos por los cuadrildteros @); ;. Dado que la malla
P es convexa, esas dreas son positivas. Por otro lado, los coeficientes «; ; son también

positivos. Por lo tanto, de (B.18) se concluye que C3;_23j—2 > 0. O
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Apéndice C

Implementacion computacional

La base de la programacion se realizé en MatLab y después hubo diversos refac-
toring' para circunstancias especificas. Los c6digos que se prepararon para el sistema
UNAMalla se realizaron en C++.

Dada la necesidad de més velocidad en las corridas y disponer de un tipado dinamico
de alto nivel, orientado sobre todo a computacién cientifica, ademdas de una sintaxis
parecida a MatLab, el método isogeométrico fue programado en Julia [13]. Al respecto
se defendi6 una tesis de licenciatura [16] por el estudiante R. Bruno, en la Facultad de
Matematica y Computacién, en la Universidad de La Habana. Toda la graficaciéon para
la tesis, las publicaciones y presentaciones en eventos y seminarios internos se realizaron
en MatLab. Hubo graficaciones especificas para UNAMalla realizadas en C++ y alguna
del método isogeométrico realizadas en Julia. La implementacién computacional tiene
una parte importante que son las funciones base, esencialmente relativas al manejo de
los B-splines. Aunque la tesis estd dedicada a mapeos bicuadraticos con sucesiones de
nodos particulares, debemos sefialar que siempre que fue posible las funciones fueron
programadas para B-splines de orden arbitrario y con cualquier sucesiéon de nodos. Esto
posibilita la reutilizacién de los cédigos en otros escenarios. En general se puede dividir
la implementacién en cuatro partes fundamentales:

1. La dedicada a la comunicacién con el sistema UNAMalla y menejo de mallas,
2. La dedicada al manejo de los B-spline (la més extensa),

3. La implementaciéon de los algoritmos de verificacién de inyectividad y de genera-
cion de mapeos bicuadraticos inyectivos,

4. La dedicada a la construccién de la matriz de rigidez (stiffness) y el vector de
esfuerzos, del método isogeométrico.

'Reprogramacién del cédigo
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C. IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

Las funciones fundamentales son:

1. Comunicacion en UNAMalla

s lectura de las mallas del formato .red de UNAMalla.
Devuelve dos matrices P, y P, de dimensiones n X m con las coordenadas
de los puntos.

= lectura de los contornos en formato .con de UNAMalla.
Devuelve dos vectores z y y de tamano 2(n + m — 2) o ocho vectores, dos
pares de dimension n y dos pares de dimensién m

s Salva de mallas al formato .red

s Salva de contornos al formato .con en varias versiones

2. Manejo de B-splines

» Generacién de nodos equidistantes en [0, 1] para mapeos de orden k

= Evaluacion de las funciones bésicas B-spline de orden k

= Evaluacién de las derivadas de las funciones basicas B-spline de orden k

» Evaluacién de un mapeo B-spline producto tensorial de orden ki X ko

» Evaluacién de las curvas isoparamétricas de un mapeo B-spline producto
tensorial de orden k1 X ko

= Evaluacion de las derivadas parciales de un mapeo B-spline producto tenso-
rial de orden k1 X ko

= Evaluacién de Jacobiano de un mapeo B-spline producto tensorial de orden
kl X k‘g

= Graficacién vinculada a las funciones Bésicas y los mapeos B-spline

= Subdivision via insercion de nodos:

Nueva representacion de una curva mediante la inserciéon de un nodo

Nueva representacién de una curva mediante la inserciéon de un vector
de nodos

Nueva representaciéon de una curva mediante la insercién de nodos en
los puntos medios

Nueva representacion de un mapeo mediante la insercién de un nodo
Nueva representaciéon de un mapeo mediante la inserciéon de varios vec-
tores de nodos

Nueva representaciéon de un mapeo mediante la insercién de nodos en
los puntos medios

Nueva representacién del Jacobiano bictibico del mapeo bicuadratico
mediante la insercién de nodos en parches especificos.

» Célculo del Jacobiano escalado (3.91)
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= Jacobiano del mapeo B-spline bicuadratico como funcién B-spline bicubica

e Generacion de los vectores de nodos de la funcién bicibica

e Calculo de los coeficientes de control de la funcién Jacobiana bictubica
segun el algoritmo 3.1. Incluye varios subalgoritmos.

. Implementacion de los algoritmos de verificaciéon de inyectividad y de generacion
de mapeos bicuadraticos inyectivos.

» Chequeo de la condicién necesaria de inyectividad (innecesario si la malla
de control es convexa)

= Implementacién del algoritmo 3.2.
Utiliza las funcionalidades del manejo de B-spline y la implementacién del
algoritmo 3.1 anteriormente mencionadas

= Implentacién del algoritmo 3.3
Utiliza una combinacién del algoritmo 3.2, del Sistema UNAMalla para la
optimizacion de funcionales de malla y de métodos de subdivisiéon

. Método Isogeométrico (para mayor detalle de esta implementacién se puede con-
sultar [16]:

= refactoring de lectura de ficheros .red de UNAMalla en Julia

= refactoring de las funcionalidades de B-spline en Julia

= modelacién de las condiciones de frontera mediante interpolacién

= cuadraturas gaussianas 1D

= cuadraturas gaussianas 2D

= refactoring de subdivisién en Julia

= calculo de la matriz local

= ensamble de la matriz de rigidez

= construccién del vector de esfuerzos

= norma L?

» norm H!
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