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Notacion

A y B denotaran categorias; letras maytusculas denotaran funtores princi-
palmente se utilizardn F' y G; letras mintsculas denotaran morfismos de la
categoria, principalmente f,g,h,s y t.

La categoria de conjuntos y funciones sera denotada por SET.

La categoria de espacios topologicos y funciones continuas sera denotada por
TOP.

La categoria de grupos y morfismos de grupos sera denotada por Grp. La
subcategoria de grupos abelianos con morfismos de grupos abelianos sera
denotada por Ab.

Dadas A y B categorias, la categoria de funtores de A hacia B serd denotada
Fun(A,B).

Dada A una categoria, se escribird A € A para denotar que A es un objeto
de A.

El morfismo identidad de cualquier A € A sera denotado por 14.

Dados A y B es una categoria A. Se denotara por Hom (A, B) a la coleccion
de morfismos de A hacia B. En caso de que no haya ambigiiedad sobre la
categoria se omitira el subindice.

Por una categoria localmente pequena se entendera que para cualesquiera A
y B elementos de la categoria Hom(A, B) es un conjunto.

Por una categoria pequena se entendera que la colecciéon de objetos de la
categoria es un conjunto.

Dada A una categoria localmente pequena y A € A, se denotara por hu
al funtor contravariante representable asociado a A, tal que para cualquier

B € A, hy(B) = Homu(B, A).






Introduccion

El concepto de gam’llaE] se puede encontrar por primera vez en un trabajo presentado
en 1946 por J. Leray, «L.’anneau d’homologie d’une represéntation». El defini6 gavi-
lla sobre un espacio topologico localmente compacto, asignando a cada cerrado del
espacio un anillo o un moédulo. Después Cartan, por recomendacion de su alumno
Koszul, retoma el trabajo de Leray, quien dentro del «seminario Cartany, realiza
exposiciones de la teoria de gavillas (1948-1950). En 1950, Cartan redefine gavilla
como un espacio etalé con estructura de grupo, e hizo notar que las ideas resultan
de manera natural en abiertos, en contraste a como Leray lo defini6. Luego en 1953
en su articulo del coloquio de Bruselas, Cartan ve una gavilla como una asignaci()nﬂ
que satisface condiciones de «pegado».

En 1949, Leray imparte un curso en el Collége de France, al cual acuden Armand
Borel y Jean-Pierre Serre, quienes en 1950 prueban que es imposible fibrar un espacio
euclideano con fibras compactasﬂ siguiendo las ideas de Leray. También en 1949 An-
dré Weil postula las Conjeturas de Weil, junto con lo que él crefa que era un camino
para la prueba de estas conjeturas, la existencia de una «cohomologia adecuaday, la
cual seria nombrada la cohomologia de Weil. Estas conjeturas fueron de gran interés
para la comunidad matemética en es momento, entre los interesados, se encontraba
Serre. El, por una sugerencia de Weil, enuncié y probo una version de las conjeturas
de Weil, para variedades de Kahler E]

El 21 de abril de 1958, Serre dio una conferencia en la Ecole Normal Superiore, dentro
del seminario «Seminaire Claude Chevalley», a la cual acudi6 Alexander Grothen-
dieck. En esta expuso sobre haces fibrados sobre variedades. Mostrando que con esto

IEn espaifiol, también conocida como haz Que es una traduccion de sheaf, termino que acufio
John Moore para traducir faisceauz.

2Realmente esta asignacion es una pregavilla, aunque el término no existia en ese momento.

3A. Borel, J.-P. Sierre; Impossibilité de fibrer un espace euclidien par des fibrescompactes, CRAS
230, 1950, pp. 2258-2260.

4].-P. Serre, Analogues Kahlerienes de Certaines Conjectures de Weil, Annals of Mathematics,
vol. 71, no. 2, 1960, pp. 392-394.
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se obtenian los grupos de cohomologia de Weil esperados. La historia cuenta que
Grothendieck al ver esta exposicion, comentd que este trabajo era una buena genera-
lizacion de las localizaciones usuales y que se podian obtener teorias de cohomologia
en todas las dimensiones. Para Grothendieck esta era la solucion a las conjeturas de
Weil. Para definir esta cohomologia era necesario «cubrir» de manera adecuada, por
lo que Grothendieck cambi6 la forma de cubrir, de la topologica a las cubiertas étale,
més aun, encontr6 una generalizacion de la nocién de cubierta, esta nocién se conoce
como Topologia de Grothendieck.

La primera apariciéon de las topologia de Grothendieck fue en las notas de 1962 por
Michel Artin. Tituladas, «Topologias de Grothendieck», en ellas se define como lo
que hoy en dia es conocido como Pretopologia de Grothendieck. El ano siguiente
Jean Giraud en «Analysis situs», una exposiciéon del Seminario Bourbaki, presenta
como Topologia la definicién actual, por medio de cribas. Ambas definiciones resul-
tan estar relacionadas pues una pretopologia induce una tnica topologia (aunque
2 pretopologias pueden inducir la misma topologia), ese mismo ano, en el SGA 4,
aparece la definicion de Topologia de Grothendieck, como la define Giraud. También
la definicién de topos. Ahora, para poder solucionar las conjeturas de Weil, la parte
crucial era que a cada esquema se le asociara un topos. Asi algunos invariantes de la
cohomologia, segin Grothendieck, le darfan completo significado a las conjeturas y
quizas una forma de probarlas.

En el texto, Récoltes et Semaillesﬂ dice, en una burda traducciéon, que un «Espa-
cio en el nuevo sentido » (o un topos), generalizando los espacios topologicos, esta
dado por una categoria que tiene todas las «propiedades buenas» de una categoria
de gavillas (de conjuntos). El menciona que estas propiedades buenas, estan por en-
cima de las llamadas propiedades de exactitud expuestas en su articulo «Tohokuy.
En este sentido resulta inmediato preguntarse, jcuales son estas «buenas propieda-
des»? Es decir, que propiedades debe tener una categoria para ser (equivalente a )
una categoria de gavillas. La respuesta a esto resulta ser el Teorema de Giraud, el
cual caracteriza a los topos de Grothendieck. Este teorema permite conocer topos sin
tener que probar que, en efecto, sean equivalentes a una categoria de gavillas sobre
un sitio.

5Grothendieck, Alexander ; Récoltes et Semailles, Université des Sciences et Techniques du
Languedoc, Montpellier. Published in several successive volumes
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El objetivo de este trabajo es probar el teorema de Giraud. La version que se demos-
trara, establece una equivalencia entre varias definiciones de un Topos de Grothen-
dieck. Esta permite decidir si una categoria es un topos por medio de propiedades
internas de la categoria. Esto se hara pasando por las construcciones de sitios, de
categorias de gavillas y de los funtores necesarias.

Para esto se dan en el primer capitulo algunas definiciones que facilitaran la lec-
tura y se recuerdan algunas construcciones categoricas.

En el segundo capitulo se aborda el concepto de criba, dando una definicion ge-
neral y luego particularizando a la que resulta de utilidad en este trabajo. También
se prueba la equivalencia entre distintas definiciones encontradas en la literatura,
las cuales permiten trabajar en 3 formas. Se estudia la estructura reticular de estas,
sus propiedades de estabilidad y de localidad. A lo largo del capitulo se dan algunos
ejemplos que resaltan principalmente el orden y como es que estas «clasificany.

Un topos de Grothendieck originalmente se define como una categoria de gavillas
sobre un sitio. Para entender esta definicidén es necesario conocer los conceptos de
gavilla y de sitio, por tanto, en el tercer capitulo se estudian categorias de gavillas;
empezando por gavillas sobre espacios topologicos. Abstrayendo la nocion de cu-
bierta, se generaliza el concepto a pretopologias y notando que estas no determinen
al espacio base, se introducen las Topologias de Grothendieck. Estas resultan natu-
ralmente del intento de que las gavillas determinen el espacio base, llegando asi al
concepto de sitio y de gavillas sobre un sitio, mas atun, se prueba que las pretopolo-
gias inducen una topologia y que de hecho estas tienen las mismas gavillas. Se dan
ejemplos clasicos como la pretopologia de Zariski y la topologia candnica. Se calcula
de manera explicita la topologia mas fina que hace gavilla a cualquier pregavilla.
Ademas se prueba una equivalencia entre distintas definiciones de gavilla, las cuales
se inducen naturalmente desde espacios topologicos.

Ahora dados un sitio y una pregavilla F, surge la cuestion jExiste una gavilla pa-
recida a F'? De esta manera el cuarto capitulo comienza probando que la repuesta a
esta pregunta es positiva, este resultado es conocido como la «gavillificacion» de F,
ademés la asignacion resulta ser una transformacion natural, y més atn adjunto de
la inclusion (de la categoria de gavillas en la de pregavillas). Por ser adjunto se tiene
que respeta colimites y por como esta definida la asignacion, resulta respetar limites
finitos. Asi, esta adjuncién ayuda a estudiar internamente la categoria de gavillas,
probando que estas resultan satisfacer las propiedades para ser un pretopos, estas
son:
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= Tiene limites finitos.

= Tiene coproductos y estos son disjuntos, pequenos y estables bajo pullback.
= Los epimorfismos son efectivos y estables bajo pullback.

= Las relaciones de equivalencia son efectivas.

Después se estudia como se ve la categoria base en la categoria de gavillas, ocupando
el encaje de Yoneda, se pasa hacia la categoria de pregavillas y con esto se constru-
ye una familia generadora para la categoria de gavillas. Recuperando también que
cualquier gavilla es colimite de la familia generadora.

El penultimo capitulo se dedica a probar el teorema de Giraud, para esto se introduce
la nocién de categoria de Giraud, se encuentran una categoria y una topologia, de
tal manera que este sitio, resulta ser equivalente a la categoria en cuestion; de hecho,
este sitio resulta tener la topologia candnica. Asi el resultado principal se tiene como
un corolario del capitulo anterior y de este.

Para finalizar, en el ultimo capitulo se dan algunas conclusiones y se resalta la im-
portancia del resultado, también se dan algunas referencias para continuar con el
estudio de los Topos.



Capitulo 1

Preliminares

DEFINICION 1.1. Sean £ una clase de objetos de A, M una clase de morfismos de
A y B una subcategoria de A

» Se define la categoria rebanada en objetos AJE como:

e Los objetos de AJE son parejas (A, f) tales que f : A — B y B es un
elemento de &

o Para (A, f) y (B,g) elementos de A/E los morfismos entre ellos son:
HomA/é'((Av f)a (B7g)) - {h € HOTI’LA(A, B)|f = gh}

» Se define la categoria rebanada en morfismos A/ M como:

e Los objetos de A/ M son parejas (A, f) tal que f: A — B y f pertenece
a M

e Para (A, f) y (B,g) elementos de A/ M los morfismos entre ellos son:
Homa (A, f)(B,g)) = {h € Homu(A, B)|f = gh}

» Se define la categoria rebanada en la subcategoria A/B como
e Los objetos de A/B son parejas (A, f) tales que f € Homg(A, B)

e Para (A, f) y (B,g) elementos de A/B los morfismos entre ellos son:
Homys((A, f)(B,g)) = {h € Homg(A, B)|f = gh}

DEFINICION 1.2. Sean A una categoria y B una subcategoria de A. Se dice que B es
cerrada bajo A-precomposicion, si para cualquier B € B si f € Homy (A, B) entonces
A€eByfe Homg(A, B). En caso de que no exista ambigiiedad sobre A y B, se
escribird «cerrada bajo precomposicions.

PROPOSICION 1.3. Sea B una subcategoria de A. Si B es cerrada bajo precomposicion
entonces B es subcategoria plena

13



14 1. PRELIMINARES

DEMOSTRACION. Sean A y B objetos de By f € Homy(A, B). Por definiciéon de
A—precomposicion, f € Homg(A, B). Por lo tanto B es puna subcategoria plena. W

OBSERVACION 1.4. Sin embargo el reciproco de esta proposicion no es cierto.
Considere A como la categoria con 3 puntos, como en el siguiente diagrama

A%B

5%

y considere B con objetos C, B y morfismos h : C'— B y las identidades correspon-
dientes, note que B es plena, pero que g : A — C' y A € B por lo que no es cerrada
bajo A-precomposicion

Otro ejemplo se obtiene considerando la subcategoria Ab de Grp. Dado G un grupo no
abeliano, se puede considerar la proyeccion en su abelianizacion, P : G — G /|G, G].
Es claro que G/|G, G| es abeliano pero que G no. Por lo que Ab es una subcategoria
plena, que no es cerrada bajo Grp—precomposicion.

PROPOSICION 1.5. Sea B subcategoria de A y M la clase de morfismos de B. En-
tonces A/B = A/ M

DEMOSTRACION. Note que en objetos se tiene que:
(A, f) € A/Bsiysolosi f € Homg(A, B)siysolosi f € Msiysolosi (A4, f) € A/JM
Para probar la igualdad en morfismos, se probara por doble contencion:
C) Sea h € Homys((A, f),(B,g)). Por definicion h € Homg(A, B) C Homy (A, B)
y f = gh. De donde h € Homy/m((4, ), (B, g))
D) Sea h € Homa/m((A, f), (B, g)). Por definicion h € Homa(A,B), f = gh'y
h € M. De donde h € Homg(A, B). Asi por definicion h € Homy s((A, f)(B, g))
Por tanto A/B = A/ M |



Capitulo 2

Cribas

1. Cribas

Dada una categoria A y un objeto A de A, una pregunta natural es jque tanto la
categoria A determina a A?. Un ejemplo de esto se tiene al considerar el espacio de
Sierpinski, (S, 7g), donde S = {0,1} y 7¢ = {0,{1}, S} y (T, 7r) donde T' = {0, 1, 2}
y 70 = {0, T, {1}}. Si son considerados en la categoria de espacios topologicos y para
cualquier X € TOP, se tiene que:

Hom(X,S)= Hom(X,T)

Este isomorfismo esta dado por 0x : Hom(X,S) — Hom(X,T) donde para cualquier
f € Hom(X,S), Ox(f) = if con ¢ : S — T la inclusién, que es continua. El
inverso de fx, 05" : Hom(X,T) — Hom(X, S) dado por 05'(g) = jg para cualquier
0 z=0
g € Hom(X,T) con j : T'— S dada por j(z) = | N L9 la cual resulta ser
x =1,
continua. Desde este punto de vista, los objetos Ty S son indistinguibles pero no
homeomorfos. El enfoque categérico da luz de que lo que realmente determina al
espacio topologico es la topologia mas que el espacio.

DEFINICION 2.1. Sea A una categoria. Una criba S en A es una coleccion de mor-
fismos de A tal que, si f: A— BeSyg:C — AenA, entonces fg:C — BeS.
Dado A € A, Una criba S sobre A es una criba tal que para cualquier f € S,
cod(f) = A.

Note que la condicion de criba y la de subcategoria cerrada bajo precomposiciéon son
similares, de hecho, es posible mejorar esta observacion.

DEFINICION 2.2. Dada una criba S en A. Se define la categoria Bg cuyos objetos
son los objetos A € A, tales que existe f € S con dom(f) = A y Homp,(A, B) =
{f:A— Blexiste g€ S,gf € S}

PROPOSICION 2.3. Sea S una criba en A. Entonces Bg es una categoria. Mds aun,
es una subcategoria de A cerrada bajo precomposicion.

15



16 2. CRIBAS

Basta con notar que tiene identidades y respeta composiciones. Para lo primero note
que si A € Ob(Bg) entonces existe f € S tal que A = dom(f), porloque f =14f € S
y por definicion 14 € Homp, (A, A).

Para la segunda parte, sean g € Homgp (B, A) v f € Homp,(C, B) note que gf €
Homy(CyA) y como A € Ob(Bg) existe h € S tal que dom(h) = Ay como S es
criba, hgf € Sy asi gf € Homg,(C, A), por lo que resulta ser una categoria y mas
aun una subcategoria de A cerrada bajo precomposicion.

DEFINICION 2.4. Dada B una subcategoria de A cerrada bajo A-precomposicion. Se
define Sy = {f : A— B|f € Homg(A, B)}

PROPOSICION 2.5. Sea B subcategoria de A cerrada bajo precomposicion. Entonces
S es una criba.

DEMOSTRACION. Es casi inmediato, puessi f : B - A€ Sgyg:C — B
entonces C' € By g € Homg(C, B) por lo que fg € Sp [ |

PROPOSICION 2.6. Sea B cerrada bajo A-precomposicion,. Entonces Bg, = B

DEMOSTRACION. Note que Sy = {f : A — B|f € Homg(A,B)} y que los
objetos son {dom(f)|f € Sg} los cuales resultan ser elementos de B.
Para la otra contenciéon, basta notar que para cualquier B € B, 15 € Sg por lo que
B es un elemento de Bg,.
Para morfismos, note que f € HomBSB(A, B) siysolosi f € Sgsiysolosif e
HomB (A, B)
Por tanto Bg, =B n

A pesar de la similitud entre las definiciones y la ultima proposiciéon, en general no
se tiene que Sp, = S, es decir, estas asignaciones no son inversas una de la otra.
El problema viene de que se puede perder informacién en la asignacion de criba a
subcategoria, sin embargo, se tiene la biyectividad en cribas sobre objetos.

DEFINICION 2.7. Sean A categoria, A € A y S criba sobre A. Se define la cate-
goria Bs dada por Ob(Bs) = {(dom(f), f)|f € S} y dados (A, f),(B,g) € Bg,
Homg,((4, f), (B, g)) = {h € Homu(A, B)|f = gh}.

PROPOSICION 2.8. By es subcategoria de A/A cerrada bajo precomposicion

DEMOSTRACION. Dados (C, f) € Bg y h € Homya((B,g),(C, f)) se tiene que
h € Homy(B,C)y g= fhcomo S es cribay f € S entonces g = fh € S por lo que
por definicion (B,g) € Bs y h € Homg ((B, g), (C, f)). |
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DEFINICION 2.9. Sean A categoria, A € A y B subcategoria de A/A, cerrada bajo
precomposicion. Se define Sy = {fglg € Homg((B,h), (C, f))}.

PROPOSICION 2.10. Sg es criba sobre A

DEMOSTRACION. Sean f : B — A € Sy g: C — B. Entonces se sigue que
g € Homya((C, fg), (B, f)). Como B es cerrada bajo precomposicion, se sigue que
g € Homgp((C, fg),(B, f)) y por definicion de Sg, fg € Sp [

DEFINICION 2.11. Sean A localmente pequena, A € A y S una criba sobre A. Se
define Fs : A — SET dado por Fs(B) = {f € S|dom(f) = B} y para [ €
Homyuen(B,C) Fs(f)(9) =gf-

PROPOSICION 2.12. Fg es un funtor. Mds ain es un subfuntor de Hom(_, A)

DEMOSTRACION. Sea A € A. Entonces Fg(14) : Fs(A) — Fs(A). Si g € Fs(A)
entonces Fg(14)(g9) = gla = g por lo que Fs(14) = 1pya)
Ahora dados f : B - Cyg: C — D en Mor(A®?) y h € Fg(B) entonces
Fs(9)Fs(f)(h) = Fs(g)(hf) = (hf)g = h(fg) = Fs(fg)(h) por lo que Fs(fg) =

Fs(g)Fs(f)
Por tanto es un funtor. [ |

OBSERVACION 2.13. En adelante se escribira indistinguidamente Hom(_, A) y ha.

DEFINICION 2.14. Sea A localmente pequena, A € A y F subfuntor de hy. Se define
Sp={9:C—>Aec F(O)|sif € hc(B),g9f € F(B)}cea.

PROPOSICION 2.15. Sr es una criba sobre A.

DEMOSTRACION. Dadas g : C — A€ Spy f: B — C. Se tiene que f € ho(B).
Como g € Sp, gf € F(B). Ahora, sea h € hg(D) note que fh € he(D). De la misma
manera, como g € Sp, gfh € F(D). Por tanto gf € Sp. [ |
PROPOSICION 2.16. Sean A categoria y A € A. Se tiene que:

1. 8i S es criba sobre A entonces S@S =5.
2. Si B es subcategoria cerrada bajo A/A-precomposicion, entonces ]EgB =B
3. Si A es localmente pequena y S es criba sobre A, entonces S = Spy

4. St A es localmente pequenia y G subfuntor de hy entonces G' = Fg,
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DEMOSTRACION. 1. D)Sea f: B— A€ S.Entonces (B, f) € Bg de donde

f=flpe S’@S. Por lo que S C S@S

C)Sea f : B — A € Sg,. Entonces (B, f) € Bs. Asi f € S. Por lo que
SBS cSs

Por lo tanto S = S@S

. ©) Sea (B, g) € B. Entonces g = glg € Sg. De donde (B, g) € Bg,. Por lo

tanto Ob(B) C Ob(Bg, ).

D) Sea (B,g) € Bg,. Entonces g € Sg. De donde (B,g) € B. Por tanto
Ob<B§B) C Ob(B)

Para morfismos note que g € Homg((B, h), (C, f) si y solo si h = fg € Sg si
y solosi g € Hom@%((B, h), (C, f))

. Q) Sea f: B— AcS. Entonces f € Fs(B). Asi f € Sp,.

D) Sea f: B— A€ Sp,. Entonces flgp = f € Fg(B). Asi f € S

. Basta ver que son iguales en cada elemento.

Sea f € G(B). Entonces f € Si. De donde f € Fs,(B)
Sea f € Fs,(B). Entonces f € Sg. Asi flp = f € G(B)

COROLARIO 2.17. Sea A categoria localmente pequena y A € A. Entonces existe una
asignacion biyectiva entre subcategorias de AJA cerradas bajo precomposicion, cribas
sobre A y subfuntores de hy.

En adelante dada una categoria A, se entendera por criba una criba sobre un objeto
A € A. En un abuso de la notaciéon también se entenderan por criba, un subfuntor
de ha( ) y una subcategoria de A/A cerrada bajo precomposicion.

EJEMPLO 2.18. 1. Dada A una categoria localmente pequena y A € A. Se tienen

dos cribas canonicas, O y ha donde ha = {f|cod(f) = A} llamadas criba
vacia y criba mdzima respectivamente. Estas como funtores corresponden al
funtor constante O y al funtor representable h 4 respectivamente, ademds como
categorias corresponden con la categoria vacia y la rebanada A/A.

2. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Para x € X, una criba S

sobre x, es un subconjunto S C X tal que:
a) Para todo y € S se tiene que y < x.

b) Para todoy € S yz € X. Si z < x entonces z € S
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Estos conjuntos son conocidos como densos debajo de x. En particular la criba
mdzima S, = v< ={y € X|y < z}.

3. Sean (Nt |)? yn € N, la familia S, = {m|m — n}, es decir los pultiplos
de n es una criba sobre n, de hecho, si n|m entonces S, 2 Sy, y bajo este
orden, las cribas mdximas resultan ser las de los primos, es decir, esta es una
construccion de la criba de Eratostenes.

4. Sea M un monoide. Considere la categoria con un punto y morfismos los
elementos del monoide. Una criba sobre M, es un ideal derecho.

5. Sea A = p(X), el conjunto potencia de un conjunto X. Dada S es una criba
sobre A y B € S entonces | B={z|lxr C B} CS

2. Reticula de Cribas
PROPOSICION 2.19. Sea A un objeto de A, S y R cribas sobre A.

1. Sea {R;}icr una familia de cribas sobre A. Entonces (,.; R; es criba sobre A

iel

2. Sea {R;}icr una familia de cribas sobre A. Entonces |J,.; R; es una criba

iel
sobre A
3. St para algin f : D — A € S existe g : A — D tal que fg = 14. Entonces
S =hy
4. SiT es una criba sobre B y f : B — A entonces f(T) ={fglg € T} es criba
sobre A

5. Si T es una criba sobre B y f: B — A es tal que f(T) = {fglg € T} U{[f}
es criba sobre A, entonces T = hp

DEMOSTRACION. 1.Sean f : A - A€ () Riyg:C — B. Entonces
fg € R; para toda i € I R; es criba, por tanto fg € (,c; R

2. Sea f € U,y Ri y g : dom(g) = dom(f), como f € (,o; R existe j € I tal
que f € R; entonces fg € R; por lo tanto fg € |J,; R

3. Seah:B — A, como f € Ssetieneque 1, = fg € S. Entonces h =1,h € S.
Por lo tanto S = Homa(_, A)

4. Sean g € f(T) y h : dom(h) — dom(g). Entonces gh : dom(h) — B, como
fge€ f(T) geT. Por lo que gh € Ty por definicion, f(gh) = (fg)h € f(T)

5. Suponga que T'C Hom(_,B)yseah € Hom(_,B)\T. Como f(T) es criba
sobre Ay f € f(T), por el inciso 3, para toda g tal que cod(g) = dom(f),
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fg € f(T), en particular fh € f(T). Por definicion esto implica que h € T lo
cual es una contradiccion.

DEFINICION 2.20. Sean A una categoria y A € A. Se denotara por Q(A) a la familia
de cribas sobre A

OBSERVACION 2.21. Por los incisos 1 y 2 de Q(A) tiene un orden, dado por
S<S s SUS =S5 ymds aiin de reticula completa.

PROPOSICION 2.22. Sean A una categoria, A € A y {f;}ier € Hom(_, A). Entonces
existe una criba minima R tal que {f;}icr C R

DEMOSTRACION. Sea
S ={g€ Hom(_,A)|existen j € I,h € Hom(dom(g),dom(f;)) y g = f;h}

note que si f € Sy g: dom(g) — dom(f) entonces existen j € [ y h : dom(f) —
dom(f;) tal que f = f;h, de donde fg = (f;h)g = f;j(hg). Por lo que fg € S, asi S
es una criba.

Para probar la minimalidad, sean T una criba sobre A tal que {f;};c; CT y f € S.
Como f € S, existen j € I,g € Hom(dom(f),dom(f;)) tal que f = f;g. Como
fje€TyTescriba, f=fjgeT.Porloque SCT [ |

NOTACION. La criba minima generada por una familia {f;}ic; se denotara por <

{fitier >

OBSERVACION 2.23. » Si S es una criba entonces (S) = S
» Si f: B — A tiene inverso derecho entonces (f) = Hom(_, A)
» S0 S CT entonces (S) C (T)

EJEMPLO 2.24. 1. Sean (X, T) espacio topologico, U € T y {U;}icr C T cubier-
ta de U. Entonces }{U,;}icr(= U{V € 7|V C U}icr. En este ejemplo los
elementos de la criba son los abiertos contenidos en los Uj;.

2. Sean (A, 1) una categoria con objeto terminal y { fi }ier una coleccion de mor-
fismos tal que cod(f;) =1 para toda j € I. Entonces ){f;}ici( consta de los
Hom(_,dom(f;)) para toda j € I junto con la coleccion {fi}icr. Note que
una criba generada sobre un objeto terminal, selecciona los objetos de la cate-
goria tales que tienen al menos un morfismo hacia el dominio de un morfismo

dado.
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3. Sean (N*,[)? , n € N y {m;}._, donde j € N tales que Hom(m;,n) # 0
para toda i = 0,...,j. Entonces ){m;}_o(= Sm.cam{mili=0,...j} N0 €5 Mas que
los maltiplos comunes de todos los m;.

DEFINICION 2.25. Sean A categoria , A y B objetos de A, f : B — A un morfismo y
S una criba sobre A. El pullback de S a través de f es la familia, f*(S) = {g|fg € S}

OBSERVACION 2.26. A esta criba se le llama pullback, pero esto mo implica que la
categoria tenga pullbacks

PROPOSICION 2.27. Sean A wuna categoria, S una criba sobre A y f : B — A.
Entonces f*(S) es una criba sobre B

DEMOSTRACION. Note que para cualquier g € f*(S) cod(g) = B. Si g € f*(S)y
h : dom(h) — dom(g), entonces como fg € S se tiene que (fg)h = f(gh) € S por lo
que gh € f*(S) |

LEMA 2.28. Sea A una categoria, S y T cribas sobre A tales que S CT y f: B — A.
Entonces f*(S) C f*(T).

DEMOSTRACION. Sea g : C' — B € f*(S). Entonces fg € S. Como S C T, se
tiene que fg € T. Por definicion, g € f*(7T). [

COROLARIO 2.29. Sean A una categoria, A y B objetos de A y f : B — A. Entonces
f*:Q(A) = Q(B) es un morfismo de reticulas. Mds aiin f*(0) =0 y f*(ha) = hp.

DEMOSTRACION. La asignaciéon esta bien definida por la proposicion [2.27] es
monotona por la proposicion [2.28 y asi, un morfismo de reticulas. Ademas

@) ={glfge0}=0
y también
f*(ha) ={9lfg € ha} = {glcod(g) = B} = hg
[ |

Note que aunque a f*(S) se le llama pullback no se ha demostrado que este lo sea.

LEMA 2.30. Sean A categoria, A y B objetos de A, S una criba sobre Ay f : B — A.
Entonces el siguiente diagrama es un pullback
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fe(5) L= s

bk

hy —— ha
donde f*(9) = fg.

DEMOSTRACION. Se probara que para cada C' € A, la evaluacion en C' es un
pullback. Sea C' € A y X un conjunto junto con morfismos g : X — S(C)y h: X —
hp(C) tales que el siguiente diagrama conmuta:

X

LFS)(C) S(C)

f*
lb
f*

hB C) e hA(C)

Ahora note que para r € X se tiene que

9(x) = tag(x) = f*h(z) = fh(z)

y que h(z) : C'— B. Por tanto se tiene que h(z) € f*(S). Asi las cosas h se factoriza
por f*(S)(C) y de hecho lo hace por h misma. Para probar que es tnico suponga
que existe m : X — f*(S)(C) tal que cgm = h y que f*m = g. Como h = 1gh
entonces tgm = h = tgh. Como (g es monomorfismo, se tiene que h = m. Por

tanto puntualmente el diagrama es un pullback y de esto que el diagrama sea un
pullback. [

Asi las cosas, el nombre de pullback de una criba hace sentido en este contexto.
Es inmediato el siguiente resultado:

PROPOSICION 2.31. Sean S y R cribas sobre A, tales que S C Ry f : B — A.
Entonces el siguiente diagrama es un pullback:

f1(8) = f(R)
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DEMOSTRACION. Esto es inmediato al notar que este diagrama se puede com-

pletar al siguiente:

F1(S) L5 f1(R) —25 hy

Como el diagrama exterior y el de la derecha son pullbacks, entonces el de la izquierda

lo es.






Capitulo 3

Topologias de Grothendieck

1. Gavillas

Dado un espacio topolédgico (X, 7) es natural preguntarse por las funciones continuas
desde X hacia otro espacio topologico. Por ejemplo considere las funciones continuas
hacia R, y considere también las funciones continuas desde cualquier abierto U € 7
hacia R. Estas resultan determinarse localmente, es decir:

1. Si f: U — R es una funcién continua y V' C U entonces la restriccion de f
enV, fly : V— R es continua.

2. Dados {U,};cr una cubierta abierta para U y para cada ¢ € I, f; : U; — R una
funcién continua. Si para cualesquiera i, j € [ la restriccion de cada f; a las
intersecciones coincide, (fi|v,nv;, = fjlv,nv,) entonces existe una f : U — R
tal que al restringirse a cada U; resulta ser la f; original, es decir f|y, = f;

3. Dados {U, }ie; una cubierta abierta de Uy f,g: U — R un par de funciones
continuas. Si f|y, = gly, para cualquier j € I, entonces f = g.

El inciso 2 es conocido como el «lema de pegado» y el 3 como «localidad». Resulta
de interés que otras propiedades pueden ser determinadas localmente. Para esto se
generalizaran las 3 nociones.

DEFINICION 3.1. Sean A,B categorias, una pregavilla B — valuada sobre A es un
funtor F : A? — B.

A la categoria de funtores Fun(A% B) se le llamard categoria de B—pregavillas sobre
A. En caso que B = SET, se denotard porA y se llamara la categoria de pregavillas.

EJEMPLO 3.2. 1. Sea X un conjunto y A categoria arbitraria. Para todo A € A
se define F(A) = X y para todo f : A — B, F(f) =1x.

2. Sea A = (X, 1) un espacio topoldgico y U € T, se pone
C
F(V) = {0}y Vv CU
0 VZu

25
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3. En (N,|)?, F(n) =nN:={0,n,2n,3n,...}
st f:nm — m entonces n =mk, F(f): F(m) = F(n) tal que F(f)(a) = ka

El siguiente ejemplo seré tutil al generalizar lo discutido en la introduccién.

EJEMPLO 3.3. Sea A = (X, 7) espacio topoldgico, y sea F : A® — SET dado
por F(V) = {g : V — Rlg es continua} y si y : V — U, es decir, V C U,
F(wy) = res(V,U) es la restriccion en el dominio. Note que la nocion de pregavilla
st captura la primer idea deseada.

Para la parte 2 y 3, considere U € T y {U;};c; una cubierta abierta de U. El lema
del pegado enuncia que dadas {f; : Uy — R}ie; una familia de funciones continuas
tales que filv,nu; = filvinu, para cualesquiera i, j € I. Entonces existe f : U — R tal
que flu, = fi para cualquier i € I.

Esto se puede interpretar en el siguiente diagrama:

) F(Uk X Ul)

] ]
F(U TF(U,xUp)

F(U) — [[F(U;) == [ F(U; x U;)

Ly
\l lﬂ'F(Ul) lﬂF(kaUl)

F(. n
“t B, x U)

F(u,nu)
—

Donde los morfismos centrales son los inducidos por la propiedad universal del pro-
ducto, es decir sus componentes en cada abierto de la cubierta e intersecciones res-
pectivamente.

Entonces la propiedad 2, puede ser pensada como sigue, si { fiticr € [1;c; F(U;) es
tal que los morfismos hacia [ [, ;c; F'(U; x Uj) coinciden, entonces existe f € F(U)

tal que [[;c; F(uw,)(f) = {fl}lel La propiedad 3 es inmediata de la construccion del
producto.

Mas aun F(U) queda totalmente determinado por [[,.; F(U;) en el siguiente sentido,
considere el siguiente diagrama:

FU) — [1FU) == [1F (U x Uj)
ﬁ/}/h

4
Dada f: A — [],c; F(U;) tal que compuesta con las restricciones hacia H”el F(U; x

U,) coincidan, entonces existe f:A— FU) ta que f = [ L F(w,)f. En otras
palabras, es el igualador.
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Esta propiedad es conocida como que F' sea una gavilla.

DEFINICION 3.4. Sean A = (X,7T) un espacio topoldgico y F : A — SET una
pregavilla. Se dice que F' es una gavilla si satisface:

1. (Localidad) Si {U;}icr es una cubierta de U y s,t € F(U) son tales que
F(uwy,)(s) = F(w,)(t) para cualquier i € I, entonces s =t

2. (Pegado) Dados {U, }icr una cubierta de U, para cada i € I un elemento s; €
F(U;). Sila familia de {s;}icr son tales que F'(1y,xu,)(s:) = F(w,xv,)(55),
entonces existe s € F(U) con la propiedad que F(uy,)(s) = s;

El siguiente ejemplo da una pregavilla que no es gavilla.

EJEMPLO 3.5. Si se considera A = (R,7r) y G : A® — SET dado por G(A) =
{f: A— R|f es acotada} y la restriccion usual, considere la cubierta de R dada por
{(n—1,n+1)},ez.

Note que para cadan € Z la inclusion i, : (n—1,n+1) — R esta en G((n—i,n+1))
y que al restringirse hacia las intersecciones respectivas siguen estando en G((n —
L,n+1)x (n,n+2)) respectivamente, por lo que iguala, pero no es posible encontrar
una funcion en G(R) tal que al restringirla sea la inclusion respectiva, pues dicha
funcion tendria que ser la identidad 1g : R — R que no es acotada.

PROPOSICION 3.6. Sean A = (X, 7) espacio topolégico y F : A — SET una pregavi-
lla. Son equivalentes:

1. F es gavilla

2. Para cualquier U y cualquier {U;}icr cubierta abierta de U, el siguiente dia-
grama es un igqualador

FU) —— [Le F(U:) —= [T F (Ui x Uy)

DEMOSTRACION. 1=-2) Que F(U) iguale, es inmediato de que F' sea pregavilla.
Para la propiedad universal, sea f : A — [],.; F(U;), tal que conmuta con ambos
morfismos hacia [[; ;c; F'(U; x U;). Para cada a € A, se tiene que f(a) = {s;}ier,
como f conmuta con ambos morfismos y por la parte de pegado de que F es gavi-
Ila, existe un tnico s, € F(U) tal que F(i,)(sq) = s;. Sea f : A — F(U) tal que
fla) = s,. Ast las cosas, f = [ L F(uw)f.

Ahora solo falta probar que f es Unica con esa propiedad. Sea ¢ tal que f =

[Lc; F(w,)g. Pero como [[,.; F(w,)g = f = [l F(uw,)f por la propiedad de
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localidad, esto implica que para cualquier a € A, f (a) = g(a). Por tanto el diagrama
es un igualador.

2= 1) Reformulando localidad, se puede pensar como que el primer morfismo sea
monomorfismo, lo cual lo cumple por ser igualador. Para la parte de pegado, es
inmediato por definicién del igualador. [ |

2. Pretopologias de Grothendieck

Hasta este momento se han reformulado en un contexto mas general las propiedades
planteadas al inicio del capitulo, pero se sigue dependiendo del espacio topologico,
como se discutio en el capitulo anterior, lo importante del espacio es la topologia.
Ahora se analizara como se puede llevar la nocién de abierto a un contexto més
general.

DEFINICION 3.7. Sea A una categoria y A € A, una cubierta de A es una familia de
morfismos {f; : A; — A}icr en A

DEFINICION 3.8. Sea A una categoria con pullbacks. Una pretopologia de Grothen-
dieck P en A, es una asignacion que a cada objeto A € A le asocia una familia de
cubiertas P(A) tal que:

2. Si{fi+ Ai > Alier € P(A) y para cada i € I, {g} : A; = Ai}jes € P(A)
entonces {g] f; - A; = Alicr.ses; € P(A)

3.8 f:B—Ay{fi: Ai = Alicr € P(A), entonces la familia de pullbacks
{m : B x A; = B}ic; € P(B)
EJEMPLO 3.9. Sea A una categoria
» La asignacion que a cada A € A le corresponde P(A) = {14: A — A}.
1. Es claro que {14 : A — A} € P(A)
2. La parte 2 se satisface por vacuidad.

3. FEste inciso se sigue de que el pullback de la identidad por cualquier mor-
fismo es la identidad, es decir, el siguiente diagrama es un pullback:

B%A

1p llA

B%A
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s La asignacion que a cada A € A le asocia todas las familias de morfismos
con codominio A.
Este ejemplo satisface trivialmente las propiedades, pues la asignacion tiene
a cualquier familia como cubierta.

s La asignacion que a cada A € A le asocia las familias de monomorfismos
hacia A.

1. Es claro que 14 es un monomorfismo para cualquier A, por lo que {14} €

P(A)

2. Este inciso se sigue de que la composicion de monomorfismos es mono-
morfismo. Por lo que la familia de composiciones resulta ser una familia
de monomorfismos.

3. Esto es inmediato al notar que en cualquier categoria con pullbacks, el
pullback de un monomorfismo, resulta ser un monomorfismo.

= [ste ejemplo explica el nombre de cubiertas.
Sea (X, T) espacio topoldgico y para cada U € T, sea

P(U) = {{Vi C ULict|Vi € 7,U C [ JVi}
1. Es claro que U C U por lo que {1y} € P(U)

2. Sean {U,;}icr € P(U) y para cada i € I, sea {V;}jes, € P(U;). Note que
UcC Uie] U; C Uie],jeJi Uj por lo que {U] C U}iel,jEJi < P(A)

3. Este inciso es inmediato al notar que el pullback en esta categoria es la
interseccion y que un morfismo es una inclusion. Entonces si f : B — A,
BCANBC,,AnNB.

» La asignacion tal que para cada A = (X, Tx) espacio topoldgico, una familia
de morfismos {f; : X; = X }ier € P(A) si:

e f; es abierta para todo i € 1

o f; es un homeomorfismo en su imagen para todo i € I.
hd Uig] ng(fz) =X

1. Note que 1x es abierta, homeomorfismo y su imagen es X por lo que
{1x} € P(A)

2. Sean {f;; A; — A} € P(A) cubierta , para cadai € I, {g] : A; — A} €
P(A;) cubierta y U un abierto de A;.
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e Como gg es abierta, entonces g{(U) es abierto en A;. Como f; es
abierta, entonces 1ig1(U) es abierto en A. Por tanto para cada i € I
yj € Ji, fig] es abierta.

~

e Como g es homeomorfismo en su imagen, se tiene que gl (U)
U. Ademds como gg es abierta, gg(U) es abierto en A;. Como f; es
homeomorfismo en su imagen, fi(A;) = A y por ser abierta, f;(A;)
es abierto. Como g (U) es abierto en A;, entonces existe V C fi(A;)
abierto en A, tal que V. = g/ (U). Entonces V = ¢/(U) = U. Por
tanto flgf es un homeomorfismo en su imagen, para cada i € I y

cada j € J;.
e Note que:
U img(igh= U figl(4)
i€l,jEJ; i€l,jed;

=UrU g A)
i€l jeJ;

= J fi(4)
i€l

=A

Por lo que se tiene lo deseado

3. Para esta parte recuerde que el pullback en la categoria de espacios to-

poldgicos es un subespacio del producto de los espacios en cuestion. Sean
{fi: Ai > A} € P(A) y f: B— A. Entonces para cada i € I, el pullback

B xpA; ={(b,a)|f(b) = fi(a)}.
e Note que por definicion de producto, ambas proyecciones son abiertas.

e Como cada f; es homeomorfismo en su imagen, entonces son mono-
morfismos. Entonces como el pullback de un monomorfismo, resul-
ta ser monomorfismo, la proyeccion m'y es monomorfismo. Entonces
existe g : B — Bx A, inversa de mly. Basta probar que g es continua.
Para esto, note que si U es abierto en B Xy A; y como la proyeccion
es inversa y abierta, entonces g~ (U) = 7y (U) es abierto en B. Por
tanto g es continua y asi Ty es homeomorfismo en su imagen.

e Fn busca de una contradiccion, suponga que existe b € B tal que
b & Uie;img(r). Como A = U, img(f;), existe j € I tal que
f(b) € img(f;). Asi las cosas, eziste a; € A; tal que f(b) = f;(a;).
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Por definicion de pullback, (b,a;) € B x; A;. Entonces b= 15(b, a;)
contradiciendo la suposicion. Por tanto B = J,; img(ml).

» La asignacion tal que para cada A = (X, T) espacio topoldgico, una familia de
morfismos { f; : X; = X} € P(A) si el morfismo inducido, f: [[,c; Xi = X,
es un homeomorfismo local.

1. Note que {14 : A — A} € P(A) pues [[A = A y todo espacio es local-
mente homeomorfo a si mismo.

2. Sean {f; - A; — A} € P(A) y para cadai € I, {g] : A; — A} € P(A;)
cubiertas. Para probar que f : HieLjeJi A; = A es homeomorfismo local,
sea v € [l;cr jes Aj- Por definicion, x = (a,j,1) donde a € Aj y j € J;.
Como a € A;, existe U un abierto en A; tal que U = g (U) y que g (U)
es abierto en A;. Ahora como gf(a) € A;, existe V un abierto de A;, tal
que V =2 f;(V) y que fi(V) es abierto en A. Sea S = U N (g/)"(V), que
es abierto en A; y como esta contenido en U, se sigue que S = gf(S)
Entonces se tiene que:

£(9) = figl(5)
—fzgz(Uﬂ( H)7HV))
= figl(U)n

=g; (U) nv

> (g) Mg/ (UNV))

=UN(g)(V)

=S

Por lo que f es un homeomorfismo local.

3. Sean {f; : A; — A} € P(A) una cubierta y f : B — A. Se busca probar
que Tp : [[,c; B x5 Ai = B es homeomorfismo local. Sea x = (b, a,i) €
Hiel B x; A;, entonces como a € A; existe U abierto en A; tal que U =
fi(U) y fi(U) es abierto de A. Como f es continua, entonces f~1(f;(U)) es
abierto en B. Sea V = f~(fi(U))xU que es abierto en ] [,., Bx sA;. Note
que basta que Tg|y sea inyectiva, pues ya es abierta y continua. Para esto,
sean (b,a,i) y (V',d',1) € V, tales que b = wp((b,a,i)) = wp((b/,d,i)) =
b'. Entonces por definicion, f;(a) = f(b) = f(V') = fi(d) y asi como f; es
inyectiva en U, se tiene que a = a’. Por tanto (b,a,i) = (V/,d’,i) por lo
que Tgly es inyectiva y asi un homeomorfismo local.
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EJEMPLO 3.10. Sea CRING la categoria de anillos conmutativos con 1. Para cada
R € CRING®?, una familia {f; : A; = R}ic; € Z(R) si satisface:

1. I =H0,...,n} es un conjunto finito.
2. Cada A; = R[r;’'], es la localizacion por un elemento de R.
3. fi es el morfismo candnico de la localizacion.

4. Emisten {s;}icr € A, tales que Y .., sir; = 1, esto es equivalente a que 1 €
(ro,-..,Tn), €l ideal generado por los r;.

Entonces Z es una pretopologia.

= Note que como R = R[17'] y claramente 1 € (1). Por lo que la identidad
{1r: R— R} € Z(R).

w» Sean f : S — R € CRING® un morfismo y {f; : Ai — R} € Z(R) .
Entonces para cada i € I, los pullbacks S xy A; son el pushout en CRING.
Ast las cosas, como A; = R[r;'], note que fif(r;) = ffi(r:;) y como fi(r;) €
U(A;), entonces ffi(r;)) € U(S x; A;). Por lo que existe un morfismo tinico
L S[f(ri)7Y] = S x¢ A;. Se afirma que S x; A; = S[f(r;)~']. Para esto,
sean T € CRING y un par de morfismo h : A; — T y g: S — T tales que
hf; = gf, en un diagrama:

1 1 :
SHINCE) = BB = ACORC) = (P Ly =) =1

por lo que gf(r;) € U(T) y por la propiedad universal de la localizacion,
existe un tinico morfismo J : S[f(r;)™'] — T tal que g = Jf; y h = Jf. Por
lo que S[f(r;)™'] = S x; A;. Ademds como 1 =3 s;1;, entonces 1 = f(1) =
JQiersimi) = > f(s:) (1), de donde 1 € ({f(73)}ier). Por tanto la familia
de pullbacks en CRING? {f;: S x; A; — S} € Z(9).
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= Sean R € CRING, {f; :+ Ay = R}ic; € Z(R) y para cada i € I, {g} :
Bj — Ai}jes, € Z(A;). Seani € I y j € J;, entonces A; = Rlr;'| y B; =
R[r;"][s;']. Como s; € Rlr;'], s; = t—i, conk € Nyt; € R. Se afirma que
RlriY[s;'] = R[(rit;)"Y]. Considere el siguiente diagrama en CRING:

? J

Ry R s R s

|»

R[(rit;)~"]
Como h(r;) = % es invertible, pues % = :—Jt € R[rit;], entonces existe
fi: Rri] — R[(rit;)7Y] tal que h = fifi. De la misma manera, como f;(s;) =
ﬁ(t—’) = h(t;)h(rF)~t = t{% = % el cual es invertible. Entonces existe g :
R[Tfl][ 1= R[(rit;)7"] tal que f; = gg'. Entonces h = f;fi = gg'f;.

Por el otro lado, como
i i ;s
g3 fi(rity) = g;(fi(ri) fi(t;)) = QJ(T

J Tiy i/
1
),

) =9;(7)9;(F)
y también g;(tTJ) = gj(tj 1) = gi(s5)g5(5), basta probar que g;(%) es in-
vertible. Pero esto es inmediato pues % € U(R[r;']). Por tanto gi(rit;) €
U(R[r;'][s;']) y ast por la propiedad universal de la localizacion, existe un

unico, h: R[(rit;)™'] = R[r; '[s; '], tal que hh = g' ;.
Por lo tanto R[ ls; Pl = R[(T’ﬂf*)_l] Ahora como 1 € ({s;}jes,) entonces
1= Z] Oaj ;. Sea N; = mazx{n;|j =0,...,ki}, entonces

ki
) =Y 0
Jj=0 g

Por lo que " € (to,...,ty,) para cada i € I = {0,...,k}. Ahora como
1€ (ro,...,rx), setiene que 1 = Zf:o biri. Seam = max{N;|i =0...k}k+1,
entonces 1 = 1™ = (Zf:o b;ri)™, note que por construccion, en cada termino
de esta suma existe un r; tal que su exponente sea mayor que N;, por lo que

1e ({rMYier) C ({t;}ier jes,)- Por tanto {fig§ : R[(rit;)"'] = R} € Z(R).

Por lo tanto Z define una pretopologia de Grothendieck. A esta pretopologia se le
conoce como la pretopologia de Zariski. La razon de esto es que las familas de Z(R)
estan en correspondencia con los abiertos principales de la topologia de Zariski en

N n]t

Mw

7=0
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Spec(R). Esto es porque R[r;'] = (Vpespec(ryrigp Fop donde Rp es la localizacion en
el conjunto multiplicativo R\ P.

Como se vio en la nocién de gavilla solo depende de las cubiertas, por lo que con
lo discutido hasta ahora es inmediata la generalizacion.

DEFINICION 3.11. Sean (A, P) categoria con una pretopologia y F € A, entonces

1. F satisface la condicion de gavilla para una familia {f; : Ai — A}ier si

F(A) — [T F(4;) == TTF(Ai x 4;)
es un igualador

2. F es una gavilla si para cualquier A € A y {f; : Ai = A}lier € P(A), F
satisface la condicion de gavilla

EJEMPLO 3.12. » Note que esta generalizacion respeta lo que se tenia. Sea
(X, 7) espacio topoldgico,considere la pretopologia Pen X, de las cubiertas
abiertas, es decir la que en cada objeto P(U) = {{V; C U}ie/|V; € 7,U C
UVi} v considere F la pregavilla de funciones continuas, F(U) = {f : U —
R|f continua} el diagrama

F(A) — [[F(4;) —= [I F(A; x Aj)
es un tgualador, como se vio antes.

» Fste es un no ejemplo de gavilla. Sean (2,p(2)) como espacio topoldgico,
R ={0,1} y F : p(2) — SET dado por F(0) = {pt}, F(0)=F(1) =Ry
F2)=RxRxRypara f; : 0 — i coni=0,1,2, F(f;) =pt, g:0— 2
F(g)=myh:1—2, F(h) =m. Ahora considere el siguiente diagrama

Rx Rx R ™™ Rx R —= {pt}

note que no es un iqualador pues R al tener mas de un elemento, no se tendrd
la unicidad del morfismo.

Dada una categoria, A, en su categoria de pregavillas hay unas pregavillas destacadas,
a saber, los funtores representables h,. Es de interés bajo que condiciones estas
resultan ser gavillas, para dar respuesta a esto sera de utilidad la siguiente definicion.

DEFINICION 3.13. Sean A una categoria con pullbacks y {f; : A; — A} una familia
de morfismos. Se dice que { f;}icr es una familia epimorfica efectiva si para cualquier
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familia de morfismos {g; : A; — B} tal que para cualesquiera i,j € I, el diagrama
conmuta

Ai XAAj L Az

|» lgi

PR
entonces existe una tunica h : A — B con la propiedad que para cualquier i € I,

gi = hfi.

Note que esta definicién resulta similar a la de colimite, aunque estos no necesaria-
mente existan estas familias si pueden ser consideradas.

PROPOSICION 3.14. Sean A una categoria regulmﬂ y{fi: Ay = A}ier una familia de
morfismos con colimite [ [,.; Ai y f : [1;,e; = A la inducida por la familia. Entonces
son equivalentes:

1. La coleccion { fi}icr es una familia epimorfica efectiva.

2. El sigwiente diagrama es un coigualador
p1 f
(Iser Ai) xa (Ier 45) ? [Hicr 4 — A
3. Si el siguiente diagrama conmuta:

[T, A — A

[

C ——— B
yi:C — B es un monomorfismo. Entonces existe un tunicot : A — C tal
quetf =g uyit=nh

DEMOSTRACION. 1 = 2) Considere el siguiente diagrama:

1,a definicién de categoria regular se puede encontrar en el apéndice C, en la definicion
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A, “ > 1T A
% %
Aixa Ay = (11 A) xa (114
A; Y s 11 A

Donde g es tal que gp; = gps. Ahora como para cada i € I, f; = fi;, se tiene que:
Jtig2 = fig2 = fiqn = fryq
por lo que existe una tnica 5 : A; x4 A; — ([T A4:) xa (ITA4) tal que poff = tig2 y
p1S = tjq1. Como gp, = gp: se tiene que:
gLiqz = gp2p

= gp1f

=940
por lo que existe una tnica h : A — B tal que hf; = gu; y hf; = gt;. Ahora como
[1;c; A es un coproducto, existe una tnica s : [[,.; A; — B tal que s¢; = hfi; = gu;,
entonces s = hf = g. Ahora note que h es tnica con la propiedad pues que {f;}ics

sea familia epimorfica lo garantiza. Por lo tanto f : [[._.; A; — A es un coigualador.
2 = 1) Considere el diagrama siguiente:

el

qi
Ai X A Aj > Az

T~al Uiy i
S~ oA,

(ITA) xa (IT4) 2 T A,

P |

A, o4 A —L—— 4

9j

Donde {g; : A; — B}ies es una familia de morfismos compatibles; es decir, para
cualesquiera 7,j € I, se tiene que g¢;¢; = g;q;. Por construccion u;; es la tnica

inducida por el pullback, més atn, [J(A4; x4 A4;) = (][ A;) xa (] Ai). También por
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la propiedad universal del coproducto, g : [[ A; X B es la tnica tal que g; = gLﬁ 4, Del
mismo modo existe un tnico morfismo s : ([ A;) xa ([[A4;) = [[(A; x4 4;) = B
tal que su;; = g;q; = g;q;. Note que gpiu;; = gpou,j por lo que tanto gp; y gpo
satisfacen la propiedad de s y por tanto gp; = gpo. Como A es coigualador de p; y
Pa, existe un tnico h : A — B tal que hf = g. De donde ¢; = thAi = hthAi = hf;.
Por lo tanto { f;}ics es una familia epimorfica efectiva.

2 = 3) Considere el siguiente diagrama conmutativo:

(ITA:) xa (ITA:) %; [Lics Ai L) A

e h
b
o
¢ ——— B

donde i : C'— B es un monomorfismo. Note que

igp1 = hfp1 = hfps = igps

como i es monomorfismo, entonces gp; = gps. Como f es coigualador de p; y po,
entonces existe un tnico t : A — C' tal que tf = g. Ademas se tiene que

itf =1i9g=hf
Como f es epimorfismo, entonces it = h. Ademés t es unica por la propiedad del
coigualador.

3 = 2) Sea f : [T A; — C el coigualador de py y po. Como fp; = fpe, existe un tnico
1:C — Atal que f =1if. Entonces se tiene el siguiente diagrama

[T, A —1 A

R

C—* 3 A

donde i es monomorfismo. Por lo que existe h : A — C tal que f = hf y ih = 14.
Por el otro lado, se tiene que_ hfpy = hfpg, por lo _que existe una tGnica s : Cc—=C
tal que s f hf. De donde s f hf=h f como f es epimorfismo, s = hi. Ademas
como f = hf, se tiene que s = 1. Como s es tnica con la propiedad, 1¢ = hi. Por
lo tanto C' = A y asi A es el coigualador de p; y ps. |

DEFINICION 3.15. Sean A una categoria y {f; : A; — A}tics una familia de morfismos
con colimite [[,.; Ai y f : [,y = A la inducida por la familia
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s La condicion 8 de la proposicion anterior, se expresa diciendo que f es un
epimorfismo fuerte.

» La condicion 2 de la proposicion anterior, se expresa diciendo que f es un
epimorfismo efectivo.
OBSERVACION 3.16. s Una familia epimorfica efectiva es epimorfica.

» FEn una categoria regular las nociones de epimorfismo fuerte y epimorfismo
efectivo coinciden.

» En la literatura es comin encontrar que una familia {f; © A; — Alier es
epimdorfica efectiva si genera un epimorfismo efectivo, esto sucede si el copro-
ducto de los A; existe.

COROLARIO 3.17. Sean A categoria con pullbacks y {f; : Ai — A} una familia
epimorfica.

1. Si existen C,B € A y {g; : Ai — B} compatible tales que para cualquier
1 € 1, el siguiente diagrama conmuta

A4
lgi lj
B~ cC
donde h es un monomorfismo, entonces existe una unicat : A — B tal que
tfi=giyht=j
2. Si ademds A es reqular y existe el coproducto [] A;, entonces el inciso 1 es

equivalente a que {f;} sea una familia epimorfica.

DEMOSTRACION. 1. Considere el siguiente diagrama:

Ai XAAj L>Az

lpj lfi

A DA
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donde h es un monomorfismo y para todo i € I mf; = hg,;. Asi las cosas se
tiene que

hg;p; = mfip; = mfip; = hgipi
como h es epimorfismo, se tiene que g;p; = g;p;. Por lo tanto, existe un
tnico t : A — B tal que tf; = ¢;. Ademas note que para cualquier i € I,
htf; = hg; = j f;, como f;es una familia epimorfica, se tiene que ht = j.

2. Se probara que lo anterior implica al inciso 3 de [3.14] Sean C, B € A junto
con morfismos ¢ : C' — B un monomorfismo, g : [[A;, - Cy h: A — B.
Para cada i € I, sean g; = gt;. Entonces existe un tnico t : A — C tal que
tfi = ¢; vy it = h. De donde se tiene que tfi; = tf; = g; = gt; y por la
propiedad universal del coproducto tf = g.

[ |
COROLARIO 3.18. Sean A una categoria con pullbacks y {f; : A; — A} una familia
epimorfica.

» Si existe un monomorfismo i : B — A y una familia {g; : A; — B} tales que
fi = ig;, entonces A = B.

» Si ademds A es regular, existen el coproducto [[ A;, i : B — A un monomor-
fismo y g : [[ Ai — B tales que f = ig, entonces A = B.

LEMA 3.19. Sean A y B objetos de A, E = {f; : A; — A}ier una familia epimor-
fica efectiva y hp la pregavilla representable asociada a B. Entonces hg satisface la
condicion de gavilla para E.

DEMOSTRACION. Note que para cualquier C' € A, hg(A) = Homy(A, B). En-
tonces se tiene el siguiente diagrama:

Hom(A, B) —— [lic; Hom(Ai, B) —= [, jo; Hom(A; x Aj, B)

Note que si {g; : A = Blier € [[;c; Hom(A;, B) es igualada por los morfismos,
entonces satisface la condicion para la familia epimorfica efectiva. Asi las cosas, existe
un unico g : A — B que lo iguala, por lo que es el igualador.

Maés aun si el colimite existe, se tiene el siguiente diagrama

Hom(A, B) —— Hom([] Ai, B) —— Hom([, ;c;(Ai x 4;), B)

Asi como se probo en la Proposicion [3.14] éste es un igualador. [
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PROPOSICION 3.20. Sea A una categoria reqular, para cada A € A se define Can(A)
como la coleccion de familias epimdrficas efectivas con codominio A. Entonces Can
es una pretopologia.

DEMOSTRACION. Sea A € A

1. Considere el siguiente diagrama conmutativo:

A4, A
]
B¢
donde h : B — C es un monomorfismo. Como 14 es un isomorfismo, tiene

una inversa 1. Sea t = f1,'. Entonces t1y = f1,'14 = f y ht = hf1;' =
glalyt = g. Por lo tanto {14 : A — A} € Can(A).

. Sean {f; : Aj — A}ic; € Can(A) y para cada i € I, {g] : B — A;}jes, €

Can(A;). Suponga que existen ¢ : C' — A un monomorfismo y {h; : B; — C}
tales que f;g] = ih;. Considere el siguiente diagrama:

[

C—" 3 A

Como 7 es monomorfismo, entonces p; también. Ademas como gf se factorizan
por A; x4 C, se tiene que A; x4 C = A;. Entonces ipy = f;, es decir f; se
factoriza a por un monomorfismo, por lo que C' = A. Por lo tanto la coleccion
{fig] - Bj = A}icrjes; € Can(A).

. La estabilidad bajo pullbacks se sigue de que en una categoria regular, el

pullback de un epimorfismo efectivo es epimorfismo efectivo.

Por tanto C'an es una pretopologia de Grothendieck. [

Como se vio antes, en (A, Can) las pregavillas representables son gavillas. Asi se tie-
ne una primera caracterizacion de la pretopologia que hace gavillas a las pregavillas
representables.
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Hasta ahora se ha visto que la nocion de gavilla sobre espacios topologicos coinci-
de con la de gavilla en categorias con una pretopologia, el siguiente lema enuncia
que basta coincidir en una cubierta, R, para coincidir en cualquier cubierta, S, que
contenga a R.

LEMA 3.21. Sean F' una pregavilla, {f; : A; — Atier y {g; : Bj = A}jey tales que f;
se factoriza a través de al menos un gy, si F' satisface la condicion de gavilla para
{fi - A; = A} entonces la satisface para {g; : B; — A}

DEMOSTRACION. Suponga que f; = g;(;)h; para cada i € I y considere el siguien-
te diagrama

Eq—>H]€J qngkeJ (B, x By)

“i HF@% lHF lHF )% F(hj)
P

A) m Hie[F ) :; H]keJ (A] X Ak’)

Basta con probar que existe una inversa f : Fq — F(A) para que F(A) = Eq. Note

que:
[[EEH T F(hijeq = ] F(hy) x F(h) [] F(xf)eq
:HF ;) x F(h; HFT('
:HF(WJA)HF(h e

Por lo que existe una unica f : Eq — F(A) tal que [[ F(f;)f = ][ F(h;)eq. Entonces

por un lado se tiene que
[ F(F) fu=T] Fhi)equ
=11Fre) [T F9)
= HF(f Mra)

de donde 1p4) = fu.
Por el otro lado

equf =[] Flg)f

= eqlEq
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Por lo que uf = 1g,
Asi las cosas, se tiene que Eq = F(A) como se deseaba. [ |

DEFINICION 3.22. Sean A un objeto de A y M y M’ un par de cubiertas de A.
s Se dice que M es una subcubierta de M’ si M C M’

s Se dice que M es un refinamiento de M’ si para cualquier f € M' existe
g € M tal que f se factoriza a través de g.

COROLARIO 3.23. Sean A una categoria y P una pretopologia sobre A

1. Sea P’ pretopologia sobre A del tal manera que para cualquier A € A y M €
P(A) es subcubierta de alguna M’ € P'(A), entonces toda gavilla sobre (A, P)
lo son sobre (A, P").

2. Sea P’ pretopologia sobre A tal que para cualquier A € A y M € P'(A) existe
M’ € P(A) un refinamiento de M, entonces las gavillas sobre (A, P') lo son
sobre (A, P).

3. Sea P’ la pretopologia tal que para cualquier A € A, M € P'(A) si M € P(A)
o eziste un refinamiento M’ € P(A) de M, entonces (A, P) y (A, P") tienen
las mismas gavillas.

Un ejemplo concreto de esto, se obtiene en la categoria de espacios topologicos.

EJEMPLO 3.24. Considere las pretopologias de homeomorfismos locales y de mor-
fismos abiertos inyectivos. Es decir, los tltimos 2 incisos del ejemplo [3.9 A la de
homeomorfismos locales se le denotard por P’ y a la de morfismos abiertos inyectivos
por P. Entonces para cada A € A se tiene que P(A) C P'(A). Note que por defini-
cion, si {fi : Xi = Xtier € P(A) entonces el morfismo inducido f : [[,c; X; = X
es un homeomorfismo local. Esto pasa pues si x € [[,.; X; entonces existe j € 1
tal que x € X;. Entonces como f|Xj = f;, se tiene que este es un homeomorfismo
en su imagen. Entonces para cualquier U abierto de X; que contenga a z, se tie-
ne que f(U) = U. Por tanto es un homeomorfismo local. Por lo tanto la familia
Esta afirmacion junto con el inciso 2 del corolario anterior, implica que las gavillas
de (A, P) son las mismas que las gavillas sobre (A, P').

Por lo anterior, existen pretopologias que inducen las mismas gavillas, aunque por el
Lema[3.21], es facil ver que si se consideran familias sin ese tipo de factorizacion no se
tendria ese problema, es decir basta considerar familias tales quesi f : A — B € J(B)
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y g:C — Aentonces fg: C — B € J(B). Note que esto coincide con la nocion de
criba.

3. Topologias de Grothendieck

DEFINICION 3.25. Sea A categoria, una topologia de Grothendieck, J, en A, se define
en cada objeto A de A como sigue:

Grtl. (Identidad) ha € J(A)
Grt2. (Estabilidad de base) Si S € J(A) y f: B — A entonces f*(S) € J(B)

Grt3. (Cardcter local) Dados S y R € J(A) tales que R € J(A) y para cualquier
f:B—AcR, f(S) e J(B) entonces S € J(A)

EJEMPLO 3.26. 1. J(A) = {ha}
2. 8i (X, 7) es espacio topologico, {f; : Uy = Utier € J(U) si U C U, Us

PROPOSICION 3.27. Sea (A, P) una categoria con una pretopologia. Para cada A€ A
se define una familia de cribas, tal que S € J(A) si existe F' € P(A) tal que FF C S.
Entonces J es una topologia de Grothendieck.

DEMOSTRACION. Sea A € A

1. Note que por definicion {14} € P(A). De donde hy € J(A), puesto que para
cualquier f: B — A, se tiene que f = 14f.

2. Sean S € J(A) una cribay f : B — A un morfismo. Como S € J(A),
existe {f; : A; = A}ier € P(A) tal que {fi}ier € S. Entonces la familia de
pullbacks {m : B x A; — B} € P(B). Ademas {pi; : B x A; = B} C f*(95).
Por tanto f*(S) € J(A).

3. Sean R, S un par de cribas sobre A, tales que R € J(A) y para cualquier
f: B — A € R, se tiene que f*(S) € J(B). Como R € J(A), existe
{fi : Ai = A}icr tal que {fi}ic; C R. Entonces para cada i € I, la familia de
pullbacks, {7??2 : A; x A — A;} € P(A;) v se queda contenida en f7(S). Por
lo que la familia {f;7? : A; x A — A} € P(A) y mas atn se queda contenida
en S. Por tanto S € J(A).

Entonces ésta es una topologia y se conoce como la topologia generada o asociada a
la pretopologia. [ |

DEFINICION 3.28. Un sitio (A, J), es una categoria A junto con una topologia de
Grothendieck J. Si A es una categoria pequenia, se dird que (A, J) es un sitio pequeno.
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De los ultimos ejemplos es inmediato preguntarse si toda topologia es una pretopolo-
gia, la respuesta es negativa, pues si J es una topologia, no es posible que {14} € J(A)
pues eso implicaria que {14} es una criba, lo cual no necesariamente es cierto.
Anéalogamente, es posible preguntarse si dada una pretopologia ésta puede ser una
topologia, pero esto resulta ser falso, la principal razon es la existencia de pullbacks,
que no es necesaria en la definicion de Topologia.

EJEMPLO 3.29. Este ejemplo permite observar una diferencia entre topologia y pre-
topologia.
Considere A una categoria reqular y para cada A € A se define la coleccion P(A)
dada por {fi : Ay — A} € P(A) si [[,.; Ai — A es epimorfismo.
AFIRMACION. P es una pretopologia.

1. Note que [TA= A de donde 14 : [[A — A es epimorfismo.

2. Sean g : B — Ay {f; : Ay — A} € P(A). Por ser categoria reqular, el
pullback de un epimorfismo regular resulta ser epimorfismo reqular.

B x HiEI Ai —§> Hz‘el Ai

| s
B—7% 4 A

Por lo que al ser g epimorfismo regqular implica que B x [[,c; A; = HjGJ B;.
Por tanto {f; : B; — B} € P(B)

3. Sean {f; : Ay — A} € P(A) y {fi; : B} = Ai} € P(A;). Entonces se tiene el
diagrama siguiente

. f
[Lies Bj — Hier 4
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Es facil ver que f es epimorfismo pues si se considera el siguiente diagrama:

i 9
HjeJi Bj —— [l Ai ? ¢
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Si gf = hf, entonces como f =1af se tiene que:

guaf =gf =hf =hiaf
Pero como [ es un epimorfismo, se tiene que gia = hta. Por lo que por

la propiedad universal del coproducto se sigue que g = h y por tanto, [ es
epimorfismo. Entonces el siguiente diagrama conmuta

i y i s 7
Bj HJGJi Bj HiGLjEJi Bj

| T
Jij N
~

Aj ————— ;e A — A

y que h es epimorfismo por lo que la familia es una pretopologia. FEsto gene-
raliza el caso de los espacios topologicos.

Note que si se considera la topologia generada por esta pretopologia, entonces
S € J(A) si existen {f; : Ay — A} € S tal que [[,.; Ai — A es epimorfis-
mo, es decir, la topologia tendrd como cubiertas a familias cuyo coproducto
es «mds grandey, aunque esto no necesariamente de mds informacion.

Ahora es inmediato preguntarse que propiedades tienen las topologias y mas atun si
existe alguna topologia
PROPOSICION 3.30. Sean A categoria y J topologia sobre A, entonces

1. SiSe J(A) y S CR entonces R € J(A)

2. St R,S € J(A) entonces RNS € J(A)

DEMOSTRACION. 1. Sea f: B— A € Sy considere f*(R) = {g|fg € R},

note que como S C R en particular f € R por lo que f*(R) = Hom(_,B) €
J(B) por lo que R € J(A)

2. Sea f: B— A€ Sy considere f*(RNS) ={g|fg € RNS} = f*(R) € J(B)
por lo que RN S € J(A)

Es decir J(A) es un filtro en ©Q(A), que como se vio en [2.21} es un orden parcial. Un
resultado inmediato y que seré de utilidad més adelante es el siguiente.

COROLARIO 3.31. Sean (A, J) un sitio, A€ A y S, R € QA). Entonces son equiva-
lentes:
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1. SiR € J(A) ypara toda f : B— A € R, se tiene que f*(S) € J(B) entonces
S e J(A)

2. 5iSCR,Re J(A) yyparatoda f: B— A€ R, se tiene que f*(S5) € J(B)
entonces S € J(A)

DEMOSTRACION. 1 = 2) Es inmediato por ser un caso particular.
2= 1) Sean S € QA) y f: B — A€ R. Considere T = RNS C R. Como
f*(R), f*(S) € J(B) se tiene que f*(R)Nf*(S) = f*(T) € J(B). Entonces T' € J(A).
Como T C S se sigue que S € J(A). |

Note que dados (A, J) un sitio y A € A, se tiene que J(A) C Q(A), por lo que se
hereda el orden y mas aun, éste se puede extender hacia topologias.

DEFINICION 3.32. Sean A categoria junto con J y J’ dos topologias sobre A. Se dice
que J’ es mas fina que J si para cada A € A y S € J(A), se tiene que S € J'(A). En
este caso también se dice que J es mas burda que J’.

PROPOSICION 3.33. Sea A una categoria. Entonces:

» Si {Jitier es una familia de topologias sobre A entonces (,c; Ji es una topo-
logia

s Se define una coleccion €1, tal que para cada A € A:
Q(A) ={S|S es criba sobre A}
Entonces Q) es topologia y es la mds fina.

n Si{J;}icr €s una familia de topologias sobre A entonces existe ;e J; topologia
tal que para cada i € I, J; C Xicrd; y es minima con la propiedad.

» Se define una coleccion w, tal que para cada A € A w(A) = {ha}. Entonces
w es topologia y es la mds burda.

DEMOSTRACION. » Basta demostrar que para cada A € A, en [),c; Ji(A)
se satisfacen las propiedades de topologia.

1. Como Hom(_,A) € J; para todo i € I. Se sigue que Hom(_,A) €
nz‘el Ji(A>

2. Sean S € (e, Ji(A) y f : B — A Somo S € (,.; Ji(A) entonces
S € J;i(A) para toda ¢ € I. Asi f*(S) € J;(A) para toda ¢ € I. Por tanto
f1(8) € Nier Ji(A)
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3. Sean R € (,c; Ji(A) y S una criba sobre A tal que para cualquier f :
B — A€ R, f*(S) € ey Ji(B). Como f*(S) € J;i(B) para toda i € I
entonces S € J;(A) para toda i € I. Luego S € [,o; Ji(A).

Por tanto (),c; J; es una topologia sobre A

= Las propiedades son satisfechas inmediatamente.

» Es inmediato pues al definir ¥;c;J; = ({J|J; C J para toda i € I}. Note

que esta coleccion resulta cumplir las propiedades por el primer inciso y que
esta familia es no vacia por el inciso anterior.

= Basta notar que las partes 2 y 3 de la definicién de topologia, solo pueden ser

satisfechas por h 4 si se considera f = 14.

Recuerde que la nocion de topologia fue introducida porque la condicion de gavilla no
era dependiente de la pretopologia, es decir, existen 2 pretopologias con las mismas
gavillas. Esta condicién no ha sido reinterpretada para topologias.

DEFINICION 3.34. Sean B una categoria, (A, J) un sitio, A€ A y P: A®? — B una
pregavilla

1.

Si S € QA), se dice que {x}ses es una familia compatible para S de P
st una asignacion tal que a cada f : B — A € S le asigna un elemento
xy € P(B) tal que si g : C — B entonces P(g)(xy) = x¢,. Note que fg € S.

Dada {x}jes familia compatible, se dice que x € P(A) es una amalgama si
P(f)(x) = xs para toda f € S.

P es separada en S si para cada familia compatible de S, existe a lo mds una
amalgama.

. P satisface la condicion de gavilla para S si para cada familia compatible de

S, existe una unica amalgama.

P es una pregavilla separada si para cualquier A € A y cualquier S € J(A),
P es separada en S.

P es una gavilla si para cualquier A € A y cualquier S € J(A), P satisface
la condicion de gavilla.

Es inmediato de la definicion que toda gavilla es pregavilla separada y que si se
satisface la condicién de gavilla para S, entonces la pregavilla es separada en S.
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LEMA 3.35. Sean A categoria, A € A, S € Q(A) y F € A, entonces se tiene una
correspondencia biyectiva entre familias compatibles para S y Hom(S, F).

DEMOSTRACION. Note que dada {z}ses familia compatible y f : B — C se
tiene el siguiente diagrama

donde dada g : C — A € S(C) z(g9) = z, note que F(f)x(g) = F(f)ry = g5 ¥
por el otro lado f.(g9) = ¢gf de donde zf.(g9) = x(g9f) = x,¢ por lo que el diagrama
conmuta y mas aun, x asi definida es una transformacion natural.

Del mismo modo, dada 6 : S — F', para cada C € Ay g € S(C), se define z, =
6(C)(g) note que por como esta definido se tiene que:

F(f)zg = F(f)8(C)(g)
=0(B)f.(9)
=0(B)gf
= Tgf

por lo que es una familia compatible. [

Con esta correspondencia vale la pena reinterpretar las condiciones de gavillas para
pretopologias, por ejemplo dada {z} res familia compatible, f € S(B)y ¢g: C — B,
se induce el siguiente diagrama

RiONy 0e)
Donde x4 es la funcién con valor constante x4, note que este diagrama no necesa-
riamente es conmutativo, por lo que es posible fijarse en todas las posibles funciones
constantes que pueden hacer conmutar el diagrama, es decir, fijarnos en la familia de
funciones {xny}res(p), de hecho estas funciones al ser constantes pueden ser induci-
das desde F'(B), a las que se denotaran por py, = xy,.

En reinterpretacion de la condicion de gavilla para pretopologias se tiene el siguiente
resultado.
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LEMA 3.36. Sean A categoria, A € A, S € Q(A) y F € A. Si F satisface la condicion
de gavilla para S, el siguiente es un igualador.

Hom(8, F) — 15 Fdom(F)) ==t Tyeps)ses Fldom(9))

donde G({:}) . = Prg y a{zi}) g = F(9)7s.

DEMOSTRACION. Note que por la manera como estan definidos los morfismos F
y a, un elemento {z;} € [[,cq sera igualado si py, = F(g)xy es decir z, = F(g)xy
por lo que de hecho resultan ser las familias compatibles y por la proposiciéon anterior
estan en correspondencia con Hom(S, F).
La universalidad es inmediata por la descripcion del igualador en SET [ |

Ahora recuerde que dada una cria S sobre A, ésta también es un subfuntor del funtor
representable hy, por lo que surge la cuestion de que si dada una transformacion
natural 6 : S — F ésta se puede extender a una © : hy — F', en un diagrama:

LN

ha

Note que un detalle importante al definir © es saber como se comportaria ©(A)(14),
lo cual se caracterizara en el siguiente lema.

LEMA 3.37. Sean A categoria, A € A, S € Q(A) y F € A. Entonces P satisface
la condicion de gavilla para S si y sélo si cualquier transformacion natural (familia
compatible) v : S — F se extiende a una transformacion natural © : hy — F.

DEMOSTRACION. Considere el siguiente diagrama conmutativo.

ha(A) S(A) —* F(A)
ha() S() |ro
ha(B) <2 S(B) —2 F(B)
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note que dada f € ha(B) se tiene que f = 14f = ha(f)(14). Ahora si © fuera la
extension de z y f € 5, se tendria que:
O5(f) = Op(ha(f)(14))
= (©pha(f))(1a)
= F(f)©a(1a)

por lo que la transformacién queda determinada por la identidad en A.

Ahora suponga que F satisface la condicion de gavilla para S entonces existe un
tnico x € F(A) tal que F(f)xr = xy, asi las cosas, se define ©4(14) = z.

Note que para cualquier B € A el siguiente diagrama conmuta

S(B) —— F(B)

) Op /‘(
7 -7
///

ha(B)

Pues para cualquier f € S(B), se tiene que:

©5(i(f)) = Os(/f)

= Op(ha(f)(14))

= (©8ha(f))(14)

= F(f)©4(1a)

= F(f)x
como se deseaba y por tanto, se extiende la transformacién de manera tnica.
Por el otro lado se afirma que dada una familia compatible {z}cs existe una tnica
amalgama, esto es inmediato pues si © € Hom(S, F) entonces existe una tunica

© € Hom(ha, F) que la extiende, por lema de Yoneda Hom(ha, F) = F(A) y asi la
amalgama es © 4(14). [

Note que si se debilitan las condiciones sobre F'; se tiene que:

1. Si F fuera separada en S, para algunas familias existirfa una tinica extension,
es decir, que hay familias que no pueden ser extendidas.

2. Si F no fuera separada en S, para algunas familias no existiria extension o
esta no seria tnica.

De los Lemas [3.37], [3.36] y [3.35] se desprende el siguiente resultado.
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PROPOSICION 3.38. Sean A categoria, A € A, S € Q(A) y F € A entonces son
equivalentes:

1. F satisface la condicion de gavilla para S.
2. Hom(S,F) = Hom(ha, F).
3. El diagrama

F(A) — [jes Fdom(f)) == Tyes-s).ses Fldom(g))

es un iqualador.

DEMOSTRACION. 1 = 2) Note que toda criba es un subfuntor del representable,
de donde se tiene la inclusion 7 : S — hy. Esto induce una transformacién ¢ :
Hom(ha, F) — Hom(S,F) y por el lema anterior, si F' satisface la condicion de
gavilla para S, se tiene una transformacion natural © : Hom(S, F') — Hom(hy, F).
Note que dada X € Hom(S, F') con amalgama x, se tiene que:

OX)(B)(f) = F(f)(x) = zy
para cualquier B € Ay f € S(B). Porlo que t© = 1p4m(s,r). Por tanto Hom(S, F') =
Hom(ha, F).
2 = 1) Por el lema de Yoneda, el inciso 2 es equivalente a Hom/(S, F)) = F(A). Si
se tiene el isomorfismo del inciso 2, se tendria que cada familia compatible estria
relacionada una tinica amalgama.
Para la ultima equivalencia, considere el siguiente diagrama.

Hom(S, F) — []jes F(dom(£)) =% Tl,ep-(s)ses Fldom(9))

] d

o)

Hom(hy, F) ——— F(A)

2 = 3) Es inmediato del diagrama.
3 = 2)Es inmediata del Lema [3.36] [

Esta condicién permite relacionar las nociones de gavilla para pretopologia con la de
gavilla para topologia. Ademaés el siguiente resultado prueba lo esperado, es decir,
que las gavillas coinciden.

PROPOSICION 3.39. Sean P una pretopologia sobre A y J la topologia generada por
P. Si F € A entonces F es gavilla en (A, P) si y solo si F es gavilla sobre (A, J)
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DEMOSTRACION. La prueba es una aplicacion de [3.21] Note que basta probar
que para cada A objeto de A se satisface la condicion de gavilla.
=) Sea S € J(A) entonces existe {f; : A; — A}lier € P(A) tal que se queda contenida
en S. Entonces para cada i € [ se tiene que f; € S. Entonces como f; = f;14,, cada
fi se factoriza por un morfismo de S. Por el lema [3.21| se tiene que F' satisface la
condiciéon de gavilla para S,
<) Sea {f; : Ay > A} € P(A) y sea S la criba generada por esta familia. Entonces
como f: B— Aec Ssiexisteni € [ 'y g: B— A; tales que f = f;g se tiene que
los morfismos de S, se factorizan por {f;}. Por el lema se tiene que F satisface
la condicion de gavilla para esta familia.

Por tanto F es gavilla en la pretopologia P si y solo si lo es en la topologia J asociada
a P. [

Ahora sabiendo que las nociones de gavilla coinciden para pretopologias y topologias,
es natural preguntarse por las condiciones que debe tener una topologia para que una
pregavilla sea gavilla.
COROLARIO 3.40. En las mismas hipdtesis de la proposicion, se tiene que:

1. F satisface la condicion de gavilla para S = hy

2. FExiste una topologia que hace gavilla a F

3. Existe una topologia mds fina que hace gavilla a F

DEMOSTRACION. 1. Es inmediato pues Hom(S, F) = Hom(ha, F).

2. Considere la topologia J sobre A, tal que para cada A € A, J(A) = {ha}.
Por el inciso anterior, F es gavilla.

3. Sea J={T| T es topologia y hace gavilla a F' }, que es no vacio por el inciso
anterior y considere J(A) = (o, T(A).

El altimo inciso de esta proposicion, aunque da la existencia de una topologia, no da
una buena descripcion de ésta. Es posible describirla como sigue:

PROPOSICION 3.41. Sea F € A. Para cada A € A, se define J(A) tal que S € J(A)
si para cada f: B — A; Hom(hp, F) = Hom(f*(S), F'). Entonces
1. J es topologia

2. F es gavilla sobre (A, J)
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3. J es la topologia mas fina que hace gavilla a F

DEMOSTRACION. 1. wSean A€ Ay f: B — A. Entonces

[*(ha) ={g: Dom(g) — B|fg € ha} = hs
De donde Hom(hg,F) = Hom(f*(ha),F) = Hom(hg, F). Por tanto
hg € J(A)
» Sean Re€ J(A), f: B— Ay g:C — B. Entonces
9" (f*(R)) = {h: dom(h) = Cl|gh € [*(R)}
= {h :dom(h) = C|fgh € R}
= (f9)"(R)
Como R € J(A) se tiene que Hom((fg)*(R), F') = Hom(g*(f*(R)), F) =
Hom(hc, F). Por tanto f*(R) € J(B).
» Sean A € A, S y R cribas sobre A, tales que S C R, R € J(A) y S

satisface el caracter local para R.
Sean g : B — A, ¢ : g*(5S) — F, a: C — B € g*(R). Considere el
diagrama siguiente:

(9)*(S) —— ¢*(S) —2= F

Note que ga € R, por lo que Hom((ga)*(S), F') = Hom(he, F) = F(C).
Se define 0, : (ga)*(S) = F dada por 0, (f) = ¢pa(f).

AFIRMACION. 0,4, es transformacion natural.

Sean C,D € A, f : C — D € (ga)*(S)(D) y considere el siguiente
diagrama conmutativo:

* a " ¢
(90)*(S)(D) —— ¢*(5)(D) —— F(D)
l(ga)*(s)(f) l(g)*(s)(f) lF(f)
* a * ¢
(90)*(S)(C) —— ¢*(5)(C) —— F(C)
Note que la parte superior e inferior corresponden a 6,,, por lo que
realmente es una composiciéon de transformaciones naturales por lo que
es una transformacion natural.

Entonces existe Xy, € F(C) con la cual estd en correspondencia, pues
Hom((ga)*(5), F) = F(C), de hecho, X4, = (054)c(1c), donde 04, es
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la extension de 04, a he.
Note que la construcciéon no dependié de «, por lo que al considerar la
familia {Xg .o }acg (k) e tiene que:

AFIRMACION. { Xy o}acg+(r) €5 una familia compatible.

Sean f:C — B € g*(R) y h: D — C. Entonces se tiene que:
F(h)Xgs = F(1)0s(1c) = 05,4(h) = ¢.f ()

y que

Xogn = 0s,5n(1p) = Ofh(1p) = ¢fh
Por lo que F(h) Xy = Xy pn v ast {Xg 5} pege(r) es familia compatible.
Entonces se concluye que X, € Hom(g*(R), F). Ademas note que esta
construccion no dependié de ¢ por lo que de hecho es una asignacion

E:Hom(g"(S),F) — Hom(g"(R), F)
dada por E(¢) = X4

Asi las cosas, basta probar que F es una correspondencia biyectiva.

Sea r : Hom(g*(R),F) — Hom(g*(9), F), la restriccion usual y € €
Hom(g*(R),F)y f:C — B. Note que 7(€)(f) = e(f). Asi las cosas, se
tiene que:

Er(e)(f) = Xeg = ber(1c) = ef (1c) = €(f)

Por tanto Er = 1Hom(g*(R),F)
Por el otro lado sean ¢ € Hom(g*(5), F) y f: C — B. Entonces

E()(f) = Xy =0.s(1c) = ef(lo) = e(f)
De donde rE(e)(f) = e(f). Por tanto rE = 1uom(g=(s),r)- Por lo que
Hom(g*(S),F) = Hom(g*(R),F). Ademés como se vio antes el iso-
morfismo Hom(g*(R), F) = Hom(hp, F) se sigue que Hom(g*(5), F) =
Hom(hg, F)
Por tanto g*(S) € J(B) y asi S € J(A).

Por lo tanto J es una topologia de Grothendieck.

2. Es inmediato pues Hom(S, F') = Hom(ha, F') para cualquier A € Ay S €
J(A)

3. Notequesi A€ Ay S € Q(A) es tal que Hom(S, F') = Hom(ha, F') entonces
S € J(A). Por lo que cualquier criba que hace gavilla a F, pertenece a J. Por
tanto es la topologia mas fina que hace gavilla a F.
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Los resultados anteriores de hecho se pueden generalizar para una colecciéon de gavi-
llas. De hecho del inciso 2 de [3.40] se tiene que cualquier pregavilla es gavilla en esa
topologia. Mas atin, por el inciso 3, la construcciéon de esa topologia se puede hacer
con una familia de pregavillas. Siguiendo esta idea, es natural preguntarse cual es la
topologia més fina que hace gavillas a las pregavillas representables.

EJEMPLO 3.42. En|3.14), se vio que la pretopologia de epimorfismos efectivos, tiene
como gavillas a las representables. En ese momento no se considero el caso en que una
familia de morfismos fuese criba y una familia epimorfica efectiva. En ese caso las
nociones de compatibilidad se pueden reinterpretar como sigue: Sean S = {f; : A; —
A}icr una familia epimdrfica y criba, {g; : A; — Bl}icr, para cualesquiera i,j € I las
proyecciones canonicas del pullback p; : A; x4 A; — A;. Entonces fip; € S de donde
A; xa Aj = Ay, para alguna k € I. Se denotara por if al morfismo correspondiente a
la proyeccion. Considere el siguiente diagrama:

Si {gi}ier es compatibles con S, entonces giLf = gi. Por la condicion de extension
de {f;}icr, existe una unica h : A — B tal que hf; = g;. Con estas observaciones,
sean Ay B € A yS e Q(A) tal que hp satisface la condicion de gavilla para S, es
decir Homy (S, hg) = Homj(ha, hp). Entonces para cada x € Hom (S, hg), dadas
fi € S(Ay) y i Ay — Aj, se tiene que:

w(fi15) = 2S(5)(f;) = he(i5)z(f;) = 2(£)4

Ast las cosas, la familia {x(f;)}r.es es compatible para la familia S. Ademds por
el supuesto existe una unica e : ha — hp tal que x = eLfA donde LEA denota la
inclusion de la criba. Como e queda determinada por su comportamiento en 1y,
entonces para cualquier f; : A; — A se tiene que z(f;) = e(14)fi. Por lo tanto S
es una criba epimorfica efectiva. Entonces la topologia mds fina que hace gavillas a
los funtores representables es precisamente la de cribas epimorficas efectivas estables
bajo pullback. Estas son conocidas como familias epimorficas estables o universales.
Ademds que estas determinan una topologia es inmediato de estas observaciones y

de[3.20.



56 3. TOPOLOGIAS DE GROTHENDIECK

DEFINICION 3.43. Sea A una categoria y J una topologia de Grothendieck. Se dice
que:

» J es subcanonica si hace gavillas a las pregavillas representables. Equivalen-
temente si todas sus cribas son epimorficas efectivas estables.

s J es candnica si es la topologia subcanonica mds fina. Fquivalentemente si
toda criba epimorfica efectiva estable pertenece a J.

EJEMPLO 3.44. Recuerde que en el ejemplo 3.9 el problema que se tuvo, fue la exis-
tencia de cubiertas que permaitiesen perder lo acotado.

Para cada U abierto en R, {fi: Uy = U}ics € J(U) si existe una familia {f; : V; —
Uiy € {fi : Ui — Ulier abiertos, tales que para cualquier i € I, U; C V; para
algin, j € {0,...,n} y U,c; Ui = U. Es claro que esta familia es una topologia de
Grothendueck.

Ademds al considerar el diagrama conmutativo:

— ers Ui) —= ngf* S);fes G(dom(g))

\ THLEI Ly

[1iz G(Vi)

Se tiene que cualquier {x;} € ers G(U;) que sea igualado, también es igualado
desde [[;—, G(v;). Asi las cosas, G(U) es igualador, para ese diagrama.

Por tanto, esta topologia hace gavilla a las funciones continuas. Note que es una
topologia mas burda que la usual.

De este ejemplo, se puede concluir que dada G una gavilla y F' una subpregavilla
de G, es decir si existe f : F' — G monomorfismo entonces F' no necesariamente es
gavilla. Es inmediato preguntarse si existen condiciones para que F' sea gavilla.

PROPOSICION 3.45. Sean (A, J) un sitio, F' una pregavilla y G una gavilla tal que
para cualquier A € A, F(A) C G(A). Entonces F es una gavilla si y solo si para
cualesquiera A € A, x € G(A) y cualquier S € J(A), v € F(A) si G(f)r € F(B).

DEMOSTRACION. =) Note que esto es inmediato pues la familia {G(f)z}es es
una familia compatible para S de elementos de F, pues cada G(f)z € F(dom(f)).
Entonces como F' es gavilla, existe una tnica amalgama en F'(A). Como x es una
amalgama para esta familia, se tiene que z € F'(A).
<) Sean A€ A, S € J(A) y {zs}ses familia compatible para S de elementos de F.
Entonces {xf}es también es una familia compatible para S de elementos de G. De
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esto, existe una unica amalgama = € G(A) para esta familia. Entonces se tiene que
x € F(A) |

DEFINICION 3.46. Sea (A, J) un sitio. Se define la categoria de gavillas para el sitio

Sh(A, J) como la subcategoria plena de A cuyos objetos son gavillas y cuyos morfis-
mos son transformaciones naturales.






Capitulo 4

Topos de Grothendieck

En esta seccion los sitios seran considerados sobre categorias pequenas.

1. Gavillificaciéon

Dados un sitio (A,J) y F € A una pregavilla, el que F' sea una gavilla queda
determinado por su comportamiento local. Es decir, F es gavilla si para cualesquiera
Aec A, Se J(A)y {zs}res una familia compatible, esta tiene una tnica amalgama.
En particular, dadas Ry S € J(A) cribas, junto con § : R - Fyn:S — F
transformaciones naturales, que se extiendan a hy, con 0 y 7 respectivamente. Se
tiene el siguiente diagrama:

Donde (£ denota la inclusion de la criba R en S y en un abuso de la notacion, ¢ es

la inclusion en el funtor h4. Note que como J(A) es un filtro, entonces RN.S € J(A).
Si el cuadrado exterior conmuta entonces 75" = /575, Por lo que tanto 7 como 6
son amalgamas. En este espiritu para asociar a una pregavilla F, una gavilla a(F)
estas deberian estar relacionadas. Ahora el diagrama anterior da la intuicién de que
la gavilla a(F"), se puede construir como un colimite. De esta manera si F satisface la
condicion de gavilla para RN.S, estas son iguales. En esta seccion se busca encontrar
una gavilla sobre (A, J) que mejor «aproxime» a la pregavilla F. Note que en la

misma situacion de arriba, se tiene el diagrama conmutativo:

(e3) %)

Homy (S, F) Homj(ha, F) —*— Hom;(R,F)

l(LRﬁS)*
(5S). ! (FS).
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donde los morfismos son los inducidos por las restricciones correspondientes. Entonces
la existencia de amalgamas tnicas, se traduce en que estos morfismos tengan una
inversa. Esto ultimo intuye a pensar que a(F) = @RGJ(A) Homj (R, F).

Otra de las propiedades que tienen las gavillas es el cambio de base, es decir si
f:B— A R € J(A) es una criba y § € Hom;(R, F') que se extiende a una de
0 € Hom i(ha, F), entonces se tiene el diagrama:

N

g
s F

I

f(R) L= R
hy —1 s ha

Donde el cuadrado de la izquierda es el pullback de R a través de f, del lema [2.30]
Entonces 0 f* es una amalgama para 6 f*, es decir las amalgamas se tienen que exten-
der. La propiedad anterior, se puede interpretar como que efectivamente a(F’) resulte
funtorial, es decir, que puede mandar morfismos en morfismos.

DEFINICION 4.1. Sean (A, J) un sitio y F' € A, una pregavilla. Se define una asig-
nacion L(F) : A’ — SET dada por:

1. Para A un elemento de A. Note que dadas S, R y T € J(A) tales que S C
R CT, se tiene que:

(R (1)« = (eFeR)s = (7).

Por lo que se tiene un sistema compatible. Por tanto se pone

L(F)(A) = lim Hom(R, F)
ReJ(A)

Este limite existe pues la categoria de conjuntos tiene todos los colimites.
Ademds lo ge hace esta construccion es relacionar las familias compatibles
que coinciden en alguna subcriba. Se denotan por LE(F)(A) : Hom (R, F) —

L(F)(A) a las inclusiones del colimite.

2. Para f : B — A un morfismo en A. L(F)(f) se pone como el inducido por la
propiedad universal del colimite. Asi recordando la definicion del colimite y

el resultado |2.31; dadas S y R € J(A), tales que S C R, se tiene el siguiente

diagrama:
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(LR)*

Hom(R, F) > Hom/(S, F)
L$ /Luw)
F)(A)
(f*)« ; L(F)(f) (F*)«
L(F)(B)
Lf*R
LW ‘wm
h f*S) A
Hom(f*(R), F) e » Hom(f*(S), F)

donde por|2.31), (f*).(13)« (L%S) (f*)« y por definicion del colimite se tiene

R *g S )
que Lf(F)(A) = LL(F)( )(L%) y también que /,{(F)(B) = Lé( F)(B )(L}c* )e. Ast las
cosas, note que:

bLr )(B)<f )« _LL(F)(B)(f )« (tR)s

Ast las cosas, la coleccion {Lﬂg)(B)(f*)* :Hom (R, F) — L(F)(B)}reJa) es
una familia compatible. Por lo que queda definido L(F)(f) por el morfismo
unico que induce la propiedad universal del colimite.

Note que este morfismo recupera que las amalgamas se «extiendany.

OBSERVACION 4.2. 1. Para cualquier A, los elementos de L(F)(A) son cla-
ses de equivalencia y serdn denotados por [£]. Donde & es un elemento de
Homj (R, F) para algin R € J(A). Esto es pues las cribas de la topologia
sobre un elemento A de A, son una categoria filtrante.

2. Dadas R y S € J(A), junto con & € Homy(R,F) y x € Hom;(S,F), se
tiene que [£] = [x] si existe T € J(A), tal que T C RN S y &k = xtk.

De esta observacion, se puede describir L(F') en los morfismos de forma explicita.
Dados A y B objetos de A, [¢] € L(F)(A) y f: B — A un morfismo, se tiene que:

L(F)(f)([¢]) = L(F)(f)bf(F)(A)(f)
= Li( )(B)(f*)*(§>
= LL (ff )

—[ﬁf]

En otras palabras, L(F)(f)([£]), es la clase de equivalencia de la parte superior del
siguiente diagrama:
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LB LA

hg —— ha

PROPOSICION 4.3. Sean (A, J) un sitio y F € A una pregavilla. Entonces L(F) es
una pregavilla de conjuntos, es decir, L(F) € A.

DEMOSTRACION. Sean A, By Cobjetosde A;g: C — By f: B — A morfismos
en A.
= Sea [¢] un elemento de L(F')(A). Entonces:
L(F)(1a)([€]) = [€14] = [¢]
Por lo que L(F)(14) = 1r(rya)
» Sea [¢] un elemento de L(F)(A). Entonces:

L(F)(g) L(F)(F)([§]) = LIF)(9) €]
= [(€)g7]
= [€(f9)"]
= LE(f9)[¢]
Por tanto L(F)(g)L(F)(f) = L(F)(fg)
De donde L(F') es una pregavilla. |

Esta asignacion se puede realizar para cada pregavilla, por lo que da intuiciéon que
se puede extender a un endofuntor, en cuyo caso falta probar que respeta transfor-
maciones naturales.

DEFINICION 4.4. Sea (A, J) un sitio. Se define L : A — A dado por:

1. Para F € A se pone L(F) como en la asignacion anterior.

2. Para 0 : F — G transformacion natural y A elemento de A. L(0)4 se busca
que sea inducido por la propiedad universal de colimite. Para esto, sean S C
R € J(A) y considere el siquiente diagrama:
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0 i (0)a 0
L(G)(A)
LL(W Y/wm)
Hom(R G) > Hom(S, G)
En donde 0*(13). = (13).0% y por construccion del colimite, se tiene que

Lf(F)(A) = Lf(F)(A)(LS) y también LL(G)(A) = LE(G)(A)(LR> De donde:

LIL%(G)(A)G* = LE(G)(A)(Li)*Q* = LE(G)(A)H*(L%)*

Ast las cosas, la coleccion {Lf(G)(A)Q* : Homyp (R, F) — L(G)(A)} es una fa-
malia compatible. Por la propiedad universal del colimite, queda bien definido

L(6).

De manera mas explicita, dados 6 : ' — G, A un elemento A y [{] elemento de
L(F)(A). Se tiene que:

L(0)a([€]) = L(H)Abf(p)(/x)(f)
= Lf(G)(A)Q* (&)
= Lf(c)(A)(%)
= [0¢]

Ahora de esta manera, es inmediato que L(f) es una transformacion natural. Sean
Ay BeAy f: A— B. Entonces se busca que el siguiente diagrama conmute:

9)A

L(F)(A) — (G)(A)
L(F)(f)l lL
L(F)(B) =25 L(G)(B)
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Asi dado [£] € L(F')(A), se tiene que:

L(G)(F)L(0)([€]) = L(G)(S)([6€])
= [(6)f7]
= [0(6f")]
= L(0)s([£S7])
= L(0)s L(F)(f)([¢])

Por lo tanto L(6) es en efecto una transformacion natural.
PROPOSICION 4.5. Sea (A, J) un sitio. Entonces L es un funtor de A hacia A.

DEMOSTRACION. Sean F,G y H elementos de A, pregavillas.
1. Sea A un elemento de A y [£] un elemento de L(F')(A), entonces:
L(1p)a([€]) = [1r€] = [¢]

De donde L(]_F) = 1L(F)

2. Sean 0 : F' — G y n: G — H transformaciones naturales; A un elemento de
A y [£] un elemento de L(F)(A).

L(n)aL(0)a([€]) = L(n) a([6€])
= [nf¢]
= L(nf) €]
Por lo que L(n)L(0) = L(n0)

Por lo tanto L es un funtor. [ |

En adelante se escribira LF' para denotar L(F'), cuando no se preste a confusion.
Antes de introducir el siguiente resultado, es conveniente dar una notacién.
NOTACION. Sean F € A una pregavilla y A un elemento de A. Por el lema de
Yoneda, Homj(ha, F) = F(A), asi las cosas:

1. Para & un elemento de F(A). Se denotard por & € Homj(ha, F) al elemento
tinico, con el que € esta en correspondencia, de hecho, & = (P¢)a(1la)

2. Para x un elemento de Homy(ha, F). Se denotard por &, € F(A) al elemento
unico, con el que x estd en correspondencia, andlogamente al inciso anterior,

ra(1a) =&
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OBSERVACION 4.6. = Por el lema de Yoneda, estas asignaciones son inversas
una de la otra. Es decir, dados & € F(A) yx € Homy(ha, F):

1 o = (Pe)a(la) =€

2. (Pe,)a(la) = & = xa(la) y como la correspondencia es biyectiva, se
tiene que x = D¢,

» Un caso a resaltar es: dados A y B € A, f € hg(A) y:ha — hp
1 fa(la) = fla=f
2. (Ba(1a))4(1a) = Ba(1a)1la = Ba(La), por lo que, (Ba(14))" =S
Por lo que p = f* y {5 = Ba(la)

Ahora con lo discutido hasta aqui, se tiene una forma de conectar a F' con LF para
cada F' € A.

OBSERVACION 4.7. Para cada F € A, existe un morfismo candnico (¥ : F — LF.
Este esta definido en cada objeto A de A como sigue:

De hecho, la regla de correspondencia de £ se puede hacer explicita. Sean F € A
una pregavilla, A un elemento de A y £ € F'(A). Entonces:

CR(E) = thhea) (Pe)
= [D¢]

En un abuso de notacion, se denotara por [£] a [D].

LEMA 4.8. La coleccion de morfismos {{¥ : F — LF} ;i define una transformacion
natural £ : 1; — L

DEMOSTRACION. Sean F'y G pregavillas y 6 : F' — G una morfismo en A.
Entonces para cada A objeto de A se busca que el siguiente diagrama conmute:
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F(A) % LF(A
G

)
leA lL(G)A

G(A) 4 La(a)

Dado ¢ elemento de F/(A), por un lado se tiene que:

(£50.4)(€) = £5(64(9))
= [(I)HA(E)]

y por el otro, se tiene que:

(L(0)ali) (&) = L(0)a(£4(8))

= L(0)a([P¢])

= [0D¢]
Ahora note que (®g,¢))a(la) = 04(§) = 04((Pe)a(1a)) = (0P¢)a(14), por lo que se
tiene que Ef@ 4= L(0) Aﬁi y por lo tanto ¢ es una transformaciéon natural. [ |

PROPOSICION 4.9. Sean (A, J) un sitio y ' € A una pregavilla:
1. Si F es separada, entonces (¥ : F — LF es monomorfismo.

2. Si F es gavilla, entonces (¥ : F — LF es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. 1. Sean A elemento de A y & y &, en F(A), tales que
05 (&) = 4 (&,). Entonces
0] = £4(&,) = C4(&) = [0]

Donde 7 y 6 son sus correspondientes en Homj(ha, F'). Por definicion de
LF(A), esta igualdad sucede si existe R criba sobre A, tal que las restricciones
a R, coincidan, es decir 0|gr = n|g. Como F' es separada y tanto n como 6 son
amalgamas para la restriccion, se tiene que n = 6 y por tanto §, = &.

2. Como F es gavilla, para cada A objeto de A y R criba sobre A se tiene que
(). Homy(ha, F) — Hom(R, F)

es un isomorfismo, es decir, a cada familia compatible, le corresponde una
tnica amalgama. Para cada R € J(A), se pone

fr:Homy(R,F) — Homj(ha, F)
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para la inversa de (:5)., note que fu, = lgom,(n,,r)- Ademés si S C R se
tiene que (¢3)«(t5). = (13). De donde se tiene que:
Fs (R (14)s = Fs(2)s
= LHom; (ha,F)
= fr(ch):

Por lo que fs(i5). = fr. Asi la familia de morfismos {fr} re J(4) induce un
morfismo f : LF(A) = Homj(ha, F). Ademas note que:

f[’LFA( ) = f([0])
= th (0)
= 1H0m,&(hA7F) (0)
=40

y por el otro lado se tiene que:

L%??A (&) = L%?F)(A)fR(f)
= [fr(¢)]
Ahora note que
£ = (th)fr(€) = fr(E)s
y también que & = {lyom, (rr) = &8 por lo que [fr(€)] = [£]. Entonces se
tiene que LF(A) = Homy (ha, F). Ahora como £ = /74 ,® y tanto ® como
14, son isomorfismos, ¢4 también lo es. Por lo tanto £ es un isomorfismo.

[ |
El siguiente lema es un resultado técnico, que sera de utilidad mas adelante.

LEMA 4.10. Sean A € A y F € A junto con 0 : hy — F. Entonces para cualquier
B e A ygeha(B), existe f: ha(A) — ha(B) tal que f(14) = g. Mds aun se tiene
que F(g)0a =0 f

DEMOSTRACION. Se pone f = g, donde para h € ha(A), g.(h) = hg. Entonces
es claro que f(14) = g«(1a) = 1ag = g. Ademas 0pg.(h) = F(g)0a(h) pues 6 es
transformacion natural. |

La transformacion natural ¢ tiene propiedades respecto a como se comporta L res-
pecto a las cribas.
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LEMA 4.11. Sean (A, J) un sitio y F' una pregavilla sobre A. Dados A objeto de A y
R € J(A) una criba, se tiene que:

1. 8i 0 : R — F. Entonces existe © : hy — LF tal que el siguiente diagrama
conmuta. Mds aiin, al considerar ®igp € Homy(ha, LF) al morfismo corres-
pondiente a [0] se tiene que © = Py

R F

\[LA J/ZF
ha —2— LF

2. 51© : hy — LF. Entonces existen R € J(A) criba y 6 : R — F tal que el
diagrama del inciso 1, conmuta.

3. Seanv:ha — F yu:hs— F son morfismos tales que (¥'v = (¥ 1. Entonces
el igualador de pn y v, R — ha es una criba sobre A . Mds aiin R € J(A).

DEMOSTRACION. 1. Para esta prueba, recuerde que los elementos de R(B)
estan en correspondencia biyectiva con Homj(hg, R). Sean B un objeto de
Ay B :hg — R un morfismo. Considere el siguiente diagrama:

hg —2 R—2 4 F

LA oF

@)
hA —— LF

Ahora al evaluar en B y a su vez en 1. Ocupando la naturalidad de @, el
resultado y que B*(R) = hp se tiene que:

((I)[e}LAﬁ)B(lB) = (‘1)[9})3 LA)B(BB(IB))

Por el otro lado, ocupando la naturalidad de £* (4.8)y que @1, = Lrom, (hp,h5)»
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se tiene que:
(€708)5(18) = (5(68)5(15)
= L(08) 5l (1p)
= L(08)5([®1,])
= [05®1,,]
= (081 Hom; (hp,hs)]
= [07]

Por tanto el diagrama conmuta para cualquier 8 : hg — R y para cada
B € A, por lo que lo hace para cualquier elemento de R(B) y B € A. Asi el
diagrama que se queria también conmuta.

. Basta notar que como © : hy — LF', entonces por el lema de Yoneda, existe
[0] € LF(A) con el que © esta en correspondencia, a saber [0] = ©4(14). Asi
se tiene que © = ®p. Por definicion de LF, existen R € J(A) y 6 : R = F

tal que LEF( 4)(0) = [6]. Entonces por el inciso anterior se tiene que
£F9 = (I)[Q]LA = @LA
Por lo que se tiene el resultado.

. Note que como R es el igualador de v, : hy — F', entonces R — h4 es un
monomorfismo, entonces se pondra (% para denotar a este morfismo. Sean
f:B—>Aec€Ryg:C— B,y considere el diagrama siguiente:

VB

ha(B) —= F(B)

UB

lg* lF(g)
ha(C) #:Z; F(C)

Entonces:

ve(fg) = veg(f)
= F(g)vs(f)
= F(g)ps(f)
= pcg«(f)
= uc(f9g)

Esto sucede pues como f € R que es igualador de py v, vg(f) = pup(f) Por
tanto fg € R por lo que R es criba.
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Ahora note como /v = ¢¥ i al poner © = (v, entonces © : hy — LF. Por
el lema de Yoneda, este esta en correspondencia con un elemento de LF(A).
A saber, con ©4(14). Pero como 6§ = (F'v, se tiene que:

Oa(1a) = ("va(la) = [Pr,a0] = [V]
pero también © = ¢, de donde:
Oa(1a) = " pa(1a) = [®ps10] = (1]

Entonces se tiene que [v] = [u], por tanto existe S € J(A) tal que vi5 = 5,
donde 5 : S — h Al es el morfismo 1nclus1on Por ser R el igualador de v y
p, existe un tnico 13, : S — R, tal que 15 = 513 Asf el siguiente diagrama

\/
/\

Ahora como 5 = (%13, es monomorfismo, entonces L}% también es monomor-
fismo. Como S € J(A) y S C R, entonces R € J(A). Por tanto se tiene el
resultado buscado.

~

LEMA 4.12. Sean (A,J) un sitio y F' € A una pregavilla. Entonces LF es una
pregavilla separada.

DEMOSTRACION. Sean A un objeto de A, R € J(A) y v : R — LF, tal que
existen p,n : hy — LF extensiones de v, es decir, hacen el siguiente diagrama

conmutar:

n

ha —= LF

b

=
—
\T
AN

=

Como 1, € Hom(hga, LF) y dado que Hom(ha, LF) = LF(A), existen [§,], [£,] €
LF(A) con los cuales estan en correspondencia.
Por definicién de LF'(A), existen Sy T € J(A), tales que &, € Hom(S,F) y ¢, €
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Hom(T, F) de los cuales provienen, de hecho como J(A) es un filtro, SNT € J(A), y
las restricciones se comportan bien, entonces sin perdida de generalidad y en un abuso
de notacion se considerard S = T'. Ahora se tiene el siguiente diagrama conmutativo

(57R).

Hom(S, F) » Hom(SN R, F)

LS\ A
LF(A) LLF(A)

LF(A)

Se pone R = RN S y en un abuso de notacion, se denotara por §n,€u vy v oalas
restricciones a R correspondientes.

Ahora, para probar que n = p basta con probar que [§,] = [£,].

Sea B un objeto de A y § : hg — R un morfismo en A y considere el siguiente
diagrama:

3
hy —+ R——= F

o ST I

hA?LF

Usando que @) =1y P, y por el inciso 1 del lema 4.11] CFg =may 05E, = s
de donde el diagrama anterior es conmutativo. Ademas como nea = jit 4, se tiene que

0re, = 0r¢,.

Ahora, como (¥(£,8) = (¥(£,3), entonces por el inciso 3 del lema , existe una
criba Rg € J(B) sobre B, tal que las restricciones a Rg coinciden, es decir (§,5)|r, =
(§.0)|r;- Ahora para cada B € Ay cada 8 : hg — R. Se elije Rg € J(B) una criba
construida como arriba y considere la familia Crib = {Rg € J(B)|S : hg — R}pea
de todas ellas.

Se define R’ una familia de morfismos en A como sigue:

Dado f: C' — A morfismo en A, f € R’ si existen Rz € Criby g : C — B morfismo
tales que el diagrama conmuta
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he ——s hy

T

es decir, f € R’ si esta se factoriza por una criba. Se afirma que R’ es una criba sobre
A.Sean f:C — A€ Ry g: D — C un morfismo, considere el siguiente diagrama:

* f*

hp I he ha
\\\\ i TLA
\ LN D
o0 L) R
g 1
\ ! Tﬂ
A~

Rz —2— hp

El cual conmuta y satisface la propiedad para fg, entonces fg € R'. Por tanto R’ es
criba sobre A.

Se tiene que R’ es una subcriba de R. Esto se sigue de ydequesi f:C — B € R.
Entonces

f=1i0c) = (B(f))e(le) = (ta)eBe(fe(le) = Bo(fle) = Be(f)

A

y como [ : hg — R, entonces f = Bo(f) € R(C), por lo que R’ es subcriba de R.
Mas atn para cada §: B — A, Rg es subcriba de g*(R'), pues dado f : C'— B un
morfismo de Rg, el siguiente diagrama conmuta:

LAT
AN
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Por lo que Bo(f) € R’ de donde f € f*(R'). De esto y del lema se tiene que
R € J(A). Ahora sea (g : R — R la inclusion y sea f : C — A € R/, entonces se
tiene el siguiente diagrama:

hc EEAEN ha #; LF
LAT TZF

R &n

f R—=F

&
dl

RﬁL—B>hB

Asi las cosas se tiene que las restricciones de &, y &, coinciden en R'. Para hacer
notar esto considere f: C' — A € R'. Entonces existen §: hg =+ Ry f: hc = hp
tales que f = Bf y f € Rg. Asi las cosas, se tiene que:

gnLR(f) :fnLR(ﬁf)
=&0f
=&6f
= fuLR(ﬁf )
= &utr(f)
De donde, [§,] = [£,] ¥ asi n = p. Por lo tanto LF' es una pregavilla separada. [ |

LEMA 4.13. Sean (A,J) un sitio, F una pregavilla, G una pregavilla separada y
hi,ho : LF — G morfismos de pregavillas, tales que

hlgF = hgéF
. Es decir si el diagrama conmuta.
oF hi
F—— LF —=(G
ho
Entonces hi = ho

DEMOSTRACION. Basta probar que para cualquier v : hy — LF', se tiene que
hia = hya. Por la parte 2 del lema existen R € J(A) y 0 : R — F tal que el

siguiente diagrama conmuta:
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h1
ha —— LF —= G
ha

LAT EFT

R—C2 s F

Entonces hif70 = hot"0 € Hom(R,G). Mas atn, hia y hoa son amalgamas para
esta familia. Como G es separada, hia = hya. Por lo tanto Ay = ho [ |

PROPOSICION 4.14. Sean (A, J) un sitio y F' una pregavilla separada. Entonces LF
es una gavilla.

DEMOSTRACION. Basta probar que para cualquier A objeto de Ay R € J(A),
siv: R — LF, entonces existe y: hy — LF tal que uff = v.
Se denotara por R’ al pullback de v y ¢, es decir, R' = R x, F. Entonces se tiene
el siguiente diagrama:

ha

LA]

R —— LF

LRT KFT

R —~ F

Donde los morfismos desde R’, son los inducidos por el pullback. Note que como F
es separada, entonces ¢ es monomorfismo y asi ¢z también. Por construccion, R’
es un subfuntor de hu. Se afirma que R’ € J(A). Para probar esto, se ocupara el
caracter local. Sean 8 : hg = Ry R" = hp xg R'. Por construcciéon, R" es criba
sobre B. Ademas note que vf3 : hg — LF, asi por el inciso 2 del lema [4.11] existen,
R" € J(B)y0:R" — F tales que ££'0 = v3.p. Considere el siguiente diagrama:
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Donde u : R” — R" es la tinica inducida por el pullback. Entonces como (& = /& u,
es monomorfismo, se tiene que u es monomorfismo, es decir R” C R”. Entonces por
el caracter local se sigue que R” € J(B). Por tanto, por el caracter local, R’ € J(A).

Ahora se tiene el diagrama siguiente:

Donde 1 : hy — LF es el morfismo inducido por la parte 1 del lema [4.11
Ahora, se busca probar que v = ut. Para esto, considere un morfismo 5 : hg — Ry
sea R” = R' x hp. Considere el siguiente diagrama:

R R "5 F

J/LB \[LR KF

hy —

+
=
S

LF

Note que ¢¥03 = vigf : R” — LF. Ademas se tiene que:

pieafis = peatrf
=0"vpB
= vigf
=vfLp
Por lo que v y 43 son amalgamas para (3. Como LF es separada, se tiene que
v = uaf. Asi como esto sucede para cada [, se tiene que v = urs. Entonces v

tiene una amalgama. La condicién de gavilla indica que esta sea tnica, pero esto es
inmediato pues LF' es separada. Por lo tanto LF' es gavilla [ |

DEFINICION 4.15. Sea (A, J) un sitio. Para cada F pregavilla, se le asocia una gavilla
a(F), dada por a(F) := LLF. A esta gavilla se le llama la gavilla asociada a F o la
gavillificacion de F.
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LEMA 4.16. Sean (A, J) un sitio, F' € A una pregavilla, G € Sh(A,J) una gavilla.
Si 0 € Hom(F,G) es una transformacion natural, entonces existe una inica 6 €
Hom(LF,G), transformacion natural tal que el siguiente diagrama conmuta:

F—%.q

1
lEF //7
70

LF

DEMOSTRACION. Note que como ¢ es transformacion natural, se tiene que el
diagrama conmuta:

F—2%5q

PF lgc

Lr 9 1a

Ademés, como G es una gavilla, /¢ es un isomorfismo, por lo que tiene una inversa,
(69).

Asi las cosas sea 0 = (£¢)~1L(f), por construccion, esta bien definida y satisface lo
deseado.

Note que esta transformacién es tnica pues si n : LF — G es tal que § = nt*.

Entonces n¢f' = 0 = 6¢" de donde por 4.13] se tiene que n = 6. [ |

OBSERVACION 4.17. Note que la asignacion anterior es inyectiva

ALt Homy(F,G) — Hom; (LF,QG)

COROLARIO 4.18. Eziste una asignacion biyectiva entre las familias Homy (LF, G)
y Hom (F,G)

DEMOSTRACION. Si § € Hom(LF,G) es una transformaciéon natural, entonces
60" € Homy (F, G) hace el diagrama en el lema conmutar. Ademas por construccion,
0 es la tinica transformaciéon que lo hace conmutar. [ |

LEMA 4.19. Sea H una gavilla. Entonces la asignacion Ay, es natural.

DEMOSTRACION. Sean F'y G € A pregavillas y 6 : F' — G una transformacion
natural. Considere el siguiente diagrama:
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Homy (G, H) —>— Homy(F,H)

[+ |

Hom; (LG, H) 2 Hom, (LF, H)

Sea n € Hom(G, H). Por un lado se tiene que:
Apf.(n) = A (n0)
=nf
y por el otro:

(L6).AG(n) = (LO).(7)
= 7iL0

Para ver que estos morfismos son iguales considere el siguiente diagramas:

F
LF G LF
LG'l y X no
LG 0 y H

Note que por definicién: n = 7¢¢ y también que nd = nhlS. Ocupando que £ es
transformacién natural, se tiene que:

it =no
= 7“0
= p Lo~

de donde el diagrama anterior conmuta y por |4.13, nf = 7L6. Por lo que la asignacion
es natural. [

LEMA 4.20. Sea F' € A una pregavilla. Entonces la asignacion AY es natural.

DEMOSTRACION. Sean G y H gavillas y 6 : G — H una transformaciéon natural.
Considere el siguiente diagrama:
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Hom(F,G) —“— Hom(F,H)

e s

Hom(LF,G) —“— Hom(LF, H)

Sea £ € Hom(F, (). Por un lado se tiene que
Ay (€) = Ajb¢
= 6¢
Por el otro
0" AG(E) = 07¢
=0¢

Para probar la igualdad, considere el siguiente diagrama:

F—sqg_%.p

I

LF

Note que como & = &0F y 6¢ = GELT | se sigue que:
080" = 0¢
A

Asi, el diagrama anterior conmuta y se tiene que, 90t = <Y . Ocupando se
sigue que #¢ = 6¢. Por lo tanto la asignacion es natural. |

COROLARIO 4.21. Sea (A, J) un sitio. Entonces la asignacion A : Hom;(_, ) —
Hom;(L_,_) es un isomorfismo natural en ambas entradas.

COROLARIO 4.22. El funtor a : A — Sh(A,J) es adjunto izquierdo de la inclusion
it Sh(A,J) = A

Por ser un L adjunto izquierdo es inmediato que:

PROPOSICION 4.23. Sean {F;}ic; un sistema dirigido de pregavillas y liéniel F; su
colimite. Entonces L(h_l’l;liel F) = lim, _ LF;
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DEMOSTRACION. Sea (G una pregavilla y note que:
HomA(lig LF;,G) = Jim Homy(LF;,G)
il il
= lim Hom, (F;, G)
iel
= Homz&(@ F;, G)
iel
> Hom, (L(jm ), G)
i€l
Como esto sucede para cualquier G, se tiene que como funtores
Hom;(L(im F;), ) = Homy (lim LF;, )

. Entonces por el lema de Yoneda, L(ligiel F) = lim, _ LF; |
Como propiedad adicional de esta adjuncién se tiene que:

LEMA 4.24. Sean {F;};c; una sistema dirigido de pregavillas finito y T&lielﬂ S
limite. Entonces L(@iel F)) & I'Lniel LF,

DEMOSTRACION. Esta prueba ocupa que limites finitos conmutan con colimites
filtrantes.
Note que para cada A € A, se tiene que:

L(im F)(A) = lig Hom, (R, Im F,)

iel ReJ(A) iel
= lim lim Hom, (R, F;)
ReJ(A) 1€l
=lm lim Homg (R, F;)
1€l ReJ(A)
= lim LF;(A)
Por tanto L(@lje (B = fm, _ LF. Es decir, L conmuta con limites finitos. [

2. Propiedades de un Topos

DEFINICION 4.25. Sea B una categoria. Se dice que B es un topos de Grothendieck,
si existe (A, J) un sitio pequeno tal que Sh(A,J) =B
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Es importante resaltar que el sitio no necesariamente es tinico. En adelante se escri-
bira solamente topos, para un topos de Grothendieck y 2~ denotara un topos. Para
facilitar la lectura, al hablar de un topos se entendera que se habla sobre la categoria
de gavillas Sh(A, J), a la cual este es isomorfo.

OBSERVACION 4.26. 1. Es inmediato que cualquier categoria de gavillas sobre
un sitio pequeno es un topos.

2. Dada una coleccion {F;};er C A de pregavillas. Existe un topos tal que {F;}icr
son gavillas.

LEMA 4.27. Sean (A, J) un sitio, T : I — A un diagrama de pregavillas. Si para
cada i € I, F; es gavilla, entonces I'LniGIFi también es gavilla. Es decir, Sh(A, J) es
completa.

DEMOSTRACION. Como cada F; es gavilla, entonces para cada A € A y cada
S € J(A) el siguiente diagrama es un igualador.

Fi(A) — [jes Fildom[) —= [1,cs+(s),ses Fi(domyg)
Aplicando el limite, se tiene que:

fim,, Fi(A) — Yy [Tes Fildomf) = Y, Tloe p(syiges Fildomy)

| ] ]

l'&nielFi(A) — [ljes I'&Hielﬂ(domﬁ = [gers)res) m, Fi(domg)
Por lo tanto T&lie ; Fi es una gavilla. [

Es inmediato preguntarse por la cuestion dual, si Sh(A, J) es cocompleta.

LEMA 4.28. Sean {F;}ic; un sistema dirigido y hgieIFi su colimite. Si cada F; es
una gavilla entonces @iel F; también es gavilla. Es decir, Sh(A, J) es cocompleta.

DEMOSTRACION. Este lema es un corolario de 4.23| Note que como para cada
i € I, F; es gavilla, entonces F; = aF;. Asi por el resultado [£.23] se tiene que:

limg F; = liny a( Fy) = a(lim F)
i€l iel el

Por tanto ligie ; F; es gavilla. [ |
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De estos lemas surgen las siguientes observaciones

OBSERVACION 4.29. s Dado f : A — B, se tiene que f es monomorfismo si
y solo si las proyecciones del pullback de f consigo misma son iguales. Asi
las cosas por[f.24, se tiene que al aplicar al diagrama la gavillificacion, sigue
siendo un pullback y se respetan las igualdades, es decir, los monomorfismos
de Sh(A,J) coinciden con los mismos que los de A.

= Dado f: A — B, se tiene que f es epimorfismo si y solo si las inclusiones
al coproducto de f consigo misma son iguales. Asi las cosas, se tiene que al
aplicar al diagrama la gavillificacion, este no necesariamente resulta ser un
coproducto y por tanto af no necesariamente es epimorfismo. Es decir los
epimorfismos de Sh(A,J) y de A no necesariamente coinciden.

Por la ultima observacion, resulta inmediato preguntarse en que condiciones un epi-
morfismo en A también lo es en Sh(A, J).

DEFINICION 4.30. Sea 6 : F' — G un morfismo en Sh(A,J). Se dice que 0 es
localmente suprayectiva si para cualesquiera A € A, yx € G(A), existe S € J(A) tal
que para cualquier f : B — C € S, G(f)(z) € img(0p)

LEMA 4.31. Sea 0 : F — G un morfismo en Sh(A,J). Entonces 0 : F — G es
epimorfismo en Sh(A, J) si y solo si 0 es localmente suprayectiva.

DEMOSTRACION. =) Sean 6 : ' — G un epimorfismo. Se define H : A? —
SET donde para cada A € A, y € H(A) si y € G(A) y existe R € J(A) tal
que para cualquier ¢ : B - A € R, G(g)(y) € img(0p). Por definicion H es una
subpregavilla de GG. Més atun por [3.45], H es una gavilla. Para hacer notar esto sean
A € Ay x € G(A) tal que para cualquier S € J(A) y cualquier f : B — A,
G(f)(x) € H(B). Asi las cosas sea S € J(A). Como para cualquier f: B — A € 5,
G(f)(z) € H(B), existe Ry € J(B) con la propiedad que para cualquier g : C' — B,
G(9)G(f)(x) € img(fc). Para cada f € S, considere la criba fRy = {fglg € R} v
a su vez, considere R = UfeS fRp,Ja union de todas estas. Note que como para cada
fesS, fRy C R, entonces Ry = f*fR; C f*(R). Por lo que R € J(A). Ademas
para cada g: C — A€ R, g = fh con h € Ry. Asi las cosas, G(g)(x) = G(fh)(x) =
G(h)G(f)(z) € img(O¢c). De donde x € H(A) y por tanto H es gavilla.

Ahora como dada f : B — A, se tiene que G(f)04 = 0pF (f), entonces 04 se factoriza
por H(A). Al denotar 12 : H — G a la inclusion, se tiene que (26 = 1560. Como 6 es
epimorfismo, entonces (& = 1¢. Por lo tanto H = G.

<) Sean o, B : G — H tales que af) = 6. Paracada A € Ay x € G(A),sea S € J(A)
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tal que para cualquier f : B — C € S, G(f)(y) € img(fp). Entonces para cada

f € S, se tiene que H(F)aa(y) = anG(f)() = BpG(f)(y) = H(f)Ba(y). Entonces
para cada f : B - A€ Sseaxyr = H(f)aa(y) = H(f)Ba(y). Asi {zs}; € S es una
familia compatible para S de elementos de H. Como H es gavilla y existe una tnica
amalgama x € H(A). Como aa(y) v Ba(y) satisfacen la condicion, son iguales. Esto
no dependi6 de la eleccion de A ni de z, se tiene que o = f5. [ |

DEFINICION 4.32. Sea A categoria con limites finitos, A y R objetos de A y a,b :
R — A un par de morfismos en A. Se dice que (a,b) : R — A X A es una relacion
de equivalencia si satisface:

1. (a,b) : R — A x A es monomorfismo
2. La diagonal A : A — A x A se factoriza por (a,b).
3. Fxiste un morfismo 7 : R — R tal que ar =b y bt = a

4. Si el diagrama es un pullback:

T -2 R
p la
R—25 A

Entonces (ap,bq) : T — A X A se factoriza por (a,b)

EJEMPLO 4.33. 1. Sea X un conjunto y R C X x X wuna relacion de equiva-
lencia en el sentido conjuntista. Considere wX, w3 : R — X las proyecciones

canonicas. Entonces 1x : R — X X X es una relacion de equivalencia.
a) Note que por ser una inclusion, tx es un monomorfismo.

b) Por ser R reflexiva, entonces la diagonal, A es subconjunto de R. Por lo
que se factoriza por tx.

c) Como R es simétrica, entonces la funcion 7 : R — R tal que 7(x,y) =
(y,x) estd bien definida. Asi por construccion, se tiene que T2 = T3 Y
que T T = Tk,

d) Sean p,q : T — R como en el inciso 4 de la definicion. Como T es un
pullback, p = 7 y q = ©lt las proyecciones. Entonces

T ={((z,),(«,y)) € R x Rlmy (w,y) = («,y)}
= {((z,y), (@ ¥)ly = 2}.
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Note que mi‘mi'((z,y), (¢,y)) = nf (z,y) = v y w3 7' ((z,y), (2',y)) =
y'. como R es transitiva, este morfismo se factoriza por R.

De este ejemplo se destaca el nombre de relacion de equivalencia.

2. Sean f: A — B yeq: Eq(f) = A el igualador de f consigo misma. Esto
induce un morfismo, R : Eq(f) — A x A. Entonces R es una relacion de
equivalencia.

a) Es un monomorfismo por ser inducida por monomorfismos.

b) La diagonal A se factoriza a través de R pues f(a) = f(a) para cualquier
a€A.

c) Para este inciso, note que R = (eq, eq) entonces el morfismo 7 = lgqy).

d) De la misma manera que en el inciso anterior, el morfismo se factoriza
por R pues es el dado por el pullback.

DEFINICION 4.34. Sea (a,b) : R — A X A una relacion de equivalencia. Se dice que
(a,b) es efectiva si (a,b) es el igualador de un par de morfismos.

LEMA 4.35. Toda relacion de equivalencia en un topos, X", es efectiva.

DEMOSTRACION. Sean R, F' € % junto con a,b : R — F transformaciones
naturales, tales que (a,b) es una relacion de equivalencia. Para cada A elemento de
A, (a,b)4 : R(A) — F(A) x F(A) es una relacién de equivalencia en SET. Asi las
cosas se define G(A) = F(A)/R(A) el cociente dado por la relacion. Note que de
hecho F(A)/R(A) es el colimite del siguiente diagrama:

Ademés si f: B — A, el siguiente diagrama conmuta:
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R(B) i » F(B)
s i
F(B) o G(B)
R(A) » F(A)
[AlA/ 4:/ A/ngx
F(A) S G(4)

Donde los morfismos verticales son los correspondientes a cada gavilla. Por lo que
por la propiedad universal del colimite, queda definida G(f). Por lo tanto G € A.
Por el lema se tiene que a(G) es el colimite para el mismo diagrama que G.
Ahora, note que R = F X5 F' y por tanto se tiene que

= CL(R) = CL(F Xa F) = CL(F) Xa(G) a(F) = F Xa(G) F

Por lo que R es una relacién de equivalencia efectiva. [

DEFINICION 4.36. Sea A una categoria con pullbacks.

» Si A tiene objeto inicial, O, y {A;}icr es una familia de objetos de A, que
tienen coproducto, [[,.; Ai. Se dice que [[,c; Ai es un coproducto disjunto si
satisface:

1. Los morfismos candnicos {vj : A; = [1,c; Ai}jer son monomorfismos.

el
2. Para cualesquiera j, k € I distintos, el pullback A; X114, Ar = 0 es el
objeto inicial.

» Se dice que A tiene coproductos disjuntos si cualquier {A;}ier, familia de
objetos de A, tienen un coproducto disjunto.

LEMA 4.37. Los coproductos en un topos, Z , son disjuntos.

DEMOSTRACION. Sean F'y G € 2 con coproducto F[[G y F xpjja G el
pullback a través del coproducto. Entonces para cada A € A se tiene el siguiente
diagrama:
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F(A) xppje G(A) — ¢ G(A)

[ [#ue
F

‘FlIG

F(A) ———— F(A) 11 G(A)

Ahora como en SET, el coproducto es la unién ajena y tanto (L;HG)A como (L%H o)A
son monomorfismos. Entonces F(A) Xp17q¢ G(A) = 0. Es decir puntualmente, el
coproducto es disjunto. Asi las cosas para cada F' xp11¢ G = ) y las inclusiones son
monomorfismos. Ahora basta notar que F' xp11¢G = a(F) xp11ca(G) = a(F xp116
G) = a(0) = . Por tanto los coproductos son disjuntos en 2. |

DEFINICION 4.38. Sea {A;}ic; una familia dirigida de objetos de A con colimite A.
Se dice que el colimite A es universal si para cualquier f : B — A, se tiene que B
es un colimite para {B X ¢ A; }ier

LEMA 4.39. Sean F' y G en un topos X, un morfismo f : F — G y una familia
dirigida {G;}icr de objetos de 2" /G. Entonces ligiel(F xpGi) = Fxplim _ G Es

decir, los colimites en &~ son universales.

DEMOSTRACION. Para cada A € A, se tiene que:
F(A) x;lim Gi(A) = Lim(F(A) x5 Gi(A))
iel iel
. Esto es pues el pullback en SET tiene adjunto derecho. Asi las cosas @ig I(F X ¢
Gi) = F %y ligiG ; Gi es un isomorfismo de pregavillas. Ahora aplicando la gavillifi-
cacion, se tiene que:
i (F %y G;) = alim(F x5 Gy))
ief ief
~ o(F x lig Gy)
iel
= CL(F) Xf a(h Gz)
= x (lima(Gy)
iel
=3 X li Gz
De donde se tiene el isomorfismo en 2. Por tanto los colimites en 2" son universales.
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Se recuerda que un morfismo f es un epimorfismo efectivo si f es el coigualador de
las proyecciones my,m; : A Xy A = A, como se vio en [3.14]

LEMA 4.40. Dado un pullback en un topos Z~
A2 A
ol
B - B
Si f es un epimorfismo efectivo, entonces f' también
DEMOSTRACION. Como f es epimorfismo efectivo, f es el coigualador de las

proyecciones 7, m @ A xy A — A. Entonces el siguiente diagrama es tanto un
pullback, como un pushout:

Ax; A" A
lﬂz lf
A—L B

Ahora al considerar el pullback a través de g, se tiene que el siguiente es un pullback:

Bx,(Ax;A) s A

l@ lf’

a—L

esto pasa pues, B’ = B' x, By A = B’ x;, A. Ademéas B es colimite pues f es
epimorfimso efectivo. De donde B’ es el colimite del pullback, por el lema [4.39. Por
lo tanto f’ es epimorfismo efectivo. [ |
DEFINICION 4.41. Sea A una categoria. Se dice que A es un pretopos si satisface:

1. A tiene limites finitos.

2. Toda relacion de equivalencia en A es efectiva.

3. A tiene coproductos finitos y disjuntos.

4. Los epimorfismos efectivos son estables bajo pullback.

5. Los coproductos finitos son preservados bajo pullback.
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TEOREMA 4.42. Todo topos es un pretopos.
DEMOSTRACION. Esto es inmediato por los lemas anteriores. [ |
De hecho se puede generalizar este resultado.

TEOREMA 4.43. Sea A un pretopos y B una subcategoria de A plena. S la inclusion
1: B — A tiene un adjunto izquierdo que preserva limites finitos, entonces B es un
pretopos.

Asi, dado un sitio (A, J) y aplicar este resultado a A, se tiene que Sh(A, J) es un
pretopos. En virtud del lema[4.42] resulta inmediato preguntarse si todo pretopos es
un topos, la respuesta es negativa. Un ejemplo de esto es la categoria de conjuntos
finitos. Ademés dada una categoria, el decidir si esta no un topos, es posible refutando
el que esta sea un pretopos. Esto en general puede no ser de gran ayuda, pero resulta
inmediato preguntarse si existe caracterizaciéon interna de la categoria para que esta
sea un topos. En este espiritu, en la siguiente seccién se dara una propiedad de gran
interés, ya que seré clave en la caracterizacion interna.

3. Familias Generadoras

El objetivo de esta secciéon es probar que los topos tienen una familia de generadores
en el siguiente sentido:

DEFINICION 4.44. Sean A categoria y G una familia de objetos de A. Se dice que G
es una familia generadora de A si para cualesquiera A y B € A y cualquier par de
morfismos f,g: A — B distintos, existe G € G y h: G — A tal que fh # gh.

Para esto, primero se probaréd que A tiene una familia generadores y luego se asociara
a esta una familia de gavillas que también generen. Se recuerda que para una ca-
tegoria localmente pequena, hay una familia de pregavillas distinguidas, a saber las
representables. Estas satisfacen una propiedad particular, a saber, dado A un objeto
de A y F' una pregavilla:
Homj(ha, F) = F(A)

Esto da intuiciéon que la familia de representables genera, de hecho, es inmediato al
recordar que:

LEMA 4.45. Sean F y G € A un par de pregavillas y 0,0 : F — G un par de
transformaciones naturales. Entonces n = 6 si y solo si para cualquier A € A,

04 =1na
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PROPOSICION 4.46. La coleccion de pregavillas representables {ha|A € A} es una
familia de generadores en A.

DEMOSTRACION. Sean F'y G € A y 0,17 : F' — G transformaciones naturales
distintas. Note que 6 # 7 si y solo si existe A € A tal que 84 # n4. Ahora, como
tanto F'(A) como G(A) € SET, se tiene que 64 y 14 son funciones. Por lo que son
distintas si y solo si existe z € A tal que 04(z) # na(z). Por el lema de Yoneda, esto
es equivalente a que exista @, : hy — F tal que 09, # 0P,. Por lo que {ha|A € A}
es una familia de generadores. |

Esta prueba, da sospecha que una pregavilla queda determinada por los morfismos
desde la familia de generadores. La construccion de esto es conocida como «la cate-
gorfa de elementosy». En la literatura se pueden encontrar 2 definiciones, que resultan
ser equivalentes, en este trabajo se mencionaran ambas.

DEFINICION 4.47. Sea F € A una pregavilla. Se define la categoria de gavillas de F,
denotada por fc E' como sigue:

= Los objetos de [, F' son parejas (A, ), donde A€ A ya:hy— F.

= Para (A,«) y (B,f) elementos de [, F', los morfismos entre ellos son:

HomfAF((A’ a>’(B7/B)) = {f P A= B|Oé = ﬁf*}

La otra definiciéon que se puede encontrar en la literatura es:
= Los objetos de [, F son parejas (A, a) tal que a € F(A).

= Para (A,a) y (B,b) € [, F, los morfismos entre ellos son:
Homy, p((A,a),(B,b)) = {f: A= Bla=F(f)(b)}

Note que estas definiciones son equivalentes al notar que Homy(ha, F') & F(A), asi
(A, : hy — F) esta en correspondencia con (A, aa(14)) y equivalentemente (A, a)
esta en correspondencia con (A, ®,). Ademéas recordando los morfismos desde
representables quedan determinados por la identidad correspondiente, de donde si
a = f*3, entonces:

aa(la) = Bafa(la) = Ba(f) = B(Laf) = Baf(1a) = F(f)Bp(15)

Por lo que se tiene la equivalencia en las definiciones. De hecho es inmediato que:

LEMA 4.48. Sean F y G pregavillas y 0 : F — G una transformacion natural.
Entonces 0 induce un funtor [, 0: [, F — [, G.
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DEMOSTRACION. La asignacion esta definida como:
» Para (A,0) € [, F, [, 0(A, «) = (A, ba)
» Para f: (A, &) = (B,B) un morfismo en [, F, [, 6(f) = f

Es inmediato que es un funtor. [

Ademas al considerar los funtores:

1. El funtor que olvida, Up : [, F' — A, tal que:
= Para (A,a) € [, F, Up(A,a) = A
« Si f:(Aa) = (B,B), Ur(f) = f.

2. El encaje de Yoneda, h  : A — A tal que:
» Para Ac A, h_(A) = ha.
» Para f: A= B, h_ (f)=f*

3. Se pone PBr para denotar la composicion h_Up, es decir Pr(A,a) = hay

para f: (A ) = (B,5), B(f) = f*

PROPOSICION 4.49. Sea F € A una pregavilla. Entonces F' = hg Pr
L F

DEMOSTRACION. Primero note que si f : (4,a) — (B, ) € [, F, el siguiente
diagrama conmuta:

hA I > ]’LB
F
Por lo que la familia

{a: Pr(A a) = F|(A, ) G/F}

A
es una familia compatible. Ahora para probar que esta es universal, suponga que
existe G € A y una familia de morfismos

{0a0) : Br(A, o) = Gl(A,a) € /AF}
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tal que si f : (A,a) = (B,B) € [, F, entonces 0aq) = O(pp f*. Asi las cosas, se
define © : F' — G tal que

Oa(r) = (Oa,0,))a(1a)

Donde 0(a,6,) : ha — G es el morfismo asociado a Pp(A, ®,) (recordando que P,
es el morfismo asociado a z por el lema de Yoneda). Primero se probara que © es
transformacion natural. Para esto sean Ay B € Ay f: A — B. Ahora se quiere
probar que G(f)Op = O4F(f). Sea x € F(B), entonces (B, ®,) € [, F, de donde

por .10}

F(f)(z) = F(f)(®:)p(1p)
= (®z)afi(1p)
= (D,)alf)

(P2)afa(la)
(Pr())ala)

Por lo que por un lado, se tiene que:
OAF(f)(x) = Oa((Pr(s))a(14) = (Oa,0py0))a(la)
Por el otro lado, como ©g(z) = (0(s,e,))s(15) y ocupando (4.10}

G(f)0B.e.,))B(1B) = (0B,9,)a(f)a(ls)
(9< »)alf)
= (0(,0.))afa(1a)
= (0a2pry0))a(14)
De donde G(f)Op(x) = (04,0, a(La). Por lo tanto ©4F(f) = G(f)Op y asi ©
es transformacion natural. Para probar que es tinica suponga que existe n : F' — G
tal que 044 = na. Sean A € Ay x € F(A). Entonces (A, ®,) € [, F. Asi las cosas,
se tiene que:
na(z) = na(®s)a(la)

= 01,0,)(1a)

= 04(Ps)a(1a)

= O.(z)

Entonces © =7 y asi el morfismo es tnico. Por lo tanto F' = hg Pr |
W F

De esta construccion se sigue que:
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COROLARIO 4.50. Cualquier pregavilla F € A es colimite de pregavillas representa-
bles.

Ahora, recordando que a preserva colimites, el siguiente resultado es inmediato:

LEMA 4.51. Sean F una gavilla y G = {aha}aca la familia de gavillas asociadas a
las pregavillas representables. Entonces F' es colimite de {aha}aea

DEMOSTRACION. La prueba es una aplicacion de lo discutido anteriormente y de
las propiedades de la adjuncion.

F2a,F= a(lilg‘pp) = a(lig ha) = li_n>1a(hA)
L F W F I F

|
COROLARIO 4.52. La familia {aha}aca es una familia de generadores de Sh(A, J).

DEMOSTRACION. Sean F'y G un par de gavillas, junto con v, : F' — G mor-
fismos de gavillas. Suponga que para cualquier A € A y cualquier o : hy — F, se
tiene que va = na. Note que si f : (A,«a) = (B, ) € [, F, entonces va = v f*,
por lo que la coleccion {va : hy — G|(A,a) € [, F} es una familia compatible, por
lo que existe un tnico morfismo ¢ : F' — G tal que va = fa. Pero tanto v como 7
satisfacen esto, por lo que v =7. [ |

Ahora note que si F' es una gavilla, por la gavillificaciéon a, se tiene que:
F(A) = (LAF)(A) = HomA(hA, LAF) = HomSh(AJ)(a(hA), F)

Por lo que esta caracterizacion de generadores que se tenfa en A, también se tiene
en Sh(A,J).






Capitulo 5

El Teorema de Giraud

En este capitulo se dara una caracterizacion de los topos en propiedades internas de
la categoria.

DEFINICION 5.1. Sea A una categoria. Se dice que A es una categoria de Giraud si
satisface:

Girl) A tiene limites finitos.

Gir2) Toda relacion de equivalencia en A es efectiva.

Gir8) A tiene coproductos pequernios y disjuntos.

Gir4) Los epimorfismos efectivos son estables bajo pullback.
Gir5) Los coproductos se preservan bajo pullback.

Gir6) Existe G un conjunto generador de A.

Note que por y todo topos es una categoria de Giraud. El resto de este
capitulo, sera probar que el reciproco es cierto, este resultado es conocido como el
teorema de Giraud. Para probarlo seran de utilidad algunas proposiciones previas.

OBSERVACION 5.2. Sin perdida de generalidad, el conjunto generador, G, puede ser
pensado como la subcategoria plena de A cerrada bajo limites finitos que genera a A.
Esto pues siempre se puede considerar la categoria que genera una familia de objetos
de A y como los limites son finitos, la categoria sequird siendo conjunto.

LEMA 5.3. Sean A una categoria de Giraud y G una subcategoria plena, cerrada bajo
limites finitos. Entonces

1. Para cada A € G, se define la coleccion J(A) de familias de morfismos de G,
tal que {f; : A; — A} € J(A) si es una familia epimorfica. Entonces J es
una topologia de Grothendieck sobre G. Al sitio generado se le denotara por

Sh(G)

93
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2. Para cada A € A, la pregavilla representable ha es gavilla en Sh(G).

3. Sea {f; : A; — A} una familia epimorfica en A. Entonces el morfismo indu-
cido [[ha, — ha es un epimorfismo efectivo en Sh(G)

DEMOSTRACION. 1. Como se vio en [3.42] esta es una topologia.

2. Sean A € Ay B € G. Considere {f; : B; — B} € J(B). Ahora note que
HBZ XBHBj = ]'_[(Bz XB Bj)
iel jel ijel
y que [[,.; Hom;(B;, A) = Homy(]1,c; Bi, A). Ademas como [[ B; — B es
un epimorfismo efectivo, entonces se tiene que el siguiente diagrama es un
igualador:

[Lic; Bi X5 Hje] By %; [Ticr Bi Y
Por lo que al aplicar la pregavilla, se tiene que:
ha(B) —— Tlier ha(Bi) == [1; je; ha(Bi X5 B;)
es un igualador. Por lo tanto h, es una gavilla en Sh(G).

3. Basta probar que es un epimorfismo, para esto se ocupara[f.31] Sean B € Ay
g € ha(B). Como {f;} es una cubierta, entonces [[,.; A4; — A es un epimor-
fismo efectivo en A. Entonces la familia de proyecciones {p% : A; x4 B — B}
es una cubierta en A. Como G genera a A, para cada ¢ € I, cada A; x, C
admite una cubierta {g; : C’]’: — A; X4 B}jey,, tal que C]Z: € G. Entonces las
composiciones {pizg} : C; — A} es una cubierta, pues composicion de epi-
morfismos efectivos, es epimorfismo efectivo. Considere el siguiente diagrama
conmutativo:

Ci -2y AixaB -2 B
o)
A —L A
Entonces se tiene que:
ha(ppg;)(9) = 9psg; = frng; = fé:(9iPs)
por lo que ha(ppg;)(g) € @mg(fé;) Asi las cosas [[ ha, — ha es un epimor-
fismo efectivo en Sh(G).
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COROLARIO 5.4. En las mismas hipotesis del lema anterior, la aplicacion h_ : A —
Sh(G) es fiel, plena y esencialmente suprayectiva. Es decir, es una equivalencia de
categorias.

DEMOSTRACION. Sea A € A. Se probara que para cada B € A, la aplicacion
QB : ]‘IOTTLA(B7 A) — Homgh(g)(hB, hA)
es un isomorfismo.

1. Para cada B € G, se tiene que
HOmSh(g)(hB,hA) = HOmg(hB, hA) = hA(B) = HOTTLA(B,A)

2. Suponga que B € A tiene una familia epimorfica {f; : B; — B}ies tal que
Homgpg)(hp,, ha) = Homa(B;, A)
para cada ¢ € I y para cada i,j € I,
Homy(B; xp Bj, A) = Homgpg)(hp,x B, ha)

Entonces por la parte 3 del lema , [lic; hB, — hp es epimorfismo efectivo.
Ademas como en A y en Sh(G) los coproductos se preservan bajo pullback,
se tienen los coigualadores:

Hi,jEIBi XB Bj :; HiGIBi — B

Hi,je[ h’BiXBBj 2 Hie[ h’Bi — hB

Entonces al aplicar hy, se tiene el siguiente diagrama:

Homgyg)(hps ha) =+ [1ic; Homsng)(hp,;, ha) 2 11, jer Homsng) (hpx 5555 ha)

. ] ]

Homp (B, A) —— [l Homa(Bi, A) — =[], jo; Homa(B; xp Bj, A)
Entonces como igualan morfismos isomorfos, 6 es un isomorfismo.

3. Sean B € Gy C € A, tales que existe un monomorfismo f : C' — B. Como G
genera a A, existe una cubierta {g; : G; — C'} tal que cada G; € G. Como G
tiene limites finitos, se tiene que G; x¢ G; = G; xp G € G, ahora aplicando
el inciso anterior, se tiene que Homy(C, A) = Homgyg)(he, ha)
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4. Sea B € A. Como G genera a A, existe una cubierta {g; : G; — B} tal
que cada G; € G. Entonces para cualesquiera 4,j € I, G; x G € G. Ademaés
considere el siguiente diagrama:

Donde u : G; xp G; — G; x G; es la unica inducida por el producto y f,h
son tales que uf = wh. Entonces se tiene que p;h = quh = quf = p;f y
también que p;jh = qjuh = quf = p;f de donde g;p;h = gjpjh = g;p;f =
gipi f. Por lo que por la propiedad universal del pullback, existe una tnica
s:C — G; xpGj tal que p;s = p;h = pif y p;js = pjh = p; f. Entonces f = h
y por tanto u es un monomorfismo. Por el inciso 3, Hom,(G; xp Gj, A) =
Homgh(g)(hGiXBGj, hA) Por el inciso 2 HomA(B, A) = Homgh(g)(hB, hA)

Por lo tanto h es fiel y pleno.

Antes de probar que es esencialmente suprayectiva, note que como A tiene objeto
inicial, denotado por ) y como h  preserva limites, se tiene que hy es inicial en Sh(G).
Ademés dada una familia {4;}ic; de elementos de A, con coproducto A, se tiene que
el morfismo

0 : H hAi — hA
es un epimorfismo efectivo y méas aiin se tiene que:
HhAi Xha HhAj = H ha, Xp, ha, = H ha;x 4,
iel jel ijel ijel
Como en A los coproductos son disjuntos, se tiene que si i # j entonces A; x4 A; = ()
y también A; & A; x 4 A;. Por lo que se tiene una caracterizacion en Sh(G)

0 i#j
hAiXAAj - hA ’L:]

Asi las cosas el morfismo A : [T ha, — [ ha, Xn, [1ha, es un isomorfismo y por lo
tanto, ha = [] ha, por lo que h_ preserva coproductos.
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Estas propiedades seran de utilidad para probar que h  es esencialmente suprayec-
tiva. Sea F' € Sh(G)

1. Si existe un monomorfismo f : F' — h, para algin A € A. Considere un
epimorfismo efectivo [[ hp, — F, con B; € G, el cual existe pues la coleccion
{hB}Beg es generador en Sh(G). Sea B = [] B;, asi, se tiene un epimorfis-
mo efectivo g : hg — F. Entonces la composicion fg € Homgyg) (hp,ha)
corresponde a una s : B — A. Entonces como en A existen las factorizacio-
nes em epimorfismos(efectivos) y monomorfismo, existen C' € A y un par de
morfismos v : B — C' epimorfismo efectivo y v : C' — A monomorfsimo tales
que s = uv. Asi se tiene que h, : hg — h.y h, : hc — hy4 son tales que
fg = hyh,. Como la factorizacion es tnica salvo isomorfismo, se tiene que

he = F.

el

2. Para el caso general, considere un epimorfismo efectivo hy — F, el cual se
puede construir como en el inciso anterior. Asi se puede considerar el pullback
ha Xr hy, este es un subobjeto de ha X hg = haxa, ademas hy Xp ha es
una relacion de equivalencia en hy X hy. En esta situaciéon, aplicando el
inciso anterior, se tiene que hy Xp hy = hp para algin B € A. Ahora como
para cualquier C' € A se tiene que Homy (C, B) = Homgpg)(hc, ha XF ha),
entonces B es una relacion de equivalencia en A x A. Como las relaciones
de equivalencia son efectivas, B = A X A para algin epimorfismo efectivo
g: A — (. Asi las cosas, se tiene que:

hc = coeq(hp =% ha) = coeq(ha Xp ha =X ha) = F
Asi las cosas b : A — Sh(G) es un funtor fiel, pleno y esencialmente suprayectivo.
Por lo que A induce una equivalencia de categorias. |
TEOREMA 5.5. Sea 2" una categoria. Entonces son equivalentes:
1. X es un topos.
2. Ezisten una categoria pequenia A y un encaje fiel y pleno
2 — Hom(A?, SET)
tal que tiene un adjunto izquierdo
L:Hom(A” SET) — 2
que preserva limites finitos.

3. X es una categoria de Giraud.
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4. X es un topos y su sitio tiene limites finitos. Es decir, " = Sh(A, J) donde
A tiene limites finitos.

DEMOSTRACION. 1 = 2) Esto se sigue al notar que 2~ = Sh(A, J) para algin
sitio pequeno y aplicar [4.22]
2 = 3) Esto se sigue de y de
3 = 4) Esto es una aplicacion de
4 = 1) Este inciso es inmediato. n



Capitulo 6

Conclusiones

En diversos problemas matematicos resulta de interés analizarlos desde distintos pun-
tos de vista, esto pues permite, en algunos casos, utilizar técnicas de otras areas para
su solucion, o bien reformularlo para alguna aplicacion. Asi el poder clasificar un
objeto de distintas maneras da una ventaja para su estudio, y por esta razoén es de
interés buscar estas clasificaciones.

En este trabajo se estudié una clasificacion conocida como «El Teorema de Giraud»,
el cual da 4 interpretaciones de lo que es un Topos. Es importante destacar que la
prueba de este teorema, resulta ser casi inmediata de propiedades «deseables» de la
teoria. Quizas el ejemplo méas claro, sea el funtor gavillificacion. Otra de las caras
de este teorema es la clasificacion axiomatica, esta resulta ser interesante pues no
solo establece que es un topos, si no que permite construirlo de manera explicita y
més aun, con propiedades adicionales a la definiciéon con gavillas. Otra parte a des-
tacar del teorema, es que caracteriza de manera «interna», «externa» y «ajenay, en
el siguiente sentido:

= Interna. Clasifica con propiedades internas de la categoria. Dando también
herramientas categoricas para su estudio.

» Externa. Clasifica subcategorias que tienen un adjunto izquierdo de la in-
clusion que respeta limites. De donde se tienen resultados de adjunciones y
de limites.

= Ajena. Clasifica dando una categoria de gavillas equivalente. Es decir, se da
un sitio y se trabaja la categoria de gavillas de este.

La intencion del trabajo fue presentar los resultados necesarios para probar el teorema
de Giraud. Recordando que el concepto de topos, fue introducido por Grothendieck,
(buscando una cohomologia adecuada para la solucion de las conjeturas de Weil)
resulta natural que los resultados aparezcan como pequenos pasos, que terminan re-
solviendo el problema. El primero de estos pasos, fue el notar el concepto de utilidad
para las gavillas son las cubiertas, Grothendieck en Récoltes et Semailles, se refiere
a estas como la nocion, técnica y crucial de los topos. Mas atn estas cubiertas al no
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serlo en el sentido topologico, resultan «filtrar» morfismos «buenosy, en el sentido
que las cribas pueden generarse partiendo de los morfismos deseados. Es necesario
destacar que desde las cribas se tienen distintas visiones del concepto como familias
de morfismo cerradas bajo precomposicion; como subcategorias de la categoria reba-
nada y como subfuntores de algin funtor representable. Dando desde aqui intuicién
de las distintas caras de lo que se define después.

Quizas uno de los responsables del concepto de topos sea Serre, quien en 1958 expone,
entre otros, a Grothendieck, avances sobre la conjetura de Weil, ocupando gavillas.
Grothendieck resulta convencido que estas ideas dan pie a «la verdadera cohomologia
para probar las conjeturas de Weil» y convence a Serreﬂ de ello.Por lo que se dan a la
tarea de generalizar la nocién de cubierta. De esta manera, al juntar las ideas se tiene
la definiciéon de gavilla sobre una pretopologia de Grothendieck, para la cual se prueba
que no resulta tener a las categorias de gavillas como invariantes, aunque si permi-
ten tener avances en las ideas de Grothendieck. Después se introduce el concepto de
topologia de Grothendieck, llevando la definicion de gavilla en espacios topologicos
a una nociéon de exactitud. Resultando no solo en una generalizacion, sino en un in-
variante para las topologias; lo cual, en general, no se tiene para espacios topologicos.

Aunque Grothendieck menciona que ocuparia gavillas para su demostracion de las
conjeturas, le resulto de interés estudiar como es que estas se relacionanE], de hecho,
en Récoltes et Semailles, el les llama «varas que miden», dando pie a preguntarse
por que tan lejana es una pregavilla de ser gavilla, resultando asi el funtor gavilla
asociada, o bien, la gavillificacion. De hecho esta es una idea que viene motivada
desde el algebra, al considerar el ismorfismo

0: Homg(R ®z A, B) — Homz(A, B)

donde R es un anillo considerado como Z-médulo, A un grupo abeliano y B un
R—modulo, el cual induce un adjunto izquierdo al funtor que olvida.

En el mismo texto, denota a un topos como una categoria con las propiedades «bue-
nas» de una categoria de gavillas, es decir, una parte de la equivalencia de Giraud.
Asi, se estudian diversas condiciones sobre limites en las categorias de gavillas, ha-
ciendo énfasis en que los limites en la categoria de pregavillas no necesariamente son
los mismos(aunque si isomorfos) a los de la categoria de gavillas.

Finalmente antes de la prueba del teorema de Giraud, se estudian familias gene-
radoras, buscando una nocién similar al Encaje de Yoneda resultando que, en efecto,

IMcLarty Colin, The Rising Sea: Grothendieck on simplicity and generality, 2003.
2.7 .
ibidem
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se tiene un «Encaje de Yoneday. Asi el teorema depende de una construccion que de-
pende de las familias generadoras, de hecho, esta construcciéon hace explicito el sitio
al cual la categoria es equivalente, mas aun, lo describe con la topologia canénica.






Apéndice A

Algunas definiciones categoéricas

DEFINICION A.1. Sea A localmente pequenia. Un funtor F': A — SET es represen-

table si existe A € A tal que F' = Hom(_,A). A estos funtores se les denotara por
ha.

DEFINICION A.2. Un funtor F : A — B es un encaje si es fiel, pleno e inyectivo en
objetos.

DEFINICION A.3. Sean L : A — B y R : B — A un par de funtores. Se dice que
L es adjunto izquierdo de R (R es adjunto derecho de G) si existen € : LR — 1g
yn: 1y — RL transformaciones naturales tales que hacen conmutar los siguientes
diagramas:

L
1. llﬂ\h/l
LRL —£5 [
R
2. lﬂR lr
RLR —f<5 R

Estas identidades son conocidas como las identidades triangulares, a n se le conoce
como la unidad y a € se le conoce como la counidad.

PROPOSICION A 4. Sean L : A - B y R : B — A un par de funtores. Son equiva-
lentes:
1. L es adjunto izquierdo de R.

2. Existe un isomorfismo natural 0 : Homg(L(_), ) — Homu(_, R(_)).
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DEFINICION A.5. Sea L : A — B un funtor. Se dice que L es una equivalencia de
categorias si existen un funtor R : B — A y dos isomorfismos naturales tales que
1p = RL y 1g = LR. En este caso se dice que A y B son equivalentes.
PROPOSICION A.6. Sea L : A — B un funtor. Entonces son equivalentes:

1. L es una equivalencia de categorias.

2. L es fiel y pleno, y para cualquier B € B existe A € A tal que B = L(A).

3. L es fiel y pleno, y tiene un adjunto derecho R fiel y pleno.

4. L tiene un adjunto derecho tal que la unidad y la counidad son isomorfismos.



Apéndice B

El Lema de Yoneda

Sea A una categoria localmente pequena.

DEFINICION B.1. Para cada A € A se define la pregavilla representable hy : AP —
SET como ha(B) = Homu(B,A) para B € A ypara f: B — C € A%, ha(f)(g) =

gf-

LEMA B.2. Sean A un objeto de A y F' : A? — SET un funtor, junto con € : hy — F
una transformacion natural. Entonces 0 queda determinada por 64(14).

DEMOSTRACION. Para cada B € Ay f: B — A se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

Ahora note que se tiene:

O(f) = 05(f"(14))
)(1a)

= (0f")(1a
= (F'(f)04)(14)
= F'(f)(04(14))
Asi las cosas, 6§ queda determinada por 64(14). [ |

LEMA B.3 (Yoneda). Sean F' : A — SET. Entonces se tiene un isomorfismo
natural en ambas entradas:

Hompuna,ser)(ha, F) = F(A)
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DEMOSTRACION. Primero se probarda que para cada A € A, Hom(ha, F) =
F(A). Para esto, se defind] €4 : Hom(ha, F) — F tal que €4(6) = 64(14). Note
que esta asignacion esta bien definida. Mas aun por el lema anterior, esta asignacion
resulta ser biyectiva.

Ahora, para probar la naturalidad, se hara en 2 partes. Sea 6 : FF — G y considere
el siguiente diagrama:

Hom(ha, F) —2+ F(A)

a Joa

Hom(ha,G) —— G(A)

€A

Asi, para ) : hy — F se tiene que:

Oa(ea(n)) = 0aln

N
—_
=

Por lo que este isomorfismo es natural en la segunda entrada.
Para la primer entrada, sea f : B — A y considere el siguiente diagrama:

IDe hecho, esta asignacion es para cada A € A.
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Ahora, dado 6 : hy — F y recordando la prueba del lema anterior, se sigue que:

F(f)ea(0) = F(f)(0a(1a))
=0s(f)
=0p(f*(1p))
= (0f")5(1p)
= EB(ef*)
= ep((f7)«(9))
= (ep(f"):)(0)

Asi las cosas, este es un isomorfismo natural la primer entrada y por tanto lo es
ambas entradas. [ |

COROLARIO B.4 (Encaje de Yoneda). El funtor h : A — Fun(A, SET) dado por
h (A) = ha. Es un encaje de categorias.

COROLARIO B.5. Para cualesquiera A y B € A. Se tiene que
A= B siysolo sihy = hp
DEFINICION B.6. Sea F': A? — SET. Se define la categoria de objetos de F, fA F,

cuyos objetos son parejas (A, a) tales que o : hy — F y dados (A, ) y (B,B) € [, F,
f:(Aa) = (B,p) si f € Homy(A,B) y fhy = a.

PROPOSICION B.7. Se denota por U : [, F' — A a la asignacion tal que U(A, o) = A.
Entonces
1. U es un funtor.

2. Dado A € A, U1 (A) = {(A,a)|la € Hom(ha, F)} esta en correspondencia
biyectiva con Hom(ha, F).

PROPOSICION B.8. Para cada (A, ) y (B,3) € [, F,y f: (A a) = (B,[). Se tiene
el diagrama conmutativo:

h
ha ! > hp
F
Mas aun F = hﬂAeA,fAFhA' Es decir todo funtor contravariante es colimite de

representables.






Apéndice C
Categorias regulares

DEFINICION C.1. Sea f : A — B un morfismo. Se dice que f es un epimorfismo
fuerte si para cualquier diagrama conmutativo:

A%B

G
C —>D
donde m es un monomorfismo, existe una unicat: B — C tal quetf =g ymt =h

PROPOSICION C.2. Sea A una categoria con limites finitos. Si f : A — B es un
epimorfismo fuerte, entonces es un epimorfismo.

ProprosSICION C.3. Un morfismo f : A — B es un isomorfismo si y solo si es un
epimorfismo fuerte y un monomorfismo.
LEMA C4. Sean f: A— B yg: B — C un par de morfismos.

1. Si f y g son epimorfismos fuerte, entonces gf es epimorfismo fuerte.

2. St gf es un epimorfismo fuerte, entonces g es epimorfismo fuerte.

3. St f =1g es un epimorfismo fuerte, entonces i es un isomorfismo.
DEFINICION C.5. Sea f: A — B. Se dice que f es un epimorfismo reqular si existen

g, h: C — A tal que f = coeq(g,h). Es decir, si f es el coigualador de un par de
morfismos.

DEFINICION C.6. Sea f : A — B un morfismo. Se dice que f es un epimorfismo que
se escinde si existe i : B — A tal que fi = 1p.
PROPOSICION C.7. Sean A una categoria con limites finitos.

1. Todo epimorfismo que se escinde es un epimorfismo reqular.
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2. Todo epimorfismo reqular es un epimorfismo fuerte.
3. Todo epimorfismo fuerte es un epimorfismo.

LEMA C.8. Sea A una categoria con limites finitos. St f : A — B es un epimorfismo
reqular entonces f es el coigualador de las proyecciones p1,ps : A x; A — A.

DEFINICION C.9. Sea A una categoria con limites finitos. Se dice que A es reqular
5%

1. Para cualquier morfismo f : A — B las proyecciones py,ps : A x; A = A
tienen un coigualador.

2. Los epimorfismos regulares son estables bajo pullback.
PrROPOSICION C.10. Sea A wuna categoria reqular. Cualquier morfismo f : A — B

tiene una factorizacion epimorfismo regular- monomorfismo; unica salvo isomorfis-
mo.

PROPOSICION C.11. Sean A una categoria reqular, f : A — B y g: B — C un par
de morfismos.

1. Todo epimorfismo fuerte es epimorfismo regular.

2. S5t gf es epimorfismo reqular, entonces g es un epimorfismo reqular.

3. St gy f son epimorfismos requlares, entonces gf es un epimorfismo reqular.

4. f es un epimorfismo si y solo si f es un epimorfismo reqular y un monomor-
fismo.

5 8 s:A— Byt: A — B son epimorfismos requlares, entonces s X t :
A x A" = B x B’ es un epimorfismo regular.

DEFINICION C.12. Sea A € A. Se dice que f: B — A es un subobjeto de A, si f es
un monomorfismo. Mds ain, dados f: B — A yg:C — A son subobjetos de A si
existe h : B — C' un isomorfismo, entonces se dice que f y g representan el mismo
subobjeto. Se escribe Sub(A) a la familia de subobjetos de A.

PROPOSICION C.13. Sea A categoria con limites finitos y A € A. Si f,g € Sub(A)
entonces existe h € Sub(A) tal que se factoriza por f y por g y es mdzxima con la
propiedad; a h se le denotard f N g. Ademds Sub(A) tiene un elemento mdximo.
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PROPOSICION C.14. Sea A una categoria con limites finitos y f : B — A. Entonces
[ induce un morfismo de reticulas f* : Sub(A) — Sub(B)

NOTACION. Dada f: A — B, se escribe img(f) al minimo g € Sub(B) por el que f
se factoriza.

PROPOSICION C.15. Sea A una categoria reqular. Entonces:

1 f(gNh) = f(g) N f(h)

2. Si el diagrama es un pullback:

/

_r.
_r

Qg
O+

entonces f*(img(g)) = img(q').

DEFINICION C.16. Sean A una categoria regular, f: A — B y g € Sub(A). Se pone
d¢(g) para denotar img(fg).
PROPOSICION C.17. Sean A una categoria regular, f : A — B y g € Sub(A).

1. 35 : Sub(A) — Sub(B) esta bien definido.

2. Sea h € Sub(B). Entonces 3¢(g) < h si y solo si g < f*(h). Es decir 35 es
adjunto izquierdo de f*.
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