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Notación

A y B denotarán categorías; letras mayúsculas denotaran funtores princi-
palmente se utilizarán F y G; letras minúsculas denotarán morfismos de la
categoría, principalmente f, g, h, s y t.

La categoría de conjuntos y funciones sera denotada por SET .

La categoría de espacios topológicos y funciones continuas sera denotada por
TOP .

La categoría de grupos y morfismos de grupos sera denotada por Grp. La
subcategoría de grupos abelianos con morfismos de grupos abelianos sera
denotada por Ab.

Dadas A y B categorías, la categoría de funtores de A hacia B será denotada
Fun(A,B).

Dada A una categoría, se escribirá A ∈ A para denotar que A es un objeto
de A.

El morfismo identidad de cualquier A ∈ A sera denotado por 1A.

Dados A y B es una categoría A. Se denotará por HomA(A,B) a la colección
de morfismos de A hacia B. En caso de que no haya ambigüedad sobre la
categoría se omitirá el subíndice.

Por una categoría localmente pequeña se entenderá que para cualesquiera A
y B elementos de la categoría Hom(A,B) es un conjunto.

Por una categoría pequeña se entenderá que la colección de objetos de la
categoría es un conjunto.

Dada A una categoría localmente pequeña y A ∈ A, se denotara por hA
al funtor contravariante representable asociado a A, tal que para cualquier
B ∈ A, hA(B) = HomA(B,A).

7





Introducción

El concepto de gavilla1 se puede encontrar por primera vez en un trabajo presentado
en 1946 por J. Leray, «L’anneau d’homologie d’une represéntation». El definió gavi-
lla sobre un espacio topológico localmente compacto, asignando a cada cerrado del
espacio un anillo o un módulo. Después Cartan, por recomendación de su alumno
Koszul, retoma el trabajo de Leray, quien dentro del «seminario Cartan», realiza
exposiciones de la teoría de gavillas (1948-1950). En 1950, Cartan redefine gavilla
como un espacio etalé con estructura de grupo, e hizo notar que las ideas resultan
de manera natural en abiertos, en contraste a como Leray lo definió. Luego en 1953
en su artículo del coloquio de Bruselas, Cartán ve una gavilla como una asignación2

que satisface condiciones de «pegado».

En 1949, Leray imparte un curso en el Collége de France, al cual acuden Armand
Borel y Jean-Pierre Serre, quienes en 1950 prueban que es imposible fibrar un espacio
euclideano con fibras compactas3 siguiendo las ideas de Leray. También en 1949 An-
dré Weil postula las Conjeturas de Weil, junto con lo que él creía que era un camino
para la prueba de estas conjeturas, la existencia de una «cohomología adecuada», la
cual sería nombrada la cohomología de Weil. Estas conjeturas fueron de gran interés
para la comunidad matemática en es momento, entre los interesados, se encontraba
Serre. Él, por una sugerencia de Weil, enunció y probó una versión de las conjeturas
de Weil, para variedades de Kahler 4.

El 21 de abril de 1958, Serre dio una conferencia en la Ecole Normal Superiore, dentro
del seminario «Seminaire Claude Chevalley», a la cual acudió Alexander Grothen-
dieck. En esta expuso sobre haces fibrados sobre variedades. Mostrando que con esto

1En español, también conocida como haz. Que es una traducción de sheaf, termino que acuño
John Moore para traducir faisceaux.

2Realmente esta asignación es una pregavilla, aunque el término no existía en ese momento.
3A. Borel, J.-P. Sierre; Impossibilité de fibrer un espace euclidien par des fibrescompactes, CRAS

230, 1950, pp. 2258-2260.
4J.-P. Serre, Analogues Kahlerienes de Certaines Conjectures de Weil, Annals of Mathematics,

vol. 71, no. 2, 1960, pp. 392–394.
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se obtenían los grupos de cohomología de Weil esperados. La historia cuenta que
Grothendieck al ver esta exposición, comentó que este trabajo era una buena genera-
lización de las localizaciones usuales y que se podían obtener teorías de cohomología
en todas las dimensiones. Para Grothendieck esta era la solución a las conjeturas de
Weil. Para definir esta cohomología era necesario «cubrir» de manera adecuada, por
lo que Grothendieck cambió la forma de cubrir, de la topológica a las cubiertas étale,
más aún, encontró una generalización de la noción de cubierta, esta noción se conoce
como Topología de Grothendieck.

La primera aparición de las topología de Grothendieck fue en las notas de 1962 por
Michel Artin. Tituladas, «Topologías de Grothendieck», en ellas se define como lo
que hoy en día es conocido como Pretopología de Grothendieck. El año siguiente
Jean Giraud en «Analysis situs», una exposición del Seminario Bourbaki, presenta
como Topología la definición actual, por medio de cribas. Ambas definiciones resul-
tan estar relacionadas pues una pretopología induce una única topología (aunque
2 pretopologías pueden inducir la misma topología), ese mismo año, en el SGA 4,
aparece la definición de Topología de Grothendieck, como la define Giraud. También
la definición de topos. Ahora, para poder solucionar las conjeturas de Weil, la parte
crucial era que a cada esquema se le asociara un topos. Así algunos invariantes de la
cohomología, según Grothendieck, le darían completo significado a las conjeturas y
quizás una forma de probarlas.

En el texto, Récoltes et Semailles5 dice, en una burda traducción, que un «Espa-
cio en el nuevo sentido » (o un topos), generalizando los espacios topológicos, esta
dado por una categoría que tiene todas las «propiedades buenas» de una categoría
de gavillas (de conjuntos). El menciona que estas propiedades buenas, están por en-
cima de las llamadas propiedades de exactitud expuestas en su artículo «Tohoku».
En este sentido resulta inmediato preguntarse, ¿cuales son estas «buenas propieda-
des»? Es decir, que propiedades debe tener una categoría para ser (equivalente a )
una categoría de gavillas. La respuesta a esto resulta ser el Teorema de Giraud, el
cual caracteriza a los topos de Grothendieck. Este teorema permite conocer topos sin
tener que probar que, en efecto, sean equivalentes a una categoría de gavillas sobre
un sitio.

5Grothendieck, Alexander ; Récoltes et Semailles, Université des Sciences et Techniques du
Languedoc, Montpellier. Published in several successive volumes
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El objetivo de este trabajo es probar el teorema de Giraud. La versión que se demos-
trara, establece una equivalencia entre varias definiciones de un Topos de Grothen-
dieck. Esta permite decidir si una categoría es un topos por medio de propiedades
internas de la categoría. Esto se hará pasando por las construcciones de sitios, de
categorías de gavillas y de los funtores necesarias.

Para esto se dan en el primer capítulo algunas definiciones que facilitarán la lec-
tura y se recuerdan algunas construcciones categóricas.

En el segundo capítulo se aborda el concepto de criba, dando una definición ge-
neral y luego particularizando a la que resulta de utilidad en este trabajo. También
se prueba la equivalencia entre distintas definiciones encontradas en la literatura,
las cuales permiten trabajar en 3 formas. Se estudia la estructura reticular de estas,
sus propiedades de estabilidad y de localidad. A lo largo del capitulo se dan algunos
ejemplos que resaltan principalmente el orden y como es que estas «clasifican».

Un topos de Grothendieck originalmente se define como una categoría de gavillas
sobre un sitio. Para entender esta definición es necesario conocer los conceptos de
gavilla y de sitio, por tanto, en el tercer capítulo se estudian categorías de gavillas;
empezando por gavillas sobre espacios topológicos. Abstrayendo la noción de cu-
bierta, se generaliza el concepto a pretopologías y notando que estas no determinen
al espacio base, se introducen las Topologías de Grothendieck. Estas resultan natu-
ralmente del intento de que las gavillas determinen el espacio base, llegando así al
concepto de sitio y de gavillas sobre un sitio, más aún, se prueba que las pretopolo-
gías inducen una topología y que de hecho estas tienen las mismas gavillas. Se dan
ejemplos clásicos como la pretopología de Zariski y la topología canónica. Se calcula
de manera explicita la topología más fina que hace gavilla a cualquier pregavilla.
Además se prueba una equivalencia entre distintas definiciones de gavilla, las cuales
se inducen naturalmente desde espacios topológicos.

Ahora dados un sitio y una pregavilla F, surge la cuestión ¿Existe una gavilla pa-
recida a F? De esta manera el cuarto capitulo comienza probando que la repuesta a
esta pregunta es positiva, este resultado es conocido como la «gavillificación» de F,
además la asignación resulta ser una transformación natural, y más aún adjunto de
la inclusión (de la categoría de gavillas en la de pregavillas). Por ser adjunto se tiene
que respeta colímites y por como esta definida la asignación, resulta respetar límites
finitos. Así, esta adjunción ayuda a estudiar internamente la categoría de gavillas,
probando que estas resultan satisfacer las propiedades para ser un pretopos, estas
son:
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Tiene límites finitos.

Tiene coproductos y estos son disjuntos, pequeños y estables bajo pullback.

Los epimorfismos son efectivos y estables bajo pullback.

Las relaciones de equivalencia son efectivas.

Después se estudia como se ve la categoría base en la categoría de gavillas, ocupando
el encaje de Yoneda, se pasa hacia la categoría de pregavillas y con esto se constru-
ye una familia generadora para la categoría de gavillas. Recuperando también que
cualquier gavilla es colímite de la familia generadora.

El penúltimo capítulo se dedica a probar el teorema de Giraud, para esto se introduce
la noción de categoría de Giraud, se encuentran una categoría y una topología, de
tal manera que este sitio, resulta ser equivalente a la categoría en cuestión; de hecho,
este sitio resulta tener la topología canónica. Así el resultado principal se tiene como
un corolario del capítulo anterior y de este.

Para finalizar, en el último capítulo se dan algunas conclusiones y se resalta la im-
portancia del resultado, también se dan algunas referencias para continuar con el
estudio de los Topos.



Capítulo 1

Preliminares

Definición 1.1. Sean E una clase de objetos de A, M una clase de morfismos de
A y B una subcategoría de A

Se define la categoría rebanada en objetos A/E como:

• Los objetos de A/E son parejas (A, f) tales que f : A → B y B es un
elemento de E

• Para (A, f) y (B, g) elementos de A/E los morfismos entre ellos son:

HomA/E((A, f), (B, g)) = {h ∈ HomA(A,B)|f = gh}

Se define la categoría rebanada en morfismos A/M como:

• Los objetos de A/M son parejas (A, f) tal que f : A → B y f pertenece
aM

• Para (A, f) y (B, g) elementos de A/M los morfismos entre ellos son:

HomA/M((A, f)(B, g)) = {h ∈ HomA(A,B)|f = gh}

Se define la categoría rebanada en la subcategoría A/B como

• Los objetos de A/B son parejas (A, f) tales que f ∈ HomB(A,B)

• Para (A, f) y (B, g) elementos de A/B los morfismos entre ellos son:

HomA/B((A, f)(B, g)) = {h ∈ HomB(A,B)|f = gh}

Definición 1.2. Sean A una categoría y B una subcategoría de A. Se dice que B es
cerrada bajo A-precomposición, si para cualquier B ∈ B si f ∈ HomA(A,B) entonces
A ∈ B y f ∈ HomB(A,B). En caso de que no exista ambigüedad sobre A y B, se
escribirá «cerrada bajo precomposición».

Proposición 1.3. Sea B una subcategoría de A. Si B es cerrada bajo precomposición
entonces B es subcategoría plena

13



14 1. PRELIMINARES

Demostración. Sean A y B objetos de B y f ∈ HomA(A,B). Por definición de
A−precomposición, f ∈ HomB(A,B). Por lo tanto B es puna subcategoría plena. �

Observación 1.4. Sin embargo el reciproco de esta proposición no es cierto.
Considere A como la categoría con 3 puntos, como en el siguiente diagrama

A B

C

f

g h

y considere B con objetos C,B y morfismos h : C → B y las identidades correspon-
dientes, note que B es plena, pero que g : A → C y A 6∈ B por lo que no es cerrada
bajo A-precomposición
Otro ejemplo se obtiene considerando la subcategoria Ab de Grp. Dado G un grupo no
abeliano„ se puede considerar la proyección en su abelianización, P : G→ G/[G,G].
Es claro que G/[G,G] es abeliano pero que G no. Por lo que Ab es una subcategoría
plena, que no es cerrada bajo Grp−precomposición.

Proposición 1.5. Sea B subcategoría de A y M la clase de morfismos de B. En-
tonces A/B = A/M

Demostración. Note que en objetos se tiene que:
(A, f) ∈ A/B si y solo si f ∈ HomB(A,B) si y solo si f ∈M si y solo si (A, f) ∈ A/M
Para probar la igualdad en morfismos, se probará por doble contención:
⊆) Sea h ∈ HomA/B((A, f), (B, g)). Por definición h ∈ HomB(A,B) ⊆ HomA(A,B)
y f = gh. De donde h ∈ HomA/M((A, f), (B, g))
⊇) Sea h ∈ HomA/M((A, f), (B, g)). Por definición h ∈ HomA(A,B), f = gh y
h ∈M. De donde h ∈ HomB(A,B). Así por definición h ∈ HomA/B((A, f)(B, g))
Por tanto A/B = A/M �



Capítulo 2

Cribas

1. Cribas

Dada una categoría A y un objeto A de A, una pregunta natural es ¿que tanto la
categoría A determina a A?. Un ejemplo de esto se tiene al considerar el espacio de
Sierpinski, (S, τS), donde S = {0, 1} y τS = {∅, {1}, S} y (T, τT ) donde T = {0, 1, 2}
y τT = {∅, T, {1}}. Si son considerados en la categoría de espacios topológicos y para
cualquier X ∈ TOP , se tiene que:

Hom(X,S) ∼= Hom(X,T )

Este isomorfismo esta dado por θX : Hom(X,S)→ Hom(X,T ) donde para cualquier
f ∈ Hom(X,S), θX(f) = if con i : S → T la inclusión, que es continua. El
inverso de θX , θ−1

X : Hom(X,T )→ Hom(X,S) dado por θ−1
X (g) = jg para cualquier

g ∈ Hom(X,T ) con j : T → S dada por j(x) =

{
0 x = 0

1 x = 1, 2
la cual resulta ser

continua. Desde este punto de vista, los objetos T y S son indistinguibles pero no
homeomorfos. El enfoque categórico da luz de que lo que realmente determina al
espacio topológico es la topología mas que el espacio.

Definición 2.1. Sea A una categoría. Una criba S en A es una colección de mor-
fismos de A tal que, si f : A→ B ∈ S y g : C → A en A, entonces fg : C → B ∈ S.
Dado A ∈ A, Una criba S sobre A es una criba tal que para cualquier f ∈ S,
cod(f) = A.

Note que la condición de criba y la de subcategoría cerrada bajo precomposición son
similares, de hecho, es posible mejorar esta observación.

Definición 2.2. Dada una criba S en A. Se define la categoría BS cuyos objetos
son los objetos A ∈ A, tales que existe f ∈ S con dom(f) = A y HomBS(A,B) =
{f : A→ B|existe g ∈ S, gf ∈ S}

Proposición 2.3. Sea S una criba en A. Entonces BS es una categoría. Más aun,
es una subcategoría de A cerrada bajo precomposición.

15



16 2. CRIBAS

Basta con notar que tiene identidades y respeta composiciones. Para lo primero note
que si A ∈ Ob(BS) entonces existe f ∈ S tal que A = dom(f), por lo que f = 1Af ∈ S
y por definición 1A ∈ HomBS(A,A).
Para la segunda parte, sean g ∈ HomBS(B,A) y f ∈ HomBS(C,B) note que gf ∈
HomA(C,A) y como A ∈ Ob(BS) existe h ∈ S tal que dom(h) = A y como S es
criba, hgf ∈ S y así gf ∈ HomBS(C,A), por lo que resulta ser una categoría y mas
aun una subcategoría de A cerrada bajo precomposición.

Definición 2.4. Dada B una subcategoría de A cerrada bajo A-precomposición. Se
define SB = {f : A→ B|f ∈ HomB(A,B)}

Proposición 2.5. Sea B subcategoría de A cerrada bajo precomposición. Entonces
SB es una criba.

Demostración. Es casi inmediato, pues si f : B → A ∈ SB y g : C → B
entonces C ∈ B y g ∈ HomB(C,B) por lo que fg ∈ SB �

Proposición 2.6. Sea B cerrada bajo A-precomposición,. Entonces BSB = B

Demostración. Note que SB = {f : A → B|f ∈ HomB(A,B)} y que los
objetos son {dom(f)|f ∈ SB} los cuales resultan ser elementos de B.
Para la otra contención, basta notar que para cualquier B ∈ B, 1B ∈ SB por lo que
B es un elemento de BSB .
Para morfismos, note que f ∈ HomBSB (A,B) si y solo si f ∈ SB si y solo si f ∈
HomB(A,B)
Por tanto BSB = B �

A pesar de la similitud entre las definiciones y la ultima proposición, en general no
se tiene que SBS = S, es decir, estas asignaciones no son inversas una de la otra.
El problema viene de que se puede perder información en la asignación de criba a
subcategoría, sin embargo, se tiene la biyectividad en cribas sobre objetos.

Definición 2.7. Sean A categoría, A ∈ A y S criba sobre A. Se define la cate-
goría B̄S dada por Ob(B̄S) = {(dom(f), f)|f ∈ S} y dados (A, f), (B, g) ∈ B̄S,
HomB̄S((A, f), (B, g)) = {h ∈ HomA(A,B)|f = gh}.

Proposición 2.8. B̄S es subcategoría de A/A cerrada bajo precomposición

Demostración. Dados (C, f) ∈ B̄S y h ∈ HomA/A((B, g), (C, f)) se tiene que
h ∈ HomA(B,C) y g = fh como S es criba y f ∈ S entonces g = fh ∈ S por lo que
por definición (B, g) ∈ B̄S y h ∈ HomB̄S((B, g), (C, f)). �
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Definición 2.9. Sean A categoría, A ∈ A y B subcategoría de A/A, cerrada bajo
precomposición. Se define S̄B = {fg|g ∈ HomB((B, h), (C, f))}.

Proposición 2.10. S̄B es criba sobre A

Demostración. Sean f : B → A ∈ S̄ y g : C → B. Entonces se sigue que
g ∈ HomA/A((C, fg), (B, f)). Como B es cerrada bajo precomposición, se sigue que
g ∈ HomB((C, fg), (B, f)) y por definición de S̄B, fg ∈ S̄B �

Definición 2.11. Sean A localmente pequeña, A ∈ A y S una criba sobre A. Se
define FS : Aop → SET dado por FS(B) = {f ∈ S|dom(f) = B} y para f ∈
HomAop(B,C) FS(f)(g) = gf .

Proposición 2.12. FS es un funtor. Más aún es un subfuntor de Hom(_, A)

Demostración. Sea A ∈ A. Entonces FS(1A) : FS(A) → FS(A). Si g ∈ FS(A)
entonces FS(1A)(g) = g1A = g por lo que FS(1A) = 1FS(A)

Ahora dados f : B → C y g : C → D en Mor(Aop) y h ∈ FS(B) entonces
FS(g)FS(f)(h) = FS(g)(hf) = (hf)g = h(fg) = FS(fg)(h) por lo que FS(fg) =
FS(g)FS(f)
Por tanto es un funtor. �

Observación 2.13. En adelante se escribira indistinguidamente Hom(_, A) y hA.

Definición 2.14. Sea A localmente pequeña, A ∈ A y F subfuntor de hA. Se define
SF = {g : C → A ∈ F (C)|sif ∈ hC(B), gf ∈ F (B)}C∈A.

Proposición 2.15. SF es una criba sobre A.

Demostración. Dadas g : C → A ∈ SF y f : B → C. Se tiene que f ∈ hC(B).
Como g ∈ SF , gf ∈ F (B). Ahora, sea h ∈ hB(D) note que fh ∈ hC(D). De la misma
manera, como g ∈ SF , gfh ∈ F (D). Por tanto gf ∈ SF . �

Proposición 2.16. Sean A categoría y A ∈ A. Se tiene que:

1. Si S es criba sobre A entonces S̄B̄S = S.

2. Si B es subcategoría cerrada bajo A/A-precomposición, entonces B̄S̄B = B

3. Si A es localmente pequeña y S es criba sobre A, entonces S = SFS

4. Si A es localmente pequeña y G subfuntor de hA entonces G = FSG
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Demostración. 1. ⊇) Sea f : B → A ∈ S. Entonces (B, f) ∈ B̄S de donde
f = f1B ∈ S̄B̄S . Por lo que S ⊆ S̄B̄S
⊆)Sea f : B → A ∈ S̄B̄S . Entonces (B, f) ∈ B̄S. Así f ∈ S. Por lo que
S̄B̄S ⊆ S
Por lo tanto S = S̄B̄S

2. ⊆) Sea (B, g) ∈ B. Entonces g = g1B ∈ S̄B. De donde (B, g) ∈ B̄S̄B . Por lo
tanto Ob(B) ⊆ Ob(B̄S̄B).
⊇) Sea (B, g) ∈ B̄S̄B . Entonces g ∈ S̄B. De donde (B, g) ∈ B. Por tanto
Ob(B̄S̄B) ⊆ Ob(B)
Para morfismos note que g ∈ HomB((B, h), (C, f) si y solo si h = fg ∈ S̄B si
y solo si g ∈ HomB̄S̄B

((B, h), (C, f))

3. ⊆) Sea f : B → A ∈ S. Entonces f ∈ FS(B). Así f ∈ SFS .
⊇) Sea f : B → A ∈ SFS . Entonces f1B = f ∈ FS(B). Así f ∈ S

4. Basta ver que son iguales en cada elemento.
Sea f ∈ G(B). Entonces f ∈ SG. De donde f ∈ FSG(B)
Sea f ∈ FSG(B). Entonces f ∈ SG. Así f1B = f ∈ G(B)

�

Corolario 2.17. Sea A categoría localmente pequeña y A ∈ A. Entonces existe una
asignación biyectiva entre subcategorías de A/A cerradas bajo precomposición, cribas
sobre A y subfuntores de hA.

En adelante dada una categoría A, se entenderá por criba una criba sobre un objeto
A ∈ A. En un abuso de la notación también se entenderán por criba, un subfuntor
de hA(_) y una subcategoría de A/A cerrada bajo precomposición.

Ejemplo 2.18. 1. Dada A una categoría localmente pequeña y A ∈ A. Se tienen
dos cribas canónicas, ∅ y hA donde hA = {f |cod(f) = A} llamadas criba
vacía y criba máxima respectivamente. Estas como funtores corresponden al
funtor constante ∅ y al funtor representable hA respectivamente, además como
categorías corresponden con la categoría vacía y la rebanada A/A.

2. Sea (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Para x ∈ X, una criba S
sobre x, es un subconjunto S ⊆ X tal que:

a) Para todo y ∈ S se tiene que y ≤ x.

b) Para todo y ∈ S y z ∈ X. Si z ≤ x entonces z ∈ S
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Estos conjuntos son conocidos como densos debajo de x. En particular la criba
máxima Sx = x≤ = {y ∈ X|y ≤ x}.

3. Sean (N+, |)op y n ∈ N , la familia Sn = {m|m → n}, es decir los pultiplos
de n es una criba sobre n, de hecho, si n|m entonces Sn ⊇ Sm y bajo este
orden, las cribas máximas resultan ser las de los primos, es decir, esta es una
construcción de la criba de Eratóstenes.

4. Sea M un monoide. Considere la categoría con un punto y morfismos los
elementos del monoide. Una criba sobre M, es un ideal derecho.

5. Sea A = ℘(X), el conjunto potencia de un conjunto X. Dada S es una criba
sobre A y B ∈ S entonces ↓ B = {x|x ⊆ B} ⊆ S

2. Retícula de Cribas

Proposición 2.19. Sea A un objeto de A, S y R cribas sobre A.

1. Sea {Ri}i∈I una familia de cribas sobre A. Entonces
⋂
i∈I Ri es criba sobre A

2. Sea {Ri}i∈I una familia de cribas sobre A. Entonces
⋃
i∈I Ri es una criba

sobre A

3. Si para algún f : D → A ∈ S existe g : A → D tal que fg = 1A. Entonces
S = hA

4. Si T es una criba sobre B y f : B → A entonces f(T ) = {fg|g ∈ T} es criba
sobre A

5. Si T es una criba sobre B y f : B → A es tal que f(T ) = {fg|g ∈ T} ∪ {f}
es criba sobre A, entonces T = hB

Demostración. 1. Sean f : A → A ∈
⋂
i∈I Ri y g : C → B. Entonces

fg ∈ Ri para toda i ∈ I Ri es criba, por tanto fg ∈
⋂
i∈I Ri

2. Sea f ∈
⋃
i∈I Ri y g : dom(g) → dom(f), como f ∈

⋂
i∈I Ri existe j ∈ I tal

que f ∈ Rj entonces fg ∈ Rj por lo tanto fg ∈
⋃
i∈I Ri

3. Sea h : B → A, como f ∈ S se tiene que 1A = fg ∈ S. Entonces h = 1Ah ∈ S.
Por lo tanto S = HomA(_, A)

4. Sean g ∈ f(T ) y h : dom(h) → dom(g). Entonces gh : dom(h) → B, como
fg ∈ f(T ) g ∈ T . Por lo que gh ∈ T y por definición, f(gh) = (fg)h ∈ f(T )

5. Suponga que T ( Hom(_, B) y sea h ∈ Hom(_, B)\T . Como f(T ) es criba
sobre A y f ∈ f(T ), por el inciso 3, para toda g tal que cod(g) = dom(f),
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fg ∈ f(T ), en particular fh ∈ f(T ). Por definición esto implica que h ∈ T lo
cual es una contradicción.

�

Definición 2.20. Sean A una categoría y A ∈ A. Se denotara por Ω(A) a la familia
de cribas sobre A

Observación 2.21. Por los incisos 1 y 2 de 2.19, Ω(A) tiene un orden, dado por
S ≤ S ′ si S ∪ S ′ = S ′ y más aún de retícula completa.

Proposición 2.22. Sean A una categoría, A ∈ A y {fi}i∈I ⊆ Hom(_, A). Entonces
existe una criba mínima R tal que {fi}i∈I ⊆ R

Demostración. Sea
S = {g ∈ Hom(_, A)|existen j ∈ I, h ∈ Hom(dom(g), dom(fj)) y g = fjh}

note que si f ∈ S y g : dom(g) → dom(f) entonces existen j ∈ I y h : dom(f) →
dom(fj) tal que f = fjh, de donde fg = (fjh)g = fj(hg). Por lo que fg ∈ S, así S
es una criba.
Para probar la minimalidad, sean T una criba sobre A tal que {fi}i∈I ⊆ T y f ∈ S.
Como f ∈ S, existen j ∈ I, g ∈ Hom(dom(f), dom(fj)) tal que f = fjg. Como
fj ∈ T y T es criba, f = fjg ∈ T . Por lo que S ⊆ T �

Notación. La criba mínima generada por una familia {fi}i∈I se denotara por <
{fi}i∈I >

Observación 2.23. Si S es una criba entonces 〈S〉 = S

Si f : B → A tiene inverso derecho entonces 〈f〉 = Hom(_, A)

Si S ⊆ T entonces 〈S〉 ⊆ 〈T 〉

Ejemplo 2.24. 1. Sean (X, τ) espacio topológico, U ∈ τ y {Ui}i∈I ⊆ τ cubier-
ta de U . Entonces 〉{Ui}i∈I〈=

⋃
{V ∈ τ |V ⊆ Ui}i∈I . En este ejemplo los

elementos de la criba son los abiertos contenidos en los Ui.

2. Sean (A, 1) una categoría con objeto terminal y {fi}i∈I una colección de mor-
fismos tal que cod(fj) = 1 para toda j ∈ I. Entonces 〉{fi}i∈I〈 consta de los
Hom(_, dom(fj)) para toda j ∈ I junto con la colección {fi}i∈I . Note que
una criba generada sobre un objeto terminal, selecciona los objetos de la cate-
goría tales que tienen al menos un morfismo hacia el dominio de un morfismo
dado.
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3. Sean (N+, |)op , n ∈ N y {mi}ji=0 donde j ∈ N tales que Hom(mi, n) 6= ∅
para toda i = 0, . . . , j. Entonces 〉{mi}ji=0〈= Sm.c.m{mi|i=0,...,j} no es mas que
los múltiplos comunes de todos los mi.

Definición 2.25. Sean A categoría , A y B objetos de A, f : B → A un morfismo y
S una criba sobre A. El pullback de S a través de f es la familia, f ∗(S) = {g|fg ∈ S}

Observación 2.26. A esta criba se le llama pullback, pero esto no implica que la
categoria tenga pullbacks

Proposición 2.27. Sean A una categoría, S una criba sobre A y f : B → A.
Entonces f ∗(S) es una criba sobre B

Demostración. Note que para cualquier g ∈ f ∗(S) cod(g) = B. Si g ∈ f ∗(S) y
h : dom(h)→ dom(g), entonces como fg ∈ S se tiene que (fg)h = f(gh) ∈ S por lo
que gh ∈ f ∗(S) �

Lema 2.28. Sea A una categoría, S y T cribas sobre A tales que S ⊆ T y f : B → A.
Entonces f ∗(S) ⊆ f ∗(T ).

Demostración. Sea g : C → B ∈ f ∗(S). Entonces fg ∈ S. Como S ⊆ T , se
tiene que fg ∈ T . Por definición, g ∈ f ∗(T ). �

Corolario 2.29. Sean A una categoría, A y B objetos de A y f : B → A. Entonces
f ∗ : Ω(A)→ Ω(B) es un morfismo de retículas. Más aún f ∗(∅) = ∅ y f ∗(hA) = hB.

Demostración. La asignación esta bien definida por la proposición 2.27, es
monótona por la proposición 2.28 y así, un morfismo de retículas. Además

f ∗(∅) = {g|fg ∈ ∅} = ∅

y también
f ∗(hA) = {g|fg ∈ hA} = {g|cod(g) = B} = hB

�

Note que aunque a f ∗(S) se le llama pullback no se ha demostrado que este lo sea.

Lema 2.30. Sean A categoría, A y B objetos de A, S una criba sobre A y f : B → A.
Entonces el siguiente diagrama es un pullback
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f ∗(S) S

hB hA

ιB

f∗

ιA

f∗

donde f ∗(g) = fg.

Demostración. Se probara que para cada C ∈ A, la evaluación en C es un
pullback. Sea C ∈ A y X un conjunto junto con morfismos g : X → S(C) y h : X →
hB(C) tales que el siguiente diagrama conmuta:

X

f ∗(S)(C) S(C)

hB(C) hA(C)

g

h

ιB

f∗

ιA

f∗

Ahora note que para x ∈ X se tiene que

g(x) = ιAg(x) = f ∗h(x) = fh(x)

y que h(x) : C → B. Por tanto se tiene que h(x) ∈ f ∗(S). Así las cosas h se factoriza
por f ∗(S)(C) y de hecho lo hace por h misma. Para probar que es único suponga
que existe m : X → f ∗(S)(C) tal que ιBm = h y que f ∗m = g. Como h = ιBh
entonces ιBm = h = ιBh. Como ιB es monomorfismo, se tiene que h = m. Por
tanto puntualmente el diagrama es un pullback y de esto que el diagrama sea un
pullback. �

Así las cosas, el nombre de pullback de una criba hace sentido en este contexto.
Es inmediato el siguiente resultado:

Proposición 2.31. Sean S y R cribas sobre A, tales que S ⊆ R y f : B → A.
Entonces el siguiente diagrama es un pullback:

f ∗(S) f ∗(R)

S R

f∗

ιf∗(R)

f∗

ιR
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Demostración. Esto es inmediato al notar que este diagrama se puede com-
pletar al siguiente:

f ∗(S) f ∗(R) hB

S R hA

f∗

ιf∗R

f∗

ιhB

f∗

ιR ιhA

Como el diagrama exterior y el de la derecha son pullbacks, entonces el de la izquierda
lo es. �





Capítulo 3

Topologías de Grothendieck

1. Gavillas

Dado un espacio topológico (X, τ) es natural preguntarse por las funciones continuas
desde X hacia otro espacio topológico. Por ejemplo considere las funciones continuas
hacia R, y considere también las funciones continuas desde cualquier abierto U ∈ τ
hacia R. Estas resultan determinarse localmente, es decir:

1. Si f : U → R es una función continua y V ⊆ U entonces la restricción de f
en V, f |V : V → R es continua.

2. Dados {Ui}i∈I una cubierta abierta para U y para cada i ∈ I, fi : Ui → R una
función continua. Si para cualesquiera i, j ∈ I la restricción de cada fi a las
intersecciones coincide, (fi|Ui∩Uj = fj|Uj∩Ui) entonces existe una f : U → R
tal que al restringirse a cada Ui resulta ser la fi original, es decir f |Ui = fi

3. Dados {Ui}i∈I una cubierta abierta de U y f, g : U → R un par de funciones
continuas. Si f |Uj = g|Uj para cualquier j ∈ I, entonces f = g.

El inciso 2 es conocido como el «lema de pegado» y el 3 como «localidad». Resulta
de interés que otras propiedades pueden ser determinadas localmente. Para esto se
generalizaran las 3 nociones.

Definición 3.1. Sean A,B categorías, una pregavilla B − valuada sobre A es un
funtor F : Aop → B.
A la categoría de funtores Fun(Aop,B) se le llamará categoría de B−pregavillas sobre
A. En caso que B = SET , se denotará por Â y se llamara la categoría de pregavillas.

Ejemplo 3.2. 1. Sea X un conjunto y A categoría arbitraria. Para todo A ∈ A
se define F (A) = X y para todo f : A→ B, F (f) = 1X .

2. Sea A = (X, τ) un espacio topológico y U ∈ τ , se pone

F (V ) =

{
{∅} V ⊆ U

∅ V 6⊆ U

25
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3. En (N, |)op, F (n) = nN := {0, n, 2n, 3n, . . .}
si f : n→ m entonces n = mk, F (f) : F (m)→ F (n) tal que F (f)(a) = ka

El siguiente ejemplo será útil al generalizar lo discutido en la introducción.

Ejemplo 3.3. Sea A = (X, τ) espacio topológico, y sea F : Aop → SET dado
por F (V ) = {g : V → R|g es continua} y si ιU : V → U , es decir, V ⊆ U ,
F (ιU) = res(V, U) es la restricción en el dominio. Note que la noción de pregavilla
sí captura la primer idea deseada.
Para la parte 2 y 3, considere U ∈ τ y {Ui}i∈I una cubierta abierta de U. El lema
del pegado enuncia que dadas {fi : Ui → R}i∈I una familia de funciones continuas
tales que fi|Ui∩Uj = fj|Ui∩Uj para cualesquiera i, j ∈ I. Entonces existe f : U → R tal
que f |Ui = fi para cualquier i ∈ I.
Esto se puede interpretar en el siguiente diagrama:

F (Uk) F (Uk × Ul)

F (U)
∏
F (Uj)

∏
F (Ui × Uj)

F (Ul) F (Uk × Ul)

F (ιUk∩Ul )

F (ιUk )

F (ιUl )

πF (Uk)

πF (Ul)

πF (Uk×Ul)

πF (Uk×Ul)

F (ιUk∩Ul )

Donde los morfismos centrales son los inducidos por la propiedad universal del pro-
ducto, es decir sus componentes en cada abierto de la cubierta e intersecciones res-
pectivamente.
Entonces la propiedad 2, puede ser pensada como sigue, si {fi}i∈I ∈

∏
i∈I F (Ui) es

tal que los morfismos hacia
∏

i,j∈I F (Ui × Uj) coinciden, entonces existe f ∈ F (U)

tal que
∏

i∈I F (ιUi)(f) = {fi}i∈I . La propiedad 3 es inmediata de la construcción del
producto.
Más aun F (U) queda totalmente determinado por

∏
i∈I F (Ui) en el siguiente sentido,

considere el siguiente diagrama:

F (U)
∏
F (Ui)

∏
F (Ui × Uj)

A

f
f̂

Dada f : A→
∏

i∈I F (Ui) tal que compuesta con las restricciones hacia
∏

i,j∈I F (Ui×
Uj) coincidan, entonces existe f̂ : A → F (U) tal que f =

∏
i∈I F (ιUi)f̂ . En otras

palabras, es el igualador.
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Esta propiedad es conocida como que F sea una gavilla.

Definición 3.4. Sean A = (X, τ) un espacio topológico y F : A → SET una
pregavilla. Se dice que F es una gavilla si satisface:

1. (Localidad) Si {Ui}i∈I es una cubierta de U y s, t ∈ F (U) son tales que
F (ιUi)(s) = F (ιUi)(t) para cualquier i ∈ I, entonces s = t

2. (Pegado) Dados {Ui}i∈I una cubierta de U , para cada i ∈ I un elemento si ∈
F (Ui). Si la familia de {si}i∈I son tales que F (ιUi×Uj)(si) = F (ιUi×Uj)(sj),
entonces existe s ∈ F (U) con la propiedad que F (ιUi)(s) = si

El siguiente ejemplo da una pregavilla que no es gavilla.

Ejemplo 3.5. Si se considera A = (R, τR) y G : Aop → SET dado por G(A) =
{f : A→ R|f es acotada} y la restricción usual, considere la cubierta de R dada por
{(n− 1, n+ 1)}n∈Z.
Note que para cada n ∈ Z la inclusión in : (n−1, n+1)→ R esta en G((n− i, n+1))
y que al restringirse hacia las intersecciones respectivas siguen estando en G((n −
1, n+ 1)× (n, n+ 2)) respectivamente, por lo que iguala, pero no es posible encontrar
una función en G(R) tal que al restringirla sea la inclusión respectiva, pues dicha
función tendría que ser la identidad 1R : R→ R que no es acotada.

Proposición 3.6. Sean A = (X, τ) espacio topológico y F : A→ SET una pregavi-
lla. Son equivalentes:

1. F es gavilla

2. Para cualquier U y cualquier {Ui}i∈I cubierta abierta de U, el siguiente dia-
grama es un igualador

F (U)
∏

i∈I F (Ui)
∏
F (Ui × Uj)

Demostración. 1⇒ 2) Que F (U) iguale, es inmediato de que F sea pregavilla.
Para la propiedad universal, sea f : A →

∏
i∈I F (Ui), tal que conmuta con ambos

morfismos hacia
∏

i,j∈I F (Ui × Uj). Para cada a ∈ A, se tiene que f(a) = {si}i∈I ,
como f conmuta con ambos morfismos y por la parte de pegado de que F es gavi-
lla, existe un único sa ∈ F (U) tal que F (ιUi)(sa) = si. Sea f̂ : A → F (U) tal que
f̂(a) = sa. Así las cosas, f =

∏
i∈I F (ιUi)f̂ .

Ahora solo falta probar que f̂ es única con esa propiedad. Sea g tal que f =∏
i∈I F (ιUi)g. Pero como

∏
i∈I F (ιUi)g = f =

∏
i∈I F (ιUi)f̂ por la propiedad de
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localidad, esto implica que para cualquier a ∈ A, f̂(a) = g(a). Por tanto el diagrama
es un igualador.
2⇒ 1) Reformulando localidad, se puede pensar como que el primer morfismo sea
monomorfismo, lo cual lo cumple por ser igualador. Para la parte de pegado, es
inmediato por definición del igualador. �

2. Pretopologías de Grothendieck

Hasta este momento se han reformulado en un contexto más general las propiedades
planteadas al inicio del capítulo, pero se sigue dependiendo del espacio topológico,
como se discutió en el capitulo anterior, lo importante del espacio es la topología.
Ahora se analizara como se puede llevar la noción de abierto a un contexto más
general.

Definición 3.7. Sea A una categoría y A ∈ A, una cubierta de A es una familia de
morfismos {fi : Ai → A}i∈I en A

Definición 3.8. Sea A una categoría con pullbacks. Una pretopología de Grothen-
dieck P en A, es una asignación que a cada objeto A ∈ A le asocia una familia de
cubiertas P (A) tal que:

1. {1A : A→ A} ∈ P (A)

2. Si {fi : Ai → A}i∈I ∈ P (A) y para cada i ∈ I, {gji : Aj → Ai}j∈Ji ∈ P (Ai)

entonces {gji fi : Aj → A}i∈I,J∈Ji ∈ P (A)

3. Si f : B → A y {fi : Ai → A}i∈I ∈ P (A), entonces la familia de pullbacks
{π1 : B × Ai → B}i∈I ∈ P (B)

Ejemplo 3.9. Sea A una categoría

La asignación que a cada A ∈ A le corresponde P (A) = {1A : A→ A}.

1. Es claro que {1A : A→ A} ∈ P (A)

2. La parte 2 se satisface por vacuidad.

3. Este inciso se sigue de que el pullback de la identidad por cualquier mor-
fismo es la identidad, es decir, el siguiente diagrama es un pullback:

B A

B A

f

1B 1A

f
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La asignación que a cada A ∈ A le asocia todas las familias de morfismos
con codominio A.
Este ejemplo satisface trivialmente las propiedades, pues la asignación tiene
a cualquier familia como cubierta.

La asignación que a cada A ∈ A le asocia las familias de monomorfismos
hacia A.

1. Es claro que 1A es un monomorfismo para cualquier A, por lo que {1A} ∈
P (A)

2. Este inciso se sigue de que la composición de monomorfismos es mono-
morfismo. Por lo que la familia de composiciones resulta ser una familia
de monomorfismos.

3. Esto es inmediato al notar que en cualquier categoría con pullbacks, el
pullback de un monomorfismo, resulta ser un monomorfismo.

Este ejemplo explica el nombre de cubiertas.
Sea (X, τ) espacio topológico y para cada U ∈ τ , sea

P (U) = {{Vi ⊆ U}i∈I |Vi ∈ τ, U ⊆
⋃

Vi}

1. Es claro que U ⊆ U por lo que {1U} ∈ P (U)

2. Sean {Ui}i∈I ∈ P (U) y para cada i ∈ I, sea {Vj}j∈Ji ∈ P (Ui). Note que
U ⊆

⋃
i∈I Ui ⊆

⋃
i∈I,j∈Ji Uj por lo que {Uj ⊆ U}i∈I,j∈Ji ∈ P (A)

3. Este inciso es inmediato al notar que el pullback en esta categoría es la
intersección y que un morfismo es una inclusión. Entonces si f : B → A,
B ⊆ A ∩B ⊆

⋃
i∈I Ai ∩B.

La asignación tal que para cada A = (X, τX) espacio topológico, una familia
de morfismos {fi : Xi → X}i∈I ∈ P (A) si:

• fi es abierta para todo i ∈ I

• fi es un homeomorfismo en su imagen para todo i ∈ I.

•
⋃
i∈I img(fi) = X

1. Note que 1X es abierta, homeomorfismo y su imagen es X por lo que
{1X} ∈ P (A)

2. Sean {fi;Ai → A} ∈ P (A) cubierta , para cada i ∈ I, {gji : Aj → Ai} ∈
P (Ai) cubierta y U un abierto de Aj.
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• Como gji es abierta, entonces gji (U) es abierto en Aj. Como fi es
abierta, entonces figji (U) es abierto en A. Por tanto para cada i ∈ I
y j ∈ Ji, figji es abierta.

• Como gji es homeomorfismo en su imagen, se tiene que gji (U) ∼=
U . Además como gji es abierta, gji (U) es abierto en Ai. Como fi es
homeomorfismo en su imagen, fi(Ai) ∼= A y por ser abierta, fi(Ai)
es abierto. Como gji (U) es abierto en Ai, entonces existe V ⊆ fi(Ai)

abierto en A, tal que V ∼= gji (U). Entonces V ∼= gji (U) ∼= U . Por
tanto fig

j
i es un homeomorfismo en su imagen, para cada i ∈ I y

cada j ∈ Ji.

• Note que: ⋃
i∈I,j∈Ji

img(fig
j
i ) =

⋃
i∈I,j∈Ji

fig
j
i (Aj)

=
⋃
i∈I

fi(
⋃
j∈Ji

gji (Aj))

=
⋃
i∈I

fi(Ai)

= A

Por lo que se tiene lo deseado

3. Para esta parte recuerde que el pullback en la categoría de espacios to-
pológicos es un subespacio del producto de los espacios en cuestión. Sean
{fi : Ai → A} ∈ P (A) y f : B → A. Entonces para cada i ∈ I, el pullback
B ×f Ai = {(b, a)|f(b) = fi(a)}.

• Note que por definición de producto, ambas proyecciones son abiertas.

• Como cada fi es homeomorfismo en su imagen, entonces son mono-
morfismos. Entonces como el pullback de un monomorfismo, resul-
ta ser monomorfismo, la proyección πiB es monomorfismo. Entonces
existe g : B → B×fAi inversa de πiB. Basta probar que g es continua.
Para esto, note que si U es abierto en B ×f Ai y como la proyección
es inversa y abierta, entonces g−1(U) = πiB(U) es abierto en B. Por
tanto g es continua y así πiB es homeomorfismo en su imagen.

• En busca de una contradicción, suponga que existe b ∈ B tal que
b 6∈

⋃
i∈I img(πiB). Como A =

⋃
i∈I img(fi), existe j ∈ I tal que

f(b) ∈ img(fj). Así las cosas, existe aj ∈ Aj tal que f(b) = fj(aj).
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Por definición de pullback, (b, aj) ∈ B ×f Aj. Entonces b = πjB(b, aj)
contradiciendo la suposición. Por tanto B =

⋃
i∈I img(πiB).

La asignación tal que para cada A = (X, τ) espacio topológico, una familia de
morfismos {fi : Xi → X} ∈ P (A) si el morfismo inducido, f :

∐
i∈I Xi → X,

es un homeomorfismo local.

1. Note que {1A : A → A} ∈ P (A) pues
∐
A ∼= A y todo espacio es local-

mente homeomorfo a si mismo.

2. Sean {fi : Ai → A} ∈ P (A) y para cada i ∈ I, {gji : Aj → Ai} ∈ P (Ai)
cubiertas. Para probar que f :

∐
i∈I,j∈Ji Aj → A es homeomorfismo local,

sea x ∈
∐

i∈I,j∈Ji Aj. Por definición, x = (a, j, i) donde a ∈ Aj y j ∈ Ji.
Como a ∈ Aj, existe U un abierto en Aj tal que U ∼= gji (U) y que gji (U)

es abierto en Ai. Ahora como gji (a) ∈ Ai, existe V un abierto de Ai, tal
que V ∼= fi(V ) y que fi(V ) es abierto en A. Sea S = U ∩ (gji )

−1(V ), que
es abierto en Aj y como esta contenido en U , se sigue que S ∼= gji (S).
Entonces se tiene que:

f(S) = fig
j
i (S)

= fig
j
i (U ∩ (gji )

−1(V ))

= fig
j
i (U) ∩ V

∼= gji (U) ∩ V
∼= (gji )

−1(gji (U ∩ V ))

= U ∩ (gji )
−1(V )

= S

Por lo que f es un homeomorfismo local.

3. Sean {fi : Ai → A} ∈ P (A) una cubierta y f : B → A. Se busca probar
que πB :

∐
i∈I B ×f Ai → B es homeomorfismo local. Sea x = (b, a, i) ∈∐

i∈I B ×f Ai, entonces como a ∈ Ai existe U abierto en Ai tal que U ∼=
fi(U) y fi(U) es abierto de A. Como f es continua, entonces f−1(fi(U)) es
abierto en B. Sea V = f−1(fi(U))×U que es abierto en

∐
i∈I B×fAi. Note

que basta que πB|V sea inyectiva, pues ya es abierta y continua. Para esto,
sean (b, a, i) y (b′, a′, i) ∈ V , tales que b = πB((b, a, i)) = πB((b′, a′, i)) =
b′. Entonces por definición, fi(a) = f(b) = f(b′) = fi(a

′) y así como fi es
inyectiva en U, se tiene que a = a′. Por tanto (b, a, i) = (b′, a′, i) por lo
que πB|V es inyectiva y así un homeomorfismo local.
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Ejemplo 3.10. Sea CR1NG la categoría de anillos conmutativos con 1. Para cada
R ∈ CR1NGop, una familia {fi : Ai → R}i∈I ∈ Z(R) si satisface:

1. I = {0, . . . , n} es un conjunto finito.

2. Cada Ai = R[r−1
i ], es la localización por un elemento de R.

3. fi es el morfismo canónico de la localización.

4. Existen {si}i∈I ⊆ A, tales que
∑

i∈I siri = 1, esto es equivalente a que 1 ∈
(r0, . . . , rn), el ideal generado por los ri.

Entonces Z es una pretopología.

Note que como R ∼= R[1−1] y claramente 1 ∈ (1). Por lo que la identidad
{1R : R→ R} ∈ Z(R).

Sean f : S → R ∈ CR1NGop un morfismo y {fi : Ai → R} ∈ Z(R) .
Entonces para cada i ∈ I, los pullbacks S ×f Ai son el pushout en CR1NG.
Así las cosas, como Ai = R[r−1

i ], note que f̄if(ri) = f̄fi(ri) y como fi(ri) ∈
U(Ai), entonces f̄fi(ri) ∈ U(S ×f Ai). Por lo que existe un morfismo único
! : S[f(ri)

−1] → S ×f Ai. Se afirma que S ×f Ai ∼= S[f(ri)
−1]. Para esto,

sean T ∈ CR1NG y un par de morfismo h : Ai → T y g : S → T tales que
hfi = gf̄ , en un diagrama:

R Ai

S S[f(ri)
−1]

T

fi

f f̄
h

g

f̄i

entonces como gf(ri) = hfi(ri) = h( ri
1

) y ri
1
∈ U(Ai), se tiene que:

gf(ri)h(
1

ri
) = hfi(ri)h(

1

ri
) = h(

ri
1

)h(
1

ri
) = h(

ri
1

1

ri
) = h(

1

1
) = 1

por lo que gf(ri) ∈ U(T ) y por la propiedad universal de la localización,
existe un único morfismo J : S[f(ri)

−1] → T tal que g = Jf̄i y h = Jf̄ . Por
lo que S[f(ri)

−1] ∼= S ×f Ai. Además como 1 =
∑
siri, entonces 1 = f(1) =

f(
∑

i∈I siri) =
∑
f(si)f(ri), de donde 1 ∈ ({f(ri)}i∈I). Por tanto la familia

de pullbacks en CR1NGop {f̄i : S ×f Ai → S} ∈ Z(S).
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Sean R ∈ CR1NG, {fi : Ai → R}i∈I ∈ Z(R) y para cada i ∈ I, {gij :

Bj → Ai}j∈Ji ∈ Z(Ai). Sean i ∈ I y j ∈ Ji, entonces Ai = R[r−1
i ] y Bj =

R[r−1
i ][s−1

j ]. Como sj ∈ R[r−1
i ], sj =

tj
rki
, con k ∈ N y tj ∈ R. Se afirma que

R[r−1
i ][s−1

j ] ∼= R[(ritj)
−1]. Considere el siguiente diagrama en CR1NG:

R R[r−1
i ] R[r−1

i ][s−1
j ]

R[(ritj)
−1]

fi

h

gij

Como h(ri) = r1
1

es invertible, pues 1
r1

=
tj
ritj
∈ R[ritj], entonces existe

f̄i : R[r−1
i ]→ R[(ritj)

−1] tal que h = f̄ifi. De la misma manera, como f̄i(sj) =

f̄i(
tj
rki

) = h(tj)h(rki )
−1 =

tj
1

1
rki

=
tj
rki

el cual es invertible. Entonces existe ḡ :

R[r−1
i ][s−1

j ]→ R[(ritj)
−1] tal que f̄i = ḡgij. Entonces h = f̄ifi = ḡgijfi.

Por el otro lado, como

gijfi(ritj) = gij(fi(ri)fi(tj)) = gij(
ri
1

tj
1

) = gij(
ri
1

)gij(
tj
1

)

y también gij(
tj
1

) = gij(
tj
rki

rki
1

) = gij(sj)g
i
j(
rki
1

), basta probar que gij(
rki
1

) es in-

vertible. Pero esto es inmediato pues rki
1
∈ U(R[r−1

i ]). Por tanto gij(ritj) ∈
U(R[r−1

i ][s−1
j ]) y así por la propiedad universal de la localización, existe un

único, h̄ : R[(ritj)
−1]→ R[r−1

i ][s−1
j ], tal que h̄h = gijfi.

Por lo tanto R[r−1
i ][s−1

j ] ∼= R[(ritj)
−1]. Ahora como 1 ∈ ({sj}j∈Ji) entonces

1 =
∑ki

j=0 aj
tj

r
nj
i

. Sea Ni = max{nj|j = 0, . . . , ki}, entonces

rNii = rNii (1) = rNii (

ki∑
j=0

aj
tj
r
nj
i

) =

ki∑
j=0

ajr
Ni−nj
i tj

Por lo que rNii ∈ (t0, . . . , tki) para cada i ∈ I = {0, . . . , k}. Ahora como
1 ∈ (r0, . . . , rk), se tiene que 1 =

∑k
i=0 biri. Seam = max{Ni|i = 0 . . . k}k+1,

entonces 1 = 1m = (
∑k

i=0 biri)
m, note que por construcción, en cada termino

de esta suma existe un ri tal que su exponente sea mayor que Ni, por lo que
1 ∈ ({rNii }i∈I) ⊆ ({tj}i∈I,j∈Ji). Por tanto {figij : R[(ritj)

−1]→ R} ∈ Z(R).

Por lo tanto Z define una pretopología de Grothendieck. A esta pretopología se le
conoce como la pretopología de Zariski. La razón de esto es que las familas de Z(R)
estan en correspondencia con los abiertos principales de la topología de Zariski en



34 3. TOPOLOGÍAS DE GROTHENDIECK

Spec(R). Esto es porque R[r−1
i ] =

⋂
P∈Spec(R),ri 6∈P RP donde RP es la localización en

el conjunto multiplicativo R \ P.

Como se vio en 3.6 la noción de gavilla solo depende de las cubiertas, por lo que con
lo discutido hasta ahora es inmediata la generalización.

Definición 3.11. Sean (A, P ) categoría con una pretopología y F ∈ Â, entonces

1. F satisface la condición de gavilla para una familia {fi : Ai → A}i∈I si

F (A)
∏
F (Aj)

∏
F (Ai × Aj)

es un igualador

2. F es una gavilla si para cualquier A ∈ A y {fi : Ai → A}i∈I ∈ P (A), F
satisface la condición de gavilla

Ejemplo 3.12. Note que esta generalización respeta lo que se tenía. Sea
(X, τ) espacio topológico,considere la pretopología P en X, de las cubiertas
abiertas, es decir la que en cada objeto P (U) = {{Vi ⊆ U}i∈I |Vi ∈ τ, U ⊆⋃
Vi} y considere F la pregavilla de funciones continuas, F (U) = {f : U →

R|fcontinua} el diagrama

F (A)
∏
F (Aj)

∏
F (Ai × Aj)

es un igualador, como se vio antes.

Este es un no ejemplo de gavilla. Sean (2, ℘(2)) como espacio topológico,
R = {0, 1} y F : ℘(2) → SET dado por F (∅) = {pt}, F (0) = F (1) = R y
F (2) = R × R × R y para fi : ∅ → i con i = 0, 1, 2, F (fi) = pt, g : 0 → 2
F (g) = π0 y h : 1→ 2, F (h) = π1. Ahora considere el siguiente diagrama

R×R×R R×R {pt}π0×π1

note que no es un igualador pues R al tener mas de un elemento, no se tendrá
la unicidad del morfismo.

Dada una categoría, A, en su categoría de pregavillas hay unas pregavillas destacadas,
a saber, los funtores representables hA. Es de interés bajo que condiciones estas
resultan ser gavillas, para dar respuesta a esto será de utilidad la siguiente definición.

Definición 3.13. Sean A una categoría con pullbacks y {fi : Ai → A} una familia
de morfismos. Se dice que {fi}i∈I es una familia epimorfica efectiva si para cualquier
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familia de morfismos {gi : Ai → B} tal que para cualesquiera i, j ∈ I, el diagrama
conmuta

Ai ×A Aj Ai

Aj B

pi

pj gi

gj

entonces existe una única h : A → B con la propiedad que para cualquier i ∈ I,
gi = hfi.

Note que esta definición resulta similar a la de colímite, aunque estos no necesaria-
mente existan estas familias sí pueden ser consideradas.

Proposición 3.14. Sean A una categoría regular1 y {fi : Ai → A}i∈I una familia de
morfismos con colímite

∐
i∈I Ai y f :

∐
i∈I → A la inducida por la familia. Entonces

son equivalentes:

1. La colección {fi}i∈I es una familia epimorfica efectiva.

2. El siguiente diagrama es un coigualador

(
∐

i∈I Ai)×A (
∐

j∈I Aj)
∐

i∈I Ai A
p2

p1 f

3. Si el siguiente diagrama conmuta:∐
i∈I Ai A

C B

f

g h

i

y i : C → B es un monomorfismo. Entonces existe un único t : A → C tal
que tf = g y it = h

Demostración. 1⇒ 2) Considere el siguiente diagrama:

1La definición de categoría regular se puede encontrar en el apéndice C, en la definición C.9.
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Ai
∐
Ai

Ai ×A Aj (
∐
Ai)×A (

∐
Ai) A B

Aj
∐
Ai

ιi

f

gq2

q1

β

p2

p1

h

ιj

f

g

Donde g es tal que gp1 = gp2. Ahora como para cada i ∈ I, fi = fιi, se tiene que:

fιiq2 = fiq2 = fjq1 = fιjq1

por lo que existe una única β : Ai ×A Aj → (
∐
Ai) ×A (

∐
Ai) tal que p2β = ιiq2 y

p1β = ιjq1. Como gp2 = gp1 se tiene que:

gιiq2 = gp2β

= gp1β

= gιjq1

por lo que existe una única h : A → B tal que hfi = gιi y hfj = gιj. Ahora como∐
i∈I Ai es un coproducto, existe una única s :

∐
i∈I Ai → B tal que sιi = hfιi = gιi,

entonces s = hf = g. Ahora note que h es única con la propiedad pues que {fi}i∈I
sea familia epimorfica lo garantiza. Por lo tanto f :

∐
i∈I Ai → A es un coigualador.

2⇒ 1) Considere el diagrama siguiente:

Ai ×A Aj Ai

(
∐
Ai)×A (

∐
Aj)

∐
Ai

Aj
∐
Ai A

B

qi

ui,j

qj

ιi∐
Ai

gi

p1

p2 f
gιj∐

Ai

gj

f

g

Donde {gi : Ai → B}i∈I es una familia de morfismos compatibles, es decir, para
cualesquiera i, j ∈ I, se tiene que giqi = gjqj. Por construcción ui,j es la única
inducida por el pullback, más aún,

∐
(Ai ×A Aj) ∼= (

∐
Ai)×A (

∐
Ai). También por
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la propiedad universal del coproducto, g :
∐
Ai×B es la única tal que gi = gιi∐Ai

. Del
mismo modo existe un único morfismo s : (

∐
Ai) ×A (

∐
Aj) ∼=

∐
(Ai ×A Aj) → B

tal que sui,j = giqi = gjqj. Note que gp1ui,j = gp2ui,j por lo que tanto gp1 y gp2

satisfacen la propiedad de s y por tanto gp1 = gp2. Como A es coigualador de p1 y
p2, existe un único h : A→ B tal que hf = g. De donde gi = gιi∐Ai

= hfιi∐Ai
= hfi.

Por lo tanto {fi}i∈I es una familia epimorfica efectiva.
2⇒ 3) Considere el siguiente diagrama conmutativo:

(
∐
Ai)×A (

∐
Ai)

∐
i∈I Ai A

C B

p2

p1 f

g h
t

i

donde i : C → B es un monomorfismo. Note que

igp1 = hfp1 = hfp2 = igp2

como i es monomorfismo, entonces gp1 = gp2. Como f es coigualador de p1 y p2,
entonces existe un único t : A→ C tal que tf = g. Además se tiene que

itf = ig = hf

Como f es epimorfismo, entonces it = h. Además t es única por la propiedad del
coigualador.
3⇒ 2) Sea f̂ :

∐
Ai → C el coigualador de p1 y p2. Como fp1 = fp2, existe un único

i : C → A tal que f = if̂ . Entonces se tiene el siguiente diagrama

∐
i∈I Ai A

C A

f

f̂ 1A

i

donde i es monomorfismo. Por lo que existe h : A → C tal que f̂ = hf y ih = 1A.
Por el otro lado, se tiene que hfp1 = hfp2, por lo que existe una única s : C → C
tal que sf̂ = hf . De donde sf̂ = hf = hif̂ , como f̂ es epimorfismo, s = hi. Además
como f̂ = hf , se tiene que s = 1C . Como s es única con la propiedad, 1C = hi. Por
lo tanto C = A y así A es el coigualador de p1 y p2. �

Definición 3.15. Sean A una categoría y {fi : Ai → A}i∈I una familia de morfismos
con colímite

∐
i∈I Ai y f :

∐
i∈I → A la inducida por la familia
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La condición 3 de la proposición anterior, se expresa diciendo que f es un
epimorfismo fuerte.

La condición 2 de la proposición anterior, se expresa diciendo que f es un
epimorfismo efectivo.

Observación 3.16. Una familia epimórfica efectiva es epimórfica.

En una categoría regular las nociones de epimorfismo fuerte y epimorfismo
efectivo coinciden.

En la literatura es común encontrar que una familia {fi : Ai → A}i∈I es
epimórfica efectiva si genera un epimorfismo efectivo, esto sucede si el copro-
ducto de los Ai existe.

Corolario 3.17. Sean A categoría con pullbacks y {fi : Ai → A} una familia
epimórfica.

1. Si existen C,B ∈ A y {gi : Ai → B} compatible tales que para cualquier
i ∈ I, el siguiente diagrama conmuta

Ai A

B C

fi

gi j

h

donde h es un monomorfismo, entonces existe una única t : A → B tal que
tfi = gi y ht = j

2. Si además A es regular y existe el coproducto
∐
Ai, entonces el inciso 1 es

equivalente a que {fi} sea una familia epimorfica.

Demostración. 1. Considere el siguiente diagrama:

Ai ×A Aj Ai

Aj A

C

B

pi

pj fi

gi
fj

gj

m

h
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donde h es un monomorfismo y para todo i ∈ I mfi = hgi. Así las cosas se
tiene que

hgjpj = mfjpj = mfipi = hgipi
como h es epimorfismo, se tiene que gjpj = gipi. Por lo tanto, existe un
único t : A → B tal que tfi = gi. Además note que para cualquier i ∈ I,
htfi = hgi = jfi, como fies una familia epimorfica, se tiene que ht = j.

2. Se probará que lo anterior implica al inciso 3 de 3.14. Sean C,B ∈ A junto
con morfismos i : C → B un monomorfismo, g :

∐
Ai → C y h : A → B.

Para cada i ∈ I, sean gi = gιi. Entonces existe un único t : A → C tal que
tfi = gi y it = h. De donde se tiene que tfιi = tfi = gi = gιi y por la
propiedad universal del coproducto tf = g.

�

Corolario 3.18. Sean A una categoría con pullbacks y {fi : Ai → A} una familia
epimórfica.

Si existe un monomorfismo i : B → A y una familia {gi : Ai → B} tales que
fi = igi, entonces A = B.

Si además A es regular, existen el coproducto
∐
Ai, i : B → A un monomor-

fismo y g :
∐
Ai → B tales que f = ig, entonces A = B.

Lema 3.19. Sean A y B objetos de A, E = {fi : Ai → A}i∈I una familia epimor-
fica efectiva y hB la pregavilla representable asociada a B. Entonces hB satisface la
condición de gavilla para E.

Demostración. Note que para cualquier C ∈ A, hB(A) = HomA(A,B). En-
tonces se tiene el siguiente diagrama:

Hom(A,B)
∏

i∈I Hom(Ai, B)
∏

i,j∈I Hom(Ai × Aj, B)

Note que si {gi : Ai → B}i∈I ∈
∏

i∈I Hom(Ai, B) es igualada por los morfismos,
entonces satisface la condición para la familia epimorfica efectiva. Así las cosas, existe
un único g : A→ B que lo iguala, por lo que es el igualador.
Más aun si el colímite existe, se tiene el siguiente diagrama

Hom(A,B) Hom(
∐
Ai, B) Hom(

∐
i,j∈I(Ai × Aj), B)

Así como se probó en la Proposición 3.14, éste es un igualador. �
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Proposición 3.20. Sea A una categoría regular, para cada A ∈ A se define Can(A)
como la colección de familias epimórficas efectivas con codominio A. Entonces Can
es una pretopología.

Demostración. Sea A ∈ A

1. Considere el siguiente diagrama conmutativo:

A A

B C

1A

f g

h

donde h : B → C es un monomorfismo. Como 1A es un isomorfismo, tiene
una inversa 1−1

A . Sea t = f1−1
A . Entonces t1A = f1−1

A 1A = f y ht = hf1−1
A =

g1A1−1
A = g. Por lo tanto {1A : A→ A} ∈ Can(A).

2. Sean {fi : Ai → A}i∈I ∈ Can(A) y para cada i ∈ I, {gji : Bj → Ai}j∈Ji ∈
Can(Ai). Suponga que existen i : C → A un monomorfismo y {hj : Bj → C}
tales que figji = ihj. Considere el siguiente diagrama:

Bj

Ai ×A C Ai

C A

gji

hj

p1

p2 fi

i

Como i es monomorfismo, entonces p1 también. Además como gji se factorizan
por Ai ×A C, se tiene que Ai ×A C = Ai. Entonces ip2 = fi, es decir fi se
factoriza a por un monomorfismo, por lo que C = A. Por lo tanto la colección
{figji : Bj → A}i∈I,j∈Ji ∈ Can(A).

3. La estabilidad bajo pullbacks se sigue de que en una categoría regular, el
pullback de un epimorfismo efectivo es epimorfismo efectivo.

Por tanto Can es una pretopología de Grothendieck. �

Como se vio antes, en (A, Can) las pregavillas representables son gavillas. Así se tie-
ne una primera caracterización de la pretopología que hace gavillas a las pregavillas
representables.
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Hasta ahora se ha visto que la noción de gavilla sobre espacios topológicos coinci-
de con la de gavilla en categorías con una pretopología, el siguiente lema enuncia
que basta coincidir en una cubierta, R, para coincidir en cualquier cubierta, S, que
contenga a R.

Lema 3.21. Sean F una pregavilla, {fi : Ai → A}i∈I y {gj : Bj → A}j∈J tales que fi
se factoriza a través de al menos un gj(i), si F satisface la condición de gavilla para
{fi : Ai → A} entonces la satisface para {gj : Bj → A}

Demostración. Suponga que fi = gj(i)hi para cada i ∈ I y considere el siguien-
te diagrama

Eq
∏

j∈J F (Bj)
∏

j,k∈J F (Bj ×Bk)

F (A)
∏

i∈I F (Ai)
∏

j,k∈J F (Aj × Ak)

eq ∏
F (πBj )

∏
F (πBk )

∏
F (hi)

∏
F (hi)×F (hj)u

∏
F (fi)

∏
F (gi)

∏
F (πAj )

∏
F (πAk )

Basta con probar que existe una inversa f : Eq → F (A) para que F (A) = Eq. Note
que: ∏

F (πAk )
∏

F (hi)eq =
∏

F (hj)× F (hk)
∏

F (πBk )eq

=
∏

F (hj)× F (hj)
∏

F (πBj )eq

=
∏

F (πAj )
∏

F (hi)eq

Por lo que existe una única f : Eq → F (A) tal que
∏
F (fi)f =

∏
F (hi)eq. Entonces

por un lado se tiene que ∏
F (fi)fu =

∏
F (hi)equ

=
∏

F (hi)
∏

F (gi)

=
∏

F (fi)1F (A)

de donde 1F (A) = fu.
Por el otro lado

equf =
∏

F (gi)f

= eq1Eq
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Por lo que uf = 1Eq
Así las cosas, se tiene que Eq = F (A) como se deseaba. �

Definición 3.22. Sean A un objeto de A y M y M’ un par de cubiertas de A.

Se dice que M es una subcubierta de M’ si M ⊆M ′

Se dice que M es un refinamiento de M’ si para cualquier f ∈ M ′ existe
g ∈M tal que f se factoriza a través de g.

Corolario 3.23. Sean A una categoría y P una pretopología sobre A

1. Sea P ′ pretopología sobre A del tal manera que para cualquier A ∈ A y M ∈
P (A) es subcubierta de algunaM ′ ∈ P ′(A), entonces toda gavilla sobre (A, P )
lo son sobre (A, P ′).

2. Sea P ′ pretopología sobre A tal que para cualquier A ∈ A y M ∈ P ′(A) existe
M ′ ∈ P (A) un refinamiento de M, entonces las gavillas sobre (A,P ′) lo son
sobre (A,P ).

3. Sea P ′ la pretopología tal que para cualquier A ∈ A, M ∈ P ′(A) si M ∈ P (A)
o existe un refinamiento M ′ ∈ P (A) de M, entonces (A,P ) y (A,P ′) tienen
las mismas gavillas.

Un ejemplo concreto de esto, se obtiene en la categoría de espacios topológicos.

Ejemplo 3.24. Considere las pretopologías de homeomorfismos locales y de mor-
fismos abiertos inyectivos. Es decir, los últimos 2 incisos del ejemplo 3.9. A la de
homeomorfismos locales se le denotará por P ′ y a la de morfismos abiertos inyectivos
por P . Entonces para cada A ∈ A se tiene que P (A) ⊆ P ′(A). Note que por defini-
ción, si {fi : Xi → X}i∈I ∈ P (A) entonces el morfismo inducido f :

∐
i∈I Xi → X

es un homeomorfismo local. Esto pasa pues si x ∈
∐

i∈I Xi entonces existe j ∈ I
tal que x ∈ Xj. Entonces como f |Xj = fj, se tiene que este es un homeomorfismo
en su imagen. Entonces para cualquier U abierto de Xj que contenga a x, se tie-
ne que f(U) ∼= U . Por tanto es un homeomorfismo local. Por lo tanto la familia
{fi : Xi → X} ∈ P ′(A).
Esta afirmación junto con el inciso 2 del corolario anterior, implica que las gavillas
de (A, P ) son las mismas que las gavillas sobre (A, P ′).

Por lo anterior, existen pretopologías que inducen las mismas gavillas, aunque por el
Lema 3.21, es fácil ver que si se consideran familias sin ese tipo de factorización no se
tendría ese problema, es decir basta considerar familias tales que si f : A→ B ∈ J(B)
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y g : C → A entonces fg : C → B ∈ J(B). Note que esto coincide con la noción de
criba.

3. Topologías de Grothendieck

Definición 3.25. Sea A categoría, una topología de Grothendieck, J, en A, se define
en cada objeto A de A como sigue:

Grt1. (Identidad) hA ∈ J(A)

Grt2. (Estabilidad de base) Si S ∈ J(A) y f : B → A entonces f ∗(S) ∈ J(B)

Grt3. (Carácter local) Dados S y R ∈ J(A) tales que R ∈ J(A) y para cualquier
f : B → A ∈ R, f ∗(S) ∈ J(B) entonces S ∈ J(A)

Ejemplo 3.26. 1. J(A) = {hA}

2. Si (X, τ) es espacio topológico, {fi : Ui → U}i∈I ∈ J(U) si U ⊆
⋃
i∈I Ui

Proposición 3.27. Sea (A, P ) una categoría con una pretopología. Para cada A∈ A
se define una familia de cribas, tal que S ∈ J(A) si existe F ∈ P (A) tal que F ⊆ S.
Entonces J es una topología de Grothendieck.

Demostración. Sea A ∈ A

1. Note que por definición {1A} ∈ P (A). De donde hA ∈ J(A), puesto que para
cualquier f : B → A, se tiene que f = 1Af .

2. Sean S ∈ J(A) una criba y f : B → A un morfismo. Como S ∈ J(A),
existe {fi : Ai → A}i∈I ∈ P (A) tal que {fi}i∈I ⊆ S. Entonces la familia de
pullbacks {π1 : B ×Ai → B} ∈ P (B). Además {pi1 : B ×Ai → B} ⊆ f ∗(S).
Por tanto f ∗(S) ∈ J(A).

3. Sean R, S un par de cribas sobre A, tales que R ∈ J(A) y para cualquier
f : B → A ∈ R, se tiene que f ∗(S) ∈ J(B). Como R ∈ J(A), existe
{fi : Ai → A}i∈I tal que {fi}i∈I ⊆ R. Entonces para cada i ∈ I, la familia de
pullbacks, {πSfi : Ai × A → Ai} ∈ P (Ai) y se queda contenida en f ∗i (S). Por
lo que la familia {fiπSfi : Ai×A→ A} ∈ P (A) y más aún se queda contenida
en S. Por tanto S ∈ J(A).

Entonces ésta es una topología y se conoce como la topología generada o asociada a
la pretopología. �

Definición 3.28. Un sitio (A, J), es una categoría A junto con una topología de
Grothendieck J . Si A es una categoría pequeña, se dirá que (A, J) es un sitio pequeño.
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De los últimos ejemplos es inmediato preguntarse si toda topología es una pretopolo-
gía, la respuesta es negativa, pues si J es una topología, no es posible que {1A} ∈ J(A)
pues eso implicaría que {1A} es una criba, lo cual no necesariamente es cierto.
Análogamente, es posible preguntarse si dada una pretopología ésta puede ser una
topología, pero esto resulta ser falso, la principal razón es la existencia de pullbacks,
que no es necesaria en la definición de Topología.

Ejemplo 3.29. Este ejemplo permite observar una diferencia entre topología y pre-
topología.
Considere A una categoría regular y para cada A ∈ A se define la colección P (A)
dada por {fi : Ai → A} ∈ P (A) si

∐
i∈I Ai → A es epimorfismo.

afirmación. P es una pretopología.

1. Note que
∐
A ∼= A de donde 1A :

∐
A→ A es epimorfismo.

2. Sean g : B → A y {fi : Ai → A} ∈ P (A). Por ser categoría regular, el
pullback de un epimorfismo regular resulta ser epimorfismo regular.

B ×
∐

i∈I Ai
∐

i∈I Ai

B A

ḡ

f̄ f

g

Por lo que al ser ḡ epimorfismo regular implica que B ×
∐

i∈I Ai
∼=

∐
j∈J Bj.

Por tanto {f̄j : Bj → B} ∈ P (B)

3. Sean {fi : Ai → A} ∈ P (A) y {fij : Bi
j → Ai} ∈ P (Ai). Entonces se tiene el

diagrama siguiente ∐
j∈Ji B

i
j

∐
i∈I Ai

Bi
j Ai

f̂

fij

Es fácil ver que f̂ es epimorfismo pues si se considera el siguiente diagrama:∐
j∈Ji B

i
j

∐
i∈I Ai C

Ai

f̂

f

g

h

ιA
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Si gf̂ = hf̂ , entonces como f̂ = ιAf se tiene que:

gιAf = gf̂ = hf̂ = hιAf

Pero como f es un epimorfismo, se tiene que gιA = hιA. Por lo que por
la propiedad universal del coproducto se sigue que g = h y por tanto, f̂ es
epimorfismo. Entonces el siguiente diagrama conmuta

Bi
j

∐
j∈Ji B

i
j

∐
i∈I,j∈Ji B

i
j

Ai
∐

i∈I Ai A

fij

f̂ h

y que h es epimorfismo por lo que la familia es una pretopología. Esto gene-
raliza el caso de los espacios topológicos.
Note que si se considera la topología generada por esta pretopología, entonces
S ∈ J(A) si existen {fi : Ai → A} ⊆ S tal que

∐
i∈I Ai → A es epimorfis-

mo, es decir, la topología tendrá como cubiertas a familias cuyo coproducto
es «más grande», aunque esto no necesariamente de más información.

Ahora es inmediato preguntarse que propiedades tienen las topologías y más aún si
existe alguna topología

Proposición 3.30. Sean A categoría y J topología sobre A, entonces

1. Si S ∈ J(A) y S ⊆ R entonces R ∈ J(A)

2. Si R, S ∈ J(A) entonces R ∩ S ∈ J(A)

Demostración. 1. Sea f : B → A ∈ S y considere f ∗(R) = {g|fg ∈ R},
note que como S ⊆ R en particular f ∈ R por lo que f ∗(R) = Hom(_, B) ∈
J(B) por lo que R ∈ J(A)

2. Sea f : B → A ∈ S y considere f ∗(R∩S) = {g|fg ∈ R∩S} = f ∗(R) ∈ J(B)
por lo que R ∩ S ∈ J(A)

�

Es decir J(A) es un filtro en Ω(A), que como se vio en 2.21, es un orden parcial. Un
resultado inmediato y que será de utilidad más adelante es el siguiente.

Corolario 3.31. Sean (A, J) un sitio, A ∈ A y S,R ∈ Ω(A). Entonces son equiva-
lentes:
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1. Si R ∈ J(A) y para toda f : B → A ∈ R, se tiene que f ∗(S) ∈ J(B) entonces
S ∈ J(A)

2. Si S ⊆ R, R ∈ J(A) y y para toda f : B → A ∈ R, se tiene que f ∗(S) ∈ J(B)
entonces S ∈ J(A)

Demostración. 1⇒ 2) Es inmediato por ser un caso particular.
2 ⇒ 1) Sean S ∈ Ω(A) y f : B → A ∈ R. Considere T = R ∩ S ⊆ R. Como
f ∗(R), f ∗(S) ∈ J(B) se tiene que f ∗(R)∩f ∗(S) = f ∗(T ) ∈ J(B). Entonces T ∈ J(A).
Como T ⊆ S se sigue que S ∈ J(A). �

Note que dados (A, J) un sitio y A ∈ A, se tiene que J(A) ⊆ Ω(A), por lo que se
hereda el orden y más aun, éste se puede extender hacia topologías.

Definición 3.32. Sean A categoría junto con J y J’ dos topologías sobre A. Se dice
que J’ es mas fina que J si para cada A ∈ A y S ∈ J(A), se tiene que S ∈ J ′(A). En
este caso también se dice que J es mas burda que J’.

Proposición 3.33. Sea A una categoría. Entonces:

Si {Ji}i∈I es una familia de topologías sobre A entonces
⋂
i∈I Ji es una topo-

logía

Se define una colección Ω, tal que para cada A ∈ A:

Ω(A) = {S|S es criba sobre A}
Entonces Ω es topología y es la más fina.

Si {Ji}i∈I es una familia de topologías sobre A entonces existe Σi∈IJi topología
tal que para cada i ∈ I, Ji ⊆ Σi∈IJi y es mínima con la propiedad.

Se define una colección ω, tal que para cada A ∈ A ω(A) = {hA}. Entonces
ω es topología y es la más burda.

Demostración. Basta demostrar que para cada A ∈ A, en
⋂
i∈I Ji(A)

se satisfacen las propiedades de topología.

1. Como Hom(_, A) ∈ Ji para todo i ∈ I. Se sigue que Hom(_, A) ∈⋂
i∈I Ji(A)

2. Sean S ∈
⋂
i∈I Ji(A) y f : B → A. Somo S ∈

⋂
i∈I Ji(A) entonces

S ∈ Ji(A) para toda i ∈ I. Así f ∗(S) ∈ Ji(A) para toda i ∈ I. Por tanto
f ∗(S) ∈

⋂
i∈I Ji(A)
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3. Sean R ∈
⋂
i∈I Ji(A) y S una criba sobre A tal que para cualquier f :

B → A ∈ R, f ∗(S) ∈
⋂
i∈I Ji(B). Como f ∗(S) ∈ Ji(B) para toda i ∈ I

entonces S ∈ Ji(A) para toda i ∈ I. Luego S ∈
⋂
i∈I Ji(A).

Por tanto
⋂
i∈I Ji es una topología sobre A

Las propiedades son satisfechas inmediatamente.

Es inmediato pues al definir Σi∈IJi =
⋂
{J |Ji ⊆ J para toda i ∈ I}. Note

que esta colección resulta cumplir las propiedades por el primer inciso y que
esta familia es no vacía por el inciso anterior.

Basta notar que las partes 2 y 3 de la definición de topología, solo pueden ser
satisfechas por hA si se considera f = 1A.

�

Recuerde que la noción de topología fue introducida porque la condición de gavilla no
era dependiente de la pretopología, es decir, existen 2 pretopologías con las mismas
gavillas. Esta condición no ha sido reinterpretada para topologías.

Definición 3.34. Sean B una categoría, (A, J) un sitio, A ∈ A y P : Aop → B una
pregavilla

1. Si S ∈ Ω(A), se dice que {xf}f∈S es una familia compatible para S de P
si una asignación tal que a cada f : B → A ∈ S le asigna un elemento
xf ∈ P (B) tal que si g : C → B entonces P (g)(xf ) = xfg. Note que fg ∈ S.

2. Dada {xf}f∈S familia compatible, se dice que x ∈ P (A) es una amalgama si
P (f)(x) = xf para toda f ∈ S.

3. P es separada en S si para cada familia compatible de S, existe a lo más una
amalgama.

4. P satisface la condición de gavilla para S si para cada familia compatible de
S, existe una única amalgama.

5. P es una pregavilla separada si para cualquier A ∈ A y cualquier S ∈ J(A),
P es separada en S.

6. P es una gavilla si para cualquier A ∈ A y cualquier S ∈ J(A), P satisface
la condición de gavilla.

Es inmediato de la definición que toda gavilla es pregavilla separada y que si se
satisface la condición de gavilla para S, entonces la pregavilla es separada en S.
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Lema 3.35. Sean A categoría, A ∈ A, S ∈ Ω(A) y F ∈ Â, entonces se tiene una
correspondencia biyectiva entre familias compatibles para S y Hom(S, F ).

Demostración. Note que dada {xf}f∈S familia compatible y f : B → C se
tiene el siguiente diagrama

S(C) F (C)

S(B) F (B)

x

f∗ F (f)

x

donde dada g : C → A ∈ S(C) x(g) = xg note que F (f)x(g) = F (f)xg = xgf y
por el otro lado f∗(g) = gf de donde xf∗(g) = x(gf) = xgf por lo que el diagrama
conmuta y mas aún, x así definida es una transformación natural.
Del mismo modo, dada θ : S → F , para cada C ∈ A y g ∈ S(C), se define xg =
θ(C)(g) note que por como esta definido se tiene que:

F (f)xg = F (f)θ(C)(g)

= θ(B)f∗(g)

= θ(B)gf

= xgf

por lo que es una familia compatible. �

Con esta correspondencia vale la pena reinterpretar las condiciones de gavillas para
pretopologías, por ejemplo dada {xf}f∈S familia compatible, f ∈ S(B) y g : C → B,
se induce el siguiente diagrama

S(B)

F (B) F (C)

x(_)
xfg

F (g)

Donde xfg es la función con valor constante xfg, note que este diagrama no necesa-
riamente es conmutativo, por lo que es posible fijarse en todas las posibles funciones
constantes que pueden hacer conmutar el diagrama, es decir, fijarnos en la familia de
funciones {xhg}h∈S(B), de hecho estas funciones al ser constantes pueden ser induci-
das desde F (B), a las que se denotaran por pf,g = xfg.
En reinterpretación de la condición de gavilla para pretopologías se tiene el siguiente
resultado.
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Lema 3.36. Sean A categoría, A ∈ A, S ∈ Ω(A) y F ∈ Â. Si F satisface la condición
de gavilla para S, el siguiente es un igualador.

Hom(S, F )
∏

f∈S F (dom(f))
∏

g∈f∗(S),f∈S F (dom(g))e G

a

donde G({xi})f,g = pf,g y a({xi})f,g = F (g)xf .

Demostración. Note que por la manera como están definidos los morfismos F
y a, un elemento {xi} ∈

∏
f∈S será igualado si pf,g = F (g)xf es decir xfg = F (g)xf

por lo que de hecho resultan ser las familias compatibles y por la proposición anterior
estan en correspondencia con Hom(S, F ).
La universalidad es inmediata por la descripción del igualador en SET �

Ahora recuerde que dada una cria S sobre A, ésta también es un subfuntor del funtor
representable hA, por lo que surge la cuestión de que si dada una transformación
natural θ : S → F ésta se puede extender a una Θ : hA → F , en un diagrama:

S F

hA

θ

iA
Θ

Note que un detalle importante al definir Θ es saber como se comportaría Θ(A)(1A),
lo cual se caracterizará en el siguiente lema.

Lema 3.37. Sean A categoría, A ∈ A, S ∈ Ω(A) y F ∈ Â. Entonces P satisface
la condición de gavilla para S si y sólo si cualquier transformación natural (familia
compatible) x : S → F se extiende a una transformacion natural Θ : hA → F .

Demostración. Considere el siguiente diagrama conmutativo.

hA(A) S(A) F (A)

hA(B) S(B) F (B)

hA(C) S(C) F (C)

i(A)

hA(f)

x

S(f) F (f)

i(B)

hA(g)

xB

S(g) F (g)

i(C) xC
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note que dada f ∈ hA(B) se tiene que f = 1Af = hA(f)(1A). Ahora si Θ fuera la
extensión de x y f ∈ S, se tendría que:

ΘB(f) = ΘB(hA(f)(1A))

= (ΘBhA(f))(1A)

= F (f)ΘA(1A)

por lo que la transformación queda determinada por la identidad en A.
Ahora suponga que F satisface la condición de gavilla para S entonces existe un
único x ∈ F (A) tal que F (f)x = xf , así las cosas, se define ΘA(1A) = x.
Note que para cualquier B ∈ A el siguiente diagrama conmuta

S(B) F (B)

hA(B)

x

i
ΘB

Pues para cualquier f ∈ S(B), se tiene que:

ΘB(i(f)) = ΘB(f)

= ΘB(hA(f)(1A))

= (ΘBhA(f))(1A)

= F (f)ΘA(1A)

= F (f)x

= xf

como se deseaba y por tanto, se extiende la transformación de manera única.
Por el otro lado se afirma que dada una familia compatible {xf}f∈S existe una única
amalgama, esto es inmediato pues si x ∈ Hom(S, F ) entonces existe una única
Θ ∈ Hom(hA, F ) que la extiende, por lema de Yoneda Hom(hA, F ) ∼= F (A) y así la
amalgama es ΘA(1A). �

Note que si se debilitan las condiciones sobre F , se tiene que:

1. Si F fuera separada en S, para algunas familias existiría una única extensión,
es decir, que hay familias que no pueden ser extendidas.

2. Si F no fuera separada en S, para algunas familias no existiría extensión o
esta no sería única.

De los Lemas 3.37, 3.36 y 3.35 se desprende el siguiente resultado.
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Proposición 3.38. Sean A categoría, A ∈ A, S ∈ Ω(A) y F ∈ Â entonces son
equivalentes:

1. F satisface la condición de gavilla para S.

2. Hom(S, F ) ∼= Hom(hA, F ).

3. El diagrama

F (A)
∏

f∈S F (dom(f))
∏

g∈f∗(S),f∈S F (dom(g))e

a

p

es un igualador.

Demostración. 1 ⇒ 2) Note que toda criba es un subfuntor del representable,
de donde se tiene la inclusión i : S → hA. Esto induce una transformación ι :
Hom(hA, F ) → Hom(S, F ) y por el lema anterior, si F satisface la condición de
gavilla para S, se tiene una transformación natural Θ : Hom(S, F )→ Hom(hA, F ).
Note que dada X ∈ Hom(S, F ) con amalgama x, se tiene que:

ιΘ(X)(B)(f) = F (f)(x) = xf

para cualquier B ∈ A y f ∈ S(B). Por lo que ιΘ = 1Hom(S,F ). Por tantoHom(S, F ) ∼=
Hom(hA, F ).
2 ⇒ 1) Por el lema de Yoneda, el inciso 2 es equivalente a Hom(S, F ) ∼= F (A). Si
se tiene el isomorfismo del inciso 2, se tendría que cada familia compatible estría
relacionada una única amalgama.
Para la ultima equivalencia, considere el siguiente diagrama.

Hom(S, F )
∏

f∈S F (dom(f))
∏

g∈f∗(S);f∈S F (dom(g))

Hom(hA, F ) F (A)

eq

a

p

ι

∼=

e

2 ⇒ 3) Es inmediato del diagrama.
3 ⇒ 2)Es inmediata del Lema 3.36. �

Esta condición permite relacionar las nociones de gavilla para pretopología con la de
gavilla para topología. Además el siguiente resultado prueba lo esperado, es decir,
que las gavillas coinciden.

Proposición 3.39. Sean P una pretopología sobre A y J la topología generada por
P. Si F ∈ Â entonces F es gavilla en (A, P ) si y solo si F es gavilla sobre (A, J)
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Demostración. La prueba es una aplicación de 3.21. Note que basta probar
que para cada A objeto de A se satisface la condición de gavilla.
⇒) Sea S ∈ J(A) entonces existe {fi : Ai → A}i∈I ∈ P (A) tal que se queda contenida
en S. Entonces para cada i ∈ I se tiene que fi ∈ S. Entonces como fi = fi1Ai , cada
fi se factoriza por un morfismo de S. Por el lema 3.21 se tiene que F satisface la
condición de gavilla para S,
⇐) Sea {fi : Ai → A} ∈ P (A) y sea S la criba generada por esta familia. Entonces
como f : B → A ∈ S si existen i ∈ I y g : B → Ai tales que f = fig se tiene que
los morfismos de S, se factorizan por {fi}. Por el lema 3.21 se tiene que F satisface
la condición de gavilla para esta familia.
Por tanto F es gavilla en la pretopología P si y solo si lo es en la topología J asociada
a P. �

Ahora sabiendo que las nociones de gavilla coinciden para pretopologías y topologías,
es natural preguntarse por las condiciones que debe tener una topología para que una
pregavilla sea gavilla.

Corolario 3.40. En las mismas hipótesis de la proposición, se tiene que:

1. F satisface la condición de gavilla para S = hA

2. Existe una topología que hace gavilla a F

3. Existe una topología más fina que hace gavilla a F

Demostración. 1. Es inmediato pues Hom(S, F ) ∼= Hom(hA, F ).

2. Considere la topología J sobre A, tal que para cada A ∈ A, J(A) = {hA}.
Por el inciso anterior, F es gavilla.

3. Sea J={T| T es topologia y hace gavilla a F }, que es no vacío por el inciso
anterior y considere J̄(A) =

⋂
T∈J T (A).

�

El último inciso de esta proposición, aunque da la existencia de una topología, no da
una buena descripción de ésta. Es posible describirla como sigue:

Proposición 3.41. Sea F ∈ Â. Para cada A ∈ A, se define J(A) tal que S ∈ J(A)
si para cada f : B → A; Hom(hB, F ) ∼= Hom(f ∗(S), F ). Entonces

1. J es topología

2. F es gavilla sobre (A, J)
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3. J es la topología mas fina que hace gavilla a F

Demostración. 1. Sean A ∈ A y f : B → A. Entonces

f ∗(hA) = {g : Dom(g)→ B|fg ∈ hA} = hB

De donde Hom(hB, F ) ∼= Hom(f ∗(hA), F ) = Hom(hB, F ). Por tanto
hA ∈ J(A)

Sean R ∈ J(A), f : B → A y g : C → B. Entonces

g∗(f ∗(R)) = {h : dom(h)→ C|gh ∈ f ∗(R)}
= {h : dom(h)→ C|fgh ∈ R}
= (fg)∗(R)

Como R ∈ J(A) se tiene que Hom((fg)∗(R), F ) = Hom(g∗(f ∗(R)), F ) =
Hom(hC , F ). Por tanto f ∗(R) ∈ J(B).

Sean A ∈ A, S y R cribas sobre A, tales que S ⊆ R, R ∈ J(A) y S
satisface el carácter local para R.
Sean g : B → A, φ : g∗(S) → F , α : C → B ∈ g∗(R). Considere el
diagrama siguiente:

(gα)∗(S) g∗(S) Fᾱ φ

Note que gα ∈ R, por lo que Hom((gα)∗(S), F ) ∼= Hom(hC , F ) ∼= F (C).
Se define θφ,α : (gα)∗(S)→ F dada por θφ,α(f) = φᾱ(f).

afirmación. θφ,α es transformación natural.

Sean C,D ∈ A, f : C → D ∈ (gα)∗(S)(D) y considere el siguiente
diagrama conmutativo:

(gα)∗(S)(D) g∗(S)(D) F (D)

(gα)∗(S)(C) g∗(S)(C) F (C)

ᾱ

(gα)∗(S)(f)

φ

(g)∗(S)(f) F (f)

ᾱ φ

Note que la parte superior e inferior corresponden a θφ,α, por lo que
realmente es una composición de transformaciones naturales por lo que
es una transformación natural.
Entonces existe Xφ,α ∈ F (C) con la cual está en correspondencia, pues
Hom((gα)∗(S), F ) ∼= F (C), de hecho, Xφ,α = (θφ,α)C(1C), donde θφ,α es
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la extensión de θφ,α a hC .
Note que la construcción no dependió de α, por lo que al considerar la
familia {Xφ,α}α∈g∗(R) se tiene que:

afirmación. {Xφ,α}α∈g∗(R) es una familia compatible.

Sean f : C → B ∈ g∗(R) y h : D → C. Entonces se tiene que:

F (h)Xφ,f = F (h)θφ,f (1C) = θφ,f (h) = φf(h)

y que
Xφ,fh = θφ,fh(1D) = φfh(1D) = φfh

Por lo que F (h)Xφ,f = Xφ,fh y así {Xφ,f}f∈g∗(R) es familia compatible.
Entonces se concluye que Xφ ∈ Hom(g∗(R), F ). Ademas note que esta
construcción no dependió de φ por lo que de hecho es una asignación

E : Hom(g∗(S), F )→ Hom(g∗(R), F )

dada por E(φ) = Xφ

Así las cosas, basta probar que E es una correspondencia biyectiva.
Sea r : Hom(g∗(R), F ) → Hom(g∗(S), F ), la restricción usual y ε ∈
Hom(g∗(R), F ) y f : C → B. Note que r(ε)(f) = ε(f). Así las cosas, se
tiene que:

Er(ε)(f) = Xε,f = θε,f (1C) = εf(1C) = ε(f)

Por tanto Er = 1Hom(g∗(R),F )

Por el otro lado sean ε ∈ Hom(g∗(S), F ) y f : C → B. Entonces

E(ε)(f) = Xε,f = θε,f (1C) = εf(1C) = ε(f)

De donde rE(ε)(f) = ε(f). Por tanto rE = 1Hom(g∗(S),F ). Por lo que
Hom(g∗(S), F ) ∼= Hom(g∗(R), F ). Además como se vio antes el iso-
morfismo Hom(g∗(R), F ) ∼= Hom(hB, F ) se sigue que Hom(g∗(S), F ) ∼=
Hom(hB, F )
Por tanto g∗(S) ∈ J(B) y así S ∈ J(A).

Por lo tanto J es una topología de Grothendieck.

2. Es inmediato pues Hom(S, F ) ∼= Hom(hA, F ) para cualquier A ∈ A y S ∈
J(A)

3. Note que si A ∈ A y S ∈ Ω(A) es tal que Hom(S, F ) ∼= Hom(hA, F ) entonces
S ∈ J(A). Por lo que cualquier criba que hace gavilla a F, pertenece a J. Por
tanto es la topología más fina que hace gavilla a F.

�
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Los resultados anteriores de hecho se pueden generalizar para una colección de gavi-
llas. De hecho del inciso 2 de 3.40, se tiene que cualquier pregavilla es gavilla en esa
topología. Más aún, por el inciso 3, la construcción de esa topología se puede hacer
con una familia de pregavillas. Siguiendo esta idea, es natural preguntarse cual es la
topología más fina que hace gavillas a las pregavillas representables.

Ejemplo 3.42. En 3.14, se vio que la pretopología de epimorfismos efectivos, tiene
como gavillas a las representables. En ese momento no se consideró el caso en que una
familia de morfismos fuese criba y una familia epimórfica efectiva. En ese caso las
nociones de compatibilidad se pueden reinterpretar como sigue: Sean S = {fi : Ai →
A}i∈I una familia epimórfica y criba, {gi : Ai → B}i∈I , para cualesquiera i, j ∈ I las
proyecciones canónicas del pullback pi : Ai ×A Aj → Ai. Entonces fipi ∈ S de donde
Ai ×A Aj = Ak para alguna k ∈ I. Se denotara por ιki al morfismo correspondiente a
la proyección. Considere el siguiente diagrama:

Ak Ai

A

B

ιki

fk

gk

fi

gi

h

Si {gi}i∈I es compatibles con S, entonces giιki = gk. Por la condición de extensión
de {fi}i∈I , existe una única h : A → B tal que hfi = gi. Con estas observaciones,
sean A y B ∈ A y S ∈ Ω(A) tal que hB satisface la condición de gavilla para S, es
decir HomÂ(S, hB) ∼= HomÂ(hA, hB). Entonces para cada x ∈ HomÂ(S, hB), dadas
fj ∈ S(Aj) y ιij : Ai → Aj, se tiene que:

x(fjι
i
j) = xS(ιij)(fj) = hB(ιij)x(fj) = x(fj)ι

i
j

Así las cosas, la familia {x(fi)}fi∈S es compatible para la familia S. Además por
el supuesto existe una única e : hA → hB tal que x = eιShA donde ιShA denota la
inclusión de la criba. Como e queda determinada por su comportamiento en 1A,
entonces para cualquier fi : Ai → A se tiene que x(fi) = e(1A)fi. Por lo tanto S
es una criba epimórfica efectiva. Entonces la topología más fina que hace gavillas a
los funtores representables es precisamente la de cribas epimórficas efectivas estables
bajo pullback. Estas son conocidas como familias epimórficas estables o universales.
Además que estas determinan una topología es inmediato de estas observaciones y
de 3.20.
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Definición 3.43. Sea A una categoría y J una topología de Grothendieck. Se dice
que:

J es subcanónica si hace gavillas a las pregavillas representables. Equivalen-
temente si todas sus cribas son epimórficas efectivas estables.

J es canónica si es la topología subcanónica más fina. Equivalentemente si
toda criba epimórfica efectiva estable pertenece a J.

Ejemplo 3.44. Recuerde que en el ejemplo 3.5 el problema que se tuvo, fue la exis-
tencia de cubiertas que permitiesen perder lo acotado.
Para cada U abierto en R, {fi : Ui → U}i∈I ∈ J(U) si existe una familia {fj : Vj →
U}nj=0 ⊆ {fi : Ui → U}i∈I abiertos, tales que para cualquier i ∈ I, Ui ⊆ Vj para
algún, j ∈ {0, . . . , n} y

⋃
i∈I Ui = U . Es claro que esta familia es una topología de

Grothendieck.
Además al considerar el diagrama conmutativo:

G(U)
∏

f∈S G(Ui)
∏

g∈f∗(S);f∈S G(dom(g))

∏n
i=0 G(Vi)

∏
i∈I ιVi

Se tiene que cualquier {xi} ∈
∏

f∈S G(Ui) que sea igualado, también es igualado
desde

∏n
i=0G(vi). Así las cosas, G(U) es igualador, para ese diagrama.

Por tanto, esta topología hace gavilla a las funciones continuas. Note que es una
topología mas burda que la usual.

De este ejemplo, se puede concluir que dada G una gavilla y F una subpregavilla
de G, es decir si existe f : F → G monomorfismo entonces F no necesariamente es
gavilla. Es inmediato preguntarse si existen condiciones para que F sea gavilla.

Proposición 3.45. Sean (A, J) un sitio, F una pregavilla y G una gavilla tal que
para cualquier A ∈ A, F (A) ⊆ G(A). Entonces F es una gavilla si y solo si para
cualesquiera A ∈ A, x ∈ G(A) y cualquier S ∈ J(A), x ∈ F (A) si G(f)x ∈ F (B).

Demostración. ⇒) Note que esto es inmediato pues la familia {G(f)x}f∈S es
una familia compatible para S de elementos de F , pues cada G(f)x ∈ F (dom(f)).
Entonces como F es gavilla, existe una única amalgama en F (A). Como x es una
amalgama para esta familia, se tiene que x ∈ F (A).
⇐) Sean A ∈ A, S ∈ J(A) y {xf}f∈S familia compatible para S de elementos de F.
Entonces {xf}f∈S también es una familia compatible para S de elementos de G. De
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esto, existe una única amalgama x ∈ G(A) para esta familia. Entonces se tiene que
x ∈ F (A) �

Definición 3.46. Sea (A, J) un sitio. Se define la categoría de gavillas para el sitio
Sh(A, J) como la subcategoría plena de Â cuyos objetos son gavillas y cuyos morfis-
mos son transformaciones naturales.





Capítulo 4

Topos de Grothendieck

En esta sección los sitios serán considerados sobre categorías pequeñas.

1. Gavillificación

Dados un sitio (A, J) y F ∈ Â una pregavilla, el que F sea una gavilla queda
determinado por su comportamiento local. Es decir, F es gavilla si para cualesquiera
A ∈ A, S ∈ J(A) y {xf}f∈S una familia compatible, esta tiene una única amalgama.
En particular, dadas R y S ∈ J(A) cribas, junto con θ : R → F y η : S → F
transformaciones naturales, que se extiendan a hA, con θ̄ y η̄ respectivamente. Se
tiene el siguiente diagrama:

R

R ∩ S hA F

S

θιRA

ιR∩SR

ιR∩SA

ιR∩SS

η̄

θ̄

η
ιSA

Donde ιRS denota la inclusión de la criba R en S y en un abuso de la notación, ιRA es
la inclusión en el funtor hA. Note que como J(A) es un filtro, entonces R∩S ∈ J(A).
Si el cuadrado exterior conmuta entonces η̄ιR∩SA = θ̄ιR∩SA . Por lo que tanto η̄ como θ̄
son amalgamas. En este espíritu para asociar a una pregavilla F , una gavilla a(F )
estás deberían estar relacionadas. Ahora el diagrama anterior da la intuición de que
la gavilla a(F ), se puede construir como un colímite. De esta manera si F satisface la
condición de gavilla para R∩S, estas son iguales. En esta sección se busca encontrar
una gavilla sobre (A, J) que mejor «aproxime» a la pregavilla F. Note que en la
misma situación de arriba, se tiene el diagrama conmutativo:

HomÂ(S, F ) HomÂ(hA, F ) HomÂ(R,F )

HomÂ(R ∩ S, F )
(ιR∩SS )∗

(ιR∩SA )∗

(ιSA)∗ (ιRA)∗

(ιR∩SR )∗

59
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donde los morfismos son los inducidos por las restricciones correspondientes. Entonces
la existencia de amalgamas únicas, se traduce en que estos morfismos tengan una
inversa. Esto último intuye a pensar que a(F ) = lim−→R∈J(A)

HomÂ(R,F ).
Otra de las propiedades que tienen las gavillas es el cambio de base, es decir si
f : B → A, R ∈ J(A) es una criba y θ ∈ HomÂ(R,F ) que se extiende a una de
θ̄ ∈ HomÂ(hA, F ), entonces se tiene el diagrama:

f ∗(R) R

hB hA F

f∗

ιB ιA
θ

f∗ θ̄

Donde el cuadrado de la izquierda es el pullback de R a través de f , del lema 2.30.
Entonces θ̄f ∗ es una amalgama para θf ∗, es decir las amalgamas se tienen que exten-
der. La propiedad anterior, se puede interpretar como que efectivamente a(F ) resulte
funtorial, es decir, que puede mandar morfismos en morfismos.

Definición 4.1. Sean (A, J) un sitio y F ∈ Â, una pregavilla. Se define una asig-
nación L(F ) : Aop → SET dada por:

1. Para A un elemento de A. Note que dadas S,R y T ∈ J(A) tales que S ⊆
R ⊆ T , se tiene que:

(ιSR)∗(ι
R
T )∗ = (ιRT ι

S
R)∗ = (ιST )∗

Por lo que se tiene un sistema compatible. Por tanto se pone

L(F )(A) = lim−→
R∈J(A)

Hom(R,F )

Este límite existe pues la categoría de conjuntos tiene todos los colímites.
Además lo qe hace esta construcción es relacionar las familias compatibles
que coinciden en alguna subcriba. Se denotan por ιRL(F )(A) : HomÂ(R,F ) →
L(F )(A) a las inclusiones del colímite.

2. Para f : B → A un morfismo en A. L(F )(f) se pone como el inducido por la
propiedad universal del colímite. Así recordando la definición del colímite y
el resultado 2.31; dadas S y R ∈ J(A), tales que S ⊆ R, se tiene el siguiente
diagrama:



1. GAVILLIFICACIÓN 61

Hom(R,F ) Hom(S, F )

L(F )(A)

L(F )(B)

Hom(f ∗(R), F ) Hom(f ∗(S), F )

(f∗)∗

(ιSR)∗

ιR
L(F )(A)

(f∗)∗

ιS
L(F )(A)

L(F )(f)

(ιf
∗S
f∗R)∗

ιf
∗R
L(F )(B)

ιf
∗S
L(F )(B)

donde por 2.31, (f ∗)∗(ι
S
R)∗ = (ιf

∗S
f∗R)∗(f

∗)∗ y por definición del colímite se tiene
que ιRL(F )(A) = ιSL(F )(A)(ι

S
R)∗ y también que ιf

R

L(F )(B) = ιf
∗S
L(F )(B)(ι

f∗S
f∗R)∗. Así las

cosas, note que:

ιf
∗R
L(F )(B)(f

∗)∗ = ιf
∗S
L(F )(B)(f

∗)∗(ι
S
R)∗

Así las cosas, la colección {ιf
∗R
L(F )(B)(f

∗)∗ : HomÂ(R,F )→ L(F )(B)}R∈J(A) es
una familia compatible. Por lo que queda definido L(F )(f) por el morfismo
único que induce la propiedad universal del colímite.
Note que este morfismo recupera que las amalgamas se «extiendan».

Observación 4.2. 1. Para cualquier A, los elementos de L(F )(A) son cla-
ses de equivalencia y serán denotados por [ξ]. Donde ξ es un elemento de
HomÂ(R,F ) para algún R ∈ J(A). Esto es pues las cribas de la topología
sobre un elemento A de A, son una categoría filtrante.

2. Dadas R y S ∈ J(A), junto con ξ ∈ HomÂ(R,F ) y χ ∈ HomÂ(S, F ), se
tiene que [ξ] = [χ] si existe T ∈ J(A), tal que T ⊆ R ∩ S y ξιTR = χιTS .

De esta observación, se puede describir L(F ) en los morfismos de forma explicita.
Dados A y B objetos de A, [ξ] ∈ L(F )(A) y f : B → A un morfismo, se tiene que:

L(F )(f)([ξ]) = L(F )(f)ιRL(F )(A)(ξ)

= ιf
∗R
L(F )(B)(f

∗)∗(ξ)

= ιf
∗R
L(F )(B)(ξf

∗)

= [ξf ∗]

En otras palabras, L(F )(f)([ξ]), es la clase de equivalencia de la parte superior del
siguiente diagrama:
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f ∗(R) R F

hB hA

f∗

ιB ιA

ξ

f∗

Proposición 4.3. Sean (A, J) un sitio y F ∈ Â una pregavilla. Entonces L(F) es
una pregavilla de conjuntos, es decir, L(F ) ∈ Â.

Demostración. Sean A, B y C objetos de A; g : C → B y f : B → Amorfismos
en A.

Sea [ξ] un elemento de L(F )(A). Entonces:

L(F )(1A)([ξ]) = [ξ1∗A] = [ξ]

Por lo que L(F )(1A) = 1L(F )(A)

Sea [ξ] un elemento de L(F )(A). Entonces:

L(F )(g)L(F )(f)([ξ]) = L(F )(g)[ξf ∗]

= [(ξf ∗)g∗]

= [ξ(fg)∗]

= LF (fg)[ξ]

Por tanto L(F )(g)L(F )(f) = L(F )(fg)

De donde L(F ) es una pregavilla. �

Esta asignación se puede realizar para cada pregavilla, por lo que da intuición que
se puede extender a un endofuntor, en cuyo caso falta probar que respeta transfor-
maciones naturales.

Definición 4.4. Sea (A, J) un sitio. Se define L : Â→ Â dado por:

1. Para F ∈ Â se pone L(F ) como en la asignación anterior.

2. Para θ : F → G transformación natural y A elemento de A. L(θ)A se busca
que sea inducido por la propiedad universal de colímite. Para esto, sean S ⊆
R ∈ J(A) y considere el siguiente diagrama:
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Hom(R,F ) Hom(S, F )

L(F )(A)

L(G)(A)

Hom(R,G) Hom(S,G)

θ∗

(ιSR)∗

ιR
L(F )(A)

θ∗

ιS
L(F )(A)

L(θ)A

(ιSR)∗

ιR
L(G)(A)

ιS
L(G)(A)

En donde θ∗(ιSR)∗ = (ιSR)∗θ
∗ y por construcción del colímite, se tiene que

ιRL(F )(A) = ιSL(F )(A)(ι
S
R)∗ y también ιRL(G)(A) = ιSL(G)(A)(ι

S
R)∗. De donde:

ιRL(G)(A)θ
∗ = ιSL(G)(A)(ι

S
R)∗θ

∗ = ιSL(G)(A)θ
∗(ιSR)∗

Así las cosas, la colección {ιRL(G)(A)θ
∗ : HomA(R,F ) → L(G)(A)} es una fa-

milia compatible. Por la propiedad universal del colímite, queda bien definido
L(θ).

De manera más explicita, dados θ : F → G, A un elemento A y [ξ] elemento de
L(F )(A). Se tiene que:

L(θ)A([ξ]) = L(θ)Aι
R
L(F )(A)(ξ)

= ιRL(G)(A)θ
∗(ξ)

= ιRL(G)(A)(θξ)

= [θξ]

Ahora de esta manera, es inmediato que L(θ) es una transformación natural. Sean
A y B ∈ A y f : A→ B. Entonces se busca que el siguiente diagrama conmute:

L(F )(A) L(G)(A)

L(F )(B) L(G)(B)

L(θ)A

L(F )(f) L(G)(f)

L(θ)B
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Así dado [ξ] ∈ L(F )(A), se tiene que:

L(G)(f)L(θ)A([ξ]) = L(G)(f)([θξ])

= [(θξ)f ∗]

= [θ(ξf ∗)]

= L(θ)B([ξf ∗])

= L(θ)BL(F )(f)([ξ])

Por lo tanto L(θ) es en efecto una transformación natural.

Proposición 4.5. Sea (A, J) un sitio. Entonces L es un funtor de Â hacia Â.

Demostración. Sean F,G y H elementos de Â, pregavillas.

1. Sea A un elemento de A y [ξ] un elemento de L(F )(A), entonces:

L(1F )A([ξ]) = [1F ξ] = [ξ]

De donde L(1F ) = 1L(F )

2. Sean θ : F → G y η : G→ H transformaciones naturales; A un elemento de
A y [ξ] un elemento de L(F )(A).

L(η)AL(θ)A([ξ]) = L(η)A([θξ])

= [ηθξ]

= L(ηθ)A[ξ]

Por lo que L(η)L(θ) = L(ηθ)

Por lo tanto L es un funtor. �

En adelante se escribirá LF para denotar L(F ), cuando no se preste a confusión.
Antes de introducir el siguiente resultado, es conveniente dar una notación.

Notación. Sean F ∈ Â una pregavilla y A un elemento de A. Por el lema de
Yoneda, HomÂ(hA, F ) ∼= F (A), así las cosas:

1. Para ξ un elemento de F (A). Se denotará por Φξ ∈ HomÂ(hA, F ) al elemento
único, con el que ξ esta en correspondencia, de hecho, ξ = (Φξ)A(1A)

2. Para x un elemento de HomÂ(hA, F ). Se denotará por ξx ∈ F (A) al elemento
único, con el que x está en correspondencia, análogamente al inciso anterior,
xA(1A) = ξx
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Observación 4.6. Por el lema de Yoneda, estas asignaciones son inversas
una de la otra. Es decir, dados ξ ∈ F (A) y x ∈ HomÂ(hA, F ):

1. ξΦξ = (Φξ)A(1A) = ξ

2. (Φξx)A(1A) = ξx = xA(1A) y como la correspondencia es biyectiva, se
tiene que x = Φξx

Un caso a resaltar es: dados A y B ∈ A, f ∈ hB(A) y β : hA → hB

1. f ∗A(1A) = f1A = f

2. (βA(1A))∗A(1A) = βA(1A)1A = βA(1A), por lo que, (βA(1A))∗ = β

Por lo que Φf = f ∗ y ξβ = βA(1A)

Ahora con lo discutido hasta aquí, se tiene una forma de conectar a F con LF para
cada F ∈ Â.

Observación 4.7. Para cada F ∈ Â, existe un morfismo canónico `F : F → LF .
Este esta definido en cada objeto A de A como sigue:

F (A) LF (A)

HomÂ(hA, F )

Φ

`FA

ι
hA
LF (A)

De hecho, la regla de correspondencia de `F se puede hacer explicita. Sean F ∈ Â
una pregavilla, A un elemento de A y ξ ∈ F (A). Entonces:

`FA(ξ) = ιhALF (A)(Φξ)

= [Φξ]

En un abuso de notación, se denotará por [ξ] a [Φξ].

Lema 4.8. La colección de morfismos {`F : F → LF}F∈Â define una transformación
natural ` : 1Â → L

Demostración. Sean F y G pregavillas y θ : F → G una morfismo en Â.
Entonces para cada A objeto de A se busca que el siguiente diagrama conmute:
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F (A) LF (A)

G(A) LG(A)

`FA

θA L(θ)A

`GA

Dado ξ elemento de F (A), por un lado se tiene que:

(`GAθA)(ξ) = `GA(θA(ξ))

= [ΦθA(ξ)]

y por el otro, se tiene que:

(L(θ)A`
F
A)(ξ) = L(θ)A(`FA(ξ))

= L(θ)A([Φξ])

= [θΦξ]

Ahora note que (ΦθA(ξ))A(1A) = θA(ξ) = θA((Φξ)A(1A)) = (θΦξ)A(1A), por lo que se
tiene que `GAθA = L(θ)A`

F
A y por lo tanto ` es una transformación natural. �

Proposición 4.9. Sean (A, J) un sitio y F ∈ Â una pregavilla:

1. Si F es separada, entonces `F : F → LF es monomorfismo.

2. Si F es gavilla, entonces `F : F → LF es un isomorfismo.

Demostración. 1. Sean A elemento de A y ξθ y ξη en F (A), tales que
`FA(ξθ) = `FA(ξη). Entonces

[η] = `FA(ξη) = `FA(ξθ) = [θ]

Donde η y θ son sus correspondientes en HomÂ(hA, F ). Por definición de
LF (A), esta igualdad sucede si existe R criba sobre A, tal que las restricciones
a R, coincidan, es decir θ|R = η|R. Como F es separada y tanto η como θ son
amalgamas para la restricción, se tiene que η = θ y por tanto ξη = ξθ.

2. Como F es gavilla, para cada A objeto de A y R criba sobre A se tiene que

(ιRA)∗ : HomÂ(hA, F )→ HomÂ(R,F )

es un isomorfismo, es decir, a cada familia compatible, le corresponde una
única amalgama. Para cada R ∈ J(A), se pone

fR : HomÂ(R,F )→ HomÂ(hA, F )
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para la inversa de (ιRA)∗, note que fhA = 1HomÂ(hA,F ). Además si S ⊆ R se
tiene que (ιSR)∗(ι

R
A)∗ = (ιSA)∗. De donde se tiene que:

fS(ιSR)∗(ι
R
A)∗ = fS(ιSA)∗

= 1HomÂ(hA,F )

= fR(ιRA)∗

Por lo que fS(ιSR)∗ = fR. Así la familia de morfismos {fR}R∈J(A) induce un
morfismo f : LF (A)→ HomÂ(hA, F ). Además note que:

fιhALFA(θ) = f([θ])

= fhA(θ)

= 1HomÂ(hA,F )(θ)

= θ

y por el otro lado se tiene que:

ιhALFAf([ξ]) = ιhAL(F )(A)fR(ξ)

= [fR(ξ)]

Ahora note que
ξ = (ιRA)∗fR(ξ) = fR(ξ)ιRA

y también que ξ = ξ1HomÂ(R,F ) = ξιRR por lo que [fR(ξ)] = [ξ]. Entonces se
tiene que LF (A) ∼= HomÂ(hA, F ). Ahora como `FA = ιhALFAΦ y tanto Φ como
ιhALFA son isomorfismos, `FA también lo es. Por lo tanto `F es un isomorfismo.

�

El siguiente lema es un resultado técnico, que será de utilidad más adelante.

Lema 4.10. Sean A ∈ A y F ∈ Â junto con θ : hA → F . Entonces para cualquier
B ∈ A y g ∈ hA(B), existe f : hA(A)→ hA(B) tal que f(1A) = g. Más aun se tiene
que F (g)θA = θBf

Demostración. Se pone f = g∗ donde para h ∈ hA(A), g∗(h) = hg. Entonces
es claro que f(1A) = g∗(1A) = 1Ag = g. Además θBg∗(h) = F (g)θA(h) pues θ es
transformación natural. �

La transformación natural ` tiene propiedades respecto a como se comporta L res-
pecto a las cribas.
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Lema 4.11. Sean (A, J) un sitio y F una pregavilla sobre A. Dados A objeto de A y
R ∈ J(A) una criba, se tiene que:

1. Si θ : R → F . Entonces existe Θ : hA → LF tal que el siguiente diagrama
conmuta. Más aún, al considerar Φ[θ] ∈ HomÂ(hA, LF ) al morfismo corres-
pondiente a [θ] se tiene que Θ = Φ[θ]

R F

hA LF

θ

ιA `F

Θ

2. Si Θ : hA → LF . Entonces existen R ∈ J(A) criba y θ : R → F tal que el
diagrama del inciso 1, conmuta.

3. Sean ν : hA → F y µ : hA → F son morfismos tales que `Fν = `Fµ. Entonces
el igualador de µ y ν, R→ hA es una criba sobre A . Más aún R ∈ J(A).

Demostración. 1. Para esta prueba, recuerde que los elementos de R(B)
están en correspondencia biyectiva con HomÂ(hB, R). Sean B un objeto de
A y β : hB → R un morfismo. Considere el siguiente diagrama:

hB R F

hA LF

β θ

ιA `F

Φ[θ]

Ahora al evaluar en B y a su vez en 1B. Ocupando la naturalidad de Φ[θ], el
resultado 4.10 y que β∗(R) = hB se tiene que:

(Φ[θ]ιAβ)B(1B) = (Φ[θ])B(ιA)B(βB(1B))

= (Φ[θ])B(βB(1B))

= (Φ[θ])B(βB(1B))∗(1A)

= LF (βB(1B))(Φ[θ])A(1A)

= LF (βB(1B))[θ]

= [θ(βB(1B)∗)]

= [θβ]

Por el otro lado, ocupando la naturalidad de `F (4.8)y que Φ1B = 1HomÂ(hB ,hB),
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se tiene que:

(`F θβ)B(1B) = `FB(θβ)B(1B)

= L(θβ)B`
hB
B (1B)

= L(θβ)B([Φ1B ])

= [θβΦ1B ]

= [θβ1HomÂ(hB ,hB)]

= [θβ]

Por tanto el diagrama conmuta para cualquier β : hB → R y para cada
B ∈ A, por lo que lo hace para cualquier elemento de R(B) y B ∈ A. Así el
diagrama que se quería también conmuta.

2. Basta notar que como Θ : hA → LF , entonces por el lema de Yoneda, existe
[θ] ∈ LF (A) con el que Θ esta en correspondencia, a saber [θ] = ΘA(1A). Así
se tiene que Θ = Φ[θ]. Por definición de LF, existen R ∈ J(A) y θ : R → F
tal que ιRLF (A)(θ) = [θ]. Entonces por el inciso anterior se tiene que

`F θ = Φ[θ]ιA = ΘιA

Por lo que se tiene el resultado.

3. Note que como R es el igualador de ν, µ : hA → F , entonces R → hA es un
monomorfismo, entonces se pondrá ιRA para denotar a este morfismo. Sean
f : B → A ∈ R y g : C → B, y considere el diagrama siguiente:

hA(B) F (B)

hA(C) F (C)

g∗

νB

µB

F (g)

νC

µC

Entonces:

νC(fg) = νCg∗(f)

= F (g)νB(f)

= F (g)µB(f)

= µCg∗(f)

= µC(fg)

Esto sucede pues como f ∈ R que es igualador de µ y ν, νB(f) = µB(f) Por
tanto fg ∈ R por lo que R es criba.
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Ahora note como `Fν = `Fµ al poner Θ = `Fν, entonces Θ : hA → LF . Por
el lema de Yoneda, este esta en correspondencia con un elemento de LF (A).
A saber, con ΘA(1A). Pero como θ = `Fν, se tiene que:

ΘA(1A) = `FνA(1A) = [ΦνA(1A)] = [ν]

pero también Θ = `Fµ, de donde:

ΘA(1A) = `FµA(1A) = [ΦµA(1A)] = [µ]

Entonces se tiene que [ν] = [µ], por tanto existe S ∈ J(A) tal que νιSA = µιSA,
donde ιSA : S → hA es el morfismo inclusión. Por ser R el igualador de ν y
µ, existe un único ιSR : S → R, tal que ιSA = ιRAι

S
R. Así el siguiente diagrama

conmuta:

S F

hA

R LF

ιSR

ιSA

`F

µ

ν

ΘιRA

Ahora como ιSA = ιRAι
S
R es monomorfismo, entonces ιSR también es monomor-

fismo. Como S ∈ J(A) y S ⊆ R, entonces R ∈ J(A). Por tanto se tiene el
resultado buscado.

�

Lema 4.12. Sean (A, J) un sitio y F ∈ Â una pregavilla. Entonces LF es una
pregavilla separada.

Demostración. Sean A un objeto de A, R̄ ∈ J(A) y ν : R̄ → LF , tal que
existen µ, η : hA → LF extensiones de ν, es decir, hacen el siguiente diagrama
conmutar:

hA LF

R̄

η

µ

ιA
ν

Como η, µ ∈ Hom(hA, LF ) y dado que Hom(hA, LF ) ∼= LF (A), existen [ξη], [ξµ] ∈
LF (A) con los cuales están en correspondencia.
Por definición de LF (A), existen S y T ∈ J(A), tales que ξη ∈ Hom(S, F ) y ξµ ∈
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Hom(T, F ) de los cuales provienen, de hecho como J(A) es un filtro, S∩T ∈ J(A), y
las restricciones se comportan bien, entonces sin perdida de generalidad y en un abuso
de notación se considerará S = T . Ahora se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Hom(S, F ) Hom(S ∩ R̄, F )

LF (A)

(ιS∩R̄S )∗

ιS
LF (A) ιS∩R̄

LF (A)

Se pone R = R̄ ∩ S y en un abuso de notación, se denotara por ξη, ξµ y ν a las
restricciones a R correspondientes.
Ahora, para probar que η = µ basta con probar que [ξη] = [ξµ].
Sea B un objeto de A y β : hB → R un morfismo en Â y considere el siguiente
diagrama:

hB R F

hA LF

β

ιA ν

ξf

ξg

`F

g

f

Usando que Φ[ξη ] = η y Φ[ξθ] y por el inciso 1 del lema 4.11, `F ξη = ηιA y `F ξµ = µιA
de donde el diagrama anterior es conmutativo. Además como ηιA = µιA, se tiene que
`F ξη = `F ξµ.
Ahora, como `F (ξηβ) = `F (ξµβ), entonces por el inciso 3 del lema 4.11, existe una
criba Rβ ∈ J(B) sobre B, tal que las restricciones a Rβ coinciden, es decir (ξηβ)|Rβ =
(ξµβ)|Rβ . Ahora para cada B ∈ A y cada β : hB → R. Se elije Rβ ∈ J(B) una criba
construida como arriba y considere la familia Crib = {Rβ ∈ J(B)|β : hB → R}B∈A
de todas ellas.
Se define R′ una familia de morfismos en A como sigue:
Dado f : C → A morfismo en A, f ∈ R′ si existen Rβ ∈ Crib y g : C → B morfismo
tales que el diagrama conmuta
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hC hA

R

Rβ hB

f∗

(f̂)∗

ιA

ιB

β

es decir, f ∈ R′ si esta se factoriza por una criba. Se afirma que R′ es una criba sobre
A. Sean f : C → A ∈ R′ y g : D → C un morfismo, considere el siguiente diagrama:

hD hC hA

R

Rβ hB

g∗

(f̂g)∗

f∗

(f̂)∗
(f̂)∗

ιA

ιB

β

El cual conmuta y satisface la propiedad para fg, entonces fg ∈ R′. Por tanto R′ es
criba sobre A.
Se tiene queR′ es una subcriba de R. Esto se sigue de 4,10 y de que si f : C → B ∈ R′.
Entonces

f = f ∗C(1C) = (ιAβ(f̂)∗)C(1C) = (ιA)CβC(f̂)∗C(1C) = βC(f̂1C) = βC(f̂)

y como β : hB → R, entonces f = βC(f̂) ∈ R(C), por lo que R′ es subcriba de R.
Más aún para cada β : B → A, Rβ es subcriba de β∗(R′), pues dado f : C → B un
morfismo de Rβ, el siguiente diagrama conmuta:

hC hA

R

Rβ hB

(βC(f))∗

h∗
f∗

ιA

ιB

β
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Por lo que βC(f) ∈ R′ de donde f ∈ β∗(R′). De esto y del lema 3.31, se tiene que
R′ ∈ J(A). Ahora sea ιR : R′ → R la inclusión y sea f : C → A ∈ R′, entonces se
tiene el siguiente diagrama:

hC hA LF

R F

Rβ hB

f∗

f̂∗

η

µ

ιA

ξµ

ξη

`F

ιB

β

Así las cosas se tiene que las restricciones de ξη y ξµ coinciden en R′. Para hacer
notar esto considere f : C → A ∈ R′. Entonces existen β : hB → R y f̂ : hC → hB
tales que f = βf̂ y f̂ ∈ Rβ. Así las cosas, se tiene que:

ξηιR(f) =ξηιR(βf̂)

= ξηβf̂

= ξµβf̂

= ξµιR(βf̂)

= ξµιR(f)

De donde, [ξη] = [ξµ] y así η = µ. Por lo tanto LF es una pregavilla separada. �

Lema 4.13. Sean (A, J) un sitio, F una pregavilla, G una pregavilla separada y
h1, h2 : LF → G morfismos de pregavillas, tales que

h1`
F = h2`

F

. Es decir si el diagrama conmuta.

F LF G`F
h1

h2

Entonces h1 = h2

Demostración. Basta probar que para cualquier α : hA → LF , se tiene que
h1α = h2α. Por la parte 2 del lema 4.11, existen R ∈ J(A) y θ : R → F tal que el
siguiente diagrama conmuta:
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hA LF G

R F

α
h1

h2

ιA

θ

`F

Entonces h1`
F θ = h2`

F θ ∈ Hom(R,G). Más aún, h1α y h2α son amalgamas para
esta familia. Como G es separada, h1α = h2α. Por lo tanto h1 = h2 �

Proposición 4.14. Sean (A, J) un sitio y F una pregavilla separada. Entonces LF
es una gavilla.

Demostración. Basta probar que para cualquier A objeto de A y R ∈ J(A),
si ν : R→ LF , entonces existe µ : hA → LF tal que µιRA = ν.
Se denotará por R′ al pullback de ν y `F , es decir, R′ = R ×ν F . Entonces se tiene
el siguiente diagrama:

hA

R LF

R′ F

ιA

ν

ιR

ν̄

`F

Donde los morfismos desde R′, son los inducidos por el pullback. Note que como F
es separada, entonces `F es monomorfismo y así ιR también. Por construcción, R′
es un subfuntor de hA. Se afirma que R′ ∈ J(A). Para probar esto, se ocupara el
carácter local. Sean β : hB → R y R′′ = hB ×β R′. Por construcción, R′′ es criba
sobre B. Ademas note que νβ : hB → LF , así por el inciso 2 del lema 4.11, existen,
R′′′ ∈ J(B) y θ : R′′′ → F tales que `F θ = νβιB. Considere el siguiente diagrama:

R′′′

R′′ R′ F

hB R LF

ιR
′′′

B

θu

β̄

ιR
′′

B

ν̄

ιR `F

β ν
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Donde u : R′′′ → R′′ es la única inducida por el pullback. Entonces como ιR′′′B = ιR
′′

B u,
es monomorfismo, se tiene que u es monomorfismo, es decir R′′′ ⊆ R′′. Entonces por
el carácter local se sigue que R′′ ∈ J(B). Por tanto, por el carácter local, R′ ∈ J(A).
Ahora se tiene el diagrama siguiente:

R′ F

R LF

hA

ν̄

ιR `F

ιA
µ

Donde µ : hA → LF es el morfismo inducido por la parte 1 del lema 4.11.
Ahora, se busca probar que ν = µι. Para esto, considere un morfismo β : hB → R y
sea R′′ = R′ ×β hB. Considere el siguiente diagrama:

R′′ R′ F

hB R LF

hA

β̄

ιB

ν̄

ιR `F

β

ιA

ν

µ

Note que `F ν̄β̄ = νιRβ̄ : R′′ → LF . Ademas se tiene que:

µιAβιB = µιAιRβ̄

= `F ν̄β̄

= νιRβ̄

= νβιB

Por lo que νβ y µιAβ son amalgamas para `F ν̄β̄. Como LF es separada, se tiene que
νβ = µιAβ. Así como esto sucede para cada β, se tiene que ν = µιA. Entonces ν
tiene una amalgama. La condición de gavilla indica que esta sea única, pero esto es
inmediato pues LF es separada. Por lo tanto LF es gavilla �

Definición 4.15. Sea (A, J) un sitio. Para cada F pregavilla, se le asocia una gavilla
a(F ), dada por a(F ) := LLF . A esta gavilla se le llama la gavilla asociada a F o la
gavillificacion de F.
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Lema 4.16. Sean (A, J) un sitio, F ∈ A una pregavilla, G ∈ Sh(A, J) una gavilla.
Si θ ∈ Hom(F,G) es una transformación natural, entonces existe una única θ̄ ∈
Hom(LF,G), transformación natural tal que el siguiente diagrama conmuta:

F G

LF

θ

`F
θ̄

Demostración. Note que como ` es transformación natural, se tiene que el
diagrama conmuta:

F G

LF LG

θ

`F `G

L(θ)

Además, como G es una gavilla, `G es un isomorfismo, por lo que tiene una inversa,
(`G)−1.
Así las cosas sea θ̄ = (`G)−1L(θ), por construcción, esta bien definida y satisface lo
deseado.
Note que esta transformación es única pues si η : LF → G es tal que θ = η`F .
Entonces η`F = θ = θ̄`F de donde por 4.13, se tiene que η = θ̄. �

Observación 4.17. Note que la asignación anterior es inyectiva

AFG : HomÂ(F,G)→ HomÂ(LF,G)

Corolario 4.18. Existe una asignación biyectiva entre las familias HomÂ(LF,G)
y HomÂ(F,G)

Demostración. Si θ ∈ HomÂ(LF,G) es una transformación natural, entonces
θ`F ∈ HomÂ(F,G) hace el diagrama en el lema conmutar. Ademas por construcción,
θ es la única transformación que lo hace conmutar. �

Lema 4.19. Sea H una gavilla. Entonces la asignación A_
H , es natural.

Demostración. Sean F y G ∈ A pregavillas y θ : F → G una transformación
natural. Considere el siguiente diagrama:
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HomÂ(G,H) HomÂ(F,H)

HomÂ(LG,H) HomÂ(LF,H)

θ∗

AGH AFH

(Lθ)∗

Sea η ∈ Hom(G,H). Por un lado se tiene que:

AFHθ∗(η) = AFH(ηθ)

= ηθ

y por el otro:

(Lθ)∗A
G
H(η) = (Lθ)∗(η)

= ηLθ

Para ver que estos morfismos son iguales considere el siguiente diagrama:

F

LF G LF

LG H

`F
θ

`F

Lθ
`G η

ηθ

η̄

Note que por definición: η = η̄`G y también que ηθ = η̄θ`G. Ocupando que ` es
transformación natural, se tiene que:

ηθ`F = ηθ

= η̄`Gθ

= η̄Lθ`F

de donde el diagrama anterior conmuta y por 4.13, ηθ = η̄Lθ. Por lo que la asignación
es natural. �

Lema 4.20. Sea F ∈ A una pregavilla. Entonces la asignación AF_ es natural.

Demostración. Sean G y H gavillas y θ : G→ H una transformación natural.
Considere el siguiente diagrama:
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Hom(F,G) Hom(F,H)

Hom(LF,G) Hom(LF,H)

θ∗

AFG AFH

θ∗

Sea ξ ∈ Hom(F,G). Por un lado se tiene que

AFHθ
∗(ξ) = AFHθξ

= θξ

Por el otro

θ∗AFG(ξ) = θ∗ξ

= θξ

Para probar la igualdad, considere el siguiente diagrama:

F G H

LF

ξ

`F

θ

ξ

θξ

Note que como ξ = ξ`F y θξ = θξ`F , se sigue que:

θξ`F = θξ

= θξ̄`F

Así, el diagrama anterior conmuta y se tiene que, θξ̄`F = θξ`F . Ocupando 4.13 se
sigue que θξ̄ = θξ. Por lo tanto la asignación es natural. �

Corolario 4.21. Sea (A, J) un sitio. Entonces la asignación A : HomÂ(_,_) →
HomÂ(L_,_) es un isomorfismo natural en ambas entradas.

Corolario 4.22. El funtor a : Â → Sh(A, J) es adjunto izquierdo de la inclusión
ιÂ : Sh(A, J)→ Â

Por ser un L adjunto izquierdo es inmediato que:

Proposición 4.23. Sean {Fi}i∈I un sistema dirigido de pregavillas y lim−→i∈I Fi su
colímite. Entonces L(lim−→i∈I Fi)

∼= lim−→i∈I LFi
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Demostración. Sea G una pregavilla y note que:

HomÂ(lim−→
i∈I

LFi, G) ∼= lim←−
i∈I

HomÂ(LFi, G)

∼= lim←−
i∈I

HomÂ(Fi, G)

∼= HomÂ(lim−→
i∈I

Fi, G)

∼= HomÂ(L(lim←−
i∈I

Fi), G)

Como esto sucede para cualquier G, se tiene que como funtores

HomÂ(L(lim−→
i∈I

Fi),_) ∼= HomÂ(lim−→
i∈I

LFi,_)

. Entonces por el lema de Yoneda, L(lim−→i∈I Fi)
∼= lim−→i∈I LFi �

Como propiedad adicional de esta adjunción se tiene que:

Lema 4.24. Sean {Fi}i∈I una sistema dirigido de pregavillas finito y lim←−i∈I Fi su
límite. Entonces L(lim←−i∈I Fi)

∼= lim←−i∈I LFi

Demostración. Esta prueba ocupa que límites finitos conmutan con colímites
filtrantes.
Note que para cada A ∈ A, se tiene que:

L(lim←−
i∈I

Fi)(A) = lim−→
R∈J(A)

HomÂ(R, lim←−
i∈I

Fi)

∼= lim−→
R∈J(A)

lim←−
i∈I

HomÂ(R,Fi)

∼= lim←−
i∈I

lim−→
R∈J(A)

HomÂ(R,Fi)

∼= lim←−
i∈I

LFi(A)

Por tanto L(lim←−i∈I Fi)
∼= lim←−i∈I LFi. Es decir, L conmuta con límites finitos. �

2. Propiedades de un Topos

Definición 4.25. Sea B una categoría. Se dice que B es un topos de Grothendieck,
si existe (A, J) un sitio pequeño tal que Sh(A, J) ∼= B
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Es importante resaltar que el sitio no necesariamente es único. En adelante se escri-
birá solamente topos, para un topos de Grothendieck y X denotará un topos. Para
facilitar la lectura, al hablar de un topos se entenderá que se habla sobre la categoría
de gavillas Sh(A, J), a la cual este es isomorfo.

Observación 4.26. 1. Es inmediato que cualquier categoría de gavillas sobre
un sitio pequeño es un topos.

2. Dada una colección {Fi}i∈I ⊆ Â de pregavillas. Existe un topos tal que {Fi}i∈I
son gavillas.

Lema 4.27. Sean (A, J) un sitio, I : I → Â un diagrama de pregavillas. Si para
cada i ∈ I, Fi es gavilla, entonces lim←−i∈I Fi también es gavilla. Es decir, Sh(A, J) es
completa.

Demostración. Como cada Fi es gavilla, entonces para cada A ∈ A y cada
S ∈ J(A) el siguiente diagrama es un igualador.

Fi(A)
∏

f∈S Fi(domf)
∏

g∈f∗(S);f∈S Fi(domg)

Aplicando el limite, se tiene que:

lim←−i∈I Fi(A) lim←−i∈I
∏

f∈S Fi(domf) lim←−i∈I
∏

g∈f∗(S);f∈S Fi(domg)

lim←−i∈I Fi(A)
∏

f∈S lim←−i∈I Fi(domf)
∏

g∈f∗(S);f∈S) lim←−i∈I Fi(domg)

∼= ∼=

Por lo tanto lim←−i∈I Fi es una gavilla. �

Es inmediato preguntarse por la cuestion dual, si Sh(A, J) es cocompleta.

Lema 4.28. Sean {Fi}i∈I un sistema dirigido y lim−→i∈I Fi su colímite. Si cada Fi es
una gavilla entonces lim−→i∈I Fi también es gavilla. Es decir, Sh(A, J) es cocompleta.

Demostración. Este lema es un corolario de 4.23. Note que como para cada
i ∈ I, Fi es gavilla, entonces Fi ∼= aFi. Así por el resultado 4.23 se tiene que:

lim−→
i∈I

Fi ∼= lim−→
i∈I

a(Fi) ∼= a(lim−→
i∈I

Fi)

Por tanto lim−→i∈I Fi es gavilla. �
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De estos lemas surgen las siguientes observaciones

Observación 4.29. Dado f : A → B, se tiene que f es monomorfismo si
y solo si las proyecciones del pullback de f consigo misma son iguales. Así
las cosas por 4.24, se tiene que al aplicar al diagrama la gavillificación, sigue
siendo un pullback y se respetan las igualdades, es decir, los monomorfismos
de Sh(A, J) coinciden con los mismos que los de Â.

Dado f : A → B, se tiene que f es epimorfismo si y solo si las inclusiones
al coproducto de f consigo misma son iguales. Así las cosas, se tiene que al
aplicar al diagrama la gavillificación, este no necesariamente resulta ser un
coproducto y por tanto af no necesariamente es epimorfismo. Es decir los
epimorfismos de Sh(A, J) y de Â no necesariamente coinciden.

Por la ultima observación, resulta inmediato preguntarse en que condiciones un epi-
morfismo en Â también lo es en Sh(A, J).

Definición 4.30. Sea θ : F → G un morfismo en Sh(A, J). Se dice que θ es
localmente suprayectiva si para cualesquiera A ∈ A, y x ∈ G(A), existe S ∈ J(A) tal
que para cualquier f : B → C ∈ S, G(f)(x) ∈ img(θB)

Lema 4.31. Sea θ : F → G un morfismo en Sh(A, J). Entonces θ : F → G es
epimorfismo en Sh(A, J) si y solo si θ es localmente suprayectiva.

Demostración. ⇒) Sean θ : F → G un epimorfismo. Se define H : Aop →
SET donde para cada A ∈ A, y ∈ H(A) si y ∈ G(A) y existe R ∈ J(A) tal
que para cualquier g : B → A ∈ R, G(g)(y) ∈ img(θB). Por definición H es una
subpregavilla de G. Más aún por 3.45, H es una gavilla. Para hacer notar esto sean
A ∈ A y x ∈ G(A) tal que para cualquier S ∈ J(A) y cualquier f : B → A,
G(f)(x) ∈ H(B). Así las cosas sea S ∈ J(A). Como para cualquier f : B → A ∈ S,
G(f)(x) ∈ H(B), existe Rf ∈ J(B) con la propiedad que para cualquier g : C → B,
G(g)G(f)(x) ∈ img(θC). Para cada f ∈ S, considere la criba fRf = {fg|g ∈ Rf} y
a su vez, considere R =

⋃
f∈S fRF ,la unión de todas estas. Note que como para cada

f ∈ S, fRf ⊆ R, entonces Rf = f ∗fRf ⊆ f ∗(R). Por lo que R ∈ J(A). Además
para cada g : C → A ∈ R, g = fh con h ∈ Rf . Así las cosas, G(g)(x) = G(fh)(x) =
G(h)G(f)(x) ∈ img(θC). De donde x ∈ H(A) y por tanto H es gavilla.
Ahora como dada f : B → A, se tiene que G(f)θA = θBF (f), entonces θA se factoriza
por H(A). Al denotar ιHG : H → G a la inclusión, se tiene que ιHGθ = 1Gθ. Como θ es
epimorfismo, entonces ιHG = 1G. Por lo tanto H = G.
⇐) Sean α, β : G→ H tales que αθ = βθ. Para cada A ∈ A y x ∈ G(A), sea S ∈ J(A)
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tal que para cualquier f : B → C ∈ S, G(f)(y) ∈ img(θB). Entonces para cada
f ∈ S, se tiene que H(f)αA(y) = αBG(f)(y) = βBG(f)(y) = H(f)βA(y). Entonces
para cada f : B → A ∈ S sea xf = H(f)αA(y) = H(f)βA(y). Así {xf}f ∈ S es una
familia compatible para S de elementos de H. Como H es gavilla y existe una única
amalgama x ∈ H(A). Como αA(y) y βA(y) satisfacen la condición, son iguales. Esto
no dependió de la elección de A ni de x, se tiene que α = β. �

Definición 4.32. Sea A categoría con limites finitos, A y R objetos de A y a, b :
R → A un par de morfismos en A. Se dice que (a, b) : R → A × A es una relación
de equivalencia si satisface:

1. (a, b) : R→ A× A es monomorfismo

2. La diagonal ∆ : A→ A× A se factoriza por (a, b).

3. Existe un morfismo τ : R→ R tal que aτ = b y bτ = a

4. Si el diagrama es un pullback:

T R

R A

q

p a

b

Entonces (ap, bq) : T → A× A se factoriza por (a, b)

Ejemplo 4.33. 1. Sea X un conjunto y R ⊆ X × X una relación de equiva-
lencia en el sentido conjuntista. Considere πX1 , πX2 : R→ X las proyecciones
canónicas. Entonces ιX : R→ X ×X es una relación de equivalencia.

a) Note que por ser una inclusión, ιX es un monomorfismo.

b) Por ser R reflexiva, entonces la diagonal, ∆ es subconjunto de R. Por lo
que se factoriza por ιX .

c) Como R es simétrica, entonces la función τ : R → R tal que τ(x, y) =
(y, x) está bien definida. Así por construcción, se tiene que πX1 τ = πX2 y
que πX2 τ = πX1 .

d) Sean p, q : T → R como en el inciso 4 de la definición. Como T es un
pullback, p = πR1 y q = πR2 las proyecciones. Entonces

T = {((x, y), (x′, y′)) ∈ R×R|πX2 (x, y) = πX1 (x′, y′)}
= {((x, y), (x′, y′))|y = x′}.
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Note que πX1 πR1 ((x, y), (x′, y′)) = πX1 (x, y) = x y πX2 πR2 ((x, y), (x′, y′)) =
y′. como R es transitiva, este morfismo se factoriza por R.
De este ejemplo se destaca el nombre de relación de equivalencia.

2. Sean f : A → B y eq : Eq(f) → A el igualador de f consigo misma. Esto
induce un morfismo, R : Eq(f) → A × A. Entonces R es una relación de
equivalencia.

a) Es un monomorfismo por ser inducida por monomorfismos.

b) La diagonal ∆ se factoriza a través de R pues f(a) = f(a) para cualquier
a ∈ A.

c) Para este inciso, note que R = (eq, eq) entonces el morfismo τ = 1Eq(f).

d) De la misma manera que en el inciso anterior, el morfismo se factoriza
por R pues es el dado por el pullback.

Definición 4.34. Sea (a, b) : R→ A× A una relación de equivalencia. Se dice que
(a, b) es efectiva si (a, b) es el igualador de un par de morfismos.

Lema 4.35. Toda relación de equivalencia en un topos, X , es efectiva.

Demostración. Sean R,F ∈ X junto con a, b : R → F transformaciones
naturales, tales que (a, b) es una relación de equivalencia. Para cada A elemento de
A, (a, b)A : R(A) → F (A) × F (A) es una relación de equivalencia en SET . Así las
cosas se define G(A) = F (A)/R(A) el cociente dado por la relación. Note que de
hecho F (A)/R(A) es el colímite del siguiente diagrama:

R(A) F (A)

F (A) G(A)

a

b ι
F (A)
G(A)

ι
F (A)
G(A)

Además si f : B → A, el siguiente diagrama conmuta:
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R(B) F (B)

F (B) G(B)

R(A) F (A)

F (A) G(A)

aB

bB

ιFBGB

ιFBGB

aA

bA

ιFAGA

ιFAGA

Donde los morfismos verticales son los correspondientes a cada gavilla. Por lo que
por la propiedad universal del colimite, queda definida G(f). Por lo tanto G ∈ Â.
Por el lema 4.28 se tiene que a(G) es el colímite para el mismo diagrama que G.
Ahora, note que R ∼= F ×G F y por tanto se tiene que

R ∼= a(R) ∼= a(F ×G F ) ∼= a(F )×a(G) a(F ) ∼= F ×a(G) F

Por lo que R es una relación de equivalencia efectiva. �

Definición 4.36. Sea A una categoría con pullbacks.

Si A tiene objeto inicial, ∅, y {Ai}i∈I es una familia de objetos de A, que
tienen coproducto,

∐
i∈I Ai. Se dice que

∐
i∈I Ai es un coproducto disjunto si

satisface:

1. Los morfismos canónicos {ιj : Aj →
∐

i∈I Ai}j∈I son monomorfismos.

2. Para cualesquiera j, k ∈ I distintos, el pullback Aj ×∐
Ai Ak

∼= ∅ es el
objeto inicial.

Se dice que A tiene coproductos disjuntos si cualquier {Ai}i∈I , familia de
objetos de A, tienen un coproducto disjunto.

Lema 4.37. Los coproductos en un topos, X , son disjuntos.

Demostración. Sean F y G ∈ X con coproducto F
∐
G y F ×F ∐

G G el
pullback a través del coproducto. Entonces para cada A ∈ A se tiene el siguiente
diagrama:
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F (A)×F ∐
G G(A) G(A)

F (A) F (A)
∐
G(A)

πG

πF ιG
F

∐
G

ιF
F

∐
G

Ahora como en SET , el coproducto es la unión ajena y tanto (ιFF ∐
G)A como (ιGF ∐

G)A
son monomorfismos. Entonces F (A) ×F ∐

G G(A) ∼= 0. Es decir puntualmente, el
coproducto es disjunto. Así las cosas para cada F ×F ∐

GG ∼= ∅ y las inclusiones son
monomorfismos. Ahora basta notar que F×F ∐

GG ∼= a(F )×F ∐
Ga(G) ∼= a(F×F ∐

G

G) ∼= a(∅) ∼= ∅. Por tanto los coproductos son disjuntos en X . �

Definición 4.38. Sea {Ai}i∈I una familia dirigida de objetos de A con colímite A.
Se dice que el colímite A es universal si para cualquier f : B → A, se tiene que B
es un colímite para {B ×f Ai}i∈I

Lema 4.39. Sean F y G en un topos X , un morfismo f : F → G y una familia
dirigida {Gi}i∈I de objetos de X /G. Entonces lim−→i∈I(F ×f Gi) ∼= F ×f lim−→i∈I Gi. Es
decir, los colímites en X son universales.

Demostración. Para cada A ∈ A, se tiene que:

F (A)×f lim−→
i∈I

Gi(A) ∼= lim−→
i∈I

(F (A)×f Gi(A))

. Esto es pues el pullback en SET tiene adjunto derecho. Asi las cosas lim−→i∈I(F ×f
Gi) ∼= F ×f lim−→i∈I Gi es un isomorfismo de pregavillas. Ahora aplicando la gavillifi-
cación, se tiene que:

lim−→
i∈I

(F ×f Gi) ∼= a(lim−→
i∈I

(F ×f Gi))

∼= a(F ×f lim−→
i∈I

Gi)

∼= a(F )×f a(lim−→
i∈I

Gi)

∼= F ×f (lim−→
i∈I

a(Gi))

∼= F ×f lim−→
i∈I

Gi

De donde se tiene el isomorfismo en X . Por tanto los colímites en X son universales.
�
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Se recuerda que un morfismo f es un epimorfismo efectivo si f es el coigualador de
las proyecciones π1, π2 : A×f A→ A, como se vio en 3.14.

Lema 4.40. Dado un pullback en un topos X

A′ A

B′ B

g′

f ′ f

g

Si f es un epimorfismo efectivo, entonces f ′ también

Demostración. Como f es epimorfismo efectivo, f es el coigualador de las
proyecciones π1, π2 : A ×f A → A. Entonces el siguiente diagrama es tanto un
pullback, como un pushout:

A×f A A

A B

π1

π2 f

f

Ahora al considerar el pullback a través de g, se tiene que el siguiente es un pullback:

B ×g (A×f A) A′

A′ B′

π̄1

π̄2 f ′

f ′

esto pasa pues, B′ ∼= B′ ×g B y A′ ∼= B′ ×g A. Además B es colímite pues f es
epimorfimso efectivo. De donde B′ es el colímite del pullback, por el lema 4.39. Por
lo tanto f ′ es epimorfismo efectivo. �

Definición 4.41. Sea A una categoría. Se dice que A es un pretopos si satisface:

1. A tiene limites finitos.

2. Toda relación de equivalencia en A es efectiva.

3. A tiene coproductos finitos y disjuntos.

4. Los epimorfismos efectivos son estables bajo pullback.

5. Los coproductos finitos son preservados bajo pullback.
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Teorema 4.42. Todo topos es un pretopos.

Demostración. Esto es inmediato por los lemas anteriores. �

De hecho se puede generalizar este resultado.

Teorema 4.43. Sea A un pretopos y B una subcategoría de A plena. Si la inclusión
i : B → A tiene un adjunto izquierdo que preserva limites finitos, entonces B es un
pretopos.

Así, dado un sitio (A, J) y aplicar este resultado a Â, se tiene que Sh(A, J) es un
pretopos. En virtud del lema 4.42, resulta inmediato preguntarse si todo pretopos es
un topos, la respuesta es negativa. Un ejemplo de esto es la categoría de conjuntos
finitos. Además dada una categoría, el decidir si esta no un topos, es posible refutando
el que esta sea un pretopos. Esto en general puede no ser de gran ayuda, pero resulta
inmediato preguntarse si existe caracterización interna de la categoría para que esta
sea un topos. En este espíritu, en la siguiente sección se dará una propiedad de gran
interés, ya que será clave en la caracterización interna.

3. Familias Generadoras

El objetivo de esta sección es probar que los topos tienen una familia de generadores
en el siguiente sentido:

Definición 4.44. Sean A categoría y G una familia de objetos de A. Se dice que G
es una familia generadora de A si para cualesquiera A y B ∈ A y cualquier par de
morfismos f, g : A→ B distintos, existe G ∈ G y h : G→ A tal que fh 6= gh.

Para esto, primero se probará que A tiene una familia generadores y luego se asociara
a esta una familia de gavillas que también generen. Se recuerda que para una ca-
tegoría localmente pequeña, hay una familia de pregavillas distinguidas, a saber las
representables. Estás satisfacen una propiedad particular, a saber, dado A un objeto
de A y F una pregavilla:

HomÂ(hA, F ) ∼= F (A)

Esto da intuición que la familia de representables genera, de hecho, es inmediato al
recordar que:

Lema 4.45. Sean F y G ∈ Â un par de pregavillas y η, θ : F → G un par de
transformaciones naturales. Entonces η = θ si y solo si para cualquier A ∈ A,
θA = ηA
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Proposición 4.46. La colección de pregavillas representables {hA|A ∈ A} es una
familia de generadores en Â.

Demostración. Sean F y G ∈ Â y θ, η : F → G transformaciones naturales
distintas. Note que θ 6= η si y solo si existe A ∈ A tal que θA 6= ηA. Ahora, como
tanto F (A) como G(A) ∈ SET , se tiene que θA y ηA son funciones. Por lo que son
distintas si y solo si existe x ∈ A tal que θA(x) 6= ηA(x). Por el lema de Yoneda, esto
es equivalente a que exista Φx : hA → F tal que θΦx 6= θΦx. Por lo que {hA|A ∈ A}
es una familia de generadores. �

Esta prueba, da sospecha que una pregavilla queda determinada por los morfismos
desde la familia de generadores. La construcción de esto es conocida como «la cate-
goría de elementos». En la literatura se pueden encontrar 2 definiciones, que resultan
ser equivalentes, en este trabajo se mencionarán ambas.

Definición 4.47. Sea F ∈ Â una pregavilla. Se define la categoría de gavillas de F ,
denotada por

∫
C
F como sigue:

Los objetos de
∫
A F son parejas (A,α), donde A ∈ A y α : hA → F .

Para (A,α) y (B, β) elementos de
∫
A F , los morfismos entre ellos son:

Hom∫
A F

((A,α), (B, β)) = {f : A→ B|α = βf ∗}

La otra definición que se puede encontrar en la literatura es:

Los objetos de
∫
A F son parejas (A, a) tal que a ∈ F (A).

Para (A, a) y (B, b) ∈
∫
A F , los morfismos entre ellos son:

Hom∫
A F

((A, a), (B, b)) = {f : A→ B|a = F (f)(b)}

Note que estas definiciones son equivalentes al notar que HomA(hA, F ) ∼= F (A), así
(A,α : hA → F ) esta en correspondencia con (A,αA(1A)) y equivalentemente (A, a)
esta en correspondencia con (A,Φa). Además recordando 4.10, los morfismos desde
representables quedan determinados por la identidad correspondiente, de donde si
α = f ∗β, entonces:

αA(1A) = βAf
∗
A(1A) = βA(f) = β(1Af) = βAf∗(1A) = F (f)βB(1B)

Por lo que se tiene la equivalencia en las definiciones. De hecho es inmediato que:

Lema 4.48. Sean F y G pregavillas y θ : F → G una transformación natural.
Entonces θ induce un funtor

∫
A θ :

∫
A F →

∫
AG.
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Demostración. La asignación esta definida como:

Para (A,α) ∈
∫
A F ,

∫
A θ(A,α) = (A, θα)

Para f : (A,α)→ (B, β) un morfísmo en
∫
A F ,

∫
A θ(f) = f

Es inmediato que es un funtor. �

Además al considerar los funtores:

1. El funtor que olvida, UF :
∫
A F → A, tal que:

Para (A,α) ∈
∫
A F , UF (A,α) = A.

Si f : (A,α)→ (B, β), UF (f) = f .

2. El encaje de Yoneda, h_ : A→ Â tal que:

Para A ∈ A, h_(A) = hA.

Para f : A→ B, h_(f) = f ∗

3. Se pone PF para denotar la composición h_UF , es decir PF (A,α) = hA y
para f : (A,α)→ (B, β), P(f) = f ∗

Proposición 4.49. Sea F ∈ Â una pregavilla. Entonces F = lim−→∫
A F

PF

Demostración. Primero note que si f : (A,α) → (B, β) ∈
∫
A F , el siguiente

diagrama conmuta:

hA hB

F

f∗

α β

Por lo que la familia

{α : PF (A,α)→ F |(A,α) ∈
∫
A
F}

es una familia compatible. Ahora para probar que esta es universal, suponga que
existe G ∈ Â y una familia de morfismos

{θ(A,α) : PF (A,α)→ G|(A,α) ∈
∫
A
F}
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tal que si f : (A,α) → (B, β) ∈
∫
A F , entonces θ(A,α) = θ(B,β)f

∗. Así las cosas, se
define Θ : F → G tal que

ΘA(x) = (θ(A,Φx))A(1A)

Donde θ(A,Φx) : hA → G es el morfismo asociado a PF (A,Φx) (recordando que Φx

es el morfismo asociado a x por el lema de Yoneda). Primero se probará que Θ es
transformación natural. Para esto sean A y B ∈ A y f : A → B. Ahora se quiere
probar que G(f)ΘB = ΘAF (f). Sea x ∈ F (B), entonces (B,Φx) ∈

∫
A F , de donde

por 4.10:

F (f)(x) = F (f)(Φx)B(1B)

= (Φx)Af∗(1B)

= (Φx)A(f)

(Φx)Af
∗
A(1A)

(ΦF (f)(x))A(1A)

Por lo que por un lado, se tiene que:

ΘAF (f)(x) = ΘA((ΦF (f)(x))A(1A)) = (θ(A,ΦF (f)(x)))A(1A)

Por el otro lado, como ΘB(x) = (θ(B,Φx))B(1B) y ocupando 4.10:

G(f)(θ(B,Φx))B(1B) = (θ(B,Φx))A(f∗)A(1B)

= (θ(B,Φx))A(f)

= (θ(B,Φx))Af
∗
A(1A)

= (θ(A,ΦF (f)(x)))A(1A)

De donde G(f)ΘB(x) = (θ(A,ΦF (f)(x)))A(1A). Por lo tanto ΘAF (f) = G(f)ΘB y así Θ
es transformación natural. Para probar que es única suponga que existe η : F → G
tal que θ(A,α) = ηα. Sean A ∈ A y x ∈ F (A). Entonces (A,Φx) ∈

∫
A F . Así las cosas,

se tiene que:

ηA(x) = ηA(Φx)A(1A)

= θ(A,Φx)(1A)

= ΘA(Φx)A(1A)

= ΘA(x)

Entonces Θ = η y así el morfismo es único. Por lo tanto F = lim−→∫
A F

PF �

De esta construcción se sigue que:
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Corolario 4.50. Cualquier pregavilla F ∈ Â es colímite de pregavillas representa-
bles.

Ahora, recordando que a preserva colímites, el siguiente resultado es inmediato:

Lema 4.51. Sean F una gavilla y G = {ahA}A∈A la familia de gavillas asociadas a
las pregavillas representables. Entonces F es colímite de {ahA}A∈A

Demostración. La prueba es una aplicación de lo discutido anteriormente y de
las propiedades de la adjunción.

F ∼= aιÂF
∼= a(lim−→∫

A F

PF ) ∼= a(lim−→∫
A F

hA) ∼= lim−→∫
A F

a(hA)

�

Corolario 4.52. La familia {ahA}A∈A es una familia de generadores de Sh(A, J).

Demostración. Sean F y G un par de gavillas, junto con ν, η : F → G mor-
fismos de gavillas. Suponga que para cualquier A ∈ A y cualquier α : hA → F , se
tiene que να = ηα. Note que si f : (A,α) → (B, β) ∈

∫
A F , entonces να = νβf ∗,

por lo que la colección {να : hA → G|(A,α) ∈
∫
A F} es una familia compatible, por

lo que existe un único morfismo θ : F → G tal que να = θα. Pero tanto ν como η
satisfacen esto, por lo que ν = η. �

Ahora note que si F es una gavilla, por la gavillificación a, se tiene que:
F (A) ∼= (ιÂF )(A) ∼= HomÂ(hA, ιÂF ) ∼= HomSh(A,J)(a(hA), F )

Por lo que esta caracterización de generadores que se tenía en Â, también se tiene
en Sh(A, J).





Capítulo 5

El Teorema de Giraud

En este capítulo se dará una caracterización de los topos en propiedades internas de
la categoría.

Definición 5.1. Sea A una categoría. Se dice que A es una categoría de Giraud si
satisface:

Gir1) A tiene limites finitos.

Gir2) Toda relación de equivalencia en A es efectiva.

Gir3) A tiene coproductos pequeños y disjuntos.

Gir4) Los epimorfismos efectivos son estables bajo pullback.

Gir5) Los coproductos se preservan bajo pullback.

Gir6) Existe G un conjunto generador de A.

Note que por 4.42 y 4.52 todo topos es una categoría de Giraud. El resto de este
capítulo, sera probar que el reciproco es cierto, este resultado es conocido como el
teorema de Giraud. Para probarlo serán de utilidad algunas proposiciones previas.

Observación 5.2. Sin perdida de generalidad, el conjunto generador, G, puede ser
pensado como la subcategoría plena de A cerrada bajo límites finitos que genera a A.
Esto pues siempre se puede considerar la categoría que genera una familia de objetos
de A y como los límites son finitos, la categoría seguirá siendo conjunto.

Lema 5.3. Sean A una categoría de Giraud y G una subcategoría plena, cerrada bajo
limites finitos. Entonces

1. Para cada A ∈ G, se define la colección J(A) de familias de morfismos de G,
tal que {fi : Ai → A} ∈ J(A) si es una familia epimorfica. Entonces J es
una topología de Grothendieck sobre G. Al sitio generado se le denotara por
Sh(G)

93
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2. Para cada A ∈ A, la pregavilla representable hA es gavilla en Sh(G).

3. Sea {fi : Ai → A} una familia epimorfica en A. Entonces el morfismo indu-
cido

∐
hAi → hA es un epimorfismo efectivo en Sh(G)

Demostración. 1. Como se vio en 3.42, esta es una topología.

2. Sean A ∈ A y B ∈ G. Considere {fi : Bi → B} ∈ J(B). Ahora note que∐
i∈I

Bi ×B
∐
j∈I

Bj
∼=

∐
i,j∈I

(Bi ×B Bj)

y que
∐

i∈I HomÂ(Bi, A) ∼= HomÂ(
∐

i∈I Bi, A). Además como
∐
Bi → B es

un epimorfismo efectivo, entonces se tiene que el siguiente diagrama es un
igualador: ∐

i∈I Bi ×B
∐

j∈I BJ

∐
i∈I Bi B

p1

p2

f

Por lo que al aplicar la pregavilla, se tiene que:

hA(B)
∏

i∈I hA(Bi)
∏

i,j∈I hA(Bi ×B Bj)

es un igualador. Por lo tanto hA es una gavilla en Sh(G).

3. Basta probar que es un epimorfismo, para esto se ocupara 4.31. Sean B ∈ A y
g ∈ hA(B). Como {fi} es una cubierta, entonces

∐
i∈I Ai → A es un epimor-

fismo efectivo en A. Entonces la familia de proyecciones {piB : Ai×AB → B}
es una cubierta en A. Como G genera a A, para cada i ∈ I, cada Ai ×A C
admite una cubierta {gij : Ci

j → Ai ×A B}j∈Ji , tal que Ci
j ∈ G. Entonces las

composiciones {piBgij : Ci
j → A} es una cubierta, pues composición de epi-

morfismos efectivos, es epimorfismo efectivo. Considere el siguiente diagrama
conmutativo:

Ci
j Ai ×A B B

Ai A

gij pB

piB
g

fi

Entonces se tiene que:

hA(pBg
i
j)(g) = gpBg

i
j = fpiBg

i
j = f ∗Cij

(gijp
i
B)

por lo que hA(pBg
i
j)(g) ∈ img(f ∗

Cij
) Así las cosas

∐
hAi → hA es un epimor-

fismo efectivo en Sh(G).
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�

Corolario 5.4. En las mismas hipótesis del lema anterior, la aplicación h_ : A→
Sh(G) es fiel, plena y esencialmente suprayectiva. Es decir, es una equivalencia de
categorías.

Demostración. Sea A ∈ A. Se probara que para cada B ∈ A, la aplicación

θB : HomA(B,A)→ HomSh(G)(hB, hA)

es un isomorfismo.

1. Para cada B ∈ G, se tiene que

HomSh(G)(hB, hA) ∼= HomĜ(hB, hA) ∼= hA(B) ∼= HomA(B,A)

2. Suponga que B ∈ A tiene una familia epimorfica {fi : Bi → B}i∈I tal que
HomSh(G)(hBi , hA) ∼= HomA(Bi, A)

para cada i ∈ I y para cada i, j ∈ I,
HomA(Bi ×B Bj, A) ∼= HomSh(G)(hBi×BBj , hA)

Entonces por la parte 3 del lema 5.3,
∐

i∈I hBi → hB es epimorfismo efectivo.
Además como en A y en Sh(G) los coproductos se preservan bajo pullback,
se tienen los coigualadores:∐

i,j∈I Bi ×B Bj

∐
i∈I Bi B

∐
i,j∈I hBi×BBj

∐
i∈I hBi hB

Entonces al aplicar hA, se tiene el siguiente diagrama:

HomSh(G)(hB, hA)
∏

i∈I HomSh(G)(hBi , hA)
∏

i,j∈I HomSh(G)(hBi×BBj , hA)

HomA(B,A)
∏

i∈I HomA(Bi, A)
∏

i,j∈I HomA(Bi ×B Bj, A)

θB ∼= ∼=

Entonces como igualan morfismos isomorfos, θB es un isomorfismo.

3. Sean B ∈ G y C ∈ A, tales que existe un monomorfismo f : C → B. Como G
genera a A, existe una cubierta {gi : Gi → C} tal que cada Gi ∈ G. Como G
tiene limites finitos, se tiene que Gi ×C Gj

∼= Gi ×B Gj ∈ G, ahora aplicando
el inciso anterior, se tiene que HomA(C,A) ∼= HomSh(G)(hC , hA)
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4. Sea B ∈ A. Como G genera a A, existe una cubierta {gi : Gi → B}i∈I tal
que cada Gi ∈ G. Entonces para cualesquiera i, j ∈ I, Gi ×Gj ∈ G. Además
considere el siguiente diagrama:

C

Gi ×B Gj

Gi Gi ×Gj Gj

B

fh

pi u
pj

gi

qi qj

gj

Donde u : Gi ×B Gj → Gi × Gj es la única inducida por el producto y f, h
son tales que uf = uh. Entonces se tiene que pih = qiuh = qiuf = pif y
también que pjh = qjuh = qjuf = pjf de donde gipih = gjpjh = gjpjf =
gipif . Por lo que por la propiedad universal del pullback, existe una única
s : C → Gi×BGj tal que pis = pih = pif y pjs = pjh = pjf . Entonces f = h
y por tanto u es un monomorfismo. Por el inciso 3, HomA(Gi ×B Gj, A) ∼=
HomSh(G)(hGi×BGj , hA). Por el inciso 2 HomA(B,A) ∼= HomSh(G)(hB, hA).

Por lo tanto h_ es fiel y pleno.
Antes de probar que es esencialmente suprayectiva, note que como A tiene objeto
inicial, denotado por ∅ y como h_ preserva límites, se tiene que h∅ es inicial en Sh(G).
Además dada una familia {Ai}i∈I de elementos de A, con coproducto A, se tiene que
el morfismo

θ :
∐

hAi → hA

es un epimorfismo efectivo y más aún se tiene que:∐
i∈I

hAi ×hA
∐
j∈I

hAj
∼=

∐
i,j∈I

hAi ×hA hAj ∼=
∐
i,j∈I

hAi×AAj

Como en A los coproductos son disjuntos, se tiene que si i 6= j entonces Ai×AAj ∼= ∅
y también Ai ∼= Ai ×A Ai. Por lo que se tiene una caracterización en Sh(G)

hAi×AAj =

{
∅ i 6= j

hAi i = j

Así las cosas el morfismo ∆ :
∐
hAi →

∐
hAi ×hA

∐
hAj es un isomorfismo y por lo

tanto, hA ∼=
∐
hAi por lo que h_ preserva coproductos.
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Estas propiedades serán de utilidad para probar que h_ es esencialmente suprayec-
tiva. Sea F ∈ Sh(G)

1. Si existe un monomorfismo f : F → hA para algún A ∈ A. Considere un
epimorfismo efectivo

∐
hBi → F , con Bi ∈ G, el cual existe pues la colección

{hB}B∈G es generador en Sh(G). Sea B =
∐
Bi, así, se tiene un epimorfis-

mo efectivo g : hB → F . Entonces la composición fg ∈ HomSh(G)(hB, hA)
corresponde a una s : B → A. Entonces como en A existen las factorizacio-
nes em epimorfismos(efectivos) y monomorfismo, existen C ∈ A y un par de
morfismos v : B → C epimorfismo efectivo y u : C → A monomorfsimo tales
que s = uv. Así se tiene que hv : hB → hc y hu : hC → hA son tales que
fg = huhv. Como la factorización es única salvo isomorfismo, se tiene que
hC ∼= F .

2. Para el caso general, considere un epimorfismo efectivo hA → F , el cual se
puede construir como en el inciso anterior. Así se puede considerar el pullback
hA ×F hA, este es un subobjeto de hA × hA ∼= hA×A, además hA ×F hA es
una relación de equivalencia en hA × hA. En esta situación, aplicando el
inciso anterior, se tiene que hA ×F hA ∼= hB para algún B ∈ A. Ahora como
para cualquier C ∈ A se tiene que HomA(C,B) ∼= HomSh(G)(hC , hA ×F hA),
entonces B es una relación de equivalencia en A × A. Como las relaciones
de equivalencia son efectivas, B = A ×C A para algún epimorfismo efectivo
g : A→ C. Así las cosas, se tiene que:

hC ∼= coeq(hB hA) ∼= coeq(hA ×F hA hA) ∼= F

Así las cosas h_ : A→ Sh(G) es un funtor fiel, pleno y esencialmente suprayectivo.
Por lo que h_ induce una equivalencia de categorías. �

Teorema 5.5. Sea X una categoría. Entonces son equivalentes:

1. X es un topos.

2. Existen una categoría pequeña A y un encaje fiel y pleno

X ↪→ Hom(Aop, SET )

tal que tiene un adjunto izquierdo

L : Hom(Aop, SET )→X

que preserva limites finitos.

3. X es una categoría de Giraud.
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4. X es un topos y su sitio tiene limites finitos. Es decir, X ∼= Sh(A, J) donde
A tiene limites finitos.

Demostración. 1 ⇒ 2) Esto se sigue al notar que X ∼= Sh(A, J) para algún
sitio pequeño y aplicar 4.22.
2⇒ 3) Esto se sigue de 4.52 y de 4.42
3⇒ 4) Esto es una aplicación de 5.4
4⇒ 1) Este inciso es inmediato. �



Capítulo 6

Conclusiones

En diversos problemas matemáticos resulta de interés analizarlos desde distintos pun-
tos de vista, esto pues permite, en algunos casos, utilizar técnicas de otras áreas para
su solución, o bien reformularlo para alguna aplicación. Así el poder clasificar un
objeto de distintas maneras da una ventaja para su estudio, y por esta razón es de
interés buscar estas clasificaciones.

En este trabajo se estudió una clasificación conocida como «El Teorema de Giraud»,
el cual da 4 interpretaciones de lo que es un Topos. Es importante destacar que la
prueba de este teorema, resulta ser casi inmediata de propiedades «deseables» de la
teoría. Quizás el ejemplo más claro, sea el funtor gavillificación. Otra de las caras
de este teorema es la clasificación axiomática, esta resulta ser interesante pues no
solo establece que es un topos, si no que permite construirlo de manera explicita y
más aun, con propiedades adicionales a la definición con gavillas. Otra parte a des-
tacar del teorema, es que caracteriza de manera «interna», «externa» y «ajena», en
el siguiente sentido:

Interna. Clasifica con propiedades internas de la categoría. Dando también
herramientas categóricas para su estudio.

Externa. Clasifica subcategorías que tienen un adjunto izquierdo de la in-
clusión que respeta límites. De donde se tienen resultados de adjunciones y
de límites.

Ajena. Clasifica dando una categoría de gavillas equivalente. Es decir, se da
un sitio y se trabaja la categoría de gavillas de este.

La intención del trabajo fue presentar los resultados necesarios para probar el teorema
de Giraud. Recordando que el concepto de topos, fue introducido por Grothendieck,
(buscando una cohomología adecuada para la solución de las conjeturas de Weil)
resulta natural que los resultados aparezcan como pequeños pasos, que terminan re-
solviendo el problema. El primero de estos pasos, fue el notar el concepto de utilidad
para las gavillas son las cubiertas, Grothendieck en Récoltes et Semailles, se refiere
a estas como la noción, técnica y crucial de los topos. Más aún estas cubiertas al no
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serlo en el sentido topológico, resultan «filtrar» morfismos «buenos», en el sentido
que las cribas pueden generarse partiendo de los morfismos deseados. Es necesario
destacar que desde las cribas se tienen distintas visiones del concepto como familias
de morfismo cerradas bajo precomposición; como subcategorías de la categoría reba-
nada y como subfuntores de algún funtor representable. Dando desde aquí intuición
de las distintas caras de lo que se define después.

Quizás uno de los responsables del concepto de topos sea Serre, quien en 1958 expone,
entre otros, a Grothendieck, avances sobre la conjetura de Weil, ocupando gavillas.
Grothendieck resulta convencido que estas ideas dan pie a «la verdadera cohomología
para probar las conjeturas de Weil» y convence a Serre1 de ello.Por lo que se dan a la
tarea de generalizar la noción de cubierta. De esta manera, al juntar las ideas se tiene
la definición de gavilla sobre una pretopología de Grothendieck, para la cual se prueba
que no resulta tener a las categorías de gavillas como invariantes, aunque sí permi-
ten tener avances en las ideas de Grothendieck. Después se introduce el concepto de
topología de Grothendieck, llevando la definición de gavilla en espacios topológicos
a una noción de exactitud. Resultando no solo en una generalización, sino en un in-
variante para las topologías; lo cual, en general, no se tiene para espacios topológicos.

Aunque Grothendieck menciona que ocuparía gavillas para su demostración de las
conjeturas, le resulto de interés estudiar como es que estas se relacionan2, de hecho,
en Récoltes et Semailles, el les llama «varas que miden», dando pie a preguntarse
por que tan lejana es una pregavilla de ser gavilla, resultando así el funtor gavilla
asociada, o bien, la gavillificación. De hecho esta es una idea que viene motivada
desde el álgebra, al considerar el ismorfismo

θ : HomR(R⊗Z A,B)→ HomZ(A,B)

donde R es un anillo considerado como Z-módulo, A un grupo abeliano y B un
R−módulo, el cual induce un adjunto izquierdo al funtor que olvida.
En el mismo texto, denota a un topos como una categoría con las propiedades «bue-
nas» de una categoría de gavillas, es decir, una parte de la equivalencia de Giraud.
Así, se estudian diversas condiciones sobre límites en las categorías de gavillas, ha-
ciendo énfasis en que los límites en la categoría de pregavillas no necesariamente son
los mismos(aunque sí isomorfos) a los de la categoría de gavillas.

Finalmente antes de la prueba del teorema de Giraud, se estudian familias gene-
radoras, buscando una noción similar al Encaje de Yoneda resultando que, en efecto,

1McLarty Colin, The Rising Sea: Grothendieck on simplicity and generality, 2003.
2ibidem
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se tiene un «Encaje de Yoneda». Así el teorema depende de una construcción que de-
pende de las familias generadoras, de hecho, esta construcción hace explicito el sitio
al cual la categoría es equivalente, más aun, lo describe con la topología canónica.





Apéndice A

Algunas definiciones categóricas

Definición A.1. Sea A localmente pequeña. Un funtor F : A → SET es represen-
table si existe A ∈ A tal que F ∼= Hom(_, A). A estos funtores se les denotara por
hA.

Definición A.2. Un funtor F : A→ B es un encaje si es fiel, pleno e inyectivo en
objetos.

Definición A.3. Sean L : A → B y R : B → A un par de funtores. Se dice que
L es adjunto izquierdo de R (R es adjunto derecho de G) si existen ε : LR → 1B
y η : 1A → RL transformaciones naturales tales que hacen conmutar los siguientes
diagramas:

1.
L

LRL L

Lη
1L

εL

2.
R

RLR R

ηR
1R

Rε

Estas identidades son conocidas como las identidades triangulares, a η se le conoce
como la unidad y a ε se le conoce como la counidad.

Proposición A.4. Sean L : A → B y R : B → A un par de funtores. Son equiva-
lentes:

1. L es adjunto izquierdo de R.

2. Existe un isomorfismo natural θ : HomB(L(_),_)→ HomA(_, R(_)).
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Definición A.5. Sea L : A → B un funtor. Se dice que L es una equivalencia de
categorías si existen un funtor R : B → A y dos isomorfismos naturales tales que
1A ∼= RL y 1B ∼= LR. En este caso se dice que A y B son equivalentes.

Proposición A.6. Sea L : A→ B un funtor. Entonces son equivalentes:

1. L es una equivalencia de categorías.

2. L es fiel y pleno, y para cualquier B ∈ B existe A ∈ A tal que B ∼= L(A).

3. L es fiel y pleno, y tiene un adjunto derecho R fiel y pleno.

4. L tiene un adjunto derecho tal que la unidad y la counidad son isomorfismos.



Apéndice B

El Lema de Yoneda

Sea A una categoría localmente pequeña.

Definición B.1. Para cada A ∈ A se define la pregavilla representable hA : Aop →
SET como hA(B) = HomA(B,A) para B ∈ A y para f : B → C ∈ Aop, hA(f)(g) =
gf .

Lema B.2. Sean A un objeto de A y F : Aop → SET un funtor, junto con θ : hA → F
una transformación natural. Entonces θ queda determinada por θA(1A).

Demostración. Para cada B ∈ A y f : B → A se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

hA(A) F (A)

hA(B) F (B)

θA

f∗ F (f)

θB

Ahora note que se tiene:

θB(f) = θB(f ∗(1A))

= (θBf
∗)(1A)

= (F (f)θA)(1A)

= F (f)(θA(1A))

Así las cosas, θ queda determinada por θA(1A). �

Lema B.3 (Yoneda). Sean F : Aop → SET . Entonces se tiene un isomorfismo
natural en ambas entradas:

HomFun(A,SET )(hA, F ) ∼= F (A)
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Demostración. Primero se probará que para cada A ∈ A, Hom(hA, F ) ∼=
F (A). Para esto, se define1 εA : Hom(hA, F ) → F tal que εA(θ) = θA(1A). Note
que esta asignación esta bien definida. Más aun por el lema anterior, esta asignación
resulta ser biyectiva.
Ahora, para probar la naturalidad, se hará en 2 partes. Sea θ : F → G y considere
el siguiente diagrama:

Hom(hA, F ) F (A)

Hom(hA, G) G(A)

εA

θ∗ θA

εA

Así, para η : hA → F se tiene que:

θA(εA(η)) = θA(ηA(1A))

= (θAηA)(1A)

= (θη)A(1A)

= εA(θη)

= εA(θ∗(η))

Por lo que este isomorfismo es natural en la segunda entrada.
Para la primer entrada, sea f : B → A y considere el siguiente diagrama:

Hom(hA, F ) F (A)

Hom(hB, F ) F (B)

εA

(f∗)∗ F (f)

εB

1De hecho, esta asignación es para cada A ∈ A.
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Ahora, dado θ : hA → F y recordando la prueba del lema anterior, se sigue que:
F (f)εA(θ) = F (f)(θA(1A))

= θB(f)

= θB(f ∗(1B))

= (θf ∗)B(1B)

= εB(θf ∗)

= εB((f ∗)∗(θ))

= (εB(f ∗)∗)(θ)

Así las cosas, este es un isomorfismo natural la primer entrada y por tanto lo es
ambas entradas. �

Corolario B.4 (Encaje de Yoneda). El funtor h_ : A → Fun(A, SET ) dado por
h_(A) = hA. Es un encaje de categorías.

Corolario B.5. Para cualesquiera A y B ∈ A. Se tiene que

A ∼= B si y solo si hA ∼= hB

Definición B.6. Sea F : Aop → SET . Se define la categoría de objetos de F ,
∫
A F ,

cuyos objetos son parejas (A,α) tales que α : hA → F y dados (A,α) y (B, β) ∈
∫
A F ,

f : (A,α)→ (B, β) si f ∈ HomA(A,B) y βhf = α.

Proposición B.7. Se denota por U :
∫
A F → A a la asignación tal que U(A,α) = A.

Entonces

1. U es un funtor.

2. Dado A ∈ A, U−1(A) = {(A,α)|α ∈ Hom(hA, F )} esta en correspondencia
biyectiva con Hom(hA, F ).

Proposición B.8. Para cada (A,α) y (B, β) ∈
∫
A F , y f : (A,α)→ (B, β). Se tiene

el diagrama conmutativo:

hA hB

F

hf

α β

Más aún F = lim−→A∈A,
∫
A F

hA. Es decir todo funtor contravariante es colímite de
representables.





Apéndice C

Categorías regulares

Definición C.1. Sea f : A → B un morfismo. Se dice que f es un epimorfismo
fuerte si para cualquier diagrama conmutativo:

A B

C D

f

g h

m

donde m es un monomorfismo, existe una única t : B → C tal que tf = g y mt = h

Proposición C.2. Sea A una categoría con limites finitos. Si f : A → B es un
epimorfismo fuerte, entonces es un epimorfismo.

Proposición C.3. Un morfismo f : A → B es un isomorfismo si y solo si es un
epimorfismo fuerte y un monomorfismo.

Lema C.4. Sean f : A→ B y g : B → C un par de morfismos.

1. Si f y g son epimorfismos fuerte, entonces gf es epimorfismo fuerte.

2. Si gf es un epimorfismo fuerte, entonces g es epimorfismo fuerte.

3. Si f = ig es un epimorfismo fuerte, entonces i es un isomorfismo.

Definición C.5. Sea f : A→ B. Se dice que f es un epimorfismo regular si existen
g, h : C → A tal que f = coeq(g, h). Es decir, si f es el coigualador de un par de
morfismos.

Definición C.6. Sea f : A→ B un morfismo. Se dice que f es un epimorfismo que
se escinde si existe i : B → A tal que fi = 1B.

Proposición C.7. Sean A una categoría con límites finitos.

1. Todo epimorfismo que se escinde es un epimorfismo regular.
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2. Todo epimorfismo regular es un epimorfismo fuerte.

3. Todo epimorfismo fuerte es un epimorfismo.

Lema C.8. Sea A una categoría con límites finitos. Si f : A→ B es un epimorfismo
regular entonces f es el coigualador de las proyecciones p1, p2 : A×f A→ A.

Definición C.9. Sea A una categoría con limites finitos. Se dice que A es regular
si

1. Para cualquier morfismo f : A → B las proyecciones p1, p2 : A ×f A → A
tienen un coigualador.

2. Los epimorfismos regulares son estables bajo pullback.

Proposición C.10. Sea A una categoría regular. Cualquier morfismo f : A → B
tiene una factorización epimorfismo regular- monomorfismo; única salvo isomorfis-
mo.

Proposición C.11. Sean A una categoría regular, f : A → B y g : B → C un par
de morfismos.

1. Todo epimorfismo fuerte es epimorfismo regular.

2. Si gf es epimorfismo regular, entonces g es un epimorfismo regular.

3. Si g y f son epimorfismos regulares, entonces gf es un epimorfismo regular.

4. f es un epimorfismo si y solo si f es un epimorfismo regular y un monomor-
fismo.

5. Si s : A → B y t : A′ → B′ son epimorfismos regulares, entonces s × t :
A× A′ → B ×B′ es un epimorfismo regular.

Definición C.12. Sea A ∈ A. Se dice que f : B → A es un subobjeto de A, si f es
un monomorfismo. Más aún, dados f : B → A y g : C → A son subobjetos de A si
existe h : B → C un isomorfismo, entonces se dice que f y g representan el mismo
subobjeto. Se escribe Sub(A) a la familia de subobjetos de A.

Proposición C.13. Sea A categoría con límites finitos y A ∈ A. Si f, g ∈ Sub(A)
entonces existe h ∈ Sub(A) tal que se factoriza por f y por g y es máxima con la
propiedad; a h se le denotará f ∧ g. Además Sub(A) tiene un elemento máximo.
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Proposición C.14. Sea A una categoría con límites finitos y f : B → A. Entonces
f induce un morfismo de retículas f ∗ : Sub(A)→ Sub(B)

Notación. Dada f : A→ B, se escribe img(f) al mínimo g ∈ Sub(B) por el que f
se factoriza.

Proposición C.15. Sea A una categoría regular. Entonces:

1. f ∗(g ∧ h) = f ∗(g) ∧ f ∗(h)

2. Si el diagrama es un pullback:

A B

C D

f ′

g′ g

f

entonces f ∗(img(g)) = img(g′).

Definición C.16. Sean A una categoría regular, f : A→ B y g ∈ Sub(A). Se pone
∃f (g) para denotar img(fg).

Proposición C.17. Sean A una categoría regular, f : A→ B y g ∈ Sub(A).

1. ∃f : Sub(A)→ Sub(B) esta bien definido.

2. Sea h ∈ Sub(B). Entonces ∃f (g) ≤ h si y solo si g ≤ f ∗(h). Es decir ∃f es
adjunto izquierdo de f ∗.
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