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Introduccion

Utilizando las ideas de los K-grupos definidos por Grothendieck, los matemdticos Atiyah y Hirzebruch a
finales de la década de 1950 desarrollaron una K-teoria basada en haces vectoriales sobre espacios Hausdorff
y compactos. Ademds de definir un grupo K°(X) para cada espacio topolégico X, un tiempo después
Atiyah define una teoria de cohomologia generalizada {K"},,cz. También, como consecuencia del Teorema
de Periodicidad de Bott, se prueba que esta teoria es periddica. La K-teoria dio pie a resolver preguntas
que no habian sido contestadas o daba maneras mas elementales de resolver problemas geométricos, ademas
de ser un invariante homotépico. Asi, la K-teoria se usé para resolver el problema del invariante de Hopf
igual a uno, el calculo de indices de operadores elipticos diferenciales, a partir del teorema del indice de
Atiyah-Singer, y el nimero de campos vectoriales tangentes linealmente independientes sobre esferas. Sin
embargo, alin cuando la K-teoria es una gran herramienta para distintas areas de las matematicas y resulta
ser de gran importancia, en general puede llegar a ser complicada de calcular para espacios de dimensién
infinita y es importante conocer herramientas que hagan mas sencillo el célculo de esta.

Un ejemplo importante en la topologia algebraica de espacios de dimensién infinita son los espacios
clasificantes de grupos finitos. Dado un grupo finito G existe un espacio topolégico asociado a este llamado
su espacio clasificante y denotado como BG. Resulta que estos espacios estan definidos salvo homotopia y
son relevantes para el estudio de G-haces principales. Este nombre no es ninguna coincidencia, se debe a que
dado un espacio topoldgico X existe una biyeccién entre las clases de homotopia de funciones continuas de
X a BG y clases de isomorfismo de G-haces principales sobre X. Aunque hay construcciones explicitas de
los espacios clasificantes, a veces no son muy concretas o manejables para el estudio de sus propiedades. Sin
embargo, existe el Teorema de Completacién de Atiyah-Segal que relaciona la K-teoria del espacio clasificante
de un grupo finito G y la completacién del anillo de representaciones de G con respecto a un ideal. Este
resultado es de gran ayuda, pues incluso sin conocer del todo el espacio clasificante de un grupo podemos
calcular su K-teoria solo por medio de representaciones que es un concepto completamente algebraico.

Para analizar varios problemas de la topologia algebraica ha resultado atil estudiar los espacios topolégicos
desde un punto de vista local. Un ejemplo de esto es intentar estudiar cémo se comportan ciertos espacios
topoldgicos con respecto a un primo p, lo cual es comin en el estudio de espacios clasificantes. Mas
concretamente, a partir de un espacio topolégico X, se pueden construir espacios X}/,\ para cada primo p y
Xg. En el caso que los grupos de homotopia del espacio X son finitamente generados y X sea nilpotente,
como se muestra en [8] podemos recuperar el espacio salvo homotopia a partir de los espacios Xzf y Xg. Enel
caso de los espacios clasificantes de grupos finitos, atin cuando el grupo no sea nilpotente, podemos recuperar
el espacio clasificante hasta homologia entera. Para el caso de un grupo finito GG, se sabe que los espacios
BGg son contractibles, por lo que es suficiente estudiar en este caso a los espacios BGQ. Esta técnica de
estudiar los espacios con respecto a un primo se ha utilizado para solucionar el problema de Steenrod sobre
la clasificacién de espacios con cohomologia polinomial, en la teoria de espacios de lazos finitos y en la teoria
de espacios clasificantes.

En vista de la relevancia de la K-teoria, de los espacios clasificantes y los espacios BGQ es de importancia
saber maneras eficientes de calcular la K-teoria de BG y BGQ. Existen algunas maneras de reducir el
célculo de estos espacios a objetos algebraicos que son muy conocidos y relevantes para varias areas de las

matematicas. En esta tesis, discutiremos teoremas de completacién que relacionan la K-teoria de los espacios



BGy BG]’D\ con anillos de representaciones de grupos finitos y con representaciones que se conocen como
invariantes bajo fusién, respectivamente.

En este trabajo nos concentraremos primero en estudiar los anillos de representaciones de grupos finitos
para asi poder calcular la K-teoria de sus espacios clasificantes. Dado un grupo finito G, las clases de
isomorfismo de representaciones complejas de dimensién finita de este tienen una suma y un producto que
definen un semianillo. A partir de esto, con la construcciéon de Grothendieck podemos construir el anillo
de representaciones de G denotado por R(G). Este anillo tiene un morfismo de anillos hacia Z que envia
a un elemento del anillo en su dimensién virtual. Al niicleo de este morfismo se le conoce como ideal de
aumentacion y se escribe como I(G). Estos objetos son de gran importancia para el célculo de la K-teoria del
espacio clasificante de G. La K-teoria del espacio clasificante de G, denotada por K(BG), se define como
[BG,Z x BU] donde el espacio BU es el colimite de los espacios clasificantes BU(n). En [3] encontramos

el siguiente resultado que corresponde al Teorema 5.1.2 de esta tesis:

Teorema (Teorema de Completacién de Atiyah-Segal para grupos finitos). Sea G un grupo finito, R(G) su

anillo de representaciones e I(G) su ideal de aumentacion. Entonces R(G)?(G) es isomorfo a K(BG).

En el enunciado de este teorema R(G)f(G) es la completacién de R(G) con respecto a I(G). Dentro
de la tesis se probard de manera detallada el Teorema de Completacién de Atiyah-Segal solamente para el
caso de grupos ciclicos y solubles. En el articulo recién mencionado, se construye un morfismo del anillo de
representaciones R(G) a la K-teoria del espacio clasificante K(B@G). Este induce uno entre sus respectivas
completaciones. Al ser el grupo K (BG) completo, terminamos con un morfismo entre R(G)?(G) y K(BG).
Lo que se probard es que este morfismo construido resulta ser un isomorfismo para grupos ciclicos y solubles.
Para el caso de grupos ciclicos la idea es relacionar relacionar la cohomologia del grupo G con el anillo
graduado de K*(BG) mediante el uso de la sucesién espectral de Atiyah-Hirzebruch. A partir de esto podemos
concluir que existe un isomorfismo entre sus anillos graduados y como consecuencia entre sus completaciones.
Luego, utilizando el caso para grupos ciclicos se prueba que el morfismo R(G)?(G) — K(BQ@) es siempre un

monomorfismo. Después se prueba el siguiente lema de representaciones de grupos finitos:

Lema. Sean Gy H grupos finitos tales que H <G y G/H = Z4 con q primo. Entonces la imagen del
morfismo de restriccion +* de R(G) a R(H) tiene como imagen R(H )%, donde la accidn de Z, es la inducida

por la conjugacién de G/H sobre H.

Bajo las mismas hipdtesis de este lema se prueba que si se cumple el teorema de completacién para H
entonces se cumple para G utilizando como principal herramienta la sucesién espectral de Atiyah-Hirzebruch.
Por (ltimo, para el caso de grupos solubles se utiliza lo anterior para usar induccién sobre la longitud de la
serie de composicion.

El otro propdsito de la tesis es estudiar un teorema andlogo al de Atiyah de Cantarero y Bércenas en [6]
que relaciona a las representaciones invariantes bajo fusién con la K-teoria de la p-completacién del espacio
clasificante. Dado un primo p y un grupo finito G, sea S un p-Sylow de G. Una manera de definir las
representaciones de S invariantes bajo fusion es si su caracter x es tal que para toda s € Sy g € G tales
que gsg—! € S entonces x(s) = x(gsg~!). Resulta que la suma y el producto tensorial de representaciones
invariantes bajo fusién son de nuevo invariantes bajo fusién. Como en el caso de R(G), podemos construir un

anillo R(Fs(G)) de representaciones invariantes bajo fusién. De hecho, el anillo R(Fs(G)) es de importancia



para el estudio de K(BGQ). El teorema enunciado a continuacién es consecuencia de lo probado por Cantarero

y Bércenas:

Teorema. Sean G un grupo finito y S un p-Sylow de G. Sea R(Fs(G)) su anillo de representaciones
invariantes bajo fusion e I(Fg(G)) su ideal de aumentacién. Entonces R(}'S(G))?(;S(G)) es isomorfo a
K(BGp).

Utilizando el resultado por Cantarero y Barcenas calculamos primero K(BGZ/?\) para grupos de orden
pequefio. Después, centramos nuestra atencién en una familia de grupos particulares que es la de grupos
simétricos en p? letras, con p primo. Primero, utilizando resultados de Alperin y Fong encontrados en [1]
analizamos el sistema de fusion en el primo p. Mds explicitamente, un resultado de Alperin sobre sistemas de
fusién saturados encontrado en [9] nos dice que solo debemos fijarnos en los subgrupos céntricos y radicales
del p-Sylow. Para el caso del grupo simétrico en p? letras obtuvimos que solo existen 3 subgrupos de este
tipo, uno de ellos siendo el p-Sylow mismo. Luego, nos centramos en calcular cudles son los automorfismos
de estos subgrupos bajo conjugaciones de S,>. Ademds de los resultados por Alperin y Fong, un resultado
por Cardenas y Lluis en [11] nos permitié calcular el normalizador del Sylow de 5,2 de manera explicita. Por
dltimo, utilizando lo anterior calculamos R(Fs(S,2)) para p =2y p = 3, donde S es un p-Sylow de S,z y
usando el teorema anterior calculamos K ((BS,:);) para los mismos primos en el capitulo cinco.

En el presente trabajo se incluye una demostracién del teorema anterior que utiliza el teorema de com-
pletaciéon de Atiyah. Durante la elaboracidén de esta tesis se discutié la posibilidad de dar otra prueba de
este resultado que de cierta manera imitara los argumentos de Atiyah. Se estudié un primer paso que parece
necesario para continuar imitando los pasos que sigue Atiyah en su prueba. Esto resulté en el siguiente
problema que es analogo al lema de representaciones anteriormente mencionado, pero que no se sabe si es

verdadero o falso.

Conjetura. Supongamos que G y H son grupos tales que H < G. Si tenemos que S es p-Sylow de de G y
que G/H = Z,, entonces tenemos que

VR(Fs(G)) = R(Fsnp (H))%

Sin embargo, se incluyen los casos en los que probamos que el resultado es verdadero y conjeturamos que
debe serlo en general. Los casos en los que lo probamos es cuando SN H <G y [G : SN HJ es libre de
cuadrados, y para el grupo G = Sy y H = Ay.

En el primer capitulo se incluyen preliminares de temas que son necesarios para poder entender el contenido
de este trabajo. Hablaremos un poco de completaciones de médulos y sus propiedades principales. Asimismo,
hablaremos de los espacios clasificantes y de la p-completacién de espacios topoldgicos. Por dltimo, daremos
una breve introduccién a la cohomologia de grupos y algunos célculos que serdn necesarios mas adelante.

En el segundo capitulo desarrollamos la construccién de la K-teoria para espacios Hausdorff y compactos.
También, hablamos del concepto de K-teoria para espacios en general y su definicién. Al final, damos una
breve introduccién a sucesiones espectrales y en particular a la sucesién espectral de Atiyah-Hirzebruch.

En el capitulo tres dedicamos nuestra atencidn a los sistemas de fusién. Damos resultados que seran dtiles
para los teoremas de completacién y estudiamos de manera detallada el sistema de fusién del grupo Sy en

el primo p.



En el cuarto capitulo desarrollamos los resultados principales de |a teoria de representaciones. Enunciamos
resultados sobre las representaciones irreducibles del producto semidirecto de grupos bajo ciertas condiciones.
Por dltimo, realizamos célculos de anillos de representaciones de grupos de orden pequefio.

Finalmente, en el quinto capitulo, probamos el teorema de completacidn de Atiyah para los casos de grupos
ciclicos y solubles. Ademas, probamos el teorema de completacién para sistemas de fusién. Haciendo uso de
estos dos teoremas calculamos la K-teoria de espacios clasificantes y espacios clasificantes p-completados.

Para finalizar, damos dos casos en los que se probd que es verdadera la conjetura.



1 Preliminares

Durante este capitulo desarrollaremos un poco de la teoria necesaria para comprender los resultados incluidos

en este trabajo.

1.1 Limites inversos y completaciones
Para un desarrollo un poco més amplio del contenido de esta seccién, referimos al lector a [5].

Definicion 1.1.1. Sea M un grupo abeliano. Una filtracion de M es una sucesion de subgrupos
M=My>M;D>---DM,D...

Dada una filtracién de M, decimos que M es filtrado con filtracion M, o simplemente filtrado en caso de

que sea clara cudl es la filtracion.

Definicién 1.1.2. Un homomorfismo de grupos filtrados es un homomorfismo de grupos f : M — N tal que
f(M,) € N, para cada n > 0.

Definicion 1.1.3. Si A= Ay D A1 D A3 D ... es un grupo filtrado, denotamos por

GA = @ An/A7L+1

n>0
al cual llamamos grupo graduado asociado a la filtracién. La componente A,/A,11 serd denotada por GP A.

Dada una filtracién de un grupo, podemos darle a M una estructura de grupo topoldgico tomando a los
subgrupos M,, como una base local de vecindades del 0 (que por ende define una base local de vecindades

para cada elemento en M). Denotaremos por M (o M™) a la completacién de M para esta topologia, i.e.

Observemos que en general la topologia de M no es necesariamente Hausdorff asi que el mapeo natural

M — M puede tener nicleo no trivial. De hecho se tiene que:

o0
Ker(M — ]/\4\) = ﬂ M,.



Si M es un grupo finito entonces la filtracién necesariamente se estaciona, i.e. M, = M, 1 para toda

n > ng para algin ng y por lo tanto M= M/M,,. Asi, tenemos el siguiente resultado.
Lema 1.1.4. Si M es un grupo finito filtrado, entonces M — M es un epimorfismo.

Lema 1.1.5. Sea f : M — N un homomorfismo de grupos filtrados. Entonces los siguientes enunciados son

equivalentes:
L ]?: M — N es un isomorfismo de grupos filtrados.
2. Gf: GM — GN es un isomorfismo (donde GM denota al grupo graduado de M ).

Donde f: M — N es el morfismo de I propiedad universal de M como limite y G f es el morfismo inducido
por f entre los grupos graduados.

Lema 1.1.6. Sea 0 — M’ % M % M” — 0 una sucesion exacta de grupos abelianos. Sea M,, una

filtracién de M y definimos filtraciones de M', M" de la siguiente manera: M) = a='(M,), M}/ = B(M,,).

Entonces 0 — M’ <% M 25 M7 — 0 es exacta.

Sea A un anillo Noetheriano, sea a un ideal de A y sea M un A-mddulo finitamente generado. Definimos
una filtraciéon en M mediante M, = a”M. La topologia definida por esta filtracién es llamada topologia

a-adica de M o simplemente la a-topologia de M. Esta topologia tiene varias propiedades importantes.

Proposicion 1.1.7. Sea M un A-mdédulo finitamente generado y sea N un submédulo de M. Entonces la

topologia de N como subespacio de M con la a-topologia de M coincide con la a-topologia de N.

Proposicion 1.1.8. Para A-mddulos finitamente generados, la completacion a-ddica es un funtor exacto.

1.2 La construccion de Grothendieck

Sea M un monoide conmutativo. La construccién de Grothendieck de M es el grupo abeliano T'(M) cuyos
elementos son clases de equivalencia [m,n] de elementos (m,n) € M x M bajo la relacién (m’,n') ~
(m”,n") siysolosim'+n"+2z=m"+n"+ 2 para alglin z € M. La suma en T(M) estd dada por
[m,n] + [m/,n'] = [m+m',n+n'], el neutro es [0,0] y los inversos estd dados por —[m,n| = [n,m]. En el

caso que M sea un semianillo podemos darle estructura de anillo a T'(M) con el producto dado por
li li / / / /
[m,n] - [m',n'] = [mm’ +nn',mn’ + m'n]

con neutro multiplicativo 1 = [1,0]. Ademds, tenemos un morfismo natural ¢ : M — T(M) dado por
1(m) = [m, 0]. Este morfismo preserva la estructura de monoide o semianillo respectivamente. Si resulta que
M es un semianillo conmutativo, entonces T'(M) es un anillo conmutativo. Ademas, T'(M) tiene la siguiente

propiedad universal

Teorema 1.2.1. Sea f : M — G un morfismo de monoides conmutativos donde G es un grupo abeliano.
Entonces, existe un tnico morfismo de grupos h : T(M) — G tal que hv = f. Sea f : M — R un morfismo
de semianillos donde R es un anillo. Entonces, existe un tnico morfismo de anillos h : T(M) — R tal que
hi=f.



Decimos que un monoide cumple la propiedad de cancelacién si m 4+ 1 = n + [ implica que m = n, para
todo m,n,l € M. En el caso que el monoide M cumpla la propiedad de cancelacién, T'(M) tiene como
elementos clases de equivalencia [m, n| de elementos (m,n) € M x M bajo la relacién (m/,n’) ~ (m”,n"")

siysolosim/ +n" =m" +n'.

Ejemplo 1.2.2. Consideremos el monoide conmutativo de los naturales N con la suma. En este caso T (M)

es el anillo de los enteros Z.
Sin embargo, existen monoides conmutativos que no tienen la propiedad de cancelacién.

Ejemplo 1.2.3. El monoide Vect(S?,R) de haces vectoriales reales sobre la 2-esfera S* no cumple la propiedad
de cancelacion. El haz tangente T'S? es un haz vectorial 2-dimensional no trivial sobre S? que sumado al haz

trivial unidimensional es isomorfo a un haz trivial 3-dimensional.

1.3 Espacios clasificantes y cohomologia de grupos

A continuacién, introducimos de manera breve el concepto de espacio clasificante para un grupo G y damos

algunas propiedades de estos espacios.

Definicion 1.3.1. E/ producto join Ay *---x A, den espacios topoldgicos Ay, ..., A, se puede definir como

sigue. Un elemento del producto join esta dado por

n
1. n ndmeros reales ty,...,t, tales quet; > 0 para todai, Y t; =1,y
=1

2. un elemento a; € A; para cada i tal quet; # 0.
n
A dicho punto en Ay x - - - x A,, se le denota como )" t;a;, donde omitimos los sumandos con t; = 0. A este

=1
espacio se le dota de la topologia mds pequeria tal que las funciones coordenada

t; i Ay x--x Ay — [0,1] yai:tfl(O,l] — A;
son continuas. A esta topologia la llamaremos topologia fuerte.

Observemos que de las definiciones anteriores se sigue que una subbase para los abiertos de dicha topologia

estd dada por los conjuntos de los siguientes dos tipos:

n
1. el conjunto de todos los 3 #;a; tales que a < t; < §3,
=1

n

2. el conjunto de todos los >~ t;a; tales que t; # 0y a; € U, donde U es un abierto arbitrario de A;.
=1

Definicion 1.3.2. Sea G un grupo topoldgico. Definimos E™G = G * - - -x G como el producto join de n+ 1
copias de G con la topologia fuerte.

De la definicién anterior tenemos que para toda n € N si n < m entonces E"G C E™G o para ser

mds exactos podemos dar una funcién continua inyectiva de uno a otro que denotaremos (" en el caso de



m = n+ 1. En otro caso, para n < m denotaremos a esta inclusién como %,,_, definida de la siguiente

manera
tm—n : B"G — E™G

n m
Z tigi — Z tigi
1=0 1=0

n
donde t; = 0 para cada n < i < m. Por otro lado, observemos que dados g € Gy >_ t;a; € E™G entonces
1=0

n n

podemos definir > ¢;g; - g := Y. tigig. Es facil ver que esto define una accién de G en E™G para toda
1=0 =0

n € N.

Definicion 1.3.3. Sea G un grupo topoldgico. Definimos B"G como el espacio cociente E"G /G y sea m,

la proyeccion correspondiente a este cociente.

Observemos que como en el caso anterior podemos dar una funcién continua inyectiva de B"G a B™G
para toda n < m (en este caso denotamos como j, al caso m = n + 1). De eso, podemos construir dos
espacios EG y BG como limites de los siguientes diagramas

1 2
F'G —— E?G —*— FE3G «—— --.

B'G -~ B*G <2 B3G —— .-
Y ademds una funcién continua inducida por las proyecciones m,, entre EG y BG por la propiedad universal
del limite.

El nombre de este espacio deriva de lo siguiente. Dado un CW-complejo X, las clases de equivalencia
de haces G-principales sobre X estdn en biyeccién natural con [X, BG] las clases de homotopia de funciones

X — BG. Adema3s, este espacio estd definido de manera (nica salvo homotopia débil.

Por otro lado, dados grupos finitos H,G y un homomorfismo ¢ : H — G existen un par de funciones

continuas inducidas
E"p: E"G — E"H B"p:B"G — B"H

> tg = > tip(a) [Z tzgz] > Ztup(gl)}
=0 =0 =0 =0

que estan bien definidas pues ¢ es morfismo de grupos y son continuas, con lo que inducen una funcién
By: BG — BH.

Ejemplo 1.3.4. Para el grupo Zy tenemos que su espacio clasificante BZo = RP*°.



1.4 Cohomologia de grupos

Definicion 1.4.1. Sea G un grupo. Denotamos por Z[G| (o simplemente ZG) al Z-mddulo libre generado

por los elementos de G.

De la definicién anterior tenemos que cada elemento en Z[G] se escribe de manera dnica de la forma

> ngg, con ng € Z 'y a(g) = 0 para casi toda g. Ademds, la multiplicacién en G se extiende de manera
geG
tnica (pues G genera a Z[G] como Z-médulo) a un producto Z-bilineal Z[G] x Z|G] — Z|G]; dicha estructura

hace a Z[G] un anillo llamado anillo de grupo de G sobre los enteros.
Asociado a Z[G] tenemos un morfismo €: Z[G] — Z dado por

€ ang :an

geG geG

Ilamado morfismo de aumentacion.

Definicion 1.4.2. Sea G un grupo. Decimos que un grupo abeliano M es un G-mdédulo si existe una accion

de G en M de tal manera que para todo m,m’ € M y g € G se tiene que g(m +m') = gm + gm/.

A continuacién definiremos la cohomologia de un grupo G con coeficientes en un G-médulo. Escojamos
una resolucién ZG-proyectiva F' — Z con funciones borde ¢': F,, .1 — F,, donde Z tiene la estructura de
Z.G-mébdulo dada por

ang m = anm.

geG geG

Consideremos al complejo Homg (F, M) donde M estd visto como un complejo de cadena de dimensién 0.
Vemos que por la definicién de Hom tenemos que Homg (F, M),, = Homg(F_,, M). Entonces podemos

ver a Homg (F, M) como un complejo de cocadena cambiando los indices
Homg (F, M)" = Homg(F, M)_,, = Homg(F,,, M).
Este es un complejo de cocadena con funciones bordes dadas por
(6u)() = (—1)"u(5a)
para cada u € Homg(F, M)" y x € F,,+1. Ahora definimos
H*(G,M) = H*(Homg(F, M)).

Definicion 1.4.3. Sea G un grupo y M un G-mddulo. Definimos al grupo de coinvariantes de M, denotado
Mg, como el cociente de M por el subgrupo aditivo generado por los elementos de la forma gm — m con

geGymeM.

Calculemos la cohomologia de los grupos ciclicos. Supongamos que G es un grupo ciclico finito de orden

n con generador t. Entonces tenemos la siguiente resolucién:



N 7i6) S z[6) ——» 7 —— 0,

n—1

donde N = Y t" y los morfismos son multiplicar por el elemento indicado. Entonces H*(G, M) es la
i=0

cohomologia de

M= o Ny A oy N

]

Observemos que N : M — M satisface Ngm = Nm para todo g € Gym € M,y NM C M%. Por
otro lado, el kernel del morfismo ¢t — 1 : M — M es exactamente MS. Asi, podemos pensar a N como un
morfismo Mg — ME. De esto podemos ver que

HTYG, M) = M%/NM = Coker N

para ¢ impar (i > 1) y que
H™YG,M) = Ker N
para i par (i > 2).
Ejemplo 1.4.4. Usando lo anterior, calcularemos H*(G,Z) y H*(G,Z|G]) donde Z est3 visto como un
G-médulo con la accién trivial. Para H*(G,Z), tenemos que Z.¢ = 7, NZ = nZ y Ker N = 0 por lo que
z i=0;
HYG,Z) =X 7)Z, i>0 es par;

0 1> 0 es impar

Para H*(G,Z[G]), tenemos que la sucesion ZG =726 572G 3 - es exacta, por lo que

) Z 1=0;
H'(G,Z|G]) =
0 en otro caso

Sea G un grupo finito y A un anillo conmutativo con unidad. Se dice que M es un A-G-mddulo si es un A-
médulo y un G-médulo, y si las operaciones de A y G conmutan. En el caso que M sea finitamente generado
como A-médulo, entonces los grupos de cohomologia H4(G, M) seran A-médulos finitamente generados y
entonces podemos formar sus completaciones a-3dicas H9(G, M)". Ahora, por la conmutatividad de las
operaciones en M tenemos que los submédulos son G-estables. Entonces M /a™M es un A-G-médulo y por

lo tanto también lo es en M.

Proposicion 1.4.5. Sea M un A-G-mddulo. Entonces se tiene un isomorfismo candnico
HY(G, M)" = HY(G, M).

Demostracién. Sea A = Z[G] el anillo de grupo de G y sea {X,,} una resolucién A-libre de Z. Por definicién
se tiene que
HYG,M) = Hi(Homp (X., M)).
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Ahora Homy (X, M) es, para cada ¢, un A-mddulo finitamente generado. Entonces por la Proposicién 1.1.8
tenemos que
HY(Homy (X, M))" = HY(Homp (X, M)").

Dado que X es, para cada ¢, un A-médulo libre se sigue que
Homy (X., M)" 2 Homy (X, M).

De lo anterior se sigue lo buscado. O

1.5 La p-completaciéon de un espacio topolégico y sus propiedades

En esta seccidn se dard una breve introduccién a la p-completacién de un espacio topoldgico y algunos de los
resultados que se saben de estos espacios p-completados. Para conocer mds sobre esta contruccién referimos
al lector a [8], a [7] y a [15]. En lo siguiente, p denotard a un niimero primo y los espacios serdn conexos por

trayectorias.

Definicion 1.5.1. Una funcién ( : X — Y es una Fp-equivalencia si ¢, : H.(X;F,) = H.(Y;Fp) es un

isomorfismo.
Ahora, veamos cémo se define la p-completacién de un espacio X cuando este es nilpotente.

Definicion 1.5.2. Un espacio Z es p-completo si * : [Y,Z] — [X,Z] es una biyeccién para toda F,-
equivalencia ( : X — Y.

Esto nos dice que para cualquier funcién continua f : X — Z, existe una funcién continua f, dnica hasta

homotopia, que hace que el siguiente diagrama conmute salvo homotopia

Definicion 1.5.3. Una p-completacion de X es una funcién ¢ : X — XpA tal que
1. X' es p-completo

2. @ es una F,-equivalencia.

Estas p-completaciones siempre existen para espacios nilpotentes y tienen una propiedad universal. Si
f: X — Z es cualquier funcién de X a un espacio p-completo Z, entonces existe una funcién f, Gnica salvo

homotopia, tal que el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia

@
X —F s x)

f

Z
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Asi, las p-completaciones son Unicas salvo homotopia.

En general, a cada espacio podemos asociarle un espacio XI/)\ llamado su p-completacién junto con un
morfismo natural (: X — Xzf. Este espacio Xzf no necesariamente es una p-completacién en el sentido de
la Definicién 1.5.3 pero igualmente se le llama la p-completacién de X. Se puede ver a los espacios en tres
distintas clases dependiendo de su semejanza a su p-completacién.

Definicion 1.5.4. Decimos que un espacio X es:

1. p-completo si (: X — XZ’,\ es una equivalencia débil,

2. p-buenosi(: X — Xé\ es una IF-equivalencia y

3. p-malo si no es p-bueno.

De hecho tenemos el siguiente resultado acerca de esta clasificacién de los espacios.
Proposicion 1.5.5. Para un espacio X las siguientes condiciones son equivalentes

1. X es p-bueno,

2. X\ es p-completo,

3. X, es p-bueno.

Para un espacio p-bueno X, la Fp-equivalencia (: X — Xzf tiene las siguientes propiedades universales

salvo homotopia:

1. Para cualquier Fj-equivalencia ¢’: X — Y existe una tnica g: ¥ — Xif salvo homotopia tal que

g¢' ~ (.

2. Para cualquier espacio p-completo Y y (': X — Y existe un (nico g: X;\ — Y salvo homotopia tal

que g¢ ~ (.

Para un grupo finito G, su espacio clasificante es p-bueno por lo cual tenemos un isomorfismo H,(BG;F,,) =
H*(BG;,\;]FP) y H*(G,F,) = H*(BG;F,). Esto nos dice un poco de la importancia de la p-completacién
de espacios clasificantes y cémo nos pueden ayudar a conocer el espacio clasificante. Finalmente, el Teorema
4.3.1 de [7], nos dice que podemos recuperar a BG salvo homologia entera usando solamente los espacios
BG) para cada p primo que divide a |G.
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2 K-teoria y la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch

Daremos una breve introduccién a la K-teoria. Empezando por cémo se definié en una primera instancia para
espacios topoldgicos compactos y Hausdorff para luego hablar de su construccién general y sus propiedades

como teoria de cohomologia.

2.1 K-teoria

Desarrollaremos un poco de la teoria de haces vectoriales complejos. Por ello, en esta seccién siempre
hablaremos de espacios vectoriales complejos.

Definicion 2.1.1. Sea X un espacio topoldgico. Un haz vectorial sobre X es una terna (E,n,X) tal que
1. E es un espacio topoldgico
2. w: E — X es una funcién continua y suprayectiva

3. Para cada x € X se tiene un homeomorfismo de E, = 7~ *(x), con su topologia de subespacio de E,

a un espacio vectorial de dimension n,,.

4. Existe una cubierta abierta U, de X y homeomorfismos hy, : 7= 1(U,) — U, x C™ tales que el siguiente

diagrama conmuta

donde 7, es la proyeccion en la primera coordenada. Ademds, para cada x € U, se tiene que la
restriccién de h, a E, es un isomorfismo de espacios vectoriales con {x} x C"=. Cuando sea claro

quién es el espacio base y la proyeccion nos referiremos al haz vectorial simplemente como E.

Al espacio E se le llama espacio total, a X se le llama espacio base, a 7 se le llama proyeccion, a los espacios

vectoriales 7~ (x) se les llama fibras y a las funciones h,, se les llama trivializaciones locales.
A continuacién daremos algunos ejemplos de haces vectoriales
Ejemplo 2.1.2. E/ haz trivial E = X x C™ con m la proyeccion en la primera coordenada.

Ejemplo 2.1.3. Sea CP" es espacio proyectivo complejo de dimension n. Sus elementos estan dados por

clases de equivalencia de vectores no nulos [z, ..., z,] en C"™! donde dos vectores son equivalentes si uno
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es multiplo escalar no nulo del otro. El haz candnico de lineas m: E — CP™ tiene como espacio total E al

subespacio de CP™ x C"*! que consiste de los pares (x,v) tales quev € x ov =0y 7(x,v) = z.

Definicion 2.1.4. Sean (Ey,m,X) y (Es,m, X) haces vectoriales. Un isomorfismo entre haces vectoriales
con espacios base X es una funcion h : Ex — Ej tal que hy -1, 7 H(x) — 75 () es un isomorfismo de
1

espacios vectoriales para todo x € X. Si Ey y E5 son isomorfos lo denotaremos como E = Es
A partir de haces vectoriales podemos construir uno nuevo a partir de ellos de diferentes maneras.

Definiciéon 2.1.5. Sean (Ey,m,X) y (Es, 72, X) haces vectoriales. Definimos la suma directa de Ey y F,

cuyo espacio total es
Ey @ Ey ={(v1,v2) € By X By | m1(v1) = ma(v2)}.

Entonces existe una proyeccion E1 @ Eo — X que envia (v1,vs2) al punto 71 (v1) = ma(ve). Las fibras de esta
proyeccion son la suma directa de las fibras de FEy y E5. Este espacio con la proyeccion mencionada forma

un nuevo haz vectorial.

Para convencernos que lo anterior define un haz vectorial observemos lo siguiente:

1. Dado un haz vectorial 7: E — X y un subespacio Y C X, entonces 7: 7~ 1(Y) — Y es claramente

un haz vectorial. A este haz le llamamos la restriccién de E sobre Y.

2. Dados dos haces vectoriales F; y Fs, entonces m; X mo: E1 X E5 — X X X es también un haz
vectorial con fibras 7y ' (z1) x 75 ' (z2). Si tenemos trivializaciones locales h,: 7y ' (Uy) — Uy x C™
y hg: w51 (Ug) — Ug x C™ para Ey y Ey, entonces h,, X hs es una trivializacién local para E; x Ey.

Entonces, para considerar a la suma directa de F; y E5 basta con restringir el producto F; X Fs a la
diagonal {(z,z) € X x X}.

Proposicion 2.1.6. Si E es un haz vectorial con espacio base compacto y Fy C E es un subhaz vectorial,

entonces existe un subhaz E- C E tal que Eg & E- = E.

Proposicion 2.1.7. Sea X un espacio compacto y Hausdorff. Entonces para cada haz vectorial E, existe un

haz vectorial E' tal que E ® E’' es isomorfo a un haz trivial.

Otra construccién de espacios vectoriales importante para la K-teoria es el producto tensorial de estos.
Sean Fy y Fs haces vectoriales sobre X. Sea E; ® F3, como conjunto, la unién disjunta de los espacios
vectoriales ;' (z) ® 7, ' (x) para cada 2 € X. La topologfa de este conjunto se define de la siguiente
manera. Escogemos un homeomorfismo h; : 7ri_1(U) — U x C™ para cada abierto U C X sobre el cual F;
y F son triviales. Entonces la topologia 7¢; en el conjunto 7 (U) ® my *(U) se define de tal manera que
hy @ hy : 77 H(U) @ 7, H(U) — U x (C™ @ C"2) sea un homeomorfismo. Esta topologia no depende de la
eleccién de las h; pues cualquier otra eleccién se obtiene componiendo con un homeomorfismo de U x C™
de la forma (z,v) — (x,¢g;(x)(v)) para funciones continuas ¢; : U — GL,,(C). Este cambio haria que
h1 ® he cambiara mediante una composicién con un homeomorfismo correspondiente de U x (C™ & C"2)
cuyas segundas coordenadas son funciones continuas g1 ® g2 : U — GLy,,,(C), ya que las entradas de las

matrices g1 (z) ® g2(x) son los productos de las entradas de g1 (z) y g2(x). Cuando reemplazamos U por un

14



abierto V' de X, entonces la topologia de 7, ' (V) @ w5 ' (V) inducida por 7 es la misma que la topologia 7y,
ya que las trivializaciones locales sobre U se restringen a trivializaciones locales sobre V. Entonces tenemos

una topologia bien definida en Fy ® F5 que lo hace un haz vectorial sobre X.

Definicion 2.1.8. Sean FE; y E5 haces vectoriales sobre X . Definimos E1 ® Fo como el producto tensorial
de E1 y EQ

Consideremos los haces vectoriales sobre un espacio base fijo X. Denotaremos como €™ al haz vectorial

trivial n-dimensional.

Definicion 2.1.9. Sean E; y E5 haces vectoriales sobre X . Decimos que E y E5 son establemente isomorfos
y denotamos esta relacion mediante E1 ~ Fs, si E1 & €" =2 E @ €™ para alguna n. Asimismo, definimos
Ey ~ E5 siysolosi W ® €™ = FEy @ €™ para alguna m y n.

Tanto =~ como ~ definen relaciones de equivalencia. Ademds, en clases de equivalencia la suma directa

es una operacion bien definida, asociativa, y conmutativa con elemento neutro 0,

Proposicion 2.1.10. Si X es un espacio Hausdorff y compacto, entonces el conjunto de clases de equivalencia
bajo ~ de haces vectoriales sobre X forman un grupo abeliano con respecto a ®. A este grupo se le llama
K(X).

Para la relacién ~ tenemos la propiedad de cancelacién en la suma directa, ya que Fy & Ey >~ E; @ E3
implica que Fs ~ F5 cuando el espacio base es compacto.

Para un espacio compacto y Hausdorff X podemos construir al grupo K(X) de diferencias formales
E — E’ de haces vectoriales E'y E’ sobre X, con la relacién de equivalencia Ey — B} = Es — F) si y solo
si By @ E}, ~ E; @ E{. Con lasuma (Ey — E}) + (E2 — Ej) = (E1 @ Es) — (E{ ® E}) se le dota a K(X)
de una estructura de grupo. El elemento neutro es la clase de equivalencia de £ — E para cualquier E' vy
el inverso de E — E' es E/ — E. Notemos que todo elemento de K (X) se puede representar por uno de la
forma E — €™ ya que si tenemos un elemento de la forma E — E’ podemos sumar a ambos F y E’ un haz
E” tal que E' ® E" ~ ¢".

Existe un homomorfismo natural K (X) — K(X) que envia E — ¢ a la clase de E. Esta funcién est3
bien definida ya que si E — ¢" = E' — €™ en K(X), entonces E ® €™ ~ E' @ €, por lo que E ~ E’. Esta
funcién K (X) — K (X) es obviamente suprayectiva y su nicleo consiste de los elementos E — " con E ~ ¢°.
En este caso se debe tener E ~ €™ para alguna m, asi que el nicleo consiste de los elementos de la forma
€™ — €". Este subgrupo {€™ — ¢} de K(X) es isomorfo a Z. De hecho, la restriccién de haces vectoriales
a un punto base xy € X define un homomorfismo K(X) — K(xo) que se restringe a un isomorfismo en el
subgrupo {€” — ¢"}. Entonces tenemos una escisién K (X) = K (X) @ Z, dependiendo de la eleccién de .
El grupo K (X) es normalmente llamado reducido para distinguirlo de K(X).

Ademds de la estructura aditiva en K(X) también hay una multiplicacién natural que viene del producto
tensorial de haces vectoriales. Para elementos arbitrarios en K (X) representados por diferencias formales, su
producto estd definido por la férmula

(E1 — E})(E2— Ey) =FE1® Fs — E1 @ E) — E] ® B> + B ® E}

Las operaciones anteriormente definidas hacen a K(X) un anillo conmutativo con neutro multiplicativo €,

el haz trivial de dimensién 1, usando las propiedades del producto tensorial de haces vectoriales.
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Definicion 2.1.11. Sea X un espacio Hausdorff y compacto. Definimos K(X) la K-teoria de X como el

anillo de diferencias formales de haces vectoriales sobre X .
Ahora, recordemos una definicién clasica de la topologia.

Definicion 2.1.12. Dado un espacio topoldgico X, definimos la suspension SX de X como el cociente del
producto X x I por la relacion de equivalencia ~ generada por (z1,0) ~ (22,0) y (z1,1) ~ (z2,1) para toda

r1,x0 € X.

Entonces definimos para cada n € N los siguientes grupos

K"(X) = K(5"X),

K»(X) = K(X)

K21 (X) = K(5X).

Lo anterior define una teoria de cohomologia reducida que es periédica.

Para el caso de espacios topoldgicos que no son necesariamente Hausdorff y compactos también se puede
definir la K-teoria. Sea BU el colimite de los espacios clasificantes BU(n) donde U(n) es el grupo de
matrices n X n unitarias . Se define la K-teoria de X como [X,Z x BU] el conjunto de clases de homotopia
de funciones de X a Zx BU y la K-teoria reducida K (X) como [X, BU], el conjuntos de clases de homotopia
basada de funciones basadas de X a BU. Al igual que la construccidn anterior, definimos para cada n € N
a K"(X) = K"(X I1%), donde X II x es el espacio X con un punto base disjunto *. Esto define una teoria
de cohomologia que es periddica.

Estas construcciones de la K-teoria son algo abstractas y complicadas de calcular en general. Mas adelante
veremos que para espacios clasificantes de grupos finitos la K -teoria se puede ver de manera muy explicita y

en varios casos sencilla.

2.2 La sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch

En este apartado introduciremos el concepto de sucesidn espectral y resultados importantes relacionados con
estas. Estos objetos serdn de utilidad para las demostraciones del teorema de completacién de Atiyah en el

caso de grupos ciclicos y solubles que se veran en el capitulo 5.

Definicion 2.2.1. Un mddulo bigraduado diferencial sobre un anillo R, es un coleccion de R-mddulos,
{EP}, donde (p,q) € Z?, junto con una funcién R-lineal, d: E** — E**, llamada funcién borde, de
bigrado (s,s — 1) o (—s,s — 1) para algtin entero s y cumple que do d = 0.

Definimos la homologia de un médulo bigraduado diferencial como

HPY(E** d) = Kerd: EP? — EPT&4=5t1 /T q: Ep=sats—1 _, pra
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Definicion 2.2.2. Un sucesion espectral es una sucesion de R-mddulos bigraduados diferenciales {E**},
donde 1 < r < 0o, donde todas las diferenciales de la pagina E,. son de bigrado (r,1 —r) y para toda p, q,r,
el médulo EY'f, es isomorfo a HP9(E»* d,).

Supondremos que en las sucesiones espectrales EP*? = ( para p < 0. Entonces cada E*, para 2 <

r < 00, se puede identificar con cociente de grupos Z?/BP, donde Z* = Kerd,_y, B}* = Imd,_; son

subgrupos de E**. Estos subgrupos se acomodan de la siguiente manera
*, % , R ok *, %
By*Cc---CBMC---CcZytC--CZyt =EyT.

Entonces definimos lo siguiente
By = U, By = lim B},
T

kok *,ok_1: * %
42 =02, _IHPZW ,
T

Kok *, % k%
Bl =727 BY.

Definicion 2.2.3. Sea {E}*} una sucesion espectral y M un grupo filtrado. Decimos que { E}*} converge

a M si tenemos isomorfismos E2:7 = M, o /M, .11 y escribimos Ey = M.

Un ejemplo importante para este trabajo es la sucesién espectral de Atiyah-Hirzebruch. La siguiente
proposicién resume algunas de las propiedades mds importantes.

Para K*(X) podemos definir la siguiente filtracién cuando X es un C'W-complejo. Definimos K (X) =
Ker{ K*(X) — K*(X?~!)} donde X?~! es el (p — 1)-esqueleto de X. Esta filtracién convierte a K*(X)
en un anillo filtrado, es decir

Ky (X)K;(X) C K, (X).
Teorema 2.2.4. Sea X un CW-complejo. Entonces existe una sucesion espectral {E**(X)} con EY? =
HP(X,7), E%0 = K}(X)/K}, (X) para q par y EY? = 0, ER? = 0 para q impar, con las siguientes
propiedades:

1. Una funcién f:Y — X induce un homomorfismo de sucesiones espectrales EP*1(X) — EP%(Y) que

depende solamente de la clase de homotopia.
2. Una cubierta finita f: Y — X induce un homomorfismo de sucesiones espectrales E?%(Y') — EP9(X).

3. El producto cup en H*(X,Z) induce productos en cada E, y para E. el producto coincide con el
producto inducido por la estructura de anillo de K*(X).

4. Las funciones borde pares do, son todas nulas, ds es la operacién de Steenrod Sq* y d,.(x) = 0 para

toda r y x tal que dimz < 2.

Para un haz fibrado 7: ¥ — X con fibra F, podemos construir la siguiente filtracién de K*(Y") con

respecto a X. Consideremos a
K*(Y)x = Ker{ K*(Y) = K*(YP~1)}
donde Y?P~1 = 7=1(XP~1). Entonces tenemos lo siguiente:
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Teorema 2.2.5. Sea w: Y — X un haz fibrado con fibra F. Existe una generalizacion de la sucesién
espectral anterior que calcula la K -teoria de'Y a partir de la K-teoria de F' y la cohomologia con coeficientes
locales de X . Dicha sucesién espectral { EX?} con E§* = HP(X, K*(F)) y ER? = K} (Y)x /K (Y)x y
tiene las siguientes propiedades:

1. Un diagrama conmutativo
Y —- Y’

Lk

X — X’

da lugar a un homomorfismo de sucesiones espectrales E!. — E,.;

2. El producto cup en H*(X, K*(F)) usando la estructura de anillo de K*(F'), induce un producto en
cada E,. y para E, coincide con el producto inducido por la estructura de anillo de K*(Y).

3. Si K}(F) = 0 entonces toda dy, es nula.

Observacion 2.2.6. Las sucesiones espectrales de la Proposicion 2.2.5 son médulos sobre las sucesiones
espectrales de la Proposicién 2.2.4

La siguiente proposicién es un caso particular del Teorema 2.2.5.

Proposicion 2.2.7. Sean G un grupo finito, H un subgrupo normal y S = G/H. Entonces K(BG) tiene
un filtracién definida relativa a S, y una sucesion espectral convergente: H*(S, K(BH)) = K(BQ).

La siguiente proposicion es un caso particular del Teorema 2.2.4

Proposicion 2.2.8. Sea G un grupo finito. Entonces existe una sucesion espectral convergente:
E, = K*(BG).

con E¥" = HP(G,7Z) para q par y EY'? =0 para q impar.
Corolario 2.2.9. Si H1(G,7Z) = 0 para toda q, entonces H*(G,Z) =2 GK*(BG) como anillos graduados.

Corolario 2.2.10. Sien el Teorema 2.2.7 se tiene que H"(S, K*(BH)) = 0 para toda n impary K'(BH) =
0, entonces H*(G,Z) = GK*(BGQG) (como anillos graduados).

Las definiciones y resultados en esta seccién pueden ser revisados en [3] y en [4].
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3 Sistemas de fusion

En este capitulo daremos una introduccién a los sistemas de fusién. Centraremos nuestra atencién en los
sistemas de fusién de grupos finitos y algunos de los resultados que seran utilizados mas adelante. Para revisar
mds resultados de sistemas de fusién el lector puede consultar [9]. En lo siguiente p denotard un nimero

primo.

3.1 Definiciones y propiedades basicas

Definicion 3.1.1. Un sistema de fusion F sobre un p-grupo finito S es una subcategoria de la categoria de
grupos cuyos objetos son los subgrupos de S, y cuyos conjuntos de morfismos Homz(P, Q) satisfacen las

siguientes condiciones
(a) Homg(P,Q) € Hom (P, Q) C Inj(P, Q) para toda P,Q < .
(b) Todo morfismo de F se factoriza como un isomorfismo en F seguido por una inclusion.

donde Homg (P, Q) es el conjunto de morfismos de grupos de P a () dados por conjugar por algtin elemento
de S e Inj(P, Q) el conjunto de morfismos inyectivos de grupos de P a Q). Asimismo, Isox(P, Q) denotara

al conjunto de isomorfismos de grupos de P a () en F.

En particular, consideraremos el sistema de fusién de un grupo G. Sea Syl ,(G) el conjunto de subgrupos
de p-Sylow de G. Para cualquier S € Syl (G), consideramos el sistema de fusién Fs(G) sobre S donde
Hom g () (P, Q) = Homg(P, Q) para todo P,Q < S.

Definicion 3.1.2. Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo S 'y P,Q < S.
1. Decimos que P y Q son F-conjugados si Homz(P, Q) # 0.

2. Un subgrupo P < S es completamente centralizado en F si |Cs(P)| > |Cs(P’)| para todo P’ < S
que sea F-conjugado a P.

3. Un subgrupo P < S es completamente normalizado en F si [Ng(P)| > |Ng(P')| para todo P’ < S
que sea F-conjugado a P.

4. Se dice que F es un sistema de fusion saturado si se cumple lo siguiente:

a) Cada subgrupo completamente normalizado P < S es completamente centralizado y el grupo

Autg(P) es un subgrupo de p-Sylow de Autz(P) en este caso.
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b) SiP <S5 yyoeHomg(P,S) son tales que o P es completamente centralizado y si establecemos
Ny = {g € Ns(P) | pcgp™" € Auts(pP)}

entonces existe un ¢: N, — S en la categoria F tal que ¢|p = .

Bajo esta definicién tenemos que Fs(G) es un sistema de fusién saturado. Sin embargo, existen ejemplos
de sistemas de fusién saturados F que no son de la forma Fs(G) y son llamados sistemas de fusidn exéticos.
Algunos ejemplos de estos sistemas de fusién exéticos se pueden encontrar en la seccién 9 de [9].

Definicion 3.1.3. Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo S. Dado P < S, decimos que P es

F-céntrico si P y todos sus F-conjugados contienen a sus S-centralizadores.

Definicion 3.1.4. Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo S. Decimos que P es F-radical si Outz(P)
es p-reducido, i.e. O,(Outz(P)) = 1, donde Outz(P) = Autz(P)/Inn(P) y O,(—) es el p-subgrupo

normal maximal.

Definicion 3.1.5. La categoria de orbitas de un sistema de fusion F sobre un p-grupo S es la categoria

O(F) cuyos objetos son los subgrupos de S y sus morfismos son

Homp(r) (P, Q) = Repz(P, Q) := Inn(Q) \ Homz (P, Q)

3.2 Elementos estables

Sea F un sistema de fusidn sobre un p-grupo S'y D una categoria cuyos objetos son conjuntos y los morfismos

son funciones. Consideremos un funtor contravariante
H:F—D

y para cada subgrupo P de S denotamos por z% la inclusién de P en S.

Definicion 3.2.1. Se dice que un elemento x en H(S) es F-estable si satisface

H(f)(z) = H(1p)(2)

para toda P < S y para toda f € Homz(P,S). Denotaremos al conjunto de elementos estables como
H(S)”.

Como se menciona en [10] los elementos estables nos pueden ayudar a calcular la cohomologia y la K-teoria
de espacios clasificantes de grupos p-locales finitos y el anillo de representaciones de sistemas de fusién. Es
por ello que revisaremos algunas propiedades acerca de estos elementos.

Teorema 3.2.2 (Lema de fusién de Alperin para sistemas de fusién saturados). Sea F un sistema de fusion

saturado sobre S. Entonces, para cada morfismo ¢ € Isox(P, P') en F, existen sucesiones de subgrupos de

S
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P=Py,P,... P, =Py Q1,Q2,...Q
y elementos ¢; € Autx(Q;), tales que:
(a) Q; es completamente normalizado en F, es F-radical y F-céntrico para cada i € {1,...,k};
(b) Pi_1,P; < Q; ywi(Pi—1) = P; paracadai € {1,...,k}; y

(c) ©(q) = vr o Yr—10---0pi1(q) para toda q € P.
Teorema 3.2.3. Sea x € H(S). Los siguientes son equivalentes:

1. x es F-estable
T
T

2. H(f)H(:3)(x) = H(:3)(z) para todo P,Q < S y para todo f € Homz(P,Q)
2)(x) = H(v3)(x) para todo P < S que sea F-céntrico y radical y todo f € Autx(P).

3. H(f)H(

Demostracién. 1) = 2)
Supongamos que x es F-estable, entonces H (h)(x) = H(+3)(z) para todo P < Sy h € Homz(P,S).
Asi, dado Q@ < Sy f € Homz(P, Q) tenemos que

H(f)H (13)(x) = H (1 f)(x)
= H(i})(2)

ya que 12 f € Homz (P, S).

2) = 3)

Se sigue directamente ya que se cumple para todo P < S, en particular para los F-céntricos y radicales.

3) = 1)

Sean P < Sy f € Homz(P,S). Sea h: P — f(P) la restriccién de f a su imagen. Por el Teorema 3.2.2
aplicado a h : P — f(P), existen P = Py, Py,..., P, = f(P) subgrupos de S, subgrupos Q1,Qa,...Qx
que sean completamente normalizados en F, son F-radicales y F-céntricos, y elementos p; € Autz(Q;) para
cada i € {1,...,k} tales que Q; es completamente normalizado en F, es F-radical y F-céntrico para cada
i€{l,....k}y f(y) = h(y) = prpr—1---p1(y) para cada y € P. Ademds P;_1, P < Q; y ¢i(Pi-1) = P;
para cada ¢ € {1,...,k}. Para una funcién F: A - By F(A) C C C B Denotaremos por Fin—¢ a la

restriccion de rango de F' a C. Asi,

H(f)(x) = H(WH(3,)(x)
= H((pmB 1>.m P, o w%o).m p)H(P,) (@)
= H((px- 1sz “im=Piy 00 (1P mep ) H (113" im=p, ) H (P, ) ()
= H((r-103 Dimepr_y © - 0 (0118 Jimepy VH (13, praPF ()
= H((¢r-119""Dim=pr_y 0 0 (9108 imery ) H (035 VH (01)H (23, )(x)
= H((pr—113" " Dim=pyy 0 0 (113 ) m=p ) HOEE VH(5,)(x)
= H((or—113 " Dim=py_y 0 0 (113 im=rp ) H (5, ) (2)



Por un argumento de induccién se obtiene que

(P11 Jim=ry ) H(13,) (2)
1) (@)

VH (1) H (1, ) (@)
VH (1), ) (2)
)
(

7

0

S
Q¥
Quypr
P

Quyg
Py
S

Py
s

P

7

7

()

(
(
(v
(
(
(vp) ()

lo cual prueba que = es F-estable. O

Proposicion 3.2.4. Sea D la categoria de R-mddulos para R un anillo conmutativo con unidad. Entonces
existe un isomorfismo
H(S)” =limH
Foo

Demostracion. Para cada P < S sea ap: hmH — P el morfismo asociado a hmH Veamos que
]-'ozv .7:"p
as(limH) C H(S)”. Denotaremos a lim H como L en lo siguiente. Para ello, sea P < Sy f €
Fop JFopr
Homyz (P, S), entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

/\

De este diagrama obtenemos que para toda x € L se tiene que H(f)as(z) = H (23 )as(x). Por lo tanto,

as(L) € H(S)”. Ahora, por el inciso 2 del Teorema 3.2.3 tenemos que para cualesquiera Q, P < Sy
f € Homz(P, Q) el siguiente diagrama conmuta

) H(Q)
FH y
H(S)” H(f)
FH(3)
H(P)

donde ]—'H(z%) y FH(:3) denotan las restricciones de H(zz) y H(x3) a H(S)” respectivamente. De lo

anterior, por la propiedad universal del limite existe un tinico morfismo ¢ : H(S)” — L tal que el siguiente

22



diagrama conmuta

FH(zp)\t /

para todo P < S. Observemos en particular que si tomamos P = S, entonces tenemos

le(a\4 /

por lo cual astp = 1(gy7. Luego, para cada P < S tenemos el siguiente diagrama

74>

L
/l\]:H(zP ‘
L —— H(P)

que conmuta, pues cada tridngulo es conmutativo por lo que acabamos de probar. De nuevo, por la propiedad
universal del limite podemos concluir que oz = 1. Por lo tanto,

H(S)” =1lim H
Fop

que es lo que queriamos demostrar. O

3.3 Elcaso de 5,

En esta seccién estudiaremos la estructura del p-Sylow del grupo simétrico S,2 y la fusién de este. Para ello,
primero conozcamos al p-subgrupo de Sylow de S,,2 con el que estaremos trabajando. Antes de ello, veamos

unas definiciones que seran importantes.

Definicion 3.3.1. Sean A y H subgrupos de un grupo G, donde A es normal en G. Decimos que G es un
producto semidirecto interno de A por H siG=A-H y ANH = {1} y escribimos G = A x H.

Definicion 3.3.2. Sean A y H grupos. Supongamos que existe un morfismo de grupos ¢: H — Aut(A).
Entonces podemos dotar al conjunto A x H de una estructura de grupo con el producto

(a1, h1)(az, h) = (a1p(h1)(az), hihs).

Al conjunto A x H con este producto se le llama producto semidirecto externo y se le denota por A x, H.

En caso de que el morfismo ¢ sea claro simplemente lo denotamos por A x H
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Definicion 3.3.3. Sea G un grupo y H < S,,. Consideremos el morfismo ¢: H — Aut(G™) dado por
o(h)(g1s---,9n) = (Grh-1(1) -+ 9n-1(n))- Definimos GVH el producto corona de G por H como el producto
semidirecto G™ x H.

Paracadai € {0,...,p—1}seano; = (ip+1,...,(i+1)p)ym = i+ 1,i+1+p,....i+1+p(p—1)).

Sea 7 = 1y---Tp—1. Observemos que para cada i € {0,...,p — 1} el elemento o; es un p-ciclo y que 7
es un producto de p p-ciclos por lo que ambos tienen orden p. Sea S = (0¢,01,...,0,—1,7). Notemos
que el grupo (og,01,...,0,_1) es isomorfo a (Z,)P y que T actda por conjugacién en este subgrupo de tal
manera que 70,7~ ! = 0;11. De lo anterior podemos ver que S = (0g, 01, ..., op—1) % (7). De esta manera

podemos ver que |S| = pP*! por lo que S es un p-Sylow de Sp2. Por ejemplo, para p = 2 tenemos que
S es {(1,2),(3,4)) x ((1,3)(2,4)) isomorfo a Dg y para p = 3 el grupo S es ((1,2,3),(4,5,6),(7,8,9)) %
((1,4,7)(2,5,8)(3,6,9)).

Definicion 3.3.4. Sea p un primo y sean cy, ..., ¢, d enteros positivos.

(a) Sea Ay el grupo abeliano elemental de orden p?, considerado como subgrupo transitivo de Spa a través

de su accion de permutacion regular.

A lo que nos referimos en este caso es que dada cualquier biyeccion ¢ : (Z,)* — {1,...,p"} consideramos
el morfismo de grupos ¢* : (Z,)? — S,a dado por ¢*(s)(n) = ¢(sp~'(n)). Resulta que para cualquier
biyeccion ¢ : (Zy)* — {1,...,p%} el morfismo ¢* es inyectivo (Teorema de Cayley). Asi ¢*((Z,)?)
es isomorfo a (Z,)* y ademds para cualquier otra biyeccién, los grupos obtenidos son conjugados. A
cualquier grupo de los anteriores lo podemos considerar como A4, pues son conjugados entre si.

(b) Parac = (ci,...c;) definimos Ac = Ac, V- VA, < Spe donde ¢ = |c| =c¢1 + -+ ¢, es el peso de c.
Al grupo A¢ se le llama subgrupo basico.

Consideremos el siguiente resultado en [2]
Teorema 3.3.5. Sea G = Sy. Entonces se cumple lo siguiente

(a) Si R < G es radical, entonces existen descomposiciones
V=WU---UVsyR=Rox--- X Ry

tales que Ry es el subgrupo trivial de Sy,, los conjuntos V; son ajenos y R; = A, es un subgrupo bdsico
de Sy, con |V;| = p!®! para todai € {1,...,s}.

(b) Supongamos que R < G tiene una descomposicién como en (a), pero que no es necesariamente radical.
Para cada lista de enteros positivos ¢ sea V(c) = U;V; y R(c) = [[; R, donde j corre sobre los indices
tales que c; = c. Sea t. el nimero de factores directos no triviales en la descomposicion de R(c). Sea
Ca(R) = S(Vo) x Z(R).

Na(R) = S(Vo) x [ [ Nsviey (R(e))
c

con Ny (c))(R(€)) = Ng(pey(Ac) 1S(te), conc = (c1,...c;) yc=]c

Y

Na(R)/R = S(Vo) x [ [ Nsve) (R(€))/R(c)
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con Ns(v(c)) (R(€))/R(c) = (Ns(pe)(Ae)/Ac) 1 S(te).-
Cada subgrupo bdsico A. satisface Cg(pe)(Ac) < Ac y

NS(pc)(AC)/AC = GL(Clap) X X GL(Ctap)'

En vista de lo anterior, consideremos G = S,> donde p es primo. Antes de continuar, probaremos el

siguiente lema.

Lema 3.3.6. Definimos K = (0y,...,0,-1) y N = (). Sip€ S = KN estal que p=0(°---0,”7'7* con
a; € {1,...,p} paracadai € {0,...,p—1} ya € {l,...,p— 1} entonces p es un producto de p p-ciclos o

es un p?-ciclo.

Demostracion. Bastara ver que si p es como en el enunciado, entonces p no tiene puntos fijos. Como S es
p-Sylow de S,2, sabemos que p debe tener orden una potencia de p. En el caso que p no tuviera puntos
fijos, como p € S,2, entonces p es un producto de p p-ciclos o es un p-ciclo. Probemos entonces que
p no tiene puntos fijos. Sea k € {1,...,p?}, entonces tenemos que existe una tnica i € {0,...,p — 1}
tal que k € {ip+1,...,(i + 1)p}. Luego, tenemos que 7%(k) = k + ap mod p? y entonces existe un
dnico j € {0,...,p — 1} tal que j = i+ a mod p. Asi, como a € {1,...,p — 1} entonces j # iy
T%k) e {jp+1,...,(j + 1)p}. Luego, p(k) = o;7%(k) € {jp+1,...,(j + 1)p} y podemos concluir que
p(k) # k. Por lo tanto, p no tiene puntos fijos y se cumple lo buscado. O

. Ap— by— . . .
Lema 3.3.7. Dos elementos en S, digamos a¢° ---0,"7'7% y o ... a,’ 117'b son conjugados si y solo si

a=by ZL 0 @i = Zfz_ol b, mod p, donde a,b # 0. Ademds, o(° - - ap 1'7% es un producto de p p-ciclos
siysolosi S P" 4 a; =0 mod p.

s . Ap—
Demostracién. Al conjugar a 02° --- 0. 22 7% por o0 - '7¢ obtenemos lo siguiente:
0 1 0 1

P p
co ... Cp—1__c __ap . ap—-1 __a__—c . —Cp—1 __ co ... Cp—1 _ao .. ap—1 c.a_—c _—Co —Cp—1
o 0,0 T oy oI T o, o, 1 =0 0,0 0 Oplite T TT 0y ot

p— co .. Cp—1 raop [N Ap—1 a;—C —Cp—1
o 0,01 0¢ 0, 14T 0 o,

=g ... g% gL g0 5%l a

- JO g p—1 Oc Up 1+caa apflJraT

_ _ap+ce—c L. 2Ap—1FCp_14c—Cp—ltc—a_a
= glotce—Cema oo -

p— ) ag ap—1 bo bp—1_b
y es claro que Zl 0ai =y i 0 @i + Cite = Ciyc—a- Ahora, sean og®---0,"1' 7%y 0 -+ 0,77 77 tales que

a=by 27 0 Wi =20 b Observemos que esta Ultima congruencia implica que ag— (Zf;ll bia—aia) = bo.

Veamos que estos eIementos son conjugados. Para ello conjuguemos por el elemento
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b a—0a 502

1
boqg—a2q4+bg—aq . Zp bia—0aia ao . 5%-1_a
% O'(p 1) a o Op—1 T entonces

— 1
ba—0q +b2a—020a+ba—aa | P bia—aia _ag A1 a _—(ba—aq) —(b2a—@2a+ba—aa) —(32P2) bia—aia)
Oq O2q J(p 1)a %0 Ip-1T a 92q a'(p Da
1 p,
— ba—aq ;b2a—a2a+ba—aa || 3021 bia—aia _ag aq ., +Up—1a —(bo—aa) ... —(Zi2) bia—aia)
= 04" 02 (r— l)a 90 %a T(p-1)a 70, T(p-1)a
-1 p—1
_ ba—aq bag—az4+ba—aa 22021 bia—aia _ag a(P 1a _(b —aq) —(327=1 bia—aia) _a
— Uu 0-211 PN O-(p—l)a O'O a' .. (p l)a e O'O T
2 p—1
_ by bagtbs—aq . ZP bia aia+b(p—1)a —(ba—aa) _(Zi=1 ia_aia) ao _(Zi=1 bia_aia) a
= 0,09 0,0 1)a O9q (r-1)a 0,°0 T
1
by _ba b(p—l)a, aO*(ZP bzafaia) a
=0,"09." " 0(p—1)a 90 T
b2 bp—1)a _bo, a
= O’ “09." ~~0(p71) oy’ T
by

= 080 . .Upp_llTb

de lo cual obtenemos lo buscado. O
Supongamos que R < G es un subgrupo radical con descomposiciones
V=WU---UV,y R=Rgx-- X Ry

como en el Teorema 3.3.5. Observemos que Vi € {1,...,s} se tiene que |V;| < p? por lo que |¢;| < 2 para
toda i € {1,...,s}. Observemos entonces que si existe j tal que |c;| = 2 entonces |V;| = p®. En este caso

tenemos entonces que j = 1 y que Vy = (). En este caso tenemos dos posibilidades:

1. Sic; = (1,1) tenemos entonces que R = A; 1 Ay por lo que |R| = pP™ = |S| y como R < S entonces

se tiene que S = R.

. Si ¢ = (2) entonces se tiene que R = A,. Luego, como Ay = Z, x Z, podemos considerar la

biyeccién ¢ : (Z,)? — {1,...,p*} dada por ¢(l,k) = Ip + (k + 1) y obtenemos el monomorfismo
0" (Zp)* = Spe que es tal que ©*(I,k)(t) = ¢((I,k)o~1(t)). Luego, observemos que go*(l 0) =
y que ©*(0,1) = H o;. Asi que cada A, debe ser conjugado del grupo generado por 7y H o;.

=0 =0
este grupo lo denotaremos por L. En este caso resulta que este grupo es céntrico. Por el inciso (b)

del Teorema 3.3.5 se tiene que Csp2 (A2) < A, para cada subgrupo bésico A;. Como consecuencia
Cs(As) < As, lo cual implica que L es céntrico.

Ahora, si tenemos que |¢;| = 1 para toda i € {1,...,s} entonces tenemos que para cada i se cumple

que |V;| =py R; = A) = Z,. Asi, cada R; estd generado por un p-ciclo ;. Ahora, vemos en cudles de

estos casos resulta que R es un grupo céntrico. Si tenemos que |¢;| = 1 para toda i € {1,...,s}, podemos

considerar dos casos.

1. Si s = p, en cuyo caso tenemos un producto de directo de p copias de Z, generadas por p-ciclos.

De hecho, este grupo resulta ser el grupo K mencionado anteriormente. En este caso resulta que

el grupo es céntrico pues dado un elemento p = o§°---0,"1'7" € S\ K con a; € {1,...,p}y
bedl,...,p— 1} entonces tenemos que opp = 080+1 . ~~UZﬂ trby pog = USOH ~~JZf’llTbUO =
o5° - ~~crgb+1 oy '7%. Luego, como b € {1,...,p — 1} podemos concluir que poy # oop. Al ser p
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arbitrario en S\ K obtenemos lo buscado. De hecho es su tnico F-conjugado por lo visto en el Lema

3.3.7 pues los tnicos p-ciclos de S estdn en K.

2. Si s < p entonces |R| = ps < p? por lo que existe un conjunto J = {j1,...,Jp} tal que JNV; =0
paracadai € {1,...,s}, yaque 0 < p? —ps=p(p—s5),y ji < jr si i <k. La existencia del conjunto
J viene de la caracterizacién de los p-ciclos que podemos encontrar en el grupo S. Sea o = (j1,...,7p)
y consideremos al grupo R’ = R X (o). Es claro que R’ es abeliano, R C R’ y ademds se tiene que
Z(R)=RC R =Z(R') C Cs(R), por lo que R no puede ser céntrico.

Ahora, para conocer los automorfismos externos de los grupos K, L y S, usaremos el inciso (b) del
Teorema 3.3.5 y calcularemos los cocientes de sus normalizadores por los grupos respectivos.

Sea ¢ un generador del grupo de unidades de Z,. Primero, para S tenemos que ¢; = (1, 1), por lo que
¢ =2yt =1 Luego, tenemos que Ng ,(Ac,)/Ac; = GL(1,p) x GL(1,p) utilizando la dltima parte del
inciso (b). El grupo GL(1,p) x GL(1,p) tiene como generadores a (¢,1) y (1,q).

Para L tenemos que ¢ = (2), por lo que ¢ =2y te, = 1. Asi, Ng ,(Ac,)/Ac, = GL(2,p) utilizando la

1 0
dltima parte del inciso (b). Por un resultado en [14] el grupo GL(2, p) tiene como generadores a ( )

L) .

Por dltimo, para K primero se tiene que que ¢; = (1) para toda i € {1,...,p}. Asfi para ¢ = (1)
tenemos que V(c) = {1,...,p*}, R(c) = (o0) X <= x {0p_1), c =1y que tc = p. De esto tenemos que
R = R(c) = K. Entonces tenemos que Ng , K = Ng,(41)1S, y que Ng , K/K = (Ng,(A1)/A1)1S,. Por
dltimo N, (A1)/A1 = GL(1,p) y asi Ns , K/K es isomorfo a GL(1,p) ¢S, = GL(1,p)” x S,. El grupo
GL(1,p)? x S, tiene como generadores a los elementos

((g,1,...,1),(1)),((1,q,..., 1), (1)),...,((1,1,...,9), (1)), ((1,...,1),(1,2),((1,...,1),(1,2,...,p)).

De lo visto en [11] obtenemos el siguiente lema.

Lema 3.3.8. Sea S el subgrupo de Sylow de de Sz, sea Z;, el grupo de unidades de Z,,. Sea q un generador
de GL(1,p). Entonces existe una sucesion exacta

0 —— § —— Ns,(5) 2, (Z3)> — 0
donde 1: S — Ng ,(S) es la inclusion. Ademds, existe una escision 1 : (Z3)? — Ns,, (S) dada por

P, )(Up+ (k+1)) = glp+ (k+1)

Y(1,q)(lp+ (k+1)) =1lp+ (¢k +1)

conl €{0,....p—1} yk €{0,...,p—1}. (Todo esto hay que tomarlo médulo p o p? segtin sea el caso

para que tenga sentido)
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Veamos cémo se ve lo anterior para el caso p = 3. En este caso se tiene
K =1{((1,2,3),(4,5,6),(7,8,9))

L= <(1a 273)(47 5, 6)(7v 8, 9)7 (1743 7)(27 578)(37 6, 9)>

Del lema anterior obtenemos que los automorfismos externos de S en Fs(Sg) estan generados por c(23)(56)(s9)
Y ¢(a7)(58)(69) Para K tenemos como generadores de sus automorfismos externos en Fs(Sy) a los elementos
C(23) C(56)5 C(89)> C(14)(25)(36) Y C(147)(258)(369)- Finalmente, el grupo de automorfismos externos de L en
Fs(Sg) estd generado por €(23)(56)(89) 1 €(24)(73)(68) Y C(17)(25)(69)-

Para terminar esta seccidén, veamos que los grupos que hemos estado estudiando son todos céntricos y
radicales de Fg(S)2).

Proposicién 3.3.9. Sea p un primo y S, el grupo simétrico en p* letras. Entonces los tnicos subgrupos
céntricos y radicales salvo conjugacion de su p-Sylow S son: S, K y L, donde K = (0¢,...,0p-1) ¥
L={o,71)

Demostracion. Solo resta ver que K y L son radicales pues S siempre es radical en cualquier sistema de
fusién saturado. Como K y L son grupos abelianos tenemos que Inn(K) e Inn(L) son triviales. Ademis,
de lo anterior podemos concluir que Outfs(SPQ)(L) = AUth(SPQ)(L) = GL(2,p) y que OUth(SPQ)(K) &
Aut}-s(sp2)(K) = GL(1,p)1S,. Porun lado tenemos que |GL(1,p)1S,| = (p—1)Pp! por lo que su p-subgrupo
normal maximal tiene orden a lo mas p y seria un p-Sylow. Recordemos que GL(1,p)1.S, = GL(1,p)? x S,,.
Sabemos que ((1,...,1),(1,2,...,p)) es un elemento de orden p en GL(1,p)?S,. Sea ¢ un generador de
GL(1,p). Ahora,

es un elemento de orden p, pues es conjugado de ((1,...,1),(1,2,...,p)). Es facil ver que
((1,...,1),(1,2,...,p)) # ((¢,¢*,...,1),(1,2,...,p)) por lo que podemos concluir que K es radical.
Para L tenemos que |GL(2,p)| = (p*> — 1)(p — 1)p por lo que su p-subgrupo normal maximal tiene orden a

1 0 1 1
lo mas p y seria un p-Sylow. Sin embargo, los grupos <<1 1>> y <<0 1>> son conjugados (pues son

1 0 1 1
p-Sylows al tener orden p) pero <<1 1>> #* <<O 1>> por lo que L es radical. O
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4 Teoria de representaciones

En esta seccién daremos algunos resultados bésicos de teoria de representaciones y haremos célculos para
anillos de representaciones y de representaciones invariantes bajo fusiéon. Ademas de esto utilizaremos lo visto
en el capitulo anterior sobre el grupo S,> para el anillo de representaciones invariantes bajo fusién. Para

mayor detalle acerca de los resultados en este capitulo referimos al lector a [13] y [17]

4.1 Definiciones

En lo siguiente G denotara a un grupo finito escrito multiplicativamente y V' a un espacio vectorial sobre C

de dimensién finita.

Definicion 4.1.1. Una representacion de un grupo G sobre un espacio vectorial V sobre C es un homomor-
fismo

p:G— GL(V)

donde GL(V') denota al grupo de automorfismos lineales de V. En caso de no haber ambigiiedad sobre

nos referiremos a la representacion simplemente como V.

Observemos que dada una representacién ¢ de G en V, el grupo G actia en V' de la siguiente manera: para
cada g € G definimos g - v := p(g)v que es una accién bien definida pues ¢ es un homomorfismo. Ademis,
dicha accién cumple que VA € C, Vg € G y para cualesquiera v,w € V se tiene que g- (A+w) = A\g-v+g-w.

De manera conversa, una accién de GG sobre un espacio vectorial que cumpla las propiedades de linealidad

anteriormente mencionadas induce una representacion de G.

Ejemplo 4.1.2. Consideremos el espacio vectorial C3 y el grupo S3. Sea {e1,ea,e3} la base candnica de
C3. Entonces Ss acttia en C? permutando las coordenadas, i.e. tenemos que para g € S3 ¢ - e; = eq(i) 0 de

manera equivalente
g (21,22,23) = (25-1(1)s 29-1(2), Zg-1(3))

que da lugar a una representacion llamada representacion estdandar no irreducible. También para Ss tenemos

una representacion llamada representacion alternante dada por

gv = sgn(g)v

parage Sy yv e C.
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Definicion 4.1.3. Un morfismo p entre dos representaciones V' y W es una transformacion lineal p : V. — W
tal que

conmuta para toda g € G. También se puede ver como p(gv) = gp(v) para toda g € G yv € V. Este tipo

de morfismos usualmente son llamados G-lineales para diferenciarlos de las transformaciones lineales usuales.

Definicion 4.1.4. A un morfismo de representaciones que es biyectivo le llamamos equivalencia de repre-

sentaciones. Decimos que dos representaciones son equivalentes si existe una equivalencia entre ellas.

Ejemplo 4.1.5. Consideremos a las siguientes dos representaciones del grupo Zo

(,012Z2—>(CQ @2222%@2

1 0 1 0
0 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1— 1— .
1 0 0 -1
La funcién p : C?> — C? dada por p(A1,A2) = (A1 + X2, \1 — A2) es un morfismo de representaciones y
ademds es una equivalencia.

Dada una representacién V', pueden existir subespacios vectoriales que son por si mismos representaciones.

Definicion 4.1.6. Si W es un subespacio de V' tal que para toda w € W se tiene que gw € W para toda
g € G, decimos que W es invariante bajo G o G-invariante.

Ejemplo 4.1.7. Un ejemplo de un subespacio G-invariante no trivial en el Ejemplo 4.1.5 para la representacion
p1es ((1,1)).

Definicion 4.1.8. Una subrepresentacion de una representacion V' es un subespacio vectorial W de V' que
es invariante bajo G.

Teorema 4.1.9. Sea p : G — GL(V) una representacion de G y sea W un subespacio G-invariante.
Entonces, existe un complemento W° de W en V que es G-invariante.

Si tenemos una representacién V con subrepresentaciones Wy W' tales que V.= W @& W’ decimos que
V es la suma de las representaciones W y W'. Por otra parte, dadas dos representaciones Wy W', podemos
considerar a V. =W @& W’ con la accién de G entrada a entrada. Resulta ser una representacién de G y le

llamamos la suma de W'y W"'.

Definicion 4.1.10. Una representacion se llama irreducible si no existe ningin subespacio propio W de V

que sea G-invariante distinto de cero.

Proposicién 4.1.11 (Lema de Schur). Sean ¢! : G — GL(V1) y 9 : G — GL(Vz) dos representaciones

irreducibles de G, y sea f una funcién G-lineal de V; a V5. Entonces:
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1. Si o' y ©? no son equivalentes entonces entonces f = 0,
2. SiVy=Va yp! = ? entonces f es un miiltiplo de la identidad.

Corolario 4.1.12. Si G es un grupo abeliano, entonces todas sus representaciones irreducibles son unidimen-
sionales.

Ejemplo 4.1.13. Sean € N y sea G = Z,,. Supongamos que p: G — C es una representacion irreducible de
G. Observemos que como p(1) tiene orden que divide a n, debe ser una raiz n-ésima de la unidad. Ademds,
p estd totalmente determinada por p(1) ya que p(m) = p(1)™ para toda m € Z,,. De hecho, para cada
raiz de la unidad esto define una representacion y toda representacion irreducible debe ser isomorfa a una de
este tipo y son tnicas salvo equivalencia de representaciones. A las representaciones irreducibles de 7Z.,, las

solemos denotar por su evaluacién en 1.

Teorema 4.1.14. Para cualquier representacion V' de un grupo finito G, existe una descomposicién
V=Vi"g... Vi

donde las V; son distintas representaciones irreducibles. La descomposicion de V' en k factores es tinica salvo

reordenamiento, asi como las V; que aparecen y sus multiplicidades a;.

Dadas dos representaciones V'y W, podemos considerar una representacién en V' ® W definida en los

generadores mediante g(v ® w) = gw ® gw.

Definicion 4.1.15. Dada una representacion ¢ : G — GL(V'), definimos el caracter de ¢ (o el cardcter de
V') como la funcion x, : G — C dada por x,(g) = Tr(pg).

Por propiedades de la traza resulta que el cardcter es constante en las clases de conjugacién de G. Ademas

de esto, el cardcter cumple las siguientes propiedades

Proposicion 4.1.16. Si x es el cardcter de una representacion ¢ de dimension n, entonces se tiene que:

2. x(g7") = x(g) parag € G,
3. x(hgh™') = x(g) para g,h € G.
Para dos funciones ¥, ® : G — C, definimos
1 _
(¥19) = 17 > W(g)2(g).

geG

Sabemos que el conjunto de funciones de G en C forma un espacio vectorial. Resulta que la operacién que

se acaba de definir es un producto escalar en este espacio y que para cualquier funcién ¥ y caracter x se

tiene que (¥|x) = (x|¥).
El cardcter de una representacion nos puede decir cudndo una representacién es irreducible.

Teorema 4.1.17. 1. Six es el cardcter de una representacion irreducible, entonces se tiene que (x|x) = 1,
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2. Six y X' son caracteres de representaciones irreducibles no equivalentes entonces tenemos que (x|x') =
0

Corolario 4.1.18. Los caracteres de representaciones irreducibles forman un conjunto ortonormal.

Proposicién 4.1.19. Dadas dos representaciones ¢! : G — GL(V1) y ¢* : G — GL(Vz) de G, se tiene lo

siguiente
1. El cardcter de la suma directa V1 @® V3 estd dado por x,1 + X2
2. El cardcter del producto tensorial Vi ® Vo esta dado por x,1X 2.

Teorema 4.1.20. E/ nidmero de representaciones irreducibles de G (salvo equivalencia) es el mismo de las

clases de conjugacion de G.

Ejemplo 4.1.21. En el Ejemplo 4.1.13 tenemos n clases de equivalencia y tenemos n representaciones

irreducibles de G (salvo equivalencia), una por cada raiz n-ésima de la unidad.

Teorema 4.1.22. Sea V' una representacion y ® su cardcter. Entonces, si x es el cardcter de una repre-
sentacion irreducible W se tiene que (®|x) es el nimero de veces que aparece W (de manera isomorfa) en

la descomposicion de V. como suma de representaciones irreducibles.
Corolario 4.1.23. Dos representaciones con el mismo cardcter son equivalentes.

Como hemos visto, los caracteres de representaciones pueden verse como funciones del conjunto de clases
de conjugacién de G en C. A raiz de esto podemos expresar la informacién del caricter en una tabla de
caracteres. Esta tabla tiene a las clases de conjugacién en la primera fila, denotadas por un representante g;
en la primera columna se escribe el grupo del cual estamos calculando caracteres y por debajo una lista de las
representaciones irreducibles de dicho grupo; por dltimo dentro del recuadro aparecerd el valor del caracter

en la clase de conjugacién. Agregamos un ejemplo ilustrativo a continuacién.

Grupo G ‘ Clases de conjugacién de G

Irreducibles ‘ Valores en clases de conjugacion

Ejemplo 4.1.24. Para el grupo Zs tenemos la siguiente tabla de representaciones

Zs |0 1 2
Trivial | 1 1 1
w 1 w w?
w? 1 w? w

donde w = 2™i/3

Definicion 4.1.25. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Sean @ una representacion de H. Definimos
la representacion de G inducida por o (denotada por Ind; (y)) como C|G] ®ca) V', donde C[G] es al anillo
de grupo.

Definicion 4.1.26. Decimos que una representacién p de G en V es inducida por una representacion ¢ de

un subgrupo H en W, si V es equivalente a Ind% ().
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Consideremos el conjunto Rep(G) de clases de equivalencia de representaciones de G. Como vimos
anteriormente, las representaciones tienen definidas un producto (el producto tensorial) y una suma (la suma

directa). Estas dos operaciones definen operaciones de suma y producto en Rep(G) que lo hacen un semianillo.

Definicion 4.1.27. Denotamos como R(G) el anillo de representaciones del grupo G a la construccion de

Grothendieck del monoide de clases de equivalencia de representaciones de G.

Ahora bien, observemos que dados grupos finitos H, G y un homomorfismo ¢ : H — G obtenemos un
morfismo ¢* : R(G) — R(H) como la funcidén que extiende de manera tnica a ¢’ : Rep(G) — Rep(H)
dada por ¢'([p]) = [py] para cada p € Rep(G). Es claro que esta asignacién estd bien definida y es un

homomorfismo de semianillos, con lo cual ¢* es un homomorfismo de anillos.

4.1.1 Un lema de representaciones

Para terminar esta seccién, revisaremos algunos resultados que son importantes para el desarrollo de los
resultados principales del capitulo 5. Ademds, estos resultados motivaron a la formulacién de la Conjetura
5.4.5.

Supongamos que Gy H son grupos tales que H < G. Existen dos morfismos muy sencillos, pero muy
importantes, entre sus anillos de representaciones. El primero, el morfismo +*: R(G) — R(H) que viene
del morfismo inclusién +: H — G y le llamamos restriccién. El segundo, es el morfismo u.: R(H) — R(QG)
que envia a la clase de una representacién ¢ en la clase de la representacién Indg(gp). Por ultimo, el grupo
G/H actia en R(H) y en R(G) por conjugacién, es decir, la clase de un elemento g envia a la clase de
una representacién ¢ en la clase de cjp. Esta accién estd bien definida en R(H) pues los caracteres de
las representaciones son invariantes al conjugar por elementos de H y ademds actia trivialmente en R(G).
Diremos que dos representaciones son conjugadas si estan en la misma drbita bajo esta accién.

Sea V una representacién irreducible de G. Sabemos que V' también es una representacién de H mediante

la restriccién. Sea W C V una representacién irreducible de H. Entonces tenemos que . gW es un
geG

subespacio de V' que es G-invariante. Asi, al ser V una representacién irreducible tenemos que Y gW =V.
geG

Ademds, para cada g € G el espacio gW es claramente una representacion irreducible de H. Veamos que

m
existen g1,...,9m € G tales que V = @ giW. Supongamos que V' = @ giW es un subespacio vectorial

maximal de esta formay que V' C V. Entonces como Y, gW =V eX|ste g € G tal que gW C V', Luego,
e

como gW es una representacién irreducible de H se tiene que gW NV’ = 0. lo cual implicaria que V' no es
m

maximal. De lo anterior podemos concluir que existen g1, ..., g, € G tales que V = @ ¢;W. Observemos
i=1
que cada representaciéon gW de H es equivalente a g "' HW, donde g~ ' H denota a la clase lateral de g

en G/H = K. Esto es facil de ver ya que la funcién f: gW — g~'HW dada por f(z) = g~ ' estd bien

-1

definida y ademas es un isomorfismo.

Ahora, sean o y p las clases de equivalencia de las representaciones V' 'y W en R(G) y R(H) respectiva-

mente. Si kq, ..., k,, denotan las clases de gl_l, ..., gt en K = G/H entonces
m
1" (p) = Z kio.
i=1



Como K actia trivialmente en R(G) entonces tenemos que 2*(p) debe ser invariante bajo la accién de K.

Sin embargo, toda componente irreducible de ¢*(p) es de la forma ko para alguna k € K. Entonces tenemos

S
que 1*(p) =n Y g, donde {o;}%_; es un conjunto completo de conjugados de . De esto, obtenemos el
i=1
siguiente resultado.

Lema 4.1.28. Supongamos que G y H son grupos tales que H <G. Sea p una representacion irreducible de

S
“(p)=n)_ o
j=1

donde {0;}5_; es un conjunto completo de representaciones irreducibles de H conjugadas.

G. Entonces

En vista de lo anterior, nos gustaria conocer cémo se comporta el morfismo 2, en este caso. Primero,

tenemos el siguiente resultado acerca de las representaciones inducidas encontrado en [13].

Teorema 4.1.29. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Sean W y U representaciones de H y G
respectivamente. Supongamos que V = Ind$, (W), entonces cualquier morfismo de representaciones p: W —
U se extiende de manera tnica a un morfismo ¢: V — U es decir,

Hom (W, Res(U)) =2 Homg (Ind% (W), U).

En nuestro caso particular, obtenemos los siguientes lemas sobre la restriccién e induccién de representa-

ciones.

Lema 4.1.30. Supongamos que G y H son grupos tales que H <G y sea K = G/H. Sea o la clase un
representacion irreducible de H y K, el estabilizador de o en K. Sea

n
7 =3 mip,
=1

n
la descomposicion de 1.(c) como suma de representaciones irreducibles p; de G. Entonces > m? = |K,|.
i=1
Demostracién. Como 1,(0) = Z m;p; entonces tenemos que |K|dimo = Z m; dim p;. Por el Teorema

4.1.29 tomando a ¢ como W y U como p;, tenemos que para cada j se cumple que

Homp (0,1 (p;)) = Homg (24(0), pj)

= Homg (Z mipi, Pj)

i=1
n

= @mi Homg (ps, pj)
=1

= m; Home (pj, p5)

1%

mj(C
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y usando el Lema 4.1.28 se cumple que
S
(p) =n) o
i=1

donde {o;}7_; es un conjunto completo de representaciones irreducibles de H conjugadas a o. Entonces

Homp (o,1"(p;)) = Hompg <0’, n; Z ai>

i=1
= (Pn; Homp (o, p;)
i=1
= n; Hompy(o,0)

~ .
= n,C.

De esto podemos concluir que n; = m; para toda j y por lo tanto
S
v (pi) = m; ZUJ‘
=1

2

n
para cada i. Asi, dimp; = |K : K,|m;dimo lo cual implica que |K| = |K : K,| Y, m;. Por lo tanto
i=1

n
|Ky| = 5" m?, que es lo que querfamos probar. O
i=1

Lema 4.1.31. Supongamos que G y H son grupos tales que H <G y sea K = G/H. Sea o la clase un
representacion irreducible de H con estabilizador K, y {o; }§:1 un conjunto completo de representaciones

irreducibles de H conjugadas a o. Supongamos que |K,| es libre de cuadrados. Entonces

Z 0j € 1. (R(Q)).

mf es libre de cuadrados,
1

n
Demostracién. Por el Lema 4.1.30 tenemos que |K,| = Y m?2. Como |K,| =
i=1 %

n
1= =

n
esto implica que los m; son primos relativos. Entonces existen ay, ..., a, € Z tales que > a;m; = 1. Luego,
i=1

n n S S
i=1 i=1 j=1 j=1
que prueba lo buscado. O

Lema 4.1.32. Supongamos que G y H son grupos tales que H es normal en G y tales que el orden de
K = G/H es libre de cuadrados. Entonces

R(H)X = R(G),
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donde R(H)X denota a los invariantes bajo la accién K.

Demostracién. Del Lema 4.1.28 tenemos que 1* R(G) C R(H)X. Ahora, una Z-base para R(H)¥ est4 dada
S
por sumas de conjuntos completos de conjugados de la forma )~ ;. Pero para cada ¢ € R(H), como
j=1
K, < Ky |K]| es libre de cuadrados, tenemos que | K| es libre de cuadrados. El resultado se sigue entonces

directamente de 5.3.1. O

Por dltimo, tenemos un caso particular del Lema 4.1.32

Proposicion 4.1.33. Supongamos que G y H son grupos tales que H < G. Si tenemos que G/H = Z,,

entonces

Este dltimo resultado dio lugar a la Conjetura 5.4.5 del Capitulo 5 y es utilizado para la prueba del Teorema
5.1.2 para el caso de grupos ciclicos.

4.2 Representaciones invariantes bajo fusién

Definicion 4.2.1. Sea F un sistema de fusién saturado sobre un p-grupo finito S. Una representacion
p: S — U, es F-invariante si las representaciones p|p y p|s(py © f son isomorfas para cada P < S y para
cada f € Homg(P,S).

Una representacién p es F-invariante si y solo si su caracter x, es F-invariante, i.e x,(s) = x,(f(s)) para
cada morfismo f en F. Observemos que la representacidn regular y la representacién trivial de S siempre
son F-invariantes. Observemos que el conjunto Rep(F) de clases de isomorfismo de representaciones de S
que son JF-invariantes es un monoide bajo la operacién inducida por la suma directa de representaciones.
También es cerrado bajo producto tensorial. Estas dos dltimas afirmaciones se cumplen debido a la férmula

del caracter para el producto y suma de representaciones.
Definiciéon 4.2.2. El anillo de representaciones R(F) de F es el grupo de Grothendieck de Rep(F)

En [10] podemos encontrar el siguiente resultado que relaciona a R(F) con los elementos estables de R.
Proposicion 4.2.3. Tenemos un isomorfismo

R(F) = lim R(Q)
Fop

Ademds de ello, tenemos un resultado sobre los generadores de R(F).

Proposicion 4.2.4. El rango del grupo abeliano libre R(F) es igual al nimero de clases de F-conjugacion
de S.
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4.3 Representaciones de un producto de grupos

A continuacién veremos una forma de calcular las representaciones irreducibles de un producto de grupos
usando un resultado encontrado en [17].

Sean G y H grupos. Sea p; y po representaciones de G y H respectivamente. Definimos una repre-
sentacién p; ® py de G x H dada por

(p1 ® p2)(g,h) = p1(g) @ pa(h).

Observemos que a diferencia del producto tensorial definido anteriormente, estas representaciones son de
grupos distintos. Sin embargo, nos referiremos a esta representacion como el producto tensorial de p; y ps.
El caracter x de esta representacién estd dado por

X(9, 1) = Xp1 (9)Xp2 (R).

En este contexto, obtenemos el siguiente resultado

Teorema 4.3.1. 1. Si p1 y p2 son irreducibles, entonces p1 ® pa es una representacion irreducible de
G x H.

2. Cada representacion irreducible de G x H es equivalente a una representacion de la forma p; ® po con

p1 Y p2 representaciones irreducibles de G y H respectivamente.

4.4 Representaciones de un producto semidirecto de grupos

Como vimos en la seccién 3.3, el p-Sylow S de S},> es un producto semidirecto de un grupo abeliano por un
grupo ciclico. Para lograr calcular una base del anillo de representaciones del sistema de fusién, primero es
necesario poder calcular todas las representaciones irreducibles de S. Para ello, recurriremos a un resultado
en [17].

Sean Ay H dos subgrupos de un grupo GG, con A<G. Supongamos que estos grupos cumplen lo siguiente:
(i) A es abeliano
(i) G es el producto semidirecto de H por A

Como A es abeliano, sus caracteres irreducibles son de grado 1 y forman un grupo X = Hom(A,C*). El

grupo G actta en X de la siguiente manera:

(9x)(a) = x(9""'ag) parage G, x€ X, a€ A

Sea (Xi)iex/m un sistema de representantes de las érbitas de H en X. Para cada i € X/H sea H; el
subgrupo de H de los elementos h tales que hx; = x; y sea G; = A - H; el subgrupo correspondiente de G.

Extendemos la funcién y; a G; como sigue
xi(ah) = x;(a) paraa € A, h € H;

37



Usando que hy; = x; para cada h € H;, tenemos que x; es un caracter de grado 1 de G;. Ahora, sea p
una representacion irreducible de H;; componiendo a p con la proyeccién canénica G; — H; obtenemos una
representacion p* de GG;. Finalmente, tomando el producto tensorial x; ® p* obtenemos una representacién
irreducible de G, sea ¢; ,, la representacién inducida en G correspondiente. Entonces tenemos lo siguiente:

Lema 4.4.1. 1. Cada ¢, , es irreducible.
2. Si i, y pir, son equivalentes, entonces i =1y p es isomorfa a p'.
3. Cada representacion irreducible de G es equivalente a una de la forma ¢; ,.

Ejemplo 4.4.2. Consideremos el p-Sylow S de S,>. Sabemos que S = K x (), donde K es un subgrupo

isomorfo a (Z,)" generado por los elementos oy, ...,0,_1. Sea w = e2™i/P Dada una representacién
irreducible p de K, tenemos que p(o;) = w® para alguna a; € {1,...,p}. Si para toda i se tiene que
a; = k para alguna k € {1,...,p}, tenemos que la accién de S es trivial en p. Usando la construccién

anterior extendemos p al grupo S pues el estabilizador de p en (r) es () mismo. Luego, tomando una
representacion 1 de (1) = Z, y como en la construccion anterior obtenemos una representacion de 1)* de S.
Por dltimo, tomando p ® 1* obtenemos una representacion irreducible de S. Por otro lado si existen i < j

kp(a;) = p(t*o;77%) = p(0;j). De esto tenemos

tales que a; # a; con j =i+ k, entonces tenemos que T~
que w% = 7 Fp(0;) # p(o;) = w por lo que T~Fp # p. Observemos que al ser (t) = Z,, tenemos que
la érbita de p por la accion de () tiene p elementos. De lo anterior se sigue que el estabilizador de p es
trivial. Continuando con la construccion anterior, como el grupo trivial tiene solamente como representacion
irreducible a la representacién trivial entonces solo resta inducir la representacion p al grupo S para obtener
una representacion irreducible de S.

Veamos un par de representaciones irreducibles de S en el caso p = 3. Sea w = €2™/3. Utilizando la
notacion del Ejemplo 4.1.13 y del Teorema 4.3.1, consideremos w ® w ® w una representacion irreducible
de K. Por otro lado consideremos la representacion w de (r). Entonces obtenemos una representacion
wRW®wRw* de S. En general, escribiremos solamente w ® w @ w Q@ w en estos casos. Ahora, consideremos
la representacion w ® 1 ® 1. En este caso, como vimos anteriormente, la representacion Ind}g( (w®1l®1)es

irreducible y la denotaremos por 1,(w ®@ 1 ® 1).

4.5 Calculo de anillos de representaciones

En esta seccién calculamos algunos anillos de representaciones de grupos finitos.

Ejemplo 4.5.1. Tabla de caracteres de las representaciones irreducibles de Sy.

Sy 1 (12) (123) (1234) (12)(34)
Trivial | 1 1 1 1 1
X 1 -1 1 -1 1
Y 3 1 0 -1 -1
Xy |3 -1 0 1 -1
Z 2 0 -1 0 2
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Esta tabla de caracteres se obtuvo de [13]. De lo anterior podemos concluir que

R(S4) gZ[x»yaz]/(ﬁ—Lyz—y—Z—:Ey—1,962—,2,,2

2

—z—x—1,2y—y—zy)

Ejemplo 4.5.2. Tabla de caracteres de las representaciones irreducibles de Dg.

Ds 1 {r,r®}y 12 {s,sr?} {sr,sr®}
Trivial | 1 1 1 1 1
X 1 -1 1 1 -1
Y 1 1 1 -1 -1
XY 1 -1 1 -1 1
Z 2 0 -2 0 0

donde X,Y y XY denotan a las representaciones que vienen de componer con la proyeccién por los subgrupos

normales (r), (s,7?) y (rs,r?) (pues el indice de estos subgrupos es 2 y entonces el cociente es isomorfo a

{=1,1}) y Z la representacion de las simetrias del cuadrado.

Ahora, de lo anterior podemos concluir que

R(DS) %Z[x,y7z]/(x2—1,y2—1,22—xy—x—y—1,xz—z,yz—z)

Ejemplo 4.5.3. En la siguiente pagina presentamos las representaciones del 3-Sylow de Sg. Mds adelante tra-

bajaremos con este grupo para dar un ejemplo concreto del uso de los teoremas de representaciones invariantes

bajo fusion para poder calcular R(F). Recordemos que oy, 01,02,T y w denotan a (1,2,3),(4,5,6),(7,8,9),
(1,4,7)(2,5,8)(3,6,9) y e2™/3 respectivamente.
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Tabla de caracteres de las representaciones irreducibles de (Z3)3 x Z3.

S 1 00 og 0001 o00s  ogo1 odo? 000102 000103 0o0ios  oRoic: T ooT oaT T2 ooT  0aT
Trivial= aq 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
191®1lQw=a 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 w ow o ow W W w?
1911w’ =a: 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Wb W W w w w
WRWRwW®1=by 1 w w? w? 1 1 w 1 w w? 1 1 w w? 1 w w?
WRWRwRw=Dby 1 w w? w? 1 1 w 1 w w? 1 w w? 1 w? 1 w
WROWRW®w? =bs 1 w w? w? 1 1 w 1 w w? 1 w? 1 w w w? 1
W RwRw®l=c 1 w? w w 1 1 w? 1 w? w 1 1 w? w 1 w? w
RV uw=c 1 w? w w 1 1 w? 1 w? w 1 w 1 w? o W? w 1
WRWwWRweowl=c | 1 w? w w 1 1 w? 1 w? w 1 w? w 1 w 1 w?
Ww®1l®1) =2z 3 w+2 w? 42 2w+1 0 0 2w% 4+ 1 3w 2wHw? 2wrtw 3w? 0 0 0 0 0 0
LW ®lel) =1 3 W42 w2 2w% 4+ 1 0 0 2w+1 3w? 20 +w 2w+ w? 3w 0 0 0 0 0 0
wRw®l) =y 3 2w+l WPl 2wtw? 0 0 2w +w 3w? w? 42 w42 3w 0 0 0 0 0 0
LWw®w®1) =y 3 0 0 0 3w? 3w 0 3 0 0 3 0 0 0 0 0 0
LW @w®l) =1y 3 0 0 0 3w 3wW? 0 3 0 0 3 0 0 0 0 0 0
LW @wr 1) =y; 3 20241 2w+l 2Wrtw 0 0 2w + w? 3w w+2 w42 3w? 0 0 0 0 0 0
WwOwew?) =2 3 wHw? 2Witw w42 0 0 w+2 3w 207 4+1  2w41 3w? 0 0 0 0 0 0
Lw®w @w?) =2 3 24w 2wt w? w+2 0 0 w22 3w? 20+1  2w?41 3w 0 0 0 0 0 0




Esta tabla fue calculada usando el Lema 4.4.1. Entonces tenemos que
R(S) = Z[ala az, bOa b17 b27 €o,C1,C2,Z0,T1,Y0,Y1,Y2,Y3, 20, Zl}/J

donde J es el ideal generado por los siguientes elementos

asca — €1 b1by — co coco — bo
asTo — T bico — a cocy — b
atay — as 20 — To 1Co — a1 oc1 — by
a1 — I1 bici — ag coca — by
ajas — 1
- a2yo — Yo bico —1 CoTo — Y3
@109 — 01
_— asy1 — Y1 bizo — 20 coT1 — 21
a101 — 02
asy2 — Y2 biz1 — Yo CoYo — T1
aibs — by
as2y3 — Y3 biyo — 21 coy1 — Y1
aj1Cy — C1
azzp — 2o biy1 — CoY2 — Y2
aicy — Co
a2y — 21 b1y — y2 CoY3 — 20
a1c2 — Co
bobo — co b1yz — xo €020 — X0
airo — o
bob1 — c1 b1z — y3 €021 — Yo
a1r; — 1
boby — c2 b1z — 21 cic1 — by
a1Yo — Yo
boCO -1 b2b2 — C1 C1C2 — bo
a1yis — Y
bocl — a1 bQCo — a9 C1T0 — Y3
a1y2 — Y2
b002 — a9 b201 -1 C1x1 — 21
a1ys — ys
bozo — 20 baco — ay c1Yo — T1
aizo — 20
bor1 — Yo bazo — 29 Yyt —n
a1z1 — 21
boyo — 21 baz1 — Yo c1y2 — Y2
azaz — a1
boyr — y1 bayo — 21 c1Y3 — 20
azbg — b
_— boy2 — ¥2 bay1 — 1 €120 — T
a201 — 0o
_— boys — xo baya — 2 €121 — Yo
azbs — by
bozo — y3 bays — xo cacy — by
a2Cy — C2
boz1 — 1 bazo — y3 C2To — Y3
azC1 — Co
b1b1 — c2 bozy — 1 C2T1 — 21
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C2¥Yo — T1 CoY2 — Y2 €220 — T ToTo — T1 — 2Yo

C2Y1 — Y1 C2Y3 — 20 C221 — Yo

Yoys — 1 —ai —az —y1 — Yo

Tor1 — 1 —ay —azs —y1 — ¥y
YozZo —Co —C1 —C2 — Y1 — Y2

ToYo — bg — b1 — b2 — y1 — Yo
Yo21 — To — 2Y3

T _
oY1 — Y1 191 — 3y

Tty —
oV yiy2 —1—a1—az —bg —by — by —co—c1 —c

T —z1 — 22
0Y3 1 1 Y1Us — To — U5 — 20

Tozo — Yo — 221
Y120 —Xo — Y3 — 20

Tozy —Cp —C —C2— Y1 — Y2
Y121 — %1 — Yo — %1

T1T1 — To — 2Y3 Yotis — 3y
2Y2 — Y1

T —2x9 — %
1Y0 0 0 Yo — 0 — U — %0

T1Y1 —T1 — Yo — 21
Y220 —To — Y3 — 20

T1Y2 —T1 — Yo — 21
Y221 — X1 — Yo — 21

T1Y3 —Co —C1 —C2 — Y1 — Y2
Y3Ys — Yo — 221

2120 —bo — b1 — by —y1 — Y2
Y3zo — T1 — 2y

121 — Y3 — 220
Y321 —bo — b1 — b2 —y1 — Yo

YoYo — Y3 — 22o
Z0R0 — 2271 — 21

YoY1r —T1 — Yo — 21
2021 — 1 —ajas —y1 — 2

YoY2 —T1 — Yo — 21
Z121 — 21’0 — 20
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4.5.1 Invariantes bajo fusién

En la siguiente seccidn se usaran los célculos de anillos de representaciones de la seccién anterior para calcular
los anillos de representaciones invariantes bajo fusién del sistema de fusién Fg(S,2) parap =2y p = 3. Mas
adelante en el capitulo cinco utilizaremos estos resultados para calcular la K-teoria de la p-completacién de

los espacios clasificantes de Sy y Sy.

Ejemplo 4.5.4. Observemos que Ds es 2-subgrupo de Sylow de Sy considerando a r = (1234) y s = (13).
Calculemos las representaciones invariantes bajo fusion de Fp,(S4). Primero, observemos que Ng,(Dg) = Dg
ya que al menos Dg C Ng,(Ds) y entonces 8 divide a su orden, sin embargo Dg no es normal en Sy cuyo
orden es 24. De lo anterior, para calcular R(Fp,(S4)) solo debemos mirar a los grupos de orden 4 y 2, pero
los grupos de orden 2 no pueden ser céntricos. Ahora, los grupos de orden 4 son Q = {1,sr,r% sr3} =
{1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, Q1 = {1,s,72, 7%} y Q2 = {1,7,72,73}. Sin embargo, los dltimos dos no
son p-reducidos por lo que basta observar qué pasa en (). La tabla de representaciones para () se ve de la

siguiente manera:

Q 1 sr % s
Trivial | 1 1 1 1
X1 1 1 -1 -1
Y 1 -1 -1 1
X1y |1 -1 1 -1

De lo anterior se sigue que R(Q) = Z[z1,11]/(x3 — 1,47 — 1). Ahora observemos que Autg,(Q) =
(c(23) C(234))- Asl, tenemos que

T | ces)(®)  csa (@)
1 1 1

ST 7"2 T2

T2 Sr STS
87‘3 87“3 Sr

De lo anterior obtenemos las siguientes tablas de caracteres, donde 1 denota la inclusion de ) en Dg e L*,c’("23)

y 02‘23 1 denotan a los morfismos inducidos entre los anillos de representaciones correspondientes.

L 1 sr 1% sl

Trivial | 1 1 1 1 Trivial

SX) |11 1 -1 | X\

SY) |10-1 1 -1 | X1

cZ)y |12 0 -2 0 | Xi+N
C?ZB)L* 1 sr %2 s
Trivial 1 1 1 1 Trivial
Copt™(X) | 11 -1 -1 | X
Cogt™(Y) | 11 -1 -1 | X
c’(*23)L*(Z) 2 -2 0 0 | i+Xin




0?234)L* 1 sr % sr?

Trivial 1 1 1 1 Trivial
Clogyt™(X) | 11 -1 -1 | Xy
6?234)L* Yy|1 1 -1 -1|X;
c’(*234)L*(Z) 2 -2 0 0 | n+Xin

Ahora queremos buscar los i) € R(Dg) tales que v*(v0) = f*1*(¢) Vf € Autg,(Q), por lo que basta

observar el comportamiento de c’(*23) ya que 62‘23) = 02‘23 10 vistos como morfismos inducidos.

Por lo anterior podemos ver a cualquier 1 € R(Dg) como 4 = a + bX + ¢Y + dXY + eZ con
a,b,c,d,e € Z. Asi

(1) = a+b(X1Y1) + c(X1Y1) + d(X1Y1)* + (X1 + Y1) = (a+ d) + eX1 + €Y1 + (b+ )(X1 Y1)
cz‘zg)b*(w) =a+bXy +cX; + Xm2 +eV1+X1Y1)=(a+d)+ (b+ ) X1 +eY1 +eX1 Vs

Por lo cual i*(¢) = 0?23)L*(w) si y solo si tenemos que b+ ¢ = e. De esto, ¢» € R(F) si y solo si
Yv=a+bX+2Z)+c(Y +Z)+dXY. Asi, se tiene que

R(F) =2 Zrs,t]/(r* —r —s—t —2,8% —r%,rs —r — s — 2, vt —t,st — 7, t* — 1)

donder = X+ 7 ys =Y +Z son representaciones de dimensién 3 yt = XY de dimension 1 y los productos
se obtienen del Ejemplo 4.5.2.

Ejemplo 4.5.5. Como vimos en la seccién 3.3 para calcular R(Fs(Sy)) basta fijar nuestra atencion en los
grupos K = ((1,2,3), (4,5,6),(7,8,9)), L =((1,2,3)(4,5,6)(7,8,9),(1,4,7)(2,5,8)(3,6,9)) y S. Primero
fijemos nuestra atencicn en el grupo K.

Sabemos que Autg, (K) = (c(23), C(56)s C(89) C(14)(25)(36)» C(147)(258)(369))» Pero bastara con fijarnos en el

grupo (c(23), C(56), C(89)s C(14)(25)(36)) PUeS las representaciones ya son invariantes bajo 02‘147)(258)(369) pues
(147)(258)(369) € S.

x C(23) (z) C(56) (z) C(89) (z) C(14)(25)(36) (z) C(147)(258)(369) ()
(1) (1) (1) (1) (1) (1)
(1,2,3) | (1,3,2) (1,2,3) (1,2,3) (4,5,6) (4,5,6)
(4,5,6) | (4,5,6) (4,6,5) (4,5,6) (1,2,3) (7,8,9)
(7,8,9) | (7,8,9) (7,8,9) (7,9,8) (7,8,9) (1,2,3)

De esto obtenemos la siguiente tabla para elementos en R(S)
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RGN

Trivial | 1®1®1

ay 111

az I1®l®1l

bo WRWRwW

by WRWRwW

bo WRWRW

Co w2 @ w? ® w?

c1 w? @ w? ® w?

Co w? @ w? ® w?

) wRIRI+1IRwRI+1IRIRQw

7y WCRII+1I®uwR1+101®w?

Yo WwOWRI+1IQwRWw+w®1Qw

Y1 wRwWRl+1weuw+w ®1Qw
Y2 WRwel+lwwtwelew?
Y3 WRwWel+1w?w?+w? 1o w?
20 WRWRW +wW?Rwlwtwldw?@w
21 wRWRw +wRwew+uw @w? ®w

Sea
Y = toap+tiar +taas+t3bg+t4b1 +Esba+teco+ircr +igea +Hloxo+Hli 1 Hloayo +Hlsyr +laye +Hlsyz +lszo+1721
un elemento de R(S). Tenemos que,

(W) (W) = (to+t +t2) (1@ 1@ 1) + (t3 +ta +t5)(w @ w @ w) + (t + t7 + t5)(w? @ W? @ w?)
+lhwelel+lpwel+lelew)
1 elel+1w ®1+101Qw?)
qwRWRI+1IRWRWw+wWwR1Rw)
3WwRWRI+1wew +welew)

+ I (
+ o
+ I3(
+ LW RWRI+1®W Rw+wdl®w?)
W owRl+10w? ®w? +uwel®w?)
+lWwRWRW H+ W Rwaw+w®w? @w)
+l(wRwWRwW+w?Rwew +uw? @w? uw).
Para ver cudndo v € R(Fs(Sy)) primero observemos qué pasa con Cla3)-
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z 02‘23)(@)*(%)

Trivial | 1®1®1

ay 11l

az 111

bo WRwew

by W Rwew

ba W Rwlw

Co WO w?®w?

c1 WO w?w?

co we®w?w?

zo WCRII+1Iwel+1®1Qw

T wRIRI+1I®WR1+101®w?

Yo Wowel+lewdw+w ®lew
Y1 WRwel+lewew tw®lew
Yo WwROWwRl+10w? Quw+w? ®1Qw?
Y3 WwRWRI+1wW W +w®lew?
20 WCRwRw+wlwlw+w®ww
21 WWCRWRWHwRwRw+ww?uw

Asi, si ) € R(Fg(Sy)) tenemos que c>(k23)(Lf<)*(w) = (13)*(¥). Notemos que,

C&s)(ﬁ(ﬁ@/’) =(to+t1+t2)A1R@1@1) + (t3 +tg +t5) (W @w W) + (ts + t7r + t3)(w ® W? @ W?)
+0p(W?R1I1I+10wel+1R1Rw)
+hwelel+1w @l+11w?)
+ LW RWRI+1wRWw+W 1R W)
+53WRwR1I+1wew twelew)
+wRwel+1wew+w ®1@w?)
+lwRWR1+10wRw +welew?)
+l(W?RWRW FwRWRW+ w ®uw? @w)
+ W RWRWFwdwdw +wdw @w)

lo cual imp/ica que (tg +t4+ t5) = lg, (tﬁ + t7 + tg) = l7, lo = ll, 13 = 15, l2 = l4, ZQ = l3 ylﬁ = l7
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€T C?se)@f{)*(x)

Trivial | 1®1®1

ay 11l

az 111

bo WwRWRw

by WwRwRw

ba WwRWRw

Co W Rwew?

c1 W Rwew?

co W Rw®w?

Zg wRlIRI+1I®wWwRI+1®1Qw

T WCRII+10wel+101®w?

Yo WwRWR1I+1WRw4+wlQuw
Y wRWR®l+1®wRw+w ®1Quw
Y2 WCRwWRlI+10wew+w® 1l w?
Y3 WRwel+lewew? +w?®1ew?
20 WwRWRW+wRuwdwtwldwew
21 WRWRW +w?RuwQuw+wwew

Notemos que,

56y (L) (®) = (to+ 11 +12)(1® 1@ 1) + (ts + ta + t5) (w @ w® @ w) + (t6 + t7 + ts)(W* Qw ® W?)
+lhhwRlR1+10w?R1+101Qw)
+h(Welel+lowel+l®l®w?)
+hwRwWel+10wRwt+welew)
+ I3
+ 14
+ 15
+ I
+ 17

WRWR1I+1®wW W +w ®lew)
WRwl+1lwlwtwdlew?)
Wowel+tlewew +w @l w?)
WCRWwRl+1RwRwW? +uw?®1Rw?)

~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

WRWRW +wRwW W +wdwew)
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€T C?sg)(bf()*(x)

Trivial | 1®1®1

ay 1®l1®l

az 1®l1®l

bo WwRw R w?

b1 WwRwW® w?

ba WRwWR w?

Co W RuwQw

C1 W RuwQw

Co W RuwQw

Zo WwRlIRI+1IwRl+1R1®w?

x1 WRIlI+1w?l+191lQw

Yo WwROWwRl+1wRw?+welew?
Y1 WRWRI+1IQwRw+uw? ®1Qw?
Y2 WCROwRl+1w®w+w®lw
Y3 WCRwel+1l1uw@w+w®low
20 WRWAW+w? @ww? +w®w?®w?
21 WRWRWw+w @wRw+ w? ®w? ®w?

Luego,

Clso)(LR) (®) = (bo+ 11 +12)(1® 1@ 1) + (s + ta + t5) (w @ w @ wW?) + (t6 + t7 + ts) (W Q@ w* O w)
+lhwelel+1wel+1l®1lRw?)

1(W?R11+100*R1+1®1Qw)

2WRWRI+HIQWRW? +wel®w?)

3WRWRI+Iweaw+w?®1e®w?)

5WRWRl+10wewtw ®1Qw)

+1
+1
+1
+1
+1
+lwRwwt+w @wew? +we w? ®w?)

(
(
(
(W RWwelI+19w W +welew)
(
(
(

+l(WwRw Qw4+ w Qwew+ w? ®w? ®w?).
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x 1y 25)360) (1K) (@)

Trivial | 1®1® 1

ax 1211

ag 111

bo WwRWwRuw

by WRwWRw

ba wRwRw

Co w? ® w? ®w?

c1 w? @ w? ®w?

C2 w? @ w? ®w?

zo 1wRl+w®1lRl+1Q01®w

T 1w ®1+w?R1®1+101Qw?

Yo WwOWRI+wRIQw+1Qwew

Y1 Woweltweleow+1lew’®w
Y2 WwRWR1I+wRIw+1®w® w?
Y3 WRuw@l+w @lRw?+1Qw?Qw?
20 WRWRW+wRW w+w @wlw
21 WCRwew+wewuw+w @w?@w

Luego,

6?14)(25)(36)(L§()*(¢) = (to+t1 +t2)(1®1®1) + (t3 + ts + t5)(w O w @ w?) + (t6 + t7 + t5)(W* ® W O w)
+h(lewel+welel+1l1lew)
Ll1®wel+welel+lelew?)

(
(1
QW®w®1+w®1®w+1®w®w
+BWRWwRlI+wRlewW +10w? @w)
+LwRWRl+welew+1Rw®w?)
4+ W Rl+welew?+1Qw?®w?)
+lwRweW+wew dw+w ®wew)

l
+l(WRwewW Fwdw ®w? +w? @w? Qw).

Las igualdades c:(13.)* () = (13:)*(x) con r = (14)(25)(36), (56) y (89) no agregan nuevas relaciones

sobre los coeficientes de 1) por lo que tenemos que si ¢ € R(Fgs(Sg)) entonces

P = toag + t1a1 + taas + tg(bo + ZQ) + t4(b1 + Zo) + t5(b2 + Zo) + tG(CO + Z1) + t7(61 + 2’1) + tg(Cg + 2’1)
+lo(wo + 1) + 11 (yo + Y1 + Y2 + y3)

y ademas se debe cumplir ts +t4 +t5 = tg +t7 +ts. Entonces sean, X = xo+x1 yY =yo+y1 +y2 + ys.
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Podemos escribir a 1) entonces como

P =toag + tiar + taas + t3(bo + 20) + ta(br + 20) + t5(b2 + 20) + te(co + 21) + tr(c1 + 21) + ts(ca + 21)
+ X + LY.

Ahora veamos las restricciones que nos dan los automorfismos del grupo S en Fs(Sy). Para S basta

fijarse en el grupo de automorfismos externos, el cual estd generado por c(23(56)(89) ¥ C(47)(58)(69)-

T €(23)(56)(89) (z) 0(47)(58)(69)(1:)

(1) (1) (1)

(1,2,3) (1,3,2) (1,2,3)
(4,5,6) (4,6,5) (7,8,9)
(7,8,9) (7,9,8) (4,5,6)
(1,4,7)(2,5,8)(3,6,9) | (1,4,7)(2,5,8)(3,6,9) (1,7,4)(2,8,5)(3,9,6)

Observemos que las representaciones X y Y quedan fijas bajo 0?23)(56)(89), 62‘47)(58)(69) ya que sus carac-
teres se anulan en S\ K, estos automorfismos preservan el subgrupo K y los caracteres de X y'Y ya eran

invariantes bajo estos automorfismos de K.

z l23)(56)(89) (%)
Trivial | 1®1®1®1

a I1R1IxKx1IRw

a9 191®1®w?

bo WRwewrel
by WRuwewew
by W @w? @ w?®w?
co wRwRw®1
c1 WROWRWRw
Co WRWRw® w?
20 21

21 20

Por lo que,

C(23)(56)(39) (¥) = toao + trar + taas + t3(co + 21) + ta(cr + 21) + ts5(c2 + 21) + t6(bo + 20) + t7(b1 + 20) + ts(b2 + 20)
+ ZQX + llY

por lo cual t3 = tg, t4 = t7 y t5 = tg.
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x Clary(58)(69) (V)
Trivial | 1®1®1®1

a 19101®w?

as I1R1Ix1IRw

by WRWRW®1
b1 WRWRw® w?
b wRWwRWIwW
co WRwwrel
C1 W @w? @ w? ®w?
Co WRuwewew
20 20

21 21

De esto se sigue que

C(23)(56)(39) (¥) = toao + traz + taar + t3(bo + 20) + ta(b2 + 20) + t5(b1 + 20) + te(co + 21) + tr(c2 + 21) + ts(c1 + 21)
+ ZQX + llY

yasity =tg, ty =t5 yty =tg. Sea Z = zy + z1. Entonces podemos escribir a 1) como
lpag + ll(al + Clg) + lg(bo “+ co + Z) + lg(bl +by+cy+ca+ ZZ) + 4 X +15Y.

Por dltimo, consideremos los automorfismos del grupo L. Sabemos que el grupo de automorfismos

Auts, (L) = <C(23)(56)(89)7 C(24)(73)(68)» 0(17)(25)(69)>-

T ‘ 0(23)(56)(89)(10 0(24)(73)(68)(1ﬂ C(17)(25)(69)(13
(1) (1) (1) (1)
A=(1,2,3)(4,5,6)(7,8,9) | (1,3,2)(4,6,5)(7,9,8) (1,4,7)(2,5,8)(3,6,9) AB?
B=(1,4,7)(2,5,8)(3,6,9) | (1,4,7)(2,5,8)(3,6,9) (1,2,3)(4,5,6)(7,8,9) (1,7,4)(2,8,5)(3,9,6)

@ i (x)

Trivial | 1®1

ay 1®w

as 1®w?

bo 1®1

by 1w

b 1®w?

Co 1®1

c1 1®w

Co 1®w?

X WRI+wRW+wWwRwW? +w?®1+w?Quw +w? ® w?

Y WRl+wRw+wRw?+2(1®1+10w+10wH) +uw?®1+w? Quw + w? ® w?

zZ WwRl+wRw+ww?+w?®1+w? @w + w? ® w?
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Entonces

ST) = (lo+ 2la +215) (1 @ 1) + (I + 203 + 205) (1 @ w) + (11 + 215 + 215)(1 © w?)
F 423+l + 1) (w®1) + (la+ 23+ 1y +15)(w @ w) + (I + 2s + Iy + I5) (w @ w?)
+ (I + 2341y +15) (W @1) + (g + 203 + 1y + 15)(wW? @ w) + (lo + 23 + 14 + I5) (w? @ w?).

z C(23)(56)(89) 17 (x)
Trivial | 1®1
ay 1®w
as 1®w?
bo 1®1
b1 1w
b 1®w?
Co 1®1
c1 1Qw
Co 1®w?
X WRl+wRw+ww? +w? @1+ w?®w+w?®w?
Y WRl+wRw+w®w? +2(101+10w+1®w?) +w?®1+w? ®w+ w? @ w?
Z WRl+wRw+ww?+w?®1+w? w + w? ® w?

Por lo que no tenemos ninguna restriccion nueva.
z Cl24)(73)(68) 17 (x)
Trivial | 1®1
ay w®l
as w®l
bo 1®1
b1 w®1
b w®l
Co 1®1
cq w®1
Co w®1
X 1Qw+wRuw+w? Qw+1w? +w®w? +w? @ w?
Y 1w4+wRw+w w+2114+w®l+w?®1)+1Qw? +w®w? +w? ® w?
Z 1w+wRw+wRw+1®w?+ww?+w? @w?

Entonces

Cf24)(73)(68)bf*(¢) =(lo+2+2) 1@ 1)+ (b +2+ L +15)(1Qw) + (o + 23+ 1y +15)(1 ® w?)

+ (I 423 +25) (w@ 1)+ (o +2l3 +1s +15)(w@w) + (lo + 23 + 1y + I5) (w @ w?)
+ (Ip + 203 + 2l5) (W @ 1) + (I2 + 213 + 1s + I5)(w? @w) + (I2 + 213 + l4 + I5) (w? @ w?).

Esto implica que ly — Iy + 15 =14
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x 0?17)(25)(69)“2*(33)

Trivial | 1® 1

ai w? ® w?

as wRw

bo 1®1

by w? ® w?

b wRw

co 1®1

Cc1 w? ® w?

Co wRw

X wRl+1wW?+wW?@w+uw?@l+wuw+1Qw
Y WwRl+10w?+w?w+2(101+w?Rw+ww)+wl+wRw?+1Qw
Z WwRlI+1wW4+wW?Ruw+wW?l+ww?+1l1ow

Por lo que no tenemos ninguna restriccién nueva. Por lo tanto v € R(Fs(Sg)) si y solo si
P = l0a0+ll(a1 +a2—|—X) —‘rlg(bo—i—Co—FZ—X) +l3(b1 + by + 1 +CQ+2Z) +l4(X+Y)

Ndtese que esta base tiene 5 elementos, como ya sabiamos que debia pasar por la Proposicion 4.2.4.

Asi, se tiene que
R(‘FS(SQ)) = Z[P7 Qa Ra S]/‘]

donde P=ay1+a:+X,Q=by+co+Z—-—X, R=by+bs+c1+c2+2Z, S=X+Y yJ es el ideal
generado por los siguientes elementos
P?—4-3P-28

PQ+2+4+2P—-Q-2R
PR — 4R —3Q — 4S
PS—2-2P—-Q—-R-6S
Q> -6—4P+Q+2R
QR—4—-6P+2Q+R
QS+2P—-Q—-R—-2S
R*-12—-10P—-2Q — R—8S
RS —4Q — 4R — 128
S? —6—6P —4Q — 4R — 118

A continuacién veremos un ejemplo en el que la descomposicién de una representacién invariante bajo

fusion como suma de irreducibles no es tnica. Consideremos a la representacién
P+Q+S=(a1+as+X)+bo+tco+Z24+Y)=((bo+co+Z+a;+a)+(X+Y)
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que es invariante bajo fusién. Veamos que las representaciones a1 +as+X, bg+co+2Z+Y, bg+co+Z+a1+as y
X +Y son representaciones irreducibles invariantes bajo fusién. Supongamos que V' es una subrepresentacién

invariante bajo fusién de a1 + as + X. Entonces
V=I+pP+qQ+rR+sS

para ciertos I, p,q,r, s € Z. Observemos que las representaciones irreducibles by, yo y b1 solo aparecen en la
descomposicién de @, S'y R respectivamente. Como ninguna de ellas es una subrepresentacién de a1 +as+ X
tenemos que ¢ = s = r = 0. De esto obtenemos que V' = [ 4 pP, sin embargo es claro que [ = 0 pues la
representacion trivial no es subrepresentacién de a; + az + X. Como Py V son representaciones, p debe ser
mayor o igual que cero. Luego, al ser V una subrepresentacion de P, tenemos que 0 < p < 1. Asi, V=00
V = Py por lo tanto P es irreducible.

Para las representaciones restantes, un argumento similar nos lleva a concluir que también deben ser
irreducibles. De esto obtenemos dos descomposiciones distintas de P+ () +.S como suma de representaciones
irreducibles invariantes bajo fusién.

Sin embargo, si podemos encontrar una base de representaciones de S para el anillo de representaciones
invariantes bajo fusién. Basta con tomar al elemento @@ + S en vez de S. Por lo tanto, para asegurar la
unicidad de la descomposicién de representaciones invariantes bajo fusién, no es suficiente con encontrar una

base de representaciones invariantes bajo fusién para el anillo R(Fs(G)).
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5 Teoremas de completacion

Ya estudiados los anillos de representaciones de grupos finitos y la K-teoria de espacios topoldgicos, en
esta seccién revisaremos una forma en la que se relacionan estos dos conceptos que en principio pueden
parecer no relacionarse del todo. Para ello, primero contruiremos un morfismo de el anillo de representaciones
R(G) a K(BG). Luego, veremos que este morfismo de extiende a las respectivas completaciones. Después,
probaremos solamente para el caso de grupos ciclicos y solubles que este morfismo entre las completaciones
es en realidad un homeomorfismo. Utilizaremos luego que el resultado en general es cierto para probar el
teorema en el caso de espacios p-completados y sistemas de fusién. Para mayor detalle sobre los resultados

en esta seccién referimos al lector a [3]

5.1 El morfismo de completacién

Teorema 5.1.1. Sea H un subgrupo de G. Entonces la topologia I(H)-ddica de R(H) es la misma que su
topologia I(G)-ddica, considerando a R(H) como un R(G)-mddulo por el morfismo de restriccion*: R(G) —
R(H).

En lo siguiente probaremos que el Teorema de completacidn es cierto para el caso de grupos ciclicos y de
grupos solubles. Antes de continuar, daremos una contruccién del isomorfismo del Teorema 5.1.2. Si V es
una representacion de GG, entonces tenemos que GG actua en el espacio E”G x V de la siguiente manera

n n
g- (ZUQ!W) = (Z t191917911)
=0 =0

lo cual es fécil ver que es una accién. Existe un morfismo of: R(G) — K(B"G) de tal manera que

ag([V]) = [E"G x¢ V]. Ademds es tal que para toda n el siguiente diagrama conmuta

- R@) N
BN
K(B"G) : K(B"1G)

De esto obtenemos un morfismo « : R(G) — K(BG).
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Luego, dado un morfismo de grupos f: G — H tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

4/\

—>KBH *>KBG

\ [ |#.

kB H) 2L k(B )

R(G) \/

Rtel

lo cual muestra que el morfismo a: R(G) — K(BG) es natural en G.

Resulta ademds que « es continuo si consideramos a R(G) con la topologia I(G)-4dicay a K(BG) con la
topologia asociada a la filtracién del Capitulo 2. Luego, « se extiende a un morfismo a: R/(C\l) — K*(BQ),
ya que K(BG) es completo.

Buscamos probar entonces el siguiente resultado para el caso de grupos ciclicos y solubles
Teorema 5.1.2. Sean G un grupo finito, entonces existe un isomorfismo de anillos
a:R(G) — K*(BG)
que es ademds homeomorfismo.
Para probar el resultado para el caso ciclico y el soluble haremos uso del siguiente lema.
Lema 5.1.3. Para probar que & : @ — K(BG) es un homeomorfismo basta probar que:
1. @ es un monomorfismo;
2. aR(G) es denso en K(BG).
Demostracién. Tenemos la siguiente descomposicién
R(G)=Z® I(G), K*(BG) = Z® K*(BG)

Entonces o y & se descomponen de manera correspondiente. Consideramos entonces

—

a: I(G) — K*(BG)

Ahora, I/(—C?) es un limite inverso de grupos finitos y como consecuencia es un grupo Hausdorff y compacto.
Lo mismo se tiene para K*(BG@). Ahora, 2 implica que &(I/(C?)) es denso en K*(BG) y entonces @: I/(CF) —
IN(*(BG) es un epimorfismo. Por 1 se sigue que esto es un isomorfismo. Como ﬁ(?) y ]?*(BG) son grupos
compactos y Hausdorff cualquier isomorfismo continuo entre ellos debe ser un homeomorfismo. Lo mismo se

tiene para a : f?(a) — K(BG). O
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5.2 EIl caso ciclico

Probaremos primero que el Teorema 5.1.2 es cierto para grupos ciclicos y que el inciso 1 del Lema 5.1.3
es cierto para grupos finitos en general. Sea G un grupo ciclico de orden n y sea ¢ la representacion
que envia al generador [1] a e’n". Entonces ¢ corresponde a un generador de H?(G,Z). Sabemos que
H*(G,Z) = Z[z]/(nx), donde z tiene grado 2 y Z[z] denota al anillo graduado de polinomios en z. En
particular, no hay cohomologia de dimensién impar y entonces por el Corolario 2.2.10 tenemos un isomorfismo
H*(G,Z) 2 GK*(BG). Ahora, R(G) = Z[p]/(¢"—1). Sea o = p—1, entonces R(G) = Z[o]/((c+1)"—1),
e I(G) es el ideal (¢). Como 0 = (1 + )" — 1 = no mod o2 entonces I(G)*/I(G) ! es ciclico y de
orden n generado por la clase de o* cuando k > 0. Si tomamos la filtracién Rox(G) = Rop—1(G) = I(G)*
para R(G) entonces tenemos que GR(G) = Z[5]/(n) donde & es la clase de o en I(G)2. Consideramos el
homomorfismo
a: R(G) —» K*(BG).

Este es un homomorfismo de anillos filtrados, y entonces induce un homomorfismo de anillos graduados:
Ga: GR(G) - GK*(BGQ).

De lo anterior, podemos identificar a GK*(BG) con H*(G,Z) y por entonces Ga(a) = cia(y) = x. Como

consecuencia Ga es un isomorfismo. Del Lema 1.1.5 obtenemos lo siguiente

Proposicién 5.2.1. Sea G un grupo ciclico y consideremos la filtracién Roi,(G) = Rap_1(G) = I(G)* de

— —

R(G). Entonces R(G) tiene una filtracion inducida y & : R(G) — K*(BG) es un isomorfismo de grupos.
Ahora, probemos el inciso 1 del Lema 5.1.3 para cualquier grupo G.

Lema 5.2.2. Sea G un grupo finito, {G,} la familia de todos los subgrupos ciclicos de G. Entonces el

morfismo dado por la restriccion entrada a entrada en v*: R(G) — @ R(G;) es un monomorfismo.
]

Demostracién. Si ¢ € R(G) es nula en cada G, entonces x,|G; = 0. Como G es la unién de la familia
{G,} esto implica que x, = 0 y entonces ¢ = 0. O

Utilizando la misma notacién del lema anterior tenemos lo siguiente

—

Lema 5.2.3. El morfismo +*: R(G) — € R(G;)" es un monomorfismo.
1

Demostracion. Por el Lema 5.2.2 tenemos una sucesion exacta

0— R(G) — @R(Gz)~
l

Por el Teorema 5.1.1 la topologia I(G))-4dica de R(G;) es la misma que su I(G)-topologia. Entonces, viendo
a R(G)y a @, R(G;) como R(G)-médulos y completando con respecto a la 1(G)-topologia tenemos por el

Lema 1.1.8 una sucesidn exacta

0— R(G) — (@R(GQ) .
l
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Sin embargo, (D, R(G1))" = @, R(G;)" y por lo tanto tenemos lo buscado. O

Proposicion 5.2.4. Para cualquier grupo finito G

—

a: R(G) — K*(Bg)

es un monomorfismo.

Demostracién. Sea {G;} como en el Lema 5.2.2. Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

R(G) —5— ®R(G)"

Pero 6 es un monomorfismo por el Lema 5.2.3 y por la Proposicién 5.2.1, ¢ es un isomorfismo. Por lo tanto

@ es un monomorfismo. O

5.3 La prueba para grupos solubles

Antes de continuar, veamos los siguientes resultados en [3] que serdn necesarios para probar el Teorema 5.1.2

en el caso de grupos solubles.

Lema 5.3.1. Supongamos que G y H son grupos tales que H <G. Si tenemos que que S = G/H y [G : H]
es libre de cuadrados, entonces
*R(G) = R(H)®

Proposicion 5.3.2. Sea H un subgrupo normal de G, con G/H = Z, (con q primo). Supongamos que el
morfismo &y : R(H) — K(BV') es un isomorfismo. Entonces a¢ : R(G) — K(BG) es un isomorfismo.

Demostracion. Debido al Teorema 2.2.7 tenemos una sucesion espectral convergente:
E, = K(BG)

con EY = HP(BZ,, K(BH)) para toda ¢ par y E5'? = 0 para ¢ impar. Luego, por hipétesis tenemos que

—

K(BH) = R(H) , por lo que

B39 = HP(Z,, R(H)) = HP(BZ,, R(H))" (5.1)

para ¢ par como consecuencia de la Proposicién 1.4.5. Observemos lo siquiente: R/(f?) es la completacion
con respecto a la topologia I(H)-adica. Por el Teorema 5.1.1, esto es lo mismo que la topologia I(G)-adica,
viendo a R(H) como un R(G)-médulo. Como +*(R(G)) C R(H)% se sigue que R(H) es un Z,R(G)-
médulo como en la Proposicién 1.4.5. Mas atin, H?(BZ,, R(H))" denota la completacién I(G)-4dica.
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Sean o01,...,0, las clases de equivalencia de representaciones irreducibles de H. Supongamos que o;
quedan invariantes bajo la accién de Z,, y que la érbita de o; tiene ¢ elementos para r < i. Entonces, como
Zq-médulo:

R(H)=Z01®Zos® -+ ® Zo. &M

donde M es un Z[Z,]-médulo libre. Asi, H?***+1(Z,, R(H)) = 0 por lo que E2FTLP = 0. Luego, como
R(H)= K(BH) y K'(BH) = 0 se sigue del Corolario 2.2.10 y de lo anterior que

GK*(BG) = H*(Z4, R(H))".
Para probar que Qg es un isomorfismo, basta probar por la demostracién del Lema 5.1.3 que a}?@ es
denso en K(BG). Para esto, como la como la Zg-topologia de K (BG) es mas fina que la G-topologia, serd

———

suficiente que &R(G) es denso para Zg-topologia. Esto significa que para cada n tenemos que probar que

—

G"R(G) — G"K(BG)

— —

es un epimorfismo, donde le damos a R(G) la filtracién inducida: R, (G) = a5'K,(BG). Para p = 0
tenemos que probar lo siguiente

—

R(G) — (R(H)2)" =0

es exacta. Pero esto se sigue de que
R(G) = R(H)% — 0

es exacta por el Lema 4.1.33, y que la completacién I(G)-adica es un funtor exacto. Para n = 2k + 1 es

trivial. Supongamos entonces que n = 2k, k > 0. Para probar esto, bastara con probar que

X : G*R(Z,) ®z (R(H)%)" — G*K(BG)

—

es un epimorfismo, donde \ estd definido por la multiplicacién. Basta probar lo anterior pues G2* R(G) tiene

—

un estructura de G?*R(Z,) ®z (R(H)%«)"-médulo tal que el siguiente diagrama conmuta

—

G2*R(G)
H?M(Zy,Z) ®z (R(H)?1)» —— G*K(BG)

Tenemos, sin embargo, el siguiente diagrama conmutativo

H?M(Zq, Z) ®z R(H)" —"— H**(Z,, R(H))
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donde sustituimos a G**R(Z,) y G** K(BG) por el caso de grupos ciclicos, donde el morfismo 1 es el
morfismo de multiplicacién. Sabemos que 1 es un epimorfismo por lo anterior, y al ser H?*(Z,, R(H)) finito
entonces, por el Lema 1.1.4, 7 es un epimorfismo. De esto, A es un epimorfismo y por lo tanto tenemos lo

buscado. O

—

Proposicion 5.3.3. Sea G un grupo soluble. Entonces & : R(G) — K(BG) es un isomorfismo.

Demostracion. Por induccién sobre la longitud de la serie de composicién. O

5.4 El caso p-completado

A continuacién, daremos una prueba del Teorema 5.4.4 en [6] sobre la completacién del anillo R(Fs(G))
con respecto a su ideal de aumentacién I(Fs(G)) y K(BG)). Ademas de ello, hablaremos un poco del
trabajo que se realizé durante la elaboracién de esta tesis para dar una prueba alternativa que fuera similar
a la prueba del Teorema 5.1.2 en [3].

Teorema 5.4.1. La topologia I(S)-ddica de R(S) coincide con su topologia I(Fs(G))-ddica.

Corolario 5.4.2. Sea P un subgrupo de S. Entonces la topologia I(P)-addica de R(P) coincide con su
topologia I(Fs(G))-ddica.

Veamos el siguiente resultado de [16]

Teorema 5.4.3. Si los limites liry ILIPF y lirg lirpF asociados a un diagrama F: I x J — C existen en C,

I J J I
entonces son isomorfos y son isomorfos al limite lim F.

IxJ
Teorema 5.4.4. Dados G un grupo finito y S un p-Sylow, entonces la completacién de R(Fs(G)) con
respecto al ideal de aumentacion I(Fs(G)) es isomorfa a la K-teoria de la p-completacién de BG.

Demostracién. Consideremos el diagrama F': O(Fg(G)¢)xN — Ab tal que F(P,n) = R(P)/I(Fs(G))"R(P).
Utilizando el Lema 5.4.3 con el diagrama F, el Teorema 4.2 de [10] aplicado a K*, el Teorema 5.4.4 y el

Teorema 5.1.2 tenemos que

K(BG))= lim K(BP)

O(Fs(@)°)

= lim  R(P)jp

O(F5(G)°)

= lm  R(P)jzya))

O(Fs(G)e)

~ lim <limR(P)/I(fS(G))"R(P)>
OFs(G)) \

- @< im R(P)/I(fs<e>>”R<P>>
" \O(Fs(G)°)
> lim R(Fs(G))/1(Fs(G))"

= R(Fs(G)1(rs(c)
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y por lo tanto K(BG))) = R(]:S(G))?(]-‘S(G))' -

En intentos de generalizar la prueba de Atiyah mostrada en la seccién anterior, se intentd probar la
siguiente conjetura que parecia necesaria para poder pasar al caso p-completado para ciertos grupos. Es

similar a la Proposicién 4.1.33.

Conjetura 5.4.5. Supongamos que G y H son grupos tales que H < G. Si tenemos que S es p-Sylow de G

y que G/H =7, entonces tenemos que
V"R(Fs(G)) = R(Fs (H))%
donde " =HNS.

Para que este enunciado tenga sentido, probaremos que la funcién ¢* : R(Fs(G)) — R(Fs/(H))%» estd
bien definida. Sea p € R(Fs(G)) y consideremos a t*(p). Entonces tenemos que para todo P,Q < S’y
para todo ¢;, € Homzr,, (i) (P, Q)

cn* 1) (1% (p)) = en* 1§y 13 (p) = e 1 (p) = en™1g(p) = 1B (p) = 13 18 (p) = 13 (" (p))

Ahora, vemos que la accién de Z,, se restringe bien al conjunto R(Fs/(H)). Sea p € R(Fgs/(H)), entonces
tenemos que si s € S entonces tenemos que como S’ < S entonces c;p € R(S’). Sea Q < S’ céntrico y

radical y ¢, € Auty(Q), entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

c

S —2 59
l%/]\ Tli?g_l
C
Q —— gQg~!

C’LT Tcyhgfl

Q —— gQg~!

de lo que se sigue que

it €3 = C3ang1loag1 P
= ColgQg—1P
= L%/CZp
De esto y del Lema 4.1.33 se sigue que ¢* estd bien definida.
En intentos de probar esta conjetura se hicieron algunos ejemplos concretos para ver si podriamos encontrar
algin camino en busca de una prueba.
Para la demostracién de la Proposicién 4.1.33, Atiyah construye para cada generador de R(H)% un

elemento en su preimagen. En el siguiente ejemplo utilizamos esta contruccidén para ver que la Conjetura

5.4.5 es cierta en este caso.

Ejemplo 5.4.6. Ahora, consideremos A, subgrupo normal de ¥.,. Observemos que AyN Dg = @ es 2-Sylow
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de Ay. Sabemos que Dg/Q ~ Zy actia en R(Q) bajo conjugacion. Observemos que podemos tomar a (13)

como representante de Zo y entonces

x C(13)@)

1 1

sr sr3

r2 r2

sr3 | sr

De lo que se sigue que

063) 1 sr 12 sl
Trivial 1 1 1 1 Trivial
6?13)(X1) 1 -1 -1 1 Yl
c’(“l?))(Yl) 1 1 -1 -1 |X;
Cflg)(lel) 1 -1 1 -1 | X

De lo anterior, podemos ver que si f € R(Q)?2 si y solo si c’{lB)(f) =f. Sif=a+bxy +cy1 +dziy,
se tiene que c’(kls)(f) = a+ by + cxy + dryy;. De esto se sigue que f € R(Q)?2 si y solo si f =
a+blx1 +y1)+ cxry1.

Ahora calcularemos Fg(Ay4). Claramente solo debemos fijarnos en el grupo Q). Por lo visto anteriormente

Q es normal en Ay y ademds Aut a,(Q) = (c(234)). De esto, entonces tenemos que

c’(*234) 1 sr 72 s

Trivial 1 1 1 1 Trivial
0?234) (X1) 1 -1 -1 1|7
c’("234) (Y1) 1 -1 1 -1 |XYh
cZ‘234) (X)) |1 1 -1 -1|X;

De lo anterior, podemos ver que si f € R(Fg(A4)) siy solo si 6?234)(f) =f. Si f =a+bxi+cy +dxiy,
se tiene que 02‘234)(]”) = a + by + cx1y1 + dx1. De esto se sigue que f € R(Fg(A4)) siy solosi f =
a+b(xy +y1 + z1y1). Asi tenemos que R(Fg(As)) = R(Fqo(Ag))?2.

De lo anterior claramente v*(x + z) = x1y1 + &1 + y1 y entonces 1* : R(Fpy(Ss)) = R(Fq(As)) es

suprayectiva.
Ahora daremos un caso en el que la Conjetura 5.4.5 es cierta.

Proposicion 5.4.7. Sean G y H son grupos tales que H «G y G/H = Z,. Sea S un p-Sylow de G y
S'"=HNS. SiS"<G y|G:S] es libre de cuadrados entonces

V' R(Fs(G)) = R(Fs (H))™.

Demostracién. Veamos que v*: R(Fs(G)) — R(Fs(H))%» es suprayectiva. Por el Lema 5.3.1 tenemos que
*R(G) = R(S")¢/5, sin embargo 1*R(G) C R(Fg (H)) por lo que t*R(G) = R(Fs/(H))S/5". Luego,
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tenemos el siguiente diagrama conmutativo

R(Fs(@)) e R(Fs/(H))

con lo cual v*: R(Fg(G)) — R(Fs/(H))S/5" es suprayectiva. Claramente tenemos que R(Fg:(H))/S" C
R(Fs/(H))S/5".  Ahora veamos que R(Fs:/(H))%/S" C R(Fs/(H))S/5. Como S no esta contenido
en H, entonces SH/H es un subgrupo no trivial de G/H y como G/H = Z, entonces se tiene que
SH/H = G/H. Asi, para cada g € G existen s € Sy h € H tales que ¢ = sh. De lo anterior se
sigue que R(Fg/(H))5/S" C R(Fs/(H))S/5" y entonces R(Fg:/(H))5/5" = R(Fs/(H))G/5". Por lo tanto
*: R(Fs(G)) = R(Fs/(H))5/S" es suprayectiva. O

5.5 Calculando K-teoria

Utilizando los célculos realizados en la seccién 4.5.1 y los resultados en la Seccién 5.4 y el Capitulo 5
calcularemos la K-teoria de los espacios BG y BG;\ para los ejemplos en la seccién 4.5. Para ello, utilizaremos

el siguiente resultado encontrado en el Capitulo 7 de [12].

Teorema 5.5.1. Si R es noetheriano e I = (ay,...,ay,) es un ideal, entonces
R} & Rlxq,...,xn]/(x1 — a1,..., Ty — an).

Ejemplo 5.5.2. Consideremos el caso del Ejemplo 4.5.1. El ideal de aumentacion de R(Sy) es I(Ss4) =
(x— 1,y — 3,z — 2) y por lo tanto R(S4)?(S4) es isomorfo a

Zlw,y,2)) (2 = 1,y* —y—z—wy—Laz—22" —z—aw-12y—y—ay)lp,¢,r]/(p—2+1,q—y+3,7r—2+2)

por el Teorema 5.5.1. Por iltimo, tomandop+1 =22, g+3 =y yr+ 2 = z tenemos que K(BS4) es

isomorfo a

Zlp,q,r]/J

donde J es el ideal generado por los elementos (p+1)? —1,(q+3)> — (¢+3) — (r+2) — (p+1)(¢+3) —
Lp+1)(r+2)—(r+2),0r+2?=(+2)—(p+1) -1 +2)(g+3)—(¢+3)— (p+1)(g+3).

Ejemplo 5.5.3. Consideremos el caso del Ejemplo 4.5.2. El ideal de aumentacion de R(Ds) es I(Ds) =

(x —1,y — 1,2 —2) y por lo tanto R(Ds)?(DS) es isomorfo a
Z[x,y,z]/(xz— 15y2 —1,z2—xy—x—y—1,332—z,yz—z)[[p,q,rﬂ/(p—m—&—1,q—y+1,r—z+2)

por el Teorema 5.5.1. Por dltimo, tomandop+1 =1z, g+ 1 =y yr+ 2 = z tenemos que K(BDg) es

isomorfo a
Zlp,q,r]/J
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donde J es el ideal generado por los elementos (p+ 1) —1,(¢+1)2 = 1,(r+2)2 = (p+ g+ 1) — (p +
D=y=1+D)0+2)=(r+2),(q+1)r+2)—-(r+2)).

Ejemplo 5.5.4. Consideremos el caso del Ejemplo 4.5.4. El ideal de aumentacion de R(Fp,(Ss)) es
I(Fps(S4)) = (r —3,s = 3,t — 1) y por lo tanto R(ID8(54))?(JTD8(S4)) es isomorfo a

Zr, s, t]/(r? —r—s—t—2,8> =12 rs—r—s—2t, 1t —t, st —r,t>* = [x,y, 2] /(x —r+3,y—s+3,z—t+1)

por el Teorema 5.5.1. Por iltimo, tomando x +3 =1, y+3 =sy z+ 3 =t tenemos que K ((BS4)3}) es

isomorfo a
Zlz,y,z]/J

donde J es el ideal generado por los siguientes elementos
(432 —(x+3)—(y+3)—(2+3) —2,(y+3)*—(+3)%(z+3)(y+3) — (z+3) — (y +3) —
2(z+3), (@ +3)(2+3) — (2 +3). (y +3)(2 +3) — (¢ +3), (2 +3)* - L.

Ejemplo 5.5.5. Consideremos el caso del Ejemplo 4.5.5. El ideal de aumentacion de R(Fs(So)) es I(Fs(So)) =
(P-8,Q—2,R—16,5 — 18).

R(Fs(80))17q(sy) = Zlw, @y, 2]/’
donde J' es el ideal generado por los siguientes elementos

(w+8)% —4 — 3(w + 8) — 2(z + 18)

(w+8)(x+2)+2+2(w+8) — (x+2) —2(y + 16)

(w +8)(y + 16) — 4(y + 16) — 3(z +2) — 4(z + 18)
(w+8)(z+18) — 2 —2(w+8) — (x+2) — (y + 16) — 6(z + 18)
(x4+2)% =6 —4(w+8) + (z+2) + 2(y + 16)
(z+2)(y +16) —4 — 6(w + 8) + 2(z + 2) + (y + 16)
(+2)(z4+18)+2+2(w+8) — (x+2) — (y + 16) — 2(z + 18)
(y +16)* =12 — 10(w + 8) — 2(x + 2) — (y + 16) — 8(z + 18)
(y 4+ 16)(z 4+ 18) — 4(x 4 2) — 4(y + 16) — 12(z 4 18)
(z+18) —6 — 6(w +8) — 4(x +2) — 4(y +16) — 11(z + 18)

Esto calcula K((BSy)%).
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