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Resumen

En este trabajo se estudia el comportamiento de un yacimiento fracturado vugular fractal durante una
prueba de pozo. Durante dicha prueba el cambio en el tiempo de la presiéon en el pozo esta relacionado
con las caracteristicas fisicas del yacimiento (y del mismo pozo), por lo tanto es posible identificar algunas
propiedades del yacimiento, es decir, caracterizar el yacimiento. Para poder llevar a cabo la caracterizaciéon
usando datos de pruebas de presion se desarrollan las siguientes herramientas: un modelo matematico de
flujo para poder calcular la presion en el pozo en funcion de las propiedades del yacimiento y del pozo y
un método de optimizacién global para ajustar el modelo de flujo a datos de campo.

El modelo de flujo asume un medio con tres porosidades principales, una matriz euclidiana, una red
de fracturas y otra de viagulos con geometria fractal. La solucion del modelo se calcula de forma numeérica
usando transformada de Laplace en la variable temporal y diferencias finitas en la variable espacial.

El optimizador global usa un método de optimizacion local basado en derivadas (del tipo Levenverg-
Marquadt) en conjunto con una heuristica hibrida que combina un esquema multi-inicio con una funciéon
que evita miltiples convergencias al mismo minimo.

Por ultimo se presentan 3 ejemplos de ajustes de datos de campo.
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Capitulo 1

Introduccion

Un yacimiento de petréleo es un medio poroso o matriz porosa que contiene fluidos (agua, aceite y
gas). El flujo en los poros del yacimiento puede describirse en términos matematicos mediante un conjunto
de ecuaciones que incluyen: ecuaciones diferenciales de balance de propiedades extensivas (masa, energia,
etc.), la Ley de Darcy y ecuaciones de estado que relacionan propiedades de los fluidos, por ejemplo presion
con densidad y temperatura (Chen (2007)).

En los yacimientos naturalmente fracturados la matriz porosa contiene pequenas fracturas o fisuras
que contribuyen en gran medida al movimiento de los fluidos y los poros de la roca sirven como un
sistema de almacenamiento que proveen de fluidos a las fracturas. De la misma forma que el flujo en
un medio poroso (sin fracturas) podria ser descrito a escala de poro, en un medio fracturado se podria
describir el flujo a escala de las fracturas. El problema de esta descripcion es que requeriria el conocimiento
preciso de la red de fracturas. Sin embargo, una forma mas sencilla para estudiar este tipo de sistemas
es considerar propiedades promedio tanto de la roca (porosidad, permeabilidad) como del fluido (presion,
velocidad) y hacer una descripcion a una escala mayor. Basandose en estos principios surge el modelo de
doble porosidad de Barenblatt et al. (1960) y Warren and Root (1963). Ambos modelos tratan al medio
general (una matriz porosa con una red de fracturas) como un sistema compuesto de dos medios porosos
independientes que se sobreponen en el espacio y se comunican a través de la transferencia de masa, un
medio representa la matriz y otro el sistema de fracturas.

El modelo de triple porosidad de Camacho Velazquez et al. (2005) extiende el modelo de Warren and
Root (1963) para considerar un sistema con tres porosidades principales, la matriz porosa, un sistema de
fracturas y otro de vigulos. Como se describe en el trabajo de Camacho Velazquez et al. (2005), los vigulos
pueden referirse a vagulos, canales y cavernas y podrian ser el resultado de la disoluciéon de carbonatos o
sulfatos.

Por otro lado, la teoria de fractales se ha usado desde hace varias décadas para describir el movimiento
de fluidos en medios porosos, algunos de los primeros trabajos relacionados que consideran un modelo de
flujo hacia un pozo podrian ser Barker (1988); Chang and Yortsos (1990); Acuna and Yortsos (1995). En
estos trabajos se desarrollan modelos que permiten calcular la presion en el pozo cuando el movimiento
del fluido se realiza en un medio fractal. Cada uno de esos trabajos describe el flujo fractal desde puntos de
vista diferentes o usando herramientas matemaéticas diferentes. Una de éstas herramientas es la teoria del
caminante aleatorio, donde se describe el movimiento de particulas en una red que puede tener geometria
fractal. En particular los trabajos de O’Shaughnessy and Procaccia (1985); Metzler et al. (1994); Metzler
and Klafter (2000) utilizan la relacion entre el movimiento de un caminante aleatorio y un proceso la
difusion, para posteriormente describir el proceso de difusiéon en un material con propiedades fractales.
Una idea importante que surge de estos trabajos es que se supone que algunas propiedades fisicas dependen
de la escala (Ej. La conductividad).

El movimiento de un fluido ligeramente compresible en un medio poroso ligeramente compresible y
que sigue la ley de Darcy también puede describirse matemaéaticamente como un proceso de difusiéon, por
lo tanto las ideas de O’Shaughnessy and Procaccia (1985) se pueden usar para modelar el movimiento
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de un fluido en un medio poroso con geometria fractal, tal es el caso del trabajo de Chang and Yortsos
(1990).

Chang and Yortsos (1990) también consideran el caso de yacimientos naturalmente fracturados, mo-
delando la red de fracturas como una medio poroso fractal de alta permeabilidad incrustado en un medio
poroso no fractal de baja permeabilidad, es decir extienden el modelo de doble permeabilidad de Warren
and Root (1963) cuando la red de fracturas tiene geometria fractal.

Ademés de del método de Chang and Yortsos (1990), existen otras formas de incluir la idea de fractali-
dad a modelos de flujo en medios porosos, por ejemplo, Barker (1988) resume el flujo en medios porosos de
tres geometrias (flujo lineal, cilindrico y esférico) en una sola ecuacion, de ésta forma la relacion intrinseca
entre la geometria de flujo y la dimension de flujo queda resumida en un parametro de la ecuacion. Esto le
permite generalizar ésta ecuacion para modelar flujos en geometrias en dimensiones fraccionales, que a su
vez se puede relacionar con el flujo en un fractal. Metzler and Klafter (2000), por otro lado, usan la teoria
del caminante aleatorio continuo para describir el proceso de difusion anémala usando ecuaciones diferen-
ciales de orden fraccional. Camacho-Velazquez et al. (2008) también utiliza una derivada fraccional en el
tiempo similar a Metzler et al. (1994) para describir flujo en un medio fractal. Balankin and Elizarraraz
(2012) consideran un medio continuo fractal incrustado en un espacio Euclidiano, que les permite definir
operadores diferenciales fraccionales que después utilizan para generalizar la ley de Darcy y obtener un
modelo de flujo en medio porosos usando ecuaciones diferenciales fraccionales.

Otros trabajos relacionados con modelos de flujo en medios porosos con geometria fractal son: Acuna
and Yortsos (1995) generan una red de fracturas con geometria fractal. Henry et al. (2006) describen
un modelo de difusién anémala con un término de reaccion usando derivadas fraccionales. Ochoa-Tapia
et al. (2007) desarrolla una ley de Darcy de orden fraccional usando promedio espacial. Raghavan (2011)
describe una ecuacion de flujo en medios porosos usando derivadas de orden fraccionario. Alaimo and
Zingales (2015) desarrolla un modelo fractal usando derivadas fraccionales. Tarasov (2005) considera un
medio fractal continuo incrustado en un medio Euclidiano, a partir del cual desarrolla una ecuaciéon de
continuidad en términos de derivadas fraccionales.

Aunque no se realiz6 una busqueda totalmente exhaustiva, solo se ha encontrado publicado el trabajo
de Jiang et al. (2019), relacionado con modelos de triple porosidad con geometria fractal. Sin embargo, el
modelo de Jiang et al. (2019) es para una permeabilidad.

Uno de los objetivos del presente trabajo es entonces desarrollar un modelo de triple porosidad (matriz,
fracturas y viagulos) y doble permeabilidad donde el flujo puede ser en fracturas y vagulos. Ademas se
considera que la geometria de la red de fracturas y vigulos tiene un comportamiento fractal.

El siguiente paso es usar el modelo para caracterizar un yacimiento usando pruebas de presiéon de pozo.
Las pruebas de pozo son una herramienta fundamental para para caracterizar las propiedades fisicas del
yacimiento a escala de campo, una prueba consiste en mantener un flujo en el pozo durante varios periodos
de gasto constante y medir el cambio de presiéon el pozo. La respuesta en la presion depende, entre otras
cosas, de de las caracteristicas fisicas del yacimiento, del fluido y del mismo pozo. Por lo tanto se espera
que la curva de presion contra tiempo registrada pueda usarse para identificar algunas propiedades del
yacimiento o en otras palabras caracterizar el yacimiento. Usando un modelo que describe el flujo en
el yacimiento y los datos de presion de la prueba de pozo la caracterizaciéon consiste en determinar los
parametros del modelo, es decir, se trata de un problema inverso de identificacién de parametros.

En este caso, el problema inverso se puede plantear como un problema de minimos cuadrados no
lineales, donde se minimiza una funciéon objetivo que compara la presion predicha por el modelo con la
presion registrada en la prueba de pozo.

El problema de minimizar la funciéon objetivo en este trabajo es, por si mismo, otro problema que
lleva cierto grado complejidad, ya que los métodos de optimizacion basados en derivadas, como por
ejemplo Levenverg-Marquardt, busqueda lineal o regiéon de confianza no son suficientes para encontrar
una soluciéon que ajusta los datos. En el trabajo de Gdmez et al. (2014) muestran que para el modelo de
Camacho Velazquez et al. (2005) se requiere un método de optimizacion global para poder ajustar datos
de campo. En ese trabajo se usa el método del Tunel Levy and Gdmez (1985) como optimizador global.

Entonces, otro de los objetivos primarios de este trabajo es desarrollar un método de optimizacion
global que permita ajustar el modelo a datos de pruebas de pozo. El optimizador global que se propone
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esté basado en un optimizador local (del tipo Levenverg-Marquardt, busqueda lineal o region de confianza)
en conjunto con una heuristica de tipo multi-inicio combinada con una funcion Ttnel (Levy and Gomez
(1985)) modificada.

Gomez et al. (2014) muestran que el procesamiento del ruido en los datos puede ser importante para
ajustar datos de campo. El control del ruido en los datos, se vuelve més importante si en la funcion
objetivo se agrega informacion de la derivada de los datos.

La curva generada al calcular la derivada del cambio de presion del pozo respecto al logaritmo del
tiempo, es decir la log-derivada, es una herramienta fundamental en el anélisis de pruebas de presion,
ésta curva fue inicialmente propuesta por Chow (1952) y luego mejorada por Rai (1985) y finalmente
introducida al &mbito petrolero por Bourdet et al. (1989) quien propuso un método efectivo para calcularla
a partir de datos con ruido. La log-derivada es especialmente util para describir regimenes de flujo en
relacion al tiempo ya que resalta pequenas variaciones del cambio de presion facilitando la interpretacion
de la prueba, Renard et al. (2009) presenta un anéalisis de las caracteristicas de la log-derivada para
diferente modelos o regimenes de flujo. Debido a la utilidad de la log-derivada, se ha vuelto una herramienta
indispensable en la industria del petroleo y del agua para interpretar pruebas de pozo. La sensibilidad de
la log-derivada a los cambios en la presion en el pozo, podria facilitar la convergencia de los algoritmos de
optimizacion para resolver el problema de caracterizacion, por lo tanto se agrega a la funciéon de minimos
cuadrados en el problema inverso.

Sin embargo queda por resolver el calculo de la log-derivada; considerando que los datos de presion pue-
den contener diferentes tipos de ruido. La diferenciacién de datos con ruido es conocido como un problema
mal condicionado, debido a que pequenos errores en los datos se pueden amplificar considerablemente en
el proceso de diferenciacion. Por tal motivo, este problema ya ha sido estudiado exhaustivamente en la
literatura, el trabajo de Knowles and Renka (2014) muestra una revision de diferentes clases de métodos
que existen. Una familia de métodos esta basada en agregar al método de diferenciacién un término de
regularizacion, planteando el problema en términos del calculo variacional (Cullum (1971); Knowles and
Wallace (1995); Chartrand (2011); Knowles and Renka (2014)). En particular Chartrand (2011) propone
un método de derivacion usando variacion total regularizada (Total Variation Regularization). Este mé-
todo fue desarrollado para el procesamiento de imégenes y puede manejar datos con discontinuidades. Sin
embargo, se puede simplificar si se toma en cuenta el caso de que la funcion base sin ruido (en este caso
la presion) y la derivada son funciones suaves sin discontinuidades.

Otro de los objetivos del presente trabajo es desarrollar un método variacional con regularizacién para
calcular la derivada de datos con ruido de forma estable.

La organizacion del presente trabajo es la siguiente: la seccion 2 extiende el modelo de Chang and
Yortsos (1990) y Camacho Velazquez et al. (2005) para desarrollar un modelo de triple porosidad y doble
permeabilidad considerando fracturas y viagulos con geometria fractal. También se describe la soluciéon
numérica del modelo y se presentan curvas tipo para ver los efectos de los parametros fractales. La secciéon
3 describe los métodos de optimizaciéon que se usan para resolver el problema inverso de ajuste de datos.
La seccion 4 describe el tratamiento del ruido en los datos para poder calcular la log-derivada de forma
estable. En la seccion 5 se ajustan varios datos de campo. La seccion 7 presenta las conclusiones.

1.1. Objetivos principales de la tesis

1. Crear un modelo de flujo de petroleo de una sola fase en un medio con tres porosidades principales:
matriz, una red de fracturas y una de vigulos. La geometria de la red de fracturas y vagulos tienen
geometria fractal.

2. Desarrollar un método para calcular de forma estable la derivada de datos de pruebas de presion de
un pozo respecto al tiempo.

3. Desarrollar un método de optimizacion global para poder ajustar datos de pruebas de presion de
pozo con el modelo de flujo de triple porosidad doble permeabilidad fractal.
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1.2. Hipotesis

En la literatura se ha observado que hay datos de presion de pruebas de pozo que tienen un comporta-
miento llamado ley de potencias (Barker (1988); Chang and Yortsos (1990); Metzler et al. (1994); Acuna
and Yortsos (1995); Flamenco-Lopez et al. (2003); Camacho-Velazquez et al. (2008); Jiang et al. (2019)).
Este comportamiento suele observarse en los datos cuando, en una grafica log-log de la presion contra el
tiempo, se presenta una linea recta en la curva de la presion o la log-derivada. Los modelos de flujo en
medios porosos con geometria fractal son modelos que pueden generar una curva de presion y log-derivada
que donde se observa ésta ley, por tal motivo se usan comtinmente para poder ajustar datos con este tipo
de caracteristicas.

Otro tipo de comportamiento que se ha observado en datos de pruebas de pozo es que la log-derivada
muestra dos valles, la presencia de éstos dos valles es el resultado de la transferencia de masa entre los
tres medios (Camacho Velazquez et al. (2005, 2014); Gdmez et al. (2014)).

El modelo de flujo en medios porosos que se plantea en este trabajo podréa ajustar datos de presion
de pozo donde se observe una ley de potencias asociada a un flujo en un medio fractal y también tenga
caracteristicas de triple porosidad.

1.3. Contribuciéon

En base a los métodos desarrollados en este trabajo se publicé el articulo:

= Ramos, Gustavo, Carrera, Jesis, Gémez, Susana, Minutti, Carlos, and Camacho, Rodolfo, A stable
computation of log-derivatives from noisy drawdown data, Water Resources Research 53, 9 (2017),
pp. 7904-7916.



Capitulo 2

Modelo Fractal

2.1. Modelo de triple porosidad doble permeabilidad con fractu-
ras y vigulos fractales (3¢ — 2k)

Para desarrollar el modelo se asumen las siguientes suposiciones:
= Existen tres medios: matriz, fracturas y vigulos con diferentes permeabilidades y porosidades.

= La matriz es un medio poroso Euclidiano con permeabilidad muy baja respecto a la red de fracturas
y vigulos. De modo que el fluido se mueve principalmente en estos dos tltimos medios.

= Las distribuciéon de fracturas y vigulos sigue un comportamiento fractal.

El desarrollo del modelo sigue principalmente las ideas de Chang and Yortsos (1990) para el balance de
masa y de Barenblatt et al. (1960) para modelar el intercambio de masa entre los medios. Se asume que el
flujo es radial cilindrico al pozo de radio r,, situado en el origen del sistema de coordenadas. El volumen
de control para realizar el balance de masa es una capa limitada por dos cilindricos concéntricos de radios
ryr+ Ary altura h.

Para reducir un poco el desarrollo se denota con el subindice j a un medio particular, donde j podria
ser j = m,v, f para matriz, fracturas o vagulos respectivamente. El cambio en el tiempo de la cantidad
de masa m; en el medio j dentro del volumen de control es:

om;
o = 1PQil, = [Qiliar + 5 (2.1)
donde p es la densidad del fluido, Q; es el volumen por unidad de tiempo de fluido que entra o sale del
volumen de control en el medio j y S; es la cantidad de masa que se esta generando dentro del volumen
por unidad de tiempo.
Si Vj(r) es el volumen que ocupa el fluido en el medio j dentro del volumen de control V() y asumimos
que el fluido llena completamente los poros, entonces la porosidad puede escribirse como:

Vi(r)

oi(r) = Vi (2.2)
Usando la densidad se puede calcular m; como:
mj = pV;(r) = pd;(r)V(r)
sustituyendo en la ecuacién de balance (2.1):
0 (pp;(r)V(r
Qs _ 1)), — [pQ), y + 55 (2.3
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Por otro lado, se denota con V; a un volumen de referencia, con el cual se va a describir la distribucién
de masa en el medio j, por ahora suponemos que el medio j tiene geometria fractal. La idea es cubrir
al fractal asociado al medio j con pequetios volimenes Vi; segtin O’Shaughnessy and Procaccia (1985);
Chang and Yortsos (1990) el namero de volimenes por unidad de longitud n;(r) (en direccion radial) a
una distancia r del origen necesarios para cubrir el fractal esta dado por:

nj(r) = a;rP! (2.4)

donde D; es la dimensiéon de masa del fractal j y a; es una constante. Bajo la suposiciéon de que el
fluido llena completamente los poros de cada medio, entonces el volumen V;(r) que ocupa el fluido puede
calcularse con:

Vi(r) =n;(r)ArV, = aerf_lAer. (2.5)

La porosidad en el volumen de control se puede poner en términos de Vi usando la relacion anterior y
el volumen de control V(r) = A(r)Ar, donde A(r) = 27rh es el area del cilindro de radio r que define el
volumen de control,

_Vilr)  ny(r)ArVs Vsaer-f_l
%)= Yy T TAWAT T AW

acomodando términos, puede obtenerse la relacion:

GAC)

7D, —1

podemos notar que el lado derecho no depende de r, entonces podemos seleccionar una escala conveniente,
por ejemplo si se usa el radio del pozo r = ry,:

A(rw A(Tw) - ¢ijw
T oDt

Vsaj =

r

donde ¢,,; es la porosidad a escala de pozo del medio j, A, = 27r,h es el area del pozo y h es espesor

del yacimiento. Sustituyendo en la ecuacion (2.6) se tiene una expresion de la porosidad en términos de
la dimensién fractal D;:

0,0) = Gui 35 ()D (2.7

sustituyendo en la ecuacion (2.3)

Dpdu; 45 (ﬁ)Dr1 V(r)
ot = [0Qs], = 10Qjl, s ar + 5

si el volumen V'(r) no depende del tiempo puede salir de la derivada

A, r D;—1 Oppy; 1 [ij]r - [ij]r-&-Ar "
A(r) \ry ot A(r) Ar V(r)
tomando el limite cuando Ar — 0 y usando nuevamente la relacion V(r) = A(r)Ar:

D;—1
Ay (1 Opdwi _ __1 0pQ5 . s (2.8)
A(r) ot A(r) or A(r)

donde s; es la cantidad de masa que se intercambia con otros medios a una distancia r del origen por
unidad de tiempo por unidad de espesor de la capa (s; = Si/Ar).

Tw
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El flujo volumétrico (); puede ser expresado en términos de la velocidad de flujo v;:

Qj(r) = A(r)v;(r)

asumiendo que es valida la ley de Darcy se tiene
k;(r) Op;
e

donde p; es la presion de fluido en el medio j, i la viscosidad y la k; la permeabilidad del medio j.
Si ademés se supone que la permeabilidad depende de la escala, de la misma forma que Chang and
Yortsos (1990) entonces:

(2.9)

kj(r) = ] P01 (2.10)

donde m; es una constante y 6; es otro parametro fractal que representa anomalias en la permeabilidad
(conductividad) del medio fractal. Acomodando términos:

k(r)A(r)
Dy 0,1 = 4 Vam;

el lado derecho es una constante, por lo tanto usando la misma escala que se us6 para la porosidad r = r,,
se puede escribir:

a;Vomj = 55—
Tw
sustituyendo en (2.10) se tiene la siguiente expresion para la permeabilidad en funcion de la distancia al
origen r, de la dimensién fractal D; y de 0;:

kj(r) = kwjj(% <TZ)DJ o (2.11)

donde k,,; es la permeabilidad del medio j a escala de pozo. Sustituyendo en la ecuacion (2.9) y en la
ecuacion de balance (2.8)

_ + S
ot - or p 1Y or Ay .

T'IU

D;—0;—1
D;—1 (=
< . ) Opous _ 0 [ K <w) Ip; (2.12)

Para simplificar el la solucion del sistema de ecuaciones y obtener un modelo lineal, se asume que la
roca es ligeramente compresible, es decir que la porosidad depende linealmente de la presion

bwj = G0 (1 + cr(pj — Pres))

donde ¢g; es la porosidad a una presion de referencia p,.¢ y ¢, es la compresibilidad del medio. También
se asume que el fluido es incompresible, entonces p = cte. Con estas suposiciones el modelo se puede
expresar de la siguiente forma:

r\ 7 op; 0 wj \ vy, op; Sj
(T) Crbog L — 2 DPi |y 2 (2.13)

ot or i or Aup’

Es conveniente expresar la transferencia de masa por unidad de tiempo por unidad de espesor, s; en
términos de transferencia de volumen de fluido
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S5 = PYq;

donde g; es el volumen de fluido que intercambian el medio j por unidad de tiempo por unidad de espesor
con los otros medios. La ecuaciéon de balance para el medio j es:

)Dj—ej—l

Dj—1 A
T\ Opj _ 0 [ (rw ;| | 4
(Tw> o) o or w or | T Ay’ (2.14)

Ahora pasamos a describir el término fuente ¢;. Este término representa la transferencia de volumen
de fluido entre los diferentes medios, para facilitar el tratamiento se expresa ¢; como la suma del volumen
transferido del medio j a los otros medios, es decir, para tres medios: matriz (j = m), fracturas (j = f) y
vagulos (j = v) los términos fuente pueden expresarse como:

dm = —4mf — dmo
4df = dmf — 4dfov
Qv = Qmv + dfv

donde g es el intercambio de volumen de fluido entre el medio j y el k. Los signos negativos expresan la
conservacion de masa, es decir, la cantidad de masa que sale de un medio debe ser la misma que recibe
otro medio.

Si dos medios, j y k, estdn en contacto y al menos uno de ellos tiene geometria fractal, se puede
suponer que la superficie de contacto también sera un fractal y denotamos su dimension con D3, Ademas
si [, es la distancia promedio entre el medio j y el medio k, se podria asumir que esta distancia también
sigue un comportamiento fractal, por lo que puede escribirse de la siguiente forma: I, = ejkrD i*, donde
€;, es una constante de proporcionalidad. Entonces el intercambio de masa g; entre el medio j y k es
(Chang and Yortsos (1990)):

DD
€jkht
donde b;; es una constante de proporcionalidad. En los casos de que los dos medios j y k sean Euclidianos

D3, =2, Dj; =0.
Por convencién la permeabilidad k;j, en la ecuacién (2.15) es la del medio con presiéon mayor, es decir:

k kj pj > Pk
Jjk —
kk Pj <Dk

ik = bjk (pj — i) (2.15)

Puesto que la permeabilidad de las fracturas y vigulos depende también de la distancia al origen (r),
entonces la expresion para ¢;;; depende también de los coeficientes fractales D, 0; y Dy, 0. Es decir, si
sustituimos la ecuacion de la permeabilidad (2.11):

D;j—6,—1
A i—Y%
kwj A(r) (7’7;, bj > Pk

kjk = ) D= —1
wr 2y (ﬁ) Pj < Dk

Para simplificar la notacion, se denota el término fuente como:

s kw'k
qjr = ojrr* u] (pj — k) (2.16)

donde:
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D:—0;,+ D —D—3 P>
ajp=24 7 + Ik ik Pj = Pk (2.17)
DkfekJrDjk*Djk*?) pj < Dk
bik Kwj
S ;TW Dj = Dk (2 18)
IR bjk w :
ﬁﬁ P; < Pk
e = kwj  pj > Dk (2.19)
v kwk Pj <Pk

La ecuacion (2.14) y la ecuacion (2.16) nos permiten escribir el modelo de triple porosidad doble
permeabilidad, considerando tres medios matriz (j = m), fracturas (j = f) y vagulos (j = v), que el flujo
primario puede ser en fracturas o vigulos y que la matriz es Euclidiana (D,,, =2, 6,,, =0) ,

r apm ’ramfo-mfkwmf ramvamvkwmv
— ¢ dom = — : S/ — — (P — Do 2.20
erdom =5 A, (Pm — py) A, (P — Po) (2.20)
Dy—60y—1
—1 r
P\ om0 (e () Oy
Tay "0 ot or 1 or
Tamfamfkwmf Taf”vakwa
——(pm — - — Do 2.21
A, (Pm — py) A, (pr —po) (2.21)
” D,—60,—1
" Dvilc 1) Opy _ 9 v <H) Opy
Tw "o T or 1 or
7 0 o Kwme resfv O fu kwfv
_ — _ — 2.22
A, (Pm — po) + A, (pr — o) (2.22)

Note que en el caso totalmente Euclidiano, D, = Dy =2, 0, = 0; =0, D}, = D;‘nf = D}v =2
Dy, = Dy = D}y = 0 se obtiene el modelo de Camacho Velazquez et al. (2005).

Para completar el modelo se consideran condiciones iniciales de equilibrio y de frontera a gasto cons-
tante.

Inicialmente se considera que el yacimiento esta en equilibrio, es decir no hay flujo y las presiones de
los tres medios en todo el yacimiento son iguales a una presion inicial p;

)

pj=p; j=m,fv.

El gasto volumétrico en la cara del pozo (Qss) debe ser la suma del gasto que entra a través de las
fracturas (Qy) y de los viagulos (Q,), es decir:

st :Qf+Qv

usando la ecuacion (2.9) para expresar Qr y @, en términos del gradiente de la presion:

P\ Prfr—1 L\ Pv—u—1
Q= |-A Ky (r) Opy A Fwo (T) Opy
sf — w [ or w [ or

="y

(2.23)

En el caso de que el flujo sea dirija desde el yacimiento hacia el pozo, es decir durante produccion
del pozo, entonces 9ps/ar > 0y 9pm/ar > 0, por lo tanto, en esta notacion, el signo de Q¢ debe ser
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negativo para producciéon. Si consideramos de forma explicita el signo @,y — —Q,; entonces la condicién
de frontera se puede escribir como:
Dy—0,—1
T
kwv (E) apv

L\ Dr—br-1
ku;f (a) %
or

st = |Auw
Qa7 i or

+ A,

(2.24)

T="w

donde Q4¢ > 0 es el flujo de producciéon en la cara del pozo.
Sin presencia de dafo o piel (skin) se espera que las presiones se igualen en el pozo, entonces la presion
del pozo es:

Pw = Psler. = Doy, (2.25)

2.2. Almacenamiento en pozo

Se considera que el pozo tiene cierta capacidad de almacenamiento. Para considerar el efecto de este
volumen de fluido en el pozo se hace un balance de masa en el pozo:

dmy,
Psf st Ps Qs - dt
donde p es la densidad del fluido, Qsy > 0 es el gasto volumétrico en el fondo del pozo y Q5 > 0 el gasto
en la superficie y m,, es la masa del fluido contenido en el pozo. Suponemos que la presion p,,, densidad
y el volumen del pozo V,, son constantes a lo largo del pozo, entonces:

1dp
sf — s:wai
Qs —Q o di

usando regla de la cadena:

1 dp dpw

Qs — Qs =V, *dpfwﬁ

Si el fluido es ligeramente compresible, con coeficiente de compresibilidad c¢¢ = (1/p)dr/dp, entonces:

dpy
sf s — V

Sustituyendo en la ecuacion (2.24) se obtiene la condicion de frontera con almacenamiento en el pozo:

Qs+ C, d&: Awkwf (i)foaf .

k ( , )DU 6,—1
Opy wu \ Ty Ipy
Ay —_— 2.26
1 or + 1 ar ( )

T=Tqw

donde C, = Vycy es el coeficiente de almacenamiento.

2.3. Dano o piel (Skin)

Se asume que alrededor del pozo hay una regién del yacimiento danada; hasta un radio 7y para las
fracturas y 7, para los viigulos. El efecto de este dano es que se modifica la permeabilidad en esta zona,
denotamos con ks la permeabilidad modificada de las fracturas y con k, la de los vigulos. Para radios
mayores (r > 7y y r > 7,) las permeabilidades permanecen intactas (k; y k,).

Aunque la permeabilidad dentro de esta zona se modifica, consideramos que la geometria fractal se
sigue conservando, es decir: los parametros fractales son iguales en la zona de dano y en el resto del
yacimiento.
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Para desarrollar el modelo del dano o skin se calcula la presiéon cerca del pozo para un sistema en
estado estacionario a gasto constante. Para simplificar el analisis se hace la suposicion de que el flujo en
cada medio también es constante, entonces:

—A(r)wzf =Qy (2.27)
—A(r) k”lir) fl—f =Q, (2.28)

en este caso Qr < 0y @, < 0 es el flujo volumétrico constante en cada medio, la permeabilidad en el
medio j se puede expresar de la siguiente forma:

kj(r) = kwj(r)j(i:) (r)D19j1

donde

Dy—6;—1
Awkw (7”) T:” o
7 ! (u ) 671; _o,
Dy—0,—1
Awkwv(r) o o
- (ﬂ ) 87]7? = Qv

A partir de aqui solo se sigue el desarrollo para las fracturas, para los vigulos es similar. Despejando
el diferencial de presion e integrando en el intervalo [ry,, 7] (donde r. > 7¢) se obtiene el cambio total de
presion entre el pozo y re:

De quTgf*fol Te p—Ds+05+1
Ap = dp = — dr
Pu Au o Kuwp(r)
La integral del lado derecho se divide en la integral en intervalo r € [ry,, #;] méas la integral en r € [}, 7.].
El caso —D¢+60¢ = —2 debe considerarse de forma especial en la integracion, entonces el cambio de presion

entre el pozo y la distancia 7. es:

ku (g /rw)* 0PI -1 | (re/ru)t?1 P11
PQ 7w (;;w; -1 ! 2+0;—Dy + = T2+9f—Df 0 — Dy # =2

Ay (3L —1)m(2) +m(2) 0y — D=2

wf

Ap =

De donde se define el parametro sy :

K (Fp/rw)*t?r—Pr 1
o = (ﬁfl)w 0y =Dy # =2
- ko T
(kw; - 1) In (Ti) 0 — Dy = —2

La caida total de presiéon se puede escribir como:

Ap = Apy + Apgy
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donde Apy representa la caida de presién en un sistema sin dano y esta dada por:

o J1)2TOF P51
1Qrrw | g 140y —dy A -1
Awkwf In (:7(3) 1—|—9f—df:—1

Apfz—

y Apgy es la caida de presion debido al daho:

.quTw
Sf
Awkwf

La caida de presion en el medio vugular tiene la expresion:

Apsf = -

. QT s
Aw k'LUU Y

Aps’u =

(2.29)

(2.30)

Estéas dos ultimas ecuaciones se pueden usar en el modelo general transitorio para incluir la presencia
de dano cerca del pozo. Para tiempos t mayores a un tiempo ts se puede asumir que cerca del pozo las
condiciones de flujo son casi estacionarias, por lo que se puede agregar la caida de presion debido al dano
a la presion de cada medio en el pozo, es decir, para el modelo transitorio se aproxima la presion en el

pozo p,, como la presion en la red de fracturas o vigulos més una caida de presiéon debido al dano

Pw = Dy + Apss = Dy + Apgy

La ecuacion (2.29) se desarrolld considerando un modelo estacionario, es decir: gasto constante en el
pozo y también en las fracturas, sin embargo para el caso transitorio se tiene que la caida de presion

debido al dano es:

ur
Apsp = —Qp——"

Al !
kg (r) Opy [T
= — —A _ _
( (T) H (97' r=r Awkwaf
N o (rw> Iy Pro
v 1% or Awkwf f

Lo que puede simplificarse en:

de forma similar para los vagulos:

or

Entonces, en presencia de dano o skin, la presiéon en el pozo debe cumplir las condiciones:

Opy Opy
Pw = |:pf + Sfrwar] S - |:pv + Svrwﬁ .

(2.31)
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2.4. Modelo sin dimensiones

El modelo sin dimensiones se obtiene sustituyendo los siguientes cambios de variables:

r

ro=-— (2.32)
w
Ak r + kwo .
ppj = ap(pi — pj) = W(m —pj) j=mo, f,w (2.33)
(kws + Kwo)
tp = ait = t 2.34
P ¢ (Cr¢0w + CT‘¢Of + CT¢O1J)MT121) ( )
K
=9 2.35
" kwf + Kkwo ( )
crdoj .
wj = =m, f,v 2.36
! (Crd)Om + Cr¢0f + Cr¢0v) J f ( )
Oém,f+2
Tw kwmf
Anf=——"""—"—""— 2.37
f (kwf + kwv)Aw ( )
rQmot2 [
Ao = _w  wmu 2.38
(kwf + kum)Aw ( )
P2
A _ w wfo 2.39
ol (kwf + kw'u)Aw ( )
Csat
Cp = 2.40
P Qsap (2.40)
De donde se obtiene:
Ippm Am
Wm 8tD == 17(!{,# (po - pr) - m(po - pD'u) (241)
D ’I“D p
" ppf K 0 Dr=0;-1 Oppy
f Otp Tgffl orp D orp
>\7n )\
+ DJCTL_l(po —ppy) — Df+iv_1(pr — PDv) (2.42)
) "D
w 8pD'u _ 1-x 0 rDv*e’”*l 8pDv
v 8tD rg”_l 87’D D a’l"D
Ao Ay
+ e, —1PDm —PDv) + DyT];,,fl(pr ~ PDv) (2.43)
’I“D TD
8pr apDv dpr
— —(1— =1-C 2.44
|: . 87‘[) ( KJ) 87‘[) rp=1 b dtD ( )
5} Oppo
PDw = |:pr —Sf apr:| = |:pDv — Sy apD :| (245)
D rp=1 D rp=1

pp; =0 cuando tp =0
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2.5. Soluciéon numeérica

Para resolver el sistema de ecuaciones sin dimensiones (2.41-2.45) y obtener la presion en el pozo pp.,
se usa un método numérico, el primer paso es pasar las ecuaciones al espacio de Laplace y luego aplicar

diferencias finitas.

Aplicando transformada de Lapalce en la variable temporal al sistema de ecuaciones (2.41-2.45):

_ o )\mf _ _ Amv _
WmUPDm = _’Yimf(po _pr) - m(po _pDv)
TD TD
_ R d By dpr) )\mf _ _ )\vf _ _
Wfuppf — —p.—1 5.\ T = \PDm —PDf) — —H75,PDf —PD
f f Tgf 157"13 ( D drp Tgf ( m f) T’Ef ( f v)

wvuﬁDv -

1—-x d <’I”Bv dpDv) _ )\mv
rgvfl dT’D D d?”D D D

donde pp; es la transformada de Laplace de la presion:

oo
ij = / eiutDijdtD
0

y ademas se usan las siguientes definiciones

Br=Dy—0;—1
By =Dy —0,—1
Ymf =1 —amy
Vo =1 — Qmy

Ypm =Dy —amyp —1
Yo =Dy —ap, — 1
Yom = Dy — @y — 1
Yof =Dy —ap, — 1

Desarrollando la ecuacion para la matriz (2.46):

ﬁDm = CmfﬁDf + Cm,vav
donde se define:
Ao f

Imf
"D

Am A
Wi + Sk + S
Tp D

A mu

TYmuv
"D

cm'u -

A A
Wi + ke +
Th D
Sustituyendo pp., en las otras dos ecuaciones y desarrollando términos:
__f d ( s dbpy
Tgffl drp b drp

B 11—k d Tﬂu dﬁDv
'rgvfl d’I"D D dTD

) + ¢rfPpf + CpoPpy =0

) + cvfﬁDf + CovDDv = 0

_ _ Aot _
2T (Bpm — Pow) + r%(pm — Ppu)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)
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donde se usaron las siguientes definiciones:

Amy Avf

crf = =g (Cmp = 1) + 0 +wpu
s} s}
A A

cro= - cp, — SL
D "D

o )\mv )\vf

Cof = _T'Bﬂn Cmf — ngf
A A

Cyp = — ';’UL:L (Cmv - 1) + ';;J; + wyu
D D

Para resolver este sistema de ecuaciones primero se realiza el cambio de variable x = Inrp:

Kk d _dpp - B
exDy dx <€ dr ) +CrPDf + CroDDo 0 ( 5 )
1—k 0 [ 5,-1)PDv _ -

- o T ae = 2.
Dy dr <€ dn ) T CorPps + CovPou 0 (2.53)

El dominio de la variable z es € [0, 00). Sin embargo para calcular la soluciéon numérica se considera
un radio externo rp. = e, es decir x € [0,z.]. Si 7ep es lo suficientemente grande entonces la solu-
cion numérica puede aproximar la solucion de un yacimiento infinito. Las condiciones de frontera que se
consideran en x,. pueden ser presiéon constante:

Dpj (re) =0

o de yacimiento cerrado

dpp;
=0
[ dx LC_IE

El sistema de ecuaciones (2.52,2.53) se resuelve usando el método de diferencias finitas, por lo tanto
se discretiza el intervalo [0, z.] en N subintervalos de tamano uniforme Az, es decir:
Te
N

Los centros de los subintervalos se calculan con la relacion:

1
T, = (i—2>A1‘ i1=1...N

Az =

aplicando diferencias finitas centrales en el nodo x;:

_erlLDfﬁ [ewmn(ﬁf_l) (Ppfi+1 — Poya) — e"=2B D (ppy s — ﬁDf,i71)}
+cfpiPDfi+ CfoiPDvi =0
7%%1:2 {ewmm(ﬂrl) (Bpv.it1 = Dpui) — €20 (B, s — ‘ﬁDv,i—l)]
+CutiPDfi + Cov,iPDv,i = 0

donde la notacion es: una funcién f evaluada en el nodo z; se denota con f;, por ejemplo: pps,; = ppr(z;).
También se tiene la notacion caso ;41,2 = x; + 1/2Ax.
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Acomodando términos:

keTit1/2(Br—1) B Kketi+1/2(Bf—1) KkeTi—1/2(Br—1) B
N Ppfit1+ e¥iDr Ag2 + eviDr Ag2 tCffi | PDf

rkeTi—1/2(Br—1)

DDfi-1+ Cfv,iPDuv,i = 0

B e.’L'in A.Z'Q
(1— ;{)emi+1/2(5v*1) - (1— R)ewi+1/2(5v*1) (1— ,{)eﬂﬂl_lm(ﬁv*l) -
— i+1 + + Cyu.i i
oDy A2 PDv,i+1 etiDu Ag2 ot Dy A2 vv,i | PDuv,i
(1 _ K/)ezi—l/2(ﬁv71) B B
- oDy Ag? PDu,i—1 + CofiPDfi = 0

Si se definen los coeficientes:

keTit1/2(Br—1)

Eyi= eTiDs A2
keTi-1/2(Bf—1)
Wii=— @i Dy A2

Pri=—Ep; —Wygi+crri
(1— H)e$i+1/2(ﬂv_1)

Bui=- e?iDv Ax?
(1 _ K/)emi—l/2(6v_1)
W’U,i = - exiD"A.’LQ

Pu,i = _Ev,i - Wv,i + Coyu,i
Se tiene el sistema de ecuaciones lineales para la presiones:

E;ibpygi+1 + Pribpri +Wiibpfi-1 + CfoiPpvi =0 i=1...N
Ey.ippvi+1 + PoiPpvi + W iPDvi-1 + CofiPpfi =0 i=1...N (2.55)

Para completar el sistema se deben considerar las condiciones de frontera.

2.5.1. Frontera interior

En la frontera interior se debe cumplir la ecuacion (2.44)

_9,-10 0 d
[—mrgf 05 1781:"?; -(1- m)rgvfe“*l ;;Zv} =1-Cp c]l)tfj;w
’I”Dfl

que puede escribirse de la siguiente forma:

Dy—0;,—10pPDf D,—6,-19PDv
_ — (1 — _ =
[ KT orm (1—-r)rp orp LD_I Qp
donde
dppuw
Op=1-Cp g;

Cuando Q) p es variable en el tiempo, es decir Qp = Qp(tp) se puede aplicar el principio de superpo-
sicion (Fair Jr (1981)). Primero se resuelve el problema considerando (Qp constante. Supongamos que se
obtiene la presion en el pozo para el caso Qp = 1 y la denotamos con pp,,.. Entonces, usando el principio
de superposicion, la solucién para (Qp variable en tiempo es:
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tD d w C
pr:/ QDpD(tD—T)dT
0 D

t

sustituyendo Qp

to dpp dpp
w wce
w = 1-C T tp —T)dr
PD /o ( D ] ( )) n ( D )

Aplicando transformada de Laplace se tiene

_ 1 _ _
PDw = E - CDupr UPDwe

Despejando pp,, se tiene una expresion para calcular la presion en el pozo en el espacio de Laplace en
términos de Ppaye:

ﬁch

2.56
1+ C(Dquch ( )

PDw =

Esta forma de calcular pp,, es conveniente porque el sistema de ecuaciones diferenciales se resuelve
primero con las condiciones de frontera mas sencillas de gastos constante:

8; Opps 5, OPDv
- —(1- =1
Rk s i

_ 9ppy _ dppo
PDwe = |PDf — Sf aT'D = |PDv — Sv 37",3
TD:1 Tpfl

Y posteriormente se evaltia la ecuacion (2.56) para incluir el almacenamiento.
En el espacio de Laplace y en términos de la variable = las ecuaciones de frontera con gasto constante
son:

1
U

dpps dpp.y
— —_— 1 —_— =
[ " da (1=r) dr |,._,

| dppy s dppy
PDwec = |PDf — Sf dx = |PDw _SUW
=0 =0

La posicion x = 0 se denota en términos de los indices ¢ como xy/, = z = 0. Discretizando las
ecuaciones de frontera:

pDf1 — D PDul — P 1
_K:pr,l PDf,0 _ (1 o K)pDv,l PDwv,0 _

Ax Ax n
_ DDf1 —DPDfo PDv,1 — PDuv,0
PDfaj2 = Sf = A T PDuaj2a T S A

Se calcula la presion en x = x5 como el promedio entre los nodos zo y 1, entonces:

Pps1+DPpfo < PDf,1 — DPDf,0 _ PDv,1 +DPDvo < PDv,1 — PDv,0
2 f Ax 2 v Ax
acomodando las ecuaciones
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DPDf,0 DDw,0 DPDf1 Ppva 1
— 1-— = 1— -
HAZ‘ +( ) Ax KAgc +( ) Az +u

+ Kl
‘m

-

DO .
|7
el
ﬁ‘f

S~
7/~
hellst
T ©
S =
- =
~—
/7~
O =
S~

(=r) 5
(A = )(mm)_( e
2 T2 "2 7 ar PDv,0 27 Az

invirtiendo la matriz del lado izquierdo:

7 1 v (d=x)
() (47 ) (5 15
Ppuv,0 WN-35-a a: —2ta: 37 A%

+ B
> T
8z

~_

S

et

T ©

S o

~

N

o=

~

_ 1

de forma mas compacta se puede escribir:

< DPDF,0 ) _ R( PpDf1 ) I ( r11PDf1 + T12PDv,1 T 71 ) (2.57)

DPDw,0 PDov,1 T21PDf,1 + 722PDw,1 + 72
donde
1 < 1 sy _ (1_"{) K (I—K)
R=— % %fx Ax ) ( 1Aw sy 1 AI( >
W\ -—z2-a 2 “sta; 3%
1 _ 1 s _ (l_ﬁ) 1
WN-3-a: ar 0

La ecuacion (2.57) se puede usar en las ecuaciones (2.54,2.55) cuando ¢ = 1, de donde se obtiene:

Ef1Dpy2+ pf,1ﬁDf,1 + Cfv,1PDv1 = —Wyiry (2.58)
Ey1ppo2 + Po1Ppus + EoaPppi = —Woirs (2.59)

Los coeficientes Py 1, Py 1, Cfv,1 Y Cfv,1 tienen la expresion:

Ppy=Ppi+Wparn
Cro1 = Wpiria +cron
Py =Py1+ Wyara

éfv,l = Wv,1r21 + Cufi

2.5.2. Frontera exterior

En la frontera exterior se consideran dos tipos de frontera, yacimiento a presion constante y yacimiento
cerrado. Para las condiciones de frontera exteriores a presiéon constante la condicion de frontera es:
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Pof(ze)

=0
Ppu(Te) =0

segiin la notacion que se estd usando x, = TN41/2, entonces

PofNt+1/2 =0
Ppu,N+1/2 =0

consideramos que la presion en x 1,2 es el promedio de las presiones en xy y Tx41, entonces:

PDf,N +PDf N+1

0=pPpsNt1/2= 5
_ PDuv,N + PDuv,N+1
0=pPpo,Nt1/2 = 5

lo que lleva a las ecuaciones:

PDf N+1 = — DDf N
PDuv,N+1 = — DDu,N

Se forma similar el caso de yacimiento cerrado se llega a las ecuaciones:

PDf,N+1 =DDf,N
PDv,N+1 =DPDuv,N

La diferencia entre una u otra condicion de frontera es un signo, entonces ambas condiciones pueden
escribirse en una sola ecuacion:

DPDf,N+1 =L DPDf N (2.60)
PDv,N+1 = E£ Dpo,N (2.61)
donde el signo negativo es para yacimiento a presion constante en la frontera exterior y el positivo para

yacimiento cerrado. Sustituyendo las condiciones de frontera exteriores en el sistema (2.54,2.55) para
1 = N se tiene la expresion:

Py nppin + WiNDpfN—1+ CfoNPDoN =0 (2.62)

Py, NPpo,N + WynDDu,N—1 + CofNDDf,N = 0 (2.63)

donde

Py = Ppy £ Bfy
Piny = P,n + Eyn
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2.5.3. Sistema Lineal completo

El sistema lineal que incluye las condiciones de frontera esta constituido basicamente por las ecuaciones
(2.54,2.55) y las condiciones de frontera interiores (2.58,2.59) y exteriores (2.62,2.63), finalmente tiene:

Enppra+ Prppsa + Efoibpos = —Wiir
Ev1Ppv2 + PoiPpu + Gopabpsa = —Woira
Etippgiv1 + Pribpgi + Wibpfi—1 + CfoiPDoi =0 i=2...N —1 (2.64)
EyiPpv,it1 + PoiPpvi + WoibPDui—1 + Copibprs =0 i=2...N —1
ﬁ’f,NﬁDf,N +WiNDPDf,N=1 + Cfo,NPDu,N =0

P, Nppo,N + WyNPDu,N—1 + Cof NDDf,N =0

En forma matricial este sistema esta representado por una matriz pentadiagonal de la siguiente forma:

Pr1 o Cpon Ey -
51)f,1 f:)'u,l 0 Ev,l ]zDﬁl
2 0 Pro croo Eppo PDv,1
Wv,2 Cyf,2 Pv,2 0 EU,Q Zsz’2
Wes 0 Prs cro3z  Epgs PDw,2

W’U}3 Cuf,3 Pv,S E’u 3 :

)

. PDf.N
Wy N Prn o cron DD, N

*Wfl’l’f
_Wvlrv
0

= 0 (2.65)

[ BRI

Una vez que se resuelve el sistema se calcula ppro ¥ Dpov,o v la presion en el pozo:

Phwe = Pps1+DPpro s Ppf1 —Ppfo _ Ppof1i+Ppro < PDv,1 — PDv,0
Duwe 2 / Ax 2 Y Ax

El almacenamiento se agrega con la ecuacion (2.56)

ﬁD (U) _ ﬁch
v 1- C(DuQ]ijc

2.5.4. Inversion del espacio de Laplace

Una vez que se tiene un procedimiento para calcular pp,,(u) se debe calcular la transformada inversa
de Laplace para obtener la presion en el tiempo pp,(tp). Este proceso se realiza con el algoritmo de
Stehfest (1970). Dado un tiempo ¢p el algoritmo aproxima pp.,(tp) mediante la expresion:

log 2 ok log 2
w(tp) = VaDDw 2.66
Ppw(tp) = ; Pp (n . ) (2.66)
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donde Ny es un numero par y V,, son coeficientes que dependen solamente de Ny dados por:

min(n,Ng/2)

ENs/2(2k)!

Vn _ (71)n+N5/2

>

k=[(n+1)/2]

(Ns/2 — k)k!(k — 1)(n — k)!(2k — n)!

en este trabajo se usa Ny = 8. Para calcular la presion en el pozo en un solo tiempo se deben evaluar
N, presiones en el espacio de Laplace, y a su vez, cada una requiere la soluciéon del sistema lineal de
ecuaciones (2.65).

2.6.

Curvas tipo

Las curvas tipo se calculan resolviendo el sistema de ecuaciones en su forma sin dimensiones (2.41-2.45)
para obtener la presion en el pozo en funcion del tiempo pp, (tp).-
Sin embargo, es necesario dar valores a todos los parametros del modelo, como resumen la tabla (2.1)
muestra los parametros del modelo junto con una pequena descripcion.

Parametro \ Descripcion
wy Coeficiente de almacenamiento de
fracturas
Wy Coeficiente de almacenamiento de
vigulos
Amf Parametro que controla el flujo entre
matriz y fracturas
Amw Parametro que controla el flujo entre
matriz y vagulos
Aof Parametro que controla el flujo entre
fracturas y vagulos
K Permeabilidad relativa de fracturas
sf Dano en fracturas
Sy Dano en vigulos
Cp Coeficiente de almacenamiento

(a) Parametros del modelo no fractales

Tabla 2.1: Parametros del modelo

’ Parametro

Descripcion

Dy

Dimension de fractal de masa de
fracturas

D,

Dimension de fractal de masa de
viagulos

Coeficiente de difusion anémala en
fracturas

Coeficiente de difusiéon anémala en
vigulos

Parametro que agrupa varios términos
relacionados con la geometria de
contacto matriz-fracturas (2.17)

am/v

Parametro que agrupa varios términos
relacionados con la geometria de
contacto matriz-vigulos (2.17)

Qfy

Pardmetro que agrupa varios términos
relacionados con la geometria de
contacto fracturas-vagulos (2.17)

(b) Parametros del modelo asociados a la fractalidad

Ademas de los parametros del modelo también se deben especificar parametros del método numérico.
Para los ejemplos mostrados a continuacién se usan los siguientes valores: rp. = be + 5, N = 1000,
Ns = 8. Los tiempos que se usan para resolver las ecuaciones diferenciales se calculan con las siguientes

expresiones:

tp

= 10—2+10(k,‘—1)/(Nt—1) k=1.

.. Nt

donde N; = 100, Ademas de la presion pp.,(tp) como funcion del tiempo, también es necesario mostrar
la log-derivada, que vamos a denotar como p’,, (tp) v esta definida de la siguiente maneras:

/ _ dwa

Ppw

B dlogtp
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La grafica de las curvas ppw (tp) ¥ o, (tp) en funcion del tiempo es lo que se llama curvas tipo y una
forma comiin de mostrarlas es en una grafica log-log.

El modelo tiene demasiados parametros y seria complicado observar el efecto de todos los parametros
al mismo tiempo en la presion y log-derivada, debido a esto el procedimiento para generar las curvas tipo
consiste en fijar todos los parametros en los valores de la tabla 2.2, y solo se mueve un parametro a la
vez. La grafica (2.1) muestra las curvas de presion y log-derivada correspondiente a éstos parametros y se
compara la con la solucion del modelo de Camacho Velazquez et al. (2005).

Una descripcion mas detallada de los parametros no fractales se puede encontrar en Camacho Velazquez
et al. (2005), en los siguientes ejemplos se muestra el efecto de los pardmetros fractales en la presion y
log-derivada sin dimensiones.

Parametro valor

wy 0.01 ’ Parametro \ valor ‘
Wy 0.12 Dy 2
Ao f 2.98¢-7 D, 2
Ao 1.32¢-7 0, 0
Aoy 1.45¢-4 9, 0

K 0.82 Qmp 1

Sy 0 Qi 1

Sy 0 A fy 1

Cp 0 (b) Parametros fractales

(a) Parametros no fractales

Tabla 2.2: Valores de los pardametros para calcular las curvas tipo

i PDw ]

L pr _— 4

I Camacho Velazquez et al. (2005) . 1

0! L -

3 F ]
NS £ 1
Y [ ]
B [ i
g L i
10° B
S el ]

by j

[ \../ .\\\ / ]

~ S

101 Ll vl vl vl il il il ol ol )
102 100 10? 104 106 108

tp

Figura 2.1: Presion de pozo (linea continua) y log-derivada (linea punteada) sin dimensiones usando los
parametros de la tabla (2.2). Se muestra también la solucion del modelo de Camacho Velazquez et al.
(2005) (puntos).
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Como primer experimento la figura (2.2) muestra un conjunto de graficas donde se observa el resultado

de variar los parametros Dy,D,, 0y y 6, uno a la vez.

Uno de los principales efectos del flujo en un medio poroso con geometria fractal es que la presiéon a
tiempos largos se observa una relacion de ley de potencias (Barker (1988); Chang and Yortsos (1990);
Metzler et al. (1994); Acuna and Yortsos (1995); Flamenco-Lopez et al. (2003); Camacho-Velazquez et al.
(2008); Jiang et al. (2019)), es decir, para tiempos grandes p,, ~ t”, y por la definicion de la log-derivada
este mismo comportamiento se observa en la log-derivada p!, ~ ¢”. Debido a la definicion de las variables
sin dimensiones (2.33,2.34) también se debe cumplir para la presion sin dimensiones y la log-derivada

correspondiente pp., ~ t ¥ P, ~ th.

Se observa en la figura (2.2) que variando los parametros fractales, no se logra apreciar claramente el
comportamiento de ley de potencias esperado. En estos ejemplos se esta variando un solo parametro en
cada grafica y los otros parametros permanecen fijos en valores Euclidianos, es decir, uno de los medios

siempre es Euclidiano.

P10 —— ]
125 — b
1.5 ——
1.75 ——
101 L
3 E
A
=
3
S
100 | /
P e
= ~_ ~. /]
% \_/ ]
101 Ll vl vl vl il il il ol il )
10—2 100 102 104 106 108
tp
(a) Variando el parametro Dy
102 e
P10 —— 7]
125 — ]
1.5 —— A
STV T p— —
Fo20 — 7
5 ]
A :
9; 100 | -
SHE P < RN ]
107 L \\\\ 4
1072 Ll vovimd vl vl il il il ol ol )
10—2 100 102 104 106 108

tp

(c) Variando el parametro D,

0.0 —— ]
[ 020 —— 1
r 05 ———
[ 075 —
10t L 1.0 B
3 F ]
R F f
= i 1
3 — == //=’-'
Q — —
SY 100 - - \ ///
0 — -~ \// |
-~ \J ]
—_—— —
i %/ \\’/ N / 4
/ N ]
10~ 1 L vl vl vl ol el ol ol ol
102 100 102 10* 108 108
tp
(b) Variando el parametro 6
00 —— ]
[ 020 — ]
r 05 —— 1
[ 075 — il
10t L 10 ——
3 F
R F
Y [
B [
S
10° =
= — —
/ N ]
10~ 1 Ll vl vl vl vl el ol ol il
102 100 102 10* 108 108
tp

(d) Variando el parametro 6,

Figura 2.2: Presion de pozo y log-derivada sin dimensiones usando los parametros de la tabla 2.2 y variando
un parametro a la vez. La linea continua representa pp,, mientras que la linea a trozos a ph,, .
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E10 —— E E 00 —— E
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(a) Variando el parametro Dy con D, = 1.5 (b) Variando el parametro 6 con 6, = 0.5
E1.0 —— E E 00 —— E
[ 125 ——— ] 025 —— ]
0% b 15 — < , [ 05 —— ]
F 175 —— E| 10 £ 075 ——
ro20 —— g F1.0 —
3 1 3 r
\5 10 E /E \S L
N E ] =10t L £
S o[ B g g ////E
= 100 3 é [ \'«/ p
¥ E L N~ /]
. v b 100 L éé::ﬁ \\// _
1071 L 4 i ]
F v E :// §
10—2 T A R A R R R T R 10~ 1 Ll v vl ol v ol ] ol
102 10° 102 10* 10¢ 108 1072 10° 102 10* 108 108
35) 35)
c) Variando el parametro D, con =1. ariando el parametro 6, con =0.
Variando el 3 D Dy=15 d) Variando el 3 0 0y =0.5

Figura 2.3: Presion de pozo y log-derivada sin dimensiones usando los pardmetros de la tabla 2.2.

Para observar que pasa en el caso de que los pardametros fijos no sean Euclidianos se crean las graficas
de la figura (2.3). Por ejemplo, si se fija D, = 1.5 y se varia Dy € [1,2], en la grafica (2.3a) se puede
observar de forma mas clara el comportamiento de ley de potencias a tiempos largos. Las graficas (2.3b-
2.3d) muestran mas ejemplos similares, en estos casos ambos medios tienen propiedades fractales. Esto
podria indicar que para obtener ley de potencias es necesario que ambos medios sean fractales.

Para tratar de entender un poco mas qué pasa a tiempos largos se calcula una aproximacion a la
presion pp,, a tiempos largos en dos casos limite: flujo solo en fracturas y sin presencia de vagulos y flujo
solo en vigulos y sin presencia fracturas.

Para el primer caso limite, (flujo solo en fracturas y sin presencia de vigulos) se consideran los para-
metros k£ = 1, wy, = 0, Ay = Apy = 0 en el modelo (2.41-2.45). Usando estos valores, el modelo a uno
similar al de Chang and Yortsos (1990). Para este modelo se puede puede calcular una aproximacion a
tiempos largos de la presion, dada por pp,, ~ t7] (ver apéndice A ) donde:

70f—Df+2

== 2.
Vf 6f—Df—|—4 ( 67)
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104 e 0.35 : :
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(a) Curvas tipo el parametro Dy y D, = 1.25 (b) Exponente de la ley de potencias variando el parametro Dy €

[1,2] y Dy = {1.25, 1.5, 1,75, 2}

Figura 2.4: Presion de pozo y log-derivada sin dimensiones usando los pardmetros de la tabla 2.2.

Para el caso de flujo solo en vagulos sin fracturas (k = 0, wy = 0, Ay = Ay, = 0) también se puede
obtener una aproximacion a tiempos largos pp,, ~ t7y, donde:

0, — Dy + 2
0, — D, + 4

Usando estas expresiones se realiza el siguiente experimento. Se resuelve el modelo para obtener la
presion pp,, variando el parametro Dy € [1, 2] para diferentes valores de D,, = {1.25, 1.5, 1.75, 2} el resto
de parametros quedan fijos en los valores de la tabla (2.2). El tiempo méaximo de para calcular la presion
se aumenta a tp = 10'°. A partir de tp = 10® se ajusta una recta en escala logaritmica en la log-derivada,
es decir se encuentra la recta logpp,, = a + vlogtp que mejor ajusta a los datos en tiempos largos. La
figura (2.4a) muestra un ejemplo de los ajustes cuando D, = 1.25 y Dy toma valores diferentes, los puntos
son los datos que se usan para ajustar la linea. La pendiente de esta recta (v) es el exponente de la ley
de potencias p’,,, ~ t%. La grafica (2.4b) muestra los valores obtenidos de la pendiente v (linea roja),
también el valor de v; (linea azul) y v, (linea verde) para cada valor de (Dy, D, ). Se puede observar en
ésta grafica que v siempre estéd entre vy y v, es decir:

(2.68)

Vy =

min{v;, v, } <v <méx{v;,v,} (2.69)

ademas también se observa que v tiende a estar mas mucho mas cerca de min{vy,v,}. El caso dénde se
nota mejor este efecto es cuando D, = 2 lo que implica que v, = 0 como se puede observar en la figura
(2.2a) y en (2.4Db).

Otra forma de observar claramente ley de potencias es cuando la contribucién del medio fractal al
flujo es mucho mayor con respecto al otro medio, esto se puede verificar cuando el parametro x tiene un
valor cercano a cero (flujo principalmente en vigulos) o un valor cercano a uno (flujo principalmente en
fracturas). En la figura (2.5a) se muestra el caso de asignar x = 0.999, es decir flujo casi exclusivamente
en las fracturas y variar la dimension fractal Dy. Claramente se observa la ley de potencias a tiempos
largos. Ejemplos similares se muestran en las figuras (2.5b,2.5d).

La figura (2.6) muestra el valor de la pendiente a tiempos largos de la log-derivada en funcion de x. En
los casos mostrados en esta grafica siempre el valor de v pasa de v, (cuando k = 0) a vy (cuando k = 1).
Donde vy y v, son la pendientes dadas por las ecuaciones (2.67 y 2.67). Cuando v, = 0 la transiciéon
v, — vy se da en un intervalo de x muy pequeno al rededor de x = 1.
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a) Variando el pardmetro Dy con k = 0.999 b) Variando el parametro 6 con k = 0.999
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(¢) Variando el parametro D, con x = 0.001 (d) Variando el parametro 6, con x = 0.001

Figura 2.5: Presion de pozo y log-derivada sin dimensiones usando los parametros de la tabla 2.2.
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Figura 2.6: Pendiente de la log-derivada a tiempos largos en relacion a s



Capitulo 3

Caracterizacion de yacimientos usando
pruebas de presion

El problema de caracterizaciéon de yacimientos consiste en encontrar los parametros en las ecuacio-
nes (2.41-2.45), de forma que la presion resultado de resolver el modelo ajusta una serie de datos de
pozo medidos en campo. En una notacién més precisa, si se denota con p; a una serie de medidas de
presion de pozo en los tiempos ¢ (para k = 1,...,N;), el problema de caracterizacion o problema in-
verso, consiste en encontrar los parametros del modelo © = (wy, Wy, Am s, Amvs Afv, K, Sf, S, Cp, Dy, Dy
05,0y, gy Qi 0py, ap, ay) de tal manera que la solucion p,, (x,t;) ajusta lo mejor posible los datos
en el sentido de minimos cuadrados (Gomez et al. (2014); Camacho Velazquez et al. (2014)). La funciéon
objetivo clasica de minimos cuadrados que compara los datos {tx,pr}r=1..n, con la solucion p.f(x, tx)
es:

Ny
F@) =5 (usle,t) — pi)?
k=1
De esta forma el problema de caracterizacion se transforma en un problema de optimizacion, donde se
busca encontrar el vector & que minimiza la funcion f(x). En este trabajo, se modifica la funcion objetivo
para que compare el error relativo y ademaés se usa también la log-derivada:

fa) = ;g’: (pwf(il:,tk) —pk>2 1 ;a i (pivf(w,tk) pﬁc)Q (3.1)

/
k=1 Pk k=1 Py,

donde el coeficiente 0 < o < 1 es un parametro que sirve para darle mas peso a los datos de presion o a
los datos de la log-derivada.

Para completar el planteamiento del problema de caracterizacion es necesario introducir restricciones
en los pardmetros. Algunas de estas restricciones surgen de la definicion de los parametros, por ejemplo
0 < wy,wy,k < 1, otras restricciones tienen que ver con la fisica que representan éstos parametros. La
tabla 3.1 muestra las cotas usadas.

Tomando en cuenta las restricciones la descripcion formal del problema inverso es:

min f(x) (3.2)
wr+w, <1
I <zx<u

donde I < x < w es una notacion simplificada que indica que el pardmetro i—ésimo z; esta acotado
por un valor minimo /; y un valor maximo u;, para ¢ = 1...n. Este problema se resuelve usando una
combinaciéon de métodos de optimizacién local tipo Newton y una estrategia de optimizaciéon global de
tipo multi-inicio.

27
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valor minimo | Parametro \ valor maximo ‘

0 wf 1 ] valor minimo \ Parametro \ valor maximo
0 P 0 D; 2
0 Wy + wy 1 0 i) 5
le-7 Amf le-2 0 7 v .
le-7 Ao le-2 0 0f .
le-7 Auf le-2 0 5 v .
0 K 1 0 amf .
0 s 50 0 ozj:: 1
0 So 50
0 Ch let4d (b) Cotas de los parametros fractales

(a) Cotas de los parametros no fractales

Tabla 3.1: Cotas de los parametros del modelo

A continuacion se describen brevemente los métodos de optimizacion local y global que se usan para
resolver (3.2) y se muestran ejemplos sintéticos que sirven para validar y para ajustar los algoritmos.

3.1. Minimizacion local

El problema de minimizacion (3.2) se puede denotar en términos de un problema de optimizacion con
restricciones lineales:

min  f(x): x € R™ (3.3)
Ax>Db
donde A es una matriz con [ renglones y m columnas y b es un vector con [ componentes. Cada rengléon
en el sistema Ax > b representa una restricciéon de los parametros.

En general los algoritmos que resuelven el problema (3.3) son iterativos (Nocedal and Wright (2006)),
de forma que comienzan con una aproximacion inicial @ y generan una secuencia de estimaciones x,, que
se acercan a la solucion.

Una clase de algoritmos de optimizacion local tipo Newton puede representarse mediante el algoritmo
(3.1). Donde g(x) es el gradiente de f respecto a los parametros (g; = 9f/oz;) y B(x) es la matriz Hessiana
o una aproximacion (B;; = 9°f/ow,0z;).

Algoritmo 3.1 Método de minimizacion local sin restricciones

1: Dado un punto inicial xq

2: forn=0,...do

3:  Caleular f(x,), g, =9g(xn), B, = B(x,)
4:  Calcular el paso s,

5. Actualizar ,11 = @, + S,

6: end for

Dependiendo como se calcula s,, se obtienen diferentes tipos de métodos, algunos de los més comunes
son:

1. Busqueda Lineal: s, = —a,, B, g, donde o, = argmin,, f(x, + aB; 'g,)

2. Region de confianza: s, = arg min 4«5 mx(s) = sTg, + %STBn donde ¢ es el radio de la region de
confianza y el super-indice T indica transpuesta.

3. Levenverg-Marquardt: s, = — (B, + A\, 1) ! gn, donde A\, es un parametro de regularizacion.
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Si la matriz B,, es una aproximacion a la matriz Hessiana, entonces diferentes algoritmos se pueden
obtener dependiendo como se calcula esta matriz, por ejemplo:

1. Maximo descenso: B,, = I.

2. Cuasi-Newton: En este tipo de algoritmos la matriz B, es una aproximacion a la Hessiana, por
ejemplo en el método BFGS (Fletcher (2000)) se calcula B,, de forma iterativa usando valores
anteriores del gradiente g,, y de x,,. Si se define s,, = 11 — Tn ¥ Yn = gnt1 — gn entonces:

B,s,s!B,  ynyl

BBFGS _ Bn

n+1 (34)

sI'B,s, yl's,

3. Gauss-Newton: Si la funcién objetivo puede representarse como la suma de residuales 7y

[N

N
f@) =35 (@)’

k=1
entonces una aproximacion de la Hessiana puede ser
B, =J.J, (3.5)
donde J,, = J(x,,) es el Jacobiano del residual:

) = 24

4. La aproximacion a la Hessiana (3.5) es méas precisa cuando los residuales 7, estan cercanos a cero o
cuando la dependencia respecto a « (ry = ri(x)) es lineal. Sin embargo, para problemas donde los
residuales son grandes o el problema es muy no lineal, se puede mejorar la aproximacién usando la
correccion propuesta por Dennis et al. (1977), de modo que la aproximacion a la Hesisana es

Bn:Jan'f'Qn

donde la matriz Q,, se calcula iterativamente usando la ecuacion:

T T
Up — TnQnSn yrj; + Yn (Up — T QnSn UpU,

Qui1 =7Qn + ( ) = ( ) _ sy (Un — ThQnsn) ——5  (3.6)
SnYn (Sgyn)

Y Un = Gn+1 — Jnrn+1~

Usando diferentes combinaciones entre la aproximaciéon de la segunda derivada B,, y el calculo del paso
Sn, se pueden generar diferentes tipos de algoritmos: por ejemplo la actualizacion BBFES suele usarse
con el paso s, de Busqueda Lineal (Nocedal and Wright (2006)), otra combinacion usa la aproximacion
de Jacobiano B,, = JE J,, con el paso de Levenverg-Marquardt.

El algoritmo descrito en (3.1) no toma en cuenta de forma explicita las restricciones del problema. Si
@, cumple las restricciones (Ax, > b) y queremos asegurar que &,y; = &, + S, también las cumpla
entonces el paso s, debe satisfacer:

As, >b—- Az,

De esta forma las restricciones del problema (3.3) se transfirieron al célculo del paso s,,.
Para agregar las restricciones en el método de Busqueda Lineal primero se calcula la direccién py como
solucion del sub-problema:
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1
., T TB
m n a n 37
Apzblanmnp 9 —|—2p p ( )

y después se calcula 0 < «,, < 1 de forma que x,,+1 = ©,, + @, p, minimiza (aproximadamente) la funcion

g(@) = f(@y + apy).
En el caso de Regién de confianza, s, se obtiene al agregar las restricciones al sub-problema:

1
min sTg, +-sTB,s (3.8)
As>b— Az, 2
l[slloc <0

donde la norma infinito ||s||cc < ¢ es conveniente, porque de esta forma todas las restricciones se vuelven
lineales.
Y en el caso de Levenverg-Marquardt el paso s,, se obtiene al resolver el sub-problema:

1
. T L.r
a0, st gn +3s (Bp+ M I)s (3.9)

Entonces, considerando las reestricciones, el algoritmo (3.1) se puede escribir de la siguiente forma:

Algoritmo 3.2 Método de minimizacion local con restricciones

: Dado un punto inicial @y que satisface las restricciones Axy > b
: forn=0,...do
Calcula f(wn)v gn = g(wn)v B, = B(wn)
Calcula el paso s, sujeto a las restricciones As,, > b — Ax,
Actualiza x, 11 = x,, + s,
end for

AN I

En todos los métodos descritos en esta seccion el calculo del paso s, (ecuaciones 3.7, 3.8, 3.9) requie-
re resolver un sub-problema de programacién cuadrética, que de forma genérica puede escribirse de la
siguiente manera:

3 1
min z7c+ —z” Gz
Az>b 2

donde ¢ € R™ y se asume que G € R"*" es una matriz simétrica. El apéndice B muestra un algoritmo
para resolver este problema usando el método de puntos interiores.

3.2. Minimizacién global

El método de minimizacion (3.2) es un método de optimizacion local, lo cual implica que dependiendo
el punto inicial converge a un minimo local que no necesariamente seria un minimo global.

Para aumentar la probabilidad de encontrar un minimo global usando un optimizador local se usa
un método tipo multi-inicio. La idea basica de un método multi-inicio es iniciar la optimizacion desde
diferentes puntos iniciales y escoger como solucién el punto que obtenga la funcién objetivo menor. Este
tipo de método puede ayudar a encontrar un minimo global si se realizan suficientes minimizaciones, sin
embargo tiene la desventaja de que muchos casos podrian converger a un mismo minimo local, lo que
podria convertir esta estrategia en un método lento para lograr convergencia a un minimo global.

El método del Tunel (Levy and Montalvo (1985); Levy and Gémez (1985)) es un algoritmo de optimi-
zacion global que evita convergencia al mismo minimo més de una vez usando una funciéon tanel. Si x*
es un minimo local, entonces la funcion tunel T'(x) clasica es:

& — ||
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donde el valor de « se elige de forma apropiada para que ésta funcion cumpla T'(x) — oo cuando © — x*.
Una vez que se ha encontrado un minimo local x*, el método del tinel minimiza la funcion 7'(x) hasta
encontrar un punto & que cumple T(&) < 0, esta parte del algoritmo es llamada fase de tunelizacion. Y
una nueva fase de minimizacion en la funcion f(x) comienza desde el punto &. Esta estrategia se alterna
sucesivamente encontrando una serie de minimos locales &} y actualizando la funcién tinel en cada fase.
Gomez and Barrdn (1991) proponen una funciéon Tunel alternativa llamada funcion tinel exponencial.

El método multi-inicio propuesto en este trabajo retoma la misma idea de una funcién tunel para
evitar convergencia al mismo minimo. Sin embargo, utiliza una funciéon ligeramente modificada, si se ha
localizado un s6lo minimo local «* entonces la funcién es:

7(e) = (f@) ~ 1) (ogee + 1)

Si se han encontrado mas minimo locales la funcion T se actualiza de la siguiente forma:

1) = (1@ - )T (o +1) (3.10)
| — a}|~

donde f* = min{f(xy), f(x3),...}.

La idea del método multi-inicio que se propone en este trabajo es explorar el espacio de busqueda a
partir de un conjunto de puntos prueba {Z,, bm—1... N, ¥ luego elegir uno de estos puntos de prueba para
definir un punto inicial & a partir del cual comenzar una minimizaciéon local completa. Este proceso de
exploracion - minimizacion se repite iterativamente (Hickernell and Yuan (1997)).

La exploracion del espacio consiste en llevar acabo minimizaciones de pocas iteraciones de la funcion
T(x). Cada una de estas minimizaciones comienza en un punto &,, y termina en el punto &,,. Estas
minimizaciones también pueden terminar si T(Z,,) < 0.

Una vez que se realizaron estas minimizaciones "cortas", se elige el punto & € {&,, fm—1... N, con la
funcién objetivo mas baja, es decir f(&) < f(&,,), m = 1...N,. Si se satisface: f(&) — f* < tol = |f*|,
entonces se realiza una minimizacion completa de la funcion f(x) desde &.

El conjunto de puntos de exploracion se puede ir modificando entre iteraciones, la modificacion del
conjunto consisten en conservar los /N, puntos con la funcién f menor y los demés se reemplazan con
puntos casi-aleatorios.

Para mejorar la exploracion aleatoria del espacio se usan puntos casi-aleatorios obtenidos de una
secuencia de Sobol (Sobol’ (1967)). El algoritmo (3.3) muestra los detalles del método.
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Algoritmo 3.3 Método de minimizacion global

1:

10:
11:
12:

13:
14:

15:
16:
17:

18:

Dado un punto inicial y. Un método de minimizacién local A, un método de minimizacién local B, el
ntimero de puntos de exploracion IV, el numero de puntos a conservar entre iteraciones N4, el nimero
de iteraciones del método Ng4.

L=0

Genera N, puntos casi-aleatorios {Z, }m=1..n, donde Z; = xo.

Selecciona f* como la funcion objetivo menor de los puntos &,,. Y define la funcion inicial T'(z) =
f(@) - f*
while do
form=1,...,N, do
Ejecuta el minimizador A usando la funcién objetivo T'(x), desde el punto inicial &,, un numero
méximo de iteraciones N 4. El resultado de la minimizacion es el punto &,,.
end for
Selecciona el punto & € {&,, }m=1..n, tal que f(&) < f(&m), m=1...N,.
if f(&)— f* <tol x|f*| then
L=L+1
Ejecuta una minimizacion completa desde & con el minimizador B sobre la funcion f(x), el
resultado es el punto x7.
Actualiza f* = min{f*, f(x])}
Actualiza la funciéon
o= U (e )
end if
Del conjunto {&.,, }m=1... N, conserva los N, puntos con funcion objetivo menor.
Genera N,, — N, puntos casi-aleatorios y forma nuevamente el conjunto {Z,, }m=1... N, usando los
puntos que se conservaron y los nuevos generados.
end while

3.3. Derivadas

Para poder usar los métodos de optimizacion local propuestos en este trabajo es necesario calcular las

derivadas de la funciéon objetivo (3.1) respecto a los parametros del modelo. En caso de requerir la matriz
Hessiana también seréd necesario calcular las segundas derivadas.

Si se denotan los vectores residuales r = (r1,72...,75,)T v 8 = (s1,52...,sn,)T donde:

pwf(my tk) — Pk
Pk

T =

piﬂf(xvtk) - p;c

S = 7
Py,

entonces la funcion objetivo (3.1) puede escribirse de forma simplificada como:

1—
flx) = %TTT + 5 YsTs
derivando respecto al parametro x;
of orT osT
1 —
8:61( ) a@xir—i_( a)al'is



33 Capitulo 3. Caracterizacion de yacimientos usando pruebas de presion

donde .
1 Opwr(x,t
|:87' :| :87’]@:78]7 f(iB k‘) (311)
ox; k ox; Pk Ox;
oq” ) 1 Opl,p(,t
] - - e (3.12)
0x; |, Oz ox;
Estas expresiones representan entradas de las matrices Jacobianas:
a’l“k
Jii =
k, a.’El
A
Jp .=
kst Bxl
En notacion matricial el gradiente del f en respecto a los parametros del modelo es:
glx)=aJ'r+ (1 —-a)J"s
En caso de necesitar la segunda derivada se debe calcular:
0% f 0*rT or’ or 0?sT 0sT 0s
O0xj0x; () O‘axjamir ta Ox; 0z +( @) ijaxis +( @) Ox; 0z
donde:
2..T 2 1 9%p,, +
{87’ }:{8”}:%(%’“) (3.13)
O0x;0w; |, O0x;0v; |, px Owx;0x;
2.1 2 1 o2/ x,t
[83 }:[ask}:lpwf(k) (3.14)
O0x;0w; |, O0x;0x; |, p, Owx;0x;

Entonces, el calculo del gradiente y de la Hessiana de la funcion objetivo requieren el calculo de
las derivadas de la presion y la log-derivada respecto a los parametros . Sin embargo, este calculo es
complicado debido a que para calcular p,;(x,t) en un tiempo especifico se debe resolver el sistema lineal
(2.64) N veces y luego usar el algoritmo de Stehfest (2.66).

Existen diferentes formas para calcular o aproximar las derivadas. Una opcién es aproximarlas usando
diferencias finitas, sin embargo el calculo de p,; es muy sensible a errores numéricos debido al uso
del algoritmo de Stehfest (Stehfest (1970)) y usar diferencias finitas puede amplificar estos errores. Un
ejemplo de este problema se puede ver en en la figura (3.1b), donde se calcula la derivada de p,, s respecto
al parametro A, s usando diferencias finitas y se muestra que la derivada contiene ruido. Otro tipo de
métodos para calcular derivadas cuando la funcién a derivar es la soluciéon de una ecuaciéon diferencial es
el método de la ecuacion adjunta (Carrera and Neuman (1984)).

El método de diferenciaciéon automatica es otra forma de calcular derivadas de funciones que estan
implementadas en algtn lenguaje de programacion. Entre los métodos de diferenciacion automatica esta
el de nameros duales (Aubert et al. (2001)), el cual se usa en este trabajo.

A continuacion se describe el método de ntmeros duales para calcular derivadas de una funciéon que
se evaltia mediante un cédigo escrito en algin lenguaje de programacion. Esta técnica entra en la clase
de diferenciacién automatica.
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3.3.1. Numeros duales para calcular derivadas

El método de numeros duales para calcular derivadas entra dentro del area de diferenciacion automatica
(Griewank and Walther (2008)). La idea basica es definir un tipo especial de ntimero, llamado nimero
dual y sus reglas aritméticas para realizar célculos (de forma similar a los numeros complejos). Cuando se
evaltia una funcién usando este tipo de nimeros el resultado es un nimero dual que contiene el resultado
de haber evaluado la funcion y también la derivada. Esta técnica permite evaluar derivadas con la misma
precision de calcular la derivada analitica. Es decir el error numérico en el calculo de la derivada es del
orden del epsilon de la computadora.

Se define un namero dual z de la forma:

z=r+de
donde r,d € R y € es un simbolo que se usa para representar la componente dual de z. Este simbolo se

define de forma que €’e/ = €17 y €7 = 0 para i + j > 1. Dados dos ntmeros duales z; = r, + die y
2o = 19 + da€ se define la suma, resta, multiplicacion y division:

z14+ 20 =11+ 712+ (di +do)e

21— 20 =11 — T2+ (di — da)e

21 % 29 = 179 + (r1da + 1r2d e
21 r1 | redy —7rids

z9 T2 T%

Dada una funcion f : R — R, la serie de Taylor alrededor de r es:

fr+de) = f(r)+ f'(r)de (3.15)

los demas términos de la expansion son cero debido a la propiedad € = 0 para n > 1. Entonces, segin
(3.15) el resultado de evaluar una funciéon en un nimero dual es otro nimero dual donde la derivada esta
contenida en la componente dual.

Por ejemplo, si f(z) = #*/(1+2), al evaluar esta funcién en z = r+e¢ y aplicar las operaciones aritméticas
de ntimero duales se tiene:

(r+¢)?

1+r+e

3 + 3r2c

1+r—+e

3 3r2(1+7r)—r3
-+ €

1+7r (1+7)2

Fr4e =

la componente dual del resultado es precisamente la derivada evaluada en r.
Cuando se evalia una funcion dénde se conoce la derivada se puede usar directamente la ecuacion
(3.15). Por ejemplo:

sin(r + de) = sin(r) 4 cos(r)de

Usar estas reglas en conjunto con un lenguaje de programacion adecuado permiten calcular derivadas
de funciones complicadas de forma sencilla. El apéndice C detalla una forma de implementar el concepto
de nimeros duales para calcular primeras y segundas derivadas para funciones de una y varias variables
usando el lenguaje de programacion C+-+.

En este trabajo el calculo de la presion p,¢(x,t) en un tiempo ¢ es resultado de la solucion de N,
sistemas lineales (2.64) debido a que se usa el algoritmo de Stehfest (2.66). Asi que, evaluar p,,f(x,t) es un
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proceso complicado, sin embargo solo se requieren operaciones aritméticas bésicas. Por lo tanto, se puede
implementar de forma directa el uso de nimeros duales para calcular la derivada de la presion respecto a
los parametros.

La figura (3.1) muestra la derivada de la presion y la log-derivada, en este caso sin dimensiones,
respecto a los pardmetros wy y Ay, s. Para comparar, también se calcula la derivada usando el método de
diferencias finitas.

En la figura (3.1a) en la parte final de la derivada es posible observar, cierto nivel de ruido en el método
de diferencias finitas. La figura (3.1b) muestra de forma maés clara el ruido que introduce el método de
diferencias finitas en la derivada de la log-derivada.

B000 i e ey ey e e e U e e
Diferencias finitas o Diferencias finitas o
2000 R 5 x 106
1000 i
0 B} —1x 107
—1000 i
d d
o — —25x 107 | G52
—2000 v — vl
dioy Do f
—3000 ol vl WAl il il il il S el v vl el el
10° 10? 10* 10° 108 10° 102 10% 106 108
tp tp
(a) Derivada de ppw y p'p,, respecto al pardmetro wy (b) Derivada de ppw ¥y P)p,, respecto al parametro A,

Figura 3.1: Ejemplos de derivadas de ppw ¥ Ppy,-

3.4. Ejemplos sintéticos

Para probar y afinar los métodos de optimizacion descritos anteriormente se realizan experimentos
sintéticos. Cada experimento sintético consiste en seleccionar valores para los pardmetros del modelo
(2.41-2.45) y calcular la presion (y log-derivada) a diferentes tiempos. Usando estos datos, se resuelve el
problema inverso (3.2) para recuperar nuevamente los parametros que generaron la curva de presion y
log-derivada.

Los parametros con los que se generan los datos de presion los llamaremos exactos y los obtenidos del
problema inverso los llamaremos parametros de ajuste. De forma similar se denota la presion exacta y de
ajuste.

Identificar los 18 parametros del modelo (2.41-2.45) es un problema complicado de resolver. Por lo
tanto se usan algunas simplificaciones: la primer simplificacién consiste en usar datos de presion del
modelo sin dimensiones, lo que implica que a; = a, = 1, también se consideran fijos los pardmetros
Qpf = Qmy = Oy = 1, otra simplificacion consiste en disenar experimentos sintéticos de forma que la
dificultad del problema aumenta gradualmente.

De esta forma los experimentos sintéticos se dividen en tres partes, donde cada parte corresponde a
un modelo de flujo especifico:

1. La primera parte consiste en un modelo de doble porosidad - una permeabilidad fractal que se denota
con (2¢ — 1k)

2. La segunda parte consiste de un modelo de triple porosidad - una permeabilidad fractal que se
denota con (3¢ — 1k)
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3.

La ultima parte consiste de un modelo triple porosidad - doble permeabilidad fractal (3¢ — 2k)

El proceso para crear los datos sintéticos es el siguiente:

1.

De cada modelo se eligen valores de los parametros de forma aleatoria pero restringiendo estos
valores a sus cotas. En el caso de los pardmetros A\, r, Amoe ¥ Afy lo que se elige es un nimero [
considerando logo(Amin) < 1 < log;o(Amaz) tal que \;; = 10%.

Con los parametros seleccionados se resuelve el modelo para calcular 50 datos de presion p en los
tiempos tp = 1072F(10/49F para k= 0...49. Con estos datos de presion se calcula la log-derivada
usando la ecuacién:

Pr = ‘AR+AL

donde App = pr, — pe—1, APr = P41 — Pk, Ar =10gtp r —10gtp -1y Ar =10gtp ki1 —10gtp k-
Esta formula es una version simplificada del método de Bourdet (Bourdet et al. (1989)) tomando
solamente los vecinos inmediatos de (¢p ., pr)-

, op | FEAr+FEAL
Ologtp |, -

Con los datos de presion y log-derivada se resuelve el problema inverso (3.2) para obtener los
parametros del ajuste.

. Para probar los métodos en diferentes condiciones y para analizar si el valor exacto de los parametros

puede afectar el proceso de ajuste se prueban diferentes juegos de puntos exactos, por lo tanto, este
proceso se repite 100 por cada modelo.

El proceso de optimizacion para resolver (3.2) es el siguiente:

1.
2.

Primero se ejecuta un minimizador local Levenverg-Marquardt desde un punto inicial xg.

Si el valor de la funcion objetivo al terminar es mayor a le — 10, entonces se ejecuta el método
multi-inicio (3.3).

El algoritmo multi-inicio se detiene si la funcion objetivo esta por debajo de 1le — 10 o si se realizan
50,000 evaluaciones de la funcion objetivo.

En el caso de que se ejecute el método multi-inicio, se usan los siguientes pardmetros:

Minimizador A = Busqueda Lineal
N4a=10

Minimizador B = Regién de Confianza
N, =10

N, =3

Cuando se minimiza la funcion f(x) la aproximacion a la Hessiana es la de (Dennis et al. (1977)) dada
por B, = JT'J, + Q,,, donde Q,, esta dada por (3.6).

Cuando se minimiza la funcion T'(x) se usan la Hessiana B,, =

BBFGS ya que la funcion T'(x) no es

de tipo minimos cuadrados.
El peso en la funcion objetivo (3.1) es a = 0.95.
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3.4.1. Doble porosidad - una permeabilidad (2¢ — 1k)

En este modelo los parametros de la tabla (3.2a) permanecen fijos y los experimentos sintéticos se
realizan con los parametros de la tabla (3.2b). La seleccion de estos parametros representa un modelo de
doble porosidad una permeabilidad sin dimensiones, en ausencia de efecto de dafio y almacenamiento en
pozo.

La figura (3.2) muestra un resumen de los resultados de los 100 casos para este modelo. La grafica (3.2
izquierda) muestra un histograma de frecuencias del valor minimo de la funcion objetivo. Como se observa
en todos los casos la funciéon minima esta por debajo de la condiciéon de paro 1le —10. Como medida global
se calcula la mediana de la funciéon objetivo fieq = 107103 = 5e — 11.

En la figura (3.2) se muestra un histograma de frecuencias de la norma del gradiente proyectado de
la funcion objetivo en la solucion. Se presentan resultados del gradiente proyectado (Nocedal and Wright
(2006)) debido a que incorpora informacion si el minimo esta en una cota de las restricciones. Como se
observa en la grafica el valor de la norma del gradiente proyectado es pequefio (valores menores a le — 3)
en todos los casos, de esta forma se puede asegurar que los algoritmos de minimizacién convergen a un
minimo local. La mediana del gradiente es ||gproy|lmea = 107445 = 3.5¢ — 5.

’ Parametro \ Parametro ‘

/\wv - 00 l; v :12 ’ valor minimo ‘ Parametro ‘ valor maximo
mv — v =
1
Ajp =0 O =1 0 Wen
pr— P le-7 Amf le-2
- muv D 2
sp=0 ap, =1 8 9f 1
Sy = 0 ay = ]_ f
Cp=0 a =1 (b) Parametros variables del modelo 2¢ — 1k y sus cotas.
= p =
(a) Parametros fijos para el modelo
2 — 1k.

Tabla 3.2: Valores de los pardmetros para representar un modelo 2¢ — 1k
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Figura 3.2: Histogramas de frecuencia de la funcién objetivo y gradiente proyectado de los 100 experi-
mentos sintéticos para el modelo 2¢ — 1k

—11.5 —10.0

Un analisis de histogramas de frecuencia también se realiza para cada parametro. Se realizan histo-
gramas del logaritmo base 10 del error relativo. Es decir, para el pardmetro = se crea un histograma de
frecuencias usando el error:

Texacto — Lajuste

ex = logy, ( ) (3.16)

Lexacto



38 Capitulo 3. Caracterizacion de yacimientos usando pruebas de presion

excepto A, s para el cual se usa el error:

e — log loglo(xezacto) - loglo(majuste) (3 17)
* 10 loglo(xezacto) '

Las graficas de los histogramas de los 4 parametros se muestran en la figura (3.3). Puede observarse
que en general todos los casos tienen error relativo muy pequeno, excepto un caso en el pardmetro A, .
La mediana de los errores relativos es: €wsmed = 9.3¢ — 6, €x, ;med = 4.5¢ — 7, €D, mea = 3.2¢ — 6y
€0 med = 1.2e — 5.

Para analizar de forma visual si los parametros ajustados corresponden a los exactos se crea una
grafica donde el eje x indica el valor exacto del pardmetro y el eje y el parametro recuperado con el ajuste.
Cuando los parametros recuperados estdn muy cerca de los exactos se observan puntos muy cercanos a
una linea de pendiente 1. Si los parametros obtenidos en el ajuste tienen diferencias sustanciales con los
parametros exactos, aparecen puntos fuera de la diagonal. La figura (3.4) muestra estas graficas para los
4 parametros, se puede observar que en general todos los parametros recuperados estan bastante cerca
de los exactos. A excepcion de un caso, en la figura para el pardmetro A,,¢ (3.4 arriba derecha) hay un
punto fuera de la diagonal para A, ¢ czacto ~ 1076,

Para mostrar dos ejemplos de los datos y el ajuste se crea la figura (3.5), donde se muestran 2 ejemplos.

Mediana: -5.27 ! Mediana: -6.34
1
1
15 i
= i 8
& &
<10 1 3
o 3
= =
5 -
0 -
—6.00 =575 =550 —5.25
log; |Error relativo wy| log;, | Error relativo log;o(Am )]
1591 Mediana: -5.49 : i Mediana: -4.91
i
1
£ 10 - e
g =
<] <]
= =
3 3
= o5 =
O -
—6.5 —6.0 —5.9 -5.0
log, |Error relativo Dy| log,o | Error relativo 0|

Figura 3.3: Histogramas de frecuencia del error relativo de los parametros ajustados de los 100 experi-
mentos sintéticos para el modelo 2¢ — 1k
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Figura 3.4: Comparaciéon de los parametros ajustados vs. los exactos de los 100 experimentos sintéticos
para el modelo 2¢ — 1k. El color de cada punto representa el valor de funcién objetivo fop;.
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Figura 3.5: Ejemplos de 2 ajustes del modelo 2¢ — 1k. Para este modelo los 100 casos ajustaron correc-
tamente la presion. Estas graficas se eligieron de forma aleatoria de los 100 casos. Las funciones objetivo

son fop; = 5.05e — 11(izquierda) y 8.88e — 11(derecha).
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3.4.2. Triple porosidad - una permeabilidad (3¢ — 1k)

En este modelo de flujo se asume que puede haber almacenamiento en los tres medios porosos pero el
fluido se mueve principalmente a través de las fracturas. La tabla (3.3a) muestra los parametros que se
mantienen fijos. La tabla (3.3b) muestra los parametros que pueden variar y sus cotas.

’ valor minimo ‘ Parametro ‘ valor maximo

’ Parametro \ Parametro ‘

k=1 Amf = 1 8 (:m 1
sp =0 Ay = 1 v
le-7 A le-2
Sy, =0 ap, =1 f
=0 P le-7 Ao le-2
5 —% — Te-7 ) Te-2
9: — £ 0 Dy 2
0 0 1
(a) Parametros fijos del modelo . A L
36 — 1k. (b) Parametros variables del modelo 3¢ — 1k y sus cotas.

Tabla 3.3: Valores de los parametros para representar un modelo 3¢ — 1k

De forma similar a los resultados de la secciéon anterior, se registra el valor de la funciéon objetivo de
cada uno de los 100 casos y también el gradiente proyectado. Con estos datos se crean los histogramas
de la figura (3.6) la mediana para la funcion objetivo es fi,cq = 8.7e — 11 y en todos los casos la funcion
objetivo esta por debajo de le — 8. El histograma de la norma del gradiente proyectado muestra que
practicamente todos los casos llegaron aun minimo ya que todos los casos estan por debajo de le — 4, con
una mediana de ||gproyllmed = 1.2¢ — 5.

Para analizar con mas detalle los resultados de cada parametro, se grafican histogramas del error
relativo de cada uno de los parametros (el error relativo se calcula usando las ecuaciones (3.16 y 3.17).
Sin embargo, para crear los histogramas se usa el logaritmo del error relativo, ya que los resultados se
esparcen en varios ordenes de magnitud. De los histogramas en las figuras (3.7 y 3.8) se puede observar
que los parametros A;; son los pardmetros que muestran mayor error. Incluso hay casos donde el error
relativo se acerca a 1. La mediana del error por cada parametro es: €uw; med = de — 6, €, med = 2.1 — 3,
Cpgymed = 8.6 — 4, ex . mea = 1.8¢ — 3, ex;, med = 66 — 4, €p; med = 8¢ — 6, €g; mea = 2.7¢ — 6.

401 ; Mediana: -10.06 Mediana: -4.92 |
10.0 A+ !
|
fav] [a]
= 2 75
= =
[} O
=} =}
c S 5.0
= =
2.5 -
0.0 -
10 9 3
IOglo(f) 10g10(||9pr0j||)

Figura 3.6: Histogramas de frecuencia de la funcion objetivo y gradiente proyectado de los 100 experi-
mentos sintéticos para el modelo 3¢ — 1k
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Figura 3.7: Histogramas de frecuencia del error relativo de los parametros ajustados de los 100 experi-
mentos sintéticos para el modelo 3¢ — 1k
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La graficas en las figuras (3.9, 3.10 y 3.11) representan una forma visual para observar el comporta-
miento de los parametros ajustados contra los parametros exactos. Estas graficas confirman los resultados
de los histogramas, en general se obtuvieron buenos ajustes en la mayoria de los casos.

La informacion que se obtiene de estas graficas y no se puede ver en los histogramas es que puede ser
mas complicado estimar con buena precisién los pardmetros \; ; cuando el valor exacto es pequeio.

Las graficas (3.11) muestran que hay casos donde la funcion objetivo es pequena (color morado) pero
la precision en X's puede ser grande (los puntos que se alejan de la diagonal). La presion y el ajuste para
uno de estos casos se muestra en la figura (3.12a).

La funcion objetivo es f = 9.2e — 10, la norma del gradiente es ||g|| = 3e — 6, lo que podria indicar
que se recuperaron los parametros de forma precisa. Sin embargo, para el parametro \,,, se tiene un
error relativo ey, = 0.33, el cual es grande si se compara con la mediana de los errores. En este caso
el parametro exacto es A, = 1.6e — 5 y el obtenido con el ajuste es \,,, = 4.0e — 7. Al parecer, en
este ejemplo, la presion es poco sensible al parametro A, lo que hace dificil identificarlo con buena
precision, esto se puede observar en la figura (3.12b) donde se muestra la presion y log-derivada variando
Ame = 1077,1075,1073, el ajuste con estos tres se ve practicamente igual.

La figura (3.12) muestra algunos ejemplos de las curvas de presion y log-derivada con su respectivo
ajuste.
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(ENTTRTARITATAITTT "
0 - 01 / ~11-10 -9
—6 —4 -2 0 -
10g10 | Error relativo logm()\fv)‘ 0 01 02 03 04 0.5 t0.6 0.7 0.8 09 1
Wy exacto
Figura 3.8: Histograma de frecuencias deA s, Figura 3.9: Resultados para wy
0.9 ; ; ; ; ; ; ; —3 2 , , , , , , , , —o
0.8 | ® 1.9 | ./ |
0.7 | . ] 1.8 | o ]
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06 | . | . 17} / ]
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3 04 /" 1 S 14t ,/ |
0.3 1 1.3 | ./ 1
0.2 ¢ / logy(f) 1 1.2 | /'. logy(f) i
01 o 111 1l . (NENTTRTARITATAITTOT " |
—11-10 -9 o —11-10 -9
0 N 1 :

0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1 11 12 13 14 15 16 1.7 1.8 1.9 2
wy exacto Dy exacto
Figura 3.10: Comparaciéon de los parametros ajustados vs. los exactos de los 100 experimentos sintéticos

para el modelo 3¢ — 1k. El color de cada punto representa el valor de funciéon objetivo fop;.
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Figura 3.11: Comparacion de los parametros ajustados vs. los exactos de los 100 experimentos sintéticos
para el modelo 2¢ — 1k. El color de cada punto representa el valor de funcién objetivo fop;.
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Figura 3.12: Ejemplo de ajuste del modelo 3¢ — 1k
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3.4.3. Triple porosidad - doble permeabilidad (3¢ — 2k)

En este modelo de flujo puede haber almacenamiento en los tres medios y el flujo puede ser en fracturas
y vigulos. La tabla (3.4a) muestra los parametros que se consideran fijos, los parametros que pueden variar
estan en la tabla (3.4Db).

En la figura (3.13) se muestra el histograma de los resultados de la funcién objetivo y norma del
gradiente finales. La funcion objetivo final tiene una mediana de f,,.q = 5.le — 10 y el gradiente
|9proyllmed = 3.18¢ — 5. Un total de 88 casos tienen una funciéon objetivo menor a le — 7. Pero el total de
los casos tiene una norma del gradiente menor a le — 2 lo que indica que aunque todos los casos llegaron
a un minimo local, no todos llegaron a uno global.

Las figuras (3.14 y 3.15) muestran los histogramas del error relativo de cada parametro. Comparado
con los resultados de los modelos 2¢p — 1k y 3¢ — 1k, en este modelo hay méas casos donde no se pudieron
recuperar los parametros de forma precisa. Como se observa en la figura (3.15) todos los errores de los
parametros tiene una media pequena. Si se considera suficiente un digito de precision en la recuperacion
de un parametro, es decir un error relativo de le — 1, entonces los parametros A’'s son los que tiene menos
porcentaje de precision con 87 casos y el pardmetro Dy es el que tiene mejor porcentaje de precisiéon con
99 casos.

Las figuras (3.16 y 3.17) muestran las graficas donde se compara el valor exacto de cada parametro
contra el valor recuperado. Se vuelve a repetir, como en la secciéon anterior, que los \'s son los parametros
donde hay més dispersion de puntos. Y también se observa que es mas dificil ajustar (con buena precision)
valores pequeiios de los \'s. En estas graficas también se puede ver que hay casos donde la precisiéon en
algiin parametro A no es suficientemente buena, sin embargo la funcion objetivo si es pequena (del orden
de 1e—8 o menor, puntos color azul o morado), esto puede indicar un buen ajuste de los datos atin cuando
no se pudo recuperar el valor exacto del parametro. Estos experimentos sintéticos no tienen ruido en los
datos, por lo que se esperaba recuperar todos los pardmetros en todos los casos. Los resultados mostrados
hasta ahora indican que podria haber condiciones donde no es posible recuperar con suficiente precision
los parametros A, esta hipotesis es reforzada con los resultados de la seccion anterior, donde se encontro
un caso en el que la presion no es lo suficientemente sensible al parametro A, .

En la figura (3.18) se muestran un par de ejemplos de los datos y el ajuste obtenido.

’ valor minimo \ Parametro \ valor maximo ‘

0 W 1
0 Wy 1
Parametro | Parametro To-7 Ao f )
sp=0 oy =1 le-7 Anw le-2
Sy =0 a; =1 le-7 Avf le-2
Q=1 ap =1 0 K 1
Ay — 1 CD =1 0 Df 2
(a) Parametros fijos del modelo 0 Oy 1
3¢ — 2k. 0 D, 2
0 0, 1

(b) Parametros variables del modelo 3¢ — 2k y sus cotas.

Tabla 3.4: Valores de los pardmetros para representar un modelo 3¢ — 2k
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Figura 3.13: Histogramas de frecuencia de la funcién objetivo y gradiente proyectado de los 100 experi-
mentos sintéticos para el modelo 3¢ — 2k
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Figura 3.15: Histogramas de frecuencia del error relativo de los parametros ajustados de los 100 experi-
mentos sintéticos para el modelo 3¢ — 2k
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Figura 3.18: Ejemplos de ajustes del modelo 3¢ — 2k
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Ruido en los datos

Los datos de presion provenientes de instrumentos de medicién en campo siempre contienen cierto
nivel de ruido. Y en algunas ocasiones pueden contener diferentes tipos de ruido (Gonzdlez-Tamez et al.
(1999)), como por ejemplo ruido blanco y ruido de truncamiento.

En el problema de identificacion de parametros que se quiere resolver en este trabajo, el ruido en los
datos afecta principalmente el calculo de la log-derivada (dp/dlogt), ya que como es conocido, el célculo
numérico de derivadas es un problema mal planeteado, en el sentido de que pequenas perturbaciones en
los datos de entrada pueden llevar a grandes cambios en los resultados. Este problema puede observarse
claramente en el siguiente ejemplo: supongamos que se tiene una medida de presion p; en t; = 1hr y una
segunda medida medida ps segundo después, es decir en to = 1.00028hr, entonces la aproximacién de la
log-derivada usando diferencias finitas es:

dp ~ p2—pmp
dlogt logty —logty

Si cada medida de presion contiene cierto nivel de ruido €, de forma que p1 2 = p1,2 + €1,2 donde p es
la presion sin ruido, entonces la aproximacion a la derivada es:

dp Pp2—p1 €2 — €1
dlogt logte —logt; logts —logty
=p +83x10%(eg — 1)

donde el primer termino del lado derecho p’ es la aproximacion a la log-derivada sin ruido y el segundo
término representa el ruido en la log-derivada, es decir, el ruido en la derivada se amplifica por un factor
de aproximadamente 10*.

Debido a la necesidad de usar la log-derivada en la funcion objetivo (3.1) y la sensibilidad que presenta
al ruido se desarrollo un método para derivar de forma estable los datos de presion. Este método fue
publicado en el articulo Ramos et al. (2017).

El tema de la diferenciacién numérica de datos con ruido ha sido estudiado extensivamente, por ejemplo
Knowles and Renka (2014) muestran una revision de diferentes clases de métodos para calcular derivadas
numéricas. Este problema del ruido, es particularmente severo en datos de pruebas de pozo, donde la
presion tiende a estabilizarse a tiempos largos y la resolucion de los instrumentos de medicion puede
introducir ruido considerable.

Uno de los métodos més usados para el cédlculo numérico de la log-derivada en datos de presion de
pozo es el método de Bourdet et al. (1989), donde: dado el parametro L, la log-derivada en el dato i-ésimo
se calcula con la formula:

op] _ aeEAwp+ 3EEAw
Or |, Azxp + Axy,
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donde = = logt, Apr, = p; — pi—i, APR = Ditr — DisAxp = x; — x4y, Axg = T4, — x; y los indices [, r
se eligen de manera que Az y Axzg son las distancias mayores pero mas cercanas L. Para controlar el
grado de suavidad en el resultado se puede variar el valor de L, un valor pequeno mejora la precision de la
derivada, pero es mas sensible al ruido, un valor grande reduce el ruido en la derivada pero se ve afectada
la precision. Por lo tanto elegir un valor adecuado de L podria ser importante.

Otra forma de calcular derivadas de datos con ruido es usar métodos variacionales con un término
de suavizamiento que penalice soluciones con grandes oscilaciones. Este tipo de métodos se ha usado
satisfactoriamente en diferentes campos de la ciencia [Cullum (1971); Chartrand (2011); Knowles and
Wallace (1995); Knowles and Renka (2014) Cullum (1971); Chartrand (2011); Knowles and Wallace (1995);
Knowles and Renka (2014)]

En particular Chartrand (2011) propone un método iterativo para calcular la derivada de una serie de
datos usando variacion total regularizada (Total Variation Regularization). Este tipo de métodos se usan
en problemas de analisis de imagenes donde la funcién a derivar o la derivada puede tener discontinuidades.
Sin embargo, si presuponemos que tanto la funciéon como su derivada son continuas se puede deducir un
método mas sencillo.

Suponemos que se tiene una serie de datos de entrada con cierto nivel de ruido {(z;,p;)| i =1...n},
y queremos calcular una aproximacion a la derivada, que denotaremos con u = dp/dz (se estd usando el
cambio de variable x = logt). Si consideramos a u = u(2) como una funcion a estimar, entonces se puede
calcular como la funcién que minimiza el funcional:

Flu) = 1/% w(Au — y)2de + 2 /I 8 (d“)2 dr (4.1)
2 /. 2 /i dz

donde y(x) = p(z) — p1, Au(z) = fai u(z")dx’ es un operador de anti-diferenciacion, A es el pardmetro
de regularizacion, w(x) permite darle diferentes pesos a los datos y S(x) permite darle diferentes pesos
a la derivada. Versiones diferentes de este funcional se consideran en [Cullum (1971); Chartrand (2011);
Knowles and Wallace (1995); Knowles and Renka (2014) Cullum (1971); Chartrand (2011); Knowles and
Wallace (1995); Knowles and Renka (2014)].

Para calcular la funcion que minimiza el funcional (4.1) se calcula la derivada variacional respecto a u
y se iguala a cero (el apéndice D muestra el detalle de la derivacion) de donde se obtiene que la funciéon
u satisface la ecuacion:

/\% (ﬁjﬁ) — AT [w (Au—y)] =0 (4.2)

donde el operador A7 esta definido por AT f(z) = f;" f(a")dz'. Para poder calcular la solucion de esta
ecuacion diferencial se deben especificar condiciones de frontera. Si se conocen las derivadas en lo extremos
se pueden usar condiciones tipo Dirichlet, es decir: u(x1) = ¢} v u(x,) = y),, donde y] y y!, se asumen
conocidas. En datos de pruebas de pozo, ¢} se puede conocer si hay presencia de almacenamiento en el
pozo (yj ~ t), y y,, se puede conocer por ejemplo si el yacimiento es euclidiano, entonces la log-derivada
tiende a estabilizare a tiempos largos (y,, ~ 1). Esta tultima condicién también podria expresarse en
forma de una condicion de frontera tipo Neumann «/(z,) = 0. Sin embargo las condiciones de frontera de
Cauchy v/(z) = vu podrian ser méas apropiadas para datos donde se presentan comportamientos de ley
de potencias, es decir si u es de la forma:
t 1%
U = Ug <t0>

du N\t
—_— = VU — — = VU
dlogt o\ % to

En particular para yacimientos fracturados con geometria fractal se pueden usar este tipo de condicio-
nes. Aunque los casos ¥ = 0 y v = 1 también pueden representar flujo euclidiano radial y almacenamiento.

entonces:
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4.1. Solucién numérica

La solucion de la ecuacion (4.2) se puede calcular con cualquier método numérico para ecuaciones
diferenciales ordinarias, en este trabajo se usa el método de diferencias finitas. Recordamos que los datos
estan dados en los tiempos ¢; y se usa el cambio de variable x = logt, de donde se tienen los nodos
x; = logt;. Estos mismo nodos se pueden usar para discretizar la ecuacion (4.2), sin embargo esto no es
forzoso, si el instrumento de medicién proporciona una cantidad muy grande de datos, se podria seleccionar
un subconjunto de los datos x; o definir nuevos nodos para discretizar (4.2) y reducir el nimero puntos
donde se resuelve la ecuacion diferencial.

Entonces, para calcular la solucion de ecuacion (4.2) se denotan de forma genérica los puntos de
discretizacion con {x;| i = 1...m}( estos nodos podrian ser los datos de observacion o no).

Aplicando diferencias finitas centrales al operador de diferenciacion y la regla del trapecio en los
operadores de integracion se tiene el sistema de ecuaciones lineales (El apéndice D muestra el detalle)

up =y si Dirichlet en x1
(L4 m(x2 —x1))ur —uz =0 si Cauchy en x;

agi—1 + biu; + ciuip1 + [AT (wAw)]; = [AT (wy)]; i=2...n,—1 (4.3)
Uy = y; si Dirichlet en x,,

Un—1 — (1 - V(Xm - Xm—l))um si Cauchy en x,,

Los coeficientes a;, b;, ¢; son:

—2)\51—1/2
a; =
(Xi+1 — Xi—1) (Xé — Xi-1)
*2>\51+1/2
C; =
(Xz‘+1 - Xi71) (Xi - Xi71)
bi = —a; — bi

La notacion [AT (wAu)]; y [AT (wy)]; es una notacion corta de:

(A7 (wAw)]; = /:m w(z) (/: u(x')dx’> dz

Xm,

(AT (wy)); = / w(z)y(z)de

Xi

Usando la regla del trapecio para aproximar las integrales , los operadores A y AT se pueden expresar
en términos de matrices A y AT respectivamente, (en el apéndice D se dan expresiones explicitas de estos
operadores), por lo tanto el sistema (4.3) se puede expresar de forma matricial como:

(D+A™WA)u=d (4.4)

donde w = (uq,...,uy,) es el vector de log-derivadas en los nodos x;, D es la matriz tridiagonal donde
cada renglon esta dado por los coeficientes a;, b; y ¢;. W es una matriz diagonal dada por W;; = w(x;) ,
d=A"Wyyy=(y1, - Ym)

La solucion del sistema lineal (4.3) o (4.4) se puede realizar usando un método directo si el niimero de
nodos m es pequeno, digamos menor a 1000. Si por el contrario el nimero de nodos es mayor se puede
usar un método iterativo. En particular se ha probado el método Bi-CGSTAB (Van der Vorst (1992))
con buenos resultados. En el apéndice (D) se describe un método para calcular el producto matriz-vector



52 Capitulo 4. Ruido en los datos

(D + ATWA) v sin ensamblar la matriz de forma explicita. Lo cual es util para usar el método Bi-
CGSTAB y permite resolver el sistema de forma rapida ya que la operaciéon matriz-vector puede hacerse
en el orden de O(m) operaciones.

Una vez que se obtiene la derivada u, también se pueden obtener los datos sin ruido p usando inte-
gracion, en términos matriciales, esto se puede calcular con la ecuacion:

p=AT 'u+p1 (4.5)

donde T'es la matriz diagonal con T;; = €X' y 1 es el vector con 1’s en todas sus entradas.

4.2. Ejemplo 1: prueba de bombeo en un acuifero ideal

Para mostrar la aplicacion del método se generan datos de descenso de nivel (s) en un pozo de un
acuifero. Estos datos se generan usando la aproximacion de Srivastava and Guzman-Guzman (1998) a la
funcion de de pozo de Theis (1935). Se generan 100 datos en tiempos aumentando exponencialmente entre
10~* y 1 dia. Para evaluar la funcién de pozo se considera una transmisividad de 500 m?/d, coeficiente
de almacenamiento 0.01 y un gasto de 1728m?/d. Los descensos s se contaminaron con ruido aleatorio
uniforme en el intervalo [—0.05,0.05].

La figura (4.1) muestra los datos (puntos cafés), también se muestra la aproximacion a la log-derivada
usando el método de Bourdet considerando Alogt; = logt;1o — logt;—o (puntos verdes) y Alogt =
logt;1q — logt;_4 (puntos azules). En la misma grafica se muestra la log-derivada (s’) y los descensos
integrados (s) resultado de aplicar el método variacional usando A = 0.001 (linea punteada) y A =
0.25 (linea continua). Los resultados muestran que valores pequenos de A generan una log-derivada més
afectada por el ruido. Lo cual es de esperarse debido a que el primer término del funcional (4.1) toma més
importancia y por lo tanto la log-derivada tenderéd a ajustar el ruido presente en los datos. Si se elije un
valor mayor de A el segundo término del funcional (4.1) tendera a influir més en el resultado generando
una log-derivada mas suavizada. Este resultado ilustra la importancia de encontrar un valor adecuado de
A, aunque en la practica no se requiere un valor preciso.

Para entender mejor el efecto de A se calcula la log-derivada usando 100 valores de A en el intervalo
[107°,10%]. Por cada valor de lambda se calcula el error cuadratico medio (RM SE’) entre la log-derivada
aproximada con el método variacional y la log-derivada exacta. También se calcula el error cuadratico me-
dio (RM SE) entre el descenso resultado de integrar la derivada con la ecuacion (4.5) y el descenso exacto.
Las ecuaciones de los errores son:

(4.6) 100 7
— 10! L ]
T 0
(4.7 5, i ) ]
£ 1072 = g 4
donde § y 5’ son los descensos y la log-derivada , ) ]
exactas y s’ es la log-derivada obtenida con el mé- 10 g E
todo variacional y s es el descenso obtenido de in- f s (A = 0.250) 1
tegrar s'. La figura (4.2a) muestra los errores res- 1074 el sl
- 1074 1073 1072 101 100
pecto al pardmetro A se puede observar que hay un
valor donde los errores son minimos, el minimo de time [d]

RMSE esta en A = 0.083 y el minimo de RMSE" ' ,
en A = 0.25. En casos reales no es posible calcular Figura 4.1: Calculo de la log-derivada (s"). Bourdet

el RMSE por lo que encontrar el valor adecuado (puntos). Variacional (lineas) usando diferentes valo-
de A se debe hacer usando otro tipo de estrategia. res del parametro de regularizacion.

El método mas sencillo podria ser prueba y error.
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Figura 4.2: RMSE y L-curva del ejemplo 1.

Otro método usual para calcular una estimacion de A es la L-curva (Neuman and De Marsily (1976);
Castellanos et al. (2002)). Este método consiste en graficar en escala log-log los dos principales términos
del funcional (4.1), es decir el criterio de suavizamiento 1/2 [ 3(du/dx)?*dz contra el criterio de ajuste
1/2 [ w(Au — y)?dz. Se espera que la curva generada de esta forma tenga una forma de "L", de ahi su
nombre. El valor 6ptimo para A sera el valor donde se produce la méxima curvatura de esta curva , es
decir, la esquina de la "L". La grafica de la L-curva para este ejemplo se muestra en la figura (4.2b),
donde se puede observar claramente la forma de "L", los valores A = 0.083 y 0.25 donde se minimizan los
errores corresponden a puntos muy cerca de la esquina. En la préactica este método se puede usar para
obtener valores adecuados de A sin tener que ser preciso ya que este ejemplo muestra que se podria usar

A =0.083 0 0.25.

4.3.

En este ejemplo se generan 5000 datos sintéti-
cos de presion de pozo sin dimensiones en el in-
tervalo tp € [1,108]. Los tiempos se generan dis-
tribuidos exponencialmente. Los parametros para
resolver el modelo son: wy = 0.00100903, w,
0.189647, A,y = 2.31013e—08, A,y = 5.3367e—07,
Amy = 5.3367¢ — 07, k = 0.95867, C'p = 1.82366,
Sy = 8f = 1, apms = amy = ayp, = 1, la pre-
sion generada se contamina con ruido Gaussiano
con desviaciéon estandar de 0.0025 y media cero.
La figura (4.3) muestra los datos en puntos cafés.

El valor de A\ se calcula usando el método
de la L-curva (ver figura 4.4b) dando un valor
de A = 0.0057 cuyo valor se verifica usando el
RMSE'. La figura (4.4a) muestra la grafica del
RMSE y RMSE' con respecto a A, el valor mini-
mo del RMSE’ se localiza en A = 0.0057.

La figura (4.3) muestra el resultado de la log-
derivada con el valor A = 0.0057 dado por la L-

Ejemplo 2: prueba de pozo en un yacimiento 3¢ — 2k

103 ey

T T
p (data) .
P, (L=0.7)
[ Ppy (L=15)  «
Py (A = 0.0057)
E Ppw(A = 0.0057)
£ Derivada exacta -.-.-.-

10%

/
ws Py

10t |

PDu

10°

10-1 ! ! ! ! ! !
10° 10! 102 10% 104 10° 106

L
107 108

tp

Figura 4.3: Log-derivada (p',,,). Bourdet (puntos ver-
des L = 0.7 y azules L = 1.5) y variacional (linea roja
A = 0.0057)



54

Capitulo 4. Ruido en los datos

curva (linea roja). Para efectos de comparacion también se muestra la derivada calculada con el método
de Bourdet usando L = 0.7 y 1.5. La log-derivada de Bourdet con L = 0.7 (puntos verdes) sigue mostran-
do ruido significativo y con L = 1.5 (puntos azules) el suavizamiento comienza a eliminar propiedades
importantes de la log-derivada, como es el valle que esta entre los tiempos 10° y 10°.

RMSE, RMSE'

102 = R I AL ™
E RMSE ]
F RMSE' ]
10t L
4
F 7 P
r 7 8
100 L 4 =z
E E ]
L ] ‘i
r ] —
107! E E
10—2 I cod vl 7 102
1075 104 1073 1072 10~' 100 10! 102

A

(a) RMSE y RMSE’ los minimos estén localizados en A = 0.0025

y 0.0057 respectivamente.

104 .

103 |

"L-Curve ]

A = 0.0025 ]

A\ = 0.0057 E

ol Ll ol L
100 10! 102 103 10

Jw(Au — p)2dzx

(b) L-curva para los datos del ejemplo 2.

Figura 4.4: RMSE y L-curva del ejemplo 2.



Capitulo 5

Casos de campo

Para probar los algoritmos se realizan ajustes de datos de campo. Los siguientes casos se eligieron
debido a que la log-derivada (y la presion) muestran un comportamiento que podria ser considerado como
ley de potencias. Lo cual indica que el modelo fractal puede servir para ajustar los datos.

Dos de los datos que se muestran a continuaciéon se han reportado en la literatura, uno se obtiene del
trabajo de Flamenco-Lopez et al. (2003) y se denotara como Caso 1. Otra prueba se obtienen de la grafica
6.6 del trabajo de Ajayi (2007), esta prueba se denota como Caso 2. Y finalmente se tiene acceso a otra
prueba que simplemente se denota con Caso 3.

En todos estos casos se utiliza el mismo método de optimizacion global descrito en la seccion (3.2) y
con la misma configuracion de los ejemplos sintéticos (3.4). Con la diferencia de que ahora se incluyen 4
parametros mas en la optimizacion: el almacenamiento en el pozo Cp, dano o skin s y los parametros de
cambio de dimensiones oy y ap.

En cada caso se detiene el optimizador cuando se realizan 50,000 evaluaciones de la funcién objetivo.

5.1. Caso 1

Los datos para el Caso 1 se muestran en la figura (5.1a). Flamenco-Lopez et al. (2003) indican que los
datos provienen de un yacimiento naturalmente fracturado en México con un acuifero subyacente, una
matriz cristalina con aproximadamente 3 % de porosidad y 0.01 md de permeabilidad, conteniendo micro
y macro fracturas y viagulos. Los datos estdn en unidades de horas [hrs]| para el tiempo y libras sobre
pulgadas cuadradas [psi] para el cambio de presion.

La grafica (5.1a) muestra los datos y la log-derivada usando el método de Bourdet (puntos verdes) con
L = 0.01, en la misma grafica se muestra la log-derivada obtenida con el método variacional descrito en el
capitulo (4) (puntos rojos). El valor del parametro de regularizacion A = 0.001 se elige usando la L-curva
(figura 5.1b).

Los datos se ajustan usando los tres modelos de flujo descritos en la seccion (3.4). Es decir, se ajusta el
modelo de doble porosidad una permeabilidad (2¢ — 1k), el modelo de triple porosidad una permeabilidad
(3¢ — 1k) y el modelo de triple porosidad doble permeabilidad (3¢ — 2k).

La grafica (5.2) muestra los 3 ajustes y la tabla (5.1) los parametros de ajuste de cada modelo. Se
observa que el modelo (2¢ — 1k) es el que menos ajusta los datos (linea roja). Los otros dos ajustes se
ven muy similares. Esto se confirma en la tabla (5.1) donde la funcién objetivo final (fo;) es similar entre
estos dos modelos. Si se grafica la presion y log-derivada para tiempos mucho mayores (grafica 5.3) se
puede observar el comportamiento de ley de potencias en la log-derivada.

99
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100 e 103 — e
r Datos caso 1 . ] [ L-curva ]
[ Bourdet L=0.01 -« . ] A = 0.001 ]
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(a) Datos del Caso 1 (puntos negros), log-derivada usando Bourdet (b) L-curva para los datos del Caso 1.

(puntos verdes) y el método variacional (puntos rojos)

Figura 5.1: Datos del caso 1 y L-curva para calcular el pardmetro de regularizacion.

Para los modelos 2¢ — 1k y 3¢ — 1k se asume de forma implicita que k = 1, ademas si consideramos que
el almacenamiento esta principalmente en la matriz (w,, > w¢, w,) el exponente de la ley de potencias a
tiempos largos se puede aproximar con la ecuacion (ver apéndice A.2):

27Df+9f
T A" D, 10
Ftor

Para el modelo 3¢ — 2k se tiene k ~ 0, por lo tanto se espera que el flujo sea principalmente en la red
de vugulos, ademas el almacenamiento esta principalmente en la matriz, entonces la ley de potencias se
obtiene con los parametros fractales de los vagulos:

_2-D,+80,
" 4-D, +0,

Para comparar los resultados del modelo asintotico se calcula el exponente de la ley de potencias de
los ajustes. Para esto, se calcula la log-derivada a tiempos muy grandes y se ajusta el modelo (p/(t) = at”)
en los puntos en el intervalo t € [10%,10°], de este modo se obtiene el exponente v del ajuste. La gréfica
(5.3) muestra la log-derivada de los ajustes hasta tiempos ¢ = 107 y los puntos que se usan para calcular
el exponente de la ley de potencias.

La tabla (5.2) muestra el valor del exponente de la ley de potencias en la log-derivada calculada con
a partir del modelo asintotico y a partir de los ajustes.

El modelo 2¢ — 1k presenta un dano muy alto, s = 50 que es el limite de este parametro en la
optimizacion, lo cual indica que posiblemente se mejore la funcion objetivo si se permiten valores mas
grandes de s. Sin embargo se deberia considerar si un valor grande para el dano es fisicamente posible en
este caso. Con la informacién que se tiene de los datos no es posible responder este cuestionamiento.

De los otros dos ajustes y con la informacién disponible, tampoco es sencillo decidir cual representa
mejor los datos. En términos de la funcion objetivo, después de 50,000 evaluaciones en la optimizacion, el
modelo 3¢ — 1k es el que menor funcién objetivo tiene con fo,; = 0.3470, pero el modelo 3¢ — 2k tiene un
valor practicamente igual fo,; = 0.3472. Debido a los valores de s se puede decir que en ambos modelos
el flujo se mueve en un solo medio, por las fracturas en el modelo 2¢ — 1k y por los viagulos en 3¢ — 2k.
El comportamiento a tiempos grades de ambos modelos también es similar (figura 5.3).

La grafica (5.3) muestra también el ajuste a ley de potencias de los datos en el intervalo ¢ € [0.3,2.0],
obteniendo p’ ~ t%43. El valor del exponente esta cercano a los exponentes de la ley de potencias de los
ajustes de los modelos. El modelo 3¢ — 1k es que tiene el exponente mas cercano.

Vy
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[ Datos caso 1 .
[Ajuste 2¢ — 1k
Ajuste 3¢ — 1k
Ajuste 3¢ — 2k

10

P, P

1 % il Ll Ll Ll Ll

0.001 0.01 0.1 1 10 100
t

Figura 5.2: Ajustes del Caso 1 usando los modelos

| Pardmetro | 2¢ — 1k [ 3¢ — 1k | 3¢ — 2k |

wy 0.49 0.012 0.22
Wy (0) 0.076 | 3.28¢-6
Ao f 7506 | 1.13e-6 | 3.11e-8
Ao (0) 2.18¢-7 | 5.97¢-9
Ao (0) | 6.44e-5 | 2.64e-6
K (1) 1) 5.85¢-8
Dy 1.19 1 1.79
0; 1 0.61 1
D, 2) 2) 1.13
0, (0) (0) 0.45
Ch 0.44 2.24 32.13
s 50 0.016 0.85
ar 1051.57 | 70235 | 255625
a, 123 551 14.84
Fobs 0.4786 | 0.3470 | 0.3472

Tabla 5.1: Parametros de ajuste del

2¢ — 1k, 3¢ — 1k y 3¢ — 2k Caso 1

10° T x v T v 3
F Datos caso 1 . E
104 [ Ajuste 2¢ — 1k ——— i
£ Ajuste 3¢ — 1k ——— p' ~ E
3 [ Ajuste 3¢ — 2k ——— ]
10 E 1 ! ~ Vo eaea- =
: Ajuste p’ ~ t L0.45
02 L ]
g g E
10t L :
100 L :
10—t L ! | | | | ]

10-4 1072 10° 10* 10* 10® 108

Figura 5.3: Ajustes incrementano el tiempo hasta observar
la ley de potencias

| Modelo [ 7 [ v |
2 — 1k | 047 | 0.48
30— 1k | 0.45 | 0.45
3¢ —2k | 0.40 | 0.41

Tabla 5.2: Exponente de la ley
de potencia a tiempos grandes.
7: modelo asintético

v: ajuste ley de potencias
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5.2. Caso 2

Los datos del Caso 2 se extraen directamente de la imagen de la figura 6.6 del trabajo de Ajayi (2007).
Para extraer los datos se usa el software Engauge Digitizer Software (2020).

Los datos corresponden al pozo TW102, el tiempo esta dado en horas [hrs] y la presion en libras
spre pulgada cuadrada [psi]. Ajayi menciona que los datos de presion fueron corregidos por dispersion e
inconsistencias, por lo tanto se asume que los datos ya tienen algin tipo de pre-procesamiento. Ademés
del error ya contenido en los datos el proceso de extraccion de los datos de la imagen introduce otro error
debido a la resoluciéon de la imagen y la precision con la que se detectan las puntos.

La grafica (5.4a) muestra los datos y la log-derivada. Para efecto de comparacion se muestra la log-
derivada usando Bourdet con L = 0.4 y el método variacional con A = 0.018. El valor de A se escoge
usando el método de la L-curva (5.4b). Es importante notar que la log-derivada muestra dos valles con el
método variacional, resultado que con el método de Bourdet no es claro.

Los datos se ajustan usando los tres modelos 2¢ — 1k, 3¢ — 1k y 3¢ — 2k y los resultados se muestran en
la figura (5.5) y los parametros de ajuste en la tabla (5.3). Como se observa en la grafica (5.5) el modelo
2¢ — 1k es el que menos representa los datos ya que la log-derivada del ajuste no representa los dos valles
de la log-derivada de los datos, los otros dos modelos ajustan los datos de forma similar.

El pardmetro x del modelo 3¢ — 2k indica que el flujo esta dominado por los vigulos, caso contrario
al modelo 3¢ — 1k en el cual el flujo es solo a través de las fracturas.

La pendiente a tiempos largos de la log-derivada se calcula de la misma forma que en el Caso 1, dando
como resultado los valores de la tabla (5.4). Se puede ver que la pendiente del modelo asintéotico y la
pendiente calculada directamente en la grafica coinciden. en este caso la ley de potencias en el ajuste (a
tiempos grandes) es la misma entre los modelos de triple porosidad, ya que ambos tiene un comportamiento
de p/ ~ 03,

De la misma forma que en el Caso 1, el ajuste del modelo 3¢ — 2k muestra que el flujo va de forma casi
exclusiva en vigulos al tener una valor k = 0.044 y el modelo 3¢ — 1k indica que el flujo es exclusivamente
en fracturas ya que k = 1.

100 I 104 e
£ Datos caso 2 . E E L-curva E
[ Bourdet L=0.4 . g [ ]
i A=0018 . 1 103 L 4
10 L / ] 9 i ]
= E E =~ 2L <
o - .1 3 7
- F ] 5 r ]
< r ] S 10t L <
1L . i © E El
E - B ~ L ]
L ] 100 E 3
0.1 Ll v il il il 10-1 L )
0.001  0.01 0.1 1 10 100 1000 1072 107! 10° 10t 102 103
t [hrs] J w(Au — p)?dz
(a) Datos del Caso 2 (puntos negros), log-derivada usando Bourdet (b) L-curva para los datos del Caso 2.

(puntos verdes) y el método variacional (puntos rojos).

Figura 5.4: Datos del Caso 2 y L-curva para calcular el parametro de regularizacion.
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100 e | Pardmetro | 2¢ — 1k [ 3¢ — 1k | 3¢ — 2k |
£ Datos caso 2 . ] Wy 0.95 0.14 0.26
Ajuste 2¢ — 1k ] W, (0) 0.12 0.17
lAjuste 3¢ — 1k Am f 2.8¢-7 | 4.50e-6 | 8.2e-08
10 Ajuste 3¢ — 2k Amo (0) 1.72e-5 | 1.74e-5
— 3 E Ao (0) 2.640-3 | 2.92¢-3
B . ] K 1) 1) 0.044
- F 1 Dy 1.15 1 1.71
< I 1 O 0 0.69 0.46
1L . D, @ | ©@ I
; ] 0. (0) (0) 0.82
[ ] Ch 0.064 7.3e-3 8.98e-3
L 1 5 50 50 50
01 Lt i e ar 367.04 | 49.90 | 61.48
0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000 ap 8.1058 | 8.7 8.47
Fobi 0.8241 | 0.0373 | 0.0355
t [hrs]
Figura 5.5: Ajustes del Caso 2 usando los modelos Tabla 5.3: Parametros de ajuste del
2¢ — 1k, 3¢ — 1k y 3¢ — 2k Caso 2
10* T x T v E
F Datos caso 2 . E
[Ajuste 2¢ — 1k ]
10® Ajuste 3¢ — 1k =
Ajuste 3¢ — 2k !~ $0-46 E
= 2 L u
2 10 g E | Modelo [ 7 [ v |
- C ] 29 —1k | 0.30 | 0.30
< 10t L . 3¢ — 1k | 0.46 | 0.46
F ] 3¢ —2k | 0.30 | 0.31
100 L .
E E Tabla 5.4: Exponente de la ley
i i de potencias a tiempos grandes.
10—1 | | | | 7: modelo asintotico

Figura 5.6: Ajustes incrementando el tiempo hasta observar ley de poten-

cias.

104 1072 109 102

t [hrs]

104

108

v: ajuste de ley de potencias
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5.3. Caso 3

En este caso solo se conocen lo valores de tiempo y presion y el tiempo de produccion antes de la prueba.
La figura (5.7a) muestra los datos de presion y log-derivada para efectos de comparacion la derivada de
Bourdet se muestra con L = 0.1, en este caso el método de Bourdet podria ser suficiente para calcular la
log-derivada ya que puede reducir significativamente el ruido.

A diferencia de los ejemplos anteriores, el numero de datos en este caso es considerablemente grande
teniendo 34,657 valores de tiempo y presion. Para obtener resultados del ajuste en un tiempo de calculo
aceptable (cercano a 30 minutos) se reduce el ntumero de datos.

La reduccion de los datos consisten en seleccionar un subconjunto de los datos de forma que el espacia-
miento entre dos tiempos crezca exponencialmente. Asumiendo que el intervalo de tiempo entre dos datos
seguidos es el mismo, la seleccion puede hacerse sobre los indices de los tiempos. Por ejemplo si se tiene
N >> 1 namero total de datos con indices i = 1,..., N y se quiere seleccionar un namero n ( n << N)
de datos, se eligen los indices i de la serie completa de la siguiente forma:

i= {exp((j—l)logN_lOgl)J j=1...n

n—1

donde |-] es la funcion que regresa el entero menor mas cercano al argumento. Cuando dos indices j
diferentes generen el mismo indice ¢ se selecciona el indice 7 + 1. En este caso se usa el valor n = 100.

La grafica (5.7a) muestra los datos de presion y tiempo completos (puntos cafés) la log-derivada
calculada con el método de Bourdet (puntos verdes) y con el método variacional (puntos rojos). La
seleccion del parametro de regularizacion A = 5.24e — 3 se hizo con la L-curva (ver figura 5.7b). Los
puntos rojos de la log-derivada indican también los datos que se seleccionaron para ajustar.

Los datos reducidos se ajustan usando los tres modelos 2¢ — 1k, 3¢ — 1k y 3¢ — 2k. Las graficas de los
ajustes se muestran en la figura (5.8) y los parametros resultado de los ajustes se muestran en las tabla
(5.5).

El exponente de la ley de potencias a tiempos largos de la log-derivada se calcula de forma similar a
los casos anteriores, dando como resultado los valores de la tabla (5.6). Se puede ver que la pendiente del
modelo asintéotico y la pendiente calculada directamente en la grafica coinciden.

1000 105 e
£ Datos caso 6 . 3 L-curva ]
F Bourdet L=0.1 - p ]
[ A=1le—14 ) 1
100 L ]
£ 1 8
& ] < i
r ] P
N r : ] 3
= 10L W 4 <10t L A = 0.0001 4
S8 E o 3 S il
F * ] 3 ]
r Lo . Q ]
[ 7 —~ i
1L 4 ]
0.1 Ll il T | L 103 vl vl il il il il ol
0.001  0.01 0.1 1 10 100 103 101 10t 103 105
t J w(Au — p)?dz
(a) Datos del Caso 3 (puntos negros), log-derivada usando Bourdet (b) L-curva para los datos del Caso 3.

(puntos verdes) y método variacional (puntos rojos)

Figura 5.7: Datos del caso 3 y L-curva para calcular el parametro de regularizacion.
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En este caso las oscilaciones en la log-derivada (en los datos) tienen un periodo muy corto, lo que
hace pensar que se deben a ruido en el proceso de medicién y no a una caracteristica del yacimiento.
Como se puede observar en la grafica (5.8) ninguno de los tres modelos pudo reproducir alguna de estas
oscilaciones.

A simple vista la grafica (5.8) muestra que los ajustes de los tres modelos representan los datos de una
forma similar, la diferencia mas perceptible en el modelo 3¢ — 2k sucede a tiempos muy grandes donde la

ley de potencias de éste modelo muestra un exponente ligeramente menor. (figura 5.9).

’ Parametro \ 2¢ — 1k \ 3¢ — 1k \ 3¢ — 2k ‘

1000 ——r——rrrm T —rrr T
F Datos caso 3 ] wf 0.28 0.35 0.024
Ajuste 2¢ — 1k 1 Wy (0) 0.42 0.63
100 |Ajuste 3¢ — 1k i A f 6.29¢-6 | 1.11e-7 | 1.83e-3
Ajuste 3¢ — 2k A (0) 4.48¢-8 1e-9
i Ao f (0) 1.74e-6 | 9.95e-3
- r K (1) (1) 1
< 10 & E Dy 1 1 1
F ] 0 0.26 0.24 0.0635
L ] D, (2) (2) 1.47
L 7. (0) (0) | 007
Cp 140.9 201.10 1.035
i 1 S 49.53 1.36 7.75e-4
0.1 L L L L o ay 92762.9 | 150475 21.78
0.001  0.01 0.1 1 10 100 ap 3.35 3.67 0.11
. Jobj 0.6556 | 0.6445 | 0.6422
Figura 5.8: Ajustes del Caso 3 usando los modelos Tabla 5.5: Parametros de ajuste del
2¢ — 1k, 3¢ — 1k y 3¢ — 2k Caso 3.
10° \ x v v 3
F Datos caso 3 3
104 ;Ajuste 2¢ — 1k ]
Ajuste 3¢ — 1k
Ajuste 3¢ — 2k ]
10 E E
é ) C ] ’ Modelo \ v \ v ‘
- U F E 2 — 1k | 0.39 | 0.38
S r ] 3¢ — 1k | 0.38 | 0.38
10t L - 3¢ —2k | 0.35 | 0.35
10° E E Tabla 5.6: Pendientes tiem
£ E .6: pos
i ] grande.
101 \ I I I I 7: modelo asintético
104 102 109 102 104 106 108 v: ajuste de recta en log-log

t [hrs]

Figura 5.9: Ajustes a tiempos grandes



Capitulo 6

Discusion y Conclusiones

6.1. Modelo

Se desarroll6 un modelo de triple porosidad doble permeabilidad para modelar yacimientos fracturados
vugulares fractales. El modelo que se presenta es una extension del modelo de triple porosidad doble
permeabilidad de Camacho Velazquez et al. (2005) que usa el desarrollo de Chang and Yortsos (1990)
para incluir geometria fractal en la red de fracturas y vugulos. La transferencia de masa entre medios
también es una extension entre las propuestas de Barenblatt et al. (1960) y Chang and Yortsos (1990). La
solucion del modelo, para obtener la presion en el pozo, se calcula de forma numérica usando diferencias
finitas para la variable espacial y transformada de Laplace para el tiempo.

Las curvas tipo muestran que a tiempos grandes se obtiene ley de potencias en la curva de la log-
derivada, es decir, p!, es proporcional al tiempo elevado a un exponente v (p), ~ t”). Ademas, las pruebas
realizadas mostraron que el valor de v est4 entre los exponentes vy y v,, es decir:

min{vy,v,} <v <mix{vy, v}

donde vy es el exponente de la ley de potencias que se obtiene si no hay vigulos (k = 1, w, = 0) y v,
cuando no hay fracturas (k = 0, wy = 0). En el apéndice (A) se desarrollan las expresiones de vf y v, en
términos de los parametros fractales.

En el caso de que solo exista flujo en un medio, es decir k =0 o k = 1, el valor de v estara dado por
parametros fractales del medio de flujo. Ademas, considerando la grafica (2.6) se puede suponer que v
podria ser una funcién de vy, v, y & con las propiedades

vy k=1
V=21 1, k=20
min{v;,v,} <v <méx{vs,v,} otro caso
En los ejemplos de curvas tipo que se mostraron se observd que si uno de los medios es fractal y el
otro es euclidiano, el valor del exponente de la ley de potencias v tiende a estar cercano a cero, lo que se
interpretaria como flujo en un medio Euclidiano. Por ejemplo, la grafica ( 2.4b) muestra un caso donde
se mantiene fijo v, = 0 (es decir el medio vugular es Euclidiano) y se varia la dimension fractal Dy en el
intervalo [1, 2], al medir v en la log-derivada llega a tener un valor maximo de solo v = 0.05, es decir que
practicamente es flujo Euclidiano, atin cuando vy obtiene un valor méaximo de 0.35.

6.2. Meétodos de optimizacién y ejemplos sintéticos

Se implementaron 3 métodos de optimizacién local para resolver el problema inverso: regiéon de confian-
za, busqueda lineal y Levenberg-Marquardt. En todos estos métodos se consideran restricciones lineales

62
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y la aproximacion a la matriz Hessiana de Dennis et al. (1977) (ecuacion 3.6). Para asegurar que los
algoritmos mantienen las restricciones (lineales) en los parametros se usa el método de puntos interiores.

También se desarrollo un método de optimizacion global del tipo multi-inicio que usa una funcion
Thnel, el objetivo de esta funcién es que durante la exploracion del espacio de busqueda el optimizador se
aleje de minimos locales encontrados con anterioridad. Esta funcion Tinel se puede encontrar previamente
en los trabajos de Levy and Montalvo (1985); Levy and Gémez (1985). Sin embargo, se modifica de manera
que para puntos alejados de los minimos ya localizados se comporte como la funcion objetivo sin necesidad
de agregar una funcion rampa (Gdmez and Barron (1991)).

Estos métodos de optimizacién han resultado efectivos, ya que en los ejemplos sintéticos la optimiza-
cion siempre convergié a un minimo local, es decir un punto déonde el gradiente proyectado es pequeno
(llgproy|l < 1e —2). Es importante usar el gradiente proyectado ya que considera el caso cuando el punto
de convergencia est& en una de las cotas o restricciones del problema.

Ademas de que la optimizacion siempre convergié a minimos locales, la técnica de multi-inicio fue
efectiva ya que los puntos de convergencia, en general, ajustan los datos de presion y log-derivada correc-
tamente. Sin embargo, se ha observado en algunos casos que ajustar la presion (y log-derivada) con buena
precision, no es suficiente para identificar con suficiente precision algunos parametros. Un ejemplo es el
caso de la grafica (3.12) donde la funcion objetivo al terminar la optimizacion es fop; = 9.2 — 11 pero no
se logro identificar correctamente el parametro Ay,,.

Las figuras (3.11 y 3.17) muestran que en general puede ser complicado obtener valores precisos de los
parametros Ay, s, Amo ¥ Afp. Una de las posibles razones es que la presion (y por lo tanto la log-derivada)
sean poco sensibles a éstos parametros, esto se puede ver en la grafica (3.12), donde la curva de presion y
log-derivada no presentan cambios visibles cuando el parametro \,,, toma lo valores tan distintos como
Amo = 1077,107° y 1073,

Camacho Velazquez et al. (2005) muestran que una caracteristica importante del modelo de triple
porosidad es que la log-derivada puede tener hasta 2 valles y que la posicién de éstos depende en gran
medida de A, ¢, Ao ¥ Afo. Esto sugiere que si en los datos (como en el caso de la figura 3.12) no estan
presentes los dos valles en la log-derivada, podria ser dificil identificar correctamente éstos parametros,
independientemente del método de optimizacion que se use, es decir, se tendria un problema de identi-
ficabilidad. Un problema similar seria el de tratar de ajustar datos que no presentan ningin valle en la
log-derivada con un modelo de doble porosidad.

6.3. Ruido en los datos

La funcion objetivo (3.1) usa una combinacion de los datos de presion y log-derivada. Sin embargo, en
datos reales la presion puede contener diferentes tipos de ruido, mismos que se amplifican al calcular la
derivada numérica. El método usual para calcular la log-derivada es el método de Bourdet et al. (1989),
pero en algunos casos, el suavizamiento que provee este método no es suficiente para obtener una log-
derivada suave sin perder informaciéon en el proceso de derivacion. Por lo tanto se propuso un método
variacional con un termino de regularizacion para calcular la log-derivada. Este método permite calcular
una log-derivada suave y ademas se puede controlar el grado de suavidad a través de un coeficiente de
regularizacion, para evitar perder informacion. El funcional (4.1) que se define para calcular la derivada
de datos con ruido tiene tres coeficientes w, 5y A que pueden ser ajustados segtin sea el caso para mejorar
la estimacion de la derivada.

El coeficiente w permite darle pesos diferentes a los datos de forma local. Esto puede ser 1til cuando
se sabe que una parte de los datos es més confiable que otra. Los otros dos coeficientes estan relacionados
con la suavidad de la derivada, § sirve para controlar de forma local o en una region especifica la suavidad
y A tiene un efecto global.

Si se tiene una estimacion de w y 8 (por ejemplo en este trabajo se uso w = § = 1) la seleccion del
parametro A puede hacerse de forma efectiva usando la L-curva, como se ha mostrado en los ejemplos
sintéticos y casos de campo.

Aunque el método inicialmente se desarroll6 para calcular de forma estable la log-derivada, también se
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ha usado de forma efectiva para filtrar el ruido en los datos, calculando la integral de la derivada. Filtrar el
ruido en datos de bombeo en un acuifero o pruebas de presion en un yacimiento puede ser una tarea dificil
debido a los diferentes tipos de ruido que pueden estar presentes. La aplicaciéon de técnicas de analisis de
series de tiempo (como promedios moviles, analisis de Fourier que funcionan bien para filtrar frecuencias
grandes ) pueden dar resultados no deseables ya que el usuario no puede asegurar si esta filtrando ruido o
la senial. Este tipo de problemas se puede presentar en pozos de observacion donde la relacion sefial /ruido
sea pequena y en el método que aqui se propone se necesiten valores grandes de \. Al asegurar suavidad
en la derivada (no solo en la senal original) este método permite filtrar frecuencias altas y pequenas. Sin
embargo, este método podria no ser suficiente para frecuencias muy pequenias (con un periodo similar a
la duracion de la prueba).

6.4. Casos de campo

Los métodos desarrollados en este trabajo, se aplicaron satisfactoriamente para ajustar casos reales
de campo, como se demuestra con los 3 ejemplos del capitulo (5). En estos casos fue posible ajustar los
datos con al menos uno de los modelos planteados: 2¢ — 1k, 3¢ — 1k o 3¢ — 2k.

El Caso 2 muestra que el modelo puede ajustar datos donde la log-derivada tiene 3 valles. Esto se puede
observar en la grafica (5.6) donde las curvas de ajuste de los modelos 3¢ — 1k y 3¢ — 2k muestran los tres
valles en la log-derivada. En el trabajo de Camacho Velazquez et al. (2005) se muestra que dos de éstos
valles se deben a la transferencia de masa entre los medios porosos, pero no se menciona la posibilidad de
un tercer valle. Al parecer la presencia del tercer valle se debe, en gran parte, a la interaccion del coeficiente
de almacenamiento Cp y la forma de calcular el efecto del dano s. Para desarrollar un poco més sobre la
presencia de estos valles se crea la gréafica (6.1), donde se muestra un ejemplo de un yacimiento Euclidiano
(Dfy = 2,05, =0) y con tres valles en la log-derivada. En la grafica se presenta la presion (y log-
derivada) obtenida de tres formas diferentes: 1) usando la solucion analitica de Camacho Velazquez et al.
(2005) agregando el dano mediante las condiciones de frontera similares a la ecuacion (2.45), 2) usando la
solucion analitica pero el dano se agrega usando el concepto de radio efectivo, 3) y finalmente se presenta
la solucién numérica del modelo de este trabajo, donde el dano también se calcula con las condiciones de
frontera (2.45). Las curvas donde el dano se agrega mediante las condiciones de frontera (2.45) muestran
el tercer valle en la log-derivada, mientras que la curva donde el dano se incluye mediante radio efectivo
solo tiene dos valles. Esto indica que el tercer valle esta muy relacionado con el dano, con la forma de
como se incluye en el calculo de la presion y con el coeficiente de almacenamiento. Si el almacenamiento
es muy pequeno o muy grande tampoco se crea este tercer valle, aunque este efecto no se mostro6 en la
grafica.

102 E \ \ \ \ 3

r Solucion analitica o 1

[ Solucién analitica radio efectivo o ]

[ Solucién numérica i
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3 E 3
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= i 1
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100 | 4

10—1 | | | |
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Figura 6.1: Presion y log-derivada con tres valles. Soluciéon analitica de Camacho Velazquez et al. (2005)
(puntos rojos), soluciéon analitica usando radio efectivo para el dafio (puntos azules) y solucion numérica
de éste trabajo (linea).
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Por otro lado, los tres casos de campo muestran que la optimizacién puede localizar méas de un minimo
que ajusta los datos con la misma precision. Esto se puede observar en los ajustes de los modelos 3¢ — 1k
y 3¢ — 2k, en los tres casos el valor final de la funcién objetivo es muy similar pero hay parametros con
valores muy diferentes. Por nombrar un par de ejemplos, en el Caso 1 el ajuste con el modelo 3¢ — 1k
muestra un valor de kK = 1 pero el resultado para el modelo 3¢ — 2k fue k =~ 0, es decir una solucion
indica un flujo solo a través de fracturas y otra a través de vigulos. En el Caso 3 el parametro a; pasa
de tener una valor de 1.5e¢ + 5 para el modelo 3¢ — 1k contra un valor de 21.8 para el modelo 3¢ — 2k.
Para evitar este tipo de ambigiiedades podria ser necesario tener méas informacién de los yacimientos,
de forma que algunos parametros se pueden estimar por otros medios o que las cotas de los parametros
tengan un intervalo mas pequeno o agregar informaciéon extra en la funcién objetivo. Una estrategia de
fijar parametros es la de seleccionar de forma adecuada el modelo con el que se hace el ajuste, por ejemplo,
los datos del Caso 3 muestran que serfa suficiente usar el modelo 2¢ — 1k (incluso se podria usar modelo
de un solo medio 1¢ — 1k) ya que la log-derivada no presenta los valles tipicos de la transferencia de masa
entre dos medios. En la practica el efecto de seleccionar un modelo u otro es que algunos parametros
quedan fijos en valores especificos.

6.5. Generales

Los métodos y algoritmos propuestos en este trabajo han mostrado ser efectivos para caracterizar
yacimientos fracturados vugulares fractales usando datos de pruebas de presiéon que muestran comporta-
mientos tipicos de ley de potencias. Este tipo de comportamientos se han asociado en la literatura a flujo
en un medios porosos con geometria fractal. Sin embargo, el modelo propuesto tiene una gran cantidad
de parametros, por lo que en algunos casos podria ser necesario que algin (o algunos de los parametros)
se identifique usando otro tipo de métodos, o al menos reducir el intervalo del parametro para evitar
multiplicidad de minimos.
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Apéndice A
Aproximaciéon tiempos largos

Asumiendo flujo en fracturas sin vagulos, & = 1, w, = 0, A\pyy = Ap, = 0, el sistema de ecuaciones
diferenciales (2.41-2.45) se reduce al sistema:

apDﬂ’L )\mf

Wi = _r};amf (Ppm — PDYF)
Oppy 1 0 Ds—6;,-10PDf Amf
“otp rgffl arp \'P Orp * Tgf*amffl (Pom = PpY)
0 d
[_ pr:l —1_ CD P Dw
87‘[) rp=1 dtD
PDw = {pp —s apr]
w f f orp S
PDm,f =0 cuando tD =0
Ppm,f =0 cuando rp =0
Aplicando transformada de Laplace en la variable temporal
1 : < Df9f1dpr> Amg Wm“r}i;amf + D
D1 \7 -V | = Ep—— = Wrw | Pp
ppi~tdrp b drp pormems =l gy ™ Ay ! !

Para tiempos largos (u pequenos), se puede aproximar el lado derecho de la siguiente forma:

1 d Dy—05—1 dﬁDf Wl _
_ : i B QS O Al
rg.f'*l drp (rD drp Tgf*2 Twru | Ppy (A.1)

A.1. Almacenamiento en la matriz w,, ~ 1 (wy = 0, w, = 0)

Si se asume que el almacenamiento estd principalmente en la matriz, w, ~ 1 (wy ~ 0) entonces se
tiene:

1 d D;—0;,—19Ppy _
TD dT’D <TD dTD upr
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Esta ecuacion tiene la solucion general:

Pps = AR”fIVf (a\/ﬂR) + BR”fKVf (a\/ﬂR)
donde

TD:Ra
2—Df+9f
= e A.2
YT A Dy o, (#-2)

2
a_4—Df+9f

Para aplicar las condiciones de frontera se calcula la solucién sin almacenamiento y luego se agrega
usando la ecuacion (2.56). El coeficiente A = 0 debido a la condicion de yacimiento infinito. Para encontrar
B se considera la condicion de frontera de flujo constante

1dpps]  _1
a dR Rzl_u

_ R" K, (a\/uR)
p =
bf uy/uK, 1 (ay/u)
Considerando el dano, la presion en el pozo sin almacenamiento es

P _ KVf (a’\/a) +5i
Pwe™ uuK,,—1 (ayu) = u

de donde se obtiene:

considerando almacenamiento

ﬁch

Poult) =T Cputp,

seguimos asumiendo aproximacion a tiempos largos, por lo tanto

ﬁDw (’LL) ~ ﬁch

Para seguir se usan dos aproximaciones de las funciones de Bessel para argumentos grandes:

_ _ KVf (ay/u)
Ppw u\/aKyffl (a\/a

2a a\~2vs a2l'(vy) sf
Cvu + ( ) I'(

+ sy
)

%

2 1—vpustt

Invirtiendo de Laplace
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2a (a>—21’f a2l'(vy) s
2

pr%sfiVif r(l—vs) ?

De donde se tiene obtiene la aproximacion a tiempos largos de la log-derivada
Ppw ~ 15

A.2. Almacenamiento en las fracturas wy ~ 1 (w, = 0, w, = 0)

Usando el mismo procedimiento se puede obtener la aproximacién a tiempos largos en el caso de que
no haya contribucion de la matriz al almacenamiento, es decir w,, ~ 0 (wy ~ 1). Entonces la ecuacion
(A.1) se reduce a:

14 Tfot?ffldpr g
T‘ﬁfﬁl drp b drp Pps

En este caso se propone el cambio de variable rp = R%/(2191) y se define

_ 2407 — Dy

= A.
v 2+9f ( 3)

Entonces la solucion general se puede escribir como:

Ppy = AR 1, (av/uR) + BR" K, (a/uR)

Usando el mismo desarrollo de la seccién anterior se puede probar que a tiempos largos pps ~ tg.



Apéndice B
Método de programacion cuadratica

En todos los métodos anteriores es necesario resolver el problema de Programacion Cuadratica con
restricciones lineales:

B 1
min z7e+ 2" Gz
Axz>b 2

donde G € R™ " es una matriz simétrica, z,c € R", A € R™*" b e R,
El Lagrangiano del problema que incluye las restricciones es

1
L(xz,\) = iacTGa: +azlc— AT (Ax — b)
donde A € R! son los multiplicadores de Lagrange. Derivando respecto a x

Vel =Gxr+c— ATA

derivando respecto a A

Vil =Ax —-b

igualando a cero las derivadas y reescribiendo las restricciones se tiene que el problema de minimizaciéon
tiene una soluciéon cuando:

Gr+c—ATXx=0

Ax—-b>0
A>0
M(Ax —d)=0

estas ecuaciones se les conoce como las condiciones Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Para resolver este sistema
es comin introducir un vector auxiliar y € R!, y = Az —d > 0 de modo que:

Gr+c—A"TA=0

Az —-b—y =0
>\11in0
Ay=>0

donde \;y; es el producto de la componente i-ésima de los vectores A y y respectivamente. Denotando
Aiy; en forma matricial
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Ay

A2y2
LY e = .
Ay
donde Y y L son las matrices diagonales:

Y = diag(y:...y)

L = diag()\l . )\l)

e es un vector de 1’s.

e=(1...1)T

entonces las condiciones KKT se pueden escribir como:

Gr+c—ATA=0

Az —-b—-y =0
LYe=0
Ay=>0

Para resolver este sistema de ecuaciones no lineales definimos la funcion F : R* 2 Rnt2l

Gr+c— AT
F(z,\y) = Az -b-y
LYe

Y se plantea el problema de encontrar (x*, A, yx*) tal que

F(xx, Ax,yx) =0
si denotamos

71 Gr+c— AT\
ry | = Ax —b—y
3 LYe

entonces el Jacobiano de F' es:

gz N Dy G -AT o0
_ | Oor T2 T2 — _
J = g = g 5% g Y = A 0 Y
ors T3 T3
oz O\ oy 0 Y L

entonces, dada una aproximacion inicial a la solucion (xg, Ao, Yyo) encontramos aproximaciones sucesivas
usando el método de Newton

(wk+1; Ak:+17 yk+1) = (w, >\k7 yk) + OZ(Aw, AA7 Ay)
donde (Ax, AN, Ay) es solucion del sistema lineal

G -AT o Az Gz, +c— AT,
A 0 Y% AN | = — Axp —b—yy
0 Yk Lk Ay LkYke
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Una estrategia que se usa para acelerar la solucion del problema es plantear el problema perturbado
(Nocedal and Wright (2006)):

Gxr+c— AT r
F(x,\y) = Ax—-b—y = | rq
LY e —opue T
donde
_yA
=
Fijando i y calculando el Jacobiano, el método de Newton calcula el paso resolviendo
G —-AT o Az Gzl +c— AT\,
A 0 —Yk AN = — AiIZk —b-— Yk (B].)
0 Y. L, Ay L;Yie —oure

y la iteracion de Newton sigue siendo:

(mk+17 Ak:+17 yk+1) = (mlm >\k7 yk) + a(va AA; Ay)

el parametro « se escoge para mantener Agy1, Ygpt1 > 0.
El algoritmo es el siguiente:

Algoritmo B.1 Algoritmo de puntos interiores

1: Dado un punto inicial (xo, Ao, yo) v G, A, ¢, b

2: for k=0,... do

3:  Calcula Yy, Ly, el lado derecho de (B.1)

4:  Resuelve (B.1) Para (Az, AX, Ay)

5. Escoge a tal que Agi1,yr+1 > 0 donde

6: (ks Akt 1, Y1) = (Th, Ak, Yr) + Az, AN, Ay)
7. Si pFt! < tol termina.

8: end for




Apéndice C
Ntimeros duales

Partiendo de las definiciones de niimero dual y operaciones aritméticas basicas de la seccion (3.3) a
continuacion se describe un co6digo ejemplo que muestra una forma de implementar este tipo de niimeros
para calcular derivadas de funciones relativamente sencillas. Para funciones mas complicadas seria ne-
cesario implementar mas componentes, sin embargo el objetivo es mostrar de forma sencilla como usar
nimeros duales y no crear una biblioteca robusta.

En estos ejemplos se prefiere claridad a eficiencia, es decir, se podria implementar de forma mas
eficiente este tipo de método, por ejemplo se podrian usar referencias en los argumentos de las funciones
y técnicas como expression templates para las operaciones aritméticas.

Se puede definir una Clase en C++ que representa un nimero dual de la siguiente forma:

class dual {
public:
double r; //real part
double d; //dual part
dual (double a=0.0, double b=0.0):r(a),d(b){}
dual (const dual &x):r(x.r),d(x.e){}
void operator=(const dual &x):r(x.r),d(x.e){}

}s

Usando esta clase se puede definir en C++ el comportamiento de los operadores aritméticos sobre
nameros duales, el siguiente ejemplo muestra una forma de hacerlo para las operaciones +, —, *, /.

dual operator+( dual x, dual y ) {
return dual( x.r + y.r, x.d + y.d);
}
dual operator-( dual x, dual y ) {
return dvual( x.r - y.r, x.d - y.d);
}
dual operatorx*( dual x, dual y ) {
return dual( x.r * y.r, x.r * y.d + x.d * y.r);
}
dual operator/( dual x, dual y ) {
return dual( x.r / y.r, (y.r*x.d - x.r*y.d) / ( y.r*y.r ) );
}

Ademas de las operaciones aritméticas también se puede definir el comportamiento de funciones bésicas
cuando se evaltian en ntmeros duales, el siguiente ejemplo muestra el caso de las funciones sin(z) y v/ .
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dual sqrt( dual x ) {

return dual( sqrt( x.r ), x.d *0.5 / sqrt( x.r ) );
}
dual sin( dual x ) {

return dual( sin( x.r ), x.d * cos( x.r ) );

}

Este codigo permite calcular la derivada de funciones més complicadas por ejemplo:

sin?(z) + 2
f(x) = sin i) & ot (C.1)

xT

El siguiente codigo calcula f(x) usando plantillas (templates), esto permite que el argumento de la
funcion a evaluar pueda ser de diferente tipo, por ejemplo un nimero de doble precision o un nimero
dual.

template<typename S>
S £(8 x) {
return sin( sqrt( sin( x ) * sin( x ) + x*x ) / x );

}

Esta funcion puede usarse de forma usual con niumeros de doble precision, por ejemplo evaluar en
x = 1.5 se podria hacer de la siguiente forma:

double x = 1.5;
double z = f(x);

Para calcular la derivada de f lo tnico que hay que hacer es evaluar la misma funcién pero ahora
usando numeros duales:

dual x(1.5, 1.0);
dual z = f(x);

En este caso la variable z.d contiene la derivada.

C.1. Numeros duales para derivadas de segundo orden

La misma técnica de nameros duales se puede usar para calcular derivadas de segundo orden. En este
caso se define un ntimero dual de la siguiente forma:

1
z:r—i—de—«—eieQ

r,d,e € R y ahora se define € de forma que ¢” = 0 para n > 2. Note la similitud con una expansion de
Taylor.

Dados dos nimeros duales z; = r1 + die + 61%627 Z9 = o + do€ + 62%62 se definen las operaciones
aritméticas:

1
21+ 20 =1r1+12+ (d1 + dg)e + (61 + 62)562
1
21 — 29 =11 —1"To+ (d1 — d2)€+ (61 — 62)562

1
21 % 29 = 1119 + (7’1d2 —+ T’le)G —+ (7”'162 —+ 2d1d2 + 617”‘2)562
z1 71 7’2d1 — 7“1d2 + 2T1d% — T17r2€2 — 27’2d1d2 + 7’%61 1 2
—_—=— —€

= €
Za T r3 rs 2
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Calculando la expansion de Taylor alrededor de r se puede obtener una expresion para evaluar funciones
de las que se conocen las derivadas.

F(r+de + %) = F(r) + f'(r)de + (f'(r)e + d2f”<r>>%€2

Para implementar este tipo de ntimeros se procede de la misma forma que la secciéon anterior. Se crea
una clase que este tipo de ntmeros:

class dual2 {
public:
double r; //real part
double d; //dual part first deriv
double e; //dual part second deriv
dual2 (double a=0.0,double b=0.0,double ¢c=0.0):r(a),d(b),e(c){}
dual2 (const dual2 &x):r(x.r),d(x.d),e(x.e){}
void operator=(const dual2 &x):r(x.r),d(x.d),e(x.e){}
};

También se implementan las operaciones aritméticas basicas:

dual2 operator+( dual2 x, dual2 y ) {

return dvwal2( x.r + y.r, x.d + y.d, x.e + y.e );
}
dual2 operator-( dual2 x, dual?2

y {
return dual2( x.r - y.r, x.d - y.

)
d, x.e - y.e );
3
dual2 operator*( dual2 x, dual2 y ) {
return dual2( x.r*xy.r,
x.d*xy.r + x.r*y.d,
X.r*y.e + 2.0*xx.d*xy.d + x.e*xy.r );
3
dual2 operator/( dual2 x, dual2 y ) {
return duvual2( x.r/y.r,
(x.d*y.r - x.r*xy.d) / ( y.rxy.r ),
( 2.0%x.r*y.d*y.d - X.r*y.r*y.e
- 2.0xy.r*x.d*y.d + y.r*xy.r*x.e ) /
( y.r*xy.rxy.r ) );

Para funciones donde se conoce la primera y segunda derivadas se puede implementar:

dual2 sqrt( dual2 x )

{
return dual2( sqrt(x.r),
0.5%x.d / sqrt(x.r),
0.5%x.e / sqrt(x.r) - 0.25/(sqrt(x.r)*x.r) *x.d*x.d )}
}
dual2 sin( dual2 x )
{
return dual2( sin(x.r),
cos(x.r)*x.d,
cos(x.r)*x.e - sin(x.r)*x.d*x.d );
}

Con este codigo es posible evaluar la segunda derivada de funciones mucho mas complicadas, por
ejemplo se puede usar la implementacion de la funcion (C.1)



79 Apéndice C. Numeros duales

template<typename S>
S £(s x) {
return sin( sqrt( sin( x ) * sin( x ) + x*x ) / x );

}

Esta funcion puede usarse de forma comun para ntmeros de doble precision, los numeros duales de
la secciéon anterior para calcular la primera derivada o niimeros duales para calcular la segunda derivada.
Para calcular la segunda derivada de f se evalia la misma funcion:

dual2 x(1.5, 1.0, 0.0);
dual2 z = f(x);

En este caso la variable z. e contiene el valor de la segunda derivada.

C.2. Derivadas en varias dimensiones

Para evaluar derivadas de funciones de n variables, se pude generalizar el método anterior considerando
nameros duales con n componentes para la parte de la primera derivada y con n? componentes para la
segunda derivada. Es decir se define el nimero dual

1
z:T—&-eTg—i—ieTHe

donder € R, g € R", H € R"™" y e = (e1,...,6,) es un vector con n partes duales que cumplen la
propiedad efeé =0k + 1> 2 ademas consideramos que efeé #* eéef.
Dados dos nimeros duales

1
z1=r +€ g+ §eTHle
1
20 =79+ €l gy + —€! Hqe

2

Se definen las operaciones aritméticas

1

214 20=11+72+€ (g1 +9g2) + §eT (Hy+ H>) €
1

z1—20=11—To+€ (g1 —g2)+ §€T (Hy — Hz)e

1
2129 =111 + € (g2r1 +7201) + §€T (roHy + 9291 + 9195 + Har) €

- 2 2 3

AT <91T2 —7“192) n 1or (TzHl — 9291 — 9195 —r1H; n 29292T> .
5 2 T35 5

22 T2

Y para evaluar funciones conocidas en un ntmero dual se puede usar

[+ eTg+ seTHe) = () + < af (1) + 3¢ (H'(r) + 9" ["(r)) e
Usando estas ecuaciones se pueden calcular las derivadas de una funcién de n variables de dos formas
diferentes, para el gradiente se puede calcular la derivada respecto a una variable a la vez y llamar a la
funciéon n-veces y para la Hessiana se llamaria a la funcion n(n + 1)/2 veces. La otra forma es calcular las
derivadas respecto a todas las variables a la vez en una sola llamada a la funcion.
La clase que representa un numero dual con n componentes podria ser:
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template<int Dim>

class dualNDim {

public:
double r; //real part
double d[Dim]; //dual part first deriv
double e[Dim] [Dim]; //dual part secon deriv
const int n = Dim;
dualNDim (double a=0.0){

r = a;
for(int i =0 ; i < Dim ; i++){
d[i]l = 0;
for(int j = 0 ; j <=1 ; j++)
el[i]l[j1 = 0;
}
}
dualNDim(const dualNDim &x){
r = X.Tr;
for(int i =0 ; i < Dim ; i++)A{
d[i] = x.d[i];
for(int j = 0 ; j <=1 ; j++)
el[il[j] = x.e[i1[j];
}
}
void operator=(const dualNDim &x){
r = x.r;
for(int i =0 ; i < Dim ; i++)A{
d[i] = x.d[i];
for(int j = 0 ; j <= 1 ; j++)
el[il[j] = x.e[i1[j];
}
}
};

Las operaciones aritméticas aplicadas a estos ntumeros se pueden programar de la siguiente forma:

template<int Dim>

dualNDim<Dim> operator+( dualNDim<Dim> x, dualNDim<Dim> y ) {

dualNDim<Dim> z;
zZ.r = X.r + y.r;
for(int i =0 ; i < x.n ; i++){
z.d[i] = x.d[i] + y.d[i];
for(int j = 0 ; j <= 1i ; j++)
z.e[i1[j] = x.el[il[j] + y.el[i1[j];
}
return z;

3

template<int Dim>

dualNDim<Dim> operator -( dualNDim<Dim> x, dualNDim<Dim> y ) {

dualNDim<Dim> z;

Z.r = X.r - y.r;

for(int i =0 ; i < x.n ; i++){
z.d[i] = x.d[i] - y.d[i];
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for (int j

= j <=1 ; j++)
z.elil[j]

0
= x.e[il[j] - y.el[i1[j];

}

return z;

}

template<int Dim>
dualNDim<Dim> operator -( double x, dualNDim<Dim> y ) {
dualNDim<Dim> z;

zZ.r = X - y.r;
for(int i =0 ; i1 < x.n ; i++){
z.d[i] = -y.d[i];
for(int j = 0 ; j <= 1 ; j++)
z.e[11[j] = -y.el[i1[j];
}

return z;

}

template<int Dim>
dualNDim<Dim> operator*( dualNDim<Dim> x, dualNDim<Dim> y ) {
dualNDim<Dim> z;
Z.r = X.T % y.r;
for(int i =0 ; i < x.n ; i++){
z.d[1i] = x.d[il*y.r + x.r*xy.d[i];
for(int j = 0 ; j <= 1 ; j++)
z.e[i][j] = x.r*xy.e[i][j] + x.d[il*y.d[j]
+ x.d[jl*y.d[i] + y.r*xx.e[il[j];
}
return z;

3

template<int Dim>
dualNDim<Dim> operator*( dualNDim<Dim> x, dualNDim<Dim> y ) {
dualNDim<Dim> z;
Z.r = X.r % y.r;
for(int i =0 ; i < x.n ; i++){
z.d[i] = (x.d[il*y.r - x.rxy.d[i]) / (y.r*y.r);
for(int j = 0 ; j <= 1 ; j++)
z.e[i][j] =(y.r*xx.el[il[jl-x.d[il*y.d[]j]
- x.d[jl*xy.dli]l-x.rxy.e[i]1[j1)/(y.r*y.r)
+ 2.0xx.r*y.d[il*xy.d[j] / (y.r*y.r*xy.r);
}
return z;

}

template<int Dim>
dualNDim<Dim> sqrt( dualNDim<Dim> x ) {
dualNDim<Dim> z;

double f = sqrt(x.r);
double df = 0.5/f;
double ddf = -0.25/(f*x.r);

z.r = f;
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for(int i =0 ; i < x.n ; i++){
z.d[i] = x.d[i]lx*df;

for(int j = 0 ; j <= 1i ; j++)
z.e[i][j] = x.e[i1][jl*df + x.d[il*x.d[jl*ddf;
}
return z;

template<int Dim>
dualNDim<Dim> sqrt( dualNDim<Dim> x ) {
dualNDim<Dim> z;

double f = sin(x.r);
double df = ©cos(x.r);
double ddf = -f;

z.r = £,

for(int i =0 ; i < x.n ; i++){
z.d[i] = x.d[i]lx*df;

for(int j = 0 ; j <= 1 ; j++)
z.el[i]1[j] = x.el[i]1[jl*df + x.d[il*x.d[jl=*ddf;
}
return z;

En este caso comienza a ser importante la eficiencia del método ya que en cada llamada estas funciones
se crea una copia de objeto, si el nimero de variables es grande entonces se estaran realizando muchas
copias innecesarias. Otro aspecto respecto a la eficiencia es la creacion de objetos temporales cuando se
evaltian expresiones aritméticas largas.

Para probar el coédigo se podria, por ejemplo, calcular las derivadas de la funcion:

n—1
F(@) = sin | (@i — 02)2 + (1 - a2)2
i=1
Una implementacion de esta funciéon es:
template<typename S>
S f(const vector<S> &x){
S z;
z = 0.0;
for(int i = 0 ; i < x.size() - 1; i++){
z =z + (x[i+1]-x[il*x[i])*
(x[i+1]-x[il*x[i])
+ (1.0-x[1i])=*
(1.0-x[i1);
}

return sin(sqrt(z));

}

Como primer método se calculan todas las derivadas (gradiente u Hessiana) al mismo tiempo en una
sola llamada a la funcion, se utiliza n = 3 en & = (2.0, 1.1, 1.3). El siguiente c6digo realiza el calculo:

vector< dualNDim<3> > x(3);
x[0].r = 2.0;
x[1].r 1.1;
x[2].r 1.3;
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x[0].d4[0] = 1.0;
x[11.d4[1] = 1.0;
x[2].d4[2] = 1.0;
dualNDim<3> z = f(x);

La componente i-ésima del gradiente queda en la componente z.d[i] y la componente (i, j)-ésima
de la Hessiana queda en z.e[i] [j]. En este caso la dimensién del nimero dual es igual al nimero de
variables de las que depende la funcién f.

La otra forma de calcular las derivadas es calcular la derivada respecto a una variable a la vez, el
mismo resultado anterior puede obtenerse con el siguiente codigo.

vector< dualNDim<2> > x(3);

x[0].r = 2.0;

x[1].r 1.1;

x[2].r 1.3;

for(int i =
x[i].4T[0] 1
dualNDim<2> z
//derivada re
x[i].d[0] = O

;01 < 3 5 i++)A{
.0;

o -

f( xv2 );
specto a xi en z.d[0]
0

. B

}

for(int 1 = 0; i < 3 ; i++){
for(int j = 0; j <=1 ; j++){
x[i].d[0] 1.0;
x[jl.d[1] = 1.0;
dualNDim<2> z =

o

£f(Cx );

if (i==j)

//segunda derivada respecto a xi xj en z.e[0][O0]
else

//segunda derivada respecto a xi xj en z.e[1][0]

>

x[i].4T[0] 0.0
0.0;

x[j].d[1]

Para calcular las derivadas usando éste método la dimensién del nimero dual siempre serd de 2 no
importa el nimero de variables de la funcién f. Debido a esto, en cada evaluacion del gradiente o de la
Hessiana se activa o desactiva la variable respecto a la cual se quiere calcular la derivada, cuando se asigna
x[1].d[0]= 1.0 se indica que se quiere derivar respecto a la variable i-ésima. Para evaluar la Hessiana
deben indicar las dos variables respecto a las que se quiere derivar, por esta razon se hace x[i].d[0]=
1.0 y x[j].d4[0]= 1.0 para calcular la derivada respecto a la variable i-ésima y luego la derivada respecto
a la variable j-ésima.



Apéndice D

Calculo de derivadas de datos con ruido

D.1. Minimizacién del funcional (4.1)

La minimizacion del funcional (4.1) se hace de la forma usual para calcular extremos de una funcion,
se calcula la derivada y se iguala a cero. Calculando la derivada de (4.1) respecto a u

dF(u+en)  [* dA(u + en) o (dudten dn
= [ e ey T e [T () flar o)
De la definiciéon del operador A
dA(u+en) d [* " B

sustituyendo en (D.1) y evaluando en e =0

dF(u+en) on du dn

it Sl V4 = Au —y)A D.2

] [t gands e [ 7 e (D2)

Para facilitar el desarrollo primero se integra por partes el primer término del lado derecho:

/% w(Au — y)Andz = {AnA [w(Au —y)|}o" / Alw(Au — y)| ndz (D.3)

T

Para continuar usamos la propiedad del operador A aplicado a cualquier funciéon z

Az:/ zdx:/ zd:cf/ zdx:/ 2de — ATz
r1 T x Z1

donde ATz = [ zdx, sustituyendo en (D.3)

" w(du—y)Ande = {AnAfw(au— gz — [ | w(au—y)a | o+ [ AT fo(Au - y))nde
/ [ [z [

1 1 1

Note que {AnA[w(Au —y)]}, = 0 debido a los limites del operador A y ademas:

{AnAw(Au —y)]} = /wn w(Au — y)dx /xn ndx

T 1

de donde se tiene que el primer término de (D.2) es:

84
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/-% w(Au — y)Andx = /ﬂn AT [w(Au — y)| ndx (D.4)

1 x1
Para el segundo término se sigue el mismo procedimiento, se aplica integracién por partes:

o du dn du ]°" nod du
——dr = |f— - — | B— | nd D.
/I drdz'" {6 dxn} - /w dz <ﬂdx> e (D-5)

1 1

sustituyendo (D.4) y (D.5) en (D.5)
dF(u+en) du 1" /”“’ T /x“ d [ du
P I e ATw(Au—yynde — X [ = (852 ) nd D.6
[ i L_O [ﬁdxn]rl + . w(Au — y)ndx & o | nde (D.6)

Para asegurar que

{dF(Z: 877)} - 0

Se satisfaga para cualquier perturbacion 7 se pide que

d du
“A— | 8— AT [w(Au—1)] =0
i (9 ) + A7 lwtu - )

dando lugar a la ecuacion (4.2). Ademas el primer término de (D.6) también debe ser cero, lo cual lleva
a las condiciones de frontera. 1) Si u es conocida en alguno de los limites entonces cualquier perturbacion
en esos extremos debe ser cero ([n], = 0o [n]*" = 0). 2) Se pide que v/az = 0 sea cero en los extremos.
3) Otro tipo de condicién de frontera que se ha probado exitosamente es 4u/de = vu.

D.2. Discretizacion de (4.2)

Para resolver la ecuacion (4.2) se usan los nodos {x;| ¢ =1...m} donde x1 = 21 ¥ Xm = @». Usando
diferencias finitas centrales para las derivadas en el nodo i

A [ Uip1 — U Uj — Uj—1
iv12

Ty N LB + {AT [wAu)}, = {AT _
Xit+1/2 = Xi—1/2 Pz ] {47 fwdul}; = {ATwy},

1/2 —
Xi+1 — Xi Xi+1 — Xi

Acomodando términos y usando x;y1/2 = (Xi+1 + Xi)/2 ¥ Xi—1/2 = (Xi + Xi—1)/2

2 ; ; i i o o
A [_ Bit1/2 wie1 + ( Bit1/2 N Bi-1/2 )uz' B Mui—1]+/ wAudz :/ wydz
X X

Xi+1 — Xi—1 Xi+1 — Xi Xi+1 — Xi Xi+1 — Xi Xi+1 = Xi s :

Si se definen los coeficientes

0 = 2) Bi—1/2
Xi+1 — Xi—1 Xi+1 — Xi
o= 2 Biv1/2
Xi+1 — Xi—1 Xi+1 — Xi
bi = —a; — C;

Entonces,

Cittir1 + biug + azui—1 + {AT [wAu]}Z. = {ATwy}i (D.7)
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Para discretizar las integrales se usa el método del trapecio, de forma genérica la aplicacion de A a
una funcién z en el punto y; es:
Xi
[Az], = / zdx
X1

Para ¢ = 1 se tiene: [Az]; = 0. Para ¢ > 1 se usa la regla del trapecio:

%

[Az], =) % (zj +2j-1) (Xj — Xj-1) (D-8)

Jj=2
la suma puede expresarse de la siguiente forma:

1

_ X2 < Xj+1 — Xj—1 XJ 1 Xi — Xi—1 .

Jj=

esta ultima ecuacién se puede interpretar como el producto Az, donde A es una matriz triangular inferior

y z el vector z = (21,...,2,)T. Las entradas de A estan dadas por
xeox j=1i>1
A = MHXZL 1 <j<id, i>1
) XiTXi—1 =i i>1
3 ]=1, 1>
0 otro caso

De forma similar para el operador A7 se tiene [ATz}m =0y parai<m

Xm
[ATZL = / zdx

i

usando la regla del trapecio

m

[ATz],= % (2j +2j-1) (x; — Xj-1) (D.9)
j=i+1

la sumatoria puede expresarse de la siguiente manera:
X2 — X = Xj+1 — X Xm — X
2 1 J+1 Jj—1 m m—1
[Az]; = S Jrjé 1 Zj (2> + AmT

de donde se puede definir la matriz triangular superior AT con entradas:

X7n_;(7n,—1 ,7 =m, 'L <m
Xi+1—Xj—1 <G < P <
AT _ 5 1<j<m,i1<m
9T ) Xi—Xji—1 s
Hg= j=1t1<m
0 otro caso

Entonces la ecuacion (D.7) puede escribirse en términos de las matrices A y AT como

CiUi41 -+ b{LLZ + a;u;—1 + [14,11‘/‘;14114]Z = [ATWy]l (DlO)

o en forma mas compacta:

(D+A™WA)u=d (D.11)
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donde W es una matriz diagonal con Wy; = w(x;) = wi, u = (u1 ... Upm) , ATWyyy=(y1...Ym)-

Si la solucion del sistema lineal (4.4) o (D.11) se calcula usando un método iterativo que requiere
el producto matriz-vector, entonces esta operacion se puede hacer de forma eficiente sin necesidad de
ensamblar explicitamente las matrices D, AT, W, y A. Para esto se usa directamente la regla del trapecio
y los coeficientes a;, b; v ¢;.

La componente i-ésima del producto matriz vector esta dada por la ecuacion (D.7) solo hace falta
calcular {A” [wAu] }2 que en notacion vectorial es igual a [ATW Aul| i

Para esto primero se calcula Au, que, usando la regla del trapecio (D.8), se define [Au], = 0y la
componente i-ésima (i > 1) se puede escribir como:

[Au]; = [Au];_, + % (wi +wi—1) (Xi — Xi-1)

Es decir la componente i-ésima es la suma de la componente ¢ — 1 més otro término. Si denotamos al
Aw como el vector resultado del producto, y lo guardamos en un arreglo temporal, entonces la componente
i-ésima (i < m) del producto ATW Au se puede calcular con:

1
[ATWAU’L' = [ATWAU] i1 T 9 (wi+1 [Au]iJrl +w; [Au]z) (Xi+1 — Xi)
con [ATWAu]m = 0. Aplicando estas formulas es posible calcular el producto de forma eficiente ya
que se necesitan del orden de O(m) operaciones aritméticas en total.
De la misma forma se puede calcular el lado derecho A7 Wy, la componente i-ésima es:

%

1
[ATWy]. = [ATWZ/LH t3 (Wit1Yit1 +wiyi) (Xiv1 — Xi)
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