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Resumen

En este trabajo se estudia el comportamiento de un yacimiento fracturado vugular fractal durante una
prueba de pozo. Durante dicha prueba el cambio en el tiempo de la presión en el pozo está relacionado
con las características físicas del yacimiento (y del mismo pozo), por lo tanto es posible identificar algunas
propiedades del yacimiento, es decir, caracterizar el yacimiento. Para poder llevar a cabo la caracterización
usando datos de pruebas de presión se desarrollan las siguientes herramientas: un modelo matemático de
flujo para poder calcular la presión en el pozo en función de las propiedades del yacimiento y del pozo y
un método de optimización global para ajustar el modelo de flujo a datos de campo.

El modelo de flujo asume un medio con tres porosidades principales, una matriz euclidiana, una red
de fracturas y otra de vúgulos con geometría fractal. La solución del modelo se calcula de forma numérica
usando transformada de Laplace en la variable temporal y diferencias finitas en la variable espacial.

El optimizador global usa un método de optimización local basado en derivadas (del tipo Levenverg-
Marquadt) en conjunto con una heurística híbrida que combina un esquema multi-inicio con una función
que evita múltiples convergencias al mismo mínimo.

Por último se presentan 3 ejemplos de ajustes de datos de campo.
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Capítulo 1

Introducción

Un yacimiento de petróleo es un medio poroso o matriz porosa que contiene fluidos (agua, aceite y
gas). El flujo en los poros del yacimiento puede describirse en términos matemáticos mediante un conjunto
de ecuaciones que incluyen: ecuaciones diferenciales de balance de propiedades extensivas (masa, energía,
etc.), la Ley de Darcy y ecuaciones de estado que relacionan propiedades de los fluidos, por ejemplo presión
con densidad y temperatura (Chen (2007)).

En los yacimientos naturalmente fracturados la matriz porosa contiene pequeñas fracturas o fisuras
que contribuyen en gran medida al movimiento de los fluidos y los poros de la roca sirven como un
sistema de almacenamiento que proveen de fluidos a las fracturas. De la misma forma que el flujo en
un medio poroso (sin fracturas) podría ser descrito a escala de poro, en un medio fracturado se podría
describir el flujo a escala de las fracturas. El problema de esta descripción es que requeriría el conocimiento
preciso de la red de fracturas. Sin embargo, una forma mas sencilla para estudiar este tipo de sistemas
es considerar propiedades promedio tanto de la roca (porosidad, permeabilidad) como del fluido (presión,
velocidad) y hacer una descripción a una escala mayor. Basándose en estos principios surge el modelo de
doble porosidad de Barenblatt et al. (1960) y Warren and Root (1963). Ambos modelos tratan al medio
general (una matriz porosa con una red de fracturas) como un sistema compuesto de dos medios porosos
independientes que se sobreponen en el espacio y se comunican a través de la transferencia de masa, un
medio representa la matriz y otro el sistema de fracturas.

El modelo de triple porosidad de Camacho Velazquez et al. (2005) extiende el modelo de Warren and
Root (1963) para considerar un sistema con tres porosidades principales, la matriz porosa, un sistema de
fracturas y otro de vúgulos. Como se describe en el trabajo de Camacho Velazquez et al. (2005), los vúgulos
pueden referirse a vúgulos, canales y cavernas y podrían ser el resultado de la disolución de carbonatos o
sulfatos.

Por otro lado, la teoría de fractales se ha usado desde hace varias décadas para describir el movimiento
de fluidos en medios porosos, algunos de los primeros trabajos relacionados que consideran un modelo de
flujo hacia un pozo podrían ser Barker (1988); Chang and Yortsos (1990); Acuna and Yortsos (1995). En
estos trabajos se desarrollan modelos que permiten calcular la presión en el pozo cuando el movimiento
del fluido se realiza en un medio fractal. Cada uno de esos trabajos describe el flujo fractal desde puntos de
vista diferentes o usando herramientas matemáticas diferentes. Una de éstas herramientas es la teoría del
caminante aleatorio, donde se describe el movimiento de partículas en una red que puede tener geometría
fractal. En particular los trabajos de O’Shaughnessy and Procaccia (1985); Metzler et al. (1994); Metzler
and Klafter (2000) utilizan la relación entre el movimiento de un caminante aleatorio y un proceso la
difusión, para posteriormente describir el proceso de difusión en un material con propiedades fractales.
Una idea importante que surge de estos trabajos es que se supone que algunas propiedades físicas dependen
de la escala (Ej. La conductividad).

El movimiento de un fluido ligeramente compresible en un medio poroso ligeramente compresible y
que sigue la ley de Darcy también puede describirse matemáticamente como un proceso de difusión, por
lo tanto las ideas de O’Shaughnessy and Procaccia (1985) se pueden usar para modelar el movimiento
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de un fluido en un medio poroso con geometría fractal, tal es el caso del trabajo de Chang and Yortsos
(1990).

Chang and Yortsos (1990) también consideran el caso de yacimientos naturalmente fracturados, mo-
delando la red de fracturas como una medio poroso fractal de alta permeabilidad incrustado en un medio
poroso no fractal de baja permeabilidad, es decir extienden el modelo de doble permeabilidad de Warren
and Root (1963) cuando la red de fracturas tiene geometría fractal.

Además de del método de Chang and Yortsos (1990), existen otras formas de incluir la idea de fractali-
dad a modelos de flujo en medios porosos, por ejemplo, Barker (1988) resume el flujo en medios porosos de
tres geometrías (flujo lineal, cilíndrico y esférico) en una sola ecuación, de ésta forma la relación intrínseca
entre la geometría de flujo y la dimensión de flujo queda resumida en un parámetro de la ecuación. Esto le
permite generalizar ésta ecuación para modelar flujos en geometrías en dimensiones fraccionales, que a su
vez se puede relacionar con el flujo en un fractal. Metzler and Klafter (2000), por otro lado, usan la teoría
del caminante aleatorio continuo para describir el proceso de difusión anómala usando ecuaciones diferen-
ciales de orden fraccional. Camacho-Velazquez et al. (2008) también utiliza una derivada fraccional en el
tiempo similar a Metzler et al. (1994) para describir flujo en un medio fractal. Balankin and Elizarraraz
(2012) consideran un medio continuo fractal incrustado en un espacio Euclidiano, que les permite definir
operadores diferenciales fraccionales que después utilizan para generalizar la ley de Darcy y obtener un
modelo de flujo en medio porosos usando ecuaciones diferenciales fraccionales.

Otros trabajos relacionados con modelos de flujo en medios porosos con geometría fractal son: Acuna
and Yortsos (1995) generan una red de fracturas con geometría fractal. Henry et al. (2006) describen
un modelo de difusión anómala con un término de reacción usando derivadas fraccionales. Ochoa-Tapia
et al. (2007) desarrolla una ley de Darcy de orden fraccional usando promedio espacial. Raghavan (2011)
describe una ecuación de flujo en medios porosos usando derivadas de orden fraccionario. Alaimo and
Zingales (2015) desarrolla un modelo fractal usando derivadas fraccionales. Tarasov (2005) considera un
medio fractal continuo incrustado en un medio Euclidiano, a partir del cual desarrolla una ecuación de
continuidad en términos de derivadas fraccionales.

Aunque no se realizó una búsqueda totalmente exhaustiva, solo se ha encontrado publicado el trabajo
de Jiang et al. (2019), relacionado con modelos de triple porosidad con geometría fractal. Sin embargo, el
modelo de Jiang et al. (2019) es para una permeabilidad.

Uno de los objetivos del presente trabajo es entonces desarrollar un modelo de triple porosidad (matriz,
fracturas y vúgulos) y doble permeabilidad donde el flujo puede ser en fracturas y vúgulos. Además se
considera que la geometría de la red de fracturas y vúgulos tiene un comportamiento fractal.

El siguiente paso es usar el modelo para caracterizar un yacimiento usando pruebas de presión de pozo.
Las pruebas de pozo son una herramienta fundamental para para caracterizar las propiedades físicas del
yacimiento a escala de campo, una prueba consiste en mantener un flujo en el pozo durante varios periodos
de gasto constante y medir el cambio de presión el pozo. La respuesta en la presión depende, entre otras
cosas, de de las características físicas del yacimiento, del fluido y del mismo pozo. Por lo tanto se espera
que la curva de presión contra tiempo registrada pueda usarse para identificar algunas propiedades del
yacimiento o en otras palabras caracterizar el yacimiento. Usando un modelo que describe el flujo en
el yacimiento y los datos de presión de la prueba de pozo la caracterización consiste en determinar los
parámetros del modelo, es decir, se trata de un problema inverso de identificación de parámetros.

En este caso, el problema inverso se puede plantear como un problema de mínimos cuadrados no
lineales, donde se minimiza una función objetivo que compara la presión predicha por el modelo con la
presión registrada en la prueba de pozo.

El problema de minimizar la función objetivo en este trabajo es, por sí mismo, otro problema que
lleva cierto grado complejidad, ya que los métodos de optimización basados en derivadas, como por
ejemplo Levenverg-Marquardt, búsqueda lineal o región de confianza no son suficientes para encontrar
una solución que ajusta los datos. En el trabajo de Gómez et al. (2014) muestran que para el modelo de
Camacho Velazquez et al. (2005) se requiere un método de optimización global para poder ajustar datos
de campo. En ese trabajo se usa el método del Túnel Levy and Gómez (1985) como optimizador global.

Entonces, otro de los objetivos primarios de este trabajo es desarrollar un método de optimización
global que permita ajustar el modelo a datos de pruebas de pozo. El optimizador global que se propone
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está basado en un optimizador local (del tipo Levenverg-Marquardt, búsqueda lineal o región de confianza)
en conjunto con una heurística de tipo multi-inicio combinada con una función Túnel (Levy and Gómez
(1985)) modificada.

Gómez et al. (2014) muestran que el procesamiento del ruido en los datos puede ser importante para
ajustar datos de campo. El control del ruido en los datos, se vuelve más importante si en la función
objetivo se agrega información de la derivada de los datos.

La curva generada al calcular la derivada del cambio de presión del pozo respecto al logaritmo del
tiempo, es decir la log-derivada, es una herramienta fundamental en el análisis de pruebas de presión,
ésta curva fue inicialmente propuesta por Chow (1952) y luego mejorada por Rai (1985) y finalmente
introducida al ámbito petrolero por Bourdet et al. (1989) quien propuso un método efectivo para calcularla
a partir de datos con ruido. La log-derivada es especialmente útil para describir regímenes de flujo en
relación al tiempo ya que resalta pequeñas variaciones del cambio de presión facilitando la interpretación
de la prueba, Renard et al. (2009) presenta un análisis de las características de la log-derivada para
diferente modelos o regímenes de flujo. Debido a la utilidad de la log-derivada, se ha vuelto una herramienta
indispensable en la industria del petróleo y del agua para interpretar pruebas de pozo. La sensibilidad de
la log-derivada a los cambios en la presión en el pozo, podría facilitar la convergencia de los algoritmos de
optimización para resolver el problema de caracterización, por lo tanto se agrega a la función de mínimos
cuadrados en el problema inverso.

Sin embargo queda por resolver el cálculo de la log-derivada; considerando que los datos de presión pue-
den contener diferentes tipos de ruido. La diferenciación de datos con ruido es conocido como un problema
mal condicionado, debido a que pequeños errores en los datos se pueden amplificar considerablemente en
el proceso de diferenciación. Por tal motivo, este problema ya ha sido estudiado exhaustivamente en la
literatura, el trabajo de Knowles and Renka (2014) muestra una revisión de diferentes clases de métodos
que existen. Una familia de métodos está basada en agregar al método de diferenciación un término de
regularización, planteando el problema en términos del cálculo variacional (Cullum (1971); Knowles and
Wallace (1995); Chartrand (2011); Knowles and Renka (2014)). En particular Chartrand (2011) propone
un método de derivación usando variación total regularizada (Total Variation Regularization). Este mé-
todo fue desarrollado para el procesamiento de imágenes y puede manejar datos con discontinuidades. Sin
embargo, se puede simplificar si se toma en cuenta el caso de que la función base sin ruido (en este caso
la presión) y la derivada son funciones suaves sin discontinuidades.

Otro de los objetivos del presente trabajo es desarrollar un método variacional con regularización para
calcular la derivada de datos con ruido de forma estable.

La organización del presente trabajo es la siguiente: la sección 2 extiende el modelo de Chang and
Yortsos (1990) y Camacho Velazquez et al. (2005) para desarrollar un modelo de triple porosidad y doble
permeabilidad considerando fracturas y vúgulos con geometría fractal. También se describe la solución
numérica del modelo y se presentan curvas tipo para ver los efectos de los parámetros fractales. La sección
3 describe los métodos de optimización que se usan para resolver el problema inverso de ajuste de datos.
La sección 4 describe el tratamiento del ruido en los datos para poder calcular la log-derivada de forma
estable. En la sección 5 se ajustan varios datos de campo. La sección 7 presenta las conclusiones.

1.1. Objetivos principales de la tesis

1. Crear un modelo de flujo de petróleo de una sola fase en un medio con tres porosidades principales:
matriz, una red de fracturas y una de vúgulos. La geometría de la red de fracturas y vúgulos tienen
geometría fractal.

2. Desarrollar un método para calcular de forma estable la derivada de datos de pruebas de presión de
un pozo respecto al tiempo.

3. Desarrollar un método de optimización global para poder ajustar datos de pruebas de presión de
pozo con el modelo de flujo de triple porosidad doble permeabilidad fractal.
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1.2. Hipótesis

En la literatura se ha observado que hay datos de presión de pruebas de pozo que tienen un comporta-
miento llamado ley de potencias (Barker (1988); Chang and Yortsos (1990); Metzler et al. (1994); Acuna
and Yortsos (1995); Flamenco-Lopez et al. (2003); Camacho-Velazquez et al. (2008); Jiang et al. (2019)).
Este comportamiento suele observarse en los datos cuando, en una gráfica log-log de la presión contra el
tiempo, se presenta una línea recta en la curva de la presión o la log-derivada. Los modelos de flujo en
medios porosos con geometría fractal son modelos que pueden generar una curva de presión y log-derivada
que donde se observa ésta ley, por tal motivo se usan comúnmente para poder ajustar datos con este tipo
de características.

Otro tipo de comportamiento que se ha observado en datos de pruebas de pozo es que la log-derivada
muestra dos valles, la presencia de éstos dos valles es el resultado de la transferencia de masa entre los
tres medios (Camacho Velazquez et al. (2005, 2014); Gómez et al. (2014)).

El modelo de flujo en medios porosos que se plantea en este trabajo podrá ajustar datos de presión
de pozo donde se observe una ley de potencias asociada a un flujo en un medio fractal y también tenga
características de triple porosidad.

1.3. Contribución

En base a los métodos desarrollados en este trabajo se publicó el artículo:

Ramos, Gustavo, Carrera, Jesús, Gómez, Susana, Minutti, Carlos, and Camacho, Rodolfo, A stable
computation of log-derivatives from noisy drawdown data, Water Resources Research 53, 9 (2017),
pp. 7904-7916.



Capítulo 2

Modelo Fractal

2.1. Modelo de triple porosidad doble permeabilidad con fractu-

ras y vúgulos fractales (3φ− 2k)

Para desarrollar el modelo se asumen las siguientes suposiciones:

Existen tres medios: matriz, fracturas y vúgulos con diferentes permeabilidades y porosidades.

La matriz es un medio poroso Euclidiano con permeabilidad muy baja respecto a la red de fracturas
y vúgulos. De modo que el fluido se mueve principalmente en estos dos últimos medios.

Las distribución de fracturas y vúgulos sigue un comportamiento fractal.

El desarrollo del modelo sigue principalmente las ideas de Chang and Yortsos (1990) para el balance de
masa y de Barenblatt et al. (1960) para modelar el intercambio de masa entre los medios. Se asume que el
flujo es radial cilíndrico al pozo de radio rw situado en el origen del sistema de coordenadas. El volumen
de control para realizar el balance de masa es una capa limitada por dos cilíndricos concéntricos de radios
r y r +Δr y altura h.

Para reducir un poco el desarrollo se denota con el subíndice j a un medio particular, donde j podría
ser j = m, v, f para matriz, fracturas o vúgulos respectivamente. El cambio en el tiempo de la cantidad
de masa mj en el medio j dentro del volumen de control es:

∂mj

∂t
= [ρQj ]r − [ρQj ]r+Δr + Sj (2.1)

donde ρ es la densidad del fluido, Qj es el volumen por unidad de tiempo de fluido que entra o sale del
volumen de control en el medio j y Sj es la cantidad de masa que se esta generando dentro del volumen
por unidad de tiempo.

Si Vj(r) es el volumen que ocupa el fluido en el medio j dentro del volumen de control V (r) y asumimos
que el fluido llena completamente los poros, entonces la porosidad puede escribirse como:

φj(r) =
Vj(r)

V (r)
. (2.2)

Usando la densidad se puede calcular mj como:

mj = ρVj(r) = ρφj(r)V (r)

sustituyendo en la ecuación de balance (2.1):

∂ (ρφj(r)V (r))

∂t
= [ρQj ]r − [ρQj ]r+Δr + Sj . (2.3)

5
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Por otro lado, se denota con Vs a un volumen de referencia, con el cual se va a describir la distribución
de masa en el medio j, por ahora suponemos que el medio j tiene geometría fractal. La idea es cubrir
al fractal asociado al medio j con pequeños volúmenes Vs; según O’Shaughnessy and Procaccia (1985);
Chang and Yortsos (1990) el número de volúmenes por unidad de longitud nj(r) (en dirección radial) a
una distancia r del origen necesarios para cubrir el fractal está dado por:

nj(r) = ajr
Dj−1 (2.4)

donde Dj es la dimensión de masa del fractal j y aj es una constante. Bajo la suposición de que el
fluido llena completamente los poros de cada medio, entonces el volumen Vj(r) que ocupa el fluido puede
calcularse con:

Vj(r) = nj(r)ΔrVs = ajr
Dj−1ΔrVs. (2.5)

La porosidad en el volumen de control se puede poner en términos de Vs usando la relación anterior y
el volumen de control V (r) = A(r)Δr, donde A(r) = 2πrh es el área del cilindro de radio r que define el
volumen de control,

φj(r) =
Vj(r)

V (r)
=

nj(r)ΔrVs

A(r)Δr
=

Vsajr
Dj−1

A(r)
(2.6)

acomodando términos, puede obtenerse la relación:

φj(r)A(r)

rDj−1
= Vsaj

podemos notar que el lado derecho no depende de r, entonces podemos seleccionar una escala conveniente,
por ejemplo si se usa el radio del pozo r = rw:

Vsaj =
φ(rw)A(rw)

rD−1
w

=
φwjAw

r
Dj−1
w

donde φwj es la porosidad a escala de pozo del medio j, Aw = 2πrwh es el área del pozo y h es espesor
del yacimiento. Sustituyendo en la ecuación (2.6) se tiene una expresión de la porosidad en términos de
la dimensión fractal Dj :

φj(r) = φwj
Aw

A(r)

(
r

rw

)Dj−1

(2.7)

sustituyendo en la ecuación (2.3)

∂ρφwj
Aw

A(r)

(
r
rw

)Dj−1

V (r)

∂t
= [ρQj ]r − [ρQj ]r+Δr + Sj

si el volumen V (r) no depende del tiempo puede salir de la derivada

Aw

A(r)

(
r

rw

)Dj−1
∂ρφwj

∂t
=

1

A(r)

[ρQj ]r − [ρQj ]r+Δr

Δr
+

Sj

V (r)

tomando el límite cuando Δr → 0 y usando nuevamente la relación V (r) = A(r)Δr:

Aw

A(r)

(
r

rw

)Dj−1
∂ρφwj

∂t
= − 1

A(r)

∂ρQj

∂r
+

sj
A(r)

(2.8)

donde sj es la cantidad de masa que se intercambia con otros medios a una distancia r del origen por
unidad de tiempo por unidad de espesor de la capa (sj = Sj/Δr).
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El flujo volumétrico Qj puede ser expresado en términos de la velocidad de flujo vj :

Qj(r) = A(r)vj(r)

asumiendo que es válida la ley de Darcy se tiene

Qj(r) = −A(r)
kj(r)

μ

∂pj
∂r

(2.9)

donde pj es la presión de fluido en el medio j, μ la viscosidad y la kj la permeabilidad del medio j.
Si además se supone que la permeabilidad depende de la escala, de la misma forma que Chang and

Yortsos (1990) entonces:

kj(r) =
ajVs

A(r)
mjr

Dj−θj−1 (2.10)

donde mj es una constante y θj es otro parámetro fractal que representa anomalías en la permeabilidad
(conductividad) del medio fractal. Acomodando términos:

k(r)A(r)

rDj−θj−1
= ajVsmj

el lado derecho es una constante, por lo tanto usando la misma escala que se usó para la porosidad r = rw
se puede escribir:

ajVsmj =
kwjAw

r
Dj−θj−1
w

sustituyendo en (2.10) se tiene la siguiente expresión para la permeabilidad en función de la distancia al
origen r, de la dimensión fractal Dj y de θj :

kj(r) = kwj
Aw

A(r)

(
r

rw

)Dj−θj−1

(2.11)

donde kwj es la permeabilidad del medio j a escala de pozo. Sustituyendo en la ecuación (2.9) y en la
ecuación de balance (2.8)

(
r

rw

)Dj−1
∂ρφwj

∂t
=

∂

∂r

⎛
⎜⎝ρ

kwj

(
r
rw

)Dj−θj−1

μ

∂pj
∂r

⎞
⎟⎠+

sj
Aw

. (2.12)

Para simplificar el la solución del sistema de ecuaciones y obtener un modelo lineal, se asume que la
roca es ligeramente compresible, es decir que la porosidad depende linealmente de la presión

φwj = φ0j(1 + cr(pj − pref ))

donde φ0j es la porosidad a una presión de referencia pref y cr es la compresibilidad del medio. También
se asume que el fluido es incompresible, entonces ρ = cte. Con estas suposiciones el modelo se puede
expresar de la siguiente forma:

(
r

rw

)Dj−1

crφ0j
∂pj
∂t

=
∂

∂r

⎛
⎜⎝kwj

(
r
rw

)Dj−θj−1

μ

∂pj
∂r

⎞
⎟⎠+

sj
Awρ

. (2.13)

Es conveniente expresar la transferencia de masa por unidad de tiempo por unidad de espesor, sj en
términos de transferencia de volumen de fluido
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sj = ρqj

donde qj es el volumen de fluido que intercambian el medio j por unidad de tiempo por unidad de espesor
con los otros medios. La ecuación de balance para el medio j es:

(
r

rw

)Dj−1

crφ0j
∂pj
∂t

=
∂

∂r

⎛
⎜⎝kwj

(
r
rw

)Dj−θj−1

μ

∂pj
∂r

⎞
⎟⎠+

qj
Aw

. (2.14)

Ahora pasamos a describir el término fuente qj . Este término representa la transferencia de volumen
de fluido entre los diferentes medios, para facilitar el tratamiento se expresa qj como la suma del volumen
transferido del medio j a los otros medios, es decir, para tres medios: matriz (j = m), fracturas (j = f) y
vúgulos (j = v) los términos fuente pueden expresarse como:

qm = −qmf − qmv

qf = qmf − qfv

qv = qmv + qfv

donde qjk es el intercambio de volumen de fluido entre el medio j y el k. Los signos negativos expresan la
conservación de masa, es decir, la cantidad de masa que sale de un medio debe ser la misma que recibe
otro medio.

Si dos medios, j y k, están en contacto y al menos uno de ellos tiene geometría fractal, se puede
suponer que la superficie de contacto también será un fractal y denotamos su dimensión con D∗

jk. Además
si ljk es la distancia promedio entre el medio j y el medio k, se podría asumir que esta distancia también
sigue un comportamiento fractal, por lo que puede escribirse de la siguiente forma: ljk = ejkr

D∗∗
jk , donde

ejk es una constante de proporcionalidad. Entonces el intercambio de masa qjk entre el medio j y k es
(Chang and Yortsos (1990)):

qjk = bjk
rD

∗
jk−D∗∗

jk−1kjk
ejkμ

(pj − pk) (2.15)

donde bjk es una constante de proporcionalidad. En los casos de que los dos medios j y k sean Euclidianos
D∗

jk = 2, D∗∗
jk = 0.

Por convención la permeabilidad kjk en la ecuación (2.15) es la del medio con presión mayor, es decir:

kjk =

{
kj pj ≥ pk

kk pj < pk

Puesto que la permeabilidad de las fracturas y vúgulos depende también de la distancia al origen (r),
entonces la expresión para qjk depende también de los coeficientes fractales Dj , θj y Dk, θk. Es decir, si
sustituimos la ecuación de la permeabilidad (2.11):

kjk =

⎧⎪⎨
⎪⎩
kwj

Aw

A(r)

(
r
rw

)Dj−θj−1

pj ≥ pk

kwk
Aw

A(r)

(
r
rw

)Dk−θk−1

pj < pk

Para simplificar la notación, se denota el término fuente como:

qjk = σjkr
αjk

kwjk

μ
(pj − pk) (2.16)

donde:
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αjk =

{
Dj − θj +D∗

jk −D∗∗
jk − 3 pj ≥ pk

Dk − θk +D∗
jk −D∗∗

jk − 3 pj < pk
(2.17)

σjk =

⎧⎨
⎩

bjk
ejk

kwj

r
Dj−θj−2
w

pj ≥ pk
bjk
ejk

kwk

r
Dk−θk−2
w

pj < pk
(2.18)

kwjk =

{
kwj pj ≥ pk

kwk pj < pk
(2.19)

La ecuación (2.14) y la ecuación (2.16) nos permiten escribir el modelo de triple porosidad doble
permeabilidad, considerando tres medios matriz (j = m), fracturas (j = f) y vúgulos (j = v), que el flujo
primario puede ser en fracturas o vúgulos y que la matriz es Euclidiana (Dm = 2, θm = 0) ,

r

rw
crφ0m

∂pm
∂t

= −rαmfσmfkwmf

μAw
(pm − pf )− rαmvσmvkwmv

μAw
(pm − pv) (2.20)

(
r

rw

)Df−1

crφ0f
∂pf
∂t

=
∂

∂r

⎛
⎜⎝kwf

(
r
rw

)Df−θf−1

μ

∂pf
∂r

⎞
⎟⎠

+
rαmfσmfkwmf

μAw
(pm − pf )− rαfvσfvkwfv

μAw
(pf − pv) (2.21)

(
r

rw

)Dv−1

crφ0v
∂pv
∂t

=
∂

∂r

⎛
⎜⎝kwv

(
r
rw

)Dv−θv−1

μ

∂pv
∂r

⎞
⎟⎠

+
rαmvσmvkwmv

μAw
(pm − pv) +

rαfvσfvkwfv

μAw
(pf − pv) (2.22)

Note que en el caso totalmente Euclidiano, Dv = Df = 2, θv = θf = 0, D∗
mv = D∗

mf = D∗
fv = 2,

D∗∗
mv = D∗∗

mf = D∗∗
fv = 0 se obtiene el modelo de Camacho Velazquez et al. (2005).

Para completar el modelo se consideran condiciones iniciales de equilibrio y de frontera a gasto cons-
tante.

Inicialmente se considera que el yacimiento está en equilibrio, es decir no hay flujo y las presiones de
los tres medios en todo el yacimiento son iguales a una presión inicial pi

pj = pi j = m, f, v.

El gasto volumétrico en la cara del pozo (Qsf ) debe ser la suma del gasto que entra a través de las
fracturas (Qf ) y de los vúgulos (Qv), es decir:

Qsf = Qf +Qv

usando la ecuación (2.9) para expresar Qf y Qv en términos del gradiente de la presión:

Qsf =

⎡
⎢⎣−Aw

kwf

(
r
rw

)Df−θf−1

μ

∂pf
∂r

−Aw

kwv

(
r
rw

)Dv−θv−1

μ

∂pv
∂r

⎤
⎥⎦
r=rw

. (2.23)

En el caso de que el flujo sea dirija desde el yacimiento hacia el pozo, es decir durante producción
del pozo, entonces ∂pf/∂r > 0 y ∂pm/∂r > 0, por lo tanto, en esta notación, el signo de Qsf debe ser
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negativo para producción. Si consideramos de forma explícita el signo Qsf → −Qsf entonces la condición
de frontera se puede escribir como:

Qsf =

⎡
⎢⎣Aw

kwf

(
r
rw

)Df−θf−1

μ

∂pf
∂r

+Aw

kwv

(
r
rw

)Dv−θv−1

μ

∂pv
∂r

⎤
⎥⎦
r=rw

(2.24)

donde Qsf > 0 es el flujo de producción en la cara del pozo.
Sin presencia de daño o piel (skin) se espera que las presiones se igualen en el pozo, entonces la presión

del pozo es:

pw = pf |r=rw
= pv|r=rw

(2.25)

2.2. Almacenamiento en pozo

Se considera que el pozo tiene cierta capacidad de almacenamiento. Para considerar el efecto de este
volumen de fluido en el pozo se hace un balance de masa en el pozo:

ρsfQsf − ρsQs =
dmw

dt

donde ρ es la densidad del fluido, Qsf > 0 es el gasto volumétrico en el fondo del pozo y Qs > 0 el gasto
en la superficie y mw es la masa del fluido contenido en el pozo. Suponemos que la presión pw, densidad
y el volumen del pozo Vw son constantes a lo largo del pozo, entonces:

Qsf −Qs = Vw
1

ρ

dρ

dt

usando regla de la cadena:

Qsf −Qs = Vw
1

ρ

dρ

dpw

dpw
dt

Si el fluido es ligeramente compresible, con coeficiente de compresibilidad cf = (1/ρ)dρ/dp, entonces:

Qsf −Qs = Vwcf
dpw
dt

Sustituyendo en la ecuación (2.24) se obtiene la condición de frontera con almacenamiento en el pozo:

Qs + Cs
dpw
dt

=

⎡
⎢⎣Aw

kwf

(
r
rw

)Df−θf−1

μ

∂pf
∂r

+Aw

kwv

(
r
rw

)Dv−θv−1

μ

∂pv
∂r

⎤
⎥⎦
r=rw

(2.26)

donde Cs = Vwcf es el coeficiente de almacenamiento.

2.3. Daño o piel (Skin)

Se asume que alrededor del pozo hay una región del yacimiento dañada; hasta un radio r̃f para las
fracturas y r̃v para los vúgulos. El efecto de este daño es que se modifica la permeabilidad en esta zona,
denotamos con k̃f la permeabilidad modificada de las fracturas y con k̃v la de los vúgulos. Para radios
mayores (r > r̃f y r > r̃v) las permeabilidades permanecen intactas (kf y kv).

Aunque la permeabilidad dentro de esta zona se modifica, consideramos que la geometría fractal se
sigue conservando, es decir: los parámetros fractales son iguales en la zona de daño y en el resto del
yacimiento.
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Para desarrollar el modelo del daño o skin se calcula la presión cerca del pozo para un sistema en
estado estacionario a gasto constante. Para simplificar el análisis se hace la suposición de que el flujo en
cada medio también es constante, entonces:

−A(r)
kf (r)

μ

dp

dr
= Qf (2.27)

−A(r)
kv(r)

μ

dp

dr
= Qv (2.28)

en este caso Qf < 0 y Qv < 0 es el flujo volumétrico constante en cada medio, la permeabilidad en el
medio j se puede expresar de la siguiente forma:

kj(r) = kwj(r)
Aw

A(r)

(
r

rw

)Dj−θj−1

donde

kwj(r) =

{
k̃wj r ≤ r̃j

kwj r > r̃j

sustituyendo en las ecuaciones (2.27,2.28)

−
Awkwf (r)

(
r
rw

)Df−θf−1

μ

∂p

∂r
= Qf

−
Awkwv(r)

(
r
rw

)Dv−θv−1

μ

∂p

∂r
= Qv

A partir de aquí solo se sigue el desarrollo para las fracturas, para los vúgulos es similar. Despejando
el diferencial de presión e integrando en el intervalo [rw, re] (donde re > r̃f ) se obtiene el cambio total de
presión entre el pozo y re:

Δp =

∫ pe

pw

dp = −μQfr
Df−θf−1
w

Aw

∫ re

rw

r−Df+θf+1

kwf (r)
dr

La integral del lado derecho se divide en la integral en intervalo r ∈ [rw, r̃j ] más la integral en r ∈ [r̃j , re].
El caso −Df+θf = −2 debe considerarse de forma especial en la integración, entonces el cambio de presión
entre el pozo y la distancia re es:

Δp = −μQfrw
Awkwf

⎧⎨
⎩
(

kwf

k̃wf
− 1

)
(r̃f/rw)2+θf−Df −1

2+θf−Df
+ (re/rw)2+θf−Df −1

2+θf−Df
θf −Df �= −2(

kwf

k̃wf
− 1

)
ln

(
r̃f
rw

)
+ ln

(
re
rw

)
θf −Df = −2

De donde se define el parámetro sf :

sf =

⎧⎨
⎩
(

kwf

k̃wf
− 1

)
(r̃f/rw)2+θf−Df −1

2+θf−Df
θf −Df �= −2(

kwf

k̃wf
− 1

)
ln

(
r̃f
rw

)
θf −Df = −2

La caída total de presión se puede escribir como:

Δp = Δpf +Δpsf
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donde Δpf representa la caída de presión en un sistema sin daño y está dada por:

Δpf = −μQfrw
Awkwf

⎧⎨
⎩

(re/rw)2+θf−Df −1
2+θf−Df

1 + θf − df �= −1

ln
(

re
rw

)
1 + θf − df = −1

y Δpsf es la caída de presión debido al daño:

Δpsf = −μQfrw
Awkwf

sf (2.29)

La caída de presión en el medio vugular tiene la expresión:

Δpsv = −μQvrw
Awkwv

sv (2.30)

Estás dos últimas ecuaciones se pueden usar en el modelo general transitorio para incluir la presencia
de daño cerca del pozo. Para tiempos t mayores a un tiempo ts se puede asumir que cerca del pozo las
condiciones de flujo son casi estacionarias, por lo que se puede agregar la caída de presión debido al daño
a la presión de cada medio en el pozo, es decir, para el modelo transitorio se aproxima la presión en el
pozo pw como la presión en la red de fracturas o vúgulos más una caída de presión debido al daño

pw = pf +Δpsf = pv +Δpsv

La ecuación (2.29) se desarrolló considerando un modelo estacionario, es decir: gasto constante en el
pozo y también en las fracturas, sin embargo para el caso transitorio se tiene que la caída de presión
debido al daño es:

Δpsf = −Qf
μrw

Awkwf
sf

= −
(
−A(r)

kf (r)

μ

∂pf
∂r

)
r=rw

μrw
Awkwf

sf

=

⎛
⎜⎝Aw

kwf

(
r
rw

)Dj−θj−1

μ

∂pf
∂r

⎞
⎟⎠

r=rw

μrw
Awkwf

sf

=

(
∂pf
∂r

)
r=rw

rwsf

Lo que puede simplificarse en:

Δpsf = sf

[
rw

∂pf
∂r

]
r=rw

de forma similar para los vúgulos:

Δpsv = sv

[
rw

∂pv
∂r

]
r=rw

Entonces, en presencia de daño o skin, la presión en el pozo debe cumplir las condiciones:

pw =

[
pf + sfrw

∂pf
∂r

]
r=rw

=

[
pv + svrw

∂pv
∂r

]
r=rw

(2.31)
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2.4. Modelo sin dimensiones

El modelo sin dimensiones se obtiene sustituyendo los siguientes cambios de variables:

rD =
r

rw
(2.32)

pDj = ap(pi − pj) =
Aw(kwf + kwv)

μrwQs
(pi − pj) j = m, v, f, w (2.33)

tD = att =
(kwf + kwv)

(crφ0w + crφ0f + crφ0v)μr2w
t (2.34)

κ =
kwf

kwf + kwv
(2.35)

ωj =
crφ0j

(crφ0m + crφ0f + crφ0v)
j = m, f, v (2.36)

λmf =
r
αmf+2
w kwmf

(kwf + kwv)Aw
(2.37)

λmv =
rαmv+2
w kwmv

(kwf + kwv)Aw
(2.38)

λvf =
r
αfv+2
w kwfv

(kwf + kwv)Aw
(2.39)

CD =
Csat
Qsap

(2.40)

De donde se obtiene:

ωm
∂pDm

∂tD
= − λmf

r
1−αmf

D

(pDm − pDf )− λmv

r1−αmv

D

(pDm − pDv) (2.41)

ωf
∂pDf

∂tD
=

κ

r
Df−1
D

∂

∂rD

(
r
Df−θf−1
D

∂pDf

∂rD

)

+
λmf

r
Df−αmf−1
D

(pDm − pDf )− λvf

r
Df−αfv−1
D

(pDf − pDv) (2.42)

ωv
∂pDv

∂tD
=

1− κ

rDv−1
D

∂

∂rD

(
rDv−θv−1
D

∂pDv

∂rD

)

+
λmv

rDv−αmv−1
D

(pDm − pDv) +
λvf

r
Dv−αfv−1
D

(pDf − pDv) (2.43)

[
−κ

∂pDf

∂rD
− (1− κ)

∂pDv

∂rD

]
rD=1

= 1− CD
dpDw

dtD
(2.44)

pDw =

[
pDf − sf

∂pDf

∂rD

]
rD=1

=

[
pDv − sv

∂pDv

∂rD

]
rD=1

(2.45)

pDj = 0 cuando tD = 0
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2.5. Solución numérica

Para resolver el sistema de ecuaciones sin dimensiones (2.41-2.45) y obtener la presión en el pozo pDw

se usa un método numérico, el primer paso es pasar las ecuaciones al espacio de Laplace y luego aplicar
diferencias finitas.

Aplicando transformada de Lapalce en la variable temporal al sistema de ecuaciones (2.41-2.45):

ωmup̄Dm = − λmf

r
γmf

D

(p̄Dm − p̄Df )− λmv

rγmv

D

(p̄Dm − p̄Dv) (2.46)

ωfup̄Df − κ

r
Df−1
D

d

∂rD

(
r
βf

D

dp̄Df

drD

)
=

λmf

r
γfm

D

(p̄Dm − p̄Df )− λvf

r
γfv

D

(p̄Df − p̄Dv) (2.47)

ωvup̄Dv − 1− κ

rDv−1
D

d

drD

(
rβv

D

dp̄Dv

drD

)
=

λmv

rγvm

D

(p̄Dm − p̄Dv) +
λvf

r
γvf

D

(p̄Df − p̄Dv) (2.48)

donde p̄Dj es la transformada de Laplace de la presión:

pDj =

∫ ∞

0

e−utDpDjdtD

y además se usan las siguientes definiciones

βf = Df − θf − 1

βv = Dv − θv − 1

γmf = 1− αmf

γmv = 1− αmv

γfm = Df − αmf − 1

γfv = Df − αfv − 1

γvm = Dv − αmv − 1

γvf = Dv − αfv − 1

Desarrollando la ecuación para la matriz (2.46):

p̄Dm = cmf p̄Df + cmv p̄Dv (2.49)

donde se define:

cmf =

λmf

r
γmf
D

ωmu+
λmf

r
γmf
D

+ λmv

rγmv
D

cmv =

λmv

rγmv
D

ωmu+
λmf

r
γmf
D

+ λmv

rγmv
D

Sustituyendo p̄Dm en las otras dos ecuaciones y desarrollando términos:

− κ

r
Df−1
D

d

drD

(
r
βf

D

dp̄Df

drD

)
+ cff p̄Df + cfv p̄Dv = 0 (2.50)

− 1− κ

rDv−1
D

d

drD

(
rβv

D

dp̄Dv

drD

)
+ cvf p̄Df + cvvp̄Dv = 0 (2.51)
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donde se usaron las siguientes definiciones:

cff = − λmf

r
γfm

D

(cmf − 1) +
λvf

r
γfv

D

+ ωfu

cfv = − λmf

r
γfm

D

cmv − λvf

r
γfv

D

cvf = − λmv

rγvm

D

cmf − λvf

r
γvf

D

cvv = − λmv

rγvm

D

(cmv − 1) +
λvf

r
γvf

D

+ ωvu

Para resolver este sistema de ecuaciones primero se realiza el cambio de variable x = ln rD:

− κ

exDf

d

dx

(
ex(βf−1) dp̄Df

dx

)
+ cff p̄Df + cfv p̄Dv = 0 (2.52)

−1− κ

exDv

∂

∂x

(
ex(βv−1) dp̄Dv

dx

)
+ cvf p̄Df + cvvp̄Dv = 0 (2.53)

El dominio de la variable x es x ∈ [0,∞). Sin embargo para calcular la solución numérica se considera
un radio externo rDe = exe , es decir x ∈ [0, xe]. Si reD es lo suficientemente grande entonces la solu-
ción numérica puede aproximar la solución de un yacimiento infinito. Las condiciones de frontera que se
consideran en xe pueden ser presión constante:

p̄Dj(xe) = 0

o de yacimiento cerrado [
dp̄Dj

dx

]
x=xe

= 0

El sistema de ecuaciones (2.52,2.53) se resuelve usando el método de diferencias finitas, por lo tanto
se discretiza el intervalo [0, xe] en N subintervalos de tamaño uniforme Δx, es decir:

Δx =
xe

N

Los centros de los subintervalos se calculan con la relación:

xi =

(
i− 1

2

)
Δx i = 1 . . . N

aplicando diferencias finitas centrales en el nodo xi:

− κ

exiDf

1

Δx2

[
exi+1/2(βf−1) (p̄Df,i+1 − p̄Df,i)− exi−1/2(βf−1) (p̄Df,i − p̄Df,i−1)

]
+cff,ip̄Df,i + cfv,ip̄Dv,i = 0

− 1− κ

exiDv

1

Δx2

[
exi+1/2(βv−1) (p̄Dv,i+1 − p̄Dv,i)− exi−1/2(βv−1) (p̄Dv,i − p̄Dv,i−1)

]
+cvf,ip̄Df,i + cvv,ip̄Dv,i = 0

donde la notación es: una función f evaluada en el nodo xi se denota con fi, por ejemplo: p̄Df,i = p̄Df (xi).
También se tiene la notación caso xi±1/2 = xi ± 1/2Δx.
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Acomodando términos:

−κexi+1/2(βf−1)

exiDfΔx2
p̄Df,i+1 +

(
κexi+1/2(βf−1)

exiDfΔx2
+

κexi−1/2(βf−1)

exiDfΔx2
+ cff,i

)
p̄Df,i

−κexi−1/2(βf−1)

exiDfΔx2
p̄Df,i−1 + cfv,ip̄Dv,i = 0

− (1− κ)exi+1/2(βv−1)

exiDvΔx2
p̄Dv,i+1 +

(
(1− κ)exi+1/2(βv−1)

exiDvΔx2
+

(1− κ)exi−1/2(βv−1)

exiDvΔx2
+ cvv,i

)
p̄Dv,i

− (1− κ)exi−1/2(βv−1)

exiDvΔx2
p̄Dv,i−1 + cvf,ip̄Df,i = 0

Si se definen los coeficientes:

Ef,i = −κexi+1/2(βf−1)

exiDfΔx2

Wf,i = −κexi−1/2(βf−1)

exiDfΔx2

Pf,i = −Ef,i −Wf,i + cff,i

Ev,i = − (1− κ)exi+1/2(βv−1)

exiDvΔx2

Wv,i = − (1− κ)exi−1/2(βv−1)

exiDvΔx2

Pv,i = −Ev,i −Wv,i + cvv,i

Se tiene el sistema de ecuaciones lineales para la presiones:

Ef,ip̄Df,i+1 + Pf,ip̄Df,i +Wf,ip̄Df,i−1 + cfv,ip̄Dv,i = 0 i = 1 . . . N (2.54)
Ev,ip̄Dv,i+1 + Pv,ip̄Dv,i +Wv,ip̄Dv,i−1 + cvf,ip̄Df,i = 0 i = 1 . . . N (2.55)

Para completar el sistema se deben considerar las condiciones de frontera.

2.5.1. Frontera interior
En la frontera interior se debe cumplir la ecuación (2.44)[

−κr
Df−θf−1
D

∂pDf

∂rD
− (1− κ)rDv−θv−1

D

∂pDv

∂rD

]
rD=1

= 1− CD
dpDw

dtD

que puede escribirse de la siguiente forma:[
−κr

Df−θf−1
D

∂pDf

∂rD
− (1− κ)rDv−θv−1

D

∂pDv

∂rD

]
rD=1

= QD

donde

QD = 1− CD
dpDw

dtD

Cuando QD es variable en el tiempo, es decir QD = QD(tD) se puede aplicar el principio de superpo-
sición (Fair Jr (1981)). Primero se resuelve el problema considerando QD constante. Supongamos que se
obtiene la presión en el pozo para el caso QD = 1 y la denotamos con pDwc. Entonces, usando el principio
de superposición, la solución para QD variable en tiempo es:
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pDw =

∫ tD

0

QD
dpwDc

tD
(tD − τ)dτ

sustituyendo QD

pDw =

∫ tD

0

(
1− CD

dpDw

dτ
(τ)

)
dpDwc

tD
(tD − τ)dτ

Aplicando transformada de Laplace se tiene

p̄Dw =

(
1

u
− CDup̄Dw

)
up̄Dwc

Despejando p̄Dw se tiene una expresión para calcular la presión en el pozo en el espacio de Laplace en
términos de p̄Dwc:

p̄Dw =
p̄Dwc

1 + CDu2p̄Dwc
(2.56)

Esta forma de calcular p̄Dw es conveniente porque el sistema de ecuaciones diferenciales se resuelve
primero con las condiciones de frontera más sencillas de gastos constante:[

−κr
βf

D

∂pDf

∂rD
− (1− κ)rβv

D

∂pDv

∂rD

]
rD=1

= 1

pDwc =

[
pDf − sf

∂pDf

∂rD

]
rD=1

=

[
pDv − sv

∂pDv

∂rD

]
rD=1

Y posteriormente se evalúa la ecuación (2.56) para incluir el almacenamiento.
En el espacio de Laplace y en términos de la variable x las ecuaciones de frontera con gasto constante

son: [
−κ

dp̄Df

dx
− (1− κ)

dp̄Dv

dx

]
x=0

=
1

u

p̄Dwc =

[
p̄Df − sf

dp̄Df

dx

]
x=0

=

[
p̄Dv − sv

dp̄Dv

dx

]
x=0

La posición x = 0 se denota en términos de los índices i como x1/2 = x = 0. Discretizando las
ecuaciones de frontera:

−κ
p̄Df,1 − p̄Df,0

Δx
− (1− κ)

p̄Dv,1 − p̄Dv,0

Δx
=

1

u

p̄Df,1/2 − sf
p̄Df,1 − p̄Df,0

Δx
= p̄Dv,1/2 − sv

p̄Dv,1 − p̄Dv,0

Δx

Se calcula la presión en x = x1/2 como el promedio entre los nodos x0 y x1, entonces:

p̄Df,1 + p̄Df,0

2
− sf

p̄Df,1 − p̄Df,0

Δx
=

p̄Dv,1 + p̄Dv,0

2
− sv

p̄Dv,1 − p̄Dv,0

Δx

acomodando las ecuaciones
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κ
p̄Df,0

Δx
+ (1− κ)

p̄Dv,0

Δx
= κ

p̄Df,1

Δx
+ (1− κ)

p̄Dv,1

Δx
+

1

u(
1

2
+

sf
Δx

)
p̄Df,0 +

(
−1

2
− sv

Δx

)
p̄Dv,0 =

(
−1

2
+

sf
Δx

)
p̄Df,1 +

(
1

2
− sv

Δx

)
p̄Dv,1

este sistema se puede escribir en forma matricial como:(
κ
Δx

(1−κ)
Δx

1
2 +

sf
Δx − 1

2 − sv
Δx

)(
p̄Df,0

p̄Dv,0

)
=

(
κ
Δx

(1−κ)
Δx− 1

2 +
sf
Δx

1
2 − sv

Δx

)(
p̄Df,1

p̄Dv,1

)
+

(
1
u
0

)

invirtiendo la matriz del lado izquierdo:

(
p̄Df,0

p̄Dv,0

)
=

1

W

(
− 1

2 − sv
Δx − (1−κ)

Δx− 1
2 − sf

Δx
κ
Δx

)[(
κ
Δx

(1−κ)
Δx− 1

2 +
sf
Δx

1
2 − sv

Δx

)(
p̄Df,1

p̄Dv,1

)
+

(
1
u
0

)]

W =
κ

Δx

(
−1

2
− sv

Δx

)
− (1− κ)

Δx

(
1

2
+

sf
Δx

)
de forma más compacta se puede escribir:(

p̄Df,0

p̄Dv,0

)
= R

(
p̄Df,1

p̄Dv,1

)
+ r =

(
r11p̄Df,1 + r12p̄Dv,1 + r1
r21p̄Df,1 + r22p̄Dv,1 + r2

)
(2.57)

donde

R =
1

W

(
− 1

2 − sv
Δx − (1−κ)

Δx− 1
2 − sf

Δx
κ
Δx

)(
κ
Δx

(1−κ)
Δx− 1

2 +
sf
Δx

1
2 − sv

Δx

)

r =
1

W

(
− 1

2 − sv
Δx − (1−κ)

Δx− 1
2 − sf

Δx
κ
Δx

)(
1
u
0

)

La ecuación (2.57) se puede usar en las ecuaciones (2.54,2.55) cuando i = 1, de donde se obtiene:

Ef,1p̄Df,2 + P̃f,1p̄Df,1 + c̃fv,1p̄Dv,1 = −Wf1r1 (2.58)

Ev,1p̄Dv,2 + P̃v,1p̄Dv,1 + c̃fv,1p̄Df,1 = −Wv1r2 (2.59)

Los coeficientes P̃f,1, P̃v,1, c̃fv,1 y c̃fv,1 tienen la expresión:

P̃f,1 = Pf,1 +Wf,1r11

c̃fv,1 = Wf,1r12 + cfv,1

P̃v,1 = Pv,1 +Wv,1r22

c̃fv,1 = Wv,1r21 + cvf,1

2.5.2. Frontera exterior
En la frontera exterior se consideran dos tipos de frontera, yacimiento a presión constante y yacimiento

cerrado. Para las condiciones de frontera exteriores a presión constante la condición de frontera es:
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p̄Df (xe) = 0

p̄Dv(xe) = 0

según la notación que se está usando xe = xN+1/2, entonces

p̄Df,N+1/2 = 0

p̄Dv,N+1/2 = 0

consideramos que la presión en xN+1/2 es el promedio de las presiones en xN y xN+1, entonces:

0 = p̄Df,N+1/2 =
p̄Df,N + p̄Df,N+1

2

0 = p̄Dv,N+1/2 =
p̄Dv,N + p̄Dv,N+1

2

lo que lleva a las ecuaciones:

p̄Df,N+1 =− p̄Df,N

p̄Dv,N+1 =− p̄Dv,N

Se forma similar el caso de yacimiento cerrado se llega a las ecuaciones:

p̄Df,N+1 =p̄Df,N

p̄Dv,N+1 =p̄Dv,N

La diferencia entre una u otra condición de frontera es un signo, entonces ambas condiciones pueden
escribirse en una sola ecuación:

p̄Df,N+1 =± p̄Df,N (2.60)
p̄Dv,N+1 =± p̄Dv,N (2.61)

donde el signo negativo es para yacimiento a presión constante en la frontera exterior y el positivo para
yacimiento cerrado. Sustituyendo las condiciones de frontera exteriores en el sistema (2.54,2.55) para
i = N se tiene la expresión:

P̃f,N p̄Df,N +WfN p̄Df,N−1 + cfv,N p̄Dv,N = 0 (2.62)

P̃v,N p̄Dv,N +WvN p̄Dv,N−1 + cvf,N p̄Df,N = 0 (2.63)

donde

P̃f,N = PfN ± EfN

P̃fN = PvN ± EvN
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2.5.3. Sistema Lineal completo
El sistema lineal que incluye las condiciones de frontera está constituido básicamente por las ecuaciones

(2.54,2.55) y las condiciones de frontera interiores (2.58,2.59) y exteriores (2.62,2.63), finalmente tiene:

Ef1p̄Df,2 + P̃f1p̄Df,1 + c̃fv,1p̄Dv,1 = −Wf1r1

Ev1p̄Dv,2 + P̃v1p̄Dv,1 + c̃vf,1p̄Df,1 = −Wv1r2

Efip̄Df,i+1 + Pfip̄Df,i +Wfip̄Df,i−1 + cfv,ip̄Dv,i = 0 i = 2 . . . N − 1 (2.64)
Evip̄Dv,i+1 + Pvip̄Dv,i +Wvip̄Dv,i−1 + cvf,ip̄Df,i = 0 i = 2 . . . N − 1

P̃f,N p̄Df,N +WfN p̄Df,N−1 + cfv,N p̄Dv,N = 0

P̃v,N p̄Dv,N +WvN p̄Dv,N−1 + cvf,N p̄Df,N = 0

En forma matricial este sistema esta representado por una matriz pentadiagonal de la siguiente forma:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

P̃f,1 c̃fv,1 Ef,1

c̃vf,1 P̃v,1 0 Ev,1

Wf,2 0 Pf,2 cfv,2 Ef,2

Wv,2 cvf,2 Pv,2 0 Ev,2

Wf,3 0 Pf,3 cfv,3 Ef,3

Wv,3 cvf,3 Pv,3 Ev,3

Wf,N P̃f,N cfv,N
Wv,N cvf,N P̃v,N

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

p̄Df,1

p̄Dv,1

p̄Df,2

p̄Dv,2

...
p̄Df,N

p̄Dv,N

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−Wf1rf
−Wv1rv

0
0
...
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(2.65)

Una vez que se resuelve el sistema se calcula p̄Df,0 y p̄Dv,0 y la presión en el pozo:

p̄Dwc =
p̄Df,1 + p̄Df,0

2
− sf

p̄Df,1 − p̄Df,0

Δx
=

p̄Df,1 + p̄Df,0

2
− sv

p̄Dv,1 − p̄Dv,0

Δx

El almacenamiento se agrega con la ecuación (2.56)

p̄Dw(u) =
p̄Dwc

1− CDu2p̄Dwc

2.5.4. Inversión del espacio de Laplace
Una vez que se tiene un procedimiento para calcular p̄Dw(u) se debe calcular la transformada inversa

de Laplace para obtener la presión en el tiempo pDw(tD). Este proceso se realiza con el algoritmo de
Stehfest (1970). Dado un tiempo tD el algoritmo aproxima pDw(tD) mediante la expresión:

pDw(tD) ≈ log 2

tD

Ns∑
n=1

Vnp̄Dw

(
n
log 2

tD

)
(2.66)
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donde Ns es un número par y Vn son coeficientes que dependen solamente de Ns dados por:

Vn = (−1)n+Ns/2

min(n,Ns/2)∑
k=�(n+1)/2�

kNs/2(2k)!

(Ns/2− k)!k!(k − 1)!(n− k)!(2k − n)!

en este trabajo se usa Ns = 8. Para calcular la presión en el pozo en un solo tiempo se deben evaluar
Ns presiones en el espacio de Laplace, y a su vez, cada una requiere la solución del sistema lineal de
ecuaciones (2.65).

2.6. Curvas tipo

Las curvas tipo se calculan resolviendo el sistema de ecuaciones en su forma sin dimensiones (2.41-2.45)
para obtener la presión en el pozo en función del tiempo pDw(tD).

Sin embargo, es necesario dar valores a todos los parámetros del modelo, como resumen la tabla (2.1)
muestra los parámetros del modelo junto con una pequeña descripción.

Parámetro Descripción
ωf Coeficiente de almacenamiento de

fracturas
ωv Coeficiente de almacenamiento de

vúgulos
λmf Parámetro que controla el flujo entre

matriz y fracturas
λmv Parámetro que controla el flujo entre

matriz y vúgulos
λvf Parámetro que controla el flujo entre

fracturas y vúgulos
κ Permeabilidad relativa de fracturas
sf Daño en fracturas
sv Daño en vúgulos
CD Coeficiente de almacenamiento

(a) Parámetros del modelo no fractales

Parámetro Descripción
Df Dimensión de fractal de masa de

fracturas
Dv Dimensión de fractal de masa de

vúgulos
θf Coeficiente de difusión anómala en

fracturas
θv Coeficiente de difusión anómala en

vúgulos
αmf Parámetro que agrupa varios términos

relacionados con la geometría de
contacto matriz-fracturas (2.17)

αmv Parámetro que agrupa varios términos
relacionados con la geometría de
contacto matriz-vúgulos (2.17)

αfv Parámetro que agrupa varios términos
relacionados con la geometría de
contacto fracturas-vúgulos (2.17)

(b) Parámetros del modelo asociados a la fractalidad

Tabla 2.1: Parámetros del modelo

Además de los parámetros del modelo también se deben especificar parámetros del método numérico.
Para los ejemplos mostrados a continuación se usan los siguientes valores: rDe = 5e + 5, N = 1000,
Ns = 8. Los tiempos que se usan para resolver las ecuaciones diferenciales se calculan con las siguientes
expresiones:

tD,k = 10−2+10(k−1)/(Nt−1) k = 1 . . . Nt

donde Nt = 100, Además de la presión pDw(tD) como función del tiempo, también es necesario mostrar
la log-derivada, que vamos a denotar como p′Dw(tD) y está definida de la siguiente manera:

p′Dw =
dpwD

d log tD
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La gráfica de las curvas pDw(tD) y p′Dw(tD) en función del tiempo es lo que se llama curvas tipo y una
forma común de mostrarlas es en una gráfica log-log.

El modelo tiene demasiados parámetros y sería complicado observar el efecto de todos los parámetros
al mismo tiempo en la presión y log-derivada, debido a esto el procedimiento para generar las curvas tipo
consiste en fijar todos los parámetros en los valores de la tabla 2.2, y solo se mueve un parámetro a la
vez. La gráfica (2.1) muestra las curvas de presión y log-derivada correspondiente a éstos parámetros y se
compara la con la solución del modelo de Camacho Velazquez et al. (2005).

Una descripción más detallada de los parámetros no fractales se puede encontrar en Camacho Velazquez
et al. (2005), en los siguientes ejemplos se muestra el efecto de los parámetros fractales en la presión y
log-derivada sin dimensiones.

Parámetro valor
ωf 0.01
ωv 0.12
λmf 2.98e-7
λmv 1.32e-7
λvf 1.45e-4
κ 0.82
sf 0
sv 0
CD 0

(a) Parámetros no fractales

Parámetro valor
Df 2
Dv 2
θf 0
θv 0
αmf 1
αmv 1
αfv 1

(b) Parámetros fractales

Tabla 2.2: Valores de los parámetros para calcular las curvas tipo
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Figura 2.1: Presión de pozo (línea continua) y log-derivada (línea punteada) sin dimensiones usando los
parámetros de la tabla (2.2). Se muestra también la solución del modelo de Camacho Velazquez et al.
(2005) (puntos).
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Como primer experimento la figura (2.2) muestra un conjunto de gráficas donde se observa el resultado
de variar los parámetros Df ,Dv, θf y θv uno a la vez.

Uno de los principales efectos del flujo en un medio poroso con geometría fractal es que la presión a
tiempos largos se observa una relación de ley de potencias (Barker (1988); Chang and Yortsos (1990);
Metzler et al. (1994); Acuna and Yortsos (1995); Flamenco-Lopez et al. (2003); Camacho-Velazquez et al.
(2008); Jiang et al. (2019)), es decir, para tiempos grandes pw ∼ tν , y por la definición de la log-derivada
este mismo comportamiento se observa en la log-derivada p′w ∼ tν . Debido a la definición de las variables
sin dimensiones (2.33,2.34) también se debe cumplir para la presión sin dimensiones y la log-derivada
correspondiente pDw ∼ tνD y p′Dw ∼ tνD.

Se observa en la figura (2.2) que variando los parámetros fractales, no se logra apreciar claramente el
comportamiento de ley de potencias esperado. En estos ejemplos se está variando un solo parámetro en
cada gráfica y los otros parámetros permanecen fijos en valores Euclidianos, es decir, uno de los medios
siempre es Euclidiano.
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(a) Variando el parámetro Df
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(b) Variando el parámetro θf
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(c) Variando el parámetro Dv
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(d) Variando el parámetro θv

Figura 2.2: Presión de pozo y log-derivada sin dimensiones usando los parámetros de la tabla 2.2 y variando
un parámetro a la vez. La línea continua representa pDw mientras que la línea a trozos a p′Dw.
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(a) Variando el parámetro Df con Dv = 1.5
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(b) Variando el parámetro θf con θv = 0.5
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(c) Variando el parámetro Dv con Df = 1.5

10−1

100

101

102

103

10−2 100 102 104 106 108

p
D

w
,p

′ D
w

tD

0.0
0.25
0.5

0.75
1.0

(d) Variando el parámetro θv con θf = 0.5

Figura 2.3: Presión de pozo y log-derivada sin dimensiones usando los parámetros de la tabla 2.2.

Para observar que pasa en el caso de que los parámetros fijos no sean Euclidianos se crean las gráficas
de la figura (2.3). Por ejemplo, si se fija Dv = 1.5 y se varía Df ∈ [1, 2], en la gráfica (2.3a) se puede
observar de forma más clara el comportamiento de ley de potencias a tiempos largos. Las gráficas (2.3b-
2.3d) muestran mas ejemplos similares, en estos casos ambos medios tienen propiedades fractales. Esto
podría indicar que para obtener ley de potencias es necesario que ambos medios sean fractales.

Para tratar de entender un poco más qué pasa a tiempos largos se calcula una aproximación a la
presión pDw a tiempos largos en dos casos límite: flujo solo en fracturas y sin presencia de vúgulos y flujo
solo en vúgulos y sin presencia fracturas.

Para el primer caso límite, (flujo solo en fracturas y sin presencia de vúgulos) se consideran los pará-
metros κ = 1, ωv = 0, λmv = λfv = 0 en el modelo (2.41-2.45). Usando estos valores, el modelo a uno
similar al de Chang and Yortsos (1990). Para este modelo se puede puede calcular una aproximación a
tiempos largos de la presión, dada por pDw ∼ t

νf

D (ver apéndice A ) donde:

νf =
θf −Df + 2

θf −Df + 4
(2.67)
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(b) Exponente de la ley de potencias variando el parámetro Df ∈
[1, 2] y Dv = {1.25, 1.5, 1, 75, 2}

Figura 2.4: Presión de pozo y log-derivada sin dimensiones usando los parámetros de la tabla 2.2.

Para el caso de flujo solo en vúgulos sin fracturas (κ = 0, ωf = 0, λmf = λfv = 0) también se puede
obtener una aproximación a tiempos largos pDw ∼ tνv

D , donde:

νv =
θv −Dv + 2

θv −Dv + 4
(2.68)

Usando estas expresiones se realiza el siguiente experimento. Se resuelve el modelo para obtener la
presión pDw variando el parámetro Df ∈ [1, 2] para diferentes valores de Dv = {1.25, 1.5, 1.75, 2} el resto
de parámetros quedan fijos en los valores de la tabla (2.2). El tiempo máximo de para calcular la presión
se aumenta a tD = 1010. A partir de tD = 108 se ajusta una recta en escala logarítmica en la log-derivada,
es decir se encuentra la recta log p′Dw = a + νlog tD que mejor ajusta a los datos en tiempos largos. La
figura (2.4a) muestra un ejemplo de los ajustes cuando Dv = 1.25 y Df toma valores diferentes, los puntos
son los datos que se usan para ajustar la línea. La pendiente de esta recta (ν) es el exponente de la ley
de potencias p′Dw ∼ tνD. La gráfica (2.4b) muestra los valores obtenidos de la pendiente ν (línea roja),
también el valor de νf (línea azul) y νv (línea verde) para cada valor de (Df , Dv). Se puede observar en
ésta gráfica que ν siempre está entre νf y νv, es decir:

mı́n{νf , νv} ≤ ν ≤ máx{νf , νv} (2.69)

además también se observa que ν tiende a estar más mucho más cerca de mı́n{νf , νv}. El caso dónde se
nota mejor este efecto es cuando Dv = 2 lo que implica que νv = 0 como se puede observar en la figura
(2.2a) y en (2.4b).

Otra forma de observar claramente ley de potencias es cuando la contribución del medio fractal al
flujo es mucho mayor con respecto al otro medio, esto se puede verificar cuando el parámetro κ tiene un
valor cercano a cero (flujo principalmente en vúgulos) o un valor cercano a uno (flujo principalmente en
fracturas). En la figura (2.5a) se muestra el caso de asignar κ = 0.999, es decir flujo casi exclusivamente
en las fracturas y variar la dimensión fractal Df . Claramente se observa la ley de potencias a tiempos
largos. Ejemplos similares se muestran en las figuras (2.5b,2.5d).

La figura (2.6) muestra el valor de la pendiente a tiempos largos de la log-derivada en función de κ. En
los casos mostrados en esta gráfica siempre el valor de ν pasa de νv (cuando κ = 0) a νf (cuando κ = 1).
Donde νf y νv son la pendientes dadas por las ecuaciones (2.67 y 2.67). Cuando νv = 0 la transición
νv → νf se da en un intervalo de κ muy pequeño al rededor de κ = 1.
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(a) Variando el parámetro Df con κ = 0.999
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(b) Variando el parámetro θf con κ = 0.999
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(c) Variando el parámetro Dv con κ = 0.001

10−1

100

101

102

103

10−2 100 102 104 106 108

p
D

w
,p

′ D
w

tD

0.0
0.25
0.5

0.75
1.0

(d) Variando el parámetro θv con κ = 0.001

Figura 2.5: Presión de pozo y log-derivada sin dimensiones usando los parámetros de la tabla 2.2.
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Figura 2.6: Pendiente de la log-derivada a tiempos largos en relación a κ



Capítulo 3

Caracterización de yacimientos usando
pruebas de presión

El problema de caracterización de yacimientos consiste en encontrar los parámetros en las ecuacio-
nes (2.41-2.45), de forma que la presión resultado de resolver el modelo ajusta una serie de datos de
pozo medidos en campo. En una notación más precisa, si se denota con pk a una serie de medidas de
presión de pozo en los tiempos tk (para k = 1, . . . , Nt), el problema de caracterización o problema in-
verso, consiste en encontrar los parámetros del modelo x = (ωf , ωv, λmf , λmv, λfv, κ, sf , sv, CD, Df , Dv

, θf , θv, αmf , αmv, αfv, ap, at) de tal manera que la solución pwf (x, tk) ajusta lo mejor posible los datos
en el sentido de mínimos cuadrados (Gómez et al. (2014); Camacho Velazquez et al. (2014)). La función
objetivo clásica de mínimos cuadrados que compara los datos {tk, pk}k=1...Nt

con la solución pwf (x, tk)
es:

f(x) =
1

2

Nt∑
k=1

(pwf (x, tk)− pk)
2

De esta forma el problema de caracterización se transforma en un problema de optimización, donde se
busca encontrar el vector x que minimiza la función f(x). En este trabajo, se modifica la función objetivo
para que compare el error relativo y además se usa también la log-derivada:

f(x) =
α

2

Nt∑
k=1

(
pwf (x, tk)− pk

pk

)2

+
1− α

2

Nt∑
k=1

(
p′wf (x, tk)− p′k

p′k

)2

(3.1)

donde el coeficiente 0 ≤ α ≤ 1 es un parámetro que sirve para darle más peso a los datos de presión o a
los datos de la log-derivada.

Para completar el planteamiento del problema de caracterización es necesario introducir restricciones
en los parámetros. Algunas de estas restricciones surgen de la definición de los parámetros, por ejemplo
0 ≤ ωv, ωf , κ ≤ 1, otras restricciones tienen que ver con la física que representan éstos parámetros. La
tabla 3.1 muestra las cotas usadas.

Tomando en cuenta las restricciones la descripción formal del problema inverso es:

mı́n
ωf + ωv ≤ 1
l ≤ x ≤ u

f(x) (3.2)

donde l ≤ x ≤ u es una notación simplificada que indica que el parámetro i−ésimo xi está acotado
por un valor mínimo li y un valor máximo ui, para i = 1 . . . n. Este problema se resuelve usando una
combinación de métodos de optimización local tipo Newton y una estrategia de optimización global de
tipo multi-inicio.

27
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valor mínimo Parámetro valor máximo
0 ωf 1
0 ωv 1
0 ωf + ωv 1

1e-7 λmf 1e-2
1e-7 λmv 1e-2
1e-7 λvf 1e-2
0 κ 1
0 sf 50
0 sv 50
0 CD 1e+4

(a) Cotas de los parámetros no fractales

valor mínimo Parámetro valor máximo
0 Df 2
0 Dv 2
0 θf 1
0 θv 1
0 αmf 1
0 αmv 1
0 αfv 1
(b) Cotas de los parámetros fractales

Tabla 3.1: Cotas de los parámetros del modelo

A continuación se describen brevemente los métodos de optimización local y global que se usan para
resolver (3.2) y se muestran ejemplos sintéticos que sirven para validar y para ajustar los algoritmos.

3.1. Minimización local

El problema de minimización (3.2) se puede denotar en términos de un problema de optimización con
restricciones lineales:

mı́n
Ax ≥ b

f(x) : x ∈ R
m (3.3)

donde A es una matriz con l renglones y m columnas y b es un vector con l componentes. Cada renglón
en el sistema Ax ≥ b representa una restricción de los parámetros.

En general los algoritmos que resuelven el problema (3.3) son iterativos (Nocedal and Wright (2006)),
de forma que comienzan con una aproximación inicial x0 y generan una secuencia de estimaciones xn que
se acercan a la solución.

Una clase de algoritmos de optimización local tipo Newton puede representarse mediante el algoritmo
(3.1). Donde g(x) es el gradiente de f respecto a los parámetros (gi = ∂f/∂xi) y B(x) es la matriz Hessiana
o una aproximación (Bij = ∂2f/∂xi∂xj).

Algoritmo 3.1 Método de minimización local sin restricciones
1: Dado un punto inicial x0

2: for n = 0, . . . do
3: Calcular f(xn), gn = g(xn), Bn = B(xn)
4: Calcular el paso sn
5: Actualizar xn+1 = xn + sn
6: end for

Dependiendo como se calcula sn se obtienen diferentes tipos de métodos, algunos de los más comunes
son:

1. Búsqueda Lineal: sn = −αnB
−1
n gn, donde αn = argmı́nα f(xn + αB−1

n gn)

2. Región de confianza: sn = argmı́n‖s‖<δ mk(s) = sTgn + 1
2s

TBn donde δ es el radio de la región de
confianza y el super-índice T indica transpuesta.

3. Levenverg-Marquardt: sn = − (Bn + λnI)
−1

gn, donde λn es un parámetro de regularización.
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Si la matriz Bn es una aproximación a la matriz Hessiana, entonces diferentes algoritmos se pueden
obtener dependiendo cómo se calcula esta matriz, por ejemplo:

1. Máximo descenso: Bn = I.

2. Cuasi-Newton: En este tipo de algoritmos la matriz Bn es una aproximación a la Hessiana, por
ejemplo en el método BFGS (Fletcher (2000)) se calcula Bn de forma iterativa usando valores
anteriores del gradiente gn y de xn. Si se define sn = xn+1 − xn y yn = gn+1 − gn entonces:

BBFGS
n+1 = Bn − Bnsns

T
nBn

sTnBnsn
+

yny
T
n

yT
n sn

(3.4)

3. Gauss-Newton: Si la función objetivo puede representarse como la suma de residuales rk

f(x) =
1

2

N∑
k=1

(rk(x))
2

entonces una aproximación de la Hessiana puede ser

Bn = JT
n Jn (3.5)

donde Jn = J(xn) es el Jacobiano del residual:

Jki(x) =
∂rk(x)

∂xi

4. La aproximación a la Hessiana (3.5) es más precisa cuando los residuales rk están cercanos a cero o
cuando la dependencia respecto a x (rk = rk(x)) es lineal. Sin embargo, para problemas donde los
residuales son grandes o el problema es muy no lineal, se puede mejorar la aproximación usando la
corrección propuesta por Dennis et al. (1977), de modo que la aproximación a la Hesisana es

Bn = JT
n Jn +Qn

donde la matriz Qn se calcula iterativamente usando la ecuación:

Qn+1 = τnQn +
(un − τnQnsn)y

T
n + yn (un − τnQnsn)

T

sTnyn
− sTn (un − τnQnsn)

unu
T
n

(sTnyn)
2 (3.6)

y un = gn+1 − Jnrn+1.

Usando diferentes combinaciones entre la aproximación de la segunda derivada Bn y el cálculo del paso
sn, se pueden generar diferentes tipos de algoritmos: por ejemplo la actualización BBFGS suele usarse
con el paso sn de Búsqueda Lineal (Nocedal and Wright (2006)), otra combinación usa la aproximación
de Jacobiano Bn = JT

n Jn con el paso de Levenverg-Marquardt.
El algoritmo descrito en (3.1) no toma en cuenta de forma explícita las restricciones del problema. Si

xn cumple las restricciones (Axn ≥ b) y queremos asegurar que xn+1 = xn + sn también las cumpla
entonces el paso sn debe satisfacer:

Asn ≥ b−Axn

De esta forma las restricciones del problema (3.3) se transfirieron al cálculo del paso sn.
Para agregar las restricciones en el método de Búsqueda Lineal primero se calcula la dirección pk como

solución del sub-problema:
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mı́n
Ap≥b−Axn

pTgn +
1

2
pTBnp (3.7)

y después se calcula 0 < αn ≤ 1 de forma que xn+1 = xn+αnpn minimiza (aproximadamente) la función
g(α) = f(xn + αpn).

En el caso de Región de confianza, sn se obtiene al agregar las restricciones al sub-problema:

mı́n
As ≥ b−Axn

‖s‖∞ < δ

sT gn +
1

2
sTBns (3.8)

donde la norma infinito ‖s‖∞ < δ es conveniente, porque de esta forma todas las restricciones se vuelven
lineales.

Y en el caso de Levenverg-Marquardt el paso sn se obtiene al resolver el sub-problema:

mı́n
As≥b−Axn

sTgn +
1

2
sT (Bn + λnI) s (3.9)

Entonces, considerando las reestricciones, el algoritmo (3.1) se puede escribir de la siguiente forma:

Algoritmo 3.2 Método de minimización local con restricciones
1: Dado un punto inicial x0 que satisface las restricciones Ax0 ≥ b
2: for n = 0, . . . do
3: Calcula f(xn), gn = g(xn), Bn = B(xn)
4: Calcula el paso sn sujeto a las restricciones Asn ≥ b−Axn

5: Actualiza xn+1 = xn + sn
6: end for

En todos los métodos descritos en esta sección el calculo del paso sn (ecuaciones 3.7, 3.8, 3.9) requie-
re resolver un sub-problema de programación cuadrática, que de forma genérica puede escribirse de la
siguiente manera:

mı́n
Ax≥b

xT c+
1

2
xTGx

donde c ∈ R
m y se asume que G ∈ R

m×m es una matriz simétrica. El apéndice B muestra un algoritmo
para resolver este problema usando el método de puntos interiores.

3.2. Minimización global

El método de minimización (3.2) es un método de optimización local, lo cual implica que dependiendo
el punto inicial converge a un mínimo local que no necesariamente sería un mínimo global.

Para aumentar la probabilidad de encontrar un mínimo global usando un optimizador local se usa
un método tipo multi-inicio. La idea básica de un método multi-inicio es iniciar la optimización desde
diferentes puntos iniciales y escoger como solución el punto que obtenga la función objetivo menor. Este
tipo de método puede ayudar a encontrar un mínimo global si se realizan suficientes minimizaciones, sin
embargo tiene la desventaja de que muchos casos podrían converger a un mismo mínimo local, lo que
podría convertir esta estrategia en un método lento para lograr convergencia a un mínimo global.

El método del Tunel (Levy and Montalvo (1985); Levy and Gómez (1985)) es un algoritmo de optimi-
zación global que evita convergencia al mismo mínimo más de una vez usando una función túnel. Si x∗

es un mínimo local, entonces la función túnel T (x) clásica es:

T (x) =
f(x)− f(x∗)
‖x− x∗‖α



31 Capítulo 3. Caracterización de yacimientos usando pruebas de presión

donde el valor de α se elige de forma apropiada para que ésta función cumpla T (x) → ∞ cuando x → x∗.
Una vez que se ha encontrado un mínimo local x∗, el método del túnel minimiza la función T (x) hasta
encontrar un punto x̂ que cumple T (x̂) < 0, esta parte del algoritmo es llamada fase de tunelización. Y
una nueva fase de minimización en la función f(x) comienza desde el punto x̂. Esta estrategia se alterna
sucesivamente encontrando una serie de mínimos locales x∗

l y actualizando la función túnel en cada fase.
Gómez and Barrón (1991) proponen una función Túnel alternativa llamada función túnel exponencial.

El método multi-inicio propuesto en este trabajo retoma la misma idea de una función túnel para
evitar convergencia al mismo mínimo. Sin embargo, utiliza una función ligeramente modificada, si se ha
localizado un sólo mínimo local x∗ entonces la función es:

T (x) = (f(x)− f∗)
(

1

‖x− x∗‖α + 1

)
Si se han encontrado más mínimo locales la función T se actualiza de la siguiente forma:

T (x) = (f(x)− f∗)
∏
l

(
1

‖x− x∗
l ‖αl

+ 1

)
(3.10)

donde f∗ = mı́n{f(x∗
1), f(x

∗
2), . . .}.

La idea del método multi-inicio que se propone en este trabajo es explorar el espacio de búsqueda a
partir de un conjunto de puntos prueba {x̄m}m=1...Np y luego elegir uno de estos puntos de prueba para
definir un punto inicial x̂ a partir del cual comenzar una minimización local completa. Este proceso de
exploración - minimización se repite iterativamente (Hickernell and Yuan (1997)).

La exploración del espacio consiste en llevar acabo minimizaciones de pocas iteraciones de la función
T (x). Cada una de estas minimizaciones comienza en un punto x̄m y termina en el punto x̂m. Estas
minimizaciones también pueden terminar si T (x̄m) < 0.

Una vez que se realizaron estas minimizaciones "cortas", se elige el punto x̂ ∈ {x̂m}m=1...Np con la
función objetivo más baja, es decir f(x̂) ≤ f(x̂m), m = 1 . . . Np. Si se satisface: f(x̂) − f∗ < tol ∗ |f∗|,
entonces se realiza una minimización completa de la función f(x) desde x̂.

El conjunto de puntos de exploración se puede ir modificando entre iteraciones, la modificación del
conjunto consisten en conservar los Nq puntos con la función f menor y los demás se reemplazan con
puntos casi-aleatorios.

Para mejorar la exploración aleatoria del espacio se usan puntos casi-aleatorios obtenidos de una
secuencia de Sobol (Sobol’ (1967)). El algoritmo (3.3) muestra los detalles del método.
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Algoritmo 3.3 Método de minimización global
1: Dado un punto inicial x0. Un método de minimización local A, un método de minimización local B, el

número de puntos de exploración Np, el numero de puntos a conservar entre iteraciones Nq, el número
de iteraciones del método NA.

2: L = 0
3: Genera Np puntos casi-aleatorios {x̄m}m=1...Np donde x̄1 = x0.
4: Selecciona f∗ como la función objetivo menor de los puntos x̄m. Y define la función inicial T (x) =

f(x)− f∗

5: while do
6: for m = 1, . . . , Np do
7: Ejecuta el minimizador A usando la función objetivo T (x), desde el punto inicial x̄m un numero

máximo de iteraciones NA. El resultado de la minimización es el punto x̂m.
8: end for
9: Selecciona el punto x̂ ∈ {x̂m}m=1...Np

tal que f(x̂) ≤ f(x̂m), m = 1 . . . Np.
10: if f(x̂)− f∗ < tol ∗ |f∗| then
11: L = L+ 1
12: Ejecuta una minimización completa desde x̂ con el minimizador B sobre la función f(x), el

resultado es el punto x∗
L.

13: Actualiza f∗ = mı́n{f∗, f(x∗
L)}

14: Actualiza la función

T (x) = (f(x)− f∗)
L∏

l=1

(
1

‖x− x∗
l ‖αl

+ 1

)

15: end if
16: Del conjunto {x̄m}m=1...Np

conserva los Nq puntos con función objetivo menor.
17: Genera Np − Nq puntos casi-aleatorios y forma nuevamente el conjunto {x̄m}m=1...Np

usando los
puntos que se conservaron y los nuevos generados.

18: end while

3.3. Derivadas

Para poder usar los métodos de optimización local propuestos en este trabajo es necesario calcular las
derivadas de la función objetivo (3.1) respecto a los parámetros del modelo. En caso de requerir la matriz
Hessiana también será necesario calcular las segundas derivadas.

Si se denotan los vectores residuales r = (r1, r2 . . . , rNt)
T y s = (s1, s2 . . . , sNt)

T donde:

rk =
pwf (x, tk)− pk

pk

sk =
p′wf (x, tk)− p′k

p′k
entonces la función objetivo (3.1) puede escribirse de forma simplificada como:

f(x) =
α

2
rTr +

1− α

2
sTs

derivando respecto al parámetro xi

∂f

∂xi
(x) = α

∂rT

∂xi
r + (1− α)

∂sT

∂xi
s



33 Capítulo 3. Caracterización de yacimientos usando pruebas de presión

donde [
∂rT

∂xi

]
k

=
∂rk
∂xi

=
1

pk

∂pwf (x, tk)

∂xi
(3.11)

[
∂qT

∂xi

]
k

=
∂qk
∂xi

=
1

p′k

∂p′wf (x, tk)

∂xi
(3.12)

Estas expresiones representan entradas de las matrices Jacobianas:

Jk,i =
∂rk
∂xi

J ′
k,i =

∂qk
∂xi

En notación matricial el gradiente del f en respecto a los parámetros del modelo es:

g(x) = αJTr + (1− α)J ′Ts

En caso de necesitar la segunda derivada se debe calcular:

∂2f

∂xj∂xi
(x) = α

∂2rT

∂xj∂xi
r + α

∂rT

∂xi

∂r

∂xj
+ (1− α)

∂2sT

∂xj∂xi
s+ (1− α)

∂sT

∂xi

∂s

∂xj

donde: [
∂2rT

∂xj∂xi

]
k

=

[
∂2rk

∂xj∂xi

]
k

=
1

pk

∂2pwf (x, tk)

∂xj∂xi
(3.13)

[
∂2sT

∂xj∂xi

]
k

=

[
∂2sk

∂xj∂xi

]
k

=
1

p′k

∂2p′wf (x, tk)

∂xj∂xi
(3.14)

Entonces, el cálculo del gradiente y de la Hessiana de la función objetivo requieren el cálculo de
las derivadas de la presión y la log-derivada respecto a los parámetros x. Sin embargo, este cálculo es
complicado debido a que para calcular pwf (x, t) en un tiempo específico se debe resolver el sistema lineal
(2.64) Ns veces y luego usar el algoritmo de Stehfest (2.66).

Existen diferentes formas para calcular o aproximar las derivadas. Una opción es aproximarlas usando
diferencias finitas, sin embargo el calculo de pwf es muy sensible a errores numéricos debido al uso
del algoritmo de Stehfest (Stehfest (1970)) y usar diferencias finitas puede amplificar estos errores. Un
ejemplo de este problema se puede ver en en la figura (3.1b), donde se calcula la derivada de pwf respecto
al parámetro λmf usando diferencias finitas y se muestra que la derivada contiene ruido. Otro tipo de
métodos para calcular derivadas cuando la función a derivar es la solución de una ecuación diferencial es
el método de la ecuación adjunta (Carrera and Neuman (1984)).

El método de diferenciación automática es otra forma de calcular derivadas de funciones que están
implementadas en algún lenguaje de programación. Entre los métodos de diferenciación automática esta
el de números duales (Aubert et al. (2001)), el cual se usa en este trabajo.

A continuación se describe el método de números duales para calcular derivadas de una función que
se evalúa mediante un código escrito en algún lenguaje de programación. Esta técnica entra en la clase
de diferenciación automática.
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3.3.1. Números duales para calcular derivadas
El método de números duales para calcular derivadas entra dentro del área de diferenciación automática

(Griewank and Walther (2008)). La idea básica es definir un tipo especial de número, llamado número
dual y sus reglas aritméticas para realizar cálculos (de forma similar a los números complejos). Cuando se
evalúa una función usando este tipo de números el resultado es un número dual que contiene el resultado
de haber evaluado la función y también la derivada. Esta técnica permite evaluar derivadas con la misma
precisión de calcular la derivada analítica. Es decir el error numérico en el calculo de la derivada es del
orden del epsilon de la computadora.

Se define un número dual z de la forma:

z = r + dε

donde r, d ∈ R y ε es un símbolo que se usa para representar la componente dual de z. Este símbolo se
define de forma que εiεj = εi+j y εi+j = 0 para i + j > 1. Dados dos números duales z1 = r1 + d1ε y
z2 = r2 + d2ε se define la suma, resta, multiplicación y división:

z1 + z2 = r1 + r2 + (d1 + d2)ε

z1 − z2 = r1 − r2 + (d1 − d2)ε

z1 ∗ z2 = r1r2 + (r1d2 + r2d1)ε

z1
z2

=
r1
r2

+
r2d1 − r1d2

r22
ε

Dada una función f : R → R, la serie de Taylor alrededor de r es:

f(r + dε) = f(r) + f ′(r)dε (3.15)

los demás términos de la expansión son cero debido a la propiedad εn = 0 para n > 1. Entonces, según
(3.15) el resultado de evaluar una función en un número dual es otro número dual donde la derivada está
contenida en la componente dual.

Por ejemplo, si f(x) = x3
/(1+x), al evaluar esta función en z = r+ε y aplicar las operaciones aritméticas

de número duales se tiene:

f(r + ε) =
(r + ε)3

1 + r + ε

=
r3 + 3r2ε

1 + r + ε

=
r3

1 + r
+

3r2(1 + r)− r3

(1 + r)2
ε

la componente dual del resultado es precisamente la derivada evaluada en r.
Cuando se evalúa una función dónde se conoce la derivada se puede usar directamente la ecuación

(3.15). Por ejemplo:

sin(r + dε) = sin(r) + cos(r)dε

Usar estas reglas en conjunto con un lenguaje de programación adecuado permiten calcular derivadas
de funciones complicadas de forma sencilla. El apéndice C detalla una forma de implementar el concepto
de números duales para calcular primeras y segundas derivadas para funciones de una y varias variables
usando el lenguaje de programación C++.

En este trabajo el cálculo de la presión pwf (x, t) en un tiempo t es resultado de la solución de Ns

sistemas lineales (2.64) debido a que se usa el algoritmo de Stehfest (2.66). Así que, evaluar pwf (x, t) es un
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proceso complicado, sin embargo solo se requieren operaciones aritméticas básicas. Por lo tanto, se puede
implementar de forma directa el uso de números duales para calcular la derivada de la presión respecto a
los parámetros.

La figura (3.1) muestra la derivada de la presión y la log-derivada, en este caso sin dimensiones,
respecto a los parámetros ωf y λmf . Para comparar, también se calcula la derivada usando el método de
diferencias finitas.

En la figura (3.1a) en la parte final de la derivada es posible observar, cierto nivel de ruido en el método
de diferencias finitas. La figura (3.1b) muestra de forma más clara el ruido que introduce el método de
diferencias finitas en la derivada de la log-derivada.

−3000

−2000

−1000

0

1000

2000

3000

100 102 104 106 108

dpDw
dωf

dp′Dw
dωf

tD

Diferencias finitas

(a) Derivada de pDw y p′Dw respecto al parámetro ωf

−2.5× 107

−1× 107

5× 106

100 102 104 106 108

dpDw
dλmf

dp′Dw
dλmf

tD

Diferencias finitas

(b) Derivada de pDw y p′Dw respecto al parámetro λmf

Figura 3.1: Ejemplos de derivadas de pDw y p′Dw.

3.4. Ejemplos sintéticos

Para probar y afinar los métodos de optimización descritos anteriormente se realizan experimentos
sintéticos. Cada experimento sintético consiste en seleccionar valores para los parámetros del modelo
(2.41-2.45) y calcular la presión (y log-derivada) a diferentes tiempos. Usando estos datos, se resuelve el
problema inverso (3.2) para recuperar nuevamente los parámetros que generaron la curva de presión y
log-derivada.

Los parámetros con los que se generan los datos de presión los llamaremos exactos y los obtenidos del
problema inverso los llamaremos parámetros de ajuste. De forma similar se denota la presión exacta y de
ajuste.

Identificar los 18 parámetros del modelo (2.41-2.45) es un problema complicado de resolver. Por lo
tanto se usan algunas simplificaciones: la primer simplificación consiste en usar datos de presión del
modelo sin dimensiones, lo que implica que at = ap = 1, también se consideran fijos los parámetros
αmf = αmv = αfv = 1, otra simplificación consiste en diseñar experimentos sintéticos de forma que la
dificultad del problema aumenta gradualmente.

De esta forma los experimentos sintéticos se dividen en tres partes, donde cada parte corresponde a
un modelo de flujo específico:

1. La primera parte consiste en un modelo de doble porosidad - una permeabilidad fractal que se denota
con (2φ− 1k)

2. La segunda parte consiste de un modelo de triple porosidad - una permeabilidad fractal que se
denota con (3φ− 1k)
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3. La última parte consiste de un modelo triple porosidad - doble permeabilidad fractal (3φ− 2k)

El proceso para crear los datos sintéticos es el siguiente:

1. De cada modelo se eligen valores de los parámetros de forma aleatoria pero restringiendo estos
valores a sus cotas. En el caso de los parámetros λmf , λmv y λfv lo que se elige es un número l
considerando log10(λmin) ≤ l ≤ log10(λmax) tal que λij = 10l.

2. Con los parámetros seleccionados se resuelve el modelo para calcular 50 datos de presión pk en los
tiempos tD,k = 10−2+(10/49)k para k = 0 . . . 49. Con estos datos de presión se calcula la log-derivada
usando la ecuación:

p′k =

[
∂p

∂ log tD

]
k

≈
ΔpL

ΔR
ΔR + ΔpR

ΔR
ΔL

ΔR +ΔL

donde ΔpL = pk − pk−1, ΔpR = pk+1 − pk, ΔR = log tD,k − log tD,k−1 y ΔR = log tD,k+1 − log tD,k.
Esta fórmula es una versión simplificada del método de Bourdet (Bourdet et al. (1989)) tomando
solamente los vecinos inmediatos de (tD,k, pk).

3. Con los datos de presión y log-derivada se resuelve el problema inverso (3.2) para obtener los
parámetros del ajuste.

4. Para probar los métodos en diferentes condiciones y para analizar si el valor exacto de los parámetros
puede afectar el proceso de ajuste se prueban diferentes juegos de puntos exactos, por lo tanto, este
proceso se repite 100 por cada modelo.

El proceso de optimización para resolver (3.2) es el siguiente:

1. Primero se ejecuta un minimizador local Levenverg-Marquardt desde un punto inicial x0.

2. Si el valor de la función objetivo al terminar es mayor a 1e − 10, entonces se ejecuta el método
multi-inicio (3.3).

3. El algoritmo multi-inicio se detiene si la función objetivo está por debajo de 1e− 10 o si se realizan
50,000 evaluaciones de la función objetivo.

En el caso de que se ejecute el método multi-inicio, se usan los siguientes parámetros:

Minimizador A = Búsqueda Lineal

NA = 10

Minimizador B = Región de Confianza

Np = 10

Nq = 3

Cuando se minimiza la función f(x) la aproximación a la Hessiana es la de (Dennis et al. (1977)) dada
por Bn = JT

n Jn +Qn, donde Qn está dada por (3.6).
Cuando se minimiza la función T (x) se usan la Hessiana Bn = BBFGS

n ya que la función T (x) no es
de tipo mínimos cuadrados.

El peso en la función objetivo (3.1) es α = 0.95.
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3.4.1. Doble porosidad - una permeabilidad (2φ− 1k)
En este modelo los parámetros de la tabla (3.2a) permanecen fijos y los experimentos sintéticos se

realizan con los parámetros de la tabla (3.2b). La selección de estos parámetros representa un modelo de
doble porosidad una permeabilidad sin dimensiones, en ausencia de efecto de daño y almacenamiento en
pozo.

La figura (3.2) muestra un resumen de los resultados de los 100 casos para este modelo. La gráfica (3.2
izquierda) muestra un histograma de frecuencias del valor mínimo de la función objetivo. Como se observa
en todos los casos la función mínima esta por debajo de la condición de paro 1e−10. Como medida global
se calcula la mediana de la función objetivo fmed = 10−10.3 = 5e− 11.

En la figura (3.2) se muestra un histograma de frecuencias de la norma del gradiente proyectado de
la función objetivo en la solución. Se presentan resultados del gradiente proyectado (Nocedal and Wright
(2006)) debido a que incorpora información sí el mínimo está en una cota de las restricciones. Como se
observa en la gráfica el valor de la norma del gradiente proyectado es pequeño (valores menores a 1e− 3)
en todos los casos, de esta forma se puede asegurar que los algoritmos de minimización convergen a un
mínimo local. La mediana del gradiente es ‖gproy‖med = 10−4.45 = 3.5e− 5.

Parámetro Parámetro
ωv = 0 Dv = 2
λmv = 0 θv = 1
λfv = 0 αmf = 1
κ = 1 αmv = 1
sf = 0 αfv = 1
sv = 0 at = 1
CD = 0 ap = 1

(a) Parámetros fijos para el modelo
2φ− 1k.

valor mínimo Parámetro valor máximo
0 ωm 1

1e-7 λmf 1e-2
0 Df 2
0 θf 1

(b) Parámetros variables del modelo 2φ−1k y sus cotas.

Tabla 3.2: Valores de los parámetros para representar un modelo 2φ− 1k
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Figura 3.2: Histogramas de frecuencia de la función objetivo y gradiente proyectado de los 100 experi-
mentos sintéticos para el modelo 2φ− 1k

Un análisis de histogramas de frecuencia también se realiza para cada parámetro. Se realizan histo-
gramas del logaritmo base 10 del error relativo. Es decir, para el parámetro x se crea un histograma de
frecuencias usando el error:

ex = log10

(∣∣∣∣xexacto − xajuste

xexacto

∣∣∣∣
)

(3.16)
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excepto λmf para el cual se usa el error:

ex = log10

(∣∣∣∣ log10(xexacto)− log10(xajuste)

log10(xexacto)

∣∣∣∣
)

(3.17)

Las gráficas de los histogramas de los 4 parámetros se muestran en la figura (3.3). Puede observarse
que en general todos los casos tienen error relativo muy pequeño, excepto un caso en el parámetro λmf .
La mediana de los errores relativos es: eωf ,med = 5.3e − 6, eλmf ,med = 4.5e − 7, eDf ,med = 3.2e − 6 y
eθf ,med = 1.2e− 5.

Para analizar de forma visual si los parámetros ajustados corresponden a los exactos se crea una
gráfica donde el eje x indica el valor exacto del parámetro y el eje y el parámetro recuperado con el ajuste.
Cuando los parámetros recuperados están muy cerca de los exactos se observan puntos muy cercanos a
una línea de pendiente 1. Si los parámetros obtenidos en el ajuste tienen diferencias sustanciales con los
parámetros exactos, aparecen puntos fuera de la diagonal. La figura (3.4) muestra estas gráficas para los
4 parámetros, se puede observar que en general todos los parámetros recuperados están bastante cerca
de los exactos. A excepción de un caso, en la figura para el parámetro λmf (3.4 arriba derecha) hay un
punto fuera de la diagonal para λmf,exacto ∼ 10−6.

Para mostrar dos ejemplos de los datos y el ajuste se crea la figura (3.5), donde se muestran 2 ejemplos.
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Figura 3.3: Histogramas de frecuencia del error relativo de los parámetros ajustados de los 100 experi-
mentos sintéticos para el modelo 2φ− 1k
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Figura 3.4: Comparación de los parámetros ajustados vs. los exactos de los 100 experimentos sintéticos
para el modelo 2φ− 1k. El color de cada punto representa el valor de función objetivo fobj .
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Figura 3.5: Ejemplos de 2 ajustes del modelo 2φ − 1k. Para este modelo los 100 casos ajustaron correc-
tamente la presión. Estas gráficas se eligieron de forma aleatoria de los 100 casos. Las funciones objetivo
son fobj = 5.05e− 11(izquierda) y 8.88e− 11(derecha).
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3.4.2. Triple porosidad - una permeabilidad (3φ− 1k)
En este modelo de flujo se asume que puede haber almacenamiento en los tres medios porosos pero el

fluido se mueve principalmente a través de las fracturas. La tabla (3.3a) muestra los parámetros que se
mantienen fijos. La tabla (3.3b) muestra los parámetros que pueden variar y sus cotas.

Parámetro Parámetro
κ = 1 αmf = 1
sf = 0 αmv = 1
sv = 0 αfv = 1
CD = 0 at = 1
Dv = 2 ap = 1
θv = 1

(a) Parámetros fijos del modelo
3φ− 1k.

valor mínimo Parámetro valor máximo
0 ωm 1
0 ωv 1

1e-7 λmf 1e-2
1e-7 λmv 1e-2
1e-7 λvf 1e-2
0 Df 2
0 θf 1

(b) Parámetros variables del modelo 3φ− 1k y sus cotas.

Tabla 3.3: Valores de los parámetros para representar un modelo 3φ− 1k

De forma similar a los resultados de la sección anterior, se registra el valor de la función objetivo de
cada uno de los 100 casos y también el gradiente proyectado. Con estos datos se crean los histogramas
de la figura (3.6) la mediana para la función objetivo es fmed = 8.7e− 11 y en todos los casos la función
objetivo está por debajo de 1e − 8. El histograma de la norma del gradiente proyectado muestra que
prácticamente todos los casos llegaron aun mínimo ya que todos los casos están por debajo de 1e− 4, con
una mediana de ‖gproy‖med = 1.2e− 5.

Para analizar con más detalle los resultados de cada parámetro, se grafican histogramas del error
relativo de cada uno de los parámetros (el error relativo se calcula usando las ecuaciones (3.16 y 3.17).
Sin embargo, para crear los histogramas se usa el logaritmo del error relativo, ya que los resultados se
esparcen en varios ordenes de magnitud. De los histogramas en las figuras (3.7 y 3.8) se puede observar
que los parámetros λij son los parámetros que muestran mayor error. Incluso hay casos donde el error
relativo se acerca a 1. La mediana del error por cada parámetro es: eωf ,med = 4e− 6, eωv,med = 2.1e− 3,
eλmf ,med = 8.6e− 4, eλmv,med = 1.8e− 3, eλfv,med = 6e− 4, eDf ,med = 8e− 6, eθf ,med = 2.7e− 6.
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Figura 3.6: Histogramas de frecuencia de la función objetivo y gradiente proyectado de los 100 experi-
mentos sintéticos para el modelo 3φ− 1k
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Figura 3.7: Histogramas de frecuencia del error relativo de los parámetros ajustados de los 100 experi-
mentos sintéticos para el modelo 3φ− 1k
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La gráficas en las figuras (3.9, 3.10 y 3.11) representan una forma visual para observar el comporta-
miento de los parámetros ajustados contra los parámetros exactos. Estas gráficas confirman los resultados
de los histogramas, en general se obtuvieron buenos ajustes en la mayoría de los casos.

La información que se obtiene de estas gráficas y no se puede ver en los histogramas es que puede ser
mas complicado estimar con buena precisión los parámetros λi,j cuando el valor exacto es pequeño.

Las gráficas (3.11) muestran que hay casos donde la función objetivo es pequeña (color morado) pero
la precisión en λ′s puede ser grande (los puntos que se alejan de la diagonal). La presión y el ajuste para
uno de estos casos se muestra en la figura (3.12a).

La función objetivo es f = 9.2e − 10, la norma del gradiente es ‖g‖ = 3e − 6, lo que podría indicar
que se recuperaron los parámetros de forma precisa. Sin embargo, para el parámetro λmv se tiene un
error relativo eλmv

= 0.33, el cual es grande si se compara con la mediana de los errores. En este caso
el parámetro exacto es λmv = 1.6e − 5 y el obtenido con el ajuste es λmv = 4.0e − 7. Al parecer, en
este ejemplo, la presión es poco sensible al parámetro λmv lo que hace difícil identificarlo con buena
precisión, esto se puede observar en la figura (3.12b) donde se muestra la presión y log-derivada variando
λmv = 10−7, 10−5, 10−3, el ajuste con estos tres se ve prácticamente igual.

La figura (3.12) muestra algunos ejemplos de las curvas de presión y log-derivada con su respectivo
ajuste.
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Figura 3.8: Histograma de frecuencias deλfv
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Figura 3.10: Comparación de los parámetros ajustados vs. los exactos de los 100 experimentos sintéticos
para el modelo 3φ− 1k. El color de cada punto representa el valor de función objetivo fobj .
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Figura 3.11: Comparación de los parámetros ajustados vs. los exactos de los 100 experimentos sintéticos
para el modelo 2φ− 1k. El color de cada punto representa el valor de función objetivo fobj .
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3.4.3. Triple porosidad - doble permeabilidad (3φ− 2k)
En este modelo de flujo puede haber almacenamiento en los tres medios y el flujo puede ser en fracturas

y vúgulos. La tabla (3.4a) muestra los parámetros que se consideran fijos, los parámetros que pueden variar
están en la tabla (3.4b).

En la figura (3.13) se muestra el histograma de los resultados de la función objetivo y norma del
gradiente finales. La función objetivo final tiene una mediana de fmed = 5.1e − 10 y el gradiente
‖gproy‖med = 3.18e− 5. Un total de 88 casos tienen una función objetivo menor a 1e− 7. Pero el total de
los casos tiene una norma del gradiente menor a 1e− 2 lo que indica que aunque todos los casos llegaron
a un mínimo local, no todos llegaron a uno global.

Las figuras (3.14 y 3.15) muestran los histogramas del error relativo de cada parámetro. Comparado
con los resultados de los modelos 2φ− 1k y 3φ− 1k, en este modelo hay más casos donde no se pudieron
recuperar los parámetros de forma precisa. Como se observa en la figura (3.15) todos los errores de los
parámetros tiene una media pequeña. Si se considera suficiente un dígito de precisión en la recuperación
de un parámetro, es decir un error relativo de 1e− 1, entonces los parámetros λ′s son los que tiene menos
porcentaje de precisión con 87 casos y el parámetro Df es el que tiene mejor porcentaje de precisión con
99 casos.

Las figuras (3.16 y 3.17) muestran las gráficas donde se compara el valor exacto de cada parámetro
contra el valor recuperado. Se vuelve a repetir, como en la sección anterior, que los λ′s son los parámetros
donde hay más dispersión de puntos. Y también se observa que es más difícil ajustar (con buena precisión)
valores pequeños de los λ′s. En estas gráficas también se puede ver que hay casos donde la precisión en
algún parámetro λ no es suficientemente buena, sin embargo la función objetivo si es pequeña (del orden
de 1e−8 o menor, puntos color azul o morado), esto puede indicar un buen ajuste de los datos aún cuando
no se pudo recuperar el valor exacto del parámetro. Estos experimentos sintéticos no tienen ruido en los
datos, por lo que se esperaba recuperar todos los parámetros en todos los casos. Los resultados mostrados
hasta ahora indican que podría haber condiciones donde no es posible recuperar con suficiente precisión
los parámetros λ, esta hipótesis es reforzada con los resultados de la sección anterior, donde se encontró
un caso en el que la presión no es lo suficientemente sensible al parámetro λmv.

En la figura (3.18) se muestran un par de ejemplos de los datos y el ajuste obtenido.

Parámetro Parámetro
sf = 0 αfv = 1
sv = 0 at = 1
αmf = 1 ap = 1
αmv = 1 CD = 1

(a) Parámetros fijos del modelo
3φ− 2k.

valor mínimo Parámetro valor máximo
0 ωm 1
0 ωv 1

1e-7 λmf 1e-2
1e-7 λmv 1e-2
1e-7 λvf 1e-2
0 κ 1
0 Df 2
0 θf 1
0 Dv 2
0 θv 1

(b) Parámetros variables del modelo 3φ− 2k y sus cotas.

Tabla 3.4: Valores de los parámetros para representar un modelo 3φ− 2k
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Figura 3.13: Histogramas de frecuencia de la función objetivo y gradiente proyectado de los 100 experi-
mentos sintéticos para el modelo 3φ− 2k
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Figura 3.16: Comparación de los parámetros ajustados vs. los exactos de los 100 experimentos sintéticos
para el modelo 3φ− 2k. El color de cada punto representa el valor de función objetivo fobj
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Figura 3.17: Comparación de los parámetros ajustados vs. los exactos de los 100 experimentos sintéticos
para el modelo 3φ− 2k. El color de cada punto representa el valor de función objetivo fobj
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Capítulo 4

Ruido en los datos

Los datos de presión provenientes de instrumentos de medición en campo siempre contienen cierto
nivel de ruido. Y en algunas ocasiones pueden contener diferentes tipos de ruido (González-Tamez et al.
(1999)), como por ejemplo ruido blanco y ruido de truncamiento.

En el problema de identificación de parámetros que se quiere resolver en este trabajo, el ruido en los
datos afecta principalmente el cálculo de la log-derivada (dp/d log t), ya que como es conocido, el cálculo
numérico de derivadas es un problema mal planeteado, en el sentido de que pequeñas perturbaciones en
los datos de entrada pueden llevar a grandes cambios en los resultados. Este problema puede observarse
claramente en el siguiente ejemplo: supongamos que se tiene una medida de presión p1 en t1 = 1hr y una
segunda medida medida p2 segundo después, es decir en t2 = 1.00028hr, entonces la aproximación de la
log-derivada usando diferencias finitas es:

dp

d log t
≈ p2 − p1

log t2 − log t1

Si cada medida de presión contiene cierto nivel de ruido ε, de forma que p1,2 = p̂1,2 + ε1,2 donde p̂ es
la presión sin ruido, entonces la aproximación a la derivada es:

dp

d log t
≈ p̂2 − p̂1

log t2 − log t1
+

ε2 − ε1
log t2 − log t1

= p̂′ + 8.3× 103(ε2 − ε1)

donde el primer termino del lado derecho p̂′ es la aproximación a la log-derivada sin ruido y el segundo
término representa el ruido en la log-derivada, es decir, el ruido en la derivada se amplifica por un factor
de aproximadamente 104.

Debido a la necesidad de usar la log-derivada en la función objetivo (3.1) y la sensibilidad que presenta
al ruido se desarrollo un método para derivar de forma estable los datos de presión. Este método fue
publicado en el artículo Ramos et al. (2017).

El tema de la diferenciación numérica de datos con ruido ha sido estudiado extensivamente, por ejemplo
Knowles and Renka (2014) muestran una revisión de diferentes clases de métodos para calcular derivadas
numéricas. Este problema del ruido, es particularmente severo en datos de pruebas de pozo, donde la
presión tiende a estabilizarse a tiempos largos y la resolución de los instrumentos de medición puede
introducir ruido considerable.

Uno de los métodos más usados para el cálculo numérico de la log-derivada en datos de presión de
pozo es el método de Bourdet et al. (1989), donde: dado el parámetro L, la log-derivada en el dato i-ésimo
se calcula con la fórmula:

[
∂p

∂x

]
i

≈
ΔpL

ΔxL
ΔxR + ΔpR

ΔxR
ΔxL

ΔxR +ΔxL

49
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donde x = log t, ΔpL = pi − pi−l, ΔpR = pi+r − pi,ΔxL = xi − xi−l, ΔxR = xi+r − xi y los índices l, r
se eligen de manera que ΔxL y ΔxR son las distancias mayores pero más cercanas L. Para controlar el
grado de suavidad en el resultado se puede variar el valor de L, un valor pequeño mejora la precisión de la
derivada, pero es más sensible al ruido, un valor grande reduce el ruido en la derivada pero se ve afectada
la precisión. Por lo tanto elegir un valor adecuado de L podría ser importante.

Otra forma de calcular derivadas de datos con ruido es usar métodos variacionales con un término
de suavizamiento que penalice soluciones con grandes oscilaciones. Este tipo de métodos se ha usado
satisfactoriamente en diferentes campos de la ciencia [Cullum (1971); Chartrand (2011); Knowles and
Wallace (1995); Knowles and Renka (2014)Cullum (1971); Chartrand (2011); Knowles and Wallace (1995);
Knowles and Renka (2014)]

En particular Chartrand (2011) propone un método iterativo para calcular la derivada de una serie de
datos usando variación total regularizada (Total Variation Regularization). Este tipo de métodos se usan
en problemas de análisis de imágenes dónde la función a derivar o la derivada puede tener discontinuidades.
Sin embargo, si presuponemos que tanto la función como su derivada son continuas se puede deducir un
método más sencillo.

Suponemos que se tiene una serie de datos de entrada con cierto nivel de ruido {(xi, pi)| i = 1 . . . n},
y queremos calcular una aproximación a la derivada, que denotaremos con u = dp/dx (se está usando el
cambio de variable x = log t). Si consideramos a u = u(x) como una función a estimar, entonces se puede
calcular como la función que minimiza el funcional:

F (u) =
1

2

∫ xn

x1

w(Au− y)2dx+
λ

2

∫ xn

x1

β

(
du

dx

)2

dx (4.1)

donde y(x) = p(x)− p1, Au(x) =
∫ x

x1
u(x′)dx′ es un operador de anti-diferenciación, λ es el parámetro

de regularización, w(x) permite darle diferentes pesos a los datos y β(x) permite darle diferentes pesos
a la derivada. Versiones diferentes de este funcional se consideran en [Cullum (1971); Chartrand (2011);
Knowles and Wallace (1995); Knowles and Renka (2014)Cullum (1971); Chartrand (2011); Knowles and
Wallace (1995); Knowles and Renka (2014)].

Para calcular la función que minimiza el funcional (4.1) se calcula la derivada variacional respecto a u
y se iguala a cero (el apéndice D muestra el detalle de la derivación) de donde se obtiene que la función
u satisface la ecuación:

λ
d

dx

(
β
du

dx

)
−AT [w (Au− y)] = 0 (4.2)

donde el operador AT está definido por AT f(x) =
∫ xn

x
f(x′)dx′. Para poder calcular la solución de esta

ecuación diferencial se deben especificar condiciones de frontera. Si se conocen las derivadas en lo extremos
se pueden usar condiciones tipo Dirichlet, es decir: u(x1) = y′1 y u(xn) = y′n, donde y′1 y y′n se asumen
conocidas. En datos de pruebas de pozo, y′1 se puede conocer si hay presencia de almacenamiento en el
pozo (y′1 ∼ t), y y′n se puede conocer por ejemplo si el yacimiento es euclidiano, entonces la log-derivada
tiende a estabilizare a tiempos largos (y′n ∼ 1). Esta última condición también podría expresarse en
forma de una condición de frontera tipo Neumann u′(xn) = 0. Sin embargo las condiciones de frontera de
Cauchy u′(x) = νu podrían ser más apropiadas para datos donde se presentan comportamientos de ley
de potencias, es decir si u es de la forma:

u = u0

(
t

t0

)ν

entonces:

du

d log t
= νu0

(
t

t0

)v−1
t

t0
= νu

En particular para yacimientos fracturados con geometría fractal se pueden usar este tipo de condicio-
nes. Aunque los casos ν = 0 y ν = 1 también pueden representar flujo euclidiano radial y almacenamiento.
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4.1. Solución numérica

La solución de la ecuación (4.2) se puede calcular con cualquier método numérico para ecuaciones
diferenciales ordinarias, en este trabajo se usa el método de diferencias finitas. Recordamos que los datos
están dados en los tiempos ti y se usa el cambio de variable x = log t, de donde se tienen los nodos
xi = log ti. Estos mismo nodos se pueden usar para discretizar la ecuación (4.2), sin embargo esto no es
forzoso, si el instrumento de medición proporciona una cantidad muy grande de datos, se podría seleccionar
un subconjunto de los datos xi o definir nuevos nodos para discretizar (4.2) y reducir el número puntos
donde se resuelve la ecuación diferencial.

Entonces, para calcular la solución de ecuación (4.2) se denotan de forma genérica los puntos de
discretización con {χi| i = 1 . . .m}( estos nodos podrían ser los datos de observación o no).

Aplicando diferencias finitas centrales al operador de diferenciación y la regla del trapecio en los
operadores de integración se tiene el sistema de ecuaciones lineales (El apéndice D muestra el detalle)

u1 = y′1 si Dirichlet en χ1

(1 +m(χ2 − χ1))u1 − u2 = 0 si Cauchy en χ1

aiui−1 + biui + ciui+1 + [AT (wAu)]i = [AT (wy)]i i = 2 . . . nχ − 1 (4.3)
um = y′n si Dirichlet en χm

un−1 − (1− ν(χm − χm−1))um = si Cauchy en χm

Los coeficientes ai, bi, ci son:

ai =
−2λβ1−1/2

(χi+1 − χi−1) (χi − χi−1)

ci =
−2λβ1+1/2

(χi+1 − χi−1) (χi − χi−1)

bi = −ai − bi

La notación [AT (wAu)]i y [AT (wy)]i es una notación corta de:

[AT (wAu)]i =

∫ χm

χi

w(x)

(∫ x

χ1

u(x′)dx′
)
dx

[AT (wy)]i =

∫ χm

χi

w(x)y(x)dx

Usando la regla del trapecio para aproximar las integrales , los operadores A y AT se pueden expresar
en términos de matrices A y AT respectivamente, (en el apéndice D se dan expresiones explícitas de estos
operadores), por lo tanto el sistema (4.3) se puede expresar de forma matricial como:

(
D +ATWA

)
u = d (4.4)

donde u = (u1, . . . , um) es el vector de log-derivadas en los nodos χi, D es la matriz tridiagonal donde
cada renglón está dado por los coeficientes ai, bi y ci. W es una matriz diagonal dada por Wii = w(χi) ,
d = ATWy y y = (y1, . . . , ym).

La solución del sistema lineal (4.3) o (4.4) se puede realizar usando un método directo si el número de
nodos m es pequeño, digamos menor a 1000. Si por el contrario el número de nodos es mayor se puede
usar un método iterativo. En particular se ha probado el método Bi-CGSTAB (Van der Vorst (1992))
con buenos resultados. En el apéndice (D) se describe un método para calcular el producto matriz-vector
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(
D +ATWA

)
v sin ensamblar la matriz de forma explícita. Lo cual es útil para usar el método Bi-

CGSTAB y permite resolver el sistema de forma rápida ya que la operación matriz-vector puede hacerse
en el orden de O(m) operaciones.

Una vez que se obtiene la derivada u, también se pueden obtener los datos sin ruido p usando inte-
gración, en términos matriciales, esto se puede calcular con la ecuación:

p = AT−1u+ p11 (4.5)

donde T es la matriz diagonal con Tii = eχi y 1 es el vector con 1’s en todas sus entradas.

4.2. Ejemplo 1: prueba de bombeo en un acuífero ideal

Para mostrar la aplicación del método se generan datos de descenso de nivel (s) en un pozo de un
acuífero. Estos datos se generan usando la aproximación de Srivastava and Guzman-Guzman (1998) a la
función de de pozo de Theis (1935). Se generan 100 datos en tiempos aumentando exponencialmente entre
10−4 y 1 día. Para evaluar la función de pozo se considera una transmisividad de 500 m2/d, coeficiente
de almacenamiento 0.01 y un gasto de 1728m3/d. Los descensos s se contaminaron con ruido aleatorio
uniforme en el intervalo [−0.05, 0.05].

La figura (4.1) muestra los datos (puntos cafés), también se muestra la aproximación a la log-derivada
usando el método de Bourdet considerando Δ log ti = log ti+2 − log ti−2 (puntos verdes) y Δ log t =
log ti+4 − log ti−4 (puntos azules). En la misma gráfica se muestra la log-derivada (s′) y los descensos
integrados (s) resultado de aplicar el método variacional usando λ = 0.001 (línea punteada) y λ =
0.25 (línea continua). Los resultados muestran que valores pequeños de λ generan una log-derivada más
afectada por el ruido. Lo cual es de esperarse debido a que el primer término del funcional (4.1) toma más
importancia y por lo tanto la log-derivada tenderá a ajustar el ruido presente en los datos. Si se elije un
valor mayor de λ el segundo término del funcional (4.1) tenderá a influir más en el resultado generando
una log-derivada mas suavizada. Este resultado ilustra la importancia de encontrar un valor adecuado de
λ, aunque en la practica no se requiere un valor preciso.

Para entender mejor el efecto de λ se calcula la log-derivada usando 100 valores de λ en el intervalo
[10−5, 103]. Por cada valor de lambda se calcula el error cuadrático medio (RMSE′) entre la log-derivada
aproximada con el método variacional y la log-derivada exacta. También se calcula el error cuadrático me-
dio (RMSE) entre el descenso resultado de integrar la derivada con la ecuación (4.5) y el descenso exacto.

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

10−4 10−3 10−2 10−1 100

s,
s′

[m
]

time [d]

s (data)
s′ (Δ log t = 2)
s′ (Δ log t = 4)
s′ (λ = 0.001)
s′ (λ = 0.250)
s (λ = 0.001)
s (λ = 0.250)

Figura 4.1: Calculo de la log-derivada (s′). Bourdet
(puntos). Variacional (líneas) usando diferentes valo-
res del parámetro de regularización.

Las ecuaciones de los errores son:

RMSE =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(si − ŝi)
2 (4.6)

RMSE′ =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(s′i − ŝ′i)
2 (4.7)

donde ŝ y ŝ′ son los descensos y la log-derivada
exactas y s′ es la log-derivada obtenida con el mé-
todo variacional y s es el descenso obtenido de in-
tegrar s′. La figura (4.2a) muestra los errores res-
pecto al parámetro λ se puede observar que hay un
valor donde los errores son mínimos, el mínimo de
RMSE está en λ = 0.083 y el mínimo de RMSE′

en λ = 0.25. En casos reales no es posible calcular
el RMSE por lo que encontrar el valor adecuado
de λ se debe hacer usando otro tipo de estrategia.
El método más sencillo podría ser prueba y error.
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Figura 4.2: RMSE y L-curva del ejemplo 1.

Otro método usual para calcular una estimación de λ es la L-curva (Neuman and De Marsily (1976);
Castellanos et al. (2002)). Este método consiste en graficar en escala log-log los dos principales términos
del funcional (4.1), es decir el criterio de suavizamiento 1/2

∫
β(du/dx)2dx contra el criterio de ajuste

1/2
∫
w(Au − y)2dx. Se espera que la curva generada de esta forma tenga una forma de "L", de ahí su

nombre. El valor óptimo para λ será el valor dónde se produce la máxima curvatura de esta curva , es
decir, la esquina de la "L". La gráfica de la L-curva para este ejemplo se muestra en la figura (4.2b),
donde se puede observar claramente la forma de "L", los valores λ = 0.083 y 0.25 donde se minimizan los
errores corresponden a puntos muy cerca de la esquina. En la práctica este método se puede usar para
obtener valores adecuados de λ sin tener que ser preciso ya que este ejemplo muestra que se podría usar
λ = 0.083 o 0.25.

4.3. Ejemplo 2: prueba de pozo en un yacimiento 3φ− 2k

10−1

100

101
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103

100 101 102 103 104 105 106 107 108

p
D

w
,
p
′ D

w

tD

p (data)
p′Dw (L=0.7)
p′Dw (L=1.5)

p′Dw(λ = 0.0057)
pDw(λ = 0.0057)
Derivada exacta

Figura 4.3: Log-derivada (p′Dw). Bourdet (puntos ver-
des L = 0.7 y azules L = 1.5) y variacional (línea roja
λ = 0.0057)

En este ejemplo se generan 5000 datos sintéti-
cos de presión de pozo sin dimensiones en el in-
tervalo tD ∈ [1, 108]. Los tiempos se generan dis-
tribuidos exponencialmente. Los parámetros para
resolver el modelo son: ωf = 0.00100903, ωv =
0.189647, λmf = 2.31013e−08, λvf = 5.3367e−07,
λmv = 5.3367e − 07, κ = 0.95867, CD = 1.82366,
sv = sf = 1, αmf = αmv = αfv = 1, la pre-
sión generada se contamina con ruido Gaussiano
con desviación estándar de 0.0025 y media cero.
La figura (4.3) muestra los datos en puntos cafés.

El valor de λ se calcula usando el método
de la L-curva (ver figura 4.4b) dando un valor
de λ = 0.0057 cuyo valor se verifica usando el
RMSE′. La figura (4.4a) muestra la gráfica del
RMSE y RMSE′ con respecto a λ, el valor míni-
mo del RMSE′ se localiza en λ = 0.0057.

La figura (4.3) muestra el resultado de la log-
derivada con el valor λ = 0.0057 dado por la L-



54 Capítulo 4. Ruido en los datos

curva (línea roja). Para efectos de comparación también se muestra la derivada calculada con el método
de Bourdet usando L = 0.7 y 1.5. La log-derivada de Bourdet con L = 0.7 (puntos verdes) sigue mostran-
do ruido significativo y con L = 1.5 (puntos azules) el suavizamiento comienza a eliminar propiedades
importantes de la log-derivada, como es el valle que está entre los tiempos 105 y 106.
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(a) RMSE y RMSE′ los mínimos están localizados en λ = 0.0025
y 0.0057 respectivamente.
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Figura 4.4: RMSE y L-curva del ejemplo 2.



Capítulo 5

Casos de campo

Para probar los algoritmos se realizan ajustes de datos de campo. Los siguientes casos se eligieron
debido a que la log-derivada (y la presión) muestran un comportamiento que podría ser considerado como
ley de potencias. Lo cual indica que el modelo fractal puede servir para ajustar los datos.

Dos de los datos que se muestran a continuación se han reportado en la literatura, uno se obtiene del
trabajo de Flamenco-Lopez et al. (2003) y se denotará como Caso 1. Otra prueba se obtienen de la gráfica
6.6 del trabajo de Ajayi (2007), esta prueba se denota como Caso 2. Y finalmente se tiene acceso a otra
prueba que simplemente se denota con Caso 3.

En todos estos casos se utiliza el mismo método de optimización global descrito en la sección (3.2) y
con la misma configuración de los ejemplos sintéticos (3.4). Con la diferencia de que ahora se incluyen 4
parámetros más en la optimización: el almacenamiento en el pozo CD, daño o skin s y los parámetros de
cambio de dimensiones αt y αp.

En cada caso se detiene el optimizador cuando se realizan 50,000 evaluaciones de la función objetivo.

5.1. Caso 1

Los datos para el Caso 1 se muestran en la figura (5.1a). Flamenco-Lopez et al. (2003) indican que los
datos provienen de un yacimiento naturalmente fracturado en México con un acuífero subyacente, una
matriz cristalina con aproximadamente 3% de porosidad y 0.01 md de permeabilidad, conteniendo micro
y macro fracturas y vúgulos. Los datos están en unidades de horas [hrs] para el tiempo y libras sobre
pulgadas cuadradas [psi] para el cambio de presión.

La gráfica (5.1a) muestra los datos y la log-derivada usando el método de Bourdet (puntos verdes) con
L = 0.01, en la misma gráfica se muestra la log-derivada obtenida con el método variacional descrito en el
capítulo (4) (puntos rojos). El valor del parámetro de regularización λ = 0.001 se elige usando la L-curva
(figura 5.1b).

Los datos se ajustan usando los tres modelos de flujo descritos en la sección (3.4). Es decir, se ajusta el
modelo de doble porosidad una permeabilidad (2φ−1k), el modelo de triple porosidad una permeabilidad
(3φ− 1k) y el modelo de triple porosidad doble permeabilidad (3φ− 2k).

La gráfica (5.2) muestra los 3 ajustes y la tabla (5.1) los parámetros de ajuste de cada modelo. Se
observa que el modelo (2φ − 1k) es el que menos ajusta los datos (línea roja). Los otros dos ajustes se
ven muy similares. Esto se confirma en la tabla (5.1) donde la función objetivo final (fobj) es similar entre
estos dos modelos. Si se gráfica la presión y log-derivada para tiempos mucho mayores (gráfica 5.3) se
puede observar el comportamiento de ley de potencias en la log-derivada.

55
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Figura 5.1: Datos del caso 1 y L-curva para calcular el parámetro de regularización.

Para los modelos 2φ−1k y 3φ−1k se asume de forma implícita que κ = 1, además si consideramos que
el almacenamiento esta principalmente en la matriz (ωm > ωf , ωv) el exponente de la ley de potencias a
tiempos largos se puede aproximar con la ecuación (ver apéndice A.2):

νf =
2−Df + θf
4−Df + θf

Para el modelo 3φ− 2k se tiene κ ≈ 0, por lo tanto se espera que el flujo sea principalmente en la red
de vúgulos, además el almacenamiento está principalmente en la matriz, entonces la ley de potencias se
obtiene con los parámetros fractales de los vúgulos:

νv =
2−Dv + θv
4−Dv + θv

Para comparar los resultados del modelo asintótico se calcula el exponente de la ley de potencias de
los ajustes. Para esto, se calcula la log-derivada a tiempos muy grandes y se ajusta el modelo (p′(t) = atν)
en los puntos en el intervalo t ∈ [104, 106], de este modo se obtiene el exponente ν del ajuste. La gráfica
(5.3) muestra la log-derivada de los ajustes hasta tiempos t = 107 y los puntos que se usan para calcular
el exponente de la ley de potencias.

La tabla (5.2) muestra el valor del exponente de la ley de potencias en la log-derivada calculada con
a partir del modelo asintótico y a partir de los ajustes.

El modelo 2φ − 1k presenta un daño muy alto, s = 50 que es el límite de este parámetro en la
optimización, lo cual indica que posiblemente se mejore la función objetivo si se permiten valores más
grandes de s. Sin embargo se debería considerar si un valor grande para el daño es físicamente posible en
este caso. Con la información que se tiene de los datos no es posible responder este cuestionamiento.

De los otros dos ajustes y con la información disponible, tampoco es sencillo decidir cual representa
mejor los datos. En términos de la función objetivo, después de 50,000 evaluaciones en la optimización, el
modelo 3φ− 1k es el que menor función objetivo tiene con fobj = 0.3470, pero el modelo 3φ− 2k tiene un
valor prácticamente igual fobj = 0.3472. Debido a los valores de κ se puede decir que en ambos modelos
el flujo se mueve en un solo medio, por las fracturas en el modelo 2φ− 1k y por los vúgulos en 3φ− 2k.
El comportamiento a tiempos grades de ambos modelos también es similar (figura 5.3).

La gráfica (5.3) muestra también el ajuste a ley de potencias de los datos en el intervalo t ∈ [0.3, 2.0],
obteniendo p′ ∼ t0.43. El valor del exponente esta cercano a los exponentes de la ley de potencias de los
ajustes de los modelos. El modelo 3φ− 1k es que tiene el exponente mas cercano.
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Figura 5.2: Ajustes del Caso 1 usando los modelos
2φ− 1k, 3φ− 1k y 3φ− 2k

Parámetro 2φ− 1k 3φ− 1k 3φ− 2k

ωf 0.49 0.012 0.22
ωv (0) 0.076 3.28e-6
λmf 7.5e-6 1.13e-6 3.11e-8
λmv (0) 2.18e-7 5.97e-9
λvf (0) 6.44e-5 2.64e-6
κ (1) (1) 5.85e-8
Df 1.19 1 1.79
θf 1 0.61 1
Dv (2) (2) 1.13
θv (0) (0) 0.45
CD 0.44 2.24 32.13
s 50 0.016 0.85
at 1051.57 7023.5 255625
ap 4.23 5.51 14.84
fobj 0.4786 0.3470 0.3472

Tabla 5.1: Parámetros de ajuste del
Caso 1
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Figura 5.3: Ajustes incrementano el tiempo hasta observar
la ley de potencias

Modelo ν̂ ν

2φ− 1k 0.47 0.48
3φ− 1k 0.45 0.45
3φ− 2k 0.40 0.41

Tabla 5.2: Exponente de la ley
de potencia a tiempos grandes.
ν̂: modelo asintótico
ν: ajuste ley de potencias
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5.2. Caso 2

Los datos del Caso 2 se extraen directamente de la imagen de la figura 6.6 del trabajo de Ajayi (2007).
Para extraer los datos se usa el software Engauge Digitizer Software (2020).

Los datos corresponden al pozo TW102, el tiempo está dado en horas [hrs] y la presión en libras
spre pulgada cuadrada [psi]. Ajayi menciona que los datos de presión fueron corregidos por dispersión e
inconsistencias, por lo tanto se asume que los datos ya tienen algún tipo de pre-procesamiento. Además
del error ya contenido en los datos el proceso de extracción de los datos de la imagen introduce otro error
debido a la resolución de la imagen y la precisión con la que se detectan las puntos.

La gráfica (5.4a) muestra los datos y la log-derivada. Para efecto de comparación se muestra la log-
derivada usando Bourdet con L = 0.4 y el método variacional con λ = 0.018. El valor de λ se escoge
usando el método de la L-curva (5.4b). Es importante notar que la log-derivada muestra dos valles con el
método variacional, resultado que con el método de Bourdet no es claro.

Los datos se ajustan usando los tres modelos 2φ−1k, 3φ−1k y 3φ−2k y los resultados se muestran en
la figura (5.5) y los parámetros de ajuste en la tabla (5.3). Como se observa en la gráfica (5.5) el modelo
2φ− 1k es el que menos representa los datos ya que la log-derivada del ajuste no representa los dos valles
de la log-derivada de los datos, los otros dos modelos ajustan los datos de forma similar.

El parámetro κ del modelo 3φ − 2k indica que el flujo esta dominado por los vúgulos, caso contrario
al modelo 3φ− 1k en el cual el flujo es sólo a través de las fracturas.

La pendiente a tiempos largos de la log-derivada se calcula de la misma forma que en el Caso 1, dando
como resultado los valores de la tabla (5.4). Se puede ver que la pendiente del modelo asintótico y la
pendiente calculada directamente en la gráfica coinciden. en este caso la ley de potencias en el ajuste (a
tiempos grandes) es la misma entre los modelos de triple porosidad, ya que ambos tiene un comportamiento
de p′ ∼ t0.3.

De la misma forma que en el Caso 1, el ajuste del modelo 3φ−2k muestra que el flujo va de forma casi
exclusiva en vúgulos al tener una valor κ = 0.044 y el modelo 3φ−1k indica que el flujo es exclusivamente
en fracturas ya que κ = 1.
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(a) Datos del Caso 2 (puntos negros), log-derivada usando Bourdet
(puntos verdes) y el método variacional (puntos rojos).
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Figura 5.4: Datos del Caso 2 y L-curva para calcular el parámetro de regularización.
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Figura 5.5: Ajustes del Caso 2 usando los modelos
2φ− 1k, 3φ− 1k y 3φ− 2k

Parámetro 2φ− 1k 3φ− 1k 3φ− 2k

ωf 0.95 0.14 0.26
ωv (0) 0.12 0.17
λmf 2.8e-7 4.50e-6 8.2e-08
λmv (0) 1.72e-5 1.74e-5
λvf (0) 2.64e-3 2.92e-3
κ (1) (1) 0.044
Df 1.15 1 1.71
θf 0 0.69 0.46
Dv (2) (2) 1
θv (0) (0) 0.82
CD 0.064 7.3e-3 8.98e-3
s 50 50 50
at 367.04 49.90 61.48
ap 8.1058 8.47 8.47
fobj 0.8241 0.0373 0.0355

Tabla 5.3: Parámetros de ajuste del
Caso 2
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Figura 5.6: Ajustes incrementando el tiempo hasta observar ley de poten-
cias.

Modelo ν̂ ν

2φ− 1k 0.30 0.30
3φ− 1k 0.46 0.46
3φ− 2k 0.30 0.31

Tabla 5.4: Exponente de la ley
de potencias a tiempos grandes.
ν̂: modelo asintótico
ν: ajuste de ley de potencias
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5.3. Caso 3

En este caso solo se conocen lo valores de tiempo y presión y el tiempo de producción antes de la prueba.
La figura (5.7a) muestra los datos de presión y log-derivada para efectos de comparación la derivada de
Bourdet se muestra con L = 0.1, en este caso el método de Bourdet podría ser suficiente para calcular la
log-derivada ya que puede reducir significativamente el ruido.

A diferencia de los ejemplos anteriores, el numero de datos en este caso es considerablemente grande
teniendo 34,657 valores de tiempo y presión. Para obtener resultados del ajuste en un tiempo de calculo
aceptable (cercano a 30 minutos) se reduce el número de datos.

La reducción de los datos consisten en seleccionar un subconjunto de los datos de forma que el espacia-
miento entre dos tiempos crezca exponencialmente. Asumiendo que el intervalo de tiempo entre dos datos
seguidos es el mismo, la selección puede hacerse sobre los índices de los tiempos. Por ejemplo si se tiene
N >> 1 número total de datos con índices i = 1, . . . , N y se quiere seleccionar un número n ( n << N)
de datos, se eligen los índices i de la serie completa de la siguiente forma:

i =

⌊
exp

(
(j − 1)

logN − log 1

n− 1

)⌋
j = 1 . . . n

donde �·
 es la función que regresa el entero menor más cercano al argumento. Cuando dos indices j
diferentes generen el mismo índice i se selecciona el índice i+ 1. En este caso se usa el valor n = 100.

La gráfica (5.7a) muestra los datos de presión y tiempo completos (puntos cafés) la log-derivada
calculada con el método de Bourdet (puntos verdes) y con el método variacional (puntos rojos). La
selección del parámetro de regularización λ = 5.24e − 3 se hizo con la L-curva (ver figura 5.7b). Los
puntos rojos de la log-derivada indican también los datos que se seleccionaron para ajustar.

Los datos reducidos se ajustan usando los tres modelos 2φ− 1k, 3φ− 1k y 3φ− 2k. Las gráficas de los
ajustes se muestran en la figura (5.8) y los parámetros resultado de los ajustes se muestran en las tabla
(5.5).

El exponente de la ley de potencias a tiempos largos de la log-derivada se calcula de forma similar a
los casos anteriores, dando como resultado los valores de la tabla (5.6). Se puede ver que la pendiente del
modelo asintótico y la pendiente calculada directamente en la gráfica coinciden.
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Figura 5.7: Datos del caso 3 y L-curva para calcular el parámetro de regularización.
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En este caso las oscilaciones en la log-derivada (en los datos) tienen un periodo muy corto, lo que
hace pensar que se deben a ruido en el proceso de medición y no a una característica del yacimiento.
Como se puede observar en la gráfica (5.8) ninguno de los tres modelos pudo reproducir alguna de estas
oscilaciones.

A simple vista la gráfica (5.8) muestra que los ajustes de los tres modelos representan los datos de una
forma similar, la diferencia más perceptible en el modelo 3φ− 2k sucede a tiempos muy grandes donde la
ley de potencias de éste modelo muestra un exponente ligeramente menor. (figura 5.9).
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Figura 5.8: Ajustes del Caso 3 usando los modelos
2φ− 1k, 3φ− 1k y 3φ− 2k

Parámetro 2φ− 1k 3φ− 1k 3φ− 2k

ωf 0.28 0.35 0.024
ωv (0) 0.42 0.63
λmf 6.29e-6 1.11e-7 1.83e-3
λmv (0) 4.48e-8 1e-9
λvf (0) 1.74e-6 9.95e-3
κ (1) (1) 1
Df 1 1 1
θf 0.26 0.24 0.0635
Dv (2) (2) 1.47
θv (0) (0) 0.97
CD 140.9 201.10 1.035
s 49.53 1.36 7.75e-4
at 92762.9 150475 21.78
ap 3.35 3.67 0.11
fobj 0.6556 0.6445 0.6422

Tabla 5.5: Parámetros de ajuste del
Caso 3.
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Figura 5.9: Ajustes a tiempos grandes

Modelo ν̂ ν

2φ− 1k 0.39 0.38
3φ− 1k 0.38 0.38
3φ− 2k 0.35 0.35

Tabla 5.6: Pendientes tiempos
grande.
ν̂: modelo asintótico
ν: ajuste de recta en log-log



Capítulo 6

Discusión y Conclusiones

6.1. Modelo

Se desarrolló un modelo de triple porosidad doble permeabilidad para modelar yacimientos fracturados
vugulares fractales. El modelo que se presenta es una extensión del modelo de triple porosidad doble
permeabilidad de Camacho Velazquez et al. (2005) que usa el desarrollo de Chang and Yortsos (1990)
para incluir geometría fractal en la red de fracturas y vúgulos. La transferencia de masa entre medios
también es una extensión entre las propuestas de Barenblatt et al. (1960) y Chang and Yortsos (1990). La
solución del modelo, para obtener la presión en el pozo, se calcula de forma numérica usando diferencias
finitas para la variable espacial y transformada de Laplace para el tiempo.

Las curvas tipo muestran que a tiempos grandes se obtiene ley de potencias en la curva de la log-
derivada, es decir, p′w es proporcional al tiempo elevado a un exponente ν (p′w ∼ tν). Además, las pruebas
realizadas mostraron que el valor de ν está entre los exponentes νf y νv, es decir:

mı́n{νf , νv} ≤ ν ≤ máx{νf , νv}
donde νf es el exponente de la ley de potencias que se obtiene si no hay vúgulos (κ = 1, ωv = 0) y νv
cuando no hay fracturas (κ = 0, ωf = 0). En el apéndice (A) se desarrollan las expresiones de νf y νv en
términos de los parámetros fractales.

En el caso de que solo exista flujo en un medio, es decir κ = 0 o κ = 1, el valor de ν estará dado por
parámetros fractales del medio de flujo. Además, considerando la gráfica (2.6) se puede suponer que ν
podría ser una función de νf , νv y κ con las propiedades

ν =

⎧⎪⎨
⎪⎩
νf κ = 1

νv κ = 0

mı́n{νf , νv} ≤ ν ≤ máx{νf , νv} otro caso

En los ejemplos de curvas tipo que se mostraron se observó que si uno de los medios es fractal y el
otro es euclidiano, el valor del exponente de la ley de potencias ν tiende a estar cercano a cero, lo que se
interpretaría como flujo en un medio Euclidiano. Por ejemplo, la gráfica ( 2.4b) muestra un caso dónde
se mantiene fijo νv = 0 (es decir el medio vugular es Euclidiano) y se varía la dimensión fractal Df en el
intervalo [1, 2], al medir ν en la log-derivada llega a tener un valor máximo de solo ν = 0.05, es decir que
prácticamente es flujo Euclidiano, aún cuando νf obtiene un valor máximo de 0.35.

6.2. Métodos de optimización y ejemplos sintéticos

Se implementaron 3 métodos de optimización local para resolver el problema inverso: región de confian-
za, búsqueda lineal y Levenberg-Marquardt. En todos estos métodos se consideran restricciones lineales
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y la aproximación a la matriz Hessiana de Dennis et al. (1977) (ecuación 3.6). Para asegurar que los
algoritmos mantienen las restricciones (lineales) en los parámetros se usa el método de puntos interiores.

También se desarrollo un método de optimización global del tipo multi-inicio que usa una función
Túnel, el objetivo de esta función es que durante la exploración del espacio de búsqueda el optimizador se
aleje de mínimos locales encontrados con anterioridad. Esta función Túnel se puede encontrar previamente
en los trabajos de Levy and Montalvo (1985); Levy and Gómez (1985). Sin embargo, se modifica de manera
que para puntos alejados de los mínimos ya localizados se comporte como la función objetivo sin necesidad
de agregar una función rampa (Gómez and Barrón (1991)).

Estos métodos de optimización han resultado efectivos, ya que en los ejemplos sintéticos la optimiza-
ción siempre convergió a un mínimo local, es decir un punto dónde el gradiente proyectado es pequeño
(‖gproy‖ < 1e− 2). Es importante usar el gradiente proyectado ya que considera el caso cuando el punto
de convergencia está en una de las cotas o restricciones del problema.

Además de que la optimización siempre convergió a mínimos locales, la técnica de multi-inicio fue
efectiva ya que los puntos de convergencia, en general, ajustan los datos de presión y log-derivada correc-
tamente. Sin embargo, se ha observado en algunos casos que ajustar la presión (y log-derivada) con buena
precisión, no es suficiente para identificar con suficiente precisión algunos parámetros. Un ejemplo es el
caso de la gráfica (3.12) dónde la función objetivo al terminar la optimización es fobj = 9.2e− 11 pero no
se logró identificar correctamente el parámetro λmv.

Las figuras (3.11 y 3.17) muestran que en general puede ser complicado obtener valores precisos de los
parámetros λmf , λmv y λfv. Una de las posibles razones es que la presión (y por lo tanto la log-derivada)
sean poco sensibles a éstos parámetros, esto se puede ver en la gráfica (3.12), donde la curva de presión y
log-derivada no presentan cambios visibles cuando el parámetro λmv toma lo valores tan distintos como
λmv = 10−7, 10−5 y 10−3.

Camacho Velazquez et al. (2005) muestran que una característica importante del modelo de triple
porosidad es que la log-derivada puede tener hasta 2 valles y que la posición de éstos depende en gran
medida de λmf , λmv y λfv. Esto sugiere que si en los datos (como en el caso de la figura 3.12) no están
presentes los dos valles en la log-derivada, podría ser difícil identificar correctamente éstos parámetros,
independientemente del método de optimización que se use, es decir, se tendría un problema de identi-
ficabilidad. Un problema similar sería el de tratar de ajustar datos que no presentan ningún valle en la
log-derivada con un modelo de doble porosidad.

6.3. Ruido en los datos

La función objetivo (3.1) usa una combinación de los datos de presión y log-derivada. Sin embargo, en
datos reales la presión puede contener diferentes tipos de ruido, mismos que se amplifican al calcular la
derivada numérica. El método usual para calcular la log-derivada es el método de Bourdet et al. (1989),
pero en algunos casos, el suavizamiento que provee este método no es suficiente para obtener una log-
derivada suave sin perder información en el proceso de derivación. Por lo tanto se propuso un método
variacional con un termino de regularización para calcular la log-derivada. Este método permite calcular
una log-derivada suave y además se puede controlar el grado de suavidad a través de un coeficiente de
regularización, para evitar perder información. El funcional (4.1) que se define para calcular la derivada
de datos con ruido tiene tres coeficientes ω, β y λ que pueden ser ajustados según sea el caso para mejorar
la estimación de la derivada.

El coeficiente ω permite darle pesos diferentes a los datos de forma local. Esto puede ser útil cuando
se sabe que una parte de los datos es más confiable que otra. Los otros dos coeficientes están relacionados
con la suavidad de la derivada, β sirve para controlar de forma local o en una región especifica la suavidad
y λ tiene un efecto global.

Si se tiene una estimación de ω y β (por ejemplo en este trabajo se uso ω = β = 1) la selección del
parámetro λ puede hacerse de forma efectiva usando la L-curva, como se ha mostrado en los ejemplos
sintéticos y casos de campo.

Aunque el método inicialmente se desarrolló para calcular de forma estable la log-derivada, también se
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ha usado de forma efectiva para filtrar el ruido en los datos, calculando la integral de la derivada. Filtrar el
ruido en datos de bombeo en un acuífero o pruebas de presión en un yacimiento puede ser una tarea difícil
debido a los diferentes tipos de ruido que pueden estar presentes. La aplicación de técnicas de análisis de
series de tiempo (como promedios móviles, análisis de Fourier que funcionan bien para filtrar frecuencias
grandes ) pueden dar resultados no deseables ya que el usuario no puede asegurar si esta filtrando ruido o
la señal. Este tipo de problemas se puede presentar en pozos de observación donde la relación señal/ruido
sea pequeña y en el método que aquí se propone se necesiten valores grandes de λ. Al asegurar suavidad
en la derivada (no solo en la señal original) este método permite filtrar frecuencias altas y pequeñas. Sin
embargo, este método podría no ser suficiente para frecuencias muy pequeñas (con un periodo similar a
la duración de la prueba).

6.4. Casos de campo

Los métodos desarrollados en este trabajo, se aplicaron satisfactoriamente para ajustar casos reales
de campo, como se demuestra con los 3 ejemplos del capítulo (5). En estos casos fue posible ajustar los
datos con al menos uno de los modelos planteados: 2φ− 1k, 3φ− 1k o 3φ− 2k.

El Caso 2 muestra que el modelo puede ajustar datos donde la log-derivada tiene 3 valles. Esto se puede
observar en la gráfica (5.6) donde las curvas de ajuste de los modelos 3φ− 1k y 3φ− 2k muestran los tres
valles en la log-derivada. En el trabajo de Camacho Velazquez et al. (2005) se muestra que dos de éstos
valles se deben a la transferencia de masa entre los medios porosos, pero no se menciona la posibilidad de
un tercer valle. Al parecer la presencia del tercer valle se debe, en gran parte, a la interacción del coeficiente
de almacenamiento CD y la forma de calcular el efecto del daño s. Para desarrollar un poco más sobre la
presencia de estos valles se crea la gráfica (6.1), donde se muestra un ejemplo de un yacimiento Euclidiano
(Df,v = 2, θf,v = 0 ) y con tres valles en la log-derivada. En la gráfica se presenta la presión (y log-
derivada) obtenida de tres formas diferentes: 1) usando la solución analítica de Camacho Velazquez et al.
(2005) agregando el daño mediante las condiciones de frontera similares a la ecuación (2.45), 2) usando la
solución analítica pero el daño se agrega usando el concepto de radio efectivo, 3) y finalmente se presenta
la solución numérica del modelo de este trabajo, donde el daño también se calcula con las condiciones de
frontera (2.45). Las curvas donde el daño se agrega mediante las condiciones de frontera (2.45) muestran
el tercer valle en la log-derivada, mientras que la curva donde el daño se incluye mediante radio efectivo
solo tiene dos valles. Esto indica que el tercer valle esta muy relacionado con el daño, con la forma de
como se incluye en el cálculo de la presión y con el coeficiente de almacenamiento. Si el almacenamiento
es muy pequeño o muy grande tampoco se crea este tercer valle, aunque este efecto no se mostró en la
gráfica.
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Figura 6.1: Presión y log-derivada con tres valles. Solución analítica de Camacho Velazquez et al. (2005)
(puntos rojos), solución analítica usando radio efectivo para el daño (puntos azules) y solución numérica
de éste trabajo (línea).
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Por otro lado, los tres casos de campo muestran que la optimización puede localizar más de un mínimo
que ajusta los datos con la misma precisión. Esto se puede observar en los ajustes de los modelos 3φ− 1k
y 3φ − 2k, en los tres casos el valor final de la función objetivo es muy similar pero hay parámetros con
valores muy diferentes. Por nombrar un par de ejemplos, en el Caso 1 el ajuste con el modelo 3φ − 1k
muestra un valor de κ = 1 pero el resultado para el modelo 3φ − 2k fue κ ≈ 0, es decir una solución
indica un flujo solo a través de fracturas y otra a través de vúgulos. En el Caso 3 el parámetro at pasa
de tener una valor de 1.5e + 5 para el modelo 3φ − 1k contra un valor de 21.8 para el modelo 3φ − 2k.
Para evitar este tipo de ambigüedades podría ser necesario tener más información de los yacimientos,
de forma que algunos parámetros se pueden estimar por otros medios o que las cotas de los parámetros
tengan un intervalo mas pequeño o agregar información extra en la función objetivo. Una estrategia de
fijar parámetros es la de seleccionar de forma adecuada el modelo con el que se hace el ajuste, por ejemplo,
los datos del Caso 3 muestran que sería suficiente usar el modelo 2φ− 1k (incluso se podría usar modelo
de un solo medio 1φ− 1k) ya que la log-derivada no presenta los valles típicos de la transferencia de masa
entre dos medios. En la práctica el efecto de seleccionar un modelo u otro es que algunos parámetros
quedan fijos en valores específicos.

6.5. Generales

Los métodos y algoritmos propuestos en este trabajo han mostrado ser efectivos para caracterizar
yacimientos fracturados vugulares fractales usando datos de pruebas de presión que muestran comporta-
mientos típicos de ley de potencias. Este tipo de comportamientos se han asociado en la literatura a flujo
en un medios porosos con geometría fractal. Sin embargo, el modelo propuesto tiene una gran cantidad
de parámetros, por lo que en algunos casos podría ser necesario que algún (o algunos de los parámetros)
se identifique usando otro tipo de métodos, o al menos reducir el intervalo del parámetro para evitar
multiplicidad de mínimos.
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Apéndice A

Aproximación tiempos largos

Asumiendo flujo en fracturas sin vúgulos, κ = 1, ωv = 0, λmv = λfv = 0, el sistema de ecuaciones
diferenciales (2.41-2.45) se reduce al sistema:

ωm
∂pDm

∂tD
= − λmf

r
1−αmf

D

(pDm − pDf )

ωf
∂pDf

∂tD
=

1

r
Df−1
D

∂

∂rD

(
r
Df−θf−1
D

∂pDf

∂rD

)
+

λmf

r
Df−αmf−1
D

(pDm − pDf )[
−∂pDf

∂rD

]
rD=1

= 1− CD
dpDw

dtD

pDw =

[
pDf − sf

∂pDf

∂rD

]
rD=1

pDm,f = 0 cuando tD = 0

pDm,f = 0 cuando rD → 0

Aplicando transformada de Laplace en la variable temporal

1

r
Df−1
D

d

drD

(
r
Df−θf−1
D

dpDf

drD

)
=

(
λmf

r
Df−αmf−1
D

ωmur
1−αmf

D

ωmur
1−αmf

D + λmf

+ ωfu

)
pDf

Para tiempos largos (u pequeños), se puede aproximar el lado derecho de la siguiente forma:

1

r
Df−1
D

d

drD

(
r
Df−θf−1
D

dpDf

drD

)
=

(
ωmu

r
Df−2
D

+ ωfu

)
pDf (A.1)

A.1. Almacenamiento en la matriz ωm ≈ 1 (ωf ≈ 0, ωv = 0)

Si se asume que el almacenamiento está principalmente en la matriz, ωm ≈ 1 (ωf ≈ 0) entonces se
tiene:

1

rD

d

drD

(
r
Df−θf−1
D

dpDf

drD

)
− upDf = 0
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Esta ecuación tiene la solución general:

pDf = ARνf Iνf

(
a
√
uR

)
+BRνfKνf

(
a
√
uR

)
donde

rD = Ra

νf =
2−Df + θf
4−Df + θf

(A.2)

a =
2

4−Df + θf

Para aplicar las condiciones de frontera se calcula la solución sin almacenamiento y luego se agrega
usando la ecuación (2.56). El coeficiente A = 0 debido a la condición de yacimiento infinito. Para encontrar
B se considera la condición de frontera de flujo constante[

−1

a

dpDf

dR

]
R=1

=
1

u

de donde se obtiene:

pDf =
RνfKνf

(a
√
uR)

u
√
uKνf−1 (a

√
u)

Considerando el daño, la presión en el pozo sin almacenamiento es

pDwc =
Kνf

(a
√
u)

u
√
uKνf−1 (a

√
u)

+
sf
u

considerando almacenamiento

pDw(u) =
pDwc

1− CDu2pwDc

seguimos asumiendo aproximación a tiempos largos, por lo tanto

pDw(u) ≈ pDwc

Para seguir se usan dos aproximaciones de las funciones de Bessel para argumentos grandes:

Kν(x) ≈ 1

2
Γ(ν)

(x
2

)−ν

Kν(x) ≈ 1

2
Γ(−ν)

(x
2

)ν

+
1

2
Γ(ν)

(x
2

)−ν

pDw =
Kνf

(a
√
u)

u
√
uKνf−1 (a

√
u)

+ sf

≈ − 2a

νfu
+

(a
2

)−2νf a2Γ(νf )

Γ(1− νf )uνf+1
+

sf
u

Invirtiendo de Laplace
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pDw ≈ sf − 2a

νf
+

(a
2

)−2νf a2Γ(νf )

Γ(1− νf )
t
νf

D

De donde se tiene obtiene la aproximación a tiempos largos de la log-derivada

p′Dw ∼ t
νf

D

A.2. Almacenamiento en las fracturas ωf ≈ 1 (ωm ≈ 0, ωv = 0)

Usando el mismo procedimiento se puede obtener la aproximación a tiempos largos en el caso de que
no haya contribución de la matriz al almacenamiento, es decir ωm ≈ 0 (ωf ≈ 1). Entonces la ecuación
(A.1) se reduce a:

1

r
Df−1
D

d

drD

(
r
Df−θf−1
D

dpDf

drD

)
= upDf

En este caso se propone el cambio de variable rD = R2/(2+θf ) y se define

νf =
2 + θf −Df

2 + θf
(A.3)

Entonces la solución general se puede escribir como:

pDf = ARνf Iνf

(
a
√
uR

)
+BRνfKνf

(
a
√
uR

)
Usando el mismo desarrollo de la sección anterior se puede probar que a tiempos largos pDf ∼ t

νf

D .



Apéndice B

Método de programación cuadrática

En todos los métodos anteriores es necesario resolver el problema de Programación Cuadrática con
restricciones lineales:

mı́n
Ax≥b

xT c+
1

2
xTGx

donde G ∈ R
n×n es una matriz simétrica, x, c ∈ R

n, A ∈ R
l×n, b ∈ R

l.
El Lagrangiano del problema que incluye las restricciones es

L(x,λ) =
1

2
xTGx+ xT c− λT (Ax− b)

donde λ ∈ R
l son los multiplicadores de Lagrange. Derivando respecto a x

∇xL = Gx+ c−ATλ

derivando respecto a λ

∇λL = Ax− b

igualando a cero las derivadas y reescribiendo las restricciones se tiene que el problema de minimización
tiene una solución cuando:

Gx+ c−ATλ = 0

Ax− b ≥ 0

λ ≥ 0

λT (Ax− d) = 0

estas ecuaciones se les conoce como las condiciones Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Para resolver este sistema
es común introducir un vector auxiliar y ∈ R

l, y = Ax− d ≥ 0 de modo que:

Gx+ c−ATλ = 0

Ax− b− y = 0

λiyi = 0

λ,y ≥ 0

donde λiyi es el producto de la componente i-ésima de los vectores λ y y respectivamente. Denotando
λiyi en forma matricial
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LY e =

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1y1
λ2y2

...
λlyl

⎞
⎟⎟⎟⎠

donde Y y L son las matrices diagonales:

Y = diag(y1 . . . yl)

L = diag(λ1 . . . λl)

e es un vector de 1’s.

e = (1 . . . 1)T

entonces las condiciones KKT se pueden escribir como:

Gx+ c−ATλ = 0

Ax− b− y = 0

LY e = 0

λ,y ≥ 0

Para resolver este sistema de ecuaciones no lineales definimos la función F : Rn+2l → R
n+2l

F (x,λ,y) =

⎡
⎣ Gx+ c−ATλ

Ax− b− y
LY e

⎤
⎦

Y se plantea el problema de encontrar (x∗,λ∗,y∗) tal que

F (x∗,λ∗,y∗) = 0

si denotamos ⎡
⎣ r1

r2
r3

⎤
⎦ ≡

⎡
⎣ Gx+ c−ATλ

Ax− b− y
LY e

⎤
⎦

entonces el Jacobiano de F es:

J =

⎡
⎢⎣

∂r1

∂x
∂r1

∂λ
∂r1

∂y
∂r2

∂x
∂r2

∂λ
∂r2

∂y
∂r3

∂x
∂r3

∂λ
∂r3

∂y

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎣ G −AT 0

A 0 −Y
0 Y L

⎤
⎦

entonces, dada una aproximación inicial a la solución (x0,λ0,y0) encontramos aproximaciones sucesivas
usando el método de Newton

(xk+1,λk+1,yk+1) = (x,λk,yk) + α(Δx,Δλ,Δy)

donde (Δx,Δλ,Δy) es solución del sistema lineal⎡
⎣ G −AT 0

A 0 −Yk

0 Yk Lk

⎤
⎦
⎡
⎣ Δx

Δλ
Δy

⎤
⎦ = −

⎡
⎣ Gxk + c−ATλk

Axk − b− yk

LkYke

⎤
⎦
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Una estrategia que se usa para acelerar la solución del problema es plantear el problema perturbado
(Nocedal and Wright (2006)):

F (x,λ,y) =

⎡
⎣ Gx+ c−ATλ

Ax− b− y
LY e− σμe

⎤
⎦ =

⎡
⎣ rl

ra
r

⎤
⎦

donde

μ =
yTλ

l

Fijando μ y calculando el Jacobiano, el método de Newton calcula el paso resolviendo⎡
⎣ G −AT 0

A 0 −Yk

0 Yk Lk

⎤
⎦
⎡
⎣ Δx

Δλ
Δy

⎤
⎦ = −

⎡
⎣ Gxk + c−ATλk

Axk − b− yk

LkYke− σμke

⎤
⎦ (B.1)

y la iteración de Newton sigue siendo:

(xk+1,λk+1,yk+1) = (xk,λk,yk) + α(Δx,Δλ,Δy)

el parámetro α se escoge para mantener λk+1,yk+1 > 0.
El algoritmo es el siguiente:

Algoritmo B.1 Algoritmo de puntos interiores
1: Dado un punto inicial (x0,λ0,y0) y G,A, c, b
2: for k = 0, . . . do
3: Calcula Yk, Lk, el lado derecho de (B.1)
4: Resuelve (B.1) Para (Δx,Δλ,Δy)
5: Escoge α tal que λk+1,yk+1 ≥ 0 donde
6: (xk,λk+1,yk+1) = (xk,λk,yk) + α(Δx,Δλ,Δy)
7: Si μk+1 < tol termina.
8: end for



Apéndice C

Números duales

Partiendo de las definiciones de número dual y operaciones aritméticas básicas de la sección (3.3) a
continuación se describe un código ejemplo que muestra una forma de implementar este tipo de números
para calcular derivadas de funciones relativamente sencillas. Para funciones más complicadas sería ne-
cesario implementar más componentes, sin embargo el objetivo es mostrar de forma sencilla como usar
números duales y no crear una biblioteca robusta.

En estos ejemplos se prefiere claridad a eficiencia, es decir, se podría implementar de forma más
eficiente este tipo de método, por ejemplo se podrían usar referencias en los argumentos de las funciones
y técnicas como expression templates para las operaciones aritméticas.

Se puede definir una Clase en C++ que representa un número dual de la siguiente forma:

class dual {
public:
double r; //real part
double d; //dual part
dual(double a=0.0, double b=0.0):r(a),d(b){}
dual(const dual &x):r(x.r),d(x.e){}
void operator =( const dual &x):r(x.r),d(x.e){}

};

Usando esta clase se puede definir en C++ el comportamiento de los operadores aritméticos sobre
números duales, el siguiente ejemplo muestra una forma de hacerlo para las operaciones +, −, ∗, /.

dual operator +( dual x, dual y ) {
return dual( x.r + y.r, x.d + y.d);

}
dual operator -( dual x, dual y ) {

return dual( x.r - y.r, x.d - y.d);
}
dual operator *( dual x, dual y ) {

return dual( x.r * y.r, x.r * y.d + x.d * y.r);
}
dual operator /( dual x, dual y ) {

return dual( x.r / y.r, (y.r*x.d - x.r*y.d) / ( y.r*y.r ) );
}

Además de las operaciones aritméticas también se puede definir el comportamiento de funciones básicas
cuando se evalúan en números duales, el siguiente ejemplo muestra el caso de las funciones sin(x) y

√
x .
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dual sqrt( dual x ) {
return dual( sqrt( x.r ), x.d *0.5 / sqrt( x.r ) );

}
dual sin( dual x ) {

return dual( sin( x.r ), x.d * cos( x.r ) );
}

Este código permite calcular la derivada de funciones más complicadas por ejemplo:

f(x) = sin

⎛
⎝

√
sin2(x) + x2

x

⎞
⎠ (C.1)

El siguiente código calcula f(x) usando plantillas (templates), esto permite que el argumento de la
función a evaluar pueda ser de diferente tipo, por ejemplo un número de doble precisión o un número
dual.

template <typename S>
S f(S x) {

return sin( sqrt( sin( x ) * sin( x ) + x*x ) / x );
}

Esta función puede usarse de forma usual con números de doble precisión, por ejemplo evaluar en
x = 1.5 se podría hacer de la siguiente forma:

double x = 1.5;
double z = f(x);

Para calcular la derivada de f lo único que hay que hacer es evaluar la misma función pero ahora
usando números duales:

dual x(1.5, 1.0);
dual z = f(x);

En este caso la variable z.d contiene la derivada.

C.1. Números duales para derivadas de segundo orden

La misma técnica de números duales se puede usar para calcular derivadas de segundo orden. En este
caso se define un número dual de la siguiente forma:

z = r + dε+ e
1

2
ε2

r, d, e ∈ R y ahora se define ε de forma que εn = 0 para n > 2. Note la similitud con una expansión de
Taylor.

Dados dos números duales z1 = r1 + d1ε + e1
1
2ε

2, z2 = r2 + d2ε + e2
1
2ε

2 se definen las operaciones
aritméticas:

z1 + z2 = r1 + r2 + (d1 + d2)ε+ (e1 + e2)
1

2
ε2

z1 − z2 = r1 − r2 + (d1 − d2)ε+ (e1 − e2)
1

2
ε2

z1 ∗ z2 = r1r2 + (r1d2 + r2d1)ε+ (r1e2 + 2d1d2 + e1r2)
1

2
ε2

z1
z2

=
r1
r2

+
r2d1 − r1d2

r22
ε+

2r1d
2
2 − r1r2e2 − 2r2d1d2 + r22e1

r32

1

2
ε2
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Calculando la expansión de Taylor alrededor de r se puede obtener una expresión para evaluar funciones
de las que se conocen las derivadas.

f(r + dε+ e
1

2
ε2) = f(r) + f ′(r)dε+ (f ′(r)e+ d2f ′′(r))

1

2
ε2

Para implementar este tipo de números se procede de la misma forma que la sección anterior. Se crea
una clase que este tipo de números:

class dual2 {
public:

double r; //real part
double d; //dual part first deriv
double e; //dual part second deriv
dual2(double a=0.0, double b=0.0, double c=0.0):r(a),d(b),e(c){}
dual2(const dual2 &x):r(x.r),d(x.d),e(x.e){}
void operator =( const dual2 &x):r(x.r),d(x.d),e(x.e){}

};

También se implementan las operaciones aritméticas básicas:

dual2 operator +( dual2 x, dual2 y ) {
return dual2( x.r + y.r, x.d + y.d, x.e + y.e );

}
dual2 operator -( dual2 x, dual2 y ) {

return dual2( x.r - y.r, x.d - y.d, x.e - y.e );
}
dual2 operator *( dual2 x, dual2 y ) {
return dual2( x.r*y.r,

x.d*y.r + x.r*y.d,
x.r*y.e + 2.0*x.d*y.d + x.e*y.r );

}
dual2 operator /( dual2 x, dual2 y ) {

return dual2( x.r/y.r,
(x.d*y.r - x.r*y.d) / ( y.r*y.r ),
( 2.0*x.r*y.d*y.d - x.r*y.r*y.e
- 2.0*y.r*x.d*y.d + y.r*y.r*x.e ) /
( y.r*y.r*y.r ) );

}

Para funciones dónde se conoce la primera y segunda derivadas se puede implementar:

dual2 sqrt( dual2 x )
{

return dual2( sqrt(x.r),
0.5*x.d / sqrt(x.r),
0.5*x.e / sqrt(x.r) - 0.25/( sqrt(x.r)*x.r) *x.d*x.d );

}
dual2 sin( dual2 x )
{

return dual2( sin(x.r),
cos(x.r)*x.d,
cos(x.r)*x.e - sin(x.r)*x.d*x.d );

}

Con este código es posible evaluar la segunda derivada de funciones mucho mas complicadas, por
ejemplo se puede usar la implementación de la función (C.1)
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template <typename S>
S f(S x) {

return sin( sqrt( sin( x ) * sin( x ) + x*x ) / x );
}

Esta función puede usarse de forma común para números de doble precisión, los números duales de
la sección anterior para calcular la primera derivada o números duales para calcular la segunda derivada.
Para calcular la segunda derivada de f se evalúa la misma función:

dual2 x(1.5, 1.0, 0.0);
dual2 z = f(x);

En este caso la variable z.e contiene el valor de la segunda derivada.

C.2. Derivadas en varias dimensiones

Para evaluar derivadas de funciones de n variables, se pude generalizar el método anterior considerando
números duales con n componentes para la parte de la primera derivada y con n2 componentes para la
segunda derivada. Es decir se define el número dual

z = r + εTg +
1

2
εTHε

donde r ∈ R, g ∈ R
n, H ∈ R

n×n y ε = (ε1, . . . , εn)
T es un vector con n partes duales que cumplen la

propiedad εki ε
l
j = 0 k + l > 2 además consideramos que εki ε

l
j �= εljε

k
i .

Dados dos números duales

z1 = r1 + εTg1 +
1

2
εTH1ε

z2 = r2 + εTg2 +
1

2
εTH2ε

Se definen las operaciones aritméticas

z1 + z2 = r1 + r2 + εT (g1 + g2) +
1

2
εT (H1 +H2) ε

z1 − z2 = r1 − r2 + εT (g1 − g2) +
1

2
εT (H1 −H2) ε

z1z2 = r2r1 + εT (g2r1 + r2g1) +
1

2
εT

(
r2H1 + g2g

T
1 + g1g

T
2 +H2r1

)
ε

z1
z2

=
r1
r2

+ εT
(
g1r2 − r1g2

r22

)
+

1

2
εT

(
r2H1 − g2g

T
1 − g1g

T
2 − r1H2

r22
+

2g2g
T
2

r32

)
ε

Y para evaluar funciones conocidas en un número dual se puede usar

f(x+ εTg +
1

2
εTHε) = f(r) + εTgf ′(r) +

1

2
εT

(
Hf ′(r) + ggT f ′′(r)

)
ε

Usando estas ecuaciones se pueden calcular las derivadas de una función de n variables de dos formas
diferentes, para el gradiente se puede calcular la derivada respecto a una variable a la vez y llamar a la
función n-veces y para la Hessiana se llamaría a la función n(n+1)/2 veces. La otra forma es calcular las
derivadas respecto a todas las variables a la vez en una sola llamada a la función.

La clase que representa un numero dual con n componentes podría ser:
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template <int Dim >
class dualNDim {
public:

double r; //real part
double d[Dim]; //dual part first deriv
double e[Dim][Dim]; //dual part secon deriv
const int n = Dim;
dualNDim(double a=0.0){

r = a;
for(int i =0 ; i < Dim ; i++){

d[i] = 0;
for(int j = 0 ; j <= i ; j++)

e[i][j] = 0;
}

}
dualNDim(const dualNDim &x){

r = x.r;
for(int i =0 ; i < Dim ; i++){

d[i] = x.d[i];
for(int j = 0 ; j <= i ; j++)
e[i][j] = x.e[i][j];

}
}
void operator =( const dualNDim &x){

r = x.r;
for(int i =0 ; i < Dim ; i++){

d[i] = x.d[i];
for(int j = 0 ; j <= i ; j++)

e[i][j] = x.e[i][j];
}

}
};

Las operaciones aritméticas aplicadas a estos números se pueden programar de la siguiente forma:

template <int Dim >
dualNDim <Dim > operator +( dualNDim <Dim > x, dualNDim <Dim > y ) {

dualNDim <Dim > z;
z.r = x.r + y.r;
for(int i =0 ; i < x.n ; i++){

z.d[i] = x.d[i] + y.d[i];
for(int j = 0 ; j <= i ; j++)

z.e[i][j] = x.e[i][j] + y.e[i][j];
}
return z;

}

template <int Dim >
dualNDim <Dim > operator -( dualNDim <Dim > x, dualNDim <Dim > y ) {

dualNDim <Dim > z;
z.r = x.r - y.r;
for(int i =0 ; i < x.n ; i++){

z.d[i] = x.d[i] - y.d[i];



81 Apéndice C. Números duales

for(int j = 0 ; j <= i ; j++)
z.e[i][j] = x.e[i][j] - y.e[i][j];

}
return z;

}

template <int Dim >
dualNDim <Dim > operator -( double x, dualNDim <Dim > y ) {

dualNDim <Dim > z;
z.r = x - y.r;
for(int i =0 ; i < x.n ; i++){

z.d[i] = -y.d[i];
for(int j = 0 ; j <= i ; j++)

z.e[i][j] = -y.e[i][j];
}
return z;

}

template <int Dim >
dualNDim <Dim > operator *( dualNDim <Dim > x, dualNDim <Dim > y ) {

dualNDim <Dim > z;
z.r = x.r * y.r;
for(int i =0 ; i < x.n ; i++){

z.d[i] = x.d[i]*y.r + x.r*y.d[i];
for(int j = 0 ; j <= i ; j++)

z.e[i][j] = x.r*y.e[i][j] + x.d[i]*y.d[j]
+ x.d[j]*y.d[i] + y.r*x.e[i][j];

}
return z;

}

template <int Dim >
dualNDim <Dim > operator *( dualNDim <Dim > x, dualNDim <Dim > y ) {

dualNDim <Dim > z;
z.r = x.r * y.r;
for(int i =0 ; i < x.n ; i++){

z.d[i] = (x.d[i]*y.r - x.r*y.d[i]) / (y.r*y.r);
for(int j = 0 ; j <= i ; j++)

z.e[i][j] =(y.r*x.e[i][j]-x.d[i]*y.d[j]
- x.d[j]*y.d[i]-x.r*y.e[i][j])/(y.r*y.r)
+ 2.0*x.r*y.d[i]*y.d[j] / (y.r*y.r*y.r);

}
return z;

}

template <int Dim >
dualNDim <Dim > sqrt( dualNDim <Dim > x ) {

dualNDim <Dim > z;
double f = sqrt(x.r);
double df = 0.5/f;
double ddf = -0.25/(f*x.r);
z.r = f;
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for(int i =0 ; i < x.n ; i++){
z.d[i] = x.d[i]*df;
for(int j = 0 ; j <= i ; j++)

z.e[i][j] = x.e[i][j]*df + x.d[i]*x.d[j]*ddf;
}
return z;

}

template <int Dim >
dualNDim <Dim > sqrt( dualNDim <Dim > x ) {

dualNDim <Dim > z;
double f = sin(x.r);
double df = cos(x.r);
double ddf = -f;
z.r = f;
for(int i =0 ; i < x.n ; i++){

z.d[i] = x.d[i]*df;
for(int j = 0 ; j <= i ; j++)

z.e[i][j] = x.e[i][j]*df + x.d[i]*x.d[j]*ddf;
}
return z;

}

En este caso comienza a ser importante la eficiencia del método ya que en cada llamada estas funciones
se crea una copia de objeto, si el número de variables es grande entonces se estarán realizando muchas
copias innecesarias. Otro aspecto respecto a la eficiencia es la creación de objetos temporales cuando se
evalúan expresiones aritméticas largas.

Para probar el código se podría, por ejemplo, calcular las derivadas de la función:

f(x) = sin

√√√√n−1∑
i=1

(xi+1 − x2
i )

2 + (1− x2)2

Una implementación de esta función es:

template <typename S>
S f(const vector <S> &x){

S z;
z = 0.0;
for(int i = 0 ; i < x.size() - 1; i++){

z = z + (x[i+1]-x[i]*x[i])*
(x[i+1]-x[i]*x[i])

+ (1.0-x[i])*
(1.0-x[i]);

}
return sin(sqrt(z));

}

Como primer método se calculan todas las derivadas (gradiente u Hessiana) al mismo tiempo en una
sola llamada a la función, se utiliza n = 3 en x = (2.0, 1.1, 1.3). El siguiente código realiza el cálculo:

vector < dualNDim <3> > x(3);
x[0].r = 2.0;
x[1].r = 1.1;
x[2].r = 1.3;
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x[0].d[0] = 1.0;
x[1].d[1] = 1.0;
x[2].d[2] = 1.0;
dualNDim <3> z = f(x);

La componente i-ésima del gradiente queda en la componente z.d[i] y la componente (i, j)-ésima
de la Hessiana queda en z.e[i][j]. En este caso la dimensión del número dual es igual al número de
variables de las que depende la función f .

La otra forma de calcular las derivadas es calcular la derivada respecto a una variable a la vez, el
mismo resultado anterior puede obtenerse con el siguiente código.

vector < dualNDim <2> > x(3);
x[0].r = 2.0;
x[1].r = 1.1;
x[2].r = 1.3;
for(int i = 0; i < 3 ; i++){

x[i].d[0] = 1.0;
dualNDim <2> z = f( xv2 );
// derivada respecto a xi en z.d[0]
x[i].d[0] = 0.0;

}

for(int i = 0; i < 3 ; i++){
for(int j = 0; j <= i ; j++){

x[i].d[0] = 1.0;
x[j].d[1] = 1.0;
dualNDim <2> z = f( x );

if(i==j)
// segunda derivada respecto a xi xj en z.e[0][0]

else
// segunda derivada respecto a xi xj en z.e[1][0]

x[i].d[0] = 0.0;
x[j].d[1] = 0.0;

}
}

Para calcular las derivadas usando éste método la dimensión del número dual siempre será de 2 no
importa el número de variables de la función f . Debido a esto, en cada evaluación del gradiente o de la
Hessiana se activa o desactiva la variable respecto a la cual se quiere calcular la derivada, cuando se asigna
x[i].d[0]= 1.0 se indica que se quiere derivar respecto a la variable i-ésima. Para evaluar la Hessiana
deben indicar las dos variables respecto a las que se quiere derivar, por esta razón se hace x[i].d[0]=
1.0 y x[j].d[0]= 1.0 para calcular la derivada respecto a la variable i-ésima y luego la derivada respecto
a la variable j-ésima.



Apéndice D

Calculo de derivadas de datos con ruido

D.1. Minimización del funcional (4.1)

La minimización del funcional (4.1) se hace de la forma usual para calcular extremos de una función,
se calcula la derivada y se iguala a cero. Calculando la derivada de (4.1) respecto a u

dF (u+ εη)

dε
=

∫ xn

x1

w(A(u+ εη)− y)
dA(u+ εη)

dε
dx+ λ

∫ xn

x1

β

(
du+ εη

dx

)
dη

dx
dx (D.1)

De la definición del operador A

dA(u+ εη)

dε
=

d

dε

∫ x

x1

(u+ εη)dx =

∫ x

x1

ηdx = Aη

sustituyendo en (D.1) y evaluando en ε = 0[
dF (u+ εη)

dε

]
ε=0

=

∫ xn

x1

w(Au− y)Aηdx+ λ

∫ xn

x1

β
du

dx

dη

dx
dx (D.2)

Para facilitar el desarrollo primero se integra por partes el primer término del lado derecho:∫ xn

x1

w(Au− y)Aηdx = {AηA [w(Au− y)]}xn

x1
−

∫ xn

x1

A [w(Au− y)] ηdx (D.3)

Para continuar usamos la propiedad del operador A aplicado a cualquier función z

Az =

∫ x

x1

zdx =

∫ xn

x1

zdx−
∫ xn

x

zdx =

∫ xn

x1

zdx−AT z

donde AT z =
∫ xn

x
zdx, sustituyendo en (D.3)

∫ xn

x1

w(Au− y)Aηdx = {AηA [w(Au− y)]}xn

x1
−

∫ xn

x1

[∫ xn

x1

w(Au− y)dx′
]
ηdx+

∫ xn

x1

AT [w(Au− y)] ηdx

Note que {AηA [w(Au− y)]}x1
= 0 debido a los límites del operador A y además:

{AηA [w(Au− y)]}xn =

∫ xn

x1

w(Au− y)dx

∫ xn

x1

ηdx

de dónde se tiene que el primer término de (D.2) es:

84
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∫ xn

x1

w(Au− y)Aηdx =

∫ xn

x1

AT [w(Au− y)] ηdx (D.4)

Para el segundo término se sigue el mismo procedimiento, se aplica integración por partes:∫ xn

x1

β
du

dx

dη

dx
dx =

[
β
du

dx
η

]xn

x1

−
∫ xn

x1

d

dx

(
β
du

dx

)
ηdx (D.5)

sustituyendo (D.4) y (D.5) en (D.5)[
dF (u+ εη)

dε

]
ε=0

= λ

[
β
du

dx
η

]xn

x1

+

∫ xn

x1

ATw(Au− y)ηdx− λ

∫ xn

x1

d

dx

(
β
du

dx

)
ηdx (D.6)

Para asegurar que [
dF (u+ εη)

dε

]
ε=0

= 0

Se satisfaga para cualquier perturbación η se pide que

−λ
d

dx

(
β
du

dx

)
+AT [w(Au− y)] = 0

dando lugar a la ecuación (4.2). Además el primer término de (D.6) también debe ser cero, lo cual lleva
a las condiciones de frontera. 1) Si u es conocida en alguno de los límites entonces cualquier perturbación
en esos extremos debe ser cero ([η]x1

= 0 o [η]
xn = 0). 2) Se pide que du/dx = 0 sea cero en los extremos.

3) Otro tipo de condición de frontera que se ha probado exitosamente es du/dx = νu.

D.2. Discretización de (4.2)

Para resolver la ecuación (4.2) se usan los nodos {χi| i = 1 . . .m} donde χ1 = x1 y χm = xn. Usando
diferencias finitas centrales para las derivadas en el nodo i

− λ

χi+1/2 − χi−1/2

[
βi+1/2

ui+1 − ui

χi+1 − χi
− βi−1/2

ui − ui−1

χi+1 − χi

]
+

{
AT [wAu]

}
i
=

{
ATwy

}
i

Acomodando términos y usando χi+1/2 = (χi+1 + χi)/2 y χi−1/2 = (χi + χi−1)/2

2λ

χi+1 − χi−1

[
− βi+1/2

χi+1 − χi
ui+1 +

(
βi+1/2

χi+1 − χi
+

βi−1/2

χi+1 − χi

)
ui −

βi−1/2

χi+1 − χi
ui−1

]
+

∫ χn

χi

wAudx =

∫ χn

χi

wydx

Si se definen los coeficientes

ai = − 2λ

χi+1 − χi−1

βi−1/2

χi+1 − χi

ci = − 2λ

χi+1 − χi−1

βi+1/2

χi+1 − χi

bi = −ai − ci

Entonces,

ciui+1 + biui + aiui−1 +
{
AT [wAu]

}
i
=

{
ATwy

}
i

(D.7)
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Para discretizar las integrales se usa el método del trapecio, de forma genérica la aplicación de A a
una función z en el punto χi es:

[Az]i =

∫ χi

χ1

zdx

Para i = 1 se tiene: [Az]1 = 0. Para i > 1 se usa la regla del trapecio:

[Az]i =

i∑
j=2

1

2
(zj + zj−1) (χj − χj−1) (D.8)

la suma puede expresarse de la siguiente forma:

[Az]i =

(
χ2 − χ1

2

)
z1 +

i−1∑
j=2

(
χj+1 − χj−1

2

)
zk +

(
χi − χi−1

2

)
zi

esta última ecuación se puede interpretar como el producto Az, donde A es una matriz triangular inferior
y z el vector z = (z1, . . . , zm)T . Las entradas de A están dadas por

Aij =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

χ2−χ1

2 j = 1, i > 1
χj+1−χj−1

2 1 < j < i, i > 1
χj−χj−1

2 j = i, i > 1

0 otro caso

De forma similar para el operador AT se tiene
[
AT z

]
m

= 0 y para i < m

[
AT z

]
i
=

∫ χm

χi

zdx

usando la regla del trapecio

[
AT z

]
i
=

m∑
j=i+1

1

2
(zj + zj−1) (χj − χj−1) (D.9)

la sumatoria puede expresarse de la siguiente manera:

[Az]i = zi
χ2 − χ1

2
+

m−1∑
j=i+1

zj

(
χj+1 − χj−1

2

)
+ zm

χm − χm−1

2

de donde se puede definir la matriz triangular superior AT con entradas:

AT
ij =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

χm−χm−1

2 j = m, i < m
χj+1−χj−1

2 i < j < m, i < m
χj−χj−1

2 j = i, i < m

0 otro caso

Entonces la ecuación (D.7) puede escribirse en términos de las matrices A y AT como

ciui+1 + biui + aiui−1 +
[
ATWAu

]
i
=

[
ATWy

]
i

(D.10)

o en forma mas compacta:

(
D +ATWA

)
u = d (D.11)
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donde W es una matriz diagonal con Wii = w(χi) = wi, u = (u1 . . . um) , ATWy y y = (y1 . . . ym).
Si la solución del sistema lineal (4.4) o (D.11) se calcula usando un método iterativo que requiere

el producto matriz-vector, entonces esta operación se puede hacer de forma eficiente sin necesidad de
ensamblar explícitamente las matrices D,AT ,W , y A. Para esto se usa directamente la regla del trapecio
y los coeficientes ai, bi y ci.

La componente i-ésima del producto matriz vector está dada por la ecuación (D.7) solo hace falta
calcular

{
AT [wAu]

}
i

que en notación vectorial es igual a
[
ATWAu

]
i
.

Para esto primero se calcula Au, que, usando la regla del trapecio (D.8), se define [Au]1 = 0 y la
componente i-ésima (i > 1) se puede escribir como:

[Au]i = [Au]i−1 +
1

2
(ui + ui−1) (χi − χi−1)

Es decir la componente i-ésima es la suma de la componente i− 1 más otro término. Si denotamos al
Au como el vector resultado del producto, y lo guardamos en un arreglo temporal, entonces la componente
i-ésima (i < m) del producto ATWAu se puede calcular con:

[
ATWAu

]
i
=

[
ATWAu

]
i+1

+
1

2

(
wi+1 [Au]i+1 + wi [Au]i

)
(χi+1 − χi)

con
[
ATWAu

]
m

= 0. Aplicando estas fórmulas es posible calcular el producto de forma eficiente ya
que se necesitan del orden de O(m) operaciones aritméticas en total.

De la misma forma se puede calcular el lado derecho ATWy, la componente i-ésima es:

[
ATWy

]
i
=

[
ATWy

]
i+1

+
1

2
(wi+1yi+1 + wiyi) (χi+1 − χi)
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