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Resumen

Se introdujo un nuevo método para calcular el tensor geométrico cudntico usando la
integral de trayectoria, éste procedimiento permite también calcular tanto la curvatura de
Berry como la métrica de informacion cudntica. En el desarrollo original, hecho a partir
del concepto de fidelidad, uno puede hacer éste célculo si se conoce la funcién de onda del
sistema cudntico correspondiente. Lo inovador de éste método es que este mismo cdlculo
se puede realizar a partir de las funciones de Green del sistema. Se resuelve el problema
del oscilador arménico con una deformacidn lineal usando ambos métodos para comparar

los resultados obtenidos, encontrando que ambos resultados coinciden.

Una ventaja notable de usar este método es que ahora se pueden considerar sistemas mas
complejos que no tienen solucién exacta. El ejemplo principal en esta tesis es el oscilador
anarmonico, para ello fue necesario hacer el desarrollo perturbativo de las funciones de
Green. Como prueba, se regreso al problema del oscilador arménico con una deformacion
lineal haciendo la perturbacién hasta orden A2, concluyendo que los resulados coinciden
con los obtenidos previamente. Ademads se calcul6 el determinante de la métrica de infor-
macion cudntica para éste problema y se concluy6 que, debido a que el determinante no
depende de .J, que es el pardmetro de deformacion, el oscilador no se acopla con la pertur-
bacion hecha por el término .Jq. Una vez hecho este ejemplo, se resolvié el oscilador con
la deformacién cudrtica hasta orden A2, siendo éste un calculo original de la tesis. Ademds
se calcul6 el determinante de la métrica de informacion cudntica dando como resultado un
polinomio de segundo grado en A, se obtuvieron las raices del polinomio y se encontrd
que éstas son complejas, lo que implica que la métrica es no-degenerada para todo valor

de A, al final se hizo una comparacién con el determinante del mismo sistema pero cuya
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perturbacion fue hecha hasta orden .

Finalmente, se hizo la extension del problema para una teoria cudntica de campo esca-
lar. Primero se dedujo el tensor geométrico cudntico para esta nueva teoria y se propuso el
campo escalar libre como primer ejemplo, nuevamente se calculé la métrica de informa-
cién cudntica con la diferencia de que ahora se tienen variables espaciales, haciendo que un
nuevo pardmetro aparezca en la solucion. Posteriormente, se propuso el ejemplo del campo
escalar con una perturbacion lineal .J¢, aqui se observé que los resultados no difieren mu-
cho al ejemplo resuleto en mecdnica cudntica y, nuevamente, el determinante de la métrica

no depende de la perturbacién J¢.
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Abstract

A new method was introduced to calculate the quantum geometric tensor using the path
integral, this procedure also allow us to calculate both the curvature of Berry and the me-
tric of quantum information. In the original development, made from the concept of fidelity,
one can make this calculation if the wave function of the corresponding quantum system
is known. The innovative of this method is that this same calculation can be made from
the Green functions of the system, the problem of the harmonic oscillator is solved with a
linear deformation using both methods to compare the results obtained, it was found that

both results coincide.

One notable advantage of using this method is that we can now consider more complex
systems that do not have an exact solution. The main example in this thesis is the anhar-
monic oscillator, for this it was necessary to make the perturbative development of Green’s
functions. As proof, we returned to the problem of the harmonic oscillator with a linear
deformation making the perturbative development up to A\? orden, concluding that the re-
sults coincide with those previously obtained, the determinant of the quantum information
metric was calculated for this problem and it was concluded that, because the determinant
does not depend on J, which is the deformation parameter, implies that the oscillator does
not match the perturbation made by the term .Jq. Once this example was done, the oscillator
was resolved with a quartic deformation up to \? order, this being an original calculation
of the thesis, in addition the determinant of the quantum information metric was calculated
resulting in a polynomial of second degree in ), the roots of the polynomial were obtained
and they were found to be complex, which implies that the metric is non-degenerate for all

value of ), at the end a comparison was made with the determinant of the same system but
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whose perturbation was done up to order .

Finally, the extension of the problem for a quantum scalar field theory was made. First
the quantum geometric tensor was deduced for this new theory and the free scalar field was
proposed as the first example, again the quantum information metric was calculated with
the difference that now there are spatial variables, making a new parameter appear in the
solution. Later, the example of the scalar field with a linear perturbation .J¢ was propo-
sed, here it was observed that the results do not differ much from the quantum mechanics

example and, again, the determinant of the metric does not depend on the perturbation .J¢.
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Prologo

Esta tesis presenta una nueva propuesta para calcular el tensor geométrico cudntico
usando la integral de trayectoria, que permite calcular también la métrica de informacién

cudntica y la curvatura de Berry.

En los capitulos dos y tres se revisard toda la teoria necesaria que serd fundamental pa-
ra hacer la construccion del tensor geométrico cudntico con la integral de trayectoria. Para
probar este nuevo método se tratard el ejemplo de un oscilador arménico con una defor-
macion lineal usando este método y el método tradicional, que es usando el concepto de

fidelidad.

Después, se propone el problema del oscilador anarménico para resolverse utilizando la
teoria perturbativa del método propuesto y se hard una observacion en el determinante de

la métrica de informacion cuantica.

Posteriormente, se revisa el concepto de campo en el capitulo ocho y se generaliza el re-
sultado obtenido del tensor geométrico cudntico para la teoria cuédntica de campos, para
probar el desarrollo obtenido se proponen los sistemas de campo escalar y campo escalar

con una perturbacion lineal.
Finalmente, en las conclusiones se constata que este método recupera los resultados del

desarrollo hecho a partir de la fidelidad [[1] y que ademads es un buen método para resolver

problemas mas complejos.
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Capitulo 1

Introduccion.

A principios del siglo XX, se descubrieron una series de problemas, tales como la ra-
diacion de cuerpo negro, el efecto Compton, entre otros, para los cuales la fisica no tenia
una respuesta. La complejidad de los problemas abordados se tradujo en una bisqueda que
abarcé varias décadas de trabajo intenso y profundamente creativo, desarrollado por una
multitud de cientificos, entre quienes se cuentan figuras excepcionalmente brillantes, y que
culminé con el establecimiento de una nueva teoria fisica para describir el comportamiento

de los microsistemas, ésta nueva teoria es la mecanica cuantica.

Para que la mecénica cudntica se pudiera asentar fue necesario aceptar ideas tales como
la estructura atémica de la materia, la teoria de Maxwell no describe de forma rigurosa la
interaccion entre un 4tomo y un campo de radiacion, etc. Tal vez la idea mds radical de esta
teoria es suponer que la energia para estos sistemas microscOpicos necesariamente tiene
que considerarse en un espectro discreto y no continuo. Esta idea fue desarrollada a partir

de la catastrofe ultravioleta por Planck.

La mecénica cudntica ha sido muy util para describir el comportamiento de los 4tomos,
moléculas, las interacciones entre éstos e incluso algunas de las propiedades macroscépi-
cas de algunos materiales como es el magnetismo. A pesar de ello, una de las aplicaciones
mads reciente y que en los tltimos afios ha tomado mucha fuerza es la informacién cudntica,

que es el tema central de esta tesis.



La informacion cuantica ha sido utilizada recientemente en la fisica tedrica como una
herramienta para la teoria de cuerdas, asi como en la rama del estado sélido y materia
condensadal2]. En los ultimos afios se ha aplicado tanto en la fidelidad como en el tensor
geométrico cudntico, objeto principal de estudio en esta tesis, para predecir transiciones de

fase, la distancia entre dos estados cudnticos y la geometria del espacio de configuraciones.

Peres, en 1984[3] introdujo el concepto de fidelidad, que en un principio se pensé como
una medida de la estabilidad de un sistema cudntico al ser perturbado. Sin embargo, hoy en
dia se entiende a la fidelidad como una medida de la “cercania” entre dos estados cudnticos,
predecir transisiones de fase cudnticas 6 cuantificar la calidad de un circuito cuantico. Cabe
aclarar que la fidelidad no es una métrica en el espacio de matrices de densidad, sino que

se usa para definir la métrica de Bures sobre éste espacio[4]].

Existen otros conceptos relacionados con la fidelidad que involucran también la nocién
de distancia en el espacio de pardmetros como es el tensor geométrico cudntico, la métrica
de Fisher y la métrica de Bures. En el tensor geométrico cudntico encontramos dos cantida-
des que son la métrica de informacion cudntica y la curvatura de Berry, éstas son las partes

real e imaginaria de éste tensor y se estudian en esta tesis.

En el capitulo dos, se presentan los conceptos preliminares para desarrollar esta tesis. Pri-
mero se hard la construccion de la integral de trayectoria para asi poder resolver, como
ejemplo ilustrativo, el problema de una particula libre; posteriormente se hace una intro-
duccion a las funciones de Green y al concepto de producto cronoldgico, que serdn de

mucha utilidad en los ultimos capitulos.

En el capitulo tres, se revisa brevemente la teoria de la informacién, pasando por el con-
cepto de "fase", que estd relacionado con la interferencia cudntica; después se deducen la
métrica de informacién cudntica y la curvatura de Berry a partir del concepto de fidelidad;

finalmente se calcula la curvatura de Berry para el oscilador arménico generalizado.



En el capitulo cuatro, se deduce el tensor geométrico cudntico con el formalismo de la
integral de trayectoria que se desarroll6 en el primer capitulo y, posteriormente, se deducen
nuevamente la métrica de informacion cudntica y la curvatura de Berry pero sin hacer uso
de la fidelidad, éstas se obtienen como las componentes real e imaginaria del tensor geo-

meétrico cuantico.

En el capitulo cinco, se resuelve el problema del oscilador arménico con una perturba-
cioén lineal Jq. Primero se calcula la métrica de informacién cudntica de manera exacta
usando la funcién de onda del oscilador, posteriormente se resuelve el mismo problema
pero haciendo uso de las funciones generadoras para asi poder calcular las funciones de
Green a partir de derivadas variacionales de éstas suponiendo J = cte., esto es importante

ya que la mayoria de los problemas de ésta indole se resuelven suponiendo J = 0.

En el capitulo seis, se hace el desarrollo perturbativo de las funciones de Green, la motiva-
cioén de ésto es resolver problemas con perturbaciones mds complejas, ésta es la funcién de
Green de interaccion y para probar su eficacia se resuelve el mismo problema del capitulo
cuatro. En este capitulo se calcula el determinante de la métrica de informacion cuéntica,

mostrando que el oscilador no se acopla con la perturbacion .J.

En el capitulo siete, se calcula el tensor geométrico cudntico para el oscilador anarmo-
nico. A la Lagrangiana del oscilador armonico libre se le agrega un término de la forma
Ag* /4!, este problema no tiene solucién exacta, por lo que se usaré todo lo aprendido en el
capitulo seis, haciendo la expansion de las funciones de Green hasta orden \? para poder
calcular el tensor geométrico cuantico. Al final del capitulo se calcula el determinante de
la métrica de informacidn cudntica y se resuelve el polinomio resultante del determinante

para \. El resultado obtenido se compara con la expansion a primer orden de [3]].

En el capitulo ocho, se hace el desarrollo del tensor geométrico cuantico para una teoria

cudntica de campo escalar. Para ello se revisan los conceptos de campo cldsico y cuéntico,



posteriormente se hace la deduccién del tensor geométrico cudntico para una teoria cuin-
tica de campos y obtener asi las expresiones para la métrica de informacién cuéntica y la
curvatura de Berry. Posteriormente, se propone la densidad Lagrangiana del campo escalar
y se resuelve el tensor geométrico cudntico para éste sistema. Fianlmente, al sistema ante-
rior se le afiade una perturbacion lineal de la forma J¢, se resuelve el tensor geométrico
cudntico y se calcula el determinante de éste, obteniendo resultados similares al capitulo

seis.



Capitulo 2

Preliminares.

En este capitulo se revisan los conceptos prelminares que serdn necesarios para el desa-
rrollo de la tesis, asi como una motivacion para el estudio del tensor geométrico cuantico.
En la primera seccién se hace la construccion de la integral de trayectoria de Feynman, que
es una formulacién de la mecénica cudntica cuyo enfoque es medir la amplitud de probabi-
lidad de que una particula se propague entre dos puntos a y b en un tiempo ¢, esta cantidad
es calculada asignando una amplitud a cada trayectoria posible que puede tomar la particu-
la, después éstas amplitudes se suman para calcular la amplitud de probabilidad total, uno
pensaria que al hacer esta suma el resultado no convergeria, sin embargo recordemos que
hay trayectorias con mds probabilidad que otras, de modo que las diferencias de fase se

cancelan con todas aquellas trayectorias con menor probabilidad.

En la segunda seccion se utiliza el formalismo desarrollado en la primera seccidén para

., L . . . 1 .
resolver la propagacion de una particula libre, es decir, se toma la lagrangiana L = §mq2.

En la seccién tres se aprovecha el resultado de la seccién anterior para motivar la intro-
ducciodn a las funciones de Green extendiendo el conocimiento de la integral de trayectoria,

llegando a una expresion que nos serd muy util en el desarrollo de los capitulos posteriores.



2.1. Integral de Trayectoria.

En mecanica clésica, conocer la trayectoria que sigue una particula bajo ciertas cons-
tricciones es relativamente fécil de obtener siempre y cuando se conozcan las condiciones
iniciales de la particula, como por ejemplo la posicién y momento de ésta a un tiempo ante-
rior del cual deseamos describir la trayectoria. Sin embargo en mecanica cudntica no pasa
esto porque se habla de la amplitud de probabilidad correspondiente a dicha particula. La
teoria de Hamilton-Jacobi es la expresion cldsica cuyo limite es el mds directo para obtener

la mecdnica cudnica. Consideremos el siguiente Hamiltoniano:

P
—p=H= %%-V(:v). 2.1

Hay una prescripcion simple para obtener la ecuacion de onda de Schrodinger:

H(z, —ihd, ) = K—%) 0 + V(m)} )= ih%—f. (2.2)

La prescripcion es reemplazar la aparicién de H en (2.1 con ihd/0t y reemplazar p; por

—ihd/dz' = —ihd, haciéndola actuar sobre un estado arbitario 1 (z, t).

Esta ecuacion es diferente a la de Hamilton-Jacobi, por un lado (2.2) es lineal en 1) e
involucra segundas derivadas en esta misma variable ¢ : p> — —h?*9?. De hecho, hay una
correspondencia con la mecdnica clésica; por separacion de variables, la ecuacién (2.2)) tie-

ne soluciones para v cuya dependencia temporal es e ~*#/"

en el caso en el que la energia
se conserva, ademds debido a que & es pequeia, la frecuencia circular F/h es muy gran-
de para un sistema cldsico. La taza de cambio de 1) en la direccion espacial es también
muy grande, ya que p/h es grande tambien para un sistema macroscépico. En este punto

podemos hacer la aproximacién por WKB

Y~ A(x)e @D/, (2.3)

La ventaja de esta aproximacion es que podemos suponer que la fase ¢ varia rapidamente



|9

(2.4)
9]
pero tanto las derivadas de ¢ como de A(x) son pequeiias. Sabemos ademds que
o, t) = olx) — Bt. 2.5)
Sustituyendo (2.5)) en (2.4)
0 0 . . ,
Zha_qf _ Zﬁ@ (A (x)/h—zEt/h) _ ez(b(:ﬂ)/h—zEt/hEA
O = 0, <A¢¢—ge%<¢—ﬂ> + A,meW—Et))
_ _A¢ ebo-nn _ Affr L) W#A itomn (2.6)

+ A ,er @B —i—iA ¢ pen(@=F)
XL A ax¥x

AL 1 . 2A.b. A B

donde ¢ , = 0,9, y debido a las suposiciones hechas anteriormente los términos dominan-

tes son

1
—¢* +V =FE. 2.7
2m

Esta es la ecuacion de Hamilton-Jacobi independiente del tiempo. Si se satisface la ecua-

cién anterior, podemos exigir que el siguiente orden de A también se anule, es decir

A‘CU ¢l‘$
9 (L= 2T
(A)W,w 0
, 1
= A° x —

o
= 2AA, x —

2
T

A@ ¢,xm




Por lo que

br=+2m(E—-V). (2.9)
Entonces
A= Ag[2m(E — V)|7V4, (2.10)
Y para 1) tenemos
b & Ag[2m(E — V)|V et Pt i T RmB- V) 2y 2.11)

En las exponenciales de (2.11)) el argumento es de la forma pdg, lo cual se reescribe como

pqdt, asi que, finalmente se tiene la siguiente aproximacion:

W~ Ag2m(E — V)| V4erS (2.12)

Con esto, la ecuacion de Hamilton-Jacobi corresponde solo al término de orden cero en A

en la aproximacion WKB.

Ya hemos podido dar una expresion para la funcién de onda a partir de una teorfa clésica,
sin embargo esto ain no cumple con el hecho de que es necesario hablar de una densidad
de probabilidad y no de una sola trayectoria. Motivados por este hecho, supongamos que
tenemos una funcién de onda (g, t), en el limite cldsico la fase de esta funcién de onda
es la accidn cldsica. Este hecho sugiere que ambos objetos estan relacionados, mds aun, es
bien sabido que la trayectoria cldsica minimiza la accidn clésica, pero en cudntica esto no
tiene sentido, entonces en la relacion accion-fase no basta considerar una sola trayectoria,
sino todas las posibles trayectorias. Es decir, buscamos integrar en todo el espacio todas
las trayectorias posibes con una funcién de peso, que es la accion, por lo que la funcién de

onda se puede expresar como: [6]

gt~ Y eXp<%S). 2.13)

trayectorias

8



Recordemos que la accién estd dada por

t
S:/ drL(7,q,q). (2.14)
to

Esta accion satisface 0.5 = 0. En el cdlculo tradicional, para resolver una integral se hace
una particién en el intervalo en el cual se estd integrando. De manera andloga, para una
integral funcional se hace exactamente lo mismo pero con la diferencia de que el intervalo
estd dado por [qo, ¢] junto con el intervalo temporal [t(,?] y la funcién a calcular es (g, t)

que es igual al Kernel de Schrodinger evaluado en K (g, t; qo, to)-

Sabemos que el Kernel del operador de Schrodinger esta dado por

K(q,t; g0, to) = (q, t|g0, to) = (a| U(t, t0) |qo) = (g] e = |gp) (2.15)

donde U(t, t) es el operador de evolucion y se puede escribir en términos de la exponencial
para Hamiltonianos conservativos. Ahora, multiplicamos por la relacién de completez con

base en el cuadro de Heisenberg en la ecuacion (2.13)), esta relacion esta dada por:

/ dagr |1, t) (g1, ta| = 1. (2.16)

o0

Por lo que ahora el Kernel se escribe como

o

K(q,t;q0,t0) = / daqi (g, tlqr, t1) {q1,t1]qo, to) - (2.17)

Al agregar esta relacién, dividimos el intervalo del tiempo en dos (figura2.1) de ¢y a t1 y

det;at



e

to t1 t

Figura 2.1: Primera particién del intervalo temporal, a este orden el intervalo esta dividido
en dos

Podemos hacer este proceso una segunda vez, de modo que el Kernel queda como

[e.9]

K(q,t;q0,t0) = / dq2dagy (q,t]q2, t2) (g2, t2|q1, t1) (@1, t1]q0, to) - (2.18)

—00

Si esto se hace N-veces, es decir, particionamos el tiempo en N + 1 pedazos, el Kernel

queda finalmente como

o0

K(q,t;q0,t0) = / dgn ... dqi (g, tlgn, tn) (an, tnlgy—1,tn=1) - - . (@1, t1]qo, to) ,
(2.19)

y la particién en el tiempo queda como en la figura[2.]]

M
fo ti tn

Figura 2.2: Particién del intervalo temporal después de hacer este procedimiento N veces,
a este orden el intervalo esta dividido en NV + 1 partes

Consideremos ahora el i-ésimo término (q;41,ti11|¢, t:) = (Git1] e~ nAH |¢;), donde
At = t; 1 —t; y hagamos la expansion en serie de Taylor de la exponencial y al introducir

la relacién de completez en el espacio de momentos, se tiene que:
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(a2 ) = [ P (gl (o] )

dp

(2.20)
:/ o {genlp) (pil 1= ﬁAtH(p“qu»'

Concentrémonos primero en el término del Hamiltoniano. Si sus términos fueran sumas de

p 'y q independientes, entonces se tendria que

<pi| ﬁ(ﬁi; qu') |ql> = H(pz', Qz‘) <pz"6h> . (2.21)

Pero podria pasar que en el Hamiltoniano hubiesen términos mezclados de p y ¢, es por
ello que se debe suponer que los términos mezclados son sumas de permutaciones de los
productos de p y q. Otra forma de resolver este problema es asumir lo que se conoce como
orden estdndar, en donde se supone que todos los operadores p se alinean a la izquierda y

todos los operadores ¢ a la derecha, en este caso resulta [7]:

(i) H(pi, @) @iy = H(pi, @i) (pilai) - (2.22)

De modo que (2.22) se reescribe como

2rh

_ / dpz —LAtH (pi,qi)+ £ pi(qi+1—i)
27Th

i AL > d )
(gis1| e 72 |g) :/ APi ipiaivi—a:) (1 — %AtH(piaQi)>
(2.23)

Haciendo este procedimiento NV + 1 veces se tiene que

) o dpo...dpy i _
<q, t|QO7 t0> = ]\}liréo /OO d(h - qu—<2 h)N_i_iVeﬁ Zz opz(‘h-&-l Ch) Atzz oH(prz)
(2.24)

Sabemos que ¢;+1 = q(t;+1) = q(t; + At), de modo que al hacer su expansién a primer

orden estd dada por

11



Gir1 = q(ti) + Atq(t;) = ¢ + Atg;, (2.25)

y se define

A}im dqy...dgy = Dgq
o (2.26)

N k)N

de esta forma, al sustituir (2.25)) en (2.24)), e introduciendo el limite en la integral, el pro-

pagador queda como

o

<q, t|q0, t0> = DgDp lim 6% SN o(pidi—H (qi,pi)) At
N—o00

- 'Dq’Dpe% ftto (rd—H (g,p)) (2.27)

Es necesario hacer algunas observaciones respecto a la convergencia de la particién tem-

ty—ta

N 0. Esta

poral de la amplitud en el limite continuo, donde las particiones mas finas

convergencia se puede probar a partir de la energia cinética T' = p?/2m s6lo si el potencial
V' (g, t) es lo suficientemente suave. Para potenciales independientes del tiempo, la férmula

de Trotter [8] nos ayuda a resolver esta convergencia:

e—itt—ta) /R _ 1 (efit}’vffv/h i t“T/h>N+1, (2.28)

N—o0

Usando la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff [§] la ecuacién (2.28) se reescribe como

N+1
, (2.29)

. S jio=t ji=t th—ta 2 o
o—ilty—ta)H/h — (e BV I =R T i N+f)x/ﬁ2>

donde el operador Xesla expansion

12



X2 b= e () - e a1) +o (B2 e

(tbfta)2

La férmula de Trotter implica que el término del operador X que es proporcional a GENE

no contribuye en el limite cuando N — oo. Para asegurar esto, es suficiente saber que la

férmula de Trotter se cumple para operadores que estan acotados por debajo.

La asimetria de las integrales funcionales sobre ¢ y p son consecuencia de manter fijos
los puntos finales en el espacio de posiciones. Existe una posibilidad de hacer esto mismo
en el espacio de momentos manteniendo fijo p, y p,. El operador de evolucién temporal

asociado se obtiene de la misma forma que en el espacio de posiciones

(p, tpo, to) = (P U(t, to) po) , 2.31)

y al igual que en el caso de las ¢'s, se hace una particion en el tiempo y se inserta un uno

usando la relacion de completez
— |p,t t|=1 2.32
| skt it 2.32)

De modo que al insertar la relacion de completez se tiene

oo dpl
t tg) = — t t t t
<p, |p0, 0> /_OO ok <p, |p17 1><p1, 1|p0, 0>

> dpdp
— / (271rh)§ (p, t|pa, ta) (pa, ta|p1, t1) (p1, t1|po, to)

(2.33)
= | ooy \Ptewst DN 1. EN_1) .
/_oo (2mh)N (p:tlpw tn) (P, NP1 tN-1) - X
X"‘<p17t1|p0,t0>.

Ademads se tiene que

13



(Pit1, tixa|pi, ti) = (Pipa]e” ’LAtH|p ) (2.34)

Asf, la ecuacién (2.34)) se reescribe como

(Dit1, tiy1|pi, ti) :/ dg; (pig1, tiv1las) (qle” hAtH|p>

2 ~
:/ dqi (pis1, tiv1|a) (@]l — ?_LAth’)
7 ~
~ [ torstiala) (tadn) ~ Gl et
00 e ﬁpz+1(h
= / dgi—— N ((q@|pz>—5AtH(ql,pz) <qilp@->) (2.35)
&) e ﬁp’ﬁ»l‘h Z
d i 1 - -AtH iy i i M
/Ooq N ( 7 (i p)><9|p>
_ /OO dqze (szrl —Pi)gi e—%AtH(qi,pi)

> dg; — i (piy1—pi)ai — L AtH (gi,pi)

— e n Pi+1—Pi (he i qi,Pi .
o 2mh

Haciendo este procedimiento a cada subintervalo de la particion, la ecuacién (2.33) esta

dada por

d ;
<p, t‘po, to) hm / quTjﬁVde e dpl [efﬁ‘JN(P*pN) D %
2rh) (2.36)

X 6*gCIo(plfpo)e*%AtH(PNﬂN) o e*%AtH(Po,qo)]7

al reagrupar todos los términos se tiene

< dq...d i
(P, tlpo, to) = lim / dgo Y - szlvde-~-dp1€72?:°qi(p”“fp")><

X e—%At ZZNZO H(Pi,fh).

Definamos las siguienes diferenciales:

14



lim dp,...dpy = Dp
N—o0

i dgo...dgn D (2.38)
Noso (2rmyN+t O
y expandimos los momentos alrededor de ¢, es decir
Por lo tanto, la integral de trayectoria para el espacio de momentos se escribe como
{p, t|po, to) = / DyDpe i | i), (2.40)

Es importante hacer la siguiente comparacion: con la ecuacién (2.27)), se dejan fijos los
estados |q,t) y |qo, to) en la representacion de coordenadas, la trayectoria puede ser cual-
quiera siempre y cando estdos dos estados no se cambien. Por otro lado, con la ecuacién

(2.40) los estados que se dejan fijos son |p, t) y |po, o) en la representacion de momentos.

2.2. Integral de Trayectoria para la propagacion de una

Particula Libre.

Como ejemplo calcularemos la integral de trayectoria para una particula libre en una

dimensién. Como bien sabemos, la Lagrangiana de una particula libre estd dada por

L = —mg*, (2.41)

por lo que debemos calcular

15



<Q7t|q07t0> = /Dq'Dpe;Lfglqsz

. 2
= / DqDpei | m#i=37) (2.42)

2
dpy - dpx 3 5o o7 (pi )
— 1, Ce B —— "
Nooo dqy.--day (2mh)N+1 ‘ ’

_ t—tg . . . N N 5 Z.
donde A7 = 1. Consideremos la siguiente suma: > im0 ATp;g;. Esta se puede reordenar

de la siguiente forma:

N N Ag:
; ATpiq; = ; ATp; A;

N
= Zpi<%'+1 — i) (2.43)
=0

=po(¢1 — q) +p1(@2 — 1) + ... +pn(g —an)

= pogo — PNq + @1(po — 1) + ...+ qv(PN—1 — DN)-

Ademds notemos que:

AGi i g pi s s
/%@h‘h(pz—l pi) — (Pi—1|pi) = 0(pi=1 — pi). (2.44)

De modo que la ecuacién (2.42) se resuleve de la siguiente manera:

16



2
i oSN A PE
(q,1]q0, to) /—dpld]b dpnO(po — p1) ... 0(pN—1 — pN)erPNITPOD 20 AT

/deeﬁqu PNGoO— (N+1)AT§A
21h
= dee pN(Q*QO)*(tftO)%
2mh
de _ilt=tg)

/ 27Th "

2 2
p?\,fif’?opzv(q*qo)ﬂtfw(qfqo)k(tinw(qfqo)z)

i(t—tg) m 2 im
dee— Qm;? (pN—m(q—QO» em(q—%)z
21h

) i(t— m 2
_ ety (a—w0)? / ApN G20 (o~ 255 - a0)

27Th
(2.45)

Notemos que la ecuacién tiene la forma de una integral Gaussiana; por lo que se

tiene

(g—qo0)? 2mmh
t oy M(t - 2.46
(q, |QO7 0> € 0 \/(27Tﬁ)2i(t — 750>7 ( :

por lo tanto, el Kernel para una particula libre estd dado por

m

st (4—qo)?
Moy (a—a)?, 2.47
omih(t —to) (247)

Kf(Qa ta qo, tO) =

En la expresion anterior, notemos que el término en la exponencial corresponde al valor de

la accidn clasica

Scl — T (q - QO)Z

)/ 2.48
> 1ty (2.48)

y solo aparecerdn correcciones cudnticas a este factor para términos del tipo ¢" con n > 2.

2.3. Funciones de Green.

Consideremos el elemento de matriz de un operador que actua sobre un intervalo de

tiempo tg <t; <t

17



Qt) = (q.t1d(t;)]q0. to) , (2.49)

y agregamos la relacién de completez al tiempo ¢; (2.16), de modo que el elemento de

matriz se escribe como

[e.9]

(a,t]q(t;)]q0, to) :/ dg; (g, tlq;,t;) {(a5,t514(t;)]q0, to)
P (2.50)
:/ dag; (g, tlq;,t5) q(t;) (a5, 5] 90, to) -

—00

Ahora, consideremos el braket (g, t|g;, t;) y multipliquémoslo por N — (j + 1) relaciones

de completez, de modo que tenemos el siguiente arreglo

(q,tlq;,t;) = /dQN coodgii (g, tlan, tn) - (Gt gy, ty) - (2.51)

De la misma forma se hace para (g;, t;|qo, to):

(2> t5lq0, to) = /d%—1~-dql (@, t51g5-1,tj-1) - - - {a; t[qo, to) (2.52)

por lo que el elemento de matriz se reescribe como

(g, t14(t;)lq0, to) :/de/dQN~--de+1/de—1~--dQI><

g tlans i) o (G bl an ) a(ts) (@ tlag-n, ta) x - (293)
X ... {q1,t1]qo, to) -

Sean
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dgy - .- dgiri(q, tlan, tn) - (s, tialgs, )

dgj—1 ... dq (g5, tjlg—1,ti-1) - - . (¢, t]qo, to) ,

(2.54)

de este modo la ecuacién (2.53)) se reescribe como

(g, ta(t) g0, t0) :/dqj/Dq(Tg)exp <;/ d72L> /Dq - eXp( / dﬁL),

(2.55)
notemos que el intervalo que se estd tomando no se incluye a g;, por lo que al agregar éste

se completa todo el intervalo y se tiene:

Dq(1) = Dq(12)dq;Dq (1), (2.56)

el elemento de matriz de (2.53)) finalmente se escribe como

(@ t1q(t;) g0, to) = / Da(r)q(t;) exp (% / d¢2L> exp (% / dﬁL)
tj to (2.57)

J
/Dq 6hftod‘rL‘

El desarrollo anterior se puede generalizar al producto de dos operadores, para §(t2)q(t;)

conty < t; <ty <tel elemento de matriz queda de la siguiente forma:

(g, t1q(t2)q(t1)lqo. to) = /Dq(T)q(tg)q(tl)e“t% drlL

Ny (2.58)
:/mmwmmw%“.
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Hay una sutil diferencia en la ecuacion (2.58)), el primer resultado es para ty < t; <ty <
t, mientras que el segundo es para {5 < to < t; < t. Por ello definimos el producto

cronolégico 1" como:

G(t1)q(t2) st ty >ty
T (q(t2)q(t1)) = (2.59)
(j(tg)(j(tl) st to >t

Por lo que para el producto de n-operadores, el elemento de matriz es el siguiente:

(@17 (4(11) - .- 4(ta)) 0, to) = / Dy(7)q(t) - - qlta)e Fo " (2.60)

Una vez que ya tenemos nuestro producto cronolégico, podemos definir la funciéon de

Green de la siguiente manera

Gn(ty, ..., tn) = (0|T (¢(t1) ... q4(t,))|0) . (2.61)
donde el estado |0) es el estado de vacio del sistema cuyo Hamiltoniano H tiene energia
minima Ej, en téminos de la ecuacion de eigenvalores

H10) = E,|0). (2.62)

Para poder calcular la funcién de Green (2.61) en términos de las integrales de trayectoria

recordemos que:

i

(g, t|qo, to) = {(gle#=10H |g0) (2.63)

si multiplicamos por un operador de unidad ) |n) (n|en (2.63)), donde |n) es el eigenvec-

tor de H y cumple H |n) = E,, |n), entonces:
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(. tlo, to) = Y _ (gle " |n) (n]qo)

=Y e 175 (gIn) (n]qo) (2.64)

= KB (gl0) (Olao) + 3 e FOEE (gha) ()

n>1

Haciendo el siguiente cambio de variable I' = t — t, — T,, = T'(1 —in), se tiene entonces:

(@, tlgo, to) = €777 ([0) (Olgo) + > _ e~ #™En=5) (¢|n) (nlqo) , (2.65)
n>1
si hacemos el limite cuando 7" — oo, el inico término que tomamos en cuenta es (¢|0) (0qo).

Dando asf una aproximacion a (2.64):

(a, tlqo. to), = e 5T (q|0) (0]qo) - (2.66)

Consideremos ahora ¢, y t; tales que tg < t, < t; < t, < t;, < t, junto con las relaciones

de completez:

]I: / dqa|qa;ta> <qa7ta|
—o0 (2.67)

I= / dap |qp, tv) (qv, ts] ,

[e.o]

ademds supongamos que el braket (g, t|qs, t;,) evoluciona en el tiempo con un Hamiltoniano

H'y el braket {Qa,talqo, to) evoluciona en el tiempo con un Hamiltoniano H,ie.

(@, tlg, t) = (qle 7 g} ~ e 5T B (g|0) (4 |qy)
_ (2.68)

<Qa7 ta|q07t0> - <Qa|€_%(ta_t0)H|q0> ~ e_ﬁ'TnaEO <Qa|QO> <QO|q0> ;
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donde €); corresponde al estado de vacio para el Hamiltoniano H y {2y corresponde al
estado de vacio para el Hamiltoniano H, Tp=0—t)(1—in)yT, = (t—t,)(1—in).

Si insertamos las relaciones de completez de la ecuacion en la ecuacion (2.60)

(@, t|T (4(t1) .- 4(tn))|q0, to) = /_OO dqa /_00 day (q, t|qs, ts)

X (s, to| T (4(t1) - - - 4(tn))|qa, ta) (2.69)

X <Qa7 t(l|q07 tO) )

y al usar las aproximaciones como en (2.68))

(g, 4|7 ((t1) . .- 4(tn))|q0, to) ~ / dqa/ dgye™ B (101) (O |gp)
X <Qb7 tb’T (é(h) o (j<tn))|Qa; ta)

« e~ # (ta—to) Eo(1—in) (¢a] Q%) (2] q0)
z/ dfla/ dgpe~F = (g10) (Q |er ™| g,)
X gy, | T (q(t1) - - - q(tn))|qas ta)

X {gule™ 1% |02) (S20]qo) i

N / . / " dgy (ql) e HEA (0, ]g, )
X (qv, ts|T (q(t1) - - - 4(tn))|as ta)

X (s taQ0) (Qolgo) e '0Fo1=)

= (gIC0) (Qolgo) eFForo=m=EGI=I) (0, T (4(11) . .. 4(t))I),,
= (qle™ #1119 (Qole T |qo) ([T (d(t) - - G(ta)) ),
= (g, /), (Qlqo, to), (UlT (q(t1) - .- 4(tn))[0),,

= V72 Zo (T (§(tr) - - (1)), -
(2.70)
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Donde t,, = t(1 —1n), to, = to(1 —in), vVZ1 = (¢, t[), y VZo = (olqo, to),- Laraiz de
las Z;, Zy se debe a que no se estd tomando todo el intervalo de integracidn, solo la mitad,

para Z; se estd tomando de —oo a 0 y para Z; se toma de 0 a co. Ademads Z es de la forma:

Zo = /quxp (—% /OO dtL) 2.71)

Ahora, para que nuestra funcién de Green esté bien definida ésta debe de estar en el mismo

estado de vacio, es decir, debemos hacer Z; = Z, con lo que tendriamos:

(g0, to|T (q(t1) - - - 4(tn))|q0, to) = Zo (Qo|T (4(t1) - . - 4(£n))[),, - (2.72)

Al dividir (2.72) entre Z, obtenemos la funcién de Green

Gu(t1, .- tn) = (QolT (G(t1) - - - 4(ta))),,
_ Ym (Qo|T (G(t1) - - - 4(tn))[20),,
oot [ Dgexp (—4 [, dii) (2.73)

i

= lim I Dq(r)q(t1) ... q(t,)e 15
to——o00,t—+00 f’Dq exp <—% ffooo dtL>

donde
t(1—in) .
Slql = / drL(q, q) (2.74)
to(1—in)
satisface que:
lim t)=20
t—o0(1—in) Q( ) (2 75)

lim  ¢(ty) =0.

to——oo(1—in)

Se utilizan estas condiciones de frontera porque son utiles para estudiar la mecdnica cudn-

tica a temperatura cero.
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Capitulo 3

Informacion Cuantica

Tanto en la mecédnica cudntica como en la teoria cudntica de campos, es de vital impor-
tancia saber como se codifica la informacion. Para ello es util contar con dos herramientas
para extraer esta informacion: la métrica de informacién cudntica y las fases geométricas.
La métrica de informacién cudntica es ttil para analizar las transiciones de fase a nivel
cudntico, mientras que las fases geométricas controlan un efecto que es clave en la meca-
nica cudntica: la interferencia cuantica. Es importante recalcar que ambas estructuras son
parte del mismo operador geométrico, que es el tensor complejo de geometria cudntica,
cuya parte real corresponde a la métrica de informacién cudntica y su parte imaginaria

corresponde a la curvatura de Berry.

3.1. Teoria de la informacion clasica.

Para el estudio de la informacién cudntica, necesitamos un conocimiento previo de la
teoria de la informacidn clésica, tales como: entropia, estadistica e informacién geométrica.

Para ello en esta seccion se revisaran brevemente dichos conceptos.

3.1.1. Modelo estadistico.

Consideremos una familia S de distribuciones de probabilidad en un conjunto x usan-

do funciones definidas de la siguiente forma. Si x es un conjunto discreto, entonces una
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distribucion de probabilidad es una funcién p : Y — R que cumplen con lo siuiente:

plz) >0, Y px)=1. 3.1)

reEX
Supongamos que cada elemento de S puede ser parametrizado usando n-variables reales

(€1, ... &7, por lo tanto

[1]

S=A{pe =p(z;9)|E=[¢",...€" € E}, (3.2)

donde = es un subconjunto abierto de R™ y el mapeo § — p; es inyectivo y es C*°, de tal
modo que se puede derivar respecto de los pardmetros. A S' se le llama un modelo estadisico
n-dimensional si cumple con . Dado un modelo estadistico .S, el mapeo p(pg) = £ nos
permite considerar a ¢[¢°] como un sistema coordenado para S. Supongamos ademds que
tenemos un difeomorfismo 1) de clase C* de = a ¢/(=), siendo este dltimo un subconjunto
abierto de R". De este modo podemos considerar a S como una variedad diferenciable de
clase C*, con esta propiedad a S' le llamamos una variedad estadistica. La idea del modelo

estadistico serd de utilidad en las seccicones posteriores [9].

3.1.2. Entropia de Shannon.

La entropia de Shannon es un concepto clave para entender la informacién clasica. Esta
es introducida en mecénica estadistica para estados cldsicos p(z) definidos en un espacio
fase continuo {z}, donde p(x) es la probabilidad de x [10]. La entropia de Shannon se

define como:

S(p) == plx)log p(x). (3.3)

La entropia de Shannon alcanza su minimo valor 0 si el estado es puro, es decir, la distribu-
cién de probabilidad estd dada por una delta de Dirac p(x) = 0(x). Toma su valor maximo

si el estado es aleatorio: p(z) = cte.

En un estado mezcla la entropia aumenta, es decir:
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S(wip1 +wapz) = wiS(p1) +waS(p2);  wy 4wy =1 (3.4)

La correlacion hace que la entropia disminuya. La entropia en un compuesto de dos ele-
mentos es menor o igual a la suma de las entropias de cada elemento, la igualdad se tiene

cuando los elementos no estan correlacionados:

S(pap) < S(pa) + S(ps) (3.5)

3.2. Teoria de la informacion cuantica.

La teoria de informacién cudntica es similar a teoria cldsica. Sin embargo, existe una
particular diferencia a la teoria cldsica que es el cubit, que son los portadores de informa-
cién en mds de un sentido. En esta seccién estudiaremos el concepto de cubit y la entropia

de Von Neumann.

3.2.1. Cubit.

En términos cldsicos, un "bit"se refiere a dos objetos relacionados entre si pero ambos
son distintos. Al bit se le considera la unidad de la informacién pero en términos fisicos
también sirve para describir a un sistema con estados distintos. Un cubit es un sistema
cudntico que tiene dos estados ortoganales distintos, llamémoslos |0) y |1). A diferencia
del bit, un cuibit puede describir la superposicion de las estados del sistema cudntico, es
decir, ag |0) + aq |1), donde ag y a; son complejos. El cibit, por lo tanto, es el portador de

la informacién cuantica [11]].

3.2.2. Entropia de Von Neumann.

Definimos la entropia de Von Neumann de un estado cuantico como:

S(p) = —Tr(plogp). (3.6)
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donde p es la matriz de densidad que describe al estado.
La entropia de Von Neumann toma su valor minimo O si el estado es puro, es decir,
S(|¢) (4p|) = 0. Esta toma su valor maximo en un estado mixto dado por: S(I/d) = log d.

El estado p puede ser escrito como:

p=_orlea) (@al, (3.7)
A
donde p, es la probabilidad de encontrar al sistema en el estado |, ). A la matriz p también
se le llama matriz de densidad. En un estado mezcla la entropia aumenta, es decir:
S(wypr + wape) > w1 S(p1) +w2S(p2); wr +we =1 (3.8)

Al igual que en el caso de la entropia de Shannon, se cumple la siguiente desigualdad paqra

la entropia para la matriz de densidad:

S(pag) < S(pa) + S(pn)- (3.9)

3.3. Fase en Mecanica Cuantica.

En la aproximacion estdndar de la mecdnica cudntica, los estados cudnticos puros son
representados por vectores en un espacio de Hilbert complejo H. Cada vector v € H

describe un estado dado por la coleccion de valores esperados:

(] Al)
A2 Ty

donde A es un operador autoadjunto en H que representa alguna cantidad fisica. Por esta

(3.10)

razén, dos vectores 1 y ¢ describen el mismo estado si y solo si ambos vectores son lineal-
mente dependientes, de tal forma que v» = A¢p con A € C. Si normalizamos el estado del
vector, digamos por (¢[1)) = 1, entonces atin tenemos la libertad de elegir sobre todos los

factores de fase e¢'®. Dos vectores normalizados v y ¢ son equivalentes si se cumple:
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P~ P ) = e (3.11)

Por lo tanto, normalmente decimos que el factor de fase e’ no tiene ningin sentido fisico.
Por esta razon representamos de manera equivalente los estados cudnticos puros como una

proyeccién unidimensional en H:

b — Py = ) (4. (3.12)

Con las ecuaciones (3.11) y (3.12) podemos hallar una relacién entre P, y Py. Sustituyendo
(3-11)) en (3.12) tenemos que:

Y — Py =) (e

(3.13)
= |¢) (¥l
y por (3.12)) tenemos que
6 — Py i=0) (9] (3.14)
Por lo tanto
Y~ o= Py=Fy (3.15)

Ahora, sabemos que el factor de fase es el que controla el efecto clave de la mecanica
cudntica: la interferencia cudntica. Este efecto se rige por la fase relativa. Supongamos dos
vectores normalizados v y ¢ tales que 1) = €'“¢, a « se le conoce como la fase relativa
entre 1 y ¢. La fase relativa o diferencia de fase si tiene una interpretacion fisica, y por lo
tanto puede ser medida. La superposicion de dos estados ¢ ~ ¢ que difieren solo en la fase

@, esto nos produce la siguiente férmula de interferencia:

Ioc |1+ € =2(1+cosa) = 4cos*(a/2), (3.16)
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lo que nos permite medir . Aqui [ es la interferencia de los estados ¢ y ¢. Hay una dife-
rencia crucial entre el factor de fase y la fase relativa: en los experimentos de interferencia
los factores de fase de v/ y ¢ son desconocidos y poco relevantes, mientras que e”*1) y e ¢
producirdn la misma interferencia que 1 y ¢, de aqui lo Gnico que importa es la fase relativa

[12].

3.4. Meétrica de informacion cudntica y curvatura de Berry.

En esta seccion se revisard de forma breve la deduccion del tensor geométrico cudntico,
la métrica de informacién cudntica y la curvatura de Berry de un sistema cudntico[/13]]. Para
dar un poco de contexto a la métrica de informacién cudntica, consideremos un modelo
estadistico n-dimensional S. Dado un punto ¢ podemos definir la matriz de Fisher como

G(&) = gi;(€), donde g;; es 1a métrica de Fisher y se define como:

0,(€) = / Oul(; €)0,1(z; € pla: €)d, (3.17)

donde I(z; &) = log p(x;&). La matriz de Fisher es simétrica, asi que si consideramos un

vector n-dimensional se tiene:

n

CTG(g)c:/ [Zcz@l(x;f)l p(z;€)dx > 0. (3.18)

i=1
Podemos definir ahora un producto interno como g;; = (0;, 0;), ésta es la métrica de Fisher
o la métrica de informacién. Consideremos un sistema cudntico en un estado |¢). Mds aun,
supongamos que el Hamiltoniano del sistema depende explicitamente de ciertos parametros
reales A%, con a = 1,... N, estos parametros pueden ser momento, masa, tiempo, etc.,
de modo que el estado se puede expresar en términos de estos pardmetros como [1)(\)).
Consideremos ahora que el sistema tiene un pequefio cambio de la forma A + J\ en uno,
varios o todos los pardmetros de los cuales depende, por lo que el estado original cambia a
|t)(A + 6A)). La fidelidad F de un sistema cudntico es la medida de qué tan cerca estdn dos
estados cudnticos en el espacio de pardmetros. Ahora calcularemos esta propiedad a partir

de los estos pequefios cambios en el Hamiltoniano. La fidelidad se define como:
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FOA AN+ A) = [ (A +N)|P(N)) |. (3.19)

Si hacemos una expansion en serie de Taylor del ket |1)(A 4+ 6\)) obtemos:

[N+ 0X)) = [(N)) + 0,9 (N)) OA* + % 10205 (N)) SA®ONY + ... (3.20)

Por lo que el bracket completo de (3.19) luce como

(WO X)) = 1+ (B[00 () 63+ 3 (BN [0u0(0) XX + . (3.21)

Al sacar el médulo de (3.21) el término lineal se anula, restando solo el primer y tercer
término, ya que si se hace una expansion en serie de Taylor alrededor de A\ aparece el

segundo término con signo opuesto.

FOAN+0N) =1— %Gab(i)\%)\b + ..., (3.22)

donde G, es el Tensor Geométrico Cuantico complejo, que esta dado por:

Gab = (Dat)|0)) — (Datp|h) (P|0s)) - (3.23)

La ecuacidn (3.23) al ser una expresion compleja puede ser dividida en sus partes real e

imaginaria. Recordando que la parte real de una expresion compleja estd dada por:

1
ReGy = 5 (Gab + G2b> , (3.24)

y tomando en cuenta la hermiticidad de los operadores que constituyen al tensor, se tiene

que para la parte real de (3.23))

G = Re Gy = o (0u1040) + (0410:0)) — Q1) (Wlow) . (329)
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Esta es la forma explicita de la métrica de informacién cudntica, que es usada para medir
distancias a lo largo de trayectorias en el espacio de pardmetros. Mientras que su parte

imaginaria estd dada por:

1
Im G = 5 (Gap = G). (3.26)

por lo que la curvatura de Berry se reescribe explicitamente como:

% ab — Im Gab = % <<8aw’abw> - (@ﬂﬁ’aa?ﬁ» : (327)

Consideremos ahora una cantidad piramente imaginaria (1|0y)). Definimos la coneccién

de Berry como:

Ap = =i (Y]0p0)) . (3.28)

Si sacamos la derivada de (3.28)):

Oa Ay = —i (D40)|O50) . (3.29)

De modo que, si calculamos 0, A, — J, A, se tiene:

I G = = (@u1000) — (Ou10,0) (3.30)

que es justo la curvatura de Berry de (3.28)), por lo que podemos definir F,;, = 0, Ay — O Aq.
La conexién de Berry se relaciona directamente con la fase de Berry (C) de un sistema,

dado como:

~(C) = ij (331)
C

donde hemos definido la 1-forma A = A,dX® y C es una curva cerrada en el espacio de
pardmetros. La fase de Berry ~(C)describe una evolucién adiabdtica ciclica a lo largo de la

trayectoria C. Usando el teorema de Stokes, podemos reescribir (3.31]) como:
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%z/E (3.32)
>

donde Y es una 2-variedad tal que 9% = C y donde hemos definido la 2-forma[14]:

1
17:§EMMWAdX@ (3.33)

3.5. Deduccion de la Fase de Berry.

En esta seccion se hard la deducion de la fase de Berry desde un punto de vista mas geo-
métrico y sin usar el concepto de fidelidad. Consideremos una curva C' sobre una variedad

de parametros externos M:

t—x €M, (3.34)

y sea H(x) un Hamiltoniano que depende de los pardmetros fisicos x, esto para garanti-
zar la existencia de estados no-mezclados. Supongamos que H (x) cambia adiabaticamente
como funcién del tiempo a lo largo de la curva C'y que para cualquier x € M el Hamilto-
niano tiene un espectro puramente discreto, es decir, la ecuacion de Schrodinger se escribe

entonces como

H(z) [n(x)) = En(z) [n(z)) . (3.35)

Mis atin, supongamos que los eigenvectores |n(z)) son inyectivos como funciones de M,
1.e.,

r €M — |n(x)) € H, (3.36)

donde H es el espacio de Hilbert del sistema. Para encontrar el proceso adiabatico del
sistema supongamos que el n-ésimo eigenvalor £, (z) es no-degenerado y sea P,(x) :=

|n(z)) (n(x)| su correspondiente proyeccién unidimensional en el espacio H,,(x):
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H,(x) := RangoP,(z) = {a|n(x)) |a € C}. (3.37)

Claramente el eigenvector es unico médulo fases:

In) — | (x)) = €@ |n(z)) (3.38)

donde «,, : M — R. El cambio de fase de (3.38)) no modifica el valor de P, (z). Supon-
gamos que ¥ (0) = |n(zo)), ¥ (t) se mantiene en el n-ésimo eigenespacio de H (z;) en el

proceso adiabdtico, es decir,

(t) € Hal(wy). (3.39)

Por lo tanto, si el proceso es ciclico, entonces 1(0) y 1»(7") pertenecen al espacio H,,(xg) y

esto implica que solo difieren por el factor de fase:

Y(T) = eh(0), (3.40)
donde v estd dada por
i (T :
¥ = exp (—7—1/0 En(t)dt> e |n(xzy)), (3.41)
donde ¢,, satisface lo siguiente:
o =i {nli). (342)

En principio uno pensaria que 7y estd dada solo por el argumento de la exponencial, pero
nos estamos olvidando completamente de la geometria, que es el origen de estos factores
extra. Estos dependen justamente de la geometria de la variedad M y de la trayectoria C'.

La ecuacién (3.42)) define la siguiente 1-forma en M:
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A™ = (n|dn)
_ A,g")dxk (3.43)

= i (n|Oyn) da*,

como (3.43) es piramente imaginaria, ésta se puede reescribir como:

A™ = —Tm (n|dn), (3.44)

e integrando (3.42)) se obtiene

Dn(t) =i /0 (n(7)|n(r)) dr = /C A (3.45)

donde integramos la 1-forma A™ a lo largo de la curva C entre z y ;. Por lo que la fase

total se divide en dos partes:

T
V= —%/ E,(1)dT 4+ v,(C), (3.46)
0

donde la integral representa la fase dindmica y la segunda parte de  representa la fase geo-
métrica. La cantidad +,, (C') define la Fase de Berry, que corresponde al proceso adiabético

cerrado a lo largo de C. Con el teorema de Stokes, la Fase de Berry se reescribe como:

M (C) = / rm, (3.47)
>

donde . es una subvariedad de M arbitraria 2-dimensional, de modo que 9% = C',y

F™ = dA™ = —Tm (dn|A|dn) . (3.48)
En coordenadas locales en M (2!, ..., 2™), se tiene que
ooy .

FO = S dat A de, (3.49)

con
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F% = _Im ( (@im|0;n) — (9;n]9n) ) (3.50)

[

Al emplear la transformacién de fase de (3.38)), la cantidad A™ transforma como

AT o A = A _ dq, (3.51)

[@N

A = A" _ bean, (3.52)

es decir, transforma de la misma manera que un potencial vectorial lo hace en electrodi-
ndmica cldsica. Como d?a,, = 0, la 2-forma F'" es invariante de norma, y en conjunto
con (3.47), la fase de Berry también es invariante de norma. Siguiendo la analogfa con la
electrodindmica cldsica, F(™ serfa el campo magnético para el potencial A" y la fase de

Berry es el flujo magnético

Fase de Berry ,(0%)= flujo de F™ a traves de X, (3.53)

Finalmente, expresemos a (™ en términos de los eigenvalores de energia Ej. A la ecua-

cién (3.48) insertemos una matriz identidad de la forma

I=Y"|m)(m|. (3.54)

Obtenemos

F™ = —Tm Y (dn|m) A (m|dn)

— _Im Z {dnlm) A (m|dn) (3.55)

m#n

=—Im Y (m[d[n) A (m|d|n).

m#n
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El eigenvalor de la ecuacién (3.35) implica que para m # n,

_ (m|dH]n)
(mld|n) = oA (3.56)

que junto con (3.55)), tenemos[12]

FO = —tm 3 (n[dH|m) A (m|dH]|n)

E.— L) (3.57)

m#n
La ecuacion 1) muestra que '™ tiene puntos singulares en x € M, donde H (z) sufre

degeneraciones, es decir, £, (z) = E,,(z).

3.6. La curvatura de Berry para el oscilador armoénico ge-

neralizado.

Consideremos el siguiente Hamiltoniano que define al oscilador arménico generaliza-
do:
. 1

H(R) = 5 [X¢" +Y(ap+pq) + Zp°] . (3.58)

Es evidente que el Hamiltoniano depende de un conjunto de pardmetros externos R :=

(X,Y,Z) € R®. Recordemos que la ecuacion de eigenvalores estd dada por:

H(R)tb(R) = E,(R)¢n(R). (3.59)

Al sustituir el Hamiltoniano, (3.59) se reescribe como:

ACRE d XZ Y
Ay W (Tq - ih§> b = B, (3.60)

La solucion normalizada a la ecuacion anterior es:

1/4 Y o2
Un(q;R) = (Zih) Xn (q Zih) exp (—;th) , (3.61)

donde se ha definido
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w=(XZ-YHY? (3.62)

y Xn(x) estd definida como:

Yu(z) = (n12"/7) 2 21, (2) = 0. (3.63)

con H,(x) los polinomios de Hermite. Debido a que w siempre es positivo, esto implica
que XZ > Y2, lo cual significa que la correspondiente variedad M se define a partir del

siguiente conjunto:

M :={(X,Y,Z) e R}|XZ > Y?}. (3.64)

Los eigenvalores de la energia son los usuales:

E, = hw (n + %) . (3.65)

Abhora, si sustituimos la funcién de onda (3.61) en la ecuacién (3.48) se tiene:

F — 1m dR/dqu(q,R)den(qaR)

_ 1 W [T e W e, (Y
=gy 7 o (/7)o (7) |

Haciendo el cambio de variable { = ¢,/ y usando la siguiente propiedad de la funcion

(3.66)

de Hermite:

/ de€? P (z) = n + % (3.67)
R

obtenemos el siguiente resultado:

37



+1 7z Y
- (7))

(3.68
45 XdRY NdrZ + YdpZ A dgX + ZdgX A dgY :
2 4XZ —Y?)3/2 ’
y la fase de Berry para un proceso adiabdtico cerrado es
1(C) = / F®, (3.69)
b

donde 3 es una superficie de dos dimensiones en M con C' como frontera.
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Capitulo 4

El tensor geométrico cuantico.

Como vimos en el capitulo anterior, la evolucién de un proceso adiabético da lugar a
una 2-forma F(™) € A2(M), donde M es una variedad de pardmetros externos definida por
. Este es un tensor antisimétrico que es invariante bajo la transformacién de norma
(3.38) y define la curvatura de Berry de su correspondiente n-ésimo haz espectral. Existe
otro tensor invariante de norma sobre la variedad M, a éste se le llama el tensor geométrico

cuantico.

4.1. Deduccién del tensor geométrico complejo cuantico

con el formalismo de la integral de trayectoria.

Consideremos un sistema en mecanica cudntica definido por una Lagrangiana L, en
el intervalo de tiempo Euclido (—o0, 0). Entonces podemos considerar una situacién en la
cual se deforme el sistema original a un tiempo 7 = (. Esta deformacion se hace afiadiendo
a la Lagrangiana original L, términos de la forma s O,, cuyos indices de los parame-
trossona = 1,...,n,y donde O, representa a los operadores de deformacién y \* son
parametros reales asociados a estas deformaciones. En este contexto debemos considerar
situaciones en las cuales la Lagrangiana original L, tenga una dependencia explicita en los

pardmetros fisicos A como bien pueden serlo la posicién, el momento, la frecuencia, etc.

De este modo, el sistema deformado final surge de pequeiias variaciones de estos pardme-
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tros de la forma \* — \* 4+ J\?, con lo que se obtiene una Lagrangiana perturbada L; para

el tiempo Euclideo restante (0, o0), dado explicitamente por

~

Ly = Lo+ d\O,. 4.1)

Asumiendo que el sistema original con Lagrangiana L tiene un estado base |0g) y al sis-
tema deformado le corresponde un estado base |0, ). Definimos la fidelidad del estado base

como el valor absoluto de la superposicién entre ambos estados a tiempo infinito:

FAA+6A) = (01,7 — 0|0, 7 = —00) |. 4.2)

La fidelidad nos da una medida del cambio efectuado en el sistema tomando en cuenta los
términos de deformacién. Ahora consideremos un estado genérico |¢) asi como su super-
posicion con el estado original |0g). En el formalismo de la integral de trayectoria, esto se
puede obtener de la observacion realizada en (2.66), que es equivalente a evolucionar el
sistema en tiempo Euclideo de 7 = —oo donde se pone el estado original hasta 7 = 0.

Podemos escribir la amplitud (g1, 1|qo, to) como:

(¢1:t1|q0, to) = Z (q1,t1|n) (n[qo, o)

" o , 4.3)
=" (qule™ v |0’y (o' |n) (n]e™?qo)

donde los subindices 0 y 1 se refieren a la Lagrangiana que describe la teoria. Hacemos

ahora una rotacion de Wick
t = —uT, 4.4)
haciendo este cambio, las exponenciales se convierten en:

. 1 1
—it 1 E TlEn,
Y

— 0
n — e n — eTOE”, (4-5)
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debido a que siempre podemos ajustar a £}, y EY para que sean mayores a cero, todas las

exponenciales tienden a cero al hacer el los limites:

Tf — 00, T; — —0Q, (4.6)

y las energias en el estado base dominan en la suma, asi que podemos quedarnos solo con

los términos del estado base:

(g1, 00| go, —00) = e~ ™0 e™F (41]04) (04]00) (Oo|go)

= (q1,00/01) (01|00) (Oolqo, —00) -

4.7)

Con esto obtenemos:

{q1, 00|qo, —00)
{(q1,00|01) (0p|go, —o0)

(01]00) = (4.8)

Analicemos cada término. Al primer término le insertaremos una relacién de completez de

laformal = [ dq°|¢°) <C]0ﬂ

<ql7oqu07 _OO> = /dqo <Q1>OO‘QO> <QO‘QO> _OO>
0

B e q1(00) - iy q(t=0)=¢q - L0 g
= q qe ge ) 4.9)
q q

(t=0)=¢° 0(—00)
= /quxp (—/dTLO —/ dT(S)\aOa).
0

Ahora debemos aclarar que en la ecuacién {.9) y en las siguientes expresiones la Lagran-
giana L corresponde a la Lagrangiana con la rotacién de Wick. Ahora para el denominador,

notamos que:

7, = /quXp (—/dTL1> , (4.10)

'Las integrales que no tienen limites de integracién no son indefinidas, éstas van de —oo a oo pero por
simplicdad éstos limites no se escriben
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debido a que la teoria tiene invarianza temporal, interpretamos a Z; como:

(@1, 00|01) = \/Z1. 4.11)

De este mismo argumento se sigue que:

(0o]qo, —00) = v/ Zo, (4.12)

por lo tanto, la superposicion se escribe como:

D f drLg ,— foo dToNOy
(0,]00) = [ Dy (e e~ Jo )
NIV

Para simplificar mds las cosas, usamos la definicion del valor esperado para un operador A:

(A) = Zio / Dy {exp <— / dTLO) A(q)] | (4.14)

Con esta definicion, reescribimos la superposicion de las estados de vacio como:

(4.13)

— [ drent 0, — 22 dr6AT 0,
(01]00) = e h ) = (™ h ) (4.15)

Z [ Dael dr(Lo+6320a) \ 1/2”
Zo Zo

por lo tanto se tiene:

<exp (— fooo dTé)\“(’)a(T))>
(exp (= [ droX20, (7))

(01]00) = (4.16)

donde el valor esperado se toma con respecto al estado sin perturbar |€2). Ahora podemos
usar la expresion anterior para expandir | (€2;|€20) | en series de 0A*. Consideremos el caso
en el que <@a> # (, supongamos también que las funciones de dos puntos tienen simetria

T,ie., <@a(—71)(’>b(—7'2)> = <@a (Tl)@b(72)>. Primero, el numerador se puede reescribir
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COmo:

<e_ I dr(SA“@a> _ 1 /qu‘deLoe_ [2° drsAa0,

ZolJ]
1 *
=~ [ Dge JAlo| 1~ “/ a
7 ] e ( e, o)
1 o A A
+§(5>\“5>\" / dndr{Oa(n)Ob(T{)> (4.17)
0

— %[J] (1 — o\ /000 drm, <(’>a(71)>
+ %5}#5}3’ /000 drdT, <@a(ﬁ)(’§b(7{)> > :

De forma similar, el denominador se reescribe como:

—00

(eI dﬂw@u>‘” g m (1 — o\ / " dn (Oulr))

12 (4.18)
1 asyb OO 1/ A 2 /
+ 55)\ I dradTy <(9a(7'2)(’)b(7'2)> .
Ahora, sea
0o R 1 00 R .
z = 6\ / dr, <oa(ﬁ)> — SATGA / drydr! <oa(ﬁ)(9b(ﬁ)>. (4.19)
0 2 0
Entonces (4.18)) se puede reescribir como
~1/2 T3, 3

(1—x) =1+ -+ -2+ 0(2"), (4.20)

2 8
de modo que si hacemos la expansion en serie de Taylor y nos quedamos con los términos

hasta segundo orden:
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e Jo° dréxOa 00
( >: 1]1/2[1 5/\/ dr (Oulm) )

= fdw@a>1/2 ZolJ
+3 6>\ SN / dry / dTl o(71) Os( Tl
[1+25A /d72< (72)>
N / Ay { Ou(r) Oy(73))
(0

+ gww / drydr { O ><Ob %]

(4.21)

<e—f0°°dns,\a@a> _ 1 |:1+%5)\a/d7—2 <(§a(72)>

(a7

1 / A A !/
— NN / drydr <Oa(7'2)0b<7'2)>

+ g&a(s/\b/d@dfé <@a(72)> <(’5b(T£)> (4.22)

—(5)\/ dﬁ<0( )>

dT1

+;5)\5>\”/ d7'1/ dTl o 1) ]
0 0

dTQ

A orden ) se tiene:

3N [ dn(Oum)) ~ox [ an (0.
_ %w /(; dr, (Ou(m)) + %w /OOO dry (Ou(m) ) — OX° /OOO ar (Oulm)).

(4.23)

Debido al hecho de que <@a(71)> = <@a(—71)> y haciendo el cambio 7» — 7y en la

primera integral de la segunda igualdad de la ecuacién (4.23), se obtiene:
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_%w :dTQ <@Q(TZ>>+ w/ dry (Ou(m) ) —w/wdﬁ (Oulr

:%w Oood72< o)) + w/ < (m)) - ox° Ooodﬁ(

— 5 /0 ) ar, {Ou(m)) = oX° /0 ) dry (Oulm) ) (4.24)
:(w/() i <©a(ﬁ)>—w/0 an (Oulm))

—0,

A orden \? se tiene:
1 a / A A / 3 a / A A /
— NN / drydry <(’)a(7'2)(’)b(7'2)> SN / drydr} (Ou(m)) <(’)b(72)>
;(5)\“(5)\17/ dTl/dT2 71 Ob(Tg + (5)\a5)\b/ dTl/ ¢ <Ob(71)>
= ——6)\“5>\b/d72d7'2 <(9a(7'2)(’)b(72)> + §5A“5Ab/d7'2d7'2 <(’>a(7'2)> <(§b(7'2)>
1 .
— 0NN / dry / dTQ O Ob(72)>

+ ;ww / dn / < <0b 71)>

(4.25)

Por un lado se tiene que:

_iww / dedT§<O (m)Ou(r3)) = —iww / dr, / ars { Ou(rs @(a)}

1115)\“5)\1’/ dTQ/ Ay { Ou(T2 Ob(7'2 > (5)\“5>\b/ dTg/ de (T2 Ob(72)>
1 .
— —0X%ON / dr / dTg Oa(72)0b<7—é>>-
4 0 0
(4.26)

Al usar la simetria de reversion temporal en la primera integral <@a (12)O, (T§)> = <(§a (Tg)@b(—Té)>
y en la dltima integral <(§a(72)@b(7§)> = <@a(—72)@b(75)> del lado derecho de la igual-

dad, se obtiene:
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1 . 1
- wa / dTZdTQ o(T2 ob(Tz) =— 46>\“6/\b / dr / dTQ

1 0 [e) R
— X! / dr, /0 dfg o(72)Oy(7h) > Lsaagar / drs / dTQ

Ol
1 0 5 ()0
B U DL / drs / dr Oa (72) <r;)>.
4 0

[e.e]

Si usamos el cambio 7, — 7 y 75 — T se tiene

o(T2 @b(7'2>>

(12)04(73))

(4.27)

1 . . 0 0o N .
— NN / drodr) <0a(72)0b(75)> — SAIGAD / dr, / dry <Oa(n)0b(m)>.
—00 0

(4.28)

Por otro lado, de (4.25) se tienen tres términos con productos de la forma (.) (.). Para el

primero de estos términos se tiene:

gww / drydr} <@a(7'2)> <@b(fé)>
‘;’Amb/ dTQ/ a5 (Ou(m) ) (Ou(7h))
zgéAaé)\b/_oodﬁ/o dr @a<n) <@b(72)>,

para el segundo tenemos

y para el tercer término se tiene:

ww / dn / dﬁ <(§b(T{)>
ww / dry / dm 7'1>
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Asi que, al sumar las ecuaciones (4.29), (4.30) y (4.31)), se tiene:

XY / dn / dr { ><(’)( 2))
+§wax’ /_ _dn /0 ar, (Ou(m)) (O4(72))
— AN / OOO dry /0 " dr, (Oulr ><(’)b ))
:—5Aa5Ab/iodﬁ/ooodTQ< (7)) (O(m2)).

Por lo tanto, la ecuacion (4.9) se reescribe como

(4.32)

exp (— [ dr6x°O, 0 N -
<6<Xp 1[()( = o >)>>1/2 ~ 1 — GATON /_OO dn/o dTg( <Oa(ﬁ)ob(72)>
- <@a(7_1)> <@b(72)> >

(4.33)

El resultado de la expansion de la fidelidad es el siguiente:

1
1(0|00) | = 1 — §Gab5)\“6)\b +..., (4.34)

donde G es el tensor geométrico complejo cudntico 'y esta dado por:

Gu= [ i [~ ((00um)) - (0.} (0um))) . @39

donde el ordenamiento temporal esta implicito en la ecuacién[lSﬂ

2En el articulo original, en la deduccién de (4.35) el limite superior de la primera integral es ¢ y el Ii-
mite inferior de la segunda integral es €. Esto se debe a que se introdujo una escala de corte € alrededor de
7 = 0, esto para evitar la regién donde la Lagrangiana cambia repentinamente. En este caso, solo por sim-
plicidad se asume que esta escala estd presente.
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4.2. Sistemas en mecanica cuantica: la métrica de infor-
macion cuantica y la curvatura de Berry

En esta seccién dividiremos la ecuacién (4.35) en su parte real e imaginaria. Para ello
haremos uso de simetria 7" en las funciones de dos puntos y el hecho de que los operadores

de deformacion son Hemritianos. La parte real se puede escribir como:

ReGabZ/_io an [ de(%(<@(¢1)@6(¢2)>+<@b<n)©a(m)>) —<@a(n>><@b(w)>)
:/_;dﬁ /Omdfz(%<{@a<71>,@b(rg)}>—<@a(ﬁ)><@b(a)>),

(4.36)

mientras que la parte imaginaria del tensor es de la siguiente forma:

6= [ i [~ an( (0um0u) - (im0 )
:zli/_ldﬁ /Oood72<[(§a(ﬁ),@b<rz)]>.

Cabe destacar que el ordenamiento temporal que originalmete tenia el tensor geométrico,

(4.37)

también lo tienen Re G, y Im G ;. Ademas, la parte real de G, es simétrica en los indices

espaciales, ésta es la métrica de informacion cudntica y se denota como:

G = /_(; dn /OOO d@(% ({0um). Om2)}) — {0u(7)) (Os(m) ) ) 4.38)

La métrica de informacién cudntica nos indica si hay una transicién de fase en un sistema
cudntico, asi como la distancia que hay entre estados cudnticos [[16], por otro lado la parte

imaginaria corresponde a la curvatura de Berry, es decir:

mGy = tr, L[4 Ood<@ 16) > 439
m ab—2 ab—% . T1 ; T2 [ a(7'1), b(Tz)] . (- )
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La curvatura de Berry es una manifestacion local invariante de norma de las propiedades

geométricas de las funciones de onda en el espacio de pardmetros.
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Capitulo 5

El oscilador armonico: una deformacion

lineal.

En éste capitulo consideraremos ejemplos del célculo de la métrica de informacién
cudntica. Resolveremos primero un ejemplo del oscilador arménico agregando un término
lineal extra a su Hamiltoniano, de modo que ahora tenemos dos pardmetros libres. Lo que
haremos serd primero resolverlo de manera exacta usando los métodos tradicionales de la
mecdnica cudntica para asi, posteriormente, resolverlo de manera mds sofisticada haciendo
uso de las funciones generadoras. Este dltimo método servird como motivacién para el
siguiente capitulo, ya que agregaremos un término no lineal al Hamiltoniano del oscilador

armonico haciendo que sea imposible resolverlo analiticamente.

5.1. Solucion de la métrica de informacion cuantica ha-
ciendo uso de la funcion de onda.

Empezaremos estudiando el ejemplo de la deformacidn lineal de un oscilador arméni-
co cudantico. Esto nos permitird familiarizarnos con las técnicas bdasicas y procedimientos
relacionados con el formalismo de la mecanica Lagrangiana. Consideremos el siguiente

Hamiltoniano con unidades naturales (7 = 1):
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1 1

Hy = 2p —|—2qu + Jq
Ll ap L(TY ol
— ol Ty 2 \Va/)

Donde Q = ¢ + J/a. Sabemos que la accién estd dada por:

5= / dt(pi — H), (5.2)

al sacar la variacion virtual de S respecto a p se obtiene

(55 8
por lo que
¢q—p=0—=q=p, (5.4)

de este modo podemos reescribir la accién como

2 Ll « 1., «
S = /dt (qQ — §q2— §q2—Jq) = /dt <§q2— §q2—Jq). (5.5)

Asi que la Lagrangiana correspondiente es

1
Lo= - — 22— .
51— 54 Jq, (5.6)

y la deformacién més sencilla que se le puede hacer a Ly es hacer una variacioén a los

pardmetros o'y J, por lo que la Lagrangiana de la teoria deformada es:

2 (5.7)
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De la ecuacién |i es facil ver que los operadores de deformacion son O, = —qy

O, = —%. A partir de L; podemos obtener el Hamiltoniano de la teoria deformada
_ da o
Hy=pq— 14 :H0+7q +dJq. (5.8)

Sabemos que para H = $p® + saq® a partir de la ecuacién de eigenvalores H |¢,) =

E,, |1,) 1a funcién de onda y su correspondiente energia del estado base estan dadas por

1

En:\/a(n+—>,

2
o= (2) "l )

La solucién de Hj esta dada por[14]]

(5.9)

)4
oo ey

Para H{, notemos que ambos Hamiltonianos estan escritos de la misma forma, salvo por

Eﬁlo):\/a(n—l—l) -

los parametros JJ y «, de modo que su energia y funciéon de onda del estado base estan

dadas por:

1 1/ AJ\?
() 4 ()
" aln 5 5 ~

1/4 5
g = (m) exp{—m (q+£) }
T 2 A«

donde Ao = o+ day AJ = J + dJ. De esta forma pasamos a hacer la superposicién de

(5.11)

los estados base
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s _ )
<((31)1/1(()0)>:< a(ijc?a)) /_oodqexp[—%(qug)

Va4 da J+6J\°
- <q +5 +5a) (5.12)

1/4
_ [ yola +oo) VIT - sty
2 V2o + da

™

Aproximando por series de Taylor en da y 0./ se obtiene:

¢g°>>\ ~l— (524

432

(s
0

Asf que comparando con la ecuacién (4.34) se obtiene

2
5a5J—( ! +J—) (da)®.  (5.13)

20,°/2 6402  4a7/2?

B 1
g5 = m
J
9ja = W (5.14)
1 J?

Jao = 3902 + 2a7/2

5.2. Solucion de la métrica de informacion cuantica ha-
ciendo uso de las funciones generadoras tomando a
J = cte.

Abhora es posible calcular 1a métrica de informacién cudntica usando la expresion (4.38)
que se ha obtendio a partir de la teoria Lagrangiana. Considerando la Lagrangiana del
oscilador arménico con un término lineal:

L,

0]
Lo=-¢*— —¢*—J 5.15
0=50 34 q, (5.15)
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la deformaciéon més sencilla que se le puede hacer a L es hacer una variacion a los para-

metros o'y .J, por lo que la Lagrangiana de la teoria deformada es:

5o (5.16)
=Lo——a —0dJq

De la ecuacion li es facil ver que los operadores de deformacién son O; = —qy
A 2 . , ., L. .
O, = —%. Una vez obtenidos los pardmetros de deformacion, calculamos ahora la métrica

de informacién cudntica haciendo uso del formalismo desarrollado en el capitulo anterior:

/OOO dm /OOO dTQ @J (11)O, (7'2)> - <@J(7'1)> <@J(Tg)>)
/io dn /000 d7'2< 1/10 ‘q (11)q(72) wéo)>
-

o) (o)

= /_ZO dm, /OOO dro (Ga(11,72) — G1(11)G1(T2)) .

(5.17)

Para ello hemos de calcular las funciones de Green, éstas funciones se pueden obtener a

partir de derivadas funcionales de la funcion generatriz Z,[J| que se define como:

— [ Datr)exp i5la). (5.18)
donde la S[q| es la accién correspondiente a la Lagrangiana (5.15]) que se escribe como:

oo(1—in)
Slql = —/ dr (¢* — ag® — 2Jq) . (5.19)
—oo(1—in)
Esta definicién de accién cumple las condiciones de borde de (2.75)), veamos ahora cudl es

la ecuacion de movimiento:
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— — ——=—2aq—-2J—-2G=0

Para poder realizar la integral de la accion hacemos el siguiente cambio de variable: ¢(7) =
q(7)+x(7), donde x es la solucién cudntica y ¢ la solucion cldsica, ademads g y x satisfacen
las condiciones de borde G(—00) = ¢ = 0, §(00) = ¢ = 0y 2(—00) = 2(00) = 0

.Supongamos que ¢ es solucion de (5.20):

1 1 )
Slq) = 5 /dT (q'2 —ag® — 2Jq) = 5/(17’ [(cj—i— ©)? — a(qg+z)* — 2J((j+x)]
= %/dT [(7* — aq® — 2J9) + 2(¢i — aqe — Jz) + (i° — az®)] .
(5.21)
Por un lado se tiene:
/dT(djc —aqi — Jxq) = /dT {@ +(—q—aq—J)x
T
_ d(gz)
- /dT ar (5.22)
= qz]>,

por las condicones de borde en z(7). De modo que la funcién generadora se reescribe

COmo:

;. poo(l—in)
ZolJ] = /Dq(T) exp [%/ - )dq—((f —aq® —2Jq+ 3 — ax?)
—oo(1—in

_ 5@ / Dap(r)ei | dri=az?) (5.23)

= eiSJ (@) ZO [O] .
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Donde S;(q) es la accion clasica en presencia de una fuente arbitraria J(7). Ahora solo
resta calcular la solucién para ¢, para ello recordemos que la solucién general de (5.20) es
la suma de la solucién particular y la homogénea.

Para hallar la solucién paticular se usa la funcion de Green de la ecuacion % + w2, que

€S

Q(T) = — /00 dr'Ap(t — ") J(7), (5.24)

o0

donde Ar(7) es el propagador de Feynman. Veamos que se satisface la siguiente ecuacion:

(d_j ' wg) Ap(r) = —8(r). (5.25)

Definimos el propagador de Feynman como:

1 e e—iw (r'—7)
Ap(r —7') / do— (5.26)

21 J oo w? — WE i€

Sustituyendo la defincién del propagador de Feynman en la ecuacién (5.25) se tiene lo

siguiente:
d2 ) d2 ) 1 o) e—iwr
(@ “}0) Arlr) = (d_ ved) g | v 2
1 00 d2 —iwT 2 00 —wT
= dws e+ O
2 J_o  dT?w?—wi 27 J_ o w?P—uwi
1 ] —iwT 2 o0 —iWwT
= — dw(—iw)26—2 + 20 dw— 5
21 J_ oo w2 —wi 21 )  w?—uwj (5.27)
1 o] N N e—in
:% _Oodw(wo—w )m
1 [ :
- d —iWwT
o | we
= —0(7).
Ahora, sabemos que la solucién homogenea es:
q(7)p = Ae™°T 4 Be 0T, (5.28)
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Por lo tanto, la solucién general es:

a(r) = — / A7 Ap(r — 7)J(r) + Ac™ 4 Bem (5.29)

[e.9]
Solo resta ver que A y B satisfacen las condiciones de borde (2.75), para ello notemos que

(5.26) se puede escribir como:

1 e—iw(T—T’)
A —=—|[d . . 5.30
p(r =) 27r/ w(w—w0+2’760)(w+w0—2’760) (5-30)

Si T — 7/ < 0, para realizar la integral cerramos el contorno en el semiplano superior como

en la siguiente figura:

Yr

K il R

Figura 5.1: Contorno de integracioén para 7 — 7 < 0.

Por lo que se tiene:

Ap(r—7) = =), (5:31)
0

SiT— 7" > 0, el contorno de integracion se cierra en el semiplano inferior, afectando el

resultado solo en un signo:

Ap(r — 1) = ——e—isn(r=""), (5.32)
wo
En general se tiene que:
Ap(r —7) = L emisolr=' 5.33
F(T T ) 2&)06 ) ( )

al sustituir (5.33)) en (5.29) se tiene:
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—00 —00

- /OO dT’AF(T — T’)J(T’) = — /OO dr’ [9(7- _ T’)_e—iwo(T—T’)
(5.34)

1 . /
+0(r" — 7)2—%(3’“0(7_T )] J(").

Notemos que cuando 7 — +oo(1 — in) se anula el segundo término y el primero decae
exponencialmente de la forma e~“°7, en cuanto al limite 7 — —oo(1 — in) se anula el
primer término y el segundo decae exponencialmente de la forma e*°". Por lo tanto, para
que A y B cumplan as condiciones de frontera establecidas, necesariamente A = B = 0.

Por lo tanto

q(r) = —/ dr'Ap(r —7")J (7). (5.35)
Finalmente se tiene
1 )
S0 = [ dr@ - ad - 209
_1 dlgg) . _
—2/d7'( I qq — aq 2Jq
1 ..
— 5 [ drt-dli+aq ~ 209
] (5.36)
1 _
= §/dTJ(T)q(T)
1
=5 drdr' J(T)Ap(T — 7)J(T').
Por lo tanto
Z()[e]] — 20[0]67%dedT’J(T)AF(TfT/)J(T/)' (537)

Usando lo anterior, la funcién de Green para el oscilador arménico con un termino lineal

extra estd dado por:
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1 o

n yeeesln) = 7 ZolJ =cte.
Gty t) = G T e 300 00t 2o llo=et
1 571 1 / /
_ —% [drdr' J(1)Ap(r—7")J(1")
oI Tt L=cte-

5.2.1. Componente g;;.

Regresando al célculo de la ecuacién (5.17)), calculemos primero G ():

1 )

(0) ‘ (0)> _ _ 0
< o 1a(t1)|Yg G1(m) Zol e 377 o[ /] s=cte.
Para ello recordemos que
LZO[(]] |J—cte — ZO [O]Leé dedT'J(T)AF(T—T/)J(q—/)‘J:Cte
5J(7'1) S 5J(7'1) '
Calculemos entonces la derivada
LGQ Jdrdr' J(T)Ap(T—1' J(T’)|J .
5J(7'1) e
3 / ’ / ) (5
— 3 Jdrdr J(T)Ap(r—T")J (7 )%5J(T1) /deT/J(T>AF(T _ TI)J(T/)|J=cte.

Veamos qué pasa con la integral del lado derecho de la igualdad

5 / /
5Tr )/deTJ( T)Ap(T —7)J (")

/deT J(T)Ap(T —7 )gjé;l; + /deTlng((j——l)) Ap(r—7)J(T)

/ drdr’ () Ap(r — 7)6(r — ') + / drdr’§(ry — 1) Ap(r — ) (+')
/ drJ(T)Ap(T — 1) + /dT'J(T')AF(T —71)

=2 [ drJ(T)Ap(T — T1).
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Por lo tanto

o
5J(T1)

ZO[J”chte. = Z'ZO[J”J:cte. /dTJ<7-)AF(T - 71), (543)

y finalmente

Gi(m) = /dTJ(T)AF(T — 7). (5.44)

Por otro lado

1 6
ZzZO[J] |J:cte. 5‘](7—1)6‘](7-2)

(0" ]a(m)a(m)

éo)> = Ga(n, 1) = Zo[ )| s—cte.  (5.45)

Para ello recordemos que

52 5 ‘
WZO[J] = 57 (1) {ZZO[J} /dTJ(T)AF(T _ 7_1)]
- ZOU]M((;) / dr()ar(r=n) (5.46)

+ /dTJ(T)AF(T — Tl)(sij—z) Zo[J]

Recordando el desarrollo de la ecuacion (5.42)), se tiene que

0 5
6J (1) /dTJ(T)AF(T —71) = /d75J(72) J(T)Ap(T — 1)
= /dTé(T — 1) Ap(T — 1) (5.47)

= AF(Tl — 7'2).

Por lo tanto, la funcién de Green correspndiente estd dada por
GQ(Tl,TQ) = —iAF<Tl —7'2>+G1<7'1)G1<7'1). (548)
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Sustituyendo (5.44)) y (5.48)) en (5.17)) se obtiene:

0 fe’e)
g9j5 = —i/ dT1/ A Ap(T — T2)
—00 0

0 o)
7 .
= —1 dry / dro e~ Weln-m,
/. RPN

Para hacer esta integral es necesario hacer el cambio a tiempo Euclidio, para asi quitar la

(5.49)

1y elegir el signo correcto del valor absoluto, esto se hace haciendo el cambio de variable

T=—it

977 —/ dtl/ dt? _(tz_tl)‘/a
2_ ™ dye Vs (5.50)
o
1
T 903/2

Con esto vemos que se recuper6 el resultado de (5.14).

5.2.2. Componente g ;.

Sigamos ahora con la componente g,:

— /(; dm /000 dTQ(<¢50)‘Q(7'1)92(7'2)‘¢é0)>
= (9" fatm)]ui”) <wé°)‘q2(m)’¢é°)>> (5.51)

-/ ;dﬁ /0 " dry (Ga(m, 72) — Ga(m)Gal72))

Calculemos G3(1y, T2, 73):
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(4 |a(r)a(r2)a(7s) Ul ) = Ga(ra, 72, 75)
1 53 (5.52)

~ B 20| mete. 0 (110 (72)0. (73) ZolNls=ete.

Para ello recordemos

53 ) ,
5J(71)5J(72)5J(7'3)ZO[J”J:M’ = 5 (m) [ZZO[J]AF(TI e (5.53)
+i2Z[J] /dTJ(T)AF(T — 1) /dTJ(T)AF(T - Tg>i| | 7=cte.

Haciendo la derivada del primer término
O iz AR — )]
ml 0 F(7'1 T2)|J=cte.
)
= iAF(Tl - TZ)WZO[J”J:@@. (5.54)
— 2Ap(r = m)ZalJ) [ dr OB = 1)l
La derivada del segundo término:
5J(7_3)Z'QZO[J] /dTJ(T)AF(T —7) /dTJ(T)AF(T —T)
)
= 2 ZO[J]m</dTJ(T)AF(T —7) / drJ(T)Ap(T — TQ)) (5.55)
)
+ /dTJ(T)AF(T — 1) /dTJ(T)AF(T - 7'2)5(](7_3)20[(]] )

Veamos qué pasa con el primer término
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5
e / drJ (1) Ap(r — ) / drJ (1) Ap(r — )

(5.56)
= Ap(mo — 73) /dTJ(T)AF(T —1)+ Ap(n — 73) /dTJ(T)AF(T —Ta),
por lo tanto
G3(7'1,T277'3) = G1(7'1)G1(7'2)G1(7'3)
1 (5.57)
+ ;(AF(TQ — Tg)Gl(Tl) -+ AF(Tl — 7'3)G1<7'2)>.
Haciendo » = 73
G3(7'177'22) = Gl(ﬁ)G%(T?)
(5.58)

+ %(AF(O)Gl(ﬁ) + Ap(m — 72)G1(72)>'

Por lo que la componente g;, de la métrica es:
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= /OOO dr /000 dry (G’l(ﬁ)G%(Tz) + 1 [AF(())GI(Tl)
+ AF 7'1 - 7—2)G1(7—2)i| - —Gl(Tl)AF(O) Gl(Tl)G%(U))

= —Z/ dTl/ dTQAF 7'1 — 72)G1<7'2)

= —1 dT/ dr
/_OO 1 ; 22\/5
iJ [°

:5/_;”1/
J 0
= dt t
4a/oo 1/0 2/
0 e’} 0
:i/ dtl/ dtg/
Sl

e~ Valn-m| /dTJAF(T — T)
dTQ/ dre= VeIl gmiveln =] (5.59)
dty [ dte=Volta—t)g—vali2=1)

dte=Voltz=t1) p=v/a(t2—t)
+ i dt dte—Vlta—t1) pVa(t2—t)
_ J

b2t

Que de igual forma coincide con el resutado de la ecuacion (5.14).

5.2.3. Componente g,,,,.

Finalmente, calculemos la componente g, del tensor:

Joe ™ /m in [ i ( (0| m)am)| )

- () (s}l 560)

— /_io dr /OOO dry (G4(7’12,T22) — GQ(TE)GZ(TQQ)) .

QQ(Tl) q2(72)

Calculemos G4(11, T, T3, T4):
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<¢(()O)‘Q(71)9(72>Q(7'3)Q(T4)’¢60)> = Gu(11, 72,73, T1)
1 54 (561)

A Zo[ ]| —ete. 07 (11)0T (12)0.T (13)0.T (74) ZolJ].

Para ello recordemos

54
(5J<7'1)5J(7'2)5J(7'3)5J(T4)
)
- (5J(T4)

X /dTJ(T)AF(T—Tg)+i2Z0[J] [AF(TQ—73)/dTJ(T)AF(T—T1)

ZO [J] |J:cte.

i* Zo[J) /dTJ(T)AF(T —7) /dTJ(T)AF(T — To) X

(5.62)

+ Ap(m — 73) /dTJ(T)AF(T — Ty)

Haciendo la derivada del primer término

o
0J(14)

- (AF(Tg —7) / drJ(T)Ap(T — 1) / drJ(T)Ap(T — 1)

[ZO[J]/CZTJ(T>AF(T—Tl)/dTJ<T)AF(T—TQ)/dTJ(T)AF(T_TB)]

—|—AF(TQ—7'4)/dTJ(7')AF(T—Tl)/dTJ(T)AF(T—Tg)
+ Ap(n —T4)/d7'J(7’)AF<T—Tg)/dTJ(T)AF(T—T3)

i / I (D) Ap(r — 1) / drJ (1) Ap(r — 1) / drJ (D) Ap(T — 75) X
« / d7J(7) Ap(r — m) ZolJ].

(5.63)

para el segundo término
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)
(5J(7'4)

= iQAF<TQ — ’7'3) <Z0[J]AF(7'1 - 7‘4) + ZZQ[J] /dTJ(T)AF(T — 7’1)><
x / drJ(T)Ap(r — 74)) (5.64)
= iQZo[J]AF(TQ — Tg)AF(Tl — 7'4)

+ i3 Zo[J] A p(T —7'3)/dTJ(T)AF(T—Tl)/dTJ(T)AF(T—T4).

i2Zo[J| A p(To —7'3)/d7'J(7')AF(7'—T1)

Por lo tanto

Gy, 72,73, 72)
= G1(11)G1(12)G1(73)G1(Ta) + %(AF(TQ — 73)G1(11)G1(7a)

b Ap(ry — )G ()G (1) + Ap(rs — 74)Gi (7)o (1) (5.65)
+ Ap(r = )G1(R)Gi (1) + Ar(ni = 7)Gi(72)Ga (7))

+ @%(AF(T2 —73)Ap(11 — 1) + Ap(n — 73)Ap(T2 — 74))'

Haciendoy = y13 =74

G4(T1277-22)
1
= Gi(n)Gi(m) + 7 <4AF(71 —79)G1(11)G1(T2) + AF(O)G%(HD (5.66)
2
+ Z_ZA%@—I — Tg).

Por lo que la componente de la métrica g, de la métrica es:
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/ dﬁ/ dT2 G3(m2) + [4AF(7'1 — 72)G1(11)G1(72)
+ Ar(0)Gi(n) + Ar(0)G} (rz)} + [Afm(O) + 205 (T — Tz)]

~ Gm)G) — + (ArOGHR) + Ar(0)GH (7)) — 5AH(0)

0 00 4 ) )
= dT1 dTQ(ZAF(Tl_TQ)GI(Tl)G1(72)+i_2AF(Tl_TQ)>
—0o0 0

4 0 e
= —_/ dTl/ dTQ
1) -
x/dT'J( NAp(m —1') / d7‘1/ dTQ—e_Q“ﬂTQ 7l

1 0 00 A
= _/ dTl/ d7'2@_2"\/a72—7'1\
a) o o
J? 0 o0 | | | |
B 3/2 / dTl/ d7-2/deT’e_l\/ahz_Tl|6_2\/a|T—T1|6—2\/a|72—7- |
2 . 0

Haciendo el cambio a tiempo Euclidio de ta formaque 7 — 7 y 77 — 7

(5.67)

e_i‘/a‘”_“‘ /dTJ(T)AF(Tl —T)X

Joa = i dtl/ dts e 2Valt—t)
2a 0

0 0

dty
0o

o0

dty

—\/E(Qtl —2to—1t1 —tQ)

dtl dTQ@

a 2Q3/2 .

[ o] ]
o0 0 o
/ dtg / dtl / dee*\/a(Qh —t1+t2)
. /“ ; (5.68)

o
dTlef\/a(fzt2+t17t2)

0 00 0
dtq / dtsy dts
20(3/2 [e's) 0 —00 0

0

(X3/2

/0
QMﬂ/mﬁl
=/
=/

dtl / dtg / dtl dtgei\/a(2t172tl+tl+t2)
0 0 0

[e.9]

32042 toqe 20z7/2'
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Esto de igual forma coincide con el resultado de la ecuacién (5.14). Hemos visto ya que
tanto el método exacto como el método de las funciones de Green coinciden, es decir, obte-
ner la solucion a partir de las funciones generadoras es igual de eficaz que el método exacto,
puede que para el método de las funciones de Green se invierta un poco més de esfuerzo y
tiempo, pero como verémos en el siguiente capitulo, éste método resultard verdaderamente

util para resolver problemas mads dificiles.
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Capitulo 6

La funcion de Green de interaccion.

Como vimos en el capitulo anterior, es posible encontrar la solucién de la métrica a
partir de las funciones generadoras. Sin embargo, si el sistema es mds complejo no se
podra encontrar una solucién analitica del problema, por lo que tendremos que recurrir a la
teoria de perturbaciones. Para ello en este capitulo haremos el desarrollo perturbativo de las
funciones de Green considerando la Lagrangiana del oscilador arménico lineal y afiadiendo

un operador de deformacién mondmico arbitrario.

6.1. Desarrollo perturbativo de las funciones de Green.

Consideremos una Lagrangiana de la siguiente forma
. L, 2 2
L(g,4) = 5(¢" = w”¢") = Avlg) = Lo + Ly, (6.1)

donde L es la Lagrangiana del oscilador arménico, [.; €s un monomio en ¢ y A una cons-
tante de acoplamiento. Entonces podemos reescribir la funcional generadora Z[.J] de las

funciones de Green como:
Z217) = / Dy(r) exp {z / dr (Lo + J(T)q(T))] exp {z / dTLl(q(T))] 62
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Notemos que para una funcién dada tenemos:

Fla(t)] exp ( / dTJ(T)q(T)) —F {—z%@)} exp ( / dTJ(T)q(T)) . (6.3)

Con el resultado de (6.3) podemos escribir a la funcién generadora (6.2) como:

Z1J] = exp {@ / dri, (—z%ﬁ)ﬂ / Dy(r) exp {z / dr (LO+J(7)q(7))]

5 (6.4)
Desarrollaremos ahora el término de la exponencial en series de Taylor.
i [drLy(—1 ) . . 5
ot - (1“/0%1 (_ZdJ(T))
+ ﬁ/deT,L —z‘L L —iL +
2 \Ceun)) TN\ e
(6.5)

- (1 —i)\/dTv (_iéJiT)>
+ gv/dnxm (—z%) v (—z‘M‘ET,)> +. )

con lo que podemos obtener la funcional Z[J] en potencias de \ y de ella obtener las

funciones de Green con interaccion dadas por:

_ I Da(r)a(ty) - g(ta) 54O

/
Gn (tla ce 7tn) f Dq(T)eiS[q(T)] (66)
Para realizar esto, la accidn total del sistema la escribimos como:
iS __ _iSo+S1 _ _iS — 0" m
e = 0Tl = 0 1—1-2%51 , (6.7)
m=1
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donde Sy es la accion del oscilador arménico libre y S es la accién del término — X [ drvlg(7)],
al suponer que v[q(7)] es un mononio, lo podemos escribir como v[q(7)] = cq*, con ¢ cons-

tante. Consideremos el numerador de (6.6)

/Dq(T)q(tl) . 5o Z —Sm]

— [ Damatts) . alt)e ~ix [ Da(ratt).atta)e™ [ arold
L0 [ Patnatt).atta)e™ [ dndnolatrlolate)] +

_ / Da()qlty) - qlt)e™ — ix / Da()q(t) .. qlt)e™ / dregt(r)
—|—%/Dq(T)q(tl)...q(tn)eis‘)/dﬁdeCq (11)eq" () +
=Gp(ty,...,t /Dq )etSo z)\c/dTGn+k tiy ooy tn, T /Dq )t

—i\c)? A
‘l‘( ! C) /dTldT2Gn+2k:(tl7'"7tn77-1k77-2k)/DQ(7—)6250+"'
= z)\c & &
= |Gu(ty,...,ty —1—2 dry . AT Gk (e, ooty T T ) | X
m=1

X /Dq(T)eiSO.

Para el denominador la tinica diferencia es que no se tiene el término de la funcién de Green

(6.8)

con (t,), por lo que el denominador de (6.6) es:

/Dq(T)eiSO 1+ Z %S{”]
m=1 ’
:/Dq(T)eiso 1—|—Z%/dﬁ...dTmek(T{c,...,T,];) :
m=1 ’

al sustituir (6.9) y (6.8) en (6.6) se tiene:

(6.9)
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G (t1, ... tn)

Gty tn) + 3200 C29 (an  dr Gty -ty 7F, 7y (610)
1+2;jj:1@n;fwfdﬁ...dTmek(Tf,...,Tj;) '

6.2. Solucion con las funciones de Green perturbadas pa-

ra el oscilador armonico con una peturbacion lineal.

Como un primer ejemplo para usar el método de la seccidn anterior, consideremos el

oscilador arménico con una perturbacién lineal. E1 Hamiltoniano del sistema es:

1
H=-p"+ ¢+ Jq, 6.11)
2 2
cuya Lagrangiana cS.
1, .
L= §(q2 —ag?) - Jg. (6.12)

6.2.1. Componente g; ;.

Queremos calcular primero la componente g;; de la métrica, para esto observamos de

. ) que O(T) = §(T), por lo que se debe calcula1l

0 00

9jJg = dT

dT, <<@J(T1)@J(T2)> — <@J(T1)> <@J(T2)>>

0

dTy | dTy (@(T)a(Ty) — (a(TV)) (a(T))) (6.13)

0 00

dTy

I
\8\\
C\c\gC\

AT, (G’Q(Tl, ) — GU(T))G, (T2)>.

—0o0

Veamos primero qué es (q(77)):

I'A patir de aqui se tomara a T; como el tiempo imaginario para el cual se tendrd que hacer una rotacién
de Wick T' = —it para estar en tiempo Euclidio.
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(q(T1)) = G\(Th)
(—iJ)?

== (Gl(Tl) —iJ/dTGQ(Tl,T)+
—iJ)?
3!

X 1—ZJ/dTG1(T)+

/dTldT2G3(T17Tla7_2)

—~

+

/dT1dT2d7'3G4(T1, 71, 7'2,7'3)> X
(—iJ)?

/dTldTQG2(7—177_2) (6.14)
—1
/dTldTQdT3G3(T17TQ,Tg)>
—i 73
= <—iJ/dTG2<T1,T)+ ( ZJ)

3!
_i 7?2 -1
X (1 + %/(ﬁﬁdTgGg(’ﬁ,Tg)) )

/dT1dT2dT3G4(T1,71,7'2,7'3)> X

Donde hemos tomando en cuenta que Ga,41(T1, ..., Tons1) = 0, para todo n. Sea x =

(7'2‘])2 f drdryGy(11, T2), expandemos en series de Taylor hasta orden 1 el término de la

forma (1 + z)~!, ya que a orden 2 tendriamos una expansién hasta J%, lo cudl excede el

orden de expansién de la ecuacién (6.14)

(1 + (_gj)2 /dTldTQG2(T177-2)>_1

. (6.15)
T2
=1- (=iJ) /dTldTQGQ(Tl,’Tz),
por lo que la ecuacioén (6.14) se reescribe como:
. (—iJ)?
(1) =(=iJ [ drGa(Ty,7) + = [ dndndnGu(Ti 7, 7,7))
—iJ)?
X (1 — ( 22 ) /dTldTQGQ(Tl,TQ)>

(6.16)

(=)’
3!

= —iJ/dTlGQ(Tl,Tl) +

NCL

/ drdrodrsGy(Ty, 11, To, T3)

/dTldTQdTgGg(Tl, Tl)GQ(Tg, ’7'3).
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Ahora, para (q(T})q(T5)) tenemos:

(q(Th)q(Tr)) = GI2(T1>T2)
(—iJ)?

= <G2(T1,T2) — iJ/dTGg(Tl,TQ,T> +

_i7\3
+ﬂ/dTldTQdT?)GS(TI)7T27_1’7—277_3)>><

3!
(=)
2

/dT1d72G4(T17T2a7—177_2)

x (1

iy / 4G (7) + / drdmGa(m, ) 6.17)
(—iJ)*
3!

-1
+ /dTldT2d73G3(7'1,7'2,7'3)>

(=iJ)?

= (GQ(ThTz) + /d7'1d7'2G4(T1,T2,7'1,72)> X

—i7)2 -1
X <1 + ( ZZJ) /dTldTQGQ(Tl,Tg)) y

haciendo la misma expansion en series de Taylor que en (6.15)) y sustituyendo en (6.17):

(—iJ)?

((T)q(12) =(Ca(T1, ) +
(i7)*
2

/d7'1d72G4(T1, 15,11, 7'2)> (1—

/dTldTQGQ(Tl, 7'2))

iry (6.18)

- GQ(Tl, TQ) +

(=)
2

/dTldT2G4(T1; T27 T1, TQ)

/ dTldeGg (Tl, TQ)GQ(Tl, 7'2).

Ahora, tenemos que hacer el producto de (g(77)) (¢(T3)), que a orden J® resulta:
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(=iJ)?
3!

(—iJ/dTng(T1,71)+ /dT1d7'2dT3G4(T1,7'177277'3)

(—iJ)? .
+ 9 dTldTQdTgGQ(Tl, Tl)GQ(TQ, T3)> ( — ZJ dTlGQ(TQ, T1>
—iJ)3 —iJ)3
+ ( 3') /d71d72d7—3G4(T277—177—277_3) + ( 3‘) /dTldT2d7_3G4<T277_177_277—3)>

= (—iJ)2/dTldTQGQ(Tl,7'1>G2<T2,7'2).
(6.19)

Ahora se debe restar 1| y |D para ello notemos que tenemos una G. Esta se puede
expresar en términos de GG, haciendo todas las combinaciones de las permutaciones posi-

bles en productos de (G5, es decir:

Gu(Th, Ty, 11, 12) = Go(T1, T5)Ga (11, 72) + Go(Th, 71)Go (T, 72) 6.20)

+ Go (T, 12)Ga (T, 7).

Al sustituir el resultado anterior en (6.18)) y hacer la resta correspondiente

(=)
2

G2(T1, TQ) -
(=iJ)*

/dT1d72G2(T1,T2)G2(71a72)
(—iJ)?
2

_|_

L iy

/dTldTQGQ(Tl,TQ)GQ(Tl,TQ)+ /dTldTQGQ(Tl,Tl)GQ(TQ,T2>

/dTldTQGQ(Tl,TQ)GQ(TQ,T1> - (—ij)2/dTldTQGQ(Tl,TI)GQ(TQ,TQ)
(—iJ)?
2

/dTldTQGQ(Tl,TQ)Gz(TQ,7'1) — (—ij)z/dTldTQGQ(Tl,Tl)GQ(TZ,TQ).

(6.21)

= Gy(Th,T3) +

(=iJ)
2

/dTldTQGQ(Tl,Tl>G2(T27T2)

+

En el tercer término de la dltima igualdad de (6.21)) podemos hacer el cambio 5 «+ 71, ya

que los limites de integracién de 7, y 7 son los mismos, asi que no habria ningiin cambio

75



de signo, de modo que (6.21]) se reescribe como:

—iJ)?
GQ(Tl,Tg) —+ ( 5 ) /dTldTQGQ(Tl,Tl)GQ(TQ,TQ)
(—iJ)
+ 2

/dTldTQGQ(Tl,Tl)GQ(TQ,TQ) — (—’iJ)2/dTldTQGQ(Tl,Tl)GQ(TQ,TQ)

= GQ(TD T2>
_ i e~ WealTa=T|

-5

(6.22)

En donde se us6 (5.33). Recordemos que estamos trabajando en tiempo imaginario 7),,
para pasar a tiempo Euclideo hagamos una rotaciéon de Wick 7;,, = —it,,, por lo que para la

componente g;; se tiene:

977 —/ dtl/ dt2 _\/a(tz_tl)
2_ " e et (6.23)
o
1
T 903/2°

6.2.2. Componente gj,,.

Para la componente g, necesitamos

Gro = /_(; ar; /OOO 4t ((O4(T)0u(T2)) = (04(T1)) (Ou(T2)))
- /_OO i /OOO AT, ((a(T)q*(T2)) = (a(T1)) (¢*(T2))) 6.24)

0 %)
= [ an [T an (e ) - Gimeu).
[e's) 0

Para ello
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—ideTG4(T17T227T)
1 -+ # deldTQGQ(Tl,T2>

= (—iJ/dTG4(T1,T22,T)) (1- (_;J)Q /dﬁdTQGQ(ﬁ,@)) (6.25)

Gg(ThTQQ) =

= —iJ/dTG4(T1,T22,T).

Ahora, retomamos las ecuaciones (6.16) y (6.18) hacemos el producto (¢*(T})) {(q(T5))

q(Th)) (*(T»))

—lJ/dTlGQ T17T1>>

2
) /dTldT2G4(T22,T1,TQ)
) (6.26)
/dTldTQGQ( )GQ(T1,72)>
= —’iJ/dTGQ(Tl, T)GQ(T22>,

en la ecuacién (6.25)) se tienen que expandir dos términos, para la G4 se tiene:

Gu(T, T3, 7) = 2G5 (T, To)Go (T, 7) 4+ Go(Ty, 7)Go(T3). (6.27)
Restemos ahora (6.23) con (6.26):
- u/dT <2G2(T1, T5)Go(Ts, 7) + Go(T1, 7)Ga(T2) — Go(T1, T)G2<T§))

(6.28)

— —QiJ/d7G2<T17TZ)G2(T27T)'

Por lo que la componente g, de la métrica es:
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0 [ee)
9o = —2iJ / dTy / dT, / drGo(Th, T2) G2 (T3, 7)
0

i [ > ialTa—Th| —i/a|Ty—7]
= — dTy dTly | dre 27 itle 2
o —00 0
J 0 00
= / dt, dts / dte=Velta=th) g—valtz—t|
@ J - 0 (6.29)

J [ o 0
- _/ dtl dt2/ dte_\/a(tQ_tl)e—\/a(tg—t)
oo 0

J 0 e
+— dtl dtg/ dte” velta— tl va(t2—t)
0

—00

cy5/2
6.2.3. Componente g,,.

Para la componente g, necesitamos

:/0 i, /deQ @Q(Tl)@a(T2)>—<@a(T1)> (0u(m))
/ dTy / Ty ((*(T1)a*(T2)) — (¢*(Th)) (¢*(T3))) (6.30)

_ / iT / AT, (G(T2, T2) — GH(T2)GY(T2)) .
o0 0

Para ello

Cu(T2, T2) + 22 [ drdrGe(T2, T2, 71, m2)
1+ (_“)2 [ drdrGy(Ti, 72)

Gy(T7,T;) =

— Tf,TZ 5 [ andro(re 12.m,m)
( /dTldTQGQ(Tl,TQ>> (631)
©T\2
G <T12,T2) ( ZZJ) /dTldT2G6<T12,T22,T1,T2)
(=

J)? /dT1d72G4(T1,T )Ga(T1, T2),
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retomando la ecuacién (6.30) hacemos el producto (¢*(71)) (¢*(T»))

(1) () = (Gt + 5

(—i)?
2

X (GQ(TQQ) +

_ #/dTldTQGQ(TQQ)GQ(Tl7T2>)

/ dTldT2G4(T12, 71, 7'2)

/dﬁdeGz(Tf)Gz(mTz)>
(—iJ)?
2

/ dTldTQG4<T22, 71, TQ)

iy (6.32)
= Go(T7)Ga(T3) + T/dTldeGz(Tf)G4(T22, Ty, T2)

(=iJ)?

/dﬁdTgGQ(Tf)Gz(Tf)Gﬂﬁa72)

N (—2'2(])2

_(=id)?
2

restando (6.32) y (6.31), a orden 0 se tienef}

/dT1d72G4(T12; T, 72)G2<T22)

/dTldTQGQ(Tf)GQ(TQQ)GQ(Tl, 7'2),

GO(T2, T2) — GP(TAGP(T2) = Go(THGo(TE) + 2G3(T, T)
— Go(T7)Go(T73) (6.33)
= 2G§(T1, TQ)

A orden J? se tiene

GYUTE T) — G (TG (T3) =Go(T, T, i, m) — Ga(TE, T5)Ga(m, o)
— Go(TP)G(T3, 71, 72) + GoT7)Go(T35)Go (71, 72)
— Gu(T}, 71, 72)Go(T3) + Go(T7) Go(T3) Ga (11, 72),
(6.34)

para ello hemos de poner la G en términos de (G, y a su vez en términos de G's:

2El superindice entre paréntesis de las funciones de Green representa el orden la expansién que se estd
tomando.
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Go(TE T2, 70, 79) = Go(THG4(TZ, 70, 75) + 2Go(T1, To)Gy(T1, To, 71, 72)
4+ 2Go(Ty, 1) Ga(T1, T3, 1)
= Go(THGo(T3)Go (11, T) + 2Go(T?)Go(Ty, 71)Go(Th, ) (6.35)
+ 2G3(Ty, Ty)Go (11, 7o) + 2Go(Ty, 71)Go(Th, 72)Go(T2)
+ 8G(Ty, Ty) Go(Ty, 1) Go (Th, 1),

sustituyendo (6.33)) en (6.34) y retomando el resultado de (6.27) tenemos:

Go(T?)Go (T Go (71, T2) + 2Go(TA)Go(Ty, 71)Go(To, 72) + 2G5(T1, To)Go(T1, )
+ 2Go(T1, 71)Ga(Th, 72) G2 (T5) + 8Ga (T, To) G2 (T1, 1) Go (T3, T2)

— Go(T?)Go(T2) Gy, 70) — 2G2(T1, T)Ga(11, 70) — Go(T)Go(T2)Go(71, 70)
— 2Go(T?)Go(Ty, 1) Go(Ty, 7o) + Go(TH Go(T3) Ga (11, 7)

— Go(T?)Go (T Go (11, 72) — 2Go(Th, 71)Go(Th, 72)Go(T2)

+ Go(THGo(T3)Go(T1, )

= 8Go (11, T2)Go (T, 1) Go (T, T2),

(6.36)
por lo que la componente g, es:
0 [e's)
Joaa = 2/ dTl/ dTQGg(T17T2)
—0o0 0
0 00
+4J2/ dTl/ dTQ/dTldTQGQ(Tl,TQ)GQ(Tl,Tl)GQ(TQ,7'2)
(6.37)
_ L dT1 / dTye~2VelT=T]
2av

~ 5032 3/2/ dTl/ dTg/dTldTge_i‘/a|T2_T1|e_i‘/a|Tl_T1|e_i‘/a|T2_72|.
a —00 0

Haciendo el cambio a tiempo Euclideo de tal forma que 77 — 7y 75 — 7'
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Jaa = = dtl/ dtye~2Velt2—t)

/ dtg/ dT/ dr' e Vet —2ta—1—1")
0 /oo

dty

Va2ti—7+7")

dty dt,

]

/ o [ [ a7
/ / ’ dr’ / drevVe(=2tatr=7)
e | A

dr

dr'e”

(6.38)

0 [e's)
dtl/ dts
o] 0 o]
0 [e's) %s)
dt1/ dtQ/ dt
00 0 0

- 32a2 t a2 2a7/2'

d,]_ 6—\/5(2t1—2t1+7'+7'/)

Comparando con las componentes de la métrica de informacién cuantica de (5.14) coin-
ciden con el resultado obtenido a partir de las funciones de Green perturbadas. La matriz

correspondiente de ésta métrica es

s+ 5 5
o /2 572
9ij = ne 3 2 (6.39)
J 1
T 9572 20372
Calculamos ahora el determinante de (6.39):
det g;; = L 6.40
€ glj - 640{1/2 9 ( . )

éste resultado nos dice que el determinante no depende de .J, es decir, el oscilador no se

acopla la perturbacion.
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Capitulo 7

El oscilador anarmonico.

En el capitulo 5 resolvimos el problema del oscilador arménico con una deformacién
lineal de manera analitica, usando las funciones de onda del sistema y las funciones de
Green, notamos que ambas soluciones coinciden. Ahora nos enfrentamos a un problema
con mayor dificultad. A continuacién consideraremos la Lagrangiana del oscilador armé-
nico y le afiadiremos un término extra de interaccién ¢* /4! Este problema no tiene solucién
exacta, por lo que ni siquiera el método de las funciones generadoras sera suficiente, y para
ello en el capitulo anterior se hizo el desarrollo perturbativo de las funciones de Green.
Como vimos antes, al utilizar éste método para resolver el oscilador arménico con una per-
turbacion lineal se recuper6 el resultado del capitulo 5, lo cual nos indica que éste metodo
es confiable.

Ahora calcularemos el tensor geométrico cudntico para el oscilador anarménico cudrti-

co. La Lagrangiana para éste sistema estd dada por:

L= l(q'2 —aq®) — )\q—4. (7.1)
2 4!

Primero es necesario hallar los pardmetros de deformacién de la Lagrangiana ([7.1):

1 4
Ly == [¢*— (a+6a)g®] — (A + (5)\)q—
2 41
i y (7.2)
L BN
RIS ML TE



por lo tanto los pardmetros de deformacién son 'y A, y los operadores de deformacion

son:

2 . 4

Ou=-L, 0,=-1

T (7.3)

Ahora, procederemos a calcular las componentes de la métrica de informacién cudntica:

7.1. Componente g..

Sabemos que para calcular g, necesitamos:
Goa = /_(; ar; /OOO 47, ((Ou(T)0u(T)) — (0u(11)) (1))
_ i/_io AT, /Ooo dT2(<q2(T1)q2(T2)> — {(A(TY)) <q2(T2)>) (7.4)
[ [ (e ) - curnas).

Primero veamos la funcién de Green de dos puntos:

Go(T?) — 2 [ drGe(T,7*) + § (52)* [ dridraGro(T2, 7}, 73)

Gy(T7) = P - — (7.5)
11— deG4(T )+ 3 (T) deldTQGg(Tl,TQ)
Sea
i\ 1/ —ia\?
= drGy(r*) — 5 (T) /dTldTZGS(Tf,Tg*), (7.6)

y notemos que (1 — z)™! ~ 1 + z + 22, por lo tanto (7.5)) se reescribe como:
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) iX 1 /—ix\>
Gy(T7) = [GZ(TE) T /dTGﬁ(Tf, N3 (T) /dndTQGw(Tf,ﬁ,Tg‘)
|:].+ 4)'\ /dTG4 - = (_Z)\> dTldTQGg 7'1,7'§>
2
(4‘) /dTldTQG4(Tl )G4(7'2)i|

_ Gy(T?) — Z)\/dT<G6(T1>T) Go(T)Gy(r ))

1 /=i
_§(T> /dTldW(Glo(TuTuTz) Ga(T )GS(Tl’Tg)

+2G3(TR)G(r)Ga(rd) = 2Go(TE, 71)Ga(r3) ).
(7.7)

Utizando el resultado de (7.7) podemos calcular G/, (T2, T3):

, IA
GUT2.T) = Gu(r2, 1) = [[ar(Gu(2 13,7%) - U2 T3)Gulr)

1 [ =i\
B 5 (T) / dTldT2 <G12(T1 ) T227 T1s 7—2) G4(T127 TZ)G8<T1 ) TSL) (78)

+ 2G4 (T2, TG () Ga(74) — 2G(TE, T2, 7/)Ga(7) ).

Multipliquemos ahora (7.7) por G4 (T%):
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GuI2IGH(T3) = [Galr?) = [ ar(Gu(t27*) - GalrD)Glr)
1 /=i

2
-3 <T) /dTldTQ <G10(T12,7'147724) - G2(T12)G8(7{17724)

+ 26T Ga(7)Ga () — 2Go(TE, 1) Gi(r))|
A
<[Gums) - 5 [ ar(Gottdr) - GamIGu(r)
_1 __i/\Q deT(G (T2 4 4)—G(T2)G(4 4)
o\ a1 1472\ &10lte5 71, T2 2\L2)Cr8\Ty, To

+2G,(T3)Ga(r)Ga(d) — 2Go(T3, 7)Ga(73) ) |

7.9
— Gy (T2)Ca(T2) 7

A
T
+ Gol(TE, TG (1)

1/ —ix\>
2 (T) /d71d72(G2(T12)G10(T22:Tflﬁ)

7 (Ga(TA)GH(T2., 7) — 265(T2)Gal TG ()

— 2G5(T7)G(T3)Gs (), 73) + 6Ga(T7) G2 (T5) Ga(11) Ga(Ty)
— 4G5(T7) G (T3, 1) Ga(7y) — 4G4(TT, 1) G2 (T5) Ga(7y)

+ 2G(T2, 7)Go(TE, ) + Gro( T2, 71, 1) Ga(T3) ).

restando (7.9) y (7.8):
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GA(TE TE) — Gh(T?)GY(T3)

= Gu(TY, T3) — Go(T7)G2(T3)
A

T

+ 265(T})Ga(T3)Ga(7") — Gio(T2, 7)Ga(T)]

dr [Gg(Tf, T2, 70) — Gu(T2, T2)Ga(74) — Go(T2)G(T2, 74

1 [—ix\>
) (T) /dﬁdﬁ[Gu(Tf,Tfﬁfﬁf)—G4(T12=T22)G8(Tf7751)

+ 2G4(T7, T3)Ga(11) Ga(73) — 2Gs(T7, T3, 71)Ga(73) — Go(T7)Gro(T5, 71, 73)

+ 4G,

(

+ 2G5 (T7)Go(T5)Gs (11, 73) — 6Go(T7) G (T3 ) Gu(1)) Ga(7y)
(T2)Go(T3, 71)Ga(13) + 4G6(T7, 1) Ga(T5 ) Ga(7y)
(

— 2G4(T7, 71)Go(T5, 73) — Gro(T7, 71,73 )Ga(T5) |.
(7.10)

A orden 0 se tiend}

GI(TE 13) = G5 (T})GE7 (13) = 2G3(T3, T). 71D

Su diagrama de Feynman es el siguienteﬂ

'El superindice entre paréntesis de las funciones de Green representa el orden de expansién que se estd

tomando.

%Las convenciénes que tomaremos para dibujar los diagramas son las siguinetes:

= El tiempo 7} siempre estard en la parte superior izquierda, mientras que el tiempo 75 en la parte
inferior izquierda

= El tiempo 71 siempre estard en la parte superior derecha, mientras que el tiempo 7» en la parte infe-
rior derecha

= Las pequefias burbujas que hay en los tiempos 77, 75 sirven para indicar que no son vértices de
interaccion.
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T1

T2

Figura 7.1: Diagrama de Feynman para la componente ¢, de la métrica de informacion
cudntica a orden O.

Resolvamos ahora la integral para (7.11)f}

0 ')
g =2 / dT; / dTyG2(Ty, Ty)
:_2/ dTl/ dTQ e~ 2alT2=T1|
dn /

(7.12)
. dty e~ 2valta—=t1)
2a
B 1
T 3202’
A orden ) se tiene:
1 1 1
G{(T2,13) — Gy (T GV (T3) o1

== 48G2(T1, TQ)GQ(Tl, T)GQ(TQ, T)GQ(TQ) + 24G3(T1, T)G%(TQ, 7'),

recordemos que se tiene que dividir por un factor de 4!. Por lo tanto tenemos:

g&loz = —2i/\/dTGg(Tl,TQ)GQ(Tl,T)GQ(TQ,T)GQ(T2> —l)\/dTGg(Tl,T)Gg(TQ,T)

(7.14)

3El superindice entre paréntesis de la métrica de informacién cudntica representa el orden de expansién
que se estd tomando.
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Los diagramas de Feynman correspondientes smﬁ

T1

T2

Figura 7.2: Diagramas de Feynman para la componente g, de la métrica de informacion
cudntica a orden \.

Ahora, consideremos el primer término de ([7.14):

1 0 o) 00
—Qizl)\/ dTl/ dTQ/ drGo(Ty, T5)Go(Ty, T)Go(Ty, T)Ga(77)
0

—00 o0

0 %) )
= 2i)\/ dT1 dTg/ d7- —i\/a|T2—T1|e—i\/a|'r—T1\e—i\/a\T2_7—|
0

0 00 >
—00 0 —00
0 00
/ dt / dt / dte™ Valta— tl)e \F(t*tl)e*\/a(tzft)
0

0 (7.15)
dtl/ dts dte—Velta—t) ;—Va(t—t1) ;—va(ta—t)
—oc0 0

0 19
/ dt1/ dt / dte—Veltz—t1) pVa(t=t) ,—Va(ta—t)
0 0
/ .

[e.9]

dte—Valt2—ti] ,—=Valt—t1] ,—Valt2—1|

32042

32042

[es)
0

320z2

0 [e) 00
dtl/ dt2/ dte™

64047/ 27

Val(tz—t1) p—va(t—=t1) ,valt2—t)

322

para el segundo término de (7.14):

“En estos diagramas se escribe toda la notacién, las T} represenntan los tiempos imaginarios y las 7
representan las interacciones que hay en los diagramas. En los diagramas siguientes, por simplicidad, se
prescindird completamente de ésta notacidn.
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_M/ dTl/ TQ/ G2(Ty, 7)GA(Ty, 7)
70
/ dTQ/ —i2\/a|T1—T|€—i2\/&\T2—T|
A —2y/alti—t| ,—2\/alta—t
_ dt1 dtz " dte-2valn—l -2val—i
64042 — 0 0 — 00

)\ 0 e’} t1
= / dt, / dts / dte~2Velti=t) g=2valt2=1)
@ J 0 —o0 (7.16)

0 0o 0

+ dtl/ dtz/ dteQ\/a(tl_t)e—Q\/a(tz—t)
6402 J_ 0

o0 t

dty / dto / the2\/a(t1*t)e*2\/5(t2—t)

0

0
dt, / h dts / h dte?Velti—t) g2va(ta—1)
0

A
=

* 64a? J_
0

* 64a? J_

 512a7/2

sumando (7.15) y (7.16) se tiene que para orden A:

0 00
ggcz = 22)\/ dTl/ dTQ/dTGQ(ThTQ)GQ(Tl,T)GQ(TQ,T)GQ(TQ)
o) 0

0 oo
_i)\/ dTl/ dTQ/dT(,*g(Tl,T)Gg(TQ,T) (7.17)
—00 0

11X
512a7/2°

Para orden \?, al igual que en ((7.13) se hace la expansion de las G2, Gy, Gg, Gg y G4 en
términos de (5. Por lo que al considerar los factores I 4,)2 y hacer las expansiones de las

funciones de Green, los diagramas de Feynman correspondientes sorﬂ

SLas integrales a éste orden se pueden consultar en el Apéndice A
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ST 8]

[ -
>0,

X
%N

O

Figura 7.3: Diagramas de Feynman para la componente g, de la métrica de informacién

cuantica a orden \2.

Por lo tanto obtenemos:

1 11A 785)\?

— %),
3202 512a7/2 + 49152a° +O(W)

Jaa =

7.2. Componente g),.

Para calcular g, necesitamos:

/ dTl/ dTg T1)(9>\(T2)> <@a(T1)><@)\<T2)>>
m a7 an (e @) - () ' m)

ﬁ dTl / dT2 (T2 T — G’Q(TE)GQ(T;))

N—

De la ecuacion ([/.7) se tiene que:

G12) = Ga(?) = 5 [ e (Gal12.7") - GalTGu(r)

1 [ —i)
_5 (4_7}> /dT1d7—2<G10(T1277-177—2) G2< )Gg(Tl’Té)

+26(TR)Ga(r)Ga(rd) — 2Go(T2, 7)Ga(4) ),

90
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de (7.8):

, i\
Gi(T) = Gut) — Y [[ar(Ga(Thrt) - GuTGA)
1/ —id\’ 4 4 _4 4 4 _4 (7.21)
— 5 T dTldT2<G12(T2,7'1,T2) —G4(T2)G8(7'1,T2) .

+2G4(TH)Ga(r)Ga(rd) = 2Gs(TH, 7)) ).

A partir de los resultados anteriores se puede calcular Gg (T2, Ty)):

)
Gy(TET) = Go(T2. T — 3 [ dr (GulT2. T, ) — G T2 TG

1/—ia\?
-5 <4_Z') /dT1de<G14(T12’T247Tf;T§) — Go(T2, THGs (7, 71) (7:22)
+ 2G6 (T12’ T24>G4(T{1)G4(T§) - 2C"YIO(CTI{ T247 Tf)G4(T§)) 3

al multiplicar (7.20) con (7.21) se tiene:

Gy(T1)Gi(T7)
= Go(T7)Gu(Ty)
(2
4
+ Go(T2, 7)Gu(T3))
1 —iA 2 2 4 .4 4
— 5 T dTldTQ <G2 (Tl )G12(T2 y T 7—2)

— 2Go(T})Ga(Ty)Gs (1), 73) + 6Go(T7)Ga(Ty ) Ga(1y) Ga(T3)

7 (Ga(TAIGA(T3. ) — 2G5(T2)G(T) G ()

(7.23)

— 4Go(T7)Gs(Ty, 1) Ga(ry) — 4G6(T7, 1) Ga(Ty) Ga(7y)
+ 2Go(TE, T)Gs(T3, 74) + Go(TE, 7, ) Ga(T4)),

restando (7.22) y (7.23)):
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Gy(T1, Ty) — GH(TT)GA(T)
= Go(T1, Ty) — Go(T7)Ga(T3)

= Z—A' dr |Gio(T2, T4, 7%) = Go( T2, T3)Ga(7") = Ga(TE) (T3, 7)
+ 26(TR)Ga(TH)Ga(7") = Go(T2, 7)G(TY)]
1 /=i

2
- (T) [ dndn |G T ) = Go(T2 T Ga(rt 7
+ 2G5(T7, T3)Ga(11) Ga(73) = 2G10(T7, Ty, 71)Ga(73) — Go(T7)Gia (T, 71, 73)
+ 2G5(T7)Ga(T3)Gs (i, 73) — 6G(T7)Ga(Ty)Ga(11) Ga(73)

+ 4G5 (T7)Gs(Ty , 71)Ga(73) + 4G6(T7, 71)Ga(T3) Ga(735)
(

— 2Go(T7, 71)Gs(Ty, 73) — Gro(T7, 71,73 ) Ga(Ty) |.

(7.24)
A orden O se tiene:
G(T},T3) — G3O(T)GO(Ty) = 12G3(Th, Th)G3(T), (7.25)
resolviendo la integral de (7.23))
0 0 fe’e)
g\ =12 / dT, / dTyG3(Ty, Ty)Go(T2)
—0o0 0 (726)
B 1
- 128a5/2°

Su diagrama de Feynman correspondiente es:
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N

Figura 7.4: Diagrama de Feynman para la componente ¢, de la métrica de informacién
cuantica a orden 0.

A orden ) se tiene:

G (11, 1)) — Gy (THG(T)

= 144G2(Ty, 7)GA(To, 7)Go(T2) + 144G3(Ty, To) G2(Ty, 7)Go(12) 727
+ 192G (T, To)Go(Ty, )G (Ty, T)

+ 288G2(T1, TQ)GQ(T]_, T)Gg(Tg)GQ(TQ, T)G2(7_2),

recordemos que se debe considerar el factor Por lo tanto se tiene:

1

- 0 00

g\ = —% / T, / AT, / drG3(Ty, 7)GA(Ty, 7)Go(T2)
—0o0 0

i\ 0 00
- g/_oo dTl/O dTQ/dTGg(Tl,TQ)G%(TQ,T)GQ(TQ)
A
6
IA
4

0 00
/ dT1 / dTQ / dTG2 (Tl, TQ)GQ (Tl, T)Gg (TQ, T) (728)
—00 0

0 %)
/ dT1 / dTQ / dTG2 (Tl, TQ)GQ (Tl, T)G2 (T22)G2 (T27 T)GQ (T2)
—00 0

B 89\
1228804

Sus diagramas correspondientes son:
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e

Figura 7.5: Diagramas de Feynman para la componente g,, de la métrica de informacién
cudntica a orden \.

A orden )\?, sus diagramas correspondientes son’}
! ]4)

:

N

G N
%N

O

£ 12 AT

ol
+
%
+
NS

Figura 7.6: Diagramas de Feynman para la componente g,, de la métrica de informacién
cuéntica a orden \?.

Por lo tanto obtenemos:

o 80N 34N
P = 19805/2 1228804 | 580824011/

®Las integrales a este orden se pueden consultar en el Apéndice B

+ O(\%). (7.29)




7.3. Componente g)).

Para calcular g, necesitamos:

D = /0 T, /OOdT2 @A(Tl)@A(T2)> <oA (Th) ><(9A (Th) >>
(41?2 / dTl/ dT2 ¢ (T2)) — (¢"(Th)) (¢"(T») >) (7.30)

= | an [T an (et - cirea)

De la ecuacion ([7.8)) se tiene que :

GUT!) = Gut) = 7 [[ar (Ga(Trt) - Gu(TG(r)

— % (_4—7})\) /dTldTQ<G12(T 7'1,7'2) G4( )Gg(Tl,Té) (731)

264 (TG Ga(rd) — 2Gs(T, )Ga(r) ).

A partir del resultado anterior se pude calcular Gg(T, T3):

, )
GUTIT) = G111 — [ (Gualh T, 7) = G TG ()

1 /—ix\’
B 5 (T) /d,rldT2 <G16(T1 7T247 7_1 ) 7_2) G8 (T147 T4)G8 (Tl ) 7_2) (7 32)

+ 2G5 (T}, T3)Ga(r!)Ga(74) — 26 (T, T, 7)Ga(4) ).

Luego, de (7.23):
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GY(T1)G)(Ty)
= Gu(T})Gu(Ty)

A
T

+ Gy(TY, 7)Gu(T3))

1 i\ 2
TR ——

dT<G4(T4)G8(T247 1) — 2G4 (T Ga(T3) Ga(r)

(7.33)
2

— 2G4(T})Gu(Ty)Gs (1}, 73) + 6G4(T1)Ga(T3 ) Ga(17) Ga(Ty)

— 4GU(TY)Gs(Ty, ) Ga(ry) — AGs(TY, 1) Ga(T ) Ga(73)

+2Gs(TY, T)Gs(T3, 74) + Gra( T, 7 7)Ga(14)),

restando (7.32) y (7.33)

Gy(T}, Ty) — GY(T1)G(TY)
= Gs(T},Ty) — Gu(T})Go(T3)

A
4!

+2Gu(THGATGa(r") — Go(TH, 7)Ga(T3)]

dr | GralT} T, 7) = Gu(T T)Ga(r) = Gul(T) G (T3, 7)

1/ —ir)’
B 5 (T) /'d,rld’r2 |:G16 (Tl 7T247 T 7—2) G8(T147 T4)GS (Tl ) 7—2)

+ 2G(T), T Ga(11)Ga(y) — 2G1o(T, Ty, 7 Gul1y) — Ga(TH G (T, 71, 7))
+ 2G4 (THG (T Gs(7, 73) — 6G(THG(Ty)Ga(7) Ga(73)
+ 4G (THG(TS, 7 Ga(1)) + 4G (T, THG (T Ga(73)
— 2G(T}, )G (T4, 78) = Gra(T, 7, 1) GulT3))
(7.34)

A orden O se tiene
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GaNTE, T —GITHG(TE) = 172G (T GA(Ty, To) Go(T2)+24G4(Th, Ty), (7.35)

resolviendo la integral de ((7.35)

0 00
69 =72 / aT; / dT3G (T2 GA(T,, T) Ga(T2)
—00 0

0 00
+%/ndﬂ/ndBGﬂﬂJy (7.36)
—00 0

13
614403

Sus diagramas de Feynman correspondientes son:
1
- + —_—
8 24

Figura 7.7: Diagramas de Feynman para la componente g, de la métrica de informacién
cudntica a orden 0.

A orden )\ se tienen los siguientes diagramas de Feynmarﬂ:

7Las integrales se pueden consultar en el Apéndice C
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Dl
%Q\Owj

Figura 7.8: Diagramas de Feynman para la componente g, de la métrica de informacién

cudntica a orden .

Haciendo las integrales del Apéndice C, se tiene que la componente g, a orden A es:

0 31\
I3 T T 122880972

A orden \?, se tienen los siguientes diagramas de Feynmanﬂ

X
i
+Eﬁ)

+

[

o= &

15
IRNEIS

K-
iR
N

+ — + — +
16 Cﬁ
1 1 1
— i
16 16@ 16

8Las integrales correspondientes se pueden encontrar en el Apéndice C
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Figura 7.9: Diagramas de Feynman para la componente g, de la métrica de informacién
cuéntica a orden \?.

Haciendo las integrales del Apéndice C, se tiene que la componente gy, a orden \? es:

(2)  BT227)\2

Dy = 513300 " (7.38)
Por lo que se tiene:
13 31\ 57227)\?
= — O(\%). 7.39
I = Gias 12288097 | 213300 T O (7.39)
Con los resultados anteriores, es posible escribir ahora la matriz correspondiente:
1 11\ 7852 1 89 38412
gii = 3202 ~ 512a7/2 + To15205 T O(/\S) 1280572 122887 | 5svs2aaliz T OO‘S)
Yo 1 892 384172 13 31\ 57227A2
1280572 122887 | 5808240172 T O()‘3) 614403 12288a9/2 T Sisaas T O()‘S)
(7.40)

Calculamos ahora el determinante de (7.39):
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+ O\, (7.41)

et 1 35 n 60002119463\
et gi; = —
%3 = 19660845  3145728a1%/2 | 7157160345605

si resolvemos para A:

- 48(8295 — i1/9480266068129)03/2 - 48(8295 + i1/9480266068129) 32
te 60002119463 R 60002119463 ’
(7.42)

debido a que las soluciones no son reales, esto implica que el determinante nunca diverge,
por lo que la métrica de informacion cudntica es no-degenerada para todo valor de \. Este
resultado es concecuencia de haber hecho la expansién hasta orden \?, ya que si compara-

mos con el resultado hecho hasta orden A [5], notamos que hasta éste orden el determinante

16 ,3/2

3 , lo cual implica que la métrica es degenerada para éste

se vuleve singular en A\, =
valor en los pardmetros, lo cual podria indicar la presencia de una transicién de fase, pero

de (7.41) vemos que ésta no ocurre. Este es el resultado mds imporatnte de la tesis.
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Capitulo 8

El tensor geométrico cuantico para una

teoria de campo cuantico escalar.

El desarrollo de los capitulos anteriores se ha hecho en el concepto de la mecénica
cudntica, es decir, solo se ha considerado una dimension y una sola particula, el siguien-
te paso seria considerar la generalizacion de 1 particula en n dimensiones, al hacer ésta
generalizacion no habran muchos cambios en los resulatdos obtenidos, por ello surge la
siguiente pregunta: ;qué hay de aquellos sistemas de muchas particulas? El objetivo es ge-
neralizar algunos de los resultados anteriores a una teoria cudntica de campo escalar, por
lo que revisaremos el concepto de campo, se deducira el tensor geométrico cudntico para
ésta teoria y se resolvera tensor geométrico cudntico para un campo escalar libre y para un

campo escalar con una perturbacién lineal.

8.1. Concepto de campo.

Antes de comenzar con la extension de todo lo que hasta ahora se ha aprendido, es ne-
cesario primero entender el punto de vista del sistema fisico en cuestion, que es un campo
cudntico. Los campos son objetos definidos localmente, el campo que se definird a conti-
nuacion es una especie de subrutina que regresa el valor de ¢ para valores de x y ¢ que
previamente fueron introducidos. El campo es local en el sentido en que no nos dice nada

sobre el valor del campo en otro lugar més que en el que nos estamos refiriendo. [[17]]
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8.1.1. Campo Clasico.

Un campo es una propiedad del Universo que puede tomar un valor distinto en cada

punto del espacio para cada instante en el tiempo:

pz(t), (8.1)

donde el subindice 7 representa el indice continuo en R3, que corresponde a X,,(¢) en un
sistema con N particulas discretas. Un campo en 0 + 1 dimensiones ¢(t) serfa un sistema
fisico de una sola particula moviendose en una dimension, y(¢). Un campo en 1+ 1 dimen-
siones () serfa una cuerda oscilando en una dimensién transversal, y(¢, z). Un campo
en 2 + 1 dimensiones ¢(t, 21, o) seria una sabana oscilando en una dimensién transversal,
y(t,z1,25). Un campo en 3 + 1 dimensiones (¢, Z) serfa una gelatina oscilando en una
dimensién transversal, y(¢, Z). Con ésta definicién y observando los ejemplos anteriores,
notamos que en un campo en d + 1 dimensiones, con d > 1, tenemos un sistema con un
numero infinito no numerable de grados de libertad.

El campo que analizaremos en éste capitulo es el mds sencillo: el campo escalar, ¢(x),

tal que su regla de transfomacidn general de coordenadas sea:

¢'(x") = p(x). (8.2)

Para ello conviene tomar la descripcion Lagrangiana de la dindmica. La cantidad funda-

mental es la accion:

Sle] = / AL (2)) 8.3)

Para determinar L necesitamos conocer (¢, ) en todos sus puntos para cierto ¢, por lo
que para conocer S es necesario conocer al campo en todos sus puntos para toda ¢. La

Lagrangiana L se puede escribir de la siguiente manera:

Lip(t)] = / Pl (p(x), up(x), - By - Oyp()) (8.4)

donde L es la Densidad Lagrangiana, de manera aniloga se tendran las ecuaciones de

102



Euler-Lagrange:

oL oL
-9 =0. 8.5
P ORRL) (8->

8.1.2. Campo Cuantico.

Para llevar a cabo la cuantizacién del campo escalar, real y libre, consideraremos la

densidad Lagrangiana mds general, que es la Lagrangiana de Klein-Gordon

1 1
L= 56,@8“(,0 — §m2902. (8.6)

Calculamos entonces las ecuaciones de movimiento a partir de (8.5)

9,0"p +mPp =0, (8.7)

ésta es la ecuacion de Klein-Gordon. Para poder resolver ésta ecuacion, es necesario cam-

biar de variables a través de una transformada de Fourier

dp
(2m)?

donde @ (t, p) es real. La ventaja de hacer este cambio de variables es que en vez de describir

50t 7) = / o Pt T) <= olt, T) = / I, (88)

al campo a un tiempo dado especificando su valor en cada punto espacial , ahora damos
la amplitud ¢(p) de cada uno de sus nodos de Fourier. Si sustituimos la transformacion de

lb en la ecuacion de Klein-Gordon |l y recordando que 9,0" = 97 — V2 se tiene:

3

— d°p iz -
9,0" 0 +m?p = (83 —V? +m2> / (27r)3ep o(t, p)

d3p P (92 | 2 2\ ~
= (2w)3e (07 + 0% +m?) ¢(t, p).

(8.9)

Recordando ademds que EZ = p* 4 m?, se tiene entonces que:
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(67 + E3) @(t,p) =0

(8.10)

que es la ecuacion del oscilador arménico con frecuencia w = FEj; y cuya solucion general

€S:

~ —iwt * _twt

@(t,p) = age™ ™" + aze™”, (8.11)
con lo anterior se puede concluir que los modos de Fourier son los modos del campo (¢, ),
es decir, un campo libre es una coleccién infinita de osciladores arménicos desacoplados.

Para llevar a cabo la cuantizacion candnica, se imponen las siguientes relaciones de con-

mutacion:

y se tiene también la ecuacién de Heisenberg

o) = ilH, 0] + 20(0), (8.13)

al igual que en (8.4) se puede definir una densidad Hamiltoniana que esta dada por:

Hlp(t), n(t)] = /d?’x?{(go(x), (), ..., 0 .. O (), 0,, ...0,, m(x)), (8.14)

donde 7(x) = ¢(z) es el momento generalizado. El Hamiltoniano para el campo escalar

es el siguiente:

N 1 -
Hzé/fx@%uV@%H#@. (8.15)
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Asf que, sustituyendo (8.15) y usando ¢(t, Z) en la ec. (8.13) se recupera la ecuacién de
Klein-Gordon
(0% +m?)p(x) =0, (8.16)

por lo que el campo puede ser descrito en términos de operadores de creacién y aniquila-

cion:

(8.17)

8.2. Deduccion del tensor geométrico cuantico para una

teoria cuantica de campos.

En ésta seccion se hard la deduccion del tensor geométrico cudntico para una teoria
cudntica de campos a partir del formalismo de la integral de trayectoria. Comenzaremos
considerando el caso mds general de ésta teorfa en D = d + 1 dimensiones en tiempo Eu-

clideo.

Consideremos una teoria cudntica de campos definida por una densidad Lagrangiana L,
en el intervalo de tiempo Euclidio (—o0, 0). Entonces podemos considerar una situacién en
la cual se deforme la teoria original a un tiempo 7 = 0. Esta deformacion se hace afiadiendo
a la Lagrangiana original £, términos de la forma ¢ O, cuyos indices de los parametros
sona = 1,...,n, y donde O, representan a los operadores de deformacién y dA* son
parametros reales asociados a estas deformaciones. En este contexto debemos considerar
situaciones en las cuales la Lagrangiana original £, tenga una dependencia explicita en los
parametros fisicos A como bien pueden serlo la posicién, el momento, la frecuencia, etc.
De este modo, la teoria deformada final surge de pequefias variaciones de estos pardmetros
de la forma \* — A\ + )%, con lo que se obtiene una Lagrangiana perturbada £, para el

tiempo Euclideo restante (0, o), dado explicitamente por:
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L= Lo+ \O,. (8.18)

La teoria original corresponde a un estado [{2y) y la teoria deformada corresponde a un
estado |€2;). Usaremos la definicién de fidelidad dada en (4.2). Ahora consideremos un
estado genérico |) asi como su superposicion con el estado original |2y). En el formalismo
de la integral de trayectoria, esto se puede obtener evolucionando el sistema en tiempo

Euclideo de 7 = —oo donde se pone el estado original hasta 7 = 0 y se inserta el estado

)

| per=0=¢(0)
(o, 7 =0[|Q, T = —00) = \/7/ Dgpexp( / dT/ddacE())
0 Jp(r=—00)=p(—00)
(8.19)

Zy = / Dy exp (— / h dr / ddxﬁ()) . (8.20)

Andlogamente, podemos considerar la evolucién de 7 = 0 a 7 = oo siendo

1 ¢(00) 00
Q,T:oogo,T:O:—/ Dgoexp(—/ dT/d )
(€ | ) i i
1 /50(00) 00 ; (c 5X°0,)
= Dy exp (—/ dT/d 2(Lo + 6O )
V21 Jp(0) 0 ’

(8.21)

donde

7, = /Dgp exp (— /00 dT/ddx(Eo + 5)\“@(1)) ) (8.22)

Por lo tanto, recordando el desarollo de (4.7)), la superposicion de los estados se escribe

como
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1 o0 .
(1,7 =00[Qy, 7= —00) = \/ﬁZO <exp (—/ dT/dd:B(S)\aOa) > . (8.23)
041 0

Donde (.) es el valor esparado de un operador, éste valor esperado se toma para los estados

base. Por otro lado, con (4.8) se tiene que

707y =73 <exp (—/ dT/dd$5>\a@a>> , (8.24)

de modo que al sacar raiz cuadrada en la ecuacion (8.24) y al simplificar términos con la

ecuacion (8.23) queda como resultado final

<eXp (— J&dr [ dd:vé)\“@a>>
<exp (— e deddxé)\“@a) >1/2’

(8.25)

(1,7 =00[Qy, 7= —00) =

donde el valor esperado se toma con respecto al estado sin perturbar |€)y). Ahora pode-
mos usar la expresion anterior para expandir | (€21|€2) | en series de dA*. Consideremos el
caso en el que <(’>a> # 0, supongamos también que las funciones de dos puntos tienen
simetria 7', i.e., <@a(—71)@a(—72)> = <@a(71)@a(72)>. Primero, el numerador se puede

reescribir comat

<e’ [ dedd:mS)\“@a> _

(1 — 5}\a/ dTl/ddI1 <@a(7'1,l’1>>
0

1 < . ;
+ 5ON0N’ / drydr] / d"zyd'z) <Oa(n,x1)0b(ﬁ,xi)>>.

1
ZolJ]

0

(8.26)

De forma similar, el denominador se reescribe como:

'Es importante remarcar que la x representa a todas las variables espaciales y no solo a una tinica di-
mension espacial.
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s} a A 71/2 1
<e* 25 dr [ dtaox Oa> = Zo <1 — OA*https : | [es.overleaf.com/project/5c60a322284ae5578b6t
0

-1/2
1 > A 5
+ AN / drydr, / d?od <(’) (72,:@2)01,(75,:0’2)>> :

o0

(8.27)

Ahora, con la aproximacioén de (4.20)) hacemos la expansién en serie de Taylor y nos que-

damos con los términos hasta segundo orden:

<e* 22 dr [ dlwsra0, >

5= 7 [ 1/2 1+ 5)\“/d7' /d T 72,x2)>

1 R .
— 16)\“5/\b/d72d7'£/dd:v2ddx’2 <Oa(7'2,m2)(9b(7'£,:13'2)>

+ gww / drydr / dasd'h (Oulrs,22) ) (O(7h, 21))
—w/ dTl/d 21 {Ou(m, 1))

; )\“5)\”/ dﬁ/d@/d w12, (Oulri, 1) ) ( Oy(72,32) )
+;5)\“5/\b/ dﬁ/ d71/ddx1dd < Tl,x1)> <@b(f{,x;)>].

(8.28)

<e‘ [ dr [ dizsr a0, > Y

A orden ), al igual que en (4.24) se anula el término. A orden \? usando el desarrollo de

(4.28)) se tiene:

(8.29)
= GNP\

A“éAb/dTQdT2/ddx2dd O TQ,IQ)O[,(TQ,I2)>

dTl/ dTg/d .Tlddl'Q 7'1,513'1)0[)(7'2,5[;2)>,

y de @32
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+ gw(w / drydr / d4aydia <@a(fz,xz)> <@b(fé,x’2)>
; )\aéAb/ dTl/dTQ/ dayd? :1:2 7‘1,1‘1)> <@b(72,x2)>
+ ;&V’é)f’/ dﬁ/ T’/ddxlddxl T1,$1)> <(’>b(7{,x’1)>
—SAUGAY / dry / dr / dda:xddxz n,xl)> <@b(rz,arz)>-

Por lo tanto, la ecuacion (8.28) se reescribe como

(8.30)

< — [ dr [ ddz6xeO, >

=1- )\aé)\b/ dTl/ dTg/ddl’lxg T1,$1>@b(T2,$2>>

. <<§a<ﬁ,x1)> <(§b(72,3:2)> )

<e—defdda:5Aa(’§ >
(8.31)
El resultado de la expansion de la fidelidad es el siguiente:

1
{(4]Q0) | =1 — §Gab(5)\“5>\” +.n, (8.32)

donde G es el tensor geométrico complejo cudntico 'y esta dado por:

a= [ in [ [t [ s @rr 0Ot (8.3
_ <(’)a(n,xl)> <Ob(727552)> )’

donde el ordenamiento temporal esta implicito en la ecuacién (8.33)[15]
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8.3. El tensor geométrico cuantico para un campo escalar.

Como se vio en la seccién (8.1.2)), la teorfa de campo mds sencilla esta dada por la

siguiente densidad Lagrangiana:

L=< (0,00 — ap?) . (8.34)

N | —

Como vimos, el operador de campo estd dado por:

d3 1 , ,
p (éﬁe—zp';t —f—dt@wx)

90($):/W ’_QEI;

haciendo la variacién al pardmetro a de (8.24):

) (8.35)

(8.36)

(8.37)

Ahora, usando la ecuacion (8.33) podemos calcular la métrica de informacién cudntica, que

esta dada por:

a(7'275172)>

K
Q
Q
Il
P
8 [en}
QU
S
o\g
Q
[S]
—
ISH
w
8
—
ISH
w
8
no
VRS
S
o)
2
=
8
N
oS

/0 dn /OOO dTg/d?’xl/dgxz ((@*(21)9?(22)) = (¢*(21)) (¥*(22))) ,

(8.38)

recordemos que el valor esperado se debe de obtener en los estados de vacio, es decir:
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dgp dgp 1 2 % j
~2 —2ip-x ~12 2ip-x
/(27r)3/(27r)32Eﬁ<aﬁe T A

(8.39)

por otro lado, se tiene que:

(0ul@)Oul2)) = § O 1) (w2)]0)

3 3

EﬂEw
+ ap ;}—i— &;A

L

~2  —2plx | ~t2 2iplx | A AT AT
><aﬁe +aye + apay + Az ay

3,113
dEpCép’ (26721'(1?*?/)'1 + 1)

=

1
16 27r)6

3, 13
B / d’pd°p —z(Ep+Ep/)t1+i(;3‘+ﬁ’)-5c’1 (Bt By Yo +i(FD) T2

e

EsEy
d3 d3 /
EsEy
(8.40)
Al hacer el producto de <@a(x1)> con <@a(x2)>, se tiene:
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<@“(”31)> <@a($2)> - 16(;71)6 / d;ﬁ:' (8.41)

Por lo tanto, la diferencia de (8.40) y (8.41) es

(Oal@)0a(2)) = (Oal@1)) (Oalan))

3,73
_ 1 / d’pd p/e*i(Epﬁ»Ep/)tl%’i(ﬁ%’ﬁ/)‘fle*i(Ep‘i’Ep’)t?“i’i(ﬁ“i’ﬁ)'fQ
8(271’)6 EﬁEﬁv ’

(8.42)

entonces, la métrica sera:

d3 d3 /
Joa 27]' / dTl/ dTQ/d3$1/d3.fC2/ ]iEw

(Ep—l-E Y1 +i(p+p’) 3:1 —1 Ep+E Yto+i(p+p)

e

B 53(0)?
- 32/
\%

~ 256my/a’

(8.43)

donde V es el volumen del sistema, que esta relacionado con la delta de Dirac como:

v
3 _
6°(0) = @) (8.44)

8.4. El tensor geométrico cuantico para un campo escalar

con una perturbacion lineal.

Consideremos el mismo campo escalar de la seccién (8.3)) con una perturbacién lineal,

su Lagrangiana estd dada por:

(0,0"p(x) — ap®(x)) — J(x)p(2), (8.45)
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donde J sera tomada nuevamente como constante. La funcion generadora para éste caso se
obtiene a partir de la ec. (5.23), la tnica diferencia es cambiar ¢ <> ¢ y el diferencial serd

entonces d*z, que es equivalente a escribir drd>x en vez de escribir solo dr:

Z[J] = / Dy exp [z / dx (% (0,00 — ap®) — J(p)} :

Los valores esperados se obtienen a partir de:

(8.46)

OIT (p(21) - p(2))|0) = Gr(21, .- 20), (8.47)
que como vimos en (5.38), 1a funcién de correlacién se puede expresar mediante variacio-

nes de la funcién generatriz. Por lo tanto, para n = 1 se tiene:

Z[J] = Z[0] exp [—% / d'wd'yJ (x)Ap(x —y)J (y)] :

donde el propagador de Feynman A se escribe como:

(8.48)

d3p —ip-(x— d3p 1 —ip-(y—z
Ap(z —y) =0(2" —y°) / (2m)3 of ¢ ey 0y’ — °) / e )
p

(2m)3 2E,
/ d*p i

: e—ip'(ﬂc—y)7
(2m)4 p? — o + e

(8.49)

y cumple la siguiente ecuacidn para teoria cudntica de campos

(00" + o) Ap(z —y) =

—i6W(z —y), (8.50)

con ésta informacidn ya es posible calcular el tensor geométrico cudntico. Primero haremos

la variacién de la densidad Lagrangiana en sus pardmetros J y «

1 5
Ly = 50,0 — (@ + 6a) p? = (J+3T)p
2 5 2 (8.51)
=L - 7g02 —dJp.



Por lo tanto, los operadores de deformacion son:
Oy = —z¢7, O =—o. (8.52)

8.4.1. Componente g; ;.

/
0 > (8.53)
[ an [ dn @ [ En( et - @) (o)
/

I
—
8 o

.

2
o
8
.
Ny
Q,
w
8
A
o,
w
8
(Y]
/N
D
(Y]
=
8
N
|
Q
o
—~
S
A
Q
o
S
N
N—

de la ecuacidn (5.38)) obtenemos G :

1 )
G = - ZolJ

(@) iZo[ ]| s=cte. 0] (z) ol (8.54)

:iJ/d4yAF(x—y),

y para Go(x1, 23):
1 )

G , = - ZolJ

2(71, 22) 220 )| y=ete. 6J (21)0.J (x2) oWl (8.55)

Az —y) + / Pydby' Ar(zr — y)Ap(es — 1),

Por lo tanto
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Gy(21, 72) — G1(21)G1(12) = —iAp(z — y) + J? / dyd*y' Ap(z1 — y)Ap(xe — y)

—J? / d*yd*y' Ap(z; — y)Ap(v2 — )

= _iAF(x - y)?
(8.56)
tenemos que hacer la siguiente integral:
/ dr, / dr / &’z / d*y / e ley)
P’ +a
/ d7'1/ dTg/dS /d3 / e~ =) Ep o=ipH(F—7)
P’ ta (8.57)
/ dTl/ dTQ _Z(TQ_Tl)Ep
2043/2’
por lo tanto
V
455 = CYEIER (8.58)
8.4.2. Componente g;,.
0 e .
/ dTl/ dTg/d3l’1/d3$C2 T1,$1)OJ(T2,$2)>
00 0
<@o< T1,71) < J(72,I2)>>
(8.59)
dry d

" (P @n)p(e2)) = (¢(0) (p(@2)) )

&’ Gs(fﬁil’z) - G2($%)G1(172)>7

de la ecuacién (5.58) tenemos el resultado de G3(x1, 23), por lo tanto:
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G3<$1,ZL‘2) Gl(l'l)GQ(ZL‘Q) == —2J/d4ZEAF(IL' - l’l)AF<I'1 — ZEQ), (860)

las integrales a realizar son

0 o0 307,130/
d d 9] . y
/ dTl/ dTQ/d3$d3$1d3£L‘2 e—zp'(:(:—m)e—zp.(xl—a:z)

0 00
/ dmy dTQ/dT@ ir=m)Ep o —iln—72)Ep
00 0

2a5/27
(8.61)
por lo tanto
JV
910 = —5575- (8.62)
8.4.3. Componente g,,,.
0 [e9) R
:/ dTl/ dTQ/dgiCl/d3$2 Tl,iCl)Oa(TQ,IQ)>
oo 0
~(Oulri,11) ) (Oulr2,22)) )
0 00 (8.63)
:/ dr / dr /d3x1/d3x2 P (w2)) = (1)) ($*(22)) )
0 oo
:/ dﬁ/ dr /dgxl/d?’xg A3, 23) — Gg(xl)GQ(x2)>
de la ecuacién (5.66) tenemos el resultado de G4 (z%, 23), por lo tanto:
4]
G4(flfl,$2> GQ(I1>G2(ZL’2) == ——AF(ZL‘l —wg)Gl(ZEl)Gl(ZL‘Q) —|—2A ( )7 (864)
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las integrales a realizar son

3 2
/ dTl/ dT2/d39:d3$1d3x2 dp —1J e~ (@1=2) gmip-(w—w2) o —ip- (21 —7)
(2m)? 8 /p? + «

d?’pd?’p’ 1 )
d3 3 3 —2ip+(z1—x2)
+/ d7‘1/ d7‘2/ xd’r d’xy 210 2(p2+0z)€

_ 3/2 / dTl/ dTg/dT€ i(T—71 Epe i(r1— 7'2)Ep6 i(t—12)Ep
2

4—L dﬁ/ drye~2(2=m)Ep

2a
B J2V N V
- 2272 256mal/?’
(8.65)
por lo tanto
_ SV + v (8.66)
Joo = 50772 " 2B6mal 2’ '
La matriz correspondiente de ésta métrica es
V1/2 + J27‘;2 - Js‘//vQ
o 256ma 2a 2a
9ij o v . (8.67)
205/2 20372
Calculamos ahora el determinante de (8.67):
V2
det g;; = ——, 8.68
95 = Bloras (8.68)

éste resultado nos dice que el determinante no depende de J, es decir, el campo no se
acopla con la perturbacion. Para este sistema, seria interesesante ahora considerar otro tipo

de interacciones y analizar qué sucede con ellas.
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Capitulo 9

Conclusiones

En ésta tesis se muestra que el tensor geométrico cudntico se puede calcular a partir de
las funciones de Green, pues éste se calcula primero haciendo uso de la funcién de onda del
sistema y posteriormente con las funciones de Green para el oscilador armoénico con una
perturbacioén lineal. Se calculan las funciones de Green a partir de derivadas variacionales
de la funcién generatriz, éstas derivadas son evaluadas para J = cte., en otros textos se
suele evaluar para J = 0, dando a entender que inicialmente la perturbacion no existe y
por lo tanto la solucién del problema en principio no es del todo correcta. Al evaluar en
J = cte. se da a entender que la perturbacion existe desde ¢ = (. Hacer este cambio y
comparando el resultado con la literatura se puede decir que no existe ningin cambio sig-
nificativo, pues cuando se hace el cdlculo para la componente g;; del oscilador arménico
con la perturbacion lineal se encontré que G (7) # 0y Ga(71, 72) resulté ser el propagador
de Feynman mas un producto de dos G () para distintas 7, pero al hacer la diferencia de
Go(11,72) y G1(71)G1(72) nos quedamos solo con el propagador de Feynman, ya que en la
suposicion de J = 01la G1(7) = 0y Ga(711,72) = Ap(11, 7). Por lo tanto, el resultado es

el mismo sin importar la condicién que se imponga.

Posteriormente, se calcula el tensor geométrico cudntico para el oscilador arménico con
una perturbacion lineal haciendo uso de las funciones de Green perturbadas, en primer
lugar encontramos que el resultado es el mismo para el caso de la funcién de onda, las fun-

ciones de Green y las funciones de Green perturbadas. El determinante obtenido para este
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problema no depende de la perturbacion J, lo cudl implica que el oscilador no se acopla a

la perturbacion.

Siguiendo a un problema mas complicado, el tensor geométrico cudntico se calcula con
éxito usando las funciones de Green perturbadas hasta orden \? para un oscilador anarmé-
nico de orden cudrtico, lo mds interesante de éste problema es al calcular el determinante,
ya que a pesar de que depende de A éste nunca se vuelve singular, pues la solucién a la
ecuacion cuadratica de es compleja, lo cual implica que la métrica es no-degenerada
para todo valor de A, en el articulo [5] se resuelve éste problema hasta orden A, encontrando
asi un punto singular en el determinante haciendo que la métrica sea degenerada para este
valor A, lo cual se corrige cuando se toma la perturbacién a orden A2, éste resultado tam-
bién se puede apreciar si observamos que todos los diagramas de Feynman son conectados,

esto implica que la teoria no tiene divergencias.

Después se hizo la generalizacién a una teoria cudntica de campo escalar y el resultado
mads interesante es el campo escalar con una perturbacion lineal, por un lado tanto la mé-
trica como el determinante no difieren tanto de su contraparte en mecdnica cudntica, el
cambio mads notorio es la aparicion de un volumen que es concecuencia de la introduccién

de variables espaciales al sistema, ademas de que el determiante no depende de nuevo de .J.

El siguiente paso para este trabajo seria preguntarse qué pasa a temperatura finita, pues para
el desarrollo anterior se supuso siempre que 7' = 0. Otra cuestion a estudiar posteriormente
es considerar estados mixtos y no solo estados puros. Considerar también divergencias pro-
porcionales al volumen en el caso de teoria de campo y analizar qué tipos de divergencias
aparecen cuando se consideran interacciones en el campo. Tal vez el punto més interesante
serfa estudiar si en una teorfa de campo la métrica de informacién cudntica nos puede decir

algo acerca del enredamiento del campo.

Un problema mas interesante a abordar seria considerar un sistema cuya curvatura de Berry

sea distinta de cero, como con el caso del oscilador arménico generalizado, en particular,
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teorias de campo cuya curvatura de Berry sea distinta de cero. Dada la naturaleza de la
simetria de las funciones de Green, el conmutador para este tipo de sistemas siempre sera
cero y como consecuencia, la curvatura de Berry para éstos sistemas también serd siempre

CE€ro.
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Apéndice A

Componente g, del oscilador

anarmonico a orden )\2.

Para realizar las integrales de (A.T]) hacemos la misma estrategia que en (7.13) y (7.16),

por lo que al sumar los resultados de cada término se tiene finalmente:

)\2 0 o)
g% = — 5/ dTl/ dTQ/dTldTQGg(Tl,Tl)Gg(Tg,Tg)Gg(Tl,Tg)
—00 0

)\2 0 [eS)
— ?/ dTl/ dTQ/dTldTQGQ(Tl,Tl)GQ(Tl,TQ)GQ(TQ,Tl)G2<T2,7'2)
—00 0

x Gy(11)Ga(73)
2
3

0 o)
—)\2/ dTl/ dT2/dTldTQG%(Tl,Tl)GQ(TQ,Tl)GQ(TQ,TQ)GQ(Tl,TQ)
—00 0

0 00
/ dT1/ de/dﬁdeGz(Tl,T2)G2(T1>T1)G2(T2772)G§(71772)
—00 0

x Go(73)
—\? /_0 dTy /OOO dT2/dTldTQGQ(Tl,TQ)GQ(T1’7'1)G2(T277'1)G3(7-1’7-2)
x Go(73)
e /_0 a7 /OoodTg/dTldTQGQ(Tl,Tl)GQ(Tl,TQ)Gg(TQ’Tl)GQ(TQ’Tl)
x Go(73)

(A.1)
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0 [e's)
—>\2/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tl,7'1)G2(T1,T2)G2(T277'1>G2<T2,7'2)
—0o0 0
X Gg(Tl,TQ)
0 o)
—>\2/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tl,TQ)GQ(Tl,Tl)GQ(TQ,TQ)GQ(Tf) (AZ)
—0o0 0

X GQ(Tl, TQ)G2(7_22)

_ 785)?
4915208
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Apéndice B

Componente g, del oscilador

anarmonico a orden )\2.

Para obtener el valor correcto de las integrales es considerar el factor m, por lo que

se tiene:

)\2 0 00
g = - g/ dTl/ dTQ/dTldT?G?(ThTQ)G?(TIaTl)Gg(T%Tl)GQ(T%TQ)
—00 0
x Go(11,72)Ga(73)
)\2 0 e
— Z/ dTl/ dTQ/dTldTQGQ(ThTQ)GQ(Tl,Tl)GQ(TQ,Tl)
—00 0
x G3(Ty, 72)G3 (11, 72)
)\2 0 [eS)
— g/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(ThTQ)GQ(Tl,7'1)G2(T22)G2(T277'1)
—00 0
X G%(Tl,TQ)GQ(TQQ)
)\2 0 [eS)
—g/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(T17T2)G2(T1,Tl)GQ(TQ,Tl)GQ(Tf)GQ(Tg)
—00 0
x G5(Ty, 1)
)\2 0 [eS)
— g/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(ThTQ)GQ(Tl,’7'1)G2(T22)G2(T277'2>G2(7'12)
—00 0

X Ga(11,72)Ga(75)
(B.1)
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/\2 0 )
—g/ dTl/ dTQ/dTldTQGg(Tl,T1)G2(T22)G2(T2,T1)G2(T2,T2)
—00 0
X GQ(Tl,TQ)GQ(TQQ)
/\2 0 )
—g/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tl,Tl)GQ(Tl,TQ)GQ(T;)GQ(TQ,Tl)GQ(TQ77—2)
—00 0
x Gy (17)Go(73)
/\2 0 )
—g/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tl,Tl)GQ(Tl,TQ)GQ(T;)GQ(TQ,Tl)GQ(T27TQ)
—00 0
X Gg(Tl,Tg)
/\2 0 ) ) )
—g/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tl,Tl)GQ(Tl,TQ)GZ(TQ,Tl)G2(T2,T2>
—00 0
X Gy(71,72)
)\2 0 [eS) ) )
—E/ dTl/ dT2/dTldTgGg(Tl,TQ)GQ(Tl,Tl)GQ(T2)G2(T2,T2>
—00 0
X Gg(Tl,TQ)

)\2 0 [eS)
—E/ dTl/ dT2/dTldTgGg(Tl,T1>G2(T2,7'1)G§<T2,TQ)G2(7'177'2)
—00 0
)\2 0 [eS)
—E/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tl,Tl)GQ(TI,TQ)GQ(TQ,Tl)Gg(TQ,TI)
—00 0
X GQ(TQ,TQ)GQ(T%)
s >
/ dTl/ dTQ/dTldTQG (Tl,Tl)G (T27T1>G (T277—2)G2<7—2)
0

0 0o
__/ cm/ d
16 —00 0

>\2/

dTldTQGg(Tl, TQ)G%(TQ, Tl)Gg(Tl, TQ)G2(7'22>
(

1, /
0 o)
-— dTl/ dTQ/dTldTQGg T17T2)G2(T2,Tl)GQ(TQ,TQ)GQ(Tf)
—00 0
x Ga(71,72) 02(7'22)
0 00
/ dT1 dTQ/dTldTQG T177'1>G2( )G%(TQ,TQ)G%(Tl,TQ)

(B.2)
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)\2 0 00
— ]__6/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tl,TI)GQ(Tl,TQ)GQ(T%)GQ(TQ,Tl)
—00 0

x Go(Ty, 72)Ga(17)Ga(75)
2 o - (B.3)
_ﬂ/ dTl/ dTQ/dTldTQGg(ThTz)G2(T277'1>G2(T2772)Gg<717T2>
—00 0

_ 3841N?
~ 589824¢/11/2
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Apéndice C

Componente g) ) del oscilador

anarmonico.

Aqui se presentan las integrales correspondientes para las componente g, a orden A\ y

N2,
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C.1. Orden ).

Para obtener el valor correcto de las integrales recordemos que se debe considerar el

factor i 4,)3 Por lo tanto se tiene:

/\ 0 0o
gﬁﬂ) =— %/ dTl/ de/dTGQ(Tl)G2(T1,T2)G2(T1>T)G2(T22)G2(T2,T)G2(72>
—00 0
i\ 0 00
— %/ dTl/ dTQ/dTGg(TI,TQ)G2(T1,T)GQ(T27T>G2(T2)
—00 0

i\ 0 00
- %/ dT1 dTQ/dTGg(TI,TQ)G%(TI,T)G%(TQ,T)

(%) 0

0 )
— —/ dT1 dTQ/dTG2 T2>G2(T17T2)G2(T1, )G%(TQ,T)

[e's) 0

0 )
— —/ dTl/ dTQ/dTGQ T2 G2 T17T2)G (TQ, )GQ( )

o0

0 oo
— —/ dT1 dTQ/dTGQ T2 G2 Tl, )G;(TQ,T)G2(T22)

0o 0

0 00
__/ dT, dTg/d 5(Th, To)G5(Th, 7)Go(Ty ) Ga (1)
0

[e.e]

0 o0
— —/ dT1 dTQ/dTGQ Tl,TQ)G (T1, )GQ( )GQ(TQ, )
0

31
1228809/?
(C.1)
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C.2. Orden )2

Para obtener el valor correcto de las integrales recordemos que se debe considerar el

factor Finalmente se tiene:

1
2-(4N)%"

)\2 0 S
gg\%\) = — Z/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tl,TQ)Gg(TI,Tl)GQ(TQ,TI)G%(TQ,TQ)
—00 0
X Go(Ty, 72)Go(T1, T2)
)\2 0 S
— 6/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tf)GQ(T17TQ)GQ(Tl,TI)G%(TQ,Tl)
—00 0
X GQ(T2,7'2)G2(7'1,T2)G2(722)
)\2 0 S
— E/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tl,TQ)G§<T1,7'1)G2(T§)G§(T277'1>
—0o0 0
X Go(Ty, 72)Go(T1, 72)
)\2 0 S
—g/ dTI/ dT2/dﬁdTQGQ(Tl,TQ)@(TI,n)Gz(Tz,n)Gz(Tf)
—0o0 0
X Gg(TQ,TQ)G%(Tl,TQ)
)\2 0 S
— g/ dTl/ dT2/dTldTQG%(Tl,TQ)G§<T1,7'1)G2(T22)G2(T2,7'2)
—0o0 0
X GQ(Tl,TQ)GQ(T;)
)\2 0 S
— g/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tl,TQ)GQ(TI,Tl)GQ(Tl,TQ)G%(TQ,Tl)
—00 0
X GQ(TQaTQ)GQ(TIaTQ)G2(7_22>
)\2 0 S
— g/ dTl/ dT2/dTldTQG%(Tl,TQ)GQ(TI,Tl)GQ(Tl,TQ)GQ(TQ,Tl)
—0o0 0
x Go(T, 72)G3 (11, 72)
)\2 0 S
— g/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tl,TQ)G;(TI,Tl)GQ(Tg)GQ(Tl,TQ)GQ(TQ,Tl)
—0o0 0

X GQ(Tl, TQ)GQ(TQQ)
(C.2)
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)\2 0 )
—5/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tl,TQ)GQ(T;)GQ(TQ,TQ)GQ(T177—2)
X G (Tl,’Tl)G (’7‘1,7’2)
— E/ dTl/ dTQ/dTldTQGQ(Tf)GQ(ThTQ)GQ(Tl,7'1>G2(T22)
—00 0
X GQ(TQ,Tl)GQ(Tl,TQ)GQ(TQQ)
)\2 0 S
— E/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tf)GQ(T17Tl)GQ(T17T2)G2(T22)
—00 0
X Go(Tz, 72)Ga(11,72) G2 (77)Ga(75)
/\2 0 S
— E/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tf)GQ(T17Tl)GQ(T17T2)G2(T2,7—1)
X G2(7—1 G TQ,TQ)GQ 7'2
/ dTl/ dTQ/dTldTQGQ (T17T1>G2( )GQ(TQ,Tl)
x Go(Ty, 72)Ga(11, 72)Ga(73) €3
/\2 0 S
— E/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tf)GQ(Tl,Tl)GQ(Tl,TQ)G§<717T2>
—00 0
X GQ(TQ,Tl)GQ(TQ,TQ)GQ(TQQ)
/\2 0 S
— E/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(Tf)GQ(Tl’Tl)GQ(T17TQ)G%(TQ,Tl)
—0o0 0
X Gg(TQ,TQ)GQ(Tl,Tg)
2 0 S
X / dT, /
16 —00 0
2 0 S
X / dT! /
—00 0
G

X G3(T3, 72)Ga(11,72) G2 (T7)

dT2/dTldTQGg(Tl,Tl)Gg(Tl,TQ)Gg(T%72)G§(7—177-2)
dT2/dTldTQGg(Tf)GQ(ThTl)GQ(Th72)02(T22)
)
)\2 0 0 9 2 2
_E/ dTI/ dTQ/dTldTQGQ(Tl,TQ)G2<T17TI)G2(T1u7—2)G2(7—1>G2<7—2)
—00 0

X Go(To, m1)Go(T2, )
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)\2 0 )
_1_6/ dTl/ dT2/dTldTQGQ(TI,TQ)G%(Tl,Tl)GQ(T17TQ)GQ(TQ,TQ)
—00 0
X GQ(T%)GQ(T%)GQ(T;)
)\2 0 )
_1_6/ dTl/ dTQ/dTldTgGg(Tl,Tl)Gg(Tl,TQ)GQ(TQ,Tl)GQ(TQ,T2>
—00 0
X GQ(TQQ)GQ(Tl,TQ)
)\2 0 )
_ﬂ/ dTl/ dT2\/dTldTQGQ(TE)GQ(Tl,Tl)GQ(Tl,TQ)GQ(TQQ)GQ(TQTQ)
—00 0
X Gg(Tl,TQ)
)\2 0 )
_ﬂ/ dTl/ dTQ/dTldTQGQ<T12)G§(T1,TI)GQ(TQTl)GQ(Tl,TQ)
—00 0
X Gg(TQ,Tg)
)\2 0 o)
_ﬂ/ dTl/ dTQ/dTldTQG2<T12)G2(T1,TI)GQ(Tl,TQ)G%(TQ,T1>G2(T22)
—00 0
X GQ(TQTQ)
)\2 0 o)
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—00 0
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)\2 0 )
— ﬂ/ dT1 dTQ/dTldTQC;g(TI,7'1)G2(T1,T2)G2(T2,7'1)G§(T2,7'2)G2(T22)

—00 0

)\2 0 )
_ﬂ/ dTl/ dT2\/dTldTQGg(TI,Tl)GQ(Tl,TQ)GQ(Tl,TQ)GQ(TQ,TQ)GQ(TS)
0

—0o0

x Go(T5)

)\2 0 )
_ﬂ/ dTl/ dT2\/dTldTQGg(TI,Tl)GQ(Tl,TQ)GQ(TI,TQ)G%(TQ,TQ)GQ(T;)
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—0o0

)\2 0 )
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—00 0
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