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Capitulo 1

Introduccion

Un puente Markoviano hereda las aplicaciones del proceso de Markov del cual procede, debido a que, es el
mismo proceso s6lo que condicionado a una posicion inicial y una posiciéon final que tiene por fin simular o
reconstruir la trayectoria intermedia de dichas posiciones extremas. FEn este caso, si el proceso proviene de
una cadena de Markov a tiempo continuo, las aplicaciones abarcan modelos de nacimiento y muerte propios
de demografia [4]; modelos de colas que pueden ser bastante complejos, dependiendo de factores tales como
la distribuciéon de probabilidad que rige la llegada de los clientes, la distribucién de probabilidad que rige el
servicio de los clientes, el nimero de servidores y el comportamiento de los clientes cuando todos los servidores
estan ocupados [5].

Una aplicacién més se presenta en cadenas de ramificacién a tiempo continuo, que modelan sistemas de
particulas que pueden generar o dividirse en otras particulas del mismo tipo. Los ejemplos comunes son: en
biologia, donde las particulas son organismos biolégicos que se reproducen; quimica, donde las particulas son
neutrones en una reaccion en cadena; fisica, donde las particulas son electrones en un multiplicador de electro-
nes. En cada uno de estos casos suponemos que la vida util de cada particula se distribuye exponencialmente
y, al final de su vida, se reemplaza por un ntimero aleatorio de particulas nuevas a las que nos referiremos
como hijos de la particula original. El ntimero de hijos de una particula tiene definida una funcién de densidad
de probabilidad. Las particulas actian de forma independiente, por lo que, ademés de estar distribuidas de
manera idéntica, el tiempo de vida y el nimero de hijos son independientes de una particula a otra. Finalmen-
te, suponemos que, de modo que una particula no puede simplemente morir y ser reemplazada por una sola
particula nueva, ésta cese y denote la media y la varianza del namero de descendientes de una sola particula [6].

En medicina, una cadena de Markov a tiempo continuo tiene implementaciones al estudiar el comporta-
miento de enfermedades progresivas o control de enfermedades cronicas, como lo son, la infeccion de VIH,
cancer de mama, o asma. Estos modelos también se han aplicado en la promocion de la salud, incluidas las
pruebas de deteccion de cancer y las intervenciones nutricionales [8]. En finanzas, se muestra a una Cadena de
Markov a tiempo continuo como una generalizaciéon para el modelo Poisson Geométrico, el modelo de Black-
Scholes y el modelo de Merton, los cuales, describen el comportamiento del precio de acciones, instrumentos
de deuda y derivados [7]. Asimismo, los puentes Markovianos ayudan a comprender como la presencia de un
trader interno impacta la eficiencia del mercado, como se puede detectar el uso de informacion privilegiada
en los mercados financieros, como se asimila la informacion en los precios del mercado y la politica de precios
optima de un creador de mercado particular [9]. Por otro lado, ha brindado alternativas en el campo de la
genética y la genémica para modelar el comportamiento de las secuencias de ADN que comienzan y terminan
una rama en un arbol filogenético: se pueden hacer inferencias sobre los cambios de secuencia que ocurrieron
entre estos puntos finales. En el nivel méas detallado, las inferencias serian sobre qué cambios transformaron
la secuencia inicial en la final y exactamente cuando ocurrieron estos cambios. En un nivel menos detallado,
varias estadisticas resumidas sobre la trayectoria evolutiva desde el principio hasta el final de la rama pueden
ser de interés [12].

Existen distintos métodos para generar un puente Markoviano, el objetivo de este proyecto es implementar
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estos métodos bajo diversas condiciones con el fin de analizar su comportamiento, y lograr especificar bajo
qué parametros cada uno de estos métodos es mas eficiente y preciso.

Como fue mencionado con anterioridad, las aplicaciones de los puentes Markovianos que proceden de una
Cadena de Markov a tiempo continuo son miltiples en distintas areas de la ciencia, asi que, con el objetivo
de que este proyecto se encuentre autocontenido, en la medida de lo posible, la teoria basica que fundamenta

este tipo de procesos se encuentra en el [Capitulo

Dentro del se explican las principales propiedades y definiciones propias de los procesos de
saltos de Markov, asi como la descripcion del algoritmo para concluir con un par de ejemplos.

En el se profundiza en la descripciéon de los puentes Markovianos procedentes de un proceso
de saltos de Markov y se detallan los principales algoritmos que los simulan.

Después de especificar las condiciones que rigen a cada método, el integra un anélisis exhausti-
vo de los resultados numéricos generados a partir de la implementacién de cada uno de los métodos con el fin
de mostrar medidas de tendencia central y desviacién de las variables relacionadas a la eficiencia y precision
con el fin de poder comparar cada uno de los algoritmos bajo las distintas condiciones a las que fue expuesto
el proceso.

Lo anterior, para en la ultima parte exponer las conclusiones observadas.

Seccion Pagina 3



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo esta integrado por contenido basico de Procesos Estocasticos enfocado particularmente a
las definiciones y propiedades de los Procesos de Markov, lo cual fue extraido de [I], [2] y [3].

2.1. Introducciéon

Como un breve preludio al concepto de proceso de saltos de Markov, se ha considerado necesario exponer las
definiciones esenciales. Este capitulo se conforma de una seccién de conceptos basicos donde se enuncian las
definiciones generales de proceso estocastico y de proceso de Markov, el cual, dicta la propiedad de pérdida
de memoria, la funcién de transicion (que es fundamental para definir la matriz de transiciéon) y dar pauta a
las bondades de homogeneidad para este tipo de procesos. La siguiente seccion se enfoca a la definicion y las
propiedades que debe satisfacer el semigrupo de transiciéon para evitar casos patoldgicos.

2.2. Conceptos basicos

Antes de enunciar las definiciones se debe establecer a (€,.%,P) como un espacio de probabilidad, donde Q
es el conjunto de resultados, .# la o — dlgebra de eventos y P es la medida de probabilidad definida sobre el
espacio medible (2, %). Ademas se debe reconocer un conjunto 7'y un espacio de estados E.

Definicién 2.2.1. Proceso Estocdstico: Un proceso estocéastico sobre (£, %#,P) con espacio de estados E y
conjunto indexado T" es una coleccion de variables aleatorias {X; : t € T'} donde cada X; toma valores en E
para cadat e T.

Dependiendo si T es un conjunto discreto o continuo, el proceso estocastico toma la denominacién corres-
pondiente. El presente estudio se enfoca en los procesos estocasticos a tiempo continuo, es decir, T' = [0, 00).
A partir de este punto, cada vez que nos referimos a un proceso estocéstico este serd continuo y cuando se
enuncié a ¥ como un espacio de estados este sera a lo mas numerable, a menos que se especifique lo contrario.

Definiciéon 2.2.2. Proceso de Conteo: Es un proceso estocastico {N(t) : ¢ > 0} que cumple las siguientes
condiciones:

1. N(t) e Z+ U{0}.
2. Si s >t entonces N(s) > N(t).

Es decir, {N(t) : t > 0} es un proceso no decreciente que toma valores en los enteros no negativos. Ademaés,
si s >t entonces N(s) — N(t) se interpreta como el nimero de eventos ocurridos entre [t, s], por esta razén
algunos autores se refieren a este proceso como “contador”.
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Definiciéon 2.2.3. Proceso de Markov: Es un proceso estocastico {X; : ¢ > 0} sobre un espacio de estados
FE que cumple la propiedad de Markov, es decir, que para toda secuencia tg <t; < ... <ty € Ty BCFE

IP[th S B | Xt07 e ,th_l} = IP[th € B | th,—l]'

La propiedad de Markov implica que s6lo importa la posicién actual del proceso para estimar su posicion
siguiente, es por ello que se le relaciona directamente con el nombre de pérdida de memoria.

Todo proceso de Markov tiene definida una funcién de transicion y una distribucién inicial, estos dos
conceptos son esenciales y se describiran a continuacion.

Definicion 2.2.4. Funcion de transicion: Sea la funcion
p:[0,00) 2 x E x E — [0,1] definida como:

pij(57t) = ]P[Xt-i-s =J | Xs = i]v

dondei,j € E'y s,t € [0,00). Es llamada la funcion de transicion y mide la probabilidad de estar en el estado
j al tiempo ¢t + s dado que al tiempo s se encontraba en i.

En caso de referirnos a un proceso de Markov homogéneo en el tiempo, significa que la funcién de transiciéon
satisface lo siguiente:

Pij(s,t) = P[Xpys = j | Xs = 1] = P[X; = j | Xo = ] = pi;(1).

Lo que quiere decir que, sin importar cuanto tiempo haya transcurrido después del tiempo inicial la pro-
babilidad de ir de un estado a otro solo depende del incremento ¢.

Definicion 2.2.5. Distribucion Inicial: La distribucion de probabilidad pg que satisface

po(i) = P[Xo = i

se le conoce como la distribucion inicial, entonces si existe un estado i € E tal que si uo(i) = 1, quiere decir
que 7 es el estado inicial del proceso.

Definicién 2.2.6. Matriz de transicion Markoviana: Una matriz P(t) = (pi;(t)):,jeE, que tiene por entradas
la funcion de transicion del proceso para cada t > 0, es decir que, p;;(t) > 0y Z;ﬂ:l pij = 1, P(t) es una
matriz de transicion Markoviana para cada t > 0.

2.3. Semigrupo de transicién

El semigrupo de transicién es una matriz cuadrada que brinda la capacidad de medir la probabilidad de
transitar de un estado a otro en cualquier punto en el tiempo conocido y que respeta la propiedad de pérdida
de memoria esencial para este tipo de procesos.

Definicién 2.3.1. Semigrupo: Sea K un espacio de Banach y #(K, K) el conjunto cerrado de operadores
de K a K, entonces la familia {G(t) : t > 0} C B(K, K) es un semigrupo si satisface:

1. G(0) =1, donde I es la identidad.

2. G(s+1t) = G(s)G(t) para todo s,t > 0.
Si ademas satisface:

3. Si limy0 [|G(t) — I|| = 0, es un semigrupo uniformemente continuo, donde [|G|| = sup ek | s=1 IGfI;
donde |||| es la norma usual.

Seccion 2.3. SEMIGRUPO DE TRANSICION Pagina 5
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Teorema 2.3.1. La familia {P(t) : t > 0} es un semigrupo transicion, esto quiere decir que cumple:
1. P(0)=1.
2. P(t) es una matriz de transicion.
3. La ecuacion de Kolmogorov, P(t+ s) = P(t)P(s).

Dem: Para 2), sea 1 el vector de unos y (P(t)); el i-ésimo renglon de P(t), entonces:

(P(£)il" = pij(t) = P(Ujep{X: = j| Xo}) = 1.
j=1

3) Usando la propiedad de Markov

pij(s +1) =P[Xpps =j | Xo =1

o

PlXo =j| Xo=k Xo=iP[X, =k | Xo =1

k=1 (2.1)
= 3 parls)prs (0):
k=1
De esta forma 3. implica 1. cuando ¢t = 0. |

El comportamiento de la probabilidad de transiciéon entre estados para un proceso de Markov a tiempo
continuo es determinado por el semigrupo {P(¢) : t > 0} y la distribucion de X.

Definicion 2.3.2. Semigrupo de transicion estindar: El semigrupo {P(t) : t > 0} es estandar si P(t) — I
asi como t — 0, es decir,

1, Sii=j
lim pij(t) = )
=07 0 Sii#j
para todo i,j € E.

Con el fin de que se pueda cumplir la definiciéon anterior y asi evitar casos patologicos se define a

pij(0) = d;;
donde
1, Sii=j
(sij = .
0 Sii#j

Esto garantiza que las trayectorias del proceso de Markov sean continuas por la derecha. Asimismo, evita
que haya transiciones entre estados a tiempo cero.

Con las deifiniciones hasta aqui descritas se da por terminado este capitulo y se considera suficiente el
material expuesto para comenzar a definir las propiedades del proceso de saltos de Markov.
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Capitulo 3

Proceso de Saltos de Markov

En el presente capitulo se habla del proceso de saltos de Markov como un proceso estocéastico a tiempo con-
tinuo, el cual cumple la propiedad de Markov, se explica por medio de las definiciones y propiedades como
este proceso tiene la virtud de describir la evolucién a través del tiempo de la probabilidad de cambiar de
un estado a otro en funcion de la matriz estocastica asociada al proceso. Asimismo, se describen las carac-
teristicas del generador infinitesimal y como este funciona como el tnico parametro requerido para simular
un proceso de saltos de Markov; para ello se enuncian conceptos referentes a la descomposicién espectral,
necesarias para la estimacion del generador infinitesimal. Este capitulo finaliza con el algoritmo del proceso
de saltos de Markov y algunos ejemplos.

3.1. Introducciéon

Los procesos de saltos de Markov han tenido multiples aplicaciones en diversas areas de estudio, como son:
finanzas, genética, redes de telecomunicaciones y transporte, entre otras. La facilidad de implementacion,
aunada a su capacidad de prediccion, los convierte en una herramienta ttil que ha generado soluciones satis-
factorias en distintos &mbitos. Una de las particularidades interesantes de este tipo de proceso es la capacidad
de construir trayectorias escalonadas a tiempo continuo sobre un espacio de estados numerable. Asimismo,
dada una posicion, se puede simular el lapso que permanecié en un estado antes de cambiar a otro debido a
la propiedad de Markov, también conocida como pérdida de memoria. El objetivo es estudiar el proceso de
saltos de Markov para poder encontrar fenémenos en distintas areas que encajen con la naturaleza del proceso
y, de esta forma, poder aproximarlos mediante puentes. Sin embargo, para ello, es fundamental enunciar una
serie de conceptos y propiedades que son esenciales para comprender este proceso, abordando las definiciones
elementales hasta la caracterizacion del proceso de saltos de Markov en términos de cambios infinitesimales de
la probabilidad de transicion, a lo que denominamos como Generador Infinitesimal. Posteriormente, explicar
cOmo es que a partir de este parametro se puede generar el proceso de saltos de Markov con el fin de detallar
el algoritmo e introducir ejemplos como lo son proceso Poisson homogéneo y procesos de nacimiento-muerte.

3.2. Definiciones

A partir de las definiciones del capitulo anterior podemos definir al proceso de saltos de Markov aclararando
que para el alcance de este trabajo, cada que se haga mencién a E como el espacio de estados éste sera de di-
mension finita m, y cada vez que se haga referencia a un proceso de Markov éste sera homogéneo en el tiempo.

Definicién 3.2.1. Proceso de Saltos de Markov: Un proceso de saltos de Markov es un proceso de Markov
{X; : t > 0} sobre un espacio de estados E, donde cada una de sus trayectorias son continuas por la
derecha, esto implica que es una funcién escalonada o de salto; es decir, si X; = ¢ y t > 0, entonces existe
A(t,i) :=inf{s > 0| X¢4s # i} > 0 donde se cumple que:
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Xitr = X¢ con 7 € [0, A(t,17)).

Propiedad 3.2.1. Tasas de Salto: Sea {X; : t > 0} un proceso de saltos de Markov, el cual, se encuentra
en el estado ¢ € E a tiempo ¢t > 0. Entonces existe A(¢) > 0 independiente de ¢ tal que

PA(t, 1) > s | X, =i] = e 2D
para todo s > 0 y A(7) es la tasa de salto asociada al estado ¢ € E.

Dem: Debido a que el proceso de saltos de Markov es homogéneo en el tiempo, es decir, que IP[A(t,7) >
s | X =1i] =IP[A(0,7) > s | Xo = i, se definé convenientemente a g(s) = IP[A(0,i) > s | Xo = 7], entonces:

g(s+1t) =IP[A(0,i) > t+ s | Xo =i
=P[A(0,7) > t, A(t,1) > s | Xo = 1]
= P[A(0,i) > t | Xo = i{|P[A(t,i) > s,| Xo = i, A(0,4) > ¢] (3.1)
= g(0PIAC

HIP[A(, ) > s,| Xy = 1]

la funcion g(x) debe ser continua en cero, y debe satisfacer 0 < g(*) < 1, eso quiere decir que la tinica solucion
es: .
g(s) = e

donde A(7) > 0. [ |

La Propiedad [3:2.7] explica como se modela el tiempo de estancia en el estado visitado, y a su vez deja
implicita la Markovianidad.

Definicion 3.2.2. Tiempos de Salto: Sea {X; : t > 0} un proceso de saltos de Markov, tal que p = 0 < 11 <
Ty < .... representan los tiempos de saltos aleatorios; es decir, los momentos en los que el proceso cambia de
estado. Tomando en cuenta los tiempos de salto {7}, se define la serie de variables aleatorias del tiempo de
estancia {Ay}rew como:

Ay = Trp1 — Tk

donde .
P[A, > s | X, =i] = e D3

para s > 0y A(7) > 0. Esto indica que la variable A(t, i) ~ Exponencial(A(7)) entonces:

E[A(d) | X, = i] = ﬁ

3.3. Clasificacion de Estados

Dependiendo del valor que tome la tasa de saltos se nombra de distinta manera al estado asociado.

Definiciéon 3.3.1. Tipos de estados: Sea {X; : t > 0} un proceso de saltos de Markov e ¢ € E de tasa de
salto asociada \(7) tal que X; = 4, entonces al estado 7 se le denomina como:

1. Absorbente (permanente), si A(i) = 0, entonces IP[X,; # i|X; = i] = 0 para toda s > ¢, es decir, el
proceso permanece en i para todo s > t.

2. Estable, si 0 < A(i) < oo, entonces IP[0 < A(t,i) < oo X, = i] = 1, es decir, que el tiempo de estancia
en i es finito.

3. Instantaneo, si A(i) = oo, esto implica que IP[A(¢,7) = 0|X; = 4] = 1 es decir, el proceso sale del estado
tan pronto como entra al mismo. Sin embargo, este caso no serd problema para este proyecto debido a
que los procesos de saltos de Markov generan trayectorias continuas por la derecha.
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Definiciéon 3.3.2. Proceso de Markov Regular: Sea {X; : t > 0} un proceso de saltos de Markov, este es un
proceso de Markov regular si cumple:

Too = SUP Tk = OO.
kelN

La Definicion es fundamental para que dado que se conoce el estado actual el tiempo de salto y el
estado que visitara el proceso de saltos de Markov sean independientes. Lo cual se demostrara en la siguiente
proposicion.

Propiedad 3.3.1. Sea {X; : t > 0} un proceso de saltos de Markov regular sobre F con 7441 < co. Si se

condiciona a X, = i, las variables aleatorias Ay41 v X, 41 son independientes, es decir,

P[Ak-‘rl > ta X

Tk+1

=J I X7 = Z] = ]P[X7k+1 =] | Xr, = Z-]]P[A/’H-l >t | X7 = Z]

Dem: Por Bayes se cumple

PlAgp1 >t Xy =5 | Xy =] = P[Agyr >t | Xy, = i[P[Xrp,, = | Xy =i, Mgy > 1]

Aplicando la propiedad de Markov,
PXr,, = Xs =i, Ap41 > ]
=PX, =7, Xs=0,7% <5< Tpg1 | Xrpst = 1
=X, Attt =5 Xs =0,k <5 < Tpq1 + AT +1) | Xrpye = 1]
=PlX =J| Xn =1

Tk+1

A diferencia del proceso de Markov a tiempo discreto, en este caso no existe una unidad de tiempo implicito
para obtener la matriz de transicién P, pero por medio de cambios infinitesimales de las probabilidades de
transicion se puede aproximar una matriz () que cumpla esta funcion. Dicha matriz es el tema central de la
siguiente seccion.

3.4. Generador Infinitesimal

Con el fin de lograr la caracterizacion del proceso de saltos de Markov en términos de cambios infinitesi-
males de los tiempos de transiciéon, asumimos que se cumplen las siguientes condiciones de regularidad:

1. p;;(0) = 4,5, tal que si ¢ = j entonces J;; = 1 y cero en otro caso.

Nota 1. Esta condicién permite asegurarnos que ningin cambio de estado puede ocurrir al tiempo 0.
2. Asimismo, dado que suponemos que las probabilidades de transicion son continuas, particularmente en
t = 0, la siguiente condicién de regularidad es:
Ii ii(t) = 044
i pi;(t) = 63

coni,j € k.

Nota 2. Estas condiciones son esenciales para asumir continuidad por la derecha para las trayectorias for-
madas por el proceso {X; : t > 0}.

Seccion 3.4. GENERADOR INFINITESIMAL Pagina 9
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En términos generales, del Teorema se denota al semigrupo de transicion {P(t) : t > 0}, el cual por
las condiciones de regularidad se puede definir: P(0) = I. Ademas,

A PO =1

donde I es la matriz identidad.

Partiendo de la definicion del semigrupo de transicién, se logra expresar de manera sencilla la ecuacion

de Chapman-Kolmogorov como:
P(s+t) = P(s)P(t)

con s,t > 0.

Propiedad 3.4.1. Generador Infinitesimal: Sea {P(t) : t > 0} el semigrupo de transicion del proceso de
saltos de Markov {X, : t > 0}, entonces el limite:

existe y define al generador infinitesimal estable y conservador; es decir, que satisface @ = (¢;;)ijer tal que
si i = j entonces ¢;; € (—00,0], en caso contrario ¢;; € [0, 00) ademas

Z qi,j = —qis-

J#i

La demostracion de porqué el limite existe y el resultado es el generador infinitesimal se encuentra en
[Karlin & Taylor (1981) [10].

De esta forma podemos construir el proceso de saltos de Markov {X; : ¢ > 0} con intensidad de saltos
{A\(@)}ier con A(i) < oo y las probabilidades condicionales de transicion {p;;}; jer, tal que p;; = 0 cuando

i = j y en caso contrario p;; = -2 entonces el generador se define como Q = (gi;)ijer donde:

=), Sii=j
qij = .
AM@)pij Sii#j

Como se vera a continuacion, gracias a este resultado se sabe que a partir del generador infinitesimal se
pueden expresar de forma sencilla las tasas de salto y las probabilidades de transicién entre estados para los
procesos de saltos de Markov.

Definicion 3.4.1. Tuasas de transicion: Las tasas de transicion del proceso de saltos de Markov {X (¢) : t > 0}
se definen como:

4ij = 4iDij
para i # j, donde q; = —qy;-

Definicion 3.4.2. Ecuacion Maestra: Sea el generador infinitesimal @ = (g;;)ijcr entonces se puede repre-
sentar al semigrupo de transicion {P(t) : t > 0} del proceso de saltos de Markov como:

P(t) = €'@

Propiedad 3.4.2. Diferenciabilidad del semigrupo {P(t) : t > 0}: Considérese un proceso de saltos de
Markov con semigrupo de transicién P(t) y generador infinitesimal @) = (¢;;) con todas sus entradas finitas.
Entonces P(t) es diferenciable para todo ¢ > 0si 37, 5 P;(£)A(j) < oo y satisface la ecuacion backward de
Kolmogorov:
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CAPITULO 3. PROCESO DE SALTOS DE MARKOV

dP(t) _
0

Asi también, cumple la ecuacion forward de Kolmogorov
dP(t)
—= =P(t

Dem: Para demostrar que se cumple la ecuacion backward de Kolmogorov se tiene que recordar que por
definicion el semigrupo cuando E es finito cumple P(t 4+ s) = P(t)P(s), entonces:

, P(t+h)—P(t) , P(h)—1
= = 3.3
Tk i P =Qp (3:3)
De forma anéloga, para la ecuacion forward:
., P({t+h)—P(t) , P(h) -1
| — 7 - = ) 34
M T h pmy PO = F)Q 34

Nota 3. Recuerde que para este proyecto basta considerar el caso cuando F es finito, por la naturaleza de
los procesos de saltos de Markov que se estan contemplando.

Dado que el espacio de estados E es finito, el semigrupo de transicion {P(t) : t > 0} se puede representar
como:

n€IN

|
De tal forma que si Q es diagonalizable, es decir, Q = UD,\U"!, donde U es la matriz de eigenvectores
pertenecientes a Q y D) la matriz con los eigenvalores respectivos en la diagonal, entonces:

P(t) =UetPrUu—1.

Nota 4. En caso de que no sea posible diagonalizar a Q, se puede recurrir a aproximar computacionalmente
la suma.

3.5. Simulaciéon
A continuacion se explicara como simular un proceso de saltos de Markov, en un intervalo de tiempo [0, S],

con 0 < S < oo. Para ello se denotara a o como la distribucion inicial, @ = (gi;)ijer como el generador
infinitesimal y a {7 }rew como los tiempos de salto del proceso.
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CAPITULO 3. PROCESO DE SALTOS DE MARKOV

Algoritmo 1 Proceso de Saltos de Markov

Resultado: Trayectoria de un proceso de saltos de Markov hasta un horizonte de tiempo S.

Inicializar k =0y 79 =0 ;

Simular al estado xg con la distribucién inicial ug ;

mientras 7, < S hacer

Supongase que x = ¢ donde ¢ es cualquier estado en F;

Simular Agy; el tiempo de estancia en x; = ¢ con una distribucién exponencial de tasa g¢;, es
decir, A1 ~ exp(qi) ;

Tht1l = Tk + Dpt1;

Simular el siguiente estado xx41 = j con probabilidad qqﬂ ;
3
si 7+1 < S entonces
| k=k+1;
en otro caso
‘ Tk4+1 = S;
fin
Xy =z para 7, <t < Tgt1;
fin

Si se declaran S = 7, E = {1, 2,3}, la distribucién inicial p(é) = 1/3 para todo ¢ € E y al generador
infinitesimal como:

~0,1 0,05 0,05
Q=105 -1 05 (3.5)
25 25 -5

Al seguir el Algoritmo [I] una realizaciéon del proceso de saltos de Markov con los parametros ya descritos
seria la siguiente:

0 2 4

Tiempo

Figura 3.1: Trayectoria simulada del proceso de saltos de Markov con S = 7, F = {1, 2, 3}, distribucién inicial
uniforme discreta y generador infinitesimal indicado en la ecuacion
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CAPITULO 3. PROCESO DE SALTOS DE MARKOV

3.6. Ejemplos

En la presente seccion se expondréan dos ejemplos del proceso de saltos Markov.

Ejemplo 3.6.1. Proceso Poisson Homogéneo: Sea { Ay }rew una serie de variables aleatorias independientes
y de distribuciéon exponencial de parametro A > 0y sea {74 }rew la sucesion de variables aleatorias definidas
de forma recursiva como:

Th1 = Tk + Ay,

con 7o =0y k > 1, donde 7 es el k-ésimo evento y Ay es el tiempo inter-evento. Entonces, la secuencia de
variables {X,};>o definida como:

Xi=) 1oy =méx{k>0]|r <t}

k=0
donde t > 0, Xg =0,
1 Si Tk S t
Lin<y =
e.0.c
y la funcién de probabilidad esta dada por:
Yk
P[X, = k| = (k') e M

Por lo tanto, X; ~ Poisson(At).

Por construcciéon, X; es un contador de eventos ocurridos hasta el tiempo ¢ y es un proceso de saltos de
Markov con matriz de transiciéon de probabilidades de un paso

1 Sij=i+1
Pii=%0 Sij#i—1"

Y tiempos de estancia que se distribuyen exponencial de tasas ¢; = A

Ejemplo 3.6.2. Proceso de nacimiento-muerte: Supongase que X; representa el nimero de elementos en
una poblacién al tiempo t, donde los nacimientos y las muertes en la poblacién ocurren de la siguiente ma-
nera. Cuando el estado de la poblacién es 0, el tiempo para el siguiente nacimiento se distribuye de manera
exponencial con tasa A\g. También, cuando existe i > 1 elementos en la poblacion, el tiempo de el siguiente
nacimiento es distribuido exponencial con tasa A;, y el tiempo para la siguiente muerte se distribuye expo-
nencial de tasa p;. Estos tiempos son independientes durante todo el proceso y se asume que las tasas de
nacimiento y muerte son acotadas.

Respetando estas condiciones, X; es un proceso de saltos de Markov sobre Z* con tasas de transicién:

A Sij=it1
Gi= o Sij=i-1-

Las tasas de nacimiento son \; y las tasas de muerte son p;, asi que la tasa de salto del estado i es:

qi = Ni + i,
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cuando pg = 0, la matriz de transiciéon de un paso es

Pij =

i
Ai o+ i
Miu

Ai + i

Sij=i+1

Sij=i—-1

De esta forma se define un proceso de nacimiento-muerte.

Seccion 3.6. EJEMPLOS
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Capitulo 4

Puentes Markovianos para procesos de
saltos de Markov

Los capitulos anteriores permitieron describir las definiciones esenciales de los procesos de saltos de Markov
(PSM) ademaés se acotaron las condiciones que deben cumplir en términos de homogeneidad para el PSM y
dimensionalidad del espacio de estados E. Asi que, en este capitulo se respeta lo que se ha planteado ante-
riormente y se busca definir brevemente al puente Markoviano, asi como los métodos y algoritmos principales
para su construccion. Ademas con la intencion de que los subindices no resten claridad al texto, a partir de
este punto denotaremos a la variable aleatoria del proceso como X (t) = Xy, con t > 0.

4.1. Introduccion

Para abrir la presente seccion se ha considerado fundamental definir al puente Markoviano como el proceso
de Markov condicionado a dos posiciones extremas: una inicial y otra final tal que la posicion inicial es algin
estado ¢ en un tiempo 7y y la posicion final es j al tiempo S, el cual se puede denotar como Mp(79,1,.5, ) x-
El objetivo es conocer las condiciones necesarias para poder construir una trayectoria que conecte estas dos
posiciones extremas en funcion del proceso asociado.

Definiciéon 4.1.1. Puente Markoviano:

Sea {X(t) : t > 0} un proceso de saltos de Markov con espacio de estados E y generador infinitesimal Q,
condicionado a X(0) =iy X(S5)=j donde 0 < S < o0y i,j€ E. La trayectoria del proceso que cumple lo
anterior, es un Puente Markoviano.

Existen al menos diez métodos implementados en la construccién de puentes Markovianos, en este trabajo
se describiran tan solo los principales algoritmos mencionados en la bibliografia, los cuales son: Biseccion [I1],
Muestreo Directo [12], Muestreo por Rechazo [12], Muestreo por Rechazo Modificado [12] y Uniformizacion
[12], [13]. Para cada algoritmo se considera al proceso de saltos de Markov como {X(t):0 <t < S} con
espacio de estados E condicionado a X (0) = ¢y X(S) = j como sus posiciones extremas en el intervalo [0, S],
y con generador infinitesimal Q = (¢;;)ijc k-

4.2. Biseccidon

El algoritmo de Biseccion tuvo su primer aparicion en Bisection ideas in end-point conditioned Markov process
simulation en el afio de 2008 y fue descrito por Sgren Asmussen y Asger Hobolth [II]. La idea general del
algoritmo de Biseccién es generar un proceso recursivo donde se termine la simulacién del puente con cero o
un salto. Las observaciones fundamentales que determinan el fin de la recursividad son:
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1. Si X(0) = X(S) =i y no existen saltos entonces: X (t) =4,0 <t < S.

2. Si X(0) =iy X(S) =jconi# jy existe exactamente un salto entonces: X(t) = i,0 <t <71y
X(t)=j,r<t<S.

La distribuciéon de 7 est4 determinado por el Lema [4.2]y la Nota [5] .

Lema 4.2.1. Considérese el intervalo [0,5] con X(0) = i. La probabilidad que X (t) = j, en un unico salto,
donde j #1i y0 <t < S estd dada por

Se~ 54, Siq; = q;
R;;(9) = e~ S _ =54 ) )
, Siqi # g
q; — 4

La densidad del tiempo de cambio de estado es:

. . qgij€ 93 —t(qi—q;)
fi'(tvs)* —e N\ qJ,OSSSS.
! Rij(S)
Ademds, la probabilidad de que X (S) = j en al menos dos saltos dentro del intervalo es: p;;(S) — R;;(S).

Dem: Sea N(S) el numero de saltos en el intervalo [0, S].

Rij(S) = PIX(S) = j, N(§) = 1] X(0) = i]

s B S 4.1
= / qiefqit%ie*qj(sft)dt = qiefq”’S/ eit(q“qu)dt,i # 7. (4.1
0 qi 0
El caso de cero saltos es excluido para i # j. |

Nota 5. Sig; > gj, el tiempo en el que el estado cambia se distribuye como una variable aleatoria exponencial
truncada, es decir, 7 ~ TExp(q; — g;,5). Si ¢; < g; por simetria tenemos que f;;(¢) es la densidad para la
variable T'— V', donde V' es una variable aleatoria exponencial truncada con tasa g¢; — ¢; en el intervalo [0, S]
(1 ~TExp(¢; — ¢;,S5)). Finalmente, si ¢; = ¢;, el tiempo de estancia se distribuye uniforme sobre [0, S].

La inicializacién del algoritmo es distinta dependiendo si las posiciones extremas son iguales o diferentes.
A continuacién en el Cuadro presentaremos los posibles escenarios cuando X (0) = X (S) = i. Donde se
abrevia e; = e‘qi%, Tij = Rij(g), Dij = pij(g), N1 = namero de saltos en la primer mitad del intervalo,
Ny = namero de saltos en la segunda mitad del intervalo (S/2,5].

Escenario Saltos (N1) Saltos (N2) Probabilidad

(n) Primer Intervalo  Segundo Intervalo (No condicional) Notacién
1 0 0 €;€; (&3]
2 0 >2 ei(pii — €i) (6%
3 >2 0 (pii — ei)ei as
4 > 2 > 2 (pii — ei)(pii — ei) ay
5 0 1 TikTj4 as g
6 1 >2 Tik(Pki — Thi) 6,k
7 > 2 1 (Pki — Thi)Tij Qarz g
8 >2 > 2 (Pks — Tri) (Pks — Ti) Qs k

Cuadro 4.1: Eventos posibles cuando X (0) = X(S) = 1. (L1
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Observacion 1. Del Cuadro es importante aclarar que los escenarios 1 — 4 cumplen X (%) =1y los
escenarios sobrantes X (%) = k # i. Dado que los escenarios son mutuamente excluyentes, se concluye que:

4
pii(S) = Z apn +
n=1

n=>5k#n

Se seleccionara uno de los casos con probabilidad proporcional al correspondiente valor de a. Si el algo-
ritmo entra en el caso 1 este concluye. Si el algoritmo entra al caso 5 s6lo hace falta simular dos tiempos de
espera de acuerdo a la Nota uno en el intervalo [0,S/2] con estado inicial ¢ y final k, y otro en el intervalo

[S/2,S] con estado inicial k y final i.

En el caso en que el algoritmo entrara a uno o mas intervalos donde el nimero de saltos son mayores o
iguales a 2, seré necesario una simulacion adicional (casos 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) donde se empleara la recursividad,

la cual, se explicard més adelante.

Ahora en el Cuadro[4.2] presentaremos los posibles escenarios cuando las posiciones extremas son distintas.

Escenario Saltos (V1) Saltos (N2) Probabilidad Notacion

(n) Primer Intervalo  Segundo Intervalo (No condicional)

1 0 1 €iT5j ,81
2 0 >2 ei(pij —1ij) B2
3 >2 1 Dii — €i)Tij B3
4 > 2 >2 (pii — €i)(pij — Tij) B
5 1 0 Tij€5 ﬁ5
6 1 > 2 rij(Pij — €;) Pe
7 >2 0 (Pij —rij)e; B
8 > 2 >2 (pij —7i;)(Pj; — €5) Bs
9 1 1 TikTkj B,k
10 1 > 2 Tik(Dkj — Tkj) B1o,k
11 > 9 1 (Pik — Tic)Tkj Bi1,k
12 >2 >2 (Pit = rir)(Prj — ) B2k

Cuadro 4.2: Eventos posibles cuando X (0) =iy X(S) = j con i # j. (L

Obsérvese que al sumar el caso 1 con el caso 5 obtenemos la probabilidad de saltar una so6la vez en el

intervalo:

€iTij +rije; = RU(S)

Como cada escenario es mutuamente excluyente se sostiene que:

8 12
pij(S) = ZﬂnJrZ Z Br, k-

n=1

n=9 k£ (ij)

Observacion 2. A su vez, es necesario especificar las posiciones finales para cada biseccion, en este caso, los
escenarios 1 —4 cumplen que X(%) =4, 5—8 cumplen X(%) = j # iy finalmente del 9—12 X(%) =k#£j#i.

Se seleccionara uno de los casos con probabilidad proporcional al correspondiente valor de . Si el algorit-
mo entra en el caso 1, 5 0 9 s6lo es necesario simular los tiempos de espera para generar el puente Markoviano.
Si el algoritmo entra a un intervalo donde el ntimero de saltos es mayor o igual a dos como es el caso 2, 3, 4,

Seccion 4.2. BISECCION
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6, 7, 8, 10, 11, 12, es necesario implementar la recursividad.

El paso recursivo es necesario cuando el proceso arriba a un intervalo con més de un salto, por ejemplo,
si el intervalo es [0,.5/2], este intervalo se bisecta dando por resultado [0, S/4], [S/4,5/2] y se itera el paso
inicial dependiendo de si sus posiciones extremas son iguales o distintas. El algoritmo termina cuando ningan
intervalo tiene mas de un salto.

Para la implementacion del método se sugiere seguir el Algoritmo

Algoritmo 2 Biseccion.

Resultado: Puente Markoviano por Biseccion

Inicializacion X(0) =iy X(S) =7 ;

Bisectar el intervalo [0, 5] ;

Simular un escenario n del Cuadro o) segin sea el caso ;

/* Primer intervalo N; = nim. de saltos en primer intervalo [0,S5/2] */

si N1 = 0 entonces
| Termina el puente en el intervalo [0,5/2] con 0 saltos, es decir, X (t) = i para todo ¢ € [0, 5/2];

si no, si N; = 1 entonces

Simular 7 como indica la Nota [5| ;

Terminar el puente con un salto, es decir, X (t) = ¢ para todo ¢ € [0, 7);

X (t) = k para todo t € [1,5/2], con k conforme a la Observacion |1ju Observacion [2] segun sea el
caso;

en otro caso ; /* N; >2 %/

Definir a X (S/2) conforme a la Observacion [1|u Observacion 2| segin sea el caso ;

Realizar el paso recursivo en el intervalo [0, 5/2];

fin

/* Segundo intervalo N, = nim. de saltos en segundo intervalo [S/2,S5] */

si N» = 0 entonces

Terminar el puente en el intervalo [S/2, 5] con 0 saltos, es decir, X (t) = X(5/2) para todo
te[S/2,8];

si no, si N, = 1 entonces

Simular 7 como indica la Nota [5| ;

Terminar el puente con un salto, es decir, X (t) = X (5/2) para todo t € [S/2,5/2 + 7);

X(t) = j para todo t € [S/2+ 1, 5];

en otro caso ; /* Ny >2 %/

‘ Realizar el paso recursivo en el intervalo [S/2, S];
fin
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4.3. Muestreo Directo

Muestreo Directo [12] fue publicado en el afio de 2008 por Asger Hobolth. La idea de este algoritmo es
generar el tiempo de estancia a partir de la funcién de densidad en términos de la descomposicion espectral
del generador infinitesimal, esto siempre y cuando se cambie de estado en el intervalo de estudio. La condicion
més importante que se debe cumplir antes de realizar el presente algoritmo es comprobar que el generador
infinitesimal acepta la descomposicién por eigenvalores, esto con el fin de definir al generador infinitesimal
de la siguiente forma:

Q=UD\U,

donde U es la matriz ortogonal de eigenvectores y D, la matriz con los eigenvalores correspondientes a U en
la diagonal. Por consecuencia, se puede calcular a la matriz exponencial:

P(t) = Rt = Ue!P U1,

pij(t) = Z UikUk_jlet)‘k. (42)
keE

Para este algoritmo es muy importante validar la condiciéon de que los estados extremos son distintos o no,
va que si los estados extremos son iguales, se define a la probabilidad de no cambiar de estado en el intervalo
[0, S] como:

e~ S

(4.3)

Ty =

-~ pa(S)
Ademés, (1 —r;) es la probabilidad de cambiar de estado en [0, S] al menos una vez.
Ahora, cuando las posiciones extremas son distintas. Sea 7 quien denote el tiempo de espera hasta el

primer salto. La probabilidad condicional de que el primer cambio de estado sea hacia k en un tiempo menor
que s es:

:/tq,eqz‘sqi’“pkj(ss)ds (4.4)
o ¢ pij(9)

:/Ot fr(s)ds.

Especialmente cuando los extremos son distintos, la probabilidad pj del primer salto al estado k es

s
Pk = / fr(8)ds, cuando k # i,i # j.
0

Por la ecuacion (4.2) se puede reescribir a fi(¢) como:

; (S _t) qik _ _ )
fo(t) = g qztpkj( _ Uy UL SAn g=t(An+ai)
wlf) = duke pi;(S) pi; (5) ,;E Fnng €€

Asi la integral de (4.4) da por resultado:

dik _1
pi;(S) neZE !
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SeSAn SiAp, =—q
Jin = eSAn _ oSai . )
o )\74'@7 SiAn # —¢;
n K3

Dicho lo anterior, se procede a describir el algoritmo.

Algoritmo 3 Muestreo Directo

Resultado: Puente Markoviano por Muestreo Directo
Inicializacion W =0 ;

mientras W = 0 hacer

si i = j entonces

Simular V' ~ Bernoulli(r;);

si V =1 entonces

X (t) =i para toda t € [0, S];

W = “Terminado” ;

en otro caso ; /x V=0 %/

Calcular py para toda k # i, con el fin de simular al estado k con una distribucion de
probabilidad discreta de masa py/(1 —r;) ;

Simular el tiempo de espera 7 en el estado ¢ a partir de la densidad continua f(¢)/px,
0<t<S,talque X(t)=icon0<t<T;

Seredefinei=kyS=5—171;

fin
en otro caso ; /* i £ G */

Calcular p para toda k # 4, con el fin de simular al estado k£ con una distribucién de
probabilidad discreta de masa py/(1 —r;) ;

Simular el tiempo de espera 7 en el estado ¢ a partir de la densidad continua f(t)/px,
0<t<S,talque X(t) =icon0<t<T;

Se actualiza el valorde i =ky S=5—71;

fin
fin
: T fr(t) . o
Nota 6. Para simular 7 se parte de —=——~dt como funcion de distribucion F'(7), entonces para usar el
o Dk
método de la transformada inversa, basta notar que:
n o~ An+qi _
e e dt = S\ 1 —7r () . . .
eSAn 1 — e T(Anta:) Si A .
0 o+ Qi( )s n 7 =4

Asi que para encontrar 7 cuando A, # —¢; se ha usado un buscador de raiz numérica.

4.4. Muestreo por Rechazo

El presente método es el menos complejo de los aqui presentados. En concreto el algoritmo busca simular la
trayectoria de un proceso de saltos de Markov condicionando una posicion inicial X (0) = ¢, y finaliza hasta
generar la trayectoria que coincida con la posicion final X (S) = j, rechazando todas las trayectorias que no
cumplieron esta condicion.
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Algoritmo 4 Muestreo por Rechazo

Resultado: Puente Markoviano por Muestreo por Rechazo
Inicializacion W = 0; 79 = 0, x¢ = 1;

mientras W = 0 hacer

Simular 7 ~ Exp(¢;);

si i = j entonces

si 7 > S entonces

X(t) =i para toda t € [, 5] ;

W = “Terminado” ;

en otro caso ; /* 19 < S */

Simular un nuevo estado k (tal que k # ¢ ) con masa ¢;/q; de una distribucion de
probabilidad discreta;

TOo=T+7T0;

Actualizar ¢ = k y el intervalo a [, 5] ;

fin
en otro caso ; /* i £ G */

si 7 > S entonces

/* ‘Rechaza la trayectoria" *x/
T0 — 0 5
1= o ;5

en otro caso ; /x T < S */

Simular un nuevo estado k (tal que k # 4 ) con masa ¢;;/g; de una distribucion de
probabilidad discreta ;

To=T+To;

Actualizar i = k y el intervalo a [, S];

fin

fin
fin

Como podré suponer el lector, este algoritmo puede ser muy costoso computacionalmente, ya que podria
rechazar muchas trayectorias hasta encontrar la que cumpla la condicién final. Asimismo, podemos encontrar
su definicién en [12].

4.5. Muestreo por Rechazo Modificado

Con el objetivo de minimizar el tiempo de ejecucién ocasionado por el rechazo de las muestras generadas
por el método anterior, Nielsen [12] desarroll6 una modificacion para el Muestreo por Rechazo enfocandose
particularmente en el caso cuando el estado final fuera distinto al inicial y existiese un horizonte de tiempo
S considerablemente pequeno.

Por el tamano del algoritmo, los pasos a seguir para simular este método se encuentran en la siguiente
pagina.
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Algoritmo 5 Rechazo Modificado
Resultado: Puente Markoviano por Muestreo Rechazo Modificado
Inicializacion W =0 ; Z = 0;
si i = j entonces
Aplicar el Algoritmo 4| de Muestreo por Rechazo con posiciones extremas X (0) =iy
X(8) =1j;
en otro caso ; /* i £ G */

mientras W = 0 hacer
si Z = 0 entonces ; /* (Re)-Inicia la trayectoria */

Simular 71 ~ TExp(g;, S);
Simular un nuevo estado k (tal que k # ¢ ) con masa ¢;/¢; de una distribucion de
probabilidad discreta;
fin
Simular 7 ~ Exp(qy);
To =T+ T
si k = j entonces
si 7o > S entonces
X(t) =k para toda t € |11, 5] ;
W = “Terminado” ;

en otro caso ; /* To < S x/

Simular un nuevo estado n (tal que n # k ) con masa qx,/qr de una distribucion de
probabilidad discreta;

1 = T2

Z=1;

Actualizar k = n y el intervalo a [r1, S];

fin
en otro caso ; /x k£G4 */

si 79 > S entonces

/* ‘“‘Rechaza la trayectoria" x/
Z =0
en otro caso ; /* 75 < S */

Simular un nuevo estado n (tal que n # & ) con masa ¢;,/¢; de una distribucion de
probabilidad discreta;

T1 = T2;

Z =1; Actualizar k = n y el intervalo a [, S];

fin
fin

fin
fin

Se puede apreciar que el caso cuando i # j es muy parecido al Método de Muestreo por Rechazo,
con la diferencia que la distribucion del tiempo de salto inicial es una exponencial truncada de parametros
TEzxp(g;, S — 10).
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4.6. Uniformizaciéon

El método de Uniformizacion fue introducido por primera vez por Jens Ledet Jensen y publicado en Markov
chains as an aid in the study of Markov processes en el afio de 1953 [13] debe su nombre al hecho que en el
algoritmo la tasa que describe el movimiento de un estado a otro es la misma para cada uno de los estados y
se calcula como: 1 = max;q;. Obligando asi, a que los tiempos de saltos sigan una distribucion exponencial
con una tasa uniforme p 6, equivalentemente, el nimero de saltos en un intervalo de longitud S sigue una
distribucién Poisson con tasa uS ocasionando que los tiempos de salto se distribuyan uniformemente en un
intervalo de tiempo dado. El inconveniente de este método es la existencia de saltos virtuales, es decir, saltos
donde no hay cambio de estado, los cuales ocurren con una tasa u — g para algin estado k. Los cambios
entre estados siguen una cadena de Markov discreta con matriz de transicion [12]:

1
r=1--aQ.
I
Donde I es la identidad y Q el generador infinitesimal del PSM.
El proceso estocéstico resultante es una Cadena de Markov subordinada a un Proceso Poisson y es

equivalente al proceso de saltos de Markov original X (¢), donde el semigrupo de transicién P(t) se puede
mostrar como:

P(t) = e@t — en(l=D)t

Z I'e —ue (8" Z '™ Pois(n, ut).

n=0

Donde Pois(n, ut) es la probabilidad de tener n ocurrencias de una distribucion Poisson con tasa put.

Si los tiempos de saltos se distribuyen de manera uniforme en el intervalo [0, 5], es suficiente con simular
N nameros aleatorios en dicho intervalo y mediante la cadena markov subordinada al proceso Poisson generar
una sucesion de N estados, sin olvidar las posiciones extremas X (0) =iy X(S) = j.

La probabilidad de realizar N saltos condicionando el proceso a X (0) =i y X(S) = j, esta dada por la
siguiente funcién de densidad discreta:

S n
P(N =n|X(0) =i, X(S) = j) = e S (“m) T /9 (). (4.6)
La demostracion completa de la ecuacién (4.6]) se encuentra en Asmussen y Hobolth 2011 [12].

A continuacién se describe el algoritmo de Uniformizacion.
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Algoritmo 6 Uniformizaciéon
Resultado: Puente Markoviano por Uniformizacién
Simular el namero de saltos N con la densidad definida en (4.6);
si N = 0 entonces
‘ X(t)=iparatodo 0 <t <S;
si no, si N = 1 entonces
si i = j entonces
| X(t)=iparatodo0<t<S;
en otro caso ; /* i £ G */

Simular 7 ~ Unif(0,.5);
X(t) =i paratodo 0 <t < 73
X(t) =j paratodo 7 <t <S;
fin
en otro caso ; /¥ N >2 %/

Simular (t1,...,tx) tal que t, ~Unif(0,S) yne {1,...,N};

Ordenar {t,,} de forma ascendente;

Sea {1} el conjunto ordenado ascendentemente de {t,};

Simular una cadena de Markov con matriz de transicion I', condicionada a X (0) =iy X(7n) = J;
Borrar los saltos virtuales;

fin

Dado que ya se han descrito todos los algoritmos de interés para este proyecto, se da por terminado este
capitulo.
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Capitulo 5
Comparacién por Optimaciéon

En este capitulo se presenta un analisis e interpretacion detallada sobre los datos obtenidos referentes al
costo computacional y al error calculado a partir de la estimacion del generador infinitesimal con inferencia
realizada sobre simulaciones por los distintos métodos expuestos en este proyecto, con el fin de usarlos como
medidas de eficiencia y precision respectivamente.

5.1. Introduccién

A grandes rasgos, se logré comparar los distintos algoritmos simplemente para una estructura de generador
infinitesimal que alcanzara la méaxima varianza, en cuanto a la transiciéon como al tiempo de estancia en
los estados. Para los cuales, se obtuvieron resultados cambiando la dimensionalidad m x m del generador
infinitesimal correspondientes con m € {4,5,6,7,8,9,10}, tan solo se tomaron estas siete dimensiones distin-
tas con el fin de detectar si existe algiin patrén conforme aumenta la dimensionalidad, y en caso de existir
generalizarlo para dimensiones mayores.

A partir del generador infinitesimal de maxima varianza se contruyé una trayectoria de un proceso de
saltos de Markov con horizonte de tiempo 1,000, tal como lo indica el Algoritmo [I} dicha trayectoria se le
realizaron cortes cada n unidades de tiempo con n € {1,2,5,10} para particionarla y entre cada una de las
particiones creadas construir un puente Markoviano, con el fin de que se simulara o reconstruyera la trayec-
toria al implementar uno de los cinco métodos a la vez.

Este proceso se repitié diez mil veces tomando en cuenta todas las combinaciones distintas de las variables
correspondientes a la dimensionalidad del generador infinitesimal, el método empleado y la distancia n a la
que fueron construidos los puentes dentro de la trayectoria. Para cada una de las simulaciones se registré el
tiempo de ejecuciéon empleado en la reconstruccién completa de la trayectoria, para ello se utilizé un servidor
con las siguientes caracteristicas:

= CPU’s: 16.

= Modelo CPU: Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2630 v3.
= Velocidad de los CPU’s: 2.40GHz.

= Memoria RAM: 378 GB.

Dadas las virtudes de este servidor, se realizaron métodos de paralelizaciéon para que cada CPU generara
una simulacién por cada trayectoria mediante la construcciéon de puentes Markovianos, bajo estas condiciones
se registro el tiempo de ejecucion en segundos que cada CPU tardaba en completar este proceso. Asimismo,
con esta nueva trayectoria se estima al generador infinitesimal que se denota como @), para después calcular
el error como:
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m m
Brror =||Q - Q|| = \| 3> (@ — @)
j=11i=1
tal que Q = (Gij)ijer, donde ¢;; = N;;/D;, donde N;; se define como el Nimero de veces que i — j y D;

como el tiempo total que el proceso permanecid en i. De esta forma se estaria aproximando a () por maxima
verosimilitud [II]. Es de suma importancia mencionar que N;; y D; se calcularon a partir de la informacion
obtenida de la trayectoria simulada por cada método.

Nota: Es necesario resaltar que la paralelizacion se realizé por trayectoria, no por puente Markoviano.
Ademas, que los tiempos obtenidos dependen en gran medida del nivel de complejidad con el que fue imple-
mentado el algoritmo y del saturamiento del servidor, lo cual es completamente aleatorio e inmanipulable
desde un perfil de usuario.

Ahora se analizara a mayor profundidad los resultados obtenidos por el generador infinitesimal de maxima
varianza.

5.2. Generador Infinitesimal: Maxima Varianza

Antes de entrar a detalle con el andlisis, es necesario describir la estructura del generador infinitesimal de
maxima varianza.

Sea @ € R™™ tal que Q = (¢i;)ijer de tal forma que si ¢ = j, entonces ¢;; = —1 y en caso contrario
Gij = ﬁ, es decir:
r 1 1 1 1 7
m—1 m—1 m—1
1 1 1 1
m—1 m—1 m—1
Q= 1 1 X 1
m—1 m-—1 m—1
1 1 1
= S —1
Lm—1 m-—1 m—1 J

El generador infinitesimal de maxima varianza, debe su nombre a que, si ¢; = ¢;; ¥ ¢i; = ¢i; para todo
i# jconi,j € E, implica que el proceso visitara a todos los estados con la misma tasa de permanencia, ade-
maés al abandonar el estado visitado lograr transitar a cualquier otro con la misma probabilidad de transicion.
Esto maximiza la varianza, ya que el proceso no muestra alguna tendencia hacia algin estado en particular.

El generador infinitesimal de méaxima varianza se puso a prueba bajo distintas condiciones dando por
resultado una base de datos de 1,400,000 registros con 7 variables, 1 del tipo caracter y 6 méas numéricas,
las cuales son el producto de las 10,000 simulaciones realizadas para cada una de las trayectorias correspon-
dientes a cada combinacion distinta entre el método (Método), unidad de tiempo por la que se realizé la
particion de la trayectoria (Unidad) y las distintas dimensiones del generador infinitesimal que se traduce
como el ntimero de estados diferentes presentes en el espacio de estados (Estados). Para cada una de es-
tas simulaciones se capturaron los tiempos de ejecucién que tardd en procesar las instrucciones del usuario
(user), el tiempo que tardo el sistema en ejecutarlo (system) y el tiempo total (elapsed) que no es mas
que la suma de los dos tiempos anteriores en segundos. Asimismo, se calculo el error cuadratico del generador
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infinitesimal estimado @ que se representa como ||Q — Q||» (error), donde Q es el GI real.

A continuacién se realizard un anélisis introductorio al comportamiento general de los distintos métodos
bajo distintas condiciones de dimensionalidad del generador infinitesimal y las unidades a las que se han
construido los puentes Markovianos sobre la trayectoria.

Tiempo Bisecciéon Directo Rechazo | Rechazo Modificado | Uniformizacion
Unidad 1
IQR 12.437 1,732.890 2.350 2.119 2.533
Media 17.4414 | 2,942.0443 | 3.1015 2.9818 4.5841
Mediana 17.782 2,696.157 2.906 2.747 4.155
SD 7.0531 1,523.6158 | 1.4109 1.3084 1.6597
Unidad 2
IQR 7.965 1,774.639 1.418 1.662 1.535
Media 13.0216 | 2,645.0758 | 2.1085 2.4504 2.5633
Mediana 12.281 2,539.653 1.951 2.262 2.276
SD 4.9569 1,177.7586 | 0.9303 1.0875 1.0002
Unidad 5
IQR 11.494 1,958.189 0.911 1.194 0.819
Media 16.1651 | 2,803.6845 | 1.4599 1.8591 1.2686
Mediana 16.887 2,700.953 1.391 1.745 1.144
SD 6.4713 1,274.9124 | 0.5734 0.7850 0.5078
Unidad 10
IQR 12.3583 | 2,078.4465 | 0.7110 0.9620 0.5450
Media 17.3710 | 2,838.7353 | 1.2615 1.5909 0.8375
Mediana 18.3605 | 2,700.0140 | 1.1840 1.4910 0.7260
SD 6.9020 1,268.2907 | 0.5141 0.6607 0.3743

Cuadro 5.1: Estadisticas de la variable tiempo total (elapsed) agrupadas por Método y Unidad.

Brindese particular atencion en los tiempos de ejecucion del Muestreo Directo, ya que este método es el
maés costoso computacionalmente hablando por la cantidad de calculos que implementa para obtener los ei-
genvalores y el buscador de raiz numérica implementado para hallar el tiempo de estancia en el estado visitado.

Para tener una mayor vision de esta desventaja del Muestreo Directo se muestran las estadisticas para
la variable tiempo total (elapsed) dentro del Cuadro obtenidas para todos los métodos implementados.
Estas estadisticas contemplan las distintas dimensionalidades, el objetivo es que las estadisticas obtenidas
para cada método sean comparables entre si, al realizarse bajo las mismas condiciones, donde IQR es el Rango
Intercuartil por sus siglas en inglés Inter-Quantile Range, de igual manera, SD corresponde a la desviacion
estandar.

Se puede ver que Muestreo Directo y Biseccion muestran los tiempos de ejecuciéon més grandes, lo cual
se debe a que ambos métodos implementan recursividades y una mayor cantidad de operaciones que sus
adversarios, sin embargo, esto lo explicaremos a mayor profundidad en las subsecciones 4.2.1. y 4.2.2. Por
otro lado, Uniformizacion es el método que preserva la media menor asi como la desviacion estandar maés
pequena sin importar la distancia a la que fueron construidos los puentes.

A continuacion en el Cuadro se presentara los estadisticos principales de la variable error para cada
método con respecto a las distintas unidades a las que fueron generados los puentes Markovianos.
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Error Biseccion | Directo | Rechazo | Rechazo Modificado | Uniformizaciéon
Unidad 1
IQR 0.1357 0.1322 0.1352 0.1353 0.1357
Media 0.3019 0.3053 0.3019 0.3018 0.3021
Mediana 0.2978 0.3051 0.2975 0.2982 0.2979
SD 0.0955 0.0959 0.0954 0.0953 0.0955
Unidad 2
IQR 0.1552 0.1595 0.1394 0.1393 0.1399
Media 0.2912 0.3092 0.2839 0.2843 0.2839
Mediana 0.2838 0.3163 0.2824 0.2830 0.2825
SD 0.1020 0.1017 0.0940 0.0940 0.0939
Unidad 5
IQR 0.1575 0.1588 0.1581 0.1576 0.1588
Media 0.3056 0.3466 0.3058 0.3059 0.3056
Mediana 0.3028 0.3454 0.3024 0.3031 0.3028
SD 0.1032 0.1053 0.1035 0.1033 0.1031
Unidad 10
IQR 0.1591 0.1735 0.1593 0.1604 0.1597
Media 0.3101 0.3468 0.3100 0.3103 0.3099
Mediana 0.3059 0.3461 0.3055 0.3057 0.3058
SD 0.1053 0.1167 0.1055 0.1056 0.1053

Cuadro 5.2: Estadisticos de la variable error agrupados por Unidad y Método.

Se puede observar que el comportamiento de la precisién se preserva muy similar en todos los métodos,
sin importar la cantidad de puentes Markovianos que se hayan implementado para reconstruir la trayectoria.

Como se ha visto, Muestreo Directo es una forma de generar puentes Markovianos que cuesta mucho
tiempo maquina, como lo podemos ver en la Figura 5.1

Metodo © Biseccion @ Directe ® Rechazo @ Rechazo Modificado @ Uniformizacion

30000 1

200001

elapsed

10000 4

0.1 0.2 0.3
error

Figura 5.1: Grafico de dispersion sobre los métodos en el caso particular donde Unidad = 1 y el niimero de
estados es 4.
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Por esta razon, se ha considerado conveniente excluir los datos de Muestreo Directo para la Figura [5.2
para que se pueda apreciar con mayor claridad el comportamiento de los métodos bajo las mismas condiciones
y se pueda tener una mejor perspectiva para poder compararlos entre ellos.
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© Biseccion
® Rechazo

® Rechazo Modificado
@ Uniformizacién
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Tiempos de ejecucion
o)
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[N
=
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Figura 5.2: Matriz de dispersion Estados por Unidad por tiempo de ejecucion (elapsed) y error.

Se puede observar que a pesar de que Biseccion no sesga la visualizacion de los datos por su imprecision,
si lo hace por el lado de la eficiencia, ya que al ser un método recursivo se vuelve computacionalmente costoso
a diferencia de sus adversarios Muestreo por Rechazo, Uniformizacion y Muestreo por Rechazo Modificado,
los cuales tienen una distribucién conjunta muy parecida bajo esta vista.

En el Anexo [A] se presentan distintas perspectivas de una matriz de dispersion como la exhibida en la
Figura[5.2] donde se muestra el comportamiento de los 5 métodos estudiados en este proyecto.

A continuacion se hard un anélisis exhaustivo para cada método por separado con el fin de encontrar las
condiciones bajo las cuales cada uno de estos algoritmos se desenvuelve con mayor eficiencia y precision.
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5.2.1. Biseccion

Se comenzara el anélisis con el método de Biseccion presentando en el Cuadro [5.3] algunas de las estadisti-
cas principales, donde se analiza el modelo de manera general, mostrando la eficiencia y precision lograda
por el método independientemente de la Unidad a la que fueron construidos los puentes Markovianos y la
dimensionalidad del generador infinitesimal.

Tiempo Total Tiempo Tiempo
Total (elapsed) Error (system) (user)
IQR 11.383 0.1523 8.492 3.404

Media 15.9998 0.3022 | 7.4076 | 8.5923
Mediana 15.907 0.2973 | 7.5915 8.48
SD 6.6462 0.1018 | 4.7246 | 2.3242

Cuadro 5.3: Estadisticas principales de Biseccion, sin agrupacion.

Se observa que la media y la mediana de las variables referentes a los tiempos de ejecucion (elap-
sed,user,system) son muy similares. El proceso tarda en generar una trayectoria en promedio aproxima-
damente 16 segundos de los cuales el 46 % de este tiempo se demora en ejecutar dentro del ntcleo y el tiempo
restante en procesar las 6rdenes del usuario.

En la Figura[5.3] se comparan las estadisticas de las distintas variables, sin embargo, los estadisticos de la
variable error se pierden en la escala de los tiempos, es por ello que se grafica aparte.

0.30
12 Mediana Media 0.25 Mediana Media
8 0.20
4 variable 45
. a user variable
elapsed
[<] error error
system
IQR sD IQR sD

Figura 5.3: Grafico de radar para Biseccion: Mediana, media, SD e IQR.

Se puede observar en la Figura 5.3 que la desviacion estandar para la variable error es casi nula. Ademés
de que, para las variables de tiempo (user,system), la media de la variable (system) es menor que la de la
variable (user), sin embargo, la volatilidad de system es dos veces mayor.

A continuacién en la Figura se analizara la correlacion entre las variables.
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system

elapsed

Correlacién
Pearson

1.0
- 0.5
0.0

-0.5
- -1.0

user

error

Estados

Unidad 00963 01077

Unidad Estados error user elapsed system

Figura 5.4: Matriz de correlacion Biseccion.

Cabe destacar, que el aumento en dimensionalidad del generador infinitesimal (Estados) repercute ne-
gativamente en la eficiencia y precision del método. Ademas, se observa que la distancia a la que son ge-
nerados los puentes Markovianos (Unidad) tiene una leve correlacion positiva con respecto a las variables
(error,user,elapsed,system). Es decir, que para Biseccion es ligeramente mas costoso generar puentes en dis-
tancias largas que cortas, lo cual, es entendible ya que una distancia mayor implica un mayor nimero de
iteraciones.

Recuérdese que la variable de tiempo (elapsed) esta definida como la suma de las variables de tiempo (sys-
tem, user), y por la informacién que nos brinda la matriz de correlacién de la Figura[A.4]la variable (elapsed)
alcanza a medir la tendencia de ambas variables. Es por ello, que para Biseccién el analisis siguiente sobre la
eficiencia queda en funcion de la variable (elapsed).

El Cuadro brinda las estadisticas principales para la variable (error) bajo las distintas condiciones que
fue sometido el proceso.
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Error 4 5 6 7 8 9 10
Unidad 1
IQR 0.0516 | 0.0515 | 0.0477 | 0.0499 | 0.0553 | 0.0516 | 0.0603
Media 0.1773 | 0.2166 | 0.2639 | 0.2958 | 0.3471 | 0.3562 | 0.4565
Mediana | 0.1754 | 0.215 | 0.2619 | 0.2948 | 0.3453 | 0.3544 | 0.4556
SD 0.0375 | 0.0374 | 0.0364 | 0.0375 | 0.0404 | 0.0382 | 0.0448
Unidad 2
IQR 0.0491 | 0.0533 | 0.0561 | 0.0542 | 0.0572 | 0.067 | 0.0694
Media 0.1539 | 0.2041 | 0.2544 | 0.277 | 0.3245 | 0.3916 | 0.433
Mediana | 0.1515 | 0.2003 | 0.2517 | 0.2741 | 0.3218 | 0.3881 | 0.4292
SD 0.0367 | 0.0402 | 0.042 | 0.0407 | 0.0431 | 0.0509 | 0.052
Unidad 5
IQR 0.0551 | 0.0597 | 0.0642 | 0.0668 | 0.0694 | 0.0748 | 0.0772
Media 0.1687 | 0.2174 | 0.2627 | 0.305 | 0.3494 | 0.3962 | 0.4397
Mediana | 0.1654 | 0.2134 | 0.2583 | 0.3006 | 0.3445 | 0.3913 | 0.4336
SD 0.0417 | 0.0452 | 0.0483 | 0.0505 | 0.0527 | 0.0569 | 0.0586
Unidad 10
IQR 0.0579 | 0.061 | 0.0651 | 0.0679 | 0.0721 | 0.0759 | 0.0831
Media 0.175 | 0.2188 | 0.2657 | 0.3077 | 0.3549 | 0.3975 | 0.4508
Mediana | 0.1714 | 0.2148 | 0.2606 | 0.3029 | 0.3493 | 0.3916 | 0.4435
SD 0.044 | 0.0458 | 0.0499 | 0.0516 | 0.0554 | 0.0578 | 0.0637

Cuadro 5.4: Estadisticos de la variable error para Biseccion, agrupados por Unidad y dimensionalidad del GI
(generador infinitesimal).

Estados: Si se leen las estadisticas del Cuadro de izquierda a derecha se observa un aumento progre-
sivo en cada una de las distintas estadisticas mostradas para cada una de las diferentes Unidades.

Unidad: Por otro lado, al comparar las estadisticas de forma vertical, podemos observar que la precision
media del método cuando los puentes son construidos cada dos unidades es mayor en un 5.0%, 5.7 %, 7.3%
promedio para las Unidades 1, 5 y 10 respectivamente.

Con el fin de precisar las observaciones de la Figura[A.4] dentro del Cuadro[5.5|se mostraran las estadisticas

principales para la variable tiempo de ejecucion (elapsed) bajo las distintas condiciones que fue sometido el
proceso.
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Tiempo 4 5 6 7 8 9 10
Unidad 1
IQR 1.2243 | 1.2553 | 5.2632 5.5820 6.8725 8.1790 | 10.0247
Media 8.0093 | 9.5901 | 17.4454 | 20.7869 | 24.6675 | 21.4887 | 20.1021
Mediana | 7.9070 | 9.4945 | 17.2550 | 20.0600 | 23.1455 | 21.1365 | 20.4460
SD 1.0155 | 1.1462 | 3.9263 3.2954 3.9758 6.2476 5.2245
Unidad 2
IQR 1.0560 | 1.3832 | 3.9490 5.1340 4.8967 1.4622 1.5335
Media 6.9535 | 8.1645 | 15.7318 | 16.7229 | 20.2090 | 10.9017 | 12.4679
Mediana | 6.9330 | 8.0300 | 15.3410 | 16.2995 | 19.4650 | 10.7690 | 12.3580
SD 0.8328 | 1.1444 | 2.5575 3.5771 3.0241 1.2637 1.4126
Unidad 5
IQR 1.2943 | 1.2750 | 4.4323 6.0338 6.0380 4.9485 6.0350
Media 7.6376 | 8.5462 | 16.6805 | 17.9333 | 22.2762 | 16.9897 | 23.0919
Mediana | 7.5270 | 8.4660 | 16.1135 | 18.1905 | 21.3215 | 16.4280 | 22.0645
SD 1.0857 | 1.0738 | 2.7938 4.7027 3.6218 3.9128 3.5082
Unidad 10
IQR 1.4593 | 1.4162 | 4.6930 5.5030 5.8810 6.1415 6.3935
Media 8.2903 | 9.2246 | 17.7707 | 21.5724 | 23.6510 | 16.1740 | 24.9142
Mediana | 8.1470 | 9.0840 | 17.2250 | 20.6175 | 22.8660 | 14.9100 | 23.8605
SD 1.2218 | 1.3769 | 2.9447 3.4283 3.4614 4.4398 3.6819

Cuadro 5.5: Estadisticos de la variable tiempo total (elapsed) para Biseccion, agrupadas por Unidad y di-
mensionalidad del GI.

Estados: Al observar los estadisticos del Cuadro de izquierda a derecha no se puede precisar que
existe un decremento de la eficiencia conforme aumenta la dimensionalidad del generador infinitesimal.

Unidad Por otra parte, al comparar las estadisticas de forma vertical, podemos confirmar que la eficiencia
media del método cuando los puentes son construidos cada dos unidades de tiempo es mayor en un 35.5%
34.2% 25.6 % en promedio para las Unidades 1, 10 y 5 respectivamente.

Asi que, para Biseccion el aumento en la dimensionalidad del generador infinitesimal repercute negativa-
mente en su métrica de precision. No obstante, en cuanto a su eficiencia no es posible asegurar que una mayor
dimension en el generador infinitesimal implique un mayor tiempo de ejecucion, por otro lado, con base en lo
observado, una Unidad de tiempo intermedia para construir el puente Markoviano que sea aproximadamente
2 veces el inverso de la tasa, parece adecuado, para conservar una eficiencia y precision 6ptima.

Se sugiere revisar el Anexo va que se profundiza el anélisis mediante un grafico de caja para las
variables Error y tiempo de ejecucion (elapsed), ademés de una matriz de dispersion que permite observar
las distribuciones de ambas variables.

5.2.2. Muestreo Directo

En la presente subseccion se analizard el método de Muestreo Directo, iniciando por mostrar las principa-
les estadisticas de las variables registradas en el proceso calculadas en el Cuadro independientemente
de la dimensionalidad del generador infinitesimal y de la Unidad a la que fueron construidos los puentes
Markovianos.
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Tiempo Total Tiempo Tiempo
Total (elapsed) Error (system) (user)
IQR 1877.5265 0.1569 | 653.2635 | 1548.612

Media 2805.1129 0.3273 | 833.1362 | 1972.0248
Mediana | 2658.154 0.3256 | 502.411 1787.596
SD 1318.0001 0.1072 | 1061.251 | 930.725

Cuadro 5.6: Estadisticos totales de Muestreo Directo, sin agrupacion.

El presente método muestra que en promedio tarda 2805,11 segundos en procesar una trayectoria comple-
ta, de los cuales 70 % de ese tiempo tarda en procesar las 6rdenes del usuario y el resto en ejecutarlas dentro
del nicleo.

La media y la mediana de la variable error se puede redondear en 0,33.

0.30
: i Mediana Media
2000 Mediana N:Iedla 0.25
0.20
1000 variable
0.15 .
g user variable
elapsed
error error
system
IQR SD QR sD

Figura 5.5: Grafico de radar para Muestreo Directo: Mediana, media, SD e IQR.

Notese en la Figura las variables de tiempo (elapsed,system) muestran una desviacion estandar muy
grande, lo cual se puede interpretar como que después de procesar las 6rdenes del usuario al servidor le fue
muy costoso ejecutarlas debido a que este método necesita la descomposicion espectral del generador infini-
tesimal para realizar una serie de calculos con los eigenvalores. Ademaés, para calcular el tiempo de estancia
en un estado, el algoritmo utiliza un buscador de raiz numérica, el cual, dependiendo del intervalo que se le
dé, en ocasiones necesita muchos intentos para aproximar el valor que solucione la ecuacién. No obstante, es
necesario recordar que los tiempos de ejecucion dependen del servidor que las ejecute y, en este caso, también
un saturamiento del servidor por la cantidad de usuarios puede causar estas deficiencias en los tiempos.

Sin embargo, cabe senalar que para Muestreo Directo los estadisticos que miden la precisién, muestran
una desviacion estandar casi nula con una media y mediana extremadamente cercanas, es decir, que Muestreo

Directo a pesar de ser muy costoso no muestra mayor volatilidad en su precision.

A continuacién con la Figura [5.6] se analizara la correlacion entre las variables.
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Figura 5.6: Matriz de correlacién del Muestreo Directo

Se puede ver que, al aumentar la dimensionalidad del generador infinitesimal (Estados), aumenta la im-
precision del método. En cuanto a la eficiencia del método cabe senalar que a mayor dimension del generador
infinitesimal, el proceso tarda més tiempo en compilar las érdenes del usuario, sin embargo, al momento
de ejecutarlas en el nicleo, la variable de tiempo (system) es inversamente proporcional a la dimensiona-
lidad, es decir, tarda mas cuando la dimensiéon es menor. Como se vio en la Figura la desviacion de
la variable de tiempo (system) tiene méas peso, es por ello su correlacion con la variable elapsed se muestra
con una correlacion mayor que con respecto a (user), en el Anexo se analiza a mayor detalle lo sucedido.

Con la evidencia anterior, se infiere que la variable de tiempo (system) no es consistente con respecto
a la variable de tiempo (user), esto por su correlaciéon negativa con la variable de dimensionalidad (Esta-
dos). Esta inconsistencia puede existir debido a una falla en el servidor o saturacion del mismo, ademés
que al momento no se puede asegurar que la implementacién del algoritmo se haya realizado al minimo nivel
de complejidad, asi que solo para este método ocuparemos la variable de tiempo (user) para medir la eficiencia.

Bajo esta perspectiva, la variable Unidad a la que son construidos los puentes Markovianos, podemos ver
que entre més grande sea esta variable el proceso presenta un ligero deterioro en su eficiencia, ademés de

verse afectada negativamente su precision.

A continuacion en el Cuadro [5.7] se analizara los estadisticos resultantes para la variable error con cada
Unidad y Estados que fue realizado el experimento.
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Error 4 5 6 7 8 9 10
Unidad 1
IQR 0.0444 | 0.0492 | 0.0489 | 0.0536 | 0.0518 | 0.0505 | 0.0610
Media 0.1696 | 0.1957 | 0.2571 | 0.3236 | 0.3150 | 0.3549 | 0.4577
Mediana | 0.1672 | 0.1940 | 0.2548 | 0.3212 | 0.3129 | 0.3530 | 0.4563
SD 0.0326 | 0.0364 | 0.0363 | 0.0402 | 0.0386 | 0.0376 | 0.0458
Unidad 2
IQR 0.0542 | 0.0529 | 0.0667 | 0.0682 | 0.0636 | 0.0671 | 0.0696
Media 0.1700 | 0.2002 | 0.2918 | 0.3275 | 0.3412 | 0.3987 | 0.4347
Mediana | 0.1674 | 0.1973 | 0.2878 | 0.3235 | 0.3375 | 0.3946 | 0.4314
SD 0.0407 | 0.0390 | 0.0496 | 0.0502 | 0.0477 | 0.0511 | 0.0514
Unidad 5
IQR 0.0808 | 0.0722 | 0.0804 | 0.0923 | 0.0811 | 0.0944 | 0.0871
Media 0.2380 | 0.2390 | 0.2950 | 0.3753 | 0.3727 | 0.4426 | 0.4589
Mediana | 0.2325 | 0.2336 | 0.2884 | 0.3692 | 0.3672 | 0.4356 | 0.4522
SD 0.0607 | 0.0544 | 0.0606 | 0.0691 | 0.0612 | 0.0723 | 0.0659
Unidad 10
IQR 0.0670 | 0.0727 | 0.0873 | 0.0914 | 0.0859 | 0.1074 | 0.0910
Media 0.1952 | 0.2457 | 0.3092 | 0.3628 | 0.3813 | 0.4657 | 0.4680
Mediana | 0.1908 | 0.2404 | 0.3016 | 0.3565 | 0.3741 | 0.4569 | 0.4617
SD 0.0513 | 0.0545 | 0.0666 | 0.0680 | 0.0646 | 0.0827 | 0.0692

Cuadro 5.7: Estadisticos de la variable error para Muestreo Directo agrupados por Unidad y dimensionalidad
del GI.

FEstados: Si pasamos la vista de izquierda a derecha sobre las estadisticas del Cuadro podemos ob-
servar un aumento progresivo en la media y la mediana del error, sin embargo, cabe destacar lo pequena que
es la desviaciéon estandar y el rango intercuartil bajo cualquier condicién.

Unidad Por otro lado, al comparar las estadisticas del Cuadro de forma vertical, existe un error pro-
medio, rango intercuartil y desviacién estdndar menores cuando se construyen puentes sobre la trayectoria
cada 1 unidad, particularmente, la media del error es menor en un 4.7 %, 19.5 %, y 18.2% para las Unidades
2,5 y 10 respectivamente.
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Tiempo 4 5 6 7 8 9 10
Unidad 1
IQR 289.412 143.944 261.444 321.718 385.239 405.613 452.807
Media 1,672.2612 | 988.3958 1,222.2366 | 1,631.5299 | 2,123.3249 | 2,643.0942 | 3,242.5153
Mediana 1,663.968 1,009.700 1,227.698 1,633.178 2,141.152 2,642.910 3,247.160
SD 213.5311 108.8526 158.2488 196.6074 255.6421 270.7880 313.5174
Unidad 2
IQR 100.993 132.355 253.499 317.092 386.121 404.218 459.770
Media 749.2441 1,037.4187 | 1,209.4916 | 1,634.6944 | 2,161.6822 | 2,689.5059 | 3,289.4898
Mediana 759.814 1,054.042 1,212.258 1,639.446 2,160.584 2,687.744 3,284.458
SD 76.3762 103.6388 156.7522 203.1011 247.7106 272.6192 318.0418
Unidad 5
IQR 132.551 123.744 264.708 353.012 394.318 446.988 477.963
Media 812.3554 | 1,102.0156 | 1,323.9464 | 1,791.3467 | 2,345.3263 | 2,907.9886 | 3,548.1032
Mediana 831.772 1,112.248 1,323.050 1,797.410 2,348.188 2,906.124 3,550.738
SD 98.3592 92.8935 166.0264 217.9300 258.4680 292.4427 336.0319
Unidad 10
IQR 106.328 294.000 283.818 368.441 405.679 499.701 495.339
Media 849.5653 | 1,215.6458 | 1,425.3951 | 1,935.0697 | 2,531.5611 | 3,134.1957 | 3,819.9079
Mediana 864.858 1,275.224 1,423.734 1,940.710 2,537.024 3,136.514 3,821.182
SD 85.7372 196.2248 177.3091 231.7841 274.8315 330.2344 348.6664

Cuadro 5.8: Estadisticos de la variable tiempo (user) para Muestreo Directo agrupadas por Unidad y dimen-
sionalidad del GI.

Estados: Si se leen las estadisticas del Cuadro de izquierda a derecha se percibe un aumento pro-
gresivo en las distintas estadisticas con excepcion de la desviacion estandar para cada una de las diferentes
Unidades.

Unidad Por otra parte, al comparar las estadisticas de forma vertical, la eficiencia del método es mayor
conforme aumenta la distancia a la que se construye el puente.

Asi que, para Muestreo Directo el aumento en la dimensionalidad del generador infinitesimal repercute
negativamente en sus métricas de eficiencia y precision, basados en lo observado este método es mas eficiente
y preciso cuando realiza puentes cada 1 Unidad.

Se exhorta a revisar el Anexo va que se profundiza el analisis mediante un grafico de caja para
las variables Error, tiempo de ejecucion (system) y tiempo de ejecucion (user), ademéas de una matriz de
dispersién que permite observar las distribuciones de las variables error y tiempo de ejecucion (user).

5.2.3.

Para iniciar con el analisis de este método se mostraran algunas de las estadisticas principales, donde se
analiza el modelo de manera general, mostrando la eficiencia y precision lograda por el método independien-
temente de la Unidad a la que fueron construidos los puentes Markovianos y la dimensionalidad del generador
infinitesimal.

Muestreo por Rechazo
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Total Ti?:g);s;l:ic;tal Error (Z ;‘:Itlgr?) Tzij;}so
IQR 1.364 0.1478 | 0.422 0.992
Media 1.9828 0.3004 | 0.4237 | 1.5592
Mediana | 1.657 0.2965 | 0.34 1.324
SD 1.1737 0.1002 | 0.356 0.8987

Cuadro 5.9: Estadisticos totales de Muestreo por Rechazo, sin agrupacién.

El Cuadro es un resumen general del comportamiento del método donde se muestra que la media y la
mediana del error se pueden redondear en 0,30, lo cual, bajo esta perspectiva indica una tendencia a que el

error sigue una distribucion simétrica. También notese que el método tarda 78 % del tiempo procesando las
instrucciones del usuario (user) y el tiempo total (elapsed) muestra una media de 2 segundos.

15 Mediana Media

1.0 ‘."‘.

|

\ variable
I‘ V user

| [*] elapsed
| / [<] error

! / system

|

IQR sSD

Figura 5.7: Grafico de radar para Muestreo por Rechazo: Mediana, media, SD e IQR.

A diferencia de los métodos anteriores, en este caso fue posible comparar las estadisticas principales de

todas las variables dentro de un mismo grafico de radar (Figura [A.3), por ende es sencillo apreciar que la
variable error tiene muy poca volatilidad y su media indica que en general tiene una precision y eficiencia
elevada.

Ahora en la Figura [5.8] se analizara la correlacion entre las variables:
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Figura 5.8: Matriz de correlaciéon para Muestreo por Rechazo

De manera general el tiempo total (elapsed) tiene una correlacion alta de 0.83 y 0.97 con tiempo (system)
y (user) respectivamente, asi que tomaremos esta variable para referirnos a la eficiencia del algoritmo. Ademas
no hay que olvidar que elapsed = system + user.

La unidad a las que son generados los puentes Markovianos tiene correlacién negativa con respecto a los
tiempos de ejecucion (elapsed, user, system), lo que implica que de manera general el algoritmo tarda menos
tiempo cuando la distancia a la que se construyen los puentes es mayor. Asimismo, notese que el error y la
unidad de tiempo de los puentes tienen una correlacion cercana a 0, lo que se interpreta que la precisiéon no
es afectada si se tiene poca informacion sobre la trayectoria.

Cabe senalar, que cuando aumenta el nimero de estados se ve afectada directamente la precision y los
tiempos de ejecucion. Lo que es natural ya que al aumentar la dimension del generador infinitesimal, por

ende se incrementa el nimero de pardmetros a estimar.

El Cuadro brinda las estadisticas principales para la variable (error) bajo las distintas condiciones
que fue sometido el proceso.
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Error 4 5 6 7 8 9 10
Unidad 1
IQR 0.0518 | 0.0511 | 0.0485 | 0.0514 | 0.0553 | 0.0508 | 0.0605
Media 0.1773 | 0.2168 | 0.2637 | 0.2959 | 0.3475 | 0.3555 | 0.4567
Mediana 0.1756 | 0.2149 | 0.2621 | 0.2947 | 0.3464 | 0.3534 | 0.4562
SD 0.0377 | 0.0374 | 0.0361 | 0.0377 | 0.0407 | 0.0378 | 0.044
Unidad 2
IQR 0.0492 | 0.0541 | 0.055 0.0554 | 0.0592 | 0.0572 | 0.065
Media 0.1533 | 0.204 0.2534 | 0.2775 | 0.3255 | 0.3557 | 0.418
Mediana 0.1506 | 0.2006 | 0.2505 | 0.2741 | 0.3221 | 0.3529 | 0.4146
SD 0.0369 | 0.0401 | 0.0414 | 0.0409 | 0.0438 | 0.043 0.0487
Unidad 5
IQR 0.056 0.0596 | 0.0639 | 0.0655 | 0.0696 | 0.0741 | 0.0773
Media 0.1689 | 0.2171 | 0.2631 | 0.3051 | 0.3493 | 0.3969 | 0.4404
Mediana 0.1652 | 0.2132 | 0.2588 | 0.2999 | 0.3445 | 0.3928 | 0.4347
SD 0.0419 | 0.0452 | 0.0482 | 0.0504 | 0.0534 | 0.0559 | 0.0597
Unidad 10
IQR 0.0574 | 0.0614 | 0.0648 | 0.0684 | 0.0721 | 0.0742 | 0.0836
Media 0.175 0.2184 | 0.2655 | 0.3063 | 0.3548 | 0.3989 | 0.4511
Mediana 0.1709 | 0.2142 | 0.261 0.3017 | 0.3501 | 0.393 0.4451
SD 0.0438 | 0.046 0.0491 | 0.0512 | 0.0546 | 0.0574 | 0.0642

Cuadro 5.10: Estadisticos de la variable error para Muestreo por Rechazo agrupados por Unidad y dimensio-
nalidad del GI.

Estados: Si se leen las estadisticas del Cuadro de izquierda a derecha se observa un aumento pro-
gresivo en cada una de las distintas estadisticas de la variable error mostradas para cada una de las diferentes
Unidades.

Unidad: Por otra parte, al comparar las estadisticas de forma vertical, nétese que la imprecision del
método es levemente mayor 6.9 %, 7.8 %, 9.3 % para las Unidades (1, 5, 10), respectivamente, en comparacion

con la Unidad 2.

Ahora, en el Cuadro se muestra las estadisticas principales para la variable tiempo de ejecucién
(elapsed) bajo las distintas condiciones que fue sometido el proceso.

Seccion 5.2. GENERADOR INFINITESIMAL: MAXIMA VARIANZA Pagina 40



CAPITULO 5. COMPARACION POR OPTIMACION

Tiempo 4 5 6 7 8 9 10
Unidad 1
IQR 0.2600 | 0.3560 | 0.4092 | 0.4345 | 0.6200 | 0.7463 | 0.8050
Media 1.3743 | 1.7897 | 2.2401 | 2.7636 | 3.4013 | 4.2968 | 5.0069
Mediana | 1.3500 | 1.7425 | 2.1950 | 2.7255 | 3.3390 | 4.1830 | 4.9290
SD 0.1928 | 0.2754 | 0.3220 | 0.3431 | 0.4623 | 0.6474 | 0.6372
Unidad 2
IQR 0.2460 | 0.2830 | 0.3530 | 0.4170 | 0.5002 | 0.6793 | 0.8330
Media 1.1191 | 1.4782 | 1.8783 | 2.2809 | 2.7516 | 3.5042 | 4.1407
Mediana 1.094 1.452 1.838 2.248 2.699 3.437 4.039
SD 0.1810 | 0.2097 | 0.2717 | 0.3195 | 0.3932 | 0.5290 | 0.6781
Unidad 5
IQR 0.2280 | 0.2690 | 0.3440 | 0.3850 | 0.4100 | 0.5650 | 0.6423
Media 0.8952 | 1.1685 | 1.4562 | 1.7763 | 2.0857 | 2.6157 | 3.0161
Mediana | 0.8610 | 1.1390 | 1.4120 | 1.7280 | 2.0620 | 2.5600 | 2.9475
SD 0.1821 | 0.2023 | 0.2667 | 0.3019 | 0.3097 | 0.4294 | 0.5091
Unidad 10
IQR 0.2190 | 0.2750 | 0.2880 | 0.3580 | 0.3680 | 0.6180 | 0.5902
Media 0.8011 | 1.0214 | 1.2676 | 1.5284 | 1.7445 | 2.2801 | 2.4934
Mediana | 0.7770 | 0.9830 | 1.2460 | 1.4980 | 1.7220 | 2.2115 | 2.4550
SD 0.1615 | 0.2168 | 0.2166 | 0.2724 | 0.2759 | 0.4685 | 0.4429

Cuadro 5.11: Estadisticos de la variable tiempo total (elapsed) para Muestreo por Rechazo agrupados por
Unidad y dimensionalidad del GI.

Estados: Si se leen las estadisticas del Cuadro de izquierda a derecha se puede observar un aumento
progresivo las distintas estadisticas.

Unidad Por otro lado, al comparar las estadisticas de forma vertical, ndtese que la eficiencia del método
es mayor conforme aumenta la distancia a la que se construye el puente. Hay que recordar que Muestreo por
Rechazo es menos eficiente cuando la distancia del puente Markoviano es menor, ya que es mas probable que
rechace un namero mayor de trayectorias [12].

Los graficos que permiten visualizar a detalle el comportamiento de las medidas contenidas en los Cuadros

y se encuentran en el Anexo

Asi que, para Muestreo por Rechazo, el aumento en la dimensionalidad del generador infinitesimal, aunado
a la disminucioén de la distancia a la que es construida el puente, repercute negativamente en sus métricas de
eficiencia y precisiéon, con base en lo observado. Una Unidad de tiempo intermedia para construir el puente
Markoviano que sea aproximadamente 2 veces el inverso de la tasa, parece adecuado, ya que bajo estos
parametros se obtuvo la mejor precision.

5.2.4. Muestreo por Rechazo Modificado

Se procede en la presente subseccion a realizar el anéalisis para Muestreo por Rechazo Modificado, en
el Cuadro se muestran los estadisticos correspondientes a las variables (user, elapsed,system, error),
donde se analiza el modelo de manera general, mostrando la eficiencia y precisiéon lograda por el método
independientemente de la Unidad a la que fueron construidos los puentes Markovianos y la dimensionalidad
del generador infinitesimal.
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Tiempo Total Tiempo Tiempo

Total (elapsed) Error (system) (user)
IQR 1.458 0.1481 0.482 1.076
Media 2.2206 0.3006 | 0.4883 | 1.7324
Mediana 1.965 0.297 0.395 1.552
SD 1.1299 0.1001 | 0.3965 | 0.8304

Cuadro 5.12: Estadisticos principales de Rechazo Modificado, sin agrupacion.

El presente método muestra que en promedio tarda 2,2 segundos en procesar una trayectoria completa,
de los cuales 77 % de ese tiempo tarda en procesar las 6rdenes del usuario y el resto en ejecutarlas. La media
y la mediana de la variable error se puede redondear en 0,30.

2.0
Mediana Media
15
1.0
05 variable
user
[¢] elapsed
[] error
system
IQR SD

Figura 5.9: Grafico de Radar Rechazo Modificado: Mediana, media, SD e IQR.

La Figura [5.9 muestra como la media es ligeramente superior a la mediana para los tiempos de ejecucion
(elapsed,user, system). Muestra también que la desviacion estandar del tiempo de ejecucion total (elapsed)
se encuentra por encima del de las deméas variables. Ademés, la desviacion estandar y el rango intercuartil

de la variable error se encuentran muy cercanas a cero, esto tltimo indica que la imprecisiéon de este modelo
no presenta mayor volatilidad.

A continuacion se analizara la matriz de correlacién resultante para este método.
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Figura 5.10: Matriz de correlacién Rechazo Modificado

La Figura [5.10| permite observar que existe una correlacioén casi nula entre la Unidad y el error, pero una
correlacion negativa entre la eficiencia y la Unidad, lo cual lo cual se interpreta como que las distancias a las
que son construidos los puentes no danan su imprecisioén pero si aumentan su eficiencia. Sin embargo, se puede
observar que cuando aumenta la dimensionalidad del generador infinitesimal (Estados) aumenta también la
imprecision del método y la ineficiencia, esta consecuencia se ve reflejada también en la correlacion positiva
entre los tiempos (elapsed, user, system) y el error. No obstante, serfa una interpretacion incorrecta decir que
a mayor ineficiencia mayor error.

A continuacion, con el Cuadro [5.13] se analizara los estadisticos resultantes para cada Unidad y Estados
que fue realizado el experimento.
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CAPITULO 5. COMPARACION POR OPTIMACION

Error 4 5 6 7 8 9 10
Unidad 1
IQR 0.0513 | 0.0513 | 0.0496 | 0.0524 | 0.0554 | 0.0518 | 0.0605
Media 0.1776 | 0.2167 | 0.2638 | 0.2961 | 0.3470 | 0.3554 | 0.4562
Mediana | 0.1755 | 0.2155 | 0.2624 | 0.2947 | 0.3453 | 0.3534 | 0.4554
SD 0.0375 | 0.0378 | 0.0369 | 0.0379 | 0.0401 | 0.0379 | 0.0446
Unidad 2
IQR 0.0498 | 0.0529 | 0.0554 | 0.0546 | 0.0580 | 0.0568 | 0.0639
Media 0.1541 | 0.2040 | 0.2544 | 0.2771 | 0.3262 | 0.3553 | 0.4188
Mediana | 0.1511 | 0.2007 | 0.2507 | 0.2741 | 0.3227 | 0.3518 | 0.4154
SD 0.0375 | 0.0403 | 0.0422 | 0.0407 | 0.0438 | 0.0430 | 0.0485
Unidad 5
IQR 0.0553 | 0.0586 | 0.0628 | 0.0656 | 0.0701 | 0.0748 | 0.0772
Media 0.1687 | 0.2173 | 0.2626 | 0.3060 | 0.3503 | 0.3959 | 0.4405
Mediana | 0.1653 | 0.2140 | 0.2583 | 0.3017 | 0.3455 | 0.3906 | 0.4354
SD 0.0417 | 0.0451 | 0.0482 | 0.0499 | 0.0530 | 0.0559 | 0.0585
Unidad 10
IQR 0.0582 | 0.0611 | 0.0652 | 0.0677 | 0.0726 | 0.0753 | 0.0810
Media 0.1753 | 0.2177 | 0.2657 | 0.3070 | 0.3562 | 0.3995 | 0.4504
Mediana | 0.1712 | 0.2138 | 0.2616 | 0.3020 | 0.3507 | 0.3950 | 0.4438
SD 0.0439 | 0.0457 | 0.0498 | 0.0510 | 0.0554 | 0.0578 | 0.0633

Cuadro 5.13: Estadisticos de la variable error para Muestreo por Rechazo Modificado, agrupados por Unidad
y dimensionalidad del GI.

Estados: Si se pasa la vista sobre las estadisticas del Cuadro de izquierda a derecha , se puede notar
un aumento progresivo, en cada una de éstas.

Unidad Por otro lado, al comparar las estadisticas de forma vertical, existe un error promedio menor en
un 0.18 % cuando se construyen puentes sobre la trayectoria cada dos unidades.

Ahora, dentro del Cuadro se muestran las estadisticas principales para la variable tiempo de ejecuciéon
(elapsed) bajo las distintas condiciones que fue sometido el proceso.
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CAPITULO 5. COMPARACION POR OPTIMACION

Tiempo 4 5 6 7 8 9 10
Unidad 1
IQR 0.2600 | 0.3560 | 0.4092 | 0.4345 | 0.6200 | 0.7463 | 0.8050
Media 1.3743 | 1.7897 | 2.2401 | 2.7636 | 3.4013 | 4.2968 | 5.0069
Mediana | 1.3500 | 1.7425 | 2.1950 | 2.7255 | 3.3390 | 4.1830 | 4.9290
SD 0.1928 | 0.2754 | 0.3220 | 0.3431 | 0.4623 | 0.6474 | 0.6372
Unidad 2
IQR 0.2460 | 0.2830 | 0.3530 | 0.4170 | 0.5002 | 0.6793 | 0.8330
Media 1.1191 | 1.4782 | 1.8783 | 2.2809 | 2.7516 | 3.5042 | 4.1407
Mediana 1.094 1.452 1.838 2.248 2.699 3.437 4.039
SD 0.1810 | 0.2097 | 0.2717 | 0.3195 | 0.3932 | 0.5290 | 0.6781
Unidad 5
IQR 0.2280 | 0.2690 | 0.3440 | 0.3850 | 0.4100 | 0.5650 | 0.6423
Media 0.8952 | 1.1685 | 1.4562 | 1.7763 | 2.0857 | 2.6157 | 3.0161
Mediana | 0.8610 | 1.1390 | 1.4120 | 1.7280 | 2.0620 | 2.5600 | 2.9475
SD 0.1821 | 0.2023 | 0.2667 | 0.3019 | 0.3097 | 0.4294 | 0.5091
Unidad 10
IQR 0.2190 | 0.2750 | 0.2880 | 0.3580 | 0.3680 | 0.6180 | 0.5902
Media 0.8011 | 1.0214 | 1.2676 | 1.5284 | 1.7445 | 2.2801 | 2.4934
Mediana | 0.7770 | 0.9830 | 1.2460 | 1.4980 | 1.7220 | 2.2115 | 2.4550
SD 0.1615 | 0.2168 | 0.2166 | 0.2724 | 0.2759 | 0.4685 | 0.4429

Cuadro 5.14: Estadisticos de la variable tiempo total (elapsed) para Muestreo por Rechazo Modificado,
agrupados por Unidad y dimensionalidad del GI.

Estados: Si se leen las estadisticas del Cuadro de izquierda a derecha se observa un aumento pro-
gresivo en las distintas estadisticas de la variable tiempo.

Unidad Sin embargo, al comparar las estadisticas de forma vertical, cabe senalar, que la eficiencia del
método es mayor conforme aumenta la distancia a la que se construye el puente.

Asi que, para Muestreo por Rechazo Modificado, el aumento en la dimensionalidad del generador infinite-
simal repercute negativamente en sus métricas de eficiencia y precision, basados en lo observado una Unidad
de tiempo intermedia para construir el puente Markoviano que sea aproximadamente 2 veces el inverso de la
tasa, parece adecuado para mantener una eficiencia y precision o6ptima.

Se sugiere ir al Anexo ya que en dicha seccion se profundiza sobre el analisis mediante un grafico de
caja paralas variables Error, tiempo de ejecucion (elapsed), ademas de una matriz de dispersion que permite
observar las distribuciones de las variables error y tiempo de ejecucion (elapsed).

5.2.5. Uniformizacion

Se comenzara el andlisis de Uniformizacién con algunas de las estadisticas principales de cada una de
las variables numéricas, donde se analiza el modelo de manera general, mostrando la eficiencia y precision
lograda por el método independientemente de la Unidad a la que fueron construidos los puentes Markovianos
y la dimensionalidad del generador infinitesimal.
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CAPITULO 5. COMPARACION POR OPTIMACION

Total Ti?:g);s;l:ic;tal Error (Z ;‘Zifr?) T?E;}SO
IQR 2.316 0.1482 | 1.113 1.564
Media 2.3134 0.3004 | 0.8857 | 1.4278
Mediana | 1.718 0.2967 | 0.52 1.272
SD 1.7778 0.1001 | 1.0881 0.9117

Cuadro 5.15: Estadisticos principales de Uniformizacion, sin agrupaciéon

El Cuadro es una sintesis del comportamiento del método de Uniformizaciéon por variables, notese
que la desviacion estandar de las variables, en general, es considera con respecto a su mediana por lo que los
datos tienen una volatilidad considerable, también se observa que la media y la mediana del error se puede
redondear en 0,30, esto quiere decir que el error sigue una tendencia de una distribucién simétrica.

2.0
Mediana Media
1.5
1.0
05 variable
user
[+] elapsed
[+] error
system
IQR sSD

Figura 5.11: Grafico de Radar Uniformizacion: Mediana, media, SD e IQR.

Se puede notar en la Figura[5.11] qué tan distintas son la media y la mediana para las variables del tiempo
de ejecucion (user, elapsed, system). Sin embargo, Uniformizacion es un método eficiente ya que, con un
promedio de 2.31 segundos, termina de generar la trayectoria, de los cuales el 61 % de este tiempo tarda en
procesar las érdenes del usuario y el resto en ejecutarlas dentro del nicleo.

A continuacion, en la Figura [5.12] se observa como se correlacionan las distintas variables.
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CAPITULO 5. COMPARACION POR OPTIMACION

system
e .
Correlacion
user Pearson
s
0.5
00
error 0.0186 0.0128 0.0053 05
o,
Estados 0.0265
Unidad -0.4416

Unidad Estados error  user elapsed system

Figura 5.12: Correlaciéon Uniformizacion

Se puede observar en la Figura [5.12] que existe una correlaciéon positiva alta de 0.87 entre la impreci-
sion y el nimero de estados, es decir, entre mas parametros tenga el generador infinitesimal, més impreci-
sién presentard, lo cual es algo normal. No obstante, existe una correlaciéon negativa relativamente alta de
—0,44,—0,69, —0,82 entre los tiempos de ejecucion (system,elapsed,user), respectivamente, y la Unidad a la
que son construidos los puentes Markovianos, es decir, este método es méas rapido cuando menos puentes
Markovianos debe construir para reproducir la trayectoria.

Notese ademas algo que no se habia presentado en ningin método anteriormente analizado: existe una co-
rrelacion cercana a 0 entre los tiempos de ejecucion (system,user,elapsed) y la dimensionalidad del generador
infinitesimal (Estados), lo cual ocasiona que el error tampoco se correlacione con las variables del tiempo. Es
decir, que la dimensionalidad del generador infinitesimal no tiene mayor efecto en la eficiencia del método.

En seguida, dentro del Cuadro [5.16] se muestran los estadisticos de la variable error bajo las distintas
condiciones que fue sometido el proceso.
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CAPITULO 5. COMPARACION POR OPTIMACION

Error 4 5 6 7 8 9 10
Unidad 1
IQR 0.0510 | 0.0512 | 0.0495 | 0.0507 | 0.0546 | 0.0515 | 0.0613
Media 0.1777 | 0.2172 | 0.2637 | 0.2957 | 0.3471 | 0.3567 | 0.4569
Mediana 0.1761 | 0.2161 | 0.2621 | 0.2939 | 0.3462 | 0.3549 | 0.4556
SD 0.0374 | 0.0373 | 0.0368 | 0.0377 | 0.0403 | 0.0381 | 0.0449
Unidad 2
IQR 0.0490 | 0.0543 | 0.0559 | 0.0533 | 0.0574 | 0.0575 | 0.0639
Media 0.1536 | 0.2041 | 0.2532 | 0.2770 | 0.3250 | 0.3557 | 0.4186
Mediana 0.1505 | 0.2005 | 0.2499 | 0.2740 | 0.3219 | 0.3531 | 0.4149
SD 0.0368 | 0.0407 | 0.0418 | 0.0402 | 0.0434 | 0.0427 | 0.0487
Unidad 5
IQR 0.0559 | 0.0592 | 0.0637 | 0.0653 | 0.0689 | 0.0748 | 0.0748
Media 0.1696 | 0.2166 | 0.2616 | 0.3062 | 0.3487 | 0.3969 | 0.4396
Mediana 0.1661 | 0.2124 | 0.2576 | 0.3013 | 0.3437 | 0.3925 | 0.4340
SD 0.0420 | 0.0451 | 0.0479 | 0.0505 | 0.0527 | 0.0566 | 0.0577
Unidad 10
IQR 0.0573 | 0.0608 | 0.0665 | 0.0678 | 0.0710 | 0.0744 | 0.0824
Media 0.1754 | 0.2180 | 0.2650 | 0.3077 | 0.3542 | 0.3979 | 0.4511
Mediana 0.1717 | 0.2138 | 0.2601 | 0.3025 | 0.3485 | 0.3928 | 0.4445
SD 0.0437 | 0.0458 | 0.0498 | 0.0517 | 0.0552 | 0.0571 | 0.0633

Cuadro 5.16: Estadisticos principales de la variable error para Uniformizacién, agrupados por Unidad y

dimensionalidad del GI.

Estados: Las estadisticas del Cuadro de izquierda a derecha se nota un aumento progresivo las
distintas estadisticas, donde con precisiéon evidenciamos cuanto aumenta el error al incrementar la dimensio-
nalidad del generador infinitesimal.

Unidad Sin embargo, al comparar las estadisticas de forma vertical, podemos observar que las estadis-
ticas mejoran cuando se generan puentes cada dos unidades.
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CAPITULO 5. COMPARACION POR OPTIMACION

Tiempo 4 5 6 7 8 9 10
Unidad 1
IQR 2.4953 | 2.467 2.4915 | 2.348 2.6233 | 2.5182 | 2.8273
Media 4.219 4.6595 | 4.5497 | 4.6031 | 4.6849 | 4.6125 | 4.76
Mediana 3.7335 | 4.308 4.274 4.248 4.1305 | 4.152 4.1635
SD 1.5737 | 1.6247 | 1.5498 | 1.5527 | 1.7427 | 1.666 1.8333
Unidad 2
IQR 1.281 1.486 1.5303 | 1.467 1.6682 | 1.659 1.81
Media 2.4877 | 2.5207 | 2.5344 | 2.4545 | 2.6539 | 2.6926 | 2.5994
Mediana 2.352 2.24 2.306 2.134 2.287 2.414 2.1945
SD 0.831 0.9907 | 0.9594 | 0.902 1.1504 | 1.0507 | 1.0598
Unidad 5
IQR 0.724 0.709 0.875 0.7905 | 0.809 0.8563 | 0.838
Media 1.1493 | 1.2203 | 1.2318 | 1.2177 | 1.2748 | 1.3067 | 1.4795
Mediana 1.06 1.081 1.087 0.989 1.217 1.171 1.398
SD 0.4407 | 0.4917 | 0.5079 | 0.5258 | 0.4651 | 0.5061 | 0.5438
Unidad 10
IQR 0.47 0.571 0.506 0.519 0.528 0.643 0.597
Media 0.701 0.8292 | 0.7992 | 0.8058 | 0.8477 | 0.9436 | 0.9357
Mediana 0.596 0.705 0.718 0.705 0.71 0.857 0.799
SD 0.2975 | 0.3862 | 0.3382 | 0.3111 | 0.3744 | 0.3997 | 0.4359

Cuadro 5.17: Estadisticos principales de la variable (elapsed) para Uniformizacion agrupados por Unidad y
dimensionalidad del GI.

Estados: Las estadisticas del Cuadro de izquierda a derecha no podemos observar alguna tenden-
cia entre las distintas estadisticas, esto es explicado por como esta disennado el Algoritmo [6] ya que en este
se indica que los tiempos de saltos se simulan siguiendo una distribucién uniforme continua de parametros
(0,5), los cuales, son poco costosos computacionalmente y no dependen de la dimensionalidad del generador
infinitesimal.

Unidad: Por otro lado, al comparar las estadisticas de forma vertical, vedse que conforme es menor la
cantidad de puentes que realiza el método, mejor es su eficiencia.

Como la distribucion del tiempo de ejecucion se encuentra dentro del mismo rango para cada dimensiona-
lidad distinta del generador, es dificil identificar con precision la mejora, asi que para aclarar esta situacion
se muestran algunos estadisticos para esta variable en el Cuadro

Dado lo anterior, se puede decir que Uniformizacién es un método eficiente bajo cualquier dimensiona-
lidad, ademés que la precision del método también es considerablemente buena, a pesar del aumento en la
dimensionalidad del generador infinitesimal.

En el Anexo se muestran graficos correspondientes a Uniformizacion donde se puede apreciar la

distribucion de las variables error y tiempo de ejecucion (elapsed) mediante un gréfico de caja y una matriz
de dispersion.
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Capitulo 6

Conclusion

Después de analizar los métodos por separado, en el presente capitulo se buscara definir cuél supera en
precision y eficiencia a los demés y bajo qué pardmetros.

Precision
Como se vio en la seccion anterior, la desviaciéon estandar del error es casi nula para cualquiera de los
métodos, esto indica que la media es una buena medida para aproximar la tendencia central del error, y con
esta, definir cual de los métodos es mas preciso. A su vez, la precision es muy similar entre los métodos y es
dificil discernir entre cudl tiene el error mas pequeno para ello, la Figura [6.I] aclarara bajo qué condiciones
un método muestra mayor precisién que otro.
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CAPITULO 6. CONCLUSION

Con la informacion de la Figura se gener6 el Cuadro como una sugerencia para obtener la maxima
precision, segun la informacion obtenida en este trabajo. Por fines de visualizaciéon se abrevia a cada uno de
los métodos Uniformizacion, Biseccion, Muestreo Directo, Muestreo por Rechazo Modificado y Muestreo por
Rechazo con las siguientes letras respectivamente U,B,D,RM y R.

Precision | 4 5 6 7 |8 9 10
Unidad

1 D D D U |D|D RM
2 R D U|U|B|RM|R

5 Bo6RM | U U|B|U|RM | U
10 BoR RM|U| R |U|B RM

Cuadro 6.1: Método de méxima precision agrupado por Unidad y dimensionalidad del GI.

Sin embargo, es muy importante recordar que debido a la naturaleza muestral de este experimento, si se
repite, es muy probable que cambie la estructura del Cuadro debido a lo aproximadas que son las medias
del error para cada uno de los métodos. Para evidenciar esto en la Figura se muestran los intervalos de
confianza para cada uno de los métodos con respecto a su media bajo cada una de las condiciones que fue
realizado el experimento.

Notese que no existe un caso en el que todos los métodos no intersecten sus intervalos de confianza cal-
culados como (u— 1,96 %0, 1+ 1,96 % ), donde p es la media y o la desviacion estandar. Lo que nos permite
deducir que, bajo estas condiciones, no hay pruebas suficientes para decir que un método es superior en
precision a otro de forma general.

Eficiencia
Dada la evidencia mostrada en este Capitulo, se descarta a Bisecciéon y Muestreo Directo como los métodos
maés eficientes, dejando a Muestreo por Rechazo, Uniformizaciéon y Muestreo por Rechazo Modificado como
los mas eficientes, sin embargo, aiin no es claro bajo qué condiciones particulares alguno de estos tres métodos
es superior en términos de eficiencia, para ello; la Figura [6.2] esclarecera esta distincion.
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CAPITULO 6. CONCLUSION

Con la informacion de la Figura [6.2] se gener6 el Cuadro como una sugerencia para obtener la maxima
eficiencia, segin la informaciéon obtenida en este trabajo. Por fines de visualizacion se abrevia a cada uno de
los métodos Uniformizacién, Muestreo por Rechazo Modificado y Muestreo por Rechazo con las siguientes
letras respectivamente U,RM y R.

Eficiencia | 4 5 6 7 8 9 10
Unidad
1 R  R|RM|RM | RM |  RM | U
2 R |[R|R R R U U
5 R [R|R U U U U
10 R |[U|U U U U U

Cuadro 6.2: Método de maxima eficiencia agrupado por Unidad y dimensionalidad del GI.

A partir de la Figura [6.2] se puede apreciar que si se generan puentes cada 1 Unidad de tiempo para un
generador infinitesimal de dimensionalidad menor a 8, Muestreo por Rechazo y Rechazo Modificado ganan
en eficiencia a Uniformizacién, sin embargo para dimensionalidades mayores no hay pruebas para decir cuél
es mejor que otro.

Ahora, si se realizan puentes cada 2 unidades de tiempo para un generador infinitesimal de dimensio-
nalidad mayor a 10, Uniformizaciéon es el método mas eficiente que Muestreo por Rechazo y Muestreo por
Rechazo Modificado. No obstante, cabe senalar que para dimensionalidades entre 6 y 9 no hay pruebas sufi-
cientes para decir cuél es mejor que otro; pero si se toma una dimensionalidad menor a la de este intervalo
Muestreo por Rechazo Modificado y Muestreo por Rechazo ganan en eficiencia a Uniformizacion.

Por otro lado, al aumentar las unidades de tiempo a las que se construyeron los puentes Markovianos
sobre la trayectoria a distancias mayores o iguales a 5 unidades para un generador de dimensionalidad mayor
a 6 Uniformizacién muestra mayor eficiencia y en los casos restantes no hay pruebas suficientes para decir
que algtin método es superior a otro.

Como se vio en la Figura[6.2] no hay un método que muestre una supremacia constante en funcion de la
precision, pero en funcién de la eficiencia, cuando las unidades de tiempo a las que se construyen los puentes
son cortas (menos de 3 * ¢; unidades) y la dimensionalidad del generador infinitesimal es pequefia (menos de
8 estados), se optaria por Muestreo por Rechazo o Muestreo por Rechazo Modificado. Asimismo, cuando la
dimensionalidad es grande (mas de 7 estados) 6 las distancias sobre las que se construyen los puentes son
largas (mas de 5 * ¢;), Uniformizacién muestra mayor eficiencia.

Con el fin de exponer de forma sintetizada la comparaciéon entre los métodos, y asi resaltar de una forma
muy breve las condiciones sobre las cuales cada modelo logra superar a los demas, procedemos a desglosar
los siguientes puntos:

a ) Uniformizacion es el método que llega a la optimacion en términos de eficiencia y precision cuando el
generador infinitesimal es de dimensiéon mayor a 6 6 las unidades a las que se construiran los puentes
son largas (méas de 5 veces el inverso a la tasa de salto).

b ) Muestreo por Rechazo y Muestreo por Rechazo Modificado cumplen los mismos términos de optimidad
cuando el generador infinitesimal es de dimensién menor a 7 y las unidades sobre las que se construiran
los puentes Markovianos distan no més de 5 veces el inverso a la tasa de salto.

A partir de este proyecto el siguiente paso seria realizar una publicacién donde se compacten los resultados
y el analisis contenido en este trabajo, asimismo, mejorar la implementacion de los algoritmos principalmente
para Biseccion y Muestreo Directo mediante la aplicacién de mejores técnicas de programacion con el fin de
reducir el tiempo de ejecuciéon, para asi crear una paqueteria especializada en Puentes Markovianos que pueda
ser descargada como cualquier otra desde “The Comprehensive R Archive Network" (CRAN). En paralelo,
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realizar inferencia bayesiana sobre el generador infinitesimal utilizando los distintos métodos para generar
puentes Markovianos.
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Apéndice A
Anexos

En el presente Anexo se compilan una serie de Figuras que extienden el detalle del comportamiento de
los métodos y complementan el analisis realizado en el Capitulo [5}

A.1. Generador Infinitesimal: Maxima Varianza
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Figura A.1: Matriz de dispersion Estados por Métodos por tiempo de ejecucion (elapsed) y error.
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A partir de la Figura se puede observar una tendencia creciente del tiempo de ejecucién cuando
aumenta la dimensionalidad del generador infinitesimal. Sin embargo, a simple vista parece ser que el error
no presenta un aumento considerable.

La Figura[A-2| muestra la matriz de dispersion con un cambio de perspectiva donde se muestra el compor-
tamiento de los métodos al cambiar la dimensionalidad del generador infinitesimal y se preserva la distancia
a la que son construidos los puentes Markovianos.
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Figura A.2: Matriz de dispersion Método x Unidad por tiempo de ejecucion (elapsed) y error.

Bajo esta perspectiva se puede observar con mas claridad que el error si aumenta al incrementarse la
dimensionalidad del generador infinitesimal, sin importar a qué distancia se construyan los puentes Marko-
vianos. También podemos ver que para Muestreo por Rechazo, Muestreo por Rechazo Modificado y Biseccion,
este cambio de dimensionalidad les afecta en gran medida a su precision y eficiencia.

A.1.1. Biseccion

Ahora, en la Figura [A-3] se muestran graficos de caja resultantes para Biseccion, con el fin de ver el
comportamiento de la eficiencia y la precision (error).
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Figura A.3: Gréfico de caja para Biseccion, variable error y tiempo de ejecucion (elapsed).

Error: Se puede observar que entre méas grande sea la distancia a la que son generados los puentes
Markovianos mayor es la distancia de los valores atipicos con respecto al cuartil més cercano lo que puede
aumentar la varianza del error. Sin embargo, el comportamiento general de la precision parece no ser afectado
por la variable (Unidad) pero si por la dimensionalidad del generador infinitesimal (Estados), la cual, sin
importar a cudl valor de la variable (Unidad) se refiera este logra elevar la imprecision del método, de una
forma ridiculamente simétrica.

Tiempo de Ejecucion: Notese que no existe una tendencia para la eficiencia en funcién de la dimensiona-
lidad del generador infinitesimal, esto puede ser causado a que el tiempo de ejecucion depende del ntmero de
bisecciones sobre el intervalo y no a la dimensionalidad del generador infinitesimal, recuérdese que el nimero
de bisecciones sobre cualquier intervalo es completamente aleatorio y cada una de éstas implica una iteracion.

A continuacion en la Figura[A-4] mostramos una matriz de dispersién que permite ver la relacion de estas
cuatro variables en conjunto.

Seccion A.1. GENERADOR INFINITESIMAL: MAXIMA VARIANZA Pagina 58



APENDICE A. ANEXOS

Unidad 1 Unidad 2

40-
30-
20-
< 10-
0
(&)
2
2 Estados
S Unidads Unidad 10 . 4
: E
L ]
5 .7
= + 8
* 9
* 10

30-

20-

10-

0:2 0:4 0:6 0.2 04 06 08
Error

Figura A.4: Matriz de dispersion para Biseccion por Unidad.

Se puede apreciar que para cada Unidad distinta, la precision se ve afectada por el aumento en la dimen-
sionalidad del generador infinitesimal. Sin embargo, se alcanza a apreciar una mayor precision y eficiencia
para el caso donde los puentes Markovianos fueron construidos cada dos unidades.

A.1.2. Muestreo Directo

Ahora en la Figura se mostrara los graficos de caja resultantes para las variables (user),(error) y
(system)
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Figura A.5: Grafico de caja para Muestreo Directo para la variable error, tiempo de ejecucion (system) y
(user).

Error: Cabe senalar, que entre mas grande sea la cantidad de unidades a la que son generados los puen-
tes (Unidad), mayor es la distancia entre los valores atipicos y el cuartil més cercano. Ademas, que el rango
intercuartil se expande por el incremento en la distancia de los puentes, esto puede aumentar la varianza del
error. Sin embargo, las medidas de tendencia central de la precision parecen no ser afectadas por la variable
(Unidad), pero si por la dimensionalidad del generador infinitesimal (Estados), la cual, sin importar a cuél
valor de la variable (Unidad) se refiera logra elevar la imprecision del método.

Tiempo de Ejecucion (system): Obsérvese que existe una marcada distincion en los tiempos (system)
para la dimensionalidad (4,5) (Estados) ya que este método alcanza tiempos excesivos a nivel procesamiento
nucleo (system), estos pudieron haber sido causados por una saturacion del servidor aunado a la descompo-
siciéon espectral de la matriz y el buscador de raiz numérica implementado para simular el tiempo de estancia
en el estado visitado. Por esta razon, el siguiente andlisis se hara en funcion de la variable tiempo (user), y
no la variable de tiempo (elapsed).

Tiempo de Ejecucion (user): Notese que cuando la distancia a la que son construidos los puentes
Markovianos (Unidad) incrementa, la eficiencia del proceso disminuye ligeramente. Sin embargo, al incre-

mentar la dimensionalidad del generador infinitesimal el tiempo (user) aumenta considerablemente.

A continuacion, en la Figura [A.6] se analizaré la dispersién tomando como variables (user) y (error).
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Figura A.6: Matriz de dispersién Muestreo Directo por Unidad.

Obsérvese que la eficiencia de este método se deteriora conforme aumenta la dimensionalidad del generador
infinitesimal. Sin embargo, no se puede apreciar que la imprecisiéon crezca de forma lineal conforme aumenta la
dimensionalidad del generador infinitesimal, mas bien parece ser que la imprecision para la variable (Estados)
cuando toma los valores (4,5) son muy parecidas, y lo mismo para los casos (7,8), como si al aumentar una
dimensién al generador, ésta poco a poco afectara menos la imprecision del proceso.

A.1.3. Muestreo por Rechazo

A continuacion con la Figura [A.7] se analizara a detalle el comportamiento del proceso bajo las distintas
condiciones de estados y unidad de tiempo.
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Figura A.7: Grafico de caja para Muestreo por Rechazo con respecto a la variable error y al tiempo de
ejecucion (elapsed).

Error: A simple vista se puede observar que, entre méas grande sea la distancia a la que son generados
los puentes mayor es la distancia a la que se encuentran los valores atipicos del cuartil mas cercano; asi
también, el rango intercuartil aumenta, lo que puede causar un incrento en la varianza del error. No obstante,
las medidas de tendencia central de la precisién parecen no ser afectadas por la variable (Unidad), pero si,
por la dimensionalidad del generador infinitesimal (Estados), la cual, sin importar a cul valor de la variable
(Unidad) nos se refiera este logra elevar la imprecision del método.

Tiempo de Ejecucion: Cabe senalar, que si la distancia a la que son construidos los puentes Marko-
vianos (Unidad) disminuye, pero aumenta el nimero de posibles estados a los que la trayectoria visita, la

eficiencia del proceso se ve negativamente afectada.

A continuacion en la Figura [A78] se muestra una matriz de dispersién que permite ver la relacion de las
variables (Unidad, Estados, elapsed, error) en conjunto.
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Figura A.8: Matriz de dispersion por Unidad para Muestreo por Rechazo.

En la Figura cabe senalar, que la eficiencia y la precision se ven afectados negativamente al incre-
mentar la dimensionalidad del generador infinitesimal.

Ademas, se puede apreciar en la longitud de cada uno de los ejes para cada elemento de la matriz de
dispersién que si es mayor la distancia a la que es construida el puente Markoviano, mayor es el rango del
error; asi como la relaciéon del rango con respecto a estas mismas unidades es inversamente proporcional
al tiempo de ejecucion. Es decir, si se presta particular atencion, existe mayor dispersion entre los puntos
conforme aumenta la distancia a la que son construidos los puentes.

A.1.4. Muestreo por Rechazo Modificado

Ahora en la Figura [A29] se analizaran por medio de gréaficos de caja las distribuciones resultantes para
cada Unidad y Estados que fue realizado el experimento. La mediciéon de la eficiencia del método seré en
funcion de la variable elapsed, ya que ésta engloba la informacion de las variables (user,system).
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Figura A.9: Gréfico de caja Muestreo por Rechazo Modificado error y tiempo de ejecucion (elapsed).

Error: Entre mas grande sea la distancia a la que son generados los puentes mayor es la distancia de
los valores atipicos con respecto al cuartil mas cercano lo que puede aumentar la varianza del error. Sin
embargo, las medidas de tendencia central parecen no ser afectadas por la variable (Unidad), pero si por
la dimensionalidad del generador infinitesimal (Estados), la cual, sin importar a cual valor de la variable
(Unidad) se refiera logra elevar la imprecision del método.

Tiempo de Ejecucion: Obsérvese que cuando la distancia a la que son construidos los puentes Marko-
vianos (Unidad) disminuye y aumenta el nimero de posibles estados a los que la trayectoria visita, la eficiencia
del proceso se ve negativamente afectada. No obstante, la distancia a la que se encuentran los valores atipicos
de su cuartil més cercano es mayor cuando menor es la distancia a la que se construyen los puentes (Unidad).

A continuacion, la Figura se muestra una matriz de dispersion para visualizar el comportamiento
de Muestreo por Rechazo Modificado.
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Figura A.10: Matriz de dispersion Muestreo por Rechazo Modificado por Unidad.

En la Figura se observa que la causa por la que aumenta el tiempo de ejecucion y el error, es por
el aumento de dimensionalidad del generador infinitesimal. Sin embargo, podemos apreciar en la longitud
de cada uno de los ejes para cada elemento de la matriz de dispersion, si es mayor la distancia a la que es
construida el puente Markoviano, mayor es el rango del error y el rango con respecto a estas mismas unidades
son inversamente proporcional al tiempo de ejecucion. Es decir, si se pone particular atencion, existe mayor
dispersion entre los puntos conforme aumenta la distancia a la que son construidos los puentes.

A.1.5. Uniformacion

Con el fin de ver la distribucion de la variable tiempo de ejecucion total (elapsed) y el error, la Figura
[A°TT] muestra los graficos de caja de estas variables que permiten observar, que el tiempo de ejecucion y el
error tienen una gran cantidad de valores atipicos.
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Figura A.11: Grafico de caja Uniformizacion

Error: La variable error no se encuentra afectada por la distancia a la que se generen los puentes Mar-
kovianos, pero si por la dimensionalidad del generador infinitesimal.

Tiempo: Es bien sabido que, cuanto menor es la unidad a la que se generan los puentes Markovianos,
mayor es la cantidad de puentes que se necesitan para generar la trayectoria y, por ende, mayor es la cantidad
de veces que se ejecuta el proceso. Es por esta razon que la eficiencia del método se ve sumamente afectada
cuando la Unidad es pequena. Sin embargo, la dimensionalidad del generador infinitesimal parece no afectar
eficiencia del método.

A continuacion, en la Figura[A.T2)se muestra una matriz de dispersion para visualizar el comportamiento
de Uniformizacion.
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Figura A.12: Matriz de dispersion Uniformizacion por Unidad.

La eficiencia de Uniformizacién no se ve afectada por la dimensionalidad del generador infinitesimal, pero
si por las unidades a las que se generen los puentes.
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