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Introduccion

El presente trabajo explorara la nocién de monoide en una categoria,
asi como algunas de sus implicaciones; ademas, se dard una introducciéon al
super dlgebra lineal, la cual es un area que tiene su origen en el concepto de
super espacio vectorial, que es una generalizacién de los espacios vectoriales
y un ejemplo de categoria monoidal. Una aplicacién muy importante de esta
area es la super simetria, que es parte de la teoria fisica de las particulas
elementales y su interaccion entre ellas. Esta teoria es un campo activo de
investigacion y uno de sus grandes propositos es buscar una unificacién de
las fuerzas elementales, de manera que sea compatible con la teoria de la
relatividad general y la teoria cuidntica. Se recomienda el texto introductorio
Supersymmetry for Mathematicians [19].

Una de las caracteristicas mas relevantes que se podra encontrar en es-
te trabajo, es la categorificacién de muchos conceptos establecidos en la
teoria de mddulos. Al momento de generalizar, se tratd solo de conservar
las propiedades basicas que hacen funcionar la teoria de mdédulos. Esto con
la finalidad de tener una teoria més rica y con mayor posibilidad de ser
aplicada a diferentes contextos.

Las categorias monoidales son una generalizacién de los monoides en la
categoria de conjuntos. En 1963 Mac Lane da una definiciéon de categoria
monoidal en su articulo [14], sin ambargo, no les llama categorias con mul-
tiplicacion. No es sino hasta su clasico libro [13], publicado por pimera vez
en 1971, que les nombra como categorias monoidales. También es en este li-
bro donde da propiedades de estas categorias; ademés enuncia y demuestra
su Teorema de Coherencia. Es también en ese libro donde Mac Lane da la
definicién de categoria monoidal trenzada y categoria monoidal simétrica.
De manera paralela, la alumna de doctorado de Grothendieck, Hodang Xudn
Sinh, da una nocién de categorias monoidales en su articulo Gr-Catégories
Strictes [8], solo que les llama Gr-categorias. Hoang usé estas categorias en
el articulo Catégories de Picard Restreintes [7], para definir lo que es una
categoria de Picard y asi hacer calculos homolégicos.

Varias son las aplicaciones que tienen las categorias monoidales. En fisi-
ca, como ya lo mencionamos anteriormente, se puede modelar la Teoria de
Supersimetria usando estas nociones. Mas atin, en los tltimos afios se han
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usado para el area de Teoria Cudntica de Campos Topolégica, véase Intro-
ductory Lectures on Topological Quantum Field Theory [4]; esta area de la
fisica matematica se ha inspirado de este enfoque catégorico para poder for-
malizar la Teoria Cudntica. Una consecuencia de este nuevo enfoque, es la
formalizacién categoérica de la Teoria Cudntica, que se llama Teoria Cudnti-
ca Funtorial; se sugiere revisar el articulo de John Baez, Quantum Quan-
daries: Category-Theoretic Persective [3], para mas informacién. Ademés de
este ejemplo, las categorias monoidales han sido utilizadas en la Loégica y
la computacion. Una introduccion a estas aplicaciones se pueden encontrar
en el articulo de John Baez, Physics, Topology, Logic and Computation: A
Rosetta Stone.

Las nociones de categorias monoidales, categorias monoidales trenzadas
y simétricas, asi como muchas de sus propiedades, tienen su origen en la
categoria de moédulos y su producto tensorial. Como consecuencia de esto,
uno se puede plantear un concepto que categorifique el anadlogo de anillo,
ideal, algebra y &lgebra de Lie, en categorias monoidales. Uno de los objetivos
del presente trabajo es dar definiciones y propiedades de algunos de estos
conceptos a nivel categorico. Asi como se tiene la construccién de grupo libre
y algebra libre, se vera que también se tienen en categorias monoidales. De
este modo, se podra definir la Potencia Simétrica y la Envolvente Universal
en este contexto.

A partir de estas categorificaciones, se tienen las herramientas necesarias
para poder demostrar el resultado principal de esta Tesis: una version débil
del Teorema de Poincaré-Birkhoff- Witt. Este teorema tiene su andlogo en
super espacios vectoriales y existe una generalizacién en [5], las cuales se
usaran como guia para esta formulacién.

En el Capitulo 1 se demostraran las propiedades basicas de las categorias
monoidales y se definiran los funtores entre estas categorias. El resultado
principal de este capitulo serd el Teorema de Severidad de Mac Lane, el
cual establece que toda categoria monoidal es equivalente (como categoria
monoidal) a una categoria monoidal severa. Més adn, se demostrarda que
esta equivalencia es una equivalencia adjunta, es decir, una equivalencia de
categorias monoidales que también es una adjuncién.

En el Capitulo 2 se dardn las generalizaciones de la Teoria de Modulos
vy Anillos. Este enfoque permite estudiar los conceptos algebrédicos de Mo-
noide Libre, Potencia Simétrica y Envolvente Universal de una manera mas
sencilla, en el sentido de que no se requiere ver la estructura interna de los
objetos, sino solo en la forma en que interactiian con otros objetos en la
categoria. La manera en que se abordaran estos conceptos serd a través del
Teorema de Severidad de Mac Lane. Se demostrara este teorema en diver-
sos contextos, con la finalidad de dar consistencia a la teoria. También se
daran los conceptos y las herramientas necesarias para definir monoide de
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Lie, que es una generalizacién. Por tltimo, se demostrard que todo Monoi-
de es un Monoide de Lie; en esta parte, se vera la utilidad de las diversas
formulaciones del Teorema de Severidad de Mac Lane.

En el Capitulo 3 se demostrard que se tienen condiciones para que todo
monoide de Lie esté contenido en un monoide. Se puede notar que este
teorema se llama igual que el Teorema clasico de Poincaré-Birkhoff-Witt;
esto es porque es una generalizacién de éste tltimo. Se puede observar que
en las notas de Deligne [5], se tiene una generalizacién de este teorema para
categorias Tensoriales; sin embargo, el enfoque dado en este trabajo fue el de
llevar la teoria hecha en la categoria de médulos a las categorias monoidales,
de manera directa. Nétese que esta forma de pensar los conceptos algebraicos
es mas diagramatica, pues casi todos las definiciones y pruebas se reducen
a conmutatividad de diagramas.

En el Capitulo 4 se darda una introducciéon a la super algebra lineal,
utilizado las definiciones y notacién de los capitulos anteriores. Se notara
que toda la teoria dada previamente encaja perfectamente en este contexto.
Asi, si se consultan otros libros acerca de este tema, no habrd confusiones
en la terminologia, definiciones y resultados. El objetivo principal serd el de
definir la generalizacién de traza en la categoria de super espacios vectoriales:
se llamara super traza. Este serd otro ejemplo de la utilidad de ver las cosas
de manera categérica, pues se definira el concepto de una forma bastante
directa, usando adjunciones.
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Capitulo 1

Categorias Monoidales

En este capitulo se definiran las categorias monoidales y los funtores entre
ellas. También se veran distintas propiedades y resultados que se usaran a lo
largo del trabajo, varios de estos se pueden encontrar en [6]. Como resultado
principal se demostrard el Teorema de Severidad de Mac Lane.

1.1. Definiciéon y propiedades basicas

Definicién 1.1. Una Categoria Monoidal (C,®,e,,t) es una quinteta,
tal que C es una categoria y:

(a) Un bifuntor ® : C x C — C,

(b) Un isomorfismo natural a : (- ® —) ® — — — ® (— ® —) definido en
cada terna (X,Y,Z) € C x C x C como:

axyz: (XQY)®Z->X®(Y®7Z),
llamado restriccion asociativa,

(¢) Un objeto e € C junto con un isomorfismo ¢ : e® e — e.
Ademés debe cumplir los siguientes axiomas:

Axioma del pentdgono. El siguiente diagrama es conmutativo para cua-
lesquiera W, X,Y, Z € C,

(WeX)eY)Z

awy W}®lz

WeX)o (Yo Z) WRXY))®Z

We(Xe(YeZ) We(XeY)®Z)

lw®ax )y, z
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Azxioma de la unidad. Los funtores L, : C - Cy R, : C — C de
multiplicacién a izquierda y derecha por e son equivalencias de categorias.

Al par (e, ) se le llama el objeto unitario de C.

Ejemplos 1.2. (a) Sea C una categoria con productos finitos y objeto final
. Se define ® : C x C — C como sigue:

o (X,Y)— X xY,

e Para cualesquiera f : X — X',g:Y = Y' €C, (f,9) — f X g, donde
f x g se obtiene de la propiedad universal del producto.

De la definiciéon y la propiedad universal del producto se puede verificar
que ® es un bifuntor. Ahora, como C tiene objeto final y por la propiedad
universal del producto, se tiene lo siguiente: el isomorfismo natural «, el
objeto unitario (e,¢) (donde e es el objeto final de C) y las equivalencias
de categorias L., R.. De la unicidad del producto se sique que a cumple
con el axioma del pentdgono. Por lo tanto es una categoria monoidal. A
las categorias obtenidas de este modo se les llama categorias cartesianas
monoidales.

(b) Sean R un anillo conmutativo con unidad y Mod(R) la categoria
de R-médulos. Como se puede tomar productos tensoriales en Mod(R), se
define el bifuntor ® : Mod(R) x Mod(R) — Mod(R) como sigue:

 (M,N)—~M®gN,

e Para cualesquiera f : M — M’ g: N — N’ € Mod(R), (f,9) — [ ®r g,
donde f ®pg g se obtiene de la propiedad universal del producto tensorial.

De la definiciéon y la propiedad universal del producto tensorial se puede
verificar que ® es un bifuntor. Por la propiedad universal del producto se
obtiene el isomorfismo natural «, el objeto unitario (R,¢) y las equivalencias
de categorias L, Rr. De la unicidad del producto tensorial se sique que «
cumple con el axioma del pentdgono. Por lo tanto la categoria Mod(R) es
una categoria monoidal.

Definicion 1.3. Una subcategoria monoidal de una categoria monoidal
(C,®,e,a, 1) es una subcategoria D C C que cumple las siguientes propieda-
des:

e X ®Y € D para cualesquira objetos X,Y € D,
e [ ® g € D para cualesquiera morfismos f,g € D,

e e,L€D.
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Ahora se daran propiedades bésicas de las categorias monoidales. Prime-
ro se mostrara se pueden encontrar isomorfismos naturales que ”generalicen”
las equivalencias categéricas L. y Re. Sean (C,®, €, , 1) una categoria mo-
noidal y t ® I¢ : (e ® e) ® — — e ® — el isomorfismo natural definido en
cada X € C como:

tR1lx:(e®@e)®@X - e® X.

Entonces se puede hacer la siguiente composicién de isomorfismos naturales:

—1
e®(e® —) Jeer, (e®e)® — Bl @ —

y asi, para cada X € C, se obtiene un morfismo
(t®1x) oa;;X € Home(e ® (e ® X),e® X).

Como L. es una equivalencia de categorias, se puede encontrar un unico
morfismo [y € Home(e ® X, X) tal que, Le(ly) = (1t ® Ix) ol y en
consecuencia L.(I_) : e® (e ® =) — e ® — es una isomorfismo natural.
Por lo tanto, para todo morfismo f : X — Y € C, se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo:

e® (e® X) Me@X

18®(1e®f)J/ l1e®f :

e®(e®Y) me@Y

Ademas, dado que Le(1e ® f) = 1. ® (1e ® f) y Le(f) = 1c ® f, se obtienen
las siguientes igualdades:

Le(ly o (1e ® f)) = Le(ly) o Le(1e ® f)
=Le(ly)o(1le ® (1. ® f))
(le ® f) o Le(lx)
oLe(lx) = Le(f olx),

y usando nuevamente que L. es equivalencia de categorias se sigue que:

lyo(le® f) = folx.

En consecuencia, el siguiente diagrama es conmutativo para todo morfismo

f: X—>Yecl:

e®XL>X

1e®fi lf )

eRY ——Y
ly
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lo que implica que l : e® — — 1¢ es una transformacion natural. Sea X € C,
para ver que lx es isomorfismo recuérdese que, como L. (lx) es isomorfismo,
existe g € Home(e ® X, e ® (e ® X)) tal que

goLe(lx) = leg(enx) ¥ Le(lx) 0 g = leax-

Usando nuevamente que L. es equivalencia, se obtiene que existe Ix €
Home (X, e ® X). Usando que L, es funtor, se obtienen las siguientes igual-
dades:

Le(lX O&) = Le(lX) o Le(g) = Le(lX) og=legx = Le(lX)-

Por lo tanto, dado que L es fiel, Ix olx = 1x. Andlogamente se demuestra
que lxolx = l.gx y en consecuencia [y es un isomorfismo para todo X € C.
De esto se sigue que [ : e ® — — 1¢ es un isomorfismo natural.

Si ahora se toma R., considérese el siguiene isomorfismo natural

(—®e)®em -®(e®e) 1@ e

y haciendo algo anilogo a lo anterior, se obtiene que existe un isomorfismo
natural r : — ® e — 1¢ que cumple:

Re(rx) = (1x ® 1) o axepe-
A [y r se les conocen como restricciones unitarias.

Proposicién 1.4. Para cualquier objeto X € C se cumplen las siguientes
igualdades:
le®X =1.®lx y rxge =Tx @ le.

Demostracion. Sea X € C. Como [_ es isomorfismo natural, el siguiente
diagrama es conmutativo:

e®X

e®(e®X) Leax, e® X

le®lxl J}X

€®Xl4>X
X

Ademéds, como [, es isomorfismo, se sigue que logx = 1. ®1x. Andlogamente
se demuestra que rxge = Tx @ le. ]

Proposicién 1.5 (Axioma del Tridngulo). El siguiente diagrama es con-
mutativo para cualesquiera objetos X, Y € C

AX.e Y

(X®e)®Y X®(EeY)
\ / ’ (1'1)
rx®ly 1x®ly
XY

en particular re =l = .
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Demostracion. Considérese el siguiente diagrama:

e,e®1
(X®e)®e)®Y et (X®(e®e)@Y
(rx®1e)®k W@ly
(X®e)®Y
AX®e,e,Y X e Y X e®e,Y
X®((EerY)
(X®e)®(e®Y) Ix®legy X®(((e®e)®Y)
AX e, eRY 1X®ae,e,y

X®(Eex(erY))

El diagrama exterior es conmutativo por el axioma del pentdgono y los
dos cuadrangulo laterales son conmutativos por la naturalidad de «. Enton-
ces, si se demuestra que los tridngulos superior e inferior derecho conmutan,
se tendria que el tridngulo izquierdo conmuta:

((1X ® L) ® 1Y) o (aX,e,e ® 1Y) = ((1X ® L) © aX,e,e) ® 1Y
=R.(rx)® ly
=(rx ® 1) @ ly.

Y usando la Proposicién 1.4 se obtienen las siguientes igualdades:

(Ix ®legy) o (1x ® eey) = (Ix ® (L @ ly)) 0 (I1x ® Qeey)
= (Ix ® Le(ly)) o (1x ®@ acpe,y)
=1x ® (Le(ly) 0 aeeyy)
=1x® (L & 1y).

En consecuencia los tridgulos superior e inferior derecho conmutan y enton-
ces el tridngulo inferior izquierdo conmuta. Ahora considérese el siguiente
diagrama:
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rx®legy 1xQlegy

X®((EeaY)
1X®z;ﬁ
X®Y
(X®e)®Y fxex X®(EexY)
J{(b{@le)@l;l 1X®(16®z;1)l
(X®e)®(e®Y) oy X@(e2(eaY))

Notese que el tridngulo externo conmuta, porque es el triangulo inferior iz-
quierdo del diagrama anterior a éste, y el cudrangulo conmuta por la natura-
lidad de . Entonces, para que el triangulo interior conmute, resta demostrar
que los cuadrilateros laterales conmuten:

(Ix @legy) o (Ix ® (1. ®151)) = 1x @ (legy © (1l @ Iy1))
=1x® (1. ®1ly) o (1. @ I31))
=1x @ (le®1y)
=1x ® legy
=(1x®ly") o (1x ®ly),

(rx @ legy) o (Ix ® 1) ® ) = (rx @ Leay) © (Ixge ® Iy
=rx l;l
= (1x ®ly") o (rx @ 1y).
En consecuencia los dos cuadrilateros conmutan y por lo tanto el triangu-

lo interior conmuta. Por dltimo, si X = Y = e en (1.1), se obtienen las
siguientes igualdades:

Le(t) o ceee = Re(re)
=re®le
= (Lle®le) 0 Qe
= Le(le) 0 Qeyepe
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y COMO (¢ ¢ €8 isomorfismo se sigue que L (t) = Le(l.). También se siguen
las siguientes igualdades:

Re(re) =re ® 1e
= (le ®le) 0 Qeee
= Le(le) 0 epee
=1® 1e = Re(1).

Entonces, como R, y L. son equivalencias, r. =l = ¢. ]

Proposicién 1.6. Los siguientes diagramas conmutan para cualesquiera
objetos X,Y € C:

Qe XY

(e@X)QY ®(XQY)

lxm A (1.2)

aX.Y,e

(X®Y)® X® ¥ ®e)

T% Ary (13)
RY

Demostracion. Considérese el siguiente diagrama:

az.ex®ly

(Zoe)X)®Y — (Z@EX)aY
TZ@MM (% )1y
(ZeX)®
AzZ®e,X,Y a7z XY QAZ e X,Y
Zo(X®Y)
TZW W@ly)
(Z®e)®(X®Y) 1z0lxey Z@((e®X)®Y)
azm (%ﬂe,x,y

Z® (e (X®Y))

El diagrama exterior es conmutativo por el axioma del pentdgono, los
dos cuadrangulo laterales son conmutativos por la naturalidad de a y los
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tridngulos superior e inferior izquierdo conmutan por la Proposicién 1.5. En
consecuencia el tridngulo inferior derecho conmuta y, si Z = e, se obtienen
las siguientes igualdades:

L(lx ®1ly) =1, ® (Ix ® 12)
= (16 ® lX@Y) o (13 ® ae,X,Y)
= Le(Ixgy) o Le(ae, xy)

= Le(Ixgy o e x)y),

y como L. es una equivalencia, x ® 1y = lxgy o o x,v. Para demostrar la
conmutatividad del otro tridngulo considérese el siguiente diagrama:

®1
(XeY)® Bl (X®((Y0e)eZ
xey®lz
\ m ®1Z
(X®Y)®
AXRY,e,Z axX\Y,Z XX Y QRe,Z
XY ®2)
/ W@lz ’
(XRY)®(e® 2) 1x®(ly®lz) (Y ®e) ®7Z)
m (%eZ
Y ®(Ee®2)

donde 8 := axyz o (rxegy ®1z)o 0‘)_(%31/,@,2' El diagrama exterior conmuta
por el axioma del pentdgono, el cuadrangulo izquierdo conmuta por la
naturalidad de «, el cuadrangulo derecho conmuta por la definicién de 3y
el tridngulo inferior derecho conmuta por la Proposicion 1.5. Entonces, si
se demuestra que el tridangulo inferior izquierdo conmuta, se tendria que el
tridngulo superior también conmuta:

B=axyzo (rxgy ®1z)oaxgyez
= axyz o ((Ixey ®lz) 0 axev,ez) © Oxgy,e s
=oaxyzo (lxey ®lz)
=(Ix ® (ly ®1z)) o ax,y,enz,

donde en la segunda igualdad se usa la Proposicién 1.5 y en la dltima igual-
dad la naturalidad de a. En consecuencia el tridngulo superior conmuta y,
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si Z = e, se obtienen las siguientes igualdades:

Re(rxey) =rxay ® le
=((Ix®ry)®1l.)o(ax,ye® 1)
=R.(lx ®ry) o Re(ax,y,e)
=R((Ix ®1ry) oaxye),

y como R, es una equivalencia rxgy = (1x ® ry) 0 ax ye. Ul

Proposicién 1.7. El objeto unitario de una categoria monoidal es unico,
salvo un Unico isomorfismo.

Demostracion. Sean (e, i), (¢/,t') dos objetos unitarios y (r,1),(r',1") sus
restricciones unitarias, respectivamente. Considérese el isomorfismo n :=

Y=L, Se afirma que el siguiente diagrama conmuta:

ler o (17,

n&n
e®e —— e e

| Jo

/
—_—
(& n (&

Para demostrar que esto es cierto, primero se demostrara que los siguientes
diagramas conmutan:

X®e Lx®n X®eé

(1.4)
D

ey — Y ey

N ) % . (1.5)

Conmutatividad del diagrama (1.4). Considérese el siguiente dia-
grama:

r
X®e X X
!
1X®Té TX®e /
'S
-1
(6%
X,ee! rx®1,
X®((exed) = (X®e)®@ed — X®¢
,r/
1x®le/ 7‘X®1e/ l X

X®e ) X

Tx
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Se tiene que el tridngulo superior conmuta por la Proposicién 1.6, el tridngulo
inferior conmuta por la Proposicion 1.5, el cuadrilatero superior conmuta por
la naturalidad de 7’ y el cuadrildtero inferior conmuta trivialmente. Por lo
tanto el diagrama exterior conmuta y esto implica que el diagrama (1.1)
también lo hace.

Conmutatividad del diagrama (1.5). Considérese el siguiente dia-
grama:

Y

/ W g
m

e® (¢ ®Y)*>e QY
Y

Y

(e®e)®

e/'®

Se tiene que el tridngulo superior conmuta por la Proposicion 1.5, el tridngulo
inferior conmuta por la Proposicién 1.6, el cuadrilatero superior conmuta por
la naturalidad de [ y el cuadrilatero inferior conmuta trivialmente. Por lo
tanto el diagrama exterior conmuta y esto implica que el diagrama (1.5)
también lo hace.

Usando los diagramas (1.4) y (1.5), con X = ey Y = €/, se obtiene el
diagrama conmutativo deseado:

e

eRe —eRe

NN

Resta demostrar que 7 es el tnico isomorfismo que hace conmutar el diagra-
ma anterior, para esto primero se demostrard lo siguiente: si b: e — e es un
isomorfismo tal que el siguiente diagrama conmuta

b®b
e®e&> exe

LJ lL : (1.6)

e ——— €
b

entonces b = 1.. Pero este hecho se sigue de que, como ¢ = 7., el siguiente
diagrama conmuta para todo morfimso ¢ : e — e, (por naturalidad de 7¢):
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c®1
eRe —S e®e

S —
e = e

Entonces to (b®b) =bor=10(b® 1.). Y como ¢ es isomorfismo, se sigue
b®b=>0® 1.. En consecuencia se tienen las siguientes igualdades:

Le(le) =1 ® 1e
= lege
=b®b)o(b®l,)™? (1.7)
=(bebo( el
=1.®b= Lc(b).

Y como L. es equivalencia de categorias se tiene que b = 1..
Supdngase que existe 8 : e — €’ isomorfismo tal que el diagrama (1.6)
conmuta, entonces se tiene lo siguiente:

(Blom)or=pB""o(to(n®n))
= (o (BB ) omen) (1.8)
=10 ((B on)® (B on)).

Por lo tanto, si b:= 37! on, se concluye que 3=t on = 1,. O

Proposicién 1.8. Sea (C,®,e,a,t) una categoria monoidal. Si existe un
objeto ¢ € C y un isomorfismo ¢ : ¢ — e, entonces (¢/,//) (con /' =
o loto(p®¢)) es una unidad de C.

Demostracién. De la definicién se sigue que ¢/ es un isomorfismo. Para ver
que (¢,1') sea unidad de C, se demostrara que L. y R son equivalencias de
categorias. Se hard solo la demostracion de Lo ya que la de R,/ es totalmente
analoga. Sean X,Y € C, se vera que L. es pleno, fiel y denso:

(a) Sea f € Home(Le(X), Ler(Y)). Considérese la siguiente composicion de

morfismos (¢ ® ly) o fo (¢! ® 1x) € Home(Le(X), Le(Y)). Como L,
es pleno, existe g € Home(X,Y) tal que:

le®g=Le(g) = (p®@1ly)o fo(p ' ®1x).

De donde f = (¢! ®@1y)o (le®g)o(p®1x) = 1g ® g = Le(g). Por
lo tanto L./ es pleno.
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(b) Sean g,h € Hom¢(X,Y) tales que 1o ® g = Le/(g9) = Le(h) = 1o @ h.
Asi se tienen las siguientes igualdades:

le®@g=(p®1y)o(ly ®g)o (¢t ®1x)
=(p@1ly)o(ly®@h)o(p '®1y)
=1.® h.

Y como L, es fiel, g = h. De donde L. es fiel.

(c) SeaY € C, como L, es denso existe X € C tal que e® X = L.(X) =Y.
Ademsés, como p®1x : €/ ® X — e® X es un isomorfismo, ¢/ @ X =Y.
En consecuencia Lp() es denso.

De (a), (b), (c) se sigue que L() es una equivalencia de categorias. De ma-
nera andloga se demuestra que Rp(.) es también lo es. Asi (€/,.') es unidad
de C. O

1.2. Funtores y equivalencias entre categorias mo-
noidales

Definicion 1.9. Sean (C,®,e,a,1) y (C', &', €', a/, 1) categorias monoidales.
Un funtor monoidal de C a C' es una pareja (F,J), donde F : C — ('
esun funtor y J = {Jxy : F(X) @ F(Y) - F(X®Y) | X,Y €C} es un
isomorfismo natural, que cumplen lo siguiente:

(a) F(e)=¢,

(b) Azxioma de estructura monoidal. El siguiente diagrama es conmu-
tativo para cualesquiera objetos X,Y, Z € C

o (x),F(¥),F(2)
_—

(F(X)®' F(Y))®' F(Z) F(X)® (F(Y)® F(2))

Jxy®1p(z) lpx)® Jy,z
F(X®Y)® F(Z) FX)®' F(Y ® Z)
Ixev,z Ixvez

Flax,y,z)

F(X®Y)® 2)

FX®(Y®2)
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A un funtor monoidal también se le conoce como funtor monoidal fuerte.
Un funtor monoidal (F, J) es una equivalencia de categorias monoi-
dales si F' es una equivalencia de categorias.

Observaciéon 1.10. Sea (C,®,e,a,t) una categoria monoidal. La pareja
(1¢,J) es un funtor monoidal, donde 1¢ : C — C la identidad y para cuales-
quiera X,Y €C, Jxy = lxgy : X @Y — X ®Y es la identidad.

Proposicién 1.11. Sean (C,®,e,a,1), (C', &' €' a/,/) categorias monoi-
dales y (F,J) : C — C" un funtor monoidal entre ellas. Entonces existe un
dnico isomorfismo ¢ : €' — F(e) tal que el siguiente diagrama conmuta:

’
lF(e)

e ® F(e) F(e)
¢®'1F<e)l lF(le)*1

F(e) ® F(e) - (e®e)

Demostracion. Considérese la siguiente composicion de morfismos
J;; o F(le)_l o llF(e) € HOInC/ (RF(Q)(GI), RF(Q)(F(G))

Como (F,J) es un funtor monoidal, F(e) = €', y por la Proposicién 1.8
se sigue que F(e) es una unidad de C’, asi Rp(e) es una equivalencia de
categorias. Entonces existe un tnico morfismo ¢ € Home (¢, F(e)) tal que

¢ ® 1pe) = Rpe)(¢) = Jod o Fle) ™! ol

Resta demostrar que ¢ es isomorfismo. Como Rp() () es isomorfismo, existe
h € Homer (Rpe)(F(e)), Rp(e)(€')) inverso izquierdo y derecho de Rp(cy(¢)-
Usando nuevamente que Rp() es equivalencia de categorias, se tiene que
existe un tnico ¢ € Home/(F(e),e’) tal que Rp()(p) = h. Entonces se
tienen las siguientes igualdades:

RF(@) (95 © 90) = RF(@) (95) ° RF(e) ((,0)

y por lo tanto ¢ o ¢ = 1. De manera andloga ¢ o ¢ = 1p(). O

Observacion 1.12. Sean (C,®, e, o, ¢) una categoria monoidal y el funtor
monoidal identidad 1¢. De la Proposicion 1.11 se sigue que ¢ = 1.

Lema 1.13. Sean (C,®,e,a,t), (C',Q',¢',a’,\/) categorias monoidales y
(F,J) un funtor monoidal entre ellas. Entonces p®' ¢t = (r};(e))*l 0 Up(e)s
donde ¢ : ¢/ — F(e) se obtiene de la Proposicién 1.11.
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Demostracién. De la naturalidades de " y 7’ se obtienen las siguientes igual-
dades:

e © (Lo & @) o ()T =9 =1 0 (p &' 1) o ().

. -1 _ -1
En consecuencia ¢ & ¢ = (rp()) 7 0 lp,)- O
Proposicién 1.14. Sean (C,®,e,a,1), (C', &' €', a’, ) categorias monoida-
les y (F,J) : C — C" un funtor monoidal entre ellas. Entonces el siguiente
diagrama conmuta:

Fle)® ¢ —22 5 F(e)
1F(6)®/<pl lF(Te)*l
F(e) @ F(e) —— Fle®e)

donde ¢ : ¢ — F(e) se obtiene de la Proposicion 1.11.

Demostracion. De la Proposicion 1.11 y el Lema 1.13 se siguen las siguientes
igualdades:

Jee 0 F(re) ™ orpy = (9@ 1pge)) © () ™' 0 T
= (p® 1pe) o (¢ @ @) = (1) @ ).

En consecuencia el diagrama conmuta. O

Proposicién 1.15. Para cualquier funtor monoidal (F,J) : C — C', los
siguientes diagramas conmutan para todo X € C:

l;«‘(X)

e @ F(X) F(X)
¢®/1F(X’J JF”X)A (1.9)
F(X)® ¢ —9, p(Xx)
! r —1
troo® “{ JF( x) (1.10)

F(X)&' F(e) 5— F(X @)
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Demostracién. Usando que (F,J) es un funtor monoidal, las naturalidades
de J y «, la Proposiciones 1.5 y 1.14, se siguen las siguientes igualdades:

Lr@e)(F(lx) o Je,x o (¢ ® 1p(x)))

= (1p(e) ® F(lx)) o (Lpe) @ Je,x) © (L) @ (0 @ 1r(x))

= (Lpe) @ F(lx)) 0 I Lo x © FlQe,e,x) © Jege,x © (Jee ® 1r(x)) © Qiey piey rix) © (Lr(e) © (9 @ Lr(x))
= Je_)1< 0 F(le ®lx) o F(aee,x) 0 (Je,e @ 1p(x)) 0 (1pe) @ ) @ 1p(x)) 0 a/}«‘_(i)yelvp(x)

=J x 0 F(re ®1x) 0 Jege,x © (Je,e © (Lr(e) @ 9) @ 1p(x)) © ey o i)

= Jg_;lg 0Jex o (F(re) ® 1px)) © (Jee © (Lrge)y ® ) @ 1p(x)) © 0‘;;(16)76/7}7()()

(F(re) o Jee o (Lr(e) ® 9)) @ Lr(x)) © ey o px)

= (rpe) @ 1r(x)) © Ve o px) = Lr(e) ® Upixy = L) (Up(x))-

Y como L es fiel, F(Ix)o Jex o (¢ ® 1px)) = l%(x)‘ La conmutatividad
del otro diagrama se demuestra de manera analoga. O

Proposicién 1.16. Sean (C,®,e,a,1),(C',&", ¢, a',/) y (C", ", e, a", /")
categorias monoidales. Si (F,J) es un funtor monoidal entre C yC', y (F', J)
es un funtor monoidal entre C' y C". Entonces (F' o F,J o J) es funtor
monoidal.

Demostracion. Se define F” := F’ o F' y para cualesquiera objetos X,Y € C
se define J g{,y = J' o J con el siguiente diagrama:

To(x),F(v)

F'F(X) " F'F(Y) FI(F(X)® F(Y))

J;é,y AY)

FFX®Y)

Como J l’w( X),F(x) Y F'(Jxy) son isomorfismos para cualesquiera X,Y € C,
J¥ y es isomorfismo también lo es. Se verd que .J” es natural. De la definicién
de J” y las naturalidades de J,J’, se tienen la siguientes igualdades para

cualesquiera morfismos X XY gy ec:

Xy o (F(f) @ F"(g)) = F'(Jxy1) © Jp(x, F(Y’) (F'F(f)@" F'F(g))

(Jxryr) o F'(F(f)® F(g ))OJF(X),F(Y)

"(Ixryr o (F(f) @ F(9))) o J(p(x),rv)

( (f®g9)@JIxy)®Jpx) rv)
(f®9)OF(JXY)OJF(X )LF(Y) = F'(f®g)oJyy

Por lo tanto J” es un isomorfismo natural. Ademds cumple:

F'(e)=F'F(e) = F'(!) = ".
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Resta demostrar que (F”,J”) cumple el axioma de estructura monoidal.
Usando las definiciones de F”, J”, la naturalidad de J’ y la Propiedad (b)

de funtor monoidal de (F,J),(F’,J'), se siguen las siguientes igualdades

para cualesquiera objetos X,Y, Z € C :

F'(axy,z) o Jxgy,z 0 (Jxy @ 1pi(z))

= F'(axy.z) o F'(Jxev.z) © Jpxey) rz) © (Jxy @ 1ri(z)

= F'(F(ax,v,z) ° Jxev,z) © Jpxey),rz) © (F' (Ixy) @ 1riu(z) o (Jpx),rir) @ 1ri(2))
= F'(F(ax,v,z) © Jxev,z) o F'(Jx,y @ 1rz)) © Jpxye rivy, r(2) © (Trx),rory) ® 1r(2))
(ax,v,z) o Ixev,z o (Jxy @ 1rz)) © Jp(x)e rev),Fz) © (Trx),revy @ Lri(z)

(

(F

! ! 1
(Jx,yezo (lrx) ® Jv,z) © &rix) rov),r(z) © Tr(x)e rv),Fz) © (Tro,revy @ Lri(z))
"(Ixyezo (lrx) @ Jv,z)) o Jpix) rvyerz) © Lenx) @ Jpivy riz)) © Cpi(xy pryvy,moz)
(

F
=F

F

Fl(Jxyez) o Jpx) rivez) © (F (1rex) @ F'(Jy,2)) o (Lrn(x) @ Tprv) pz)) © Cenix),mreyy, e (2)
= J¥yaz o (Lrnx) @ Iy, 2) 0 &pu(x) priyvy, pr(2)-

Por lo tanto (F”,J") cumple con el axioma de estructura monoidal y, en
consecuencia, es un funtor monoidal. ]

Proposicién 1.17. Sean (F,J') : (C,®,e,a,t) — (C', &, €,a/,/) y
(F', J): (C, &, ¢,a /) — (C",&",€",a",1") funtores entre categorias mo-
noidales. En la Proposicion 1.16 se vio que (F",J") es un funtor monoidal,
donde F" .= F' o F y J" := J' oJ. Entonces se siquen la siqguiente igualdad
para el isomorfismo ¢ que se obtiene de la Proposicion 1.11 para el funtor
monoidal (F",J"):

=F'(p)oy :e" = F'F(e),

donde ¢ : ¢ — F(e) y ¢ : €’ — F'(e') son los isomorfismos que se obtienen
de la Proposicion 1.11.

Demostracién. De la definicién de J”, la naturalidad de J’ y las Proposicio-
nes 1.11, 1.15, se obtienen las siguientes igualdades:

Joeo (F'(@) o @) @ 1pip(e)) = F'(Jere) © Tp(e) ey © (F(90) @ 1prp(e)) o (¢ @ 1pp(e))
=F'(Je,e) o F'(p @ 1p(e)) © Jpr pey © (9" @ 1pip(e))
= F'(F(I;") ol ) e ey (¢ @ 1pip(e))

F(I71) 0 F' (o) © T p(ey © (¢ @ 1prp(ey)

F(I7Y) o U pey-

Por lo tanto, como ¢” es el unico que satisface la Proposicién 1.11, se
concluye que ¢ = F'(p) o ¢'. O

Definicion 1.18. Sean (C,®,e,a,1), (C',®,¢',a’,!) categorias monoidales
y (F, JY), (F?, J?) funtores monoidales de C a C'. Un morfismo (o trans-
formacién natural) de funtores monoidales 1 : (F*, J') — (F2,J?) es una
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transformacién natural n : F! — F? tal que, 7, es isomorfismo y el siguiente
diagrama es conmuta para cualesquiera objetos X,Y € C:

1

J
FYX) &/ FI(Y) =2 FI(X @)

”X®/’7Yl l"my : (1.11)
F3(X)® F2(Y) —— F}(X®Y)
XY
Proposicién 1.19. Si ¢; : ¢ = Fi(e), i = 1,2, son los isomorfismos

obtenidos de la Proposicion 1.11, entonces 1. o 1 = 2.

Demostracion. Se verificard que 7. o (1 satisface el diagrama conmutativo
de la Proposicién 1.11 para el funtor monoidal (F?,.J?), y el resultado se
seguird por unicidad. Usando la definicién de 7, la Proposiciéon 1.11 para
(F, JY) y las naturalidades de I’,7, se obtienen las siguientes igualdades:

Jzeo (e owr) @ 1pze) = J2 0 (ne @ ne) o (w1 @ )
= Nege © Jpo 0 (01 ® 1pi(ey) 0 (Ll @' 1, ")
= Nege © F1(le) " o l%l(e) o(le ® 776_1)
= Nege © F1(le) "t om0l
= Tewe © Nogge © F2(le) ™! 0 lpaoy = F2(le) ™ 0 (-

En consecuencia 7, o ¢ satisface el diagrama de la Proposicién 1.11. O

Corolario 1.20. Sean (F,J) : (C,®,e,a,t) — (C', &' ¢, a/,/) y (F,J) :
(€', & e, a',l') = (C,®,e a,1) funtores monoidales, tales que F o F L 1e
y FoF 2 ler. Entonces = F(p Y op,t y o = F(®)o 6,1, donde
p:e — F(e) yp:e— F(e) son los isomorfismos en la Proposicién 1.11.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 1.17 y de la Observacion 1.12. [

Proposicién 1.21. Sea (F,J) : (C,®,e,a,1) — (C', &' ¢, a/,/) una equi-
valencia de categorias monoidales. Entonces existe una equivalencia de ca-
tegorias monoidales (F,J) : (C',®',¢',a/,//) = (C,®,e,a,1) tal que

_ 0 —
FoF~lpyFoFZXig,
como funtores monoidales.

Demostracion. Como F' es una equivalencia de categorias, existe un funtor

_ _ _ 9
F:C'"—Ctalque FoF L ley FoF ~1¢. Asi, para cualesquiera objetos
X")Y' € C', considérese la siguiente composicién de morfismos:

-1 -1
ey © (Ox & Oyr)o JF(X’),F(Y’)’
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que pertenece al conjunto Home: (F(F(X') ® F(Y")), FF(X' ®'Y')). Como
F' es equivalencia, existe un tinico morfismo

Jxryr € Home(F(X) @ F(Y'), F(X'®Y"))

tal que F(Jx:yr) = 0;(}®'Y' o(fx: ® Byr)o J}-;l Como F' es equi-

- _ (X"),F(Y")
valencia y F(Jxy) es isomorfismo, Jxys también lo es para cualesquiera
X' Y € (. Se afirma que J es una transfomacion natural. En efecto, usan-
do la definicién de J y las naturalidades de J, 0, se siguen las siguientes

igualdades para cualesquiera morfismos X' ENS'E Y L yrec

F(Jxnymo (F(f)® F(g))) = F(Jxnyn) o F(F(f) ® F(g))

= Oxngryn © (Ox & Oyr) 0 Tl pym

= Oxbary 0 (0x0 @ Oy) o (FE(f) & FF(g)) 0 J5)
bx 0 FF()) & (By 0 FF(g))) 0 J7!

-1
== exu®/yu o

(
(f OGX') (QOQY’))OJ (X’) F(Y")
= 9)_(:/[/®lyu o f ) (9X’ ® eY’) o J (X’) F(y")
= FF(f ® O X/®/Y/ ] <9X’ ®l GY’) J

F(X'),F(Y")
=FF(f&

(
(
(
= 9)_(}’®’Y” o(
(
9)
g)oF(Jxiy) =F(F(f® g)oJx y).

Y como F es fiel, quy//O(F(f)@F( ) =F(f®

"g)od
J es un isomorfismo natural. Ahora se vera que (F,.J) cumple el axioma de
estructura monoidal. Las siguientes igualdades,

x,y’. En consecuencia

!

(F(O/)(’,Y’,Z’) OjX’@’Y’,Z’ o (7X’,Y/ X 1F(Z')))

F(a/xryrz) 0 FIxigryrz 0 F(Jxyr @ 15 41)

F(X'®'Y"),F(Z')

\»—A

@ (v'e®'z) ° vz 0 Oxiery @ 0z:) 0 (F(Jxry) & LpF(z)) © Jﬁ(

Y'®'Z") °© aX’,Y’,Z’ o (QX’@)'Y’ o F(JX' Y')) ® 92 ) oJ_ (IX/)®F(Y/) F(Z)

F

FF(ary,20) © Oxgry gz © (Oxvery ® 0z) 0 I Fon @ FUx v @15 41)
0%

Ox (

Ox '®'z')00/X',Y',Z'O(((9X’ ® Oy)o ! )® 7)o J=!

(

F(X'),F(Y")

‘9)_«@ '@z ° O‘/X’,Y',Z/ o ((0x @ Oyr) @ 0z)0 (JF(lX,) F(y) ®' 1FF(Z/)) o JZ!
= 0_

(Y'®'Z") o (QX/ ®’ (Qyz ®/ GZ’)) o alFf(X'),Ff(Y’),Ff(Z’)

—1 —
( (X’)F(Y’)® FF(Z’)) JF(X’)@F(Y’)F(Z’

:9_/®/(Yf®/2/) (O & By @ 02)) 0 Loy ‘];(Y') F(z'))o

J= o F(ag

F(X),F(YNQF(Z") F(X'),F(Y'),F(Z") )

o F(F(f)® F(g))

F(X"),F(Y")

F(X),F(Y")

F(X"QF(Y'"),F(Z")

F(X")QF(Y'"),F(Z")

F(XQF(Y'),F(Z')

1 1 1
9X’® (Y'®'Z") (HX’ ((QY’ ® GZ’) o JF(Y’ ), F(Z") )) JF(X’) F(Y)QF(Z') F(aF(X’),f(Y’),f(Z’))

6 1

1
"Y'®'Z") (HX’ (GY’®/Z’ © F(JYIQZ/))) JF(X/) F(Y)QF(Z') F(af(X’),f(Y’),F(Z’))
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= e)_(}®’(Y’®’Z’) o (0x: ® Oyrgrz) 0 (e ®' F(Jy:,z))o
—1
JF(X/),f(Y/)Qﬁ(Z/) © F(af(X’)f(Y’)’f(Z’))
1 -1 T
== 0X’®’(Y’®’Z’) © (GX’ ®/ GY/®/Z') o JF(X”),?(Y’@'Z’) o F(]‘f(x’) ® JX(»Y/) o F(QF(X’),F(Y'),f(Z’))

=F(Jx ygz)o F((IF(X,) ® Jxry1) o O‘f(X'),f(Y’),f(Z’))

=F(Jx yiez o (Igxy ® Ix1y') © O xn Fyn Tz

se siguen de la definicién de J, las naturalidades de 0, J, o y el axioma
de estructura monoidal de (F, J), para cualesquiera X', Y’ Z’ € C'. 'Y como
F es equivalencia de categorfas, (F',.J) cumple con el axioma de estructura
monoidal. Ademads se tiene que se cumple lo siguiente:

F(e) ~ FF(e) % e.

Por lo tanto (F, J) es un funtor monoidal. Ahora se demostrara que 6 es mor-
fismo de funtores monoidales, es decir, se demostrara que 6 cumple (1.11).
En la Proposicién 1.16 se definié la composicién de funtores monoidales, se
aplicara esto a la composicién de (F,J) con (F,J) y se denotard a la com-
posicién por (F’,.J"). Para cualesquiera X', Y’ € C’ se tienen las siguientes
igualdades:

9X’®’Y’ o J./X’,Y' = QX’(X)’Y’ o F(jX’,Y') o JF‘(X/)7F(Y')
= 9X’®’Y’ o 0;(}®’Y’ o (QX’ ®’ Hy/) o J;(1X/)7F‘(Y’) o JF(X'),F(Y')
= GX/ ®/ HY/.

En consecuencia 6 es un morfismo de funtores monoidales y andlogamente
se demuestra que p también lo es. O

Corolario 1.22. Sea (F,J) : (C,®,e,a,1) — (C',&', ¢, a',1/) una equiva-
lencia entre categorias monoidales. Entonces existe una equivalencia entre
categorias monoidales (F,J) : (C', @', ¢, a/,1') = (C,®,e,a,1) y una adjun-
cion (e,p) : F F, tal que ¢ y p son morfismos de funtores monoidales.

Demostracion. De la Proposicion 1.21 existe una equivalencia entre cate-
gorfas monoidales (F,J) : (C',®",¢/,d/,//) = (C,®,e,a,1) tal que:

FopglclyFoFélc,

como funtores monoidales. Si € es la composicion

[ Fe-l  — — FpF _—
FF M FEEFE "™ FF % 1.,
entonces (e, p) es una adjuncién. Por lo tanto resta demostrar que € es morfis-
mo de funtores monoidales, es decir, que hace conmutar el diagrama (1.11).
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Del hecho de que 6 y p hacen conmutar (1.11) y de que son transformaciones
naturales, se tienen las siguientes igualdades para todo X', Y’ € C":

ex: @ eyr = (0x @ Oy1) o (Flpp(x) & Flppyn)) o (FF(0x:) & FF(afl))
:GX/®/Y/ OF(jX/ Y/)OJ*(X,) f(Y/) O(F( ( ))® F( ))O( FF X’ ® H;F(Y’))
o (6

® =t

—GX/@)’Y/ OF(JX/ Y/ OF(pF X’) ®p7(Y’))OJFFF(X/) FFF(Y’ F(X' FF Y’))

—HX/@)’Y/ OF( o (pF X/)®F(Y’))OFF(J F(X'), F(Y/))OF(j (X’) FF(Y’))
ol -1
= Oxgryr o F(Jxy) o (PF<X/>®F<Y'>) ° FE(Tpoen Forn) © O, mv)

)OFFF(jXQy/) 00~ !

FF(X'Q'Y")

)
v')
°© JFFF(X/) FFF(y") ° (9% ® OF;?(Y'))
)
)o

=Oxrgry o F(Jxry (PF(X/)®F(Y')
o F(Jx1y) © J5(xr) Fyr)

=0xay o Flppxigiyn) © 0;%()('@'1/') o F(Jxry) © Jpxn Feyry
=exey o F(Ixy7) o Jpixn Foyry-

Por lo tanto € hace conmutar (1.11). O

1.3. Teorema de Severidad de Mac Lane

Definicién 1.23. Una categoria monoidal (C,®,e,a,t) es severa si para
cualesquiera objetos X,Y, 7 € C:

(a) Se tienen las siguientes igualdades:
(XY)eZ=X(Y®Z)yXRe=X=e® X,

(b) axyz=1lxey)ez ¥ Ix =1x =7x.

Ejemplo 1.24. Cualquier categoria cartesiana monoidal y, en particular,
Mod(R) (para un anillo conmutativo con unidad R) no son severas. Mas
adelante, en esta seccién, le asociaremos a cada categoria monoidal una
severa.

Proposicién 1.25. Sea (C,®,e,a,t) es una categoria monoidal severa. En-
tonces Re = L, = 1¢.

Demostracion. Se hard la demostracion para L., ya que la de R, es totalmen-
te analoga. Por la naturalidad de [, se tiene el siguiente diagra conmutativo
paracada f: X =Y €(C:

—e®X4X

o] |

Y—€®Y*>Y

=ly

)
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por lo tanto 1. ® f = f. Entonces L.(f) = f = 1¢(f) y, como consecuencia,
L. =1c. L]

Definicién 1.26. Sea (C,®,e,,t) es una categoria monoidal severa. Para
cada objeto X € C definase X®" € C recursivamente como sigue:

X0 =, X® =X y X®:= X"l X.

Proposicién 1.27. Sean (C,®,e,a,t) es una categoria monoidal severa,
X €C yn,m € N. Entonces X®" @ XM = Xx®ntm,

Demostracion. Se hara la demostracion por induccién sobre n. Es claro que
la Proposcién se cumple para n = 0. Se demostrara para n = 1, esto se
hard con induccién sobre m. Si m = 0,1 se cumple de la definicién. Si la
Proposicion se vale para m = k, entonces se tienen las siguientes igualdades:

X @ X®k+1 :X®(X®k®X) - (X®X®k)®X:X®k+1®X:X®k+2,

En consecuencia se sigue que X ® X®™ = X®"*+! para todo m € N. Ahora
se supondra que la Proposicion se vale para n = k, asi se tienen las siguientes
igualdades para cada m € N:

X @ Xom = (X% @ X) @ XO = XOF @ (X @ XOm) = XOktmtl,

Por tanto se sigue que X®" @ X®m = x®n+m, 0

Considérese (C,®, e, a, t) una categoria monoidal. Se define una clase de
objetos y una clase de morfismos como sigue:

(a) Los objetos, Obj(S(C)), son parejas (F,c), donde F' : C — C es un funtor
y

CX7y:F(X)®Y:>F(X®Y)

es un isomorfismo natural, tal que el siguiente conmuta para cualesquiera
XY, Z eC:

(F(X) & Y) ® Z
ny w)y,z
FX®Y)® 2 F(X)® (Y ®Z) -
CX®Y,Zl J{C}Qy@z

F(X®Y)® Z) F(X® (Y ®Z2))

F(ax,y,z)
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(b) Los morfismos, Mor(S(C)), 6 : (F!,c!) — (F2,¢c?) son transformaciones
naturales 6 : F' — F2 tales que el siguiente diagrama conmuta para
cualesquiera objetos X,Y € C:

1

FIX)oYy X% FiXaY)
oxty| [oxer - (1.12)

FA(X)eY —— F(XaY)
Xy

Se denotara por S(C) a las clases de objetos y morfismos definidas en los
parrafos anteriores.

Proposicién 1.28. S(C) es una categoria.
Demostracion. Se haréd la demostracion en partes:

e Para cada objeto (F,c) se tiene la transformacién natural identidad 1p :
F — F, de donde se obtien un morfismo identidad para cada objeto (F, ¢).
e Sean 0 : (F' c') — (F2,¢?),0: (F?, %) — (F3,c?) dos morfismos. Usando
que 0 y 6 hacen conmutar el diagrama del inciso (b), en la definicién de
Mor(S(C)), se siguen las siguientes igualdades para cualesquiera X,Y € C:

(o f)xey ocyy = Oxay o fxay o cyy
=Oxay o cky o (x ® 1y)
=y ®(Ox ®1y) @ (Ox © 1y)
=ckyo((Bxobx)®1ly)=ckyo((@ob)x ®1y).

Entonces la composicién @ o # hace conmutar el diagrama (1.12) y por lo
tanto la composicién de morfismos en S(C) estd bien definida.

e Como la composicién vertical de transformaciones naturales es asociativa,
la composicién de morfismos en S(C) es asociativa.

De los incisos anteriores se sigue que S(C) es una categoria. O

Ahora se demostrard que S(C) es una categoria monoidal.

Definicién 1.29. Se define una asignacién ®' : S(C) x S(C) — S(C) como
sigue:

(a) Sean (F1,cl), (F? c%) € S(C). Se define (F!, ) &' (F?,c?) := (F1F?¢),
donde ¢ estd dado en cada pareja (X,Y) € C x C por la siguiente com-
posicion:

Fl(c2
FYFYX)®Y) M)Flﬁ(x QY).

C1
F2(X),Y
E—

FIF2(X)®Y
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(b) Sean (F,¢') & (F2,¢),(F3,&) & (F4,¢%) € S(C). Se define § &
0 := 60«0, donde 6 x 0 es la composicién horizontal de los isomorfismos
naturales 0 y 6, es decir,

(0% 0)x =0p2(x)0 F?(0x) : FAFY(X) — FYF*(X),

para todo X € C.

Proposicién 1.30. La asignacion &' estd bien definida y es un bifuntor
covariante.

Demostracion. e Se verd que (F1 c') @ (F?,c?) pertenece a S(C). Como
Choo x)y Y Fl(cﬁij) son isomorfismos, cx y es un isomorfismo. De la defi-

nicién de ¢ y las naturalidades de ¢!, ¢?, se tienen las siguientes igualdades

para cualesquiera morfismos X i> XY e C:

exryr o (F'F2(f)® g) = Fl(c

<_2X/,Y’)OCF2(X’) yr o (F'F2(f) @ g)
= F'(cky
(c3

) o FU(F?(f) @ g) o CF?(X),Y
=F! oy O ( (f)®9))°CF2(X)Y
= FY(F*(f®g)ocky)o CF?(X),Y
=F'F(f®g)ocyy.
Por lo tanto ¢ es un isomorfismo natural. Ahora se demostrard que ¢ hace
conmutar el pentdgono de la definicién de S(C). Usando la definicién de ¢

y el hecho de que ¢!, ¢? hacen conmutar el pentdgono de la definicién de
S(C), se siguen las siguientes igualdades para cualesquiera X,Y, Z € C:

F'F*axyz)ocxay.zo (cxy ®1z)

= FlF?(aX,Y,Z) ° FI(C§(®Y,Z) ° C}”(X@Y),Z © (Fl(cﬁf,y) ®1z)o (C}ﬂ(x),y ®1z)
= Fl(FQ(aX,Y,Z) ° C%(@Y,Z) ° Fl(cgf,y ®1z)o C}rz(x)@jy,z ° (C}J‘Q(X),Y ®1z)

= F'(F*(ax,y,z)© C§(®Y,Z °© (Ci(,y ®1z))o C}ﬂ(x)@Y,Z © (C}T’-’(X),Y ®1z)
= Fl(c

= Fl(c

2 1 1
X yoz ©0rax)Y,z) © Cpr(x)ev.z © (Cr2x)y ©12)

2 1 _

X,Y@Z) OCr2(x),yoz © ¥F1F2(X),Y,Z = CX,Y®Z O OF1F2(X),Y,Z-

Por lo tanto (F'F? c) = (F',c') @ (F?,c?) es un objeto de S(C).

e Se verd que  ® 0 es un morfismo de S(C), para ello considérense los
siguientes objetos:

(FSF', M) = (F3, &) @ (F',cl) y (FUF?,¢?) = (F, ) & (F2, &),

De las definiciones de ¢*2, ¢3! § ® 0, la propiedad (b) de la definicién de
morfismo en S(C) aplicado a 6,0 y las naturalidades de 6, ¢3, se siguen las
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siguientes igualdades para cualesquiera X,Y € C:

C§(2Y (0 0)x ®@1y) = F4(C_2X,Y> ° CF2(X o (fp2x)®1y)o o (F3(fx) ® 1y)
= FY (X y) o Op(x)py © CFZ(X),Y (F3(0x) © 1y)
= gFQ(X®Y) o F3(0§<,Y) ° F3(9X ®1ly)o Ci“l(X),Y
=0 (xay) 0 FP(cky © (0x © 1y)) 0 Chu(x) vy
= 5F2(X®Y) o F3(9X®Y) ° F3(C§(,Y) ° C?ﬁl(x),y

= (9 ®/ 9)X®y o C_?;é}y.

En consecuencia 6 ®' @ es un morfismo en S(C).

De los incisos anteriores se sigue que ®’ es una asignacién bien definida;
resta demostrar que es un bifuntor covariante. Sean (F'', c!), (F2, ¢?) objetos
en la categoria S(C), y considérese sus morfismos identidad 1p1 y 1p2, de
manera que, usando la definicién del bifuntor #’, se tienen las siguientes
igualdades para cualquier objeto X € C:

(1pr @ 1p2)x = (Lp1)p2(xy © F'((1p2) x)
= 1pip2(x) 0 F' (1p2x))
- ].FIFQ(X) - (1F1F2)X.
Por lo tanto 1(F1701) ®’ 1(F2,02) =1p @ 1p2 = lpipe = 1(F1,c1)®’(F2,c2)-
Ademas, debido a que la composicién vertical y horizontal de transforma-

ciones naturales se "distribuyen” entre si, se tienen las siguientes igualdades
para cualesquiera morfismos 0,6, p, p € S(C):

(Bop)& (Bop)=(00p)*(Bop)=(0%0)0c(pxp)= (0" 0)o (P& p).

En consecuencia ®' es un bifuntor covariante. O

Proposicién 1.31. S(C) es una categoria monoidal severa.

Demostracién. Primero se demostrard que ®’ es asociativo en objetos. Usan-
do las definiciones de ¢(1:2)3 y ¢1(23) s siguen las siguientes igualdades para
cualesquiera (F1,cl), (F?,¢), (F3,c%) € S(C):

6(1,2) (F F2)(C v ) 1 Z(X) .
= Fl(F (C§(, ) o (CF5 (X), y)o C%2F3(X),Y
FY(F ( %{ ) o CF3(X) y)o CF2F3(X),Y

= Fl( v)o CF2F3(X),Y = b9,

Por lo tanto, tomando en cuenta que la composicién de funtores es asociativa,
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se obtienen las siguientes igualdades:
(F ) @ (F?, ) & (F,&%) = (F'F?, V%) @ (F?,¢%)

((F FQ)F3 (1 2),3)

= (FY(F2F®), ch29)

= (F',c") & (F?F°, *?)

= (F, ) & ((F%, ) & (F5,&%).

En consecuencia ®’ es asociativa en objetos.

Ahora considérese el funtor indentidad 1¢ y el isomorfismos natural iden-
tidad 1¢ restringido a objetos en C de la forma X ® Y, es decir,

(Ie)xy = lxgy

para cualesquiera X,Y € C. De las definiciones se siguen las siguientes pro-
piedades para todo morfismo 6 : (F!, c!) — (F? ¢?) € S(C):

(a)
(b) €@ ¢ =¢,
()

(d)

De todo lo anterior se sigue que S(C) es una categoria monoidal severa. [J

(1¢,1c) € S(C) y se le denotard por €' := (1¢, 1¢),

( 1) ®/€/:(F1,Cl):€/®l (Fl,cl),

01y =0=1, 6.

Proposicién 1.32. Sea (C,®,e,a,t) una categoria monoidal y S(C) la ca-
tegoria monoidal severa definida anteriormente. Si 6 : (F' ct) — (F2,c%)
es un morfismo en S(C), de manera que 0 : F!' — F? es un isomorfismo
natural, entonces 0 es un isomorfismo en S(C).

Demostracion. Se sigue de que Ox es isomorfismo para todo X € C y que 6
hace conmutar (1.12). O

Teorema 1.33. (Teorema de Severidad de Mac Lane) Cualquier ca-
tegoria monoidal es equivalente a una categoria monoidal severa.

Demostracion. Sea (C,®,e,a,t) una categoria monoidal. Considérese la
categoria monoidal severa S(C) definida en péarrafos anteriores. Se define
L :C — S(C) como sigue:

LX) :=(X®—ax--)y L(f) =(f®-),

para todo X Ly € C. Se verd que L estd bien definido; sea X Ly ecC,
entonces se tienen lo siguiente:

= Usando la definicién de L y el axioma del pentdgono, se sigue que

L(X) € S(C).
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» Usando la definicién de L y la naturalidad de « se sigue que L(f) €

S(C).

De los puntos anteriores, se sigue que L esta bien definida y, usando su
definicién, se sigue que es un funtor covariante. Ahora se demostrara que es
un funtor pleno, fiel y denso:

(a)

Sea 0 : L(X) — L(Y) € S(C). Se define f : X — Y como la siguiente
composicién:

—1
X X Xx0e-Lsyveoe -y .

Se afirma que 0z = f ® 1z para todo Z € C. En efecto, considérese el
siguiente diagrama:s:

T§1®1z

X0z 2 (X0e) ez X4 X0 Eew2) XM xoz

f®1Zl 66®1Zl 9e®ZJ{ 9Zl

Y®ZM(Y®Q)®ZWY®<6®Z) WY(X)Z

Las filas son la identidad debido a la Proposiciéon 1.5, el rectdangulo
izquierdo conmuta por la definiciéon de f, el rectangulo central conmuta
porque 0 € S(C) y el rectdngulo derecho conmuta debido a la naturalidad
de 0. En consecuencia el diagrama exterior conmuta y por lo tanto 7 =
f®1z. Asi L es pleno.

Si L(f) = L(g) para algunos morfimos f, g € C, entonces f®@1, = g® 1.
Y como R, es fiel f =g, por lo tanto L es fiel.

Sea (F,c) € S(C), se afirma que L(F(e)) = (F(e)®@—, ap(),—,—) = (F,c).
En efecto, para cada X € C, se define x como la siguiente composicion:

Fle)® X =% Flew x) 2% p(x) |

como ¢, x y lx son isomorfimos, fx es isomorfismo. Ahora se demostrara
que 6 : F(e)®— — F es una transformacién natural; usando la definicién
de 6 y las naturalidades de c, [, se obtienen las siguientes igualdades para

todoXLYGC:

(
(ly)oF(le ® f) o cex
(ly o(1le ® f)) o ce x
(folx)ocex

(f)oF(lx)ocex = F(f)o0bx.
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En consecuencia 6 es un isomorfismo natural. Resta demostrar que 6
hace conmutar el diagrama (1.12). Usando la definicién de 6, la natura-
lidad de ¢, el hecho de que (F), ¢) satisfacen el pentdgono de la definicién
de S(C) y la Proposicién 1.6, se siguen las siguientes igualdades para
cualesquiera X,Y € C:

cx,yo(x ®1y) =cxy o (F(lx) ®1ly) o (ce,x ® 1y)
=F(lx ®ly)ocegx,y o (Ce,x ® ly)
=F(lx®ly)o F(Oée_}(y) 0 Ce,X®Y O F(e),X,Y
=F((lx®1ly)o Oé;ic,y) 0 Ce, XQY © F(e),X,Y
= F(

Ixgy) © Ce, x0Y © AF(e),x,y = Uxoy © Ap(e) X,y

Por lo tanto 8 hace conmutar (1.12) y por la Proposicién 1.32 se sigue
que # es un isomorfismo. En consecuencia L es denso.

De (a), (b) y (c) se obtiene que L es una equivalencia de categorias.

Ahora se demostrard que L(e) = ¢/, para esto considérese la restriccion
unitaria [ : e ® — — 1¢. Se afirma que [7! : ¢/ — L(e) € S(C), en efecto, por
la proposicién 1.32 basta con probar que [~ hace conmutar (1.12) y esto se
sigue de la Proposiciéon 1.6. Ahora se le dard a L una estructura de funtor
monoidal, para cada X,Y € C se define Jxy : L(X)® L(Y) - L(X®Y)
como:

ayy_: (Xe(Y®-),(Ix®ay,_ Joaxye--) = (XQY)®—, axgy,- ).

Por el axioma del pentédgono en C, Jx y hace conmutar (1.12). Entonces,
por la Proposicién 1.32, Jxy es un isomorfismo en S(C) para cualesquiera
X,Y € C. Para que (L,J) sea un funtor monoidal, resta demostrar que
satisface el axioma de estructura monoidal, pero esto se sigue del axioma
del pentdgono en C. Por lo tanto (L, J) es una equivalencia de categorias
monoidales. O
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Capitulo 2

Moédulos, Categorias
Trenzadas y Monoides de Lie

El siguiente capitulo tiene como objetivo definir los conceptos categdricos
de algebra y médulo, en categorias monoidales. Se verd que no hay problemas
al restringirnos a categorias monoidales severas. También se definiran las
Categorias Monoidales Trenzadas y Categorias Lineales, esto se
hara para poder dar el equivalente categérico de algebra de Lie, en categorias
monoidales. Para ello se seguirdn [1] y [6], aunque no todos resultados que
se demuestren estén en los trabajos citados.

2.1. Monoides y Médulos sobre Monoides

Definicién 2.1. Sea (C,®, e, a, ) una categoria monoidal:
(a) Un monoide en (C,®,e,a,t) es una tercia (A, u,n), donde
HW:AQA—Ayn:e— A
son morfismos en C, llamados producto y unidad, respectivamente,
tales que satisfacen el axioma de asociatividad:

QAAA

(A A) @AY A (Ao d) U2 A A
#®1AJ( J{f“ ) (2.1)

A®A m A

y los axiomas de unidad a izquierda y derecha:

e AT Ao A MY Age
I 22)
A T
A

29
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(b) Sean (A, u,n) y (A, 1/,n") monoides en (C,®,e,a,t). Un morfismo f :
A — A" € C es morfismo de monoides, si los siguientes diagramas
conmutan:

Ag A L2, A’®A’ e

| \/

AﬁA’

Notacién 2.2. Sea (C,®,e,q,t) una categoria monoidal. Se denotard por
Mon(C) a la categoria de todos los monoides en (C,®, e, a,¢) y morfismos
de monoides.

Proposicién 2.3. Sean (A, p,n) un monoide en una categoria monoidal
(C,®,e,a,0) y f: A — A un isomorfismo en C. Entonces (A, ', n') es un
monoide en (C,®,e,a,t), donde p/ := fLouo(f@f)yn =f1to

Demostracién. Usando la definicién de i/, la naturalidad de o y que p hace
conmutar (2.1), se tiene lo siguiente:

pou@p)oanaa=Ff"opo(f®f)o(la®f ) o(la®po
(la@(f®f))oaa aa
=flopo(fela)o(la@p)oaa aac((la®f)® f)
=flopo(la@p)o(f®laga)oaa aao((la®f)®f)
=flopo(la@poasaao((f@1a)@1a)o((la®f)® f)
=flopo(uela)o((fef)ef)
=uo(fref ol(uo(fef)ef)
=p' oy ®1la).

Ademés, de la definicién de 1’ y p/, por la natualidad de [ y la conmutati-

vidad de (2.2), se siguen las siguientes igualdades:

o @la)=flopo(f@f)o(f'®1la)o(n®ly)

=f‘1ouo(1A®f)o(n®1A/)
=flopon®ls)o(le® f)
f)

=flolyo(le® f) =1la.

La conmutatividad del otro diagrama es andloga. Por lo tanto (A’ i/, n’) es
un monoide en (C,®, e, a,t) O

Proposicién 2.4. Sea (F,J) : (C,®,e,a,t) = (C',&",¢,d,) un funtor
monoidal entre categorias monoidales. Entonces (F,J) manda monoides en
monoides.

Demostracion. Sea (A, u,n) es un monoide en (C, ®, e, o, ), se define
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Wi F(A)®@ F(A) = F(A) yn' : ¢ = F(A)

como p' = F(p)oJaayn = F(n)oyp,donde ¢ : ¢ — F(e) es el isomorfismo
dado por ser (F,J) funtor monoidal. Se verda que (F(A),un’,n") cumple el
axioma de asociatividad. Usando la definicién de 4/, la naturalidad de J y
el hecho de que (F, J) es funtor monoidal, se obtiene:

1o (Ipay @ 1) © g ay piay.rea)

) o Jaao(1pay @ F(w) o (Lpay @ Ja,a) © piay pay.ra)
1) 0 F(1a @ p) o Jaapa o (Lpa) ® Jaa) © apa) piay,ria)
) o F(1a® p)o Flaaaa)oJagaao (Jaa® Lpay)
o(la®mp)oasna)oJagasc(Jaa® 1pay)
o(p®1a)oJagaac (Jaa® 1)

p)o F(p®1a)oJagaac (Jaa® 1pa)

p)oJaao (F(u) @ 1pay) o (Jaa® 1pay)

o (1 & 1pcay)-

SRS

|
TEAmaAx

~

I
=

Por lo tanto (F'(A),u’,n') hace conmutar (2.1). Ahora se demostrard que
(F(A),1/,n') cumple el axioma de unidad a izquierda. Usando las de defi-
niciones de p' y ', la naturalidad de J y la Proposicién 1.15, se siguen las
siguientes igualdades:

F(u)oJaao (F(n) @ 1pay)o (@ 1pa))
() o F(n®@1a)oJeao(p® lpay)
(mo(n®1a))oJeao (p® 1pa)

(la) o Jeao (p @ 1p(a))

Fay © (0 @ 1pay) o (e @ 1peay) = lpgay-

1o (n ®1pay)

F
F
F

o~

Por lo tanto (F(A),u',n') cumple con el axioma de unidad a izquierda,
analogamente se demuestra que cumple con el axioma de unidad a derecha.
En consecuencia (F(A), /,n') es un monoide. O

Corolario 2.5. Sea (F,J): (C,®,e,a,t) = (C', &', ¢, a,\") un funtor mo-
noidal entre categorias monoidales. Entonces (F,J) manda morfismos de
monoides en morfismos de monoides.

Demostracion. Sea f : Ay — Ao un morfismo de monoides. De la Pro-
posicién 2.4 se sabe que (F(A;),u;,n.) es monoide para i = 1,2, donde
wh = F (i) o Ja; A, y ni = F(ni) op. Se verd que F(f) : F(A1) — F(As2) es
morfismo de monoides. De la definicién de y}, el hecho de que f es morfismo
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de monoides y la naturalidad de J, se obtienen las siguientes igualdades:

F(f) o m ) o F(u1) 0 Jay,a,

Jo F(f® f)oJaya,

) © Jay,a; 0 (F(f) @ F(f))

py 0 (F(f) @ F(f)).

Y, de la definicién de n; y el hecho de que f es morfismo de monoides, se
tiene lo siguiente:

F(f)oni =F(f)oF(m)oyp="F(n)op=n.

F(f
F(p2
F(p2

Por lo tanto F(f) es morfismo de monoides. O

Notacién 2.6. Sean (F,J): (C,®,e,a,t) — (C',&",€¢,a’,/) un funtor mo-
noidaly f : A; — A un morfismo de monoides en (C, ®, e, a, t). Se denotara
por (F, J)(Az1, p1,m) al monoide en (C', @', €', o', ") que se obtiene de la Pro-
posicién 2.4 y por (F,J)(f) := F(f) al morfismo de monoides que se obtiene
del Corolario 2.5.

Proposicién 2.7. Sean (F,J) : (C,®,e,a,1) — (C', & ¢, a/,/) y (F,J) :
(€', & ¢, a,l') = (C,®,e a,1) funtores monoidales, tales que F o F £ 1c

y FoF 2 ler como funtores monoidales. Entonces, para todo monoide
(A, ,m) en (C,®,e,a,1), (FoF, JoJ)(A,u,n) es isomorfo (como monoides)
a (A, p,n).

Demostracién. Se sabe que pa : FF(A) — A es un isomorfismo, resta ver
que sea morfismo de monoides. Se denotard por (F(A),u’,n') al monoide
(F,J)(A,p,n) vy (FF(A),1,m) al monoide (F o F,J o J)(A, u1,7n). De la de-
finicién de [, la naturalida de p y que p hace conmutar (1.11), se siguen las
siguientes igualdades:

fi=FF(u) o F(Jaa) o Jpeayra),
=paopopagaoF(Jaa)o Jp(a),F(A),
=pa opo(pa®pa)

También, de la definicién de 7, la nauralidad p y el Corolario 1.20, se siguen
las siguientes ecuaciones:

N=FF(n)oF(p)op=py'onop.oF(p)op=py on
En consecuencia:

pAOTE = jo(pa®pa)y paom=n.

Por lo tanto p4 : FF(A) — A es un isomorfismo de monoides. O
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Proposicién 2.8. Sea (F,J): (C,®,e,a,t) = (C', &', ¢, d/, /') una equiva-
lencia de categorias monoidales. Entonces las categorias Mon(C) y Mon(C’)
son equivalentes.

Demostracion. Considérese la siguiente asignacion entre las categorias
Mon(C) y Mon(C):

* (Av Mﬂ?) = (Fv J)(A7M777)7 para todo monoide (Aa ,Ua’ﬂ) en (Cv ®,e,a, L);
o f— (F,J)(f), para todo morfismo de monoides f : Ay — As en
(C,®,e,a,t).

Es rutina checar que esta asignaciéon define un funtor F’ : Mon(C) —
Mon(C"). Se demostrard que F’ es una equivalencia de categorias:

(a) Sea h : F'(Ai,p1,m) — F'(Az2, p2,n2) un morfismo de monoides en
(C', &' ¢,a’,1/). Como F es pleno, existe un morfismo f: A1 — Az € C
tal que F'(f) = F(f) = h. Resta demostrar que f es morfismo de mo-
noides. De la definicién de f, el hecho de que h es morfismo de monoides
y la naturalidad de J, se siguen las siguientes igualdades:

F(fop)=hoF(u)
= ho F(u)oJa,a 0J5) 4,
= F(p2) o Jay a,0(h®@h)o lel,Al
= F(ps) o (h®h) = F(uz) o (f ® f)).

Y como F es fiel, se sigue que fopu; = pzo (f ® f). Ademads, de la
definicién de f y el hecho de que h es morfismo de monoides, se tiene:

F(fom)=hoF(n)opop ' =F(n).

Y como F es fiel, se obtiene f on; = 9. Por lo tanto f es morfismo de
monoides; y entonces F’ es pleno.

(b) Sean f,g : A; — Ay morfismo de monoides tales que F'(f) = F'(g).
Por lo tanto F(f) = F'(f) = F'(9) = F(g); y como F es fiel, f = g. En
consecuencia F” es fiel.

(¢) Sea (A, p,n) un monoide en (C’',®’, ¢',a’,). Por la Proposicién 1.21
existe una equivalencia de categorias monoidales

(F,j) (CL @ e d )= (C,®,e,a,t)

-0 _
tal que, FoF ~ 1lpry FoF L 1¢, como funtores monoidales. Y de
la Proposicién 2.7 se obtiene que (F o F,J o J)(A, u,n) =~ (A, u,n). En
consecuencia I es denso.
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Asi, de (a), (b) y (¢), se concluye que F’ es una equivalencia de categorfas. [

Corolario 2.9. Sea (C,®,e,q,t) una categoria monoidal. Entonces existe
una categoria monoidal severa (C', &' €', a/,1'), tal que Mon(C) es equiva-
lente a Mon(C').

Demostracion. Se sigue del Teorema 1.33 y la Proposicion 2.8. O

Definicién 2.10. (a) Sean (C,®, e, «,¢) una categoria monoidal y (A, u,n)
un monoide en (C, ®, e, a, ¢). Un A-mddulo a izquierda en (C es una pareja
(M,p), donde M € C es un objetoy p: A® M — M es un morfismo en C
tal que los siguientes diagramas conmutan:

(AR A) @ M — 44N A®(A® M)
/»t®1Ml llA(X)’p
Ao M Ao M (2:3)

S A

e®M%M

1 1
e Ml JM. (2.4)
AR M — M

De manera andloga se definen los A-mddulos a derecha en C.

(b) Sean (C,®, e, a,t) una categoria monoidal y (A1, p1,m), (A2, 12, n2)
monoides en C. Un A;-As-bimédulo en C es una tercia (M, p;,p2), donde
MeC,pr:AiM — M ypy: M ® Ay — M son morfismos en C, de
manera que (M, p1) es un Aj-médulo a izquierda y (M, p2) es un Ae-médulo
a derecha. Ademas el siguiente diagrama debe conmutar:

Aq,M,A

a 2 14, ®p2
(A M)®@ Ay —=" A1 (M ® A) —— A1 M
p1®1A2J ipl . (25)

M®A2 7o M

(c) Sean (M,p) y (M',p') A-mé6dulos a izquierda en una categoria mo-
noidal (C,®,e,,t). Un morfismo f : M — M' € C es un morfismo de
A-mdédulos a izquierda si el siguiente diagrama conmuta:

A®ML®f> AR M

pi J{p/ : (2.6)

MﬁM’



2.1. MONOIDES Y MODULOS SOBRE MONOIDES 35

De manera anéloga se definen los morfismos de A-mdédulos a derecha.

(d) Sean (M,p1,p2) v (M',p},ph) Ai1-As-bimbdulos en una categoria
monoidal (C,®, e, a,t). Un morfismo f: M — M’ es un morfismo de A;-
As-bimdédulos si f es un morfismo de Aj-mddulos a izquierda y As-modulos
a derecha.

Observacion 2.11. Todo monoide (A, p,n) es un A-moédulo izquierdo (de-
recho) y un A-A-bimédulo.
Proposicién 2.12. Sean (A, p,n), (A, u',n") monoides en una categoria
monoidal (C,®,e,a,t), f: A" = A un morfismo de monoides y (M,p) un
A-médulo a izquierda (derecha) en C. Entonces se puede dar estructura de
A’-mddulo a izquierda (derecha) a M.
Demostracion. Considérese la siguiente composicion de morfismos en C,
pi=po(f@ly): A®@M — M. Se demostrard que (M,p') es un A’-
modulo a izquierda. De la definicién de p’, la naturalidad de «, que (M, p)
hace conmutar (2.3) y que f es morfismo de monoides, se sigue:
po(la®@p)oan am=po(f@ly)o(la®@p)o(la®(f®1m))oaa am
=po(la®p)o(f®lagm)oaa anmo((la® f)® 1)
=po(la®@p)oasamo((f@®1a)@1y)o((1a ® f)®1nm)
=po(p®ln)o((f®[f)®1lum)
=p®((for)®ly)=po(f®ly)o (W ®1n)
=p oy @1p).
También, de la definicién de p’ y que f es morfismo de monoides, se siguen
las siguientes igualdades:

pom@ly)=po(f@ly)o(n @1y)=po(n®ly) =1y

Por lo tanto (M,p’) es un A’-mdédulo a izquierda en C. Andlogamente se
demuestra la Proposicion para A-modulos a derecha. ]

Corolario 2.13. Sea (M, p1,p2) un A-A-bimdédulo y f : A" — A un morfis-
mo de monoides. Entonces se puede dar una estructura de A’'-A’-bimdédulo
a M.

Demostracién. De la Proposicién 2.12 se tien que (M, p}) es un A-médulo
izquierdo y (M,p5) es un A-médulo derecho, con pj := p1 o (f ® 1y) y
ph = p2 o (1 ® f). Se demostrard que (M,p),ph) hace conmutar (2.5).
Usando las definiciones de p}, ph, la naturalidad de o y que (M, p1,p2) hace
conmutar (2.5), se siguen las siguientes igualdades:

pro(lar@ph)oaa ma =pio(f@la)o(la @p2)o(la@p2)o(ly @ (1ar @ f)) o aarmar
=p1o(la®p2)o(f®1lyga)oaa mao((la ®@1y)® f)
=pro(la®@pr)oaamac((f@1ly)®@1a)o((la ®1y) @ f)
=p2o(pr®la)o((f®1m)®f)
=peo(Pi®f)=p2o(ly @ f)o(p; ®1a)

(

/

=pho(p) ®1a.
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En consecuencia (M, p},py) es un A’-A’-bimédulo. O

Proposicién 2.14. Sean (F,J): (C,®,e,a,1) = (C', &', ¢, a',1") un funtor
monoidal y (A, p,m) un monoide en (C,®,e,a,t). Entonces (F,J) manda
A-mddulos a izquierda (derecha) a F(A)-médulos a izquierda (derecha).

Demostracion. Sea (M,p) un A-médulo a izquierda en (C,®,e,a,t). De la
Proposicién 2.4 se sabe que (F(A), /', n') es un monoide en (C',®’, ¢, o/, 1)),
por lo tanto, se define p’ : F(A)Q'F(M) — F(M) como p’ := F(p)oJa n. Se
afirma que (F(M),p') es un F(A)-médulo a izquierda en (C',®’ ¢, a/,/).
En efecto, usando la definicién de p’, la naturalidad de J, el axioma de
estructura monoidal para (F,.J), el hecho de que (M, p) es un A-médulo a
izquierda y la definicién de p/, se obtienen las siguientes igualdades:

P o (Lpay @ p) o apiay pay.roun

p)oJanm o (Ipay @ F(p)) o (Lpay @ Jam) © Apiay pay.roun

p)o F(1a®@p)oJaaem o (Lpay @ Janm) o ariay reayran
po(la®p))o Flaaan)o Jagan o (Jaa® 1pan)
po(la®@p)oasan)oJagan o (Jaa® 1pan)

p)o F(u®1n) o Jagam © (Jaa® 1par)

p)oJan o (F(p) @ 1pan) o (Jaa® 1pan) =1 o (W @ 1pan)
Por lo tanto (F'(M),p’) hace conmutar (2.3). Ademads, con las definiciones

de p’ y 7', la naturalidad de J, la Proposicién 1.15 y el hecho de que (M, p)
es un A-médulo a izquierda, obtemos las siguientes igualdades:

p)oF(n®@ 1) oJenro (v ® Lpan)
po(n®lar))o Flar) ™" oy

En consencuencia (F'(M),p’) hace conmutar (2.4). De donde se obtiene que
(F(M),p') es un A-médulo a izquierda. Andlogamente se demuestra el caso
para A-mddulos a derecha. ]

Corolario 2.15. Sea (F,J) : (C,®,e,a,1) — (C', & ¢, a/,(/) un funtor
monoidal y (A, p,n) un monoide en (C,®,e,a,t). Entonces (F,J) manda
A-A-bimddulos F(A)-F(A)-bimddulos.

Demostracion. Sea (M, p1,p2) un A-A-bimédulo en (C, ®, e, a, ¢). De la Pro-
posicién 2.12 se sabe que (F(M),p}) es un F(A)-mdédulo izquierdo y (M, ph)
es un F(A)-médulo derecho, con p := F(p1) o Jam y ph = F(p2) o Jur,a.
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De las definiciones de p) y p), la naturalidad de J y el axioma de estructura
monoidal, se sigue lo siguiente:

Ph o (1pay @ ph) © Apay pan) . Fa)
= F(p1) o Jam o (1pay @ F(p2) o (1pay @ Jm,a) © Opiay pan),F(a)
= F(p1) o F(1a ®@p2) o Jamea o (Lpay @ Jara) © piay poan),r(a)

(
F(p1) o F(14 ®p2) o F(aan,a) © Jagm,a o (Jam @ 1pay)
F(p2 @ (p1 ®14)) 0 Jagn,a© (Jan @ 1pay)
F(p2) o Jaao (F(p1) @ 1pay) o (Jau @ 1p(a))
Py o (P @ 1pay).

Por lo tanto (F'(M), p},p5) es un F(A)-F(A)-bimédulo. O
1, P2

Notacién 2.16. Sea, (F,J) : (C,®,e,a,t) — (C',@',¢,a’,//) un funtor
monoidal, (4, x,7) un monoide en (C,®,e,a,t) y (M,p) un A-médulo a iz-
quierda (derecha). Se denotara por (F,J)(M,p) al F(A)-mbdulo a izquierda
(derecha) que se obtiene de la Proposicién 2.14. De manera andloga, pa-
ra todo A-A-bimédulo en (C,®, e, a,t), se denotara por (F,J)(M,p1,p2) al
F(A)-F(A)-bimédulo que se obtiene del Corolario 2.15.

Proposicién 2.17. Sean (F,J): (C,®,e,a,1) — (C', &', ¢/, /) y (F,J) :

(€', & ¢, a',l') = (C,®,e a,1) funtores monoidales, tales que F o F L 1e
_ 9

y FoF ~ 1c como funtores monoidales. Entonces, para todo A-mdédulo a

izquierda (derecha) (M,p), (FoF,JoJ)(M,p) es isomorfo como A-médulos
a izquierda (derecha) a (M, p).

Demostracién. Por la Proposicién 2.14 (FF(M),p’) es un FF(A)-médulo a
izquierda, donde p' := FF(p) o F(Jan) o Jp(a),r(m)- Ademés, como py :
FF(A) — A es un isomorfismo, la Proposicién 2.12 nos da que (FF(M),p)
es un A-moédulo a izquierda con p := p' ® (pAfl ® 1?}?( M)). Se demostrard que
el isomorfismo pys : FF(M) — M es un morfismo de A-médulos a izquierda.
Usando la definicién de p y p/, la naturalidad de p y el hecho de que p hace
conmutar (1.11), se siguen las siguientes igualdades:

proD=prop o(py' @ lppap)
= pym o FF(p) o F(Janr) © T piay.ran © (02" @ 1gp)
= popagm © F(Jam) o Trayran © (02 © lgpan)
=po(pa®pm) o (px @ lpppy) =po (14 ® pur).
En consecuencia py; : FF(M) — M es un isomorfismo de A-médulos a

izquierda. Analogamente se demuestra la Proposicién para A-mddulos a de-
recha. O
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Corolario 2.18. Sean (F,J) : (C,®,e,a,t) — (C', &', ¢, a/,/) y (F,J) :
(€', & ¢, a',l') = (C,®,e a,1) funtores monoidales, tales que I o F L 1e
yFoF 2 1er como funtores monoidales. Entonces, para todo A-A-bimdédu-
lo (M,p1,p2), (FoF,JoJ)(M,p1,p2) es isomorfo como A-A-bimddulos a
(M, p1,p2).

Demostracion. Se sigue directamente de Corolario 2.15 y la Proposicién
2.17. O

Definicién 2.19. (a) Sean (C,®, e, o, ¢) una categoria monoidal y (A, i, n)
un monoide en C. Un ideal a izquierda en A es un A-mdédulo a izquierda
(I,¢) junto con un monomorfismo de A-médulos a izquierda 6 : (I,1) —
(A, p). La definicién de ideal a derecha en A es aniloga.

(b) Sean (C,®, e, a, ) una categoria monoidal y (A4, x,7) un monoide en
C. Un ideal bilateral en A es un A-A-bimédulo (I,cr,tr) junto con un
monomorfismo de A-A-bimédulos 6 : (I,ip,tr) — (A, u, ).

Proposicién 2.20. Sean (C,®,e,a,t) una categoria monoidal abeliana,
(A1, p1,m) y (A2, p2,m2) monoides en C, y f : Ay — Az € C un morfis-
mo de monoides. Entonces Nuc(f) es un ideal bilateral en A;.

Demostracion. Considérese los siguientes morfismos:

H1 © (1A1 X Zf) A ® Nuc(f) — A1y u1 o (lf ® 1A1) : Nuc(f) ® A1 — Ay

Como f es morfismo de monoides, se tienen las siguientes igualdades:
fopmo(la, ®ig)=pzo(f®f)o(la, ®if)=pzo(f®0)=0.

Por lo tanto, de la propiedad universal del ntcleo, existe un inico morfismo

vr, + Ar @ Nue(f) — Nuc(f) tal que if oo, = p1 o (14, ® i¢). De manera

andloga, existe un tnico morfismo tg : Nuc(f) ® Ay — Nuc(f), tal que

ifotg = p1 0 (if ®14,). Ademas, la definicion de ¢z, la naturalidad de o y
la conmutatividad de (2.1), se siguen las siguientes igualdades:

iporpo(la, ®tr)oau, a, Nue(r) = H10 (1a, ® (ifotr)) o @a, 4y Nuc(f)

(
(
=p10(la, @ui)oaa, a,,4, °(laga i)
=10 (1 ®1a,)o (laga @iy)

=10 (la, ®@if)o (p1 @ Inue(s))

=g oo (1 ® Inue(f))-

Y como iy es un monomorfismo, se obtiene que

lp © (1A1 @ LL) O Ay Ay Nuc(f) — LL© (:U'l ® 1Nuc(f))'

1A1 @ p1)o(la, ® (La, ®if))o@a, A, Nuc(f)
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Ahora, de la definicién de ¢z, la conmutatividad de (2.2) y la naturalidad
de [, se siguen las siguientes ecuaciones:

ifpotro(m® Inue(s)) = H10 (La, ®if)o (M @ Inue(y))
=p1o(m®1a,)0 (le®if)
=la, 0 (le®if) =if o lNuc(s)-

Y como iy es monomorfismo, se sigue que ¢z, o (N1 @ Inue(f)) = Inuc(p)- En

consecuencia (Nuc(f),cr) es un Aj-médulo a izquierda. Anédlogamente se
demuestra que (Nuc(f),tr) es un A;-mdédulo a derecha. Ahora se demostrara
que el diagrama (2.5) conmuta.

igouro(la, ®LR) O @A, Nue(f),A, = M1 0 (la, ®if) o (la, ®LR) O A, Nuc(f),As
= p1 0 (1a, ® (p1 o (if ®1a,))) 0 @ay Nuc(f),Ax
=p1o(la, ®p1)oaa; a4, 0((1a, ®if) ®14,)
=p10o(p®1a,)o((la, ®ip)®1a,)

=10 (Zf ® 1A1) (LL & 1A1)

=ifotgo (i ®1la,).

Y como iy es monomorfismo, se sigue que

vr o (1a, ® LR) © @Ay Nuc(f),A, = LR O (tr @ 1a,).

Por lo tanto (Nuc(f),tr,tr) es un ideal bilateral en Ay, con 6 := iy. O

Proposicién 2.21. Sean (F,J) : (C,®,e,a,t) — (C', & ¢, a',/) un
funtor monoidal que preserva monomorfismos y (A, p,n) un monoide en
(C,®,e,a,1). Entonces (F,J) manda ideales a izquierda (derecha) en A a
ideales a izquierda (derecha) en F(A).

Demostracion. Sea (I,:) un ideal a izquierda en A, con 6 : [ — A el mo-
nomorfismo dado de la definicién. Por la Proposiciéon 2.14, se tiene que
(F,J)(I,t) = (F(I),!) es un A-médulo a izquierda, con ¢/ := F(1) o Ja r;
y de la Proposicién 2.4 se sigue que (F(A),p',n') es un monoide con p’ :=
F(u)odaayn' :=F(n)op. De las hipétesis se sabe que F'(0) : F'(I) — F(A)
es un monomorfismo, por lo que se demostrard que F'(#) es morfismo de
F(A)-mdédulos a izquierda. Usando las definiciones de ¢/ y p/, que 6 es mor-
fismo de A-modulos a izquierda y la naturalidad de J, se tiene las siguientes
igualdades:

p)oJaao (1pay ® F(6))
= o (1pay @ F(0)).

Por lo tanto (F(I),!) es un ideal a izquierda en F(A). Andlogamente se
demuestra el resultado para ideales a derecha en A. O
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Corolario 2.22. Sean (F,J) : (C,®,e,a,1) — (C',®,¢,a/,) un fun-
tor monoidal que preserva monomorfismos y (A,u,n) un monoide en

(C,®,e,a,1). Entonces (F,J) manda ideales bilaterales en A a ideales bila-
terales en F(A).

Demostracion. Es consecuencia del Corolario 2.15 y la Proposicion 2.21. [

Observacién 2.23. Sean (F,J) : (C,®,e,a,1) — (C', &', ¢/, /)y (F,J) :
(€', &€ )= (C,®,e, a,i) funtores monoidales, tales que F o F L1 y

FoF 2 1¢r como funtores monoidales e (I,¢) un ideal izquierdo (derecho)
en un monoide (A4, i, n). Usando la Proposicién 2.17 y su notacion, se tiene
que (FF(I),7) ~ (I,t) como A-médulos a izquierda (derecha) en A. Ademés
(FF(I),7) es un ideal izquierdo (derecho) en A con el monomorfismo

FRI) 215 A
Lo mismo sucede con ideales bilaterales.
Se recordara la definicién de interseccion arbitraria de subobjetos.

Definicién 2.24. Sean C una categoria, A € C y {u;: A; — A},c; una
familia de subobjetos de A. Se dice que p : A’ — A es una interseccién de
dicha familia si las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) Para toda i € I existe v; : A" — A; € C, tal que p; ov; = p;

(b) Propiedad Universal. Si f: B — A € C y una familia de morfismos
{ni:B— Ai}ie ; satisfacen que p; o7 = 6 para toda 4 € I, entonces existe
un unico morfismo n: B — A tal que pon = 6.

Observacién 2.25. Sea p: A — A una interseccién de {y; : A; — A},
Se puede demostrar que g es un monomorfismo.

Proposicién 2.26. Sean (C,®, e, a,t) una categoria monoidal, (A, p,n) un
monoide en (C,®,e,a,t) y {(Ij,bj)}jej una familia de ideales a izquierda
(derecha) en A. Entonces la interseccion de la familia {(1;,15)};c ; (si existe)
es un ideal a izquierda (derecha) en A.

Demostracion. Como cada (Ij,¢;) es un ideal izquierda en A, existe un
monomorfismo de A-médulos a izquierda 6; : (Ij,¢5) — (A, p). Suponga-
se que existe la interseccion de los subobjetos {(Ij,Hj)}je ;» denotada por
(1,8) := Njecs(I;,6;), entonces existen morfismos v; : I — I; tales que
HjOUjZQVjEJ.

Considérese la siguiente composicién de morfismos:

p=po(la®l): ARl - Ayoj:=t1j0(la®@v;): A1 — I,.
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Usando las definiciones de los morfismos anteriores y el hecho de que 6;
es monomorfismo de ideales a izquierda en A, se obtienen las siguientes
igualdades para todo j € J:

ejOO'jZOjOLjO(lA@I/j)
=po(la®bj)o(la®vy)
=po(la®b) =

Y por la propiedad universal de la interseccién existe un tinico morfismo
t: A® I — I € C tal que f o1 = ¢. Se demostrard que (I,¢) es un ideal
a izquierda de A, para ello se harda uso de la propiedad universal de la
intersecciéon. Pare demostrar que (I,:) hace conmutar (2.3) considérese la
siguiente familia de morfismos {7; :=¢j 0 (14 ® 0) o O‘AAJ}jeJ' Usando las
definiciones de o, 6, la naturalidad de «, que (/;,¢;) hace conmutar (2.3) y
el hecho de que 6; es monomorfismo de A-médulos a izquierda, se tienen las
siguientes igualdades para todo j € J:

Bjovj=0;01j0(la®@0cj)oaaar
la®)o(la®(la®@vj))oanar
la®j)oanar o ((1a®1a)®vy)
p@lr)o((la®1a)®@vy)

=po(la®bj)o(n®v;) =po(n®0).

=000

=000

~ o/~~~

=000

Ahora, de la definicién de ¢, de la naturalidad de « y el hecho de que que
(A, 1) hace conmutar (2.1), se tienen las siguientes igualdades:

fo(to(la®i)oanar)=po(la®@t)oauar
=po(ly®0)o(la®@t)oaaar
=po(la®@p)oaaar
=po(la®@p)o(la® (la®0))oaaar
=po(la@p)oasaao((la®ls)®0)
= pio )o

p®1a)o((la®la)®0) = po(n®0).

También de la definicion de ¢ se tienen las siguientes igualdades:

0o(to(p®@ly)=wpo(u@l)=po(la®@b)o(p®ly)=po(n®?o).

Por lo tanto, de la unicidad de la interseccién, se tiene que (I,t) hace con-
mutar (2.3); de manera analoga se puede demostrar que (I, ) hace conmutar
(2.4). En consecuencia (I,¢) es un A-moédulo a izquierda. Resta demostrar
que 0 : I — A es morfismo de A-médulos a izquierda, pero esto se sigue de
las siguientes igualdades:

for=p=po(ly®0).
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Asi (I,1) es un ideal a izquierda en A. De manera andloga se demuestra la
proposicién para ideales a derecha en A. O

Corolario 2.27. Sean (C,®,e,a,t) una categoria monoidal, (A,p,n) un

monoide en (C,®,e,a,L) y {(Ij, LjsL ])} , una familia de ideales bildterales
j

en A. Entonces la interseccion de la familia {(Ij,L},L?)}jEJ (si existe) es

un ideal bilateral en A.

Demostracion. Por la Proposicién 2.26 se sabe que existe un objeto I € C
y morfismos ¢! : A®I - I,12: T®A = ITy#:I< A, de manera que
(I,i') es un ideal a izquierda en A y (I,:?) es un ideal a derecha en A.
Para lo siguiente usaremos la notacién de la Proposicién 2.26. Considérese
el siguiente morfismo para cada j € J, ¢; :== vj0120 (11 ® 14). Se tienen las
siguientes igualdades para todo j € J:

O;otp; =00vj020 (Lt ®@1s)=0020 ()t ®14).
Ademas, usando la definicién de 1;, que (A, 1) hace conmutar (2.1), la na-

turalidad de a y el hecho de que 8 es un morfismo de ideales a izquierda y
derecha , se siguen las siguientes igualdades:

foilo(la®i*)oaara=po(la®b)o(la®*)aara
=po(ly® (po(@®14))oaara
=po(la®@p)o(la®(@®14))oaara
=po(la®@p)oassac((la®b)®1a)
=po(la®@p)o((la®h)®1a)

((OOL )®14)

=uo<9®1A>o<L1®1A>=00L20<L1®1A)-

Por lo tanto, de la unicidad de la interseccién, se tiene que (I,¢!,:?) hace
conmutar (2.5). En consecuencia (I,:!,:2) es un ideal bilateral. O

Definicién 2.28. (a) Sean (C,®,e,a,t) una categoria monoidal con in-
tersecciones arbitrarias, (A, x,7) un monoide en (C,®,e,a,t) y X € C un
subobjeto de A. Definase el ideal izquierdo (derecho) generado por X
como la interseccién de todos los ideales izquierdos (derechos) en A que tie-
nen como subobjeto a X y que factorizan a la inclusion X — A a través
de la inclusiones de X en los ideales y los ideales en A. Se le denotara por
A(X) ((X)2)-

(b) Sean (C, ®, e, a, ¢) una categoria monoidal con intersecciones arbitra-
rias, (A, i,n) un monoide en (C,®,e,a,t) y X € C un subobjeto de A. Se
define el ideal generado por X como la interseccién de todos los ideales
bilaterales en A que tienen como subobjeto a X y que factorizan a la inclu-
sion X < A a través de la inclusiones de X en los ideales y los ideales en
A. Se le denotard por (X).
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Proposicién 2.29. Sean (F,J) : (C,®,e,a,t) — (C',@',€¢,a/,/) una
equivalencia entre categorias monoidales con intersecciones arbitrarias y
(A, ,m) un monoide en (C,®,e,a,1). Entonces Fa(X) =pa) (F(X)).

Demostracion. Por la Proposicién 1.21 existe un funtor monoidal (F,.J) :

(C', & e, a,) = (C,®, e a,t) tal que FoF 2 looy FoF £ 1, como
funtores monoidales. De la Proposiciones 2.4, 2.7 y 2.21 se sigue que: F'(A) es
un monoide, p4 es un isomorfismo de monoides y F(I') es un ideal izquierdo
en A, donde (I',1) es un ideal izquierdo en F(A). Sean (I,0) =4 (X), J :
X—=A09:I' -5 FA)yv: F(X) = I, tal que dov = F(4). Considérense
los siguientes monomorfismos: pao F(9) : I < Ay F(v)opy : X «— F(I');
de la naturalidad de p se cumple lo siguiente:

paoF(9) o F(v) o px' = paFF(8) 0 py' = 6.

Asi, de la definicién de interseccién, existe un morfismo v/ : X — F(I’) tal
que py o F(¥) o/ = ©. En consecuencia, de la natualidad de 6, se siguen
las siguientes igualdades:

F(©)=F(paoF(9)o) :F(pA)OGE(lA odolpoF(V)=1900lp 0 F1).

)
Por lo tanto ¥ factoriza a F(©). Resta demostrar que (F(I), F(©)) cumple
la propiedad universal de la interseccién. Supéngase que existen morfismos
0:B— F(A)yn;: B— I;, donde (I;, ;) son ideales izquierdos en F'(A) que
factorizan a F'(J) a través de la inclusién de F'(X) en I; y 0, : I; — F(A),
tales que ¥; o n; = o. Considérese pa o F(p) : F(B) — A; entonces se tiene
la siguiente ecuaciéon para toda i:

pao F(o) = paoF(9;) o F(n).

En consecuencia, de la propiedad de la interseccién (I, 0), existe un tnico
morfismo 7' : F(B) — I tal que @on’ = psoF(p). Definase n := F(n')of5";
de la naturalidad de 6 se sigue lo siguiente:

F(©)on = F(©)oF(1f)ofz" = F(pa)oFF(0)of5" = F(pa)otpi 4 0000p005" = o.
La unicidad se sigue de la de n’. En consecuencia (F(I), F(0©)) es intersec-
cién. O

Observacién 2.30. Se tiene el mismo resultado de la Proposicién 2.29 para
ideales derechos e ideales bilaterales.

Proposicién 2.31. Sean (C,®, e, a, ) una categoria monoidal con intersec-
ciones arbitrarias, (A, p,n) un monoide en (C,®,e,a,t) yo: X — A€ C.
Entonces existe un unico monomorfismo v : X — I tal que Qo =6, donde
AX)=(I,0) yb:1— A.
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Demostracion. Se denotard por \; : X — I; a cada inclusién de X en los
ideales izquierdos (I;, ¢;). De la definicién de 4 (X), se tiene que 6; o A\; = 4.
Por la propiedad universal de la interseccién, se tiene que existe un tnico
morfismo A : X — [ tal que # o A = §. Ademds, como ¢ es monomorfimo, se
concluye que A es monomorfismo. ]

Observacién 2.32. Se tiene el mismo resultado de la Proposicién 2.31 para
ideales derechos e ideales bilaterales.
2.2. Categorias Monoidales Trenzadas

Definicién 2.33. (a) Una categoria monoidal trenzada es una categoria
monoidal (C,®, e, a,¢), junto con un isomorfismo natural

6X7y:X®Y—>Y®X,

tal que los siguientes diagramas conmutan para cualesquiera X, Y, Z € C:

Xe Yoz X% vez)ex

aX\Y,Z oy, 7z, X

(X®Y)®Z Y ®(Z®X)

)
Bx,y®lz %;X,Z

(2.7)
(XRY)Z —3 Z(X®Y)

— -1

Xo((Y®2) ZeX)oY

1X@m %X,Z'@ly

XRZRY) = (X®2Z)Y

Xx. 2,y

El isomorfismo natural S se le conoce como trenza. Se denotara por
(C, B) a una categoria monoidal trenzada (C,®, e, a,t), con trenza f3.

(b) Una categoria monoidal trenzada (C, 3), es simétrica si

Byx oBxy = lxovy

para todo X,Y € C.
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(c) Sea (C,p) una categoria monoidal trenzada. Un monoide (A, p,n) en
(C,®,e,a,1) es conmutativo, si el siguiente diagrama conmuta:

A®A—> AR A

R

Un morfismo entre monoides conmutativos es un morfismo de los mo-
noides subyacentes.

Notaciéon 2.34. Sea (C,[) una categoria monoidal trenzada. Se deno-
tard por CMon(C) a la categoria de todos los monoides conmutativos en
(Ca ®, e, a, L)'

Observacién 2.35. Sea (C, ) una categoria monoidal trenzada. Se tiene
que Mon(C) es una subcategoria plena de CMon(C).

Ejemplos 2.36. (a) Sea C una categoria cartesiana monoidal. Por la pro-
piedad universal del producto existe un isomorfismo natural fxy : XY —
Y ® X que hace conmutar los diagramas (2.7). En consecuencia C es una
categoria trenzada.

(b) Sea Mod(R) la categoria de R-md6dulos, con R un anillo conmutativo
con unidad. Por la propiedad universal del producto tensorial existe un iso-
morfismo natural Bxy : X ® Y — Y ® X que hace conmutar los diagramas
(2.7). En consecuencia Mod(R) es una categoria trenzada.

Proposicién 2.37. Sean (A, p,n) un monoide conmutativo en una categoria
trenzada (C,B8) y f : A" — A un zsomorﬁsmo en C. Entonces (A, M n') es un
monoide conmutativo en (C,3), donde p' == f~touo(f@f) yn' = flon.

Demostracién. De la Proposicién 2.3 se sabe que (A’ 1/, 1) es un monoide,
resta demostrar que sea conmutativo. De la definicién de p’, la naturalidad
de B y el hecho de que (A, u,n) es un monoide conmutativo, se tiene lo
siguiente:

foBua=Ff"opo(f®f)oBaa
=flopoBaac(f®f)
=flopo(f®f) =

Por lo tanto (A’, i/, n') es un monoide conmutativo. O

Proposicién 2.38. Sea (C,3) una categoria monoidal trenzada. Entonces
se tienen las siguientes iqualdades para todo X € C:

rxoBex =lx ylxofxe=rx.
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Demostracién. Usando la Proposicién 1.6, los diagramas (2.7), la naturali-
dad de r y la naturalidad de 3, se obtienen las siguientes igualdades para
todo X € C:

Le(rx ofex) =(1e®1rx) o0 (le ® fe x)
= TeX © Oée_jge o (le ® fe,x)
= TegX © (5;;1( ®1e) o a)_(yl&e 0 Bege,x © Oé;;X
= 5;)1( O TXge © 04}71676 © Bege,x © Oé;;,X
=B x 0 (Le®7e) 0 Bege,x 0 s
= (t®1x)oa,} v = Le(lx).
Por lo tanto I[x = rx o B x para todo X € C. Andlogamente se demuestra

que rx = lx o Bx . para todo X € C. O

Corolario 2.39. Sea (C, 8) una categoria monoidal trenzada, con trenza 5.
Entonces se cumplen las siguientes igualdades para todo X € C:

Be,X = B)_(}e Y /Be,e = 1e®e-

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la Proposiciéon 2.38. O

Definicién 2.40. Sean (C, 3) y (C', 5’) categorias monoidales trenzadas. Un
funtor monoidal (F,J) de C a C' es trenzado, si el siguiente diagrama es
conmutativo para cualesquiera X,Y € C:

F(X)& F(Y)ﬁ IFMY)F(Y) ®' F(X)

JX,Y\L lJY,X . (2'8)

FX®Y) — F(Y®X)
F(Bx,y)
Una equivalencia monoidal trezada entre categorias monoidales trenza-
das, es un funtor monoidal trenzado, que es también, una equivalencia de
categorias.

Proposicién 2.41. Sea (F,J) : (C,8) — (C',8) un funtor monoidal tren-
zado. Entonces (F,J) manda monoides conmutativos en monoides conmu-
tativos.

Demostracion. Sea (A, p,n) un monoide conmutativo en (C, ®, e, a, ¢). Usan-
do la notaciéon y morfismos obtenidos en la Proposicién 2.4, asi como el hecho
de que (F,J) es un funtor monoidal trenzado, se siguen las siguientes igual-
dades:

F(u)oJaao ﬂ%(A),F(A)
(w) o F(Baa)oJan)
(1 /

JodJaa=p
En consecuencia (F(A), u/,n’) es un monoide conmutativo. O

10 Bray,r(a)

F
F
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Proposicién 2.42. Sea (F,J): (C, ) — (C', 8') una equivalencia monoidal
trenzada. Entonces existe un funtor monoidal trenzado (F,J) : (C', ') —
(C,B) tal que Fo F ~1¢ y F o F ~ 1¢, como funtores monoidales.

Demostracion. Por la Proposiciéon 1.21 se sabe que existe una equivalencia
de categorfas monoidales (F,J) : (C',®',¢/,d',/) — (C,®,e,a,t) tal que
FoF ~1c y FoF ~1¢, como funtores monoidales. Resta demostrar que
(F',J) es un funtor monoidal trenzado. Usando que (F,J) hace conmutar
(2.8), las naturalidades de ', 0 y la definicién de J, se tienen las siguientes
igualdades para cualesquiera X', Y’ € C':

F(Jyrx0 0 Bpixn, ) = F(Jyrx0) 0 F(Br(xn myr))

= 9}_/’1®/X’ o (le ®/ QX/) o JI;(IY’),F‘(X’) o F(BF(X’),F(Y’))
—1 —1

= 9Y’®/X/ o (y ®' Ox) o B;*F(X),FF(Y') © JF(X’),F(Y’)

= 9}_/’1®/X’ o 53(/71// o (9}(’ ®/ 0Y’) o J;(lxl)JEu(y/)

= FF(By1y) 00xiy. 0 (0x & Oy:)o Jlg(lX’)f‘(Y’)

= FF(Bxry) o F(Jxy) = F(F(Byr y:) o Jxry).

Como F es fiel, se tiene que (F,.J) hace conmutar (2.8); por lo tanto es una
equivalencia de categorias monoidales trenzadas. O

Proposicién 2.43. Sean (C,3) wuna categoria monoidal trenzada,
(C', &' €, a,/) una categoria monoidal y (F,J) : (C,5) — (C', &', ¢, d', 1)
una equivalencia entre categorias monoidales. Entonces se puede definir una
trenza ' en (C', &', ¢/, \)), tal que (F,J) : (C,B) — (C', ') es una equiva-
lencia monoidal trenzada.

Demostracion. Por la Proposicién 1.21 se sabe que existe una equivalencia
de categorfas monoidales (F,.J) : (C',®,¢/,o/,//) = (C,®,e,a,t) tal que
FoF ~1py FoF ~1¢, como funtores monoidales. Para cada X', Y € C’
considérese la siguiente composicion de isomorfismos:

jYI7X/ (e} BF(X’),F(Y’) o _)},17)/, & HOIHC(F(XI ®/ Y/), F(Y’ ®, X’))

Como F es fiel y pleno, existe un tnico isomorfismo ' : X' @'Y’ - Y'®' X’
tal que F(BS(’,Y’) = Jy: x1 0 Brxn,F) © _)}},Y" Se afirma que ' es un
isomorfismo natural. En efecto, usando la definiciéon de £/, la naturalidad
de J y el hecho de que (F,.J) hace conmutar (2.8), se siguen las siguientes
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igualdades para cualesquiera morfismos X’ NS Y S yrec

F(Bxnyno (f& g))=F(Bynyn)oF(f& g)

= Ty x0 0 Broxm, pyn © Thyn 0 F(F &' g)

= Jynxn 0 Bxm mrmy © (F(f) @ F(g)) o Txry
yrxn o (F(g) @ F(f)) o Brxn,Foyry © J_)la,yf
(9@ f)oJxiyro Brxn, By © j)lcf,Y'
F(g®' f)o F(ﬁ%/,w) =F((g® f)o ka,y/)-

Y como F es fiel, Bxnyno(f® g)=(9& f)o By y En consecuencia
es isomorfismo natural. Ahora se verd que ' cumple con (2.7). Usando la
deinificién de 3/, que (F,J) es un funtor monoidal y las naturalidades de
B,J, se siguen las siguientes igualdades para cualesquiera X', Y’ 7' € C":

ies]!

(O‘gf’,Z',X’ o ﬁ%/’y/@)/zr o O/X’,Y',Z’>
F(agflyZI’X/) ] F(B;(/,Y’@)/Z’) o F(al)(/ﬁy/’z/)

. R / T _ _ T7—1 R /
= F(O‘Y’,Z’,X/) o Jyrgrzs,x1 0 ﬂF(Xf),F(Y/@/Z') ° JX/,Y’®/Z’ o F(aX/,Y’,Z’)

= jY’,Z’®’X’ o (1F‘(Y/)®jz,’x,) O Ay, F(z"),F(x") ° (j;fl,z/ ® 1F(X/)) o BF(X’),F‘(Y’@’Z’)O
(1F(X/) ® jY',Z/) O Qp(xN,F(Y"),F(z') ° (j)_(fl,y*/ ® 1F(Z/)) 0 j)_(/l@w,z'

= Jy zigx: 0 (LEn@iy ) © Cryry) Bz, Fxr) © Brxny Forerz) © Lexr © Jyi 7)o
(Lp(xry ® Jyr,20) © Qpoxry movn, iz © (Txityr @ Lpzn) 0 Ixigys 20

= Jy zigx1 © (LE(y)@T, x0) © CR(yr),F(z),F(X") © BR(X),F(y@F(2)°

AR (XN, F(Y"),F(z') ° (j)?/l,w ® 1F(Z/)) 0 j)_('l@w,z'

= jY/,Z’@’X' ° (1F(Y’)®jZ/’X/) ° (1F(Y/) ® BF‘(X’),F‘(Z’)) Oy, F(X"),F(2)°
(Brx,Forny @ Lpzn) o O(j;(/l,y' ® 1p(zr)o j)}}@/w,z'

= Jyrzax o (Lppn @ F(Byr 7)) 0 (Lpyry ® Jxr,21) © Qpeyry pxry, 7 (2)°

(Jyix: ® Lizn) 0 (F(B y) @ 1 (zn) © Txigrys 2

= F(ly: @ By z)) o Jyr xrarz © (Lpyn @ Jxr.20) © Oy p(xry F(27)°

(Jyxr @ 1p(z0) © Jylgixr g0 © F (B yr @' 121)

F(ly: & Bxi 7)o F(&4 x1.70) 0 F(Byr 3y @ 121)

=F((ly: & B z1) 0y x1 g0 0 (Byryr @ 170)).

“<\'

Y como F es fiel se tiene que B’ hace conmutar el primer hexdgono de
(2.7); la conmutatividad del segundo hexdgono es totalmente andloga. Por
lo tanto (C',®’,€/,a’,/') es una categorfa monoidal trenzada, con trenza
. Ademés, de la definicién de 3’ se sigue que (F,.J) es una equivalencia
monoidal trenzada y por la Proposicién 2.42 se obtiene que (F,J) también
lo es. O
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Corolario 2.44. Cualquier categoria monoidal trenzada es equivalente a
una categoria monoidal trenzada severa. Mds aun, toda categoria simétrica
es equivalente a una categoria simétrica severa.

Demostracion. Que toda categoria monoidal trenzada sea equivalente a una
categoria monoidal trenzada severa, es consecuencia del Teorema 1.33 y la
Proposicién 2.43. Ahora se supondra que la categoria trenzada (C, ) de la
Proposicion 2.43 es simetrica. Por lo tanto resta demostrar que la categoria
trenzada (C’, 8') obtenida en la Proposicion 2.43 es simétrica. De la definicién
de 8"y del hecho de que (C, ) es simétrica, se siguen las siguientes igualdades
para todo X', Y € C":

F(ﬁ;/’,X’ ° 53(/,3//) = F(ﬁgﬂ,X/ 0 /33(/,1/')
= Jx1,y1 0 Broyn,px © Jyi xi 0 v x0 0 Bpoxn, movn © Txr v
= jX’,Y’ o ﬂp(y/),ﬁ(xf) ° 1F‘(Y’),F‘(X’) °© 5F(X/),F(Y') °© J_)_(/l,Y’
= jX,7Y/ o lpxneF(y © j)}}y, = lpxrayny-

Como F es fiel, se tiene que Byr x108%: yr = 1x1 yr. En consecuencia (C', 8')

es simétrica. O

Proposicién 2.45. (Ecuacion de Yang-Baxter) Sea (C,[() una cate-
goria monoidal severa trenzada. Para cualesquiera X,Y,Z € C se tiene la
stguiente igualdad:

(By,z®1x)o(ly®Bx,z)o(Bx,y®1z) = (128Bx,y)o(Bx,z®1y)o(lx®Py,z).

Demostracion. Como C es severa, los diagramas (2.7) se reducen a tridngu-
los. Considérese el siguiente diagrama:

1
XoYeZXYyvexez

1X®/8y/ X@,@X,Z

XQRX~ZIQY Bxev,z Byex,z YRZI X

ﬁx,z@k; %,Z@lx

ZRXQY — ZRY ®X
1z®8x,y

Los tridngulos laterales son los diagramas (2.7) y el rectdngulo central con-
muta por la naturalidad de 3. Por lo tanto el driagrama exterior conmuta y
as{ se se obtiene la ecuacién deseada. O

2.3. Categorias K-lineales y Monoides de Lie

Definicién 2.46. (a) Sea K un anillo conmutativo. Una categoria C es K-
lineal si todo conjunto Home(X,Y') es un K-médulo y la composicién
de morfismos:
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Home(X,Y) x Home(Y, Z) — Home (X, Z),

es K-bilineal. Un funtor F' : C — C’ entre categorias K-lineales es K-
lineal si, induce un morfismo de K-médulos en cada conjunto Hom, es
decir,

Hom¢ (X,Y) — Home/ (F(X), F(Y))

es un K-homomorfismo, para todo X,Y € C. Un funtor F' : C — ('
K-lineal, es una equivalencia de categorias K-lineales si F' es una equi-
valencia de categorias.

(b) Una categoria monoidal (C,®,e,,t) es K-lineal si la categoria C es
K-lineal y el funtor ® es K-bilineal en morfismos, es decir,

® : Home(X,Y) x Home (X', Y') — Home (X @ X', Y @ YY)

es una funcién K-bilineal para cualesquiera X, X', YY" € C.

(¢) Una categoria trenzada (C, §) K-lineal es simétrica si la categoria tren-
zada subyacente lo es.

Proposicién 2.47. Sea F : C — C' una equualencia entre categorias K-
lineales. Entonces existe una equivalencia de categorias K-lineales I : ' —
Ctal que FoF ~1¢ y FoF ~1¢r.

Demostracién. Como F' es una equivalencia de categorias, existe F' : C' — C

_ 9 _ _
tal que FoF ~ 1oy FoF L 1¢. Se demostrara que F' es un funtor K-lineal.
Usando que C es una categoria K-lineal y que F' es un funtor K-lineal, se
siguen las siguientes igualdades para cualesquiera X', Y’ € C’' y cualquier
kekK:

FE(kf+g) =0y o (kf +g) o 0x
=0} (k(fobx) +gobx)
= k(03! o folx)+ 03! 0ogobyx
= kFF(f) + FF(g) = F(kF(f) + F(g)).

Como F es fiel se sique que F(kf + g) = kF(f) + F(g). Por lo tanto F es
una equivalencia de categorias K-lineales. O

Proposicién 2.48. Sean C wuna categoria K-lineal, C' una categoria y
F : C — C' wuna equivalencia entre categorias. Entonces a C'se le puede
dar estructura de categoria K-lineal y F resultard ser una equivalencia de
categorias K-lineales.
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Demostracion. Como F es una equivalencia de categorias, existe F:C'—=¢C
tal que FoF ~ lppy FoF ~ 1l¢. Sean X', Y’ € C, para cada f,g €
Home/ (X', Y') y k € K se definen:

o [+g:=F(F(f)+Fl(g)),
o kf = F(kF(f)).

Usando la definicién de suma y producto por escalares definida anteriormen-
te, se puede probar que Home (X', Y’) es un K-mddulo para cualesquiera
X', Y € C'. Resta probar que F es un funtor K-lineal. Sean X', Y’ € C’, usan-
do que C’ es una categorfa K-lineal y el hecho de que F' es biyectiva en mor-
fismos, se obtienen las siguientes igualdades para todo f, g € Home/(X',Y”)
y para todo k € K:

o F(f)+F(g) = F(FF(f) + FF(g9)) = F(f +9),

o kF(f)=F(kFF(f)) = F(kf).

En consecuencia F' es una equivalencia de categorias K-lineales. O
Corolario 2.49. Sea (F,J) : (C,®,a,e,1) — (C',®",d/,€',1/) una equiva-

lencia de categorias monoidales, tal que (C,®,a, e, i) es K-lineal. Entonces
(& e, ) es K-lineal.

Demostracion. Como F' es una equivalencia de categorias monoidales, la
Proposiciéon 1.21 nos dice que existe un funtor monoidal

(F7j) : (C/7®/7a/7e/7 L/) _> (C? ®’ a? e? L)

tal que FoF L lery FoF L 1¢, como funtores monoidales. Sean f,g: X —
Y yh: X — Y morfismos en C'. Considérese F((\f+¢)®'h). Dado que F'
es un funtor K-lineal, por la naturalidad de J, como ® es lineal en la entrada
izquierda y (C,®, a, e, ) es K-lineal, se tienen las siguientes igualdades:

— ——1

F(Af+9) ® h)=Jyy o(F(\f+g)®F(h))o Jx xr
= Ty o (AE(f) + Flg)) @ F(h)) o T x.
= Tvyr o AE(f) @ F(h)) + (Flg) @ F(h))) o Ty x
= ATyyr o (F(f) @ F(9) o Tx.x:) + Ty o (Flg) @ F(h)) o Txx
= AF(f @ h)+F(g&'h).

Aplicando F', usando que es K-lineal y por la naturalidad de 0, se sigue que:
FE((Mf+g) @ h) = F(AF(f & h) + F(g&"h))
=AFF(f® h)+ FF(g®' h)
= )\9;;’ o (f ®/ ) © QX,X’ + 9)2%// o (g ®/ h) o] QX,X/
YY’ o(Mf @ h)+ (g h))obx x.
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En consecuencia (Af +g) @ h = A\(f ® h) 4+ (¢ ® h). De manera andloga se
demuestra que ®’ es K-lineal en la variable derecha. O

Corolario 2.50. Toda categoria monoidal K- lineal trenzada es equivalente
a una categoria monoidal K-lineal trenzada severa. Mds aun, toda categoria
monoidal K- lineal simétrica es equivalente a una categoria monoidal K-
lineal simétrica severa.

Demostracion. Se sigue de los Corolarios 2.44 y 2.49. O

Definicién 2.51. Sea (C, 3) una categoria monoidal K-lineal simétrica.

(a) Un monoide de Lie en (C, ) es una pareja (L,v), donde v : LQL — L
es un morfismo en C que satisface:

o y+vyoprL=0;
e yo(y®1p)oar o (ligwer) +§+£%) =0, con

{:=aprpro(Brr®lp)o O42,1L,L o (1L ®BL.L)-

(b) Sean (L,v)y (L',7') monoides de Lie en (C, 8). Un morfismo f : L — L’
en C es morfismo de monoides de Lie, si el siguiente diagrama
conmuta:

L®L —— L

for | Jf :

U'eoL —— L
2l

Notacién 2.52. Sea (C, ) una categoria monoidal K-lineal simétrica. Se
denotard por LieMon(C) a la categoria de todos los monoides de Lie en
(C, 8) y morfismos de monoides de Lie.

Proposicién 2.53. Sean (F,J) : (C,B) — (C',B) un funtor monoidal K-
lineal trenzado, con (C,B) y (C', ) categorias simétricas. Entonces (F,J)
manda monoides de Lie en monoides de Lie.

Demostracién. Sea (L, ) un monoide de Lie en (C, ). Considérese la si-
guiente composicion de morfismos:

v :=F(y)oJrr: F(L)® F(L)— F(L).

Se afirma que (F(L),~") es un monoide de Lie. De la definicién de v/, que '
hace conmutar (2.8) y que F' es un funtor K-lineal, se tienen las siguientes
igualdades:

(F(v)oJrr)+ (F(y)e Lo B%(L)yp(L))
(F(y)odr,L) + (F(v) o F(Br,LoJr,L)
(F(v)+ F(yopBr.L))oJLL

Y+ 70 Brw)Fr) =
=F(y+~oprr)oJrr=F(0)oJrr=0.
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Por lo tanto 7' 4" o Bp (1, (1) = 0. Por hipétesis se sabe que
yo(y®1)o O‘Z,IL,L o (IrgreL) +€+E&) =0,

donde & = QL. L,L O (BL,L ® IL) o O‘Z}L,L o (1L X® BL,L) = 5L®L,L o aZ,IL,L' Para
la otra igualdad considérese

€ 1= (), r (o), (0 ° By, )@ 1rw) (@) gy mwy, ) (L) @ Br, rr))-

De las definiciones de v y &, la conmutatividad de los diagramas (2.7) y
(2.8), la naturalidad de " y el axioma de estructura monoidal, se obtienen
las siguientes ecuaciones:

!

& =Bhmyerw.rm (@) pw)rw.rw)
)

(&)? rBF(L ®'F(L),F(L) o(a EQL F(L)FL)OﬂF(L ® F(L),F(L) o(a I);(lL),F(L),F(L)?

(&) = (BF(L)®’F(L) F(L) o (a /) L),F(L), F(L)) = lr(L)e/ (F(L)@ F (L))}

o V@ 1py = (F(v)® 1pwy)o (JL L ® 1pwy);

e Yoy ® 1ppy)=F(yo(y®1r))oJrgr,.r o (Jr,L @ 1pw));

o 'Y/O(’Y/(g)/lF(L))O(O‘/)z_r(lL)7F(L)7F(L) = F(’Y°(’Y®1L)OO‘Z}L,L))OJLL@LOOF(L)®
Jr.n);

e Yoy & 1F(L)) (a )F(L) F(L).F(L o§ =F(yo(y®1p) OO‘Z}L,L of)oJr gL ©
(1pey ® JL,L);

o VoY ® 1r()) (@) ey perny,rir)° (€)= Flyo(y®1r)oap ; 0€%)o L Lero

(1py ® JL,L)

Sumando las ultimas tres igualdades y usando que F' es un funtor K-lineal
se concluye que:

7o (Y & 1pwy) o (@) ).y rw © Lrwe @ pwy) + €+ (€)?) = 0.
En consecuencia (F(L),~") es un monoide de Lie en (C’, ). O
Corolario 2.54. Sean (F,J): (C,3) — (C',8') un funtor monoidal K-lineal

trenzado, con (C,[) y (C', ') categorias simétricas. Entonces (F,J) manda
morfismos de monoides de Lie en morfismos de monoides de Lie.

Demostracion. Sea f : L1 — Lo un morfismo de monoides de Lie. De la
Proposicién 2.53 se sabe que (F(L;),~,) son monoides de Lie para i = 1,2,
donde ) := F(v;) o Ji, 1,- Se demostrard que F(f) : F(L;) — F(L2) es
morfismo de monoides de Lie. De las definicién de ~;, el hecho de que f es
morfismo de monoides de Lie y la naturalidad de J, se tienen las siguientes
igualdades:

F(f)oy = F(f)o F(m)oJr, L,
=F(y)o F(f®f)oJL 1,
= F(y2) 0 Jp,,1, 0 (F(f) ® F(f))
=0 (F(f) & F(f)).
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Por lo tanto F(f) es morfismo de monoides de Lie. O

Notacién 2.55. Sean (F,J) : (C,5) — (C', ") un funtor K-lineal trenzado
(con (C,B) y (C', ') simétricas) y f: (L1,71) — (L2,72) un morfismo mo-
noide de Lie en (C, 3). Se denotara por (F, J)(Li,71) al monoide de Lie que
se obtiene de la Proposicién 2.53 y por (F,J)(f) := F(f) al morfismo de
monoides de Lie que se obtiene del Corolario 2.54.

Proposicién 2.56. Sean (F,J) : (C,B3) — (C',3") y (F,J) : (C",5") —
(C,B) funtores K-lineales trenzado (con (C,B) y (C',5') simétricas) tales

que FoF £ le yFoF 2 ler como funtores monoidales y (L,~) un monoide
de Lie en (C,3). Entonces (F o F,Jo J)(L,7) es isomorfo (como monoides
de Lie) a (L,7).

Demostracién. Por la Proposiciéon 2.53 se tiene que (FF(L),’) es un mo-
noide de Lie en (C',f'), con o' := FF(y) o F(Jpr) o Jpr) r(r) Ademés
pr : FF(L) — L es un isomorfismo en C, por lo que se demostrara que es un
morfismo de monoides de Lie. De la definicién de 7 y que p hace conmutar
(1.11), se sigue lo siguiente:

,OL o) fy/ = pL OFF(’Y) OF(JL,L) OjF(L)vF(L)
=7Y0pLeL © F(JL,L) © jF(L),F(L)
=70 (pL®pr).

Por lo tanto pr, : FF(L) — L es un isomorfismo de monoides de Lie. O

Proposicién 2.57. Sea (F,J) : (C,3) — (C',p") una equivalencia de
categorias K-lineales simétricas. Entonces las categorias LieMon(C) y
LieMon(C') son equivalentes.

Demostracion. Considérese la siguiente asignacion entre las categorias
LieMon(C) y LieMon(C'):

o (L,y)— (F,J)(L,v), para todo monoide de Lie (L,~) en (C, 3);

o f— (F,J)(f), para todo morfismo de monoides de Lie f: Ay — As en
(C,B).

Es rutina checar que esta asignacion define un funtor
F': LieMon(C) — LieMon(C').
Se demostrard que F’ es una equivalencia de categorias:

a) Sea h : F'(L1,v1) — F'(L2,72) un morfismo de monoides de Lie en
g

(C',8"). Como F es pleno, existe un morfismo f : Ly — Ly € C tal que

F'(f) = F(f) = h. Resta demostrar que f es morfismo de monoides de
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Lie. De la definicién de f, el hecho de que h es morfismo de monoides
de Lie y la naturalidad de J, se siguen las siguientes igualdades:

F(foy)=hoF(y)
=hoF(y1)oJr, 110 ‘][7/11,[/1
= F(y)oJy1,0(h®@h)o JL?,M
= F(12)o (h@h) = F(12)o (£ © ).

Y como F es fiel, se sigue que foy =y 0 (f ® f). Por lo tanto f es
morfismo de monoides de Lie; y entonces F” es pleno.

(b) Sean f,g : L1 — Lo morfismo de monoides de Lie tales que F'(f) =
F'(g). Por lo tanto F(f) = F'(f) = F'(g) = F(g); y como F es fiel,
f = g. En consecuencia F” es fiel.

(¢) Sea (L,v) un monoide en (C’,3’). Por la Proposicién 2.50 existe una
equivalencia de categorias K-lineales simétricas

(F,J):(C,B) = (C,B)

tal que, F o F g looy FoF L 1¢, como funtores monoidales. Y de
la Proposicién 2.56 se obtiene que (F o F,J o J)(L,v) ~ (L,7). En
consecuencia F’ es denso.

Asi, de (a), (b) y (¢), se concluye que F’ es una equivalencia de categorfas. []

Corolario 2.58. Sea (C, 8) una categoria K-lineal simétrica. Entonces exis-
te una categorias K-lineal simétrica severa (C', /'), tal que LieMon(C) es
equivalente a LieMon(C")

Demostracion. Es consecuencia de la Proposicién 2.50 y el Corolario 2.57.
O

Proposicién 2.59. Sean (C, ) una categoria monoidal K-lineal simétrica
severa y (A, p,n) un monoide en (C, ). Considérese

Yi=p—pofaa:ARA = A
Entonces (A,~) es un monoide de Lie en (C, 3).

Demostracion. Usando que (C, 3) es severa, la definicién de v y el hecho de
que (C, B) es simétrica, se tienen las siguientes igualdades:

Y+v0Ba,a = pp—pofaa+(p—poBaa)ofaa = p—pofaatpofaa—p=0.

Por lo tanto 7 4+ vy 0 84,4 = 0. Para la otra igualdad se hard uso de las si-
guientes igualdades, que se siguen de las definiciones de v y £, la naturalidad
de 3, el hecho de que (C, 3) K-lineal y la conmutatividad de los diagramas
(2.7), (2.1):
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o {=(Baa®@14)o(la®Ban)=Pagaa;

o &2 = Baga a0 Bagaa;

& = Blgan = Lass;

YR1a=(p®14)0(1ges — (Baa®1a);

yo(y®1a) = po(p®1a)o(1 403 —(Ba,aR14)—Laga,a0(l 03 —(Ba,4®14)));
vo(Y®1a)of = po(u@la)o(Bagaa—(1a®Baa)—Figaat+(Baa®la));

o yo(y®@14)o&® =po(u®1a)o (B34~ Baeaac(Baa®1a) = Blgaa+
(14 ® Ba,a))-

Entonces, sumando las ultimas tres igualdades, se obtiene que
yo(y®1a)o (lges +&+E2)=0.
En consecuencia (A,~) es un monoide de Lie en (C, ). O

Corolario 2.60. Sean (C,[3) una categoria monoidal K-lineal simétrica y
(A, 1,m) un monoide en (C, 3). Considérese

vyi=p—poPas ARA = A
Entonces (A,7) es un monoide de Lie en (C,j3).

Demostracion. De la Proposiciéon 2.50 se tiene que existe una categoria
K-lineal simétrica trenzada severa (C’, ') y funtores K-lineales trenzados

(F.J): (C,8) = (C,8) y (F,T) : (C',B) = (C, B), tales que FoF £1¢y
FoF 2 1ler como funtores monoidales. De la Proposicion 2.4 se sigue que

(F(A),1/,n') es un monoide en (C, ) y de la Proposicién 2.59 se sigue que
(F(A),~") es un monoide de Lie, donde:

!/

p=F(u)oJaayy =p —p' o Bp4 pay

Asi, usando las definiciones de v, ' y que (F,J) es un funtor trenzado
K-lineal, se sigue lo siguiente:

!/

Y = (F() o Jaa) — (F(u) o Ja,a 0 Bpiay ria))

= (F(p) o Jaa) — (F(p) o F(Ba,a)oJaa)

= F(p—poBaa)oJaa=F(y)oJaa.
Ademss, de la Proposicién 2.53, se tiene que (FF(A),7¥) es un monoide de
Lie en (C, 3), donde 7 = F(v') o J p(ay,r(4)-

7 =F() o Jr(a).ra
= FF(vy) o F(Jaa) o Jpay,ra
2 oY 0 pagao F(Jaa) o Trayra
1

=p
=p4 °27°(pa®pa)
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En consecuencia y = pg o075 o (p;l ® pzl). Como (FF(A),%) es un monoide
de Lie, se tiene la siguiente ecuacién:

1

7o (V& 15 (4)) O oy Ty Fregay © (PP Fr(a) Ry T€ +(8)%) = 0,

-1 .
donde ¢ = BfF(A)@FF(A),FF(A) O OF o 4) FF(A) FF(A) De la naturalidades de
a, 8y como [ hace conmutar (2.7), se siguen las siguientes igualdades:

o £=fagan o0y
o &% =Pagaaoay’y 40 BagAncasy 4
o 7®1a=(pa®la)o(T@1a)o((py' ®px') ®1a);
e yo(y®1a)=paoTo (T lgpu) o ((px' @ pa") @ pa");
Yo (7 ® lA) © Oz;l,lA,A =pao7yo (7® lfF(A)) © a%};’(A),fF(A),FF(A) © (pzl ®
(pa" ©pa"));i
yo(y®14) OO‘Z,IA,A ol =pyloFo(F® IFF(A)) OQ%}?(A)EF(A),FF(A) oo
(02" ® (pa' ® pa)):
1

vo (Y@ 1a)oayy a0 = py' 070 (VO Igp(a) © O g Ty Fra) ©
()20 (pa' @ (pa' @ p2a")).

Sumando las tltimas tres igualdades, usando que FF es un funtor K-lineal
y tomando en cuenta la Proposiciéon 2.59, se tiene que

Yo(y®1a)o a:l,lAA o (Lag(aga) + £+ %) =0.

En consecuencia (A, ) es un monoide de Lie en (C, 3). O

Corolario 2.61. Sean (C, ) una categoria monoidal K-lineal simétrica y
f Ay — Ay un morfismo de monoides en (C, 3). Entonces f es un morfsimo
de monoides de Lie.

Demostracion. Del Cororalio 2.60 se sabe que (A1,71) v (Az2,72) son mo-
noides de Lie, donde v; = p; — p; 0 fa;,4, para i = 1,2. De la definicién de
Y4, v el hecho de que f es morfismo de monoides, se siguen las siguientes
igualdades:

fova, = (four)—(fouiofBa,a,)
= (pa, o (f® f)) — (pa, o (f ® f) 0 Bay,a,)
= (MAy — HA, © Baga,) 0 (f @ f)
=74, 0 (f® [).

Por lo tanto f es morfismo de monoides de Lie. O
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Capitulo 3

Una Categorificacién del
Teorema de

Poincaré-Birkhoff-Witt

En este capitulo se daran nociones categéricas de los conceptos de Alge—
bra Tensorial, Algebra Simétrica y Algebra Envolvente. Esto con la finali-
dad de dar todos los elementos necesarios para la demostracién del Teo-
rema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Para ello se definiran las categorias de
Grothendieck-Deligne y se daran algunas propiedades de éstas. De ahora
en adelante, cuando se considere funtores entre categorias de Grothendieck,
se estard pensando en funtores aditivos.

Notacién 3.1. Sean C una categoria con objeto ceroy f: X — Y € C.
Si existen el miicleo y conicleo, se les denotard por iy : Nuc(f) = X y
my 1 Y — CoNuc(f), respectivamente.

3.1. Categorias de Grothendieck-Deligne

Observacién 3.2. (a) Sean (C,®, e, a,t) una categoria monoidal con co-
productos arbitrarios, Y € C, {X;},c; una familia de objetos en C y
{fi: Xi = Z} g : Y — W morfismos en C. Considérese los siguientes
coproductos

{]z : Xz — HiGJ Xi}iGJ y {O’i . XZ X Y — HieJ(Xi ® Y)}ZEJ'

Asi, por la propiedad universal del coproducto, existe un \nico morfismo
or : [Lies(Xi ®Y) = (Ilies Xi) @Y tal que ¢, 0 0y = j; ® 1y para todo
1 € J. Noétese que ¢y, cumple lo siguiente para toda ¢ € J:

i€’

((ILies fi)@g)oprooi = (Uies fi)®9)o(5i®ly) = (i fi)oji)®g = fi®g.

Por lo tanto, de la unicidad del coproducto, se sigue la siguiente ecuacion:

59
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((HieJ fi)®g)opr = HieJ(fi ®g).

(b) Sean (C,®, e, a, ) una categoria monoidal con coproductos arbitrarios,
X e€C, {VYi},c; una familia de objetosen Cy f: X — Z, {g; : Y; = W}
morfismos en C. Considérese los siguientes coproductos

Ui Yi = ey Yitiey y{oi : X @Y = [, (X @ Yi)}e )

Asi, por la propiedad universal del coproducto, existe un tinico morfismo
or  [Lics)(X®Y;) = X ®];c;Yi tal que proo; = 1x ® j; para todo i € J.
Notese que pgr cumple lo siguiente para toda i € J:

icJ

(f®1Lics gi)oprooi = (f®@lics gi)o(Ix®ji) = f&(Iey 9:)0di) = f&gi-

Por lo tanto, de la unicidad del coproducto, se sigue la siguiente ecuacion:

(f ®ies9i) 0 or = [ics(f ® gi)-

Convencién 3.3. (a) Sean (C, ®, e, a, t) una categoria monoidal con copro-
ductos arbitrarios, Y € C y {X;},c ; una familia de objetos en C. Considérese
los siguientes coproductos

{j, : Xz — HiEJXi}iEJ y {0’2‘ : Xl QRY — HiGJ(Xi [ Y}iEJ'

Se dird que ® preserva coproductos arbitrarios en la entrada izquierda si el
morfismo ¢, : [[;e;(X; ®Y) = (II;e7 Xi) ® Y obtenido en la Observacion
3.2 es un isomorfismo.

(b) Sean (C,®, e, a,t) una categoria monoidal con coproductos arbitra-
rios, X € C y {Y;},c; una familia de objetos en C. Considérese los siguientes
coproductos

{4 Y — Hz’eJYi}z‘eJ yi{oi: X®Y; - HieJ(X ®Yi}iej'

Se dird que ® preserva coproductos arbitrarios en la entrada derecha si el
morfismo g : [[;c /(X ®Y;) = X ®[[;c;Y; obtenido en la Observacion 3.2
es un isomorfismo.

Definiciéon 3.4. Una Categoria de Grothendieck-Deligne es una una
categoria de Grothendieck monoidal K-lineal simétrica (C,[), tal que el
bifuntor ® preserva coproductos arbitrarios y conticleos en cada entrada.
Ademas debe de cumplir la siguiente propiedad: para cualesquiera morfis-

mos X1 f—1> Y1, Xo f—2> Y5 € C se cumple,

Z‘f1®fz = Im((le ® 2‘f2) D (ifl ® 1X2))' (3'1)

Ejemplo 3.5. Sea K un campo. Entonces Mod(K) es una categoria de
Grothendieck-Deligne.
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Observacién 3.6. Las equivalencias de categorias preservan: nftcleos,
conucleos, monomorfismos, epimorfismos. Entonces, si se tiene una equiva-
lencia de categorias I’ : C — D, donde C es una categoria de Grothendieck,
se obtiene que D es una categoria de Grothendieck. Ademas, F' conmutard
con coproductos arbitrarios, es decir: si [[;c; X; es un coproducto de una
familia {X;},.; en C, entonces

F(Iies Xi) = ies F(X3).

Proposicién 3.7. Sea (F,J) : (C,®,a,e,1) = (C', &', a, ¢, /") una equiva-
lencia de categorias monoidales abelianas, tal que ® preserva contcleos en la
variable derecha (izquierda). Entonces ®' preserva conicleos en la variable
derecha (izquierda).

Demostracion. Sean f: A — B € C'y ny : B — ConNuc(f) el conticleo
de f. Como F' es una equivalencia de categorias monoidales, la Proposicion
1.21 nos dice que existe un funtor monoidal (F,J) : (C',&',d/,¢,//) —

_ 9 _
(C,®,a,e,1) talque FoF ~ 1oy FoF L 1¢, como funtores monoidales. Se
demostrard que 1x ®' 7y es conticleo de 1x ®' f para todo X € C'. Como F'y
F preservan contcleos, F(ms) es contcleo de F(f). Y por hipétesis IF(X) ®

F(ry) es conticleo de lrx) ® F(f). En consecuencia F(lf(x) ® F(ry)) es
contcleo de F' (1FF( X ® F(f)). Ahora considérese las siguientes igualdades:

o F(lpx) © F(ng)) = Jx.c o (FF(1x) ® FF(my)) o Jyp;
o Flpx @ F(f)) = Jx.p o (FF(1x) & FF(f)) o Jxs.

Por lo tanto FF(1x)® FF(ry) es conticleo de FF(1x)®' FF(f). Ademas,
usando la naturalidad de 6, se tienen las siguientes igualdades:

° Fﬁ(lx) ®’ FF(W‘f) = (9)_(1 ®’ 951) o (1X ®’ 7Tf) o (9)( ®’ 93);
o FF(1x)® FF(f) = (0 @ 05") o (1x & f) o (6x @ 0a).

En consecuencia 1x @' 7 es conticleo de 1y ®' f. La demostracién para la
variable izquierda es analogo. O

Proposicién 3.8. Sea (F,J) : (C,®,a,e,1) = (C', &', a/, e, ") una equiva-
lencia de categorias monoidales con coproductos arbitrarios, tal que ® pre-
serva coproductos arbitrarios en la variable derecha (izquierda). Entonces ®'
preserva coproductos arbitrarios en la variable derecha (izquierda).

Demostracion. Sean {Y;},.; una familia de obtetos en C' y X € C’. Como
F' es una equivalencia de categorias monoidales, la Proposicién 1.21 nos
dice que existe un funtor monoidal (F,J) : (C',®',d/,€¢',//) = (C,®, a,e,1)

— 9 _
tal que FoF ~ 1oy FoF L 1¢, como funtores monoidales. Usando el
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isomorfismo J y que F', ® preservan coproductos, se siguen los siguientes
isomorfismos:

F(x & [[Y) =~ FxX) o F([v) ~ F(x) & [[F) = [[FX) @ F(¥)).
ieJ i€J ieJ ieJ

Por lo tanto, aplicando el funtor F', se sigue lo siguiente:

x&' [[vi~ FF(X & [[ V)

icJ icJ
~ F([T(F(X) ® F(Y;))
ieJ
~ [ F(F(X) @ F(Y3)
ieJ
~ [[FF(X) & FF(Y,)) ~ [[(X &' Y5).
icJ iceJ
La demostracién para la variable izquierda es analogo. O

Proposicién 3.9. Sea (F,J) : (C,®,a,e,t) — (C', &, /€, (/) una equi-
valencia de categorias de Grothendieck monoidales, tal que ® cumple con
la ecuacion (3.1) de la definicion de una categoria de Grotehdieck-Deligne.

Entonces @' cumple con la ecuacion (3.1) de la definicion de una categoria
de Grotehdieck-Deligne.

Demostracion. Sean X4 il—> Yi, Xo ﬁ) Y5 € C'. Como F es una equivalencia
de categorias monoidales, la Proposicién 1.21 nos dice que existe un funtor

— _ 9
monoidal (F,J) : (C',&",d/,¢',/) — (C,®,a,e,1) tal que FoF ~ 1l¢/ y
FoF X 1¢. Considérese F(f1) v F(f2), como ® cumple con la ecuacién
(3.1) se sigue lo siguiente:

Nuc(F(f1) ® F(f2)) = Im((15x,) ® Nuc(F(f2))) © (Nuc(F(f1)) @ 15 x,)))-

Y usando que F' preserva contcleos y conmuta con coproductos, se sigue lo
siguiente:

Nuc(F(F(f1) ®F(f2)) F(Nuc(F(f1) & F(f2)))
F(Im
Im(F

m (15, © Nue(F(f2)) & (Nue(F (1)) © 15 x,,))
(Lp ) © Nue(F(2))) ® F(Nue(F (1)) @ Lp,)))-

Ademés, de la naturalidad de J, § y que hacen conmutar (1.11), se siguen
las siguientes igualdades:

o Flpix,) ®@ Nuc(F(f2)) = Ox,gx, © (1x, ® Nuc(f2)) 0 0x,0 5,5

. F(Nuc( (fr)® XQ)) 9}1@/)(2 o (Nuc(f1) ®' 1X2) 0 0K 0/ X,
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Donde Nuc(fy) : K1 — X1 y Nuc(f2) : K2 — X5. Y usando la asociatividad
del coproducto se tiene lo siguiente:

F(l5y,) ® Nuc(F(f2)) & F(Nuc(F(f1)) @ 15 x,)
= 0x1arx, © (1x, @ Nue(f2)) @ (Nue(f1) @ 1x,)) 0 (0x,0 K @ Ory0x)-

En consecuencia
Im(e;(i@’Xg © ((1X1 ® Nuc(fQ)) S (Nuc(f1> ®/ 1X2>) © (0X1®’K2 @ 0K1®’X2)>

es niicleo de F(F(f1) ® F(f2)). Pero también, de la naturalidad de 6 y J, se
tiene:

F(F(f1) @ F(f2)) = 05wy, © (1 @ f2) 0 Ox,0/x,-
Por lo tanto

Nuc(f; @ f2) = Im((1x, ® Nuc(fa)) ® (Nuc(f1) @' 1x,)).

O

Corolario 3.10. Toda categoria de Grothendieck-Deligne es equivalente a
una categoria de Grothendieck-Deligne severa.

Demostracion. Se sigue del Corolario 2.50, la Observacién 3.6 y las Propo-
siciones 3.7, 3.8 y 3.9. O

Proposicién 3.11. Sean (C,3) una categoria de Grothendieck-Deligne,
(A, ,m) un monoide en (C,B) e (I,1) un ideal izquierdo (derecho) en A.
Entonces se puede dar estructura de A-mddulo izquierdo (derecha) a A/I.

Demostracion. Considérese la siguiente composicion de morfismos mg o p :
A® A — A/I, donde mp : A — A/I es el coniicleo del monomorfismo
0 : I — A dado por la definicién de ideal a izquierda. Como 6 es un morfismo
de A-moédulos izquierdos se siguen las siguientes igualdades:

mpopo(la®l)=mgobor=0.
Como (14 ® mp) es conticleo de (14 ® ), existe un inico morfismo
AR A/TE A/

tal que o (14 ® mp) = mp o . Se afirma que (A/I,) es un A-mbdulo
a izquierda; para demostrarlo usaremos que (lgga ® my) es conucleo de
(laga ® 0). Considérese la siguiente composicién de morfismos,

mpopo(u®ly): (ARA)®A— A/L
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De la conmutatividad de (2.6) se tienen las siguientes igualdades:

mgopo(n®la)o(laga®b) =mpopo(n®0)
=mpopo(ly®6b)o(np®ly)
=mpoboro(p®1r)=0.

Ahora, por la naturalidad de «, la definicién de @ y la conmutatividad de
(2.1), se siguen las siguientes ecuaciones:

o(la®@mo(la®(la®mp))oaaaa
o(la® (mgop))oaaaa
o(la®@mg)o(la®@p)oaana
popo(la®@pu)oasas=myopo(p®la),

(@) ro(la®@m)oaaaamo(laga®m) =T

I
I
I
s

(0) io(p®lasr)o(laga®mg) = fio(n®me) = [i(1a®@mg)o(p®@1a) = mgopo(n®1a).

Por lo tanto, de la unicidad del conticleo, se obtiene que (A/I, i) hace con-
mutar (2.3). Con esta misma idea se demuestra que el diagrama (2.4) con-
muta. En consecuencia (A/1,7) es un A-médulo izquierdo. Andlogamente
se demuestra la proposicién para A-mdédulos derechos. ]

Proposicién 3.12. Sean (C,(3) una categoria de Grothendieck-Deligne,
(A, p,m) un monoide en (C,B) e (I,i',:%) un ideal bildteral en A. Enton-
ces se puede dar estructura de monoide a A/I.

Demostracién. Considérese mp@mg: A A— A/I®@A/I, donde 6 : I — A
es el monomorfismo dado de la definicién de ideal bilateral. Dado que se
trabaja en una categoria de Grothendieck-Deligne y € es un monomorfismo,
se sigue lo siguiente:

irgme = Im((14 ®0) @ (0 © 14)).
De donde
Colm(mg @ T9)) = T 0m, = Tim((1L420)SOS14))}
y como my ® Ty es epimorfismo se tiene que

o O Tg = T(1,00)®(0014)"

Usando que 6 es morfismo de A-A-bimédulos se siguen las siguientes igual-
dades:

(a) mpopuo(la®f)=mpofhoit =0,
(b) mpopo(f®14)=mpobhoi®=0.
Y por la unicidad del coproducto se concluye que

mpopo((la®l)@d(@®1h)) =0.



3.1. CATEGORIAS DE GROTHENDIECK-DELIGNE 65

Entonces, por la propiedad universal del conticleo, existe un inico morfismo
n:A/I®A/I — A/ tal que fio(mg®my) = mgop. Se afirma que (A/I, [, 7)
es un monoide, donde 77 :=mgon : e — A/I. Considérese

(mg@mp) @mp: (ARA) @A — (AJIT® A/I)® A/I;

como se estd trabajando en una categoria de Grothendieck-Deligne se sigue
que:

i(np@mg)emy = 1M ((laga ® 0) & [(Im((1a®0)® (0 ®14)) ®14]).

De donde, dado que (mg ® mg) ® 7y es epimorfismo, se tiene lo siguiente:

(g ® 79) @ 7o = T (149 A@0)® [ Im((1400)@®(014))@14]

Usando que 6 es morfismo de A-médulos a izquierda, la definicién de 7w y la
ecuacién (3.1), se tienen las siguientes ecuaciones:

—~

a)mgopo(p®la)o(laga®b)=mgopo(la®0)o(p®@ly)=mgoboryo(p®ly) =0,
b)mgopo(u@la)o [Im((1a®8) @ (0 ®14)) @ 1]

fo((mgop)@mg)o [Im((1a®0) @ (0®14)) @ 14]
fio((mpopoIm((la®0)® (0 ®14))) ®mp)
no(@mem)o(((mp@mp)oIm((1a®0) B (A®14)) ®14)

po(p®mg)o(0®1a)=0.

—

Y por la unicidad del coproducto se sigue que:

mpopo(p®@la)o((laga®0) @ [(1a®0) @ (0®14)) ®14]) =0.
Ademas,

o(layr®m)o(me ® (T ®mp)) 0 A, 4,4
o(mg @ (mgop))oaaaan
fo(mg®@mg)o(la®@p)oaaaan
=mgopo(la@pu)oaaaa
=mpopo(u®la)

(@) o (layr @M) oaasrasrasro (o @ mg) @ mg) =

(b) To(r®1 4/ 1)o((me®me)@mg) = fio((mgop)@my) = fio(me@my)o(u®@1a) = Te@uo(p®14).

Por lo tanto, de la unicidad del contcleo, se concluye que (A/I, 7, 7) hace
conmutar (2.1). Con esta misma idea se demuestra la conmutatividad de
(2.2). En consecuencia (A/I,7,7) es un monoide. O
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3.2. Monoide Libre, Potencia Simétrica y Envol-
vente Universal

Ahora se generalizard la Proposicién 1.27 para el caso en que la categoria
monoidal (C,®, e, a,t) no es severa.

Proposicién 3.13. Sean (C,®,e,a,t) una categoria monoidal, X € C y
n,m € N. Entonces X®" @ XO™ ~ x®ntm,

Demostracion. Se hard la demostracién por induccién sobre n. Es claro que
la Proposicién se cumple para n = 0. Se demostrara para n = 1, para ello
se hard inducciéon sobre m. Si m = 0,1 se cumple de la definicién. Si la
Proposicion se vale para m = k, entonces se tienen las siguientes igualdades:

XQXOF! - X @ (X0 X)~ (X0 X)) @ X ~ Xl g X = xO+2,

En consecuencia se obtiene que X ® X®™ ~ X®7m+1 para todo m € N.
Ahora se supondra que la Proposicién se vale para n = k, asi se tienen las
siguientes igualdades para cada m € N:

X®k+1 ® X®m — (X®k ® X) ® X®m ~ X®k: ® (X ® X®m) ~ X®k+m+1.
Por lo tanto se sigue que X®" @ X®" ~ x®ontm, O

Proposicién 3.14. Sea F : (C,®,a,e,1) — (C', &',/ ¢, (') un funtor mo-
notdal. Entonces, para todo objeto X € C y cualquier n € N,

F(X®") ~ F(X)®n,

Demostracion. Se hard le demostracién por induccién sobre n. Sin = 0
se tiene que F(X®0) = F(e) ~ ¢ = F(e)®9. Para n = 1 es claro que
F(X®1) ~ F(X)®/1. Supéngase que la Proposicién es cierta para n = k,
entonces se siguen las siguientes igualdades:

F(X®H) = F(X®F @ X) ~ F(X®") @' F(X) ~ F(X)®* @ F(X)=F(X)®*,
En consecuencia F(X®") ~ F(X)®" para todo n € N. O

Definicién 3.15. Sean (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne y X €
C. Se define el monoide libre generado por X como

T(X) i= Bien X
Se denotard por €; : X® — ®;enX® a la i-ésima inclusién.

Lema 3.16. Sean (C,f3), (C',8") categorias de Grothendieck-Deligne, X € C
y(F,J): (C,®,8,a,e,1) = (C',Q, ', e',1/) un funtor monoidal que preser-
va coproductos arbitrarios. Entonces T(F(X)) ~ F(T(X)).
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Demostracion. Por la Proposicién 3.14 existe una familia de isomorfismos
{% L F(X)® - F(X®")}.€N. Considérese los siguientes coproductos:
1

{e: X9 5 T} v {ef: FOO®T 5 T(F(X)) .
Ahora, como F preserva  coproductos, se concluye que
{F(ei) : F(X®") = F(T(X))},cy €s un coproducto. Entonces, por la propie-
dad universal del coproducto, existen morfismos o : T(F(X)) — F(T(X))
yo: F(T(X)) — T(F(X)) tales que:

ococh=F(e;)o; yToF(e) =ciop;t VieN.

Se demostrara que ¢ y @ son inversas. De las definiciones de o y & se siguen
las siguientes igualdades para toda ¢ € N:

(Goo)oc,=00F(g) 01 =&

Y por la unicidad del coproducto se sigue que oo = 1p(p(x)). Andlogamente
se demuestra que 0 07 = 1p(7(x))- O

Lema 3.17. Sean (C, 8) una categoria de Grothendieck-Deligne y X ~ X' €
C. Entonces T(X) ~ T(X').

Demostracién. Como X ~ X'  por induccién se sigue que X® ~ (X')&
para toda ¢ € Z. Por lo tanto

T(X) = [Tien X = [Ten(X)®" = T(X').
O

Lema 3.18. Sean (C, 3) una categoria de Grothendieck-Deligne y X,V € C.
FEntonces:

{1V®ei:V®X®i—>V®T(X)} y {6i®1V:X®i®V—>T(X)®V}

€N €N

son coproductos.

Demostracion. Se sigue de que ® preserva coproductos arbitrarios en cada
entrada. O

Proposicién 3.19. Sean (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne se-
vera y X € C. Entonces T(X) es un monoide.

Demostracion. Por el Lema 3.18 y por la propiedad universal del coproducto
se sabe que {g; ®¢e;: X¥ ® X% — T(X)® T(X)}z‘,jeN es un coproducto.
Por la Proposicién 1.27 se tiene que X’ ® X7 = X®*J para toda i,j €
N. En consecuencia, de la propiedad universal del coproducto, existe un
tnico morfismo p : T(X) ® T(X) — T(X) tal que po (& ® €5) = €4y
para toda i,j € N. Se demostrard que (T(X),p,n) es un monoide, con
n := €g. De la propiedad universal del coproducto, se puede probar que
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{(e: ®¢j) ®er};  pex s un coproducto. Usando la definicién de p1 y que la
categoria es severa, se siguen las siguientes igualdades para toda ¢, j, k € N:
o po(lrx)®@p)o (e ® (g ®ex)) = po (& ®Ejik) = Eigjrs
o po(p®lyx))o((ei®ej) ®ep) = po (€ivj @ k) = Eigjrk
En consecuencia, por la propiedad universal del coproducto,

po(lpoxy @ p) = po(p®lpx).
Por el Lema 3.18 se tiene que {e; = 1c ® &;},.y es un coproducto. Entonces,
de la definicién de u, se siguen las siguientes igualdades para toda ¢ € N:

po(e0®lpx)) o (le®@e;) = po (g0 @ei) = &

Asi, de la propiedad universal del coproducto y la severidad de la categoria,
se obtiene lo siguiente:

po(n®lrx)) = lrx) = lrx)-
Anélogamente se demuestra la conmutatividad del otro tridngulo (2.2). Por

lo tanto (T(X), p,n) es un monoide. O

Corolario 3.20. Sean (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne y X €
C. Entonces T(X) es un monoide.

Demostracion. Por la  Proposiciéon 3.10 existe una categoria de
Grothendieck-Deligne severa (C’, ") y funtores K-lineales trenzados

(F,J):(C.8) = (C",8) y (F,B): (C",B') = (C.B),

— 0 _
tales que FoF ~ 1oy FoF £ 1¢, como funtores monoidales. Considérese
los siguientes coproductos:

{e: X9 5 T}y v {ef: FOO®T 5 T(F(X))
De la Proposicion 3.14 se obtiene la siguiente familia de isomorfismos
. ®' ®i
{wi: FOO®T = F(XO}
y del Lema 3.16 se sigue que el isomorfismo o : T(F(X)) — F(T(X)), que
cumple la siguiente ecuacién para toda ¢ € N:

F(gj) ot =0 oé&l.

De la Proposicién 3.19 se sabe que T(F(X)) es un monoide, donde el pro-
ducto ¢/ : T(F(X)) ® T(F(X)) — T(F(X)) cumple la siguiente propiedad
para toda 7,7 € N:

po(e; @ e)) = eiyye
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Ademas, de la Proposicién 2.3 se sabe que F(T(X)) es un monoide con
el producto p” : F(T(X)) ® F(T(X)) — F(T(X)) dado por la siguiente
féormula:

"

W =cop o(c7t® ot
De la definicién de p”, o y i/, se siguen las siguientes igualdades para toda
1,7 € N:

p'o (Fe) @ Fleg)) =oop' o(o @ o7t) o (Fle) & Flej))
=oopu'o(5® ej) o (U & ¥y
=ooci oW & ¢h)
= F(eirj) o tijo (7' & @Z};l)-

Por la Proposicién 2.4 se sigue que F'F(T(X)) es un monoide, con el pro-
ducto 1 : FF(T(X))® FF(T(X)) — FF(T(X)) dado por:

o= F (") 0 Trro) e

De las definiciones de 7, ¢/ y la naturalidad de J, se tiene lo siguiente para
cada i, € N:

fio (FF(g) ® FF(gj)) (L") o Tper(x)),per(x)) © (FF(ei) @ FF(gj))
(W) o F(F (i) @ F(gj)) o J p(xei), p(xes)

F(eirj) o F(irj o (0 @ 97 1)) o Tp(xei) p(xei)-

I
2 ﬁj\ '11\

También de la Proposicién 2.3 se concluye que T(X) es un monoide, con el
producto p: T(X) ® T(X) — T(X) dado como sigue:

= pr(x) 0 o (0p(x) ® Prix))-

Usando las definiciones de p, 7i y la naturalidad de p, se obtienen las si-
guientes ecuaciones para toda ¢, € N:

po (e ®ej) = prix) oo (prix) © Prixy) © (€1 @ €5)
= pr(x) oo (FF(e;) © FF(g5)) 0 (Px: © Pxos)
= pr(x) © FF(eits) 0 F(thiyj o (71 @ 971)) 0 Jp(xei) p(xei) © (Pxe: @ Pxe;)
= &i4j 00,

donde 6 : X®' @ X® — X®1J eg el isomorfismo definido como:
§ := pxoiri 0 F(thiyjo (1 & (en ))o J p(x®i),F(X®5) © (P;@i ® P;(1®j)-

O
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Proposicién 3.21. (Propiedad universal del monoide libre) Sean
(C,B) una categoria de Grothendieck-Deligne severa, (A, pu,n) un monoide
en (C,B), X €Cy f:X — AecC. Entonces existe un unico morfismo de
monoides h : T(X) — A tal que hoey = f.

Demostracién. Considérese la familia de morfismos {g; : X®* — A} defini-
dos recursivamente como:

g =1, 91:=fy git1:=po (g f).

Asi, por la propiedad universal del coproducto, existe un tinico morfismo h :
T(X) — A tal que hoeg; = g;. Se afirma que h es un morfismo de monoides.
Pare demostrar esta tltima afirmacién, nétese que de la Proposicién 3.19,

(T(X),1/,n') es un monoide, donde y' : T(X) ® T(X) — T(X) cumple la
siguiente ecuacién para toda i,j € N:

po (e ®ej) = €iyje
Por lo tanto se tienen las siguientes igualdades para cada i,j € N:
hop'o(e;®ej) =hoeirj=girjy po(h@h)o(e®ej) = po(g® gj)

Se demostrara por induccién sobre 7 que las anteriores igualdades coinciden.
Si i = 0, de la conmutatividad de (2.2) y la severdidad de (C, ), se siguen
las siguientes igualdades para toda j € N:

po(go®gj) =pom®la)o(le®g;) =lacg;=1la0g; =g

En consecuencia ho ' o(gg®¢j) = po(h®@h)o(eg®¢j). Se usard induccién
sobre j para demostrar que las igualdades coinciden en i = 1. Si j =0, de la
conmutatividad de (2.2) y la severidad de (C, 3), se obtienen las siguientes
igualdades:

po(gr®go) =po(la®@n)o(gi®1e) =raogi=1a0g1 =gi.

En consecuencia h oy o (1 ® eg) = po (h® h) o (1 ® g9). Ademéds, de la
definicién de g9, se sigue que po (g1 ® g1) = po (f ® f) = go. Por tanto
hop' o(e1®e1) =po(h®h)o(e1 ®er). Supéngase que las igualdades se
valen para j = k. De la conmutatividad de (2.1) y la severidad de (C, 3), se
siguen las siguientes ecuaciones:

(¢]

91 ® (o (gr® f)))
la®p)o (g @ (gr® f))
p®1a)o((91®gk) @ f)
Ik+1 @ f) = grro-

1o (91 ® gry1) = p

:MO
/,LO
i

@]

(
(
(
(

En consecuencia ho p/ o (1 ®¢j) =po (h®h)o (g1 ® gj).
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Ahora supdéngase que las igualdades coinciden para i = k. De la
conmutatividad de (2.1) y la severidad de (C, ), se siguen las siguientes
igualdades:

(1o (gr® f)) ®gy)
p®1a)o((gr ® f)® gj)
Laopu)o(gr®(f®g;))
9k @ gj+1) = Gkt 1)+

110 (gr+1 ® gj) = po(
o (
o (
o (

= p
= p
=i
=i

En consecuencia ho p/ o (g; ®¢j) = po (h®h) o (g; ®¢j) , y de la unicidad
del coproducto se sigue que

hop =po(h®h).
Ademas, de la definicién de h, se obtienen la siguiente igualdad:

hoeo=go=n.

Por lo tanto h es un morfismo de monoides. Ahora supéngase que existe
otro morfismo de monoides h : T(X) — A tal que hoe; = f = g1. Se
demostrard por induccién que hoe; = g; para toda i € N. Como h es
morfimos de monoides se sigue que h o ey =1 = gg; y por hipétesis se sabe
que hoe; = g1. Sopéngase que hocp = gg.

EOEk_H :EOMO(€k®€1)
=po(h®h)o (e ®@e1)
= o (gr ®91) = Gry1-

En consecuencia h o £; = g; para cada i € N. Asi, de la unicidad del copro-
ducto, se sigue que h = h. O

Corolario 3.22. Sean (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne severa,
X € C, (Ajpi,m) y (B, pu2,m2) monoides en (C,5), g : T(X) — A un
isomorfismo de monoides y f : X — B € C. Entonces existe un unico
morfismo de monoides h: A — B, tal que hogoey = f.

Demostracion. Por la Proposicién 3.21 se sabe que existe un tinico morfismo
de monoides b/ : T(X) — B, tal que h/ o1 = f. Considérese h := h/ o g7
Como g~! y h/ son morfismos de monoides, se obtiene que h es morfismo de
monoides; ademas se siguen las siguientes igualdades:

1

hogoei=h'ogtogoey=hoe = Ff.

Para demostrar la unicidad, supéngase que existe otro morfismo de monoides
h:A— Btal que hogoey = f. De la unicidad de b/ se sigue que hog = b/,
y por lo tanto h = k' o g~ ! = h. O
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Corolario 3.23. Sean (C,3) wuna categoria de Grothendieck-Deligne,
(A, p1,m) un monoide en (C,5), X €¢ Cy f: X — A € C. Entonces
existe un unico morfismo de monoides h : T(X) — A tal que hoey = f.

Demostracion. Por la Proposicion 3.10 existe una categoria de
Grothendieck-Deligne severa (C’, ') y funtores K-lineales trenzados

(F,J):(C,8) = (C",B") y (F,B): (C', ) = (C. ),

tales que F o I é loo y FoF £ l¢, como funtores monoidales. De
la Proposiciones 2.4 y 3.19, se sigue que (T(X), u2,m2), (F(A),uy,n1) y
(F(T(X)), ph,nh) son monoides, donde:

py = F(p1) o Jaa, py = Fp2) o Jpoxyrox) ¥y 0 = F(ni) o v
Del Corolario 3.22 y el hecho de que 11 = 1p(x), se sigue que existe un
tnico morfismo de monoides h : F(T(X)) — F(A) tal que ho F(e1) = F(f).
Se demostrara que el morfismo h := p4 o F(h) o p,}(lx) es un morfismo de

monoides. Usando las definiciones de h, u} y ph, las naturalidades de p y
J, que h es un morfismo de monoides y que p hace conmutar el diagrama
(1 11), se tienen las siguientes igualdades:

) © Prix)eTen)

o ) © (Jf(l)() T(X)) °© P%(IX)@)T(X)
F(uy o (h&"h)) o Tperx)),rereo) © (Prx) © Prx))
= pa o FF(m) o F(Jaa) o Jp(ayra o (F(h) @ F(h)) o (p7(x) © prix))
= p1 0 paga © F(Jaa) o Jpaypa) o (F(h) @ F(R)) o (p3(x) @ Prix))
=10 (pa®pa)o (F(h) @ F(h)) o (prix) © prix))
=p10(h®h).

Ademés, de la definicién de h, la naturalidad de p y el hecho de que h es
morfismo de monoides, se sigue lo siguiente:

hoey=pao F(h) op%(lx) ocg=paocF(h)oFF(gp)op,t =paoFF(m)op,t =n.

Por lo tanto h es un morfismo de monoides. También, de la definicién de h,
la naturalidad de p y que (F(T(X)), 5, n5) cumple la propiedad universal
del monoide libre, se sigue lo siguiente:

hoey :pAoF(E)op;(IX)osl =paoF(h)oFF(e1)opy' = paFF(f)opy' =f.

Para demostrar la unicidad, supéngase que existe otro morfismo de monoi-
des b/ : T(X) — Atal que h'oe; = f. En consecuencia F'(h')oF(e1) = F(f);
y de la unicidad se se sigue que F(h') = h. Por lo tanto,

h' =paoFF(1) op%(lX) = pA oF(E)prE(lX) = h.
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O]

Proposicién 3.24. Sean (C,3) una categoria de Grothendieck-Delgine se-
vera y f : X1 — Xo € C. Entonces existe un unico morfismo de monoides

T(f): T(X1) — T(X2) tal que T(f)oel =20 f.
Demostracion. Se sigue de aplicar la Proposicion 3.21 al morfismo
2o f: X1 — T(Xy).
O

Sea (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne severa. Se definiran
funtores

U:Mon(C) -Cy T:C— Mon(C).
Se tiene la siguiente asignacién entre las categorias Mon(C) y C:
o (A, p,m) — A
e f— f, para todo morfismo de monoides f : A1 — As en (C, 3),

que define un funtor U : Mon(C) — C. Ahora, de las Proposiciones 3.19 y
3.24, se tiene la siguiente asignacion entre las categorias C y Mon(C):

o X = (T(X), 1,m);
e f— T(f), para todo morfismo f: X; — Xo en (C, ).
Esta asignacién define un funtor T : C — Mon(C).

Proposicién 3.25. Sea (C,[) una categoria de Grothendieck-Deligne se-
vera. Entonces el funtor T : C — Mon(C) es adjunto izquierdo del funtor
U: Mon(C)—C.

Demostracion. Primero se definird una funcién
¢X,A : Home (Xv U(A)) - HomMon(C) (T(X)a A),

para cada objeto X y monoide (A, pu,n) en (C,5). Sea f : X — U(A) un
morfismo en (C,3); por la Proposicién 3.21 existe un unico morfismo de
monoides ¢x a(f) : T(X) — A tal que

dx.A(f)oer=f.

Asi, de la unicidad, se tiene una funcién f — ¢x 4(f). Ahora se demostrara
que ¢x 4 es biyectiva.

(a) Si ¢x,a(f) = ¢x,a(g), entonces f = ¢x a(f) oe1 = dpx,.a(g) o1 =g.
Por lo tanto ¢x 4 es inyectiva.

(b) Sea g : T(X) — A un morfismo de monoides. Considérese la siguiente
composicién de morfismos f :=goe; : X — A. De la unicidad de ¢x a(f)
se sigue que
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¢x,a(f) =g
Por lo tanto ¢ x 4 es surjectiva.

De (a) y (b) se obtiene que ¢x 4 es bijectiva. Ahora se demostrara que los
siguientes diagramas conmutan:

¢—1
Hom(T (X)), A1) —~2 Hom(X:, U(A;))
Hom(T(Xn,f)J JHom(Xl,U(f)) :
Hom(T(Xl), Ag) T> Hom(Xl, U(Ag))

X1,A9

(1571
Hom(T(X3), A1) —22 Hom(X», U(A1))
Hom(T(g)7A1)l lHom(g,U(Al))
Hom(T(X1), A1) ~=— Hom(X1, U(41))

X1,41
para todo morfismo de monoides f : A1 — Ag y morfismo g : X7 — Xo
en (C, ). De la definicién de los funtores Hom(T(X;), —), Hom(X;, —) y la
funcién ¢, se siguen las siguientes igualdades para h € Hom(T(X7), 4;):
Ox1 2, © Hom(T(X1), f)(h) = 85, 4,(F o 1)
— (foh)oe}
= Hom(X1, U(f)) 0 ¢, 4, (h).

La demostracién de la conmutatividad del otro diagrama es analoga. Por lo
tanto (T, U, ¢) es una adjuncion. O

Definicién 3.26. Sean (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne y X €
C. Se define la potencia simétrica de X como

Sym(X) := T(X)/ (Im(¢)),
donde ¢ :=¢e20 (Ixgx — Bx,x)-

Proposicién 3.27. Sean (C,B) y (C',B') categorias de Grothendieck-
Deligne, F : (C,B) — (C', ') una equivalencia K-lineal trenzada y X € C.
Entonces F(Sym(X)) ~ Sym(F(X)).

Demostracién. De la definiciones de ¢ y €/, que F es K-lineal y trenzado, se
siguen las siguientes igualdades:

F(¢) = F(e2(1xex — Bx,x))
= (oogh 0ty ") o (Ipxax) — (Jx.x © Brix).rox) © Ix.x))

=0o((eyo J)_(,lx) —(gyo ﬁ}?(X),F(X) ° J)_(,lx)) =o0o('o J)z,l)@
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donde (" := &5 — €50 Bp(x),p(x)- Usando la propiedad universal de la imagen
y el hecho de que que F' preserva imagenes, se puede demostrar que existe
un isomorfismo w : Im(F(¢)) — Im({’) tal que

8 =0"toF(§)out,

donde § : Im(¢) < T(X) y ¢’ : Im(¢’) < T(F(X)). Ahora considérense los
siguientes morfismos: 6 : I — T(X) y 0’ : I' = T(F (X)), donde

I = (Im(¢)) e I’ = (Im(¢’)). Por la Observacién 2.32, se tiene que existen
tinicos monomorfismos 7 : Im(¢) < I y v : Im({’) — I’ tales que

Qoy=0y 0 oy =1¢.
De esta manera se tienen las siguientes igualdades:
o loF@)oF(Y)out=0yool oy ou=F(6).

En consecuencia, de la Observacion 2.30 y la definicién de interseccién, exis-
ten morfismos A\ : I' = F(I) y A : F(I) — I’ tales que

o loF(@)oA=0yood ol=F(0).

Por lo tanto F() = 0o o\ = F(#) oo \; y como F(6) es monomorfismo,
se sigue que A o A = 1p(p). Andlogamente se demuestra que Ao XA = 1p. De
estas ecuaciones se obtienen la siguiente igualdades:

F(’]T@)OO’OH/:T(’F(Q)OO‘OO'_IOF(Q)O)\:O.

Asi, de la propiedad universal del cociente, existe un tinico morfismo

w : Sym(F (X)) — F(Sym(X)) tal que w o mpy = F(mg) o 0. De manera
andloga, existe un tnico morfismo @ : F(Sym(X)) — Sym(F (X)) tal que
wWo F(my) = my oo~ L. De la definicién de w y @ se tienen las siguientes
igualdades:

wowowgz:woF(Trg)OU:Trg/OU_loO':T&JQ;

y como Ty es epimorfismo se obtiene que Wow = lgyy,(p(x))- Andlogamente
se demuestra que w o W = 1 p(gym(x))- O

Lema 3.28. Sean (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne, X € C y
(I,0) = (Im(C)). Entonces mgo ¢ =0, donde

0:1< T(X) ym: T(X)— T(X)/ (Im(C)).

Demostracion. Por la Observacién 2.32 se tiene que existe un tinico mono-
morfismo v : Im(¢) < I tal que § oy = ¢, donde ¢ : Im(¢) — T(X). Pero
de la definicién de imagen, se obtiene un morfismo v : X ® X — Im(() tal
que §d ov = (. Por lo tanto { =6 o~ ov, y en consecuencia

mpo( =mgobfoyov =0.
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Proposicién 3.29. Sean (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne se-
vera y X € C. Entonces Sym(X) es un monoide conmutativo.

Demostracion. De las Proposicion 3.19 se sabe que T(X) es un monoide,
donde el producto i : T(X) ® T(X) — T(X) satisface:

po (g ®ej) = €itj,
para toda i,j € N. Y de la Proposicién 3.12 se sigue que Sym(X) es un
monoide, donde el producto i : Sym(X) ® Sym(X) — Sym(X) es el tnico
morfismo que cumple la siguiente ecuacién:

fio(mg ® mp) = mp O L,

donde 0 : I — T(X) e (I,:},:?) = (Im(¢)). De la naturalidad de 8 y la
definicién de [, se tiene lo siguiente:

0 Bsym(x),Sym(x) © (T @Tg) = fio (79 @Tp) 0 fr(x),T(X) = T0° 1O BT(X)T(X)-

Se afirma que 7 o p o fBr(x) 1(x) © (€i ® €5) = Tg 0 po (g; ® g;) para toda
1,7 € N. En efecto, se demostrara esta tultima afirmacion por induccién sobre
i

e Si 4 =0, usando la naturalidad de 3, la definicién de u, la Proposicion
2.38 y que la categoria (C, ) es severa, se sigue las siguientes igualdades
para toda j € N:

g 0 p o Br(x),T(x) ° (€0 ®€j) =g o po(ej ®eo) o fe xoi
=mgoe;jolxw; or)_(éj =mgopo (g9 ®ej).
e Para ¢ = 1, se hara induccién sobre j. Si j = 0, usando la naturalidad de

B, la definicién de p, la Proposicién 2.38 y que la categoria (C, 3) es severa,
se siguen las siguientes igualdades:

mg o f10 Br(x),T(x) (1 ®ep) = Mg o po (g0 ®e1) 0 Bxe
:7T90€1O7“X0l)_(1 =mpopo (e ®ep).

Si j = 1, usando la naturalidad de 3, el Lema 3.28 y la definicién de u, se
tiene lo siguiente:

g o p o PBrix)r(x)° (1 ®e1) =mpopo(e1®er) o Bxx
= TgOE2 OﬁX,X
=mgoeg =mpo o (g1 ®ey).

Supodngase que la Proposicion se vale para j = k. De la naturalidad de 3,
la conmutatividad de (2.7), la definiciéon de pu, el Lema 3.28 y la hipétesis
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de induccién, se sigue lo siguiente:

g 0 10 Brix),r(x) © (61 ®Epy1) = Mg o o (Epy1 ® 1) © Bx xorgx
=Ty 0 cpy2 0 (Ixar ® Bx x) o (Bx,xer ®1x)
=mgopo (e ® (20 Px,x)) o (Bx,xer ®1x)
fio((mgoer) ® (mgoez0Px,x)) o (Bx xor ®1x)
(o ® mg) 0 (61 ® €2) © (Bx, xor ® 1x)

o
()
90 €r2 0 (Bx,xor ® 1x)
[0
()

0 0 po (pt1 ®er) o (Bx xer @ 1x)
((mg o puo (e, ®e1) o Bx xen) ® (mg 0 €1))
(mo @ 7o) © (€p41 ® €1)

90 Ekta =TpO o (€1 ® Epy1).

I
I
by
7r
I

I
s

En consecuencia g o j1 0 By(x) 1(x) © (€1 ® €5) = Tg 0 pu o (61 ® &5) para
todo j € N.
e Supéngamos que la Proposicion se vale para ¢ = k. De la nauralidad de

B, la definiciones de p y 7, la conmutatividad de (2.7), la hipdtesis de
induccién y la severidad de (C, 3), se obtiene lo siguiente:

o © 110 Br(x),T(x) © (Ert1 ® ;) = Tg 0 po (€ ® Ept1) © Bxorgx, xos

= T9 © Ef4j41 O (ﬁx®k’x®j ®1x)o (1xer ®ﬁX,X®f)

=79 0 f10 ((Epyj 0 Bxor xoi) ®er) o (Lxer ® Bx xoi)

=0 ((mg O €kt Oﬂx®k7X®j) ® (mgoer)) o (1xer ®ﬁX,X®J)

Lo (mg@mg) o (ept; ®e1)o (Ixan ®ﬁX,X®1)

=T 0 ckrjr1 0 (Lyer ® Bx xoi)
=Moo (5k & €j+1) o (1x®k & ﬁX,X‘X)J')
=fio((mpoer)®(mgopo(e; ®er)oPx xei))
=Tio(mg @mg) o (e ®ejt1)
= T O Etj+1 = Tp © O (Et1 B Ej).

Por lo tanto m o p o Br(x)r(x) © (8: ® €j) = mp o po (6; ® g5). Asi, por la
unicidad del coproducto, se sigue que:
T O L O Br(x),T(X) = T © H-

Y usando la unicidad del contcleo se concluye 1 o Bsym(x) sym(x) = B En
consecuencia Sym(X) es un monoide conmutativo. O

Corolario 3.30. Sean (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne y X €
C. Entonces Sym(X) es un monoide conmutativo.

Demostracion. Para esta demostracion se hara uso de los morfismos y de-
finiciones hechos en la demostracién del Corolario 3.20. Por la Proposicion
3.10 existe una categoria de Grothendieck-Deligne severa (C’, ) y funtores
K-lineales trenzados
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(F,J):(C,8) = (C",8") y (F,B): (C', ) = (C. ),

— 9 —
tales que FoF ~1¢cy FoF L 1¢, como funtores monoidales. De la Propo-
siciones 3.29 y 2.37 se sigue que (Sym(F'(X),u1,m) y (F(Sym(X)), pu2,n2)
son monoides conmutativos, donde p; es el inico morfismo tal que

/,Ll (@] (71'9/ ®/ 71'9/) = 71'9/ Ol,L,

y p2 =wopo(w ' ® w ) (wes el isomorfismo definido en la Proposicién
3.27). De las definiciones de p2, w y p”, se siguen las siguientes igualdades:

p2 o (F(mg) @' F(mg)) =wopro(w ' & w™)o (F(m) &' F(mp))

=wopuio (779/ x/ 7r9/) o (o'_l ®' o'_l)

= W O7T9/ O'U,I (e} (0'71 ®/ 0'71)

= F(mg)ooop o(o7' @ o t) = F(mp) o p”.
Usando la Proposicién 2.41, se sigue que (FF(Sym(X)), i57,) es un monoide
conmutativo, con fis = F(usg) o 7F(Sym( X)),F(Sym(x))- Usando la definiciones
de iy ¥ T, la naturalidad de J y la ecuacién que satisface po, se tiene lo
siguiente:

Tig o (F'F(mg) @ FF(

S
>
N
S—
Il

0 J F(Sym(X)),F(Sym(x)) © (FF(mg) ® FF(my))
(F(mg) @ F(m9)) © J p(1(x)),F(T(X))
o F(u") o Jp(r(x)),F(T(x))

H2

—~ o~
=
Do
~—~ ~—
o)
|

I
| = =

=FF

Por la Proposicién 2.37, (Sym(X), i,7) es un monoide conmutativo, donde
[l := psym(x) © Mg © (ps_ylm(X) ® P§y1m<x))- Usando las definiciones de i y u,
la naturalidad de p y la ecuacion que satisface fiy, se obtienen las siguientes
igualdades:
fio(mg @ mp) = PSym(X) © Mg © (Pg;m(x) ® Pg;m(x)) o (mg ® mp)

= Psym(x) © Fip © (FF(m9) ® FF(m)) © (pp(x) ® Prix))

= Psym(x) © FF(m9) o T (p7(x) © P1(x))

= Tp © PT(X) O [ © (PE%X) ® PE(lx))

= 79 O L.

O]

Proposicién 3.31. (Propiedad Universal de la Potencia Simétrica)
Sean (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne severa, X € C, (A, p1,m)
un monoide conmutativo en (C,3) y f : X — A € C. Entonces existe un
dnico morfismo de monoides g : Sym(X) — A tal que gow = f, donde
wi=mpoey, 0: 1 T(X) e dIm(()) = (I,:',:2).
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Demostracion. Considérese (T(X), 2, n2) el monoide libre generado por X.
Por la Proposicién 3.21 existe tinico morfismo de monoides h : T(X) — A
tal que hoey = f. De la definicion de po, que h es morfismo de monoides y
(A, p1,m1) es un monoide conmutativo, se siguen las siguientes igualdades:

ho(=hoero(lxex — fx,x)
=hopso(e1®er)o (Ixex — Bx.x)
=pio(h®h)o(e1®er)o(lxgx — Bx,x)
=p10(f® f)o(lxex — Bx x)
=(po(f®f)—(mofaac(f®f))
=(mo(f®f)—(uo(f®f))=0.

Por lo tanto, de la propiedad universal del niicleo, existe un tinico morfismo
v: X ®X — Nuc(h) tal que i, o v = (. Asi, de la definicién de imagen,
existe un morfismo w : Im(¢) — Nuc(h) tal que § = iy o u, donde § es la
inclusion de Im(¢) en T(X). Ademads, como 0 es monomorfismo, se sigue que
u es monomorfismo. Entonces, usando la Proposicién 2.20 y la definicién de
interseccion, se obtiene un morfismo o : I — Nuc(h) tal que i, o 0 = 6. En
consecuencia hof = hoip oo = 0; y de la propiedad universal del cociente
se tiene que existe un tnico morfismo ¢ : Sym(X) — A tal que g oy = h.
De donde se tienen las siguientes igualdades:

gomgoer =hoe = f.

Ahora supéngase que existe g : Sym(X) — A tal que gomgoe = f. Entonces,
por la unicidad de h, se sigue que gomg = h. Y usando la unicidad del cociente
se obtiene g = g. Resta demostrar que g es un morfismo de monoides, para
ello se recordarda como esta definido el monoide (Sym(X),7iz2,72): fiz es el
tnico morfismo tal que fig o (Mg @ mg) = Mg © 2 y T2 = my o 2. Usando la
definiciones de [z y g, asi como el hecho de que h es morfismo de monoides,
se tienen las siguientes igualdades:

gofizo(my®@mg) =gomgops=hops=po(h®h)=po(g®g)o(re®m).

Como 7y ® mg es epimorfismo, se concluye g o iz = p1 o (¢ ® g). De la
definicién de 72 y que h es morfismo de monoides, se sigue lo siguiente:

gomg=gomgony =homn =mn.

Por lo tanto g es morfismo de monoides. O

Corolario 3.32. Sean (C,() una categoria de Grothendieck-Deligne se-
vera, X € C, (A pu1,m) y (B, u2,m2) monoides conmutativos en (C,[3),
¥ : Sym(X) — A un isomorfismo de monoides y f : X — B € C. Entonces
existe un unico morfismo de monoides g : A — B, tal que goyY ow = f,
donde w := my o €.



80 CAPITULO 3. CATEGORIFICACION DEL TEOREMA P.B.W

Demostracion. Por la Proposicion 3.31 existe un tinico morifismo de monoi-
des h : Sym(X) — B tal que hompoe; = f. Considérese g := hoty~!. Como
h y v~! son morfismo de monoides, g es morfismo de monoides; ademas se
siguen las siguientes igualdades:

gopomyoer =hot lopomyoey =hompoer = f.

Para demostrar la unicidad, supéngase que existe otro morfismo de monoides
g : A — Btal que ¢ oy omyoe; = f. De la unicidad de h se sigue que
g o =hyporlotanto ¢ =hoy~ ! =g. O

Corolario 3.33. Sean (C, 5) una categoria de Grothendieck-Deligne, X € C,
(A, p1,m) un monoide conmutativo en (C, B), (T(X), ua,n2) el monoide libre
generado por X y f : X — A € C. Entonces existe un unico morfismo
de monoides g : Sym(X) — A tal que gow = f, donde w = my o €1,
0:1— T(X)ydIm(C)) = (I,:,.%).

Demostracion. Por la Proposicion 3.10 existe una categoria de
Grothendieck-Deligne severa (C’, ') y funtores K-lineales trenzados

(F,J):(C,B) = (C",B) y (F,B): (C",B') = (C, B),

tales que F o F g loy y FoF L 1l¢, como funtores monoidales. De la
Proposiciones 2.4 y 3.12, se sigue que (Sym(X), ua,n2), (F(A),u1},n}) vy
(F(Sym(X)), ph,nb) son monoides, donde:

py = F(p1) o Jaa, py = F(p2) © Jgym(x),sym(x) ¥ 7 = F(ni) o .

Del Corolario 3.32, la definicién de w : Sym(F' (X)) — F(Sym(X)) dado en
la Proposicion 3.27 y el hecho de que 91 = 1p(x), se sigue que existe un unico
morfismo de monoides g : F/(Sym(X)) — F(A) tal que goF(mgoe1) = F(f).
Se demostrard que el morfismo g := pa o F(g) o nglm( x) €8 un morfismo de
monoides. De las definiciones de g, p} y b, las naturalidades de p y J,

que g es morfismo de monoides y que p hace conmutar (1.11), se siguen las
siguientes igualdades:

gopz=paoF(g) o pgymx Ot

F(g
= pao F(g) o FF(uz)o psym(X)®sym(X)
(g

= pa o F(go F(u2) o Jsym(x),sym(X)) © J F(Sym(X)),F(Sym(X)) © (Psym( x)® /Js_ylm(x))

= pao F(ph) o F(g®'7) o Jpsym(x)),F(Sym(X)) © (pSym(X) ® Psym(x))

= p11 0 paga © F(Ja,a) 0 Jpay,rea) © (F(g) ® F(g)) o (Ps_ylm(x) ® pS_yIm(X))
=p10(pa®pa)o (F(g) @ F(g))o (Ps_ylm(x) ® Ps_ylm(x))

=pio(h®h).
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Ademas, de la definicién de g, la naturalidad de p y el hecho de que g es
un morfismo de monoides, se obtienen las siguientes igualdades:
gone = paoF(g)opgx) © (Mo eo)
— paoF(go F(moco))op;’
= paFF(m)op. " =n.

Por lo tanto g es un morfismo de monoides. También, de la definicién de
g, la nauralidad de p y que (F(Sym(X)), ub,n5) cumple con la propiedad
universal de la potencia simétrica, se tiene lo siguiente:
goTgoEL = pAa of(y) opS_ylm(X) oMy oE]
= paoF(go F(mpoer))opy
=paoFF(f)opy' = f.

Para demostrar la unicidad, supéngase que existe otro morfismo de monoides
g : Sym(X) — A tal que g’omgoe; = f. En consecuencia F(h')oF(mgoey) =
F(f); y de la unicidad de g se sigue que F(¢') = g. Por lo tanto,

9" = pa o FF(g) © pgpnix) = P42 F(G) © Pggn(x) = 9-
0

Proposicién 3.34. Sean (C,3) una categoria de Grothendieck-Delgine se-
vera y f : X1 — Xo € C. Entonces existe un unico morfismo de monoides
Sym(f) : Sym(X;) — Sym(X2) tal que:

Sym(f) o omg, 0 e = mg, 0€i o f,
donde 0; : I; — T(X;) y Im(¢;)) = (I;, e}, 02), i =1,2.
Demostracion. Se sigue de aplicar la Proposicion 3.31 al morfismo
T, 030 f 1 X1 — Sym(Xy).
O

Sea (C,[) una categoria de Grothendieck-Deligne severa. Se definirdn
funtores

U:CMon(C) — Mon(C) y Sym : Mon(C) — CMon(C).
Se tiene la siguiente asignacién entre las categorias CMon(C) y Mon(C):

o (A, p,m) = (A, p,m);

e f+— f, para todo morfismo de monoides conmutativos f : Ay — As en

C,5),
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que define un funtor U : CMon(C) — Mon(C). Ahora, de las Proposiciones
3.29 y 3.34, se tiene la siguiente asignacién entre las categorias Mon(C) y
CMon(C):

o (X, p,m) = (Sym(X), /', 7);

e f+— Sym(f), para todo morfismo de monoides f : X; — X5 en (C, ).
Esta asignacién define un funtor Sym : Mon(C) — CMon(C).

Proposicién 3.35. Sea (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne seve-
ra. Entonces el funtor Sym : Mon(C) — CMon(C) es adjunto izquierdo del
funtor U : CMon(C) — Mon(C).

Demostracion. Primero se definird una funcién

¢X,A : HomMon(C) (X7 U(A)) - HomCMon(C) (Sym(X)7 A),

para cada monoide (X, i1, 7) y monoide conmutativo (A, i/, n’) en (C, 3). Sea
f:X — U(A) un morfismo de monoides en Mon(C); por la Proposicién 3.31
existe un unico morfismo de monoides ¢x a(f) : Sym(X) — A tal que

¢X,A(f)ow:f7

donde @ :=mgoey, 0 : I — T(X) e (Im(C)) = (I,¢',:2). Asi, de la unici-
dad, se tiene una funcién f — ¢x 4(f). Ahora se demostrard que ¢x 4 es
biyectiva.

(a) Si ¢x,a(f) = ¢x,a(g), entonces f = ¢x a(f) ow = ¢x a(g)ow =g.
Por lo tanto ¢ x 4 es inyectiva.

(b) Sea g : Sym(X) — A un morfismo de monoides conmutativos, es decir,
un morfismo de monoides. Considérese la siguiente composiciéon de
morfismos f := gow — A. De la unicidad de ¢x a(f) se sigue que

ox,a(f) = g.
Por lo tanto ¢ x 4 es surjectiva.

De (a) y (b) se obtiene que ¢x, 4 es bijectiva. Ahora se demostrara que los
siguientes diagramas conmutan:

#2!
Hom(Sym(X7), A1) Sy Hom(X;,U(4;))
Hom(Sym(Xl),f)l lHom(XLU(f)) )
Hom(Sym(X7), A2) —— Hom(Xy,U(A2))

X1,A92
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¢71
Hom(Sym(X>), A1) —22 Hom(Xs, U(A}))
Hom(Sym(g),Aﬂl lHom(g,U(Al))

Hom(Sym(X71), A1) —— Hom(X1,U(A1))

X1,4q

para todo morfismo de monoides conmutativos f : A; — Az y morfis-
mo de monoides g : X1 — X3 en (C,f). De la definicién de los funto-
res Hom(Sym(X7),—), Hom(X7, —) y la funcién ¢, se siguen las siguientes
igualdades para h € Hom(Sym(X1), A;):

x4, 0 Hom(Sym(X1), f)(h) = ¢t 4, (f o h)
=(foh)ow
= Hom (X1, U(f)) 0 ¢3! 4, (h).

La demostracién de la conmutatividad del otro diagrama es analoga. Por lo
tanto (Sym, U, ¢) es una adjuncion. O

Definicién 3.36. Sean (C,[) una categoria de Grothendieck-Deligne y
(L,~) un monoide de Lie en (C,3). Se define el monoide universal en-
volvente de L como

E(L) :=T(L)/ (Im(7)),
donde 7 :=e30 (1pgr — Br,L) — (€1 07).

Proposicién 3.37. Sean (C,B) y (C',5') categorias de Grothendieck-
Deligne, F : (C,5) — (C', ") una equivalencia K-lineal trenzada y (L,7)
un monoide de Lie en (C, ). Entonces F(E(L)) ~ E(F(L)).

Demostracidén. Por la Proposicién 2.53 (F(L),~") es un monoide de Lie, con
7' = F(y)oJr, 1. De la definiciones de 7, ¢’ y 4/, que F es K-lineal y trenzado,
se siguen las siguientes igualdades:

F(r) = F(e2(lregr — Br,.n) —€107)
=(ooey0ty ") o (Lprer) — (Jr.L o Bpwy,pr) © J1.1) — (001 0 F(7))
=00 ((e30 Jl_,,lL) —(ep0 5%(L),F(L) ° JL_,lL) — (1o F(y)oJp o JL_,lL)
=oor o],
donde 7" := &) o (1p(n)or(L) — B%(L)’F(L)) — (€} o+"). Usando la propiedad

universal de la imagen y el hecho de que que F' preserva imagenes, se puede
demostrar que existe un isomorfismo u : Im(F(7)) — Im(7’) tal que

§=0c"toF(§)out

donde ¢ : Im(7) < T(L) y & : Im(7’") — T(F(L)). Ahora considérense los
siguientes morfismos: 6 : I — T(L) y ¢’ : I' — T(F(L)), donde

I = (Im(7)) e I’ = (Im(7')). Por la Observacién 2.32, se tiene que existen
tinicos monomorfismos v : Im(7) < I y v/ : Im(7’) < I’ tales que
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fov=35y o =4¢.
De esta manera se tienen las siguientes igualdades:
ol oF(@)oFw)ou =8 yool o ou=F(J).

En consecuencia, de la Observagién 2.30 y la definicién de interseccién, exis-
ten morfismos A : I’ — F(I) y A: F(I) — I’ tales que

o loF(@)or=0yood ol=F(0).

Por lo tanto F(f) = 006 o\ = F(#)o Ao ); y como F() es monomorfismo,
se sigue que Ao A = 1p(p). Andlogamente se demuestra que Ao A = 1p. De
estas ecuaciones se obtienen la siguiente igualdades:

F(’]T@)OO’OQ,:WF(O)OUOO'_IOF(H)O)\:O.

Asi, de la propiedad universal del cociente, existe un inico morfismo
Q:E(F(L)) —» F(E(L)) tal que Qo mgr = F(nf) o 6. De manera andaloga,
existe un tnico morfismo Q : F(E(L)) — E(F(L)) tal que Q o F(mp) =

mgr 0o 0. De la definicién de Q y € se tienen las siguientes igualdades:

QoQomy =QoF(mg)oo=mpoo too=mrp
y como Ty es epimorfismo se obtiene que o ) = lg(p(r))- Andlogamente
se demuestra que Qo Q = 1)), O

Lema 3.38. Sean (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne, (L,~y) un
monoide de Lie en (C,) y (I,t) = (Im(7)). Entonces mg o1 = 0, donde

0:1—T(L)ymp:T(L)— T(L)/ (Im(7)).

Demostracion. Por la Observacién 2.32 se tiene que existe un tnico mono-
morfismo v : Im(7) < I tal que oy = 4, donde 6 : Im(7) — T(L). Pero de
la definicién de imagen, se obtiene un morfismo v : L ® L — Im(7) tal que
dov =r.Porlo tanto 7 = 0 oy o v, y en consecuencia

mgoT =mgofoyorv=0.

O]

Proposicién 3.39. (Propiedad Universal del Monoide Universal
Envolvente) Sean (C,() una categoria de Grothendieck-Deligne severa,
(L,~v) un monoide de Lie en (C,p), (A, p,n) un monoide en (C,5) y
f:L— A €C un morfismo de monoides de Lie. Entonces existe un tinico
morfismo g : E(L) — A de monoides tal que gow = f, donde w := 1y o ey
y (Im(7)) = (1,0). Mds atn, g es morfismo de monoides de Lie.
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Demostracién. De la Proposiciones 2.59, 3.19 y 3.21 se sigue que: (A,74) es
un monoide de Lie, (T(X),#,7) es un monoide y existe un inico morfismo
de monoides h : T(L) — A tal que hoe; = f. Ademds, de las definiciones
de 7 y 4, del hecho de que h es morfismo de monoides, la naturalidad de
y que f es morfismo de monoides de Lie, se siguen las siguientes igualdades:

hot=hoeyo(lrgr — PBr.r) —(€107)
= (hoez) = (hoezofr,r) — (hoe1o7)
= (hofio(e1®er)) — (homo(e1®er)ofrL) — (fo)
=(po(h®h)o(e1®er)) — (o (h®@h)o(e1®er)ofrr) — (yao (f @ f))
=(uo(fef)—(noBaac(f®f) —(vao(f®f))
=(u—(noBaa))o(f@f)—(vao(f®f))=0.

Por lo tanto, de la propiedad universal del niicleo, existe un tinico morfismo
v:L® L — Nuc(h) tal que ipov = 7. Asi, de la definicién de imagen, existe
un morfismo v : Im(7) — Nuc(h) tal que ipou = ¢, donde 0 : im(7) — T(X).
Ademés, como ¢ es monomorfismo, u es monomorfismo. Entonces, usando
la Proposicién 2.20 y la definicién de interseccién, se obtiene un morfismo
o : I — Nuc(h) tal que iy, o0 = 6. En consecuencia hof = hoipoo=0;y
de la propiedad universal de cociente se sigue que existe un tinico morfismo
g : E(L) — A, tal que gomy = h. De donde se tienn las siguientes igualdades:

gomgoey =hoe = f.

Ahora supéngase que existe otro morfismo g : E(L) — A tal que gomgoe; =
f. Entonces, por la unicidad de h, se obtiene que h = g o my. Y usando
la unicidad del conciente se concluye que g = ¢. Para demostrar que g
es un morfismo de monoides se recordard como esta definido el monoide
(E(L),i/,n'): 1’ es el tnico morfismo tal que u' o (mg @ mp) = mpom y
n' = mp o 7. De la definiciones de g y p/, asi como el hecho de que h es
morfismo de monoides, se siguen las siguientes igualdades:

gouo(m@m) =gomofi=hofi=po(heh)=puo(geg)o (m o).
Y como 7y ® my es un epimorfismo, se concluye go i’ = po (g ® g). De la
definicién de i’ y que h es morfismo de monoides, se sigue lo siguiente:
gon =gompoT=ho7=n.
Por lo tanto g es morfismo de monoides. Resta demostrar que g es morfismo
de monoides de Lie, para esto nétese que de la Proposicién 2.60 (E(L), yg(r)
es un monoide de Lie. Asi, de las definiciones de vg(z) y 74, el hecho de que
g es morfismo de monoides y la naturalidad de (3, se tiene lo siguiente:
goOoYEWL) = 9° (MI —p'o 5E(L),E(L))
=(no(g®g)) — (Lo (9®g)oBrwr)Ew))
=(u—popBaa)o(g®g)=74°(g®g).
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En consecuencia g es morfismo de monoides de Lie. O

Corolario 3.40. Sean (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne severa,
(L,v) un monoide de Lie en (C,[3), (A, u1,m) y (B, u2,n2) monoides en
(C,B), ¥ : E(L) — A un isomorfismo de monoides y f : L — B € C
un morfismo de monoides de Lie. Entonces existe un unico morfismo de
monoides g : A — B, tal que goyow = f, donde w :=mpoey y (Im(r)) =
(1,0). Mas ain, g es morfismo de monoides de Lie.

Demostracion. Por la Proposicion 3.39 existe un tinico morifismo de monoi-
des h : E(L) — B tal que homgoe; = f. Considérese g := ho~!. Como
h y 1~ son morfismo de monoides, ¢ es morfismo de monoides; méas ain,
comos son morfismos de monoides de Lie, g es morfismo de monoides de Lie.
Ademaés se siguen las siguientes igualdades:

gopomgoey =hot lopomyoey =hompoe; = f.

Para demostrar la unicidad, supéngase que existe otro morfismo de monoides
g : A — Btal que ¢ opomgoe; = f. De la unicidad de h se sigue que
g o =hyporlotanto ¢ =hoy~ !t =g. O

Corolario 3.41. Sean (C, 3) una categoria de Grothendieck-Deligne, (L,~)
un monoide de Lie en (C,3), (A, u,n) un monoide en (C,B) y f : L —
A € C un morfismo de monoides de Lie. Entonces existe un unico morfismo
g : E(L) - A de monoides tal que gow = f, donde w := mgpoey y
(Im(1)) = (1,0). Mds ain, g es morfismo de monoides de Lie.

Demostracion. Por la Proposicion 3.10 existe una categoria de
Grothendieck-Deligne severa (C’, ') y funtores K-lineales trenzados

(F,J):(C,B) = (C",B) y (F,B): (C",B') = (C, B),

tales que F o F g loo y FoF £ l¢, como funtores monoidales. De
la Proposiciones 2.4 y 3.12, se sigue que (E(L)),p2,n2), (F(A),uy,n)) vy
(F(E(L)), 5, n5) son monoides, donde:

py = F(u) o Jaa, phy = Fpu2) o Jprypw) v 1 = F(mi) o .

Del Corolario 3.40, la definicién de Q : E(F(L)) — F(E(L)) dado en la
Proposicion 3.37 y el hecho de que ¥ = 1p(x), se sigue que existe un unico

morfismo de monoides g : F(E(L)) — F(A) tal que g o F(mgoer) = F(f).
Se demostrara que el morfismo g := pa o F(g) o pE es un morfismo de

monoides. De las definiciones de g, ) y uh, las naturalidades de py J,
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que g es morfismo de monoides y que p hace conmutar (1.11), se siguen las
siguientes igualdades:

’11 \

gopz=paoF(g)opgip o ps
=pao F(g)o FF(u2)o PE(L)®E(L)
= pao F(go F(uz) o Jow)mw) © Jrewy.rew) © (Pri) ® Pr(r))
=paoF(uy) o F(G®' 7)o Jpga(ny),reew)) © (Pais) © Pr(r))
= p1 0 paga © F(Jaa) o Tpay,r(a) © (F(9) © F(9)) 0 (g 1) © Priry)
=10 (pa®pa) o (F(g) @F(9) o (py(y @ Prir))
=puio(h®h).
Ademés, de la definiciéon de g, la naturalidad de p y el hecho de que § es
un morfismo de monoides, se obtienen las siguientes igualdades:

gong =paoF(g)o ﬂE(IL) o (mg 0 €p)
— paoF(go F(ngo o)) o p;t
= paFF(m)op,t =m.
Por lo tanto g es un morfismo de monoides. También, de la definiciéon de g,
la nauralidad de p y que (F(E(L)), p, n5) cumple con la propiedad universal
del monoide universal envolvente, se tiene lo siguiente:
gOTyOEL = PA of(g) opE(lL) o7y O €&
=paoF(goF(moer))opp'
= paoFF(f)op;' = f.

Para demostrar la unicidad, sopéngase que existe otro morfismo de monoides
g :E(L) — Atal que ¢’ omgoey; = f. En consecuencia F(h') o F(mgoey) =
F(f); y de la unicidad de g se sigue que F(¢') = g. Por lo tanto,
g =paoFF(g) o pgly = pacF(g)opyy = g-
O

Proposicién 3.42. Sean (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne se-
vera y f : L1 — Lo un morfismo de monoides de Lie. Entonces existe un
dnico morfismo de monoides E(f) : E(L1) — E(L2), tal que

E(f)omg, oe1 =mg, 0t 0 f,
donde (Im(7;)) = (1;,60;) para i =1,2.

Demostracion. De la Proposicion 3.19 se tiene que (T(L;), pi,n;) es un mo-
noide, donde y; es el inico morfismo tal que p; o (¢, ® €7) = €}, para todo
k,l € Nei=1,2.Y, por la Proposicién 3.12, se obtiene que (E(L;), i;,7;) es
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un monoide, donde fi; es el inico morfismo que cumple fi;0(mg, ®7p,) = g, Opt;
y M; = g, © M;, para i = 1,2. Se demostrara que my, o €2 o f es un morfismo
de monoides de Lie. Del hecho de que f es morfismo de monoides de Lie, la
Proposicion 3.38, las definiciones de us y Tz, la naturalidad 8 y la definicion
de Yg(L,), se sigue lo siguiente:

g, 0 €10 f oL, =mg 0t oL, 0 (f® f)
= (9, 05 — 79, 05 0 Bry,1.) 0 (f @ f)
= (mp, 0 g 0 (63 ®eF) — g, o 2 0 (63 ® €3) 0 Bryir,) 0 (f @ f)
= (fiy o (g, 0 €5 ® g, 0 €7) — Iy © BE(Ls),E(Ls) © (7o, © el ®mg, 0¢€7)) o (f® f)
= (Tiy — Ty © Be(La).E(La)) © (Mo, 061 0 f @ g, 0 €T 0 f)
= YE(L,) © (70, og% o f ®mg, og% o f).
En consecuencia g, o €5 o f es un morfismo de monoides de Lie. Por lo tanto,

de la Proposicién 3.39, existe un unico morfismo E(f) : E(L;) — E(Ls) tal que
E(f)OT('elOE%:’]TQZOE%Of_ O

3.3. Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt

Sea (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne severa. Se definirdn
funtores

U: Mon(C) — LieMon(C) y E : LieMon(C) — Mon(C).

De la Proposicion 2.59 y el Corolario 2.61, se tiene la siguiente asignacion
entre las categorias Mon(C) y LieMon(C):

o (A, p,m) = (A,74), donde y4 := p— po Baa;

e f— f, para todo morfismo de monoides f : A1 — As en (C, ),

que define un funtor U : Mon(C) — LieMon(C). Ahora, de las Proposiciones
3.12 y 3.42, se tiene la siguiente asignacion entre las categorias Lie Mon(C)
y Mon(C):

o (L,y) = (E(L), p,m);

o f— E(f), para todo morfismo de monoides de Lie f : L1 — Ly en (C, ).

Esta asignacién define un funtor E : LieMon(C) — Mon(C).

Teorema 3.43. (Teorema de Poincaré-Birkhoff- Witt)

Sea (C, B) una categoria de Grothendieck-Deligne severa. Entonces el funtor
E : LieMon(C) — Mon(C) es adjunto izquierdo del funtor U : Mon(C) —
LieMon(C). Mds atn, si E es fiel, existe un monomorfismo de monoides de
Lie L — E(L), para todo monoide de Lie (L, [3).

Demostracion. Primero se definird una funcién
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¢L,A : HomLieMon(C) (Lv U(A)) - HomMon(C) (E(L)v A))v

para cada monoide de Lie (L,~z) y monoide (A, ua,n4) en (C, ). Sea
f L — U(A) un morfismo de monoides de Lie; por la Proposiciéon 3.39
existe un unico morfismo de monoides ¢, 4(f) : E(L) — A tal que

¢ra(f)omooer = f,

donde (Im(7)) = (I,0). Asi, de la unicidad, se tiene una funcién f —
¢r,4(f). Ahora se demostrard que ¢, o es biyectiva.

(a) Si ¢r,a(f) = ér,4(g), entonces
f=0ra(f)ompoer = ¢r a(g)omgoer = g. Por lo tanto ¢, 4 es inyectiva.

(b) Sea g : E(L) — A un morfismo de monoides. Considérese la siguiente
composicién de morfismos f := gomgoey : L — U(A). De las Proposiciones
3.12 y 3.19 se tiene que (T(L), u,n) y (E(L), &, 77) son monoides, donde p
es el inico morfismo que satisface que po (e; ® €j) = €;4; y [ es el Gnico
morfismo que cumple 7i o (mg ® mg) = mg o u. Usando las definiciones de f,
W, Ty va, el Lema 3.38, el hecho de que g es morfismo de monoides y la
naturalidad de (3, se obtiene:

foyL=gomoeiong
=go(mpoes —mpoeaofBr )
=go(mpopo(er®er) —mpopo(e1®er)oPrr)
=go(fio(ecmhoe; @mgoer) —fio(mpoer ®mgoer)ofr.r)
=pao(f®f)—pao(f®f)opbrL
= (pa —paofaa)o(faf)
=740 (f® f).

En consecuencia f es un morfismo de monoides de Lie. Entonces tenemos
las siguientes igualdades:

¢L7A(f)o7700€1 =f=gomyoey.
Y de la unicidad se sigue que ¢ 4(f) = g. Por lo tanto ¢4 es surjectiva.

De (a) y (b) se obtiene que ¢r, o es bijectiva. Ahora se demostrara que los
siguientes diagramas conmutan:

¢71
Hom(E(L1), Ay) —2% Hom(Ly, U(4;))
Hom (E(y).f)| [pom(za.ues
HOHl(E(Ll),AQ) F Hom(Ll,U(AQ))

L1,Ag
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¢71
Hom(E(Ls), A1) —22% Hom(Ls, U(A;))
Hom(E(g),Al)l lHom(ng(Al))

Hom(E(L1), A1) —— Hom(L1, U(4;))

L1,41
para todo morfismo de monoides f : Ay — Ay y morfismo de monoides de
Lie g : L1 — Ly en (C, ). De la definicién de los funtores Hom(E(Ly), —),

Hom(Lq,—) y la funcién ¢, se siguen las siguientes igualdades para h €
Hom(E(Ll), Al):

St 4, © Hom(E(Ly), f)(h) = ¢! 4, (f o h)
— (foh)owal os%

= Hom(Ly,U(f)) o 61! 4, (h).

La demostracién de la conmutatividad del otro diagrama es analoga. Por lo
tanto (E, U, ¢) es una adjuncién. Entonces existen transformaciones natu-
rales p: 1pienonc) = UE y 01 EU — 110n(c) que cumplen las identidades
tringulares de adjuncién. Si E es fiel, se sabe que p;, es monomorfismo para
todo monoide de Lie (L,) en (C, 3). O

Corolario 3.44. Sea (C, ) una categoria de Grothendieck-Deligne. Enton-
ces existen funtores

F : LieMon(C) = Mon(C) y G : Mon(C) — LieMon(C),

tales que F' es adjunto izquierdo de G. Mds aun, si F es fiel, exviste un
monomorfismo de monoides de Lie L — E(L), para todo monoide de Lie

(L,7) en (C,B).

Demostracion. Es consecuencia las Proposiciones 1.22, 2.50, 2.8 y 2.57, del
Teorema 3.43 y el hecho de que la composicion de adjunciones es adjuncion.
O



Capitulo 4

Super Algebra Lineal

Como un ejemplo de categoria de Grothendieck-Deligne se tiene a los
super espacios vectoriales. La importancia de esta categoria es su utilidad
para la fisica, ya que la forma de descrbir la super simetria es a través de
super espacios vectoriales El objetivo de este capitulo serd dar una intro-
duccién a esta categoria, usando todo lo visto en los capitulos anteriores.
De esta manera se definiran los conceptos de médulo y médulos libres, en la
categoria de super espacios vectoriales. Como resultado principal se dara el
concepto de traza en esta categoria, para lo cual haremos uso del enfoque
categoérico visto previamente.

Vale la pena mencionar que los conceptos y resultados de este capitulo
son apliamente conocidos, sin embargo se les da un tratamiento bastante
escueto. Un ejemplo de este enfoque se puede ver en [19], y se podra notar
que las demostraciones aqui dadas son mucho més detalladas.

4.1. Super Espacios Vectoriales

De aqui en adelante se usardn campos de caracteristica cero.

Definicién 4.1. (a) Un super K-espacio vectorial, es un K-espacio vec-
torial V', Zo graduado, es decir, V' tiene una descomposicién

V=WeW,

donde V; es un K-espacio vectorial para i € Zs. Si dim(V;) = d; para i € Z,
entonces V' tiene dimensién dp|d;. Los elementos en Vp U Vi son llamados
homogéneos y la funcion p : (Vo U Vi) — {0} — Zg definida como

z—06z—1

dependiendo si x € Vg 6 © € Vi, se llama paridad. Los elementos con
paridad cero se dird que son pares y los elementos con paridad uno se dira
que son ¢mpares.

91
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(b) Sean V' y W super K-espacios vectoriales, un morfismo f : V. — W
en K-Vec es un morfismo de super K-espacios vectoriales si se cumple
lo siguiente:

fVo) SWoy f(V1) € W,

Notacién 4.2. Se denotarad por K-Vecyz, a la categoria de super K-espacios
vectoriales.

Observacién 4.3. A cada super espacio vectorial V' = Vi @ V; se le puede
asociar otro super espacio vectorial [[V de la siguiente manera: como K-
espacios vectoriales V =[]V, pero la paridad se invierte, es decir

(ITV)i = Viq1 para i € Zs.
De esta manera [[V =V, & V.
Definicién 4.4. Sean V, W € K-Vecg,.

(a) Una transformacién lineal f € L(V, W) preserva el grado si f es un
morfismo de super K-espacios vectoriales.

(b) Una transformacién lineal f € L(V, W) intercambia el grado si:
f(Vi) € Wiqa.

Proposiciéon 4.5. Para cada V,W € K-Vecz, considérense los siguientes
conjuntos: L(V,W)o :={f € LIV,W)|f preserva el grado} y
LV, W) = {f € L(V,W)|f intercambia el grado}. Entonces

Demostracion. Sea f € L(V,W). Considérense los siguientes morfismos:
fij == pw,mw, o f o py,my, € LIV, W) para 4,5 = 0,1,

donde 7y;, mw,, pv; v 1w, son las proyecciones y las inclusiones, respectiva-
mente. En consecuencia f = fy + fi, con

fo:= foo+ fit € LV, W)o y f1:= fio+ for € L(V,W)1.

Por lo tanto L(V,W) = L(V,W)o + L(V,W);. Para ver que la suma es
directa, témese f € L(V,W)o N L(V,W);. Entonces, para todo z € Vj, se
tiene que :

f(z) e WonWy.

Asi fly, = 0. Analogamente se obtiene que f|y; = 0. En consecuencia f = 0,
y de esta manera se sigue que:

LV,W) = LV, W)o @ LIV, W)1.
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Definicién 4.6. Sean V = V; & V; un super espacio vectorial de dimension
finita y f € End(V) := L(V, V). Se define la super traza de f como:

str(f) = tr(foo) — tr(fi1),

donde f;; := mw, o fopuy, € L(V},V;) para i,j = 0,1 y tr es la traza de
transformaciones lineales.

Lema 4.7. Sean V € K-Vecz, y f,g € End(V). Entonces se tiene la
stguiente igualdad para cualesquiera elementos homogéneos:

str(f o g) = (~1)PPWstr(go f).

Demostracion. Se sigue de la definiciones de la super traza, £L(V,V);, y que
tr(X oY) =tr(Y oY) para todo morfismo X,Y € End(V). O

Notacién 4.8. Denotaremos por sl(V') al subespacio de gl(V') que consiste
en transformaciones lineales con super traza nula, es decir, f € sl(V) si

str(f) = 0.

A continuacion se vera que K-Vecz, es una categoria de Grothendieck-
Delinge. Primero se observara que se tienen dos bifuntores:

®" : K- Vecz, xK- Vecz, — K- Vecyz,
que haran de K-Vecz, una categoria monoidal:
(1) Se define el bifuntor ® como sigue:
e ParaV =V @& Vi, W = Wy & W, € K- Vecy,, definase V @ W en cada
componente como:
(V' W)= VoaWy) e (VieoW,)y (Ve W) :=(1heW)e (V1o W),

e Para f, g € K-Vecy,, definase f ® g en cada componente como:

(f@ glo:=(fo®g)®(fi®wg)y (fe 9= (fo®ga)®(fi @gp)

Donde ® denota al producto tensorial en Mod(K). Usando la propiedad
universal de ® y el hecho de que preserva coproductos, se demuestra que ®’
es un producto tensorial. También, del hecho de que Mod(K) es una categoria
monoidal, se puede verificar que K- Vecyz, es una categoria monoidal con
e:=Kea0.

(2) Se puede considera a la graduacion de los super K-espacios vectoriales
como suma, directa interna, es decir, si V = Vy & Vi, entones V; C V para
1 € Zoy VoN'Vp = 0. En consecuencia, usando que todo espacio vectorial es
plano, se sigue lo siguiente para todo V, W € K- Vecyz,:

VoW =(Vhe W) e VieW)e (Voo W) e (Vi @ W),
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donde ® es el producto tensorial en Mod(K). Por lo tanto, de las propiedades
del producto tensorial en Mod(K), se sigue puede verificar que K- Vecz, es
una categoria monoidal con e := K.

Estas dos estructuras de categoria monoidal para K- Vecz, son esencial-
mente la misma, la diferencia solo se nota cuando se hacen calculos, ya que
en la primera se esté cargando con isomorfismos. En consecuencia se usaran
indistintamente y se denotara igual. Como K- Vecyz, es una subcategoria de
Mod(K), solo resta darle una trenza simétrica a K- Vecz, para que sea una
categoria de Grothendieck-Deligne. Esto se puede hacer de dos maneras:

(a) Se le puede dar la trenza simétrica como en Mod(K), es decir por
medio de la propiedad universal del producto tensorial ®’. En consecuencia
se tendria la siguiente correspondencia para todo V, W & K- Vecz,

Brw VW =WV, (v w)— (wew).
(b) Se define la trenza simétrica Sy, : VW — W®V en los elementos
homogéneos como sigue:
v@w — (—1)POPWy @ g,
y se extenderan mediante la propiedad universal del coproducto.

En lo que resta del capitulo solo se usara la trenza (b) definida
anteriormente. Asi se concluye que (K- Vecyz,, ) es una categoria de
Grothendieck-Deligne.

4.2. Super Algebras y Super Médulos

Definicién 4.9. Una super dlgebra es un monoide (A, 11, 7) en la categoria
K- Vecz, .

Observacién 4.10. Sea (A, u1,n) una super dlgebra.

(1) De la definicién de morfismo de super K-espacios vectoriales, se sigue
que

n(A; @ A;) C Ajyj parai,j =0,1.
En consecuencia p(u(v @ w)) = p(v) 4+ p(w).
(2) Del inciso anterior se sigue que u(A; ® A;) C Ap.

(3) A es un anillo asociativo con unidad 7(1g) y el producto se denotard
por:

a-b:=pula®b),

para todo a,b € A.
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Lema 4.11. Sea (A,pu,n) una super dlgebra. Entonces (Ao, to,M0) €s un
monoide (dlgebra) en la categoria Mod(K), donde po = plagea, ¥ Mo =
moon (mp: A — Ag es la proyeccion natural).

Demostracion. Se sigue del hecho de que (A, i1,7) es un monoide. O

Observacion 4.12. Sea (A, u,n) una super algebra conmutativa, es decir,
un monoide conmutativo en la categoria K- Vecyz,.

(1) pofaa = py por lo tanto se tienen las siguientes igualdades para
cualesquiera elementos homogéneos:

(v ® w) = p((~ 1P @ v) = (~POR) u(w @ v).

(2) Del inciso anterior se sigue que p|a,04, = 0.

El siguiente ejemplo nos dice que hay super algebras conmutativas en
Mod(K), que no son conmutativas en K- Vecz,.

Ejemplo 4.13. Sea A := K[t]/(t?—1) el &lgebra de polinomios en la variable
t, tal que 7(t)?2 = (1), donde 7 : K[t] — A es la proyeccién canénica.
Entonces

A =7(K) @ n(Kt);

de manera que, si Ay := m(K) y 4; := 7(Kt), se obtiene que A es una super
algebra. Nétese que A es una super dlgebra conmutativa en Mod(K), pero
no en K- Vecz, ya que 7(t)? = 7(1) # 0.

Notacién 4.14. Debido Ejemplo 4.13 haremos distincién entre super alge-
bras conmutativas en Mod(K) y en K- Vecz,, a éstas ultimas les llamaremos
super algebras super conmutativas.

Definicién 4.15. Una super dlgebra de Lie es un monoide de Lie (g,7)
en la categoria K- Vecyz,.

Observacién 4.16. Sea (g,v) una super algebra de Lie. De la definicién
de super algebra de Lie se siguen las siguientes igualdades para cualesquiera
elementos homogéneos:

(a) y(v @ w) + (=1)POPW)y (w @ v) = 0;

(b) Se cumple la super identidad de Jacobi:

(0 ® W) ® 2) + (~1PEPE PO (2 @ v) @ w)+
(=1)POP@)+PIPE) o (y (1w @ 2) @ v) = 0.

En consecuencia se tiene los siguientes resultados:
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(1) Si g := 7 |g, entonces se obtiene un algebra de Lie ordinaria (go,Y0);

(2) Si 1 := 1 |q,, entonces se siguen las siguientes igualdades:
Nn@w) =7n(wev)y y(v(v@w)®z)+7(v(z2@v) @w) +7(y(w @ 2) ®v) = 0.
Definiciéon 4.17. Sea g un algebra de Lie.

e Un K-espacio vectorial V' es un g-modulo si existe una funcién gxV — V
(denotada por (z,v) — z - v) que satisface lo siguiente:

(@) Az +y)-v=Az-v)+y-v,

(b) z-(M+w)=Az-v)+2z-w,

(c) [zyl-v=a-(y-v)—y-(z-v)

para cualesquiera A € K, z,y € gy v,w € V.

e Sean V y W g-médulos. Un morfismo de g-mddulos es una transfor-
macién lineal ¢ : V. — W, tal que:

Pz -v) =z ¢(v),
paratodoz €egyoveV.

Proposicién 4.18. Sea (g,7) un super dlgebra de Lie. Entonces g1 es un
go-modulo y v : g1 ® g1 — go es un morfismo simétrico de go-modulos.

Demostracion. De la Observacion 4.16 se tiene que gg es un algebra de Lie en
la categoria Mod(K). Considerese la asignacion ad : go — End(g;) definido
como sigue:

ad(v)(2) := (v ® 2),

para todo v € gg v 2z € g1. Del hecho de que ® es K-bilineal y v es K-lineal,
se sigue que ad estd bien definidida y ademaés es un morfismo K-lineal. Se
demostrara que ad es morfismo de algebras de Lie. Usando las definiciones
de YEnd(g), ad y 7, se tienen las siguientes igualdades para cualesquiera
v, wWeEPy 2z € G

(VEnd(gr) © (ad ®ad)(v ® w))(2) = (Vend(g,) (ad(v) @ ad(w))(2)
= (ad(v) cad(w) — ad(v) o ad(w))(z)
= ad(v)(7(w ® 2)) — ad(w)(v(v ® 2))
=70 @v(w®z)) =Y (wY(v®=2))
=—7((z®v)@w) = v(v(w®2) ®v)
=7(v(v®w) ® z) = (ad oy (v @ w))(2).

En consecuencia ygpq(q,) © (ad ®ad) = ad oy. Entonces se define la accién
ad : go X g1 — g1 como sigue:
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ad(v, ) := ad(v)(z),

para todo v € gg y z € g1. De la definicién se obtiene que ad es K-bilineal y
usando las igualdades anteriores se puede demostrar que cumple la siguiente
igualdad:

ad(y(v ® w), 2) = ad(v,ad(w, z)) — ad(w, ad(v, 2)),

para cualesquiera v,w € go y g1. Por lo tano g; es un gg-moédulo. Anélo-
gamente a como se demostrd que g; es un go-moédulo, se puede probar que
g1 ® g1 es un go-mddulo via la accidn:

(v,(w®z))»i>'y(v®w)®z+w®’y(v®z),

con v € gg y w,z € g1. Entonces, de la definicién de ¢, la linealidad de v y
la super identidad de Jacobi, se obtienen las siguientes igualdades para todo
vEPJGY W,z € g1

Y@, w®2)) =7Y(v W) @2z +wRY(vE 2))
=1 (v @ w) ® 2) + y(w @ y(v @ 2))
=7V @y (w® 2)).

En consecuencia v : g1 ® g1 — go es un morfismo de gop-mddulos. O

Definicién 4.19. (a) Sea (A, p,n) una super algebra super conmutativa.
Un A-super mdédulo a izquierda (derecha) es un A-médulo a izquierda
(derecha) en la categoria K- Vecy,.

(b) Sean (M,q) y (N,q") A-super moédulos izquierdos (derechos). Un
morfismo f: M — N es de A-super mddulos izquierdos (derechos), si
es un morfismo de A-médulos izquierdos (derechos) en la categoria K- Vecy, .

Observacion 4.20. Sea (A, u,n) una super dlgebra y (M, ¢) un A-médulo
izquierdo (derecho).

(1) Entonces ¢ : A® M — M es un morfismo de super espacios vectoriales,
por lo tanto se cumple que

p(g(a ®m)) = p(a) + p(m),

para cualesquiera elementos homogéneos a € Ay m € M. En particular,
My y M son estables bajo Ay y se intercambian bajo Ay. Més atn,
M € Mod(Ay).

(2) De la Observacién 4.3 se tiene que [ M es un super espacio vectorial.
En consecuencia (] M, ¢') es un A-super médulo izquierdo (derecho)
mediante la accion:

¢ (a®@m):=qla®@m).
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Lema 4.21. Sean (A, p,n) una super dlgebra super conmutativa y (M, q) un
A-super médulo a izquierda (derecha). Entonces (M;, q;) es un Ag-mddulo en
Mod(K) para i € Zs. Donde q; : Ag @ M; — M; es la siguiente composicion:

1A0 ®Ji

A0®M A0®M—>M Mi;

con j;, m; la inclusion y proyeccion natural respectivamente.

Demostracion. Usando la definiciéon de ¢;, que M; es estable bajo A, el
hecho de que (M, q) es un A-médulo a izquierda y que (Ao, po,70) €s un
monoide en Mod(KK), se obtienen las siguientes igualdades para todo a,a’ €
Ap ym € M;:
0(la, ®qi)oaa, aom;((a®a)@m)=qo(la, ®q)(a® (" ®m))
= ¢i(a ® q(a’ ® m))
— g0 (a®q(d @ m))
=qo(la®q)oaaam((a®a)@m)
=qo(p®@1ly)((a®a’)®m)
= q(uo(a®a’) @ m)
= qi(ro(a®a’) ® m)
= q; o (po ® 1) ((a ® a') @ m).
La igualdad ¢; ® (o ® 1a7,) = las; se demuestra andlogamente. Por lo tanto

(M;, q;) es un Ag-modulo a izquierda. O

Proposiciéon 4.22. Sean (A, u,n) una super dlgebra super conmutativa y
(M, q) un A-super médulo a izquierda. Entonces (M,q) es un A-super médu-
lo derecho, con G: M @ A — M definido en elementos homogéneos como
sique:

q(m ®a) == (=1)PPMg(a @ m),

Demostracién. Usando la definicién de g, el hecho de que (M, ¢) es un mo-
noide y que (A, un) es una super dlgebra super conmutativa, se obtienen las
siguientes igualdades para elementos homogéneos a,a’ € Ay m € M:

7o(@®1a)oayaa(m@(a@a) =70 (@@ 14)(m©@a)@d)

—1)P@PMg(g(a @ m) @ d')
1)(P(a)p(m)+p(a(a®@m))p(a’) q(d' @ qla @ m))

)
1)p(a)p(m +p(g(a®@m))p(a’ )go (1a®q)oaaanm((d ®a)®m)
1)P@p(m)Fp@p(a) 2 mp(a) g o (1@ 1) (0] @ a) @ m)
)
)

1)p(@p(m)+p(m)p(a’) g((_1)P@P@) (o' ® a) @ m)

(
(=
(=
(=
(=
(=1)Pmp@®a)) o1 (a @ a') @ m)

(m @ p(a®ad))
(1 @ p)(m @ (a ® a')).

q(m
qo

La demostracion de la conmutatividad de los diagramas (2.2) es andloga. [J
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Corolario 4.23. Sean (A,u,n) una super dlgebra super conmutativa y
(M, q) un A-super mddulo izquierdo. Entonces M es un A-A-bimddulo en
la categoria K- Vecgz,.

Demostracién. De la Proposicién 4.22 se sabe que (M,q) es un A-super
modulo derecho. De la definicién de g, que (M,q) es un A-super médulo
izquierdo y que (M,q) es un A-super médulo derecho, se tienen lo siguiente
para elementos homogéneos a,a’ € Ay m € M:

(la®@q oaamalla@m)®ad)=qo(lacqg)(a® (m®ad))
(~1)"" P g(a © g(a’ @ m))

(— 1)p(m)p(a’)q 0o(la®q)oaaanm((a®a)®m)
= (—1)ptmple qo(u@lM)(( ®a')®m)

— (—1)PmIpte m)p(u(a®a’))~ gm® pula®ad))
— (- 1)p<m>p<a +p(m)p(@)+p(m)p(@)g o (1), @ 1) (m @ (a ® a'))
= (—)PMPNGo (@ 1a) 0 apf 4 4(M® (a @)

= (- qo

)
1)”(’”)”(“) @®1a)((m®a) ®d)

o
®
g
®

a’)
a®m)®a).

En consecuencia (M, q,q) es un A-A-bimédulo en la categoria K- Vecz,. [

Observacion 4.24. Sean (A, u,n) una super algebra super conmutativa y
(M, q) un A-super médulo izquierdo.

(1) Por la Proposicién 4.22 se tiene que (M, ) es un A-super médulo
derecho. En este caso [[ M es un A-super moédulo derecho mediante la
accién dada en la Observacién 4.20 (2). Pero la estructura de [[ M como
A-super moédulo izquierdo cambia a la siguiente:

¢"(a®@m) = (—l)p(“)q(a ®m).

Esto se hace con la finalidad de que la estructuras de A-super moédulo
izquierdo y derecho de [[ M sean compatibles.

(2) Debido al Corolario 4.23, a menos que se indique lo contrario, se estara
trabajando con super médulos izquierdos.

Notacién 4.25. Para (A, pu,n) una super algebra super conmutativa, se
denotarda por SMod(A) a la categoria de A-super médulos.

Sean (A, u,n) una super algebra super conmutativa y (M, q1), (N, q2)
A-super moédulos. Considérese el siguiente conjunto:

Hom(M, N) :={T € L(M,N)|T(¢i(m ® a)) = ¢5(T(m) ® a)Va € AVm € M},
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donde (M, q}) y (N, ¢,) son A-super mddulos a derecha, definidos en la Pro-
posicion 4.22. Es claro de la definicion que Hom(M, N) es un K-subespacio
vectorial de £L(M, N). Més atn, la siguiente Proposicién dara como resultado
que es un super K-espacio vectorial.

Proposicién 4.26. Sean (A, p,n) una super dlgebra super conmutativa y
(M, q1),(N,q2) A-super mddulos. Entonces Hom(M,N) es un super K-
espacio vectorial.

Demostracion. Considérense los siguientes conjuntos:

Hom(M,N)o :={T € L(M,N)o|T(q1(a® m)) = g2(a ® T(m))Va € AVm € M},
Hom(M,N), :=

{T € L(M,N)1| T(q1(a ®@m)) = (=1)PVgz(a ® T(m)) Va € Ao U A1 ¥Ym € M}

De las definiciones se puede demostrar que Hom(M, N); es un K-subespacio
vectorial de L(M, N);, para i € Zy. En consecuencia

Hom(M,N)y "Hom(M,N); = 0.

Sean T € Hom(M,N)p, a € Ay m € M. Usando las definiciones de
q; (i € Za) y el hecho de que T' € L(M,N)y, se obtienen las siguientes
igualdades:

T(g(m®a)) = T((—l)p(“)p(m)ql a

Por lo tanto Hom(M, N)y € Hom(M, N). Analogamente se demuestra que
Hom(M, N); € Hom(M, N). De la Proposicién 4.5 se sabe que para todo
T € LHom(M, N) existen T; € Hom(M, N); tales que

T:To—l-Tl.

Se demostrard que T; € Hom(M, N). Usando la definicién de Ty y que
T € Hom(M, N), se obtienen las siguientes igualdades para todo a € Ay
m e M:

To(q1(m ® a)) = pwy mw, Tive T g1 (m @ @) + pow, T, Ty v, 41 (m @ a)

= pwo ™, T(g1 (Mo ® ao) + g1 (m1 @ a1)) + pw, mw, T(g1 (M1 @ ao) + q1(mo ® a1))

= 1w mwy (22(T(mo) @ ao) + g3(T(m1) ® ar)) + pw, Tw, (¢5(T'(m1) ® ao) + ¢o(T (mo

= 5(T(mo)o ® ao) + g5(T(m1)1 @ a1) + ¢5(T(M1)1 ® ao) + ¢2(T (Moo ® a1)

= g5((T(mo)o + T(m1)1) ® ao) + g5 ((T'(mo)o + T'(m1)1) @ ax)

= ¢3(To(m) ® a).

Por lo tanto Ty € Hom(M, N). Andlogamente se demuestra para i = 1.
Resta demostrar que T; € Hom(M, N);, parai € Zs. Usando las definiciones

) ® a1))
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de ¢, (i € Zs) y el hecho de que Ty € Hom(M, N), se tiene lo siguiente para
todoa€e Ay me M:

= q2(a ® Tp(m)).

En consecuencia Ty € Hom(M, N)g. Andlogamente se demuestra que T} €
Hom(M, N);. Por lo tanto

Hom(M,N) =Hom(M,N)y® Hom (M, N);.
O

Notaciéon 4.27. Sean (A, u,n) una super algebra super conmutativa y
(M, q) un A-super médulo. Denotaremos por End(M) := Hom(M, M).

Observacion 4.28. (a) Sean (A, i, 7) una super algebra super conmutati-
va, (M,q) y (N,q') A-super médulos. Entonces Hom(M, N) es un A-super
modulo con la accién

a-f—af,
donde (af)(m) :=¢'(a® f(m)) para todo m € M.
(b) Al igual que en la categoria Mod(A),
Hom(—, N) : SMod(A) — SMod(A) y Hom(N, —) : SMod(A) — SMod(A)
son funtores para todo N € SMod(A).

Definicién 4.29. Sean (A, pu,n) una super algebra super conmutativa y
(M, q) un A-médulo. Un A-médulo (N, q') es un A-super submddulo de
M, si la inclusiéon natural ¢ : N — M es un morfismo de super espacios
vectoriales y de A-médulos.

Proposicién 4.30. Sean (A, u,n) una super dglgebra y f : (M,q) — (M,q)
un morfismo de A-super modulos. Entonces Nuc(f) es un A-super submddu-
lo de M y CoNuc(f) es un A-super maédulo.

Demostracion. Como K- Vecz, es una categoria abeliana, i : Nuc(f) — M
y ¢f : N = CoNuc( f) son morfismos de super espacios vectoriales. Més atin,
como K- Vecyz, es categoria de Grothendieck-Deligne,

Claof = la®cy.
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Solo demostrara que Nuc(f) es un A-super submédulo, ya que la demostra-
cion para CoNuc(f) es totalmente andloga. Considérese la siguiente igual-
dad:
foqo(la®iy) =go(la® f)o(la®iy) =0.
De la propiedad universal del nticleo se sigue que existe un tinico morfismo
de super espacios vectoriales ¢’ : A ® Nuc(f) — Nuc(f) tal que,
ifoq/ :qo(1A®if),
Asi, usando que iy es la inclusiéon natural, se puede demostrar que

(Nuc(f),q") es un A-mé6dulo. Por lo tanto Nuc(f) es un A-super submédulo
de M. ]

Corolario 4.31. Sean (A, p,n) una super dlgebra y f : (M,q) — (M,q') un
morfismo de A-super médulos. Entonces Im(f) es un A-super submddulo de

N.

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 4.30 y el hecho de que
Im(f) = Nuc(CoNuc(f)).
O

Para (A, u,n) una super élgebra super conmutativa, (M, q) un A-super
moédulo derecho y (N, ¢') un A-super médulo izquierdo, se puede construir
el producto tensorial M ®4 N en Mod(A) de la forma usual. La siguiente
proposicién da como resultado que M ® 4 N es un super K-espacio vectorial.

Proposicién 4.32. Sean (A, u,n) una super dlgebra, (M,q) un A-super
mddulo a derecha y (N, q') un A-super médulo a izquierda. Entonces

M®aN~(M®N)/Im(o),
donde 0 :=(q®1n) — (I @¢)ocapyan: (MRA) N — M®N.

Demostracién. Considérese las inclusiones t : M x N — M @ N y / :
M x N — M ®4 N, que son consecuencia de la definicién de producto
tensorial. Definase un morfismo f: M x N — (M ® N)/Im(o) como sigue:

f(m,n) :=mou(m,n) =m(m®en),

donde 7 : M @ N — (M ® N)/Im(o) es la proyecciéon canénica. Como el
producto tensorial ® es balanceado y 7 es aditivo, f es balanceada. Ademas,
de la definicién de f y o, se tienen las siguientes igualdades para todo m €
M,ne NyacA:

fla(m®a),n) = n(q(m @ a) @n) =n(m @' (a@n)) = f(m,q'(a ®@n)).

Entonces, de la propiedad universal del producto tensorial ® 4, existe un
tinico morfismo de Z-médulos f: M ®4 N — (M ® N)/Im(c) tal que:
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For=f.
Usando la definicién de ¢/, que A es una K-algebra y la A-biaditividad de ¢/,
se tienen las siguientes igualdades para todom e M, ne N y A € K:

d((mA),n) =ry(me ) @an
=ru(g(m@n(lg)) ®A) ®an
=q(m® (n(1x)A)) ®an
=m®4 ¢ ((n(lx)N) ®n)
=m@alu(A®d (n(lx) ®@n))
=m®4 (An) = (m, (An)).

En consecuencia ¢/ es K-balanceada. De donde, de la propiedad universal del
producto tensorial ®, existe un tnico morfismo de Z-médulos g : M @ N —
M ®4 N tal que:

govr=1.

Ademaés, de la definicién del producto tensorial ® 4, g cumple que goo = 0.
Asi, de la propiedad universal del contcleo, existe un tnico morfismo de
Z-mo6dulos g : M @ N/Im(o) - M ®4 N tal que:

gom=g.
Asi se tienen las siguientes igualdades,
gofol/=gof=gomor=gor=1.

Y de la unicidad se sigue que go f = 1py/¢,~n. Usando las definiciones de g,
f v f, se tienen lo siguiente para todo m®n € M ® N:

fogom(m®n)=foglmen)
_ Fogou(m.n)
= fod(m,n) = f(m,n)

=mou(m,n) =7n(mn).
En consecuencia fog = LpM@N/ (o) =

Corolario 4.33. Sean (A, p,n) una super dlgebra, (M, q) un A-super modu-
lo a derecha y (N,q') un A-super médulo a izquierda. Entonces M @4 N es
un K-super espacio vectorial.

Demostracion. De la Proposicién 4.32 se tiene que M ®4 N ~ (M ®
N)/Im(o). Entonces, de la Proposicién 4.30, se concluye que M ® 4 N es un
super espacio vectorial. O

Para (A, u,n) una super élgebra, (M, q) un A-super médulo a derecha y
(N,q') un A-super médulo a izquierda, considérense el siguiente conjunto:
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S;ii={m®an € M®4 N|lmy n son homogéneos y p(m)+p(n) =i} C M ®4 N,

con ¢ € Zs. De la biaditividad del producto tensorial ® 4 se puede demostrar
que

M®aN=(M®aN)+ (Mo N),
donde (M ®4 N); := (S;) i € Zs. Se denotara
Yv:M®sN— ((M®N)y/Im(c)g) & (M @ N)1/Im(o))
a la siguiente composicién de isomorfimos:

M®sN—= (M®N)/Im(c) = (M ®N)o/Im(c)o) ® (M @N)1/Im(o)1).
Entonces (M ®4 N); C (M ® N);/Im(o);, para i € Zy. En consecuencia
(M ®@sgN)onN(M®4N) =0.

Asi M @s N =(M®4N)y® (M x4 N);.

Proposicién 4.34. Sean (A, p,n) una super dlgebra super conmutativa,
(M,q) y (N,q') A-super mddulos. Entonces M @4 N es un A-super mddulo.

Demostracién. Se sabe que M ®4 N es un A-médulo izquierdo en Mod(A)
via la accién

a-(m®an)r— qgla®@m) @y n.

Usando la definicién de la accién y el hecho de que (M, q) es un A-super
moédulo izquierdo, se demuestra que esta accién es de super espacios vecto-
riales. Por lo tanto M ® 4 N es un A-super médulo izquierdo. O

Nota 4.35. Para (A, pi, ) una super algebra super conmutativa, se denotara
por SMod(A) a la categoria de A-super modulos.

Observacion 4.36. (SMod(A),®4, A, ) es una categoria monoidal, con
« el asociador que se obtiene en la categoria Mod(A) y e = A.

Proposicién 4.37. Sean (A, u,n) una super dlgebra super conmutativa y
(N, q2) € SMod(A). Entonces se tiene la adjuncion

—®a N A Hom(N, —).
Demostracion. Primero se definird una funcién
¢M7P : HomSMod(A)(M ®a N, P) - HomSMod(A) (Mv 7HOII1(N, P))7

para cada (M, q1),(P,q3) € SMod(A). Sea f € Homgpoqa)(M ®4 N, P),
definase ¢n,p(f) en cada m € M y n € N como:

¢arp(f)(m)(n) = f(m @an).
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Se demostrarad que ¢ar,p(m) € Hom(N, P) para todo m € M. Usando que
®4 es K-balanceada, que M ® 4 N es un K-espacio vectorial y que f es K-
lineal, se obtiene que ¢ps p(f)(m) es K-lineal. Usando la A-biaditividad de
®4, la linealidad de ¢pr,p(f)(m) y el hecho de que f € Homgproaay(M @4
N, P), se obtienen las siguientes igualdades para todo elemento homogéneo
acA, meMyneN:

éu,p(f)(m)(ga(n @ a)) = f(m @4 ¢5(n ® a))
f((m®an)-a)

(~)PDPEA g (0 © f(m @4 1))
(=

a3

1)P@p(m@an)+p(@p(f(m@am) ol (£ @ 4 1) @ a)
5(ar,p(f)(m)(n) ® a).

En consecuencia ¢y, p(m) € Hom(N, P) para todo m € M. Por lo que,
para corroborar que ¢ys p esté bien definida, resta demostrar que

orrp(f)(m) € Homgproqca) (M, Hom(N, P)).

Usando que ®4 es balanceado, el hecho de que M ® 4 N es un K-espacio
vectorial y que f es K-lineal, se concluye que ¢pr,p(f) es K-lineal. Ademas,
usando que M ®4 N es un A-médulo y que f € Homgpsoq(4)(M ®@a N, P),
se tienen lo siguiente para todoa € A, me M yn € N:

or,p(f)(gi(a®@m))(n) = f(gi(a®m)®an)

= fla- (m®an))

g3(a® f(m®an))
q3(a ® ¢ p(f)(m)(n))
= (a- éa,p(f)(m))(n).

Por lo tanto ¢n p(f)(m) es A-lineal. De la Z-linealidad de f, la gra-
duaciéon de M ®4 N y el hecho de que f preserva el grado, se pue-
de demostrar que ¢pr,p(f) preserva el grado. De este modo ¢ p €
Homgsoa(4) (M, Hom(N, P)).

Ahora se definird una funcién
Sar.p - Homgroga)y (M, Hom(N, P)) — Homgproqca) (M @4 N, P),

para cada  (M,q1),(N,qs) € SMod(A). Sea g €
Homgproq(a)(M, Hom(N, P)). Considérese la funciéon h : M x N — P,
definida en cada (m,n) € M x N como sigue:

B(m, n) = g(m)(n).
Usando que g y g(m) son lineales para todo m € M, se sigue que h es

balanceada. De la A-linealidad de g, las definiciones de las estructuras a
derecha de (M, q}, (N,q¢), (P,q4) v el hecho de que g preserva la paridad,
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se tienen las siguientes igualdades para todo elemento homogéneo a € A,
meMynéeN:

)(n
= ((—1)““”’(’”)& : g(m))( )
= (~1)P M gy(a @ g(m)(n
yplap(m)+p(a)p(g(m)(m) gt
= (—1)Pl@pm)+p(@plg(m)(n) g (m) (¢
= (—1)Pl@pm)+p(@)p(g(m)(m)+p(@p(m) o (1) (go(a @ 1))
= h(m, g2(a @ n)).

Asi h es A-balanceada. Por lo tanto, de la propiedad universal del producto
tensorial ® 4, existe un tnico morfismo Z-lineal ¢, p(g) : M @4 N — P tal
que

dur,p(9)(m®@an) = g(m)(n).

Resta demostrar que ¢y p(g) € Homgpsoq(a)(M @4 N, P). Como M®4N es
un A-moddulo, el hecho de que g es A-lineal, que g(m) es A-lineal para todo
m € M y el hecho de que Homgy/oq(4)(M, Hom(N, P) es un A-médulo, se
sigue lo siguiente para todoa € A, me M yn € N:

O pla-(mean)) = oy plgla®@m)@an)
= g(q1(a®@m))(n)
= (a-g(m))(n)
= g3(a ® g(m)(n))
= g3(a ® Py p(g)(m @4 n)).

Por lo tanto $M7 p(g) es A-lineal. Mediante inspeccién, usando el hecho de
que ¢(g) es Z-lineal, se puede probar que aM, p(g) preserva la paridad. En
consecuencia ¢ estd bien definida. Ahora, de las definiciones de ¢ p y ¢ p,
se obtiene lo siguiente para toda f € Homgpsoq(4) (M ®@a N, P) y m ®4 n e
M® A N:

Oarp o Oup(f) = dmp(f)(m)(n) = f(m ®@an).

De donde $M7P ocPmPp = 1H0mSMod(A)(M®AN7P)' Analogamente se demuestra

¢Mp O Pprp = LHomg y0q(4) (M, Hom(N, P))- Por tanto ¢ar,p es una biyeccion.
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Ahora se demostrard que los siguientes diagramas conmutan:

oM, P

Hom(M ®4 N, P) —— Hom(M,Hom(N, P))
Hom(M®AN,f)l lHom(M,Hom(N,f)) )

Hom(M ®4 N, P') —— Hom(M,Hom(N, P'))

a1, p!

bt
Hom(M’ ©4 N, P) —% Hom(M’, Hom(N, P))
Hom(9 4 ,P) | | Hom(s Hom(x. )

Hom(M ®4 N, P) v Hom(M,Hom(N, P))

M,P

para todo f € Homgpzoqa) (P, P') v g € Homgpsoqa)(M, M’). Usando las
definiciones de los funtores y la biyeccién ¢, se tienen las siguientes igualda-
des para toda h € Homgpsoqay(M ®a N,P), m€ M yn € N:

(¢a1,pr 0o Hom(M @4 N, f)(h))(m)(n) = ¢ar,pr (f 0 h)(m, n)

= (foh)(m®an)

= (f o (on,p(h)(m)))(n)

= (Hom(N, f) o ¢ar,p(h))(m)(n)

= (Hom(M,Hom(N, f)) o ¢rr,p(h))(m)(n).
En consecuencia el primer diagrama conmuta. Analogamente se demuestra

la conmutatividad del otro diagrama. Por lo tanto (—®4 N, Hom(N, —), ¢)
es una adjuncion. ]

Sean A-una super algebra super conmutativa y (M,q),(N,q) €
SMod(A). La Proposicién 4.37 nos dice que la siguiete funcién es una bi-
yeccion:

OM,N® 4 M

Homgyoq(a) (M®@AN, N©aM) ——" Homgprod(a)(M, Hom(N, N® s M)).

Se definird una funciéon g € Homgysoq(a)(M, Hom(N, N @4 M)) en cada
sumando directo de M y N de la siguiente manera:

g(m)(n) = (=1)PTPM (0 @ 4 m).

Se demostrard que g esta bien definida. Como el producto tensorial ® 4 es
bilineal, g(m) es lineal para todo elemento homogéneo m € M. Usando la
definicién de g, el hecho de que g(m) es lineal para todo elemento m € M
y que p(A) = 0 para toda A € K| se tiene lo siguiente para todo elmento
homogéneo m e M, ne Ny A e K:

g(m)(wn) = (=1)PMPO((An) @4 m)
_ (_1)p(m)p(n)+p(M)p(>\))\ “(n®am)
= (—1)PUIPMIN L (n @4 m)
= X g(m)(n).
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Por lo tanto g(m) es K-lineal para todo elemento homogéneo m € M. De la
definicién de g, la linealidad de g(m) para todo elemento homogéneo m € M
y las definiciones de (M, ¢}),(N,¢}), la definicién de ® 4 y que N ®4 M es
un A-mdédulo derecho, se tienen las siguientes igualdades para todo elemento
meM, ne NyacA:

9(m)(gh(n @ a)) = (~1)P"PROED) (g (n © a) @4 m)

= g(m)(n) - a.

Entonces g(m) € Hom(N, N ® 4 M) para todo elemento homogéneo m €
M. Ahora, dado que ®4 es bilineal y el hecho de que g(m) es lineal para
todo elemento homogéneo m € M, se obtiene que g es lineal en elementos
homogéneos. De la definicién de g, el hecho de que ® 4 es K-balanceada y que
p(A) = 0 para toda A € K, se sigue lo siguiente para cualesquiera elementos
homogéneos m € M, ne€ Ny A e K:

g(Am)(n) = (= 1)“’””’ " (n@a (Am))
= (- 1)p n)+p(m )p(n)((n)\) ®am)
= (-1 p(”)(/\n) ®am)
=X-g(m)g(n).

De esta manera g(m) es K-lineal para cualquier elemento homogéneo m €
M. De la definicién de g, la linealidad ed g(m) para cualesquiera elementos
homogénemos m € M, la A-biaditividad de ® 4, las definiciones de (M, ¢}),
(N,¢5) vy que N ®4 M es un A-médulo izquierdo, se siguen las siquientes
igualdades para elementos homogéneos m € M, ne€ N y a € A:

9(g1(a®@m))(n) 1)7"“(“®’”) M(n®a qi(a ®m))
1)p pr)+pm)p(n) (o) (n @ a) @ 4 m)
)

)

1)P(@p(n)+p(m)p(n)+p(n)p(a) (g2(a®n) ®am)
1)P (m)p(n (n XA m)
g(m)(n)

En consecuencia g es A-bilineal. Usando la definicién de g, se puede desmos-
trar por inspeccion que preserva la paridad. Por lo tanto g esta bien definida.
Asi, de la Proposicion 4.37, se tiene una morfismo de A-super moédulos

(=
(=
(=
(=

OrNonm(9) : MRAN— N®s M,

definida como ¢/ ng ,1r(9)(Mm®@an) = g(m)(n) = (=1)PP() (@ 4 m). Se
denotara por By y = G v 40 (9)-
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Observacién 4.38. Se puede demostrar que 51’\‘;“\, MU N —>NRQsA M
es natural, mas aun, es un isomorfismo natural con inversa

ﬁj’éf’M:N(X)AM—)M@AN.
De esta manera (SMod(A), 34) es una categorfa simétrica.

Definicién 4.39. Sea (A, pu,n) una super algebra. Un A-super médulo
(M, q) es un A-super médulo libre izquierdo si, M tiene una base ho-
mogénea X C M. Es decir:

(a) Six € X, entonces z € My 6 x € My;

(b) Para cada = € M existen n € N, {z1,...,2,} C X y {a1,...,an} C A,
tales que

v =3 q(a; @ x);

(c) Si existen elementos homogéneos {z1,...,z,} C X y un subconjunto
{ai,...,an} C A tales que

e q(a; ®x;) =0,
entonces a; = 0 para todo i =1, ..., n.
De manera aniloga se define un A-super modulo libre derecho.

Observacion 4.40. Sean (A, i, n) una super algebra y (M, ¢) un a A-super
modulo libre izquierdo.

(1) De la definicién se sigue que todo elemento x € M se escribe de manera
Unica como combinacion de elementos homogénemos x; € X y elementos
a; € A:

r =3 q(a; @ ).

(2) (ITM, q) es un A-super méduo libre con base X. Mds atn,
re XN(IM)i),siysolosi, ze XN Miy.

Proposiciéon 4.41. Sean (A, u,n) una super dlgebra super conmutativa y
(M,q) un a A-super mddulo libre izquierdo. Entonces (M,q') es un A-
supermddulo derecha, con q' la estructura dada en la Proposicién 4.22.

Demostracion. Sea X C M una base homogénea de M. Entonces cada x €
X se escribe como sigue:

xr = Z?:l Q(ai ® 33@),

conz; € X ya; € Aparatodai=1,...,n. En consecuencia, de la bilinea-
lidad de ®, la linealidad de ¢ y definicién de ¢’, se obtiene lo siguiente:
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z = i (PR (2 © a;) = iy ¢ (0 @ (~1)PEPEq;).
Ahora supéngamos que existen z1,...,x, € X y a1,...,a, € A tales que
14 (v ®a;) = 0.
Considérese la siguiente descomposicion para cada i =1,...,n
ai:a?—i—a} € A=Ay9 A;.
En consecuencia

n n n

0=> q¢@®a)=Y q0a @)+ (-1)""g(a} ;).
i=1 i=1 i=1
Y como X es una base de (M, q), se obtiene que a) = (—1)7’("“”1%1 para
todoi =1,...,n. Por lo tanto, del hecho de que AgN A1 = 0, se obtiene que
a? = a} = 0 para toda i = 1,...,n. Asi se puede concluir que X es una base

homogénea de (M, q'). Entonces (M, q’) es un A-super médulo libre. O

Observacion 4.42. Sea (A, u,n) una super dlgebra super conmutativa. De-
bido a la Proposicién 4.41, cuando se refiera a A-super médulos libres, se
estard pensando en A-super médulos libres izquierdos.

Lema 4.43. Sean (A, p,n) una super dlgebra super conmutativa y (M, q)
un a A-super modulo libre. Entonces todo elemento homogeneo m € My se
escribe como sigue:

m=>3q(a @)+ q(a} @ x}),
dondeazg € X NM; yag € ANAj, para j =0,1.
Demostracion. Sea m € My. Entonces existen n € N, elementos z; € X y

a; € A, tales que m = 31" | q(a; ® x;). Ademés a; = al +a} € Ag® Ay, para
todo ¢ = 1,...,n; por lo tanto

m =311 q(a @) + X0 qla) @ ;).

Y, usando que q(A; @ M;) C My, q(A; ® Mj11) € My y que MoN M; =0,
se sigue el resultado. O

Lema 4.44. Sean (A, p,n) una super dlgebra super conmutativa y (M,q)
un a A-super médulo libre. Entonces todo elemento homogeneo m € My se
escribe como sigue:

m =Y q(a} @ z}) + X qla} @ 27),
dondexg € X NM; yag € ANAj, para j =0,1.

Demostracion. La demostraciéon es totalmente andloga a la del Lema 4.43.
O
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Proposicién 4.45. (Propiedad Universal de los Super Mdédulos Li-
bres) Sean (A, 1, n) una super dlgebra super conmutativa, (M, q) un A-super
mddulos libre con base X, (N, q') un A-super médulo y f : X — N una fun-
cion tal que f(XNM;) C N; para i € Zo. Entonces eziste un unico morfismo
de A-super médulos f : M — N tal que qlx = f.

Demostracion. Como cada m € M se escribe de manera inica como m =
>oivq q(a; ® x;), entonces se define f: M — N como sigue:

f(m) =350 ¢ (0 @ f(x)).

Como ® es K-bilineal y ¢ es K-lineal, se obtiene que f es K-lineal. Usando la
definicién de f y que (M, q), (N,q") son A-médulos, se siguen las siguientes
igualdades:

fogqla® ZCI(%‘ ® ;) = Z?Oqo (la®@M)oaaam((a®a;)®@m)
=Y Fogo(p®ln)((a®a) @)
=Y Toqula®a) @)
=Y d(nla®a;® f(x))
=Y ¢ o (we 1) (@@ a) @ ()
=> do(la®q)oasan((a®ad)® f(z;))
= d(a®q (e ® f(x:))
=q'(@a® Y q(a;® f(x:))
=qo(1la®f)la®) qla;©w)).

Por lo tanto f es morfismo de A-médulos. Ahora se demostrard que f
preserva el grado. Del Lema 4.43 se tiene que todo m € My se escribe como
sigue:

m =3 q(a; ®x;) + 325 q(bj ®y;),

donde a; € Ag, bj € Ay, z; € X N My y y; € X N M;. Por lo tanto se tiene
que

fm) =324 (ai @ f(@:)) + 3054/ (b @ f(y;))-

Y como ¢'(A; ® N;) C Ng para [ = 0,1, se obtiene que f(m) € No.
Analogamente, usando el Lema 4.44, se demuestra que f(M;) C Ny. Ahora
sup6ngase que existe otro morfismo de A-super médulos f : M — N, tal
que f] x = f. Entonces, usando que .]? es morfismo de A-médulos, el hecho
de que f |x = f y de la definicién de f, se tienen lo siguiente para todo
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m =3 q(a; ® x;):

FO o alai®mi) =" falai @ )
=" q'(ai ® f(x:))
= q'(ai ® f(x))
=7 alai ® ;).

En consecuencia f: f. O

Notacién 4.46. Sea (A, 1, n) una super algebra super conmutativa y (M, q)
un A-super médulo. Denotaremos por M* := Hom(M, A).

Sean (A, u,n) una super algebra super conmutativa y (M, q) un A-super
modulo libre con base homogénea X . Para cada x; € X cosidérese la funcion
fi : X — A definida como sigue:

fl($j) = 57;7]'.

De la Propiedad universal de médulos libres derechos en Mod(A), existe un
unico morfismo de A-mdédulos derechos

xi M — A
tal que z}(z;) = d;5. De la definicion de x} se obitiene que es lineal. Ahora,
de la definicién de z, que (M, q’) es un A-stiper médulo derecho, el hecho

de que p(Aly) = 0 para todo A € K y que u es K-lineal, se obtienen las
siguientes igualdades para todo m € M:

z; (Am) = z7(Aq(1a © m))
(

En consecuencia z; es un morfismo K-lineal. Por lo tanto 7 € M*, para
todo x; € X. Ahora tomese un elemento m € M, entonces existen elementos
homogéneos x; € X y a; € A, tales que:

m = q(a; ® x;).



4.2. SUPER ALGEBRAS Y SUPER MODULOS 113

En consecuencia, de la definicién de :1:;, la estructura a derecha de M y la
A-linealidad derecha de 7, se obtienen lo siguiente:

= x}f(z q(a; ® x;))
=Y "z} (qla) ® x;) +ZSE a; @ x;))

i (4.1)
:Zx]( (z; @ a?) —i-z (¢'(z; ® a}))

donde af € Ay

Lema 4.47. Sean (A, p,n) una super dlgebra super conmutativa y (M, q)
un A-super médulo libre con base homogénea X. Entonces {x}},c.; € M* es
un conjunto linealmente independiente, donde X = {x;};c;.
Demostracion. Supéngase que existen z7,...,z5 € M* y ay,...,a, € A,
tales que

Yiai-x; =0.

Por lo tanto 0 = 3, p(a; ® =} (x;)) = a; para todo j = 1,...,n. En conse-
cuencia el conjunto {7}, ; es linealmente independiente. O

Lema 4.48. Sean (A, p,n) una super dlgebra super conmutativa y (M, q)
un A-super médulo libre con base homogénea X. Entonces, si x; € X N Mj,
z;y € M7 para j =0,1.

Demostracion. De la Ecuacién (4.1) se tiene que, si z; € X N My, entonces

zf(m) = a? + a}

para todo m = Y, q(a; ® ;) € M. En particular, si m € My, el Lema 4.43
nos dice que a} = 0. Y si m € M, el Lema 4.44, concluye que ay = 0. Por
lo tanto =} € M. Andlogamente se demuestra el Lema para el caso en que
x; € X N M. O

Proposicién 4.49. Sean (A, u,n) una super dlgebra supercconmutativa y
(M, q) un A-super mdédulo libre con base X. Entonces existe un monomor-

fismo de A-super mddulos ¢ : M — M*.

Demostracion. Considérese la funcién f : X — M™* definida como

f(zi) :==a.
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Del Lema 4.48 se sigue que f(X N M;) C M7 para j = 0,1. En consecuecia,
de la Proposiciéon 4.45, se tiene que existe un tinico morfismo de A-super
moédulos ¢ : M — M* tal que ¥|x = f. Para demostrar que ¢ es monomor-
fismo tomese m = 3 q(a; ® ;) € M tal que ¢(m) = 0. Entonces

0=1(m) =9 qlai®z;)) => pla; @ fz:) =D pla; ® )

Asi, del Lema 4.47, se concluye que a; = 0 para toda i. En consecuencia 1)
es un monomorfismo de A-super médulos. O

Para (A, 1, n) una super algebra super conmutativa y (M, q) un A-super
moédulo, considérese la funcion h : M* x M — A definida como sigue:

h(w,m) := w(m).

De la estructura de A-super médulo de M™* y el hecho de que todo morfismo
en M* es lineal, se obtiene que h es balanceada. Usando la linealidad de h
y las estructuras de A-super médulos a derecha de (A4, 1), (M, q'), se tienen
las siguientes igualdades para cualesquiera elementos homogéneos w € M*,
meMyacA:

hw - a,m) = ((—1)P P% w)(m)
= (—1yplelrta ( ®w(m))
= (- 1)p(w )p(W(m))u(w(m) ® a)
= (- 1)p(w )p(w(m))w(q/(m@)a))
= (—1)p@p@+p(@pwm)+p(@)p(m),,(4(q @ m))
= (—1)P@p@+p(@p@m)+p@P(m) by g(a © m)).

Por inspeccién, en los casos p(w) = 0 6 p(w) = 1, se sigue que h es A-
balanceada. En consecuencia existe un tinico morfismo Z-lineal

ev: M*Qu M — A

tal que ev(w ®4 m) = w(m). Usando definicién de ev se puede probar por
mera inspeccion que es un morfismo de A-super modulos. El morfismo ev se
llamard evaluacion.

Definicién 4.50. Sea (A, pu,n) una super algebra super conmutativa y
(M, q) un A-super médulo libre con base X. Se dice que (M, q) es de rango
finito si | X| =p+ q € N. En ese caso

X = {xh-"?xp?yl?'“?yq}?
donde x; € My para todai=1,...,py y; € My para toda j =1,...,q

Proposicién 4.51. Sean (A, p,n) una super dlgebra super conmutativa y
(M, q) un A-super médulo libre de rango finito con base homogénea
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X ={z1,...,Tp, Y1, .-, Yq}-

Entonces M* es un A-super modulo libre de rango finito con base

X* = {x{,...,xz,yiﬂ...,y;}.

Demostracion. Del Lema 4.47 se tiene que X ™ es linealmente independiente.
Sea fe M*ym=>3 q(a; ®x;) + > q(aj ®y;) € M. De la definicién de z7,
y; vy usando que son elementos de M*, se tiene lo siguiente:
fm) = O qlai@z:)+ Y qla; @ y;))

=Y flg D)+ Y flalef @)+ fla(a) @ y)) +Zf aj ©y;))

Zf(q’(%@@a +Zf :z:z®a)+qu y; ® aj) Zf y]®a
=Y u(f(@) @ad) + D p(f () ©ah) + D ulf(y) ©af) =D ul(
Zu(f(xz ® a;) +Zu 9 a;))
p(f (i) ® +Zu i) ®y;(m))
fla) -y +Zf yi) -y (m).

q(
(a7

ﬁM

donde af, aé? € Ay para toda i, j. Por lo tato X* es una base para M*. [

Notaciéon 4.52. Sean (A, u,n) una super algebra super conmutativa y
(M,q) un A-super médulo libre de rango finito, con base homogénea X.
A la base X* de la Proposicion 4.51 se le llamara base dual de la base X.

Para una super algebra super conmutativa (A, u,n) y (M,q), (N, q2)
A-super médulos libres, considérese la siguiente composicién de morfismos
de A-super moédulos:

e:=ryo(ly®4 ev)oozNyM*’Mo(ﬁje[*’N ®Ralpy): (M* @4 N)®4 M — N,

donde ry : N ®4 A — N es el isomorfismo de A-super médulos que se
obtiene del hecho de que SMod(A) es una categoria monoidal. Entonces,
de la Proposicién 4.37, se tiene que existe morfismo de A-super mdédulos
€:=dma,NN(E): M*®4 N - Hom(M, N) tal que

e(w ®an)(m) = (~1)PPMgy(n @4 w(m)).

Proposicién 4.53. Sean (A, u,n) una super dlgebra super conmutativa,
(M, q1) un A-super médulo libre de rango finito y (N, q2) un A-super mddu-
lo libre. Entonces el morfismo € : M* ®4 N — Hom(M,N) de A-super
maddulos es un isomorfismo.

Demostracion. Considérese la funcion 0y ny : Hom(M,N) — N ®4 M*
definida como
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Onn (f) =220 (i) ®@a 7)) + 320 (y5) ®ayj).-

De la K-bilinealidad de ® 4 se concluye que 07,n es un morfismo K-lineal.
Y, de la estructura de A-super médulo de N ® 4 M™, se obtiene que 0,7 n es
un morfismo de A-lineal. Ademads, por inspeccién, se puede demostrar que
0 preserva el grado. Por lo tanto 7,y es un morfismo de A-super médulos.
Sea € : Hom(M,N) — M*®4 N el siguiente morfismo de A-super médulos:

&= B+ 0 O
De la definicién de 6 y 5}37, A+ Se siguen las siguientes igualdades para toda
Hom(M, N):
£(f) = B (0(F))
= B QO (F@) @axf) + D (fy)) @ay)))
= > (@ @a f(w:) + D (V)P (yr @4 f(yy)

= > (@] ®a fla) = (1" Y (g5 @a f(y)),
donde la tltima igualdad se da porque p(f) = p(f(y;)) + 1 para toda j.

De las definicionee de ¢ y g, se tienen las siguientes igualdades para todo
elemento homogéneo f € Hom(M, N):

eog(f)(m) =e(D_(x} @a f(xi DPDY (ys @a f(y;)))(m)
ZZQQ(f(sz')@x- m))—(—l)p(f)Z( 1)/ wi)g, (f(yg)®yj( m))
=Y @ (f@) @ai(m) + > ah(f(y;) @y (m)).

Ademés, usando la linealidad de g y que (N, ¢5) es un A-super médulo
derecho, se tiene lo siguiente:

f(m) =3 a5(f (@) ® 7 (m)) + 32 a5 (f (y5) @ y; (m)).
En consecuencia € 08 = 1gom(r,n)- Andlogamente se demuestra que Eoe =
1a+@ n- Por lo tanto € es un isomorfismo de A-super médulos. ]

Observacién 4.54. Hay que observar que el morfismo € de la Proposicién
4.53 estd definido en una base dada. Sin embargo, dado que es inverso de €,
se sigue que no depende de la base escogida. Esto tltimo es consecuencia de
la unicidad de inversos.

Los siguientes resultados nos dirdn que el ntimero elementos pares 6
impares en una base homogénea X de un A-super médulo libre (M, q), es
independiente de la base que se tome.

Proposicién 4.55. Sean (A, u,n) una super dlgebra super conmutativa y
(M, q) un A-super mddulo libre de rango finito, con base homogénea

X ={x1,....,2Zp, Y1, -, Yq }-
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Entonces, si X' = {a:'l, ...,x;,, vl ...,y;,} es otra base homogénea para
(M,q), se obtiene que p=p'.
Demostracion. Primero ndtese que p(A; ® Ap) es un ideal (bilateral) de Ay

y q(A1 ® My) es un submédulo de M. Por lo tanto My/q(A; ® M) es un
Ao/ (A1 ® Aj)-moédulo, mediante la accion:

axm:=qla®@m),

para a € Agy m € My. Més dun, My/q(A; ® M) esté generado por los ele-
mentos S := {71, ..., Tp}. Se demostrara que S es linealmente independiente.
Supdéngase que existe una combinacién

0=2a*T; =y qla; ®x;) =Y qla; ® x;).

Entonces )~ g(a; ® x;) = > q(bj ®m;), con bj € Ay y m; € My. Y, del Lema
4.44, se tiene que

mj =Y q(a, @ a1) + Y q(b] ©y)),

donde ai cAry b{ € Ap. Por lo tanto, usando que (M, q) es un A-médulo,
se obtienen la siguiente igualdad:

ZQ(ai(@xi):ZQ(l‘(bj@ak +Z (bj ®b] ®?/l)

Y como X es linealmente independiente, se tienen dos casos para cada i:
a; =06 a; = p(b; ® ai) € u(A; ® Ay) para algin k.

Entonces @; = 0 para cada i. Asi S es un conjunto linealmente independiente
y en consecuencia es una base de My/q(A; ® M;). Realizando este proceso
para la base X’ se obtendria que My/q(A; ® M) tiene otra base S’ con p/
elementos. Pero, como Agp/u(A; ® A1) es un anillo asociativo conmutativo
con unidad, se sigue que p = p’. O

Corolario 4.56. Sean (A,u,n) una super dlgebra super conmutativa y
(M, q) un A-super médulo libre de rango finito. Entonces cualesquiera bases
homogéneas de (M, q) tienen el mismo nimero de elementos pares e impares.

Demostracion. De la Proposicion 4.55 se sigue que la cantidad de elementos
pares en cualquier base homogénea de (M, ) es la misma. Ahora considérese
el A-super médulo libre ([T M, q) con base X . Usando la Proposicién 4.55, se
concluye que la cantidad de elementos impares en cualquier base homogénea
de (M, q) es la misma. O

Del Corolario 4.56 se obtiene que la cardinalidad de cualquier base de
un A-stper médulo libre (M, q), es constante. En consecuencia tenemos la
siguiente definicién.
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Definicién 4.57. Sean (A, p,n) una super algebra super conmutativa y
(M, q) un A-super médulo libre de rango finito. Se define el rango de (M, q),
denotado por r(M), como la cardinalidad de cualquier base X. Es decir,

r(M) = |X].

Observaciéon 4.58. Sean (A, pu,n) una super algebra super conmutati-
va y (M,q) un A-super moédulo libre de rango finito con base X =
{z1,...,2p, Y1, ...,yq}. De los Lemas 4.43 y 4.44 se tiene la siguiente des-
composicién:

M = (8 Apz;) ® (B Ary;) @ (BY_ 1 Arz;) @ (B, Aoys).

Donde A;z; = {q(a @ zj)la € A;} v Aiyr = {q(a ® y)|a € A;}, para i €
Zo,j =1,...,py k =1,...,q. En consecuencia todo elemento m € M lo
podemos identificar con una matriz

m < (a - apiq),
donde (a' - apyq)' € Myiq)x1(A). Asf se sigue lo siguiente:

(a) m € My, siy sélo si, a; € Ag paratodai=1,...,py a; € A; para toda
J=r+l....p+q

(b) m € My, siy solosi, a; € A paratodai=1,...,py aj € Ay para toda
J=p+1l....p+q

Sean (A, u,n) una super dlgebra super conmutativa y T : (M,q) —
(N,q) € Hom(M, N), con (M,q) y (N,q) A-super médulos libres. Si

X:{xl,...,xp,yl,...,yq}yX:{x’l,...,x;,yi,...,y;}

son bases de (M, q) y (N, ¢'), respectivamente, entonces se tienen las siguien-
tes igualdades:

(1) T(:) = 35, ¢ (a5 @) + 320, ¢ (b, @ ), para toda i = 1,...,p;
(2) T(yi) = X5 q/(aé- ® %) + iy ¢ (b ®y},), para todai=1,...,q.

En consecuencia se puede identificar a T' con la siguiente matriz:

= (3 5)

donde A € My yp(A), B € Myyq(A), C € Myyp(A)y D e Myyq(A).

Observacién 4.59. Sean (A,pu,n) y T : (M,q) — (N,q') € Hom(M, N),
con (M,q) vy (N,q) A-super moédulos libres. Dependiendo de si T €
Hom(M,N)y 6 T € Hom(M, N);, la matriz [T]? tiene la siguiente forma:
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Pares Impares\ , (Impares Pares
Impares  Pares °\ Pares Impares |’

donde Pares e I'mpares denotan matrices solo con elementos pares o im-
pares, respectivamente.

Definicién 4.60. Sean (A, u,n) una super algebra super conmutativa y
(M,q) un A-super médulo libre de rango finito con base X. Se define la
super traza, str : End(M) — A, como

str := ev og,
donde € es el isomorfismo definido en la Proposiciéon 4.53.

Observacién 4.61. La difinicién de str no depende de la base escogida ya
que los morfismos ev y € no dependen de la base.

Sean (A, u,n) una super algebra super conmutativa, (M, q) un A-super
modulo libre de rango finito con base X y 7' € End(M) un elemento ho-
mogéneo. Usando la definicion de str se tiene lo siguiente:

str(T) = Zx;‘(T(u’Uz)) - (_1)p(T) ZZ/;(T(?JJ))

Entonces, si se identifica a T' con la matriz

(7% = (é g),

se obtiene que str(T) = tr(A) — (=1)PDtr(D).

Proposicién 4.62. Sean (A, u,n) una super dlgebra super conmutativa,
(M, q) un A-super mddulo libre de rango finito con base X yT,U € End(M)
elementos homogéneos. Entonces

str(TU) = (—=1)PMPWstr(UT).

Demostracion. Se sigue de la definicién de super traza, identificando a los
morfismos con matrices. O

Definicién 4.63. Sea (A, i, n) una super algebra.

(a) Una derivaciéon par es un morfismo D : A — A € End(A) tal que
D(p(a @ b)) = p(D(a) @ b) + pla ®@ D(b)),

para cualesquiera a,b € A. Al conjunto de derivaciones pares se le de-
notard por D(A)o.

(b) Una derivacion impar es un morfismo D : A — A € End(A); tal que
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D(p(a® b)) = u(D(a) ®b) + (=1)P@pu(a ® D(b)),

para cualquier elemento homogéneo a € A y todo elemento b € B. Al
conjunto de derivaciones impares se le denotard por D(A);.

(c) Se le llamara super derivaciones al super K-espacio vectorial

D(A) := D(A)g ® D(A):.

Observacién 4.64. Es claro que los elementos homogéneos del K-super
espacio vectorial D(A) se pueden ver como funciones K-lineales D : A — A
tales que

D(u(a @ b)) = u(D(a) & b) + (~1)"@PD)u(a @ D)),
para cualquier elemento homogéneo a € A y todo elemento b € B.

Proposicién 4.65. Sea (A, p,n) una super dlgebra. Entonces (D(A),7) es
una super dlgebra de Lie, donde v : D(A) @ D(A) — D(A) estd definida en
elementos homogéneos como:

’7(D1 & Dz) == DjoDy — (_1)p(D1)p(D2)D2 oD.

Demostracion. De la definicién de v se puede probar que estd bien defi-
nida y que en efecto es un morfismo de super K-espacios vectoriales. De
las definiciéon y K-linealidad de -y, se tienen las siguientes igualdades para
cualesquiera elementos homogéneos Dy, Dy € D(A):

(D1 @ Dy) + (—=1)PPPP2)y(Dy @ Dy))
= Dy o Dy — (=1)PPUIPP2) Dy o Dy 4 (—1)PPIPDP2)~(Dy @ Dy)
=DyoDy—(— )p(D1)p(Dz Dy o Dy + (=1)P (PUP(P2) Dy 6 Dy — Dy o Dy
=0.
Y haciendo las cuentas se demuestra directo de la definicién que v cumple la

super identidad de Jacobi. En consecuencia (D(A),~) es una super algebra
de Lie. O

Observacién 4.66. Sea (A, u,n) una super dlgebra. Se tiene que D(A) es
un A-super médulo con la accién definida en elementos homogéneos como
sigue:

a-D—aD,

donde (aD)(b) := pu(a ® D(b)) para todo b € A.
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