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Introduccion

Sea R un anillo conmutativo con elemento unitario 1 # 0. Un ideal propio P
de R es primo si para cualesquier a,b € R, ab € P implica a € Po b € P. La
nocién de ideal primo es central en algunas ramas de las mateméaticas, como en
el Algebra Conmutativa y en el estudio de los anillos de Dedekind.

Histéricamente, el matemdtico Ernst Kummer (1810-1893) se percaté de que
ciertos anillos de enteros de campos numéricos (esto es, extensiones finitas y
por lo tanto algebraicas de Q) no eran anillos de ideales principales. Esto era
inconveniente puesto que una ventaja de los anillos de ideales principales es la
descomposicién unica en factores primos. Para evitar parcialmente este incon-
veniente, él y Richard Dedekind (1831-1916) introdujeron la nocién de ideal e
ideal primo. Luego, Dedekind estudié los anillos que llevan su nombre en los
cuales la descomposiciéon tnica en factores primos se logra generalizar en una
tnica descomposicién en ideales primos.

Varias generalizaciones del concepto de ideal primo han sido estudiadas. Una
de ellas es la de ideal débilmente primo, a saber, un ideal propio I de R es
débilmente primo si para cualesquier a,b € R con 0 # ab € I se tiene que
a € I obel Laotra es la de ideal 2-absorbente, a saber, un ideal propio I
de R es 2-absorbente si para cualesquier a,b,c € R tales que abc € I se tiene
ab € I o ac € I o bc € I. Finalmente, estd la nocién de ideal débilmente 2-
absorbente que puede considerarse como una generalizacion tanto del concepto
de ideal débilmente primo como del concepto de ideal 2-absorbente ya que un
ideal propio I de R es débilmente 2-absorbente si para cualesquier a,b,c € R
con 0 # abc € I se tienequeabe T oacelobcel.

Esta tesis estd basada en los articulos “On 2-absorbing ideals of commutative
rings” de Ayman Badawi y “On weakly 2-absorbing ideals of commutative
rings” de Ayman Badawi y Ahmad Y. Darani. Adn cuando la tesis pretende ser
autocontenida, se requiere que el lector esté familiarizado con los resultados
bésicos de teoria de anillos. La tesis estd dividida en 3 capitulos. En el
primero se incluyen resultados bésicos del &lgebra conmutativa que se
encuentran en [1] y [2], asi como la construccién del anillo conocido como “la
idealizacién de un R-médulo en R”, que se encuentra en [3] y [6]. El segundo
capitulo incluye algunos resultados bésicos sobre los ideales 2-absorbentes,
sobre todo aquellos que se utilizan en el capitulo 3. Se prueba que un ideal
propio no nulo I de R es 2-absorbente si siempre que I115I5 C I para algunos
ideales I1, 15,13 de R entonces I1lo C I o I1I3 C I o I,I3 C I. En el tercer
capitulo se prueban resultados béasicos de los ideales débilmente 2-absorbentes
para terminar con la caracterizacién de los anillos R con la propiedad de que
todos sus ideales propios son débilmente 2-absorbentes.



Capitulo 1. Resultados basicos de
la teoria de anillos

En este capitulo se presentaran algunos resultados y temas basicos del dlgebra
conmutativa como son algunas propiedades basicas de ideales, los anillos de
cocientes y la idealizacién de un R-médulo.

1.1 Algunas propiedades basicas de los ideales

En esta seccién incluimos algunos resultados béasicos que nos seran de utilidad
més adelante. Estos resultados se encuentran en [1] y [2]. A lo largo de toda la
tesis R denotara un anillo conmutativo con elemento unitario 1 # 0.

Definicién.1.1.1 Se dice que un ideal propio P de R es primo si xy € P implica
x € Poyé€ P.Un ideal propio M de R es maximo si no existe un ideal
IdeRtalque M CIC R.

Sabemos que:

s P es primo <= R/P es un dominio entero

= M es méximo <= R/M es un campo

Luego un ideal méximo es primo, aunque el reciproco no necesariamente se
cumple (por ejemplo, (z) es un ideal primo de Z [z] que no es maximo).

Teorema.1l.1.1 Si I es un ideal propio de R, entonces existe un ideal maximo
M de R tal que I C M.

Demostracién. Aplicaremos el Lema de Zorn a la familia de ideales propios
de R que contienen [ se prueba que dicho conjunto tiene elemento maximo.
Luego dicho elemento méximo serd el ideal maximo que contiene I.

Es claro que A = {J ideal de R: I C J C R} es no vacio pues contiene I.
Ademads estd parcialmente ordenado por la inclusién de conjuntos. Falta
ver que para toda cadena en A existe una cota superior en A. Sea C' =
{Ji}; una cadena en A y sea M = UJ;. Entonces como 1 ¢ J; para todo
J; € C tenemos que M C R. Es claro que M contiene a I pues I C J;
para todo J; € C.

M es ideal pues 0 € J; para todo J; € C. Ademas dados a,b € M tenemos
que a € J;, b € Ji para algunos J; y Ji en C. Como C es una cadena,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que J; C Jg, con lo cual
sabemos que a,b € Ji. Luego, por ser Ji un ideal podemos afirmar que
a—be J, C M. Por dltimo, dados x € Ry a € M tenemos que a € J;
para algin J; € C' y por ser J; un ideal tenemos que za € J; C M. Asi



que M es en efecto un ideal. Luego, por el Lema de Zorn, tenemos que
existe un ideal mdximo en A.

Dado que todo ideal méximo es un ideal primo, el teorema anterior asegura que
si R es un anillo no trivial entonces R tiene ideales primos.

Teorema.1.1.2 Sea R un anillo. Entonces R tiene un ideal primo minimo.

Demostracién. Sea A ={P ideal de R : P es primo}. Por el teorema
anterior A es no vacio. Ademds A estd parcialmente ordenado por la
inclusién. Sea C' una cadena descendente en A y sea Q = NP;, donde
P; es un ideal en C. Sabemos que @ es ideal de R. Veamos que () es un
ideal primo. Sean a,b € R tales que a,b ¢ Q). Entonces a ¢ P; para algin
P, € Cyb¢ Pjpara algin P; € C. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que P; C P;. Entonces a,b ¢ P; y como P; es primo, se tiene que
ab ¢ P;. Luego ab ¢ @ y por lo tanto ) es un ideal primo. Por el dual del
lema de Zorn, A tiene un elemento minimo.

Definicién.1.1.2 Se dice que R es un anillo local si tiene exactamente un
ideal maximo M. Denotamos al anillo local R con ideal maximo M como
(R, M).

Proposicién.1.1.1

1. Si R es un anillo local cuyo tinico ideal maximo es M, entonces a € R es
unidad < a ¢ M.

2. Si M es un ideal propio de R tal que todo elemento de R — M es unidad,
entonces R es un anillo local con ideal méximo M.

Demostracion.

(1) Sean a € R tal que a no es unidad y J el ideal generado por a. Entonces
J es un ideal propio de R y por el Teorema 1.1.1, existe un ideal maximo
N de R tal que J C N. Como (R, M) es un anillo local entonces N = M
y por lo tanto a € M.

Como M es un ideal propio, es claro que dado b € M, b no puede ser
unidad.

(2) Veamos primero que M es un ideal méximo de R. Supongamos que
existe un ideal I de R tal que M C I C R. Existe entonces a € I\ M y
por hipétesis a es unidad. Entonces R = (a) C I C R, es decir, R = I.
Por lo tanto, M es ideal maximo de R.



Ahora veamos que M es el Unico ideal médximo de R. Sea N un ideal
méaximo de R. Como N es un ideal propio, ningin elemento de N es
unidad. Luego, si x € N entonces x no es unidad y por la hipdtesis,
x € M. Asi que N C M y por lo tanto N = M.

Concluimos que (R, M) es un anillo local.

Definicién.1.1.3 Sea R un anillo. Tenemos las siguientes definiciones:

= El nilradical de R se define como, Nil(R) = NP, donde P es el conjunto
de los ideales primos de R.

= El radical de Jacobson de R se define como, Jac(R) = NM, donde M es
el conjunto de los ideales maximos de R.

Veamos algunos resultados basicos de dichos conceptos.

Teorema.1.1.3. Sean R un anillo y a € R. Entonces a € Jac(R) < 1 — ab es
unidad de R para todo b € R.

Demostracion. Procedamos por contradiccion.

[=] Sea a € Jac(R) y supongamos que existe b € R tal que 1 — ab no
es unidad de R. Sea I = (1 — ab), entonces I es un ideal propio de R.
Existe entonces un ideal maximo M de R tal que I C M, por lo que
1—ab e M. Como a € Jac(R) entonces a € M. Tenemos entonces que
1—ab+ab =1 € M, lo cual es una contradiccion pues M es un ideal
propio de R. Por lo tanto, 1 — ab es unidad de R para todo b € R.

[«<] Supongamos que 1 — ab es unidad para todo b € Ry que a ¢ Jac (R).
Entonces a ¢ M para algin ideal maximo M de R. Sea I = (a), entonces
M C M + 1. Pero M es maximo, entonces M + I = R. Luego, existen
be Ry m € M tales que 1 = m+ ab. Asi obtenemos que 1 —ab=m € M
y como M es un ideal propio de R entonces m no es unidad de R, lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto, a € Jac(R).

Definicién.1.1.4 Se dice que a € R es nilpotente si existe n € Z1 tal que
a™ =0.

Teorema.1l.1.4 Sean R un anillo y a € R. Entonces a € Nil(R) & a es
nilpotente.

Demostracion.



[<] Supongamos que a es nilpotente. Entonces existe n € ZT tal que
a™ = 0. Como 0 € P para todo ideal primo P, entonces a” € P, lo cual
implica que a € P para todo ideal primo P. Asf que a € Nil(R).

[=] Sea a € Nil (R) y supongamos que a no es nilpotente, es decir, a™# 0
para todon € Z*. Sea S = {I ideal de R:Vn € Z*,a™ ¢ I}. S no es vacio
pues el ideal cero pertenece a S. Ademas S estd ordenado parcialmente
por la inclusién y toda cadena en S tiene una cota superior en S. Si {I;} ;
es una cadena en S, U (I;) es un ideal que no contiene ninguna potencia
de a. Por el Lema de Zorn existe P un elemento maximo de S.

Veamos que P es un ideal primo. Sean z,y ¢ P, entonces P C P + (x)
y P C P+ (y). Como P es elemento méximo de S entonces P + (x)
y P + (y) no pertenecen a S. Asi que a™ € P+ (z) y a™ € P+ (y)
para algunos n,m € Z*. Luego, a™™™ = a™a" € (P + (z))(P + (y)) C
PP+ Py+Px+xy C P+(xy), por lo que P+ (zy) ¢ S. Entonces xy ¢ P
y P es primo.

Se tiene entonces un ideal primo P tal que a ¢ P, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto a es nilpotente. o

Recordemos que si I y J son ideales de R, su producto se define como
IJ ={>"" @iy w€l,y;€J,1 <i<n}.

El producto puede definirse para un ntmero finito de ideales recursivamente.

Lema.1.1.1 Sean R un anillo y P un ideal propio de R. Entonces P es primo
si y sélo si para cualesquier ideales I, J de R tales que IJ C P se tiene
que I CPoJCP

Demostracion.

[=] Sean I, J ideales de R. Supongamos que I ¢ Py J ¢ P. Entonces
existen a € I — Py b€ J— P. Como P es primo, se tiene que ab ¢ P. Por
lo tanto IJ € P.

[<] Sean a,b € R tales que ab € P. Entonces aRbR C Py por la hip6tesis,
aR CPobRCP Luegoa€ Pobe P

Proposiciéon.1.1.2. Sean I,...,I, y P ideales de R con P primo tales que
[1j=, I; € P. Entonces I; C P para algiin 1 < j < n.
Demostracién. Procedamos por contradiccion, es decir, supongamos que
I; ¢ P para todo 1 < j<n.
Si I1,I, ¢ P, entonces I1Io ¢ P. Si I, I, -+ ,Ij, € P, como Iy € P
entonces [11s - Ipyq Q P. Por induccién tenemos que I1 1 --- I, 5Z P, lo
cual contradice lo supuesto. Asi que I; C P para algin 1 < j <n.



Corolario.1.1.1 Sean Iy, ..., I, y P ideales de I con P primo tales que N7_;I; C
P. Entonces I; C P para algin 1 < j < n.

Demostracion. Se sigue de la proposicion anterior ya que H?:l I; € Niq1;.
O

Teorema.l.1.5 Sean Pi,..., P, ideales primos y sea I un ideal de R tal que
IC U?zle. Entonces I C P; para algin j con 1 < j < n.

Demostracién. Probaremos la forma equivalente del enunciado por
induccion sobre n. Es decir,

IT¢P(1<j<n)=1¢U;_ P

Para el caso n = 1 es claro que se cumple.

Supongamos por hipétesis de induccién que se cumple para n — 1 y que
Ingparalgjgn.

Por hipétesis de induccién tenemos que I ¢ Ui, ;P para cada i =
1,...,n. Es decir, existen x; € I tales que z; ¢ Uiy jzi i Por lo
tanto x; ¢ P1,--- ,x; ¢ Pj_1,2; ¢ Pjt1,---,x; ¢ P, para algin j €
{1a e 7”} .

Caso 1. z; ¢ P; para algin 1 < j <n.

Entonces z; ¢ Ui_, P; y la afirmacién queda demostrada.

Caso 2. x; € P para todo 1 < j < n.

Consideremos

n
Y= g 1'1372"'17j71-7¢'j+1"'xn
=1
:x2x3...mn_i'_..._i'_xlmz...xnil

Veamos que y ¢ Ui, P;. Si y € Py, los sumandos

T1X3 Ty, ,L1X - Tp_1E€ Py. Asi, zox3---x, € P, pues 1 € Pi.
Pero zo ¢ Py, 23 ¢ Py, -+, x, ¢ P;, entonces xo---x, ¢ P;. Esta es
una contradiccién que muestra que y ¢ P;. Anédlogamente, y ¢ P; para
toda j € {1,---,n}. Concluimos que y ¢ UJ_, P, lo cual implica que
I U} \Pj.

Definicién.1.1.5 Sean I, J dos ideales de R. Se dice que I y J son coprimos si
I+J=R.



Lema.1.1.2 Sean R un anillo e I, J ideales coprimos de R. Entonces I? y J?
al igual que I® y J2 son coprimos.

Demostracién. Veamos primero que I?+4.J? = R. Como I y .J son coprimos
entonces existen x € I, y € J tales que 1 = x +y. Ademés 1 = 12 =
(x4 y)2 = 22 4+ 2xy + y>. Basta ver que xy € I? + J? para acabar la
prueba. Como zy = zy (1) = zy (v +y) = 2%y + a2y y 2% € I?, y* € J?
entonces z2y € I2 y xy? € J2. Por lo tanto zy € I2 + J2. Asf tenemos que
l=2?+2zy+y? €I+ J>.

De la misma forma tenemos que 1 = 13 = (z + y)3 = 23 +32%y+3zy? +4°.
Basta ver que x2%y, xy? € I® + J3. Observemos que z%y = z%y (1) =
w?y(x+y) = 2y + 2%y? y ay? = xy? (1) = 2y’ (v +y) = 2%y° + 2y°.
Claramente 23y € I, xy®> € J? y por un razonamiento similar al del
parrafo anterior, 22y? = 2%y? (z + y) = 23y?+2%y3 € I3+ J3. Por lo tanto
2%y, xy? € I3 + J3. Concluimos entonces que 1 = x4+ 322y + 3xy? + 93 €
13+-J3.E

Teorema.1.1.6 Sea R un anillo y sean I, ..., I, ideales de R.

Definimos un homomorfismo de anillos
¢:R— 'H1 (R/1;), por
j:

xr— (z+1L,...,2+1,).
Se tiene entonces que:

n
N 1.

n
1. Si I;, I; son coprimos para todo i # j, entonces [[ I; = )
j=1

J
2. Kergp = ﬁl I;, por lo que ¢ es inyectiva si y solo si N}_,I; = (0).
j=

3. ¢ es suprayectiva si y sélo si I;, I; son coprimos para todo ¢ # j.
Demostracion.

(1) Procedamos por induccién sobre n. Claramente It Io C 1 N1z, Si 1y e
I5 son coprimos, entonces existen 1 € I7 y x2 € I3 tales que 1 = 1 + 5.
Sea y € I) N I,. Entonces y = y(1) = yx1 + yxo € 115, por lo que
LI, =1NI.

n—1 n—1
Supongamos que [[ I; :le I =J.

=1 =
Veamos que se cumple lo anterior para n. Como I;, I,, son coprimos para
todo ¢ < n — 1 entonces existen x; € I;, yn, € I, tales que z; + y,, = 1,



n—1
por lo que [] = =[] (1 —yn,) =1 médulo I,,. Entonces J+ I,, = R, es

i=1 =1

n
decir, I, y J son coprimos. Por lo tanto, [[ I; =JI, =JNI, = ‘%1 1;.
=1 i=
(2) Sabemos que x € ker¢ < =+ I; = 0 para todo j = 1,...,n, lo cual
pasa si y sélo si x € I; para todo j =1,...,n. Por lo tanto x 64(7}11 I; &
Jj=
T € kerg.

(3) [=] Sean I,, I, tales que i # j.
Comoy=(0+1y,....,14+1I;...,0+1,) €[ (R/I;) y ¢ es suprayectiva
=1

existe entonces x € R tal que ¢ (z) =y, es decir, z+I; = 0+ I; para todo

Jj#iyax+1;=1+1; lo cual sucede si y sélo si « € I; para cada j # 1y

1—2 € I;. Entonces 1 = (1 — z) + « € I; + I, demostrando que I;, I; son

coprimos para todo i # j.

[«<] Veamos primero que existe x1 € Rtalque ¢ (z1) = (1 + I1,...,0+1,).

Como I;, I; son coprimos para todo 7 # j, entonces en particular Iy, I; son

coprimos para todo i> 1. Luego existen u; € Iy, v; € I; tales que u; +v; =

1y por lo tanto H v; —H (1 —u;) =1 mdédulo I;. Sea x; —H v;. Por
i=2 i=2 i=2

(1), tenemos entonces que z; € ﬂ I;, lo cual implica que 1 = 0 médulo

i=
I; para todo i > 1. A81que¢(x1) 1+0,0+1Iy...,04+1,).

Sea e; = (0+1I,...,1+I;,...,0+ I,) . Generalizando lo anterior tene-

mos que existe z; € R tal que ¢ (z;) = e; para todoi =1,...,n.
Veamos ahora que dado y = (y1+1I1,....yn+1n) €] (R/I))
j=1

existe z € R tal que ¢ (z) = y. Sea x = 7, w;y;, donde ¢ (v;) = e;.

Entonces ¢ (2) = ¢ (- 295) = Xjoy 6 (@515) = Sy @ (25) 6 (4) =
Z;.Z:l ej¢ (y;) = y. Por lo tanto ¢ es suprayectiva. m

Definicién.1.1.6 Sea I un ideal de un anillo R. Al conjunto de todos los x € R

tales que 2™ € I para algin n € Z* se le llama el radical de I y se denota
como Rad (I).

Observemos que si 7 : R — R/I es el homomorfismo candnico entonces
Rad (I) /I = Nil (R/I). En efecto, z + I € Nil (R/I) <= para algin n € Z*
(x+D)"=a"+I1=0+1< paraalginn € ZT, 2" € [ <z + 1 € Rad(I)/I.

Proposiciéon.1.1.3 Elradical de un ideal I es la interseccién de todos los ideales

primos que contienen 1.

Demostracién. Por la observacion anterior tenemos que



Rad (I) = 7= Y (Nil (R/I)) = 7~ *(N{P : P es ideal primo de R/I})

Por el Teorema de la correspondencia P = P/I, donde P es un ideal primo
de R que contiene I. Por lo tanto Rad (I) = N{P : P es ideal primo de R,
IC P} )

1.2 Anillos de cocientes

En esta seccién se dard la construccién del anillo de cocientes S™'R a partir
de un subconjunto S multiplicativamente cerrado de un anillo R, la cual se
encuentra en [1]. También se verd cémo son los ideales de dicho anillo. Todo
esto serd de utilidad para la demostraciéon de algunos teoremas en el siguiente
capitulo.

Definicién.1.2.1 Sea R un anillo. Decimos que un subconjunto S de R es
multiplicativamente cerrado si 1 € S y S es cerrado bajo el producto.

Definicién.1.2.2 Sean R un anillo y S un subconjunto multiplicativamente
cerrado de R. Definimos una relaciéon ~ en R x S de la siguiente forma:

(x,8) ~ (y,t) < (2t — ys)u = 0 para algin u € S.

Lema.1.2.1 ~ es una relaciéon de equivalencia.

Demostracion. Claramente ~ es reflexiva y simétrica. Veamos que ademas
es transitiva.

Sean (z,s), (y,t), (z,u) € R x S tales que (z,s) ~ (y,t) y (y,t) ~ (z,u) .
Entonces existen v,w € S que cumplen (zt —ys)v = (yu — zt)w = 0.
Multiplicando la primera igualdad por uw y la segunda por sv obtenemos
al sumarlas que (zu — zs)tvw = 0. Como S es cerrado bajo el producto
entonces tvw € S. Luego (z,s) ~ (z,u).

Asf que ~ es una relacién de equivalencia.

Notacién x/s denota la clase de equivalencia de (z,s) y S™'R denota el
conjunto de todas las clases de equivalencia.

Definimos las siguientes operaciones en S™'R:

1. (x/s)+ (y/t) = (xt +ys) /st
2. (z/s) (y/t) = (zy/st)



Lema.1.2.2 Las operaciones anteriormente definidas no dependen de la
eleccién de los representantes (x,s) y (y,t).

Demostracién. Sean (x1,51), (z2,82) € Rx Sy (y1,t1), (y2,t2) € R x S
tales que (z1,$1) ~ (22,82) ¥ (y1,t1) ~ (y2,t2) . Entonces existen u,v €
S tales que (z182 —x281)u = 0y (y1ta — yot1) v = 0. Multiplicando la
primera igualdad por t1tov, la segunda por s;seu y sumando obtenemos:

uv (t252 (Iltl + y181) - tlSl (I’QtQ + y252)) =0.

De lo anterior se sigue que (x1t1 + y151, s1t1) ~ (zate + Y282, S2t2), lo que
prueba que la suma en S~'R no depende de la eleccién de representantes.

Veamos ahora que el producto tampoco depende de los representantes
de las clases. Multiplicando la primera igualdad por t2y;v, la segunda
igualdad por x2s1u y sumando obtenemos:

[(z1y1) (s2t2) — (z2y2) (s1t1)] uv = 0.

Concluimos que (x1y1, s1t1) ~ (Z2ya2, sat2), lo que completa la prueba. O

Teorema.1.2.1 S™'R es un anillo conmutativo con uno bajo las operaciones
anteriores.

Demostracion. Es claro que ambas definiciones son operaciones. Como
R es un anillo conmutativo y S es cerrado multiplicativamente entonces
ambas operaciones son asociativas y conmutativas. El neutro aditivo es %,
el inverso aditivo de & es —* y el neutro multiplicativo es % Falta ver que

. b -1 .
el producto distribuye a la suma. Sean %, 7, - € S™"R. Entonces:

(g + %) (2) _ (at+bs) (g) _ acttbes _ (act+bes)u _ actutbesu _ % + %3

s u st u stu (stw)u  — (su)(tu)

Por lo tanto, S~'R es un anillo conmutativo con uno. D

Definicién.1.2.3 El anillo S™'R se llama el anillo de cocientes de R con
respecto a S.

Observemos que se tiene un homomorfismo de anillos f : R — S™!R definido
por f(z) = 7. En general, f no es inyectivo.

Proposicién.1.2.1 Sea S™'R un anillo de cocientes. Entonces los siguientes
enunciados son validos:
1. Si I es un ideal de R tal que I NS es vacio, entonces S™'7 es un ideal

propio de S7!R.
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2. Si J es un ideal propio de S~'R, entonces J = S~'I, donde I es un ideal
de R tal que S NI es vacio.

Demostracion.

(1) Si I es un ideal de R entonces es un R-médulo y por lo tanto S—1I =

{¢:a€el,seS} (ver [1,pig.44]). Veamos que es un ideal de S~ R. Sean

a b ¢ 51T entonces & — i = as2-bsi ¢ =17 pues S es cerrado
S17 82 S1 818

multiplicativamente e I es un 1dea1 de R. Como 0 € I, entonces para
cualquier s € S tenemos que % € S7'I. Ademss, dados ¢ e s Iy
S% € S7'R tenemos que (%) (S%) = S“;; € S~1I. Asi hemos demostrado
que ST es en efecto un ideal de S~ R. Finalmente, como I NS es vacio,
S~ no contiene unidades de S~'R. Luego S~'I es un ideal propio de
STIR.

(2) Sea x € J entonces = £ con a € R,s € S por definicién de S™'R.
Como J es ideal de SR y 1€ S~!R entonces (%) (%) = ¢ € J. Sea
I = {a ENS J} Veamos que I es un ideal de R. Sean a,b € I, entonces
1,1 EchomoJebldeal :%—% € J. Luego a — b € I para todo
a,bel. Ademas = € J pues es el neutro aditivo de ST'R y J es ideal. Por
deﬁnicién de I tenemos entonces que 0 € I. Sean a € I y r € R, entonces
T€Jyge€ S~1R. Por lo tanto & =177 €Jyasiar €I, lo que prueba
que I es un ideal de R. Ademéds J = S~1'I pues ceJsiysolosi $€J
siysélosiae€lsiysolosi ¢ e ST

Falta ver que S NI es vacio. Supongamos que no lo es. Sea a € SN I.
Entonces por definicién de I, § € J y por lo tanto (%) (%) = % e J, lo
cual contradice que J sea un ideal propio. Por lo tanto S NI es vacio.m

Observemos que el ideal I = {a € R: ¢ € J} de la prueba de 2 es [~ (J),

donde f: R — S7!R es el homomorfismo de anillos dado por f (x) = I

Proposicién.1.2.2 Sea S™'R wun anillo de cocientes. Las siguientes
afirmaciones son ciertas:

1. Si P es un ideal primo de R tal que P NS es vacio, entonces S™'P es un
ideal primo de S™!R.

2. Si Q = S7'P es un ideal primo de S™'R, entonces P es un ideal primo
de R.

Demostracion.

(1) Como P N S es vacio, se tiene que S~! P es un ideal propio de S~ R.

Sean %,% € S7IR tales que ‘S’—f € S~!P. Entonces “Tb € S7'P y por lo
tanto a—b = ¢ para algunos ¢ € P y u € S. Luego existe v € § tal que

abuv = cv € P. Como P es primoy PN S es vacio, se tiene que ab € P,
de donde a € P o b € P. Concluimos que ¢ € S~ 1P o2eSTIP.
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(2) Como Q = S~!P es un ideal propio, se tiene que PN S es vacfo. Luego
1 ¢ Py P es un ideal propio. Sean a,b € R tales que ab € P. Entonces
aTb 6chomoQesprimo,setieneque%EQO%EQ. Luego a € P o
be PD

1.3 Idealizacion de un R-mdédulo

Ahora introduciremos el concepto de idealizacién de un R-médulo, el cual nos
facilitara la construccién de ejemplos en los siguientes capitulos. Los resultados
contenidos en esta seccién se encuentran en [3] y [6].

Definicién.1.3.1 Sean R un anillo, M un R-médulo izquierdo y (r,m), (s,n) €
R x M. Definimos lo siguiente:

1. (r,m)=(s,n) <= r=sym=n.
2. (r,m)+(s,n)=(r+s,m+n).
3. (r,m)(s,n) = (rs,rn+ sm).

Se tiene entonces que R X M con las operaciones anteriores es un anillo
conmutativo con elemento unitario (1,0), al cual llamaremos la idealizacién
de M en R o la extension trivial de R por M y denotaremos por R (+) M.

Observemos que hay un homomorfismo de anillos inyectivo ¢ : R — R (+) M
dado por ¢ (r) = (r,0).

Teorema.1.3.1 Sean R un anillo, I un ideal de R, M un R-médulo izquierdo
y N un submédulo de M. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. I(+)N esunideal de R(+) M < IM C N.

2. Sil(+) N esunideal entonces M/N esun R/I-méduloy R (+) M/I (+) N
= R/I(+)M/N.
Demostracion.
(1) [=] Sean @ € T y m € M. Entonces (a,0) € I(+)N y (1,m) €
R(+)M. Como I(+)N es ideal, (1,m) (a,0) = (a,am) € I(+)N. Se
sigue que am € N, de donde IM C N.
[«<] Veamos primero que I (+) N es un subgrupo de R (+) M. Sean (r1,n1),
(ro,n2) € I(+)N. Entonces (r1,n1) — (ro,n2) = (r1 —r2,n1 —ng) €
I(+)N pues r1 —re € I y ng —ng € N. Ademds es claro que (0,0) €
I(+)N. Ahora sean (r,m) € R(+)M y (a,n) € I(+)N. Entonces
(r,m) (a,n) = (ra,rn+am) € I (+) N puesra € I yrn+am € N+IM C
N por hipétesis.
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(2) Sabemos que M/N es un R-médulo con r(m+ N) = rm + N
para r € Ry m € M. Hacemos de M/N un R/I-médulo por medio
de (r+1)(m+ N) = rm + N. Esta operacién estd bien definida pues
sir+ 1 = s+ I, entonces r —s € I y como IM C N se tiene que
(r—s)m & N. Luego (rm+ N) —(sm+N)=(r—s)m+ N =0+ N,
conloque (r+I)(m+N)=(s+I)(m+N).El que M/N sea un R/I-
modulo con esta operacién se sigue de que es un R-médulo con la primera
operacion.

Consideremos ahora la siguiente funcién ¢ : R(+)M — R/I(+) M/N
dada por ¢ (r,m) = (r+I,m+N). Veamos que ¢ es un
homomorfismo de anillo. Claramente es un homomorfismo de grupos
aditivos. Sean (r1,m1), (r2,ms) € R(+) M. Entonces

Y [(r1,ma) (ra, ma)] = ¥ (rira, rima + r2my)
= ((rire) + 1, (ryma + r79mq) + N)
=((r+1)(r2+1),(r1 +1)(m2+ N) + (r2 + 1) (m1 + N))
= (7‘1 +I,my +N) (7‘2+I,m2+N) :¢(r1,m1)w(r2,m2)

Claramente v es suprayectivo y Kery = I (4+) N, asi que el resultado se
sigue del Primer Teorema de Isomorfismo.

Corolario.1.3.1 Sean R un anillo, M un R-médulo izquierdo y N un

1.
2.
3.

submoédulo de M. Entonces:

R(+) M/{0} (+) N = R(+) M/N.

R(+) M/{0} (+) M = R.

Los ideales de R (4+) M que contienen a {0} (+) M son de la forma J (+) M
para algun ideal J de R.

Demostracién. (1) y (2) son claras y (3) se sigue del Teorema de la Co-
rrespondencia. Por (2) hay una biyeccién entre el conjunto de ideales de
R y el conjunto de ideales de R (+) M que contienen {0} (+) M dada por
Jr— J(+)Mp

Teorema.1.3.2 Sean R un anillo y M un R-mddulo izquierdo. Entonces:

1.

Los ideales primos de R (4) M son de la forma P (4+) M, donde P es un
ideal primo de R.

Los ideales maximos de R (+) M son de la forma J (+) M, donde J es un
ideal maximo de R.

Demostracion.
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(1) Sean 2 un ideal primo de R (4+) M. Veamos que {0} (+) M C 2. Sea
(0,m) € {0} (+) M. Entonces (0,m)* = (0,0) € 2 y como 2 es primo,
se tiene que (0,m) € 2. Por el corolario anterior, 2 = P (+) M para
algin ideal P de R. Veamos ahora que P es primo. Sean a,b € R con
ab € P. Entonces (a,0) (b,0) = (ab,0) € 2 y como 2 es primo, se sigue
que (a,0) € £ o (b,0) € £, dedondeac Pobe P.

(2) Sea .# un ideal méximo de R (+) M. Como .# es primo, por el inciso
anterior, # = J (+) M para algtn ideal J de R. Veamos que J es un ideal
méximo de R. Tomemos un ideal propio I de R que contenga J. Como
IM C M, se tiene que I (+) M es un ideal propio de R (+) M que contiene
M = J(+) M, por el inciso 1 del teorema 1.3.1. Finalmente, como .# es
méximo, se tiene que .# = I (+) M, de donde J = I, lo que prueba que
J es un ideal maximo de R.

Teorema.1.3.3 Sean R un anillo y M un R-médulo izquierdo. Si _# es un
ideal de R (+) M entonces I = {r € R: (r,m) € _# para algin m € M}
es un ideal de Ry N = {m € M : (r,m) € _# para algin r € R} es un
submoédulo de M. Ademés IM C M.

Demostracion. Veamos primero que I es un ideal de R. Sean ry,79 € I,
entonces existen my, my € M tales que (ri,my), (r2,me) € #. Como ¢
es ideal entonces (ry,my) — (r2,m2) = (r1 —r2,m1 —mg) € _Z. Por lo
tanto ry —ro € I.

Claramente (0,0) € _#, de lo que se sigue que 0 € I. Sean s € I, r € R,
entonces existe m € M tal que (s,m) € #. Como (r,0) € R(+) My ¢
es ideal de R (+) M tenemos que (r,0)(s,m) = (rs,rm) € _#. Ya que
rm € M, se sigue que rs € I. Por lo tanto I es un ideal de R.

Demostremos ahora que N es un R-submédulo de M. Sean ni,ny € N,
entonces existen r1,r2 € R tales que (r1,n1), (r2,n2) € #. Como _#Z es
ideal entonces (ri,n1) — (re,ne) = (11 —re,m1 —ng) € _Z. Se sigue que
ny —ng € N. Es claro que (0,0) € _# y por lo tanto 0 € N. De lo anterior
se sigue entonces que (N, +) es un subgrupo abeliano de (M, +).

Ademaés rn € N para todo r € Ry n € N. En efecto, sea n € N, entonces
existe s € R tal que (s,n) € _#. Luego, multiplicando por (r, 0) obtenemos
que (r,0) (s,n) = (rs,rn) € ¢, de donde rn € N. Por lo tanto N es R-
submaddulo de M.

La tltima afirmacién se prueba como en el Teorema 1.3.1.

Observemos que en el teorema anterior _# puede no ser I (+) N. Por ejemplo,
sean R(+) M = Z (+)2Z y 7 = ((2,2)). Es fécil ver que en este caso I =
22 =Ny # ZI(+)N pues (0,2)eI(+)Ny(0,2)¢ 7.
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Teorema.1.3.4 Sean R un anillo y M un R-médulo izquierdo. Si I (+) N e
I* (+) N* son ideales de R (+) M. Entonces:
L. I(H)N)NI*(H)NH)=ININ)(+)(NNNY).
2. (I(+)N)(I* (+) N*) =II* (+) IN*(+)I*N).
Demostracién.

(1) [S] Sea (r,n) € (I(+)N)N (I*(+)N*), entonces (r,n) € I (+)N y
(rymn) € I* (+) N*. Como (r,n) € I (+) N entonces r € [ y n € N, ademds
como (r,n) € I* (+) N* entonces r € I* y n € N*. Por lo tanto r € INI*
yn € NNN* porlocual (r,n) € (INI*)(+)(NNN*).

[2] Sea (r,n) € (INI*)(+)(NNN*). Entonces € I N I*, por lo cual
relyrel* Ademas, n € NN N* porlocualn € N yn € N*.
Entonces (r,n) € I (+)N y (r,n) € I* (+) N*. Luego (r,n) € (I (+)N)N
(I* (+)N™).

(2) [C] Es clara.

[D] Sea (r,n) € IT* (+) (IN* + I*N) . Lo podemos escribir de la siguiente
forma:

k
(r,m) = (S s, Sy 505 + s3as )

donde z;,s; € I, y;,s] € I*, aj,aj] € N para todoi =1,....ky j =
1,...,m.

Sean p = min (m, k) y ¢ = max (m, k), entonces podemos reescribir
(r,n) = 20020 (iys, siaf + sfaq) + 300,00 (13, bi)
donde r; = 2y, by =0sik >myr, =0, b; = s;a7 + sFa; sim > k.

= Parai=1,...,p,

(@iyi, sia7 + s7ai) = (%4,0) (33, 0) + (51, a:) (57, a7) — (s4,0) (57, 0)..
= Sim>ket=p+1,...,m,
(0, sia7 + s7ai) = (s, a:) (s7, a7) — (si,0) (s7,0).
s Sik>mei=p+1,...,k,
(z:y,0) = (2i,0) (y3,0).

Luego (r,n) es una suma finita de productos de elementos en I (+) N e
I* (—|—) N™. m
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Teorema.1.3.5 Sean R un anillo y M un R-médulo izquierdo. Si I (+) N es
un ideal de R (+) M, entonces Rad (I (+) N) = Rad (I) (+) M.

Demostracion.

[C] Sea (r,n) € Rad (I (+) N) Entonces existe k € 4 tal que (r,n)* €
I(+)N, de donde (rk, k (rk )) € I (4+) N. En particular, 7% € I, por lo
que (r,n) € Rad (I) (+) M. Luego Rad (I (+) N) C Rad (I) (+) M.

[2] Sea (r,m) € Rad(I)(+)M tal que r* € I. Entonces (r, m)k'H =
(r**1, (k+1)r*m) € I(+)N pues r*m € N ya que IM C N. Luego
(r,m) € Rad (I (+) N) y por lo tanto Rad (I) (+) M C Rad (I (+)N).

Proposicién.1.3.1 Sean R un anillo y M un R-médulo izquierdo. Una
condicién necesaria y suficiente para que (r,m) sea unidad de R (+)M
es que 7 sea unidad de R.

Demostracion.

[=] Supongamos que (r,m) es unidad de R (4) M. Entonces existe (s,n) €
R (+) M tal que (r,m) (s,n) = (1,0), lo cual pasa si y s6lo si rs =1y
rn—+sm = 0. Por lo tanto existe s € R tal que rs = 1, es decir, r es unidad
de R.

[<] Sea r unidad de R, entonces existe s € R tal que rs = 1. Veamos
que para cualquier m € M, (r,m) es unidad de R (+) M. Como m € M
y M es R-médulo entonces —s?m € M. Afirmamos que (37 —82m) es el
inverso de (r,m). En efecto, (r,m) (s, —s?m) = (rs,sm — sm) = (1,0).
Luego (r,m) es unidad de R (+) M.
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Capitulo 2. Propiedades basicas
de ideales 2-absorbentes y
débilmente 2-absorbentes

En este capitulo se definiran los ideales 2-absorbentes y débilmente 2-absorbentes
para anillos conmutativos con uno. Se demostrardn algunos teoremas bésicos y
se daran ejemplos de ellos.

2.1 Ideales 2-absorbentes

El concepto de ideal primo es uno de los mas importantes en el algebra
conmutativa de anillos, él cual ha tenido varias generalizaciones. Entre dichas
generalizaciones se encuentran los ideales 2-absorbentes, los cuales seran el
objeto de estudio en esta seccion. En lo siguiente se hard un
breve estudio de las propiedades basicas de dichos ideales. Para profundizar
més en el tema se puede consultar [4] .

Definicién.2.1.1 Sean R un anillo e I un ideal propio de R. Se dice que I es
un ideal 2-absorbente de R si dados z,y, z € R tales que xyz € I se tiene
quezyclozxzzeloyzel.

Observemos que si I es un ideal primo de un anillo R, entonces I es un ideal
2-absorbente. En efecto, si xyz € I == axye€lozel =axycloxzeclo
yz € 1.

Ejemplo.2.1.1

1. Sean R =7Z, I = (0). Se tiene que I es un ideal 2-absorbente de R pues
R es un dominio entero, lo cual implica que I es de hecho un ideal primo.

2. Sean R = 7Z, I = (8). Es claro que I no es un ideal 2-absorbente de R
pues 23 € I pero 2% ¢ I.
Luego podemos dar una generalizacion en el siguiente ejemplo.

3. Sea R = 7Z. Todo ideal generado por una potencia cubica de cualquier

entero mayor que uno no es un ideal 2-absorbente de R. En efecto, si
I = (a®) con a > 1, entonces a® € I pero a® ¢ I.

Teorema.2.1.1 Sea I un ideal 2-absorbente de un anillo R. Entonces Rad (I)
es un ideal 2-absorbente de R y 2% € I para todo z € Rad (I).
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Demostracion. Sea z € Rad (I), entonces ™ € I para algin n € Z*. Si
x € I entonces 22 € I. Si o ¢ I, sea n el menor entero natural tal que
2" € I. Entonces zaxz™ 2 = 2™ € I y como I es 2-absorbente se sigue
que 22 € I 6 2" ! € I, lo cual es una contradiccién. Asi que 22 € I.
Sean z,y,z € R tales que zyz € Rad(I). Por lo anterior tenemos que
(gvyz)2 = 22y?2? € I. Como I es un ideal 2-absorbente podemos suponer

sin pérdida de generalidad que 2%y? € I. Por lo tanto xy € Rad (I). D

Definicién.2.1.2 Sean R un anillo e I un ideal propio de R. Se dice que J es
un ideal primo minimo sobre I si :

1. J es un ideal primo de R.
2. I1CJ
3. Dado K ideal primo de R tal que I C K C J tenemos que K =T o K = J.

Ejemplo.2.1.2

1. En R=7Z, elideal J = (p) con p primo es un ideal primo minimo sobre
el ideal I = (p?) .

2. Sean R =7Z e I = (p1p2) con pi, pp primos distintos. Entonces (p1) y
(p2) son ideales primos minimos sobre 1.

Lema.2.1.1 Sean R un anillo y P un ideal primo minimo. Entonces para cada
z € Pexisteny € R— P yn e Z" tales que yz™ = 0.

Demostracion. La afirmacién es cierta para z = 0. Supongamos entonces
que z # 0 y consideremos el conjunto S = {yz™ :y € R— P,n > 0}.

Observemos primero que S es multiplicativamente cerrado. Como 1 €
R—Pentonces 1 =1 (:170) € S.Sia,b € S entonces existen y1,y2 € R—Py
ny,ng > 0 tales que a = y12™ y b = yoz™2. Entonces ab = y1yox™ "2 € S
pues y1y2 € R — P por ser P primo.

Veamos ahora que 0 € S. Si 0 ¢ S entonces S~'R # 0 y por el Teorema
1.1.2, existe un ideal primo minimo Q de S~'R. Por la Proposicién 1.2.2,
existe @ ideal primo de R con QNS = @ y tal que S~1Q = Q Como
1 ERfPsetienequezzl(zl) € S y por lo tanto = ¢ Q. Pero x € P,
asi que P # Q. Por otro lado, R — P C S pues si y € R — P entonces
y=1y (xo) € S. Entonces Q C R— S C P, lo que contradice la minimidad
de P. Por lo tanto 0 € S.

Entonces existen y € R — Py n > 0 tales que yz™ =0 € P. Como y ¢ P,
entonces n > 0.
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Proposicién.2.1.1 Sean I, P ideales de un anillo R tales que I C Py P es

primo. Si P es un ideal primo minimo sobre I, entonces para cada x € P
existen y € R — P y n € Z* tales que yz™ € I.
Demostracién. Consideremos el anillo R/I y su ideal P/I. Como P es un
ideal primo minimo sobre I, el ideal P/I es un ideal primo minimo de
R/I. Consideremos T € P/I. Por el lema anterior, existen §j € R/I — P/I
y n € Z7 tales que §z" = 0. Entonces yz™ € [ y y ¢ P pues en caso
contrario §y € P/I.

Teorema.2.1.2 Sean R un anillo e I un ideal 2-absorbente de R. Entonces R
tiene a lo méas 2 ideales primos minimos sobre I.

Demostracion. Supongamos que R tiene al menos tres ideales primos
minimos sobre I distintos. Sean Ji, Js, J3 tres de dichos ideales. Como
J1 # Jo y ademads son ideales primos minimos sobre I, entonces J; Q Jo
y Jo SZ Jy. Por lo tanto existen z1 € J; \ Jo y 22 € Jy \ Ji. Por el
lema anterior, existen zo € R\ Ji , 21 € R\ Jo y ni,ny € Z* tales que
zoxyt € I'y z125? € I. Como I C J; NJ2 es un ideal 2-absorbente de R y
x1,x9 ¢ J1 N Jo entonces zox1, 2122 € I C J; N Ja, con lo cual concluimos
que 29 € Jo\ J1 y z1 € J1 \ Jo. Entonces 21,20 ¢ Ji N Jy. Ademids ya
que zox1, 2122 € I se tiene que (z1 + 22) (x122) € I. Pero 21 + 20 ¢ J1 y
21 + 29 ¢ Jo, se sigue entonces que (21 + 22)x1 ¢ Jo y (21 + 22) 22 € J1.
Por lo tanto x1z5 € I.

Como supusimos que Js es distinto a J; y Jy entonces, por el Teorema
1.1.4, podemos elegir y; € J; \ (JoUJ3) vy y2 € Jo \ (J1 U J3). Por el
argumento anterior, sabemos que y1y2 € I. Como I C J;NJ2NJ3 entonces
y1y2 € J3, de donde y; € J3 0 y2 € Js, lo cual es una contradiccion. Por
lo tanto R tiene a lo mds dos ideales primos minimos sobre I distintos. m

Teorema.2.1.3 Sea [ un ideal 2-absorbente de un anillo R. Entonces alguna
de las siguientes afirmaciones se cumple:

1. Rad(I) = P con P ideal primo de Ry P%2 C I.

2. Rad(I)=PiNPy,, PP, C Iy Rad (I)2 C I, donde Py, P» son los tnicos
ideales primos minimos sobre I distintos.
Demostracion. Por el Teorema 2.1.2 y la Proposiciéon 1.1.3, tenemos que
se cumplen los siguientes casos:
Caso 1. Rad (I) = P con P ideal primo de R.

Sean z,y € P. Entonces 22, y? € I por el Teorema 2.1.1. Asf que = (z + y) y
pertenece a I. Como I es 2-absorbente entonces 2 +xy € T o zy+y% € I
o zy € I, de lo que se sigue que zy € I. Por lo tanto P2 C I.
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Caso 2. Rad(I) = P, N Py con Py, Py los tnicos ideales primos minimos
sobre I distintos.

Sean z,y € Rad (I). Como en el caso anterior tenemos que zy € I. Por
lo tanto Rad(I)2 C I. Veamos ahora que PP, C I. Sean =,y € P, P,. Se
tienen los siguientes subcasos:

Subcaso 2.1. z,y € P, N Ps.

Entonces z,y € Rad (I) y por lo tanto zy € Rad (I)* C I, es decir, zy € I.
Subcaso 2.2. x € Py \ P2, y € P>\ Py.

Por la demostracién del Teorema 2.1.2, tenemos entonces que zy € I.
Subcaso 2.3. x € Py \ Po,y € Rad (I) (o el caso andlogo, € Rad (I),y €
P\ Pp).

Sea z € Py \ P; que existe pues P;, P» son ideales primos minimos sobre I
distintos. Entonces zz € I por la demostracién del Teorema 2.1.2. Ademas
y+z € Py\ Py, por lo que zy + zz = (y+ z) z € I, lo cual implica que
zy € I.

Concluimos entonces que P, P, C I. D

Teorema.2.1.4 Sea I un ideal 2-absorbente de un anillo R tal que Rad (I) = P
con P un ideal primo de R distinto a I. Para todo z € P\ I, sea B, =
{y € R:yx € I} . Entonces:

1. PC B,.
2. B, es un ideal primo de R.
3. Para todo z,y € P\ I, B, C By o B, C B,.

Demostracion.

(1) Sea z € P\ I. Por el Teorema 2.1.3, tenemos que P? C I. Entonces
dado a € P, ax € P%2 C I, es decir, a € B,. Concluimos que P C B,.

(2) Es claro que B, es ideal de R. En efecto, dados a,b € B, tenemos
entonces que ax, bx € I. Como I es un ideal entonces (a — b) z = ax—bx €
I. Por lo tanto, a — b € B,. Ademas 0-z =0 € I, asi que 0 € B,. Por
otro lado, dados r € Ry a € B, tenemos que rax € I pues az € I,
demostrando asi que B, es ideal de R.

Falta ver que es un ideal primo. Sean a,b € R tales que ab € B,. Si ab € P
habremos terminado. Supongamos que ab ¢ P. Como I C Rad (I) = P se
sigue que ab ¢ I. Por definicién de B, tenemos que abx € I y sabemos
que I es 2-absorbente, asi que ax € I o bx € I. Luego a € B, o b € B,;.
Por lo tanto, B, es un ideal primo de R.

(3) Sean x,y € P\ I. Supongamos que B, ¢ B,, entonces existe z €
B, \ By. Por el inciso (1) tenemos que P C By, luego z € B, \ P. Sea
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w € By. Como P C B, podemos suponer que w € By \ P. Ademés zw ¢ I
pues z ¢ Py w ¢ P, pero (zz)w+z(yw) =z(x+y)w € I yaque z € B,
y w € By. Se sigue de lo anterior y del hecho de que I es 2-absorbente que
(r +y)w € I. Concluimos que w € By, asi que B, C B,. p

Teorema.2.1.5 Sea I un ideal 2-absorbente de un anillo R tal que I # Rad (I)
= P, N P, donde P; y P; son los unicos ideales primos minimos sobre [
distintos. Entonces para cada © € Rad (I)\ I, B, = {y € R:yz € I} es
un ideal primo de R que contiene a Py y P». Ademés B, C By o B, C B,
para todo x,y € Rad (I) \ 1.

Demostracién. Sea x € Rad (I)\ I. Como P; P, C I por el Teorema 2.1.3,
tenemos que P, C [y xP, C I. Luego P, P, C B,. Supongamos que
yz € B, para algunos y,z € R. Entonces (yz)z € I. Como P, P, C B,
podemos suponer que y,z ¢ Py y y,z ¢ P», lo cual implica que yz ¢ I.
Como [ es 2-absorbente y yz ¢ I concluimos que yx € I o zz € I. Se
sigue entonces que y € B, o z € B,, es decir, B, es un ideal primo de R.
Por un argumento similar al del inciso (3) del teorema anterior podemos
concluir que B, € B, o B, C B, para todo x,y € Rad (I)\ I. p

Teorema.2.1.6 Sea I un ideal propio no cero de un anillo R. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. I es un ideal 2-absorbente de R.

2. Si I1 I,I3 C I para algunos ideales Iy, s, I3 de R, entonces I1Io C I o
11]3 g Io 1213 g 1.

Demostracion.

[(2) = (1)] Es claro, puesto que si abc € I para algunos a,b,c € R
entonces abc - xyz € I para cualesquiera x,y, z € R, de donde (a) (b) (c) C
I. Por hipétesis podemos suponer sin pérdida de generalidad que (a) (b) C
I, lo cual implica que ab € I. Por lo tanto I es un ideal 2-absorbente de
R.

[(1) = (2)] Sean I, I3, I5 ideales de R tales que I;IoIs C I. Como I es
2-absorbente, entonces por el Teorema 2.1.3, concluimos que Rad (I) es
un ideal primo de R o Rad(I) = Py N Py, donde P; y P son ideales
primos minimos sobre I distintos. Si I = Rad (I), es facil demostrar que
I, CTo I3 C1o II3 CI. Asi que supongamos que I # Rad (I).
Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. Rad (I) = P con P un ideal primo de R.

Podemos suponer que Iy C Rad(I) e Iy € I. Sea x € I; \ I. Como
xlyI3 C I, por definicién de B, tenemos entonces que IoI3 C B,. Ademas
por el Teorema 2.1.4 sabemos que B, es un ideal primo, asi que I C B,

21



o Is C B,. Si para todo z € I; \ I se tiene que I C B, e I3 C B,
podemos concluir que I, I1I3 C I, con lo cual habremos terminado. Asi
que supongamos que existe y € I; \ I tal que I C B, e I3 ;(_ B,. Por
el Teorema 2.1.4, By C B; o B, C By. En el primer caso I C B, y en
el segundo también pues I3 ¢ B,. Concluimos que I C B, para todo
z €I\ Iy porlotanto I1 1o C I.

Caso 2. Rad(I) = Py N Py con P;, Py los unicos ideales primos minimos
sobre I distintos.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que I; C P;. En caso de
que Iy o I3 C P, tenemos que I1Io C [ o I1l3 C I pues PP, C I
por el Teorema 2.1.3. Supongamos ahora que [y C Rad(I) e Iy ¢ I.
Por un argumento similar al dado en el caso anterior y el Teorema 2.1.5,
terminamos.

2.2 Ideales débilmente 2-absorbentes

Una generalizacién de los ideales 2-absorbentes es la de los ideales débilmente
2-absorbentes, los cuales seran estudiados en esta seccion de manera béasica y se
profundizard més en el siguiente capitulo. Todo esto se puede encontrar en la
primera secci6én del articulo [5].

Definicién.2.2.1 Sean R un anillo e I un ideal propio de R. Entonces I es
un ideal débilmente primo de R si dados z,y € R tales que 0 # zy € I
tenemos que x € T oy € I.

Ejemplo.2.2.1

1. En cualquier anillo R el ideal {0} es débilmente primo y todo ideal primo
es débilmente primo.

2. Sea R = Z,, donde n = p? con p primo o bien n = p;py con py, pa primos
distintos. El ideal I = (0) de R es un ideal débilmente primo que no es
primo.

Definicién.2.2.2 Sean R un anillo e I un ideal propio de R. Entonces I es un
ideal débilmente 2-absorbente si dados z,y,z € R tales que 0 # zyz € I
se tiene que zy € T oxz €l oyz € I.

Ejemplo.2.2.2
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1. Si I es un ideal 2-absorbente o débilmente primo de R entonces I es un
ideal débilmente 2-absorbente. Ademéds el ideal I = {0} es débilmente
2-absorbente

2. Sea R=7Z4 ¢ I={0}.

Sabemos que I es un ideal débilmente 2-absorbente. De hecho, I es también
un ideal 2-absorbente de R. En efecto, dados a,b,c € R tales que abc € T
tenemos entonces que ambos, ab y ¢, no pueden ser congruentes con 1 ni
con 3 pues de lo contrario abc # 0 y entonces abc ¢ I. Se tiene que alguno
es congruente con cero o bien ambos congruentes con dos.

Si alguno es congruente con cero entonces es claro que ab o ac o be
pertenece a I. Si ambos son congruentes con dos, tenemos que a o b es
congruente con dos, de lo que se sigue que ac o bc pertenece a I,
demostrando asi que I es 2-absorbente.

3. Sea R=17ZgelI={0}.

En este caso I no es un ideal 2-absorbente de R pues dados a =b=c =2
tenemos que abc = 8 € I pero 4 ¢ I. Entonces ab, ac,bc ¢ I.

En los ejemplos anteriores hemos visto un caso en el que un ideal es débilmente
2-absorbente y 2-absorbente. También hemos visto un caso en el que el ideal es
débilmente 2-absorbente pero no es 2-absorbente. Veamos ahora un ejemplo de
un ideal no cero que cumple lo mismo.

Ejemplo.2.2.3

Sean M = {0,4}, R=Zg(+)M e I = {(0,0),(0,4)}. Como M es ideal
de Zg entonces es un médulo sobre Zg, por lo que R esta bien definido con
las operaciones dadas en la seccién 1.3 de idealizacién.

Claramente I es un ideal de R. En efecto, dados (a,b),(¢,d) € I  tenemos
que (a,b) — (¢,d) = (0,0) o (0,4) los cuales si pertenecen a I. Ademaés el
neutro (0,0) pertenece a I y dado (z,y) € R tenemos que (x,y) I = {(0,0),
(0,4z) : x € Zg} y para cualquier z € Zg, 4 = 0 o 4, lo cual demuestra
que (z,y) I C I.

Veamos que I es un ideal débilmente 2-absorbente. Sean (r,m) , (s,n), (£,1)
en R tales que (0,0) # (r,m) (s,n) (¢,1) € I. Ahora, (r,m) (s,n) (¢t,1) =
(rst,rsl + rnt + mst) y como el producto pertenece a I entonces rst = 0,
de lo cual se derivan los siguientes casos:

Casol.7=00s=00t=0

Entonces rsl o rnt o mst son distintos de cero. Supongamos sin pérdida

de generalidad que rls # 0, es decir, t = 0. Entonces [ = 4 y por lo tanto
(t,1) € I. Luego (s,n) (t,1), (r,m) (¢t,1) € I.

Caso 2. r=s=t=2.
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No es posible pues tendriamos que 4] +4n +4m =4, perol,m,n € M y
por lo tanto 41 + 4n + 4m = 0.

Caso 3. r=2,t =1,s = 4 o sus casos analogos.

Entonces 81+ 2n + 4m = 4, pero I, m,n € M, luego 8/ + 2n+ 4m = 0, por
lo que tampoco sucede este caso.

Concluimos entonces por los casos anteriores, y al ver que los otros casos

no pueden suceder, que I es un ideal débilmente 2-absorbente. Observemos
que no es 2-absorbente pues (2,0) (2,0) (2,0) € I pero (4,0) ¢ 1.

Lema.2.2.1 Sean Pi, P, ideales débilmente primos de un anillo R tales que

P, # P,. Entonces P; N Py es un ideal débilmente 2-absorbente de R.
Demostracion. Sean x,y,z € R tales que 0 # xyz € P; N P,. Entonces
xyz € P; para i = 1,2. Como 0 # zyz = x (yz) y P; es ideal débilmente
primo entonces x € Py oyz € Py yx € P, o yz € Ps.
Siyze PPyyz € Phox € P yx € P, entonces hemos terminado. Si
suceden los casos yz € P yx € Phoxz € P y yz € P, tenemos, en el
primer caso, que por ser P; un ideal débilmente primo, o bien y € P; o
bien z € P;, con lo cual concluimos que zy € PN Py o xz € P, N Ps.
Anélogamente en el otro caso. p

Definicién.2.2.3 Sea [ un ideal débilmente 2-absorbente de un anillo R y sean
z,y,z € R. Decimos que (z,y,z) es un triple cero de I si zyz = 0y

xy¢laz¢ I, yz ¢ 1.

Ejemplo.2.2.4

Sean R = Zs e I = {0}. Se tiene que (2,2,2) es un triple cero de I pues
23 =0 € I pero 2° ¢ I. En general se tiene que si R = Z, con n=p> y p
primo o bien n = pypaps con p1, pe y ps primos distintos, entonces (p, p, p)
o (p1,p2,p3) es triple cero respectivamente del ideal I.

Teorema.2.2.1 Sean I un ideal débilmente 2-absorbente de un anillo R y
(z,y, z) un triple cero de I para algunos z,y,z € R. Entonces:

1. ayl = zzl = yzI = {0}.
2. zI? = yI? = 21? = {0}.

Demostracién. En ambos casos procedamos por contradiccién.

(1) Supongamos que xyl o xzI o yzI es distinto de {0} . Sin pérdida de
generalidad tomemos zyl # {0} . Entonces existe a € I tal que xzya # 0.
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Como (z,y,z) es un triple cero de I por hipétesis, entonces zyz = 0y
xy ¢ I, por lo que zya + xyz = xya # 0. Factorizando xy obtenemos que
0#xzy(a+ 2z) € I. Como I es un ideal débilmente 2-absorbente y xy ¢ I
entonces z (a+ z) o y(a+ z) € I, lo cual implica que zz € I o yz € I,
contradiciendo el hecho de que (z,y, z) es triple cero de I. Por lo tanto
xyl = {0} . Andlogamente tenemos que yzI = zzI = {0} .

(2) Supongamos que xI? o yI? o zI? es distinto de {0}. Sin pérdida de
generalidad supongamos que z1? # {0} . Entonces existen a1, as € I tales
que zajaz # 0. Por (1) tenemos que xyl = x2I = yzI = {0} . Entonces
ryz = xyas = xzay = 0, por lo que xzajas = xyz + ryas + xzay + xraias.
Factorizando obtenemos que 0 # zajas = z(y+a1) (2 +az). Como [
es un ideal débilmente 2-absorbente entonces x (y + a1) o z(z+az2) o
(y+a1)(z+az2) € I. Six(y+a1) € I entonces zy € I, contradiciendo el
hecho de que (z,y, z) es un triple cero de I. Similarmente para los casos
x(z+az2), (y+a1)(z+az) € I. Por lo tanto 2I? = {0} . Andlogamente
demostramos que yI? = zI? = {0} .

Teorema.2.2.2 Sea I un ideal débilmente 2-absorbente de un anillo R. Si I no
es un ideal 2-absorbente de R, entonces I° = {0} .

Demostracion. Procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que
existen aj,az,a3 € I tales que ajazaz # 0. Como I no es un ideal 2-
absorbente entonces I tiene un triple cero (x,y, z) para algunos x,y,z €
R. Por el teorema anterior, tenemos que 0 # ajasasz = ajaza3 + Tyz +
ryas + xzas + rasaz + yzas + yasaz= (x + a1) (y + az) (z + az) . Como
I es un ideal débilmente 2-absorbente entonces (x + a1) (y + az) o bien
(x+a1)(z+as) o bien (y+ az) (2 + a3) € I. Entonces 2y o z 0 yz € I,
lo cual contradice el hecho de que (z,y, z) es triple cero de I. Por lo tanto

I3 ={0}.pm

Corolario.2.2.1 Sea I un ideal débilmente 2-absorbente de un anillo R. Si I
no es un ideal 2-absorbente de R, entonces I C Nil (R).

Demostracién. Observemos que si a € I, entonces a® € I? = {0} por el
teorema anterior. Por lo tanto a € Nil(R) para todo a € I, es decir,
I C Nil (R) ‘0

Observemos que si I es un ideal propio de un anillo R tal que I* = {0}, esto
no implica que I es un ideal débilmente 2-absorbente de R. Demos un ejemplo
de esto.

Ejemplo.2.2.5
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Sean R = Zjs e I = {0,8}. Tenemos que I es un ideal de R tal que
I? = {0}, pero0 #2-2-2€ Iy4¢ I Porlotanto I no es un ideal
débilmente 2-absorbente.

Teorema.2.2.3 Sea I un ideal débilmente 2-absorbente de un anillo R. Si I no
es un ideal 2-absorbente, entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. Siw € Nil (R), entonces w? € I o w?I = wI? = {0}.

2. (Nil (R))* 12 = {0}.
Demostracion.
(1) Supongamos que w?I # {0}. Como w € Nil (R) entonces existe un
menor entero positivo n tal que w™ = 0. Observemos que n > 3 pues de lo
contrario w o w? es igual a cero, lo cual implica que w?I = {0} . Sea a € I
tal que w?a # 0. Entonces 0 # w?a + w" = w? (a + w"‘2) € I. Como [
es un ideal débilmente 2-absorbente obtenemos los siguientes casos:
Caso 1. w? € I.
Entonces hemos terminado.
Caso 2. wa +w" ! € 1.

Entonces w™ ™! € I, lo cual implica que w? € I y asi hemos terminado.

Esto demuestra que si w € Nil (R) entonces w? € I o w?I = {0} . Veamos
ahora que w? € I o wI? = {0}.

Supongamos que wil? # {0} y w? ¢ I. Entonces wajas # 0 para algunos

ai,az € I. Sabemos que w™ = 0 para n > 3y que w*I = {0} por lo

demostrado anteriormente, asi que w™ = w" 'a; = w?as = 0. Entonces

0 # waias = w" +w" tay +w?as + wajas = w(w + ay) (w”*2 + (12)

pertenece a I. Como I es un ideal débilmente 2-absorbente entonces w? € I
o w"™ ! € I. Luego en ambos casos w? € I, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto queda demostrado (1).

(2) Sean x,y € Nil (R). Si 2> ¢ I o y*> ¢ I, entonces zyI?> = {0} por lo
demostrado en (1) . Supongamos que x2? € I y y? € I. Entonces 2%y, vy €
I, por lo que zy (x + y) € I. Se tienen dos casos:

Caso 1. (z,y,x + y) es triple cero de I.

Por el Teorema 2.2.1 se tiene que zyl = {0}, lo que implica que xyl? =
{0}
Caso 2. (z,y,x + y) no es triple cero de I.

Como I es un ideal débilmente 2-absorbente entonces xzy o x (x4 y) o
y (x +y) pertenece a I. Por lo tanto zy € I y por el Teorema 2.2.2,

xzyl* ={0}. ¢
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Corolario.2.2.2 Sean I, J, K ideales débilmente 2-absorbentes de un anillo R
tales que no son ideales 2-absorbentes. Entonces I?JK = [J?K = [JK? =
I?J? = I’K? = J?K? = {0} .

Demostracién. Veamos primero que I°JK = {0} y con eso quedan
demostradas IJ?K = IJK? = {0} pues son anélogas. Sean iy,i € I,j €
J v k € K. Entonces ijisjk € I?JK. Por el corolario 2.2.1, tenemos
que I,J, K C Nil (R). Entonces jk € (Nil (R))”. Luego, por el teorema
anterior, como i1is € I? y jk € (Nil (R))27 entonces i1igjk = {0} . Por lo
tanto I2JK = {0}.

Ahora demostremos que I2J% = {0} y de manera analoga tendremos que
I’K? = J?K? = {0} . Sean i1,i2 € I y j1,j2 € J, entonces iyigj1j2 € [2J>.
Por el Corolario 2.2.1, sabemos que i1is € (Nil (R))? pues I C Nil (R).
Entonces i1izj1j2 = 0 pues (Nil (R))? J2 = {0} . Por lo tanto 12.J% = {0} .
O

Deﬁnisién.2.2.4 Un anillo R es reducible si es isomorfo a un anillo de la forma

R; para algin n € Z*\{1} y R; un anillo para todo i tal que 1 < i < n.
=1

1=

Teorema.2.2.4 Sean R = R; X Ry un anillo reducible e I un ideal propio de
R;. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. I X Ry es un ideal débilmente 2-absorbente de R.
2. I x Ry es un ideal 2-absorbente de R.

3. I es un ideal 2-absorbente de R;.
Demostracién.

[(1) = (2)] Supongamos que I X Rq es débilmente 2-absorbente. Es claro
que I x Ry ¢ Nil (R) pues para cualquier z € I tenemos que (z,1) € Ix Ry
y (z,1) ¢ Nil (R). Por el corolario 2.2.1, tenemos que I X Ry es un ideal
2-absorbente de R.

[(2) = (3)] Supongamos que I x Rs es un ideal 2-absorbente de R. Sean
x1,T2,23 € Ry tales que xixsx3 € I. Entonces (z1,1) (z2,1) (z3,1) €
I X Ry y como I X Ry es un ideal 2-absorbente de R, tenemos entonces
que 122 0 x1T3 0 xox3 € I, por lo que I es un ideal 2-absorbente de R;.

[(3) = (1)] Supongamos que I es un ideal 2-absorbente de R;. Sean (z1,y1) ,
(z2,y2), (r3,y3) € R tales que (x1,y1) (x2,y2) (x3,y3) € I X Ry. Entonces
r1xox3 € I y como es un ideal 2-absorbente x1z5 0 123 0 X223 € I. Sin
pérdida de generalidad supongamos que zijzo € I. Como Ry es un anillo
Yy ¥1,Y2 € Ry entonces y1y2 € Ro. Por lo tanto (z1,y1) (z2,y2) € I X Ra,
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lo cual demuestra que es un ideal 2-absorbente de R y eso implica que es
un ideal débilmente 2-absorbente.

Teorema.2.2.5 Sea R = Ry X Ry, donde Ry y R son anillos. Sean I un ideal
propio no cero de Ry y J un ideal no cero de Ry. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. I x J es un ideal débilmente 2-absorbente de R.

2. J = Ry e I es un ideal 2-absorbente de Ry o bien .J es un ideal primo de
Rs e I es un ideal primo de R;.

3. I x J es un ideal 2-absorbente de R.
Demostracion.

[(3) = (1)] Es claro pues ser un ideal 2-absorbente implica ser un ideal
débilmente 2-absorbente.

[(1) = (2)] Supongamos que I x J es un ideal débilmente 2-absorbente de
R. Tenemos los siguientes casos:

Caso 1. J = Rs.

Por el teorema anterior, tenemos que I es un ideal 2-absorbente de R;.

Caso 2. J # Rs.

Entonces J es un ideal propio de R». Veamos que J e I son ideales primos
de Ry y R; respectivamente.

Sean z,y € Ry tales que xy € J. Como I es no cero entonces existe
a € I\ {0}. Luego (a,1) (1,2) (1,y) € (I x J)\ {(0,0)}. Como (1,zy) ¢
I x J pues 1 ¢ I por ser un ideal propio de R, concluimos entonces que
(a,1)(1,z) 0 (a,1) (1,y) € I x J pues es un ideal débilmente 2-absorbente.
Por lo tanto z o y € J, demostrando asi que J es un ideal primo de Rs.
Andlogamente se demuestra que I es un ideal primo de R;.

[(2) = (3)] Tenemos los siguientes casos:
Caso 1. J = Ry e I es un ideal 2-absorbente de R;.
Por el teorema anterior, tenemos que I x J es un ideal 2-absorbente de R.

Caso 2. I es un ideal primo de Ry y J es un ideal primo de Rs.

Sean (z1,y1), (x2,y2), (3,y3) € R tales que (21,y1) (v2,92) (23,¥3) €
I x J. Entonces x1x2x3 € Iy y192y3 € J. Como son ambos ideales primos
entonces algin z; € I y algin y; € J con ¢,j = 1,2,3. Sin pérdida de
generalidad supongamos que 1 € I 'y y; € J, entonces (x1,y1) (x2,y2) €
I'x J. Por lo tanto I x J es un ideal 2-absorbente de R.

Demos un ejemplo que muestre por qué la hipétesis de que J sea distinto de
cero es necesaria para que el teorema anterior se cumpla.
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Ejemplo.2.2.6
Sean M = {0,4}, Ry = Zs(+)M, I = {0}(+)M y Rs un campo.
Entonces I x {0} es un ideal débilmente 2-absorbente de R; x Ry tal
que no es 2-absorbente.

Es claro que I x {0} es un ideal de R; x Ry. Veamos que es un ideal
débilmente 2-absorbente. Sean ((a1,b1),c¢1), ((az,b2),c2), ((as,bs),c3) €
Ry X Ry tales que ((0,0),0) # ((a1,b1),c1) ((az,b2),c2) ((as,b3),c3) €
I x {0}. Entonces cicacs =0y (a1,b1) (az,b2) (a3, b3) = (0,4). Como Ry
es campo entonces ¢; = 0 para algin i = 1,2, 3.

Por lo visto en el ejemplo 2.2.3 sabemos que a; = 0 para algin i = 1,2, 3.
Sin pérdida de generalidad supongamos que a; = 0, entonces (0,4) =
(a1,b1) € I. Tenemos los siguientes casos:

Caso 1. ¢; = 0.

Entonces ((a1,b1),¢1) ((az2,b2),¢2), ((a1,b1),¢1) ((as,bs) ,c3) € I x {0}.
Caso 2. co =00 ¢c3 =0.

Entonces ((a1,b1),¢1) ((az,b2),c2) € I x{0} o ((a1,b1),c1) ((as,bs),c3) €
I x {0} respectivamente.

Por los dos casos vemos que I x {0} es en efecto un ideal débilmente 2-
absorbente. Pero ((2,0),0) ((2,0),0) ((2,0),0) € I y((2,0),0) ((2,0),0) =
((4,0),0) ¢ I, lo cual prueba que no es un ideal 2-absorbente.

Teorema.2.2.6 Sean R = R; X Ry un anillo reducible, I un ideal propio no
cero de Ry y J un ideal de R,. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. I x J es un ideal débilmente 2-absorbente de R tal que no es 2-absorbente.

2. I es un ideal débilmente primo de R; que no es primo y J = {0} es un
ideal primo de R».

Demostracion.

[(1) = (2)] Supongamos que I x J es un ideal débilmente 2-absorbente de
R tal que no es 2-absorbente. Si J # {0} entonces, por el teorema 2.2.5,
I x J es un ideal 2-absorbente, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto
J={0}.

Sean z,y € Ry tales que xy € J y a € I\{0} . Entonces (a,1) (1,2) (1,y) =
(a,zy) € (I x J)\ {(0,0)}. Como I es un ideal propio de R; entonces
1 ¢ 1, porloque (l,zy) ¢ I x J. Como I x J es un ideal débilmente
2-absorbente se tiene que (a,1) (1,2) o (a,1) (1,y) € I x J, lo cual implica
que z o y € J. Por lo tanto J es un ideal primo y asi tenemos que Ry es
un dominio entero.

Sea zy € I\{0} para algunos =,y € R;. Como (z,1) (y,1) (1,0) = (zy,0) €
(I xJ)\{(0,0)} y (x,1)(y,1) = (zy,1) ¢ I x J entonces (z,1)(1,0) o
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(y,1)(1,0) € IxJ. Porlo tanto z o y € I, lo que prueba que I es débilmen-
te primo. Veamos ahora que si I es primo entonces I x J es 2-absorbente.
En efecto, sean (a,b), (c,d), (e, f) € R tales que (a,bd) (¢,d) (e, f) € I x J.
Como Iy J = {0} son ideales primos tenemos que (a, b) (¢, d) o (a,b) (e, f)
o (¢,d) (e, f) € I x J, lo cual es una contradiccién. Asi obtenemos que [
es un ideal débilmente primo que no es primo.

[(2) = (1)] Supongamos que I es un ideal débilmente primo que no es
primo y J = {0} es un ideal primo. Sean (a,b),(c,d), (e, f) € Ry X Ry
tales que (a,b) (¢,d) (e, f) € (I xJ) —{(0,0)}. Como I es débilmente
primo, sin pérdida de generalidad podemos suponer que a € I. Como
ademas Ry es un dominio entero entonces b=00d=00 f =0.

Caso1l.b=00d=0.

Entonces (a,b) (¢,d) € I x J.

Caso 2. f =0.

Entonces (a,b) (e, f) € I x J.

Por lo tanto I x J es un ideal débilmente 2-absorbente.

Veamos que I x J no es un ideal 2-absorbente de R. Como I es un ideal
débilmente primo de R; que no es primo entonces existen x,y € R; tales
que 2y = 0y z,y ¢ I. Entonces (z,1) (y,1) (1,0) = (0,0) € T x J pero
(x,1) (y,1),(x,1)(1,0),(y,1)(1,0) ¢ I x J, por lo cual concluimos que
I x J no es un ideal 2-absorbente de R.

Teorema.2.2.7 Sea R = Ry X Ry X R3, donde Ry, Ry y R3 son anillos. Si I es
un ideal débilmente 2-absorbente de R, entonces I = {(0,0,0)} o I es un
ideal 2-absorbente de R.

Demostracién. Sea I = Iy x Is x Is # {(0,0,0)} . Entonces existe (0,0, 0) #
(x,y,2) € I. Como (x,y,2) = (¢,1,1) (1,4,1)(1,1,2) y ademés I es un
ideal débilmente 2-absorbente de R entonces (z,y,1) o (x,1,2) o (1,y,2) €
I, porlo que 1 € I; para algin j = 1,2 0 3, es decir, [y = R o Io = Ry 0
.[3 = Rg. Por lo tanto I = I1><.[2XR3 OI:I1XR2X.[3 ol = R1 XIQXIg.
En cualquier caso tenemos que I ¢ Nil(R) pues (1,0,0) o (0,1,0) o
(0,0,1) € I y (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) ¢ Nil (R). Por el Corolario 2.2.1,
tenemos entonces que I es un ideal 2-absorbente de R.

Teorema.2.2.8 Sea R = R; X Ry X R3, donde Ry, Ry y R3 son anillos. Sean I
un ideal propio de R; e I e I3 ideales de Ry y Rj3 respectivamente, tales
que L = I; x Iy x I3 # {(0,0,0)} . Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. L es un ideal débilmente 2-absorbente de R.
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2. L es un ideal 2-absorbente de R.
3. L tiene alguna de las siguientes formas:

a) L =11 X Ry x Rz e I} es un ideal 2-absorbente de R;.
b) L =1, x Iy X R3 con Iy, I5 ideales primos de R; y Ra.
¢) L =1 x Ry x I3 con Iy, I3 ideales primos de Ry y R3.

Demostracién.

[(1) = (2)] Como L es un ideal no cero débilmente 2-absorbente, por el
Teorema 2.2.7, tenemos que L es un ideal 2-absorbente.

[(2) = (3)] Como L es un ideal 2-absorbente de R e Iy # Ry, por la
demostracion del teorema anterior, sabemos que L = [ X Ry x I3 0 L =
I, x Is x R3 0 L =1 X Ry X R3. Analicemos cada uno de esos casos:

Caso 1. L =11 x Iy x R3.

Veamos que I; es un ideal primo de R; y que I es un ideal primo de Rs.
En efecto, sean a,b € Ry y ¢,d € R tales que ab € I y cd € I. Entonces:

(0,0,0) # (a,1,1) (1,¢d, 1) (b,1,1) = (ab,cd, 1) € L.

Como (a,1,1)(b,1,1) ¢ L pues Iy # Ry entonces (a,cd,1) o (b,cd,1) € L
y asi a o b € I;. Por lo tanto I; es un ideal primo de R;. Andlogamente,
tomando el producto (ab, 1,1) (1,¢,1) (1,d, 1), probamos que I5 es un ideal
primo de Rs.

Caso 2. L =1 x Ry X I3.

Es andlogo al caso anterior. Con los productos (a,1,1) (1,1,¢d) (b,1,1) y
(ab,1,1)(1,1,¢) (1,1, d) demostramos que I; e I5 son ideales primos de R;
y Rs respectivamente.

Caso 3. Lifl XR2 XR3.

Sea R* = Ro X R3. Por hipétesis, L es un ideal 2-absorbente de R =
R; x R*, lo cual implica que I; es un ideal 2-absorbente de R; por el
Teorema 2.2.4.

Concluimos por los casos 1, 2y 3 que (2) = (3).
[(3) = (1)] Tenemos los siguientes casos:
Caso 1. L = I; x Ry X R3 e I es un ideal 2-absorbente de R;.

Sea R* = Ry X R3. Como I; es un ideal 2-absorbente de R; entonces
I; x R* es un ideal débilmente 2-absorbente de R por el Teorema 2.2.4.

Caso 2. L =1I; X I3 X R3 con I e Iy ideales primos de Ry y Rs.

Sean (a1, b1,¢1), (az,ba,¢2), (as, b3, c3) € R tales que

(07030) 7& (al,blacl) (aQaanCQ) (0,3,1)3763) € L.
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Luego, ajasas € Iy, bibobs € Iy y cieacs € Rs. Como I; e I son
ideales primos de R; y Ro respectivamente, entonces sin pérdida de gene-
ralidad podemos suponer que a; € I; y bs € Is. Asi obtenemos que
(a1,b1,c1) (az,ba,¢c2) € L, con lo cual hemos demostrado que L es un
ideal débilmente 2-absorbente.

Caso 3. L =11 x Ry x I3 con I e I3 ideales primos de Ry y R3.
Es andlogo al caso anterior.

Por los casos 1, 2 y 3 tenemos entonces que (3) = (1). m

Terminamos este capitulo con un resultado que proporciona métodos para
construir ejemplos de ideales débilmente 2-absorbentes.

Teorema.2.2.9 Sea A un ideal débilmente 2-absorbente de un anillo R. Las
siguientes afirmaciones son ciertas:

1. Si I es un ideal de R tal que I C A, entonces A/I es un ideal débilmente
2-absorbente de R/I.

2. Si R, es un subanillo de R, entonces A N R, es un ideal débilmente 2-
absorbente de R..

3. Si S es un subconjunto multiplicativamente cerrado de R tal que AN.S =
@, entonces S™1A es un ideal débilmente 2-absorbente de S~ R.

Demostracion.

(1) Sean a,b,é € R/I tales que 0 # abc € A/I. Entonces (abc) +1 =z +1
conz € A—1I, dedonde abc —z =y € I. Luego 0 # abc =z +y € A.

Como A es un ideal débilmente 2-absorbente y 0 # abc € A entonces ab
0 ac o be € A, lo cual demuestra que ab o ac o bc € A/I, es decir, A/I es
un ideal débilmente 2-absorbente de R/I.

(2) Sean a,b,c € R, tales que 0 # abc € AN R,. En particular, tenemos
que abc € A. Como A es un ideal débilmente 2-absorbente entonces ab
oacobce A Y como a,b,c € R, entonces ab,ac,bc € R,, por lo cual
tenemos que ab o ac o bc € AN R,.

(3) Sean Z,% 2 ¢ S7IR tales que 0 # =2 ¢ S~!A. Supongamos que

r)s’t rst

g S TAy 22 ¢ S71A Veremos entonces que 4 € ST1A.
En efecto, dado que 222 € S~ A existen a € Ay u € S tales que 2 = 2,
Luego existe v € S tal que vuzyz = varst € A. Como % %, entonces no
existe ¥ € S tal que va = vu (0) = 0, asi que vuxyz = varst # 0. Entonces
0 # vuryz € Ay como A es un ideal débilmente 2-absorbente tenemos
que (vur)y € Ao (vux)z € Aoyz € A. Como 7 = Ty == T
vuz)y € A o (vux)z € A entonces 2 € S™1A 0 22 € S~ A, lo cual no

Y TS rt
es posible por hipétesis. Asi que yz € Ay por lo tanto £= € S—1A. 0

32



Capitulo 3. Anillos con la
propiedad de que todos sus
ideales propios son débilmente
2-absorbentes

En este capitulo se veran algunas caracterizaciones de anillos en los cuales todos
sus ideales propios son ideales débilmente 2-absorbentes. Ademads, se concluira
con un ejemplo concreto de un anillo donde sus ideales propios tienen dicha
propiedad. Todos estos resultados se pueden encontrar en la segunda secciéon de
[5].

Lema.3.1 Sean R un anillo e I un ideal de R tal que I = (abc), donde a, b, c €
Jac (R) . Entonces I es un ideal débilmente 2-absorbente de R si y sélo si
abc = 0.

Demostracion.

[<] Supongamos que abc = 0, entonces I = {0} y es claro que I es
débilmente 2-absorbente.

[=] Procedamos por contradiccién. Supongamos que I es un ideal
débilmente 2-absorbente y 0 # abc. Como abc € I entonces ab o ac o
bc € I. Sin pérdida de generalidad supongamos que ab € I. Entonces
existe k € R tal que ab = k (abc), por lo cual ab(1 — ke¢) = 0. Como
¢ € Jac(R) entonces 1 — kc es unidad por el Teorema 1.1.2. Por lo tanto
ab = 0 y eso implica que abc = 0, lo cual es una contradicciéon. Asi que
abc = 0.

Teorema.3.1 Sea (R, M) un anillo local. Entonces todos los ideales propios de
R son débilmente 2-absorbentes si y sélo si M3 = {0} .

Demostracion.

[=] Supongamos que todo ideal propio de R es débilmente 2-absorbente
y sean a,b,c € M. Como I = (abc) es un ideal propio de R entonces
es débilmente 2-absorbente por hipétesis. Luego, por el lema anterior,
tenemos que abc = 0 y por lo tanto M3 = {0}.

[«] Supongamos que M? = {0} y sea I un ideal propio de R. Si I = {0},
entonces es débilmente 2-absorbente. Sean a,b,c € R tales que 0 # abc €
I. Si a,b,c € M entonces abc € M? = {0}, lo cual no es posible. Por lo
tanto a ¢ M ob ¢ M o ¢ ¢ M. Sin pérdida de generalidad supongamos
que a ¢ M. Entonces a es una unidad de R por la Proposicién 1.1.1. Por
lo tanto bc € I, lo que prueba que I es un ideal débilmente 2-absorbente
de R. D
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Corolario.3.1 Sea (R, M) un anillo local tal que M? = {0}. Entonces todo
ideal propio de R es 2-absorbente.

Demostracion. Sean I un ideal propio de R y a, b, ¢ € R tales que abc € I.
Como M3 = {0} entonces I es débilmente 2-absorbente por el teorema
anterior. Asi que si abc # 0 hemos terminado. Supongamos que abc = 0.
Entonces alguno no es unidad. Veamos los siguientes casos:

Caso 1. Ninguno es unidad.
Entonces a,b,c € M y por lo tanto ab = bc = ac = 0 € I pues M? = {0} .
Caso 2. Uno de ellos es unidad.

Sin pérdida de generalidad supongamos que a y b no son unidades. En-
tonces ¢ es unidad de Ry a,b € M. Por lo tanto ab =0 € I.

Caso 3. Dos de ellos son unidad.

Sin pérdida de generalidad supongamos que a y b son unidades de R.
Como abc = 0 entonces ¢ = 0 y por lo tanto ac =bc =0 € I.

Por los casos 1, 2 y 3 obtenemos que I es un ideal 2-absorbente.

Teorema.3.2 Sean (R, M) y (Ra2, Ms) anillos locales y sea R = Ry X Rs.
Entonces todo ideal propio de R es débilmente 2-absorbente si y sélo si
M? = M3 = {0} y R o Ry es un campo.

Demostracion.

[=] Supongamos que todo ideal propio de R es débilmente 2-absorbente
y que M? # {0}. Sean a,b € M; tales que ab # 0. Entonces I = (ab) x
{0} es un ideal débilmente 2-absorbente pues es un ideal propio. Como
(a,1)(b,1) (1,0) € I\ {(0,0)} y (ab,1) ¢ I entonces (a,0) o (b,0) € I.

Sin pérdida de generalidad supongamos que (a,0) € I. Entonces existe
k € Ry tal que a = abk, lo que implica que a (1 — bk) = 0. Como R; es
un anillo local entonces Jac (R;) = M7 y como b € M; entonces 1 — bk es
unidad de R;. Luego a = 0, lo cual contradice que ab # 0. Por lo tanto
M? = {0} . De manera aniloga vemos que M3 = {0} .

Ahora supongamos que R; no es un campo. Entonces M; # {0} vy J =
M; x {0} es un ideal propio de R; luego J es débilmente 2-absorbente.
Supongamos también que Ry no es un campo. Entonces My # {0} y como
M3 = {0} se tiene que existe a € M tal que a # 0y a? = 0. Sea b € M,
tal que b # 0. Entonces (b,1) (1,a) (1,a) = (b,a?) = (b,0) € J \ {(0,0)}.
Pero (b,a) ¢ J y (1,0) ¢ J, lo cual contradice que J sea débilmente
2-absorbente. Por lo tanto Ry o R es un campo.

[«] Supongamos que M? = M3 = {0} y sin pérdida de generalidad que
R5 es un campo. Notemos entonces que los tnicos ideales de Ry son {0}
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y Rs. Por lo tanto los tnicos ideales propios de R son de la forma J x Ry
y J x {0} con J un ideal propio de R; y Ry x {0}.

Como M# = {0}, por el corolario anterior, tenemos que todo ideal propio
de R; es 2-absorbente. Entonces, por el Teorema 2.2.4, tenemos que J x Ry
es un ideal débilmente 2-absorbente de R, para J un ideal propio de R;.

Como Ry es campo, entonces Ry x {0} es un ideal débilmente 2-absorbente.

Por ultimo, veamos que J x {0} es un ideal débilmente 2-absorbente. Si
J = {0} es claro. Sean J # {0} un ideal propio de Ry y (a1,b1), (az,b2),

(as,b3) € R tales que (0,0) # (ajazas, bibabs) € J x {0}. Como M} =
{0}, tenemos que a; € M para un dnico a; con ¢ =1 0 2 o 3. Sin pérdida
de generalidad supongamos que a; € M;. Entonces a3 y as son unidades
de Ry, lo cual implica que a; € J. Ademéds Ry es un campo por lo que
si b1bobs = 0 entonces by o by 0 b3 es cero. Sin pérdida de generalidad
supongamos que b; = 0. Entonces (a1,b1) (ag,b2) € J x {0} y por lo tanto
J x {0} es un ideal débilmente 2-absorbente.

Teorema.3.3 Sean R;, Ry y R3 anillos y sea R = Ry X Ry X R3. Entonces todo
ideal propio de R es débilmente 2-absorbente si y solo si Ry, Ro y R3 son
campos.

Demostracién.

[«<] Supongamos que Ry, Ro y R3 son campos. Entonces todos sus ideales
propios son cero. Por lo tanto, si J es un ideal propio de R, entra en alguno
de los siguientes casos:

Caso 1. J = {0} x {0} x {0}.

Es claro que J es un ideal débilmente 2-absorbente de R.

Caso 2. J = {0} x Rz x R3 o sus casos andlogos J = Ry x {0} x R3 y
J =Ry X Ry x {0}.

Como {0} es un ideal 2-absorbente entonces, por el Teorema 2.2.8, tenemos
que J es débilmente 2-absorbente.

Caso 3. J = {0} x {0} x R3 o sus casos andlogos J = Ry x {0} x {0} y
J ={0} x Ry x {0}.

De igual forma, por el Teorema 2.2.8, como {0} es un ideal primo, tenemos

que J es débilmente 2-absorbente.

Por lo tanto, por los casos 1, 2 y 3 tenemos que J es un ideal débilmente
2-absorbente de R.

[=] Supongamos que todo ideal propio de R es débilmente 2-absorbente.
Supongamos también que algin R; para ¢ = 1,2,3 no es campo. Sin
pérdida de generalidad supongamos que R; no es campo. Entonces
existe un ideal propio J # {0} de Ry. Sea I = J x {0} x {0}, el cual
es débilmente 2-absorbente pues es un ideal propio de R. Sea m € J tal
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que m # 0. Entonces (0,0,0) # (m,1,1)(1,0,1)(1,1,0) = (m,0,0) € I.
Pero ni (m,1,1)(1,0,1) = (m,0,1), ni (m,1,1)(1,1,0) = (m,1,0), ni
(1,0,1)(1,1,0) = (1,0,0) pertenecen a I, lo cual contradice que I sea
débilmente 2-absorbente. Por lo tanto R, Rz y R3 son campos. o

Observemos que en la demostracién de [«<] del teorema anterior los ideales
no sélo son débilmente 2-absorbentes. Veamos en el siguiente corolario una
propiedad més fuerte que cumplen los ideales, en ese caso.

Corolario.3.2 Sea R un anillo tal que R = Ry X Ry X R3 con Ri,Rs y R3
campos. Entonces todo ideal propio de R es 2-absorbente.

Demostracion. Es claro que todo ideal propio J de R es de la forma dada
en los tres casos de la demostraciéon anterior. En el caso 1 tenemos que
J = {0} x {0} x {0}, el cual es también un ideal 2-absorbente. Si .J es
como en los casos 2 y 3, tenemos que el Teorema 2.2.8 no s6lo implica que
el ideal sea débilmente 2-absorbente sino que también implica que J sea
un ideal 2-absorbente, con lo que queda demostrado el corolario.

Lema.3.2 Supongamos que todo ideal propio de un anillo R es débilmente
2-absorbente. Entonces R tiene a lo mas tres ideales maximos distintos.

Demostracion. Supongamos que existen My, My, M3y M, ideales maximos
distintos de R. Sea I = M; N My N M3. Observemos que My, My, M3 son
ideales primos minimos sobre I. En efecto, sea J un ideal primo de R tal

que I C J C M; coni=1,2,3. Comol—ﬂ M; C J entonces, por el

Corolario 1.1.1, existe j € {1, 2,3} tal que M C J C M;. Como M; es un
ideal maximo entonces la contencién sucede tinicamente cuando j = ¢. Por
lo tanto, M; C J C M;, lo cual implica que J = M;. Luego My, Mo, M3
son ideales primos minimos sobre I.

Por el Teorema 2.1.2, I no es un ideal 2-absorbente de R, pero por
hipétesis, es débilmente 2-absorbente. Entonces, por el Teorema 2.2.2,
tenemos que I° = {0}. Como My, My, M3 son ideales maximos entonces
son coprimos por pares, asi que por el Teorema 1.1.5, I = My M5 M;. En-
tonces I* = M3M3M; = {0} C M. Por la Proposicién 1.1.2, tenemos
que M; C My para algin i € {1,2,3}, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto R tiene a lo més tres ideales maximos distintos. o

Teorema.3.4 Sea R un anillo. Entonces R tiene la propiedad de que todo ideal
propio es débilmente 2-absorbente si y sélo si alguno de los siguientes
enunciados se cumple:
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1. (R, M) es un anillo local, con M3 = {0}.

2. R esisomorfo a Ry X F, donde R; es un anillo local cuyo ideal maximo M
cumple que M? = {0} y F es un campo.

3. R es isomorfo a F} x Fy X F3, donde Fi, F5 y F3 son campos.
Demostracion.

[«<] Si se cumple (1), entonces por el Teorema 3.1, hemos terminado. Si
se cumple (2), entonces por el Teorema 3.2, también hemos terminado. Y
si se cumple (3), por el Teorema 3.3, también queda demostrado.

Por lo tanto si se cumple (1) o (2) o (3) tenemos entonces que todo ideal
propio de R es un ideal débilmente 2-absorbente.

[=] Supongamos que todo ideal propio de R es débilmente 2-absorbente.
Por el Lema 3.2, sabemos que R tiene a lo méas tres ideales maximos
distintos. Veamos los siguientes casos:

Caso 1. R tiene un tnico ideal maximo.

Sea M dicho ideal. Por el Teorema 3.1, tenemos que M3 = {0}, y tenemos
(1).
Caso 2. R tiene exactamente dos ideales méaximos distintos.

Sean My y My dichos ideales. Entonces Jac(R) = M; N My. Como es
un ideal propio entonces es débilmente 2-absorbente, al igual que el ideal
(abe), donde a,b,c € Jac(R). Por el Lema 3.1, tenemos que abc = 0,
lo cual implica que Jac (R)3 = M} N M3 = {0}. Como M; y M son
ideales maximos distintos entonces son coprimos. Luego, por el lema 1.1.1,
tenemos que M3 y M3 son coprimos.

Por otro lado, R/M;} y R/M3 son anillos locales con ideales maximos
My /M y Ms/Mj respectivamente. En efecto, de lo contrario existirfa
otro ideal méximo de R/M; de la forma I/M3 con I un ideal de R y
M3 c I. Como el campo (R/M3}) / (I/M}) es isomorfo a R/I entonces I
es ideal maximo de R. Luego, I = M> pues no hay otros ideales maximos
en R, pero si m : R — R/M; es el homomorfismo canénico, entonces
T (M) = (My + M3) /M3 = R/M; pues M7 y M son coprimos. Luego
M; /M3 es el tnico ideal méximo de R/M;. Andlogamente vemos que
(R/M3, M3/M3) es un anillo local.

Por el Teorema 1.1.5 tenemos entonces que R es isomorfo a R/M3} x R/M;
y por el Teorema 3.2, sabemos que R es isomorfo a Ry x F, donde R; es
un anillo local cuyo ideal méximo M cumple que M? = {0} y F es un
campo, es decir, se satisface (2) .

Caso 3. R tiene exactamente tres ideales maximos.

Sean My, My y Ms dichos ideales. Entonces Jac (R) = M7 N Ma N Ms es
débilmente 2-absorbente. Por lo demostrado en el Lema 3.2, sabemos que
My, My y M3 son ideales primos minimos sobre Jac (R) . Por el Teorema
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2.1.2, Jac(R) no es un ideal 2-absorbente pues tiene mas de dos ideales
primos minimos distintos sobre él. Por el Teorema 2.2.2, sabemos entonces
que Jac(R)® = {0}. Como Jac(R)® = M3 0 M3 N M3 con M3 M3y
M3 coprimos por pares, entonces por el Teorema 1.1.5, R es isomorfo
a R/M} x R/M3 x R/M3. Por el Teorema 3.3, tenemos que para i =
1,2, 3, R/Mf’ = Fj;, donde F; es un campo. Por lo tanto R es isomorfo a
Fy x F x F3 con Fy, Fy y F3 campos, es decir, se satisface (3).

Corolario.3.3 Sea R = Z, con n un entero positivo. Entonces todo ideal
propio de R es débilmente 2-absorbente si y sélo si se cumple alguno
de los siguientes enunciados:

1. n = ¢ para algn primo gq.
2. n = p?q para algunos primos distintos ¢ y p.

3. n = q1q2q3 para algunos primos distintos g1, g2 y ¢3.
Demostracion.

Basta traducir las condiciones 1, 2 y 3 del teorema anterior al anillo Z,, =
Z/nZ.

(1) dice que R = Z/nZ tiene un tnico ideal maximo M = ¢Z/nZ con q
primo y tal que M3 = {0}, asf que n = ¢>.

(2) dice que R = Z/nZ es isomorfo a un anillo de la forma Z/p*Z x Z/qZ
con p y ¢ primos distintos, asi que n = p?q.

(3) dice que R = Z/nZ es isomorfo a un anillo de la forma Z/q1 Z X Z/ g2 7. x
7/q37Z con q1,q2 y q3 primos distintos, asi que n = q1¢2q3. ¢
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