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Capitulo 1

Introduccion

En el presente trabajo de tesis estudiaremos dos tipos de resultados a los que
llamaremos, respectivamente, resultados de coloraciones y resultados de densidad.
Para comenzar, consideremos un conjunto X y una familia de subconjuntos F de X,
es decir, F C P(X). Por ejemplo, los siguientes son dos casos que se estudiaran en
esta tesis:

(i) X ={1,2,...,n} y F es el conjunto de ternas en X que forman una progresién
aritmética de longitud tres, es decir,

F={{z,y,z} e P(X):x+y=2z2#y}.

(i) X = E(K,) es el conjunto de aristas de una gréfica completa de orden n y F
es el conjunto de ternas en X que forman un triangulo en K,,, es decir,

F = {{61,62, 63} S P(X) . {61,62,63} = E(Kg) para algﬁn Kg g Kn}

Dado un conjunto X, una k-coloracion de X es una funcién x : X — C donde C
es un conjunto de colores y |C| = k. Dada una coloracién y de X y un subconjunto
Y C X, decimos que Y es monocromdtico si la funcion y restringida a Y es constante,
en otras palabras, si todos los elementos de Y recibieron el mismo color. Dado un
conjunto X y una familia de subconjuntos F de X, los resultados de coloraciones (tipo
Ramsey) establecen que si X es suficientemente grande entonces toda k-coloracién
de X contiene un elemento de F monocromatico; en contraparte, los resultados de
densidad establecen que todo subconjunto suficientemente grande de X contiene
un miembro de F. Para decir que un subconjunto de X es suficientemente grande,
particularmente en el caso en que X sea un conjunto de cardinalidad infinita, usamos



el concepto de densidad: si X es finito, la densidad de Y C X se define como el
cociente |Y|/|X]; si X no es finito, se puede definir el concepto de densidad de
distintas maneras; en este trabajo, usaremos la densidad superior (Definicién
y la densidad de Schnirelmann (Definicién [4.4)).

La tesis estda estructurada de la siguiente manera. En el Capitulo[2] presentaremos
las herramientas necesarias para desarrollar el material de los capitulos posteriores.
Repasaremos conceptos basicos sobre aritmética, sucesiones y coloraciones. Ademas,
probaremos un caso particular del Teorema de Ramsey (Teorema que es el
resultado de coloraciones correspondiente al ejemplo (ii) arriba descrito. Asi mismo,
presentaremos (sin prueba) el Teorema de van der Waerden (Teorema que
es el resultado de coloraciones correspondiente a X = {1,2,...,n} y F el conjunto
de subconjuntos de X que forman una progresion aritmética de longitud ¢. Ambos
resultados son fundamentales en la teoria de Ramsey.

En el Capitulo|3|estudiaremos un teorema clasico en teoria combinatoria de ntime-
ros, a saber el Teorema de Roth (Teorema3.10)). El teorema de Roth es el resultado de
densidad correspondiente al ejemplo (i) arriba descrito: establece que si S C {1,...,n}
es suficientemente denso entonces S contiene una progresiéon aritmética de longitud
tres. Presentaremos una prueba combinatoria del Teorema de Roth que utiliza dos
resultados, el primero de coloraciones (Lema y el segundo de densidad (Lema
3.8) referentes a un objeto combinatorio llamado cubo afin o cubo de Hilbert (Defi-
nicién . El Lema tiene relevancia histérica pues se reconoce como el primer
resultado tipo Ramsey en la literatura y fue probado por David Hilbert en 1892.

En el Capitulo 4| daremos el concepto de base (Definicién y demostraremos
el cldsico Teorema de Lagrange (Teorema que afirma que todo nimero natural
puede ser escrito como la suma de cuatro cuadrados (en otras palabras, el conjunto de
nimeros cuadrados es una base de orden cuatro). Ademads, definiremos la densidad
de Schnirelmann (Definicién [4.4) y probaremos que si S es suficientemente denso
(con esta definicién de densidad) en N entonces S es una base (Teorema lo cual
es un resultado de tipo densidad.

Aunque, en apariencia, el material de los Capitulos [3|y 4| no esta relacionado, en
el Capitulo [5|establecemos que si lo estd y presentamos un proyecto de investigacion.
Dicho proyecto es el que le da el titulo a la tesis. Dado un resultado de densidad es
natural preguntarse cudl es su andlogo en version coloraciones, y dado un resultado de
coloraciones en teoria de Ramsey se puede plantear, ademas, el estudio de su versién
heterocromatica. De esta manera, proponemos el estudio de bases heterocromdticas
traduciendo el problema de las bases en teoria aditiva de ntimeros (resultados de
densidad) a su versién en coloraciones (teoria de Ramsey monocromadtica) y, poste-
riormente, a su versién anti-Ramsey (estudio de sub-estructuras heterocromaticas).



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo introduciremos las herramientas matemaéticas que utilizaremos en
los siguientes capitulos. Presentaremos conceptos bésicos sobre aritmética, sucesiones
y coloraciones. La mayor parte del material en este capitulo fue consultado en |4} 5 [§].

2.1. Aritmética

En esta seccion definiremos lo que es una progresion aritmética finita e introdu-
ciremos conceptos basicos de divisibilidad, asi como el Teorema Fundamental de la
Aritmética 2.5

Adoptaremos la notacion usual en teoria de conjuntos. Denotamos al conjunto
de ntimeros enteros por Z, al conjunto de niimeros naturales por N y al conjunto de
nimeros reales por R. El cero pertenece al conjunto de los niimeros naturales,

N={0,1,2,---},
de modo que para referirnos al conjunto de niimeros enteros positivos usaremos
7T ={1,2,---} =N\ {0}.
Dados a,b € Z, con a < b, el intervalo de nimeros enteros entre a y b se denota por
la,b] :={z €Z|a <z <b}.

Definicién 2.1. Una progresion aritmética con t términos es un conjunto de enteros

de la forma
{a,a+d,a+2d,--- ,a+ (t—1)d}
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donde t € Z* es el nimero de términos, a € Z es la base de la progresion y d € Z~*
es su diferencia. A las progresiones aritméticas con t términos comunmente se les
denota por AP(t).

En este trabajo nos interesan particularmente las AP(3), es decir, las progresiones
de la forma {a,a + d,a + 2d}. La siguiente es una observacién que serd de mucha
utilidad en el Capitulo 5]

Observacién 2.2. Una progresion aritmética con tres términos {a,a+d,a+ 2d} es
una solucion de la ecuacion x +y = 2z, tomando v = a,y = a+2d y z = a+ d.
Reciprocamente, cada solucion no trivial (es decir con x # y) de la ecuacion x+y =
2z es una progresion aritmética de tres términos {x, (x +y)/2,y}.

Por definicién, una progresiéon aritmética con ¢t términos es un subconjunto finito
de Z. Mas adelante definiremos lo que es una progresion aritmética infinita, pero
antes veremos algunos aspectos de divisibilidad.

Definicién 2.3. Sean a y b enteros con a # 0. Decimos que b es divisible por a si
existe un entero x tal que b = ax. Cuando b es divisible por a también decimos que a
divide a b y lo denotamos por a | b. En caso en que b no sea divisible por a se escribe

atb.
Observemos que a | 0 para todo entero a y 1 | b para todo entero b.

Definicién 2.4. Se dice que un niumero entero p > 1 es un niumero primo, si p es
divisible unicamente por €l mismo y por la unidad. Si un nimero a > 1 no es primo,
entonces se dice que es un numero compuesto.

Uno de los teoremas mas importantes en la teoria de nimeros es el siguiente.

Teorema 2.5 (Fundamental de la Aritmética). Todo nimero natural mayor que
1 puede expresarse de forma unica como producto de nimeros primos (puede que
algunos se repitan).

Por ejemplo 21 160 = 23-5-23% y no existe otra factorizacién en primos de 21 160.
Ahora introduciremos las congruencias, que son un concepto més sutil en relacion a

la divisibilidad.

Definicién 2.6. Si un entero m # 0 divide a la diferencia a — b, se dice que a es
congruente con b médulo m y se escribe a =b (mod m). Si a — b no es divisible por
m, se dice que a no es congruente con b médulo m y se escribe a Z b (mod m).



Definicién 2.7. Six =y (mod m) entonces decimos que y es residuo de x médulo
m. Un conjunto de enteros {xi,za, -+ ,xy} es un sistema completo de residuos
moédulo m si para todo entero y existe un unico j € {1,...,m} tal que y = x; (mod
m).

Observemos que un conjunto de enteros {1, s, - , 2, } €s un sistema completo
de residuos médulo m si y solo si x; # x; (mod m) para todo x; # z;. Por ejemplo,
{0,1,2} es un sistema completo de residuos médulo 3, asi como también lo son
{1,2,3}, {—1,0,1} o {0,—5,32}. Dado un entero m, existe un ntimero infinito de
sistemas completos de residuos médulo m, sin embargo el conjunto {1,2,--- ,m} se
conoce como el sistema completo de residuos principal médulo m.

Definicion 2.8. Sea A un conjunto, una relacion R C AX A se llama de equivalencia
st satisface:

(i) (a,a) € R para todo a € A (reflexividad).
(i1) Si (a,b) € R, entonces (b,a) € R (simetria).
(111) Si (a,b) € Ry (b,c) € R, entonces (a,c) € R (transitividad).
Dada cualquier relacién de equivalencia R, escribiremos
a~b si (a,b)€R.
Ejemplo 2.9. La relacién en Z" dada por a ~ b sia = b (modm) es de equivalencia.

Definicién 2.10. Sea A un conjunto, una particion P de A consiste de una familia
de subconjuntos de A no vacios {A;}ier, tales que :

(i) si A; # A;, entonces A; N A; =0,
(it) UiEI A = A

Teorema 2.11. Sea A cualquier conjunto y R una relacion de equivalencia en AX A,
entonces R induce una particion en A.

Este teorema quiere decir que la relacion de equivalencia R define subconjuntos
ajenos en A llamados clases de equivalencia. Dado un elemento = € A, el conjunto
dado por todos los elementos relacionados con x definen la clase

[z] ={ye€e A:x~y}.

Esto nos permite escribir a A como la unién de sus clases de equivalencia.



Ejemplo 2.12. En el Ejemplo tomemos m = 2, entonces la relacion de equiva-
lencia dada por a ~b sia=0b (mod 2) define la particion en Z dada por

O={yeZ:y=0(mod2)} ={--—4,-2,0,2,4,---}

N={yeZ:y=1(mod2)} ={--—3,-1,1,3,5,--- }.
Por 1ltimo, definiremos la suma de conjuntos.

Definicion 2.13. Dados A y B dos subconjuntos de Z, definimos la suma de Min-
kowski de A y B como

A+B:={a+b:aec Abe B}.

Ejemplo 2.14. Sean A, B C NconA={n e N:n=0 (mod 2)} ={0,2,4,6,8,---},
entonces

» A+ B = A siysolosi0€ B ytodo elemento de B es un numero par, y
» A+ B =N siysolosi{0,1} C B.
En la Definicién cuando B = {c} (con ¢ € Z) , al conjunto A + {c} :=

{a+ c:a € A} se le conoce como traslacion de A en ¢ unidades . Observemos que
para todo ¢ € Z y A C 7Z se tiene que |A| = |A + {c}|.

Sean A C Z y ¢ € Z, definimos los conjuntos —A := {—a : a € A} y cA =
{ca : a € A}. Es facil ver por definicién que también se cumple que | — A| = |A4| y
|cA| = |A|. Notemos que A + A # 2A, pues por ejemplo si A = {0, 1} tenemos que
A+ A =1{0,1,2}, en cambio 2A = {0,2}. Por utimo, definimos el conjunto A — B
como A — B:= A+ (—B).

La suma de Minkowski la podemos extender de forma natural a un ntimero cual-
quiera de conjuntos. Dada la coleccion Ay, As, - - -, A,, de subconjuntos de Z definimos
el conjunto suma de las n sucesiones como

A+ 4+ A, ={a+-+a,: a1 €A, a, € Ay, )

2.2. Sucesiones

En esta seccién introduciremos la definiciéon de sucesion y estudiaremos algunos
casos especiales de ésta. Para mas informacion sobre sucesiones consultar [§].
Comencemos formalizando el concepto de sucesion de ntiimeros reales.
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Definicién 2.15. Una sucesién de nimeros reales es la imagen de una funcion
a:N—=R

Segun la Definicién la sucesion de niimeros reales correspondiente a la fun-
ci6én a es el conjunto {a(0),a(1),a(2),---}. Sin embargo, la notacién con subindices
{ap, a1, as,---} donde a, := a(n), para toda n € N, se usa con mayor frecuencia.
Ademas, usaremos letras maytsculas para denotar estas sucesiones, por ejemplo,

A={a,:neN}, B={b,:n €N}, etc.

Definicién 2.16. Una sucesion A = {a,, : n € N} es creciente (resp. estrictamente
creciente) si a, < Gpyq1 (T€SP. an < apy1) para todo n € N y es decreciente (resp.
estrictamente decreciente) si a, > any1 (T€Sp. @y > Gni1) para todo n € N. Todos
estos tipos de sucesiones se denominan sucesiones monotonas.

En este trabajo nos interesa un tipo especial de sucesiones; en primer lugar,
vamos a considerar Unicamente sucesiones inyectivas (es decir, si n # m entonces
a, # an); en segundo lugar, la imagen de las sucesiones que vamos a estudiar siempre
serd un subconjunto de N. Ademads, asumiremos que los elementos de la sucesion
estan ordenados de menor a mayor, es decir, la sucesion es estrictamente creciente.
Formalmente, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.17. Una sucesion natural es una sucesion A = {a, : n € N} tal que
a, € N para todan € N y A es estrictamente creciente. Una sucesion natural con
cero es una sucesion natural A = {a, : n € N} tal que ag = 0.

Ejemplo 2.18. Consideremos las siguientes sucesiones:
» A={n?:neN}={0%1%2%3%..-} ={0,1,4,9,--- }.
» B={2+4+5n:neN}={2+5(0),2+5(1),---} ={2,7,12,17,--- }.
» C={3"":neN}={3"323%3" ..} ={3,9,27,81,--- }.

Como podemos observar A, B y C' son sucesiones naturales, de las cuales la unica
que contiene al cero es A.

Un tipo particular de sucesiones que nos interesa estudiar es el siguiente.

Definiciéon 2.19. Una progresién aritmética infinita es una sucesion de nimeros
naturales tales que la diferencia entre cualesquiera dos términos consecutivos es cons-
tante. Al primer elemento de la sucesion ag se le llama base, y a la cantidad constante
Gpy1 — ap = d se le llama diferencia.



En el Ejemplo Unicamente la sucesién B es una progresion aritmética, cuya
base es ap = 2, y cuya diferencia es d = 5, pues

bupt —bp = (24+5(n+1)) —(2+5n) =2+5n+5—2—bn =5,

para todo n € N. En general, esto se puede expresar como una relacién de recurrencia
de la siguiente manera:

Gpi1 — Gp = d
luego

Qpy1 = Qp + da

de modo que, si conocemos el primer término ag y la diferencia d, se puede calcular
el enésimo término de la sucesién mediante la sustitucién sucesiva en la relacién de
recurrencia

ag, (ap +d), (ap +d+d), -, (ag + (n — 1)d +d)
N—— D e

con lo que se obtiene la siguiente férmula para el término general a,, con n > 1, de
una progresion aritmética en funcion de la base aq y la diferencia d:

a, = ap + nd.
Ahora veremos otro tipo especial de sucesiones.

Definicién 2.20. Una progresion geométrica es una sucesion de numeros naturales
tales que el cociente entre cualesquiera dos términos consecutivos es constante. A
dicha cantidad “*=+ = r se le llama razén.

n

En el Ejemplo [2.18 inicamente la sucesion C' es una progresién geométrica cuya
razén es r = 3, pues
Crt1 3n+2
Cn - 3n+1
para todo n € N. En general, esto se puede expresar como una relacién de recurrencia
como sigue:

=3

Ap+t1
G,

luego
Qpy1 = QpT,



de modo que, si conocemos el primer término ag y la razén r, podemos calcular el
enésimo término de la sucesién mediante la sustitucién sucesiva en la ecuacién de
recurrencia

Qo, (CLOT)v ((CL()T) T)7 R ((ao,rn71> 7’)
S~~~ N——
ai an—1
az an

por lo que el término general de una progresiéon geométrica esta dado por
a, = aogr™.
De este modo, la sucesion C' del Ejemplo [2.18| se puede expresar como
C={cp-3":neN}y={3-3":ne N} ={3"":necN}.

A partir de dos sucesiones podemos definir una nueva sucesion. Dadas dos suce-
siones naturales, A = {a, : n € N} y B = {b, : n € N}, consideramos la sucesién
natural A+ B = C con C' = {¢, : n € N} que resulta de realizar la suma de Min-
kowski de Ay B . Es importante notar que el elemento ¢, puede tener varias
representaciones, y no necesariamente sucede ¢,, = a; + b; con i + 5 = n.

Ejemplo 2.21. Sean A = {a, : n € N} y B = {b, : n € N} definidas por
ao=0 ya, =2n—1 para todon € Z*,

bo =0y b, =3n—2 para todon € Z",

De modo que, A ={0,1,3,5,7,---} y B ={0,1,4,7,10,---}. Es fdcil ver que A +
B =N pues sim =0 entonces 0 =0+0 € A+ B. Ahora si m es un numero natural
impar entonces m = 2n — 1 conn € Z% por lo que m = 2n — 1) +0 € A+ B.
Por otro lado, si m es un entero positivo par entonces m = 2n con n € Z", luego
(m—1)=2n—1€ A, porlo quem = (m—1)+1€ A+ B. En este ejemplo se tiene
que cs =5 y c5 = ay + by = az + by.

De la misma forma que como lo hicimos con dos sucesiones naturales, dada la
coleccion Aq, As, - -+, A, de sucesiones naturales podemos definir una nueva sucesién

natural A := Ay + Ao+ -+ A, => | A

10



2.3. Coloraciones

En esta seccién daremos la definicién de coloraciéon de un conjunto S y la defini-
cién de gréfica. Enunciaremos un caso particular del Teorema de Ramsey (1930) para
coloraciones de las aristas de una grafica completa. Ademas, presentaremos algunos
de los teoremas més famosos en la teoria de Ramsey para coloraciones en los niimeros
enteros positivos.

La teoria de Ramsey es nombrada asi en honor al mateméatico Frank Plumpton
Ramsey (1903-1930) y su homénimo teorema, el cual probé en 1930. Aunque no hay
una definiciéon formal de la teoria de Ramsey, podemos decir que es el estudio de
la preservacién de propiedades bajo particiones de conjuntos. También se dice que
el Teorema de Ramsey es una profunda generalizacion del siguiente principio. El
material de esta seccién fue extraido de [4].

Principio 2.22 (de las casillas). Si un conjunto de n elementos es dividido en r
subconjuntos ajenos donde n > r, entonces al menos uno de los subconjuntos tiene
mas de un elemento.

Abajo, presentaremos este mismo principio en el lenguaje de las coloraciones.

Definicién 2.23. Una k-coloracion de un conjunto S es una funcion x : S — C
donde |C| = k.

Comtnmente, usaremos C' = {0,1,--- |k —1} o C = {1,2,---  k}. Asi, podemos
pensar a la coloracién x de un conjunto S como una particion de S en k subconjuntos
S1,Ss, - -+, Sk asociando al subconjunto S; con el conjunto {x € S : x(z) = i}. La
siguiente definicion se usara con frecuencia.

Definicion 2.24. Dada una coloracion x de S y un subconjunto Y C S, decimos que
Y es monocromético (con respecto a ) si la funcion x restringida a'Y es constante.

Ejemplo 2.25. Sea x : Z* — {0,1} definida como x(n) =0 sin es par y x(n) =1
si n es impar. Entonces x es una 2-coloracion de Z*+ en que cualquier subconjunto
de numeros con la misma paridad es monocromatico.

El principio de las casillas se puede reformular de la siguiente manera.

Principio 2.26 (de las casillas, versién coloraciones). Dada una r-coloracion de un
conjunto de n elementos donde n > r, entonces al menos dos elementos del conjunto
son del mismo color.

Para mostrar y probar el Teorema de Ramsey (en un caso particular), requerimos
las siguientes definiciones.

11



Definicién 2.27. Una grafica G = (V, E) es un conjunto V de elementos, llamados
vértices junto con un conjunto E de pares de vértices, llamados aristas.

Definicién 2.28. Una subgrafica G' = (V', E') de una grdifica G = (V, E) es una
grafica tal que V' CV y E' C E.

Definicién 2.29. La grafica completa con n vértices, denotada por K, es la grdfica
en la cual todo par de vértices es una arista.

A Kj se le suele llamar tridngulo. Ahora podemos enunciar un caso particular del
teorema de Ramsey que nos interesa.

Teorema 2.30 (Teorema de Ramsey (caso particular), 1930). Para todo entero k >
2, existe un minimo entero positivo R = R(k) tal que toda k-coloracion de las aristas
de Kg contiene un triangulo monocromadtico.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre k. Para k£ = 2 mostremos que
R(2) < 6. Consideremos una 2-coloraciéon (digamos que con los colores azul y rojo)
de E(Kg) donde V(Kg) = {v1,--- ,v6}. Tomemos un vértice cualquiera, digamos v;.
Por el principio de las casillas el vértice v tiene (al menos) tres vecinos con
aristas del mismo color. Sin pérdida de generalidad supongamos que este color es
el rojo y que los tres vecinos son vy, v3 v v4. Ahora, si alguna de las aristas entre
los vértices de N = {wy,v3,v4} es de color rojo, entonces se forma un tridngulo
monocromético de color rojo (junto con v;). Si ninguna de las aristas en N es roja,
entonces todas son azules, pero en este caso se forma un trangulo monocromatico
azul que tiene por vértices al conjunto N. En cualquiera de los dos casos, aparece un
triangulo monocromaético.

Ahora supongamos que existe R(k) y mostremos que R(k + 1) < (k+ 1)R(k) +
1. Sea ¢ = (k+ 1)R(k) + 1. Consideremos la grafica completa K, con V(K,) =
{v1,+ -+ ,u}. Por el principio de las casillas el vértice v; tiene (al menos) R(k)
vecinos con aristas del mismo color, digamos que este color es c;. Sin pérdida de
generalidad supongamos que estos R(k) vecinos son N = {vs,- -+ ,Ugx)41}. Ahora
consideremos la subgréfica completa Ky que tiene por vértices al conjunto N. Si
alguna de las aristas entre los vértices de N es de color c¢;, entonces tenemos un
tridngulo monocromatico de color ¢; (junto con el vértice v1). Si ninguna de las
aristas en IV es de color ¢; entonces Kpg() estd coloreada con k colores, pero por
hipétesis de induccion Kp;) contiene un tridngulo monocromaético. Por lo tanto R,
contiene un triangulo monocromaético. ]

Algo curioso es que el Teorema de Ramsey no fue el primer teorema en la area
que se conoce como teoria de Ramsey. Los resultados que generalmente se aceptan
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como los primeros teoremas de tipo Ramsey se deben, en orden cronolégico, a Hilbert
(1892), Schur (1916) y Van der Waerden (1927). En la presente tesis estudiaremos
dichos resultados.

El siguiente teorema fue probado por Issai Schur (1875-1941) en 1916. Histérica-
mente, el Teorema de Schur es el segundo resultado del tipo Ramsey. Para la demos-
tracion del Teorema de Schur haremos uso del Teorema de Ramsey

Teorema 2.31 (Schur, 1916). Para todo k € Z" existe un minimo entero positivo
S(k) tal que toda k-coloracion de [1,S(k)] contiene una solucion monocromdtica de
la ecuacion x +y = z.

Demostracion. El Teorema de Ramsey nos dice que existe un entero n = R(k)
tal que toda k-coloracion de K, contiene un triangulo monocromaéatico. Numeremos
los vértices de K,, por 1,2,--- n. Sea x una k-coloracién arbitraria de [1,n — 1].
Ahora coloreamos la arista ij de la grafica completa K, por el color x(|j — i|)|. Por
el teorema de Ramsey existe un triangulo monocromatico para esta coloracion. Un
triangulo monocromatico bajo esta coloracion con vértices i; < io < i3 significa que
13 — 19,19 — 11 y i3 — %1 tienen el mismo color. Hagamos © = iy — i1,y = i3 — 12 ¥
z = i3 — i1, y notemos que {x,y, z} es una solucién monocromatica bajo x para la
ecuacién x +y = z. Entonces, dado un entero k£ > 1 hemos probado que S(k) existe

pues S(k) < R(k) — 1. O

El siguiente teorema, debido a Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996), es
un resultado muy importante en la teoria de Ramsey. Historicamente, fue el tercer
teorema de este tipo, apareciendo después de los resultados de Hilbert (Lema |3.5)) y
Schur (Teorema [2.31). El Teorema de van der Waerden ha generado muchos resulta-
dos en la teoria de Ramsey. Por esta razén, y porque las progresiéon aritméticas son
objetos naturales y simples de gran importancia, se han hecho muchos refinamientos,
extensiones y generalizaciones del teorema de van der Waerden.

Teorema 2.32 (van der Waerden 1927). Para todo k,{ € Z" existe un minimo en-
tero postivo W (k, £) tal que toda k-coloracion de [1, W (k,{)] contiene una progresion
aritmética monocromdatica de longitud .

La prueba del Teorema de van der Waerden es bastante mas complicada que las
pruebas de los Teoremas y [2.31] por lo que en esta tesis no la daremos. Sin
embargo, hacemos notar que, en vista de la Observacién [2.2] el teorema de van der
Waerden en el caso particular en que £ = 3 se puede reescribir como sigue.

Teorema 2.33 (van der Waerden, caso particular ¢ = 3, 1927). Para todo k € Z™*
existe un minimo entero positivo W (k) tal que toda k-coloracion de [1, W (k)] contiene
una solucion monocromdtica de la ecuacion x +vy = 2z (con x # y).
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Observemos que los teoremas de Ramsey (Teorema, Schur (Teorema y
van der Waerden (Teorema son teoremas que afirman la existencia de un mini-
mo entero positivo pero no dicen nada acerca del valor exacto de este nimero. En
general, es muy dificil determinar dichos niimeros; para hacerlo se deben de probar
dos desigualdades, una de las cuales conlleva un ejemplo y la otra una demostracion.
Para ejemplificarlo, encontraremos el valor exacto de W (2,3) (el minimo entero po-
sitivo que se define en el enunciado del Teorema. Probaremos que W(2,3) =9,
es decir

9<W(2,3) <9.

La primera desigualdad se infiere de la siguiente proposicion.
Proposicién 2.34. Ezxiste una 2-coloracion de [1,8] sin AP(3) monocromdtica.

Demostracion. Consideremos la siguiente 2-coloraciéon de [1, 8],
12345678.

Observemos que los posibles subconjuntos de tamano tres del conjunto de elemen-
tos rojos {2,4,5,7} son {2,4,5}, {2,4,7} , {2,5,7} v {4,5,7} y ninguno de estos
es una AP(3). Igualmente, los posibles subconjuntos de cardinalidad tres del con-
junto de elementos azules {1,3,6,8} son {1,3,6}, {1,3,8} , {1,6,8} y {3,6,8} y
ninguno de estos es una AP(3). Por lo tanto para esta coloracién no hay una AP(3)
monocromética en [1, 8]. O

Dado que hemos mostrado la existencia de una 2-coloracién del intervalo [1,§]
sin AP(3) monocromadtica, entonces W(2,3) > 9. A continuacién, probaremos que
W(2,3) <9.

Proposicién 2.35. Toda 2-coloracion de [1,N], con N > 9, contiene una AP(3)
momnocromatica.

Demostracion. Procedamos por contradiccién suponiendo que existe una 2-coloracién
de [1,9] sin AP(3) monocromaticas. Sea x : [1,9] — {rojo,azul} dicha 2-coloracién.

Afirmacion 1. x(3) # x(5), x(5) # x(7) y x(4) # x(6).

Para ver esto supongamos, por contradiccién, que 3 y 5 son ambos del mismo color,
a saber rojo sin pérdida de generalidad

1234567809.
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Como {1, 3,5} es una AP(3) entonces 1 es azul. De la misma manera, como {3,4,5}
y {3,5, 7} son progresiones aritméticas de longitud tres entonces 4 y 7 son azules

123456789,

lo cual no es posible pues {1,4, 7} es una AP(3) monocromatica. Entonces, 3 y 5 son
de diferente color. Similarmente, se prueba que tanto 5 y 7 como 4 y 6 no pueden ser
ambos del mismo color. ¢

Ahora, supongamos sin pérdida de generalidad que 3 es rojo. Por las restricciones
de la Afirmacién , tenemos dos posibles coloraciones de {3,4,5,6,7}

(1))123456789
(i) 123456789

Para el caso (i), debido a que {2,3,4} es una AP(3) entonces 2 es de color azul.
Luego como {2,5,8} es una AP(3) se tiene que 8 es rojo, y por {1,4,7}, 1 es azul.
Finalmente por {1,5,9}, 9 es rojo. Entonces, tenemos

1234567809.

Vemos que {7,8,9} es una AP(3) monocromética, lo cual es una contradiccién. Ya
que el caso (ii) es simétrico a (i), un argumento por simetria nos conduce a que en (ii)
también hay una contradiccion. Asi, toda 2-coloracién de [1,9] contiene una AP(3)
monocromatica.

Finalmente, dada una 2-coloracién de [1,N] con N > 9, notemos que [1,9] C
[1, N] contiene una AP(3) monocromatica. O
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Capitulo 3

Cubos afines y progresiones
aritméticas

El objetivo de este capitulo es demostrar el Teorema de Roth (Teorema , el
cual nos dice que si un conjunto S C N tiene densidad positiva entonces S contiene
una progresion aritmética de tres términos. El teorema de Roth es el resultado de
densidad que le corresponde al Teorema (teorema de van der Waerden) en el
caso particular ¢ = 3. Para la prueba del Teorema de Roth usaremos un resultado de
densidad referente a ciertos subconjuntos de N llamados cubos afines (ver Definicién
. Estos subconjuntos de N generalizan el concepto de progresion aritmética y
son llamados, en ocasiones, cubos de Hilbert [I]; sin embargo, decidimos no usar ese
término en esta tesis para evitar confusiones con los espacios topoldgicos también
conocidos como cubos de Hilbert.

La mayoria del material de este capitulo fue consultado en [I]. La prueba del
Teorema de Roth que se presenta en [I] cuenta con muchos vacios argumentales
por lo que en el presente trabajo la hemos escrito lo mas detalladamente posible,
ademads la Seccién fue desarrollada por nosotros.

3.1. El lema de Hilbert del cubo afin

En esta seccién presentaremos dos resultados, el primero de coloraciones (Lema
3.5)) v el segundo de densidad (Lema referentes a un objeto combinatorio llamado
cubo afin. Comenzaremos definiendo lo que es un d-cubo afin y proporcionando varios
ejemplos.
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Definicién 3.1. Un d-cubo afin es un conjunto de enteros de la forma
Qa(zo, 1, ,7a) = {%-FZ% I C [Ld}} ;
iel

con d,xg, - ,xqg € N yd > 1. Al conjunto {x1,--- , x4} se le llama conjunto de
generadores del cubo.

Ejemplo 3.2. Cualquier conjunto de enteros con dos elementos, {a,b}, es un 1-cubo
afin. Para comprobar esto, notemos que

Q1 (o, 1) = {:Uo + sz I C {1}}

y como los unicos dos subconjuntos de {1} son el vacio y él mismo, tenemos

Q1(zo, 1) = { To + sz‘,%o + Z z; p =A{xo,x0 + 11},

i€l ie{1}
de modo que {a,b} = Q1(a,b— a).
A continuacién vamos a analizar como son los 2-cubos afines.

Ejemplo 3.3. Sean xg,z1,xs € N. Notemos que hay cuatro subconjuntos de {1,2},
a saber 0,{1},{2} y {1,2}, de manera que

Q2(xo, T1, T2) = {x0, T0 + T1, T + T2, To + T1 + T2}

Observemos que un 2-cubo es una traslacion (por xo) del conjunto {0, x1, T, x1+x2},
es decir

Q2<x07 x17$2) = {$0} + {07 T1,T2,T1 + x?}'

Ademas,
m con xo =0, un 2-cubo es un 1-cubo afin;

= con x1 = Xy, un 2-cubo afin es una progresion aritmética de tres términos con
diferencia x, y base xq.

17



Mads aiun, notemos que
Q2(xo, T1, T2) = {x0, To + T1, To + T2, To + T1 + T2}
= {zo, 20 + 21} U{xo + 22,20 + 21 + 22}
= {LEQ,.%'O + 1'1} U ({.1'0, Zo -+ 331} + {.’L‘Q})
= Q1 U (Q1+ {z2}).

En general, tenemos la siguiente proposicion. Usaremos Qq = Qq(xo, - ,xq), vy
dado un conjunto arbitrario X, a la familia de subconjuntos de X de cardinalidad k
lo denotaremos por ()k(), es decir

X
(k) ={AC X :|Al =k}
Proposicion 3.4. Sean d,xq,--- ,x4 € N con d > 1, entonces

a) |Qq] < 24.
b) Qa= Qa1 U (Qar + {za})

C) Qd(an L1, 7xd) = Qd(-IOaxU(l)a e 7$J(d)); donde o : {17 e 7d} — {17 T 7d}
es una permutacion, es decir, en un d-cubo no importa el orden en que colo-
quemos los generadores.

d) $iTpy1 = Tpyo = -+ = xq = 0 entonces Qq(xo, 1, - ,xq) = Qr(To, 1, -+, Tp).

e) sixy = w9y = -+ = xq entonces Qg es una progresion aritmética con d + 1
términos, diferencia x1 y base xy.

Demostracion. Sea (g un d-cubo afin.
a) Tenemos que

Qul =Hao+ > s 1 € [1,d)}

il
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b)

)

Primero mostremos que Qg € Qg1 U (Qq_1 + {z4}). Sea z € Qq4, entonces
z =20+ Y e xicon I C[l,d].

Sid¢ I, entonces I C [1,d — 1] por lo que
2 =x9+ Zl‘l € Qdfl.
il
Si d € I, entonces

z = (.’L’U + le) = (Q?o + Z .Z'Z) + x4 € (Qdfl + {.’L’d})

icl iel\{d}

Por lo tanto si z € Q4 tenemos que z € Q41 0 z € (Qq—1 + {x4}), es decir
Qi € Qa1 U (Qa1 + {ra})

Ahora mostremos que Qq—1U(Qq—1+{z4}) C Q4. Seay € Qu—1U(Qq—_1+{xaq}).
Como y pertenece a una unién de conjuntos, entonces hay dos posibles casos,
que y € Qi—1 0y € (Qa—1 + {za}). Siy € Qq—1 entonces y = xo + Y, ; T; con
I C[1,d—1] C[1,d], porlo que y € Qq. Siy € (Qu—1 + {z4}) tenemos que
y = (To+ D ey @) +xacon I C[l,d—1], luego y = (o + Y ;e qay %) ¥ cOMO
T u{d} C [1,d] concluimos que y € Q4. Por lo tanto dado z € Q41 tenemos
que 2 € (Qq_1 + {xa}) ses decir Qq_1 U (Qq_1 + {z4}) C Qu.

Se sigue directamente de la definicién de cubo.

Por el inciso b) tenemos que Qy = Qg1 U (Qq—1 + {x4}) , por lo que
Qi=Qa-1U(Qi—1+{0}) =Qa-1U Qa1 = Qa1

Usando de nuevo el inciso b) vemos que Q41 = Qq—2U(Qq_2+{x4_1}), entonces

Qi1=0Q42U(Qis2+1{0})=Q42UQq2=C0Q4 2.

Repitiendo este proceso con los otros generadores que son iguales a cero con-
cluimos que

Qi = Qi1 =0Qa2="= Q.

Como

Qd:{$o+zxi:[g [17d]}
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y por otra parte

{xo +Y il C <[1}€d]>} = {zo + kx1}

para todo 1 < k < d . Entonces

Qd:{wo}U{$0+ZE1}U"'U{$0+I€$1}
={xo, ko + 21, - ,x0 + kx1}.

]

Ahora estamos listos para demostrar un resultado tipo Ramsey con respecto a la
existencia de d-cubos afines monocromaticos en toda coloracién del intervalo inicial
de ntmeros enteros.

Lema 3.5 (Hilbert, 1892). Para todo k,d € Z* existe un minimo entero H(k,d) tal
que para toda k-coloracion de [1, H(k,d)] existe un d-cubo afin monocromdtico.

Demostracion. Procederemos por induccion sobre d. Si d = 1, por el Ejemplo (3.2
sabemos que todo par de niimeros enteros es un 1-cubo afin; entonces, H(k,1) < k+1
pues, por el principio de las casillas (Observacién , para toda k-coloracién de
[1,k + 1] existen al menos dos nimeros que tienen el mismo color.

Ahora sea d > 2, supongamos que para toda k existe H = H(k,d—1) tal que para
toda k-coloracién de [1, H] existe un (d — 1)-cubo monocromético. A continuacién
demostraremos que H(d,k) < K donde K := k¥ + H; es decir, demostraremos
que para toda k-coloracién de [1, K] existe un d-cubo monocromético. Para cada
i € [1,k" + 1] definimos el intervalo [i,i + H — 1] y observamos que cada uno
de estos intervalos (de cardinalidad H) se puede colorear de k¥ formas distintas.
Como tenemos k% + 1 intervalos, por el principio de las casillas (Observacién ,
hay dos de ellos, digamos [i1,i; + H — 1] e [ig, i + H — 1], con i; < iz, que estdn
coloreados de la misma manera. Por hipdtesis de induccién, existe un (d — 1)-cubo
monocroméatico Qg1 C [i1,4; + H — 1]. Para concluir la prueba mostraremos que
el conjunto Qg := Q4—1 U (Qq_1 + {is — i1}) es un d-cubo monocromatico. Sabemos
que Qg es un d-cubo afin por el inciso b) de la Proposicién para comprobar
que es monocromatico notemos que (Qq—1 + {ix — i1}) es la traslacién de Q41 por
iy — 41 unidades. Entonces, (Qq_1 + {ia — i1}) C [i2,ia + H — 1], pero como Qg 1
era monocromatico y los intervalos [i1,41 + H — 1] e [ig,i2 + H — 1] tienen el mismo
patron de color concluimos que Q4 es monocromatico. O
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El Lema [3.5] es conocido en la literatura como el lema del cubo de Hilbert y
tiene mucha importancia historica ya que es el primer resultado tipo Ramsey que se
conoce; David Hilbert lo probd en 1892 como un lema para demostrar lo que ahora
se conoce como teorema de irreductibilidad de Hilbert [6].

Antes de probar el lema del cubo de Hilbert en su versién de densidad (Lema,
requerimos estudiar los siguientes conjuntos: sea T' C [1, N], para cada i € [1, N]
definimos

T,:={teT t+icT}.
Ejemplo 3.6. Sea N = 10 y T = {1,2,4,7,8}, entonces Ty = {1,7}, Ty = {2},
T3 = {1’4}7 Ty = {4}7 T = {2}7 Ts = {172}) 17 = {1}7 Ty = @; Ty = @; Ty = 0

Notemos que en el Ejemplo sucede que Zgl |T;] = 10 = (g) = (lg‘). Obser-
vemos que esto sucede en general, es decir, para todo T C [1, N],

5 my- () o

1€[1,N]
pues |T;| es igual a la cantidad de parejas ¢,t' € T tales que t' — t = i, por lo tanto
Zie[LN] T; es igual a la cantidad de parejas t,t' € T tales que t' —t > 0 y de estas

precisamente hay ('g') .

Ahora, utilizaremos la observacién anterior para enunciar la siguiente proposicion.

Proposicién 3.7. Sea N > 2. Para todo subconjunto T C [1, N] con |T'| > 2 existe
i € [1, N] tal que |T;| > |T)?/AN.

Demostracion. Por (3.1) y el principio de las casillas, existe i € [1, N| tal que

(5)
T > 2/ 3.9
CHEE (32
Por otro lado, si |T| > 2, tenemos |T'|? > 2|T| luego @ > |T|, por lo que
T 2
- = 2E

y por lo tanto
T 7| _ [T
2N T 4N

(3.3)
Como 7

(o) _ TI(TI=1) _ |TP =T

N 2N 2N
concatenando |) y 1D obtenemos |T;| > % que era lo que buscabamos. O
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Ahora presentaremos la versiéon de densidad del Lema [3.5

Lema 3.8 (Szemerédi, 1969 [7]). Sean d, N € Z*. Todo subconjunto S C [1, N] con
|S| > AN12" contiene un d-cubo afin.

Demostracion. Por la Proposicion sabemos que existe un i; € [1, N] tal que
1S;,| > |S|2/AN. Luego, como 4N'~172" > (4N)1=1/2" tenemos

_ d _ d _ d
|S|2 - (4N1 1/2 )2 ((4N)1 1/2 )2 (4N)2 2/2

> _ _ 1—-1/24-1 ‘
AN — 4N - AN 4N (4N)

Consideremos ahora el conjunto S;,. Por la Proposicién sabemos, nuevamen-
te, que existe un iy € [1, N] tal que |(S;,)i,| > 1S;,/?/4N, y aplicando el mismo
procedimiento llegaremos a que |(S;,)i,| > (4N)'"1/2""°. En general, si escribimos
Sivis = (Siy)igs Sivinis = (Siyin)iss €tc. y repetimos el argumento, obtenemos, para
cada j € [L,d], Siyigi; = (Siyi 1)y con S| > (AN)'=1/2"7 Observemos

J

. _ d—d ,
que para j = d, |Si,...i,| > (4N)71/27% = 1y por lo tanto Sj,...;, no es vacio.
Sea g cualquier elemento en S, ... ;,- Probaremos que el cubo Q4(io, %1, - ,%q) esta
contenido en S. En efecto, iy € 5,.... ;, significa que g, + ¢ € Siy ... iy_,, que a la
vez implica que g, %o + t4—1, %0 + td, %0 + 4 + ta—1 € Siy i, ,, €tc. En general vemos

que ig + D 4; estd en S para todo I C [1,d]. O

Para darnos una idea de lo que dice el Lema , observemos que 4N1-1/2" =
ﬁ]\f , de modo que una proporcién de ﬁ es lo que nos garantiza la existencia
de un d-cubo en [1, N]. Por ejemplo, si N = 625y d = 2, el Lema nos dice que
todo subconjunto S C [1,625] con |S| > 500 = 2N contiene un 2-cubo.

En general, del Lema se deduce el siguiente corolario (usaremos log = log,,

la funcién logaritmo en base 2).

Corolario 3.9. Si N > 206/ " entonces cualquier S C [1,N] con |S| > 6N
contiene un d-cubo afin con d > }Llog log V.

Demostracion. Sea d un entero que esté entre }llog log N y %log log N , es decir
ilog logN <d < %log log N, utilizando la desigualdad de la derecha tenemos 27 <

[log N]*/2. Por hipétesis tenemos que N > 2[08(4/91 entonces

2[10gN]1/2 > 4/57

lo cual implica

Esto nos da 6N > 4N'~1/2° v aplicando el Lema obtenemos un d-cubo afin con
d> }Llog log N. O
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Para entender el Cororario analicemos el siguiente ejemplo.

Consideremos § = 1/2. Lo que nos dice el Corolario es que, si N > 2% =512,
entonces cualquier S C [1,N] con |S| > (1/2)N contiene un d-cubo afin con d >
%llog log N. Pero notemos que si tomamos exactamente N = 2% = 512 entonces lo
mas que podemos concluir es que S contenga un d-cubo con d > %log log 2° ~ ,7924,
lo cual no muestra nada interesante pues d podria ser incluso igual a uno. Esto quiere
decir que debemos tomar un N todavia mas grande para que haya la posibilidad de
que S contenga cubos de mayor cardinalidad. Veamos qué tan grande debe ser N

para tener un valor especifico de d. Tomemos N = 22" con d' > 2, entonces el
Corolario nos dice que cualquier S C [1, N] con |S] > (1/2)(2*"") contiene un

, 4d’ . ~
d-cubo afin con d > % loglog 2™ = d'. Notemos que si queremos aumentar el tamao
del d-cubo, entonces N crece de manera exponencial.

3.2. Presentacion del teorema de Roth

Existen dos versiones del Teorema de Roth que son equivalentes, la version finita
[1] y la versién infinita [9]. En la presente tesis demostraremos la version finita del
Teorema de Roth por un método meramente combinatorio y mostraremos que la
version finita implica la version infinita.

Teorema 3.10 (Roth versién finita). Para todo 0 < § < 1 eziste un minimo entero
No = Ny(0) tal que si N > Ny, cualquier subconjunto S C [1,N] con |S| > dN
contiene una AP(3).

Por ejemplo, para el valor concreto § = 1/2 el teorema de Roth nos dice que existe
un minimo entero Ny(1/2) tal que si N > Ny(1/2), cualquier subconjunto S C [1, N]
de cardinalidad mayor o igual que N/2, contiene una AP(3).

Antes de dar la prueba del teorema de Roth (en la siguiente seccién) mostraremos
una forma equivalente de este teorema y probaremos que Ny(1/2) = 17. Primero
definamos la siguiente funcion.

Definicién 3.11. Sea F : ZT — Z* definida por
F(N) :=max{|S|: S C[1,N], S sin AP(3)}.

Observemos que esta funcién nos daria exactamente el mismo valor si sustituimos
el intervalo [1, N| por el intervalo [a, N 4 (a — 1)] donde a € Z, es decir , si

Fo(N) :=méx{|S|: S Cla,N+ (a—1)], S sin AP(3)}
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entonces F(N) = F,(N) para toda N € Z". Esto se debe a que las progresiones
aritméticas son invariantes bajo traslaciones. Por simplicidad, estaremos trabajando
unicamente con la funcién F pero siempre teniendo en cuenta que es igual a F,.

De la Definicién se sigue inmediatamente que F'(1) = 1y F(2) = 2. En el
Ejemplo [3.14] veremos casos més interesantes. Antes, veamos algunas observaciones.

Observacién 3.12. Dado v € Z7,

a) el significado de x < F(N) es que existe un conjunto S C [1,N] con |S| =«
que no contiene AP(3). En consecuencia, para todo N € Z™, tenemos que

F(N) < F(N+1).
b) El significado de F(N) < z es que todo conjunto S C [1,N] con |S| =x+1
contiene una AP(3).
Ahora procedamos a dar una propiedad importante de la funcién.

Proposicién 3.13. La funcién F : ZT — 77 es subaditiva, es decir, para todo
T, %9 € ZT tenemos que

F(z1 + x) < F(x1) 4+ F(x2).

Demostracion. Por la definicién de F' existe un S C [1, z1+x5] con |S| = F(x1+x2) y
S sin AP(3). Luego, tenemos que S = (SN[1, z1])U(SN[z1+1, 21 +22]), por lo tanto
IS] = |SN[1,21]|+]SN[z1 + 1, 21 + 22]|. Ahora, observemos que |[SN[1, z1]| < F (1)
pues de lo contrario tendriamos que S N [1,z;] C S contiene una AP(3), es decir,
S contiene una AP(3), lo cual es una contradiccion. De igual forma tenemos que
|S N[z + 1,21 + xo)| < F(x2). Por lo tanto |S| < F(x1) + F(xq). O

En el siguiente ejemplo calcularemos varios valores de F', que mas tarde usaremos.

Ejemplo 3.14. Usaremos la siguiente coloracion x : [1, N] — {azul,rojo} definida
por x(n) = azul sin ¢ S y x(n) =rojo sin € S para todo n € [1, N] (los nimeros
serdn de color negro cuando aun no se decida si pertenecen o no a S).

por el siguiente conjunto de dos elementos sin AP(3)
123.

F(3) < 2 porque el inico subconjunto de tres elementos de [1,3] es él mismo,
y este es una AP(3).

24



F(4) =

F(4) > 3 por el siguiente conjunto de tres elementos sin AP(3)
1234.

F(4) < 3 porque el inico subconjunto de cuatro elementos de [1,4] es él mismo
y contiene una AP(3).

F(5) = 4.
F(5) > 4 por el siguiente conjunto de cuatro elementos sin AP(3)

12345.

F(5) < 4 porque el inico subconjunto de cinco elementos de [1,5] es él mismo
y contiene una AP(3).

F(6) = 4.

F(6) > 4 por la Observacidn[3.19 inciso a) y el caso anterior.
F(6) <4 por la Proposicion tomando x1 = x5 = 3.

F(7) =

F(7) > 4 por la Observacién[3.19 inciso a) y el caso anterior.

F(7) < 4 porque todo subconjunto S C [1,7] con |S| =5 contiene una AP(3).
Para ver esto, supongamos por contradiccion que existe S C [1,7] con |S| =5
sin AP(3). Notemos que 7 € S pues F(6) = 4, de igual forma, 1 € S pues
F3(6) = 4

1234567.

Luego, 4 ¢ S, de lo contrario {1,4,7} C S seria una AP(3)
1234567.

Ahora, por el principio de las casillas hay dos elementos de S en el intervalo
[2,3] 0 en [5,6]. Sin pérdida de generalidad supongamos que los dos elementos
de S estdn en [2,3]. Entonces {1,2,3} C S es una AP(3) lo cual es una
contradiccion.
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» F(8) =4.
F(8) > 4 por la Observacion[3.19 inciso a) y el caso anterior.

F(8) <4 porque todo subconjunto S C [1,8] con |S| =5 contiene una AP(3).
Para ver esto, supongamos por contradiccion que existe S C [1,8] con |S| =5
sin AP(3). Notemos que 8 € S pues F(7) = 4, de igual forma, 1 € S pues
Fy(7) =4
12345678.

Ahora, por el principio de las casillas hay al menos dos elementos de S en el
intervalo [2,4] o en [5,7]. Sin pérdida de generalidad supongamos que los dos
elementos de S estan en [2,4].

e caso i) 2,3 € S.
12345678.

Notemos que {1,2,3} C S es una AP(3), lo cual es una contradiccion.

e caso 11) 2,4 € S.
12345678.

notemos que 3 ¢ S pues de lo contrario {1,2,3} seria una AP(3) en S,
5 ¢ S pues de otro modo {2,5,8} seria una AP(3) en S, 7 ¢ S ya que en
otro caso {1,4,7} seria una AP(3) en S

12345678.

Por lo tanto 6 € S
12345678.

Notemos que {4,6,8} C S es una AP(3), lo cual es una contradiccion.

e caso iii) 3,4 € S.
12345678.

notemos que 2 ¢ S pues de lo contrario {1,2,3} seria una AP(3) en S,
5 ¢ S pues de otro modo {3,4,5} seria una AP(3) en S, 6 ¢ S ya que en
otro caso {4,6,8} seria una AP(3) en S

12345678.

Por lo tanto 7€ S
12345678.

Notemos que {1,4,7} C S es una AP(3), lo cual es una contradiccion.
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. F(9) =

F(9) > 5 por el siguiente conjunto de cinco elementos en [1,9] sin AP(3)
123456789.

F(9) <5 por la Proposicion|3.15 m tomando x1 =1 y xo = 8.

>

(
(10) =
F(10) > 5 por la Observacion[3.19 inciso a) y el caso anterior.

F(10) < 5 porque todo subconjunto S C [1,10] con |S| = 6 contiene una AP(3).
Para ver esto, supongamos por contradiccion que existe S C [1,10] con |S| =6
sin AP(3). Como F(8) = 4 entonces 9,10 € S, de la misma forma 1,2 € S
pues F3(8) = 4, entonces tenemos

12345678910

luego 3 ¢ S pues de lo contrario {1,2,3} seria una AP(3), 5 ¢ S pues de otro
modo {1,5,9} seria una AP(3), 6 ¢ S ya que en otro caso {2,6,10} seria una
AP(3), 8 ¢ S ya que de lo contrario {8,9,10} seria una AP(3)

12345678910

por lo tanto 4,7 € S
12345678910

lo cual es una contradiccion pues {1,4,7} es una AP(3).
F(11) = 6.

F(11) > 6 por el siguiente conjunto de seis elementos en [1,11] sin AP(3)

12345678910 11.

F(11 6 por la Proposicion tomando r1 =1 y x9 = 10.

@

(11) <
F(12) =
F(12)

F(12) < 6 porque todo subconjunto S C [1,12] con |S| = 7 contiene una AP(3).
Para ver esto, supongamos por contradiccion que existe S C [1,12] con |S| =7

v

6 por la Observacion [3.19 inciso a) y el caso anterior.
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sin AP(3). Como F(10) =5 entonces 11,12 € S, de la misma forma, 1,2 € S
pues F3(10) =5
1234567891011 12.

Luego, 3 ¢ S pues de lo contrario {1,2,3} C S seria una AP(3), 6 ¢ S pues
de otro modo {1,6,11} C S seria una AP(3), 7 ¢ S ya que de otro modo
{2,7,12} C S seria una AP(3), 10 ¢ S ya que de lo contrario de lo contrario
{10,11,12} C S seria una AP(3)

1234567891011 12.

Ahora nos faltan tres elementos de S que estin en [4,5] y [8,9]. Entonces
tenemos que dos elementos de S estin en [4,5] y uno [8,9] , o un elemento de
S estd en [4,5] y dos en [8,9]. Sin pérdida de generalidad supongamos que los
dos elementos de S estan en [4,5] y uno [8,9]

1234567891011 12.

Luego, 8 ¢ S pues de lo contrario {2,5,8} C S seia una AP(3), por lo tanto

tenemos que 9 € S
1234567891011 12.

Pero {1,5,9} C S es una AP(3) , lo cual es una contradiccion.
F(13) =7
F(13) > 7 por el siguiente conjunto de siete elementos en [1,13] sin AP(3)

1234567891011 12 13.

F(13) <7 por la Proposicz’én tomando x1 =1 y xo = 12.
F(14) =8
F(14) > 8 por el siguiente conjunto de ocho elementos en [1,14] sin AP(3)

1234567891011 12 13 14.

F(14) < 8 por la Proposicion tomando x1 =1 y xy = 13.
F(15) =8

F(15) > 8 por la Observacion[3.19 inciso a) y el caso anterior.
F(15) < 8 por la Proposicion tomando 1 =7 y xo = 8.

28



(16)
(16)
F(16)
(17)

(17) =

)

8
> 8 por la Observacién inciso a) y el caso anterior.
<8

por la Proposicion tomando x1 =8 y x9 = 8.

17
17

F(17) < 8 porque todo subconjunto S C [1,17] con |S| =9 contiene una AP(3).
Para ver esto, supongamos por contradiccion que existe S C [1,17] con |S| =9
sin AP(3). Notemos que 9 € S, pues de lo contrario, como |S| = 9, por el
principio de las casillas en alguno de los intervalos [1,8] o [10,17] habria cinco
elementos de S y como F(8) = F1o(8) = 4 tendriamos que S contiene una
AP(3), lo cual es una contradiccion.

o

8 por la Observacio’n inciso a) y el caso anterior.

1234567891011121314 1516 17.

Entonces, 9 € S, [SN[L8]| <4y |SNI[10,17]] < 4 (porque F(8) = 4).
Ahora, observemos que 1 € S, ya que en otro caso |S N [2,9]] =5 lo cual es
una contradiccion pues Fy(8) = 4. Andlogamente, 17 € S.

12345678910111213141516 17.

Entonces {1,9,17} C S, lo cual es una contradiccion pues {1,9,17} es una
AP(3).

En la siguiente tabla se muestran los valores exatos de F'(IN) que hemos calculado.

N |1]2|3[4/5]6|7[89]10]11 12|13 |14 |15 |16 17
FIN)[1|2|2[3|4|4|4|4|5]|5|6|6|7|8]8]|8]|38

Cuadro 3.1: Valores de F'(NN) calculados en el Ejemplo

La funcién F(N) nos servird para enunciar la siguiente equivalencia del Teore-

ma [3.10
Proposicion 3.15. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Para todo 0 < 6 < 1 existe un minimo entero Ny = Ny(0) tal que si N > Ny,
cualquier subconjunto S C [1, N] con |S| > 6N contiene una AP(3),

(2) lim 5 =0.
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Demostracion. Primero mostremos que (1) implica (2). Tenemos que mostrar que
. F(N
A S =
F(N)/N < e. Sea € > 0, entonces por (1) tenemos que existe Ny = Ny(e€) tal que si
N > Ny, cualquier subconjunto S C [1, N] con |S| > eN contiene una AP(3). Para
finalizar mostremos que F(INV) < eN. Para esto , supongamos que F(N) > eN. Sea
S C [1,N] con |S| = F(N) > eN, entonces S contiene una AP(3), lo cual contradice

la definicién de F'. Por lo tanto F(N) < €N, es decir F(N)/N < e.
E(N) _
=

0 > 0 existe Ng € N tal que si N > Ny entonces F(N)/N < §. Consideremos
S C [1,N] con |S| > éN. Como F(N) < 0N y 6N < |S| tenemos que F(N) < |S|.
Entonces por la defincién de F' tenemos que S C [1, N] contiene una AP(3). O

0, es decir, para toda € > 0 existe Ny € N tal que si N > N, entonces

Ahora veamos que (2) implica (1). Como A}im 0, tenemos que para toda
—00

En la Proposicién [3.17] probaremos que Ny(1/2) = 17. Notemos que No(1/2) > 17
puesto que F'(16) = 8 y por lo tanto F'(16)/16 = 1/2. Para demostrar que Ny(1/2) <
17, hay que mostrar que a partir de N = 17 se tiene F(N)/N < 1/2. En el siguiente
ejemplo nos dedicaremos a calcular cotas superiores para F(N) con N € [18,33].

Ejemplo 3.16. Recordemos la coloracion x : [1, N] — {azul,rojo} definida por
x(n) =azul sin ¢ S y x(n) =rojo sin € S para todo n € [1,N] (los nimeros
serdn de color negro cuando ain no se decida si pertenecen o no a S).

e F(18) < 8 porque todo subconjunto S C [1,18] con |S| = 9 contiene una AP(3).
Para ver esto, supongamos por contradiccion que existe S C [1,18] con |S| =9
sin AP(3). Como F(17) = 8 entonces 18 € S, de igual forma, como F5(17) = 8
entonces 1 € S.

1234567891011121314 1516 17 18.

Adn nos faltan siete elementos de S que estan en [2,17], entonces por el prin-
cipio de las casillas hay al menos cuatro elementos de S en el intervalo [2,9] o
hay al menos cuatro elementos de S en el intervalo [10,17]. Sin pérdida de ge-
neralidad supongamos que los cuatro elementos estan en [2,9]. Como F(8) =4
entonces 9 € S.

1234567891011121314 1516 17 18.

Luego, 5 ¢ S pues de lo contrario {1,5,9} C S seria una AP(3), 17 ¢ S ya
que de otro modo {1,9,17} C S seria una AP(3)

1234567891011121314 1516 17 18.
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e Caso i) Hay tres elementos de S en [2,4].
Vemos que {2,3,4} C S es una AP(3), lo cual es una contradiccion.

e Caso ii) Hay tres elementos de S en [6,8].

Observemos que {6,7,8} C S es una AP(3), lo cual es una contradiccion.
e Caso iii) Hay dos elementos de S en [2,4] y uno en [6,8].
o Caso 1i.1) 2,3 € S.

1234567891011121314 1516 17 18.

Vemos que {1,2,3} C S es una AP(3), lo cual es una contradiccion.
o Caso ii.2) 2,4 € S.

1234567891011 121314 1516 17 18.
Luego, 3 ¢ S pues de lo contrario {1,2,3} C S seria una AP(3),
6 ¢ S pues de otro modo {2,4,6} C S seria una AP(3), 7 ¢ S ya que
en otro caso {1,4,7} C S seria una AP(3).

1234567891011 121314 1516 17 18.
Por lo tanto 8 € S.

1234567891011121314 1516 17 18.

Luego, 10 ¢ S pues de lo contrario {8,9,10} C S seria una AP(3),
14 ¢ S pues de otro modo {2,8,14} C S seria una AP(3), 15 ¢ S ya
que en otro caso {1,8,15} C S seria una AP(3), 16 ¢ S ya que de lo
contrario {2,9,16} C S seria una AP(3).

12345678910111213141516 17 18.
Por lo tanto 11,12,13 € S.
1234567891011 1213141516 17 18.

Observemos que {11,12,13} C S es una AP(3), lo cual es una con-
tradiccion.
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o Caso 1i.3) 3,4 € S.
1234567891011 121314 1516 17 18.

Luego, 6 ¢ S pues de lo contrario {3,6,9} C S seria una AP(3),
7 ¢ S pues de otro modo {1,4,7} C S seria una AP(3).

12345678910111213141516 17 18.
Por lo tanto 8 € S.
1234567891011 1213141516 17 18.

Luego, 10 ¢ S pues de lo contrario {8,9,10} C S seria una AP(3),
14 ¢ S pues de otro modo {2,8,14} C S seria una AP(3), 15 ¢ S ya
que en otro caso {1,8,15} C S seria una AP(3), 16 ¢ S ya que de lo
contrario {2,9,16} C S seria una AP(3).

12345678910111213141516 17 18.
Por lo tanto 11,12,13 € S.
1234567891011 1213141516 17 18.

Observemos que {11,12,13} C S es una AP(3), lo cual es una con-
tradiccion.

e Caso i) Hay un elemento de S en [2,4] y dos en [6,8].
o Caso iv.1) 6,7 € S.

1234567891011121314 1516 17 18.

Luego, 3 ¢ S pues de lo contrario {3,6,9} C S seria una AP(3),
4 ¢ S pues de otro modo {1,4,7} C S seria una AP(3).

1234567891011 1213141516 17 18.
Por lo tanto 2 € S.
1234567891011 1213141516 17 18.

Luego, 10 ¢ S pues de lo contrario {2,6,10} C S seria una AP(3),
11 ¢ S pues de otro modo {7,9,11} C S seria una AP(3), 12 ¢ S ya
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que en otro caso {2,7,12} C S seria una AP(3), 16 ¢ S ya que de lo
contrario {2,9,16} C S seria una AP(3).

1234567891011121314 1516 17 18.
Por lo tanto 13,14,15 € S.
12345678910111213 141516 17 18.

Observemos que {13,14,15} C S es una AP(3), lo cual es una con-
tradiccion.

Caso iv.2) 6,8 € S.
1234567891011 121314 1516 17 18.

Luego, 3 ¢ S pues de lo contrario {3,6,9} C S seria una AP(3),
4 ¢ S pues de otro modo {4,6,8} C S seria una AP(3), 7 ¢ S ya que
en otro caso {6,7,8} C S seria una AP(3).

1234567891011 1213141516 17 18.
Por lo tanto 2 € S.
1234567891011 1213141516 17 18.

Luego, 10 ¢ S pues de lo contrario {8,9,10} C S seria una AP(3),
12 ¢ S pues de otro modo {6,9,12} C S seria una AP(3), 14 ¢ S ya
que en otro caso {2,8,14} C S seria una AP(3), 16 ¢ S ya que de lo
contrario {2,9,16} C S seria una AP(3).

12345678910111213141516 17 18.
Por lo tanto 11,13,15 € S.
12345678910111213141516 17 18.

Observemos que {11,13,15} C S es una AP(3), lo cual es una con-
tradiccion.

Caso iv.3) 7,8 € S.
1234567891011 121314 1516 17 18.

Vemos que {7,8,9} C S es una AP(3), lo cual es una contradiccion.
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e [(19) <9 por la Pmposicz’o’n tomando x1 =1 y xo = 18.

e F(20) < 9 porque todo subconjunto S C [1,20] con |S| = 10 contiene una
AP(3). Para ver esto, supongamos por contradiccion que existe S C [1,20] con
|S| = 10 sin AP(3). Como F(18) = 8 entonces 19,20 € S, de igual forma,
como F5(18) = 8 entonces 1,2 € S.

1234567891011121314 1516 17 18 19 20.

Luego, 3 ¢ S pues de lo contrario {1,2,3} C S seria una AP(3), 10 ¢ S pues
de otro modo {1,10,19} C S seria una AP(3), 11 ¢ S ya que en otro caso
{2,11,20} C S seria una AP(3), 18 ¢ S ya que de lo contrario {18,19,20} C S
seria una AP(3).

1234567891011121314 1516 17 18 19 20.

Si en el intervalo [4,9] hubiera mds de tres elementos de S entonces en el inter-
valo [1,9] habria mds de cinco elementos de S, por lo tanto en [1,9] habria una
AP(3) pues F(9) = 5. En cambio, si en [4,9] hubiera menos de tres elementos
de S entonces en el intervalo [12,17] habria mds de tres elementos de S, por lo
tanto en [12,20] habria mds de cinco elementos de S, por lo tanto en [12,20]
habria una AP(3) pues F12(9) = 5. Entonces en los intervalos [4,9] y [12,17]
hay tres elementos de S respectivamente. Ahora, 9 € S pues F(8) = 4, de igual
forma, 12 € S pues F13(8) = 4.

1234567891011 1213141516 17 18 19 20.

Luego, 5 ¢ S pues de lo contrario {1,5,9} seria una AP(3), 6 ¢ S pues de
otro modo {6,9, 12} seria una AP(3), 7 ¢ S ya que en otro caso {2,7,12} seria
una AP(3), 14 ¢ S ya que de lo contrario {9,14,19} seria una AP(3), 15 ¢ S
pues de otra manera {9,12,15} seria una AP(3), 16 ¢ S ya que de otra forma
{12,16,20} seria una AP(3)

1234567891011 121314 1516 17 18 19 20.
Por dltimo tenemos que 4,9,13,17 € S
1234567891011 1213141516 17 18 19 20.

Observemos que {1,9,17} C S es una AP(3), lo cual es una contradiccion.

e [(21) < 10 por la Proposicion [3.13 tomando 1 = 1 y x5 = 20.
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e F(22) < 10 porque todo subconjunto S C [1,22] con |S| = 11 contiene una
AP(3). Para ver esto, supongamos por contradiccion que existe S C [1,22] con
|S| = 11 sin AP(3). Como F(20) = 9 entonces 21,22 € S, de igual forma,
como F3(20) =9 entonces 1,2 € S.

1234567891011121314 1516 17 18 19 20 21 22.

Luego, 3 ¢ S pues de lo contrario {1,2,3} C S seria una AP(3), 11 ¢ S pues
de otro modo {1,11,21} C S seria una AP(3), 12 ¢ S ya que en otro caso
{2,12,22} C S seria una AP(3), 20 ¢ S pues de otra manera {20,21,22} C S
seria una AP(3).

1234567891011 121314 1516 17 18 19 20 21 22.

Por el principio de las casillas, hay al menos cuatro elementos de S en [3,10]
o [13,20]. Sin pérdida de generalidad, supongamos que hay al menos cuatro
elementos de S en [3,10], por lo tanto en el intervalo [1,10] habria mds de
cinco elementos de S, pero esto es una contradiccion pues F(10) = 5.

F(23) < 11 por la Proposicidon tomando x1 = 1 y xo9 = 22.

F(24) < 11 porque todo subconjunto S C [1,24] con |S| = 12 contiene una
AP(3). Para ver esto, supongamos por contradiccion que existe S C [1,24] con
|S| = 12 sin AP(3). Como F(22) < 10 entonces 23,24 € S, de la misma
manera, como F3(22) < 10 entonces 1,2 € S

12345678910111213 141516 17 18 19 20 21 22 23 24.

Luego, 3 ¢ S pues de lo contrario {1,2,3} C S seria una AP(3), 22 ¢ S pues
de otro modo {22,23,24} C S seria una AP(3)

1234567891011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24.
Como F'(20) <9 entonces 21 € S, y como F5(20) <9 entonces 4 € S
1234567891011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24.

Luego, 6 ¢ S pues de lo contrario {2,4,6} C S seria una AP(3), 7 ¢ S
pues de otro modo {1,4,7} C S seria una AP(3), 18 ¢ S ya que en otro caso
{18,21,24} C S seria una AP(3), 19 ¢ S pues de otra manera {19,21,23} C S
seria una AP(3)

1234567891011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24.
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Como F(17) = 8 entonces 20 € S y como F5(17) = 8 entonces 5 € S
1234567891011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24.

Luego, 8 ¢ S pues de lo contrario {2,5,8} C S seria una AP(3) ,9 ¢ S pues
de otro modo {1,5,9} C S seria una AP(3), 12 ¢ S ya que en otro caso
{4,12,20} C S seria una AP(3), 13 ¢ S ya que de lo contrario {5,13,21} C S
seria una AP(3), 16 ¢ S pues de otra manera {16,20,24} C S seria una
AP(3), 17 ¢ S ya que de otra forma {17,20,23} C S seria una AP(3)

1234567891011 1213141516 17 18 19 20 21 22 23 24.
Por lo tanto 10,11,14,15 € S
12345678910111213141516 17 18 19 20 21 22 23 24.

Podemos observar que {1,11,21} C S es una AP(3), lo cual es una contradic-
cion.

En la siguiente tabla mostramos las cotas de F'(N) que hemos probado.
Ahora si estamos listos para probar que Ny(1/2) = 17.

Proposicién 3.17. Para todo N > 17, se satisface F(N)/N < 1/2.
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N 18119120 121222324 |25|26(27 (28|29 |30|31]|32]33

FIN) |8 |9 |9 10|10 11|11 12]12| 13|13 |14 |14 |15]| 15|16

Cuadro 3.2: Cotas superiores establecidas en el Ejemplo

Demostracion. Sea N > 17 expresado como N = 17g+r con ¢ > 0y 17 < r < 33.
Por la subaditividad de F', obtenemos

F(N) < qF(17) + F(r) _ qF(17) +F(r) _17q (F(l?)) L (M))

N — N N N N 17 N r

pero sabemos que F(r)/r < 1/2 para todo r € [17, 33] (ver Tablas[3.1y[3.2) de modo

B 5 ()50 50)-5 ()

y por lo tanto concluimos que si N > 17, entonces F(N)/N < 1/2.

3.3. Prueba del teorema de Roth

Antes de dar la prueba general del teorema de Roth, daremos algunas definiciones
y enunciaremos proposiciones que nos seran de utilidad.

Definicion 3.18. Sean A y B dos subconjuntos finitos de N. La densidad de A en

B estd definida por

ANB
S(AB) = | 5 |

A continuacién enunciaremos una proposicién relacionada con la definicién ante-
rior.

Proposicion 3.19. Sean A, B subconjuntos finitos de N tal que B = By U ---U By,
donde B; son conjuntos ajenos entre si, entonces:

(i)
_|By] B
d(A|B) = Bl I(A|B1)+ -+ Gl d(A|By).

(i) Si 6(A|B) > D entonces eziste B; con i € [1,k] tal que 6(A|B;) > D.
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Demostracion. (i)

|AN B |Am(Blu---uBk)| (ANB)U---U(AN By)|

oAIB) =g B - B
AN B+ + (AN By
B
(AN By (AN By

pero por definicién tenemos |B;|0(A|B;) = |ANB;| para todo i € [1, k], entonces

’Bl\

B S(A|By) + -+ @5(A|Bk)

5(AIB) = %

como se queria probar.

(ii) Procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que §(A|B;) < D para todo
i € [1,k]. Entonces

|Bil | Bl 5 | B1] | By|
3(A|B) = \Bll J(A|By) + +W 3(A|By) < ‘BIID+ +E P
D
DB+ +1Bul) = (1BI) =
B |B]

por lo tanto, §(A|B) < D lo cual es una contradiccién.

Enseguida daremos otras definiciones.
Definicién 3.20. Sea A C N, el complemento de A esta definido por
A ={reN:z ¢ A}

Definicion 3.21. Sea A C N un conjunto finito y sea d € N. Decimos que a € A y
b € A son equivalentes y escribimos a ~ b si existe una progresion aritmética P tal
que

P={a,a+d,---,a+sd=b} CA o P={bb+d,--- ,b+sd=a} CA.
La Definicién [3.21] cumple con lo siguiente.

Proposicién 3.22. Se tiene que:
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(i) La relacion “ ~" definida en es de equivalencia. Las clases de equivalencia
son progresiones maximales.

(i1) FEl total de clases de esquivalencia es k = |(A+ {d}) \ A|.
(i1i) El complemento de A se divide en a lo mds k + d progresiones, es decir,

A=ByU---UBp con L<k+d.

Demostracion. Procedamos a demostrar cada inciso.

2

(i) Tenemos que probar que la relacién ” ~ 7 es reflexiva, simétrica y transitiva.

e ar~a.
No hay nada que hacer.
e Sia ~ bentonces b ~ a.

Esto se sigue directamente de la definicion de ~ .

e Sia~byb~ centonces a ~ c.
Como a ~ b entonces existe P, = {a,a +d, - ,a + s5d = b} o P, =
{b;b+d, - ,b+ s;d = a}, y como b ~ ¢ entonces existe P, = {b,b +
dy--- b+ syd=c} o P,={c,c+d,--- ,c+ sod = b}. Entonces hay que
hacer cuatro casos:
Sitenemos Py = {a,a+d, - - ,a+s1d=b}y P, ={b,b+d, -+ ,b+sed =
c}. Podemos tomar la progresién aritmética

P=PUP={a,a+d,- - ,a+s5d=0bb+d, - b+ sed = c}.

Si tenemos P, = {a,a+d,--- ,a+ s1d = b}y Po = {c,c+d, - ,c+
Sod = b}. Sin pérdida de generalidad supongamos que a < ¢. Notemos que
a+ s1d = ¢+ sod = b, entonces ¢ = a + (57 — $3)d. Como a < ¢ se tiene
que 0 < (s; — s2) < 81, en consecuencia ¢ = a + (s1 — s3)d € P;. Por lo
tanto podemos tomar la progresion aritmética

P={a,a+d, - ,a+ (51— s2)d = c}.

Sitenemos Py = {b,b+d, - ,b+sid =a}y Py ={b,b+d, -+ ,b+sod = c}.
Sin pérdida de generalidad supongamos que a < c. Por lo tanto a € Ps.
Entonces podemos tomar la progresion aritmética

P:{b+31d:a,--- ,b—|—52d20}.
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Sitenemos Py = {b,b+d, - ,b+sid =a}y Py ={c,c+d, -+ ,c+sod = b}.
Podemos tomemos la progresién aritmética

P=PRUP ={c,c+d, -+ ,c+sod=0bb+d,-- b+ s1d = a}.

Por lo tanto en todos los casos se cumple que a ~ c.

(ii) Por el Teorema al conjunto A lo podemos escribir como A = PLUP, - - -UP;

(i)

donde P, --- , P, son las distintas clases de equivalencia, es decir, A puede ser
escrito como la unién de progresiones aritméticas ajenas de diferencia d.

Sea P; := {wx;,x;+d, -+ ,x;+s;d=1y;} C Aparatodoi € {1,---, k}, entonces
P+ {d} = {z; +dyx; +2d,--- ,x; + (s; + 1)d = y; + d}. Es facil ver que
A+{d} = (PL+{d}) U (P, +{d}) - U (P + {d}). Ahora notemos que x; +
(s;i+1)d = (y; +d) € P;+ {d} no pertenece a A para toda ¢ € {1,---,k}, pues
de lo contrario tendriamos

P c{rpzi+d,- -y xi+sid=y, v+ (si+ 1)d=y; +d} C A

lo cual es una contradiccién pues P; es la progresion aritmética més grande que
contiene a x;. Entonces

[(A+{d)\ Al = (U(H+{d})> \ Al =

i=1

(U(H + {d})> A

i=1

= 0 (P, +{d}) N A9

U (Fi+{d})\ 4)
= Uyﬂrd

=H{pm+dy+d,- ,yp+d} =k

Primero, como A es finito entonces A€ es infinito.

Tenemos que A° = By U ---U By, entonces algunos de estos conjuntos B; con
i € {1,2,---,L} son infinitos. Sin pérdida de generalidad supongamos que
By, By, -+, By son los conjuntos infinitos y Byy1, Beio,- -+ , By, son los finitos.

Afirmacién 1. ¢ =d.

Como todas las B; con i € {1,--- , £} son progresiones aritméticas infinitas, las
podemos escribir como sigue
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By ={xy, 1 +d,x1 +2d,---} C A°
BQZ{I2,$2+d,ZL‘2+2d,"'}CAC

Bg:{xg,l’g—i-d,x@—i-Qd,-“}CAC

donde z,, # x, si m # n para todo m,n € {1,2,--- ,(}.

Ahora consideremos los residuos r; de dividir x; entre d donde i € {1,2,--- , ¢},
entonces
x; =71; (mod d) donde 0<r; <d. (3.4)

Aqui tenemos que 7, # r; para toda l,j € {1,---,¢} con [ # j, pues si
suponemos que 7; = r; entonces tendriamos que z; = x; (mod d), por lo que
d | (z; — x;), luego x; — x; = sd con s € Z", por lo tanto z; = x; + sd. Esto
ultimo quiere decir que x; € B;, y como x; € B; entonces x; € B; N By; lo cual
es una contradiccién pues todos los B; con i € {1,2,--- £} son ajenos entre si.
Por lo tanto r; # r; cuando [ # j.

Ahora veamos que no podemos tener que ¢ < d y tampoco ¢ > d.

Primero supongamos que ¢ < d.

Como tenemos d clases de congruencia médulo d y ¢ < d entonces existe r con

0 <r<dytal que r # r; para todo i € {1,--- ,¢}. Consideremos el conjunto
Q={aeZ' :a=r(modd)}={r+sd:seZ"}.

Vemos que @ N B; = () para todo ¢ € {1,---,¢}, pues si suponemos que
z € @ N B; entonces como z € B; tendriamos que z = x; + sd para algin
seZt y como z € (), entonces

x; + sd = r (mod d)

luego
x; = r (mod d),

por lo tanto
r; = r (mod d),

lo cual es una contradiccion.
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Ahora sea
Q ={d €Q:d >0b paratodo b€ By UBy, o U---UB}.

Sia € @ tenemos que o' ¢ BiU---UByyad ¢ By U---U Byp, entonces
a ¢ BiU---UBp = A° luego a’ € A, por lo tanto @)’ C A, lo cual es una
contradiccién pues @' es infinito y A es finito.

Ahora supongamosmos que ¢ > d. Ya vimos que r; # 7; con | # j para todo
l,jeA{l,--- 4} en , esto quiere decir que hay al menos ¢ distintas clases
de equivalencia médulo d, lo cual es una contradiccion pues tnicamente hay d
clases de equivalencia moédulo d.

Como ¢ no es menor y tampoco mayor que d, entonces tenemos que d = ¢ . ©

Por lo tanto A= B UByU---UBy;UBgy 1 U---U By, donde By,--- , By son
d conjuntos infinitos y Bgy1,- -+, Br son L — d conjuntos finitos.

Sean

Bai1 = {%as1, 2401 +d, -+, Tay1 + krd = yay1 } C A°
Bayo = {Tas2, Taro +d, -+, Tayo + kod = yayo} C A°

By ={zp,zp+d, - o, +krd=1yr} C A%

Como vimos en la demostracién de la Proposicién punto (ii), el elemento
yi+dconi e {d+1,---,L} no pertenece a A°, es decir (y; + d) € A. Ahora
consideremos la clase [y; +d] = {z € A: z ~ (y; + d)}, sabemos que [y; + d]
es una sucesién maximal que contiene a y; + d, obervemos que esta sucesion
comienza en y; + d, pues de no ser asi tendriamos que (y; +d) —d = y; € A, lo
cual no es posible pues y; € A° para todo i € {d+1,---, L}. Entonces [y; + d]
es una sucesion en A que comienza en y; + d para toda i € {d + 1,---, L}.
Vemos que [y; + d| # [y; + d] para todo ¢ # j con i,j € {d+1,---,L} pues
de lo contrario tendrfamos que y; +d = y; + d, es decir, y; = y; lo cual es
falso. En conclusion, tenemos una clase de equivalencia [y; + d] C A para todo
ie{d+1,--- L}, es decir, tenemos al menos L — d clases de equivalencia en
A. Es decir, L —d < k, por lo que L < k +d.

]
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Por 1ltimo presentaremos el Lema Con este lema ya es facil demostrar el
teorema de Roth.

Lema 3.23. Sea 0 < 6 < 1 y N € N tal que N > 2284/ 6, 6§ < [1,N]
cumple que |S| > dN y S no contiene una progresion aritmética de tres términos,
entonces existe una progresion aritmética P C [1, N] tal que |P| > ( loglog N y
5(S|P) > & + 6%/32.

160)

Demostracion. Dividimos [1, N] en cuatro partes N; = [(iM + 1,(i + 1)M] para
i ={0,1,2,3} donde M = (%} (quizés con la tltima parte un poco més pequena
&1 =3 < |Ns| < [47). Tenemos que [1, N] = NgU--- U Nj.

Si suponemos que 0(S|N;) < /2 para algin ¢ € {0, 1,2, 3} entonces existe j # i
tal que 6(S|N;) > & + &. Par ver esto, hacemos lo siguiente.

Por la Proposicién inciso (i), tenemos que

| V]

ssiin. v = Py + 1AM 5610871 3,

pero por hipotesis §(S|[1, N]) > §, entonces

N S s1) + WWK“’ NI\ N)) > 6,
luego

1, N]\ N N

TCS(SK[LN] \Ny) > N 6(S|N;)

pero como 0(S|N;) < 0/2, entonces

L5]\ N N (3
e e CIRIIRDEEECH )

-5)
S

HE =)
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después

2N — |N;| N

5wMLM\MD>*( 2N )W@NHNH

_5 2N — |N| N

- 2N N — |NZ|

s 2N — |N|

- 2N — 2|V

B | V4|

B | V4|

=0t oN o, °

pero |N;|/(2N — 2|N;|) > §/32, entonces

52
S(SI([L N\ M) > 6+
Luego, por Proposicién inciso (ii) tenemos que existe N; con i # j tal que
I(S|N;) >+ 3—32 , por lo tanto el intervalo szes una progresién aritmética tal que
|N;| = (%1 > (25)loglog N y §(S|N;) > + §—2.

160
Ahora supongamos que §(S|N;) > §/2 para toda i € {0,1,2,3} . Por convenien-
cia, tomemos el segmento Ny = [M + 1,2M] y lo dividimos en aproximadamente

(loglog N)/2 intervalos de longitud entre N/(2loglog N) y N/(loglog N), luego, por
la Proposicién inciso (ii) hay uno de estos intervalos, digamos I, en el cual S
tiene una densidad de almenos 6/2.

Luego como N > 22008(/9” 101 hipétesis y 2loglog N < N¥/2 cuando N > 16,
entonces

1| > N/(2loglog N) > N/N'/? = N1/2
> (22[10g<4/5)p)1/ ’
_ ollog(4/6)]?

Asi, si vemos al conjunto SN 1 como subconjunto de I, podemos aplicar el Corolario
3.9 para encontrar un cubo de Hilbert

Cr(zo, 1, - yap) =C CSNI
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de dimensién k > (loglog |I|)/4 y con ¢, -+, ¢, < |I| < N/(loglog N). Observemos

que debido a que |I| > N'/2 entonces k > (loglog|I|)/4 > (loglog N'/?)/4 y ademés

como (loglog N'/2)/4 > (loglog N)/8 cuando N > 16, se sigue que k > (loglog N)/8.
Ahora sea C; el cubo con generadores cg, - - - , ¢; y hagamos

Di=20,— (SN[, M) ={2b—h:be Cy,he SN[1, M]},

comob € C; C [M+1,2M]y h € SN[1, M] entonces M +1 < 2b—h < 4M por lo que
D; C [M+1,4M] C [1, N]. Observemos que cada D; es ajeno a S, pues si suponemos
que D; NS # () se tiene que existe 20 —h € D;N S con b e C; C S,h € SN[1, M],
luego {h,b,2b — h} C S es una progresién aritmética de tres términos con diferencia
b— h, pero esto es una contradiccon pues S es libre de progresiones de este tipo. Por
lo tanto D; NS = 0.

También vemos que esta coleccion de conjuntos forma la secuencia

Dy C Dy--- C Dy, C[1,N],

entonces (D; 41\ D;)N(D;41\D;) = 0 sii # j . Entonces hay un i tal que |D; 1\ D;| <
N/k, pues si suponemos que |D;1 \ D;| > N/k para toda i, se tiene que

k—1
> 1Dt \ Di| = [D1\ Do| + D2\ Dy| + -+ + |Dk \ Dy
1=0

> N/k+---+ N/k=k(N/k) =N,

-~

k—veces
pero por otro lado
k—1
> " [Disi \ Di| = (ID1| = |Dol) + (| D2 — | D) + -+ + (|Dk| = [Dia )
i=0

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto existe i tal que |D;41 \ D;| < N/k.
Como Dy = D; U (D; + {2¢;41}), tenemos que |(D; + {2¢;41}) \ Di| < N/k.
Haciendo B = D; y d = 2¢;;1 tenemos
N N SN
— < < .
k — (loglog N)/8 ~ loglog N

(B +{d})\ B| <

También tenemos que d < 2N/loglog N y
|B| > |Do| > |SN[1,M]| > (6/2)M = (§/8)N,
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es decir, 6(B|[1,N]) > ¢/8.

Sea A = [I,N]\ B = [1,N] N B¢, por la Proposicién inciso (ii) y (iii)
podemos escribir B¢ = P/ U --- U P, donde los P/ son progresiones aritméticas de
diferencia d y ¢ < d + |(B + {d}) \ B|, entonces A = [, N|N (P{U---UP)) =
(P{N[1,N))U---U(P,N[1l, N]). Sea P, = P/U[l, N] para todai € {1,--- ,{}, vemos

que todas estas P; son progresiones aritmeticas de diferencia d. Luego,

2N 8N 10N

(<d B d B| < = '

Asi, podemos escribir
A=PU---UP,,

con ¢ < 10N/loglog N, donde cada P; es una progresién aritmética de diferencia d,
y todo P; disjunto.
Como §((AU B)|[1, N]) = 6([1, N]|[1, N]) = 1 y por otra parte

1= §(AUBI[L,N]) = |[AUB|/N = |A|/N + |BI/N = 5(Al[L, N]) + 6(B|[1, N,

entonces

S(A|[L,N]) = 1 — 6(B|[1,N]) < 1 — (§/8).

Sea J C {1,---,/} el conjunto de indices i para los cuales |P;| > (§2/160) log log N.
Entonces tenemos

: <N
160 160  — loglog N 160  — 16

S|P < 25210g10gN _ . PloglogN _ 10N &loglogN _ &
igJ igJ

Ahora como BN S = () entonces S C A =[1,N]\ B. Luego,

A=PU---UP = (UR>U<UB>,

ieJ i¢J

sea Ay =

Como

Py Ay = Uz‘ngPm entonces A = A; U A,.

icJ

SCAQUS:(AlLJAQ)ﬂ(SUAQ) pues SUAQCAlLJAQ
= (A NS)U A,y

Esto muestra que [(A; N S) U As| > |S], luego como (A; NS) y Az son ajenos,
entonces [(A; NS) U Ay| = |41 NS| +|As|, por lo que |[A; N S| > |S] — |Asl.
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Asi tenemos

[SnAf 1SN Uies B o 151 = [(Uigs P

S|4 > >
214 = =] A A
SN — &N 52 )
R NS S VS I
ST U TR
52
> hll
0+ 35

Esto significa que S tiene densidad § + g—; sobre la unién de las progresiones P;
de longitud almenos (42 log log N)/160 , asi por la Proposicién inciso (ii) hay
un P, con i € J C {1,---,¢} en el que S tiene densidad al menos & + §2/32 y
|P;| > (160)loglogN

[

Teniendo todas las herramientas necesarias, ahora procederemos a demostrar el
teorema de Roth.

Teorema 3.24 (Roth). Para todo 0 < § < 1 existe un minimo entero Ny = Ny(0)
tal que si N > Ny, cualquier S C [1,N] con |S| > dN contiene una AP(3).

Demostracion. Sea 0 < 6 < 1. Ahora consideremos Ny lo suficientemente grande
como para que después de iterar la funcién f(Ny) = (6%loglog Ny)/160 al menos
32/6% veces, comenzando con Ny, todavia tengamos un valor mayor que 22°s(4/ 0’
para que el Lema[3.23| pueda ser aplicado. Ahora demostremos que para todo N > Np,
cualquier S C [1, N] con |S| > dN contiene una AP(3).

Procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que existe N > Ny tal que
hay un S C [1, N] con |S| > 0N que no contiene una progresion aritmética de tres
términos.

Como N es lo suficientemente grande como para que en primera instancia se
cumpla que N > 22002(/9) v ademds tenemos que S C [1,N] con |S| > 6N sin
AP(3), entonces por el Lema existe una progresiéon aritmética P, C [1, N] tal
que |P;| > (160)10g10gN y 5(S|P1) =0, > 6+ 6%/32.

Ahora sea S; = S N P;. Ya que las progresiones aritméticas se preservan bajo
transformaciones afines, podemos 1dentiﬁcar Py con [1,|P|] y S1 como subconjunto
de [1,|P1|] con densidad 6, > § + & en P;. Debido a que S no contiene progresio-
nes aritméticas, entonces S; tampoco, ademas como N es lo suficientemente grande
tenemos que |Pi| > (&) loglog N > 2200e4/0) lyego 22108(4/01* > 92008(4/5)F pes
6 > 6 , por lo tanto |Py| > 2200s4/00F v como Sl [1,|P1]] con |Si| = 61| P1| enton-
ces podemos volver a aplicar el Lema y obtener otra progresiéon P, C [1,|P]
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Ll

2
con |Py| > (7&) loglog |Pi| y Sy := S1 N Py con (52| P2) = 65 > 01 + :% . Repitiendo
este proceso, obtenemos una secuencia de progresiones Py y subconjuntos S con
densidad & en P, que satisface

03—y loglog(| Py-1]) &

P.l > > 07 .
Pl = 160 Y Ok 2 O+ 0

Afirmacion 1. 6, > 0 + k% )

Para mostrar esto, procedamos por induccién. Cuando k£ = 1 ya vimos que 6; >
§ + (9%)/32. Ahora supongamos que J, > § + k. Luego

52
Opt1 > Op + 3—5
52 (5 + k:g—;)Q
> (0 + k3—2) toy
52 52 53 5

Y SR Y S
33 TR TR T 39768
R R
DS kS g
k)5 Hhsn R s

2

25+(l~c+1)§—2.

Quedando demostrada la afirmacion. ©
Asi después de k = 32/4? iteraciones, tenemos 0, > 6-+1 > 1, por lo tanto después
de un numero finito de iteraciones la densidad ha incrementado a un niimero mayor
que 1, lo cual es una contradiccion.
]

A continuacion definiremos un tipo de densidad que se le puede asociar a una
sucesion natural. Esta nos sera de utilidad para poder enunciar el teorema de Roth
en su version infinita. Primero recordemos algunas definiciones de Célculo.

Sea A = {a, : n € N} una sucesién acotada de nimeros reales. Definimos

a, = inf{a, : k > n}

Bn =sup{ay : k > n}

entonces a cada sucesion {a,} le podemos asociar las sucesiones {a,} v {5,}, donde
es claro que a,, < a, < (3, para todo n € N. Es facil demostrar (ver [§]) que {a,}
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es mondtona creciente y acotada superiormente, mientras que {f,} es mondtona
decreciente y acotada inferiormente. Por lo tanto ambas sucesiones son convergentes.
Al limite de {ay,} se le llama limite inferior de la sucesién {a,} y se denota por

liminf a,,. Andlogamente, al limite de {f,,} se le llama limite superior de {a,} y se
n—oo
denota por limsup a,,. Asi:
n—oo

liminf a,, := lim (inf{ay : £ > n})
n—oo

n—oo
y
limsup a,, := lim (sup{ay : k > n}).
n—00 n—00
Se puede demostrar (ver [§]) que
T}irgo(l’nf{ak tk>n}) = s;lp iirzlﬁ ay
y
lim (sup{ay : k > n}) = inf supay
n—oo ne an
donde
sup 11I>1f ar = sup{inf{a, : k > n}:n >0}
ne =n
e

inf sup ay, := if{sup{ax : k > n} :n > 0}.
neN k>n

Definicién 3.25. Sea A una sucesion natural, la densidad superior de A estd dada
por

d(A) := limsup A(n)

n—00 n

Notemos que la densidad superior estd bien definida pues a, = A(n)/n es una
sucesion acotada, por lo tanto siempre existe su limite superior.

El teorema de Roth puede ser escrito en la siguiente forma equivalente. De hecho,
en algunas fuentes ([9, [10]) el teorema de Roth se encuentra escrito de esta manera.

Teorema 3.26 (Roth versién infinita, 1953). Sea A una sucesion natural con d(A) > 0,
entonces A contiene una progresion aritmética de tres términos.

En la presente tesis solo mostraremos que la version finita del Teorema de Roth
(Teorema [3.10) implica la versién infinita (Teorema [3.26)).
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Proposicién 3.27. El teorema de Roth version finita implica la version infinita.

Demostracion. Sea A una sucesiéon natural tal que d(A) = L > 0. Debemos mostrar
que A contiene una AP(3) suponiendo que el Teorema se cumple. Sea 6 = L/2,
entonces por el Teorema [3.10] existe Ny tal que para todo N > Ny, cualquier S C
[1,N] con |S| > (L/2)N contiene una AP(3).

Sabemos que d(A) = L > 0, es decir, JI_EEJSUP{A(]{)/% ck>n}) =L >0,
por definicién de limite tenemos que, dado ¢ = L/2 > 0 existe N; > 0 tal que
—e+ L <sup{A(k)/k:k>n} <e+Lsin> N;. Comosup{A(k)/k:k>n}>L/2
si n > Ny, entonces existe k > n tal que A(k)/k > L/2 si n > Nj. Es decir, existe
k> ntal que |[AN[L K] > (L/2)k sin > Nj.

Sean = max{ Ny, N1 }, por lo anterior existe k > max{Ny, N} tal que |[AN[1, k|| >
(L/2)k. Luego como k > Noy AN[l,k] C [1,k] con |[AN[L, k]| > (L/2)k, entonces
AN, k| contiene una AP(3), y por lo tanto A contiene una AP(3).

[
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Capitulo 4

Bases y densidad de Schnirelmann

En el Capitulo 2| presentamos la definicién de sucesién natural con cero y defini-
mos la operacion suma para este tipo de conjuntos. En el presente capitulo trabajare-
mos con este tipo de sucesiones, definiremos lo que significa que una sucesién natural
con cero sea una base y demostraremos el clasico teorema de Lagrange que afirma que
todo numero natural puede ser escrito como la suma de cuatro cuadrados. Ademas,
definiremos un tipo de densidad para las sucesiones naturales llamada densidad de
Schnirelmann y probaremos que si A es suficientemente denso en N entonces A es
una base. El material de este capitulo fue consultado en [3].

A continuacion presentaremos un concepto con el que estaremos trabajando cons-
tantemente por lo que es importante tenerlo siempre en cuenta.

Definicion 4.1. Sea A una sucesion natural con cero, decimos que A es una base
de orden k si la suma de k copias de A contiene a todos los niumeros naturales, es
decir, si se cumple que
A+A+---+A=N
e

Ejemplo 4.2. Consideremos las sucesiones naturales del Ejemplo [2.21]
(1) A={0,1,3,5,---} es una base de orden 2.

Tenemos que demostrar que N C A+ A. Sean € N, si n € A entonces
n=n+0€ A+ A Sin ¢ A, notemos que entre cualesquiera dos elementos
consecutivos de A hay un unico nimero que no estd en A. Supongamos que n
estd entre G, Y Qmi1, entonces n = a, + 1. Por lo que tenemos n = a,, +1 €

A+ A, esdecirNC A+ A.
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(2) A={0,1,4,7,---} es una base de orden 3.

Mostremos que N C A+ A+ A. Sean € N, sin € A tenemos que n =
n+0+0€ A+ A+ A. Sin ¢ A, notemos que entre cualesquiera dos elementos
consecutivos de A hay unicamente dos elemento que no estin en A. Supongamos
que n estd entre a,, Y amy1, entonces n = a,, +1 on = a,, + 2. Vemos que
am+14+0€ A+A+Aya,+1+1€ A+A+ A, porlo tantoNC A+ A+ A.

Es importante recalcar que cuando trabajemos con bases siempre utilizaremos
sucesiones naturales con el cero. Es fundamental que las sucesiones naturales cuenten
con este nimero pues si suponemos que A = {a, | n € N} es una base de orden k
pero A no contiene al cero, entonces por un lado a; > 0 para todo 7 € N y por el
otro 0 = x1 + x5 + - - - + 21, donde z; € A lo cual es una contradiccion.

Podemos observar que si A es una base de orden k entonces se tiene que A también
es una base de orden k+ 1. Esto se sigue de que al ser A una base de orden k existen
ay,as, -+ ,ar € A tal que a3 + as + -+ - + ax = n para todo n € N, lo cual se puede
escribir como a; + as + -+ + a + 0 = n para todo n € N con ay,as, -+ ,a;,0 € A.

4.1. El Teorema de Lagrange

Muchas veces es dificil determinar si una sucesion natural es una base de un de-
terminado orden k, para ilustrar esto presentaremos el famoso Teorema de los Cuatro
Cuadrados de Lagrange [2]. Dicho teorema establece que la sucesién de cuadrados,
la sucesién A en el Ejemplo [2.18] es una base de orden cuatro. Es facil ver que la
sucesion de los cuadrados no es una base de orden tres, pues el nimero 7 no puede
ser escrito como la suma de tres cuadrados, es decir, la ecuacién x? + 23 + 23 = 7
no tiene solucién en los niimeros naturales ya que x1,xs, 3 solo pueden tomar los
valores 0, 1,2, (pues 3% > 7) pero ninguna de las posibles sumas que podemos formar
con estos ntimeros es igual a 7.

Teorema 4.3 (Teorema de Lagrange, 1770). Todo nimero natural puede ser escrito
como la suma de cuatro cuadrados.

Demostracion. Primero observamos que

(2f + 23+ a5 +23)(y; +ys + s+ i) =21 + 25 + 25 + 24 (4.1)
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donde
21 = X1Y1 + T2Y2 + T3Ys + TalYs

2y = X1Y2 — TaY1 — T3Ys + T4Y3
23 = X1Y3 — T3Y1 + T2Ys — T4Y2

Z4 = X1Yq — T4Y1 — T2Y3 + T3Y2

(4.2)

Esto quiere decir que el producto de dos niimeros que son suma de cuatro cua-
drados también es suma de cuatro cuadrados. Entonces por lo anterior y teniendo
en cuenta el Teorema Fundamental de la Aritmética (Teorema , basta probar el
teorema para ntmeros primos. Como 2 = 12 + 12 + 02 + 02, tinicamente tendremos
en cuenta los primos impares.

Sea p un primo impar. Consideremos los conjuntos

A={a*:a=0,1,---,(p—1)/2} v B={-1-0*:b=0,1,---,(p—1)/2}.

Afirmacion: En cada uno de estos conjuntos hay (p + 1)/2 distintas clases de con-
gruencia moédulo p.

En otras palabras, todos los elementos de A (respectivamente, de B) son distintos
modulo p. Para demostrar esto procedamos por contradiccién, primero tomando en
cuenta los elementos del conjunto A. Supongamos que existen a?,a3 € A tal que

a% = ag (mod p),

entonces
p| (af —a3).

Como p es primo y ademés (a? —a3) = (a; +az)(a; — az), tenemos que al menos una

de las dos opciones se cumple

pl(ag+a) o pl(a—as).

Pero como 0 < a3 + a3 < p—1<py0<la; —as < (p—1)/2 < p obtenemos
una contradiccién. Por lo tanto A tiene (p + 1)/2 distintas clases de congruencia
moédulo p. Andlogamente se demuestra para el conjunto B, supongamos que existen
(=1 —b}),(—1—b3) € B tales que

—1—bf=—1—-"b5 (mod p)
entonces

—b? = —b2 (mod p)
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luego
b2 = b2 (mod p)

por lo tanto
p| (b = b3).

Como p es primo y ademés (b? — b3) = (by + by)(by — ba), tenemos que al menos una
de las dos opciones se cumple

pl(bi+b) o pl(by—bo).

Pero como 0 < by + by <p—1<py0<|by—bs| <(p—1)/2 < p obtenemos una
contradiccién . Por lo tanto B tiene (p+ 1)/2 distintas clases de congruencia médulo

p. ©
Como s6lo hay p distintas clases de congruencia moédulo p, por el principio de las

casillas existen enteros a,b con a*> € Ay (=1 —b?) € B tales que
a*=—1—-b* (mod p)

entonces
a>+b*+1=0 (mod p)

después
pl(a®+0*+1)

por lo tanto existe n € ZT tal que np = a® + b* + 1. Luego

2 2 2 2 p—1 ? p—1 ? p—1 ?
p<mp=a"+b+1°+0°< — + Y +1=2 5 +1

_12 2
2%4r1<%+1<p2

por lo que p < np < p?, entonces 1 < n < p. De acuerdo a lo anterior se tiene que el
conjunto

C={keZ : 1<k<py kp eslasuma de cuatro cuadrados } # 0.

Como (' es no vacio y acotado por abajo, tiene un elemento minimo. Sea m este
valor. Entonces existen x1, x9, 3, x4 € Z tal que

mp=a]+r3+a5+x; con 1<m<n<p.
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Ahora debemos demostrar que m = 1.

Procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que 1 < m < p. Conside-
remos el conjunto de los niimeros enteros y tales que —m/2 < y < m/2, observemos
que tenemos m numeros enteros consecutivos en este intervalo, entonces este conjun-
to es un sistema completo de residuos modulo m, por lo que para cada x; existe un
tnico y; con —m/2 < y; < m/2 tal que

x; =y; (mod m)

entonces

ity +tystyi=ai+as+ai+ai=mp=0 (mod m)

luego
m | (yi +v5 + v5 + i)

por lo tanto
existe r € N tal que mr = y% + yg + y§ + yi.

Si r = 0 tenemos que 0 = y? + y2 + y2 + y3, entonces y; = y, = y3 = y4 = 0. Por
lo tanto

0=uz; (mod m) con 1 <i<4

luego
m | z;
por lo que
m? | a7
entonces
20,2 2 2 2
m” | x] + x5 + x5 + x5 = mp
después
m* [ mp
finalmente
m | p.

Lo cual no es posible pues p es primoy 1 <m < p. Por lo tantor > 1y
mr =yt +y; +y3 + i < 4(m/2)? =m?.

Pero m = r si y sélo si m es par y y; = m/2 para i = 1,2,3,4. Entonces tenemos que
x; =m/2 (mod m), de dondem | (x;—m/2) y de aqui obtenemos que m | (z;+m/2).
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Luego como m | (x; —m/2) y m | (x; +m/2) se tiene que m? | (z? — (m/2)?), por
lo tanto
r7 = (m/2)* (mod m?) paratoda 1<i<4,

entonces
v} + 73 + 23 + 25 = m? = 0(mod m?)
luego
m? | (2} + 23 + 25 + a5 = mp)
después
m* | mp
por lo tanto
m | p

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto 1 < r < m.
Por la Ecuaciéon (4.1]) tenemos que

mPrp = (mr)(mp) = (2 + 23 + 25 + 23)(y; +v5 +y3 + i) = 21 + 25 + 25 + 7.

Luego por la Ecuacién (4.2]) tenemos que z; =0 (mod m) para 1 < ¢ < 4, entonces
z; = muw; para algun w; € Z, por lo que

m*rp = m?(w? + w35 + w; +wi) entonces rp = wi+ w; + w; + w;

Lo cual contradice que m era minimo. Por lo tanto m = 1 y el niimero primo p es la
suma de cuatro cuadrados. [

Como vimos en el Teorema [£.3], la sucesién de los cuadrados es una base de or-
den cuatro, mds tarde se demostré que la sucesiéon de los cubos {0%,13,23 ...} es
una base de orden nueve. Estos hallazgos llevaron a los matematicos a conjeturar,
que para todo nimero natural n, la sucesiéon {0,1™,2" 3", -} es una base (donde
el orden depende de n). Esta conjetura fue propuesta por el matemdatico Edward
Waring (1736-1798) en el siglo XVIII. El problema resulté ser muy dificil de demos-
trar, sin embargo en el ano 1909 la hipotesis de Waring fue demostrada por David
Hilbert (1862-1943) usando herramientas analiticas muy complicadas. Quince afios
después, nuevas pruebas del teorema de Hilbert fueron publicadas por Godfrey Ha-
rold Hardy (1877-1947) y John Edensor Littlewood (1885-1977) en Inglaterra y por
Ivan Matvéievich Vinogradov (1891-1983) en la URSS. Estas pruebas fueron de nue-
vo analiticas, pero se diferenciaban de la prueba de Hilbert en que el método de estas
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era claro y sus conceptos eran simples. De hecho, debido a esto, ambos métodos se
convirtieron en poderosas fuentes de nuevos teoremas aritméticos.

En los anos posteriores se siguié con la bisqueda de una prueba que sélo hiciera
uso de la aritmética elemental y fue hasta el ano 1942 cuando el estudiante Soviético
Yuri Vladimirovich Linnik (1915-1972) logré encontrarla.

4.2. Densidad de Schnirelmann

Dada una sucesién natural A = {a,, : n € N} denotamos por A(n) a la cantidad
de nimeros en la sucesién que no sobrepasan al entero n (sin contar al cero, en caso
de ser A sucesién natural con cero). Formalmente, para n € Z*, definimos

A(n) :=|ANIL,n]|.
Observemos que, para todo n € Z*, 0 < A(n) < n, por lo que

0< AW g (4.3)
n

Ahora procederemos a dar la definicién de densidad de Schnirelmann.
Definicién 4.4. Sea A una sucesion natural. La densidad de Schnirelmann de A

estd dada por
d(A) := inf {@ ‘n € Z+} :

n

Observemos que esta definicién tiene sentido para toda sucesion natural A, pues
en consecuencia de (4.3)), el conjunto {A(n)/n : n € Z*} estd acotado inferiormente,
y por lo tanto siempre existe su infimo.

Para familiarizarnos con la Definicién demostremos el siguiente resultado.

Proposicién 4.5. Sea A = {a,, : n € N} una sucesion natural con cero.
(1) Siay > 1 (es decir, la sucesion A no contiene al nimero 1) entonces d(A) = 0.
(2) La sucesion A es el conjunto N si y solamente si d(A) = 1.

(3) Sia; =1y d(A) =0, entonces para todo € > 0 existe un nimero m suficien-
temente grande tal que A(m) < em.

Demostracion. Sea A una sucesion natural con cero. Procedamos a probar cada uno
de los incisos.
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(1)

Por (4.3)), sabemos que A(n)/n > 0 para todo n € Z*. Por otra parte, a; > 1
implica A(1) = 0, y entonces A(1)/1 = 0. Luego, la sucesién de nimeros reales
{A(n)/n : n € Z"} alcanza su cota inferior 0 , por lo tanto

d(A) =inf{A(n)/n:ne Z"} =0.

Supongamos primero que A = N. Entonces, A(n) = n para todon € Z*. Por lo
tanto A(n)/n = 1 para todon € Z". Luego, d(A) = inf{A(n)/n:n € Z"} = 1.

Supongamos ahora que A es una sucesién natural con cero tal que d(A) = 1.
Entonces, por definicién, se cumple que 1 < A(n)/n para todo n € Z*. Por
otro lado, de (4.3) sabemos que A(n)/n < 1 para todo n € Z*. Entonces,
A(n) = n para todo n € Z*; es decir, para cada n € Z*, hay n elementos en A
(sin contar al cero) que son mayores o iguales que 1 y menores o iguales que n.
La tnica forma de que esto sea posible es que a; = 1,a, = 2,--- ,a, = n para
todo n € Z". De lo cual concluimos que A = {0,1,2,3,---} = N.

Observemos primero que como A contiene al 1, entonces 0 < A(n) para todo
n € Z* por lo que 0 < A(n)/n para todo n € Z*. Sea ¢ > 0, como inf{ A(n)/n :
n € Z*} = 0 se tiene que € no es cota inferior de S = {A(n)/n : n € Z*}. Esto
quiere decir que existe s, € S tal que s, < € . Luego, existe m € Z* tal que

Se = %. Entonces, 0 < % < ey por lo tanto A(m) < me.

Ahora, veamos algunos ejemplos.

Proposicion 4.6. Sea A una sucesion natural.

Si A es la sucesion de los cuadrados perfectos entonces d(A) = 0.

Si A es una progresion aritmética con término inicial a; = 1 y diferencia r
entonces d(A) = 1/r.

Si A es una progresion geométrica tal que ag = 0 y a, = ar"* conn € Z*
entonces d(A) = 0.

Demostracion. Procedamos a probar cada uno de los incisos.

(1)

Tenemos que a, = n? para todo n € N, es decir

2
(10:0, (11:1, (12:4, (13:9,"‘,&k:]€,“‘

58



Luego
AQ) =1, A4) =2, A9) =3, -, AK) =k, -

Observemos que {A(k?)/k? : k € Z"} es una subsucesién de {A(n)/n:n € Z*}

que cumple
A(K?) k 1

ST ke Tk

y por lo tanto inf{A(n)/n : n € N} = 0.

?

Tenemos que

ay=1,a=14ra3=14+2r, a4 =1+3r, -+, agy1 =1+ kr, ---
Luego
Al)=1, A2)=1, ---, A(r)=1
Al4+r)=2, A2+r)=2, ---, A(2r) =
A(l42r)=3, A2+2r)=3, ---, A(3r) =
AQ+(k=1r)=k, A+ (k—1)r)=Fk, ---, A(kr) =
Como
k k Eoo1
> >.> — == toda k € Z*
I1+k—-1r 2+ k-1)r —  “kr r para toda & € £,
entonces
A1+ (k—1)r) > A2+ (k—=1)r > > A(kr) :1 para toda k € 7+
1+ (k—1)r 2+ (k—=1)r kr r

Por lo tanto, # > % para toda n € Z*. En otras palabras, 1/r es cota inferior

de la sucesién {A(n)/n : n € Z*}. Como, ademés dicha cota inferior se alcanza,
entonces d(A) = 1/r.

Tenemos que, para todo n € Z*, a, = ar" ! donde a,r € Z* con r > 1.
Observemos que a; = a. Si a > 1, por la Proposicion punto (1) se tiene que
d(A) = 0. Asumamos entonces que a = 1, luego

2 k—1
a’1:17a’2:raa3zr7"'7akzr y T
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A =1, A(r)=2, A(r*) =3, -, A" =k, -

Es decir
Alay) = A(r*1) =k para todo k € Z".

Observemos que { A(r*~1)/r*=1 . k € Z*} es una subsucesién de {A(n)/n :n €
7"} que cumple

A(rk=1)
lim =lim — =0 uesr > 1.
k—oo Tk_l k—o0 T’k_l ’ P

Por lo tanto inf{A(n)/n : n € N} = 0.

4.3. Lema de Schnirelmann

Una vez familiarizados con el concepto de densidad de Schnirelmann, procedere-
mos a presentar el lema de Schnirelmann.

Lema 4.7 (Schnirelmann). Sean A y B dos sucesiones naturales ambas con el cero,
entonces se cumple que

d(A+ B) > d(A) + d(B) — d(A)d(B). (4.4)

Demostracion. Sean d(A) = a, d(B) = 8, A+ B = C y d(C) = ~. Por definicién,
el segmento [1,n] contiene A(n) elementos de la sucesién A, y cada uno de ellos
también estd en la sucesion C' (puesto que 0 € B). Sean aj y apy1 dos elementos
consecutivos de A. Observemos que entre a; y agyq hay [ := agy1 — ap — 1 niimeros
que no pertenecen a A. Sean

ap + lag +2,- ap +1=apy — 1

estos numeros. Notemos que algunos de estos términos podrian estar en C. Exacta-
mente, los nimeros de la forma ay +7r donder € By 1 <r <apy1 —ar—1=1. La
cantidad de estos nimeros es igual a la cantidad de niimeros en B que pertenecen al
segmento [1,1], es decir, B(l). De lo anterior, concluimos que la cantidad de nimeros
de la secuencia C' que no sobrepasan a n satisface

C(n) > A(n)+ ) _B(l) (4.5)
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donde la suma se realiza sobre las longitudes de cada segmento en [1, n] sin elementos
de A (incluyendo, si es el caso, el segmento entre 1y a;, y el segmento entre Ay, y n).
Por definicién, sabemos que B(l) > Sl para todo | € Z™", luego (4.5)) es equivalente

C(n) > A(n)+ > Bl=An)+ 8 1, (4.6)

donde Y[ es la suma de las longitudes de todos los intervalos sin elementos de A en
el segmento [1,n], es decir Y1 =n — A(n). Luego (4.6) se puede reescribir como

C(n) > A(n) + B(n — A(n)) = A(n) — BA(n) + Bn,
y como A(n) > an, tenemos que
C(n) > an — fan + pn = an(l — ) + fn. (4.7)
Dividiendo entre n ambos lados de obtenemos
Cn)/n>a(l—=p0)+L=a+p—ap.
como 7 es un numero natural arbitrario se concluye que
y>a+p—af
lo cual es equivalente a . O
La Desigualdad puede alcanzarse o no. Ilustremos lo anterior con ejemplos.

Ejemplo 4.8.

» Sean A y B las sucesiones definidas en el Ejemplo[2.21. Sabemos que A+ B =
N. Entonces, como (A+ B) =N, por definicién y la Proposicién[4.5 punto (2)
tenemos que d(A + B) = 1. Sabemos ademds, por la Proposicion 4.6 punto (3)
que d(A) =1/2 y d(B) = 1/3, entonces

d(A) +d(B) — d(A)d(B) = (1/2) + (1/3) — (1/2)(1/3) = 2/3,
por lo que en este caso tenemos desigualdad estricta:
=d(A+ B) > d(A) +d(B) —d(A)d(B) = 2/3.
» Sea A =N y B una sucesion arbitraria, se tiene que A+ B =N, luego d(A +
B) =1 por el sequndo punto de la Proposicién Por otro lado
d(A)+d(B) —d(A)d(B)=1+d(B) —d(B) = 1.
Por lo tanto

d(A+ B) = d(A) + d(B) — d(A)d(B).
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El lema de Schnirelmann se puede generalizar usando induccién matemaética.
Primero observamos que podemos reescribir la Ecuacién (4.4) como

1 —d(A+ B) < (1—d(A))(1 — d(B)). (4.8)

De esta forma podemos hacer una generalizacién para una cantidad arbitraria de
sumandos.

Lema 4.9 (Schnirelmann generalizado). Sean Ay, As, ..., Ay sucesiones naturales to-
das con el cero, entonces se cumple que

k
L—d(Ay+ Ay + .+ Ay) < J](1 = d(A)) (4.9)
i=1
Demostracion. Procederemos por induccién sobre k.
Si k=2, por (4.8)) tenemos que
1 —d(Ay + Az) < (1 —d(Ar))(1 —d(Ay)).

Ahora supongamos que se cumple para k = n, es decir
L—d(A + Ay + ..+ Ay) < J](1 = d(4)).
i=1

Sea C'=A; + Ay + ... + A, , entonces

1—d(A1+As+ ...+ Ap1) =1 —d(C+ Apiq)
<(1-d(C)(1 —d(Ant1))
=(1—d(A + Ay + ... + A))(1 — d(Anp))

< (H(l — d(AZ))) (1 —d(Any1))

=1

n+1
= [T —a(ay)
i=1
por lo tanto

n+1
1—d(A + Ay + ..+ Anpr) < J](1 = d(A)).

=1
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Por 1ltimo, notemos que la Desigualdad (4.9) se puede escribir de la siguiente

forma
k

d(Ar+ Ay + .+ A) = 1= [](1 = d(4y)). (4.10)
i=1
En el Otono de 1931, después de regresar de un viaje al extranjero, Lev Genrik-
hovich Schnirelmann (1905-1938) le conté a Aleksandr Yakovlevich Khinchin (1894-
1959) la conversacién que tuvo con Edmund Georg Hermann Landau (1877-1938) en
Gottingen, y le conté entre otras cosas, el siguiente hecho: En todos los ejemplos que
ellos habian propuesto, era posible reemplazar la desigualdad

d(A+ B) > d(A) +d(B) — d(A)d(B) (4.11)
(la cual deducimos en por la desigualdad
d(A+ B) > d(A) + d(B). (4.12)

Es decir, la densidad de la suma siempre es mayor o igual que la suma de las
densidades (con la suposicién que d(A) + d(B) < 1).

Ellos conjeturaron que la Ecuacion debia ser verdadera, pero sus primeros
intentos de probar esta conjetura fueron insuficientes. Pronto se dieron cuenta que de
ser cierta, el camino de su prueba seria bastante dificil. En este punto, supongamos
que se cumple la Ecuacion 4.12, entonces esta ley puede ser generalizada inmedia-
tamente por induccién para un ntimero arbitrario de sumandos, es decir, bajo la
suposicion que

tenemos

k k
(Z A) = Z d(A). (4.13)
i=1 i=1

Este problema atrajo la atencion de estudiantes, debido a la simplicidad y elegan-
cia de la Desigualdad y al contraste entre su apariencia elemental del problema y
la dificultad que aparenté después de los primeros intentos. En 1923, después de mu-
chos meses de trabajo, A. Y. Khinchin logré probar la Ecuacién [4.12) para el caso més
importante, d(A) = d(B) (este caso es importante porque en la mayoria de problemas

concretos todos los sumandos son el mismo). Al mismo tiempo, él también probé la
desigualdad general bajo la suposiciéon que d(A;) = d(As) = -+ = d(A). Su
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método para la demostracion fue completamente elemental, pero muy complicado,
ademas sus ideas no podian ser usadas para dar la demostracién general.

Mientras tanto la publicacién de su trabajo atrajo la atencién de un gran circulo
de estudiantes de todos los paises. Muchos resultados insignificantes fueron obtenidos,
y una literatura completa surgié debido a esto. Algunos matematicos llevaron el
problema del dominio de los naturales a otros campos. En breve, el problema llegd
a ser fascinante e incluso sociedades matematicas ofrecieron dinero por la solucion.
No fue hasta 1942 que el joven matemético americano Henry Berthold Mann (1905-
2000) resolvié el problema: él encontré una prueba completa de la Ecuacién m
(v por lo tanto también de [£.13)). Su método fue completamente elemental y estaba
relacionado con el trabajo de A. Y. Khinchin, aunque estaba basado en una idea
completamente diferente. La prueba es bastante larga y muy complicada. Un ano
después, en 1943, Emil Artin (1898-1962) y Peter Scherk (1910-1985) publicaron una
nueva prueba del mismo teorema. Esta prueba fue considerablemente més corta y
clara y ain seguia siendo elemental.

4.4. Consecuencia del lema de Schnirelmann

Con el uso del Lema podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.10. Sea A una sucesion natural con cero. Si d(A) > 0 entonces A es
una base.

Para demostrar este resultado necesitamos el siguiente lema.
Lema 4.11. Sean € Z*, si A(n) + B(n) >n — 1 entonces n € (A + B).

Demostracion. Sin estd en A o en B se tiene que n también esta en A + B.

Ahora supongamos que n no estd en A ni en B. Como n no estd en A ni en B,
se tiene que A(n) = A(n — 1) y B(n) = B(n — 1), luego por hipdtesis tenemos que
An—1)+B(n—1)=A(n)+ B(n) >n— 1.

Sean ai,as, -+ ,a, y by, by, -+, bs los términos de A y B que estéan en el segmento
[1,n — 1] respectivamente, entonces r = A(n — 1) y s = B(n — 1).
Como 1l <b <n—1conl < i< s, entonces si multiplicamos por —1 esta

desigualdad tenemos
l—-n<-bh <-1

luego, si sumamos n nos queda

1<n-b<n-1
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por lo tanto los niimeros

A1,Q2,* ,Qp

n_blan_b%”' 7n_bs

estan en el segmento [1,n — 1].

Luego, se tiene que al menos un nimero de la fila de arriba es igual a uno de la
fila de abajo, pues de no ser asi tendriamos que todos estos niimeros deben de ser
distintos y como estén en el segmento [1,n — 1] se tiene que s +1r < n — 1, pero esto
no es posible pues r + s > n — 1. Entonces a; = n — by, por lo tanto n = a; + by, es
decir, n pertenece a A + B. ]

Ahora regresemos a la demostracién del Teorema :

Demostracidn del Teorema[{.10 Sea A una sucesién natural con cero tal que d(A4) =
a > 0. Por simplicidad escribiremos A;, en lugar de la suma de k sucesiones, donde
cada sucesion es A.

Tenemos por (4.10) que
d(Ay) >1—(1—a)"
Luego, como 0 < a < 1 se tiene que 0 < 1 — a < 1, entonces

lim (1 — a)* = 0.

k—o0

Por lo tanto, para un k suficientemente grande tenemos que (1 —a)* < 1/2, entonces
d(A) >1—(1-a)">1/2
y €Omo
Ap(n)/n > d(Ay) para todo n € Z*

se tiene que
Ak(n)/n>1/2
por lo tanto
Ar(n) >n/2>(n—1)/2.

En consecuencia Ag(n) + Ag(n) > n — 1. Aplicando el Lema se concluye que n
pertenece a Ay + A, = Ay, para todo n € Z*. Por lo tanto A es una base de orden
2k.

O
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En la prueba de este teorema podemos inferir que si d(A) = a > 0, entonces A
es base de orden 2k donde k es un entero positivo que cumple (1 —«a)* < 1/2. Ahora
nos preguntamos: para el k mas pequeno que cumple la condicién anterior, ; 2k es el
menor numero tal que Ay, = N?

Para responder esta pregunta veamos el siguiente ejemplo:

Consideremos A = {0,1,3,5,7,9,--- }. Por la Proposicién punto (3) sabemos
que d(A) = 1/2, luego tenemos que el entero k& més pequeno tal que

(1—-1/2)F =(1/2)" <1/2

es k = 2, por lo tanto A es una base de orden 4, es decir A+ A+ A+ A = N. Pero
por el Ejemplo tenemos que A es una base de orden 2. Por lo tanto la respuesta
a nuestra pregunta es no.

El Teorema llevé a una serie de importantes aplicaciones en los trabajos de
L. G. Schniremann. Por ejemplo, él fue el primero en demostrar que la sucesién P
formada por la unidad y todos los niimeros primos es una base. Es cierto que la
secuencia P tiene densidad cero, como Euler lo habia mostrado, asi que el Teorema
no puede ser aplicado directamente . Pero Schnirelmann fue capaz de probar
que P + P tiene densidad positiva. Ya que P + P forma una base, se sigue que P
también. De esto se sigue que todo nimero natural, a excepcion del ntimero uno,
puede ser escrito como la suma de k nimeros primos donde k es lo suficientemente
grande.
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Capitulo 5

Trabajo a futuro

Aunque parezca que el material de los Capitulos [3] y d] no tiene conexién, en
el presente capitulo encontraremos cierto vinculo. Primero, nos preguntamos ;cual
es la relacién que existe entre la densidad superior (Definicién y la densidad
de Schnirelmann (Definicién ? Claramente, dichos pardmetros son diferentes,
sin embargo, nuestro interés es acerca de las implicaciones que tiene un conjunto
con densidad positiva. En este sentido, resulta que un conjunto de niimeros enteros
positivos que contiene a la unidad, tiene densidad superior positiva si y solo si tiene
densidad de Schnirelmann positiva, como se muestra a continuacion.

Proposicién 5.1. Sea A una sucesion natural con 1 € A. Entonces d(A) > 0 si y
solo si d(A) > 0.

Demostracién. La proposicién es equivalente a demostrar que d(A) = 0 si y solo si
d(A) =0.
Primero supongamos que d(A) = 0. Como 1 € A, por la Proposicién inciso

(3) se tiene que
A(n)

lim —= =0
n—oco M
luego como
A A
lim (_n) = lim sup (_n)
n—00 n
entonces _
d(A) = 0.
Ahora supongamos que a(A) = 0. Como {% ck>n} C {Agi) : i € N} para
todo n € N, entonces inf{@ 1 €N} < inf{% ck>n} < sup{Al(f) : k > n} para
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todo n € N, por lo que inf {Agi) 11 E N} < sup % para todo n € N, luego
k>n
A(i A
fnf{ﬂ (1€ N} < inf supﬁ,
1 nEN k>n k
es decir d(A) < d(A) = 0. Por lo tanto d(A) = 0. O

Notemos que en esta proposicion es necesario que la sucesion natural A contenga
al 1, pues por ejemplo, si damos la sucesién A = {0,2,3,4,5,---} entonces d(A) =0
pero d(A) = 1.

De acuerdo a la Proposicién [5.1]y la Observacion podemos escribir el Teorema
de Roth versién infinita de la siguiente forma.

Teorema 5.2 (Roth). Sea A una sucesion natural con 1 € A. Si d(A) > 0 entonces
A contiene una solucion de la ecuacion © +y = 2z (con x #y).

En el Capitulo (4] vimos el Teorema [4.10], el cual nos dice que si A tiene densidad
positiva entonces A es una base de cierto orden k € Z". Que A sea una base de orden
k € Z' quiere decir que

A+---+A=N,
—_—
k—veces

esto a su vez significa que la ecuacién z1 + --- + xp = n tiene soluciéon en A para
todo n € N. Entonces el Teorema lo podemos escribir como sigue.

Teorema 5.3. Sea A una sucesion natural con cero tal que d(A) > 0, entonces existe
k € Z" tal que A contiene una solucion de la ecuacion

r1+ -+ xpr=n para todo n € N,

Notemos que tanto el Teorema como el Teorema [5.3] son resultados de tipo
densidad, es decir, nos dicen que si A tiene densidad positiva entonces A contiene
una solucion de cierta ecuacién, o cierto conjunto de ecuaciones. En el contexto de la
teorfa de Ramsey, los trabajos de Richard Rado (1906-1989), quien fue un estudiante
de Schur, se plantean precisamente la version coloraciones de este tipo de problemas
(ver [4]).

A lo largo de este trabajo vimos que ciertos resultados de densidad tienen su
analogo en version coloraciones y viceversa, por ejemplo, los Lemas y concer-
nientes a los d-cubos afines, asi como el Teorema de Roth implica el Teorema de
van der Waerden [2.33] (en el caso particular £ = 3). Debido a estos hechos, es natural
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preguntarse si cada resultado tipo densidad tiene su analogo en version coloraciones.
Ademas, dado un resultado de coloraciones, podemos preguntarnos por su version
heterocromatica, es decir, estudiar la existencia de estructuras heterocromaticas en
toda coloracién con cierta densidad en las clases cromadticas (ver [4]).

Por lo tanto, en el proyecto de investigacion nos planteamos las siguientes pre-
guntas:

(1) {Cuadl es la versién de coloracion del Teorema
(2) {Tiene sentido pensar en bases heterocromdticas?

(3) ¢Sera cierto que existe una version tipo densidad del teorema de Rado?
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