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Proélogo

Veremos distintas maneras de describir algebraicamente a los enteros p-adicos. En el capitulo
uno presentamos las nociones basicas para poder desarrollar la teoria que nos ayudara en la
descripcion de los enteros p-adicos.

Se demuestra que todo grupo abeliano se puede sumergir en un grupo divisible. Damos la
descripcion de todos los grupos divisibles.

Se define el anillo de los enteros p-adicos; como el anillo de endomorfismos de Z,, la capsula
divisible del grupo simple Z,,.

Se dan otras caracterizaciones algebraicas y se indican algunas de las propiedades interesantes
de Zpe.
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Capitulo 1

Nociones basicas

1.1. Grupos divisibles

Definiciéon 1 Un grupo abeliano G es divisible si Va € G, ¥n € Z* existe v € G tal que
a = n.

Ejemplo 1 Sea el grupo aditivo de los nimeros racionales: (Q,+). Claramente si a € Q,

entonces a = ¢ con a, b € Z y b # 0, luego para n € 7T tenemos n ) = ¢ asi que existe

r = €Q tal que a = nw, por lo tanto Q es divisible.

Observacion 1 Si f : G — H es un homomorfismo de grupos, entonces:

1. U subgrupo de G implica que f (U) es un subgrupo de H.
2. V es un subgrupo de H, implica que f~' (V') es un subgrupo de G.
3. la imagen de f es un subgrupo de H.

4. 7' (ex) es un subgrupo de G llamado el nicleo de f.

Demostracién. 1. Como eg € U (U < G), entonces ey = f (eq) € f(U).

Si z,y € f(U),digamos que x = f(a), y = f(b), con a,b € U, entonces xy = f (a) f (b) =
f(ab) € f(U), ya que ab € U dado que U es cerrado.

Siz=f(a),acU, entonces 2 = f(a) = f(a?) e f(U), yaquea' eU.

2. f(eq) =eg €V (L < H), esto equivale a eg € f~1 (V).

Sia,be f~1(V), entonces f (a) € f(b) € L, por lo que f(ab) = f (a) f (b) € V. Es decir
que ab € f~H(V).

Siae f~' (V) entonces f (a) € V, asi que f(a™') = f(a)”" € V. Por lo tanto a™! € V.

8. Im(f)=f(G)<H(G<AG).

4. Como {eg} < H, entonces f~! ({ex}) < G.



2 1.1 Grupos divisibles

Definicion 2 Sea G un grupo abeliano y n un entero positivo. nG es el conjunto:
{nz :xz € G}.

Ahora la existencia de la soluciéon nx = g es equivalente a escribir que g € nG. Se sigue del
ejemplo 1 que a € nQ.

Lema 1 Si G es un grupo abeliano, entonces G J.q
T — nx

es un homomorfismo de grupos.

Demostracién. Si x, s estan en G, como f (r1 + z2) = n (x; + x2) = nwy+nre y también
f(x1) + f (x2) = nxy + nag entonces f (r1 4+ x2) = f (1) + f (22). m

Corolario 1 nG < G y{z € G|nz =0} <G.

Demostracion. Se sigue de los incisos 3y 4 de la observacién 1 respectivamente. m

Definicién 3 Decimos que un subgrupo N de un grupo M es mdzimo, st N es un submaodulo
propio madximo de M.

Lema 2 Para un grupo abeliano M las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. M es divisible.
2. Para cada primo p, M=pM.

3. M no tiene submddulos (propios) mdzimos.

Demostracién. 3. = 2. Supongamos que M no tiene subgrupos maximos y que pM < M,
entonces M/pM es un grupo abeliano distinto de cero, tal que p (M/pM)=(0). Entonces
M /pM es un Z/pZ-mébdulo, pues se puede comprobar facilmente que

Z)pZ x M —= M

(@,m) ———sam

es una funcién bien definida, que hace a M un espacio vectorial sobre Z,. Como los espacio
vectoriales tienen subespacios maximos (una consecuencia de que los espacios vectoriales
tienen bases), entonces M tiene un subespacio maximo, y éste es un subgrupo maximo de
M. Esta contradicciéon muestra que M = pM, para todo primo p.

2. = 1. Queremos ver que M = nM, para todo natural n mayor que 0. Sea n > 0, y
digamos que n = p;...p; es la factorizacién en primos de n. Haremos una demostracién por
induccion sobre k.
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Si k =1, entonces n es primo y concluimos directamente de 2.

Si k > 1, entonces nM = (p1...px—1) (pxM) = (p1...px—1) M = M, por la base e hipétesis de
induccién.

1. = 3. Si M tiene un subgrupo méaximo N, entonces M /N es isomorfo a Z,. Z, no es
divisible pues pZ, = {0} # Z,. Entonces M/N no es divisible, asi que M no puede ser
divisible, pues como observamos més adelante, cocientes de divisibles son divisibles. m

Nota 1 Si para cualquier entero positivo n y para todo homomorfismo f :nZ — G con G
un grupo abeliano, existe un homomorfismo de grupos ¢ : Z — G (donde consideramos la
inmersion de nZ en Z: %, : nZ“——=7 ) tal que el siguiente diagrama conmuta:

entonces G es un grupo divisible: Pues sin € ZT y g € G, como Z es un dominio entero
existe un homomorfismo f de nZ en G tal que f(n) = g; entonces como por hipdtesis
hay un homomorfismo de grupos ¢ : Z — G y que extiende a f: g = f(n) = ¢(n) =

gp(n-l):gp(l—i—l—i—'n—i—l =p()+e1)+---+¢(1) =np(l), entonces g = ny (1)

con ¢ (1) € G, por lo tanto G C nG ¥n € Z*. Por el Corolario 1; nG C G Vn € Z* entonces
G =nG Vn € Z* por lo tanto G es divisible.

Ahora por la nota 1 tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Proposicién 1 (Criterio de Baer) Sea G un grupo abeliano. Entonces G es divisible si y
solo si para todo entero positivo n y todo homomorfismo de grupos f : nZ — G existe un
homomorfismo ¢ : Z — G tal que el diagrama siguiente conmuta:



4 1.1 Grupos divisibles

Demostracién. =) Si G es divisible, entonces existe ¢ : Z — G homomorfismo de grupos
tal que para cualquier homomorfismo de grupos f : nZ — G tenemos que @ o iZ, = f.

Por hipoétesis tenemos que G es divisible, entonces sea a € GG por tanto existe x € G tal que
a =nx Vn € Z*. Ahora sea f : nZ — G un homomorfismo tal que f(n) = a. Definamos a
¢ : Z — G como ¢(n) = nx. Entonces (p 0iZ,)(n) = ¢(i%,(n)) = o(n) = nz = a = f(n).
Por tanto existe ¢ tal que el diagrama conmuta.

<) Si para todo homomorfismo f : nZ — Gy Vn € Z" existe ¢ : Z — G homomorfismo
tal que el diagrama de la proposicién conmuta, entonces el grupo G es divisible.

La demostracién estd en la Nota 1 y inicamente veremos el siguiente diagrama para com-
pletarla.

n———iZ, (n) =n

|

g9=¢(n)

Definicién 4 Sea E un grupo abeliano y A C B un subgrupo de B. Llamaremos a E grupo
inyectivo si para cualquier homomorfismo de grupos f : A — E existe un homomorfismo
de grupos ¢ : B — E tal que el diagrama siguiente conmuta:

Z'B

| A

E.

También se dice que E tiene la propiedad de inyectividad en la definicién anterior.
Ejemplo 2 El grupo aditivo de los racionales (Q, +) es inyectivo.

Nota 2 Sabemos que para todo homomorfismo f : nZ — G de grupos con G grupo abeliano,
3¢ : Z — G homomorfismo de grupos tal que el diagrama siguiente conmuta:

-7,
Nzt 7

| A

G.

Por lo tanto de la Definicion 4 (G tiene la propiedad de inyectividad), y usando el criterio
de Baer se sigue que un grupo abeliano inyectivo es divisible.
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Pero atin tenemos la siguiente pregunta:
.Un grupo abeliano divisible tiene la propiedad de inyectividad?

Para investigar la respuesta usaremos el Lema de Zorn (Si (A, <) es un conjunto no vacio
con un orden =, y toda cadena en A ( un subconjunto C' de A en donde cualesquiera dos
elementos son comparables: si z, y € C' implica * <y 6 y < x) tiene una cota superior en
A, entonces A tiene elementos maximos).

Ahora sea D un grupo divisible y f : A — D un homomorfismo de grupos donde A es un
subgrupo de B, en esta situacion nuestro diagrama es:

A p
|1
D.

Queremos ver si existe un homomorfismo de grupos ¢ : B — D tal que ¢|, = f.

Vamos a considerar un conjunto ordenado relacionado con la situacién anterior. Para empezar
consideremos el conjunto de los subgrupos de B que contienen a A, es decir; los grupos que
estan entre A y B:

i iZ
A, 09 B,
Teorema 1 Son equivalentes:

1. D es un grupo abeliano divisible.

iZ
2.V nZ = 7 tal que nZE=7 conmuta.
fl % fl P
D D D

iB i
3. D es inyectivo, es decir; ¥ A—==DB 3 ¢: B tal que A—"> B conmuta.

d A

D D D

Demostracion.
1. <= 2. es la Proposicion 1.
3. = 2. Es claro.

1. = 3. Usaremos el Lema de Zorn.



6 1.1 Grupos divisibles

iB
Supongamos que tenemos A—“> B donde f es un morfismo de grupos y donde A es un

|1
D
subgrupo de B.

Consideremos el conjunto siguiente:
A:z{(C, CgD)\ A< C< By fe extiende a f}.

Observemos que A es no vacio, pues contiene a (A, A oD ).

Definimos un orden parcial en A de la manera siguiente:

(X, fx: X—D)=(, fy:Y—=D)

Y Y
si XXy v fy extiende a fx, de manera que X .Y conmuta.

i

D

Es inmediato que < es una relacién reflexiva y transitiva. Ahora veamos que es antisimétrica:
Si (X, fx) =2 (Y, fy) =2 (X, fx), entonces X <Y < X. Porlo que X =Y.

Ademés, como XCi—X>Y y X =Y, entonces fy|, = fx. Asi (X, fx) = (Y, fy).

| i H

D Ixiy = Iy

Lo que sigue es ver que el conjunto parcialmente ordenado (A, <) satisface las hipdtesis del
Lema de Zorn.

Supongamos que {(C;, fi) }ier es una cadena en A. En particular {C;};c; es una cadena de
subgrupos de B que contiene a A. Entonces ;c; C; es un subgrupo de B que contiene a A.

Definimos ahora U;c; C;  por h(z) := f;(z) si x € C}. Veamos que h esta bien definida.
lh
D

En efecto, si x € C;NCy con j, k € I, entonces (Cj, f;) = (Ck, fx) 6 (Ck, fr) = (C}, f;),
pues {(C;, fi) bier es una cadena. Supongamos que (Cj, f;) = (Ck, fi). Vemos lo siguiente:

Ck

IGCJ,CC—>Ck,Ck9x T—>2x

av \/
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Asi Ujer C;  estd bien definida y por construccion (U;c; C;, h) es una cota superior para la

\Lh
D
cadena en A :

{(Ci, fi)}ier

Por el Lema de Zorn, A tiene un elemento maximo, (M, fy;) digamos.

iB
A4 R
M
="M

D.

No puede haber un subgrupo C' # {0} de B tal que M N C = {0}, pues en ese caso tenemos
el diagrama siguiente:

B

iB
MaeC

MeC n;@c

y (M@ C, fygc) serfa una extensién propia de (M, fu), contradiciendo la maximidad de
Si M < B, entonces Vb € B\ M, Zb\ M # {0}, por la observacién anterior. Por lo tanto
Vb e B\ M, {z|zb e M} # {0}.
Notemos que {z|zb € M} es un subgrupo de Z ( tiene al 0, es cerrado bajo la suma y es
cerrado bajo inversos aditivos).

Todo subgrupo diferente de {0} de Z es de la forma nZ para alguna n € N\ {0}. Asi, si
b€ B\ M tenemos {z|zb € M} = nZ. Notemos también que zb € M <= n|2.Si M < B
y b€ B\ M, entonces veamos lo siguiente:

iB
M<Zo M 4+ 7b 2 B

f]\/[l

D.
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Definimos ahora ¢ : M + Zb——= D una extension de fj; a fin de obtener una contradiccion.

Sea nZ = {z € Z|zb € M}. Tenemos que nb € M, fy(nb) € D. Como D es divisible,
fau(nb) = nd, para alguna d € D. Definamos g por: g(m + zb) = fy(m) + zd como en el
diagrama siguiente:

]W+Zb

M*>M—}—Zbc—>B

Dk m+zb
N

e
~

Veamos que g esta bien definida:
Sim+zb=m'+2'b, entonces m—m’ = (2’ —z)b. Entonces n | 2/ — z. Digamos que 2’ —z = ns
con s € Z. Ahora m —m’' = nsb. Asi vemos lo siguiente:

fu(m —m') = far(nsh) = fa(snb) = sfa(nb) = snd = (2" — 2)d.

Por lo tanto fa/(m) — fa(m') = 2'd — zd, es decir; que far(m) + zd = far(m') + 2'd.

Esto muestra que g estd bien definida. Es claro que g es un homomorfismo de grupos que
extiende a fjy.

Como (M, fyr) es méximo, concluimos que M = B, entonces tenemos el diagrama siguiente:

A4 g Ny
fl P 9=fm
D.

Esto muestra que f se puede extender a un morfismo B —2= D . Es decir D es inyectivo.
[ |
1.2. El producto cartesiano de una familia de grupos

Definicién 5 Si{G,;}icr es una familia de grupos, definimos el producto de la familia, como

WieiGi = {f : I — Uie1Gi| f (i) € Gi}

Se puede pensar un elemento de Iljc;G; como una “I-ada” (f (¢)),.;, en donde f (i) es el
elemento en la coordenada i-ésima de f.

Lema 3 FEl producto cartesiano es un grupo con la operacion definida por la suma por
coordenadas, es decir; (f+¢g) (i) = f(i)+¢g (i) € G; Vi € 1.
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Demostracién. Sea {G;};c; una familia de grupos y veamos que Il;c;G; es un grupo. En
efecto: sabemos que cada G; de la familia dada es un grupo y por lo tanto en cada G; la
suma es asociativa, luego la suma en el I1;c;G; lo es:

Asociatividad: ((f+9)+h)(i) = (f+9) (1) +h(i) = (f(D)+9(0))+h(i) = f(i)+((9(D)+h(i)) =
f@) + (g +h) (@) = (f + (g + h)(@).

Existencia de neutro: Sea f € Il;c;G;. Veamos que existe g = 0 € Il;¢;G; tal que f(i) +
O(Z) = f(@) Vi € I. Sea Onielgi =g =0g, .

Ezistencia de inverso: Sea h € Il;c;G;. Vemos que —h(i) es el opuesto de h(i), pues h(i)+
(=h(i)) = (h+ (=h))(i) = (h—h)(i) =0(i) € G; Vi € I.

]
Teorema 2 FEl producto cartesiano de una familia de grupos divisibles es un grupo divisible.

Demostracién. Supongamos que f € IL;c;G;, v sea n € Z*1, entonces f (i) = ng; para
alguna g; € G;, pues G; es divisible por hipédtesis. Definamos g € Il;c;G; por: g (i) = g,
entonces (ng) (1) = ng; = f (i), Vi € I por lo tanto ng = f. Es decir, II;c;G; es divisible. =

Teorema 3 Un cociente de un grupo divisible es divisible.

Demostraciéon. Supongamos que G es un grupo abeliano divisible y que G T H esun
homomorfismo suprayectivo de grupos. Si n > 0, n € N, tenemos que nH = nf(G) =

[(G)=[(G)=H. m

Observacién 2 Si M; = M Vi € I,

Wi M; = {f : [ — UM,|f (i) € M} ={f:1— M}=M".
MY es el producto de |I| copias de M.
Corolario 2 Q/Z es divisible y para cada conjunto X, (Q/Z)~ es divisible.

Demostraciéon. Se sigue inmediatamente de los dos resultados previos y del hecho de que
Q es divisible. m

Lema 4 SiZzx es un grupo abeliano ciclico no trivial, entonces existe un morfismo distinto
de cero Zx — Q/Z.

Demostracion. Si el orden de z es finito, y p es un primo que divide al ordende z, entonces

%x tiene orden p. Hagamos y = ?x. Definamos f como sigue:
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f
LZy——=Q/Z

yl—>1/7pa

entonces f es un morfismo distinto de cero que se puede extender a un morfismo distinto de
cero desde Zz, pues como Q/Z es divisible, es también inyectivo. Como en el diagrama:

Ly ——ZLx
N
Q/Z.

Si el orden de x es infinito, podemos definir Zz —— Q/Z por: f(xz) = 2(1/2) que es un
morfismo distinto de cero.

]
Lema 5 Todo grupo abeliano M se puede sumergir en un grupo divisible.

Demostraciéon. Como el grupo trivial es divisible, podemos considerar solamente el caso en
que M es distinto del grupo trivial. Por el lema anterior, para cada x no cero en M tenemos
un morfismo no nulo f, de Zz a Q/Z. Consideremos ahora el grupo divisible (Q/Z)*\ (un
producto directo de |M \ {0}| copias de Q/Z). Como Q/Z es inyectivo, cada f, se extiende
a un morfismo no nulo ¢, : M — Q/Z. Definamos ahora 6, de manera que el siguiente
diagrama conmute:

M. (Q/Z)IM\{O}I

g

Q/Z.

Es decir, (6 (x)) (y) = ¢, (z). Es claro que 6 es un morfismo de grupos:

0(x+y)(2) =v(r+y) = () + ¢ (y) =0 (2) (2) +0(y) (2)

De aqui que 0 (z +y) =0 (z) + 0 (y).

Notemos que (0 (z)) (z) = ¢, () = f. () # 0. Por lo que ninguna z no nula pertenece al
niicleo de 0. Por lo tanto Nuc (6) = {0}. Es decir que 0 es una inmersiéon de M en un grupo
divisible. m

Definicién 6 Un grupo divisible D es un cogenerador divisible si cualquier grupo abeliano
M se puede sumergir en un producto de copias de D.
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El resultado anterior dice que Q/Z es un cogenerador divisible (o cogenerador inyectivo para
7 — mod).

Definicién 7 Sean A—1>B-—%~C morfismos de grupos. Decimos que la sucesion f,g
es exacta si Im (f) = Nuc(g).

Observacién 3 A—2>B—2~(C es evacta <= 1) gof=0y2) Nuc(g) CIm(f).

Demostracion.

(=) Es claro que si la sucesion es exacta, g o f = 0 pues Nuc(g) = Im(f) y ademés
tenemos que Nuc(g) C Im (f).

(<=) Reciprocamente, si 1) y 2) se tienen, entonces go f =0 = Im (f) C Nuc(g). Como
estamos suponiendo la otra inclusién, tenemos que I'm (f) = Nuc(g) . m

Ejemplo 3 Sea AL B un homomorfismo de grupos.

0 /
Entonces 0 ——= A ——= B es ezacta <= f es un monomorfismo.

Demostracién. Im (0) = {0} = Nuc(f) <= f es un monomorfismo. m

Ejemplo 4 A . B0 es exacta — f es un epimorfismo.

Demostracién. En efecto:

(<=) Si f es un epimorfismo, entonces I'm (f) = B = Nuc (0).
(=) Si Nuc(0) = B = f (A), entonces f es un epimorfismo. m

Ejemplo 5 0 At.p 2. ¢ 0 es eracta <=

1. f es un monomorfismo (pues 0 — AL+ B es eracta ).
2. g es un epimorfismo.
3. gof=0.

4. Nuc(g) S Im(f).

Ejemplo 6 Si AL B es morfismo de grupos, entonces:

OHNuc(f)i>AL>f(A)*>O es exacta.
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Ejemplo 7 Si AL B es morfismo de grupos, entonces:

0 f(A) B B/f(A)——=0 es exacta.

b— b+ f(A)
Definicion 8 Una sucesion exacta 0 A ! B-—2-(C 0 sellama sucesion exac-
ta corta.
Definicion 9 La sucesion exacta 0 Atl.p . ¢ 0 se escinde por la izquier-

da si 36 : B — A morfismo de grupos tal que So f =14.

Definicion 10 La sucesion exacta 0 Atl.p 2. ¢ 0 se escinde por la dere-
cha si Ja : C'— B morfismo de grupos tal que goa = 1¢.

Definicion 11 Una sucesion exvacta corta se escinde si se escinde por la izquierda y se
escinde por la derecha.

f g ..
B C 0 sucesion exacta corta:

Teorema 4 Son equivalentes para 0 A

1. 0 Atl.p ¢ C 0 se escinde por la izquierda.

2. B=f(A)@C" (esdecir; AC" C B tal que f(A)+C"'=B y f(A)NC" ={0}), con

gl .
C'——=C isomorfismo.

3.0 At.p 2. ¢ 0 se escinde por la derecha.

4. 0 Al.p ¢ 0 se escinde.

Demostracion.
Basta ver que 1., 2. y 3. son equivalentes.

1. = 2. Si ( es una escision para f, es decir, o f = 14, entonces:
Vbe B, (Bof)(B(b)=1a(8(b))=75(b)

B(b) =0yasi 3(f(8(b) —b)) = 0. Entonces (f o 3) (b)—b € Nuc ()
+ (foB)(b) (donde b—(fop)(b) € Nuc(B)y (fopB)(b) € f(A))
(B)+ f(A) C B. Asi B= Nuc(B)+ f(A).

por lo tanto (3f3) (b)—
ybob=(b—(fop)(b)
por lo tanto B C Nu
Sia:ENuc() f(A
0= p(z) = pB(f(a)
Nuc(B)N f(A) =10

C

), entonces x = f (a) para algin a € A y algin z € Nuc(f). Entonces
) = 1a(a) = a. Como a = 0 entonces z = f(0) = 0 por lo tanto
}. Asi B = Nuc(8) @ f (A).
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Como f (A) = Nuc(g) entonces
9(B) = g (Nuc(p))

luego
g

Nuc () —=g(B) =C

Nue (¢)) = Nue (8) N Nuc (g) = Nue (8) 0 f (4) = {0}

por lo tanto g : Nuc () <= g (B) es un isomorfismo.

2. = 3. Supongamos 0 —— A 7. f(A)@®C"—~C——=0 es una sucesién exacta con

lo siguiente:
C'—

o

C.

Sea C' —l~ (' el inverso de g y consideremos lo que sigue:

f(A)@C!

OISy \ ¥ Yol

[0}

Veamos que g o a = 1¢. En efecto:
(goa)(C)=goioh(C)=(goh)(C)=C

por lo tanto go a = 1¢.

3. = 2. Por hipétesis 0 At.p? C 0 se escinde por la derecha.

Sigoa = 1¢ donde o : C—— B, entonces (goaog)(b) = (goa)(g(b)) = ¢g(b) por lo
tanto (gag — g) (b) = g (ag(b) —b) = 0 donde ag (b) —b € Nuc(g) = f(A). Por lo tanto
b= (—ag(b)+b)+ag (b) con (—ag (b) +b) € f(A) yag (b) € a(C)ahora B = f (A)+a (C).
Sixz € f(A)Na(C), entonces x = f(a) = a(c) cona € Ay ¢ € C por lo tanto g (z) =
gf (a) = (ga) (¢) = 1¢ (¢) = ¢ por tanto ¢ = 0 ahora a (¢) = x = 0. Asi que B = f (A)®a (C)
ahora g (B) = gf (A) + ga (C) = C por lo tanto vemos lo siguiente:

a(C)L»C y Nuc (g|) = Nuc(g)Na(C)=0.

Por lo tanto « (C) i*> C.

2. = 1. Si 0*>A*f>f (A)@C'—2~C—=0 con o< cualquier elemento

x € f(A) @ C' se puede escribir de manera tinica como x = f (a) + cona € Ay ¢ € C".
Ahora

AL Ay e

ar—s f(a)+
S es un homomorfismo bien definido y (G o f) (a) = 5 (f (a)) = a es decir, o f = 14.
u
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Lema 6 Un sumando directo de un grupo divisible es divisible.

Demostraciéon. Supongamos que D = A @ B con D divisible y A, B subgrupos de D.
SipeP entonces Ad B=D=pD=pA+pB=pAdpB.

Sia € A, entonces a = pa’ +pb € A® B donde @’ € A. Entonces a—pa’ = pb € ANB = {0}.
Entonces a = pa’ y por lo tanto A C pA C A.

Lema 7 Son equivalentes para un grupo abeliano M :
1) M es divisible.

2) M es un sumando de cualquier grupo que lo contenga.

iN
Demostracién. 1) = 2) Supongamos que M= N es un homomorfismo de grupos con
M divisible. Veamos el siguente diagrama:

Como M es inyectivo entonces se extiende a un homomorfismo ¢ tal que poi = I);. Entonces
¢ es una escision para i}; y asi M es sumando directo de N.

2) = 1) Como Q/Z es un cogenerador inyectivo 3 M>—"— (Q/Z)* un monomorfismo
para algin conjunto X.

Podemos suponer que ¢ es la inclusién, entonces M es sumando directo de (Q/ Z)X. Sabemos
que (Q/Z)* es divisible y un sumando directo de un divisible es divisible.

En el siguiente corolario veremos que en efecto, todo grupo abeliano es un subgrupo de un
grupo divisible. Antes unas observaciones:

Observacion 4 Si G es un grupo y f: G<— X es una biyeccion, X es un grupo y f es
un isomorfismo si definimos la suma en X por:

x }r y=f( @)+ W)
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Demostracion. Veamos que se cumple la asociatividad:

7+ 1)

f
f

(2) z+ (y+ 2) =f<f‘1(rc>+f‘1(y}kz>>-
FOU @)+
/

Veamos que 0 = f (0¢):

OG]—ci—x = f(f7H(0g)+ f7' (x))

= (7 (f(0c) + 1 (2))
=f0c+ fH () =ff () ==

Veamos que —x = f (—f~!(x)):

=f(f7 @)+ (=f ()
= [ (0¢)
= 0g.

Por consiguiente X es un grupo.

Ahora veamos que si G es abeliano, entonces X es abeliano.

:E}L y=fUT @+ W)= W)+ ()= y}r z.

Claramente f es un homomorfismo de grupos:

fla)+ fO)=F(fa)+ (1) =f(a+Dd).

Como f es un morfismo biyectivo entonces f es un isomorfismo. m

Nota 3 Se puede hacer la misma observacion si G es un anillo, o espacio vectorial o un
R-maodulo.

Observacién 5 Si H>>G es un monomorfismo de grupos, entonces existe un conjunto
X ajeno con GU H y tal que | X| = |GU H|.
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Demostracién. Como G'U H es un conjunto, entonces |GU H| < |P (GU H) |.

Ahora tenemos lo siguiente:
P(GUH) = (P(GUH)N(GUH)OP(GUH)\ (GUH)

por lo tanto
P(GUH) =|P(GUH)\(GUH)|.

Pues | A| + | B |=max{| A |,| B |} si uno de ellos es infinito, entonces:
| P(GUH)\ (GUH) |>|GUH |

y P(GUH)\ (GU H) es un conjunto ajeno con G U H. Por lo tanto P (G U H) tiene un
subconjunto de cardinalidad | G U H | ajeno con G U H.

Supongamos que X es un conjunto ajeno con G U H y con tantos elementos como G U H y

%)
sea H>—— G un monomorfismo de grupos:

(LA, O
©
H>——G ¥

. . 0 . .2
X contiene un subconjunto G’ con tantos elementos como G. Sea G <= G’ una biyeccion.

Tenemos que (G'\ 0 (¢ (H))) U H es un conjunto con tantos elementos como G que contiene
a H. Ahora veamos lo siguiente:

(G\6(o(H)))UH

H < (G'\ 0 (g (H)UH

(G'\O(p(H))) > l

Asique H < (G'\O(p(H))UHY (G'\O(p(H)UH=ZG. n

Corolario 3 Todo grupo abeliano es un subgrupo de un grupo divisible.
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Demostracién. Sea G un grupo y ¢: G >—— D un monomorfismo de G en D, donde D
es un grupo divisible. Con la construccién anterior, G < D’ con D' = D.

f

D divisible y D" = D = D’ es divisible. (si D
pf(D)=f(pD)=f(D)=D') =

D’ es isomorfismo, entonces pD’ =

Definicién 12 A es un subgrupo esencial de B si ANC # {0} para cualquier subgrupo C
de B con C # {0} y lo denotaremos por A <.s B.

Observacién 6 Son equivalentes para A < B:

1) A es esencial en B
2)V 0#be B 3 0+#z€Z tal que 0 # zb € A.

Demostracion.

1) = 2) ANZb # {0} por lo tanto 3 0 # zb € A.

2) = 1)Si {0} #C < By0#ceC, entonces Iz € Z tal que 0 # zc € A. Entonces
zc€ ANC y por lo tanto ANC # {0}.

Definicién 13 Si B es mdzimo en {N < M|AN N = {0}} decimos que B es un seudo-
complemento de A en M.

Lema 8 Si A < M, entonces A tiene un seudocomplemento B en M.

Demostraciéon. Sea § = {B < G|AN B = {0}}. Si C es una cadena en S, C = {B; }ier,
entonces UC < Gy siz € AN(UC), entonces © € Ay x € B; para alguna i € I, por lo tanto
x € AN B; = {0} luego x = 0. Ahora AN (UC) = {0}. Por el Lema de Zorn 3B maximo en
S; asi B es un seudocomplemento de A. =

Lema 9 Sea G un grupo abeliano. Si B es un seudocomplemento de A, entonces:
ANB={0} Vv A& B<.;G.

Demostracidn. Si no ocurriese que A® B <., GG, entonces Jg no cero en G tal que (A & B)N
Zg = {0}. Entonces (A® B) ® Zg < G. Pero tenemos que (A® B) ®Zg =A@ (B ® Zg).
Ahora B < (B & Zg) y vemos que AN (B ® Zg) = {0}: a=b+zg porlotantoa—b=zg y
como (A@® B)NZg = {0} se sigue que a=by zg =0, luego a =b € AN B = {0} entonces
a=0Ab=0.

Esto contradice que B es un seudocomplemento de A. Por lo tanto A& B <., G. m

Definicion 14 A es esencialmente cerrado en G un grupo abeliano, si A no estd contenido
esencialmente en un subgrupo de G que contenga propiamente a A.
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Nota 4 La definicion anterior simbolicamente significa lo siguiente:

A<,.,B<G=— A=B.

Lema 10
Z)A <es B <es G= A <es G.

i) A<.,Gy ACBCG=> B<,,G.

Demostracién. i) Si A <., B <., Gy 0 # x € G, entonces Iz € Z tal que 0 # zx € B.
Como A <.s B3 w € Z tal que 0 # w(zx) € Ay como w(zx) = (wz)x entonces A <., G.

i) STA<B<G A<sGV0O0#geGI0#zg€ AC Bporlotanto B<.,G. m

Definicion 15 Un monomorfismo de grupos abelianos A >~ ~ B es esencial si

f(4) <. B.

Lema 11 Son equivalentes para A ~'.pB monomorfismo:
1. f(4) <. B.

2. go f es monomorfismo => g es monomorfismo.

Demostracién. 1. = 2. Veamos el siguiente diagrama:

a— 7
gof
C
Aaa\/f(a)EB
0¢ccC.

Sabemos que Nuc(go f) = {0} y como f~}(Nuc(g)) = Nuc(g o f) entonces es claro que
f~ Y Nuc(g)) = {0}. Si Nuc(g) # {0}, entonces f(A) N Nuc(g) # {0} pues f es un mono-
morfismo esencial, es decir; f(A) <.; B. Por lo tanto da € A tal que 0 # f(a) € Nuc(g) asi
que g(f(a)) =0 1luego 0 # a € Nuc(go f) = {0} que es una contradiccion.
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2. = 1. Supongamos que g o f es monomorfismo = g es monomorfismo. Si A 1. B o
fuera esencial: no sucede que f(A) <. B, entonces hay un seudocomplemento de f(A) que
no es {0}. Sea C' un seudocomplemento de f(A) en B entonces f(A)®C < B.

Por consiguiente
IWSC _ e

Ahora del diagrama siguiente A -l .p ’.B /C' vemos que p no es monomorfismo pues

Nuc(p) = C # {0}. Pero ALO];B/C si es monomorfismo: Si a € Nuc(p o f), entonces
p(f(a)) =0 por lo tanto f(a) € Nuc(p) = C ahora f(a) € f(A)NC = {0}. Entonces po f
es monomorfismo pero p no es monomorfismo lo que contradice a 2. =

Lema 12 Todo subgrupo A de M es esencial en un subgrupo B de M, que es mdzximo con
esta propiedad.

Demostracién. Sea & = {U < M|A <.;U}. SiC es una cadena en £, veamos que A <., UC
donde C = {C;}ier. Si 0 # o € UC, entonces x € C; para alguna i € I. Como A <. C;
entonces dz € Z con z # 0 tal que 0 # zx € A. Por lo tanto A <., UC.

Por el Lema de Zorn £ tiene un elemento maximo B. Entonces A <., By si A <., B <
C < M entonces A <y C, en particular B <, C V B < C.

Asi que B es esencialmente cerrado (la tnica extensiéon de B dentro de M, donde B es
esencial es B misma). ®

Teorema 5 Son equivalentes para A < M :
1) A es esencialmente cerrado en M.

2) A es el seudocomplemento de un subgrupo B de M.

Demostracién. 1) = 2) Supongamos que A es esencialmente cerrado. Sea B un seudo-
complemento de A. Entonces B es méaximo tal que AN B = {0}. Sea A’ que contiene a A
maximo tal que A’N B = {0}. A" es un seudocomplemento de B que contiene a A.

A/

Notemos que A <., A’: No 3{0} # D < A’ tal que AN D = {0}. Entonces A®D C A’ por
lo tanto (A®D) @ B = A®(D @ B) < M. Pero entonces AN (D @ B) = {0} y B < D&B
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contradiciendo que B es un seudocomplemento de A. Por lo tanto tenemos ahora que A <,
A’ pero como A es esencialmente cerrado, entonces A = A’ que es seudocomplemento de B.

2) = 1) Supongamos que A es seudocomplemento de B.

Si A<, X <M, entonces BNX < XyANn(BNX)=ANB = {0}. Como A <., X
entonces BNX = {0} (A< X = AnNX = A) y como A es seudocomplemento de B,
entonces A = X. Asi que A <., X = A = X. Es decir; A es esencialmente cerrado. m

Lema 13 Un subgrupo esencialmente cerrado de un grupo abeliano divisible es un sumando
directo.

Demostracién. Supongamos que A es esencialmente cerrado en D divisible. A es el seu-
docomplemento de B un subgrupo de D, entonces A®B <., D. Podemos suponer que B
también es esencialmente cerrado, pues lo podemos cambiar por B’ un seudocomplemento
de A que contenga a B. Asi que A®B <., D y A, B son esencialmente cerrados, B es un
seudocomplemento de A.

Veamos que

A®B
= <. D/B.
5 Ses D/

A®B
SiC/B < D/By G; N C/B = {0}, entonces (A®B)NC = By como B < C por la
propiedad modular:
B=(A®B)NnC =(AnC)®B

por lo tanto AN C = {0} pero B seudocomplemento de A y B < C' implican B = C'. Por lo
tanto C/B = B/B = {0}. Ahora tenemos el siguiente diagrama:

Ao B

Como m es esencial e if] es monomorfismo, entonces ¢ es monomorfismo, A < Im(yp) y
A <. Im(p). Como A es esencialmente cerrado, entonces A = Im(yp) por lo tanto ¢ es una
escisién para m. Ahora m(A) es sumando directo esencial de D/B. m(A) es esencial y un

= — por tanto

sumando directo solamente puede pasar si m(A) = D/B. Por lo tanto i B

APB=D. m
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Definicion 16 Si E es una extension esencial de M y E es inyectivo, entonces E se llama
cdapsula inyectiva de M.

Teorema 6 Todo grupo abeliano tiene cdpsulas divisibles.

Demostracion. Si M es un grupo abeliano; M es un subgrupo de un grupo divisible £ por
el Corolario 3, pues como Q/Z es un cogenerador divisible hay un conjunto X tal que existe

M~ (Q/z)¥ .

Ahora por el Corolario 3 podemos suponer que M~— E con E un grupo divisible.

M esta contenido en una extension esencial maxima D, D < E por el Lema 12, asi que
claramente D es esencialmente cerrado en E. Asi que D es divisible por el Lema 13. Entonces
D es un grupo divisible que contiene esencialmente a M. m

Teorema 7 Las cdpsulas divisibles de un grupo abeliano M son isomorfas.

Demostracién. Sean M -t D

€s

€s

E.

Como E es divisible y f es monomorfismo 3 ¢: D>—— FE tal que el diagrama siguiente

M>t_.D
/

I y
s P

g ¥

E

conmuta. Entonces ¢(D) es un divisible contenido en E. Entonces ¢(D) es un sumando
directo de F (E = ¢(D) @ E' para algin subgrupo E’ de FE). Ahora como ¢ o f = g,
entonces Im(g) < Im(p).

Como ¢ es monomorfismo esencial, entonces Im(g) <.s E, como Im(g) < Im(p) < E,
entonces I'm(yp) <.s F por el Lema 10 inciso ). Entonces Im(y) es un sumando directo
esencial de E; asi que E = ¢(D) @ E’' por lo que E' = {0}. Por lo tanto E = ¢(D) y asi ¢
es epimorfismo.

Como ¢ o f = g es un monomorfismo y f es un monomorfismo esencial, entonces ¢ es un
monomorfismo por el Lema 11 por lo tanto ¢ es un isomorfismo. m

Observacion 7 Q es la capsula divisible de 7.

Q
1
Z . . . . .
Tenemos que Z“— Q es un monomorfismo esencial: todo racional distinto de cero tiene

un maltiplo distinto de cero: (b% =a€Z).



22 1.2 El producto cartesiano de una familia de grupos

Recuerde que:

Definicién 17 Un grupo abeliano T es de torsion si todos sus elementos son de orden
finito.

Si M es un grupo abeliano y n > 0 es un natural, entonces M —~— M es un homomorfismo
de grupos: n(x+y) = nx+ny. Ahora Im(n-—) = nM es un subgrupo de M y el Nuc(n-—)
donde tenemos que Nuc(n - —) = {x € M|nx = 0} también es un subgrupo de M. Luego:

Nuc(n-—)={zx € M| o(z) | n}.
Si n = p*, entonces (0: p*) ;== {x € M | p*- 2 = 0} es un subgrupo de M.

Observaciéon 8 {(0:p*) | k € N} es una cadena de subgrupos de M. Tenemos que si k <,
entonces p* - x = 0= p' -2 =0 por lo tanto k <1 == (0:p*) C (0: p).

Como la unién de una cadena de subgrupos de M es un subgrupo de M entonces

Uren{(0: p¥)} = {x € M | o(z) es una potencia de p} < M.

Notacién 1 Denotaremos este grupo t,(M). t,(M) es la parte p-primaria de M, y coincide
con el p-subgrupo de Sylow de M.

Definicién 18 Sea G un grupo abeliano y {A; < Glie; una familia de subgrupos de G.
La familia de subgrupos es independiente si Vi € I, A; N (X epnqiy Aj) = {0}, en ese caso

escribimos
I

Teorema 8 Un grupo abeliano de torsion T es la suma directa de sus partes p-primarias:

T =P t,(T).

peP

Demostracién. Veamos primero que {¢,(7)},ep es una familia independiente de subgrupos
de T, es decir que para cada primo p, t,(T) N (Xgep\ipy to(T)) = {0}. Sea z € £,(T) N
(Xger(py tq(T')), entonces o(x) = p™ para alguna m. Ademds x = y; +- - -+y, con y; € t,,(T)
donde ¢, ..., ¢, son primos distintos de p.

Digamos que o(y;) = ¢;* con s; € Z*. Entonces

Asi que o(x) | ¢i* -+ - ¢3». Ahora p | ¢; para alguna i. Como ¢; y p son primos, esto sélo es
posible si p = ¢;, lo que contradice la hipdtesis. Por lo tanto

tp(T) n Z tq(T) = {0}

q€P\{p}
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Veamos ahora que

T =Y t,(T).

p

Si 0 # x € T, entonces o(x) = pi*---pk, para algin conjunto finito de primos y algunos
nq, ..., N enteros positivos.

, oz . ,
Definamos p; = (m) =pitees Pt ppt parad € {1,..., k}.
7
Notemos que p; no divide a p;. Veamos a continuacién que {pl,pQ,. . Dp} €s un conjunto
cuyo méximo comtn divisor es 1. Denotemos por (p;; ...;p,) al maximo comin divisor de
{py, ..., D1}

Ahora lo siguiente:

Por lo tanto

(Pr: - 5pk) =D i con oy <.
Como p; no divide a pll entonces a; = 0. Lo mismo se puede decir de cada ¢ por lo tanto
(pr; spe) =P ph = 1.
Entonces hay una combinacién entera zp; + - - - + zp,, = 1 ahora
Tr = le,1$ + -+ zkp;cx.

Notemos ahora que
pi'(piw) = (pi"pi)x = ofz) - 2 = 0.

Asi que

’

pret, (T) y xet, (T)dt, (T)D-- Btp, (T).

Por lo tanto

T =) t,(T) =D t,(T)

Definiciéon 19
Ly~ = t,(Q/Z).

Nota 5 Zy~ es un grupo divisible de torsion pues es un sumando directo de Q/Z que es
divisible y de torsion: Como Q es divisible, entonces Q/7Z es divisible. Ahora como Ly =

t,(Q/Z) tenemos que
Q/Z = @ Lo

peP

A continuacién describiremos Zy~ y sus subgrupos.
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Notacién 2 a/b = 4%+ Z. Ahora

Ly = {% +7Z | o(a/b) = p" para alguna n}.

Observacién 9 Si o(a/b) = p", entonces a/b = z/p" para alguna z € Z tal que p { z. En
efecto, p"a = bz, para algin entero z. Vemos que p" es minima con la propiedad anterior,
por lo que p no divide a z. Entonces a/b = z/p".

Corolario 4 Z,~ = {;‘—; +Z | (p;a’)=1 con d € Z}.

Demostraciéon. Se sigue de la observacion previa. m

Ahora todo elemento a/p" + Z pertenece a < {1/p"} >. Entonces:

{1/p,1/p2, 1/p3,1/p*, 1/p5, ...} genera Ze.

Notemos que 1/p™ €< 1/p™ > si m > n. En efecto, supongamos lo contrario.

Si 1/p™ €< 1/p® > entonces p™ = o(1/p™) y p™ | o(1/p™) = p™ por lo tanto p™ | p™ lo cual
implica m < n. Entonces Z,~ no esta generado por un nimero finito de {1/p’};cz+.

Notemos también que Z,~ no tiene subgrupos maximos porque es divisible.

Los grupos abelianos finitamente generados no triviales tienen subgrupos maximos, (recorde-
mos (ue convenimos en que Maximo es maximo propio) como se puede verificar por inducciéon
matematica.

Lema 14 Si {0} # ;M =< {x1, 29,3, ...,x,} >, entonces M tiene un subgrupo maximo.

Demostracién. Por induccion sobre n:

Base:

Sin =1, entonces M = Zx, y tenemos el epimorfismo:

7 "2 Ty

cuyo nucleo es (0: x1) ={z € Z | zx; = 0}. Ahora por el Teorema de la correspondencia
(Si dos grupos son isomorfos, entonces sus respectivos conjuntos de subgrupos son conjuntos
ordenados isomorfos), tenemos lo siguiente: [(0 : x1),Z] y [{0}, Zx1] son conjuntos ordenados
isomorfos. Notemos que (0 : z1) = Zo(z1) donde o(x;) denota el orden de ;.

Como z1 # 0 porque Zx; # 0, entonces o(x1) # 1, y existe p € P tal que p | o(z1), entonces
Zo(x1) C Zp y Zp es maximo en Z (Z/pZ = zZ, que es simple).

Entonces [Zo(x1),Z)] tiene un maximo, asi que [{0}, Zz4] también lo tiene.

Paso inductivo:
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Supongamos que n > 1y que un grupo N # {0} generado por menos de n elementos tiene
maximos. Asi, M = Zxy + - -+ Zx,,. Si escribimos N = Zx + - - -+ Zx,,_1, entonces N tiene
maximos por la hipotesis de induccién. Asi que si N = M ya acabamos.

Si N < M, entonces {0} # M/N = N + Zx,,/N = Zz,,/N N Zx,, es un grupo generado por
Ty + (N N Zzx,), asi que por la base de la induccién, Zx,, /N N Zzx,, tiene maximos.

Por el Teorema de la correspondencia vemos que M /N tiene un subgrupo méaximo L/N,
digamos. Por el Teorema de la correspondencia, L es un subgrupo maximo de M. Esto
completa la induccién. m

Corolario 5 Un grupo divisible D # {0} no es finitamente generado, porque D no tiene
maximos.

Demostraciéon. Un grupo abeliano es divisible si y sélo si no tiene maximos. Aplicamos el
lema anterior para concluir. m

Corolario 6 Zy~ no tiene mdzimos.
Demostracién. Se sigue del corolario previo, pues Z,~ es divisible. m

Lema 15 Si {0} # H < Zy~, entonces H =< 1/p™ > para cierto n € Z*.

Demostracién. Tenemos {0} # H < Zp =< {1/p, 1/p2,1/p3,1/p*, 1/p®, ...} >.

Como H es propio, entonces H no contiene a todos los 1/p". Sea 1/pm ¢ H (m > 1) con m
minimo.

Ahora pF - 1/pmtk = 1/pm ¢ H. Entonces 1/pmtL 1/pm+2 1 /pm+3 1/pm+4, . & H.

Por la eleccién de m vemos que 1/p, 1/p%, 1/p3,...1/pm—1 € H. Asi < 1/pm1 >< H y
sabemos que 1/p™ ¢ H.

Si la inclusion fuera propia, sea a/p! € H\ < 1/p™~1 > con [ > 0y p no divide a a. Entonces
Il >m—1yaquel/p,..,1/pm1 € H. Por lo tanto a/p' € H\ < 1/pm=1 > 1 > m.

Como p no divide a a entonces (p';a) = 1, por lo tanto Ja, 3 € Z tales que aa + fp' =

1. Entonces a(a/p') = aa/pt = 1—ppt/pt = 1/pt = p pt/pt = 1/pt € H con | > m,
contradiccion.

Esta contradiccién prueba que H = < 1/pm=1 >.

Entonces los subgrupos propios de Zy~ son los siguientes:
<1/p><<1/p? ><<1/pd ><< 1/pt ><.

Es decir que los subgrupos de Z,~ son un conjunto totalmente ordenado, es decir forman
una cadena.

Como en un grupo cuyo conjunto de subgrupos es una cadena, todo subgrupo distinto de
{0} es esencial, entonces todo subgrupo distinto de {0} de Z,~ es esencial.

Entonces tenemos el diagrama siguiente:
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7,00
i
<1/pt > = e Ty

I
L .

12

Asi; Zye es la capsula divisible de Z,, Zy2, Zys, Zyp,..., Lpn,... . ®

Corolario 7 Todo grupo divisible que tenga un elemento distinto de 0 de orden finito con-
tiene una copia de Zy~ para algin primo p.

Demostracién. Si 0 # x € D, D divisible y o(z) finito, entonces o(xz) # 1, y asi Ip € P
tal que p | o(z) por lo tanto o(x°®)/P) = p. Entonces D contiene un elemento de orden p
y entonces D contiene una copia de Z,. Ahora existe un monomorfismo f: Z,>——D
y como D es divisible, 3 ¢: Zpo —— D tal que ¢ o¢ = f, es decir; el diagrama siguiente
conmuta:

f
Lyp> =D
4
/7
AN
€S |1 s
Lo

Como ¢ es monomorfismo esencial y f es monomorfismo, entonces ¢ es monomorfismo.

Ahora tenemos el diagrama siguiente:

Como podemos ver ¢(Z,~) es una copia de Zy~ contenida en D.

Notemos que Zyeo = @(Zp<) < D. &

Nota 6 Si D es un grupo divisible con un elemento de orden infinito, entonces D contiene
una copia de Q. En efecto: si x € D es de orden infinito, entonces Zx = 7. Asi existe el
siquiente diagrama:
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Como D es divisible e i% es monomorfismo, 3 ¢: Q——=D tal que poi; = f.

Como i% es un monomorfismo esencial y f es monomorfismo, entonces ¢ es monomorfismo.

Por lo tanto: .
p(Q) <= D
il
Q.

Ademds p(Q) es sumando directo de D porque ¢(Q) es divisible.
Lema 16 FEl subgrupo de torsion de un grupo divisible D es divisible.

Demostracién. Sea D divisible y t(D) < D. Sip € Py 0 # = € t(D), entonces x = py con

y € D. Ahora o(z) = o(py) = (;&’;)) por lo tanto

o(y) = o(x)(p; o(y))
que es un nimero natural. Entonces o(y) es finito. Asi x = py con y € t(D) luego
t(D) < p(t(D)).

Por lo tanto t(D) = p(t(D)), ¥ p € P. Por lo tanto t(D) es divisible. m

Notacion 3 A & B denotard que A es un sumando directo de B.
Corolario 8 t(D) & D si D es divisible.

Demostracidn. ¢(D) es un subgrupo divisible de D también se debe al Lema 7. =

Observacién 10 Sea D = QM@ (P ,cp Zz(,ff)) donde X, X, son conjuntos y p € P. Enton-
ces D es un grupo divisible.

Demostracion. Sabemos que una suma directa de grupos divisibles es divisible. m

Proposicién 2 D grupo divisible => D =~ Q™M &(P,ep Z(Xp)),

pOO
Demostracion. Tenemos que la parte de torsiéon de D:
t(D)={x € D |o(x) es finito}

es divisible, entonces D = t(D)®F con F un subgrupo de D tal que ¢(F) = 0. Es decir
F' no tiene elementos de orden finito y entonces todos sus elementos son de orden infinito.
Digamos que t(D) = T, entonces D = T'@®F la suma directa de un divisible de torsiéon y un
divisible libre de torsién.

T =P t,(T).

peP
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Basta ver que F = Q¥) para algtn conjunto X y que t,(7) = Z;fo”) para algin conjunto
Xp.

Supongamos que F' es divisible libre de torsion.

Caso 1) Si F' = {0}, podemos tomar X = (Q” = {0}).

Caso 2) Supongamos que F' # {0}. Por la Nota 6 F' contiene una copia de Q. Sea {Q;}icr
una familia independiente méaxima (estamos usando el Lema de Tukey) de subgrupos de F’
cada uno isomorfo a Q. Ahora

iel
@D, Qi es divisible, asi que @,;c; Q; & F y entonces F = (P, Q;)®L con LU un subgrupo de
F divisible, por ser un sumando directo. Si 4l # {0}, entonces 4 contendria una copia de Q,

con lo que podriamos extender a la familia {Q; }icr: {Q;}icr U {p}, que es una contradiccion.
Por lo tanto 4 = {0} y entonces F' = @,c; Q; = QW).

Ahora t,(T') & T, es un p-grupo divisible.
Caso i) Si t,(T") = {0}, entonces t,(T") = Zgoo.

Caso ii) Si t,(T") # {0}, entonces ¢,(T") contiene una copia de Zy~ por Corolario 7. De nuevo
si {L;}ier es una familia independiente méxima de subgrupos de ¢,(7"), con cada L; = Ze,

entonces
@ Ll < tP<T)7
iel
@;c; L; es divisible, asi que @ L; A t,(T). t,(T) = (B;e; Li)®Y con U divisible de p-

torsién. Si fuera 4 # {0}, entonces Y contendria una copia de Zy~ con lo que podriamos
extender {L;};cr, 1o que seria una contradicciéon. Por lo tanto U = {0} y asi

tp(T) = @Li = Ly

i€l

Teorema 9 Un grupo D es divisible si y solo st

D =QWa(@z)

peP

donde X, X, son conjuntos y p € P.

Demostracién. Ver la observacién 10 y la proposicion 2. =

Observemos que un grupo divisible con todos sus elementos de orden infinito es isomorfo a
QW) para algin conjunto X.

Un p-grupo divisible es isomorfo a ZI(;Y) para algin conjunto Y.



Capitulo 2

Los enteros p-adicos

Si p es un entero primo definimos el anillo de los enteros p-adicos como End(Z,~). Mas
adelante daremos construcciones de anillos isomorfos con éste.

Notemos que Zy~ =< {1/p, 1/p2,1/p3,1/p*, 1/p, ..} >, asi que si Z,~ $'Zpoo es un

endomorfismo, entonces f estd determinado por f(1/p), f(1/p%), f(1/p®), f(1/p*), f(1/p),
...(un elemento de Zye es de la forma a/p" con (a;p) = 1).

Nota 7 Notemos que f(1/p*) debe ser un elemento de Zy tal que o(f(1/p*)) | p*, por lo
que f(1/p*) =a/pt conl < k.

Definamos
S = {ag + a1p + asp® + azp® + asp* + asp® + -+ | 0<a; < p}.

Veremos que hay una correspondencia biyectiva entre los conjuntos S y Z,[[p]] = End(Zye~).
Un elemento de Z,~ es de la forma b/p™ donde (p;b) = 1. Asi pues como b/p™ es una
clase médulo Z, podemos suponer que b < p™: (b = Vp™ 4+ r con 0 < r < p™ por lo
tanto concluimos que b/p™ = b pm/ p" +r/p™ =V + r/p™ = 0+ r/p™ = r/p™ luego
b/pm =r/pm).

Veamos céomo un elemento s € S, induce un endomorfismo de Zy~ por multiplicaciéon. Si
s € S y multiplicamos s por b/p™ entonces

$-b/p™ = agh/p™ + arb/pmTt 4 apb/pmTm + 04

Denotamos f; = s - —, entonces

1/p?> —— ao/p*+ a1/p = ag + a1p/p?

1/p? —— ao/p3+ a1/p> + as/p = ag + a1p + asp?/p?

29



1/pt —— ao/p'+ a1 /P + az/p* + as/p = ag + arp + asp? + azp® /p!

1/p° —— ao/p® + a1 /p* + as/p® + a3 /p? + as/p = ap + a1p + asp? + aszp® + asp*/p°

L/p™t —— aog/p™*t + a1 /p™ + ax/pmT o+ am/p = ao + aip + agp? + -+ -+ ap™ /pmTt
Después demostraremos formalmente que fs : Zyoo — Zp~ es un morfismo de grupos.

Lema 17 Si G es grupo abeliano, entonces (End(G),+,0,0,1¢) es un anillo.

Demostracién. (i) Si f, g € End(G), entonces f + g definida por

(f +9)(x) = flz) +g(x)

es un endomorfismo de G:

= f(z) + f(y) + g(x) + g(y)
= f(z) +g(x) + f(y) + 9(v)
=(f+9)(=)+(f+9)(y)

(77) El neutro es el homomorfismo de grupos G %G,
yr—=0
(17i) —f es el homomorfismo tal que (—f)(z) = —f(z).
Como la composicién de endomorfismos es un endomorfismo entonces (End(G), o, 1¢) es un
monoide. Ademas si f, g, h son endomorfismos tenemos lo siguiente:

(f+g)oh=foh+goh

y

ho(f+g)=hof+hoy.

Lema 18 Sea (G,+,0) un grupo abeliano con un subconjunto X que genera a G. Sea H un
grupo abeliano. Una funcion X T H se puede extender a un homomorfismo ¢ : G—— H
sty solo si

ZZZ'ZEZ' =0,z € Z,x; € X = Zzzf(xz) =0.

i=1 =1
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Demostracién. (<) Sea X = {x;}ic;. Que X genera a G significa que Vg # 0, g € G
tenemos que g se puede expresar como g = y oy 2;%; con z; € Z y casi todos los z; = 0. Asi

puede definirse toda G —= H por ¢(g) = @(Sicr 2iti) = Syes 2if (2;) donde las sumas son
finitas, pues por hipédtesis casi cada z; es 0 (es decir todos, salvo un ntimero finito de z; son
0).

Veamos que ¢ esta bien definida. En efecto:

Supongamos que g = > 5 %4i%T; = > ey wix; son dos combinaciones de los elementos de
{z;}ier, con casi toda z; y casi toda w; son cero. Entonces 0 = g — g = > ;c;(z; — w;)x;. Por
hipétesis tenemos que 0 = >;c;(2; — w;) f(x;) de donde tenemos que

znzlzzf(xz) = En:lwzf(xz)

Esto muestra que ¢ : G—— H es una funcién bien definida. Ademas ¢ es un morfismo de
grupos pues si u = > ;7 2i%; y U = »_;c; w;x; donde casi toda x; es 0 y casi toda w; es 0,
entonces tenemos lo siguiente:

p(u+v) = o(Xier 2iTi + Yies WiTi)
= (Xicr(zi + wi)z;)
= Yier #if (i) + Lier wi f (i)
= p(u) + ¢(v).

(=) Como un morfismo de grupos manda el neutro al neutro, y en vista de que G . H
manda a G 3 g =3 ,c; zixi—> > icr zif(x;) € H por ser un morfismo de grupos que ex-

tienden a f, tenemos que
Zzixi =0= Zzlf(ﬁz) =0.
i€l iel

[ |

Definicién 20 Definimos Z,|[[p]] := {3720 aip'|0 < a; < p}.

Definimos una suma y un producto en Z,[[p]] por 352, a;p’ + 322, bipt =: 322, ¢;p’, donde
definimos los coeficientes ¢; de la manera siguiente:

Por el algoritmo de la division
ag + by = co + pqo o
ar+b1+q =ca+pq plag + bo

Co

Apy1 + anrl + Gn = Cny1 T PGny1-

Esto define los coeficientes cg, ¢1, co,... por induccién.

Anélogamente, definimos un producto en Z,[[p]], como (32 a;p") (3252, bip’) =: 3202 mip'.
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Por el algoritmo de la division
apbo = Sop + My 50

a0b1 + a1b0 + So = S1p + ma p| aobo

ZiJrj:kJrl a;ibj + Sk = Sk41p + M1

Con esto definimos por induccion los coeficientes m; € N.
Entonces Z,[[p]] tiene definida una suma y un producto.

Veamos que cada elemento de Z,[[p]] induce un endomorfismo de Z,e por “multiplicacién”.

Lema 19 Vs € Z,|[p]], la funcion

P f P
I/p —— ao/p

1/p? —— ag + a1p/p?

1/p3 —— ao+ a1p + asp?/p?

1/p™ —= a0+ ap+ ap® + -+ + amap™ =t /p"

induce un morfismo de grupos Qs : Lpee ——> Lpoo .

Demostracion.

Veamos el siguiente diagrama:

y/—

7,00
P en

i
{1/p"}

{1/p"}.

Sis=32,a-p" € Zy|[p]] con @; € Z,, a; € Z, tenemos que

s-1/ph =2 a - pt/pt =Yg ai - pH/p" = ao/p™ + ar/p"Tt + -+ an P/ P

=ap+aip+ -+ a,1p"t/p"
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que esta definida en {1/p,1/p?, ...} que es un conjunto que genera a Z,~. Veamos que se
puede extender a un morfismo de grupos

P
Zpoo 49> Zpoo .

Por el Lema 18 basta ver que si

z21/p+za/p?+ -+ 2 /P =0,

entonces

z1(ag/p) + z2(ap + a1p/p?) + - -+ + zm(ao + a1p + - - - + ap1p™ = /pm) = 0.

Supongamos que z1/p + z2/p? + -+ + 2z, /p™ = 0, entonces A+2+--+mel

Multiplicando por p: 2y + 2 +- -+ 225 € Z por lo que 20/p+ -+ zm/pm~1 = 0. Volviendo
a multiplicar por p obtenemos que zy + %3 + 4 pfn”ig € Z y por lo tanto

z3/p+ -+ zm/pm2 = 0.

Repitiendo el argumento tenemos que z4/p + -+ + 2, /p™ 3 =0

% € 7, es decirmza

Usaremos esto para calcular lo siguiente:

z1(ao/p) + z2(ag + a1p/p?) + - -+ + zm(ag + a1p + -+ - + a1 p™/p™).

El coeficiente de ag en esta expresion es z1/p + zo/p? + « - - + 2, /p™, que es 0 por hipdtesis.

El coeficiente de ay es zo/p + z3/p> + -+ - + 2, /P™ 1, que ya notamos que es 0. Ahora también
el coeficiente de ay es 0, es decir los coeficientes de ag, ay, as,...,a,, son todos 0, como ya
notamos.

Asi que f se extiende a una funcion Z, LA Zy~ que podemos pensar que es multiplicar
por (ag + a1p + azp® + - - - ).

Ademas, el Lema 18 muestra que ¢, es un morfismo de grupos. m

Lema 20 Z,|[p)] = End(Z,)
Xoaip = (X2 aip’) - — i Lo — L

es una funcion, que respeta la suma y el producto.
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Demostracién. Manda sumas en sumas:

Veamos que

O ap'+> bip') - —=O_aip’ - =)+ O_bip' - —).
=0 =0 =0 =0

Para ver esta igualdad, basta ver que tienen el mismo efecto en cada 1/p*.

Si (02, aip' + 32, bip') = (3222, ¢ip'), entonces multiplicando esto por 1/pF obtenemos

cotep+ -+ cpapht/ph.

Asi que tenemos que comprobar lo siguiente:

cotecpt-- e 1pP /P =ao+aip+ -4+ ap_1pF /P Fbo +bip+ -+ bp_1pFT1/pE para cada k.

En efecto: Si k = 1, entonces ¢q/p = ao/p + bo/p, pues por definicién de ¢y, ¢ £ ag + by asi
que ©=g0=bto — Yo 7.
p

4
Recordando que
ap + by = co + qop
a; +by+qo=ci+aqp

tenemos lo siguiente:

ag + a1p/p* + by + bip/p* = co + qop + a1p + bip/p?

=co+ (qo + a1 + b1)p/p?

= co + (c1 + qp)p/p?

=co+ap/P*+a P2/ P

Por definicién de la suma en Z,|[p]]:

ap + by = co + qop
a +bi+q =ci+aqp

ag + by +q1 = ca + qp

ag+1 + b1 + @ = Crt1 + Qrr1D,
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tenemos que

(ag + bo) + (a1 + b1)p + (az + b2)p? + - - - + (ak + br)p* /P**+1 = co + (qo + a1 + b1)p + (a2 + bap? + - - /pF+1

=co+cap+ (g1 + a2 + bap?) + - - /pkt!

=co+cip+cap? + (g2 +az +b3)p3 + - - /pktl

co+cp+ -+ (qp—1 + ag + by)p* /pkt?

co+e1p+ -+ (ck + qrp)pF /pFtl

=co+c1p+ -+ cpph + qpphtl/phtt

=co+ecp+-+epph /PP + g pETL/ PR

Esto muestra que p : Z,[[p]] — End(Zy~) manda sumas en sumas.

1 respeta productos:

Demostremos que

u@ az-pixi b)) = ;@ az-pwi bi).

De nuevo basta ver que el efecto de ambos endomorfismos de Z,~ es el mismo en cada
generador de Ze.

En 1/p:

(a0 +a1p+---)((bo +bip+--)(1/p)) = (a0 +a1p+---)(bo/p) = aobo/p = mo + sop/p = mo/p+ 30 = (mo +mip+---)1/p.

En general,

((ao +arp+---)(bo + bip + - ))(1/p*) = (a0 +arp +---)(bo + bip + - - - + bx_1p*~1/pk)

= apbo + (apb1 + arbo)p + - -+ + (aobk—1 + arby—2 + - -+ + ag_1bo)p*F 1 /pk

mo + (so + aob1 + a1bo)p + - - - /p*

=mo + mip+ (s1 + aobz + a1by + azbo)p? + - - -/p*

=mo +mip+map? + (s2 + aobs + - )p3 + - /pF

=mo+mip+ -+ mp_1pF1/pF + s pF/ pF

= (mo +map + map? + map® +---)(1/p*).

Lo que muestra que p respeta el producto.

Entonces Z,[[p]] ——= End(Z,~) es una funcién que respeta la suma y el producto. m

Teorema 10 i : Z,[[p]] — End(Z,~) es un isomorfismo de anillos.
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Demostracién. Z,[[p]] —— End(Z,~) es una funcién inyectiva:

Supongamos Y. a 1p' # X0 b;p', esto quiere decir que a, es distinto de b, para alguna
k € N, k-minimo u(352, a;p’) # n(352, bip') porque su efecto en 1/pF+1 son distintos:

p(d - aip’)(1/pH) = ag + arp + - - - + app® /pFTL.
i=0

Por otra parte

p(Q o bip")(1/pHHY) = bo + bap + - - - + bpk [pF+L.
i=0

Por hipdtesis, by = ag, by = aq, ..., bp_1 = ax_1, entonces

ap +a1p + -+ agpF /PPt Fag + -+ ap_aphTt 4 bgp pFH!

pues agp”®/pk+t 2 bpp* /pk+t, porque ay/p # bi/p.

(

Si fueran iguales, entonces ’”“%bk) €Zyp| lar — bg|, lo que no es posible pues a; y by son

enteros menores que p.
Veremos ahora que p : Zy[[p]] — End(Z,~) es una funcién suprayectiva.

Si Zpee A Lo es un morfismo de grupos:

/
y/ .

1/pF = f(1/p")

como pF-1/p¥ =0 vemos que p*- f(1/p*) =0

Entonces f(1/p*) es un elemento de Zy =< {1/p, 1/p?,1/p3,1/p*, 1/p5,...} > de orden un
divisor de p*, entonces f(1/p*) = b/p* donde podemos tomar b < p*, pues podemos sustituir
b por su residuo al dividir entre p* si hiciera falta.

Entonces f(1/p) = ao/p con 0 < ag < p, f(1/p*) =b/p* con 0 < b < p?.

Ahora p- f(1/p*) = f(1/p) = ao/p.
|
p-b/p?
|
W .

Entonces p | b — ag por lo tanto b — ag = pa, entonces b = ag + pa, como b < p? entonces
a < p.

Suponiendo que f(1/p*) = ag + a1p + - - - + ap_1p*~1/p".

Si f(1/pF+1) = ¢/pF*1, entonces ¢/pF = p(f(1/pFF1)) = f(1/pF) = ap + arp + - + ap—1pF~1/pF.
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c—(ao++ag_1p*~
k

- Deg por lo tanto

Entonces ¢/pF = ag + - -+ + ap_1p*1/p*, es decir,

c—(ag+ -+ az_1p" ) = app® con a, € Z.

k+1

Entonces c =ag +--- + czk_lpk*1 + akpk como ¢c < p se sigue que ax < p.

El argumento anterior muestra que f es p(ag + aip + asp® + azp® + ---). Por lo tanto

Z,|[p)] = End(Z,~) es suprayectiva. Como y es una biyeccién que respeta la suma y el

producto y como End(Zy~) es un anillo, entonces Z,[[p]] es un anillo isomorfo a End(Z,e~).
|

Lo anterior nos da una alternativa a la definiciéon de los enteros p-adicos.

Como vimos, podemos identificar un entero p-ddico con una suma formal $3°,a;p’ con
coeficientes en Z,.

2.1. Valuacién p-adica

Definicién 21 vy Zp[[p]] \ {0} —=N

2o a;p' —min{i € N|a; # 0} .
v, estd definida en Z,[[p]] \ {0}.
Un nimero p-adico es distinto de 0 si y s6lo si v,(a) estd definido.

Lema 21 Si Y2 a;p" y Y52, bip’ son dos enteros p-ddicos ambos no cero, entonces

(2 az‘pi)(i bip') #0

up((Q_ @) (Q_bip')) = vp(3_ aip’) + v (3 bip').
=0 i=0 i=0 i=0
Demostracién. Digamos que v, (3%, a;p') = k y v,(3X52, bip') = [. Entonces:

a0:a1:-~~:ak,1:0yb0:b1:~':bl,1:O.

Por definicién,
O ap) (D bip') =Y map'
i=0 i=0 i=0

donde agby = sop + mo v So + agby + a1bg = s1p + my.
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En general

Entonces

Asi tenemos que

Ahora

Es decir

A(i aaf')(i b))

(Sk + Z aibj) = Sk+1P + M1 si

itj=k+1
ap=a,=--+-=a,_1=0 con ap#0
bp=b1=---=b_1=0 con b #0.

GobOZO'p+O (m():())

mo=0=m;=---=mpy_1=0

50 =81 ="+ = Spp—1 = 0.

Sk41—1 + Z aibj = akbl.
i+j=k+I

=0

Corolario 9 Z,|[p]] es un dominio entero.

2.1 Valuacion p-adica

—0).

Demostracion. Esto es equivalente a que el producto de dos elementos distintos de cero
sea distinto de cero, que se demostro en el lema previo. m

Definicion 22

00 i —_—
Zi:o a;p >dag -

Observacién 11 p es un homomorfismo de anillos.
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Demostracién. Por definicion
7 (A 7
> aip' + Y bip' = ep
i=0 i=0 i=0

donde ag + by = qop + co. Ast que ag + by = cp. Ademés (302 aip) (2 bip') = 3520 mup'
donde agby = sop + mg por definicién. Por lo tanto agby £ mo. W

Observacién 12 1. p es un morfismo suprayectivo.
2. Nue(p) = {332 aip’lag = 0}.
3. Zp|[pl]/ Nuc(p) = Zy, por el primer Teorema de isomorfismos.

De lo anterior tenemos que Nuc(p) es un ideal méximo de Z,[[p]]. (Pues Z, es un campo, y
sélo tiene dos ideales).

Observacién 13 El neutro multiplicativo para Z,[[p]] es
1+0-p+0-p*+---,
que es el elemento que corresponde al neutro en End(Zy), que es Idy . : Notemos que
Zyl[p)] —— End(Zy)
S aipt =2 aipt - — .

Siag=11vya; =0, entonces (32, a;p’) - 1/pk =1-1/pk = 1/pk.

Observacion 14 Y22, a;p' € Z,|[p]] tiene inverso multiplicativo <= ay # 0.

Demostracién. (=) Si 372, a;p’ tiene inverso multiplicativo >2° b;p’, entonces

Q_ap)Q_bip') =1+0-p+0-p*+---
i=0 i=0
asi que agbg £ mo = 1. Entonces ay # 0.

(«<=) Reciprocamente, si ay # 0 podemos resolver

Qoap)Q_bip) =1+0-p+0-p*+---.

i=0 i=0
Pues : apby = so - p + 1, asi que by es el elemento del inverso multiplicativo de ag en Z, y
conocemos Sg.

Ahora, so + apby + a1by = psi, asi que apby = —a1by — sp + psi que se puede resolver en Z, y
conocemos s1. Si ya hemos encontrado by, by, ..., bg, So, S1,..., Sg, entonces como

O ap )OO bip") =140-p+0-p* + -+,
=0 =0
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entonces
skt D, aibj = Ski1p + My
itj=k+1
Es decir,
Sk + bpy1 + Z a;bj = Spy1p + Mpy1.
itj=k+1
Asi,
aobgy1 = — Z aibj + Sp11p — Sk

i+j=k+1 excepto (i=0 y j=k+1)

que se puede resolver en Z, porque @, es una unidad en Z, y conocemos Si,;. ®

Corolario 10 Z,[[p]] es un dominio entero con ideal propio mayor igual a
> aip’lag = 0}
=0

Es decir Z,[[p]] es un anillo local.

Demostracién. Ya vimos que {3°;a;p'lag = 0} = Nuc(p) y que Z,[[p]]/Nuc(p) = Z,.
Como Z, es un campo, solamente tiene dos ideales. Concluimos usando el Teorema de la
Correspondencia. m

2.2. Los enteros p-adicos como limite inverso

Definicion 23 Un conjunto dirigido (I,<) es un conjunto parcialmente ordenado tal que
Vi,jeldk el tal que k > 1, k> j.

Un sistema dirigido de grupos (o anillos) es una pareja:

(IMiYier, {M; 122 M Vo)) tal que M; 22~ M; es la identidad

en M; y M; i M; LN My, sii> j > k donde cada f;; es un morfismo de grupos (o de

fik
anillos) Vi > j con i,j € 1.
Un limite inverso para el sistema ({M;}icr, {M; T M; }i>;) es un grupo (o anillo) deno-
tado:
‘—
junto con una familia de morfismos

tal que el siguiente diagrama conmuta:
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<_

7N
fij

M.

J

M;

es decir f;; o f; = f; v tal que tiene la siguiente propiedad (universal):

vV (U, {uU LN M; }ier) tal que conmuta el diagrama siguiente:

A 4p - mM; «— U morfismo de grupos (o anillos) tal que

—

AN

M; U

conmuta Vi € 1.

Para grupos o anillos se puede construir el limite inverso de:

fij
({Mi}ieb { M; — Mj }i,je])
tomando
L = {z € Wi, M;| parai > j, fi j(pi(x)) = pj(z)}
donde
[T M; M j (pi, pj son las proyecciones canodnicas).
|
fij
M;
Asf tenemos (£, { £L—2> M; }) tal que £ conmuta. Esto es claro dada la definiciéon
3
M,
de L.

pi
I TN .
Que (L£,{ L—= M, }) es un limite inverso se comprueba de la manera siguiente:
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Supongamos que ({M;}ier, { M; i, M; }ijer) es un sistema dirigido y sea

U, { U~ M, Yies)

tal que

u
SN

M; M,

conmuta si i > 7.

Entonces la familia (U, { U S M; }ier) induce U I e/ M; tal que

U —> e M,
NP
M;
conmuta para toda i.
Si i > 7, entonces
P;
e M; & MicrM; 3 g(u)
gT N I
Pi u Z/{ > U
N\ \5 3
fij Jig
M; =— M; pi(g(u)) € M; M;

conmuta, asi que Vu € U, (f;j o pi)(g(u)) = p;(g(u)).
Esto muestra que g(u) € L.

Asi que el diagrama siguiente conmuta:

pilﬁ
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Lo que muestra que (L, {p% }ier) es un limite inverso para

fij
({Mi}ieb { Mi - Mj }i,je[)-

(La unicidad de g'L se sigue facilmente de las propiedades del producto cartesiano y del
diagrama anterior). Esto muestra que existen los limites inversos de sistemas dirigidos de
grupos o anillos.

Ejemplo 8 Sii < j, entonces Zp’ C Zp'.
Demostracion. Esta inclusion induce un morfismo de anillos
7]y ——=7]Zp

podemos ver que (Zy[[p]], { Zy[[p]] —== Z/Zp’ };e;) es el limite inverso de

(Z)Zp Yier, { 2/ 20" 2~ 2)2p' }ic;),

donde _
Zy[lp)) = Z/Zp’
(ap+arp+ap?*+-- ) —>ag+ap+ap?*+---+a;_1p’~'. m
Observacién 15 Z,[[p)] 1> 7./ Zp

(Zzo aipi) ——ag + ap —+ a2p2 + -4 &j,lpj*

es un homomorfismo de anillos.

Demostracion. p; es aditiva:

Recordemos que

O ap)+ O bip') => e’
=0 1=0 =0

donde
ao + by = qop + o
Qo +a +b=qp+a
qj—1 + a; + bj = q;p + Cj
entonces

(ap +ar1p+agp? + -+ aj_1p? 1) + (bo + bip + bap? + -+ - + bj_1pi 1) =
= (ao + bo) + (a1 + b1)p + (az + b2)p? + -+ + (@j—1 + bj_1)pi~*
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=co+(qo+ar+b)p+--+ (aj_1 +bj_1)p~!

=co+cp+ (g1 +az+ba)p* + (a3 +b3)p3 + -+ + (a1 +bj_1)pi~!

=cot+ap+tep?+-+ (g2 +aj1+bj_1)p!

=co+op+--+eap T 4o P

(El tltimo sumando se cancela pues la barra significa clase médulo Zp’).

La demostracion de que ji; respeta el producto se demuestra usando la definiciéon de producto
en Z,[[p]] es decir, andlogamente como en el caso de que p es aditiva.

Es claro que p; manda el uno de Z,[[p]] al uno de Z/Zp’. =

Notemos ahora que

(conmuta si i > j)

| Zp“p“ "
N,

7| Zp fii gz

=0 ap' € Zp|[pl]

/ \

Z]Zp' > ag+ arp+ -+ + ajqp ! ap+ap+ - +a;_p-L € L)L’

es un diagrama conmutativo, donde p;, p;, fi; son homomorfismos de anillos.

En la situacién anterior, la familia { Z,[[p]] —-— Z/p'Z }ie; induce el morfismo siguiente:

Zp[[p“ - H;’;Z/p"Z

tal que conmuta el siguiente diagrama:

HfilZ/piZ

Z/p'Z.

Si consideramos {I12°,Z/p'Z —=7,/p'7Z }icn. Como tenemos que el diagrama siguiente:
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Zp'Z

es conmutativo Vi entonces también conmuta el siguiente diagrama excepto el tridngulo
inferior:

7] Zp'

Tenemos que
YN Zyllp)) € {2 € IR Z/Zp'|(fiy o mi)(w) = 7j(x) Vi = j}.

Por otra parte si @ € II3°,Z/Zp" satisface (f; ;o m)(x) = m;(z) Vi > j, entonces existe un
elemento >-2°) a;p" € Z,|[p]] tal que

V(Z aipi) =T
=0

Esto se demuestra en el Lema siguiente:

Lema 22 Dada la sucesion (1, xq,x3,...) con T
asg,... donde 0 < a; < p tal que

x; hay una unica sucesion ag, aq,

a+aap+ - +aip E

. p . ., , . .
Demostracién. Para empezar ag = x1 (x1 = $1p+ ap) tiene solucién unica por el algoritmo
de la divisién.

P’ p?
Ahora necesitamos encontrar a; tal que ag+ap = x2. Es decir, a1p = x9—ag = :Eg—(xl—slp).

Como x9 — x1 es un multiplo de p, denotemos 5”2’%’“ al entero tal que % ‘P =Ty — X7.
r? A
Ahora a;p = (29 — x1) + $1p <= a1 = L+ 5.

Esto tiene una tnica soluciéon mayor o igual que 0 y menor que p. Si ya hemos encontrado
ag, a1,..., ax con 0 < a; < p tales que
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P
ag = I

1%

ao + ap )

k41

L P
aog+ -+ agp Tht1-

k41

p _
Entonces, como x, 2 Tpy1 entonces % € Z.

k+2
p
Queremos encontrar ayy; tal que ag + - -+ + a1 "= Tpao.
Asi
k1 P2 k
41 P
k41D = Tpgo — (ao + -+ app”)
k+2
P k41 P (Tpy2—Try1)
= (.Tk+2 — xk—&-l) + ap + <~ Q41 = B a— + a.

Esto tiene solucion una mayor o igual que cero y menor que p.
Esto muestra que hay una sucesiéon que satisface las hipotesis. m

En vista de la inyectividad de -y tenemos que Z,[[p]] es isomorfo al limite inverso de

(Z)Zp Yiew, { 2) 200 L2 2/ 23 }is;)

donde f; ; es el morfismo de anillos candnico.

Esto junto con el Teorema 10 nos da otras descripciones del anillo de los enteros p-adicos.
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Teorema 11 Los siguientes anillos son isomorfos y cada uno es una copia del anillo de
enteros p-ddicos:

1. El anillo de endomorfismos de Zye.
2. El anillo {3, a;p'|0 < a; < p} con la suma y el producto descrito en el texto.

3. El limite inverso del sistema dirigido de anillos
i i Jia j
{(Z/)Zp")ien, {Z)Zp" —Z[Zp }i>; )

pi

4. El anillo de sucesiones {(T1,%3,T3,...)|T; € Z)Zp',xis1 = x;}, que es un subanillo de

12,7/ Zp'.
Demostracién. Las demostraciones estan incluidas en el texto. m

Los enteros p-adicos tienen las siguientes propiedades que se demuestran en la tesis:

a) El anillo de los enteros p-ddicos es conmutativo, es un dominio entero (el producto de
elementos distintos de cero es distinto de cero).

b) Es un anillo local: tiene un tinico ideal méximo: {3°3°, a;p‘|ag = 0}.

¢) El conjunto de sus unidades (elementos invertibles) es

Z2[[7]) = {iaﬁ?%o £0).

d) Es un dominio de ideales principales, los ideales son de la forma

I = {i; aip'lop(3_ aip’) = j}-

e) El conjunto de ideales esta totalmente ordenado por la inclusién

1, <1<k >j.
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