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Resumen

En este trabajo se desarrollan los métodos para encon-
trar, mediante la entropia relativa, una caracterizacion de la
proyeccion de una medida de probabilidad en un conjunto.
Asimismo se desarrollan las herramientas necesarias para sa-
ber bajo qué circunstancias un conjunto posee la propiedad
de Sanov y una sucesion de variables aleatorias no indepen-
dientes se comportan de manera independiente en el limite.
Todo esto se definira a lo largo del trabajo.

En el primer capitulo comenzamos por introducir los con-
ceptos y teoremas basicos de la teoria de grandes desviacio-
nes con especial énfasis en el teorema de Sanov para espacios
de estado finito o numerable, asi como el concepto de entro-
pia relativa y sus respectivas propiedades. Después, en el
segundo capitulo, presentamos el concepto de I-proyeccion e
[-proyeccion generalizada de una medida de probabilidad Q
(sobre un espacio medible (S, B)) en un subconjunto conve-
xo II. La I-proyeccion es la medida de probabilidad P* € 11
que minimiza la entropia relativa D(P||Q) en I, i.e.,

D(P|Q) = inf D(PI|Q)

y la I-proyeccion generalizada es la medida de probabilidad
P* que cumple que P, — P* para toda sucesion { P, },en en
IT con la propiedad de que

lim D(P,[|Q) = Inf D(P[|Q).

Ademas se discuten algunas de las propiedades de las I-
proyecciones con el objetivo de mostrar dos resultados que
caracterizan a la I-proyeccion generalizada sobre dos con-
juntos con ciertas caracteristicas. Por tltimo en el tercer
capitulo se demuestra el teorema de Sanov en su version
més general; con ello introducimos la propiedad de Sanov
junto con el concepto de cuasiindependencia asintotica y se
presentan dos teoremas limite. El primero establece, bajo
una condiciéon de convexidad, una cota superior del tipo del
teorema de Sanov pero para cada n natural, i.e.,

1 5 ,
ﬁlogIP’({PX ell}) < —IlgrelfHD(PHQ) Vn e N.



Este primer teorema también establece la posesion de la
propiedad de Sanov por parte del conjunto II y relaciona el
comportamiento asintotico de una sucesion de variables alea-
torias X7, ..., X,,, ... condicionadas con la I-proyecciéon gene-
ralizada. En el dltimo teorema se establece una caracteriza-
cion de la I-proyeccion generalizada considerando el caso de
un conjunto convexo C' C V' en donde V es un espacio vec-
torial topologico localmente convexo y el evento { Px € II}
es el evento en el cual el promedio de la muestra Xy, ..., X,
bajo un estadistico ¥ que toma valores en V cae en el con-
junto C. Se analiza también el comportamiento limite de la
sucesion de variables aleatorias condicionadas al evento an-
terior relacionando su distribucion limite con la I-proyecciéon
generalizada.

El apéndice esta dedicado a algunos conceptos y resulta-
dos de teoria de probabilidad, teoria de la medida, analisis,
topologia, etc. que fueron utilizados durante el desarrollo y
construccién teodrica de los capitulos anteriores.
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Introducciéon

El propésito principal de este trabajo es responder al-
gunas preguntas: Las primeras dos preguntas son cuestio-
nes de optimizacién y estan relacionadas con el concepto
de entropia relativa entre dos medidas de probabilidad que,
grosso modo, es una funcién que nos permite comparar dos
medidas de probabilidad y ver qué tan “parecidas” son en-
tre ellas. Dado un conjunto de medidas de probabilidad II
nos preguntamos, en primer lugar, ;Bajo qué circunstacias
se puede minimizar la entropia relativa de las medidas de
probabilidad en II respecto a una medida de probabilidad
fija? Y en caso de que se pueda minimizar, entonces ;De
qué manera se ve la medida de probabilidad que minimiza
la entropia relativa? Es decir ;Se puede dar una descripcion
analitica de esta medida de probabilidad? Para responder a
estas dos preguntas se desarrollan los conceptos de entropia
relativa, I-proyeccion generalizada de una medida de proba-
bilidad sobre un conjunto de medidas de probabilidad y se
prueban los resultados que nos permitirdn abordar la cues-
tion. La respuesta final a esta pregunta se encuentra en los
teoremas 2.3.1 y 2.3.2.

Ahora si se tiene una sucesiéon de variables aleatorias
idénticamente distribuidas, ; Cuando la probabilidad de que
la medida empirica caiga en un conjunto de medidas de pro-
babilidad IT es igual al infimo de la entropia relativa de las
medidas de probabilidad en dicho conjunto respecto a su
distribucion comin?,; es decir, ;Qué propiedades debe cum-
plir II? Esta pregunta esta intrinsecamente relacionada con
la teoria de grandes desviaciones por lo cual es necesario
desarrollar algunos resultados y conceptos de dicha teoria,
especialmente lo que se conoce como propiedad de Sanov.
Por ultimo, nos preguntamos ;Cuando una sucesiéon de va-
riables aleatorias condicionadas a cierto evento se comportan
de manera “independiente” en el limite? Para responder a es-
ta cuestion se desarrolla el concepto de cuasiindependencia
asintotica.

Todo lo anterior queda sintetizado en un tultimo teore-
ma, considerando una funciéon que manda nuestras variables
aleatorias a un espacio vectorial topologico localmente con-
vexo. Ver el Teorema 3.3.1.

11
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Por ultimo comentamos que a lo largo de este trabajo
utilizaremos las siguientes convenciones utilizadas dentro del
marco de la teoria de grandes desviaciones. En lo sucesivo
convendremos en que log(0) = —o0, 0-00 =0, 0- —00 = 0,
log(%) = oo con z real positivo y log(§) = 0.



Capitulo 1

Grandes desviaciones

El objetivo principal de este capitulo es introducir los conceptos y re-
sultados basicos de la teoria de grandes desviaciones que nos seran de gran
utilidad en los capitulos posteriores. Los principales resultados como el teo-
rema de Cramér y el teorema de Sanov en ambas versiones son tomados de
[22]. Otro material de consulta se tomé de [14], [19] y [9].

El teorema de Sanov nos permitira definir la propiedad de Sanov que
aparece en los resultados centrales de este trabajo. También se define la
entropia relativa, que nos permitira establecer la I-proyecciéon generalizada
en el siguiente capitulo.

1.1. ;Qué es una desviacién grande?

Cuando tenemos un sistema no determinista nos interesa saber si éste
sigue un comportamiento predecible. En el caso de un experimento aleatorio
nos interesa, por ejemplo, el resultado esperado al realizar dicho experimento.
Dos de los teoremas centrales en la teoria de probabilidad nos dan informa-
cion acerca de dicho comportamiento: el primero de ellos, conocido como la
ley de los grandes ntimeros (LLN por sus siglas en inglés) nos da informacion
acerca de la relacion entre la esperanza de una variable aleatoria y la me-
dia muestral. Por otra parte, el segundo resultado conocido como teorema
central del limite (CLT por sus siglas en inglés) nos indica como se da la
convergencia en el caso anterior.

Comencemos con {X;};en una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes! e idénticamente distribuidas sobre un espacio de probabilidad (R,
B(R),P) con B(R) la o-algebra de Borel en R, E(X;) =p € Ry Var(X;) =
02 € (0,00). Ahora sea

Le.f. [16], pag 252.

13



14 CAPITULO 1. GRANDES DESVIACIONES

S, = ZX
=1

Entonces enunciaremos los teoremas LLN y CLT que vamos a utilizar?.

Ley de los Grandes Numeros (LLN).

1 :
lim —S,, = p casi seguramente,
n—oo n

1
IP’( lim —S, = u) =1.
n—oo n

Teorema del Limite Central.

lo cual quiere decir que

T}LH;oa\f(S —n,u)—>N(0 1).

d . o .
en donde — denota convergencia en distribucién, cf. La subseccion 4.1.1.
Modos de convergencia del apéndice.

La cuestioén es jqué sucede si %Sn difiere de p por una cantidad de orden
mayor a \/n? (Pues este es el orden de velocidad de convergencia que nos
da el Teorema del Limite Central) Digamos, por ejemplo, n. Es decir jes
posible que el promedio empirico se desvie de la media cuando la muestra es
“grande”” LLN nos dice que esto no puede suceder muy frecuentemente, por
lo tanto tenemos que si a > E(X7) entonces

lim P(S, > na) = 0.
n—oo
{S, > na}nen es una sucesion de eventos raros y su probabilidad de

ocurrencia converge a 0. Lo que a nosotros nos interesa es calcular con qué
velocidad lo hace. Veremos que de hecho esta probabilidad decae exponen-
cialmente con la velocidad dada por una funciéon de tasa siempre que las
variables tengan funcién generadora de momentos finita en alguna vecindad
del origen. La velocidad buscada se da en el primer resultado de la teoria de
grandes desviaciones que presentamos a continuacion.

2No pretendemos dar sus versiones mas generales.



1.2. TEOREMA DE CRAMER 15

1.2. Teorema de Cramér

El teorema de Cramér es el primer resultado que veremos de grandes
desviaciones. Este resultado nos proporciona informacion acerca de la velo-
cidad de decaimiento, es decir, informacién sobre la funcién Z que definimos
en la Definicién 1.2.1. El resultado establece que la funcién de tasa es la
transformada de Fenchel-Legendre? de la funcién generadora acumulada de
X1. Este teorema se puede probar de manera més general. La forma que aqui
elegimos es para introducir de manera méas amigable los problemas, técnicas
y conceptos de la teorfa de grandes desviaciones.

Definiciéon 1.2.1. Sean {X;};cn variables aleatorias reales independientes e
idénticamentes distribuidas tales que su funcidn generadora de momentos es
finita en todo R, es decir, p(t) = E(e*1) < oo para toda t € R. Sea z € R
entonces definimos la funcion Z : R — R de la siguiente manera:

Z(z) = sup|zt — log p(t)].
teR
A esta funcion se le conoce como la transformada de Fenchel-Legendre
de .

Teorema 1.2.1. (Cramér)* Sean {X;}icn variables aleatorias reales inde-
pendientes e idénticamentes distribuidas tales que @(t) es finita para toda
t € R. Sea S, =" | X;. Entonces para cada a > E(X1) = p se tiene que

1
lim —logP(S,, > an) = —Z(a), (1.1)

n—oo N

con I la transformada de Fenchel-Legendre recién definida.

Demostracion. Para demostrar el teorema primero observamos que podemos
suponer sin pérdida de generalidad que a = 0 y E(X;) = p < a (de otra
forma podemos trabajar con X; — u). Con esta suposicion debemos trabajar
con Z(0).

Consideremos el caso en el que X7 es no degenerada ya que si, por el
contrario, X1 = pu, entonces P(S,, > an) = 0 para toda n y por lo tanto

1
lim —logP(S,, > an) = —oc.
n—oo N

Por otro lado

—Z(a) = —suplat — log o(t)] = —sup[at — log '] = — sup[t(a — p)] = —oc.
teR teR teR

3Funcion de gran relevancia en el analisis convexo, cf. [29].
4Enunciamos esta version del teorema de Cramér aunque no es la mas general.
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Y asi obtenemos que (1.1) es valido trivialmente para variables aleatorias
degeneradas.

Para facilitar el trabajo haremos uso de la siguiente notacién:

= inf ().
p=fnf (1)
Notemos que Z(0) = sup;cgr|[—logp(t)] = —log[inficr ¢(t)] = —logp

donde en la peniltima igualdad hacemos uso del hecho de que f(x) = log(x)
es continua y creciente, por lo cual, basta probar que

1
lim —logP(S,, > 0) = log p. (1.2)

n—oo N

Sea F'(x) la funcion de distribucion de X;. Como ¢(t) es finito en todo
R tenemos que su n-ésima derivada es (™ (t) = E(X"eX?) para toda n € N
(esto se prueba detalladamente en Lema 4.1.1 del apéndice). En particular

¢ (t) :/RxemdF(:U)

@"(t):/RxQemdF(a:).

De lo anterior se sigue que ¢”(t) > 0 para toda t € R pues la funciéon
f(x) = 2%e'™ es mayor que cero en todo R excepto en el cero; sin embargo,
si la variable es continua este punto tiene medida de Lebesgue cero, si es
discreta notamos que la masa de probabilidad no puede estar concentrada
solamente en el cero y si es mixta de nuevo la masa de probabilidad no puede
estar concentrada en el cero. Como la segunda derivada de ¢ es positiva
entonces ¢ es estrictamente convexa, ademas ¢’ (0) = E(X;). Consideraremos
tres casos dependiendo de en donde se encuentre acumulada la masa de

probabilidad de X7.
Caso 1: P(X; <0) =1.

En este caso tenemos que ¢ es decreciente. Esto se sigue de

0

¢(t) = /R zedF (z) = / ’ ze!®dF (x) +0 = / ze!®dF (x) < 0.

—00 —00

Lo anterior pues ze!* < 0 para toda x € (—00,0) y para toda t € R y de
nuevo observamos que la masa de probabilidad no puede estar concentrada
solo en el cero. Entonces ¢ es decreciente y observemos que ef® < 1 para
toda = € (0, —00) y para toda t > 0. Luego, por el teorema de convergencia
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dominada de Lebesgue (CDL) pues ya vimos que la funcién constante 1
domina, cf. Teorema 4.4.4 del apéndice, se tiene que

0
_ ’ tx _ ’ _ 1 _
0= [ Jim cdr(e) = Jim olt) = ot olt) =

Como P(X; < 0) = 1 entonces P(S, > 0) = 0 para cada n € N. Por lo
tanto se tiene que log P(S,, > 0) = —oo = log p, esto es, se obtiene (1.2).

Caso 2: P(X; <0)=1yP(X; =0)>0.

Observemos que no puede suceder que P(X; = 0) = 1 puesto que el caso
en que X; es una constante ya fue probado. Analogamente al caso 1 se tiene
que la funcién

0

o) = [ car()

—00

es decreciente pues de nuevo se observa que

0

o (t) = /R vel®dF (z) = / ’ ve®dF (z) + 0 = / v dF(z) < 0

—00 —00

y la masa de probabilidad no puede estar concentrada solo en el cero por
hipotesis. De nuevo por el teorema CDL (con la constante 1 como la funcion
que domina) y como en este caso P(X; = 0) > 0, entonces

0
lim o(t) = / lim e dF(z) = 0+ Jim e"'P(X; = 0) = P(X; =0) > 0.

t—o00 0o t—00

Asi, como ¢ es decreciente y convexa, se tiene que

p=inf o(t) = lim o) =P(X1 =0) > 0.

Y observemos que

P(S, >0) =P(S, >0)+P(S, =0)=0+P(X; =0,..., X,, = 0)

n
=[[Pxi=0)=p"
i=1
Por lo tanto

1 1
lim —logP(S, > 0) = lim —logp"™ = logp.

n—oo n n—oo N
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Asi hemos obtenido (1.2).
Caso 3: P(X; < 0) > 0y P(X1 > 0) > 0.

En este caso tenemos

—0o0

0 00
; s tx tx
tlgglo o(t) = tliglo [/ e dF(x) —i—/o e“dF(x)

0 ') 00
= / lim e"dF (x) + lim edF(z) = 0+ lim e dF(x)

oo t00 t—o00 0 t—oo Jg

oo (o9}
> lim inf/ e dF (z) > / liminf e dF(x) = oo.

En donde en la segunda igualdad hacemos uso del teorema CDL y el
la dltima desigualdad hacemos uso del lema de Fatou, cf. Lema 4.4.3 del
apéndice. Por lo tanto

lim ¢(t) = oo.
tl (t)
De manera similar se obtiene que
lim () = oco.
¢ 1 (t)

Como ¢ es estrictamente convexa entonces tiene un inico punto minimo,
i.e., existe un tnico 7 € R tal que p(7) = py ¢'(7) = 0.

Ahora recordemos la desigualdad de Markov cf. Teorema 4.1.1 del apén-
dice:
E(X
P(X >¢) < ( ), (1.3)

€

con X una variable aleatoria real no negativa y € > 0. Aplicando (1.3) a la
variable aleatoria real y no negativa e”™» obtenemos que

P(Sn 2 0) = P(e™" 2 1) < E(e™") = [TE(™) = [p(n)]" = p".
=1

Aplicando logaritmo, multiplicando por % y tomando limite superior ob-
tenemos

1
lim sup — log P(S,, > 0) < log p. (1.4)

n—oo N
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Para obtener la cota inferior haremos uso de herramientas mas refinadas.
A saber, la transformada de Cramér y tres lemas adicionales.

Sean {X;}icn variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas con distribucién comtn dada por
N 1 [*
F(z)= / eVdF (y). (1.5)
pJ o

A (1.5) se le conoce como la transformada de Cramér.
Observacion.
[ emar) =B = ¢(r) = .
R

Lema 1.2.1. E(X;) =0 y Var(X;) = 62 € (0,00).

Prueba. Sea $(t) = E(etXl). Entonces

. 1 1
o(t) :/emdF(:n) :/ememf(x) dr=— o(t+71)<o00 VteR.
R R P P

Asi, por el Lema 4.1.1 del apéndice, existe la derivada de cualquier orden

de ¢y E(X1) = ¢(0) = 1¢/(r) = 0. Y Var(%1) = ¢"(0) = L¢"(7) € (0,00)
ya que como 7 es minimo se tiene que ¢”(7) > 0.

O

Lema 1.2.2. Sea S,, = Yoy X, entonces P(S, >0) = p”E(e*TS"I{SnZO}).

Prueba.

P(S, >0) = dF(x1)...dF(zy,) =

/{'(3717---7xn)|$1+---+xn20}

/ (pe™ T AE (21))...(pe T AF (2n)) =
{(z1,e.eszn)|z14-.. 420 >0}

p" / e TEL TR (2)...dF () = p"E(eT5M g o).
{(21,sn)|T1 4. +25, >0} "=

O]

Lema 1.2.3. liminf, . %logE(e’TSnl{gnZO}) > 0.
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Prueba. Sea C' > 0 tal que

1 1 (¢ 22 p
- < — e2 dr <1.
4 \/271'/0

Ahora, por la desigualdad de Markov cf. (1.3) tenemos que

(1.6)

—7C6 —75n
e ﬁIP’(e 1{5‘n20} >e

,Tcaﬁ) <E (e”g“ 1{5~n20}> ‘

Por otro lado notemos que

P(e_TS"l{SnZO} > 6_706ﬁ>: ]P’( — TS"I{ﬁnZO} > —TC’&\/ﬁ).

Lo anterior ya que si 1 (8,30} = 1 casi seguramente entonces

{6_Tsn1{Sn20} > e_TC&\/ﬁ}:{ — Tgnl{Snzo} > —TC'&\/E},
simplemente aplicando logaritmo. Ahora, si 1 (830} = 0 casi seguramente
entonces los eventos B

{e‘TSnl{gnzo} > e_Tc‘T‘/ﬁ} y { — TSnl{Snzo} > —TC&\/E}
tienen la misma probabilidad de ocurrencia pues los eventos

{0> efTC&‘/ﬁ} y {—o00>—-7C6+/n}
tienen probabilidad igual a cero para toda n.

Ahora, ocurre que

P(— 7Sl 5,50 = —7CVR)=P(Sal g o) < CoVR)

Snl & g
{Sn>0} n
p| 5200 o) _p c
( NG C) (&\/ﬁ [O’C])

sit>0y

P(— 7Sl 5,50 = —7CoVR) =1~ IP’((}S" € [0,0]>

si 7 < 0. Entonces de (1.6) se sigue que

) S .
TCoy/n n —TSn1 .
e P((}f c [O,C]>§]E<e 1{Sn20})

n
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6 bien

eTeovn [1 — P(f}% e [o, C])

Observemos que el Lema 1.2.1 nos permite aplicar el Teorema del Limite
Central a la variable aleatoria &f}lﬁ‘ Asi, para n suficientemente grande se

tiene que

< E(e_Tg”1{3n20}>.

luego

6 bien, como 0 < 1 — P(S—” € [0, C]) entonces existe € > 0 tal que
Gvn
1 —P(&% € [0, C]) = ¢, luego

eTCVIe < | (eiﬂéﬁn 1{3n20}) .

Asi, se obtiene que

1 1 1 1 1 1 1 |
JRTCo+ log(g)= rCavin Jog(7) = tos|mCn]
< llogIF_E(ffTS’ll 8 )
—n {Sn>0} )>
6 bien
1 1 1 Y
JRTC0+ ploge < logB(e T g oy ).

Asi, al tomar el limite inferior tenemos que

n—00 n n—oo n

1 1 1 1 &

que es lo que se queria demostrar.

O

Observaciéon. Podemos notar que la eleccion de % como cota es arbitraria,
de hecho podemos utilizar cualquier ndmero mayor que cero.
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Para concluir la demostracion del teorema basta observar que del Lema
1.2.2 se sigue que

1 1 7n —-T An
Elog([F’(Sn >0)) = Elog [p E(e > 1{s~n>0})]

1 4
=logp+ - logE(e Tsnl{ﬁnzo}>'

Al tomar limite inferior y por el Lema 1.2.3 obtenemos

el d RTINS | -7,
lim inf | = log(P(S, > 0)) — 10gp] = hnrggf— logE<e 1{Sn20}) > 0.

n—oo | n n

Es decir
, el
lim inf — log P(.S,, > 0) > log p. (1.7)
n—oo N

Por lo tanto, de (1.4) y (1.7) se sigue (1.2). O

Existen varias generalizaciones de este teorema cf. [14]. Lo que ahora nos
interesa son generalizaciones en espacios de medidas que se conocen como
teoremas de Sanov.

1.3. Teorema de Sanov (Version finita)

En la seccién anterior nos familiarizamos con los conceptos de la teoria de
grandes desviaciones y demostramos el primer teorema concerniente a esta.
El teorema de Cramér nos da informacion sobre la velocidad de decaimiento
de la probabilidad de que el promedio se desvie de la esperanza de la variable
aleatoria que representa el experimento aleatorio. Ahora es tiempo de subir
el nivel de abstraccién y obtener informacion para la distribuciéon empirica
que definimos a continuacién.

Consideremos por ahora un experimento aleatorio con un ntmero fini-
to de resultados. Si se registra el ntimero de ocurrencias de un resultado
determinado y lo dividimos entre el niimero de realizaciones se obtiene la
proporcion de veces que se obtuvo dicho resultado. Ahora la Ley de los
Grandes Numeros nos dice que conforme més experimentos se realicen dicha
proporcion se acercara cada vez mas a la probabilidad de que si se realiza una
vez el experimento se obtenga ese resultado. Lo que a nosotros nos intere-
sa es obtener informacién acerca del decaimiento de la probabilidad de que
las distribuciones empiricas se encuentren lejos de la distribuciéon en comiun
de las variables aleatorias. Dicha informacién nos la proporciona el teorema
de Sanov que, por el momento, analizaremos en su versiéon més simple que
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es cuando el experimento tiene un nimero finito de resultados. Dicho de
otra forma, consideremos a un conjunto I' = {1,....7} C Ny {X;};en una
sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
en el espacio (2, B,P), X; : 2 — I' y con densidad de probabilidad comiin
p=(p1,.,pr), le, P(X;=5)=psconsecl.

Definicion 1.3.1. Consideremos la siguiente funcion Ly, : T xT' — RTU{0}

1 n
Ln(w,) =~ D 0u,() @ = (21, wn) €T
=1

1 s1 x,=s
0 si xm; #s.

Se define a la medida empirica o distribucion empirica del vector aleatorio
X" = (X1,...,Xp) como Lp(X™,-). Es decir, a la composicion en la primera
entrada de Ly/(-,-) con el vector aleatorio X™.

En donde d4,(s) =

En algunas ocasiones haremos uso de la siguiente notacion: L, (X", ) =
L,(4).

Observacion. L,(z,s) conx € R™ registra la proporcion de veces que resulté
s €T en la muestra x = (x1,...,2n) Yy no es una cantidad aleatoria.

Consideremos ahora el conjunto de todas las medidas de probabilidad
sobre (I, B(T")). Como T es finito (con r elementos) entonces dicho conjunto
puede ser identificado con el siguiente conjunto (cf. Lema 4.1.2 del apéndice):

ZT:VS = 1}.
s=1

A este conjunto también se le suele identificar con el r-simplejo en R”.
En este espacio definimos la distancia de variaciéon total entre dos medidas
de probabilidad d : M;(T) x M;(T') — RT U {0} y que ademés tiene la
siguiente identificacion (cf. Lema 4.4.4 del apéndice):

My (D) = {y = (v1, .y vy) € [0,1]"

1 T
d(p,v) = su A —-v(A)| = = s — Vs | .
(n,v) ACI;IM() (A) | 2;|u |

Se tiene que d es una métrica en M (I'), de hecho también es cierto que
(M1(T"),d) es un espacio métrico completo (cf. Teorema 4.4.6 del apéndi-
ce). Méas atun, observamos que para cualesquiera dos medidas v, u € M (T)
A, 1) < 1 (puues L3 L —vsl < 330y s+ 30y ool = $(141) = 1);
ademas como Q1 = {¢ = (q1,...,¢;) € [0,1]"] ¢ €Q > . ¢ =1} esun
subconjunto denso y numerable de M (I') entonces (M;(I'), d) es un espacio
Polaco®.

SEspacio métrico completo y separable.
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Ahora, notamos que L, (X™,-), la distribucion empirica del vector alea-
torio X" = (X1, ..., X;,), es un elemento aleatorio de M;(I") pues dx, es una
funcién que depende de la variable aleatoria X; i =1, ..., n.

El teorema de Glivenko-Cantelli (cf. Teorema 4.1.2 del apéndice) nos
dice que d(Ly, p) tiende a cero casi seguramente respecto a la medida de
probabilidad P cuando n tiende a infinito.

La pregunta natural es ;qué sucede con las grandes desviaciones? Es
decir jqué sucede con la velocidad con la cual L,, se desvia de p? El siguiente
teorema contesta a esta pregunta.

Teorema 1.3.1. (Sanov) Sean {X;}icr variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas tales que X; toma valores en ' = {1,...,r} CN
y con densidad de probabilidad comin p = (p1,...,pr), ps > 0 para toda
s € T. Sea a > 0 y definimos By(p) = {v € My(I')| d(v,p) < a} y
Tp(v) = > 51 vslog(2:). Entonces se tiene que

’ 1 c _ /
nl;rrgo - logIP(Ly, € B;(p)) = —Velggf(p)lp(u). (1.8)

Demostracion. Consideremos el siguiente conjunto

iks :n}.
s=1

K, = {k: = (ky,....ky) €N

Convendremos que 0 € N.

Antes de comenzar la demostracion del teorema procederemos a enunciar
una serie de lemas técnicos que nos seran de gran utilidad. Sus correspon-
dientes pruebas se realizaréan en el apéndice.

n n n

Lema 1.3.1. Sea k € K,, entonces y ._, (_O(logks)> 4 Ollogn) _ O<loﬂ>'
Prueba. cf. Lema 4.1.3 del apéndice. O

Utilizaremos la siguiente notacion: Si A es un conjunto entonces |A| de-
nota el nimero de elementos del conjunto A.

Lema 1.3.2. |K,| = ("I"[") y ("I"[)=0m"1).

r—1 r—1

Prueba. cf. Lema 4.1.4 del apéndice. O

Lema 1.3.3. Sean r > 1 y M € R fijo entonces %logM + %logn =
O(losn)y,

n

Prueba. cf. Lema 4.1.6 del apéndice. O

Lema 1.3.4. O('n) ¢ 0(10%) = O(legn),

n n
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Prueba. cf. Lema 4.1.5 del apéndice aplicado a f(n) = %82 O

n

Ahora procedemos con la demostracién del teorema. Observemos lo si-
guiente:

(i) 1K, c My('), Vn € N.

(i) >4 dx,(s) cuenta las veces en las cuales el experimento tuvo como
resultado s en n realizaciones; dicho de otra forma, > | dx,(s) cuenta las
veces que la variable aleatoria pertenece a la categoria s € I" en n realizacio-
nes; i.e. Y i, 0x,(s) sigue una distribucién multinomial con parametros n y
Ply -y Pr-

Por (ii) tenemos que:

P(Ln(s):];s VSGF)ZP(i(SXi(S):k‘S V86F>

n n T k
ps®
=P (§ O, (1) =k, Y0, () = k:) =n]] = k= (ki,.... k) € K.
=1 =1 s=1

Para k € K, sea v,(k) = 1k € My(I'), y definimos

n

T pks
Qn(a) = mAax n! "
KEKnlin(k)EB(p) 7 Ks!

Si A es un conjunto finito y A C R entonces

max A < Za < |A|méax A.
acA

Ademés tenemos que

ks

n

- ]P’(Ln(s)zks VsEF),

pues los eventos

P(L, € B(p)) = P(U{Ln(s) Vs € r’ ke K, vn(k)e Bg(p)}>

{Ln(s)zlf; VSEF‘ ke K, Vn(k)eBg(p)}

son ajenos dos a dos. De lo anterior se sigue que:
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Qnla) < P(Ln € Bi(p)) < |Kn|Qn(a). (1.9)

Ahora recordemos la formula de Stirling: n! ~ v/27n(%)" lo que implica
que logn! = nlogn — n + O(logn). Tenemos que:

P(Ln:ks VsEF)
n

1 T phs 1
= Hlog (n'szl_ll kz,> - <logn' + Zk log ps — log ks ')

s=1

<

1
{nlogn —n+O0(logn) + Y (kslog ps — kslog ks + ks — O(logks))}
’I’L
s=1

[k k ks O(log k5)>

l
—1 n n n n

n n

r X r . . . I ) |
= <k10gn>+z<klogps—klogkzs-{-k_O( ogk ))+O(ogn)_1
n n n n

<

ks (ks ~=[—-O(logks)\ O(logn)
p— —_— l —
<n (log ps+logn logks)>+s§1 <n> El< )—i— -

= Z [lj; <1ngs —log %)] + Z <_O(fgks)> + O(l(;gn)

" ks ks 1
= { <logp5—log>} +O(ogn>.
—~|n n

En donde en la tercera igualdad aplicamos la férmula de Stirling. En la
pentltima igualdad hacemos uso del hecho de que > ._; ks = n. Y la dltima
igualdad utilizamos el Lema 1.3.1.

Por otro lado observamos que

Ip@n(k:)):gunxk)log(””;i’“)) _y ’jj(logpslog’jj>.

s=1

Es decir,

-1
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Por lo tanto tenemos

1 logn
—1 n = A —TZ,(vn(k O .
n 08 Q (a) kGKnllf}zl&})ceBs(p) p(V ( ))+ < n )

Ademés observemos que los elementos en K, son soluciones naturales a
la ecuacion Y.._; ks = n. Por el Lema 1.3.2, |K,| = O(n"!). Ahora, de
(1.9) tenemos que

(log | Kp| + log Qn(a)).

SRS

1 1
-~ log Qn(a) < - logP(Ly, € BS(p)) <

Se sigue entonces que ZlogP(L, € BS(p)) = Zlog@Qy(a) + g(n) con

T n

g(n) >0y g(n) < %log | Ky, |. Ahora, por el Lema 1.3.2 se tiene que

1 1
~log | K, = ~log O(n"™")
n n
y ademas
1 1
“logO(n" 1) = O( ogn)
n n
pues

1 1 1 1
71 r—1 — 71 r—1 < 71 M r—1 i 1 M 1 r—1
‘n og O(n" %) - ogO(n" ") < - og(Mn"™%) n(og +log(n" ™))

-1 1 1 1
r logn:0<0gn)+0<ogn):O<Ogn).
n n n n
En donde la primera igualdad se sigue de que 1 < |K,| = 2 log O(n""1),

la pentltima y ultima igualdad de los lemas 1.3.3 y 1.3.4 respectivamente.
Asi [g(n)] = g(n) < O(lo%) y entonces g(n) = O(1%™) y obtenemos que

n

1
= —logM +
n

n

1 logn logn ,
—logP(L, € B, =0 +0 - m Zy(vn(k)).
n & ( < (p)) ( n ) < ) keKn|yn(1kI;eBg(p) p(V ( ))

Por el Lema 1.3.4 se tiene que

1 logn
—logP(L,, € B¢ =0 — { Ty(vn(k 1.10
VlogP(L, € B =0 (M) = iy Tn(0)  (1L10)
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Para concluir la prueba basta observar dos cosas:

(1) Unenivn(k)|k € Ky} es denso en My ().

(ii) La funcién v — Z,(v) es continua en M (T').

Lo primero se sigue del hecho de que nuestro espacio M;(I") es de di-
mension finita y de la densidad de Q en R; lo segundo se sigue ya que Z, es
una suma y composicion de funciones continuas de M;(I') en R. Ahora (i)
y (ii) nos garantizan que para toda v € M;(I") existe una sucesion (ky,)nen
con k, € K, para toda n € N tal que

nh—>Holo d(vn(kn),v) =0 y nh_)ngolp(yn(kn)) =Z,(v).

En particular para v € BS(p) C M;(I') existe dicha sucesion (kp)nen y
ademés se puede construir tal que vy, (k,) € BS(p) Vn € N. Entonces

keKn|l/r,?(1kI)leBg(p) p(lj ( )) = p(l/ ( ))

Observamos que en el lado derecho de la desigualdad cuando tomamos
el minimo obtenemos un nimero que no depende de la eleccién inicial de v
ya que estamos corriendo sobre todos los k € K, tales que vy, (k,) € B5(p) y
por ende tampoco depende de la sucesion (ky,)nen, luego

lim su min I,(vn(k)) <ZI,(v) Yv e BS(p).
n%mkaKn‘Vn(kn)eBg(P) p( n(k)) < p( ) 2 (p)
En particular
lim su min T,(vp(k)) < inf Z,(v),
n—)oopkEKn\Vn(kn)EBg(p) p( n( )) _VEBE(P) p( )
y es claro que
inf Z,(v) < liminf min Lo(vn(k
veBg(p) V) < linin k€ Knlvn (k)EBS () o(n (k)
ya que
{vn(k) € By(p) k€ Kn} C Bg(p).

Por lo que tomando limite en (1.10) obtenemos

(logn

1
lim —logP(L, € Bg(p)) = lim O )- ’
im og ( (P)) 1 n keKﬂu{?(lkr)lGB{i(P)

n—oo n n—00

Zp(vn(K))

=— inf Z,(v).
veBS(p) o)
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Antes de extender el Teorema 1.3.1 al caso en que |I'| = Ry necesita-
mos hacer unas observaciones. En primer lugar es importante hacer notar
que la eleccion de la métrica d es flexible siempre y cuando se cumplan las
propiedades (i) y (ii) que se presentan en la demostracion del teorema. En
segundo lugar tenemos que el teorema también es valido reemplazando a B
por conjuntos mas generales, sin embargo, esto no es nuestro cometido por
el momento: el caso general (I y los conjuntos generales) se demostrara en el
capitulo 3. A continuacién discutimos la generalizacion del teorema de Sanov
a conjuntos infinitos numerables.

1.4. Teorema de Sanov (Version infinito numera-
ble)

Consideremos una medida de probabilidad sobre N

p=(ps)sen ps>0 VseN. (1.11)

Sean M (N) = {v|v es medida de probabilidad sobre (N,B)}y
{X.}ien variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
distribuciéon comtn p. Sea L, la medida empirica generada por la suce-
sién, que es un elemento aleatorio de (M;(N),d) con la métrica d(u,v) =
% > sen |1s—Vs|. De nuevo observamos que la desigualdad del tridangulo impli-
ca que para cualesquiera dos medidas v, u € M;j(N) se tiene que d(v, u) < 1).

Observacion. Utilizaremos la siguiente notacion: Sea f una funcion real de
variable real. Entonces f(a™) denota el limite por la izquierda de f(a), i.e.,
fla™) =1limo f(a+e€) con e <O.

Observacion. En el Teorema 1.3.1 utilizamos la funcion I, definida para
el caso finito. En el Teorema 1.4.1 utilizaremos la misma funcion extendida
al caso infinito numerable; esta funcidn es conocida como entropia relativa y
se definird de manera general mds adelante, cf. Definicion 1.5.1.

Teorema 1.4.1. Sean a > 0, B,(p) = {v € M1(N)|d(v,p) < a} p como en
(1.11) y v = (vs)sen € M1(N) una probabilidad sobre N. Definimos

Vs ,
I,(v) = vslog| — J(a) = inf Z,(v). 1.12
=3 2(1) v J= i Le). (112)

Entonces se verifican las siguientes cotas (inferior y superior respectiva-
mente) para L,, definida en la Definicion 1.5.1.

1
h’rginf;logIF’(Ln € B;(p)) = —J(a) Va>0. (1.13)

1
limsup — log P(L,, € B5(p)) < —=J(a™) Va > 0. (1.14)

n—oo N
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Demostracion. Definimos my : N — {1,..., N} como my(s) = min{s, N} la
identidad truncada. Asimismo denotamos myv = v o 77&1, en donde

1. vi st 1< N
vomy (i) = o
YossnVs s i=N.

Observamos que wnyv es una medida de probabilidad sobre el conjunto
{1,...N}, lo que estamos haciendo es relativamente intuitivo: pensando en la
medida de probabilidad como una eneada (una sucesion en el caso infinito
numerable) truncamos hasta la N-1 entrada y concentramos el resto de la
masa de probabilidad en la N-ésima entrada, lo que nos da como resultado
“casi” la misma medida (difiere en la entrada N) pero sobre un conjunto
finito. Todo lo anterior nos ser4 de mucha utilidad ya que nos permitira
utilizar el Teorema (1.3.1) con la medida de probabilidad truncada. Para
ello necesitaremos unas propiedades enunciadas en el siguiente lema.

Lema 1.4.1. Sea p € M(N) como en (1.11). Entonces
(a) 0 < d(v,p) —d(mnv,TNp) < Yooy ps para cada v € My(N).

(b) La funcion a — J(a) es no decreciente y continua por la derecha, J
como en (1.12).

(¢) Z,(v) definida en (1.12) converge en [0,00] (puede tomar el valor
infinito). La funcion N w Ir,(mnv) es no decreciente y tiene limite Z,(v)
cuando N tiende a infinito, para toda v € M;(N).

Prueba. (a) Como myv = v o7y entonces

N—-1
1
o) = (5 =41 -l
s=1

s>N
Asi
1 o0 1 N-1
dlv.p) = dmvmg) = 5 3 e = ool = 5 | 2 el + \ZN ~ s
S= S= sz

:% Z|V8—Ps|—‘ZVS—Ps >0 pues Z’Vs_pS‘Z‘ZVs—Ps'

s=N s=>N s=N s=N

donde la dltima desigualdad se da por la desigualdad del triangulo.

Con esto tenemos la primera afirmacion en (a). Para mostrar la segunda
afirmacion en (a) definimos W,, = {s > N|vs > ps}, Ap = %ZseWn (Vs — ps)
y B, = 7% nganSZN(ys — ps). Asi, tenemos que
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1 1
An+Bn_|An_Bn|:*Z(Vs_ps)_§ Z (Vs_ps)

seEWy, $¢Wn,s>N

:% Z [vs = ps| = | Z(l/s—psﬂ = d(v,p) — d(mNv,TNp).

s>N s>N

Ahora bien, A, + B,, — |A, — B,| < 2B, ya que si A, — B,, > 0 entonces
An+ Bp—|A, — By| =2B, ysi A, — B, <0 entonces A, + B, — |A, — By|
=2A, < 2B, pues A, < B,,. Asi

0 < d(v,p)—d(nyv,mnp) < 2By = Z (ps—vs) < Z(Ps_Vs) < Z Ps-
$¢Wn,s>N s>N s>N

(b) J es no decreciente pues si b < d entonces B3(p) C Bj(p) y asi J(d)
= inf,epe(y) Zp(v) < Inf,epe(y) Zp(v) = J(b). Para probar la continuidad
por la derecha tenemos por la definicién de J que para toda € > 0 existe
ve € BS(p) tal que Z,(ve) < J(a)+ €. Ahora, para toda § > 0 suficientemete
pequeiio (basta tomar § < d(ve, p) —a) tenemos que v, € B;_ 5(p) por lo que
J(a+6) <TI,(ve) < J(a)+ € para toda € > 0. Por lo tanto

lim J(a + ) < J(a).
6—0

Como J es no decreciente tenemos J(a) < J(a + §) para toda § > 0. Asi

lim J(a + 9) > J(a),
6—0
por lo tanto J es continua por la derecha.

(c) Definimos

h(z) = zlog(x), (1.15)
de esta forma observemos que Z,(v) = 3 o psh(5*). Consideraremos varios
casos:

Caso 1. 81 2= € [0,1) para toda s € N.

En este caso h estd acotada inferiormente por —2 entonces |h(z)| < 1 e
[0,1). Tenemos entonces que Y,y |psh(z)| < ey pst = 2 en [0,1), ie.,
Z,(v) converge absolutamente.
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Caso 2. Si £+ € [1,00) para toda s € N.

En este caso tenemos que h(ﬁ) > 0 para toda s € N; asi, si definimos
S = S0y |pin(2)

por lo que 07, |psh( Z)
converge absolutamente.

=3, pih(:) = 0 entonces (Sp)nen es no decreciente

converge (posiblemente a 0o), por lo tanto Z,(v)

Caso 3. Si 2= € [0, 00) para toda s € N.
Sea A ={s € N|;= € [0,1)}. Consideraremos dos subcasos.

Subcaso 3.1. 374 4 |psh(52)

Coen |psh(5)| = Toea [psh(2)] + opa
Z,(v) converge absolutamente a ooc.

Subcaso 3.2. 44

een|poh(2)] = Taea [psh () + Zign

Z,(v) converge absolutamente.

= OQ.

psh ﬁ)‘ = o00. Por lo tanto

psh(ﬁ)‘ = « para algin a € R.

psh(: )’ < 1+a. Por lo tanto

Concluimos entonces que Z,(v) converge absolutamente.

Ahora veremos que la serie converge a algtn valor en [0, oo] para lo cual es
suficiente mostrar que es no negativa: definimos una variable aleatoria Z que
toma valores en N con densidad v y definimos Y = EZ Sea ¢(x) = —log(x)
(que es convexa). Gracias a la desigualdad de Jensen (cf. Teorema 4.4.1 el
apéndice) se tiene que

0= 6(E(Y)) < EGI) = 3 v, [— 1og<’;j>] ~I,),

seN
por lo que Z,(v) > 0.

Por tltimo veamos que la funciéon N +— Z,,(7nxv) es no decreciente.
Para ello sean

VNI =D Vs Y PN = D P (1.16)

s>N s>N

Sea

A =Ty p(Tn 1) — Loy p(TNY)

un incremento. Debemos mostrar que A > 0. Primero observemos que

N
A= Z v; 10g<%)
i=1 ’

Z 7/3] log<zs>N VS) — ]jZ;ui log(%)

sSN s>N Ps
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[Z Vs] log<Zs>Nps> =uN log<p ) + v log(p%)

s>N s2N I’

VN + VIN]
—(vNy + v log(| —————=
( N [N]) g(PN-Fﬂ[N})

—PNh( >+P[ ]h( END _(PN+P[N])h<m>‘

La primera igualdad es la definiciéon de A, la segunda introduce la nueva
notacion y la tercera también ocupa la notacion h(x) establecida en (1.15).
Ahora, como h es convexa, se sigue que

UN + I/[N})

PNh( >+ PIN }h(@) —(PN+P[N])h<pN+p[M

PIN]
VN V[N VN + V] )
> h INY M) (o + —
> <PN<pN> PN (P[N}) (PN P[N])(pN n P[N}>
= h(vy + VIN] — (v + V[N])) =0log0 = 0.

Asi, la funcién es no decreciente.

Por otro lado

i et = g [ 35 () (S (22

s=1

Entonces para ver que la funcion N +— I, ,(7yv) tiene limite Z,(v)
cuando N tiende a infinito para toda v € M;(N) es suficiente mostrar que

o0 ZOO
1fm 10g<SNS> =0
i (3 s 2
pues

N-1 y
]\}f—r>noo <1/s log<p:)> =7,(v).
s=1
Efectivamente,
oo o.9] 2. o0
. Z N s> < , > <th—>ooZNVs>
lim log| =5— | =( lim vs | log| —= =
N—>°°<S§;V > g(Zs N Ps N—oo — 0) Mmoo 2222y Ps
0
—01og(5) = 0.
og 0
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Procedemos ahora con la demostracion del Teorema (1.4.1).
(1) Cota inferior (1.13):

En primer lugar afirmamos que

{x e N*|d(Ly(x),p) > a} D {z € N*|d(ryLy(x), 7np) > a}

para cada N > 0. Esto ya que si d(nnyLn(z), 7np) > a entonces por (a) del
Lema 1.4.1, con Ly, (x) como v, obtenemos que d(Ly(x), p) > d(wnLy(z), 7N p)
> a, es decir, d(Ly(z), p) > a. Asi

P(d(Ly,p) > a) > P(d(ry Ly, mNnp) >a) VYN > 0. (1.17)

Ademaés, observamos que para toda p € M;(T") con |I'| = N se tiene que
p = wyp' para alguna p' € M;(N) ya que si definimos p/ de la siguiente
manera:

;. i st i <N,
(i) = .
0 si s> N,

entonces 1 € M1(N) y ademés p = myp'. Por lo tanto,

ve Mi(N)|d(ryv,mnp) > a={v e Mi(D)|d(v,p) > a}

y como wy Ly, = % >t 4 dryx; podemos aplicar el Teorema (1.3.1) y obtener
que para toda N > 0 se tiene que

1
lfm = log P(d(my Ln, >a) = — inf I, .
nl—>H<;lon o8 ( (7TN " Ter) a) V€M1(N)\c}(r71rNV,7er)>a Np(ﬂ-Nl/)
(1.18)

Por otro lado afirmamos que para toda ¢ > 0 existe ng(d) tal que

{v e Mi(N)|d(mnyv,mnp) > a} D {v e Mi(N)|d(v,p) > a+ 6}
con N > ng. Lo cual es sencillo de ver: tomamos d > 0y

ve{ue Mi(N)|d(u,p) >a+ 0}, ie.,

d(v,p) > a+9, (1.19)

y supongamos lo contrario, es decir, que

d(ryv,TNp) < a. (1.20)

Como > 2 \ ps tiende a cero cuando N tiende a infinito entonces para
toda § positiva existe ng(d) tal que si N > ng Y oo v ps < 0. Asi, por (a) del
Lema 1.4.1 tenemos que
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d(v,p) —d(rnv,mnp) < 0.
Sumando (1.19) y (1.20) obtenemos d(v,p) < a + 9, lo cual contradice
(1.19). Por lo tanto tenemos que d(myv, mnp) > a, i.e.,
ve{ve Mi(N)|d(ryv,mnp) > a}.

Utilizando el inciso (c) del Lema 1.4.1 se tiene que Zy, ,(mnv) < Z,(v)
para toda N > 0, asi tenemos que

— inf Lrno(mTNY) > — inf I,(v)=J(a+9).
veMi(N)|d(rnv,mnp)>a Np( NY) veMi(N)|d(v,p)>a+6 p( ) ( )
(1.21)

De (1.17), (1.18) y (1.21) se sigue que

1
liminf —logP(Ly € Ba(p)) 2 ~J(a+4) V5>0

Haciendo § tender a cero y por (b) del Lema 1.4.1 obtenemos (1.13).
(2) Cota superior:
Sea ¢ > 0 fijo. Por (a) del Lema 1.4.1 existe ng(d) tal que

P(d(Ln, p) > a) < P(d(ryLp,mNp) >a—0) VN >ny. (1.22)

Lo anterior ya que si suponemos que d(Ly,p) > a y de nuevo como
Y o N Ps — 0 cuando N tiende a infinito entonces para d(Ly,p) —a+0 >0
existe n((d) tal que d(Ly,p) — d(nnLn,mnp) < > ooy < d(Ly,p) —a + 6,
ie., d(nyLn,mnp) > a—0y asi {d(Ly,p) > a} C{d(nnLyn,7np) > a—0}
para toda N > n.

De nuevo usando el Teorema (1.3.1) obtenemos

1
lim — log P(d(1y L, >a—6)=— inf T
s O (d(mn Ln, mvp) > a=9) Ve My (N) d(m v p) > a3 mvp(TNY)

para toda N > 1. Mostraremos que

inf Tavolminv) > J(a—96) VN > 1.
veMi(N)|d(mnv,mnp)>a—0 Nﬂ( N ) ( )
Sea N > 1 fijo. Sea v € M;(N) tal que d(mnyv,mnp) > a — J. Conside-
remos Vi) y pin] cf. (1.16), definimos la siguiente medida de probabilidad
v e Mi(N):
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_ 1/3 st s< N
o(s) = i s> N
mTpS LY. .

Efectivamente 7 € M;(N) pues tiene valores no negativos con:

ZD:ZVS+Z [N] ps = 1— ZVS—F—Zps—l VN]+H/)[N}—1.
€N

s=1 sN [N]SN

Ahora, observamos que myv = myv pues U(s) = vs cuando s < Ny
asi TyD(s) = vs = mnv(s); si s > N entonces myD(s) = Y sy :mp =

S
p[z] ZS>NpS = %p[l\[] = ]/[N} = ZSZNVS = WNV(S). Ademés I( )

Tranp(TNV) ya que
I(7) = 1 ”S>+ UM,y (p““ps>
) Z<V Og(ﬂ) Sg]:\,p[zv]p o8 Ps
= Vslog(ﬁ)—i-mlo ( W)Zps

o Ps PIN] s>N
= Vs\ | YIN] VIN]
= Vs log(—) +—pN log<—)

—l Ps P[N] P[N]
N-1
VIN
= Vs + V[N log<pLV1) = Lryp(TND)

N— N-1
2d(7, p) = Z psl+Z‘7ps Ps Zlvs—pler‘m—l‘Zps
s=1 s=1 s>N

N-1 N-1
VIN
= E |Vs—Ps|+‘pL\;P[N]—P[N]‘ = E [Vs—ps|+|vin—pv | = 2d(mny, T p).
sS= s=1

Por lo anterior tenemos que d(7, p) = d(nyv, mnp) = d(TNVv, TNp) > a—0
por lo que 7 € BS_5(p) v asi

Tanp(mnv) =I,(v) > inf  Z,(v)=J(a—90).
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Como v era arbitrario entonces

— inf T (nnv) < —J(a—9).
vEML(N)|d(myv,mNp)>a—6 wo(TNY) ( )

Por (1.22) tenemos que

1
limsup — log P(d(Ly, p) > a) < —J(a — 9).
n—oo M
Haciendo § tender a cero y de nuevo por (b) del Lema 1.4.1 obtenemos
(1.14).
O

Antes de pasar al siguiente capitulo es necesario hacer un par de ob-
servaciones: primero es importante notar que el argumento principal en la
demostracion del teorema anterior es el teorema de Sanov en el caso finito y
la § que utilizamos es la que nos permite relacionar la medida truncada (que
nos permite usar el teorema de Sanov en su version finita) y las cotas a las
cuales queremos llegar.

En segundo lugar tenemos que la velocidad de decaimiento, es decir, la
funcién de tasa Z, es una funcién altamente utilizada en teoria de la infor-
macion, grandes desviaciones, etc., en este caso es conocida como entropia
relativa. En el Teorema 1.3.1 no hubo ambigiiedades a la hora de utilizar la
funcién Z ahi mismo definida pues trabajamos sélo con medidas sobre un
conjunto finito (es decir, la suma es finita y log(%*) estd bien definida pues
vs > 0y ps > 0 para toda s); también es el caso del Teorema 1.4.1 y la
funcion Z definida ahi mismo, ya que en el Lema 1.4.1 probamos que la serie
converge en [0,00]. Sin embargo, es necesario definir la entropia relativa de
manera general pues los dos casos anteriores son casos muy particulares. A
continuaciéon damos una pequena introducciéon a dicha funcién y demostra-
mos algunas propiedades que nos serén tutiles en el desarrollo de los préximos
dos capitulos. Para profundizar en este concepto se puede consultar los libros
[19] y [14]. Por ultimo, la version general del teorema de Sanov se mostrara
en el capitulo 3 ya que para formularlo de una manera ligeramente distin-
ta se requiere definir algunos conceptos que seran utilizados en ese mismo
capitulo.

1.5. Entropia relativa

La entropia relativa o divergencia de Kullback-Leibler de una medida
de probabilidad v respecto a otra medida de probabilidad p, denotada por
Dg1(v||p), es un caso particular de las f-divergencias®; una divergencia es
una funcién que cuantifica lo que difiere una medida de probabilidad respecto

Scf. [13], pag. 447.
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a otra; sin embargo, las divergencias no son métricas (en general) pues pueden
no cumplir ni con la simetria ni con la desigualdad del triangulo.

La entropia relativa cuantifica la variacién logaritmica esperada de v res-
pecto a p, es decir, registra qué tanto esperamos que difiera una medida de
probabilidad respecto a otra en proporcién logaritmica. También suele inter-
pretarse como la cantidad de informacién que se espera perder al aproximar
p con v. Cuando log se toma en base 2 la entropia relativa se mide en bits y
cuando log es el logaritmo natural (el cual es nuestro caso) se mide en nats.
A continuacion damos una definicion formal.

Definiciéon 1.5.1. Sea (2, B) un espacio medible y sea
O ={A=(Ay,...,Ap)|A es particion de Q, A; € B Vi, k € N}.

Sean v y p dos medidas de probabilidad sobre (2,8) y A una particion
medible y finita de 2 (como en ©). Sean

v = (A1), s v(Ar)), 1t = (A, n(Ar))

)
k
v(A;)
A %
7 i) log .
lie® E_: < (Ai)>
Definimos la entropia relativa de v respecto a p como:
Dir(v||p) = sup D(?||u?).
A€O
Observemos que log(VEﬁl ) so’lo tiene sentido si siempre que Se tiene
u(Ai) = 0 sucede que v(A Z) = 0 con A; € B, de la particion A. De otro

modo definimos D(v3||p?) =

Recordemos que una medida de probabilidad v es absolutamente continua
respecto a otra medida de probabilidad p si v(B) = 0 siempre que u(B) =0
con B € B. Esta propiedad se denota como v < 7.

Observacion. Si v es absolutamente continua respecto a p no significa que
Dgr(v||n) < oo pues el supremo puede no ezistir, es decir, el conjunto
{D(A||u?)|A € O} puede no estar acotado y asi el supremo quedard definido
como oo. Claramente {D(v4]|u?)|A € O} es no vacio pues siempre se tiene
la particion trivial {Q,Q°¢ = 0}. Por otro lado, si v no es absolutamente
continua respecto a u entonces D (v||p) = oo. En efecto, como v no es
absolutamente continua respecto a p entonces existe B € B tal que u(B) =0
y v(B) > 0 luego para la particion A = {B, B°} se tiene que D(v?||u?) =
oo entonces D (v||pn) = oo. Lo anterior nos da que si Dip(v||p) < oo
entonces Vv < U.

cf. Ver seccion 4.4 del apéndice.
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En lo que sigue denotaremos a la entropia relativa simplemente como
Dgr(v|lp) = D(v||p).

Lema 1.5.1. Sean v, p dos medidas de probabilidad sobre (2, B). Entonces:

(1) D(v||p) > 0. D(v||p) =0 si y sdlo si v = p.
(2) D(-||) es semi-continua inferiormente en ambas entradas.
(3) D(:||-) es conveza.

Prueba. (1): Observemos que basta probar la afirmacion para D(v4||u?) con
A una particion medible y finita pues si D(v4||u?) > 0 para toda A entonces
sup 4o D(vA||p?) > 0. Mas atin, se tiene entonces que sup 4cq D (v4]|u?) =
0 si y solo si D(v4||u4) = 0 para toda particion medible y finita A.

Tomemos una particion A = (Ay,..., Ax) con k € N. Recordemos la
desigualdad elemental: logxz < x — 1 para todo = > 0; la desigualdad es
equivalente a la desigualdad —logx > 1 — z y la igualdad se da si y soélo si

x = 1. Aplicando esta ultima desigualdad con x = 5 Eﬁfg se obtiene que

_ p(Ai) )
>— > v(4) 1°g<y<Ai)>

i=1

k: .
DO ) = 3w 1g<uﬁj§

i=1

1(Ai)
_ IOg(u(Ai)>

La igualdad se da si y s6lo si 5(1’23 =1,ie, u(4;) =v(4),i=1,.., k.

=1-1=0.

k .
> S|4

=1

—~

(2): En este caso también se reduce a probar que D(-||u?) y D(v4||-) son
continuas para cualquier particion finita A, pues el supremo de funciones
semi-continuas inferiormente es semi-continua inferiormente, en particular el
supremo de funciones continuas lo es (cf. Lema 4.1.7 del apéndice). En efecto,
sea A = (Aq, ..., Ar) una particion finita. Se sabe que v — v(B), B € B es
continua en la topologia de la convergencia puntual o la topologia producto®
en A(Q)? (cf. Definicion 4.3.5 del apéndice y el desarrollo ulterior); como
composicion de funciones continuas es continua, suma de funciones continuas
es continua y multiplicar una funcion continua por algin escalar resulta ser
una funciéon continua tenemos que D(-|[u4) y D(v4||-) son continuas.

8 Ademéas notemos que el caso en que Q es finito o infinito numerable entonces A(Q) =
M1(2) C R"0 bien A(Q) = M1(Q) C R* y la topologia producto coincide con la topologia
euclideana.

9¢f. Definicién 2.0.1 del Capitulo 2.
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(3): De nuevo observemos que todo se reduce a probar que D(-||-)4 (con
D(v||u)* = D(v4||u?)) es convexa para toda particion finita A pues el su-
premo de funciones convexas resulta ser convexa (cf. Lema 4.1.8 del apéndi-
ce). En efecto, sea A € [0,1] y v1,v9, 1 y p2 medidas de probabilidad sobre
(Q,B). Probaremos la convexidad en ambas entradas de manera conjun-
ta: Nos apoyaremos en la siguiente desigualdad conocida como desigualdad
suma-logaritmo'® (que también puede ser usada para probar (1)):

- Z?=1 a; . aj
Zaj log ST 3 < Zaj log<h>,
j:]_ .7_1 J ]:1 J

con ai, ..., an b1, ..., b, nmeros reales no negativos, recordemos que conveni-
mos que log(b%) = —00, log(¥) = 0o y log(3) = 0. Sean v = Avy + (1 — A)1p
y i = Apg + (1 — A)psa. Entonces

D|lp) =Y [wa(A) + (1= A)va(A)]

i=1

K log()\yl(Ali) +(1- A)VQ(AZ-'))

Ahora, si definimos a1 (A4;) = A1 (4;), a2(A;) = (1 — Na(Ay), bi(4;) =
A1(4;) y ba(A4;) = (1 — N pua(A;) y aplicamos la desigualdad anterior tene-
mos que

: 2 0 (A,
D) = _loa(As) + aa(As)] log (ZJ;H()>

= AD(ulp1) + (1 = A)D(pzl[v2).

10¢cf. Lema 4.1.9 del apéndice
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En general puede ser complicado encontrar el supremo, por lo cual mos-
tramos una manera mas sencilla de computar la entropia relativa cuando
v .

Lema 1.5.2. Sean v, u dos medidas de probabilidad sobre (2, B) tales que
v < p. Entonces se tiene que

D(v||p) = /Qlog (j:) dv. (1.23)

En donde Z—Z es la derivada de Radon-Nikodiym de v respecto a p'l.

Prueba. Mostraremos las dos desigualdades en (1.23). Supongamos que v <
w1 entonces existe la derivada de Radon-Nikodym de v respecto a p, g—;(w) =
f(w). Sea B un evento tal que u(B) > 0 y consideremos a la funciéon de
distribucién acumulada de la variable aleatoria f condicionada a que w € B,

es decir,

Fp(x) = pif <z} B) x € (—00,00).

(B)
Ahora, como f(w) > 0 casi seguramente con respecto a pu, entonces la
esperanza de una variable aleatoria con distribucion F'g es

o o0 1
z dFg(x :/ z dFg(x) = /
/oo 5(@) 0 5() (B) Jiw|f(w)<oo}nB

f(w) du(w)

R S R S AR R 710-) I
(B J, 1) ) = o [ S dute) = T < oo

En donde la primera identidad se tiene porque f > 0 implica Fg(z) =0
para x < 0. Para cambiar de espacio en la tercera integral hacemos uso
del teorema de cambio de variable para el push-forward'? Fg inducido por
f condicionada a estar en B, cf. Teorema 4.4.11 del apéndice aplicado a

U = f, la funci6n identidad g(z) = z y definiendo p/(C) = £ (#C(g;g) se tiene

que Fg = p/ o U1 = 1/, La tercera identidad se tiene ya que flw) < o0
para toda w, es decir, el conjunto {w|f(w) < oo} tiene medida bajo u igual
a 113, La tltima igualdad es la definicién de la derivada de Radon-Nikodym.
También observemos que

o0 1
/0 rloga dFp(r) = s /B f(@)log(f(w)) dpu(w).

Hef Teorema 4.4.8 del apéndice.
12¢f. Definicién 2.2.1 en el capitulo 2.
13¢f. Lema 4.1.13 del apéndice.
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Notemos que como —e~! < zlogx para toda x > 0 entonces

1 * 1 >
00 < —— = / —— dFp(z) < / xlogz dFp(z),
e 0 e 0

por lo que si aplicamos la desigualdad de Jensen (cf. Teorema 4.4.1 del apén-
dice) a la funciéon convexa x log x se tiene

1 1 dv
M(B)/Blogf dy_/ﬁ(B)/,g;lOg(du) dv

1 dv dv 1 0
_u(B)/Bdulog<d:“> du—M(B)/Bflogf du—/o xlogx dFp(x)

= = _ v(B) v(B)
> (/0 x dFB(ac)> log[/o x dFp(x)| = (B) 10g<u(B)>’

esto es, se tiene que para cualquier evento B que cumpla Q(B) > 0,

1 o 5 v(B) o v(B)
wE o = g<u<B>>'

Es decir,

v(B) .
/Blogf dv > v(B) log<u(3)> si pu(B)>0. (1.24)

Ahora, sea A = {A;}"; una particion finita y medible de €2, notemos

que si v(A;) > 0 entonces p(A;) > 0 (esto ya que v < ), luego de (1.24) se
sigue que

/logf dl/:izn;/Ailogf dv= > /Ailogf dv

{ilv(A:)>0}
V(AZ) = I/(AZ)
2 v(A;) 10g< ) = v(A4;) log( )
{z‘lu(AZ@-)>0} p(A) ; p(A;)

Como la particion era arbitraria entonces se tiene que para toda particion
medible A € © de 2 se cumple que

DAt = Zummog(:m) < [1ogf a,

i=1

por lo tanto
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D(vji) = sup D) < Jroes av.

Para probar la otra desigualdad en (1.23) vamos a definir lo que en [19]
llaman cuantificadores. Definimos las siguientes funciones ¢, : R — R, n =
1,2, ...

n n<r
(k—1)27" (k=12"<r<k2™ k=12, ..n2"
—(k=1)2" —k2"<r<—(k—-1)2"" k=1,2,..n2"

—n r<<-—-n.

qn(r) =

Fijando n notamos que g, induce una particién en €2, a saber la particion
medible A,, con 2n2™ 4+ 2 conjuntos definidos como

{w € Qlgn(log f(w)) = n},
{we Qgnlog f(w)) = (k—1)27"}, k=1,..,n2",

{w e Qgnllog f(w) = —(k —1)27"}, k=1,..,n2"

y {w€Qlgn(log f(w)) = —n}.

Observemos que los 2n2" conjuntos {w € Q|g,(log f(w)) = (k — 1)27"},
E=1,..,n2"y {w € Qg,(log f(w)) = —(k—1)27"}, k = 1,...,n2" cumplen
que para cualesquiera w,w’ € A € H,, se tiene que

|log f(w) —log f(w')| < 27" (1.25)

A esta coleccion de conjuntos ajenos la denotaremos como H,. Por prac-
ticidad utilizaremos la siguiente notacion:

{w € Qlgn(log f(w)) = n} = {n <log f}

analogamente

{w € Qlgn(log f(w)) = —n} = {log f < —n}.

Notemos que como 0 < v({n <logf}) <1y 0<v({logf < —n}) <1
entonces 0 < —log[v({n <log f})] v 0 < —log[v({log f < —n})] y asi

v({n <log f})
p({n <log f})

v({log f < —n})
p({log f < —n})

v({n <log f}) log[ +v({log f < —n}) log[
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2 v({n <log f})loglv({n <log f})]+v({log f < —n})log[v({log f < —n})].

Ademas, como v({n <log f}) y v({log f < —n}) tienden a cero cuando
n tiende a infinito y xlogx tiende a cero cuando cuando x tiende a infinito
entonces dada € > 0 existe N tal que si n > N se tiene que

v({n < log f})loglv({n < log f})] + v({log f < —n})loglv({log f < —n})]

> —e€.

Lo anterior nos lleva a la siguiente cota:

MED
P oy

5 wtriog] PO 1 tm < tog 117 10g| 2 S 108D

= 2 s | <1gf})1g[u({n§10gf})]

v(A)
p(A)

+v({log f < —n})log [:EEZ?“; z :ZB] > Z v(A)log
AeHn

(1.26)
Ahora, tomemos A € H,, y definimos h = sup, ¢ 4log f(w) y también
h = inf,c 4 log f(w). Por (1.25) se tiene que

h — h = sup log f(w) — inf log f(w') = sup log f(w) + sup — log f(w')
weA w'eA weA w'eA

= sup log f(w) —log f(w') <277,
weA

ie.,
h>h-—2"" (1.27)
También
/logf dv < / h dv = hu(A); (1.28)
A A

ademas como la funcién exponencial es creciente se tiene que para todaw € A
se cumple que e < o8 f(W) = f(w) y asi
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/ dyi = /Af duz/Aeh dpt = eu(4),

1 < 1
v(A)e k= u(A)

Luego por (1.29), (1.27) y (1.28) se obtiene que

es decir,

(1.29)

A
I/(A) log T/(A) log m

p(A)

Z/logf dv —v(A)27",
A

como lo anterior es para cualquier conjunto A € H,, y por (1.26) se sigue
que

A v(4)
Z v(A)log > Z A)log —€
>Z/logfd1/ —e:/ log f dv—2"" —¢
AeH, {wl[log(f(w))|<n}
Como € es arbitrario, entonces se sigue que
A
sup Z v(A)log vi4d) > /logf dv.
neN A€A, H(A)

Recordando la Definicion 1.5.1 se tiene que

AZ—)
(A;)

2/logf dv.

DMMZ/MfW

> sup Z v(A)log
neN AEA,

D(vlln) = sup Z i)log | -

v(4)
p(A)

Esto es
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Observacion. De la Definicion 1.5.1 es claro que si el espacio €2 es discreto,
es decir, tiene a lo mds una cantidad numerable de elementos, entonces la
entropia relativa es

DO = 3 vl og(42)).

= pw)

Ahora mostraremos la desigualdad de Pinsker que nos permite relacionar
la entropia relativa y la distancia de variacion total (d(-,-)). Ademas, es
posible trabajar con un tipo de convergencia en el espacio de medidas de
probabilidad llamada convergencia en informacion la cual se definiré después.

Lema 1.5.3. (Desigualdad de Pinsker). Para cualesquiera dos medidas de
probabilidad v y p sobre un espacio medible (2, B) se cumple que

d(v, 1) < 2D(IT).

Prueba. Supongamos que D(v||u) es finito (de otro modo la demostracion
del lema es trivial). Sea

f(m) = plog(f;) +(1—p) 10g<11—7i> —2(p —m)>.

Observemos que si p < 1y 0 < m entonces f(m) > 0, ya que si m = p
entonces f(m) = 0; por otro lado la derivada de f respecto a m es

(1= 2m)*(p— m)
(m—1)m

1 —4m(1 —m)
m(l —m)

f(m) = = (m —p)

que es negativa si m < p y positiva si p < m. Ademas si m = p entonces la
derivada es cero lo cual nos dice que f decrece hacia su valor minimo que es
f(p) y luego crece, por lo que efectivamente f(m) > f(p) = 0. Ahora, como
d(v, 1) = suppge [V(B) — p(B)[1 se tiene que

)

2

d(v,u)* = |sup |v(B) — w(B)|| = sup[[v(B) - u(B)|?]
BeB BeB

< 4sup [[v(B) — u(B)P?].
BeB

Sea € > 0, por la propiedad del supremo se tiene que para 2¢ existe un
B € B tal que

4 sup[|[v(B) — u(B)[*] - 2¢ < 4|v(B) — u(B)?,
BeB

de esta forma se tiene que

HMef. Definicion 4.4.6 del apéndice.
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es decir,

Como {B, B¢} es una particion de 2 y la entropia relativa es el supremo
sobre las particiones finitas entonces se tiene que

v 2
D)~ 11

> v(B) 1og<;g> +[1 - v(B)] log<i::gg;> ~2[u(B) — u(B)]* — e.

Gracias a la observacion de la funcion f tenemos que el lado derecho de
la desigualdad est& acotado por abajo por —e, es decir,
d(v, p)?
D)~ WA >
lo cual nos da que

d(v, 1)? < 2D(v|p) + 2e.

Como € > 0 era arbitrario entonces concluimos que

d(v, ) < /2D(v||p).

O]

En un principio uno se podria ver tentado a usar la entropia relativa
como una métrica en el espacio de medidas de probabilidad sobre un espacio
medible. Sin embargo, esto no es posible ya que, en general, no es simétri-
ca, lo cual tiene sentido pues no esperamos perder la misma informacion al
aproximar p con v que al aproximar v con p. A pesar de no ser una métrica
la entropia relativa si proporciona informacion acerca de la relacion entre
las medidas de probabilidad. De hecho, podemos definir un modo de con-

vergencia con la entropia relativa fungiendo el papel de métrica cf. [19] y
[11].

Definiciéon 1.5.2. Dada una sucesion de medidas de probabilidad {vy }nen
sobre un espacio medible (2, B) decimos que la sucesion converge en infor-
macion a v St

lim D(vy|lv) = 0.

n—oo
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La desigualdad de Pinsker mostrada en el Lema 1.5.3 implica que si
una sucesién de medidas de probabilidad converge en informacién a alguna
medida de probabilidad entonces la sucesion también converge en variaciéon
total a la misma medida de probabilidad.

Por dltimo, nos gustaria comentar que la entropia relativa esté relaciona-
da con la transformada de Legendre-Fenchel (cf. Definicion 1.2.1) mediante
la identidad conocida como representacion de Donsker-Varadhan cf. [15]. En
[14] se prueban la mayoria de los resutados utilizando la representacion de
la entropia relativa como transformada de Legendre-Fenchel en lugar de la
entropia relativa explicitamente.

El préoximo capitulo estd dedicado al uso de la entropia relativa para
calcular proyecciones de medidas de probabilidad.



Capitulo 2

Representaciones de la
I-proyeccion generalizada

En este capitulo introducimos los conceptos y definiciones necesarios pa-
ra presentar los resutados de nuestro interés: Principalmente nos interesan
dos conceptos fundamentales; a saber, el de I-proyecciéon de una medida de
probabilidad sobre un conjunto de medidas de probabilidad y el concepto de
I-proyecciéon generalizada de una medida de probabilidad sobre un conjunto
de medidas de probabilidad. Probamos las condiciones para la existencia de
las I-proyecciones, presentamos algunas propiedades y al final, en los ultimos
dos teoremas, obtenemos una descripcién analitica de la I-proyecciéon gene-
ralizada sobre dos conjuntos con ciertas caracteristicas. Esta seccion estéa
basada principalmente en [11] y [10]. Otros excelentes materiales de con-
sulta para algunos conceptos y resultados fueron [20] y [32]. Para todo lo
concerniente a Analisis convexo puede consultarse [29] o [34].

Definiciéon 2.0.1. Sea (S, B) un espacio medible arbitrario. Denotamos por
A(S) al conjunto de todas las medidas de probabilidad sobre (S, B). Utiliza-
remos A = A(S) cuando no exista motivo de confusion.

Es de conocimiento general que muchos resultados sobre grandes desvia-
ciones se deben al analisis convexo, por lo que es necesario poder hablar de
convexidad en conjuntos de medidas, y para ello debe existir una estructu-
ra lineal, es decir, de espacio vectorial en el conjunto sobre cual queremos
trabajar o en su defecto en un conjunto que contenga al conjunto que es de
nuestro interés. Para poder trabajar debemos definir dos operaciones en A,
a saber la suma y la multiplicacién por escalares. Lo hacemos de la siguiente
manera:

i) Suma: Dadas P,Q € A definimos P + () como
(P+Q)(B)=P(B)+Q(B) VBecB.

49
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ii) Multiplicacion por escalares: Si A € R definimos A - P como

(\-P)(B) = AP(B) VB¢ B.

Observamos que estas dos operaciones no son cerradas en A pues, por
ejemplo, para la suma (P+Q)(S) = P(S)+Q(S) =141 =2 es decir P+Q
ya no es medida de probabilidad y para la multiplicaciéon por escalares si
multiplicamos por algin escalar negativo nuestra medida de probabilidad
original ya no serd mayor que cero, es decir, A no es un espacio vectorial.
Sin embargo, el conjunto de las medidas con signo finitas denotado por S si
es un espacio vectorial sobre R con estas dos operaciones (cf. Lema 4.4.3 del
apéndice) y en este caso sucede que A C S. Méas atn, A es un subconjunto
convexo, lo cual mostramos a continuacion.

Observacion. A es un conjunto convero con las operaciones suma y mul-
tiplicacion por escalares definidas en i) y ): Si tomamos A € [0,1] que-
remos ver que AP + (1 — \)Q € A para toda P y para toda Q en A. En
efecto, pues 0 < AP(B) + Q(B) — AQ(B) < 1 para toda B € B ademds
AP(S)+Q(S)—XQ(S) = A+1-A =1y AP(D)+Q(0)—2Q(}) = 0+0-0=0
y claremente es sigma aditiva pues Py Q lo son.

Con lo anterior ya estamos en condiciones de comenzar a discutir y tra-
bajar en el espacio de medidas de probabilidad sobre un espacio medible. En
lo subsiguiente la integral utilizada sera siempre la integral de Lebesgue.

2.1. I-proyeccion generalizada

Haciendo una analogia con los espacios de Hilbert, nos gustaria saber
bajo qué condiciones podemos proyectar una medida de probabilidad en
un subespacio, es decir, encontrar una medida de probabilidad, dentro del
conjunto sobre el cual estamos interesados, que sea lo mas parecida a nuestra
medida de probabilidad original; mas atn, nos gustaria que dicha medida de
probabilidad sea tnica. Al utilizar el término “parecida’ estamos sugiriendo
algin tipo de método de comparaciéon entre dos medidas de probabilidad;
podria ser, por ejemplo, una métrica como la distancia de variacion totall. Sin
embargo, algo mas interesante serfa utilizar la entropia relativa pues ya vimos
que la convergencia en informacién implica la convergencia en variacion total,
es decir, lo resultados que se obtienen con la convergencia al usar la entropia
relativa son mas generales que los resultados al utilizar la métrica de variacién
total. Para ello introducimos los siguiente conceptos: Sea @) € A. Definimos

p(II|Q) = fnf D(PIIQ)

Lef. Definicién 4.4.6 del apéndice. Por comodidad durante el desarrollo de los resultados
utilizaremos indistintamente d(v, 1) o bien ||v—p||vr para denotar la distancia de variacién
total entre dos medidas de probabilidad v y p.
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con el entendido de que si D(P||Q) = oo para toda P € II, entonces
D(II||Q) = oo. En cualquier caso podemos observar que D(II||Q) > 0, cf.
(1) del Lema 1.5.1. Ademas, si existe P € II tal que D(P||Q) < oo entonces
D(IT|[Q) < oo,

Podemos notar que hay una clara analogia entre la definicién anterior y
la distancia de un punto a un subconjunto compacto en un espacio métrico:
Si (X, d) es un espacio métrico y A C X es compacto, se define d(z, A) =
infycad(z,y).

Definicion 2.1.1. Sean @ una medida de probabilidad y 11 C A tal que

D(I1||@Q) < co. Una medida de probabilidad P* se dice que es la I-proyeccion
de Q en Il si P* € I1 y D(P*||Q) = D(I1]|Q).

En general P* no tiene por qué existir, sin embargo se puede asegurar
que la I-proyecciéon existe bajo ciertas condiciones que son enunciadas en el
siguiente teorema.

Definimos Ag = {P € A| D(P||Q) < oo} y sea II C A.

Teorema 2.1.1. Sea IT C A convezo y cerrado en la topologia inducida por
la métrica de variacion total. Entonces se tiene que, para toda QQ € A tal que
Ao NII # 0, existe P* la I-proyeccion de @) en II.

Demostracion. La intuicién nos dice que la prueba es similar a la prueba de
la existencia de la proyecciéon sobre un conjunto cerrado y convexo en un
espacio de Hilbert. En efecto, por ello debemos demostrar entonces un simil
de la identidad del paralelogramo para la entropia relativa, lo cual se enuncia
a continuacion.

Afirmacion. Para toda R y para toda S en A se cumple que

<R\|@>+D<SHQ>_2D<MHQ> <HR+S> <HR+S>

Prueba. La prueba es relativamente sencilla, s6lo debemos escribir a la en-
tropia relativa como integral? y hacer uso de las propiedades de la derivada
de Radon-Nikodym (cf. el Teorema 4.4.8 y los resultados subsiguientes del
apéndice). Tomamos S y R en A y observemos que

(o) 5) o o5°)

) / log<W)d[(R +8)/2] + /1og<d[(qu)/2]> iR

2Recordemos la representacion integral de la entropia relativa mostrada en el Lema
1.5.2.
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—i—/log(dKRflﬁg)/Q])dS: /log<W)dR

+/log<W>dS’+/log<m>dR

v/ 1°‘°°”<d[<RfS>/2J)dS = [ s <d[(R;QS)/2]>(d[(RiRsvz]) e
+ e ("5 (arm Cfsvz])] o
:/1og<flg“>d3+/1og<£>ds:D(RHQHD(SHQ).

O

Sea { P, }nen una sucesion de medidas de probabilidad tal que D(P,||Q)
converge a D(II||@Q) cuando n tiende a infinito, en donde P, € Il'y D(P,||Q) <
oo para toda n € N (observamos que en particular se cumple que P, < Q).
Utilizando la afirmacién anterior para P, y P, obtenemos que

D(Pnl|Q) + D(F]|Q) = 2D ([P + P2]/2[1Q) + D(P||[Pr + P2]/2)

+ D(Ppl[ [P + Prl/2). (2.1)

En donde (P, + P,)/2 € II por convexidad. Entonces observamos que,
por un lado, como (P, + P,)/2 € Il entonces D(I1||Q) < D([P, + P,]/2]|Q)
y por otro lado como D es convexa se tiene que D([P,, + P,]/2||Q) <
$(D(Py]|Q) + D(P,||Q)). Tomando limite en ambas desigualdades obte-
nemos que

DIQ) < | lim  D((Pn+ Pal/21[Q)

m

Y que

lim_ D((P+ P)/21Q) < lm 2 (D(PallQ) + D(RIQ))= DITIQ).

m,n—00

Es decir,

lim  D([Po + Pu]/2/Q) — DI|Q).

m,n—00
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Ademas tenemos que

im [D(Pn||Q) + D(P,||Q)] = 2D(I]|Q).

m,n—00

De (2.1) se sigue que tanto D (P, ||[Pm+ Py]/2) como D(P,||[Pm+Pn]/2)
deben de converger a 0 cuando m y n tienden a infinito. Ahora, gracias a la
desigualdad de Pinsker (cf. Lema 1.5.3) tenemos lo siguiente:

<[ao(ru]Po3)) " om

Utilizando la desigualdad del tridngulo obtenemos que

P+ P,

Py — 5

Py + P,
2

P+ P,

||Pm_Pn||VT§ 9

P — +|| P —

vrT vrT

1 1
m + Pn m + Pn
<(2o(r]| P )+ (2o () ) )
Tomando limites de ambos lados obtenemos

lim ||Py, — Pullvr

m,n—0o0

o) o) |

Por lo tanto {P,}nen es una sucesion de Cauchy y como A es un sub-
conjunto cerrado de (S, || - ||yr) que es un espacio de Banach (cf. Teorema
4.4.6 del apéndice y la observaciéon posterior) entonces P, converge a Py en
variacion cuando n tiende a infinito, con Py alguna medida de probabilidad,
es decir,

lim P, = F.

n—oo
Como II es cerrado tenemos que Py € II. Por ultimo, gracias al lema de
Fatou (cf. Teorema 4.4.3 del apéndice) tenemos que

D(R]|Q) = /log<cflg)>dPo —/hmmflog<cil]; )dP

< 1fmmf/1og<‘§; )dP — 1im D(P,Q) = D(I][Q).

n—o0

y como Py € II, concluimos que D(Fy||Q) = D(II||Q), es decir, Py = P* es
la I-proyeccion de Q en II. O
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Observacion. Hasta ahora hemos mostrado la existencia de la I-proyeccion
bajo ciertas condiciones pero nunca mencionamos la unicidad de esta. La
prueba de la unicidad serd simplificada mediante una nueva definicion que
ENUNCIAMOS a CONtinuacion.

El Teorema 2.1.1 garantiza que la I-proyeccién de una medida de pro-
babilidad Q en un conjunto convexo II existe si Il es cerrado; ahora, jqué
sucede si IT no es cerrado? ;Seguiré existiendo la I-proyeccion? La intuciéon
nos dice que no ya que se esta trabajando con un proceso limite al tomar
la convergencia de las entropias relativas de las medidas de probabilidad
en II respecto a Q hacia D(IT||@). En efecto, a continuacion mostramos un
contraejemplo.

Ejemplo. Consideremos Q0 = {a,b}, un conjunto que consta de dos puntos.
Sean I = {P € A(Q)|0 < P(a) < 3} y Q € A(Q) tal que Qa) = 3.
Observemos que II es convero pues si tomamos A € [0,1] y P, P, € 11
entonces

1 1 1
0=0-A+0-(1=X) <APi(a) + (1= N Pa(a) < A5+ (1= N5 =3,

es decir, APy + (1 — X\) Py € II. También notemos que I no es cerrado en la
topologia inducida por la métrica de variacion total. En efecto, tomemos la
sucesion { Py }nen con Py(a) = % - n—}_Q, entonces Py, € Il para toda n y P,
converge a Q) en variacion total cuando n tiende a infinito ya que

i1 11 11 1
P, — =l —— |+ 1= - —=
10 = Qllvr 2”2 n+2 2‘*' <2 n+2) 2”

1+1
n+2 n+2

= — 0 cuando n — oo.

1
2 n+2

En donde en la primera igualdad hacemos uso de la representacion de la
distancia de variacion total cf. Lema 4.4.4 del apéndice. Sin embargo, @ ¢ II.

Por otro lado, tomemos P € 11 entonces

D(P|Q) = Pla) 1og<g$) T P(b) 1og<gfb’;)

= P(a) log<gEZ;> + [1 — P(a)]log (tggji)

— P(a)log(2P(a)) + [1 — P(a)] log[2(1 — P(a))]-
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Observemos que la derivada de la funcion

f(z) = zlog(2x) + (1 — z)log[2(1 — x)]

es f'(z) = logz —log(1 — ), entonces f'(3) = 0; ademds f'(z) <0 siz < 3
y f'(x) >0 sixz > 3, por lo tanto & es el tinico punto minimo de f en (0,1).
Asi, el infimo en I de D(P||Q) es cero y se alcanza cuando P(a) = %, i.e.,
cuando P = Q, luego D(I1||Q) = D(Q||Q) pero Q ¢ II.

No todos los conjuntos son cerrados en la topologia inducida por la mé-
trica de variaciéon total, y nos interesaria obtener siempre una medida de
probabilidad que sea lo mas parecida posible a otra medida Q € A en cual-
quier subconjunto convexo de A, es decir, nos interesa siempre poder obtener
una proyeccion de Q) en cualquier subconjunto convexo. Lo anterior nos lleva
a formular una nueva definicién.

Definicion 2.1.2. Sean @ y II como en la Definicion 2.1.1 . Una medida
de probabilidad P* (no necesariamente en I1) se dice que es la I-proyeccion
generalizada de @ en II si para toda sucesion de medidas de probabilidad
{Pp}nen C1II tal que D(P,||Q) converge a D(I1||Q) cuando n tiende a infi-
nito, se tiene que P, coverge a P* en variacion total.

Nos gustaria que esta nueva proyeccion siempre exista y que sea tUnica.
Afortunadamente lo anterior sucede y asi, volviendo a la observacién anterior,
mostraremos que la I-proyecciéon generalizada coincide con la I-proyeccién
cuando esta tltima existe y por lo tanto la I-proyeccién también es tnica.
Todo esto queda resumido en el siguiente teorema:

Teorema 2.1.2. Sea II un subconjunto convexo de A y supongamos que
Ao NII # 0. Entonces existe una tinica medida de probabilidad P* € A
(no necesariamente en I1) tal que P, converge a P* en variacion total para
toda sucesion {Pp}neny C II que cumpla que lim,_,~ D(P,||Q) = D(I1||Q).
Ademds, para cada P € 11 se tiene

D(P[[P") + D(IT]|Q) < D(P[|Q). (2.2)

La ultima desigualdad caracteriza a P*, es decir, la I-proyeccion genera-
lizada P* es la unica medida de probabilidad que cumple con (2.2) para toda
P eIl

Demostracion. La primera parte de la demostraciéon que corresponde a la
existencia es completamente analoga a la del teorema anterior, de hecho en
ese caso sOlo utilizamos que el conjunto II es cerrado para garantizar que
la I-proyeccién pertenece a II; en este caso no es de nuestro interés que la
medida a la cual converge la sucesion { P, } ,en pertenezca a nuestro conjunto
IT. Dicho esto tenemos garantizado entonces que para toda { P, },en tal que
D(P,||Q) converge a D(I1]|Q) existe Py € A tal que ||P,,—Fo||yvr converge a 0
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cuando n tiende a infinito. Hasta aqui tenemos la existencia, esto es, Py = P*.
Ahora proseguimos a mostrar la unicidad y lo haremos mostrando (2.2) y
que esta desigualdad caracteriza a P*, ya que si esto sucede tendriamos la
unicidad.

Mostramos que la desigualdad efectivamente se cumple: tomamos P € II
v {Pn}nen C II tal que n[D(I1]|Q) — D(P,||Q)] converge a 0 cuando n tiende
a infinito, en particular D(P,||Q) converge a D(II||Q) y asi P, converge a
P* en variacién total. Definimos la siguiente medida de probabilidad:

1 1
P = (1 - ;)Pn +=P,

Observamos que, por la convexidad de II, P! € II para toda n y por
lo tanto tenemos que D(IT]|Q) < D(P)||Q) ademéas por la propiedad de la
entropia relativa, cf. Lema 4.1.10 del apéndice, se tiene que

D<(1—711)Pn+711PHQ>:(1—i)D(Pn!Q)+2D(P\Q)—(l—DD(PnHPT’L)
—D(P||P).
Luego

D(IT|Q) < D(PL|Q) = D<(1 ~ VP M\@)

=(1- )D(PIQ) + - D(PIQ)~ (1~ ) D(PIP}) — - D(P|| )
< DBIQ) ~ - D(PA|Q) + - D(PI[Q) — ~ D(PI|FL).

La tltima desigualdad se tiene ya que —(1 — 1)D(P,||P}) < 0. Es decir,

D|Q) < D(PIQ) — ~ D(PAIIQ) + - D(PIIQ) — - D(P|IP),

de lo cual se sigue que
n[DAI|Q) — D(Pa||Q)] + D(PllQ) + D(P||P,) < D(PIIQ).  (2.3)

Por otro lado, dado que D(+||-) es semi-continua inferiormente (cf. (2) del
Lema 1.5.1) y P! converge a P* en variacion total tenemos que

D(P||P*) < liminf D(P||P.).
n—oo
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Por lo cual, combinando esto con 2.3 y la eleccién original de P, y la
definicion de P,

tim inf [n[D(ITQ) — D(PIQ)] + D(P[Q) + D(P||P)]< liminf D(P||Q).
es decir,
0+ D(I||Q) + D(P[|P*) = D(L]|Q) + D(P|[P*) < D(P||Q).

Hemos mostrado que la desigualdad establecida en el Teorema 2.1.2 efec-
tivamente se da pero falta mostrar que ésta caracteriza a P*, es decir, que
si existe alguna otra medida de probabilidad P’ que cumpla la desigualdad
entonces necesariamente P’ = P*.

Sea P’ € A tal que

D(1]|Q) + D(P||P") < D(P||Q) VP €L

Sea { Py }nen C II tal que D(P,||Q) converge a D(II||Q) cuando n tiende
a infinito (de nuevo se tiene que P, converge a P* en variacion total por lo
que se acaba de mostrar), en particular como P, € II se tiene que

D(I]|Q) + D(Py||P') < D(P||Q).

Tomando limite cuando n tiende a infinito obtenemos que D(P,||P’)
converge a 0 y como la convergencia en informacién implica la convergencia
en variacion total? entonces tenemos que P, converge a P’ en variacion total
pero también tenemos que P, converge a P* en variacion total, por lo tanto
concluimos que P/ = P*.

O

Notemos que P* la I-proyeccién generalizada de Q en II es la I-proyeccion
si P* € II. En efecto, si {P,}nen C II es tal que D(P,||Q) converge a
D(I1]|@) cuando n tiende a infinito, entonces por la definicion de I-proyeccion
generalizada se tiene que P, converge a P* en variacion total luego (analo-
gamente al final de la demostracion del Teorema 2.1.1) tenemos, por el Lema
de Fatou, que

D(P*||Q) < lim D(P,|Q) = D(TI|Q).

Como P* € II entonces se sigue que D(II||Q) = D(P*||Q). Por lo tanto,
la I-proyecciéon también es tnica (cuando existe).

En lo subsiguiente P* denotaré siempre a la I-proyecciéon generalizada a
menos de que se indique lo contrario.

3Recordemos la desigualdad de Pinsker, cf. Lema 1.5.3.
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Otra desigualdad importante pero mucho més sencilla de probar es la
siguiente: Si @ € A y II C A es un conjunto convexo tal que D(II||Q) < oo
entonces

D(P*||Q) < D(I]|Q),

la cual se tiene por la semi-continuidad inferior de la entropia relativa: si
{P,}nen es tal que D(P,||Q) converge a D(II||Q) cuando n tiende a infinito,
entonces

D(P*||Q) < liminf D(P,Q) = D(IT]|Q).

2.2. Propiedades de la I-proyecciéon generalizada

Ahora comenzaremos por mostrar las propiedades de la I-proyeccion ge-
neralizada que nos seran de gran utilidad para poder caracterizarla bajo
ciertas circunstancias.

Lema 2.2.1. Sean II C A un conjunto convezo tal que Ag NII # O (i.e.,
D(IT]|Q) < o0) y P* la I-proyeccion generalizada de @ en II. Sea P' € A tal
que P! < Q y P' # P*. Entonces

nf L/l PN b < o L/l PN ap = D1|Q).  (2.4)
PEII_I[IQAQ 8 dQ PEll_l[lﬂAQ 8 dQ N . '

En particular para cualquier funcion f medible en (S, B) tal que 0 < [ fdP
para cada P € IIN Ag, se tiene que

—m/ﬁngw@% (2.5)
y st se da la igualdad entonces

apr* ef ()
(s) = 10"
aqQ JefdQ
Prueba. Gracias a (2.2) tenemos que para cada P € IINAg

pa|Q) < D(PYQ) - D(P|IP) = [ 1og<jg) -/ 1og< j]i)dp

- Jra(y) sl ) am= e (35) (i)
= [ 102 )ar < D(PIIQ)

(2.6)

dP
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La altima desigualdad se da por el hecho de que 0 < D(P||Q) para toda
P y para toda Q, asi D(P||Q) — D(P||P*) < D(P||Q). También hicimos uso
de algunas propiedades de la derivada de Radon-Nikodym, cf. Lema 4.4.8
del apéndice, en la tercera y cuarta identidad. En resumen tenemos que

*

dP
0 )dP< D(P||Q) VP eIlNAg.

pajQ) < | log(

Observemos que D(II]|Q) = inf pert D(P||Q) = inf penina, D(P||Q). Por

lo que al tomar infimos obtenemos lo siguiente:

DI]|Q) <  inf /log<dp*>dP < mf D(P||Q)= D(I||Q),

 PellnAg dq PellnAg
es decir,
, dP*
DI||Q) = Pell'IllrﬁAQ /log< a0 >dP. (2.7)

Ademas como P* queda unicamente determinada por (2.2) entonces si
P’ # P* se tiene que D(P||Q) < D(P||P’)+ D(II||Q) para toda P € IINAg
y ya que P’ < @, se sigue que

D|Q) > D(PIIQ) - D(P|IP) = [10g( G5 Jar~ [oe( 357 )ar

dP\ [ dP\ ! dpr’
- Pl ] - fre e
es decir,
/log<ilig >dP < D(I|Q). (2.8)

De (2.7) y (2.8) obtenemos que

/10 AN P < DUIQ) = int /10 NP wpenna
&\ aQ = petinng | B\ 40 @
Asi, al tomar infimos sobre II N Ag obtenemos (2.4).

Sea f medible tal que 0 < [ f dP para toda P € II N Ag. Para probar
(2.5) debemos suponer que [ efdQ < oo, de otro modo la afirmacion seria
trivial. Ahora, si definimos a P’ de la siguiente manera:

/ _ 1 f
P(B)_fefdQ/Be dQ) BeB
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observamos que es una medida de probabilidad tal que P’ < Q. En efecto,
dado que 0 < ef y por como esta definida P’ se sigue que 0 < P'(B) <1
para todo B € B, P'(S) = 1y P'(0) = 0; la o-aditividad la garantiza
la o-aditividad de la integral de Lebesgue. Para la continuidad absoluta
observemos que si Q(B) = 0 entonces [5 efdQ = 0y se sigue que P'(B) = 0.
De lo anterior se tiene que la derivada de Radon-Nikodym de P’ respecto a
Q se ve de la siguiente manera:

dP’ ef ()

—(8) = —i—.
dQ f efdQ
Ahora, como en un principio no sabemos si P’ # P* entonces en (2.4) se
puede dar la igualdad con P’ definida hace unos instantes, es decir,

dP' el
D11 >  inf 1 P= inf log( ———= |dP
(ie) = Pell‘rllmAQ/ og( dQ )d PGII%WAQ/ Og<fefdQ)d
= { f _ f —_— {- f
PelnnrgAQ/loge dP /log</e dQ> dP PelrrllrgAQ/loge dP

—log/efdQ:—log/efdQ+ inf /f dP>—1og/efdQ.
Q

Pelln

La tdltima desigualdad es cierta ya que

/f dP >0 VP ellnAg;

ademas si sucede que D(I1||Q) = —log [ e/dQ entonces necesariamente su-
cede que
dp’
D(II = inf log| — |dP.
i) =, [ 1on( 5 ).
lo cual por (2.4) sucede solamente si P’ = P*| i.e., ‘gg (s) = fe;ij, con lo
cual hemos probado (2.5) y (2.6). O

Lema 2.2.2. Para subconjuntos convezos II' C II de A tales que D(I1]|Q) =
D(IT'||Q) < oo se tiene que la I-proyeccion generalizada de Q) en II y la
I-proyeccion generalizada de Q en I son la misma.

Prueba. Se sigue de la definicion de la I-proyeccion generalizada. Sea P* la
I-proyeccion generalizada de Q en II. Si tomamos {P)}n,eny C I tal que
D(P/]|Q) converge a D(IT'||Q) = D(I1||Q) cuando n tiende a infinito, en
particular { P! },,en C Iy por lo tanto P}, converge a P* en variacion total. Y
asi las dos I-proyecciones generalizadas de QQ sobre cada conjunto coinciden.

O
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Observacion. El “regreso” no es vdlido, cf. Example 3.2 en [11]. Esto es,
si II" C II C A son conjuntos convezos tales que la I-proyeccion generalizada
de Q enII y la I-proyeccion generalizada de @Q en II' son la misma entonces
no necesariamente es cierto que D(II||Q) = D(IT'||Q). Si la I-proyeccion
generalizada de @ en II es igual a la I-proyeccion generalizada de @ en IT'
y ademds coincide con la I-proyeccion de @) en II' entonces, en este caso, si
sucede que D(I1||Q) = D(I'||Q). En efecto, si denotamos a la I-proyeccion
generalizada de Q en II' como P’ (que es también la I-proyeccion de Q
en I') entonces P* = P € II' C 1, de esta manera P* coincide con la
I-proyeccion de Q en II. As?

D(I|Q) = D(P*||Q) = D(P"]|Q) = DT'(|Q).

Los lemas anteriores nos dan informacién acerca la I-proyeccion genera-
lizada y nos seran de gran utilidad al intentar caracterizarla sobre un par de
conjuntos con algunas propiedades mencionadas mas adelante. Pero antes,
es necesario mostrar un altimo lema concerniente a la entropia relativa. Este
nos da una propiedad interesante de la entropia relativa, a saber, la entropia
relativa es invariante al cambiar de espacio mediante una funcion medible. A
esta transformaciéon se le conoce como push-forward; a continuacién damos
una definicion formal.

Definiciéon 2.2.1. Sean (S1,B1), (S2,B2) espacios medibles y

v (51,81) — (52,82)

una funcion medible. Sea p una medida sobre (S1,B1). Se define el push-
forward de p bajo U como la medida 1 : (S2,B2) — [0,00] definida como
p=po¥ ! ie, i(B)=u(¥ YB)) para cada B € Bs.

Para ver que efectivamente es una medida debemos checar que cumple la
definicion. Por como esta definida & se tiene que () = 0y 0 < (B) para
todo B € By. Para la o-aditividad basta recordar que

\I/_l(Ufian) = Ufilql_l(Bn)
y que
U YB,NB,) =9 YB,) NV (B,,).

Asi, tenemos que si {Bj}nen es una sucesion de elementos de By aje-
nos dos a dos entonces {¥~1(B,)}en es una sucesion de elementos de B
también ajenos dos a dos y ademas

F(UnenBn) = (¥ (UnenBn)) = i(Unen® ™ (Bn))

= Z M(\Pil(Bn)) = Zﬁ(Bn)

neN neN
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Ejemplo. Las distribuciones en Probabilidad: ¥ es una funcion medible (o
variable aleatoria si (S,B) son los reales con sus Borelianos) y en este caso
P =1 es su ley o medida de distribucion.

Observamos también que el push-forward de una medida de probabilidad
es de nuevo una medida de probabilidad. Por lo tanto, es natural preguntarse
qué sucede con D(II||@) al cambiar de espacio mediante W. La respuesta a
la pregunta anterior es enunciada en el siguiente lema:

Observacion. Usualmente se denota al push-forward de P bajo una funcion
medible ¥ como V,P o PU~L. En nuestro caso lo denotaremos como P,
siempre y cuando no exista motivo de confusion.

Lema 2.2.3. Sean (S1,B1), (S2,B2) espacios medibles y

v (51,81) — (SQ,BQ)

una funcion medible. Sea II el conjunto de medidas de probabilidad sobre
S1 cuyo push-forward bajo W pertenece a un conjunto convero 11 C A(S2).
Entonces, para Q € A(Sy) arbitraria y Q su push-forward bajo ¥, se tiene
que:

D(W||Q) = D(II||Q). (2.9)

_ Si D(IT|Q) < oo entonces P*, la I-proyeccion generalizada de Q en 11, y
P*, la I-proyeccion generalizada de @QQ en 11, estdn relacionadas mediante la
siguiente igualdad (que se da casi sequramente relativo a Q)):

dP* s _ dP*
Q" 4

(T(s)). (2.10)

Prueba. Primero observemos que toda particion finita de Sy {A4;}"; con
m € N y donde cada elemento de la particion pertenece a By, genera una
particion de S donde cada elemento esta en By, esto ya que S; = U1(Sp) =
Ulum, A;) = Ul U1(4;) y ademas si i # j entonces ) = U1(4;N4;) =
UH(A;) N UTL(A4;), por lo que si definimos B; = ¥1(4;) tenemos que
{B;}", es particion de S;.

Sean
©(S1) = {B = {B;}|B es particion medible y finita de S;},

©(S2) = {A = {A4;}|A es particion medible y finita de Ss}

0(S)Y ={B={B;}|Bi=V"4;) con A={A;}€O(S)}
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Entonces se tiene que ©(S1)Y C O(S1). Luego, se sigue de la Definicion
1.5.1 que

D(P||Q) < D(P||Q) con P € A(S;) y P su push-forward bajo ¥. (2.11)

Lo anterior ya que

su (6] ~(Al) =

DPIQ) = Ae@%Q {ZZ:P 1g<Q(Al)>}
o U1 AN 1o PoU~1(4))

A:gl&){;]g Y MZM(QN 1(&)}

P Bz
= P(B;)1
| {Z Og(c; B) )}

(Bi)
SBSS&){Z:P(BI)IOg(Q( 0)} D(P|Q).

Mas atin, para cualquier P € II con D(PJ|Q) < oo (es decir P < Q) la
medida de probabilidad R € A(S;) definida por la densidad

dR dpP
dQ( s) = E(\I’(S)) s € 51,

tiene como push-forward bajo ¥ a P y satisface que

D(R||Q) = D(P||Q)- (2.12)

Esta ultima igualdad se sigue del teorema de cambio de variable aplicado
a la derivada de Radon-Nikodym cf. Teorema 4.4.11 del apéndice pues

~ dpP dp
D(PHQ):/S log<dQ>dP /Slog[dgolll

/ 1og<jQ>dR = D(R||Q).

Para ver que efectivamente R tiene como push-forward bajo ¥ a P uti-
lizamos el teorema de cambio de variable, la definicién de R y la definicion

de derivada de Radon-Nikodym:

AP~ dP
/I’(B)dédQ_/BdQO\I/dQ /dQ R(B) VB e Bi.

Asi, si C € By entonces

dR
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Ro\If‘l(C):R(\II_l(C)):/ ar d@—/ L4 = B(0).
v(r-1(0) dQ ¢ dq

Por lo tanto, el push-forward bajo ¥ de R es Ro W! ]5 ie, R=P.
Ahora, de (2.12) obtenemos que D(P||Q) = D(P||Q) para toda P € I,
tomando fnfimos obtenemos (2.9). De lo anterior se sigue que si { P, bnen C 11
es tal que D(P,||Q) converge a D(II||Q) cuando n tiende a infinito, entonces
las medidas de probabilidad P, € II definidas por:

Py dPy o
Q= s (¥ (s))

cumplen que D(P,||Q) converge a D(II||Q) cuando n tiende a infinito, esto
ya que por (2.12) y (2.9) se tiene que

lim D(P,/|Q) = lim D(F,]|Q) = D(II]|Q) = D(II|Q).

Por la deﬁmclon de I-proyeccion generalizada tenemos que P, converge
a P*y P converge a P* en variaciéon total, luego sucede que

i dP .
y
dP
lim — dQ P*(C’) YC € B,.
n—0oo o~ dQ
Por otro lado,
P, ~ P, P
lim d—f d@ = lim by oW d@Q = lim 4Py dQ
n—oo C dQ n—oo 1(0 dQ n—oo ) dQ

= lim P,(¥YC)) = P*(¥}0)).

n—o0

Por lo tanto,

P*(C) = P*(T~1(C)) VC € Bo,

esto es,

dP* dP* ~ dP*
/ d0 - / _ / dQ ¥C e By,
v-1(0) v-1(0) dQ

Como la derivada de Radon—leodym de P* respecto a QQ es tnica casi
seguramente relativo a () entonces se sigue (2.10).

O
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Finalmente mostraremos dos tltimos lemas concernientes a la I-proyeccién
y a la I-proyeccién generalizada y para ello es necesario definir algunos con-
juntos especiales.

Sea F una familia de funciones reales y medibles sobre (5, B).

Definicion 2.2.2. Designamos por II(F) y II'(F) a los conjuntos de todas
las medidas de probabilidad P € A tales que [ f dP existe y es no negativa,
positiva respectivamente para toda f € F, es decir,

H(]—"):{PGA‘/f dP > 0, erf}

H’(}"):{PGA‘/f dP > 0, erf}
Notemos que ambos conjuntos son convexos ya que si tomamos

R,S € I(F) (R,S € II'(F) respectivamente),

f € F y consideramos una combinacion lineal convexa (1 — a)R + .S con
a € [0,1] obtenemos que

/f d([l—a]R+aS):(1—a)/f dR+a/f ds >0

/f d([l—a]R+aS):(1—a)/f dR+oz/f ds >0
respectivamente, (cf. Lema 4.4.6 del apéndice).

Definicion 2.2.3. Sea K € B. II(F|K) y II'(F|K) denotan a los subcon-
Juntos de II(F) y II'(F) respectivamente, que consisten en las medidas de
probabilidad que cumplen P(K) =1, esto es,

I(F|K) = {P‘/f dP >0, feF, P(K):l}

(F|K) = {P’/f dP>0, feF, P(K)= 1}
Si KK = {K;}ien es una sucesion de conjuntos tal que
K;eB, K;CKijy1 ycada f € F esacotada en K; Vi. (2.13)
En este caso escribiremos lo siguiente:

I(FIK) = | JIW(FIK) vy I(FIK) = | II(FIK).

i=1 =1
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Observemos que tanto II(F|K;) y I'(F|K;) i = 1,2,... como II(F|K)
y I'(F|K) son conjuntos convexos, los dos primeros es claro; para los dos
ultimos notemos que como K; C K;y; entonces P(K;) = 1 implica que
P(Kiy1) = 1y asi II(F|K;) C II(F|K;+1) y ademés ya observamos que
cada II(F|K,,) es convexo, por lo que si tomamos P, Q € II(F|K) entonces
P e II(F|K,) para algin n y @ € II(F|K,,) para algin m; podemos suponer
sin pérdida de generalidad que m < n y asi P,Q € II(F|K,) que es convexo,
luego (1-A\)P+\Q € II(F|K,,) para toda A € [0, 1] y finalmente (1 —\)P+
AQ € II(FIK).

Las dos herramientas fundamentales para demostrar los dos teoremas
principales concernientes a este capitulo son los siguientes dos lemas (2.2.4
y 2.2.5).

Lema 2.2.4. Sea Q € A. Si existe una Py € I'(F) ( Py € IT'(F|K) respec-
tivamente) tal que D(Py||Q) < oo entonces se tiene que

D(I(F)||Q) = D(I'(F)||Q)

(DII(FIK)||Q) = DAT(FIK)|Q)
respectivamente).

Prueba. Para mostrar lo anterior basta ver que para toda P, € II(F),
P € II(F|K) existe P € II'(F) (P’ € II'(F|K) respectivamente) tal que
D(P'||Q) < D(P1||Q), ya que como IT'(F) C II(F), II'(F|K) C II(FIK) las
desigualdades

inf D(P||Q) < inf D(P
pant s ( "Q)—peﬁ%(;q (PllQ)

inf D(P < inf D(P
PeIi(FIK) (PllQ) = Pell'(FIK) (PllQ)
son triviales, y asi sélo restaria mostrar las otras desigualdades.

Observemos que para toda Py € II(F) (P € II(F|K) respectivamente)
se tiene que

Po,=(1-a)Py+aP, €Il'(F) con 0<a<1

(Po=(1—-a)Py+aP eIl'(FIK) con 0 < a<1

respectivamente). Por otro lado, gracias a la convexidad de la entropia rela-
tiva tenemos que D(FP,||Q) < (1—a)D(P1||Q)+aD(Py||Q) y asi si tomamos
limites a ambos lados obtenemos que
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limsup D(P,||Q) < 11’m8111p[(1 —a)D(P]|Q) + aD(P1|Q)]

a—1
= lim[(1 — ) D(A[|Q) + aD(P[|Q)] = D(P||Q).

Es decir,

lim sup D(P.[|Q) < D(P1Q).

Notemos que necesariamente existe una P’ € II'(F) (II'(F|K) respecti-
vamente) tal que D(P’||Q) < limsup,_,; D(P,]|Q). Ya que si no fuera asf
entonces para toda P' € II'(F), II'(F|K) se tendria que lim sup,,_,; D(P,||Q)
< D(P'||Q). Ahora, observemos que si tomamos una sucesion {ay tren C
(0, 1] tal que ay, converge a 1 nos genera una sucesion {D(Py, ||Q)}ken C R
tal que

lim sup D(P,||Q) = limsup D(P,,||Q),
a—1 ap—1

como P,, € II'(F) (I'(F|K)) para toda «ay, y recordemos que el limite supe-
rior estd dado por

ltmsup D(Fe, ||Q) = inf sup{D(F,[|Q)},
ap—1 n20g>n

entonces tendriamos que

fr;f sup{D(P, ||Q)} < D(Pu,l|Q) Vk.
n20g>n

Luego, por ser un infimo y gracias a que la desigualdad es estricta enton-
ces existe algiin ng > 0 tal que

sup {D(Po,||Q)} < D(Po,|lQ),

lo cual es una contradiccion. Entonces, efectivamente existe P’ € II'(F)
(IT'(F|K) respectivamente) tal que D(P’'||Q) < limsup,_,; D(P.||Q) v asi
tenemos que D(P'||Q) < D(P1||Q). Como P, € II(F) (P1 € II(F|K) respec-

tivamente) era arbitraria entonces tomamos infimos y obtenemos que

tinf D(P||Q) < inf D(P
pat 5 ( ”Q)—péﬁ(n (PllQ)

imf  D(PIO)< inf D(P
ettt ( HQ)_PGTIII(I]-‘\IC) (Pl|Q),

por lo tanto
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D(II(F)||Q) = D(IT'(F)||Q)

D(II(F|K)[|Q) = DA (FIK)||Q)-
O

En el siguiente lema se utilizan distintos modos de convergencia para las
funciones medibles, lo cual se puede ver en la subsecciéon 4.4.1. Modos de
convergencia del apéndice.

Definicion 2.2.4. Un subconjunto Y de un espacio vectorial es un cono
convexo st sucede que ol tomarn € N, y; € Y ya; > 0, i=1,...,n, entonces

Z?:l ;Y € Y.

Observacion. Ahora comenzaremos a trabajar en gran cantidad con afirma-
ciones relativas a una medida por lo cual utilizaremos la notacion [P] para
decir que algo sucede casi sequramente relativo a P.

Recordemos que dado un espacio vectorial V podemos trabajar con el
espacio dual, i.e., el espacio de funcionales lineales acotados sobre V. Usual-
mente se denota al espacio dual de V como V*; sin embargo, en nuestro caso
lo denotaremos como V.

Lema 2.2.5. Sea F una familia de funciones reales y medibles sobre (S, B)
Y SUpPongamos que es un cono convero. Entonces:

a) Si@Q € A es tal que D(II(F)||Q) < oo y P*, su I-proyeccion en I1(F),
existe entonces log(%) — D(II(F)||Q) pertenece a la Li(P*)-cerradura de
F.

b) Si Q € A es tal que DII(F|K)||Q) < oo y P* es su I-proyeccion
generalizada en II(F|KC) entonces existe una sucesion { fp}neny C F tal que

apr* . *
log( dQ) = DU(FIK)||Q) + lm fu  [P7]; (2.14)
Observacion. FEl Lema 2.2.5 nos asegqura que para la I-proyeccion de Q) en
II(F) hay una sucesion que converge a log(cffz;) — D(II(F)||Q) en Li(P*),
mientras que para la I-proyeccion generalizada se tiene que existe una suce-

sion que converge casi donde sea a log(%) — D(II(F|IK)||Q) [P*].

Prueba. a) Sea F1 ={f+g|f € F, g>0, gesmedibley esta acotada}.
JF1 es un cono convexo ya que si h; € F1 y a; > 0, i=1,...,n entonces h; =
fi+gicon f € Fyg; >0, acotada y medible, luego

n n n
Y aihi =Y oifi+ Y aigi.
i=1 i=1 =1
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Como F es un cono convexo entonces y ., «;f; € F y ademéas

n
D aigi 20
i=1

es acotada y medible, por lo tanto > | h; € Fi.

Sea

*

o =tog(‘i5) ~ DULF)IQ) € L(P)

Para demostrar el lema primero mostraremos que si
P* € TI(F) y D(P'|Q) = D < o,

entonces ¢ pertenece a la L;(P*)-cerradura de Fj.

En efecto, si suponemos lo contrario sucede que como ¢ es un punto
entonces es convexo y ademas compacto entonces por el teorema de separa-
cion de Hahn-Banach? sabemos que ¢ puede ser separada de la cerradura
de F; en Lq(P*) por un hiperplano®, i.e., por un funcional lineal acotado
¢ € Li(P*), en donde Lq(P*) = Loo(P*) (cf. Teorema 4.3.3 del apéndice).
Es decir, se tiene que existen a1, as € R tales que

d(p) <az <ay < o(f) Vf enla Ly(P*)-cerradura de Fi.

En particular como Fj es subconjunto de su cerradura en L (P*) entonces

Plp) <as < a1 <¢(f) VfeF.

Ahora, gracias al teorema de representaciéon de Riesz%, existe h € Loo (P*)
tal que

/cph dP* = ¢(p) < ag < a1 < ¢(f) :/fh dP* Vf e Fi.
Como lo anterior es valido para toda f € F; obtenemos que

/gph dP* < inf /fh dP*. (2.15)
feF

Ahora, observemos que 0 € F; por ser Fj un cono convexo, luego

a9 < iInf /fh dP*g/O-h dP* = 0.
fer

4cf. Teorema 4.3.1 del apéndice.
5¢f. Definicion 4.3.1 del apéndice.
S¢f. Teorema 4.3.2 del apéndice.
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Asi, se tiene que as < 0. Por otro lado, notemos que tiene que suceder
que h > 0 [P*] pues si suponemos lo contrario, es decir, que existe B € B
tal que P*(B) > 0 y h(s) < 0 para toda s € B, entonces [1gh dP* # 0,
de hecho [1ph dP* < 0. Como Fj contiene a las funciones no negativas y
acotadas entonces con ag < 0 definimos

f= 1pe R

15 th*

(pues f es no negativa y acotada). Asi, obtenemos que

a9 Qa2
hdPt = [ —22 __1ph dP = —2 [ 10 dP* =
/f /leh ap= [1gh dP*/ B a2

lo cual contradice el hecho de que as < ¢(f) para toda f en la Li(P*)-
cerradura de Fj. La contradiccién viene de suponer que h es negativa casi
donde sea relativo a P*, por lo tanto h > 0 [P*]. Méas atn, de hecho

0<9¢(f) Vfeh

ya que si suponemos que existe una fo € Fi tal que ayz, := ¢(fo) < 0 entonces
como JF7 es un cono convexo se tiene que ¢(F1) = {a € R|o(f) = a, f € Fi1}
también es un cono convexo pues si a; > 0y a; € ¢(F1), i =1, ..., k entonces
a; =¢(fi) con fi € Fr,i=1,...,ky

k
Zaiaz Zasz fz (Z azfz) € ¢(F1)
i=1

=1

pues Zi-c:l a; fi € Fi. Asi, si a > 0 tenemos que aayf, € ¢(Fi) y observamos
que existe un n € N tal que nay, < a2 pues de lo contrario se tiene que

para toda n € N ag < nay, es decir n < :TQ lo cual no puede pasar pues
0

los naturales no son acotados. Asi, tenemos que nas, < az 'y nag, € ¢(F1),
dicho de otro modo, tenemos que nay, = nd(fo) = ¢(nfo) y tomando a
fi = nfo € F1 entonces ¢(f1) < ay lo cual contradice el hecho de que
ag < ¢(f) para toda f € Fj. Por lo tanto se tiene que

0§/fh dP* Vf e Fi.
Ademas, como 0 € F; entonces tenemos que
h dP* < inf h dP* = 0.
/SD flenfl/f

Mas atn, podemos elegir h tal que [h dP* =1y que siga cumpliendo
la desigualdad e igualdad anterior, esto ya que, suponiendo h # 0 (pues el
caso h=0 no nos interesa) si definimos
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h

W=
[h dpP*

tenemos que h' € Lo, [h' dP* =1, k' > 0y cumple que

< fh dP*/fh dP* = /fh/ dP* Yf e Fi,
esto es,

fl’n]fr /fh' dP* =0

€ef1

(pues 0 € F1). Ademas, como teniamos que ae < 0 entonces

| 1
WPt = ——— [ oh aP* < ——— 0
/90 fhdp*/‘p S Thap 257

es decir,
h' dP* <0 = inf n dP*.
/ @ ok f

Ahora, como F C F; (ya que si f € F entonces f = f + g con g = 0),
entonces (2.15) nos da que la medida de probabilidad Py definida por dP L =h
pertenece a II(F), esto ya que si f € F entonces f € F; y ademés

0= mf [ fh dP*g/fh dP*:/f P,
fer
Por lo tanto 0 < [ f dPy y asi Py € II(F).

También se tiene que Py € Ag ya que P* € Ag y h es acotada, i.e., existe
M € R tal que |h(s)] < M para toda s € S pero h es no negativa luego
h <M con M >0, asi

o< D)= [ o622 )ar = [ s (127

dP*
—/hlogh dP*+/hlog<dQ> dpP*

*

P
< MlogMnLM/log(CfiQ >dP* = Mlog M + MD(P*||Q) < oc.

Como por (2.4) tenemos que D(IL(F)||Q) = inf perr(r)na,, flog(%)dP

entonces
dP* d P
/cph dP* = /[log( dQ) —D(H(f)HQ)} gy
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-/ log(fg) - D(F)|Q) ar = [ 1og(§;* )dpo — DIF)IQ) > 0

(en la tercera identidad aplicamos el Lema 4.4.9 del apéndice). Es decir,
0 < [@h dP*, lo cual contradice (2.15). La contradiccion viene de suponer
que ¢ no pertenece a la Lq(P*)-cerradura de F; por lo que entonces este
hecho si se da, i.e., existen f,, g, con f, € F y g, acotada para toda n € N
tales que

li)m faot+gn=¢ en Li(P). (2.16)

Ahora, como P* € II(F) se tiene que 0 < [ f, dP* y ademés

[ear=] 1og<fg> ~ DN(F)|Q) dP”

_ /10g<(zg>dP* _ D{I(F)||Q) = 0.

Entonces, (2.16) nos da que

lim [/fn dP*—i—/gn dpr* :/cp dP* =0

Para facilitar la notacion definimos |[f|| = [|f]|r,(p+)- De lo anterior se
sigue que ||g,|| = 0 cuando n tiende a infinito. Asi,

[[fo — @l = [1fa + 90 — ¢ = gnll <|fn + 90— @l +lgnll Vn €N.

Tomando limites de ambos lados de la desigualdad obtenemos

lim an_SOH S lim an'i‘gn_‘PH"i_ lim HgnH:O—i_OZO'
n— 00 n— 00 n— 00

Lo que nos da como resultado que ¢ pertenece a la cerradura de F en la
topologia inducida por la métrica de Lq(P*).

Procedemos a probar b):

Denotemos ahora D = D(II(F|K)||@). En primer lugar tenemos que
como @ € A es tal que D(II(F|K)||Q) = D < oo y II(F|K) = U, II(F|K;)
con K; C K, entonces existe ng € N tal que D,,, := D(II(F|Ky,)||Q) < .
Por otro lado, (2.13) implica que II(F|K,,) es cerrado en la topologia inducida
por la métrica de variacion total para toda n ya que si { Py, }imen C I(F|K)
es una sucesion de medidas de probabilidad tales que || P, — P||y converge a
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0 cuando m tiende a infinito entonces P € II(F|K,,). En efecto, para mostrar
lo anterior basta observar que como la convergencia en variaciéon total es més
fuerte que la convergencia fuerte (esto es, P, converge fuertemente a R si
P,(B) converge a R(B) para toda B € B), cf. Lema 4.4.5 del apéndice),
entonces sucede que

P(K,)= lim P,(K,) = lim 1=1.

m— 00 m— 00

Ahora, como f es acotada en K; para toda ¢ =1,2,... y para toda f € F
entonces

h;m/fdp :/fdP Vf e F,

pues la convergencia fuerte implica la convergencia anterior (débil), y como
0 < [ f dP,, para toda m se tiene que

0< lim [ f dP, :/f dP VfeF.

m—00

Asi, P € TI(F|K,,) lo que nos da que II(F|K,) es cerrado en la topo-
logia inducida por la métrica de variacién total. Luego entonces existe la
I-proyeccion de Q en II(F|K,,) para toda n > ngy denotada por P}.

Sea n > ng. Por el inciso a) tenemos que ¢,, = log( %) — D,, pertenece
a la Ly (Py)-cerradura de F, en particular existen f,, € F tales que

1
lon — fallL,(pry < — excepto por a lo mas un conjunto A, con
n n

Pr(A,) < % (2.17)

Mas atn, como II(F|K) = U II(F|K;) v K; C Kit1 tenemos que

P e TI(FIK). (2.18)

Ademaés, por la definicién de I-proyeccion también se tiene

D(P; = inf  D(P
(FillQ) =, i DPQ)

DINFIK)Q) = D(P|Q).

inf
PEH(]-—UC):UfilH(]:\Ki)

Es decir, el conjunto sobre el cual tomamos el infimo en D(II(F|K)||Q)
contiene a II(F|K,,), por lo cual, se tiene que

lim D(P;||Q) = lim D, =D = D(II(F|K)||Q).
n—oo n—oo
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Asi, por la definicién de I-proyecciéon generalizada tenemos que

lim ||P; — P*|lyr =0,

n—o0

en particular se tiene que si Py (A,) converge a 0 implica que P*(A,) con-
verge a 0 cuando n tiende a infinito. Entonces por (2.17) se sigue que

©n — fn — 0 en medida respecto a P*. (2.19)

Por otro lado, como || P — P*||yr converge a 0y D,, converge a D cuando
n tiende a infinito, se tiene entonces que

, dP*
nh_}n(f)lo On=¢@= log(w) - D (2.20)
(va que ¢y, = log(>) — D,,). De (2.19) y (2.20) obtenemos que f,, converge
a ¢ en medida respecto a P* cuando n tiende a infinito. Por dltimo, como
toda sucesiéon convergente en medida tiene una subsucesiéon que converge
casi donde sea (cf. Teorema 4.4.7 del apéndice) entonces tenemos que existe

{fm}men con fr, = frn,, tal que

*

log(cf;; ) =D+ lim fn  [P"]

Es decir, hemos obtenido (2.14). O

2.3. Caracterizaciones de la I-proyecciéon generali-
zada

La I-proyecciéon generalizada de una medida de probabilidad Q en un
conjunto convexo, como hemos podido observar, es una funcién de gran im-
portancia (e.g. nos proporciona la velocidad de decaimiento en el teorema
de Sanov7), por lo cual seria de gran ayuda poder caracterizarla (al menos
para algunos conjuntos). Como se trata de encontrar un infimo, es decir, de
optimizar las entropias relativas respecto a Q, no es tan sencillo describir
analiticamente a dicho infimo ni a la I-proyeccion generalizada. Al caracte-
rizarla para cierto tipo de conjuntos lograriamos saber céomo se comporta
analiticamente y asi podriamos trabajar con ella de manera explicita. Para
ello presentamos dos representaciones para dos conjuntos con ciertas propie-
dades. Los conceptos, definiciones y algunos resultados son tomados de [6] y
[7]. En cuanto a los conceptos y resultados de Analisis convexo pueden con-
sultarse [29] y [34]. Para los conceptos de teoria de la probabilidad pueden

“cf. Teorema 1.3.1, Teorema 1.4.1 y Teorema 3.1.1.
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consultarse [16] y [3]. Por tltimo para el estudio de la teoria de los espacios
vectoriales topologicos se pueden consultar [8] y [5].

Definicion 2.3.1. Un espacio vectorial topoldgico es localmente convexo si
posee una base V de vecindades del vector 0 tal que cada una de ellas es un
conjunto convexo. A un espacio vectorial topoldgico localmente convexo lo
llamaremos espacto localmente convexo.

En un enfoque més moderno se define a los espacios localmente convexos
mediante seminormas (cf. el desarrollo del concepto en [31]). Sin embargo,
en el desarrollo de los resultados aqui presentados utilizaremos la definicién
anterior pues bastara con la existencia de la base V.

Sea V un espacio localmente convexo y consideremos ahora al espacio
medible (V,B) con B la o-algebra de Borel y a A(V) como el conjunto de
medidas de probabilidad sobre (V, B).

Definicion 2.3.2. La esperanza o resultante de una medida de probabilidad
P € A(V) se define como

E(P)=vy€V si /19 dP = 9¥(vg) para cada 9 € V' (2.21)

siempre y cuando vy exista, de lo contrario E(P) es indefinida. Otra termi-
nologia utilizada es el baricentro de P.

Observacion. Si A C V es compacto, convero y P(A) =1 entonces E(P)
existe y E(P) € A, c¢f. Teorema 4.3.6 del apéndice.

Para C' C V utilizaremos conv(C) para denotar a la envoltura convexa
de C, asimismo denotaremos cd(C) e int(C) a la cerradura de C y al interior
de C respecto a la toplogia en V.

Por altimo = denota la continuidad absoluta mutua, esto es, v = pu si y
solosi v < puy p < v (cf. Definicion 4.4.5 del apéndice).

Teorema 2.3.1. Sean fi,..., f funciones medibles en (S,B). Sea II C A
definido de la siguiente manera

H:{P)/fi dP >0, z:lk} (2.22)

Sean Q € A y D = D(I1]|Q). Entonces, se tiene que D < oo si y sdlo si
existe P € 11 tal que P < Q. Ahora, si sucede lo anterior sea M el subespacio
lineal mds pequerio de RF con la siguiente propiedad: P(M) = 1 para cada
P €1l tal que P < Q. En este caso P*, la I-proyeccion generalizada de Q
en 11, estd definida mediante la densidad
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(2.23)

0 o.c.

dp* {eﬂﬁﬁ1@%@> si s € {t|(fi(t), ..., fu(t)) € M}
aQ "~

en donde * = (({,....,¢}) € R’j_. En el caso en que M=RF, (2.23) se sigue
cumpliendo, es decir, P* pertenece a la familia exponencial

dP S Gifi
{PC g ¢ i ¢ € @}

aQ eri-Ll GfidQ
con © = {¢ = (C1,.., ()| erlecifidQ < oo} sty solo si existe P € 11 tal

que P = Q. Con la iltima condicion se tiene que

(2.24)

D = sup [— log/eZ§—1<ifidQ]

k
CERE
En donde el supremo se alcanza (i.e. es un mdzimo) sty solo si P = P*.

Demostracion. Primero observemos que siempre se tiene que si D < oo en-
tonces existe P tal que P < @, cf. la observacion de la Definicién 1.5.1.
Observemos también que (f1(s),...fr(s)) € RF. Consideremos la funciéon
TS — RF WU(s) = (fi(s),...fx(s)), y las proyecciones m; : RF — R,
mi((21.oy k) = 4, i = 1, ..., k. Luego, como tenemos que

M= {P‘/fi dP >0, z’zl,...k},

si definimos = = (z1, ..., z) y consideramos el siguiente conjunto

= {P‘/xi dP(z) >0, i= 1k}

con z € R¥, entonces se tiene que II es el conjunto de medidas de probabilidad
P tales que su push-forward bajo ¥ pertenece a II. En efecto, si P € II
entonces

/fl- dP > 0.
S

Ademis tenemos que (m;0W)(s) = m[(f1(5), .-, fr(8))] = fi(s), luego mo¥ =
fi. Entonces con P = P oW~ y por el teorema de cambio de variable

/ i dﬁ(a;)—/ i dﬁ—/mo\p dP—/fi dP > 0.
Rk R¥ S S
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Es decir, P € II y de esta manera II - {P|P € II}. Por otro lado,
{P|P € H} C II ya que si tomamos P tal que Pell por el mismo argumento
anterior se tiene que

o< [ 5 ap
S
por lo que efectivamente II consiste en todas las medidas de probabilidad
cuyos push-forwards bajo ¥ pertenecen a II, o bien II = {P|P € II}.
Asi, por el Lema 2.2.3 tenemos que D(II||Q) = D(II]|Q) y ademas
dP*,  dP*

a0 = )

(W(s) QL

Entonces basta probar el teorema para el caso S = R¥, f;(z1, ..., x) = 25,

1=1,..,ky
- {P’/wi dP(z) >0, i= 1/<;} (2.25)

yva que lo anterior nos garantiza que si es cierto en este caso también lo es
en el caso general.

Consideremos entonces a Il como en (2.25) y a una medida de probabi-
lidad Q sobre (R¥, B = B(R¥)) tal que P < @ para alguna P € II. Sean

K,={x=(z1,....z)| |zi| <n, i=1,...,k} (2.26)

y Il C II definido de la siguiente forma:
Iy = {P’P(Kn) =1 paraalginny /J?Z dP(z) >0, i=1, ,k}

Es decir, Il consiste en todas las medidas de probabilidad en R* con
soporte acotado.

Procederemos de la siguiente manera:

(1) Probaremos entonces que D(Ily||Q) < oo y caracterizaremos a Py la
I-proyeccién generalizada de Q en Ilj.

(2) La demostracion del teorema sera completada al mostrar que

D(1I]|Q) = D(IL||Q) y que P* = Fy
con P* la I-proyeccién generalizada de Q en II.

Mostramos (1):

Sea M el subespacio lineal mas pequefio de R¥ con la siguiente propiedad:
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P(M)=1 paracada Pe€Il con P<Q. (2.27)

Observamos que este subespacio siempre existe pues toda P € II tal que
P < @ es medida de probabilidad sobre R* luego P(R¥) = 1, es decir,
si no existe un subespacio propio de R¥ que cumpla lo anterior entonces
M = RF. También se tiene que Q(M) > 0 ya que si Q(M) = 0 y como
P <« @ entonces P(M) = 0 lo cual no puede suceder. Ahora, consideremos
el siguiente conjunto de medidas de probabilidad sobre R¥:

dP
es acotada, MNK, C {x|(m) > O} C MNK,

dP
Pn:{P‘P<<Q, - 0

Q
(2.28)

para alguna m > n y todas las propiedades relativas a Q. Observemos que

la tltima condicion nos dice que si P € P,, entonces su soporte es acotado.

Mostraremos que para toda n existe una P, € P, NII. Para ello conside-
ramos el siguiente conjunto:

E, = {(/xl dP(x),...,/mk dP(:z:)) € Rk‘P € Pn}

Denotamos por R¥ = {(y1,...,yx) € R¥|ly; >0 Vi=1,...,k}. Entonces
observamos que es suficiente probar que E, N R’i # () para toda n pues si
esto tltimo sucede tenemos que existe una P, € P, tal que

0< /xl dP,(z) Yi=1,..k,
es decir, P, € II. Sea Q)7 la medida de probabilidad Q restringida a M y
sop(Qar) = {x € M|VU abierto tal que z € U Qp(U) > 0}

(sop(Qnr) # 0 pues Q(M) > 0). Sea F' C M la envoltura convexa cerrada
de sop(Qyr), entonces F es el subconjunto convexo cerrado més pequeno en
M que contiene a sop(Qr) o representado también de la siguiente manera

F = {Zajxj‘xj € sop(Qnr), a > O,Zaj - 1}
J r .

Sea aff(F) la envoltura afin de F, es decir, el conjunto mas pequeiio afin®
que contiene a sop(Qyr). Sea Fj el interior de F relativo a aff(F), es decir,

Fo={x € F|3e >0 talque Bc(x)Naff(F)C F}.

8cf. [29], pag. 3.
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Antes de continuar es importante hacer las siguientes dos observaciones,
la segunda relaciona los soportes y la continuidad absoluta de dos medidas
de probabilidad.

Observacion. Si P < Q) entonces P < Q.

Observacion. Si P < Q entonces sop(P) C sop(Q). Si suponemos lo con-
trario tendriamos que existe © € sop(P) tal que x ¢ sop(Q) lo cual nos da
que eziste € > 0 tal que Q(Be(z)) = 0 y sin embargo P(Bc(z)) > 0 lo cual
es una contradiccion pues P < Q.

Ahora, si P € P, entonces sop(P) C sop(Qnr) y tenemos que sop(P) es
acotado luego entonces conv(sop(P)) C conv(sop(Qnr)) v es acotado. Sea
H = cd[conv(sop(P))] C F, entonces H es convexo compacto y P(H) =1
pues sop(P) C H luego por el teorema de Choquet (cf. Teorema 4.3.6 del
apéndice) tenemos que

E(P) :(/x1 dP,...,/xk dP)e H C F,

por lo tanto E,, C F. Mas atin, observemos que E,, es denso en F. En efecto,
como F' C U,enK,, entonces si xg = (mé, ...,xlg) € F' se tiene que g € K,,
para algin m, como K, es compacto y convexo entonces existe una medida
de probabilidad p sobre K, cuyo soporte son los puntos extremos de K, y
tal que

xo = F(u) esdecir xf = /xZ du(z) i=1,...k

(cf. Teorema 4.3.7 del apéndice). Y notemos que para esta p existe una
sucesion {p;}jen C P, con n < m tal que p;(B) converge a p(B) cuando j
tiende a infinito para toda B € B, lo que nos da que

Jj—00
es decir, {z;}jen C Ep con z; = ([ 21 duj(x), ..., [z dp;(z)) es una suce-
sion tal que x; converge a xo cuando j tiende a infinito. Por tltimo, E, es
convexo ya que si

( [o1 ae).... [ d,,@)), ( [ o1 ... [ w)) c 5,

y A € [0,1], tenemos que

A( [or o). [ 5 W) - ( [ o1 ... [ dm))
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= (A/xldy(a;)—i—(l—/\)/mldu(x),...,/\/xkdu(x)+(1—)\)/xkdﬂ(x)>

Y observemos que
A / 25 dv(z)+ (1= N) / 25 dp(z) = / 2 dDw(z)] + / 2 d[(1— Nu(@)]

:/xi A+ (1= Npl(2) Vi=1,..k.

Por lo que entonces basta ver que Av + (1 — A\)u € P,. Claramente
v+ (1 = A)p < Q pues si Q(B) = 0 para algin B € B entoces v(B) =
wu(B) = 0; ademaés

d(A 1—A d d
A L= Au) v gy
dQ dQ dQ)

Como v, u € P, entonces sus respectivas derivadas de Radon-Nikodym
respecto a QQ son acotadas y asi %é_)‘]“) es acotada, como M N K,, C

x| >0 CMNK,yMnNnK,C x| >0 C M N K, entonces si x es
dQ aQ
tal que

dOw + [1 — )

a0 (x) >0 siy solo si )\ﬂ(m)+(1—)\)d—u(az)>0

dQ dQ

si y solo si ;lg)(:n) >0 %(w} > 0.

Por lo tanto {x‘%&f\]“) > 0} = {:1:|:1i—c"2 > 0} U {x|g—5 > 0} y asi

tenemos MNK,, C {x‘ W > 0} C MNK,,; por lo que efectivamente

E,, es convexo. Entonces, como F, C F' es denso en F y ademés convexo se
sigue que Fy C E,.

De este modo es suficiente mostrar que Fy N Rﬁ # (). Supongamos lo
contrario, i.e., FyNRY = (), en particular Fyn (Mﬂ]Ri) = () pues MﬂRi C
R’i, claramente M N R’i es convexo (pues R’i es convexo y M también lo
es al ser subespacio vectorial) y Fy también lo es y ademéas Fj es abierto
en M luego por el teorema de separacion de Hahn-Banch (cf. Teorema 4.3.1
del apéndice) Fp y M N R’j pueden ser separados por un hiperplano en M,
i.e., un subespacio lineal My C M tal que dim(M;) = dim(M) — 1. Lo
anterior implica que para una medida de probabilidad P tal que P < @,
P(M) =1y P € II necesariamente sucede que sop(P) C M pues como
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se observo se tiene que P < Q) y observemos que Qp(B) = 0 para todo
B C M\sop(Qnr) luego P(B) = 0 para todo B C M\sop(Qxr) en particular
P(intrel[M NRE]) = 0, en donde intrel(-) denota al interior relativo; lo
anterior nos dice que sop(P) C cd(M\RE ) pero P € 11, i.e., las entradas del
vector esperanza de P son todas no negativas, es decir, tenemos una medida
de probabilidad tal que si x = (z1, ..., zx) € sop(P) sucede que x; < 0 para
alguna i = 1, ..., k (pueden ser varias e incluso todas) y 0 < [z; dP(x) para
toda i = 1,...,k. Esto sucede sélo si las r entradas {iy,...,i,} del vector x
para las cuales x;; <0, j=1,...,r se tiene que z;, =0, j=1,....,7r y 2; > 0
sii ¢ {i1,....3}, la razén es que el vector esperanza sea de entradas no
negativas nos quiere decir que la masa de probabilidad esta cargada hacia los
vectores cuyas entradas son no negativas, es decir, la masa de probabilidad
de P no puede estar concentrada en los vectores con entradas negativas.
Notamos que lo anterior nos da que sop(P) se encuentra contenido en algin
subespacio vectorial propio M de M (no puede ser M mismo ya que sop(P) C
cd[(MﬁRﬁ)]). Lo anterior nos daria que para toda P € II que cumple P <
y P(M) =1 se tiene que sop(P) C Ma, i.e., P(M2) = 1, lo cual contradice
la minimalidad de M. La contradiccion viene de suponer que Fy N Rﬁ =
entonces se tiene que FyN Rﬁ # () de lo cual se sigue que existe una medida
de probabilidad P, € II tal que P, € P,.

Ahora, observemos que como P, y Q son medidas de probabilidad en-

tonces ‘fi% es no negativa salvo en un conjunto de medida cero respecto a )

y como K, N M C {x|%(:€) > 0} C M N K, tenemos que

dP, dP, dP,
1=P,RY = [ =2 dQ= = dQ + —2dQ
rr dQ (2] %2 (2)>0) dQ (2] %2 (2)=0) dQ
dP, P, P,
{92 (z)<0} dQ {z] %22 (2)>0) dQ {z] 922 (2)=0} Q)

:/ ddQ+0:/ ddQ:Pn({x|d(m) >0}>
(2] 222 (2)>0) dQ {2222 (2)>0) dQ dQ _

Asi

1= Pn<{x\%(x) > o}) < Pu(M N Kyp) < Po(Kn),

por lo que P,(K,,) = 1 lo que nos da que P, € Ily. Asi, tenemos que
D(P,||Q) < oo pues P, < Q y % es acotada, es decir existe M € R tal
que %(m) < M para toda z € R* [Q], luego



]2 CAPITULO 2. REP. DE LA I-PROYECCION GENERALIZADA

D(P,||Q) = /log (i;:;) dp, < /log(M)dPn = log(M) < cc.

Como P, € Il se tiene que D(I1y||Q) < oo.

Sea Dy = D(IIp||@) < oo. Ahora caracterizaremos a la I-proyeccion
generalizada de Q en Ilj:

Sea Py la I-proyeccién generalizada de Q en Ily, notemos que Ily es de
la forma II(F|K) con F el cono convexo (cf. Lema 4.1.11 del apéndice) de
combinaciones lineales no negativas de las funciones f; = (x1,...,zx) = z,
es decir, F consta de las funciones de la forma

k
f(z) = ZCzl'z ¢=(C1,.C) € le_.
=1

Tenemos la sucesion de cubos? { K, }nen que cumplen K; € B, K; C K;41
y cada f € F esta acotada en K, i € N. Asi, Il = UjenII(F|K;) = II(F|K).
Por el Lema 2.2.5 tenemos que

dFPy , %
log(dQ> —D0+nh_>ngofn [Py],

con {fn}nen una sucesion en F. Observamos que el limite de cualquier su-
cesion {fn}nen € F que converge casi donde sea es igual casi donde sea a
una funcién en F ya que

k
fo(@) = ZC?% — f  [Py] cuando n — oo,
i=1
es decir,

¢ — ¢ >0 cuando n — oo.

Asi f(z) = Zle Gwi con ¢F = (¢f,... () € Ri y = (x1,..,2%) € RF.

Por lo tanto

dP;
dQ

De acuerdo al plan de la demostracion procedemos a mostrar (2):

k
g | 28] (0) = Do+ Y- i 1741 (2.20)
=1

Recordemos que la desigualdad (2.2) nos dice que

D(P||Fy) + D(IL||Q) < D(P||Q) VP € Iy,

9¢f. 2.26.
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en particular

D(P,||Fy) + D(I]|Q) < D(P[|@Q) Vn €N,

lo cual implica que P, < Fj para toda n € N (de lo contrario D(P,||Fy) =
ooy asi D(P,||Q) = oo, lo cual no puede suceder pues D(P,||Q) < 00). Asi,
P, < Py y como P,(M) =1 para toda n cf. (2.27), entonces se sigue que

dP§
dQ
pues si n tiende a infinito entonces M N K, converge a M. Como P, € P,
entonces M N K,, C {x %(:p) > 0}; asi, existe un ng € N tal que para toda

n>mny M C {:):\dP" (x) > 0}, ie, % es positiva en todo M [Q]. Ahora,

si suponemos que existe algain B C M tal que Q(B) > 0y %(B) =0
entonces Py (B) = 0 luego P,,(B) =0, es decir,

es positiva en todo M [Q], (2.30)

Po(B) = /‘g; dQ =0,

lo cual sucede sélo si %(x) = 0 para toda x € B (Q(B) > 0), que clara-

mente es una contradiccion. Luego % es positiva en todo M [Q)].

Observemos que para toda P € II tal que P < (@ satisface que P < Fj,
esto ya que si B C M es tal que Pj(B) = 0, luego si Q(B) = 0 entonces
P(B) =0 (P < Q), si Q(B) > 0 entonces

dPy
P{(B) = 0 dQ =0.
5 - [ G5 a0
Por (2.30) se tiene que (ZFg es positiva en B, por lo cual este caso no

puede suceder, y por ende P(B) = 0 si Pj(B) = 0, ie.,, P < Py. Como
J i dP >0 coni=1,..,k, se sigue de (2.29) que

/10g dPo dP = /D0+ZCZdeP

_D0+Zc /a: dP(z) > Dy;

donde P <« Pj nos permite quitar el simbolo [P;] al tomar la integral res-
pecto a P. Por el Lema 2.2.1 se tiene que

, P}
< <D= .
Do, [16(G5) @ <D= Da11Q)

Si Py # P* entonces la desigualdad es estricta y si By = P* entonces el
infimo de las integrales es igual a D(II||Q). Como IIy C II entonces D < Dy
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pues recordemos que D = D(II||Q) = infpers D(P||Q) v Do = D(I1]|Q) =
inf perr, D(P||Q), asi obtenemos que

) dP§
D<Dy< inf log< ) dP < D,
PellNAg aQ
luego entonces necesariamente D = Dy y Py = P*. Ahora, de (2.29) y como
todo lo anterior se hizo tomando en cuenta al subespacio M cf. (2.28), se
sigue que

. {emzf_lcz‘m si xeM (2.31)

o=
En donde ¢* = ({7, ..., () € R’i.

Observemos que si existe una medida de probabilidad P € II tal que
P=Q,ie, P<K @y < P entonces tenemos que Q(M) = 1 pues como
P(M) =1 entonces P(R*¥\ M) = 0 luego Q(R¥\ M) =0y asi Q(M) = 1.
Observamos que todas las restricciones que pusimos respecto a M fueron para

poder obtener que % es positiva en M y acotada, i.e., para que log%

esté definido en todo M; si ponemos M = R*¥ como Q(M) =1y P = Q

entonces % es positiva en R luego todo lo anterior también es valido para

0 en otro caso.

M = RF. De esta forma se tiene que como f(z) = Zle (ix; es medible y
[fdP = [k GaidP(x) = S8 ¢ [dP(z) > 0 con ((i, ..., &) € RE

por el Lema 2.2.1 para cualquier f € F se tiene que

“log / e d0 < D(II||Q), (2.32)

si la igualdad se da entonces

dr (z) = [/ el dQ] _1ef($).

dQ

Asi, como f(x) = Zle Cizi con ¢ = ((1,...Cx) € R’j, entonces podemos
manipular a ¢ = (¥4,...,9) para que se de la igualdad en (2.32), pues
variando los valores de las entradas de 9 tenemos que la integral

[ eEhtmagua)

toma todos los valores de (0, 1] y —log(y) toma todos lo valores de [0, c0). De
esta manera tenemos que P* pertenece a la familia exponencial {FP;|¢ € ©}
con

ﬁ — er:l o — pOer
0@ = g 0= {C‘/e dQ(z) < oo | (2.33)
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Observamos que este tltimo resultado es compatible con (2.31) ya que
aplicando la funcion exponencial de ambos lados en (2.32) obtenemos que

[/ef dQ]_l <eP.

Y, como dijimos anteriormente, si se da la igualdad tenemos en (2.31)
que

—1
P* ko s ko ox ko s
L(HS) = Pl (o = ePediiza G = eXi=1 G o

dQ

/er_l GridQ(z)

Es decir, P* pertenece a la familia exponencial si M = R¥. Ahora, para
terminar esta parte de la demostracién tenemos que mostrar que si P* per-
tenece a la familia exponencial con las propiedades de (2.33) entonces existe
P € 1I tal que P = @, lo cual es sencillo pues si el subespacio lineal de R*
mas pequefio que cumple que P(M) = 1 es RF entonces P* pertenece a la
familia exponencial, es decir, esta familia es no vacia; asi, existe un ¢ tal que
% es positiva en todo R¥ salvo en un conjunto de medida cero relativo a Q
pues

dPC( ) e Gimi
2S5 () =

dQ eri-L GridQ(x)
Entonces, supongamos que QQ no es absolutamente continua respecto a

Py, ie., existe algin B medible tal que Pr(B) =0y Q(B) > 0, esto nos da
que

>0 V(e0O.

dp,
PC(B):/BdQC dQ =0,

pero como Q(B) > 0 entonces la tnica manera en que puede suceder lo

anterior es que %(B) = 0 lo cual es una contradicciéon. Por lo que necesa-
riamente existe una medida de probabilidad P tal que P < Q y Q < P, i.e.,

P=qQ.
Notemos que (2.31) nos da que

D= —log [/ eXin q“dQ] siempre y cuando P = P*.

Aplicamos (2.5) del Lema 2.2.1 a la funcion f(z) = 2% ¢xi con ¢ =
(1., k) € RE y obtenemos que
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—log

/er_l CixidQ] <D paracada (€ Ri.

Ademaés la desigualdad es estricta a menos que Pr = P* y en este caso
se da la igualdad, por lo tanto tenemos que si P = @) para alguna P € II

entonces
/€Zf—1 Cil‘idQ] }7

donde el supremo se alcanza si y s6lo si B = P*. Por lo tanto hemos probado
el teorema para el caso S = R* y f;(z1,...,xx) = x;, i = 1, ..., k luego, por la
observacion hecha al principio de la demostracién, hemos probado el teorema
de manera general.

D = sup < —log
CeRE

O

El Teorema 2.3.1 que acabamos de demostrar caracteriza a la I-proyeccion
generalizada de cualquier medida de probabilidad Q tal que P < ) para un
conjunto de medidas de probabilidad que cumplen que dada una coleccién
finita de funciones medibles la integral de cualquiera de estas funciones es no
negativa. Ahora nuestro cometido es caracterizar la I-proyeccion generalizada
en cierto tipo de conjuntos pero trabajando ahora con S como un espacio
vectorial topologico localmente convexo y B la o-algebra de Borel. Antes de
enunciar este segundo teorema es necesario dar una definicion adicional.

Definicién 2.3.3. Una medida de probabilidad P € A(V) es convera-tensa'®
si existen subconjuntos medibles {Ky,}neny C V' tales que K,, C Kni1, Kp
es compacto y convezro para toda n y P(K,) converge a 1 cuando n tiende a
mnfinito.

Observacion. Una observacion importante es que si V es un espacio de
Fréchet, es decir, es un espacio vectorial topologico metrizable y completo
([6] pdg. 353) y ademds es separable entonces toda medida de probabilidad
sobre V es convezxa-tensa, cf. [11].

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar el segundo teorema de gran
importancia en este capitulo.

Teorema 2.3.2. Sean V un espacio localmente convexo, @) una medida de
probabilidad sobre (V,B) conveza-tensa y C C V' convexo tal que

int(C) N conv(sop(Q)) # 0.

10¢f. El concepto de medida regular 6 medida tensa en [16].




2.3. CAR. DE LA I-PROYECCION GENERALIZADA 87

Sea { K, }nen una sucesion de conjuntos que hacen a @ convexa-tensa y
consideremos los siguiente conjuntos:

II(C) ={P|E(P) € C} y IIp(C) ={P|P(Ky) =1 para algin n} N H((C'))
2.34
Sea D = D(IIp(int(C))||Q). Entonces se tiene que

D(II(CO)[|Q) = D(lp(int(C))||Q) = D < o0 (2.35)

y P*, la I-proyeccion generalizada en comin de @ en II(C) y p(int(C))
(cf. Lema 2.2.2), pertenece a la familia exponencial {Py|Y € O} definida
mediante las densidades

dP 9(v)
d—g(v) = feer © :{19|19 eV, /eﬂ aQ < oo} (2.36)
Mads atin,

vev’ | vel

D = sup [inf I(v) —10g< / ! dQ)] (2.37)

En donde el supremo se alcanza si y solo si Py = P*.

Observacion. Observemos que el teorema es invariante bajo traslaciones.
En efecto, si C' es un conjunto convexo definimos

C'=C+v={eV=v+vy veC}

con vg €V fijo y la medida de probabilidad Q'(B) = Q(B — vg) para todo
B C V medible (Q' estd bien definida y es una medida de probabilidad). Ob-
servemos que sop(Q') = sop(Q) + vg. Se tiene que si existe P < Q entonces
P’ < Q' con P'(B) = P(B — ) y asi se tiene la siguiente relacion

dP dpP’
— d@Q =P(B—wv :P/B:/ aq’.
[, g de=rPB-w=rm)= [ 55 a0

Como Q(B — vy) = Q'(B) entonces tenemos que la funcion f medible
definida como

fw)

(v —wp)

= @
cumple con la definicion de derivada de Radon-Nikodym de P’ respecto a Q'
como es Unica relativa a Q' se tiene entonces que

dP’ dP )
o= Gpb-w Q)
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Ahora, observemos que E(P) = v si y sdlo si E(P') = v + vy pues si
E(P) = v para cada ¥ € V' se tiene

~ [var.
luego

/ﬁdP’ /19 ) dP'(z /19 dP(z — o) /ﬂy—i—vo)dP()

/19 VAP (y /19 w0)dP(y) = 9(v) + 9(vo) = (v + v0).

De manera similar si E(P") = v+ vy se tiene que E(P) = v, es decir,
tenemos que E(P) € C si y solo si E(P') € C +wvg. Por lo anterior se tiene
entonces que

DINO)]|Q) = D(I(C + v)]|Q")

D(Io(int(C))||Q) = D(Mo(int(C + v0))||Q")

pues

D(PIQ) = [10g(55)ap = [1o8(50) P = DPIQ)

para toda P € II(C') y para toda P € II(C + vg). Por dltimo, se tiene que
P* pertenece a {Py|Y € ©} definido por

d(v)
oy < @:{mﬁev’, /eﬁdQ<oo},

10 Tevdq
si y solo si P™* € {Py|0 € O}, definido por
P} )
O =< e V' v dQ
dQ/( ) j‘eﬁdQl’ | 6 Y /e Q < 0 ’
ya que si P™* € {Py|Y € ©} entonces

dP'* dP* 619(1)—110) 819(1))6—19(1)0)
() =5 -1 =775z = T e —v0) gOr
dQ dqQ [e?@dQ(z) [ ed—v0)dQ) (y)
e~V (vo) V() V()

e—%(vo) feﬁ(y)dQ’( ) fe dQ’
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es decir, P™* pertenece a la familia {P)|Y € ©}. De manera similar se tiene
que si P™ € {Pj|0 € ©} entonces P* € {Py|Y € O}.

Todo lo anterior nos da que efectivamente el teorema es invariante bajo
traslaciones. Esto se utilizard (mds adelante) en la demostracion.

Demostracion. Primero probaremos que

D(IT(int(C))[Q) = D < 00 y P* =@, (2.38)
donde P* denota la I-proyeccion generalizada de Q en Ily(int(C)).

Por hipotesis tenemos que int(C) N conv(sop(Q)) # (), entonces existe
vy € int(C) tal que vy € conv(sop(Q)), i.e.,

k k

vy = Zaivi, a; >0 i=1,..k, Zai =1, v; €sop(Q) Vi
i=1 i=1

Observamos que como v; esté en el soporte de Q entonces toda vecindad
de v; tiene Q-medida positiva, i.e., Q(v; + U) > 0 con U vecindad del vector
0 en V. Tomemos ahora una vecindad cerrada y convexa U de 0 tal que
vo+ U C int(C), observemos que como Q(K,) — 1y v; € sop(Q) para toda
i entonces existe una ng para la cual los conjuntos

A, = (Ui—l-U)ﬂKnO

tienen Q-medida positiva para toda i. Ademas, los conjuntos A; son compac-
tos pues A; C Ky,, A; es cerrado y K, compacto, también son conjuntos
convexos al ser intersecciéon de conjuntos convexos. Consideremos la medida

de probabilidad
Q(N4)
Q(A:)

Como es combinacion lineal convexa de medidas de probabilidad en efecto
es medida de probabilidad. Entonces para n > ng

k
Py = Z%‘Rz’ con Ri(-) =
i=1

E(Po) € Z?’Lt(C), D(P0||Q) <oy Po(Kn) = 1. (239)

La primera propiedad se sigue de lo siguiente: E(R;) € v; + U ya que
v; + U es un subconjunto cerrado de un conjunto compacto (v; + U C Kj)
para algtin n, por lo que v; + U es compacto y ademés es convexo. Por otro
lado

Bilei v U) =700y Q@) "
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por lo tanto se tiene que E(R;) € v; + U (cf. Observacion de la Definicion
2.3.3) luego observemos que E(FPy) = Zle a; E(R;) y como vy = Zle Q;v;
se tiene que E(Py) = Zle o, E(R;) € vg+ U.

Para lo segundo mostraremos que Py < @, para ello consideramos B C V
medible tal que Q(B) = 0, por como esta definida Py hay que mostrar que
R;(B) = 0 para toda i y por como esté definida cada R; hay que mostrar
Q(B N A;) =0 para toda i, lo cual es claro pues BN A; C By

Q(BNA;) <Q(B) =

Ahora, tenemos que

k
D(Pl||Q) = (Z a;R; ) < ZOQD(RZHQ) < 0
1=1

pues D(R;||Q) < oo para cada i = 1,..., k, esto ultimo ya que como R; < @

se tiene
D(RiHQ):/log<Zg>dR _Q(lA)/ 10g<dg'>dQ
1 dR; R4 1 -
<gGy ), q@ 9= Q) ~ gy <° VimLek

La dltima propiedad se da ya que

k

k
N R (K = S QU 0 (0 U) N Koy
K,) = ZQZRZ(K") - Zaz Q((vi +U) N Ky,)

=1
k
= o; = 1.
=1

Z Q rUrL—’—U ﬂKno)
Q((vi+U)NKyy)

Con lo anterior tenemos una medida de probabilidad Py tal que Py(K,,) =
1 conn > ng, Py € II(int(C)) (E(Fy) € int(C)), es decir, Py € Ig(int(C)) y
ademéas D(Py||Q) < oo, por lo tanto D(IIy(int(C))||Q) < oo luego existe P*
la I-proyeccion generalizada de Q en Ily(int(C)). Para terminar la prueba
de (2.38) restaria mostrar que P* = @Q; ya se tiene que P* < @ por la
definicion de I-proyeccion generalizada pues D(P*||Q) = D(Ily(int(C))||Q),
falta mostrar que Q < P* para ello definimos las siguientes medidas de
probabilidad:

B, = (1 - 5n)P0 + BnQn, con Qn() =
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Observemos que si f, € [0,1] es suficientemente pequena, es decir si
Bn converge a 0 cuando n tiende a infinito, P, satisface las propiedades
enunciadas en (2.39) para algin n. En efecto, en primer lugar

Q) _
Q(Ky)
En segundo lugar observemos que E(P,) siempre existe y E(P,) € K,

pues P,(K,) = 1y K, es compacto y convexo, entonces se tiene que si
eV’

Pn(Kﬂ) = (1 - ﬁn)PO(Kn) + BnQn(Kn) = (1 - Bn) -1+ Bn

WE(P)) = / 9 dP, = / 9 (L~ Bu]Po + BuQn)

— (1 B) / 9 dPy+ B, / 9 dQu = (1 — B)I(E(Py)) + B / 9 dQy,

luego si B, converge a 0 cuando cuando n tiende a infinito se tiene que

lim §(E(P,)) = lim [ 9 dF, = lim (1 - B,)0(E(Fy))

n—oo n—0o0

+ lim 4, / 0 dQ, = V(E(R) + lim f, / 9 dQ,.

Es necesario verificar que 3, [¥ dQ, converge a 0 cuando n tiende a
infinito, para ello es suficiente mostrar que el limite de [¢ d@, cuando n
tiende a infinito existe y que dicho limite no es infinito. Lo cual es sencillo de
ver pues por como esta definida @), se tiene que @),, converge a ) de manera
fuerte cuando n tiende a infinito por lo que [¥ d@, converge a [0 dQ
cuando n tiende a infinito y como Q es convexa-tensa entonces E(Q)) siempre
existe pues por definicion de convexa-tensa tenemos que Q(K,) converge a
1 cuando n tiende a infinito, por lo que existe un K,, que es convexo y
compacto tal que |Q(K,) — 1| < € luego E(Q) existe y E(Q) € K,, asi
9 dQ, converge a [V dQ = I(E(Q)) < oo, Le., B, [V dQ, converge a 0
cuando n tiende a infinito. Por lo tanto tenemos que para toda € > 0 existe
N € N tal que para toda n > N

[I(E(P,)) = )(E(R))| < e

Ahora como E(Py) € int(C) que es abierto entonces existe € > 0 para
el cual B (E(Py)) C int(C). Por lo tanto, para este € existe N tal que
E(P,) € B¢(E(FPy)) para toda n > N, es decir, E(P,) € int(C) sin > N,.

Por dltimo, como la entropia relativa es convexa se tiene que

D(P,|Q) = D([1=Ba] Po+5nQnl|Q) < (1=5n) D(Fol|Q)+5nD(@n||Q) < o0
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pues se prob6 que D(F||Q) < ooy D(Qn]|Q) < 00, la prueba de esto tltimo
es analoga a la prueba del hecho D(R;||Q) < oco. En efecto, como @, < @
se tiene

v | log@%n)d%‘ i . 1°g<i%>dQ

1 dQn B Qn(Ky) B 1
= QK /K iQ "= Q) T oK)

Por lo que efectivamente se tiene que E(F,) € int(C), D(P,||Q) < oo
y P,(K,) = 1 para alguna n, a saber para toda n > M = méx{ng, N }.
Ahora, como E(P,) € int(C) y P,(Ky) = 1 entonces P,, € IIy(int(C)) por

(2.2) tenemos que

< oo Vn > ng.

D(Po[|Q) = D(Fy[[P7) 4+ D(Ilp(int(C))]|Q),

lo que nos da que P,, < P* ya que de lo contrario D(P,||P*) = co y entonces
D(P,||Q) = oo lo cual, como acabamos de ver, no puede suceder. Ademas,
si P,(B) = 0 entonces necesariamente Q,(B) = 0, i.e., @, < P,. De lo
anterior se obtiene que

Qn < P, < P"< (@ paracada n> M.

Como Q(K,) — 1 cuando n tiende a infinito tenemos entonces que Q,, —
() de manera fuerte cuando n tiende a infinito, es decir, tenemos que

Q= lim Q, < P* < Q.
n—o0
Por lo tanto P* = () como se queria demostrar.

Hasta ahora hemos mostrado que D(IIy(int(C))||Q) < oo. Ahora de-
bemos mostrar que D(II(C)||Q) = D(Ip(int(C))||Q). Para ello mostrare-
mos que se dan las dos desigualdades, y utilizaremos una aproximaciéon a
D(II(C)]|Q) mediante IIy(cd(C)). Notemos que gracias a la observacion he-
cha al principio de la demostraciéon del teorema podemos suponer sin pérdida
de generalidad que 0 € int(C'), mas atn, podemos suponer que E(FPy) =0 ya
que si no es asi, es decir, E(FPy) = vg € int(C) basta considerar la traslacion
int(C') —vg. Ahora, por el teorema biopolar (cf. Teorema 4.3.4 del apéndice)
tenemos que

cd(C) = C° = {v]d(v) <1 VI € C°},

con
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Co={9eVw) <1 YveC}. (2.40)

Este tltimo conjunto es el conjunto polar de C respecto a la dualidad
(V, V)11 El teorema de Alaoglu-Bourbaki!? nos garantiza que C° es com-
pacto en la topologia débil de V', i.e., en la topologia de la convergencia
puntual de los funcionales lineales (cf. Lema 4.3.1 y Teorema 4.2.1 del apén-
dice).

Para poder utilizar el Lema 2.2.5 debemos recordar la notaciéon utiliza-
da en la seccién anterior: Recordemos que si F es una familia de funciones
medibles y K = {K;}3°; una sucesion de conjuntos tales que K; es medi-
ble, K; C K;+1 y cada f € F estaba acotada en K; i = 1,2, ... entonces
designdbamos

I(FIK) = (JIWFIK) vy W(FIK) = [JI(FIK), (2.41)
i=1 i=1

H(]—'[Ki)_{P‘/f dP>0 YfeF vy P(Ki)_l}

IT'(F|K;) :{P( /f AP >0 VfeF y P(K;)= 1}.
Observemos que la condicion E(P) € cd(C) es equivalente a pedir que
a—a/ﬂdPZO voeC® a>0 (2.42)
y E(P) € int(C) es equivalente a
a—a/ﬁdP>0 Vi eC® a>0. (2.43)
Para ver que esto sucede recordemos que
E(P) =vy < 9(v) = /19 dP Y9 eV,
entonces sia > 0y vg = E(P) € c¢d(C) por (2.40) se tiene que vy € C°°, i.e.,

Y(vg) < 1 para todo ¥ € C°. Asi, vg = E(P) € cd(C) siy solosi [ dP <1
para todo ¥ € C° siy solosi —a [¥ dP > —asiysolosia—a [¥ dP >0

Hef. Definicién 4.3.4 y el desarrollo posterior en el apéndice.
12¢f Teorema 4.3.5 del apéndice.
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para todo ¢ € C°. Para el caso en que vy = E(P) € int(C) la prueba es
completamente analoga sélo que ahora se tiene

int(C) ={v|d(v) <1 Vi € C°}.

Observamos que si f € {f|f =a(1 —9), a>0 y ¥ € C°} entonces

/f dP:/a(l—ﬁ) dP:a—a/ﬁ dP.

Ahora, notemos que {f|f =a(l —19), a>0 9 € C°} es una familia
de funciones medibles y ademés es un cono convexo ya que si

(Y c{flf=a(1=0), a>009€C°} y a; >0, i=1,...k

se tiene que
k k k k
Z o fi = Zaiai(l — ;) = Z Qia; — Zaiaﬂ% =
i=1 i=1 i=1 i=1
k
azaz
D> aia Z

— ] 1 0‘9%
y observemos que
k ;a; b ;a;
) asa; ) a0, |
i=1 2uj=1%jj i=1 2uj=1 %)

por lo que si definimos

CL—ZQZ y 9= Z alal i

g 1%“]

entonces a > 0,9 € C°y

k
Z aifi = a(l — 19)
=1

Tomemos F = {f|f =a(l —¥), a>0 ¢ € C°}y K una sucesion de
conjuntos que hacen a () convexa-tensa (enunciada en las hipotésis). Notemos
que cada f € F es acotada en cada K; pues K; es compacto para cada i;
como las condiciones E(P) € c¢d(C) y E(P) € int(C) son equivalentes a
(2.42) y (2.43) respectivamente, entonces

Mo (cd(C)) = {P|E(P) € cd(C), P(K,) =1 pa. n}
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:{P‘/f dP >0 VYfeF, P(K,) =1 pa. n}

Mo (int(C)) = {P|E(P) € int(C), P(K,) =1 p.a. n}

:{P(/f dP >0 YfeF, P(K))=1 pa. n}

Asi, IIp(ed(C)) y Hp(int(C)) pueden ser representados de la siguiente
manera (cf.(2.41)):

o (cd(C)) = II(FIK) v Io(int(C)) = IT'(FIK). (2.44)

Recordemos que D(II(F|K)||Q) = DIT'(F|K)||Q) = D (cf. Lema 2.2.4)
por el Lema 2.2.2 se tiene que la I-proyeccion generalizada de Q en Iy (cd(C))
y en Ilp(int(C)) es la misma, a la cual denotaremos como P*. Ahora, el Lema
2.2.5 nos garantiza que

P*
log<C;Q>:D+nlirgoan(1—19n) [P*],

pero ya sabemos que P* = @ (cf. (2.38)) por lo que es lo mismo que

dQ
Donde a, > 0,9, € C°, n=1,2, ...

log <dP* ) =D+ nh_g)lo an(l —19,) Q] (2.45)

Queremos mostrar que P* pertenece a la familia exponencial (2.36) para
ello debemos analizar que sucede con el limite en (2.45). Primero observemos
que como ¥, € C° para toda n y este conjunto es compacto entonces existe
{Un, }r una subsucesion que converge, digamos a ¥y € C°, en la topologia
débil (que es la topologia de convergencia puntual). Asi,

nlg{.lo an(l - ﬁn(v)) = klirgo ank(l - ﬁnk (’U)) [Q]

Primero notemos que si limy_, an, = 0 entonces

Jim an, (1= 0, (0)) =0 [Q]

Por lo que
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luego

1:P*(V):/V(Zg dQ:/eD dQ =eP & D=0;

lo cual implica que
ap*
aQ
Es decir, P* = @) y asi P* pertenece a la familia exponencial con 9 = 0.
Ahora, como el producto a,, (1—1,, (v)) converge y ¥, converge a ¥y cuando
k tiende a infinito [Q], entonces la tinica manera'® en que puede suceder que
el limite cuando k tiende a infinito de a,, no exista o sea igual a infinito es
si 1 — 1y, converge a 0 [Q)], i.e., si ¥g(v) =1 [Q] pero esto ltimo no puede
suceder. En efecto, supongamos que sucede, esto es, ¥o(v) = 1 para todo
v € V\ N en donde Q(N) = 0, pero observemos que como 0 = E(Fy) y por
la definicién de resultante se tiene que

1.

/19 Py = 9(0) V9 €V,
en particular se cumple para ¥, i.e.,

/190 dPy = 95(0).

Como Py < Q (D(R||Q) < o0, cf.(3.42)) y Q(N) = 0 entonces Py(N) =
0, ademés 99(0) = 0 por ser funcional lineal, asi

0:190(0)2/190 dPO:/ 9 dPO:/ 1dPy=1
\% V\N V\N

lo cual es una contradiccion. Entonces a,,, converge a ag > 0 cuando k tiende
a infinito. Asi, se tiene que

lim a,(1—9,) = lim ap, (1 —Vp,) = ao(l — Jo) Q],
n—00 k—o0

es decir,

10g<cil];*> =D+ ao(l — 190) [Q] ag >0, UYgeC° (2.46)

y asi,

dP* D ap(1-90)
dQ = € € .

13¢f. Lema 4.1.12 del apéndice.
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Por (2.5) del Lema 2.2.1, para la funcion medible f = ag(1 — ) se tiene
que

D> —log[ / eao(l—%)dQ]. (2.47)

Si probamos que de hecho se da la igualdad en (2.47) entonces por el Lema
2.2.1 tendriamos que P* pertenece a la familia exponencial {Py|d € ©} con
¥ = —agth, ie., % = fee%dQ. Procedemos entonces a probar que se da la

igualdad en (2.47). En efecto, pues de (2.46) se sigue que

an(1 — 0y) = log@g)—D Q)

como la igualdad se da casi donde sea relativo a Q se tiene que

—log[/e“‘)(l_ﬂo)dQ]: —log!/elog(%)_DdQ]: —log !e‘D/ Cilgk dQ]

= —logle™?-1] = D.

Por lo tanto, P* pertence a la familia exponencial mencionada.

Observamos que como ¥y € C° entonces Jp(v) < 1 para toda v € C,
cf. (2.40), luego —ap < —apVp(v) para toda v € C, si ponemos ¥* = —agty
tenemos que —ag < ¥*(v) para toda v € C'y asi

D= —1og[/ea0(1—”0>dc2] = —ap — log[/eﬂ*dQ]

< fnf 9"(v) log[ / eﬂ*dQ],

ve

esto es,

veC

D < inf 9*(v) —log[ / eﬁ*dQ]. (2.48)
Por otro lado, consideremos 1 € V' que cumpla
—o0 < inf ¥(v)
veC

y al aplicar (2.5) a la funcién medible fy = ¥ — inf,cc ¥(v) obtenemos
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D(I(C)|1Q) > — log[ / eﬂf“fvec“”)dcz] = inf 9(v) ~ log [ / eﬁdQ] .

(2.49)
Esta desigualdad se da para toda ¢ € V' que cumpla —oo < inf,cc 9(v),
en particular para 9%, por lo que (2.48) y (2.49) nos dan que

Do (int(C))||Q) = D < D(II(C)]|Q),

con la desigualdad trivial D(II(C)||Q) < D (Iy(int(C)) C II(C)) llegamos
a que D(II(C)]|Q) = D(Iy(int(C))||Q) < oo, como se queria probar.

El Lema 2.2.2 nos da que la I-proyeccion generalizada de Q en II(C) y la
I-proyeccion generalizada de Q en ITy(int(C')) son la misma. Méas ain, obser-
vamos que (2.49) nos indica que si la igualdad se da entonces D(II(C)||Q)
es un maximo, i.e.,

deVv’ | vel

D(II(C)||Q) —méx{ inf 9(v) —1og[/eﬂdQ] }

Entonces, (2.6) del Lema 2.2.1 nos da que % es en realidad la Q-

densidad de la I-proyeccion generalizada de Q en II(C), es decir, Py = P*.
Y viceversa, si P* = Py entonces la igualdad se da y D(II(C)||Q) es un
maximo, es decir, de nuevo se tiene que

veV’ | vel

D(II(C)||Q) = méx{ inf 9(v) —1og[/e”dQ] }
O

Antes de pasar al dltimo capitulo nos gustaria hacer algunas obser-
vaciones. Primero, es interesante notar que fue necesario utilizar los dos
conjuntos Ilp(int(C)) y p(cd(C)), el primero para la desigualdad trivial
D(II(C)||Q) < D utilizada en la tltima parte de la demostracion pues
no hay manera de obtenerla comparando con Ilp(cd(C)) ya que este tlti-
mo conjunto no nos puede proporcionar dicha informacion. Por otro lado,
IIy(cd(C)) fue util al utilizar el teorema bipolar, ya que nos proporciona
una descripcién analitica de este conjunto mediante el espacio dual de V' y
la manipulacién de los funcionales lineales. Con lo anterior vemos por qué
fue necesario obtener estas dos propiedades juntas, asi como la igualdad

D(Io(int(C))||Q) = D(Ilo(cd(C))]|Q)-



Capitulo 3

Teoremas limite

Una de las suposiciones mas fuertes a la hora de trabajar con procesos
aleatorios es la de independencia, por ejemplo: hacer la suposiciéon de que el
proceso no dependa de todo lo que ha ocurrido antes o lo que ocurrira des-
pués. Claramente no todos los fendmenos se comportan de tal manera por lo
que es necesario comenzar a estudiar procesos con algin tipo de dependen-
cia. En primer lugar se comienza por estudiar los procesos de Markov cuya
dependencia esta definida s6lo en términos del pasado inmediato. Otro tipo
de dependencia es el concepto de cuasiindependecia asintética que se define
mas adelante. Los resultados principales que presentamos son concernientes
a este concepto, a la propiedad de Sanov (definida también méas adelante y
cuya base es el teorema de Sanov) y a la representacion de la I-proyeccion ge-
neralizada. Los resultados y conceptos son tomados principalmente de [11].
Haremos un uso extensivo del concepto de topologia débil en el conjunto
de medidas de probabilidad por lo cual referimos a la Definicién 4.3.4 y a
todo el desarrollo ulterior del apéndice. Para los conceptos de teoria de la
probabilidad y teoria de la medida referimos al lector a [4] y [25].

Comencemos con un poco de terminologia y definiciones que utilizare-
mos a lo largo de este capitulo. De nuevo sea (S, B) un espacio de medida
arbitrario, el cual se dejara fijo en lo consecutivo y A el conjunto de todas
las medidas de probabilidad sobre (S, B).

Definiciéon 3.0.1. Un conjunto A € B es un dtomo si u(A) > 0 y para
cualquier subconjunto medible B C A con u(B) < p(A) sucede que p(B) = 0.

Definicién 3.0.2. Denotamos por Ay C A al conjunto de todas las medidas
de probabilidad atomicas con un nimero finito de dtomos, i.e., P € Ay si y
solo si para cada B € B se tiene

k

k
P(B) :ZailB(Si) s, €8, >0 i=1,..,k Yy Zai: 1,
=1 =1

99
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cf. Lemna 4.4.11 del apéndice.

Consideremos {X,, }nen, una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes! que toman valores en S y tienen distribucién comtn Py . Nos fijamos
en el n-ésimo producto cartesiano de (S, B, Px) como el espacio muestral del
vector aleatorio X" = (X1i,...,X,,), en donde B" es la o-algebra producto
y las probabilidades de los eventos en términos de X" determinados for-
malmente por la medida producto Py = ®:'; Px. Por otro lado, ya hemos
introducido la medida empirica al principio de la seccién 1.3 limitandonos
al caso infinito numerable; ahora, siguiendo un camino similar, debemos dar
una definiciéon acorde a nuestros propoésitos.

Definicién 3.0.3. Consideremos la siguiente funcion P, : S"xB — RTU{0}
definida por

. 1 &
P,(z,B) = - E 1p(x;) x=(x1,....,25) € 5", BeB.
=1

Si tomamos P,(X™,-) a la funcion se le conoce como medida empirica o
distribucion empirica del vector aleatorio X™ y es un elemento aleatorio de
A, si consideramos la muestra s = (s1, ..., sn) € S™, a la funcion P,(s,-) € A
definida por

Pu(s, B) = %Z 15(si) BeB
i=1

se le conoce como la media muestral.

Denotaremos a la medida empirica y a la media muestral de la siguiente
manera: P, (X",-) = Pxn(-) y Pu(s,-) = Psn(-) respectivamente. Conside-
rando a la muestra s = (s1,...,8,) notemos que para cualquier conjunto
de medidas de probabilidad & C A la probabilidad de que la distribucion
empirica an se encuentre en £ es por definicién:

IP)(PX" € g) = P)%(An) Ay = {Slpn(& ) € f}

La ultima probabilidad esté bien definida siempre y cuando A,, € B™. Si
Ay, ¢ B™ consideraremos lo que se conoce como la probabilidad superior y la
probabilidad inferior:

P(Px € €) = inf{P}(C)|C € B", A, c C}

P(Px € &) =sup{P¥(C)|C € B*, C C Ay}.

'Para la definicién general de variables aleatorias independientes véase [16], pag. 252.
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Observacion. Notemos que lo anterior son la medida exterior e interior en
el conjunto potencia de S™ inducidas o generadas por Py. Esto ya que toda
cuasimedida genera una medida exterior y una medida interior, en particular
una medida de probabilidad es una cuasimedida. cf. [18] capitulo 7.

3.1. Teorema de Sanov (Versién general)

Hasta ahora hemos obtenido el teorema de Sanov para medidas de proba-
bilidad sobre espacios a lo méas infinito numerables; ademas, nos preguntamos
sobre la probabilidad de que la medida empirica se encuentre fuera de la bo-
la de radio a y centro en p. Como podemos notar nos hemos restringido a
casos muy sencillos. Ahora es momento de analizar dos cuestiones y obtener
el resultado correspendiente: la primera es, naturalmente, jqué sucede con
las medidas sobre espacios medibles arbitrarios? (incluyendo aquellos cuya
cardinalidad es mayor a la cardinalidad de los naturales) y la segunda ;qué
sucede si consideramos conjuntos mas generales en lugar de bolas? Es decir
iqué sucede si la medida empirica cae fuera de un conjunto arbitrario que
contenga a la medida en la que estamos interesados? Lo que veremos ahora
es que el resultado obtenido también se cumple con algunas modificaciones
para estos casos. El teorema es enunciado de una manera ligeramente dife-
rente, ademaés utilizaremos la Definicion (1.5.1) de la entropia relativa. Para
poder enunciar el teorema de la manera en que nos interesa debemos intro-
ducir algunas definiciones ya que ahora al enfrentarnos a espacios arbitrarios
no sera posible identificar al conjunto de medidas de probabilidad sobre di-
chos espacios con algin simplex ni con algtin subconjunto de R™ o R*™ (en
donde la topologia euclideana es muy amigable) lo anterior nos pone en una
situacién un poco més desafiante ya que entonces es necesario definir una
nueva topologia en nuestro conjunto de medidas de probabilidad. El siguien-
te teorema, la idea general de la demostraciéon y los conceptos concernientes
a ellos son tomados de [12].

Recordemos que A denota al conjunto de todas las medidad de proba-
bilidad sobre S, y © denota al conjunto de todas las particiones finitas y
medibles de S, i.e.,

© ={A=(A1,...,Ar)|A es particion medible de S, k € N}

Ahora debemos equipar a A con una topologia que haga continuas a todas
las funciones

I'p:—1[0,1], I'p(P)=P(B) con BeEBy PecA;

la topologia mas gruesa que hace esto es la topologia débil respecto a la
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familia de proyecciones {T'g|B € B}?. Llamaremos a esta topologia 73. Esta
topologia es definida mediante los abiertos béasicos de la siguiente manera
(cf. [11]):

Definiciéon 3.1.1. Para P € A, A € © y e > 0 definimos U(P,A,¢) =
{Q € A||P(4) — Q(A)| < €, i =1,...k}. Se define la topologia T como
la generada por {U(P,A,e)|[P € A, A€ © y e > 0}, es decir, el anterior
conjunto es una base para esta topologia.

Sin embargo, es posible trabajar con una topologia mas débil y lo cual
nos sera de gran utilidad.

Definicion 3.1.2. Se define la topologia 79 en A como la topologia generada
por los abiertos

UO(Pv Aa E)
={Q € A||P(4) — Q(A)| <€, Q(A;) =0 si P(4;)=0, i=1,.. .k},
es decir, {Up(P, A,e)|]P € A, A€ ®© y e>0} es una base para 7.

Claramente Up(P, A,€) € 7 para toda particion medible A y para todo
e > 0 por lo que 79 C 7. Denotaremos al interior y a la cerradura de un
conjunto £ C A respecto a las topologias 7 y 79 como int-(£), cd-(§) e
intr,(€), cdr, (&) respectivamente.

Teorema 3.1.1. (Sanov) Sean { X, }nen una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas sobre S con distribucion comin
Px y & C A. Entonces

1 .
liminf —logP(Px» € §) > — inf D(P||Px),
n—oo 1N Peint-(£)

1 N
i —logP(Pxn € &) < — inf D(P||P
fmsup -log P(Pxn € §) < — | inf D(P[|Px)
y B(Q) = {P € A|D(P||Q) < €} (e > 0), las bolas inducidas por la entropia

relativa, son conjuntos compactos en la topologia T.

Observemos que, considerando la muestra s = (s, ..., 8,), ambas cotas
se ven de la siguiente manera:

1 A
liminf log P {s = (st s0)|[Pun € €} > = inf  D(P[Px)  (3.)

1 .
lim sup glog Py{s = (s1,...,5n)|Psn € £} < — f%f(E)D(PHPX) (3.2)

n—00 cdr

2¢f. Definicion 4.3.5 y el desarrollo posterior del apéndice.
3En [24] se estudia esta topologia y se hace una comparacion respecto a otras topologias
iniciales.
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Observacion. Si {s = (s1,...,5,)|Psn € £} no se encuentra dentro de la o-
dlgebra entonces al igual que antes tomamos la probabilidad superior respecto
a Px en (3.1) y la probabilidad inferior respecto a Px en (3.2), de este modo
tenemos una version todavia mds general del teorema de Sanov.

Observacion. En (3.2) la cota inferior puede ser reducida sustituyendo
int-(§) porint.,(§), ya que como int.(§) C intr, (&) entonces

inf D(P||Px)< inf D(P||Px),
Pé€intr(€) Peint,(€)

es decir,

_ tf D(P||Px)<— inf D(P||Pyx).
Pcint, () Pcintr,(€)

La prueba que mostramos incluye este hecho.

Antes de comenzar con la demostracion necesitamos dos lemas estandares
en teoria de la informacion, ambos son lemas combinatorios y usualmente se
demuestran para probar la version finita del teorema de Sanov, en nuestro
caso lo hicimos de una manera distinta y por ello procedemos a probarlos en
este instante. Los resultados son tomados de [14].

Consideremos por un instante un conjunto finito X = {ay, ...,ax} y con-
sideremos al conjunto £, (K) de distribuciones de probabilidad sobre K que
son de la siguiente manera

P :(”1, ”’“) n; € ZT U {0},
n n

Para una P € £, (K) denotamos por 7, (P) al conjunto de sucesiones de
longitud n compuestas por elementos de K en donde cada a; € {a1,...,ax}
aparece n; veces, es decir, T,(P) = {z € K"| L,(x,-) = P(-)}*.

Observacion. Los conjuntos L£,(K) representan los histogramas posibles
asociados al conjunto K.

Observacion. Para facilitar la notacion durante la prueba de los siguientes
dos lemas denotaremos Ly (-) = Ly(x,-) con x = (z1,...,2n) € K" fijo.
Recordemos también la notacion utilizada en el primer capitulo(cf. Definicion
1.8.1): st X™ = (X1,..., X)) es un vector aleatorio denotamos L,(X"™,-) =

L,().

Una observaciéon importante es que si damos cualquier vector en el con-
junto 7, (P) entonces dicho conjunto consta de todas las posibles permuta-
ciones de las entradas del vector dado, esto ya que precisamente nos interesa
que L;, = P es decir que cada a; € K aparezca n; veces, entonces para

4¢.f. 1a Definicion 1.3.1 del capitulo 1.
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obtener todo T,(P) basta obtener un vector que este en dicho conjunto y
permutar sus entradas.

Lema 3.1.1. |£,(K)| < (n+1)¥

Prueba. Observemos que si P € L,, entonces cada entrada de P pertenece al
conjunto %, %, <oy = =1} cuya cardinalidad es n+1, como P es medida de
probabilidad sobre K (cuya cardinalidad es k) entonces dicha cardinalidad
determina cuantas entradas tendré el vector de probabilidad P, en este caso
k. Asi, tenemos que en la primera entrada hay n+1 posibilidades, para la

segunda lo mismo y asf hasta la entrada k, por lo tanto

[La(K)| < (n+ 1) .
O

Antes de enunciar el segundo lema introducimos un concepto utilizado
en gran medida dentro de la teoria de la informacion, a saber la entropia de
una medida de probabilidad. En nuestro caso, como sélo lo utilizaremos en
la prueba del siguiente lema, definiremos la entropia solamente para vectores
de probabilidad. Sobre el concepto y sus propiedades referimos al lector a
[14]. Para facilitar la notacion utilizaremos la siguiente nomeclatura: si P es
una medida de probabilidad sobre un conjunto M y {X,,},en una sucesion
de variables aleatorias sobre M con distribucién comin P entonces si p es
una propiedad P({z|z € p}) = P(p). Por ejemplo, consideramos a M = K"
P"{w e M|X"(w) =z}) = P"(X" = x).

Observemos que utilizamos P"(X™ = z) en lugar de P(X"™ = z) ya que
la medida de probabilidad P es la inducida por las variables aleatorias y su
distribuciéon P.

Definiciéon 3.1.3. Para un vector de probabilidad v sobre K = {a1,...,a}
v=(v1 =v(a1),...,vx = v(ag)). Definimos su entropia como

k
H(v) =— Z v;log(v;).
=1

Para facilitar la notaciéon denotamos al soporte de v como
A, = {ai € K|l/(ai) > 0} C K.

Lema 3.1.2. Para P € L,(K) y cualquier otra medida de probabilidad Q
sobre K se tiene que

(n + 1)—ke—”D(PHQ) < Q"(Tn(P)) < o—nD(PIIQ).
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Prueba. Antes que nada debemos verificar dos cosas:

(i) Si X" = (X1, ..., X;,) es un vector aleatorio tal que X € K™y X; son
variables aleatorias independientes con distribucion comin Q, x € 7, (P) con
P € L,,(K) entonces se tiene

QM(X" = z) = e "HP)I+DPIQ)]

(ii)Para cada P € L,

(n+1)—k€nH(P) < |7;1(P)| < enH(P).

Para (i) notamos que la medida empirica L,, se concentra en medidas de
probabilidad P € £,, tales que Ap C Ag ya que si en algiin momento existe
algin a; € K tal que Q(a;) = 0 entonces lo eliminamos del conjunto pues no
produce ninguna informacion extra y consideramos al conjunto {ai,...,ax}\
{a;}, asi cada entrada de L,, debe de ser distinta de cero con probabilidad
1. Por lo que podemos asumir sin pérdida de generalidad que L., = P
para alguna P € £,, con Ap C Ag; ademads, esto tltimo nos garantiza que
P < @ luego D(P||Q) < oo. Observemos que como x € T,(P) entonces
Lyy =P = (%%, ..., 5%), es decir, z; = a; para algin a; € K,i=1,...,ny
cada a; € K aparece n; veces en la secuencia, asi

Qn((Xl, ...,Xn) = (Q?l, ,1’”)) = Q(Xl = Hfl)Q(Xn = .%'n)

= Qa1 Q(az)"™..Qlaw)™ = ] Q)™ = [] Q" = T[ @as)"e

—n[H(P)+D(P||Q)]

En donde la dltima igualdad se sigue de la siguiente identidad:

k k .
H(P)+ D(P||Q) = =) P(a;)log(P(a;)) + Y P(a;) log (ggj;)
i=1 =1 ‘

== P(a;) log(Q(a;)).

=1

Asi, tenemos que
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k
e~ H(P)+D(PIQ)] _ —nl= 3 P(ai)log(Qai)] — I1 log(Q(ai)m e

i=1

por lo tanto

El particular, como D(Q||Q) = 0 se sigue que para cualquier vector
aleatorio X" = (X, ..., X;,) en donde las X; son independientes, tienen dis-
tribucion comun @ € L, y x € T,(Q) se tiene que

QX" =z) = e (@), (3.3)

Ahora, para probar (ii) primero observemos que todas las posibles reali-
zaciones en T, (P) tienen la misma probabilidad de ocurrir (de hecho es claro
al ver que x € T,(P) era arbitrario y Q"(X"™ = z) no depende de x); asi, si
x € Tp(P) utilizando (3.3) se tiene que

e " HP) T (P)] = PM(X" = 2)|Tn(P)| = P'[X" = (X1,..., Xn) € Tn(P)]

luego

7o (P)] < P,
De esta forma obtenemos la cota superior.

Para probar la cota inferior damos P’ € £,, tal que Apr C Ap, observe-
mos que P*(L, = P') > 0solosi P € L, y Apr C Ap yaquesi P' ¢ L,
entonces siempre sucede que L, # P pues L, es un elemento aleatorio de
L. Por otro lado, si Aps no es subconjunto de Ap entonces existe a; tal que
P'(a;) > 0y P(a;) =0, luego L,, # P' ya que cada X; se distribuye bajo P
y asi nunca aparecera a; en la secuencia. Por el mismo argumento podemos
suponer sin pérdida de generalidad que Ap = {1,...,k} = K. Asi, tenemos
que

PYL,=P) PYX€Ty(P)) |[Tn(P)le HD)
P (L, =P PYX € Tu(P))  [To(P')leHF)
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| ( )|H7, 1P( n o) H / )nP(ai)—nP’(ai).
| n(P )|Hz y Pag)nP @2

Esta tltima igualdad ya que como T, (P) consiste de todos los vectores z
de longitud n que cumplen que Ly, = Py P € L, es decir P = (%, ..., 2k),
entonces cada a; que es entrada de x se repite n; veces. Entonces tenemos
que las permutaciones de z € T,(P) son las permutaciones de un conjun-
to multiple de n elementos (tenemos n entradas en el vector) donde cada
elemento a; tiene multiplicidad n;, dicha cantidad nos la da el coeficiente

multinomial, es decir,

En esto ultimo el factor del producto es una expresién de la forma

Z(2)*" con 7 = (nP'(a;)) y s = (nP(a;)). Para proseguir mostraremos

s!
_ | .
que s"7% < 5 Vr,s € Zy, para ello consideramos dos casos:

Caso 1. s <.
Como s < r entonces existe k € Z; U{0} tal que k < sy s = r—k, luego

k-1 -
rl or(r—1)..(r—k)! r—(r—k) _ s
R = e | CSUE H ko k) — s

Caso 2. r < s.

Analogamente, como r < s entonces existe k € Z;, U {0} tal que k <ry
r=s—k, luego
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7! (s —k)! 1 S 1 1 1 s

_—= = = — = = S

sl s(s—1)..(s—K)! [ ls—i)  [Ii)s 8 s

Dicho esto tenemos que g(%)s—r > TR = ﬁ =n""%y asi se
sigue que

P"(Ly & (P Plas)—nP'( ‘ P(a)

n al n az a —-n flz
P(L, _P’ H (a:) H

i=1
— nn[zle Pl(a’i)iz?:l P(al)] — nn(lil) — 1.

Lo anterior lleva a que para toda P, P’ € L, tal que Ap/ C Ap se tiene
que

entonces
1= > P"(Ly="P)=|La|P"(Ly = P') < |Ln|P"(Ln = P)
Pely
= |Lale” ™ PN T, (P,

es decir,

Lol e ) < |To(P).

Por el Lema 3.1.1 tenemos la cota inferior:

(n+1)"Fe"1(P) < |7 (P)|.

Ahora, continuando con la prueba del lema, tenemos que por (i)

Q"(Ly, = P) = |To(P)|QM(X™ = z) = | T, (P)|e "H(P)+DPIQ)]
con = € T,(Q), y de (ii) se sigue que
(n+1)—kenH(P)e—n[H(P)+D(P\IQ)} <Q"(L,=P)< M (P) o=nlH(P)+D(PI|Q)]

esto es,

(n+1) k —nD(PHQ) < Qn( "
Como Q" (L, = P) = Q"({z|x € To(P)}) = Q" (Tn(P)) entonces se sigue

el resultado.

— P) < ¢ DPIQ),

O
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Habiendo mostrado los dos lemas anteriores proseguimos con la demos-
tracion del teorema.

Demostracion (Sanov). Durante la demostracion utilizaremos la representa-
cién original de la entropia relativa definida en el capitulo 1°. A saber,

D(P||Q) = sup D(PA(|Q%).
A€o

En donde P4 = (P(Ay),...,P(A,)) v Q4 = (Q(A1),...,Q(A,)). Tam-
bién, para facilitar la notacién, tomaremos al conjunto K utilizado en los
lemas anteriores como K = {1,...,k}. La estrategia para la demostracion es
utilizar los resultados que ya conocemos para conjuntos finitos, a saber los
lemas recien mostrados, mediante las particiones finitas A € O, identificando
a una particion A = (Ay, ..., Ax) con el conjunto finito K = {1,...,k} para
todo k € N; de este modo obtener desigualdades de tal manera que al realizar
el proceso limite® obtengamos las cotas de nuestro interés.

Procederemos de la siguiente manera:

(i) Mostramos la cota inferior de (3.1) con int,,.

(ii) Mostramos la compacidad en la topologia 7 de las bolas inducidas
por la entropia relativa.

(iii) Finalmente mostramos la cota superior de (3.2) haciendo uso de (ii).

(i) Para lo primero afirmamos que sucede lo siguiente:

1 N
— D(P||Py) < liminf ~ log P& ({s| P, € £}), (3.4)
n—,oo N

para toda P € int,,(§) o equivalentemente para toda P € A tal que Up(P, A,€) C
¢ para alguna A = (Aj,..., A;x) € © y € > 0. Para ver que esto sucede to-
mamos P con las caracteristicas anteriores y sea { P, }nen una sucesion tal
que P, € L£,(K) para cada n, P,(j) — P(A;) vy que P,(j) = 0 cuando
P(Aj) =0, 5 =1,...,k (esto es posible ya que P(A;) € [0,1] para toda ]

y %2 € Q7 el cual es denso en R U {0}, en particular es denso en [0,1]).
Entonces como P,(j) — P(A;) tenemos que

1P,(j) — P(A))| < €0 i=1,...k

En donde €, — 0. Luego entonces para toda n tal que ¢, < € se tiene que
{8|Ps, € Us(P, A, €,)} C {s|Psn € &} ya que si Py, € Up(P, A, €,) entonces

5¢f. Definicion 1.5.1.
5(Observamos que la entropia relativa es, de hecho, un proceso limite pues se toma un
supremo. )
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Ps, € Ug(P, A, €) C €. De esta manera

PR({s|Pyn € €}) = PR({s|Po € Uo(P, A, e0)}) > PR({sIPA, = Pu}).

(3.5)

La tdltima desigualdad ya que por como se escoglo P, tenemos que P, €
UO(P A, €,) vy si agregamos la condicion de que PX — P, entonces sucede que
{s|P2, = = P} C {s|Ps, € Up(P, A, ¢,)}. Ahora bien, podemos identificar a
{A1,..., A} con {1,...,k} y por otra parte también podemos mandar a cada
siaun j € {1,...,k} mediante Aj, es decir, s; = jsi s; € Aj, j =1,...,k,
como A es una particién entonces la anterior funcién estd bien definida.
Observemos que PA = P, es lo siguiente

( DITMIE I ) (7,18,

Ya que )i 14,(s;) cuenta las veces que s; € Aj j = 1,..., k tenemos que
cada s; € {1,..., k} aparece en la sucesion s = (s, ..., sp) n; veces j = 1,..., k.
Es decir, s es una sucesion de longitud n donde cada elemento pertenece a
{1,.. k} y cada j € {1,...,k} aparece en la sucesion n; veces. Por lo tanto
{s|PA = P,} = Tn(Py) (Bajo la identificacion y al mandar a cada elemento
de s a un elento de K claramente). Por lo tanto tenemos que

PR({sl Pk = Pa}) = (PO (Ta(P)) = (n+ 1) Fe " PEIPD - (3.6)

En donde la ultima desigualdad se da por el Lema 3.1.2. También acla-
ramos que al hacer la identificacion de A con K y de los elementos de
s =(s1,...,5n) con los elementos de K entonces utilizamos la notaciéon j € K
o A; indistintamente, ademéas hacemos la observacion de que mediante la
identificacion P{ es una medida de probabilidad sobre K (Pg(j) = Px(A;)
con j =1,...,k). Mas atn, guarda la informacion de la medida de probabili-
dad original P¥ respecto al conjunto {S\PSAn = P,}, es decir,

(PO)™(Ta(Bn)) = (PE)"({y € K"y € Tu(P)}) = PR ({s € S"| P4}, = Pu}).

Asi, (3.5) y (3.6) nos dan que

PE({s|Psn € €}) > (n+ 1) FemPPlIPR),

Entonces, al tomar logaritmo y multiplicar por n™!,

1 N 1 5
~log P} ({s|Psn € €}) > log[(n + 1>—’fe—”D<P"“P>‘?>]. (3.7)

Ahora, como P,(A;) — P(A;) (recordemos la identificacion A; = j)
tenemos que
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lim D(P,||P{) = lim i log( ) iP log( P4;) )
n—00 X)L 5 = = X(Aj)

= D(PY(|PY),

es decir, D(P,||P{) — D(P4||P#). Por tltimo, como D(P||Px) es el su-
premo sobre todas las particiones se tiene que D(P4||Pg) < D(P||Px), i.e.,
—D(P||Px) < —D(P#||P{). Asi, tomando limite inferior en (3.7) tenemos
que

n—oo

lim 1nf — log PR ({s|Pyn € €}) > hm mf = (log[(n—i—l)k]—i-log [e"D(P"P)?)]>

1 -
= lim inf — log[(n+1)"*]+lim inf —D(P,||P{) = —D(P*||P{) > —D(P||Px).
n—oo N n— 00
Asi, hemos obtenido (3.4) para toda P € int,,(§) por lo cual al tomar
supremo obtenemos

hmlnf = log PY({s|Psn€€})> sup —D(P||Px)
n—r00 Pe intr,(€)

= — inf D(P||Px).
peitt (o PEIEX)

Es decir, obtenemos (3.1).

(ii) Procedemos ahora a probar la compacidad de las bolas inducidas por
la entropia relativa.

Consideremos a G el conjunto de funciones aditivas’ y finitas sobre (S, B)
que toman valores en [0, 1] y que cumplen que la imagen de S es 1, es decir,

G ={g:B—1[0,1]] g es finita, aditiva y g(S) =1}.

Notemos que si dotamos a [0, 1]5, el conjunto de todas las funciones de B
en [0, 1], con la topologia producto tenemos que G es un subconjunto cerrado
de [0, 1]® ya que si tomamos {g, }nen C G una sucesion tal que g, converge
a g cuando n tiende a infinito entonces g € G8. En efecto, basta mostrar que
g es finita y aditiva pues ¢(S) = 1 ya que 1 = ¢,(S) — ¢g(5) para toda n. Lo
primero es fécil de ver ya que como g, converge a g entonces para toda e > 0

"g: B —[0,1] es aditiva si g(B1 U Bz) = g(B1) + g(B2) con By N By = 0.
8Recordemos que la convergencia en [0, I}B estd dada por la convergencia puntual cf.
Teorema 4.2.1 del apéndice.
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existe N € N tal que si n > N entonces |g,(B) — g(B)| < e con B € By
como cada gy, es finita entonces ¢g(B) no puede tomar los valores co o —oo ya
que de lo contrario tendriamos co < € lo cual es una contradiccién, luego g es
finita. Para ver que g es aditiva tomamos Bi, By € B tales que B N By = ()
y observamos que como g, es aditiva para cada n entonces

9n(B1) + gn(B2) = gn(B1 U Ba) — g(B1 U By) cuando n — oo.

Por otro lado

gn(B1) + gn(B2) — g(B1) + g(B2) cuando n — oc.

Asi, g(B1 U By) = ¢g(B1) + g(B2) y por lo tanto g € G, es decir, G
es cerrado. Ahora, gracias al teorema de Tychonoff’ sabemos que [0, 1]3 es
compacto por ser producto de compactos y entonces G es compacto por ser
un subconjunto cerrado de un compacto.

Ahora, observemos que podemos extender la definicion de la entropia
relativa para medidas de probabilidad a G, es decir, si P,Q) € G entonces
definimos la entropia relativa de P respecto a Q como

D(P||Q) = sup D(P[|Q™).
AeO

En donde

DPAIQY) = 3 P(4) 1g<g§j§>
i=1 t

De esta forma observamos que para cualquier particiéon A € O fija el sub-
conjunto {P € G|D(P4(|Q*) < a} de G es cerrado, esto ya que si tomamos
{P.}nen C {P € G|D(P4]|Q?) < a} tal que P,(B) — P(B) con B € B
entonces D(P4(|Q4) < a pues D(PA||Q4) < a para toda P, y asi

lim D(P2|Q™) < o
n—oo

Por otra parte

“ P (A)
’ A A\ ’ ) n )
lim D(P|Q7) = T E_l Pn(Az)log< >

Q(A;)

=3 i (4 1og<g((j?))> =Y Py log(gﬁj@) — D(PY|Q").
i=1 ! i=1 !

9¢f. Teorema 4.2.2 del apéndice.
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esto es, D(P4]|Q4) < a y por lo tanto {P € G|D(P4||Q?) < a} es cerrado
para toda A € ©, luego es compacto para toda A € ©. Ahora, observemos
que

Y:={Peg|D(P|IQ) < a} = ({P € GID(P|Q") < a},

AcO

esto ya que si P € ) entonces P € {P € G|D(P4||Q#) < a} para toda
A € O pues

D(PA|Q") < sup D(PA(|Q™) = D(P||Q) < a.
A€O

Luego, si P € {P € G|D(P%||Q") < a} para toda A € © entonces
D(PA(|Q4) < a para toda A € © y de esta manera

D(P||Q) = sup D(P4[|Q?) < a.
A€o

Como interseccion arbitraria de compactos es compacto (pues [0, I]B es
Hausdorff al ser producto arbitrario de espacios Hausdorff!?), tenemos que )
es compacto. Lo anterior se cumple para cualesquiera P, Q) € G, en particular
para @ € A C G. Afirmamos que cuando esto sucede, es decir, @ € A
entonces necesariamente P € A. Para probarlo es suficiente mostrar que P
es 0 — aditiva. En efecto, supongamos que P no es o — aditiva entonces
no es continua'l en el vacio, i.e., existe {B,}p,en una sucesiéon de eventos
tales que Bp4+1 C By, NpenBrn = 0 que cumple que im0 P(By) > 0 (cf.
Corolario 4.4.1 del apéndice); en tanto que por la o — aditividad de Q (es
continua en )) se tiene que Q(B,,) converge a 0 cuando n tiende a infinito.
Consideremos entonces las particiones de S de la forma A,, = (B, BS), se
sigue de lo anterior que D(P47||Q4") tiende a oo y por lo tanto tenemos que
D(P||Q) = oo, luego P ¢ V. Entonces si P € ) necesariamente es o0 —aditiva
y por lo tanto Y C A cuando @ € A. Asi ) = B.(Q) por la definicién de
B(Q). ComoY C A C G C [0,1]® es compacto en la topologia de subespacio
que hereda de [0,1]5 entonces B.(Q) es compacto en la topologia T ya que
la topologia producto y la topologia 7 coinciden (cf. Definicion 4.3.6 del
apéndice y su desarrollo ulterior). Esto prueba la compacidad de las bolas
inducidas por la entropia relativa en la topologia 7.

(iii) Procedemos ahora a mostrar la cota superior de (3.2).

Retomamos algunos argumentos mencionados en la prueba del Teorema
1.3.1. Recordemos que £ es un subconjunto arbitrario de A. Sea A € ©
A = (A, ..., Ag) una particion, definimos los siguientes conjuntos:

10cf, Lema 4.2.2 y Lema 4.2.3 del apéndice.
Hef Lema 4.4.1 del apéndice.
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¢A={PYPece} y &A) ={PecAP et}

Observacion. Notemos que & C £(A) ya que por la definicion si P € & en-
tonces PA € €4 y asi P € £(A). No obstante, si Q4 € €4 no necesariamente
Q € € ya que Q4 es un vector de probabilidad Q4 = (Q(A1), ..., Q(Ay)), en-
tonces se puede tener que P(A;) = Q(A;) para toda j con P € £ pero Q ¢ &,
por lo tanto £(A) no es subconjunto de §.

De la observacion anterior se sigue que

P ({s|Pon € €}) < PR({s]Psn € E(A)}).

Ahora, notemos que P ({s|Ps,, € £(A)}) = P)’}({S|PSAH cANLL(K)Y)
pues si Ps,n € &(A) entonces claramente ]f’fn € &1y viceversa. Ademas,
P}é({s\pﬁn € L,(K)}) =1 (la medida de la interseccion de un conjunto B
con un conjunto de medida 1 es igual a medida del conjunto B'2), por lo que
efectivamente se da la igualdad.

Por otro lado, observemos que si Py # P, los eventos
{s|PA, =P, Pree*NLy(K)} y {s|PL, =P, PyeenL,y(K)}

son ajenos pues si P =+ P, entonces difieren en alguna entrada.
Por ultimo, recordemos que P)’}({S|Jf’;‘n = P}) = (P}})A(%(f’)) bajo la
identificacion, cf.(3.6). Asi, tenemos que

PY({s|Psn € €}) < PR({s|Pon € £(A)}) = PR({s|PZ, € ¢4 N LA (K)})
=Py({s|P2, =P, Pece'nLy,(K)}) = P}}( U {s1Pd = ﬁ})
PetANL, (K)

= D PY({s|P2, = P}) < [¢'NLa(K)| _ max  Py({s|P2, =P}
~ ' PeeANL, (K) ’
PetANLy(K)

IA

1Lo(K)| . méx  PR({s|Py, = P}) = [Lo(K)| _ méx  (PR)"(To(P))
PecANLy (K) PeeANLy,(K)

<m+1)%  méx  (PYOYMTW(P) < (n+1)F  méx e nPEIPD),
PetANLy(K) PetANLy(K)

12¢f. Lema 4.1.13 del apéndice.
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La penultima desigualdad por el Lema 3.1.1 y la tltima por el Lema
3.1.2. Como P € ¢4 entonces p=pA para alguna P € £. De lo anterior se
sigue que

PR({s|Psp € €}) < (n+1)F 3 —nD(PA||PY). 3.8
Y {s|Psn €&}) < (n )PAeggg}én(K)e (3.8)

Ahora, observemos que

A A A A A A
méX ean(P HPX) S Sup ean(P HPX) — Sup ean(P H}DX)7

PAegANL, (k) PAcgA Pe¢
como f(y) = e™™ es decreciente entonces

—nD(P4||P4 —ninfpee D(PA||P4

Peg

de esta manera y por (3.8) se tiene que

PR({s|Psp € €}) < (n + 1)kenilpec DIPAIPL).

Asi, obtenemos

1 \ 1 1 .
ﬁlog[P)Té({ﬂPs,n e 5})] < Elog[(n+ 1)19] + n10g<e—n1nfpeg D(PA|P5?)>’

es decir,

1 A 1
log[Px ({s|Psn € £})] < —log[(n + )]~ };%f&D(PAHP;?).

Tomando el limite superior obtenemos

1 N
lim sup — log[ Py ({s|Psn € £})] < —Jl’jnfﬁD(PAHP)‘?) con A€ 06;
n €

n—oo
como A € O era arbitaria entonces

timsup gl PR ({s] P € €1)] < fnf {— ;ngD(PA\IP;?)}
€

n—0o0

= — sup inf D(PA||P
Aeg%g (P4 PY),

es decir,

lim sup — log[PX({s\Psn € £})] < — sup inf D(PA||P{). (3.9)
n—00 Aeo Peg
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De acuerdo a (3.9) para probar la cota superior en (3.2) basta mostrar
que

sup inf D(PA||P¢) > inf D(P||Px). 3.10

sup fnf D(PY|PR) > inf  D(PI|Px) (3.10)

Para probarlo podemos suponer que el lado izquierdo es finito pues de lo
contrario la prueba es trivial.

Afirmacion. Para cualquier o > 0 que cumpla

sup inf D(PA||P{) < o (3.11)
Aco Peg
se tiene que -
¢dr(€) N Ba(Py) # 0. (3.12)

Basta probar la afirmacion para tener (3.10), ya que si suponemos que
la afirmacion es cierta y que

sup inf D(PA||P{) < inf D(P||Px),
sup fnf (P7|Px) pit (P|[Px)

si @/ = nfpeeq, ) D(P||Px), entonces
CdT(ﬁ) N Ba’(PX) 7é ®7

es decir, existe @ € cd,(€) tal que D(Q||Px) < o = infpc.q, ) D(P||Px),
lo cual s6lo puede suceder si D(Q||Px) = inf pe.q, ¢y D(P||Px), i.e.,

sup inf D(PA||P{) < D(Q|Px)
Aco Peg

entonces infpee D(PA||P{) < D(Q||Px) para toda A € ©, asi existe una
Q' € ¢ tal que D(Q™|P{) < D(Q||Px) para toda A € © luego

D(Q'||Px) = sup D(Q"||P{) < D(Q||Px) = inf D(P||Px),
AcO Pecd-(€)

car

lo cual no puede suceder pues Q' € £ C cd,(§). Por lo tanto tenemos que
efectivamente la afirmacion implica la desigualdad

sup inf D(PA||P2A) > inf D(P||Px).
AegP€5 (P2 x)_Pech(@ (P||Px)

Para probar la afirmaciéon procederemos de la siguiente manera:

(1) Mostramos que

ed (&) = () ed: (E(A)).

A€o
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(2) Mostramos que

[m ed (€(A) | N BalPx) #0.

A€O

Observamos que de (1) y (2) obtenemos (3.12). Procedemos entonces a
probar (1): Como ya se habia mencionado anteriormente tenemos que, por
la definicion de £(A), & C £(A) para cada particion A € ©. De esta forma
cd-(§) C cdr(§(A)) para cada A € © y asi

cdr (&) C () ed-(§(A)).

A€O

Para mostrar la otra contencién damos una P en la intersecciéon de los
conjuntos cd,(§(A)), es decir, P € cd-(£(A)) para cada A € O; debemos
mostrar que para toda vecindad U(P,A,e) de P cone >0y A € O se
tiene que U(P, A, e) N # (), para ello damos un € > 0 fijamos una particion
arbitraria A = (Ay, ..., A;) € © y observamos que U (P, A, €) NE(A) # O pues
P € cd;(£(A)), de este modo podemos tomar una medida de probabilidad
P e U(P,Ae) NE(A). P' € £(A) y por la definicion de £(A) se tiene que
existe una P € ¢ tal que P(A;) = P'(A;) i = 1,...,k lo cual nos da que
P cU(P,A,e) pues P' € U(P, A, €) y recordamos que

U(P,A,E):{QGA‘ ’Q(AZ)_P(AZN <¢, i:]-a'"ak}v

por lo tanto P € U(P, A,€) N ¢, es decir, U(P, A, €) NE # 0 para toda A € ©
y para todo € > 0; asi, P € cd(§), i.e.,

ﬂ cd-(E(A)) C cd-(§),

A€o

con lo cual queda demostrado (1).

Procedemos ahora a mostrar (2): Primero observemos que

N Ba(Px) = () led-(£(A)) N Bo(Px)]-
Ae©

[ () cdr((A))

Ac©

Como cd,(£(A)) N Bo(Px) C Bo(Px) y este tltimo es compacto si
mostramos que cd,(£(A)) N Ba(Px) es cerrado para toda A € © y que
{ed-(£(A)) N Bo(Px)|A € O} tiene la propiedad de interseccién finita, es
decir, para toda n € N

[cd, (E(A)) N Ba(Px)] 20 ,A7 €0 j=1,..n,
7j=1

se seguirfa entonces que
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ﬂ [CdT(g(A)) N Ba(PX)] 7é ®7

Ac©
cf. Lema 4.2.4 del apéndice, de esta forma obtendriamos (2).

Lo primero se sigue del hecho de que las bolas B, (Q) son compactas
en la topologia T pues entonces cd,(£(A)) N B, (Pyx) es intersecciéon de un
subconjunto cerrado y un conjunto compacto y por lo tanto es cerrado. Resta
mostrar la propiedad de interseccién finita, para ello primero mostramos que
para cada A = (Ay, ..., Ax) € O se tiene que

£(A) N Ba(Px) # 0. (3.13)
En efecto, (3.11) nos da que para toda A € ©
inf D(P4||P{) <
inf (PP|PY) < «
lo cual implica que existe P € £ tal que D(IBAHP)‘?) < «, mediante esta

medida de probabilidad construimos una nueva medida de probabilidad de
la siguiente manera:

k ~
P(A;)
;Px(Az x(BN4;), BeB.

En donde definimos & ((}4)) = 0'si Px(A4;) = 0 (ya que P(A;) = 0 siempre

que Px(4;) = 0 pues D(PA||P{) < o0, i.e., PA < P{). Efectivamente es

una medida de probabilidad pues % es medida de probabilidad para

cada iy 0 < P(4;) < 1, Zle P(A;) = 1, es decir, P es una combinacion
lineal convexa de medidas de probabilidad.

Por otro lado, observemos que P4 = pA ya que

k

P
=> (A; x(A;NA) = P(4;), j=1,..k
zzlPX

Asi, PA € ¢4 luego P € £(A). Ademas, si D(P||Px) = D(PA||P{) < «
entonces P € £(A) N By(Px) y obtendriamos (3.13); para justificar esta
ultima igualdad observemos que como D(P||Px) es el supremo sobre todas
las particiones entonces basta mostrar que para cualquier refinamiento F =
(Eq,..., E;) de A, es decir, cualquier particion E de S tal que cada elemento
FEp, m=1,...,1 cumple que F,, C A; para alguna i = 1,..., k, se tiene que
D(PF||PE) = D(P4| |P4). Para ello es suficiente observar que como E refina
a A entonces cada elemento A; de A puede ser expresado como una union
de elementos de E, concretamente,
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U E,, con M; ={m|E,, C A;}.
meM;

Para facilitar las cosas podemos suponer sin pérdida de generalidad que
el refinamiento E estd ordenado de tal manera que A; = UL E;, Ay =
Uty 11 Essy A = UZS:W_IHES con 1l <7 <rp<..<rp1 <1 pode-
mos suponerlo ya que sélo estamos reordenando la particion E. Por como

definimos P se tiene que

Lok, PA) poEnA)] kB
B\ pEy i=1 Px (AL X i P(A)) A A
D(PF||PE) = log Bl > By P (Ei 0 A,

Jj=1

Ahora, como se observé cada Ej es subconjunto de un y sélo un A;, es
decir, E; C Al y observemos que es posible que A7 = AT con j # r pues

P(A
Ai = Umem, Em, ast Zz 1 Px( ))PX(E NA4;) = P((AJ))P (AJ) para cada
j. Esto ya que Px(E; N A]) = 0 con j # r pues E; N A7 = () y ademés

Px(E; N Al) = Px(E;) pues E; C Al. Luego

Zlog 1=1 Px(A;)

j=1

l [Zk ﬁ()P(EﬂA

Lo [ eeen TXED] Brad)
:ZIOg P+ (E P (E])
l = 1 ~ k
P(A]) | P(4)) P(4) | PAy
= lo ! 4 E.) = 1 Py (A;
j; i Px (A7) ] Px(4]) (%) ; Py (A;) | Px(4;) (4)
- P(A;)
= lo v ﬁ Az D ﬁA PA
2 10| . (g | P40 = DIPAIIER)
En donde la igualdad
l ~ ; k ~ ~
P(A) P(Ai) | P(4)
—Px(E;)=)» lo Py (A4;
2 e ) i 2198 | B | By )
se da ya que como A; = Upens, B entonces Al = ... = Al = Ay, A;“Ll =

L= AT = Ay AT = = Al = Ay asi
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log gﬁ;) ]_i(éi;)PX(El)—i—log ]i((Aj?)) gﬁ;)PX(EQH...
..+ log é(ﬁ;) Jii(ﬁi-))PX(El)
~ log ;?ég)gZéQﬂPxﬁi)+“.+Fkﬁ%J]
+log JZ(‘Z)) ]i(ég)[PX(EmH)+...—|—PX(E7«2)]+...
plog| AL\ PO )t P
SO LA
S -
1T T
[ St

Por lo que efectivamente D(PE||PE) = D(ﬁAHP)’?).

Ahora mostramos la propiedad de interseccion finita: Consideremos una
coleccion finita y arbitraria de particiones {A’}" ; C ©. Entonces siempre
existe una particion A € © que refina a cada A* = (A, ..., A};)I?’. Sea A € 0O
la particién que refina a cada particion de {A"} | luego £(A) C £(AY) para
cada i pues si P € £(A) entonces P4 € €4, es decir, existe Q € ¢ tal que
P(A;) = Q(A,,) para toda m, como A refina a A’ se tiene que

mGMj mEMj mEMj

=Q<Uz%>=M%%

mEM]‘

13¢f. Lema 4.1.14 del apéndice.
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entonces PA' € 4" luego P € £(AY), por lo que efectivamente £(A) C £(AY)
para cada i = 1,...,n; (3.13) implica que

n

([£(A") N Ba(Px)] # 0,

i=1
y como £(AY) N By (Pyx) C edr (£(AY)) N Bo(Px) por lo tanto

n

([ed-(£(AY)) N Ba(Px)] # 0.

=1

De esta forma hemos probado la propiedad de interseccién finita para
{cd.(£(A)) N By(Px)|A € ©} lo cual da por concluida la prueba.
O

Ahora que ya tenemos el teorema de Sanov en cualquier espacio medible
podemos formular nueva terminologia. En la siguiente secciéon veremos la re-
lacién que hay entre la denominada propiedad de Sanov y una nueva forma
de dependencia entre variables aleatorias conocida como cuasiindependen-
cia asintdtica, ambas se definirdn mas adelante. Mostraremos algunos lemas
para demostrar dos resultados principales concernientes a estas dos nuevas
propiedades y la caracterizacion de la I-proyeccion generalizada.

3.2. Propiedad de Sanov y cuasiindependencia asin-
totica

Definiciéon 3.2.1. Sea {X;}ien una sucesion de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas sobre el espacio de medida (S, B)
con distribucion comin Px. Diremos que un conjunto 11 de medidas de pro-
babilidad sobre (S, B) tiene la propiedad de Sanov si la distribucion empirica
Pxn del vector X™ = (X1,..., Xp) satisface que

1 ~
lim ~log P(Px» € I1) = — fnf D(P||Px). (3.14)
(S

n—oo n

Si el evento {s|P,,, € IT} no se encuentra en la o-algebra diremos que el
conjunto II tiene la propiedad de Sanov si

1 .
lim —log P(Px» € IT) = —D(II||Px)

n—oo M

1 ~
lim = log P(Pxn € IT) = —D(II|| Py).

n—oo 1
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Observacion. Notemos que el Teorema 3.1.1 (Sanov version general) no
garantiza que un conjunto posea la propiedad de Sanov pues en la cota infe-
rior el infimo se toma sobre el interior del conjunto respecto a la topologia
T, asimismo en la cota superior el infimo se toma sobre la cerradura del con-
junto en la misma topologia. Si el conjunto es abierto y cerrado al mismo
tiempo entonces el conjunto si posee la propiedad de Sanowv.

Ahora es momento de presentar una nueva forma de dependencia llamada
cuasiindependencia asintética, este tipo de dependencia estd motivada por
la manera en que se comportan en el limite ciertos tipos de sucesiones de
variables aleatorias dependientes.

Definicion 3.2.2. Para cada subconjunto A € B"™ de S™ con P}(A) > 0
denotamos por Px; a, Pxn|a a la distribucion condicional de X; i =1,...,n
y X" = (X1, ..., Xp) respectivamente, dado que X™ € A. Pxn|4 es la medida
de probabilidad sobre (S™,B™) definida por:

PL(ENA)

, EeB"
P (4)

Pxnja(E) =
y Px; A es su i-ésima distribucion marginal. En el caso en que Px,ja = ... =
Px, |4, esta medida de probabilidad serd denotada simplemente como Px|4.

Asi como extendimos la propiedad de Sanov al caso en que el evento que
nos interesa no se encuentra en la o-algebra, asi hacemos lo 4nalogo para esta
medida de probabilidad cuando A ¢ B", es decir, Pxn4 = Pxn g en donde
AC AeB"y PY(A) =min{Pg(C)|C € B*, AC C}. Esto nos lleva a una
definicién sin ambigiiedades de la distribucién condicional siempre y cuando
A tenga Py-medida exterior positiva. En particular, las distribuciones

PX"|anH = PanAn y PX|I5neH = PX\An

estan bien definidas siempre y cuando P({s|P;,, € I1}) > 0, con A,, como se
definié al principio de este capitulo, es decir,

P(Pxn € 1) = PY(A,) A, = {s|Ps, € TI}.

Definiciéon 3.2.3. Sean { X, }nen variables aleatorias que toman valores en
S con distribucion conjunta P n = 1,2, ... y A, C S™ conjuntos tales que
Pxnja, = P n=1,2, ... Si sucede que

1
lim ~D(P™[|Q™) =0
n—oo n

para alguna medida de probabilidad Q) € A decimos que X1, ..., X, son asin-
toticamente cuasiindependientes bajo la condicion X™ € A, con distribucion
limite Q.
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La terminologia anterior estd motivada por el hecho de que, en el limite,
“el conjunto de variables aleatorias se comportan como variables indepen-
dientes con distribuciéon comin Q.

Definicion 3.2.4. Sean (X, A) y (Y, B) dos espacios medibles. Un kernel de
Markov o kernel de transicion que parte de (X, A) y tiene como destino o
espacio de estados a (Y, B) es una funcion v : X x B — [0, 1] que cumple las
stguientes caracteristicas:

(1) La funcion v(-, B) es A-medible para cada B € B.

(2) La funcion v(x,-) es una medida de probabilidad sobre (Y,B) para
cada xz € X.

Ejemplo. Obsefvemos que Pn(-,‘) cumple con la fieﬁmcio’n de kernel de
Markov ya que P, : S™ x B — [0,1] y cumple que P,(-, B) es medible para
cada B € B y P,(s,-) es medida de probabilidad para cada s € S™.

Observaciéon. Notemos que toda medida de probabilidad induce un kernel
de Markov de la siguiente manera: Sea P € A(Y') definimos

v:X xB—[0,1] como v(z,-)=P(:) Yz € X.

Claramente v(x,-) es una medida de probabilidad sobre Y y v(-,B) es
medible pues es una constante para cada B € B. Por lo tanto v es un kernel
de Markov de (X, A) a (Y,B). Mds ain, observemos que dadas dos medidas
de probabilidad Py, P, € A(Y') y un conjunto medible A C X podemos definir

o(z,) = Pi() si xz€A
U R() siozé A

v(z,-) es una medida de probabilidad para todo x € X y v(-,B) es A-
medible para cada B € B. En efecto, si Pi(B) = P2(B) es una constante y
es A-medible. Si P1(B) # Py(B) tomamos un E € B(R), E C [0, 1].

Caso 1: P\(B),P,(B) € E.
Entonces v 1(E) = AU AU € A.

(
Caso 2: Pi(B),P(B) ¢ E.
Entonces v~ 1(E) = € A.
Caso 3: Pi(B) € E y P»(B) ¢ E.
Entonces v 1(E) = AU € A

Caso 4: Pi1(B) ¢ E y P»(B) € E. Andlogamente al caso 3 se tiene que
v I(E) = AUl € A.
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Tomemos un espacio de probabilidad arbitrario (2,.4, 1) y un kernel de
Markov v de (€2,.4) a (S, B) notemos que la funcion conjuntista uv : B — R
definida de la siguiente forma:

uv(B) :/I/(OJ,B) du(w), B e€B,

es una medida de probabilidad. En efecto, como v(w,-) es medida de proba-
bilidad para cada w € § claramente 0 < pv(B) < 1 pues 0 < v(w,B) <1
para cada w € Qy pv(0) = 0y pv(S) = 1. Por altimo, si {B;}ien es una
familia de conjuntos medibles ajenos dos a dos entonces se tiene que

I/(OJ, UieNBi) = Z v(w, B;) paracada w € Q,
€N

luego

W(UB) /wuzeNB Z/ (w)

1€EN €N
= Z pv(Bi)
1€N
En donde aplicamos el teorema de convergencia dominada de Lebesgue
a la sucesion f,(w) = > i v(w, By) y f(w) = > ey v(w, By), con fr(w) —
f(w) para toda w; f, es domlnada por la funciéon constante 1, i.e., | fr(w)| <1
para toda w.

Esta construccion de una nueva medida de probabilidad a través de un
kernel de Markov nos permite definir lo siguiente.

Definicion 3.2.5. Un conjunto de medidas de probabilidad 11 C A se dice
que es completamente convezo si para cada espacio de probabilidad (2, A, 1)
y cada kernel de Markov v de (2, A) a (5, B) tal que v(w,-) € II para cada
w € Q se tiene que pv € I1. Un conjunto convexo de medzdas de probabilidad
II C A es casi completamente convexo si existen subconjuntos completamente
convezos Iy C Ilp C ... tales que II; C II para toda i y IIN Ay C | J;en 11

Ejemplo. Una clase muy amplia de ejemplos de este tipo de conjuntos (tanto
completamente converos como casi completamente converos) es mostrada en
el Lema 3.3.1.

Notemos que la definiciéon de convexidad completa generaliza la nocién
de convexidad en conjuntos de medidas de probabilidad. En efecto, tomemos
P,P, e I C Aluego Py, = APy + (1 = NP, € A, X € [0,1] por lo que si
IT es un conjunto completamente convexo entonces tomamos un espacio de
probabilidad (€2, .4, 1) y un conjunto A C Q medible tal que pu(A) = A, por
la observacién anterior tenemos que
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V(w,) = Pi() si wed
P si o wéd A

es un kernel de Markov de (Q2,.A) a (S, B), ademas cumple que v(w,-) € II
para cada w € §2; como II es completamente convexo entonces pv € II. Y

uv(B) = /l/(w,B) du(w) = /AV(w,B) d,u(w)—i—/cl/(w,B) dp(w)

- /A Pi(B) du(w) + / Po(B) du(w) = Pi(B)u(A) + Pa(B)u(A°)

=APi(A)+ (1 —AN)P(B)=P\(B) con BeB.

Por lo tanto Py € 11, es decir, 11 es convexo. Ahora, si II es casi completa-
mente convexo entonces II es convexo por definicion. Si IT es completamente
convexo entonces es casi completamente convexo pues tomamos a II; = 11
para toda i y observemos que cumple con la definicién de conjunto casi com-
pletamente convexo.

Por otro lado, observemos que a pesar de que Ay es convexo'? éste no es
completamente convexo: Tomemos 1 una medida de probabilidad sin 4&tomos
y consideremos al espacio de probabilidad (S™,B™, u™) con ™ la medida
producto ®7_;u. Sea B, Ay y consideremos a v = B, como kernel de
Markov de (S™,B™) a (S, B), Pn(s, -) € Ay para cada s € S. No obstante,

p(B) = [ (s B) i) = [ Puls.B) d"(s)
:/ 2213(51) du"(s) = iZ/ 1p(s;) du"(s)
stz i=17°"
- ;Z/n a(si) [ [ 1s(s5) du"(s)
i=1 i

1 n
-3 /5 Lp(si) dus) [T /S 15(s5) dp(s;)

JF

Hef. Lema 4.4.12 del apéndice.
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Por lo que pv es una medida de probabilidad sin atomos, i.e., uv ¢ Ay.
Entonces efectivamente Ay no es completamente convexo, ni siquiera es casi
completamente convexo pues si lo fuera tendrfamos que Ay = Ay N Ay C
Ujenll; con II; € Ay, II; C II;41 para toda i, lo que nos daria que Ay =
Uienll;, es decir, que Ay es completamente convexo lo cual acabamos de ver
que no puede suceder.

Hasta ahora lo que hemos mostrado es lo siguiente: utilizando la abre-
viacion CX para convexo, CC para completamente convexo y CCC para casi
completamente convexo tenemos las implicaciénes mostrada en el siguiente
diagrama

CC—-CCC—-CX, CX»CCC y CX-»CC.

En el Lema 3.3.1 se obtiene una clase de ejemplos de subconjuntos que
son casi completamente convexos pero no completamente convexos; con lo
cual obtenemos entonces que

CC—-CCC—-CX y CX-»CCC—»CC.

Con la terminologia anterior ya contamos con las herramientas necesarias
para enunciar el primer resultado de este capitulo.

Teorema 3.2.1. Sea II C A un conjunto casi completamente convero, su-
pongamos que D(II||Px) < oo y sea P* la I-proyeccion generalizada de Px
en II. Entonces

1 _ A
—logP(Pxn € II) < —D(II||Px) para cada n € N. (3.15)
n

Ademds, para cada I C 11 tal que P(Pxn € II') > 0 se tiene que

1 — A 1 *
ﬁlogP(PXn e Il') < —D(II||Px) — ﬁD(PXHPneH’HP ™). (3.16)
Por ailtimo, si IT' es tal que
D(int,II'||Px) = D(II||Px) < oo (3.17)

entonces I1 y II' tienen la propiedad de Sanov y Xy, ..., X, son asintética-
mente cuasiindependientes bajo la condicion Pxn € II' con distribucion limite
P*.

Para poder demostrar este teorema es necesario mostrar antes tres lemas
que enunciamos a continuacion. Las técnicas de demostracion del primer lema
son muy similiares a las utilizadas en la demostracion de (i) en el Teorema
3.1.1 demostrado al principio de este capitulo.
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Consideremos al espacio topologico (A, 7p), recordemos que un conjunto
§ C A es abierto relativo en §UAf si EN(§UAy) es abierto en (§UAf, 7eua,)
en donde ¢ A p denota la topologia relativa en £ U Ay (cf. Definicion 4.2.3
del apéndice). Como & C £ U Ay entonces & debe ser abierto en la topologia
relativa, lo anterior significa que para toda P € & existe Uy(P, A, €) tal que
Uo(P,A,e) N (EUAf) C &, pero

Un(P, 4,0) N (EUA) = [To(P, 4,€) NE] U [Un(P, A, ) N A,

esto es, Up(P, A, e) N Ay C&.

Para facilitar la notacion definimos {s|Ps, € I} = {P,, € II}. En
algunas ocasiones utilizaremos indistintamente {s|Ps,, € I} o {Ps, € II}.

Lema 3.2.1. Si Il C A cumple alguna de las siguientes dos condiciones:
(1) Es un abierto relativo de ILU Ay respecto a la topologia 9.
(2) D(I|[Px) = D(int || Px).
Entonces

1 A
~ D(I1||Px) < liminf — log B(Py» € II). (3.18)
n—oo N

Prueba. Observemos que es suficiente mostrar que (1) implica (3.18) pues
para mostrar que (2) también lo hace aplicamos (3.18) al conjunto int, II
(que es abierto en la topologla 7o y por lo tanto es abierto relativo). En
efecto, primero si s es tal que Ps n € int, Il entonces PS n € 1I luego

(P, € int, 11} C {Ps, €11},

asi

P(Pxn € intyI1) < P(Pxn € I)

por lo que

1 ~ 1 .
liminf — log P(Pxn € int.,II) < liminf — log P(Px~ € II).
n—oo n n—oo 1

Aplicando (3.18) al conjunto int, II tenemos que
1 N
_D(I||Px) = —D(int,I1||Px) < liminf ~ log P(Pxn € int,, 1)
n—oo N

1 .
< liminf — log P(Px~» € II),
n—oo N

es decir,
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1 .
—D(II]| Px) < h’niinf —log P(Pxn € 1I).
n—oo n

Entonces mostremos que efectivamente se da (3.18). Es necesario suponer
que D(II|| Px) < oo de lo contrario la afirmacion serfa trivial. Sea § > 0, como
D(II|| Px) es un infimo entonces existe P € II tal que

D(P||Px) < D(I1||Px) + 6. (3.19)

Como II es abierto relativo de I U Ay respecto a la topologia 79 para P
existen A = (A4,...A;) € © y € > 0 tales que Up(P, A,e) N Ay C II. Asi,

P(Pxn € Up(P, A,€)) = P(Pxn € Up(P, A, €)) = P(Pxn € Up(P, A,e) N Ay)

< P(Pxn €10),
es decir, R R
P(Pxn € Up(P, A,€)) < P(Pxn € 1I)
Ahora si tomamos P, = (1} = %, e TE = %) ocurre que P, (i) converge

a P(A;) cuando n tiende a infinito, P,(i) = 0 si P(4;) = 0 y la misma
identificacion de la particion A = (Ay, ..., Ag) con el conjunto K = {1, ..., k},
cf. (i) del Teorema 3.1.1. Entonces existe un NV € N tal que si n > N sucede
que

(n+ 1) Fe mPPIPD < (PO (T (By) = PR({sIPL, = Bu))

:P(PX"(AZ):T{L7 2:177k) SP(PX" EUU(P7A76))

En donde la primera desigualdad se da por el Lema 3.1.2. Para mostrar
el porqué de la segunda desigualdad afirmamos que

{8|Psp(A)) =77 i =1,....,k} C {s|Psn € Up(P, A, €)}.

En efecto, como P, (A;) converge a P(A;) entonces para e existe un N € N
tal que si n > N se tiene que

PP — P(A)| <€, i=1,..k (3.20)

Asi, sis es tal que P, (A;) = entonces |]58,n(Ai)A—P(Ai)] < €. Ademas,
siempre sucede que Ps,@(Az') = 0si P(4;) =0, luego Ps € Uy (P, A, ¢) por lo
que efectivamente {s|Ps,(A;) =] i =1,...,k} C {s|Ps, € Up(P, A, €)}.

En suma, tenemos que

P(Pxn € I) > (n + 1) ke nPEallPR) (3.21)
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por (3.19)
limint DAY = i S log T4 = 3 P4y log 24
P (Bl X)—nl_?;o;ﬁ OgPX(A) _; (4:) OgPX(Ai)

)

= D(PY||P{) < D(P||Px) < D(I||Px) + 6,

es decir,

lim inf —D(P,||P{) > —D(II||Px) — 4. (3.22)

n—o0

Por tultimo, de (3.21) y (3.22) se sigue
1 - 1 z
lim inf = log P(Pxs € I1) > liminf - log [(n + 1)—’fe—”D(PnHP§‘>]
n—oo n n—oo 1

1 1 .
— lfm inf = log [(n n 1)*’“} + lfm inf = log [e*nD(PnHPs?)}

n—oo n n—oo n

= 0+ liminf —D(P,[|Pg) > —D(I1[|Px) - §,

es decir,

1 A
liminf ~ log P(Pxn € II) > —D(II||Px) — 6. (3.23)
n

n—o0

Como § era arbitrario de (3.23) se obtiene la cota deseada:

1 .
liminf = log P(Pxn € II) > —D(II|| Px).
n—oo N

O

Lema 3.2.2. Si Il C A es completamente convero y II' C Il es tal que
P(Pxn» € II') > 0 entonces Py penv €11

Prueba. Sea R
A = {s|P,(s,") e II'}. (3.24)

Como las variables X1, ..., X;, son independientes entonces

PX|}5neH’ = Px;ar

es la distribuciéon marginal uno-dimensional (que no depende de i) de
Py prer = Pxnlars

esto ultimo esta definido como se hizo en la Definicién 3.2.2, i.e.,
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PR(BNA)

=~ BepB"
Px(B)

siempre y cuando A’ € B" y si no sucede esto entonces tomamos la probabi-
lidad superior, es decir, Pxn|ar = Pyn|4 en donde A € B", Al'Cc Ay PY(4)
es minima sujeta a estas condiciones, i.e.,

PR(A) = P(Pxn €1T').
Ahora, recordemos que la medida empirica estd definida a partir de la
funcién
n

1
Pn(‘g?B):ﬁZlB(si), B e B.
=1

Como 1’371(7 B) es medible para cualquier B € By
15(si) = 1p(si) [ ] Ls(s5)
J#

entonces al integrar respecto a Pxn|4 nos da que para cualquier B € B
sucede lo siguiente

s B) dPa(e) = [ 23 15(5) dPaoa(s
=1

_ i;/g 1p(si) AP (s) = i;/s L) [ 1s(s) dPYar(s)

JF

H/Sls(sj) dPxa(55)

JFi

_ :ZZ/SlB(si) dPx|a(si)
=1

1
= E E PX‘A/(B):PX\A’(B):PX\RLGH’(B)'
=1

En donde hacemos uso del teorema de Fubini'® para la medida producto

n )
PX|A" En resumen, se tiene que

/ Pu(s, B) dPxnjar(s) = Py p, c(B) (3.25)

Consideremos dos casos.
Caso 1: A’ € B".

15¢f. Teorema 4.4.10 del apéndice.
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En este caso la integral puede ser restringida a A’ pues la medida P n|Poell

esta restringida a este conjunto, es decir, Py, (A’) = 1. Recordemos que

| P €Il
P,(-,-) cumple con la definicion de kernel de Markov'6, entonces Py (s, ) es
medida de probabilidad para cada s € S™ en particular para cada s € A'.
Luego como (3.24) nos da que P,(s,-) € II' C II con s € A’ entonces
Pn(s, -) € II que es completamente convexo. Asi, por definicion (cf. Defi-
nicion 3.2.5), se tiene que para el espacio de probabilidad (S™, B", Pxn|as) ¥

el kernel de Markov an la medida

/ Pu(s, B) dPyju(s), BB
pertenece a II. Gracias a (3.25) obtenemos que Py p,err €11
Caso 2: A’ ¢ B".

En este caso por el Lema 4.1.15 del apéndice se tiene que
O={F=EnAlE e B"}

es una o-dlgebra de subconjuntos de A"y (A, O, P') es un espacio de pro-
babilidad con P'(F) = Pyxu 4(E)y F = EN A’

Gracias a esto tenemos que

//Pn(s,B) dP'(s) :/Pn(s,B) dPxna(s).

De (3.25) se sigue

P,(s,B) dP'(s) =P

X|P,err (B).

A/
Anélogamente se tiene que para el espacio de probabilidad (A, O, Py
el kernel de Markov P,

/ P,(-,B) dP' 11,

es decir, PX m € II.

|
O

Lema 3.2.3. Sean P, € A, Q; € A, i=1,...,n medidas de probabilidad sobre
(S,B). Sea P™ una medida de probabilidad sobre (S™,B™) tal que cada P;
es su i-ésima marginal. Entonces

n

D(PM||Q1® ... ® Qn) = D(P™M||PL @ ...® Po) + ) D(PB[|Qi).  (3.26)
=1

16¢f. Definicién 3.2.4.
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Prueba. Primero es necesario suponer que P <« P ®.QP, y P, < Q;
para cada ¢ = 1,...,n, ya que de lo contrario la prueba es trivial pues ambos
lados de la igualdad son co. Con la suposicién anterior se tiene que si s =
(s1,..., ) € S™ entonces

~ dP, dp™ d(P,®...® Py)

dpm)
iPo op)® H1 0. = arre e r) Va0 e e 0.

(s)

_ dp(m)
d(Q1® ... ® Qn) (#)-

La anterior igualdad se sigue de la propiedad de la derivada de Radon-
Nikodym de la medida producto, cf. Lema 4.4.10 del apéndice. Resumiendo,

se tiene que

apt P " dp,
d(Q1 ®"'®Qn)( )= dP,®..® P, )( )Hi(si)-

Tomando logaritmo de ambos lados e integrando respecto a la medida

P obtenemos

/ log[d(Ql Z@P.g Qn) ar :/ log | p; Z@P(n;ap HdQZ dpt
- / g | 37, ép.f?; Pn) dp(n)+/ o ﬁfllgi e
(P(” |PL®...® P,) /Zlog sz (n)
D(PW||P, ®...® Py) +Z/lo ol

=D(PM||P®..@P)+ Y D(PQi),

i=1

es decir,

D(P™|Q1 ® ... ® Qu) = D(P™||Pr @ ... ® P,) + > D(FH||Qy).
1=1

Proseguimos con la demostraciéon del Teorema 3.2.1.
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Demostracion. Sea II' C 1I tal que P(P,(s,-) € II') > 0, como II es casi
completamente convexo entonces existen {II;}°; conjuntos completamente
convexos con II; C II para toda i tales que 1I; C II;41 y IIN Ay C U2, 1.
Ahora, consideremos los conjuntos II; = IT; N II', como II' C IT y

P(P,(s,) € II') > 0

(recordemos que P,(s,-) € A £) entonces existe al menos una i para la cual
IT; # () ademas II; C I ;. Observemos que se da lo siguiente:

{s|Pa(s,-) € T} = | J{s]Pu(s, ) € II}}, (3.27)
=1

ya que si s € {s|P,(s,-) € I'} entonces
5 € {s|Pu(s,-) € INAs} C {s]|Pu(s,-) € U L},
es decir, Pn(:s, ) € TI; para algin i y ademés P, (s, -) € II' luego Py(s,-) € IT,
Le., s € {s|P,(s,-) € II;} para algtn i por lo tanto
s € UX {s|Pu(s,-) € IT}}.

La otra contencion es clara pues si s € U2, {s|P,(s,-) € II}} entonces
P,(s,-) € IT} para algun i, en particular P,(s,-) € II', luego

s € {s|Py(s,-) € II'}.

Fijemos n y consideremos a los conjuntos A € B", A; € B", i=1,2,... que
cumplen {s|P,(s,-) € I'} C A, {s|Py(s,-) € II;} C A; y su medida bajo P}
es minima bajo estas condiciones, i.e.,

PE(A) = min{PY(B)|{s|Pu(s,-) €eI'} c B Be B"}

PR(A;) = min{ P%(B)|{s|P,(s,-) eI} c B B e B"}.

Como ITj C I}, y gracias a (3.27) estos conjuntos pueden ser elegidos

de tal manera que cumplan que

o0
A CAi, y A= U A, (3.28)
i=1
como {A4;}°, es una sucesion creciente de eventos entonces se tiene que
lim PY(4;) = PR(A) = P(Pxn € IT'). (3.29)
11— 00
Podemos asumir sin pérdida de generalidad que P¥(A;) > 0 para cada i
ya que si no sucede esto entonces encontramos el primer conjunto A; para el
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cual sucede esto, eliminamos los anteriores y comenzamos a contar a partir
de este; lo anterior lo podemos hacer pues sabemos que

P(Px» € I') > 0
y por (3.27) se tiene que existe un k € N para el cual P¢(Ax) > 0. Conside-
remos las siguientes medidas de probabilidad!”:
PX"|ﬁnEH’ :PX”\A y P n|pn€1-[; :PX”|AL (330)
Aplicando la identidad (3.26) con P = Pxnja,, Qi = Px paratoda iy
como Px|4, es la marginal de dimensién 1 de Pxn 4, obtenemos
n
D(Pxna;||Px) = D(Pxna,||P¥)a,) + Z D(Px|a,l|Px)

J=1

= D(Pxn|a,||Pxa,) + nD(Px,||Px) = nD(Px)a,[|Px).

_ PR(BNA) )
Por otro lado, ya que Pxn 4(B) = P tenemos que
dPyn )4, 1 dPxn|a,
D(Pxni4.||P%) = | 1 “1dPxn)p, = ——— 1 | dPY
(Px |A1|| %) /og Py dPx |A; P)Q(Al-) /Ai 0og Py dPx
1 / APy
== log | =.——| + log | dPy = —log Py (A;).
PY(A) Ja, | PR(A) apy | X X(A)
De este modo
—log Py (A;) > nD(Px/4,||Px)
o escrito de otra maneras:
log P)?(AZ) < _nD(PX|A¢HPX)- (3.31)

Ahora, como II; es completamente convexo, II; C II; y ]?D(an elll) =
P%(A;) > 0y recordando la notacién de (3.30), i.e., Px|a, = PX|15neH; (ya
que es la marginal de Pyn|4,) entonces por el Lema 3.2.2 se sigue que

Px|a, = PX\Pnen; ell; C1II, (3.32)
lo cual nos da que D(IT||Px) < D(Px|a,||Px), i-e.,

—D(Px,||Px) < —D(I||Px).

17¢f. Definicion 3.2.2.
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Por (3.29) y (3.31) se tiene que

1 . 1 .
“log P(Pyn € 1T') = lim — log PR(A;) = lim — D(Px/4,||Px)
n 1—00 M

1—00 N

< —D(I1||Py),
es decir,
1 A
—logP(Px~» € ') < —D(II|| Px). (3.33)
n

Como II' es cualquier subconjunto de II y no es necesariamente propio
entonces en particular se cumple para IT' = II, es decir,

1 N
~log B(Px» € IT) < —D(11||Px),

con lo cual hemos probado (3.15). Para mostrar el resto del teorema utili-
zamos de nuevo la identidad (3.26) pero ahora con Q); = P* para toda i,
en donde P* es la I-proyeccion generalizada de Px en II (su existencia esta
asegurada por la hipotesis D(II||Px) < o0), es decir, se tiene que

n
D(Pxna,||P*™) = D(Pxnia,l|PRa,) + > D(Pxia,||P¥)
=1

= D(Pxna,||Px)a,) + nD(Pxa,||P"),

es decir,
D(PXn|Ai||P*n) = D(PX"\A,-HP)%AZ-) + ”D(PX\A,-HP*)- (3-34)
Ahora, por (3.32) y la identidad (2.2) del Teorema 2.1.2 se tiene que

D(Pxa,l|Px) = D(Pxa,||P*) + D(I1|| Px). (3.35)

De nuevo como

—log Px (Ai) = D(Pxna,||Px) = D(Pxna,l|Px)a,) + nD(Px)a, ]| Px),
por (3.35) y (3.34) se tiene que

—log PX(A;) = D(Pxna,||Py)a,) + nD(Px)a,|[Px)

2 D(Pxnia||Px)a,) + 1D (Px|a,||[P7) + nD(I|[Px)
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= D(Pxna,|[P™") + nD(I1]| Px);
al multiplicar por -1 se sigue que
log Py (4;) < —D(PXn‘AiHP*”) — nD(II|| Px). (3.36)

Por tltimo, gracias a (3.28) y de nuevo por cémo estd definida Pyn 4,
tenemos que

1 IP"
PE(A) /A %8| pray | 108 | gper | 4P% = ~log PR(A)+ D(PRIIP™)

Anal6gamente se tiene que — log Py (A)+D(Py||P*") = D(Pxn || P*™).
Asi,

lim D(Pyaya,|[P) = lim —log PR (A,) + D(PR||P™")
71— 00 1—>00

= —log P{(A) + D(P%||P™") = D(Pxnjal| P™),

por lo que tenemos que D(Pxna,||P*™) converge a D(Pxn|4||P*") cuando
i tiende a infinito, gracias a esto y a (3.36) se obtiene que

1 1
lim = log P(A;) < lfim —=D(Pxna,||P*") — D(I1|| Px)
1—o0 N

i—00 T
1 “n
= ~Lp(PyupallP) - D Py)
Recordando (3.29) tenemos entonces que

1 (T 1 *1
~log B(P, € IT') < ——D(Pxa 4] [P*") = D[ Px),

escribiendo la desigualdad anterior con la notacion de (3.30) se tiene

1. o 1 \
~log B(Pxn € I') < == D(Pyayp, eqy||P™") = D(LL]| Px) (3.37)

que es la identidad (3.16) que se queria demostrar. Para terminar la demos-
tracion del teorema observemos que de (3.37) se sigue que

1 .
~logP(Pxn» € II') < —D(II||Px) Vn €N,
n
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es decir,

1 N
lim sup — log P(Px» € II') < —D(II||Py).
n

n—oo

Ademas, la hipotesis (3.17) nos da lo siguiente:

D(IT'||Px) < D(int,II'|| Px) = D(II|| Px) < D(I'|| Px),

ya que int, II' C II' y II' C I, por lo tanto D(II||Px) = D(I'||Px) y asi se
tiene que

1 N
lim sup — log P(Px» € I') < —D(II'|| Px). (3.38)
n

n—oo
Ademas, D(II'||Px) = D(int,II'|| Px), luego por el Lema 3.2.1 se tiene
que

1 .
h’rginf ~logP(P, € ') > —D(IT'|| Px). (3.39)
n—oo n
Observemos que (3.38) y (3.39) nos dan que IT' tiene la propiedad de

Sanov. En efecto, como P < P entonces se sigue que

1 R 1 _ .
—D(IT'||Px) < h’rginf ~logP(Px» € II') < liminf — log P(Pxn~ € II')
n—oo N n

n—o0

1 _ .
< limsup — log P(Px» € I') < —D(IT'|| Px),

n—oo TN
ie.,
; 1 (D ! !
lim —logP(PXn S H) = —D(H ||PX).
n—oo N
También

1 A 1 .
—D(IT'||Px) < liminf — log P(Px~» € II') < limsup — log P(Px» € IT')
n—oo M n

n—oo

1 — A
< limsup — log P(Px~» € II') < —D(II'|| Px),

n—oo M

ie.,

1 .
lim —logP(Px» € II') = —D(II'|| Px).

n—oo N

Ahora, por (3.15) se tiene que

1 A
lim sup — log B(Px» € IT) < —D(II|| Px), (3.40)
n

n—oo
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como IT" C II entonces int 1" C int, I, luego (de nuevo bajo la hipotesis
(3.17)) se tiene D(II||Px) < D(int.,II||Px) < D(int,II'||Px) = D(II|| Px),
i.e., D(int;,I1||Px) = D(II||Px), por lo cual gracias al Lema 3.2.1 se tiene
que

1 .
lim inf = log P(Px» € IT) > —D(II|| P). (3.41)
n—oo n

De manera andloga por (3.40) y (3.41) se obtiene que II tiene la pro-
piedad de Sanov. Por ultimo, bajo la misma hipotesis (3.17) se tiene que
(3.16) conlleva a la cuasiindependencia asintotica de las variables aleatorias
X1,..., X, bajo la condicion 15” € I’ con distribucién limite P* pues

1 _ 1
lim —logP(Px» € II') < lim ——D(Py
n

n—oo N n—00

npperr1P) — D] | Px),

pero como II’ tiene la propiedad de Sanov tenemos que

1 A
lim — log P(Pxn € IT') = —D(II|| Px)

n—oo N
por ende
lim —~D(P Py =0
e T Xn|Pn€H" =
o lo que es lo mismo
lim LD(P 1P*) = 0
nl—{?go n Xn|P,ell’ -

O

Este teorema es de gran importancia por varios factores, el primero es
que (3.15) nos proporciona la ya conocida cota del teorema de Sanov pero
no lo hace en el limite sino que acota dicha probabilidad para cada n. En
segundo lugar, observemos que la identidad (3.26) del Lema 3.2.3 con P} =
Phb=.=F,=PyQ=Q2=..=0Q, =@ nos da que

nD(P||Q) < D(P™||P") +nD(P||Q) = D(P™||P") + Y D(P||Q)
i=1

= D(PM]|Q").
Asi, .
D(P||Q) < ~D(F™]|Q").

Ahora, en esta desigualdad tomando P = PX\PneH” Q =Py P =

P y multiplicando por -1 obtenemos

Xn| P, eIl
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1
——D(Py Py < —D(P
n

X|]5n6H’HP*)'

n| P, el |

Esta tdltima desigualdad sumada con (3.16), es decir,

1 _ 1 .

- log P(Px» € ') < —D(II||Px) — ED(PXﬂPneH’HP "),
nos dan lo siguiente:

1 (D / 1 *N

- logP(Pxn € II') < —D(II||Px) — ED(PXW%EH'HP )

< —=D(||Px) = D(Pyp, el 1 P7),
esto es,
* 1 D/ 1
D(PX\PneH/HP ) < —ﬁlogP(PXn € IT') — D(11|| Py).

Con esto obtenemos una relacion entre la velocidad de convergencia del
teorema de Sanov y la velocidad de convergencia en informaciéon de la medida
de probabilidad PX| Bl hacia P* que es la I-proyecciéon generalizada de
la distribucién comun Px de las variables aleatorias { Xy, }nen. En tercer y
altimo lugar se ha establecido la cuasiindependecia asintotica de las variables
aleatorias bajo la condicién de que su medida empirica se encuentre en IT’
con la I-proyeccion generalizada de Px como distribucién limite. Es decir,
por un lado ya se sabia que la I-proyeccién generalizada esta intrinsecamente
relacionada con la propiedad de Sanov pues es con aquella que se alcanza el
infimo de las entropias relativas respecto a Q en el conjunto II. Por otro lado,
también se ha establecido una relacién directa entre la cuasiindependencia
asintotica de las variables aleatorias y la I-proyeccion generalizada.

3.3. Un teorema limite para un estadistico

En este tltimo capitulo mostaremos un dltimo teorema que es consecuen-
cia del Teorema 2.3.2 y del Teorema 3.2.1. Para ello es necesario enunciar y
demostrar un dltimo lema.

Lema 3.3.1. Sean F una familia de funciones reales y medibles sobre (S, BB)
y K = {K;}°, una sucesion de subconjuntos de S que cumplen las propie-
dades enunciadas en (2.13), esto es, K; € B, K; C K;+1 y cada f € F estd
acotada en K;, 1 = 1,2, .... Entonces los conjuntos de medidas de probabilidad
II(F|IK) y II'(F|K) son casi completamente convezos.

Prueba. Sea pv como en la Definicion 3.2.5, es decir, (£2,.A4, p) es un espacio
de probabilidad y v es un kernel de Markov de (€2, 4) a (S, B) tal que v(w, -) €
II(F|K;) para cada w € § y recordemos que
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p(B) = [ v, B) dulw), BeB
Como II(F|K) = U2, II(F|K;) debemos mostrar que II(F|K;) es com-
pletamente convexo para cada i pues
I(FIK) N Ay = | JT(FIK) N Ay C | JTI(F|K).
i=1 i=1

Para ello observemos que, definiendo v, = v(w, ), si f es medible y aco-
tada se tiene que

[ 169 dots /[/f dvals ]W, (3.4

cf. Lema 4.4.13 del apéndice. Como v(w,-) € II(F|K;) entonces

[ 19 aniz0 wen
por lo tanto de (3.42) se sigue que

/fmwzo

Ademas,

1) = [ vl K du) = [1 duteo) =1

por lo cual pv € II(F|K;), es decir, II(F|K;) es completamente convexo para
cada iy por lo tanto II(F|K) es casi completamente convexo. La prueba para
IT'(F|K) es analoga.

O

Observemos que gracias a este resultado hemos obtenido una clase muy
amplia de conjuntos completamente convexos que quedan determinados por
la familia de funciones F, a saber

[(F|K;) = {ﬂ/fdp>o feF, v P(K;) = }

wamgz{ﬂ/fdp>a fEfyFW@zﬂ},iszm
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Con ello también hemos obtenido una una clase muy amplia de conjuntos
casi completamente convexos, a saber II(F|K) y II'(F|K).

Recordemos a los conjuntos

H(}"):{PGA‘/f dP >0 fef}

n’(f):{PeA]/f AP >0 fef},

observemos que si las funciones f € F no son acotadas en S entonces II(F)
y II'(F) no son completamente convexos ya que en general [ f duv puede
no existir para cualquier kernel de Markov v. Por otro lado, notemos que si
existe una sucesion K = {K;};en tal que K; € B, K; C K;11, f es acotada
en cada K; para toda iy S = U;enK; entonces

I(F) = | I(FIK) = I(FIK) y '(F) = | JT'(FIK;) =T (FIK),
ieN ieN
por el Lema 3.3.1 se tiene que II(F) y IT'(F) son casi completamemte con-
vexos. Lo anterior nos muestra que18

cece - Cc.

Para terminar este capitulo mostraremos el siguiente resultado que es
una aplicacién de los teoremas 2.3.2 y 3.2.1 a un estadistico, esto es, una
funcién medible sobre un espacio vectorial. En este caso consideraremos un
espacio localmente convexo.

Teorema 3.3.1. Sean (V,C) un espacio medible en donde V es un espacio
localmente convexo, ¥ : (S,B) — (V,C) una funcion medible, Q la medida
de probabilidad generada por Px mediante ¥ (i.e., el push-forward de Px ) y
supongamos que @ es convexa-tensa. Sean C C V convexo tal que

int(C) N conv(sop(Q)) # 0,

D = sup
geVv’

inf Y(v) — log</eﬂdQ)]. (3.43)

veC

Entonces D < 00 y

1 1 &
lim —logP| =Y Y(X; =-D. 44
S, o8 (nZ ( >€C> (344

18¢f. Definicion 3.2.5 y el desarrollo posterior.
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Mds ain, si en (3.42) tenemos que el supremo es un mdximo, sean

Tlli W(s;) € C},
=1

9* € V! un funcional lineal con el cual se alcanza el mdximo en (3.43) y P*
definida mediante la densidad

An = {(81, ceny Sn)

3]1: (s) =ce” (YD s 8 yceR.
X

Entonces X1, ..., X, son asintdticamente cuasiindependientes bajo la con-

dicion

1 n
> (X)) ecC, (3.45)
i

con distribucion limite P*, es decir,

1
n

n—oo

En el caso en que A, no sea elemento de B™ entonces (3.44) se interpreta
como el hecho de que se cumple la igualdad para la probabilidad superior y

para la probabilidad inferior'®.

Demostracion. Por hipotesis tenemos que Q, el push-forward de Px bajo
U, es convexa-tensa?’ por lo cual existen K = {K;}22, (K; C V) conjuntos
medibles, convexos y compactos tales que K; C K11y

Q(QK) = Px <{s\\1/(s) € QK}) =1.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¥(s) € U2, K; para
toda s € S pues de lo contrario ¥(s) no estaria en el soporte y no nos pro-
porciona ninguna informacion. Sean II, I y II” los conjuntos de medidas de
probabilidad cuyo push-forward bajo ¥ pertenece a los conjuntos Iy (cd(C)),
IIH(C) y Hp(int(C)) respectivamente, cf. (2.34). Esto es,

I ={P e AP € Iy(cd(C))}, II' ={P e A|P €IIy(C)}

II” = {P € A|P € Iy(int(C))}.
Recordemos que
Io(cd(C)) = I(FIK), o(int(C)) = II'(F|K)

19¢f. Definicion 3.2.1.
20¢f, Definicién 2.3.3.
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y D(II(F|K)) = D(I'(FIK)) con F = {f|f =a(l =9), a>0 9 € C°}, es
decir, D(TTo(cd(C))]|Q) = D(o(int(C))|Q) (cf. (2.44)).

Por un lado, observemos que el Lema 2.2.3 nos proporciona que

D(I]| Px) = DIy (cd(C))||Q) = D(Io(int(C))||Q) = D(II"[| Px)

D(IT'[| Px) = D(Tp(C)||Q).

Por otro lado, podemos aplicar el Teorema 2.3.2 al conjunto C y a Q pues
éstos cumplen las hipotesis, luego (2.35) nos lleva a que

D(IIo(int(C))[|Q) < o0,

como D(ITy(cd(C))||Q) < D(II(C)||Q) < D(Iy(int(C))||Q) entonces

D(IIo(cd(C))]|Q) = D(Io(O)|Q) = D(Io(int(C))[|Q);

ie.,

D(I||Px) = D(IT'|| Px) = D(II"[| Px).
Por (2.36) se tiene que
D(Iy(int(C))[|Q) = 525,[32519(“) —log</eﬁdQ)],

por lo cual se sigue que
D = D(Ily(int(C))[|Q) = D(II"||Px) = D(IT'|| Px) = D(I|| Px).

Ademas, por (2.37) se tiene que P* la I-proyecciéon generalizada de @ en
IIH(C) y My(int(C)) (recordamos que es la misma por el Lema 2.2.2) esta
dada por la densidad

dﬁ* e (W)

aq = TemdQ

De nuevo por el Lema 2.2.3, especificamente por (2.10), se tiene que

D 9% (W
AP oy = 2 g(s)) = TN o)
dPx dQ [ e’ dQ
En donde P* es la I-proyeccion generalizada de Py en II, 9* € V' es con
el cual se alcanza el méximo para D y ¢ = feﬂ%dQ < 0.

sesS.

Ahora, observemos que el evento

{s = (S1,..,Sn)

:LG:qz(si) c c} (3.46)
=1
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es igual al evento {s|P,,, € II'}. En efecto, en primer lugar el push-forward
de P, bajo ¥ es

Pyn(E) = %Z Ly-1(g)(si) = %Z 1p(¥(si)),
=1 =1

luego ]f’sm(Kj) = 1 para alguna j ya que como ¥(s;) € UjenK; entonces
cada s; € Ky, tomamos a j = méax{myi,...,my} y asi ¥(s;) € K; para toda
i =1,...,n, de esta manera

Pyn(K;) = %Z 1, (W(s:)) = 1.
=1

Y en segundo lugar las afirmaciones

n

! S U(s)eC y E(Ps,n) eC

U
=1
son equivalentes.

Gracias a esta observacién se tiene que

1 1 & 1 .
lim logP(n;\P(Xi) € 0) = lim —logP(Pxn» € II'),
1=

si I tiene la propiedad de Sanov entonces

1 ~
lim —logP(Px» € Il') = —D(II'||Px) = —D.

n—oo n

Asi, obtenemos (3.42) y (3.44). Por lo que basta mostrar que II' posee
la propiedad de Sanov y que las variables X1, ..., X;, son asintoticamente
cuasiindependientes bajo la condicién Pxn € I con distribucion limite P*.
Observemos lo siguiente: suponiendo que II es casi completamente convexo
y 1" = int,, (II") se tiene que

D(I'[|Px) < D(intr,(II')|| Px) < D(intr (II")|| Px) = D(II"|| Px)

= D(I1||Px) = D(II'|| Px),

es decir, D(II||Px) = D(int,, (II')||Px). Aplicando el Teorema 3.2.1 a I y
IT" obtenemos el resultado buscado. Entonces basta mostrar que II es casi
completamente convexo y que II” = int, (I"), i.e., que 11" es abierto en la
topologia 7.

Primero mostramos que II es casi completamente convexo: Notemos que
como Ilp(cd(C)) = II(F|K) el Lema 3.3.1 implica que Ilp(cd(C)) es casi
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completamente convexo. Esto es, tenemos subconjuntos ﬁ1 C ﬁg C..C
Io(cd(C)) que son completamente convexos y Ilg(cd(C)) N Ay C U2, TI;; si
logramos mostrar que existen subconjuntos II; C IIs C ... C II completa-
mente convexos tales que II N Ay C U2, 1I; entonces habremos terminado.
Nuestros candidatos naturales son los conjuntos II; de medidas de probabi-
lidad cuyo push-forward bajo ¥ pertenece a II;, esto es,

I, = {P € A|P € II,}.

Observemos que II; C I1;41 pues si P € II; entonces P su push-forward
bajo U pertenece a II; C ﬁi+1, luego P € Il;41. Probemos que los conjuntos
I1;, i=1,2,... son completamente convexos: Sea v : (2, A) — (S, B) un kernel
de Markov con (£, A, p) un espacio de probabilidad tal que v(w, -) € II; para
cada w € €, entonces v(w,-) € II; que como es completamente convexo se
tiene que la medida de probablhdad definida por

) = [, 4) dulw), Aec,

pertenece a ﬁ, , v observemos que la medida de probabilidad definida por

puv(B) = /y(w,B) du(w), BeB

es, de hecho, la medida de probabilidad cuyo push-forward bajo ¥ es uv por
como se define v y uv, i.e.,

) = [, 4) () = [ vl ¥A) du) = ()

Por lo que en efecto II; es completamente convexo para cada i. Ahora, si
P € IINAy C II entonces tenemos por definicion de IT que Pel push-forward
bajo ¥ de P pertenece a II. Mas aun, pertenece a HﬂAf(V) En efecto, pues el
push-forward bajo ¥ de una medida de probabilidad atémica con un ntimero
finito de atomos sobre (S, B) es una medida de probabilidad atémica con un
ntimero finito de atomos sobre (V,C). Por lo tanto P € II N Ay C UZ 1H,,
es decir, Pell para algtn i y por lo tanto P € II;, esto es, P € U2, 1II;.
Entonces IIN Ay C U2 I1;, es decir, II es casi completamente convexo.

Para mostrar que ITI” es abierto en la topologia 7y primero observamos lo
siguiente: Sea

Uy, = {R|R es medida de probabilidad sobre (V,C) y R(K,) =1},

notemos que Uy, C Up41. Ahora, la funcién F : U,, — V definida mediante
R — E(R) es continua en la topologia débil-+ (topologia vaga) para toda n
(cf. Lema 4.3.2 del apéndice).
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Sea Py € II”, queremos mostrar que existe una vecindad de Py en la
topologia 79 que esté contenida en I1”, ie., Uy(Py, A,e) C II" para algtin
e > 0 y alguna particion, finita y medible A = (Ay, ..., A;,). Recordemos que

Up(Po, A, €) = {R||R(A;) — Py(Aj)| <€ y R(A;) =0 si Py(A;) =0}

Por la definicién de II” tenemos que Py, el push-forward de Py bajo U,
cumple que Py € Iy (int(C)), asi BE(Py) € int(C) y Py(K,) = 1 para algin n.
Como E(P,) € int(C) existe U una vecindad del 0 en V tal que E(By)+U C
int(C'). Entonces si logramos encontrar una € > 0 y una particion, finita y
medible A tal que para toda P € Uy(F, A, €) se tiene que E(P) € E(Py)+U
y ]B(Kn) = 1 entonces habremos terminado. Como la topologia vaga es mas
débil que la topologia 7 (cf. [26]) entonces E tambien es continua en U,, con
la topolgia 7, i.e., existe € > 0y A" = (A, ..., A},) una particion medible de
K, tal que para toda R € U(Py, A',¢) se tiene que E(R) € E(Py)+U, por lo
tanto basta mostrar que existen una € > 0 y A una particién medible de S tal
que para toda P € UO(PO, A, €) se tiene que PeU(Py, A e ) Consideremos
e=eyA= (A =V"YA),..., A, =V 1(A4), A1 = PTL(KE)), notemos
que A es particiéon medible de S. Afirmamos que Uy(Fp, A, €) es la vecindad
buscada. En efecto, sea P € Uy(Fy, A, €) y consideremos P su push-forward
bajo ¥ y observemos que PeU (]BO,A’ ,€') ya que, en primer lugar, como
Py(K,) = 1 entonces Py(K¢) = 0 y asi P(K¢) = 0y por lo tanto P € U,,.
En segundo lugar, se tiene que

|P(A)) — Py(AD)| = |P(4;) — Po(A)| <e=¢€ i=1,..,n

Por lo que efectivamente P € U(Fy, A’,€). Con lo cual damos por con-
cluida la demostracion.
O

Notemos que el Teorema 3.3.1 no es mas que una consecuencia de los
teoremas 2.3.2 y 3.2.1. En efecto, la demostraciéon del resultado se logro al
aplicar los dos teoremas anteriores a los conjuntos II, II' y II” generados por
la funcién medible W. Observemos que una de las claves para probar este teo-
rema, asi como se hizo en el Teorema 2.3.2, es la igualdad IIp(C) = II(F|K)
y Iy(int(C)) = II'(F|K) lo cual fue posible gracias al teorema bipolar del
analisis funcional. El Teorema 3.3.1 es un teorema que establece una gran
desviacion para la sucesion de variables aleatorias {W(X,,)}nen independien-
tes con distribucién comin Q, con ¥ un estadistico y C un conjunto convexo
que interseca al soporte de Q. Mas aun, se establece la cuasiindependen-
cia asintotica de las variables aleatorias { X, }nen bajo la condicion de que
el promedio bajo ¥ se encuentre en C con distibucién limite dada por la
I-proyeccion generalizada de su distribucién comin Px en donde aquella
queda caracterizada por su derivada de Radon-Nikodym respecto a Px y
esta derivada pertenece a una familia de funciones exponenciales.



Capitulo 4
Apéndice

Este apartado esté dividido en 4 secciones: en la primera probamos los
hechos que se fueron utilizando a lo largo de los capitulos anteriores y que
por cuestiones practicas y estéticas no se mencioné prueba alguna en aquellos
momentos. En la segunda, tercera y cuarta seccién encontramos todo lo
referente a topologia, anélisis real y analisis funcional, y teoria de la medida
respectivamente.

4.1. Algunos resultados ttiles

4.1.1. Modos de convergencia

Empezaremos enunciando los distintos modos de convergencia que exis-
ten en teoria de la medida y teoria de probabilidad. No pretendemos dar
todos los tipos de convergencia s6lo enunciaremos los que son utilizados en
este trabajo. Para un desarrollo completo y sus respectivas implicaciones
pueden consultarse [18] y [16].

Definicion 4.1.1. Sean (S, B, u) un espacio de medida y { fn}nen una su-
cesion de funciones tales que f, : S — R y cada f, es medible. Se dice
que:

i) {fn}nen converge casi donde sea a una funcion real y medible f si existe
N un conjunto medible tal que p(N) =0y

lim fn(s) = f(s) si seS\N.

n—oo

ii) { fn}nen converge en medida a una funcion real y medible f si

Jim pi({s € S]1fu(9) = £(5)] = }) =0 Ve >0.

A este tipo de convergencia se le suele denotar de la siguiente manera:

fo 5 f.

147
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iii) { fn}nen converge casi uniformemente a una funcion real y medible
f st para todo 6 > 0 existe B € B tal que u(B) < § y {fn}tnen converge
uniformemente a f en S\ B. A este tipo de convergencia se le suele denotar
de la siquiente manera: fp, ——s f.

Poraltimo st 1 <p< ooy fn € Lp(,u)1 para toda n entonces se dice que:
i) { fn}nen converge en media p a una funcion real y medible f si

dim || £, — fll, =0.

A este tipo de convergencia se le suele denotar de la siguiente manera:

o2 f

Observacion. A wveces se realizan afirmaciones considerando a la medida
W, es decir, que algo sucede salvo en un conjunto de medida cero relativo a
w. En este caso se dice que algo sucede relativo a p y se denota mediante
[i]. Por ejemplo, la convergencia casi donde sea es la convergencia puntual
salvo en un conjunto de medida cero relativo a . Asi se suele denotar la
convergencia en i) de la siguiente manera: fp, — f [p].

Observacion. Cuando p es una medida de probabilidad o la convergencia
en i) se le suele llamar convergencia casi sequra y a veces se abrevia c.s.; a
la convergencia en ii) se le suele llamar convergencia en probabilidad y a la
convergencia en 1) se le suele llamar de la misma manera, i.e., convergencia
en media.

Ahora, si consideramos una sucesion de variables aleatorias reales { X, } nen
y consideramos sus funciones de distribucion { F}, },en. Se dice que la sucesion
de variables aleatorias converge en distribuciéon a X si

para toda x € R en la cual F es continua. Todos los demés tipos de conver-
gencia implican este tltimo.

Proseguimos con algunos resultados utilizados a lo largo de este trabajo.

Lema 4.1.1. Sea X una wvariable aleatoria que toma wvalores en R y con
funcién generadora de momentos ¢(t) = E(e!X). Sea A = {t|p(t) < 0o} y
supongamos que int(A) es no vacio, entonces ¢ es infinitamente diferenciable
en int(A), X*e!X es integrable para cada t € int(A) y

oW (1) = E(X*eX) Vi e int(A).

Lef. el desarrollo anterior al Teorema 4.3.2.
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Prueba. Como int(A) # () entonces podemos tomar ty € int(A) y sea € > 0
tal que tg + 2¢,t9 — 2e € A. Sean {t, },en tales que t,, converge a ty cuando
n tiende a infinito y |t, — to| < € para toda n. Observemos que para cada n

se tiene que

Pltn) = plto) _ E(e) ~B() _ g

tn - tO tn - tO
en donde
etnX _ etoX
Y, =
to — tn

Observemos que si n tiende a infinito

d
Y, — %etX = XetoX,

t=to

Definimos Y = Xe!0X. Ahora, por el teorema del valor medio se tiene

que
etnX _ 6tO_XV — (t’n, _ tO)XeXt*

para algtn t* entre ¢, y to, claramente este punto depende de n y del w en
que evaluamos, i.e., X (w). Luego,

thn X _ toX

|Yn’ e % — |X|€Xt* S ’X‘(eX(tO_E) + eX(to—Fe)).
0~ in

Notemos que

1 1 el X2 SIXP
| X|=—€¢|X| < —{1+¢€¢X]|+ |X] + X +..)
€ € 2! 3!

es la serie de Taylor de la funcién exponencial. Asi,
1 1
‘X’ < 766|X| < <e—eX +€€X>,
€ €

por lo tanto se tiene que

<66X + €€X> (e(toe)X + e(t0+€)X>

_ 1 (6@0—26))( + 9ehoX 4 e(to+26)x>7

Y| <

a | =

€

esta ultima variable aleatoria la definimos como Z. Y observamos que
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1
= ;90(750 — 2¢€) + 2¢(to) + p(to + 2¢) < oo.

E(Z)

Por lo tanto construimos una variables aleatoria Z tal que E(Z) < oo

y |Yn| < Z para toda n. Luego, por el teorema de convergencia dominada

de Lebesgue, se tiene que Y, y Y son integrables y ademas E(Y,,) — E(Y).

Esto es XeX es integrable y ¢'(tg) = E(XeX) para toda ty € int(A).

Considerando a la variables aleatoria X’ = Xe'X con el mismo argumento

se obtiene que X?2e'X es integrable y ¢”(tg) = E(X2eX) para toda tq €
int(A). Iterando el argumento se obtiene el resultado deseado.

O

Teorema 4.1.1. (Desigualdad de Markov-Chebyshev). Sea X una variable

; ; ; E(X)
aleatoria real y no negativa y a > 0 entonces se tiene que P(X > a) < -

Demostracion.

E(X) :/Rx dF(x):/Oaa: dF(x)+/aoox dF(z) z/aoox dF(z)

z/aooa dF (z) :a/:odF(x) — aP(X > a).
O

Lema 4.1.2. Sea M (') = {v|v es medida de probabilidad sobre (I',B)}
con |T'| < Vg. Entonces

1) Si || = n se tiene que

My (D) = {x = (21,...,n) € R™

n
anzl y xs>0 Vs:l,...,n}
s=1

(4.1)
2) Si |T| =Wy se tiene que

M(T) = {x = (1, ..., Tn, ...) € R®| an =1y 23>0 Vs} (4.2)
s=1

Prueba. Primero observamos que como |[I'| < Ry entonces I' = {1, ..., 7}
para algin n € N o I' = {~1,72,...} y asi para cualquier B C T" tal que
B € B se ve de la siguiente forma: B = Ugea{vs} con A ={1,...,n} o bien
A = {1,2,...}, observamos que dicha unién es ajena pues cada elemento es
un singulete distinto. Asi si p € M;(I") entonces

:U’(B) = M(U 75) = ZM(’YS)

s€A sEA
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por lo que la medida de probabilidad i queda tinicamente determinada por
los valores p(7ys) por lo que para cada v € M;(I") definimos v(ys) = vs €
R U{0}. Ahora, si |[I'| = n sea

v M(T) — {az = (z1,...,xy) €R" Za:s =1lyxs>0 Vs= 1,...,n}
s=1

definida por
v(v)

I
—~
N

iy
s
~

Si |T'| = Rg sea
o0

U: M) — {a: = (21, ..y Ty, ...) € Rm}ZxS =1y x>0 Vs}
s=1

definida por

U(v) = (vs)sZs-
U es biyectiva: Si tomamos dos medidas de probabiliad v, u € M;(I")
)

tales que v # pu, i.e, v(ys) # u(ys) para algina s entonces U(v) # W(u)
pues vs # s, en ambos casos. Si tomamos

n
anzl y rs >0 Vs—l,...,n}
s=1

x € {x = (21, ...,xn) ER"

o
T € {:c = (X1, .0y Ty, ...) € R‘X’)sz =1y xzs>0 Vs}
s=1

entonces v € My (I") definida como v(vs) = x4 es tal que ¥(v) = z, en ambos
casos.

O]

Teorema 4.1.2. (Glivenko-Cantelli). Sean { Xy, }nen variables aleatorias in-
dependientes e idénticamente distribuidas con funcion de distribucion F. Re-
cordamos la notacion L,(-) = L(X",-). Entonces

lim d(L,,F) =0 casi sequramente.
n—oo

Demostracion. [33], pag. 266. O
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4.1.2. Ordenes de crecimiento

Definiciéon 4.1.2. Se dice que una funcion g : R — R es O(f(z)) pronun-
citado “o grande de f” si existen M € R y ng € N tales que para toda x > ng
se tiene que |g(z)| < M|f(x)].

Lema 4.1.3. Sea k € K,, entonces y ._, (_O(logks)> 4 Qllogn) O(loﬁ)

n n n

Prueba. Primero observamos que por defincién tenemos lo siguiente:

|O(log ks)| < Mlogks con My € R para toda s € {1,...,r}, también
|O(logn)| < Mjlogn para algin M; € R entonces ]%\ < Melogky y
]@] < M 1ogn. Ademas, como 3!, ks = n entonces ks < n para toda
s=1,...,7. Asi, log ks <logn para toda s =1, ...,7. Por lo tanto

i<—0<1§g ks>> N O(IZgn)

"L /10(log ks O(logn
SZ(I (log )I)+| (logn)|

n n

s=1

T

<Z %lo k —i—%lo n<l i(M logn) + M logn
= n g Rs " g =4 5108 110g

s=1 s=1

T 1 1 T
- [(ZM) +M1] 08T _ 28 on M = (ZM) + M.
n n

s=1

Lema 4.1.4. [K,|= (""" y ("I"[H=0m"Y).

Prueba. Para la primera afirmaciéon notemos que K, consiste de vectores
que cumplen

Z:):i =n. (4.3)

Primero mostraremos que hay (jfj) vectores con r entradas enteras po-
sitivas que cumplen con (4.3); para ello consideremos n objetos (digamos
unos) acomodados consecutivamente en un rengléon y nos fijamos en los n— 1
espacios que hay entre ellos entonces observamos que cualquier elecciéon de
r — 1 espacios entre los unos de los n—1 que hay en total (definiendo x; como
el namero de unos que hay entre el espacio i —1 y el espacio i, ¢ € {2,...r—1};
1 es el nimero de unos que hay antes del primer espacio elegido y x, es
el namero de unos que hay después del dltimo espacio elegido es decir del

r — 1 espacio) nos da una solucién para (4.3). Por ejemplo si tenemos r = 4
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y n = 10 entonces nuestro arreglo de unos y espacios entre los unos queda
de la siguiente manera:

4
1,111,111 = 2y =2, 23=3, a3=1 y a4=4 Y z; =10,
=1

Por otro lado, si tenemos una solucion (z1, ..., z,) a (4.3) entonces es claro
que podemos encontrar una eleccién de r — 1 espacios entre los unos que nos
de como resultado dicho vector con x; como se defini6 arriba. Con lo anterior
mostramos que existe una correspondencia biunivoca entre las soluciones a
(4.3) y todas las posibles elecciones diferentes de r — 1 espacios entre los unos
del total de n — 1 espacios entre los unos. Es decir, el nimero de vectores

con entradas enteras positivas que cumplen (4.3) es (7;:})

Ahora, para encontrar el ntmero de vectores con entradas enteras no
negativas observamos que la cantidad de soluciones enteras no negativas a
(4.3) es exactamente la misma cantidad de soluciones enteras positivas a la
ecuacion ., y; = n+r mediante la transformacion y; — z;+1,7 € 1,...,7;

por lo anterior tenemos que dicha cantidad es (”jﬁ;l)

Para mostrar la segunda afirmacién del lema observemos que

_ .1
n+r—1 (n+r—10)" [[Zin+r—i 3 4
= = — < = r .
< r—1 ) n!(r—1)! (r—1)! _i[[ln—i_r (n+7)

Es claro que existen M, € Ry ng € N tales que |(n+7)" "t = (n+r)" !
Mn™1 para toda n > ny.

LIIA

Lema 4.1.5. O(f(n)) + O(f(n)) = O(f(n)).

Prueba. Por definicion de O existen My, Ma, ny y ng tales que |O(f(n))| <
M, f(n) paratodan > n; y |O(f(n))] < Maf(n) para todan > ng. Seang =
méx{ni, na} y M = My + My entonces [0(f(n)) + O(f(n))] < [0(/(n)] +
|O(f(n))| < Mif(n)+ Maf(n) = M f(n) para toda n > ny.

O

Lema 4.1.6. Seanr > 1 y M € R fijo entonces %logM + 7’%llogn =
O(logn)'

n

Prueba. Como M es fijoy % tiende a cero cuando n tiende infinito entonces se
logn
pp

tiene que existe L € R y ng € N tal que para toda n > ng ]% log M| < L
Por lo tanto 1 log M = O(loeny,

n

Por otro lado “=tlogn = (r — 1)losn O(k’%). Asi, se tiene que

_ O(log n> +O<logn>
n n

r r—1
logn
n

-1
logn
n

1
—log M +
n

1
< 'logM’+‘
n
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_ O(logn).
n

La ultima igualdad se sigue del Lema 4.1.5.

O

Dada por concluida esta subseccién continuamos con otros resultados uti-
lizados para probar algunas propiedades de la entropia relativa en la seccién
1.5 del primer capitulo.

Lema 4.1.7. El supremo de funciones semicontinuas inferiormente es una
funcion semicomtinua inferiormente. Es decir, si consideramos el siguiente
conjunto:

{filft :R = R es una funcion semicontinua inferiormente, t € R}

entonces

sup{ f}

teR

es una funcion semicontinua inferiormente.

Prueba. Recordemos que una funcién f es semicontinua inferiormente si dado
x € RyreRtal que r < f(x) entonces existe una vecindad U de x tal que
r < f(y) para toda y € U. Sea f(x) := sup;cp{fi(2)}, v € R. Sea z € R
tenemos que para cualquier r tal que r < f(x) como f es el supremo entonces
debe existir algin tg € R tal que r < fi,(z) y como cada f; es semicontinua
inferiormente entonces existe una vecindad U de x tal que r < fy,(y) Vy € U,
asi tenemos que r < f;,(y) < f(y) para toda y € U ya que f es el supremo.
Y por lo tanto r < f(y) para toda y € U con U vecindad de x, es decir, f es
semicontinua inferiormente. O

Lema 4.1.8. El supremo de funciones convezxas es una funcidn convezra. Es
decir, st consideramos el conjunto

{9t|gt : R = R es una funcion convezxa, t € R}
entonces

sup{g: }
teR

es una funcion convexa.

Prueba. Sea g = sup,cr{g:} entonces tenemos que si A € [0, 1]
ge((1 = A)z 4+ Aw) < (1= A)gi(2) + Age(w) < (1= XN)g(z) + Ag(w) V.

Es decir,

ge((L =Nz + Aw) < (1= N)g(2) + Ag(w) Vt
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como es para toda t € R entonces podemos tomar el supremo de ambos lados
de la desigualdad y como g ya no depende de t obtenemos

g((1 = A)z + Aw) < (1 = A)g(2) + Ag(w)
y por lo tanto g es convexa. O

Lema 4.1.9. (Desigualdad suma-logaritmo). Para nimeros reales no nega-
tivos ay, ..., a, by, ..., bi se tiene la siguiente desigualdad

Prueba. Sean a = 2?21 ajyb= Z?Zl b; y consideremos la funcion f(z) =
xlogx que claramente es convexa, y observemos que % > 0 para toda j y

kb
>_j—1 % = 1, entonces

Zajlog< ) ibf(Zj):b nbbf

J=1

O]

Lema 4.1.10. Sean Ay, ..., A, tales que 0 < A\; para toda i = 1,...n y
Yoy Ai =1. Sean Py, ..., P, medidas de probabilidad sobre un espacio medi-
ble (S, B). Entonces

n

i=1

Prueba. [32], Lema 7. O

Lema 4.1.11. F :{g\g(x) = Zle Gifiz), filz) =x y ¢ > 0} es un

cono convexo.

Prueba. Sean {A}]_; reales no negativos y {g;}}_; C F

n n k n k kK n k
DVIEED SO DELTEED P DRSS 9 VR o/t
7j=1 7j=1 =1 7=1 =1 =1

i=1 j=1
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k
=1

con fy; = 2?21 )‘ij > 0.
O

Lema 4.1.12. Sean {an}nen ¥ {bn}nen sucesiones de nimeros reales tales
que

lim ap-bp,=2 y limb,=y#0
n—oo n—oo

entonces se tiene que {an}nen converge.

Prueba. Como y # 0 esto quiere decir que existe N tal que para toda n > N
by, # 0, consideremos n > N

; . apby limy, o0 anby x
lim a, = lim = — = —.
n—00 n—00 bn hmn_mo bn y

O

Lema 4.1.13. Sean A y B dos eventos de un espacio de probabilidad (S, B, P).
Si P(B) =1 entonces P(AN B) = P(A).

Prueba. Observemos que podemos suponer que P(A) > 0 pues en caso con-
trario se tiene que P(AN B) < P(A) = 0 y se sigue el resultado.

Caso 1: AN B = ) entonces P(AN B) = 0, como P(A) > 0 entonces
P(AUB) = P(A) + P(B) = P(A)+1 > 1 lo cual contradice que P sea
medida de probabilidad, por lo que tenemos que este caso no puede suceder.

Caso 2: Si AN B # () entonces P(A N B) > 0 si suponemos lo contrario,
i.e., que P(ANB) # P(A) entonces P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANB) =
P(A)+1—-P(ANB).

Subcaso 2.1: Si P(AN B) < P(A) entonces P(AU B) > 1 lo cual es una
contradiccion.

Subcaso 2.2: Si P(A) < P(AN B) entonces P(B) < P(ANB) <1lo
cual, de nuevo, es una contradiccién. O

Definicién 4.1.3. Dado un conjunto S y una particion A = {A;|j € J} de
S, se dice que B = {By|i € I} refina a A o simplemente B es un refinamiento
de A si:

(1) B es una particion de S.

(2) B; C Aj para algin j € J y para cada i € 1.
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Observacion. Si B es un refinamiento de A y C es un refinamiento de B
entonces C es un refinamiento de A.

Lema 4.1.14. Sea S un conjunto y {A™}" _, una coleccion finita de par-
ticiones finitas. Entonces siempre existe A una particion de S que refina a
cada A™.

Prueba. La prueba es por induccién sobre la cantidad de particiones que se
tienen.

(i) Base inductiva: Sea n—=2, por lo que {A!, A%} es nuestra coleccion de
particiones de S, en donde A' = (A}, ..., A})y A% = (43,...,A?) con k,l € N.

Consideremos a la particion
_ 1Al 21 41 2 . .
A={ANAJANAT#0, i=1,...k j=1,..,1}

Notemos que A} N A? = () para toda i y para toda j no puede suceder
pues lo anterior implicarfa que A} = () para algiin i o A? = () para algin j lo
cual, en ambos casos, es una contradiccion. Ademés, es facil ver que es una
particién pues en primer lugar se tiene que

Uil n 43 = s,
i,J
la contencion U; j[Al N AJZ] C S es clara, la contencién S C U; ;[Al N AJQ] se
tiene pues si s € S entonces s € Al y s € A? para alguna i y alguna j. En
segundo lugar, es claro que [Al N A?] N[ALN AZ%] =0coni#roj#p.
Afirmamos que A es la particion buscada. En efecto, ya que Az-1 ﬂA? C A%
y Ai1 N AJZ- C A? para toda i y toda j.
(ii) Hipotesis de induccion: Supongamos que es valido para una cantidad
q de particiones.

(iii) Paso inductivo: Verifiquemos que entonces es valido para q+1 parti-
ciones. Sea {Am}grf:ll una colecciéon de particiones finitas de S. Por hipdtesis
de induccién tenemos que para {Am}fn:1 existe una particion A’ que refina
a cada A™, m =1, ..., q; consideremos las dos particiones A’ y A%t! por la
base inductiva tenemos que existe A un refinamiento de A’ y de A9t!, luego
A al ser refinamiento de un refinamiento de cada A™, m = 1, ..., q es refina-
miento de A™ para cada m = 1, ..., ¢ y es un refinamiento de A%+ por lo que
efectivamente existe una particion A que refina a cada A™, m=1,...,q+ 1.

O

Lema 4.1.15. Sea (S, B) un espacio medible. Sea B € B y consideremos a

la medida de probabilidad definida mediante Pg(FE) = nggj)g) con E € B.

Ahora, si B ¢ B consideremos a la medida exterior

P(B) =inf{P(C)|[BCC y C € B}.
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Entonces O = {F = EN B|E € B}, la familia de subconjuntos de B,
es una o-dlgebra de subconjunto de B y (B,O,P’) con P'(F) = P%E(gj)g)
F = FENB es un espacio de probabilidad.

Prueba. Veamos primero que O es una o-algebra de subconjunto de B:

(i) Usualmente se demuestra que si ' € O entonces F° € O, en este
caso utilizaremos la definicion de [18], i.e., demostaremos que si Fj, Fh € O
entonces F1 \ Fr € O: 1\ Fo, = FE1NB\EaNB=FE NBN[E;NB|¢ =
E\NBN[ESUB®] = [EyNBNES|U[E1NBNB¢] = E;NBNESUD = E1\ E2NB.
Como FEj \ E2 € B entonces F; \ F; € O.

(ii) Dada {E; N B}, entonces U, E; N B = [U°, E;] N B y de nuevo
como U2, E; € B entonces se sigue que U2 E; N B € B.

(iii) Claramente B € O pues B= BN S.

Dicho esto consideremos la medida probabilidad P’ sobre (B, O) definida

como P'(F) = nggf) = Pg(E) con F = EN B. P'(F) es medida de
probabilidad. En efecto, 0 < P'(F) < 1 por como estd definida, claramente
P'(A") =1y P'(0) = 0 por lo mismo. Por tultimo, la o-aditividad se obtiene

gracias a lo siguiente:

Sea { F;}5°, una sucesion de elementos de O ajenos dos a dos. Observemos
que esta sucesion nos genera una sucesion de conjutos { E;}2°,. Ahora, como
B € Oy cada E; es P-medible entonces por el Teorema B de [21] (pag. 46)
se tiene que

P(OEZQB> :ip(EiﬂB),
=1 =1

lo que nos da que P’ es o-aditiva.

Observemos que esta medida de probabilidad es tnica pues si existe P|
que cumple que P{(F) = Pp(F) entonces P{ = P’
O]

4.2. Topologia

Una de los resultados de gran relevancia utilizados en la demostracion
del Teorema 3.1.1 es el hecho de que el producto arbitrario de conjuntos
compactos es de nuevo un conjunto compacto en la topologia producto, co-
nocido como el teorema de Tychonoff. Ademas, se hizo un uso extensivo de
las propiedades de la topologia producto por lo cual presentamos una ligera
introduccion a estos conceptos y resultados los cuales son tomados de [27].

Sea {(Xj, ;) }icr una familia de espacios topologicos indexados a un con-
junto arbitario I. Consideremos su producto
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[[x-

i€l
Sea m; : [[;e; Xi — Xj definida por 7;((xi)icr) = zj, la proyeccion
asociada al indice j.

Definiciéon 4.2.1. Sea ®; = {Trj_l(Uj)|Uj es abierto en X;} y consideremos
la union de estos conjuntos, es decir,

o= o,

jeI

La topologia T generada por la subbase ® se conoce como la topologia

producto y a
(H Xu%)
el

se le conoce como espacio producto.

Observacion. La topologia producto te en [[,.; X; tiene como base a todos
los conjuntos de la forma [[,c; U;, en donde U; es abierto en X; para cada
1 € I y ademds U; = X; excepto por un numero finito de i’s.

Recordemos que el producto [[;.; X, con (X, 7) un espacio topologico,
también puede ser visto como el conjunto de todas las funciones de I en X,
es decir,

HX = X" ={f|f:T— X es funcion}.
el
Ahora, para cada z € X tenemos la proyeccion 7w, : YX — X definida
por m,(f) = f(z). De este modo podemos dar una subbase explicita para
este caso.

Definicion 4.2.2. Sean Y un conjunto y X un espacio topolégico. Dado
cualquier y € Y y U C X un abierto, entonces definimos

W(y,U)={f e X |f(y) €U}

El conjunto W = {W(y,U)ly €Y y U CY es abierto} forma una subbase
para la topologia producto en [[;c; X.

Es claro que W = ® en este caso ya que paratodoy € Y y U C X
abierto se tiene que 7Ty_1(U) ={fe XY |f(y) eU} =W(y,U).

Lema 4.2.1. (Propiedades de la topologia producto). Consideremos de nuevo
un conjunto arbitrario Y, un espacio topolégico X y para cada y € Y la
proyeccion m,. Entonces
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(1) Cada my, es continua en la topologia producto.

(2) La topologia producto es la topologia mds débil o gruesa en la cual
todas las funciones m, son continuas.

Prueba. La primera afirmacién es muy sencilla de probar pues como se ob-
serv hace unos instantes 7, HU) = W(y,U), es decir, los elementos de la
subbase (que son abiertos) son preimégenes de abiertos, por lo que 7, es
continua para cada y € Y. Para la segunda afirmacion supongamos que exis-
te 7 una topologia en XY que hace continuas a todas las proyecciones Ty,
debemos mostrar que 7¢ C 7. En efecto, damos un elemento bésico V € 74

entonces V es interseccion finita de elementos subbésicos, es decir,

n
V=W0)=\x," )
i=1 i=1
en donde U C Y es abierto. Como 7, es continua respecto a 7 entonces
my(U) es abierto y ya que interseccion finita de abiertos es abierto entonces
V es un abierto en 7, como era un elemento bésico tenemos entonces que

T C T.
]

Teorema 4.2.1. La convergencia en la topologia producto estd dada por la
convergencia puntual. Es decir, sean {f,}n C XY y f € XY . Entonces f,
converge a f en la topologia producto si y solo si f, converge puntualmente

af.

Demostracion. Sea { fn}n tal que f,, converge a f en la topologia producto,
si U es una vecindad de f(y) entonces W (y,U) es una vecindad de f en XY
de esta manera f, € W(y,U) para toda n excepto por un numero finito de
ellas y asi f,(y) € U para toda n excepto por un nimero finito de ellas,
es decir, f,,(y) converge a f(x). El regreso es completamente analogo: si fj,
converge puntualmente a f y W(y,U) es una vecindad de f en XY entonces
U es vecindad de f(y) en X, luego f,(y) € U para toda n excepto por un
ndmero finito de ellas, de esta forma f, € W(y, U) para un ntmero finito de
ellas, es decir, f, converge a f en la topologfa producto.

O

Teorema 4.2.2. (Tychonoff). El producto arbitrario de conjuntos compactos
es un espacio compacto en la topologia producto. Es decir, st X; es compacto
para cada © € I entonces

1%
el

es compacto.

Demostracion. [27|, pag. 234. O
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Lema 4.2.2. El producto de espacios Hausdorff es un espacio Haudorff. Es
decir, si X; es Hausdorff para cada i € I entonces [[;c; X; es Haudorff.

Prueba. Sean x = (x;); y y = (:)i elementos de [[,.; X; tales que x # y,
luego existe al menos un indice, digamos j, para el cual xz; # y;. Ahora,
como X; es Haudorfl para cada i € I entonces tenemos que para este indice
j existen U;,V; C X, abiertos tales que z; € Uj, y; € V; y U; NV, = 0.
Consideremos U = [[;c; Ui y V = [Lic; Vi con U; = X; y V; = X; excepto
para el indice j, luego U y V son abiertos en [[,.; X; talesquex € U,y € V
y ademas U NV = 0, por lo tanto [],.; X; es Hausdorff.

O

Lema 4.2.3. La interseccion arbitraria de espacios compactos es un espacio
compacto. Es decir, sea X un espacio Hausdorff, si {X;}icr es una coleccion
de subespacios de X en donde cada X; es compacto entonces

Nx

el

es compacto.

Prueba. Recordemos que dado X un espacio topologico Hausdorff y A, B C
X tales que B C A, A es compacto y B cerrado entonces B es compacto. Por
lo anterior basta probar que N;c7X; es cerrado ya que N7 X; C X; v X es
compacto. Claramente N;c; X; es cerrado ya que es interseccion arbitraria de
cerrados pues cada X; es cerrado al ser compacto.

O

Observacion. Es importante notar que la hipdtesis de que X sea Hausdorff
es necesaria pues que todo subconjunto compacto sea cerrado requiere la pro-
piedad de ser Hausdorff.

Lema 4.2.4. Un conjunto C es compacto si y sélo si toda coleccion de con-
guntos cerrados {C;}icr, con C; C C para cada i, que tiene la propiedad de
interseccion finita tiene interseccion no vacia, i.e.,

(Ci #0.

i€l
Prueba. 27|, pag. 169. O

Definicion 4.2.3. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Para'Y C X se define
la topologia relativa o topologia de subespacio en Y como

v ={UNY|U € 7}.
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4.3. Analisis real y Analisis funcional

Como pudimos notar muchos resultados del analisis (real y funcional) fue-
ron esenciales durante el desarrollo de los capitulos anteriores, notablemente,
el teorema de Hahn-Banach y el teorema de Banach-Alaoglu. Es por ello que
ahora desarrollamos de manera breve un poco esta teoria. Comenzamos con
el anélisis de los hiperplanos.

Consideremos un espacio vectorial real X y una variedad lineal en X, es
decir, un conjunto de la forma {z + Y} donde 2 € X esta fijo y Y es un
subespacio lineal de X.

Definicién 4.3.1. Una variedad lineal tal que Y es subespacio propio maxi-
mal? de X se conoce como hiperplano y lo denotaremos como H.

Observemos que dado un hiperplano H éste queda determinado por algtin
funcional lineal y un real, es decir, para cada hiperplano H existe ¢y un
funcional lineal y Ay € R tal que H = ¢,/ (\y) = {z € X|¢u(z) = An}.
En efecto, notemos que H puede o no ser subespacio vectorial de X, si H no
es subespacio vectorial de X entonces en primer lugar = ¢ Y pues Y si es
subespacio vectorial y en segundo lugar

span(Y U{z}) = {oyr + Byaly1,y2 € Y U{a} y o, fER} = X
ya que Y es subespacio vectorial maximal, es decir, si suponemos que
span(Y U{z}) # X

se tiene que span(Y U {z}) es un subespacio vectorial de X que contiene
a Y y es distinto de X, de este modo Y no es maximal, lo cual es una
contradiccion. Ademas span(Y U {z}) = {y + \z|y € Y, X € R}, de esta
forma definimos ¢ : X — R como ¢(y + Ax) = A claramente ¢ es lineal y
ademas ¢ 1(1) = {zx+yly € Y} =Y + 2 = H y tenemos el hiperplano.
Ahora, si H es un subespacio vectorial de X tenemos que H = Y y asi
tomamos cualquier x € X tal que x ¢ Y y por el mismo argumento de nuevo
se tiene que span(Y U{x}) = X y definimos ¢ de la misma manera, en este
caso ¢~ 1(0) =Y = H y de nuevo tenemos a nuestro hiperplano.

Para facilitar la notacién utilizaremos H = ¢~1()).

Observacion. En el caso en que X sea un espacio vectorial de dimension n
entonces cualquier hiperplano H en X tiene dimension n — 1.

Definicién 4.3.2. Dado un hiperplano H = ¢~1()\) definimos las compo-
nentes inducidas por H como los subconjuntos de X {x € X|p(z) < A} y
{z € X|o(z) > A}. Si las desigualdades son estrictas entonces las llamamos
componentes abiertas.

2Y es subespacio propio maximal de X si el tnico subespacio de X que contiene pro-
piamente a Y es X mismo.
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Definicion 4.3.3. Dos subconjuntos A,B de X son separados por H si estdn
contenidos en diferentes componentes, es decir, si A C {z € X|o(z) < A}y
B C {z € X|¢p(x) > A} o vicerversa. Se dice que son separados de manera
estricta st son las componentes abiertas.

Teorema 4.3.1. (Hahn-Banach). Sean A,B dos subconjuntos no vacios, aje-
nos y convexos de un espacio vectorial topoldgico X.

(a) Si A es abierto entonces existen ¢ € X* y a € R tales que

Re(¢(a)) < a < Re(¢(b))

para toda a € A y para toda b € B.

(b) Si A es compacto, B es cerrado y X es localmente convero entonces
existen ¢ € X*, ay,as € R tales que

Re(¢p(a)) < a1 < ag < Re(p(b))
para toda a € A y para toda b € B.
Demostracion. [31], pag. 59. O

Observacion. Si el campo con el que se estd trabajando sobre el espacio
vectorial es R entonces claramente Re(¢p) = ¢.

Durante la demostracion del Lema 2.2.5 hicimos uso de algunos hechos
de gran importancia que se enuncian a continuacion.

Recordemos que si tenemos un espacio de medida fijo (S, B, u), f es una
funciéon medible sobre Sy 0 < p < oo, se definen la norma

JAa

y el espacio L,(S,B,p) = {f : S — C|f es medible y ||f||, < oo}. Para
simplificar la notacion denotaremos por L, a L,(S, B, 1) siempre y cuando
no exista motivo de confusiéon y escribiremos L, (1) para hacer referencia a
la medida con la cual estamos trabajando. Recordemos también que

| flloo = mffa > Olu({z : [f(x)] > a}) = 0}

P

1£1lp =

|- ||co s€ conoce como el supremo esencial de |f| y es una norma. Ahora,
definimos el espacio

Loo = Loo(S, B, ) = {f : S — C|f es medible y ||f]|co < 00}.

Ademas, como tenemos una identificaciéon en estos conjuntos, es decir,
f =gsi f(s) = g(s) para toda s € S excepto por un conjunto de medida



164 CAPITULO 4. APENDICE

cero relativo a p, entonces resulta que f € Ly siy s6lo si existe una funciéon
medible y acotada g tal que f = g casi donde sea. Notemos que como p sélo
determina los conjuntos de medida cero entonces si p y v son mutuamente
absolutamente continuas® entonces L,(u) = L,(v). Por tltimo, recordemos
que (Lyp, || - ||p) con 0 < p < oo es un espacio de Banach.

Denotaremos al espacio dual de Ly, es decir, el espacio de funcionales
lineales acotados sobre Ly, como (L,)".

Teorema 4.3.2. (Representacion de Riesz). Sean p y q exponentes conju-
gados, i.e., -+ - =1. 5i1 <p < oo para cada ¢ € (L) existe g € L, tal
que

S
Q=

o) = [ f9 du e,
St es o-finita entonces lo anterior también se tiene para p=1.
Demostracion. [17], pag. 190. O

Teorema 4.3.3. (El espacio dual de Ly). Sea (S,B) un espacio medible y
sea p una medida o-finita entonces se tiene que [Ly(p)]’, el espacio dual de

Li(p), es Loo(p)-
Demostracion. [17|, pag. 190. O

En la demostracion del Teorema 2.3.2 usamos algunos hechos que tienen
que ver con un concepto conocido como dualidad, asi como los conjuntos
polares y el teorema de Banach-Alaoglu. Comenzamos definiendo la dualidad
entre dos espacios vectoriales reales. Los conceptos son tomados de [6] y [7].

Definiciéon 4.3.4. Sean X y Y dos espacios vectoriales reales. Una dualidad
entre X y Y es un una funcion bilineal ¥V : X XY — R. Una dualidad
es llamada estricta o no degenerada si para cada x € X, x # 0 existe un
y €Y tal que ¥(x,y) #0 y para cada y € Y, y # 0 existe un x € X tal que
U(z,y) # 0, es decir, para cada (xo,yo) € X XY x9 # 0 yo # 0 las funciones
x = U(x,y) yy— V(xg,y) son distintas de cero. En algunas ocasiones se
denota a ¥(x,y) = (z,y) si no hay motivo de confusion. Por lo que si X y
Y estdan en dualidad lo denotaremos como (X,Y).

Observacion. Una dualidad induce las funciones) : X - Y y¢:Y — X'
definidas por x — )y y y — ¢y en donde P(y) = (x,y) y ¢y(z) = (z,y).

Observacion. Si X es un espacio vectorial entonces X y X' siempre estdn
en dualidad mediante (x,p) = @(x). Mds ain, si X es un espacio vectorial
topoldgico localmente convexo por el teorema de Hahn-Banach X y X' estdn
en dualidad estricta.

3¢f. Definicion 4.4.5.
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Toda dualidad entre dos espacio vectoriales X y Y nos induce dos topo-
logia en dichos espacios, a saber la topologia débil en X y Y denotadas por
o(X,Y) y o(Y, X) respectivamente. Se define cada una como la topologia
mas gruesa o débil que hace continuas a la familia de funciones {¢,|y € Y}
y {Yz|z € X} respectivamente. Una base de abiertos alrededor del 0 para
la topologfa o(X,Y) es la conformada por lo conjuntos {z € X||(z,y)| < €}
cony €Y ye>0.

También es posible definir la topologia débil de manera méas general, es
decir, sin la necesidad de que los espacios sean espacios vectoriales y sin
necesidad de una dualidad.

Sea X un conjunto distinto del vacio y {(X;, 7;) }ies una familia de espa-
cios topoldgicos indexada por I. Consideremos

f:{fi:X%Xi},

una familia de funciones, con esta familia podemos generar una topologia en
X, a saber, la topologia débil generada por F.

Definicién 4.3.5. La topologia débil en X es la topologia generada por la
subbase
{fi_l(UiNUi emn, 1€ I}

Esta topologia es la topologia més gruesa o débil que hace a todas las
funciones de F continuas.

Observacion. Claramente si consideramos a X y Y espacios vectoriales to-
poldgicos y la dualidad (X,Y) entonces ambas definiciones de la topologia
débil coinciden. En efecto, consideremos a F = {¢, : X — Ryly € Y}, en
donde ¢y = (x,y), (Ry,7y) = (R, 7) para today € Y, con 7 la topologia usual
en R; la topologia generada por F es la misma que o(X,Y). Andlogamente
para F = {, : Y = Ry|lz € X}, ¢ = (z,y) y o(Y, X).

Lema 4.3.1. (La topologia débil y la topologia producto coinciden®). Sea
(X, 7) un espacio topoldgico. Consideremos el producto [[,c; X y la proyec-
cion m » XT — X, mj((x)ier) = x;. Entonces la topologia en X generada por
F ={mli € I} coincide con la topologia producto en [[,c; X.

Prueba. Recordemos que X es el conjunto de funciones de I en X, i.e.,
[[X = {z: T — Xila(i) € Xi} = {(wi)ies|z: € X3},
el
la topologia generada por F = {m;|i € I} tiene como subbase a
{Wfl(Ul”Ul €T, 1E I} =&

v ® es la subbase que genera a la topologia producto.

“Comparese con (2) del Lema 4.2.1.
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Una observacién interesante es la siguiente:

Observacién. Si X es un espacio vectorial topoldgico entonces X' C RX
st dotamos a este ultimo de la topologia producto entonces observamos que
(X',0(X', X)) en donde (por la observacion anterior) o(X', X) es la topo-
logia inducida por las funciones {15 : X' — Rylp € X'} con ¢y = (z,¢) =
o(z), es decir, V¥, es la funcion evaluacion que de hecho es (). Luego por
el lema anterior se tiene que o(X', X) es en realidad la topologia heredada
de la topologia producto en RX.

De hecho la observacion anterior aplica para cualquier familia de funcio-
nes que sean las evaluaciones independientemente de si es un espacio vectorial
o no. En particular, si consideramos (.S, B) un espacio medible, en donde B
no es obligatoriamente la o-algebra de Borel, entonces A C [0,1]5, i.e., el
espacio de medidas de probabilidad sobre S es un subconjunto de las funcio-
nes que van de la o-algebra B a [0, 1], luego si consideramos I'p : A — [0, 1]
I'p(P) = P(B), B € B es la funciéon evaluacion o la proyeccion de P en
[0,1]5, por lo que la topologia més gruesa que hace a cada funcion de la
familia F = {I'g|B € B} continua es la topologia débil que es la topolo-
gia heredada de la topologia producto y al mismo tiempo es la topologia de
convergencia puntual.

Por otro lado, también se sabe que cualquier espacio vectorial X puede
ser encajado en su doble dual (X’)’ (denotado por X”) de la siguiente forma
e: X = X" x— e, con e;(p) = p(x); claramente es una funcién inyectiva.
Naturalmente tenemos una familia de funciones con la cual generar una
topologia débil en X', a saber, F = {e, : X' — R|z € X"}.

Definicion 4.3.6. Dada la familia F = {e, : X' — R} definimos la topologia
débil-+ (pronunciado débil estrella) como la topologia mds gruesa que hace a
cada funcion de la familia F continua.

Observamos que esta topologia es méas débil o gruesa que la topologia
débil en X’. Si X es reflexivo entonces X” = X y ambas topologias coinciden.
A veces se define a la topologia débil-+ como la topologia o(X’, X), es decir,
la topologia débil en X’ inducida por la dualidad (X, X'); en este caso se
consideran a la topologia débil y a la topologia débil-* en X’ como la misma
topologia (cf. [23]).

También tenemos que si X es un espacio topolbgico vectorial arbitrario
cualquier funcional lineal sobre C'(X), i.e., cualquier ¢ € C(X)" (en donde
C(X) es el espacio de las funciones reales y continuas sobre X) se ve de la
siguiente manera:

w(f)z/f dp = (f, ).
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En donde m pertenece al espacio de las medidas generalizadas sobre X
denotado por M (X). De hecho, se tiene que C'(X)* = M (X) (cf. [26] y [1]);
asi, se tiene la dualidad (M (X),C(X)) y la topologia débil en M(X) es la
topologia méas gruesa que hace a las funciones {¢f|f € C(X)} continuas,
en donde ¥¢(u) = (f, 1) = (f, ) = @(f). Esta topologia es la heredada de
la topologia producto en REX) pues por lo anterior podemos identificar a
cada p € M(X) con un funcional lineal, es decir, M (X) es un subespacio
de REX). Como A(X) € M(X) ésta es la topologia que hereda A(X). Una
base alrededor de una medida de probabilidad v € A(X) para esta topologia
es la conformada por los elementos de la siguiente forma:

{MGA(X)‘ ‘/fz d,u—/fi dv| < e izl,...,k}.

Observacion. Algunos autores llaman topologia vaga a la topologia débil-
x (cf. [6], [17]) mientras que otros hacen una distincion (cf. [26]) ya que
depende del espacio que tomemos para las funciones f, es decir, si se pide
que sean continuas, acotada, con soporte compacto, etc.

Un analisis més profundo alrededor de estos conceptos y resultados puede
consultarse en [5], [23] y [26].

Definicion 4.3.7. Sean X y Y dos espacios vectoriales que estdn en duali-
dad. Para un subconjunto E C X el conjunto polar o simplemente el polar
de E se define de la siguiente manera:

E°={yeY|(zr,y) <1 VxeE}CY.

Definicion 4.3.8. Sean X y Y dos espacios vectoriales que estdn en duali-
dad. Para un subconjunto E C X el conjunto bipolar o simplemente el bipolar
de E se define de la siguiente manera

E® = (E°)° ={z € X|(x,y) <1 Ve E°}.

Teorema 4.3.4. (Teorema Bipolar). Sean X y Y dos espacios vectoriales
que estan en dualidad estricta. Usando la topologia o(X,Y) en X, para un
subconjunto E C X se tiene que

E°° = cd(conv(E U{0}))
Demostracion. |7], pag. 51. O

Teorema 4.3.5. (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sean X un espacio topoldgico
vectorial y
K ={p e X'|p(x) <1 para cada z € V},

en donde V es una vecindad del 0. Entonces K es compacto en la topologia
débil.
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Demostracion. [31], pag. 68. O

Observacion. En ocasiones el teorema de Banach-Alaoglu es llamado teo-
rema de Alaoglu-Bourbaki ya que en primera lugar fue demostrado para es-
pacios de Banach y después se dio la prueba en su version mds general que
fue la presentada aqui.

Teorema 4.3.6. (Ezistencia de un resultante). Sea V un espacio localmente
convexo y sea P una medida de probabilidad sobre (V,B) con B la o-dlgebra
de Borel, sea E C 'V compacto, convezo tal que P(E) = 1. Entonces E(P),
la esperanza o resultante de P, existe, es unica y ademds E(P) € E.

Demostracion. |7], pag. 115. O

Teorema 4.3.7. (Choquet). Sea V un espacio localmente convero, conside-
remos el espacio medible (V,B) con B la o-dlgebra de Borel. Sean X C V un
congunto metrizable, convexo y compacto y xg € X. Entonces existe P una
medida de probabilidad sobre X tal que E(P) = xq y el soporte de P son los
puntos extremos de X.

Demostracion . [28|, pag. 14. O

Lema 4.3.2. Sea V un espacio localmente convexo, consideremos el espacio
medible (V,B) con B la o-dlgebra de Borel. Entonces la funcion

E:U,—S, p— E(w)

es continua en la topologia débil-+ (también conocida como topologia vaga)
para toda n. Lo anterior quiere decir que para cualquier R € U, y para
cualquier U vecindad del 0 en V existen f1,..., fr funciones continuas sobre
K, y 6; >0 tales que si P € Gy, y

oo [ an

Prueba. |7], pag. 115. O

<d;, i=1,...k entonces E(P) € E(R)+U.

4.4. Teoria de la medida

Todos los conceptos utilizados en esta subsecciéon dedicada a teoria de la
medida se pueden encontrar en [18], [17]. Otro material de consulta fueron
[30], [4] v [21].

Una medida sobre un espacio medible (S, B) es una funcién conjuntista
w: B —[0,00] tal que
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Lu@ =0
2. Si {E;}°, es una sucesion de conjuntos ajenos tales que E; € B en-
tonces

% (U Ez) = Z p(E;).
i—1 i—1

A 2. se le conoce como aditividad contable o g-aditividad. Es claro que
esta implica la aditividad finita, es decir, si p es o-aditiva entonces es finita-
mente aditiva. Recordemos también que una medida se dice que es o-finita
si 8 = UpenE; con E; € By p(E;) < oo para toda i.

Definicion 4.4.1. Sea (S, B) un espacio medible. Decimos que una medida
finitamente aditiva p es continua por abajo si para {E;}2, C B tal que
FE; C Eiy1 para toda i se tiene que

Iz <U Ez) = lim pu(Ey).

i=1

Andlogamente decimos que es continua por arriba si para {E;}5¢, C B
tal que E;iv1 C E; para toda iy p(E1) < oo se tiene que

u(ﬂ E) = lim p(E;).
i=1

Diremos que u es continua si es continua por abajo y continua por arriba.

Es de conocimiento general que si p es o-aditiva entonces es continua por
abajo y continua por arriba, y por lo tanto es continua. Ahora probaremos
que si p es una medida finitamente aditiva que es continua en () (lo cual se
define a continuacién) entonces es continua.

Definiciéon 4.4.2. Diremos que p es continua en () si p es continua por
arriba en 0, es decir, st {E;}5°, es una sucesion de conjuntos tales que E; €
B, E;y1 C E; yNienE; =0 entonces

p (ﬂ Ez) = lim (E).

1€EN

Claramente una medida finitamente aditiva p siempre es continua por
abajo en () pues la tinica manera en que sucede U;enE; = () con E; € By
E; C E;;1 para toda i es cuando E; = () para toda i y asf tenemos que

u(U EZ> =u(@) =0= lim 0 = lim p(E;).

) 1—>00 1—00
1€EN
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Lema 4.4.1. Sea (S,B) un espacio medible y p una medida aditivamente
finita. Supongamos que p es continua en () entonces es o-aditiva y en conse-
cuencia es continua.

Prueba. Sean {A;};en conjuntos ajenos tales que A; € B para toda i. Debe-
mos mostrar que

u(U Ai) = u(Ai).

i€N i€N
Para ello tomemos A = U;enA; y definamos B,, = U A; y C,, =
U2, 1A4;. Ahora, es claro que A = B, U C,, para toda n, observemos que
por la aditividad finita de p se tiene que

n

,U/<A) - M(Bn U Cn) = M(Bn) + U(Cn) = Z:U’(Az) + U(Cn)
=1

Por otro lado, tenemos que Cj,+1 C C},, ademas
mnGNC’n = ﬂnEN(UzQin—i-lAi) = 0.

La continuidad por abajo de p nos da que u(C,,) converge a 0 cuando n
tiende a infinito, por lo cual tenemos que para toda € > 0 existe N € N tal
que si n > N entonces 0 < u(C,) < e. Tomemos ahora una M fija tal que
M > N luego

M M 0o
n(A) = Z p(Ai) + p(Cur) < Z p(Ai) e <y p(A;) +e
-1

i=1 =1 %

Como lo anterior se cumple para toda € > 0 hacemos tender ¢ a 0 y
obtenemos la o-subaditividad de u:

p(A) < p(A).
i=1

Ahora, s6lo resta mostrar que

S (A < p(A),
=1

para lo cual observamos que como

ZM(Ai) — Z“(Ai) cuando n — 00
i=1 i=1

entonces para toda € > 0 existe IV € N tal que si n > N se tiene que
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D (A =D p(A)| =D p(A) =) p(A) <e.
=1 i=1 i=1 =1

Es decir,

n

D A <D p(Ai) +e
i=1

=1

Como U | A; C UjenA; = A tenemos que

u(A) = u(U Ai> = (A) <> p(A) +e< > (A Fe,
i=1 i=1 i=1

1=1

Ya que, de nuevo, lo anterior fue para toda ¢ > 0 y hacemos tender € a 0
obtenemos que

p(A) < ZM(Ai)-

Por lo tanto p es o-aditiva, luego es continua.

O

Corolario 4.4.1. p una medida aditivamente finita es o-aditiva si y sélo si
es continua en ()

Prueba. Se sigue del Lema 4.4.1. O

Durante los tres capitulos anteriores hicimos un uso extensivo de varios
resultados de teoria de la medida que son ampliamente conocidos y utilizados,
a saber: la desigualdad de Jensen, el teorema de convergencia monétona, el
teorema de convergencia dominada de Lebesgue (CDL), el lema de Fatou, el
teorema de Radon-Nikodym y algunos hechos realacionados o derivados de
estos resultados. A continuacion los enunciamos y demostramos en algunos
casos. Continuaremos trabajando con un espacio de medida (S, B, p).

Teorema 4.4.1. (Desigualdad de Jensen). Sea p una medida positiva sobre
(S,B) tal que p(S) = 1. Si f es una funcion real tal que f € Li(u), a <
f(s) < b para toda s € S y ¢ es convexa en (a,b) entonces

90</Sfdﬂ> S/S(sOOf) dp.

Los casos a = 00 y b= —o00 estdn considerados.

Demostracion. [30], pag. 63. O
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Teorema 4.4.2. (Convergencia mondnota). Sean { fn}nen una sucesion de
funciones tales que f, : S — [0,00], fn < fot+1, fn es medible para toda
n € N y supongamos que

f(s) = lm fuls)  lul

Entonces f es medible y

O / [ dp.
Demostracion. 30|, pag. 22. O

Teorema 4.4.3. (Lema de Fatou). Sea {fn}nen una sucesion de funciones
medibles sobre (S, B) entonces

/h’minf fn du < h’minf/fn du.

n—oo n—oo

Demostracion. [17|, pag 52. O
Teorema 4.4.4. (Convergencia dominada de Lebesque (CDL)). Sea { fn}nen C
Ly () una sucesion de funciones tales que:

(a)fn converge a f casi donde sea relativo a p.
(b)Eziste una funcion no negativa g € Li(u) tal que |fn| < g para toda
n, cast donde sea relativo a p.

Entonces f € Li(p) y

/f duznlgrolo/fn dp

Demostracion. 30|, pag. 54. O

Durante el desarrollo de los resultados trabajamos un poco con las me-
didas con signo por lo cual revisamos algunos resultados.

Definiciéon 4.4.3. Sea (S, B) un espacio medible. Una medida con signo es
una funcion conguntista v :— R U {—o00, 00} tal que

(1) v(0) = 0.

(ii) v toma a lo mds uno de los valores extendidos co 0 —oo.

(iii) v es o-aditiva.

Claramente toda medida es una medida con signo pero no vicerversa.
Teorema 4.4.5. (Descomposicion de Jordan). Sean (S, B) un espacio medi-
ble y u una medida con signo. Entonces existen dos medidas p™, u~ llama-

das la variacion positiva y la variacion negativa (respectivamente), alguna
de ellas finita tales que p = p™ — p~
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Demostracion. [18], pag. 127. O

Definicion 4.4.4. Sean (S, B) un espacio medible y v, i dos medidas sobre
(S, B). Decimos que v es absolutamente continua respecto a p denotado por
v < u si para B € B sucede que v(B) = 0 siempre que u(B) = 0.

Definiciéon 4.4.5. Sea (S,B) un espacio medible y v, u dos medidas sobre
(S, B). Decimos que v y p son mutuamente absolutamente continuas deno-
tado por v = si sucede que v <K 1y 1 <L V.

Lema 4.4.2. Sea (S,B) un espacio medible y v, u medidas con signo tales
que || (S) < oo entonces p K v si y solo si para todo € > 0 existe un § > 0
que depende de € tal que |u(B)| < € para todo B € B tal que |v|(B) < ¢

Prueba. [18], pag. 130. O

Lema 4.4.3. (Medidas con signo es un espacio vectorial). Sean (S,B) un
espacio medible y

S = {ulp es medida con signo finita sobre (S,B)}.

Entonces S es un espacio vectorial con las siguientes operaciones binarias:

e +:SXxS =S, v+ pu esla medida con signo finita que cumple (v +
w)(B) = v(B) + p(B) para toda B € B.

e :RXxS —S, \-u es la medida con signo finita que cumple (A-p)(B) =
Au(B) para toda A € R y para toda B € B.

Prueba. Ambas operaciones son cerradas pues v y p son finitas. Las pro-
piedades de asociatividad, conmutatividad, existencia del elemento neutro y
existencia del elemento inverso para la suma son heredadas de R, asimismo
la existencia del elemento identidad respecto a la multiplicacién escalar, la
compatibilidad de la multiplicacién escalar respecto a la multiplicacién en el
campo, la distributividad de la multiplicacién escalar respecto a la suma de
vectores y la distributividad de la multiplicacién escalar respecto a la suma
en el campo también son heredadas de R como espacio vectorial sobre R.

O

Observacion. El conjunto de medidas de probabilidad sobre (S, B) denotado
por A es un subconjunto convexo® de S.

Por otro lado también nos interesa medir distancias entre dos medidas,
especificamente, nos interesa saber cuando difieren una medida de proba-
bilidad respecto a otra o en otras palabras establecer una métrica en S que
cumpla ciertas condiciones como son, por ejemplo, el ser un espacio completo

Scf. La observacion de la Definicién 2.0.1 en el capitulo 2.
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con dicha métrica. Una de las métricas mas utilizadas que cumple con esta
propiedad es la métrica de variacién total que, de hecho, es producto de una
norma. A continuaciéon damos una definicion de dicha norma y probamos
algunas de sus propiedades.

Definicion 4.4.6. La distancia de variacion total entre dos medidas finitas
v, ;b sobre un espacio medible (S, B) se define de la siguiente manera

dyr(v,p) = ||v — pllvr = sup [v(A) — p(A)].
AEB

Denotaremos a la distancia de variacion total entre dos medidas de pro-
babilidad v, i simplemente como d(v, ).

Teorema 4.4.6. (S,|| - ||vr) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea {fin}neny C S una sucesion de Cauchy luego dada e > 0
tenemos que existe N € N tal que si n,m > N entonces ||un, — pm||vr < €.
En particular, se tiene que |un(B) — um(B)| < € para toda B € B, ie.,
{pn(B)}nen, con B € B fijo es una sucesion de reales que es de Cauchy
como R es completo entonces existe ap € R tal que p,(B) converge a ap
para cada B € B. Asi, de manera natural, definimos a p : B — R como

u(B)= lim p,(B), Beb.

Primero mostramos que p € S: Es claro que u(f) = 0 pues p(0) =
limy, 00 pn(0) = 0 por lo que basta mostrar que p es finita y que dados
{E;}ien ajenos tales que E; € B para toda i se tiene que

o0
M(U Ez) = ZM(Ei)~
1€N i=1

En donde lo anterior se entiende de la siguiente manera, si |u(U;enFE;)| <
oo entonces la serie converge absolutamente. Claramenete p es finita pues
|ptn(B) — u(B)| < € para toda B € B con n > N. Para lo segundo mostrare-
mos que p es continua en () lo cual nos da que p es o-aditiva. Sea { F; };cn una
sucesion de conjuntos decreciente, i.e. tal que F;11 C F;, F; € B para toda
iy NienF; = 0, debemos mostrar que p(F;) converge a 0 cuando i tiende
a infinito, lo cual es sencillo de ver ya que como u, es continua en () para
cada n entonces pu, (F;) converge a 0 para toda n, luego dado € > 0 tomamos
N € N tal que |p,(F;) — p(F;)| < § para todan > Ny M € N tal que
|pn(E;)| < § para toda i > M, asi si tomamos No = max{N, M}, n > Ny e
i > Ny entonces se tiene que

[w(ED)| = |1(Fs) — pn(Fi) + pon (F3) | < |p(F) — pn (F3)| =+ [ (F5) |

€ €
n(F3) = p(F)| + lun(Fp)l < 5+ 5 =
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Por lo tanto tenemos que p es continua en (), luego es o-aditiva.

Ahora mostramos que ||, — p||v 7 converge a 0 cuando n tiende a infinito:

im ||pn — pllvr = Um sup |pn(B) — p(B)| = sup | im pu,(B) — p(B)|
n—oo n—oo BEB BGB n—oo

= sup |0| = 0.
BeB
Por lo tanto tenemos que (S, || - ||y7) es un espacio normado completo,
es decir, es un espacio de Banach.

O]

Observacion. Sea A = {P|P es medida de probabilidad sobre (S,B)}. En-
tonces A es un subconjunto convezxo y cerrado de (S, ||||vr). Que es convexo
se probo al inicio del capitulo 2. Para ver que es cerrado tomemos una suce-
sion { Py }nen C A tal que P, converge a P en variacion total, para ver que
P € A basta mostrar que 0 < P(B) < 1 para toda B € B y P(S) =1 pues
por lo anterior se tiene que P es una medida finita. Si B € B claramente
0 < P(B) <1 pues

P(B) = lim P,(B) < 1.

n—o0

Analogdmente

0< lim P,(B) = P(B).

n—00

También tenemos que

por lo que efectivamente P € A.

La idea de la distancia de variacién total nos dice cual es la maxima
variacion entre las probabilidades del mismo evento. Intuitivamente nos in-
teresa saber que tanto difieren las probabilidades para un mismo evento y al
tomar el supremo de estas probabilidades nos da la méaxima diferencia que,
de cierta manera, nos da informacién de que tan “cercanas”’ son estas dos
medidas de probabilidad (en términos de las probabilidades que asignan a
cada evento). A veces (y casi siempre) es bastante complicado trabajar con
supremos e infimos ya que es dificil conocer por completo el conjunto sobre el
cual estamos optimizando, por ello damos a continuacién una representaciéon
méas amigable de la distancia de variacion total cuando el espacio medible es
a lo mas infinito numerable.
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Lema 4.4.4. (Representacion de la distancia de variacion total). Sea Q un
congunto a lo mds infinito numerable. Sean p y v dos medidas de probabilidad
sobre (2, B). Entonces

b= pllvr = 5 37 ole) — ).
weN

Prueba. Sean B = {w € Q|u(w) < v(w)} y A cualquier evento de € entonces
V(A) = p(A) < WANB)— (AN B) < u(B)— p(B).  (4.4)

La primera desigualdad se sigue ya que para todo w € B€ sucede que
v(w) — p(w) < 0, en particular para todo w € AN B¢ asi, al no considerar
estos elementos, es decir, considerar a ANB se tiene que v(ANB)—u(ANB) no
puede disminuir comparado con v(A) — u(A) pues le quitamos a A todos los
elemento que aportaban una cifra negativa. Y la segunda desigualdad ya que
ANB C B, por como esta definido B la diferencia de probabilidades no puede
de nuevo disminuir al aumentar elementos de B. De manera completamente
analoga se tiene que

H(A) = v(4) < p(ANBY) = v(AN BY) < u(BY) —v(BY).  (45)

Observamos que las dos cotas superiores en (4.4) y (4.5) en realidad son
la misma ya que

p(B%) = v(B%) = p(Q\ B) = v(Q\ B) = u(Q2) — p(B) — v(Q) + v(B)

=v(B) — u(B).

Maés aun, de hecho cuando tomamos A = B o A = B€ tenemos que
|v(A) — u(A)| = v(B) — u(B). Es decir, se tiene que

[v(A) = p(A)] <v(B) —p(B) VACQ

y la igualdad se da cuando A = B o A = B¢, por lo que hemos encontrado
al supremo que estabamos buscando. Entonces

= JWB) — u(B) + u(B) — v(B)
= % Z v(w) — p(w)| + Z lv(w) — p(w)||= % Z (W) — p(w)].
web wEB® weQ
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También es importante notar que la convergencia en variacién total es
maés fuerte que la convergencia de manera fuerte, la cual definimos a conti-
nuacion.

Definicidon 4.4.7. Sea {u}nen una sucesion de medidas sobre un espacio
medible (S, B) decimos que p, converge de manera fuerte a una medida p si

lim p,(B) =u(B) VB e B.

n—oo

Lema 4.4.5. (La convergencia en VT implica la convergencia de manera
fuerte). Sea {Pp}nen una sucesion de medidas de probabilidad sobre un es-
pacio medible (S, B) tales que

lim ||P, — P||yr = 0.
n—oo

Entonces P, (B) converge a P(B) para toda B € B.

Prueba. Como lim,,_, || P, — P||yr = 0 tenemos que para toda € > 0 existe
N € N tal que si n > N se tiene que

sup |P,(B) — P(B)| < e,
BeB

en particular se tiene que |P,(B) — P(B)| < € para toda B € B, es decir,
P,(B) converge a P(B) para toda B € B cuando n tiende a infinito.
O

Ademés observemos que si P, converge a P en variacion y f es una funciéon
medible y acotada se tiene que

/f dPn—>/f dP n — oo.

Lo anterior es facil de ver ya que para toda funciéon medible y acotada f
existe una sucesion de funciones simples {s,, }men que converge de manera
uniforme a f y también se tiene lo siguiente para cada $,:

k k
lim [ s, dP, = nh_gjlo Z o' P, (Bj") = Z a;" nh’ngo P,(B™)
i=1 i

n—0o0

k
= Zaz’-”P(Blm) = /smdP < 00,
i=1

luego se tiene que

lim [ f dP, = lim lim s,, dP, = lim lim Sm dP,
n—o0 n—ro0 m—00 n—o0 m—0oo
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k k k
= lim lim o' P (Bj") = lim o' lim P, (B{") = lim E o' P(B]")
1= 1= 1=

lim Sm dP:/ lim s, dP:/f dP.
m—0o0 m—00

Lema 4.4.6. (Integracion respecto a combinacion lineal positiva). Sean (S, B)
un espacio medible, v y p dos medidas finitas sobre S, y a,f € [0,00);
como las medidas con signo finitas son un espacio vectorial se tiene que
av + fu es una medida con signo finita (positiva). Entonces sucede que
feLi(v)N e Li(u) siysolo si f e Li(av+ Bu) y se tiene que

/f d(au+5ﬂ)—a/f dy—i-ﬂ/f dpu.

Prueba. Primero recordemos la definicién de la integral de Lebesgue de una
funciéon medible g respecto a una medida p

/g dp=/9+dp/g‘dp~

/g+dp = sup{/h dp‘h e S(g+)},
/gdp:sup{/h dp‘h € S_(g)}.

Con S_(g") = {h|h es medible y simple, h>0y h<gT}yS_(¢g7) =
{h|h es medible y simple, h > 0 y h < g~ }. Ademaés si h es simple y no
negativa se tiene que [h dp =3 | \ip(B;). Entonces

/9+dp = sup{z Aip(Bi)
=1

Gracias a la definicién tenemos que

En donde

> Xip(Bi)=he 5—(9+)}-
=1

/ gtd(av + Bu)

— sup{z Aiow + Bu)(By)| > Aiow + Bu)(B;) = h € 3_(g+)}
=1 i=1
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—w%éjAM/ )+ Biu(B ME}M%@M+ﬂM&ﬂ=h€&@ﬂ}

i=1
(9 )}

= asup{Z)\ v

(g )} +ﬂsup{z>\m

:a/g+du+ﬁ/g+d,u.

Anéalogamente se tiene que

/@ﬂwV+m0:a/ﬁ7w+ﬂ/ng

Por lo anterior f € L1(v)N € Li(p) siy solosi f € Li(av+ fu). Ademés
se tiene que

[+ dtaws ) = [ ratav s s - [ e+ s
—o [ sraves [ i a/f—dw/f—@]
—a/f*—fdu—i—,@/f*—fdu—a/f du+6/f dp.

En particular, se tiene que si A € [0, 1] entonces

/fd/\qul— —)\/fdqul— /fdu

Lema 4.4.7. (Derivacion bajo el signo de integral). Sean (S, B) un espacio
medible y X C R un subconjunto abierto. Sea f : X xS — R una funcién
que satisface lo siguiente:

1. f(t,s) es Lebesque integrable respecto a s para cada t € X.

2. f es derivable respecto a t para casi todo s € S y para toda t € X

3. Existe una funcion integrable g : S — R tal que ]%f(t, s)| < g(s) para
cast todo s € S, para toda t € X.

d 0
dt/f(t’s) dS:/atf(t,s) ds.

Entonces
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Prueba. Primero observemos que la definicién de derivada esta en términos
de un limite, es decir:

d [ f(t+h,s) ds— [ f(t,s) ds
dt/f(t,s) ds:}llli% . .

También

5 h—0 h ’

luego gracias al teorema CDLS y la linealidad de la integral tenemos que

/aatf(t,s) ds:/h’m f(Hh’S}z_f(t’s) ds

h—0

h—0 h—0 h

= h'm/f(Hh’S)_f(t’S) i J LA+ R s) ds — [ f(t,s) ds
3

d
= dt/f(t,s) ds.
U

Definiciéon 4.4.8. Sean (S, B, ) un espacio de medida y { fn}nen una su-
cesion de funciones reales y medibles. Se dice que {fn}nen es de Cauchy en
medida si para todo € > 0 se tiene que

Tim ({5 € Slfn(s) = £~ n(s)| 2 }) = 0.

n

Teorema 4.4.7. (F. Riesz - H. Weyl). Sean (S, B, 1) un espacio de medida
y {fn}tnen una sucesion de funciones medibles que es Cauchy en medida. En-
tonces existe f una funcion medible y una subsucesion { fn, }ken de {fn}nen
tal que:

(i) fn, converge a f casi donde sea relativo a p.

(ii) f,, converge a f en medida’.

Demostracion. 18], pag. 110. O

Observacion. Si {f,}nen es tal que f,, converge a f en medida entonces f,
es de Cauchy en medida.

bcf. Teorema 4.4.4.
“cf. i) de la Definicion 4.1.1.
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Teorema 4.4.8. (Radon-Nikodym). Sean (S,B), un espacio medible, p :
B — RU{£o0}, una medida o-finita, y v : B — RU{£o0}, una medida con
signo o-finita tal que v < p. Entonces existe f : .S — R, funcion medible,
tal que

I/(E):/Ef du VE €B.

Si existe ]?: S — R medible tal que

V(E):/Efd,u VE € B

entonces f = f cast donde sea relativo a (.
Demostracion. [18], pag. 132. O

Definiciéon 4.4.9. Sean (S,B) un espacio medible y pu, v con las mismas
hipotesis del Teorema 4.4.8. La inica funcion f que satisface

I/(E):/Ef dun VE€B

se le conoce como derivada de Radon-Nikodym de v respecto a p y se denota,
por obvias analogias, de la siguiente manera:

v
g

En donde recordamos que [u] significa casi donde sea relativo a p.

f (1]

A continuacion enunciamos algunas propiedades de esta funcion.

Lema 4.4.8. Sean (S,B) un espacio medible, v, v, va, p y p: S - RU
{£oo} medidas o-finitas.

1. Sivy < py vo K 1 entonces

d(l/1 + 1/2) dI/1 dl/2

i i A L
[t p du

2.5 v puyieRANF#O0 entonces

T Luy

d(\v) N dv

dp @ [1].

Av L1y

3.8 p<Lvyv L u entonces

dp _ (do)(dv
p<<uydu—<dy><du) (1]

4. 81 v=p, e, vy p <LV entonces
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vli<ses @(S):O =0y du _ (dvy= (1]
du du du
Prueba. [18], pag. 136. O

Lema 4.4.9. Sean (S, B) un espacio medible, v,; medidas o-finitas tales que
v, feli(v)y fg—; € Li(p). Entonces

/f(gli)du:/f dv.

Prueba. (i) Supongamos primero que fg—; € Ly(p) es tal que f v > () luego
tenemos que f > 0y existe {f,, }nen una sucesion de funciones s1mp1es tales
que 0 < f, < for1 < f Y SUPpeN fn =f y por supuesto tenemos que
0< fng” < fn+1g” < fd# Y SUPpeN d#fn = Zf, luego por el teorema de
convergencia monoétona® tenemos que

fromsm s [1(e)n-on [ (o)

Por otro lado, como f, = > ", A\j1p, para alguna n € N con \; € R,
B; € B,i=1,...,n tenemos que

[ b av= Znhi/lBi =Y N = ik%’/”ﬁ‘@uﬁ)du
i=1 i=1 =1

-/ fn(fl:)du,

luego

[ 0= [ o= | 2= [5G

(ii) Ahora, si f es cualquier funcion arbitraria en L;(v) entonces conside-
remos f = fT — f~, ademés como v es una medida con signo podemos dar
una descomposiciéon de Jordan v = v — v~ con v y v~ medidas sobre S,
luego

/ dudu /f+ dudu /f+dydM /f du

8¢f. Teorema 4.4.2.
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Observamos lo siguiente

(5 /fi[ ]du /fildﬂ—dyldu
:/fi<ddylj>dﬂ_/fi<ddylu_>d,u:/fidy+—/fidu_.

La tdltima igualdad por (i). Por lo tanto tenemos que

/f(;l:)dﬂ /f*dﬁ—/f*dy— [/fdu*—/fdu]
[re—rar = [r—par = [ - paws =) = [ 1 an

O

Durante el desarrollo de los capitulos precedentes especialmente dentro
del capitulo 3 hicimos uso de algunos resultados que involucran a la medida
de producto, es por ello que hacemos un breve recodatorio de dichos concep-
tos ahora. Para un desarrollo mas profundo referimos al lector a [21], [4] y

[18].

Definicion 4.4.10. Sean (X, A) y (Y,B) dos espacios medibles. Se define
el espacio medible producto denotado (X x Y, A® B) en donde A® B es la
o-dlgebra de subconjuntos de X x'Y generada por A X B.

Definicion 4.4.11. Sea B C X x Y. Para x € X se define la z-seccion de
B denotado por B, como el subconjunto de Y definido por

={y eY|(z,y) € B}.
Andlogamente se define la y-seccion de B denotado por BY.

Teorema 4.4.9. (La medida producto). Sean (X, A1,v) y (Y, A2, ) dos
espacios de medida o-finita. Entonces la funcion conjuntista v @ p : A1 ®
Ao — R definida por

e B) = [vB,) du= [ v du

es una medida o-finita y es la inica medida sobre Ay ® Ao con la siguiente
propiedad:

(r@u)(Ax B)=v(A)u(B) VAx Be A x As.
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Demostracion. 18], pag. 151. O

Teorema 4.4.10. (Tonelli-Fubini). Sean (X, A1,v) y (Y, Asg, ) espacios de
medida o-finitos. Si h es una funcion integrable en X ® Y entonces casi toda
seccion de h es integrable. Si definimos

ﬂ@—/ﬁmw)w@)g@%i/M%de@

se tiene que f 1y g son integrables y

/h d(u®,u)—/f du—/g dv.

Demostracion. [21], pag. 148. O]

Lema 4.4.10. Sean v;, u; medidas o-finitas sobre un espacio medible (X, A)
conv; K it =1,2. Sean v =v1 @y y p = p1 @ pa las correspondientes
medidas producto sobre (X x X, A® A) entonces v < ju y

@ . dl/1

dn  dvy
dp

)

Prueba. Primero tomemos B € A® A,z € Xy B, = {y € X|(z,y) € B}.
Se tiene que

(y)  [ul

mm:Aw@»mmymm /m<>wu>

0, entonces p2(By) = 0 [u1] luego, como vy <

Supongamos que p(B) =
=0 [p1] y como v; < puq se tiene que vo(B;) =0

a2, se sigue que vo(By)
[Vl]. ASf,

v(B) = /XVQ(Bx) dvi(z) =0,

por lo que efectivamente v < p. Ahora, tomemos de nuevo B € A® Ay
observemos lo siguiente:

u@—LMmmww—Aémmwmwmm

/ / B.(y ZZZ ZZi(x) dp2(y)dp ()
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dvy , | diy dvy  diy
_/XxX 1B(x’y)dim(y)dim(x) dp(z,y) _/Bd,LLQ(y)d,ul(x) du(z,y).

Como v <« p entonces por el teorema de Radon-Nikodym se tiene que

gracias a la unicidad de la derivada de Radon-Nikodym se sigue que

dl . dl/1 dl/z

= —(x)— .
i D, Y (1]

O]

Todo lo anterior se generaliza para n factores, es decir, para el producto
cartesiano de n espacios medibles. Véase la seccion 37 de [21].

Teorema 4.4.11. (Cambio de variable respecto al pushforward). Sean (Se, Ba)
un espacio medible, (S1,B1, pu) un espacio de medida y ¥ : S; — So una fun-

cion medible. Consideremos el pushforward de p bajo ¥, i.e., i = po W1,

Entonces f € L1(S2,Ba, 1) siy solo si foW € L1(S1,B1,1) y en este caso

sucede que

fdi=[ foVU du.
Sa2 S1

Demostracion. [4], pag. 190. O

Lema 4.4.11. Sea (S, B) un espacio medible entonces P € A¢(S) = Ay si y
solo si para cada B € B se tiene que

k k
P(B) = ZailB(si) €S, >0, i=1,...k y Zai =1.
=1 =1

Demostracion. <| Supongamos que para cada B € B

k k
P(B) :Zailg(si) ;€8 a; >0, i=1,...k y Zaizl.
i=1 =1

Entonces P tiene un ntmero finito de atémos que son By, ..., B} tales que

=| Supongamos que P € Ay. Sea A el conjunto de dtomos de P, luego
A es finito, digamos A = {Bjy, ..., B}. Sea B € By T el conjunto de dtomos
que son subconjunto de B, se tiene entonces que (cf. [2])
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P(B)=)_ P(A).

AeT

Como T' C A entonces T' = {B;, }?:1 con n < k, tomemos s; tal que
si € By s; #sjconi#j,i=1,..k Luego, es claro que si definimos
a; = P(B;),i=1,...,k se tiene que

n n k
P(B)=> P(B;)=> ajlp(si) =Y _ ailp(si).
j=1 j=1 i=1

Ademas

O

Lema 4.4.12. Sea (S,B) un espacio medible. Entonces Af(S) = Ay el es-
pacio de medidas de probabilidad atémicas con un nimero finito de dtomos
€s CONVero.

Prueba. Sean P,() € Ay entonces por el Lema 4.4.11 para toda B € B

n m
P(B) = ZailB(Si) y Q(B)= ZaélB(Sé)
i=1 =1
cona; >0, af >0paratodaid ;. oy =1y> " of =1 Sea e [0,1].

Caso 1: Todos los atomos son distintos, i.e., s; # 5; para toda i, j. De-
finimos 71 = $1, ..y Tn = SpyTntl = Shy ooy Tngm, = S; ¥ f1 = Aa, ..., B =
A, Byl = (1= N, ..., Bngm = (1 = Nad,,. Claramente 3; > 0 para toda
i. Aademés

n+m

Z5i:zn:)‘ai+§:(1—>\)a2=>\+(l—)\):1;
i=1 i=1 i=1

asi, para toda B € B

AP(B) + (1= NQ(B) =Y Aaglp(si) + > (1 - Nallg(s))
i=1 i=1
n m n+m
> Bilpr)+ Y Bilp(ri) =Y Bils(ri),
i=1 i=nt1 i=1

es decir, AP + (1 — \)Q € Ay.
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Caso 2: Todos los atomos son iguales. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que s; = s} para toda i. En este caso definimos r; = s; para toda
1y Bi = Ay + (1 — )} para toda i. Claramente /3; > 0 para toda iy

Zn:/i ZAaHer— +(1—X) =1
=1

De esta forma, para toda Be B

AP(B) + (1= NQ(B) =Y Aailp(s:) + Y (1= N)ajlp(si)
=1

=1

n

Z[)‘al + (1 1B rz Z/B’LlB rz

i=1
es decir, AP + (1 = \)Q € Ay.
Caso 3: s; = s;» para algunas ¢ = 1,...,n, 7 = 1,...,m pero no todas.
Supongamos sin pérdida de generalidad que n < m y s; = s},...,s, = ),
para algin 0 < k < n. En este caso definimos

/ /
= 817 ey Tl = Sk7Tk+1 = Sk+17 ey 'y = 8n7rn+1 - Sk+17 "~7Tn+m—k = Sm
y
/ /
B = a1+ (1= N)ay, ..., B = Aag + (1 = Aoy, Ber1 = ki1, s Ba = Ao,

/Bn—I—l = (1 — )\)a§€+1, -uan—&-m—k = (1 — )\)Oz;n
Nuevamente 3; > 0 para toda iy

n+m—=k k n+m—k
=1 =1 i=k+1 i=n-+1
k
Z[)\a, Z Aa; + Z 1-—X
i=1 i=k+1 i=k+1

_Z)\aﬂer— A+(1—A) =1
AP(B) + (1 - Z Mailp(s;) Z(l — Najlp(s))

k
Z Mo+ (1= A)al]15(si) Z Aailp(si) + D (1= Najlp(s))

i=k+1 i=k+1
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k n n+m—~k n+m—~k
= ZﬁilB(Ti) + Z Bilp(r:) + Z Bilp(ri) = Z Bilp(rs),
=1 ikl i=n+1 i1

es decir, AP + (1 = \)Q € Ay.
O

Lema 4.4.13. Sean (S, B) un espacio medible, (2, A, u) un espacio de pro-
babilidad arbitrario y v : Q x B — [0, 1] un kernel de Markov. Sea f: S — R
una funcion medible y acotada, usando la notacion v, (w,-) se tiene que

[ vty dute) = [ ( L6 dms)) dp(w).

Prueba. La prueba es sencilla: primero se prueba la igualdad para funciones
caracteristicas, después para funciones simples y por tltimo para cualquier
funcién medible. Sea B € B, por un lado se tiene que

[ 18(s) duv(s) = (B) = [ (. B) de)
S

Q

Por otro lado,

/Q</s 15(s) de(S)> du(w):/QV(va) dp(w).

Ahora, sea g una funcion simple, i.e., g(s) = >, a;lp,(s) con B; € B
v a; € R

Jat) duvts) = [ > aitn(s) duv(s) = Yo JRECETE

:;ai/ﬂu(w,Bi) du(w).

Por otra parte,

/Q</Sg(8) duw(8)> du(w)Z/Q(/S;ailgi(s) dyw(s)> dp(w)

:A(éai/slBi(s) duw(3)> dp(w) Z/Qg;aiV(WaBi) dp(w)
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=§Zj / ) du(w).

Por ultimo, sea f una funcién medible y acotada, se tiene que existe una
sucesion de funciones simples {g, }nen que converge de manera uniforme a f
(cf. Grabinsky Lema 2.6). Si definimos Gp(w) = [¢ gn(s) dvy(s) entonces Gy,
converge a [ f g f(s) dvy(s) de manera umforme En efecto, como g, converge
a f de manera umforme entonces para toda € > 0 existe N € N tal que si
n > N y para toda s € S se tiene que |g,(s) — f(s)] < €. Sean > N y sea

w € ) entonces

‘ )= [ f65) duts
/|9n — f(s)| dv(s) = /Se dv,(s) = e.

/S gn(3) — F(s) duis(s

Asi,

[ 206) duwts) = [ im gn(s) diwls) = tim [ g(s) (s

= lim Q(/Sgn(S) de(8)> dpu(w) :/Q</gf(8) de(8)> dp(w).



190 CAPITULO 4. APENDICE



Bibliografia

1]

2]

3]

4]
[5]
(6]
17l

8]

9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

ALEXANDROFF, A. Additive set-functions in abstract spaces. Rec.
Math. [Mat. Sbornik] N.S. 13, 2-3 (1943), 169-238.

AzraM, M., ELFAKI FAI1z, A., AND J.I., D. Classification of atoms.
Australian Journal of Basic and Applied Sciences 5, 5 (2011), 5-8.

BILLINGSLEY, P. Convergence in Probability Measures, 2nd ed. John
Wiley & Sons, 1999.

BoGACHEV, V. Measure Theory, vol. 2. Springer-Verlag, 2007.
BouRrBAKI, N. Topological Vector Spaces. Springer-Verlag, 1987.
CHOQUET, G. Lectures on Analysis, vol. 1. Benjamin, 1969.
CHOQUET, G. Lectures on Analysis, vol. 2. Benjamin, 1969.

CoNwAY, J. A Course in Functional Analysis, 2nd ed. Springer-Verlag,
1990.

COVER, THOMAS, M., AND THOMAS, Jovy, A. Elements of Informa-
tion Theory, 2nd ed. John Wiley & Sons, 2006.

CsISzZAR, I. I-divergence geometry of probability and minimization pro-
blems. Ann. Probab. 3, 1 (1975), 146-158.

CsIszZAR, 1. Sanov property, generalized I-projection and a conditional
limit theorem. Ann. Probab. 12, 3 (1984), 568-593.

CsiszAR, I. A simple proof of Sanov’s theorem. Bull. Braz Math Soc,
New Series 37 (2006), 453-459.

CsiszAR, 1., AND SHIELDS, P. Information theory and statistics: A

tutorial. Foundations and Trends in Communications and Information
Theory. 1 (2004), 417-528.

DEMBO, A., AND ZEITOUNI, O. Large Deviations Techniques and Ap-
plications, 2nd ed. Springer-Verlag, 1998.

191



192

[15]

[16]

[17]
[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]
28]

[29]

[30]
[31]

[32]

BIBLIOGRAFIA

DONSKER, M., AND VARADHAN, S. Asymptotic evaluation of certain

markov process expectations for large time, iv. Communications on
Pure and Applied Mathematics 36 (1983), 183-212.

DUDLEY, R. Real Analysis and Probability. Cambridge University Press,
2002.

FoLLanD, G. Real Analysis, 2nd ed. John Wiley & Sons, 1999.

GRABINSKY, G. Teoria de la Medida. Facultad de Ciencas, UNAM,
2016.

GRrAY, R. M. Entropy and Information Theory, 2nd ed. Springer, 2011.

GROENEBOOM, P., OOSTERHOFF, J., AND F.H., R. Large deviation
theorems for empirical probability measures. Ann. Probab. 7, 4 (1979),
553-586.

HarLmos, PAauL, M. Measure Theory, vol. 2. Springer-Verlag, 1974.

HoLLANDER, F. D. Large Deviations. Fields Institute monographs.
American Mathematical Society, 2000.

HonNG, L. The linear topology associated with weak convergence of
probability measures. Missouri J. Math. Sci. 26, 2 (2014), 168-172.

KALLIANPUR, G. The topology of weak convergence of probability
measures. Journal of Mathematics and Mechanics 10, 6 (1961), 947—
969.

KLENKE, A. Probability Theory. A comprehensive course, 2nd ed.
Springer-Verlag, 2008.

MERKLE, M. Topics in weak convergence of probability measures. Zbor-
nik Radova, 17 (2000), 235-274.

MUNKRES, JAMES, R. Topology, 2nd ed. Prentice-Hall, 2000.
PHELPS, R. Lectures on Choquet’s theorem. Springer, 1966.

ROCKAFELLAR, TYRRELL, R. Conver Analysis. Princeton University
Press, 1972.

RUDIN, W. Real and Complex Analysis, 2nd ed. McGraw-Hill, 1978.
RUDIN, W. Functional Analysis, 2nd ed. McGraw-Hill, 1991.

ToprsOE, F. Information theoretical optimization techniques. Kyberne-
tika 15, 1 (1979), 8-27.



BIBLIOGRAFIA 193
[33] VAART, A. v. D. Asymtotic Statistics, first ed. Cambridge University
Press, 1998.

[34] ZALINESCcU, C. Convex Analysis in General Vector Spaces. World Scien-
tific, 2002.



	Portada 

	Resumen 

	Índice General

	Introducción

	Capítulo 1. Grandes Desviaciones 

	Capítulo 2. Representaciones de la I-Proyección Generalizada 

	Capítulo 3. Teoremas Límite 

	Capítulo 4. Apéndice 

	Bibliografía

