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Introduccion

En esta tesis estudiamos una de las ramas mas hermosas del algebra, a saber, la teoria de
divisibilidad en los dominios enteros (los cuales son un tipo importante de anillos). La tesis consta
de 3 capitulos. En la secci6n 1 del primer capitulo establecemos las definiciones bésicas de la
Teoria de Anillos como lo son: Anillos, anillos conmutativos, anillos con uno, anillos con divisién,
campos y dominios enteros. Ademas estudiamos en detalle los ejemplos clasicos de anillos. En
la seccién 2 de dicho capitulo estudiamos las nociones de ideal, ideal finitamente generado, ideal
principal y dominio de ideales principales y concluimos esta seccién probando que el anillo Z es
un dominio de ideales principales. En la seccién 3 estudiamos el concepto de ideal maximal y de
ideal primo. En particular, probamos que todo ideal propio de un anillo finitamente generado
estd contenido en un ideal maximal.

En la seccién 1 del capitulo 2 estudiamos la nocién de un méximo comin divisor en anillos
conmutativos con uno y lo relacionamos con los anillos Euclidianos. Més adelante en la seccién 6
estudiamos mas en detalle a estos anillos. En la seccién 2 del capitulo 2 estudiamos la nocién de
minimo comin multiplo y en la secciéon 3 estudiamos aquellos anillos que satisfacen la propiedad
del maximo comun divisor y del minimo comtn multiplo. Luego, en la seccién 4 estudiamos el
concepto de elemento primo y elemento irreducible y en la seccién 5 estudiamos los dominios de
factorizacién tnica. Finalmente en la seccién 6 estudiamos a los dominios Euclideanos y a los
dominios cuadréticos.

En el capitulo 3 desarrollamos en detalle varios ejemplos interesantes en los cuales mostramos
que los resultados reciprocos de ciertos resultados establecidos no son ciertos.

Para terminar, un agradecimiento a la doctora Diana Avella Alaminos por sus valiosas ob-
servaciones que me ayudaron a corregir varios errores para esta tesis.



INTRODUCCION



Capitulo 1

Anillos e ideales

1.1. Anillos

Comenzamos esta seccion mencionando los conceptos clave para el entendimiento de este
trabajo. Asi mismo desarrollamos ejemplos para facilitar la comprensién de los conceptos men-
cionados.

Empezamos pues mencionando la estructura que nos interesa en este trabajo, a saber los
anillos y algunas propiedades de éstos.

Definicién 1.1.1. Un anillo es una terna (R, +,-) que consiste de un conjunto no vacio R y dos
operaciones binarias definidas sobre R, llamadas adicién (o suma) y multiplicacién (o producto),
respectivamente y denotadas por + y - tal que

1. (R,+) es un grupo abeliano.
2. (R,-) es un semigrupo.
3. La operacién multiplicacién es distributiva por ambos lados sobre la operacién suma.

Notemos que la operacion adicién y multiplicacién son operaciones abstractas definidas en
R.

Notacién 1.1.2. A un anillo (R, +,-) lo denotamos simplemente por R.

Ahora veamos dos pequenos lemas que nos ayudaran a denotar de mejor manera al elemento
neutro y a los inversos de un anillo.

Lema 1.1.3. Sea R un anillo. Entonces, el elemento neutro e es unico.

Demostracién. Supongamos que existe ¢/ € R tal que es otro elemento neutro. Veamos que
e = ¢'. En efecto, como e € R entonces se satisface que e = e + ¢’ = ¢’. ]

Notacion 1.1.4. Por lo anterior podemos denotar al elemento neutro como O o simplemente
como 0 si ya se sabe en que anillo estamos trabajando.

Lema 1.1.5. Sea R un anillo. Entonces para cada a € R, existe un unico b € R tal que a+b =10

Demostracion. Sea a € R. Por ser R un anillo sabemos que existe b € R tal que a +b = 0.
Supongamos que existe otro inverso de a digamos b’ € R, este satisface a + b = 0. Veamos que
b=1". En efecto esto se sigue de las siguientes igualdades:

7



8 CAPITULO 1. ANILLOS E IDEALES

b=0+b=(a+b)+b=0W4+a)+b=b+(a+b)=b4+0=0

Notacién 1.1.6. Asi podemos denotar al inverso de a € R como —a € R.

Usando la Teoria general de grupos y los lemas anteriores podemos desglosar mejor la defi-
nicion de anillo:

Un anillo R es un conjunto no vacio R, con dos operaciones binarias: + : RX R — Ry
-+ R x R — R tales que satisfacen:

1. La adicién es conmutativa, Va,b € R, a+b=0+ a.

2. La operacién adicién es asociativa, esto es, V a, b, ¢ € R se tiene que a+ (b+c¢) = (a+b)+c.
3. Existe un tinico 0 € Rtal que Va € Ra+ 0 = a.

4. ¥ a € R existe un tnico —a € R tal que a + (—a) = 0.

5. La operacién multiplicacién es asociativa, es decir, V a, b, ¢ € R se tiene que a-(b-c) = (a-b)-c.

6. Y por dltimo la propiedad que relaciona las dos operaciones, la distributividad por ambos
lados, V a,b, c € R se tiene que

a) (a+b)-c=a-c+b-c,
b) c-(a+b)=c-a+c-b.
Definicion 1.1.7. Decimos que R es un anillo finito si el conjunto R es finito.

Ahora veamos otros tipos de anillos, los cuales resultan de pedirle otras propiedades a la
operacion multiplicacién.

Definicion 1.1.8. Sea R un anillo.

1. R es un anillo conmutativosia-b=b-aVa,be R. Sia-b=0>-a para un caso particular,
expresamos este hecho diciendo que a y b conmutan.

2. R es un anillo con identidad (o con uno) si existe un elemento identidad para la operacién
multiplicacién, normalmente se representa por el simbolo 1 yestal quea-1=a=1-a
Va € R.

3. Dado un anillo R con uno, un elemento a € R se dice que es invertible, o una unidad, si
posee un inverso respecto a la multiplicacién por ambos lados. Es decir, si existe b € R tal
que ab = 1r = ba.

Definicién 1.1.9. Sea (R, +, ) un anillo conmutativo con uno. Decimos que
1. R es un anillo con divisién si (R \ {0},) es un grupo con la multiplicacién.

2. R es un campo si (R \ {0}, ) es un grupo abeliano con la multiplicacién.
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Observacion 1.1.10. Si R es un campo entonces la multiplicacién es conmutativa, mientras
que en un anillo con divisién la multiplicacién no necesariamente es conmutativa. Es decir, todo
campo es un anillo con divisiéon pero al revés no.

Teorema 1.1.11. Sean R un anillo conmutativo con uno y a € R un elemento invertible (o
unidad). Entonces el inverso multiplicativo de a es tnico.

Demostracion. Sea a € R tal que es un elemento invertible, esto es existe b € R tal que ab =
ba = 1. Supongamos que existe ¢ € R tal que ac = ca = 1. Veamos que b = c. Esto se sigue de
las siguientes igualdades:

b=b-1=b-(ac)=(ba)-c=1-c=c
0

Notacion 1.1.12. Por el teorema anterior, dado un elemento a de un anillo R con uno tal que

es invertible, denotamos al inverso de a como a™!.

Consideremos el conjunto R = {0}. Este es un anillo conmutativo con uno con las operaciones
0+0=0y0-0=0. En R el neutro aditivo coincide con el neutro multiplicativo. A este anillo
lo llamamos el anillo trivial.

Ejemplo 1.1.13. Ahora veamos algunos ejemplos de anillos.
1. Consideremos los siguientes conjuntos

a) Los nimeros enteros denotados por Z
b) los nimeros racionales detonados por Q

¢) los nimeros reales denotados por R

Entonces los sistemas: (Z,+, ), (Q,+,-) , (R,+,-), donde + y - son la suma y el producto
que conocemos restringidas a sus respectivos conjuntos son anillos conmutativos con uno.
Mas ain, por la Teoria general de campos sabemos que tanto el anillo de los ntimeros
racionales como el de los niimeros reales son campos.

2. Consideremos Z el conjunto de los niimeros enteros. Sea n € Z. Entonces el conjunto
nZ = {nm:m € 7},

con las operaciones suma y producto definidas en Z restringidas al conjunto nZ, es un
anillo conmutativo sin embargo este anillo es tal que no tiene uno para n # +1. Ademas
notemos que si n = 0 entonces nZ = {0} es el anillo trivial.

3. Sea X un conjunto dado y P(X) su conjunto potencia. La diferencia simétrica de dos
subconjuntos A, B C X es el conjunto AAB, donde

AAB=(A—-B)U(B - A).
Definimos la suma y el producto en P(X) como:

A+B=AAB, A-B=ANB
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Entonces el sistema (P(X),+,) es un anillo conmutativo con uno. Ya que, de la Teoria
general de conjuntos, sabemos que la diferencia simétrica satisface ser asociativa para cua-
lesquiera tres subconjuntos de X, es conmutativa pues la unién de conjuntos conmuta.
Note que el elemento () € P(X) es el neutro aditivo, ademds para cada elemento A € P(X)
existe su inverso aditivo que es el mismo pues A+ A = AANA = (A—-A)U(A—-A) =0.
Por lo cual (P(X),+) es un grupo abeliano.

Sabemos que la operacion N es asociativa y conmutativa, faltaria probar la distributividad.
Sean A, B,C € P(X) notemos que (AAB)NC = C N (AAB) por lo cual s6lo hay que ver
que (AAB)NC = ANCABNC, en efecto lo anterior se debe a las siguientes igualdades
que se obtienen de propiedades vistas

(AAB)NC = [(A—B)U(B—A)|NC = [(ANB)U(BNA)|NC = (ANB*NC)U(BNANC).
Por otro lado

ANCABNC =[(ANC)—(BNnC)]Uu[(BNC)—(ANC)]
[(ANC)N(BCUCH)]U[(BNC)N (AU C9)]
[(ANCNBYYUANCNC)U(BNCNAY)U(BNCNCY)
=(ANCNB)U(BNCNAS)

=(ANB°NC)U(BNA°NC).

Asi (P(X),+,-) es un anillo conmutativo. Notemos que el conjunto X es el uno del anillo
pues AN X = A para todo A € P(X) de donde (P(X),+, ) es un anillo conmutativo con
uno.

Es interesante notar que si X es un conjunto no vacio entonces el sistema (P(X),U,N)
ni el sistema (P(X),N,U) constituyen un anillo. Esto ya que no hay un elemento inverso
respecto a la operacién U en el caso del primer sistema y tampoco un inverso respecto a la
operacion N en el caso del segundo sistema.

. Dado un anillo (R, +,-), podemos considerar el conjunto M, (R) de las matrices de n x n

sobre R. Para describir los elementos del conjunto M, (R) consideremos el conjunto I, =
{1,2,...,n}. Un elemento de M,(R) es una funcién f : I, x I, — R, en la préctica
identificamos tal funcién con sus valores a;; = f(i,j) que expresamos como la matriz
cuadrada de n X n

(2775 R QApn
donde a;; € R. Para facilitar la escritura de un elemento en M, (R) usaremos la abreviatura

(aij) para representar a una matriz de n x n cuya entrada (4, j) es a;;. Las operaciones que
hacen al sistema (M, (R),+,-) un anillo estan dadas por

(aij) + (bij) = (ai; + bij) vy (ay) - (by) = (ci5),

donde
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n
Cij = ) @ik - brj-
k=1

El elemento cero es la matriz de n X n cuyas entradas son todas cero, y notemos que
—(asj) = (—asj) ya que —a;; estd bien definido pues R es un anillo. Asi para cada (a;;)
tenemos un inverso (—a;;) por lo que el sistema (My(R),+,-) es un anillo, pero falla en
ser un anillo conmutativo para n > 1 pues en general el producto de matrices no es
conmutativo.

Ahora observemos que si R es un anillo con uno, entonces la matriz cuyos elementos de la
diagonal son unos, o bien a;; = 1y ceros en otro caso actia como la identidad multiplicativa.
Podemos describir este hecho haciendo uso de la delta de Kronecker d;; la cual esté definida
como

1, sii=j

5ii = i,j=1,2,...,n),
" {0, siij (3.7 )

Asi la matriz identidad puede ser escrita de la forma (d;5).

5. Sea X un conjunto arbitrario distinto del vacio y sea (R, +, -) un anillo. Usamos la notacién
fun(X, R) para denotar el conjunto que consta de todas las funciones de X en R, en
simbolos

fun(X,R)={f]|f:X — R}.

Para facilitar la notacién escribiremos fun R en lugar de fun(X, R). Definimos la suma y
el producto como sigue:

(f+9)x) = f(z)+rg(x), (f-9)=f(2)rglx) comzeX

Con estas definiciones podemos verificar facilmente que fun R es un anillo, cuyo elemento
neutro es la funcién constante cero, es decir aquella que satisface que f(z) = Or para todo
x € X, mientras que el inverso aditivo —f de f estd dado por (—f)(x) = —f(x) para toda
z € R.

Es interesante notar que las propiedades algebraicas de fun(X, R) estdn determinadas por
las propiedades del anillo (R, +, ). Esto es, por ejemplo si R es un anillo con uno entonces
el anillo fun R tendrd una identidad multiplicativa dada por 1(x) = 1 para todo = € X.

6. Para el siguiente ejemplo consideremos el conjunto de los enteros médulo n, Z,,. Recordemos
que en Z,, definimos la clase de congruencia médulo n de a como el conjunto

[al| ={x €Z:x=a(modn)} ={x €Z:x = a+ kn para algin k € Z}.

Maés atn, recordemos que de los cursos basicos de dlgebra podemos definir a Z,, como el
siguiente conjunto que consta de n elementos
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En este conjunto definimos las siguientes operaciones para cada [a], [b] € Z,

Veamos que las operaciones anteriores estan bien definidas, es decir que no dependen del
representante que se ha elegido. Sean [al, [b] € Z, tales que [a'] = [a] y [V/] = [b]. Mostremos
que [a'b'] = [ab]. Como d’ € [a'] = [a] entonces ' € [a], de donde a’ = a + kn andlogamente
b = b+ jn para algunos k,j € Z, asi

a't) = (a -+ kn)(b+ jn) = ab + (aj + bk + kjn)n,

de donde a'b’ = ab(mod n) y asi [a'b'] = [ab]. De manera andloga se comprueba que la suma
no depende del representante elegido.

Con estas definiciones tenemos que Z, es un anillo conmutativo con uno, observemos que
varios de los axiomas de anillo se satisfacen en Z,, ya que se satisfacen en Z. La ley distri-
butiva, por ejemplo, se satisface en Z,, ya que es valida en Z

[a]-n([b]+nlc]) = [aln[btec]=Tlalb+c)]
= [ab+ac]|=]ab]+y[ac]
= lalw[b]+nla]nlc]
Notemos también que las clases de congruencia [0] y [1] actian como el elemento cero y

como la identidad multiplicativa respectivamente, mientras que la clase [—a| es el inverso
aditivo de [a] en Z,.

. Consideremos los enteros gaussianos, Z[i], definidos por

Z[i| ={a+bi:a,beZ, i*=—1}.

Estos son un subconjunto de los nimeros complejos. Tomando la suma y el producto
definidos en C tenemos que Z[i] es un anillo conmutativo con uno. Ya que si a + bi, c+di €
Z[i] tenemos que su suma y producto se quedan en este conjunto, pues

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i,
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) 4 (ad + be)i € Z]i].
El elemento neutro es el entero 0 = 0 4 07, para cada a + bi € Z[i] su inverso aditivo es el

elemento —a 4 (—b)i € Z[i], y la identidad multiplicativa de C estd en Z[i] pues 1 = 1+ 04,
de donde 1 € Z[i].

Ejemplo 1.1.14. Ahora veamos un ejemplo de un anillo que nos serd muy util en el
siguiente capitulo.
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Consideremos un anillo conmutativo K. Denotamos por seq K a la totalidad de todas las
secuencias infinitas

f:(ao,al,...,ak,...)

de elementos a; € K. Tales secuencias son llamadas las series de potencias formales o
simplemente series de potencias sobre K.

Decimos que dos series de potencias

f:(ao,al,ag,...) y g:(bg,bl,bz,...)
son iguales si, y s6lo si son iguales término a término
f =g si, y sélo si ap = b para todo k > 0.

Ademas definimos la suma y el producto como sigue:

f+g:(a0+b05a1+b17"')7
fg:(607617627"')7

donde para cada k > 0 ¢ estd dada por

cr = Z aib; = apby, + a1bg—1 + -+ + ap—1b1 + agbo.
i+j=k

Es decir, esta suma corre sobre todos los enteros i,j > 0 sujetos a la restricciéon de que
1+j=k.

Con estas operaciones seq K es un anillo conmutativo, donde la secuencia (0,0,...) es el
neutro aditivo, para cada f = (ag, a1, ... ) tenemos un inverso aditivo dado por la secuencia
—f=(-ap,—ay,...).

Veamos que se satisface la ley de la distributividad. Esto es, para f, g, h en seq K tales que
f=(ag,a1,...),9=(bo,b1,...),h = (co,c1,-..), probemos que f(g+h)= fg+ fh. Como
el producto conmuta (ya que K es un anillo conmutativo), tenemos que f(g+h) = (g+h)f
por lo que sélo hay que probar la primera igualdad. Como

f(g—i—h):(ag,al,...)((b0+00,bl—i—cl,...)):(do,dl,...)

donde

dp = Z ai(bj—i-cj): Z (aibj—i—aicj): Z aibj—i— Z a;Cj.

itj=k itj=k itj=k itj=k

Por otro lado

fg+fh:((ao,al,...)(bo,b1,...))+(((10,(11,...)(00,01,...)):(80,81,...)+(t0,t1,...)
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donde

S = Z abj 'y tp= Z a;Cj

i+j=k i+j=k

asi s+t = Z a;b; + Z ajc; = dy,
=k itj=k

por lo cual f(g+ h) = fg+ fh. Asi seq K es un anillo conmutativo.

Para introducir una notacién adicional definamos a ax como la siguiente secuencia
(0,a,0,0,...).

Esto es, ax es un miembro especifico de seq K tal que el elemento a estd en su segunda
entrada y todas las deméas son cero. De manera mas general podemos definir el simbolo
ax™, n > 1, el cual denotara la secuencia

(0,...,0,a,0,...)
donde el elemento a aparece en la (n 4 1) entrada. Por ejemplo,
ar? = (0,0,a,0,...)
az’ = (0,0,0,a,0,...).

Con estas definiciones, cada serie de potencias

f:(ao,al,...)

tiene una tnica representacién de la forma

f={(ao,0,...)+(0,a1,0,...)+---+(0,...,0,ap,0,...)+ ...

=ag+ax+ ax® + - Fapz + .. ..

Asi el anillo de series de potencias formales seq K es aquel que consiste de todas las
expresiones formales

f=ag+arx+ax®+ - +az” +...,

donde los elementos ag, ai, ... son llamados los coeficientes de f y pertenecen a K. Deno-
taremos de manera més compacta a los elementos de seq K como f = Z a,x”, notemos
que el simbolo de suma es una suma formal y por tanto la convergencia no es un problema
para nosotros.

Usando esta notaciéon podemos reescribir la suma y el producto en el anillo de las series de
potencias formales como sigue

Z apx® + Z bt = Z(ak + by)z*
(Z akxk)(z bkxk) = Z cpz®,
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donde

k
Cp = Z aibj = Zaibk,i.
=0

i+j=k

Para indicar la indeterminada = denotaremos por K[[z]] en lugar de seq K y por f(z) a
un elemento de este anillo.

Maés atin, si K es un anillo conmutativo con uno, entonces K [[z]] posee un elemento iden-
tidad (1,0,0,...) y lo denotamos por 1. Ademés podemos identificar la serie de potencias
0+ 1z + 022 + 02® 4+ ... con z de donde podemos tratar a  como un miembro especial
de K[[z]] denotado por la secuencia x = (0, 1,0,...). De este modo ax se convierte en el
producto de elementos de K|[[x]]

ax = (a,0,0,...)(0,1,0,...).

Como notacién adicional omitiremos los términos con coeficientes cero y reemplazaremos
(—ap)z* por —apz® y por tdltimo denotaremos a 1z* como z* con k > 1. Con estas con-
venciones podemos tomar por ejemplo

l+a?+at4. 422+ K[,

como representacion de la secuencia (1,0, 1,0,...).

Asi, podemos definir los polinomios en una variable (en z) sobre un anillo conmutativo con
uno K, denotado por K|z, como el conjunto

Kzl ={ap+amz+- -+ apz" :ap € K,Yk€{0,1,...,n},n >0}

Esto es, K[z]| denota el conjunto de todas las series de potencias de K[[x]] cuyos coeficientes
son cero a partir de un indice en adelante (este indice particular varia dependiendo de la
serie). Es decir, definimos un polinomio como una secuencia finita no nula de elementos de
K. Por ejemplo, la secuencia (1,1,1,0,0,...) es un polinomio sobre K pero la secuencia
(1,0,1,0,...,1,0,...) no lo es.

Podemos definir la suma y el producto en K[z] como las definimos en K[[z]|]. Veamos
que si f(z) = Zakxk,g(x) = Zbkwk son elementos de K|[z], con a; = 0 para toda
k > ny b, =0 para toda k > m, entonces ambas operaciones son cerradas. Es decir, que
la suma y el producto de elementos de K|[z| se queda en este conjunto. Esto se sigue de

ar + by = 0 para k > max{m,n}
Z a;b; = 0 para k > m + n,
it+j=Fk

asi tenemos que f(z)+g(x)y f(z)g(x) pertenecen a K[z]. De esta forma K[x] es un anillo
conmutativo con uno.

Para continuar, veamos una definiciéon en el anillo conmutativo con uno de los polinomios
en una variable sobre un anillo conmutativo con uno K.
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Definicién 1.1.15. Sea K|[z] el anillo conmutativo con uno de los polinomios en una
variable sobre el anillo K y f(z) = ap+ a1z + -+ a,a™ con a, # 0 un polinomio distinto
de cero en K [x]. Decimos que a,, es el coeficiente principal de f(z); y el entero n es el grado
del polinomio al cual denotamos por gr(f(x)) = n.

Asi el grado de un polinomio distinto de cero es un entero no negativo; para el polinomio
cero su grado no estd definido. También notemos que los polinomios con grado cero son los
polinomios constantes distintos de cero.

Ejemplo 1.1.16. Veamos un ejemplo de la definiciéon anterior.

Consideremos el anillo conmutativo con uno de los polinomios en una variable sobre el
anillo de los ntimeros enteros Z[z]. Sean f(z) = 1 + 42* + 725 + 022°, g(z) = 4 € Z[z]. El
coeficiente principal de f(x) es 7 y el grado de f(z) es 6. Para g(x) = 4 tenemos que el
coeficiente principal es 4 y el grado de g(z) es 0.

Mostremos que en los polinomios en una variable sobre un anillo conmutativo con uno R
se satisface un andalogo al algoritmo de la divisién.

Teorema (Algoritmo de la divisién para R[z]) 1.1.17. Sea R un anillo conmutativo
con uno y f(x),0 # g(x) polinomios en R|x] tales que el coeficiente principal del polinomio
g(x) es un elemento invertible. Entonces existen unicos polinomios tales que q(x),r(x) €
Rz] tales que

conr(z) =0 6 gr(r(z)) < gr(g(z)).

Demostracion. Sea R un anillo conmutativo con uno y f(x),0 # g(x) polinomios en R[x]
tales que el coeficiente principal del polinomio g(z) es un elemento invertible. Mostremos
este teorema por induccién sobre el grado de f(x). Si f(x) =00 f(z) # 0y gr(f(x)) <
gr(g(z)), existe una representacién que cumple los requisitos del teorema al tomar g(x) = 0,
r(z) = f(x). Ademas, si gr(g(z)) = 0, tenemos que g(x) es un elemento del anillo R, como el
coeficiente principal de g(z) es invertible, es suficiente tomar ¢(z) = f(z)g(z)~!, r(x) = 0.

Supongamos que el teorema es cierto para polinomios de grado menor que n y sean
ar(f(z)) =, gr(g(x)) = m, con n > m > 1; esto es,

fx)=ap+arz+ - +apz", a,#0
g(x) =bo + b1z + -+ bpz™, by #0 (n>m).

El polinomio fi(x) = f(x) — anb,,la" ™g(z) pertenece al anillo R[x] como el coeficiente
asociado a la variable " es a,, — anb;llbm = 0, entonces el polinomio fi(z) tiene grado
menor que n. Por lo tanto existen polinomios q;(z),r(x) € R[x] tales que

fi(z) = q(2)g(x) +r(x),
con r(z) =0 o gr(r(x)) < gr(g(x)). Sustituyendo, obtenemos la siguiente identidad

f(@) = (au(2) + anby, 2" "™)g(2) +r(2),
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definimos a q(z) = q1(x) + a,b;'z"™, de donde f(x)

= q(x)g(z) + r(x). Por lo tanto
tenemos la representacién que se buscaba cuando gr(f(z)) =

n.

Para demostrar la unicidad, supongamos que

f(x) = q(2)g(z) +r(z) = ¢'(x)g(z) + r'(2),

con r(z) y r'(z) satisfaciendo los requerimientos del teorema. Luego, restando

r(z) —r'(z) = (¢'(x) — q(z))g ().

Como el coeficiente principal de g(x) es invertible, se sigue que ¢'(z) — g(z) = 0 si, y sélo
si r(x) —r'(x) = 0. Teniendo esto en mente, si ¢’'(x) — q(x) # 0. Sabiendo que b,;, no es un
divisor de cero en R,

gr(q' (z) — q(z)g(x)) = gr(d'(z) — q(x)) + gr(g(z)) > gr(g(x)) > gr(r(z) —r'(v)),

lo cual es una contradiccién, La ultima desigualdad se basa en el hecho de que los grados
de r(x) y 7'(x) son ambos menores que el grado de g(x). Asi, ¢(x) = ¢/(z), lo cual implica
que r(x) =1'(x).

O

A los polinomios ¢(z) y r(x) que aparecen en el teorema 1.1.17 son llamados, respectiva-
mente, el cociente y el residuo de dividir f(z) por g(z). Ahora veamos varias propiedades
bésicas que se satisfacen en un anillo cualquiera.

Teorema 1.1.18. Sea R un anillo. Entonces para cualesquiera a,b,c € R se satisfacen las
stguientes identidades:

a) 0a =al =0,

b) a(~b) = (~a)b = —(ab),

c) —(—a) =a,

d) (—a)(=b) =ab, y

e) a(b—c) =ab—ac,(b— c)a = ba — ca.

Demostracion. Sean a,b,c € R.

a) Veamos que Oa = 0 = a0. Sabemos que 0 € R es tal que para todad € R, d+0=d =
0 + d, en particular tenemos que 0 + 0 = 0. De modo que

0a = (0 + 0)a = 0a + Oa, de donde Oa = Oa + Oa,
asi por la ley de la cancelacién para el grupo aditivo (R, +) tenemos que Oa = 0, de
manera analoga se demuestra que a0 = 0.

b) Mostremos ahora que a(—b) = (—a)b = —(ab). Para esto usemos el lema 1.1.5 el cual
nos dice que el inverso aditivo de un elemento es tnico. Sabemos que —(ab) denota
al inverso aditivo de ab, de modo que basta ver que a(—b) o (—a)b son tales que
ab+ a(=b) =0, ab+ (—a)b = 0.

En efecto, esto se sigue de las siguientes igualdades:
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ab+ a(=b) = a(b+ (-b)) =

ab+ (—a)b = (a+ (—a))b
asi a(—b) = —(ab) = (—a)b.

¢) Mostremos que —(—a) = a para toda a € R. Como —a es el inverso aditivo de a, se
tiene que

a0 =0,
0a=0

I

a+(—a)=0=—-a+a,
de donde a es inverso aditivo de —a y por el lema 1.1.5 se tiene que —(—a) = a.

d) Veamos ahora que (—a)(—b) = ab. Esto se sigue del inciso b) de este teorema

(—a)(=b) = =((=a)b) = —(—(ab)) = ab

e) Mostremos ahora que a(b — ¢) = ab — ac, (b — ¢)a = ba — ca, se satisface para toda
a,b,c € R, esto se sigue del inciso b) pues

alb—c)=a(b+ (—c)) = ab+ a(—c) = ab—ac
De manera andloga se demuestra que (b — ¢)a = ba — ca.

O]

Sabemos que en el anillo trivial el elemento neutro coincide con la identidad multiplicativa.
De hecho este es el tnico caso en el cual el neutro aditivo coincide con el uno de un anillo. El
siguiente corolario prueba esta afirmacién.

Corolario 1.1.19. Sea R un anillo con uno. Si R no es el anillo trivial, entonces el elemento 0
y 1 son distintos.

Demostracion. Como R # {0} tenemos que existe un elemento 0 # a € R. Supongamos que
1 = 0. Como R es un anillo con uno existe 1 € R tal que para toda r € R se satisface que
1r = r1 = r, en particular para a € R se tiene que a = la = Oa de donde por el teorema 1.1.18
tenemos que a = a0 = 0 lo cual es una contradicciéon pues a # 0. Asi 1 # 0. O

Del ejemplo 3. en 1.1.13 si A es el conjunto {a, b, c}, tenemos que {a}, {b} € P(A) y ademés
son tales que {a} # 0, {b} # 0y {a}- {b} = {a} N {b} = 0. Esto es tenemos dos elementos que
no son el cero del anillo sin embargo al multiplicarlos obtenemos el cero de nuestro anillo. Esto
en el anillo de los nimeros enteros no sucede, pues recordemos que si tomamos a,b € Z tales que
son elementos no cero entonces a - b # 0. En la siguiente definicién le daremos un nombre a los
elementos que satisfacen la caracteristica mencionada en P(A) con A = {a, b, c}.

Definicion 1.1.20. Sea R un anillo y 0 # a € R.

1. Decimos que a es un divisor izquierdo (derecho) de cero en R si existe 0 # b € R tal que

ab =0, (ba = 0).

2. Un divisor de cero es un elemento 0 # a € R tal que es un divisor izquierdo y derecho de
cero.

Observacién 1.1.21. Si R es un anillo conmutativo, entonces claramente un elemento a € R
es un divisor izquierdo de cero si, y sélo si es un divisor derecho de cero.
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Ejemplo 1.1.22. Ahora veamos algunos ejemplos de anillos con y sin divisores de cero.

1. Consideremos el anillo conmutativo con uno de los enteros médulo 8, esto es

g = {[0], [1], 2], 3], [4], [5]; [6], [7]}-

Sean [6], [4] € Zg son elementos no nulos. Notemos que [6] - [4] = [24] = [0], esto es [6] y [4]
son divisores de cero en Zsg.

2. Sea A el conjunto {a, b, c} y consideremos su conjunto potencia P(A). Sabemos que éste es
un anillo conmutativo con uno, ver el ejemplo 3. de 1.1.13. Sean {a}, {b} € P(A) son tales
que {a} #0, {b} #0y {a} - {b} = {a} N {b} =0, esto es {a}, {b} son divisores de cero en
P(A).

3. Consideremos el anillo de los nimeros racionales Q. Sean a,b € QQ tales que a # 0 y b # 0.
Supongamos ademas que a - b = 0, como Q es un campo y b # 0 entonces existe b=! € Q.
Asi multiplicando ab = 0 por el inverso de b a ambos lados obtenemos que

a = (ab)b~! = 0b~1 =0,

de donde a = 0 pero esto es una contradiccién por lo tanto no hay a,b € QQ tales que sean
ambos no nulos y ab = 0. Por tanto en (Q no tenemos divisores de cero.

En el anillo de los nameros enteros y en los campos que ya conocemos de los cursos bésicos,
tenemos una ley de la cancelacién para el producto. Por ejemplo en Z sabemos que si a,b,c € Z
y son tales que ac = bc con ¢ # 0 entonces a = b. De hecho en la demostracién usabamos
fuertemente el hecho de que no tenemos divisores de cero, o bien ab = 0 si, y s6lo si a = 0 o
b = 0. Veamos un teorema que nos relaciona los divisores de cero con las leyes de la cancelacién
pero de manera méas general, esto es en un anillo cualquiera.

Teorema 1.1.23. Sea R un anillo. Entonces R no tiene divisores de cero si, y sélo si se satisfacen
las leyes de la cancelacion, esto es, para toda a,b,c € R, ab = ac, ba = ca con a # 0 implica que

b=c.

Demostracion. Supongamos que R es un anillo tal que no tiene divisores de cero. Veamos que
se satisfacen las leyes de la cancelaciéon. Sean a,b,c € R tales que ab = ac, a # 0. Entonces
a(b—¢) = 0, por el teorema 1.1.18, y como a # 0 y R no tiene divisores de cero, tenemos que
b—c =0 asi b = c. El argumento es el mismo para la identidad ba = ca.

Supongamos ahora que R es un anillo en el cual se satisfacen las leyes de la cancelacién y
ab =0 para a,b € R con a # 0. Veamos que b = 0. Por el teorema 1.1.18 tenemos que ab = a0,
como a # 0 cancelando a tenemos que b = 0. Similarmente, si b # 0 implica que a = 0. Asi R no
tiene divisores de cero.

O

El teorema anterior motiva la definiciéon de dominio entero, la cual usaremos a lo largo del
Capitulo 2.

Definiciéon 1.1.24. Sea R un anillo conmutativo con uno. Decimos que R es un dominio entero
si no tiene divisores de cero.
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Ejemplo 1.1.25. Veamos los siguientes ejemplos.

1. Consideremos el anillo conmutativo con uno de los niimeros enteros, Z. De los cursos bésicos
de dlgebra sabemos que en Z se satisface que para toda a,b € Z ab = 0 si, y sélo si a = 0
0 b =0, de donde Z no tiene divisores de cero. Por tanto, Z es un dominio entero.

2. Consideremos un campo K. Dados a,b € K tales que ab = 0, tenemos que si 0 # a entonces
existe a~! y multiplicando la identidad tenemos que (a~'a)b = 1b = b = 0. Por tanto, K
es un dominio entero.

3. Del ejemplo 1.1.22 sabemos que el anillo conmutativo con uno de los enteros médulo 8, Zg
no es un dominio entero pues tiene divisores de cero. Por tanto Zg no es un dominio entero.
También por este mismo ejemplo sabemos que en general P(A) no es un dominio entero.

A continuaciéon enunciamos algunas de las propiedades que se satisfacen en el anillo de los
polinomios en una variable sobre un anillo conmutativo con uno K. Un corolario importante en
el cual observamos qué sucede con K|z] si el anillo que consideramos es un dominio entero.

Lema 1.1.26. Sean K un anillo conmutativo con uno y f(z),g(x) € Kx] polinomios distintos
de cero. Entonces se satisface sélo uno de los siguientes enunciados

1. f(z)g(x) =0 en cuyo caso el grado del polinomio f(x)g(x) no estd definido.

2. f(x)g(z) # 0 en cuyo caso gr(f(z)g(x)) <gr(f(x))+gr(g(x)).

Ademas si K es un dominio entero como f(z) y g(z) son no nulos tenemos que f(x)g(z) es
distinto de cero y gr(f(z)g(z)) = gr(f(z)) + gr(g(x)).

Lema 1.1.27. Sean K un anillo conmutativo con uno y f(z), g(x) € K[x] polinomios distintos
de cero. Entonces se satisface sélo uno de los siguientes enunciados

1. f(z)+g(z) =0,
2. f(z)+g(z) # 0 en cuyo caso gr(f(z) + g(x)) < maz {gr(f(x)), gr(g(z))}.

La demostracién de estos lema se deja al lector. Ahora podemos enunciar el siguiente corola-
rio, el cual nos dice que si K es un dominio entero entonces también lo debe de ser su anillo de
polinomios.

Corolario 1.1.28. Sea K un dominio entero. Entonces su anillo de polinomios en una variable
Klz] también es un dominio entero.

Demostracion. Se sigue directo del lema 1.1.26.
O

Dado un anillo R y S un subconjunto de R nos gustaria saber cuando S resulta ser también
un anillo.

Definicién 1.1.29. Sea (R, +,-) un anillo y S C R un subconjunto no vacio de R. Decimos que
(S,+,-) es un subanillo de (R, +,-) si (S, 4+, ) es un anillo usando las operaciones restringidas.



1.2. IDEALES Y SUS OPERACIONES 21

Esta definicion es adecuada, pero engorrosa, ya que debemos de verificar cada una de las
propiedades de la definiciéon de anillo para el subconjunto S. Es decir, debemos verificar que
(S, 4) es un subgrupo de (R, +), (S, ) es un semigrupo, y las dos leyes distributivas se satisfacen
en S. Pero las leyes distributivas y las asociativas se satisfacen en S ya que se satisfacen en Ry
S C R, asi verificar éstas no es necesario. Por tanto (S, +,-) es un subanillo de (R, +, ) si, y sélo
si:

1. S es un subconjunto no vacio de R,
2. (S,4) es un subgrupo de (R,+), y

3. la operacién - : S x S — S es cerrada.

Recordemos de la teorfa de grupos que (S, +) es un subgrupo de (R, +) si, y s6lo si S es no
vacio y a — b € S para todo a,b € S. Con estas observaciones podemos caracterizar un subanillo
de una manera mas facil.

Proposiciéon 1.1.30. Sea R un anillo y ) # S C R. Entonces S, es un subanillo de R si, y sélo
8%

1. Para todo a,b € S se tiene que a —b € S,
2. Para todo a,b € S se tiene que ab € S.

La demostracion de esta proposicion se deja al lector, es una consecuencia de las observaciones
anteriores.

Ejemplo 1.1.31. Veamos los siguientes ejemplos de subanillos.

1. Sea R un anillo, entonces éste posee dos subanillos, el anillo {0} trivial y R mismo. A
éstos dos subanillos se les conocen como los subanillos triviales de R. Si existen otros
subanillos de R los llamaremos subanillos no triviales. Usaremos el término subanillo
propio para referirnos a un subanillo el cual es diferente de R.

2. Consideremos (Z,+, -) el anillo de los niimeros enteros. Entonces (2Z, +, -) es un subanillo
de (Z,+,-) y en general (nZ,+,-), con 0 # n € Z es un subanillo de Z.

3. Consideremos el anillo (Q,+, ). Entonces (Z, +, -) es un subanillo propio de (Q, +, -).

1.2. Ideales y sus operaciones

En esta seccién hablaremos sobre los ideales de un anillo. Estos son una clase de subanillos
de un anillo R a los que les afiadimos una cerradura bajo la multiplicacién de cualquier elemento
r € R. Este concepto nos serd muy util en el siguiente capitulo, pues varias de las propiedades
las podemos expresar en términos de ideales.

Definiciéon 1.2.1. Sea I un subanillo de un anillo R. Decimos que I es un ideal bilateral de R
si, y sOlo si para todo r € R y para toda a € I se tiene que ar € I y ra € 1.

De acuerdo a la proposicién 1.1.30, podemos reescribir la definicién de un ideal bilateral como
sigue.
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Definicion 1.2.2. Sea I un subconjunto no vacio de un anillo R. Entonces I, es un ideal bilateral
de R si, y solo si

1. Para cada a,b € [ se tienequea—bel,y

2. Para toda r € R y para toda a € R se tiene que ra,ar € 1.

Decimos que I es un ideal derecho de R si se satisface 1. de la definiciéon 1.2.2 y ar € [
para cada r € Ry a € I. De manera analoga, I es un ideal izquierdo de R si se satisface 1. y
para cada r € R y para cada a € I se tiene que ra € I.

Observacion 1.2.3. Si R es un anillo conmutativo entonces un ideal bilateral coincide con ser
un ideal izquierdo o derecho de R.

Decimos que I es un ideal de R en lugar de un ideal bilateral. De modo que siempre que
hablemos de ideales se entendera que es un ideal bilateral, a menos que se indique lo contrario.
Ademaés si I es un subconjunto propio de R e I es un ideal entonces decimos que I es un ideal
propio de R.

Ejemplo 1.2.4. Veamos los siguientes ejemplos.

1. Sea R un anillo conmutativo. Es claro que {0} es un ideal propio de Ry R es un ideal de
R. Se les conoce como los ideales triviales.

2. Consideremos el anillo de los nimeros enteros Z. Sea nZ C 7Z como en el ejemplo 1.1.13,
entonces nZ es un ideal de Z.

3. Sea R un anillo. Consideremos el anillo fun(X, R) (ver ejemplo 1.1.13). Dado un = € X
un elemento fijo denotamos por I, al conjunto de todas las funciones tales que toman el
valor de 0 en x; es decir,

I, ={f € fun(X,R) : f(z) =0}.
Veamos que I, es un ideal de fun(X, R).

a) Sean f,g € I,. Entonces, por la definicién de las operaciones en el anillo fun(X, R),
tenemos que

(f —9)(x) = f(z) —g(z) =0-0=0.
De donde, f —g € I,.
b) Sean f € I, y h € fun(X, R). Entonces,
(fh)(x) = f(x)h(z) = Oh(z) = 0,
(hf)(@) = h(z) f(z) = h(z)0 =0
asi fh,hf € I,.

Por lo tanto I, es un ideal de fun(X, R). De manera mdas general podemos considerar S
un subconjunto no vacio de X. Entonces el conjunto

I'={f € fun(X,R): f(z) = 0 para toda x € S},
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es un ideal de fun(X, R). Més atn, podemos expresar a este ideal como I = m 1., esto

z€S
es, la interseccion de los ideales I, resulta ser de nuevo un ideal. Veremos en el siguiente

teorema que esto no es sélo una coincidencia, de hecho cualquier interseccién arbitraria de
ideales (derechos, izquierdos) resulta ser un ideal (derecho, izquierdo).

Teorema 1.2.5. Sean {I;}ica una coleccion arbitraria de ideales (respectivamente ideales de-

rechos, ideales izquierdos) de un anillo R. Entonces, ﬂ I; es un ideal (respectivamente ideal
€A

derecho, ideal izquierdo).

Demostracion. Sea R un ideal y {I;};c4 una coleccion arbitraria de ideales.

1. ﬂ I; es distinto del vacio pues O € I para todo ¢ € A.
€A

2. Dados a,b € ﬂ I; tenemos que a —b € ﬂ I; ya que cada (I;, +) es un subgrupo de (R, +).
i€A €A

3. Seare Ryac ﬂ I;. Entonces para cada i € A tenemos que ra € I; y ar € I;, de donde

i€A
ra € ﬂIiyaﬂ"E ﬂ[i.
€A 1€A

Por tanto ﬂ I; es un ideal de R.
€A
O

Definicién 1.2.6. Sea R un anillo y S # () un subconjunto de R. Definimos al ideal generado
por el subconjunto S como

(S) = ﬂ{[ : S C 1, con I ideal de R}.

Observacion 1.2.7. Veamos algunas observaciones de este ideal.

Notemos que {I : S C I, con I ideal de R} es no vacio, ya que R es un ideal de Ry S C R. Es
decir, R € {I : S C I, con I ideal de R}. Ademas, (5) es el ideal mas pequeno (respecto a la
contencién) tal que contiene a S, es decir si J es un ideal de R tal que S C J entonces (S) C J.

Si el conjunto S consiste de un nimero finito de elementos a1, ao,...,a,, entonces el ideal
generado por S lo denotamos por (a1, as, ..., a,) en lugar de ({ay, as,...,a,}). Ademas, decimos
que éste es finitamente generado y sus generadores son los elementos a; para i = 1,2,...,n.
Notemos que en particular R es un ideal de si mismo. De donde decir que R es finitamente ge-
nerado es considerar a R como ideal finitamente generado, es decir R = (ay,asg, ..., a,). Ademas
si R es un anillo con uno, R es generado por 1x. Un ideal (a) generado por un sélo elemento de
R se dice que es un ideal principal.

Observacién y definicién 1.2.8. Ahora tomemos el ideal principal derecho generado por a el
cual denotamos por (a)g y es el conjunto

(a)g = ﬂ{] :a € I con I ideal derecho de R}.
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Nos gustaria describir quiénes son los elementos de este ideal. Para esto tomemos a € I,
con I un ideal derecho de R. Como (I,+) es un subgrupo de (R,+) y a € (I,+) tenemos que
na € (I,4) para toda n € Z. Ademés, dado que I es un ideal derecho para toda r € R tenemos
que ar € R.

Veamos que A ={na+ar:ne€Z,r € R} = (a)g = ﬂ{[ :a € I con I ideal derecho de R}.
Es claro que A es un ideal derecho de R tal que contiene a a, pues a = la + a0. Asi (a)g C A.
Mostremos la otra contencién. Sea ma + ar € A, para cada I ideal derecho que contiene a a
tenemos que ar € I. Ademds como cada ideal derecho que contiene a a es un grupo tenemos que
ma € I. Asi, ma + ar € I para cada ideal derecho que contenga a a. Por tanto ma + ar € (a)q.
En conclusién, definimos al ideal derecho principal generado por a como el conjunto

(a)g={na+ar:ne€Z,re R}

Notemos que en general {ar : r € R} # (a)q pues no podemos garantizar que a pertenezca a
{ar : 7 € R}. Si R es un anillo con uno, podemos escribir la expresion na + ar € (a)y como sigue

na + ar = n(lga) + ar = (nlg)a+ ar = a(nlg) + ar = a(nlp +r) = ar’,

donde " = nlr+7 es algin elemento de R. Esto es, el conjunto (a)g consta de todos los multiplos
derechos de a por elementos de R. Si R es un anillo con uno, denotamos por aR en lugar de (a)g4;
es decir,

(a)g =aR = {ar :r € R}.
Usamos argumentos similares para demostrar que el ideal izquierdo principal generado por a
es el conjunto
(a); ={na+ra:n€Z,rec R}

Ademas, si R es un anillo con uno, tenemos que el ideal izquierdo principal generado por a lo
denotamos por Ra y es el conjunto

(a); ={ra:r € R}.

Con respecto a los ideales bilaterales generados por un elemento a es un poco mas complicado
describir este conjunto. Es claro que los elementos ras, ra,as y na deben pertenecer al ideal (a)
para r,s € Ry n € Z. En general, la suma de dos elementos ras,r’as’ no es de la misma forma,
por lo que, para tener un cierre bajo la suma, cualquier suma finita Z r;as; con r;, s; € R, debe
pertenecer a (a). Por tanto, el ideal principal generado por a es el conjunto

(a) ={na+ra+as+ Z rias; i ryS,ri,S; € Rym € Z}.
finita

En el caso de que R sea un anillo con uno, este conjunto se reduce a todas las sumas finitas
E r;as; con 14, 8; € R. Ademas, de estas observaciones, si R es un anillo conmutativo con uno,
el ideal generado por a es el conjunto

(a) ={ar:r e R} ={ra:r € R}.
Ejemplo 1.2.9. Veamos ahora algunos ejemplos.

1. Consideremos el anillo de los niimeros enteros. Sea nZ (ver 1.1.13), este es un ideal principal,
de hecho es el ideal generado por n € Z. Esto es
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nZ = (n) ={na:a €2}

2. Consideremos el anillo conmutativo 27Z. Sea (2) C 2Z, el ideal generado por 2. Como 2Z es

un anillo que no tiene uno, tenemos que
(2) #{2n:n €22} = 4Z.
De hecho, de la observacién y definicién 1.2.8 tenemos que
(2) ={2n+2r:necZrc2Z}.

Més atn, {2n+2r:n € Z,r € 2Z} ={2(n+r) :n € Z,r € 2Z}. Como 2(n + r) resulta ser
siempre un miultiplo de dos, podemos escribir este conjunto como sigue

{2n+2r:neZ,re22}={2n+r):ne€Z,re2l} ={2k: kel}=2L

Consideremos el anillo conmutativo con uno de los polinomios en una variable sobre los
nimeros enteros Z[z]. Veamos que el ideal (2, z) no es un ideal principal. Supongamos que
si lo es, es decir existe p(x) € Z[z] tal que (2,2) = (p(x)). Por lo tanto, 2 € (p(z)) y
x € (p(x)), es decir existen t1(z), ta(x) € Z[x] tales que

2 =ti(z)p(x)
x = ta(x)p(x).

Esto quiere decir que 0 =gr(2) = gr(t1(x))+gr(p(z)). Por lo tanto, ¢;(x) es una constante y
p(z) es constante. Esto es t1(x) = £1y p(z) = £2 o t1(z) = £2 y p(x) = £1. Supongamos
sin pérdida de generalidad que t1(z) = 1y p(x) = 2. Entonces z = t2(z)2 de donde to(z) =
1

2% pero esto no es posible. Ahora si t1(z) =2 y p(z) = 1 entonces (2,z) = (p(x)) = Zlx],

sin embargo esto tampoco es posible pues (2, z) es un ideal propio. Por lo tanto, (2,z) no
es un ideal principal.

Ahora veamos una definicién de anillos particulares que utilizaremos a lo largo de esta tesis.

Definicion 1.2.10. Sea R un anillo.

1.

Decimos que R es un anillo de ideales principales si cada ideal I de R es de la forma I = (a)
para algin a € R.

. Si R es un dominio entero tal que es un anillo de ideales principales, decimos que R es un

dominio de ideales principales.

Veamos ahora un ejemplo importante de un anillo tal que es un dominio ideales principales.
En el Capitulo 2. veremos mas ejemplos de dominios de ideales principales.

Teorema 1.2.11. El dominio entero 7 es un dominio de ideales principales. De hecho, si I es
un ideal de Z entonces I = (n) para algin entero no negativo n.

Demostracion. Sea I un ideal del dominio entero Z.

1.

Si I = {0}, entonces este es el ideal principal generado por 0, es decir, para este caso n = 0.
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2. Supongamos ahora que I # 0. Entonces, existe 0 # k € I y —k € I ya que —k = (—1)k
e I es un ideal. De donde, el ideal I tiene niimeros enteros positivos. Sea n € I el menor
entero positivo tal que n € I. Veamos que I = (n). Es claro que (n) C I yaquen € I eI es
un ideal de Z. Mostremos que I C (n). Sea a € I, por el algoritmo de la divisién tenemos
que a =ng+r, con 0 < r < n. Como a,ng € I, se sigune quea—ng=r¢cl.Sir>0
tenemos una contradiccién al hecho de que n es el entero positivo més pequefio en I. Por
tanto, r =0y a =nqg € (n). Asi, I C (n).

O]

Concluimos la seccién con la siguiente definicién, ésta nos habla de dos operaciones que
podemos realizar con los ideales de un anillo.

Definicion 1.2.12. Sea R un anillo y J, I ideales de R.

1. Definimos la suma de I y J como el conjunto
I+J={a+b:aclbe J}
2. Definimos el producto de I y J como el conjunto

IJ:{Z aibi:aiel,biEJ}

finita

1.3. Ideales primos y maximales

En esta seccién vamos a estudiar dos tipos de ideales, los ideales maximales y primos. Co-
menzamos con la definicién de ideal maximal. Luego, mencionamos un famoso resultado, el lema
de Zorn, éste lo usamos para probar un teorema muy importante el cual nos dice que si R es un
anillo finitamente generado entonces cada ideal propio de R esta contenido en un ideal maximal.
Finalizamos esta seccién con la definiciéon de un ideal primo y algunos ejemplos de éstos.

A lo largo de esta seccién supondremos siempre, a menos que se diga lo contrario que R es un
anillo conmutativo con uno. Por comodidad algunas veces escribiremos que R es un anillo.

Definicion 1.3.1. Sea R un anillo conmutativo con uno. Un ideal I de R es un ideal maximal
si

1. IT#R
2. para cada ideal J de R tal que I C J C R, entonces J = R.

Expresado de manera un tanto vaga, un ideal es maximal si no es todo el anillo y no esta
contenido propiamente en ningtun ideal propio més grande, es decir, el Unico ideal que puede
contener a un ideal maximal es el anillo R y el mismo ideal.

Ejemplo 1.3.2. Veamos un ejemplo.
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1. Consideremos a los nimeros enteros Z. Veamos que los ideales maximales de Z corresponden
a los ideales generados por los ntimeros primos. Sea n € Z tal que n > 1. Entonces (n) es
maximal si, y sélo si n es primo.

Supongamos que (n) es un ideal maximal de Z y que n no es un primo. Entonces, n = nins
con ny,ng € Z tales que 1 < ny < ng < n. Esto implica que los ideales (n1) y (ng2) son tales
que

(n) C (n1) C Z, (n) C (n2) C Z,

lo cual es una contradiccién al hecho de que (n) es maximal.

Supongamos ahora que n es primo y que el ideal (n) no es maximal en Z. Esto es, (n) = Z
o bien existe otro ideal (m) tal que (n) C (m) C Z. El primer caso no puede ocurrir ya que
1 no es un multiplo de ningtin nimero primo. Asi, (n) C (m), de donde n = mk para algin
k € Z con k > 1. Sin embargo, esta igualdad no es posible ya que n es primo y por tanto
no es un numero compuesto. Por lo tanto, (n) es un ideal maximal.

En general, no es sencillo demostrar que un ideal I de un anillo conmutativo con uno R
es maximal por medio de la definicién. Para continuar, nuestro objetivo inmediato es obtener
un resultado general suponiendo la existencia de muchos ideales maximales. Como se vera mas
adelante, el paso crucial en la demostracion depende del lema de Zorn. Comenzamos recordando
algunas definiciones para poder anunciar el lema de Zorn y otro lema.

Definicion 1.3.3. Sea A un conjunto distinto del vacio. Un orden parcial sobre A es una relaciéon
< sobre A que satisface lo siguiente

1. es reflexiva, esto es para cada x € A se tiene que = < z,
2. es antisimétrica, es decir para cualesquiera x,y € A tales que x < yy y < x entonces x = y,
3. es transitiva, esto es para cualesquiera z,y,z € Asix <y y y < z entonces x < z.

Definiciéon 1.3.4. Un elemento maximal de A es un elemento m € A tal que si m < x para
algin x € A entonces m = .

Definicién 1.3.5. Sea () # A un conjunto con un orden parcial <. Entonces
1. Un subconjunto B de A es una cadena si para todo x,y € B se tiene que z <y 6 y < .
2. Una cota superior para B C A es un elemento u € A tal que b < u para todo b € B.
Con estas definiciones ya podemos enunciar el lema de Zorn.

Lema de Zorn 1.3.6. Si () # A es un conjunto parcialmente ordenado en el cual toda cadena
tiene una cota superior en A. Entonces A tiene al menos un elemento mazximal.

Consideremos ahora a A como una familia de subconjuntos de un conjunto dado y el orden
parcial la relacién de contencién. Entonces tenemos el siguiente Lema.

Lema 1.3.7. Sea A una familia no vacia de subconjuntos de un conjunto no vacio X tal que
para cada cadena C en A, la unién UC también pertenece a A. Entonces A contiene un conjunto
que es mazximal en el sentido de que mo estd propiamente contenido en otro miembro de A.
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Veamos que el Lema de Zorn implica este lema. Para poder usar el Lema de Zorn, basta
mostrar que cada cadena en la familia A tiene una cota superior en A. En efecto, supongamos
que el Lema de Zorn se satisface y que si A = {A;};cs es una familia no vacia de subconjuntos
de un conjunto (fijo) no vacio X. Ademds supongamos que para cada cadena C en A, la unién
UC también pertenece a A. Veamos que A tiene un elemento maximal.

Afirmamos que U A; es una cota superior. En efecto, si A; € C tenemos que A; C U A;.

A;eC A;eC
Ademas como por hipétesis U A; € A. De donde, U A; es una cota superior en A. Por lo
A;eC A;eC
tanto por el Lema de Zorn A posee al menos un elemento maximal.

Ahora ya podemos anunciar y demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1.3.8. Sea R un anillo finitamente generado. Entonces cada ideal propio de R estd
contenido en un tdeal mazrimal.

Demostracion. Sea R un anillo finitamente generado, esto es R = (a1, as,...,a,) € I un ideal
propio de R. Consideremos la siguiente familia de ideales de R

A={J:1C JyJesun ideal propio de R}.

Esta familia es distinta del vacio ya que I € A. Ahora consideremos una cadena arbitraria
{I;} =C de idealesen Ay J = U I;. Veamos que J es una cota superior de la cadena C en A.

IseC
Primero mostremos que J es un elemento de la familia 4. Esto es, mostremos que J es un

ideal propio de R.
1. Notemos que J # (), ya que para cada I, € C tenemos que Og € I,,,. Asi, Og € J.

2. Veamos ahora que J es un ideal de R. Sean a,b € J. Entonces, exiten Iy, I; € C tales que
a € I, y b € I;. Luego como C es una cadena tenemos que I, C I; o bien I; C Ij, sin
pérdida de generalidad podemos suponer que I; C I;,. Por lo tanto, a,b € I}, luego como I,
es un ideal tenemos que a — b € I, C U I;. Ademas, los productos ra y ar € I, C U 1.

IseC IseC
Por tanto, U I; = J es un ideal de R.
IseC

3. Ahora mostremos que J es un ideal propio de R. Para esto supongamos lo contrario, esto
es U Is=J =R = (ay,as,...,a,). Entonces, cada generador aj, pertenece a algin ideal

I;eC
Ij; de la cadena {I;}. Como son un nimero finito y {I;} es una cadena, existe un I,, tal que

contiene a todos estos. Por lo tanto, aq,ao,...,a, € I, pertenecen a I,,. En consecuencia,
I, = R pero esto es una contradiccion ya que I, es un ideal propio. Por tltimo, notemos
que I C J yaque I C I, paracada I, € C. Asi J € A.

Por dltimo J es una cota superior de C ya que si I; € C tenemos que I; C J = U 1.
IseC

Asi por el lema de Zorn, la familia A tiene al menos un elemento maximal M en A. Se
sigue de la definicién de A que M es un ideal propio del anillo R tal que I C M. Afirmamos
que M es un ideal maximal. Para ver esto, supongamos que K es un ideal de R tal que
M C K C R. Como M es un elemento maximal de A entonces J no puede pertenecer a A.
Por consecuencia, el ideal J no es un ideal propio de R, es decir J = R. Concluimos que
M es un ideal maximal de R tal que I C M.
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O

El ideal maximal M que encontramos no necesariamente es tinico, veamos este hecho con el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.9. Consideremos el anillo finitamente generado de los ntimeros enteros Z. Sea
0 # a € Z no invertible. Por el Teorema de Fundamental de la Aritmética tenemos que existen
P1,P2, .., Pk € Z nimeros primos tales que a = p{'p5? ... pp*. Tomemos sin pérdida de genera-
lidad al nimero primo p;. Es claro que a € (p1). Ademés (p1) es maximal ya que p; es primo.
Asi (a) C (p1) con (p;) ideal maximal. De hecho (a) C (p;) para cada p; en la factorizacion de a,

es decir el ideal maximal que contiene al ideal generado por a no es dnico.

Para finalizar esta seccién, damos la definicion de un ideal primo y algunos ejemplos. Antes de
definir formalmente estos ideales, consideremos el anillo de los niimeros enteros. Tomemos el ideal
principal (p) generado por un ntiimero primo p € Z. Si el producto ab € (p) con a,b € Z, entonces
p | ab. Pero si un nimero primo divide a un producto, entonces necesariamente divide a uno de
los factores. Es decir en este caso, a € (p) o b € (p). Por lo tanto, el ideal (p) tiene una propiedad
interesante; cuando (p) contiene un producto, al menos uno de los factores debe pertenecer a (p).
Esta observacién sirve para sugerir y en parte para ilustrar la siguiente definicién.

Definicién 1.3.10. Sea R un anillo e I un ideal de R. Decimos que I es un ideal primo si para
toda a,b € R tales que ab € I implicaqueac I ob e I.

Por induccién se puede mostrar que la definicién 1.3.10 puede ser extendida a una cantidad
finita de elementos: esto es un ideal I de R es primo si, cada que un producto ajas...a, de
elementos de R pertenezca a I, entonces al menos un a; € I.

Ejemplo 1.3.11. Para dar por terminada esta seccién veamos algunos ejemplos de ideales
primos.

1. Consideremos un anillo cualquiera R. Entonces el ideal R es un ideal primo.

2. Sea R un anillo conmutativo con uno. Entonces R es un dominio entero si, y solo si el ideal
(0) es un ideal primo de R.

3. Consideremos el anillo de los nimeros enteros Z. Los ideales primos de Z son los ideales
(n) donde n es un nimero primo, y los ideales (0) y Z. Consideremos ahora el ideal (n) tal
que n es compuesto (n # 0,1), esto es n = ning, donde 1 < ni,ny < n. Indudablemente
ning = n € (n). Sin embargo, como n; y ng no son multiplos enteros de n, ny ¢ (n) y
ng ¢ (n). Por lo tanto, cuando n es un niimero compuesto, el ideal (n) no es primo. Ademés
notemos que el ideal (0) que es un ideal primo, no es un ideal maximal de Z ya que para
todo ideal (n), con n # 0 tenemos que (0) C (n). Por lo tanto no todo ideal primo es un
ideal maximal.
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Capitulo 2

Teoria de divisibilidad en dominios
enteros

2.1. Maximo comun divisor y minimo comtn maultiplo

En el presente capitulo estudiaremos el concepto de divisibilidad en anillos conmutativos con
uno. Veremos que varias de las propiedades con respecto a la divisibilidad en el anillo Z de los
nimeros enteros, se pueden generalizar a anillos conmutativos con uno.

Como recordaremos de los cursos basicos de algebra, al definir la relacion de divisibilidad
definfamos un maximo comun divisor. Para esto nosotros usabamos que Z era un conjunto orde-
nado sin embargo en un anillo conmutativo con uno cualquiera no tenemos necesariamente una
relacion de orden. Por lo cual daremos una definicién alternativa. Esta definicion sera véalida en
el anillo de los nimeros enteros pero nos permitird trabajar de manera mas general, permitiendo,
en particular, maximos comunes divisores negativos.

Luego, caracterizaremos el concepto de un méaximo comun divisor y la existencia de éste.
Veremos en el ejemplo 2.1.19 que no siempre tendremos la existencia de un maximo comun divi-
sor. También mostraremos que los ideales principales y el concepto de un méximo comun divisor
estan estrechamente ligados.

Para abarcar mas ejemplos definiremos algunos conceptos que retomaremos en la seccién 2.6.
Estas definiciones nos ayudaran a asimilar més el corolario 2.1.20. En este corolario caracteriza-
mos los anillos conmutativos con uno en los que podemos garantizar la existencia de un méximo
comun divisor. Finalizaremos esta seccién estableciendo la definicién de primos relativos en un
anillo conmutativo con uno y con un teorema sobre éstos.

En este capitulo supondremos siempre, a menos que digamos lo contrario, que R es un anillo
conmutativo con uno. Por comodidad, algunas veces sélo escribiremos que R es un anillo.

31
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Definiciéon 2.1.1. Sean R un anillo conmutativo con uno y 0 # a, b elementos de R. Decimos
que a divide a b, si existe algin ¢ € R tal que b = ac.

Notacién 2.1.2. Denotamos la relacién a divide a b con el simbolo a | b, en el caso de que a no
divida a b lo denotamos como a 1 b.

Podemos decir de otra forma que a | b diciendo que a es factor de b, b es divisible por a o
bien que b es miltiplo de a. Siempre que usemos la notacién a | b se entenderda que a # 0 atn
cuando no se mencione. Note que si b = 0 siempre tendremos que a | 0 pues 0 = a0 para todo
a€R.

Ejemplo 2.1.3. Veamos los siguientes ejemplos.

1. Consideremos el anillo conmutativo con uno de los niimeros enteros Z. Podemos tomar los
enteros 6 y 9. Note que 6 1 9 pues no hay un entero ¢ € Z tal que 9 = 6¢. Por otra parte
3|6y 3|9 pues existen los enteros 2y 3 € Z tal que 6 =3-2y 9=3-3.

2. Consideremos C|z] el anillo de los polinomios en una variable sobre los niimeros complejos.
Sean 22 — 1y o + 1 € C[z]. Notemos que (x + 1) | (22 — 1) pues existe z — 1 € C[z] tal que
2—1=(z+1)(z—1).

Ahora veamos un lema para generalizar varias de las propiedades que nosotros teniamos en el
anillo de los niimeros enteros Z respecto a la divisibilidad, pero ahora en un anillo conmutativo
con uno.

Lema 2.1.4. Sean R un anillo conmutativo con uno y a, b, c elementos de R. Entonces,
1. a|0,1]a,ala;
2. a |1l si, y sdlo sia es invertible;

sia| b, entonces ac | be;

sial|byb]|ec, entoncesal|c;

AT S

siclayc|b entonces c| (ax + by) para todo x yy en R.
Demostracion. Sean a,b,c € R

1. Veamos que a | 0,1 | a,a | a. Por el teorema 1.1.18 sabemos que 0 = Oa asi tenemos que
a | 0. Por el mismo teorema, sabemos que a =1-a de donde 1 |ay a | a.

2. Mostremos que a | 1 si, y sélo si a es invertible. Como a | 1 esto pasa si, y s6lo si existe
c € R tal que 1 = ac por la definicién 1.1.8 tenemos que a es invertible.

3. Veamos ahora que si a | b entonces ac | be. Como a | b entonces existe r € R tal que b = ar
multiplicando esta igualdad por ¢ a ambos lados tenemos que bc = (ar)c = (ac)r de donde
ac | be.

4. Supongamos ahora que sia | by b | c. Veamos que a | c. Como a | by b | ¢ entonces existen
r1,r2 € R tales que b = ary y ¢ = bro. Multiplicando la primera igualdad por re tenemos
que bry = (ary)re de donde ¢ = a(riry) con r17r9 € R. Es decir a | c.
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5. Supongamos que ¢ | a y ¢ | b. Esto es, existen r1,ry € R tales que a = ¢r1 y b = cre. Sean
x, y elementos cualesquiera de R entonces multiplicando la primera igualdad por x y la
segunda igualdad por y tenemos que az = c¢(r1x), by = ¢(roy). Sumando estas igualdades
y usando la propiedad distributiva de R obtenemos que ax + by = c(riz + roy) donde
rix + roy € R. Por lo que ¢ | (ax + by) para cualesquiera z,y € R.

O]

Consideremos ahora los ideales generados por un elemento a y b en R. Como R es un anillo
conmutativo con uno, por la observacién y definicién 1.2.8 tenemos que (a) = {ar; : 11 € R}
y (b) = {bra : r9 € R}. Queremos analizar como se relacionan estos ideales respectivamente si
tenemos que a | b. Para esto enunciaremos el siguiente lema.

Lema 2.1.5. Sean R un anillo conmutativo con uno y a, b elementos de R. Entonces a | b si, y
sélo si (b) C (a).

Demostracion. Sean a,b € R. Supongamos que a | b esto es existe ¢ € R tal que b = ac de donde
b € (a), por lo que (b) C (a).

Veamos ahora que si (b) C (a) entonces a | b. Como (b) C (a). entonces b € (a) de donde
existe ¢; € R tal que b = acy por lo que a | b. ]

Ejemplo 2.1.6. Veamos los siguiente ejemplos.

1. En los niimeros enteros Z. Sabemos que 3 | 6 pues 6 = 3 - 2. Ademds como Z es un anillo
conmutativo con uno entonces (3) = {3z :z € Z} y (6) = {622 : 22 € Z}. Como 6 = 3 -2
entonces 6 € (3) de donde (6) C (3).

2. Del ejemplo 2.1.3 sabemos que z + 1 | 22 — 1 en Clx], esto es 22 — 1 = p(z)(x + 1) para
algun p(x) € C[z] por lo que (22 — 1) C (z + 1).

Al hacernos preguntas que tienen que ver con la divisivibilidad, éstas pueden ser muy com-
plicadas cuando tenemos elementos invertibles. Por ejemplo, si u es un elemento invertible de un
anillo conmutativo con uno R, entonces para cada a € R tenemos que a = a(uu~') de donde
ulayu!|a,esto es cada elemento invertible divide a cualquier elemento de R. Una situacién
extrema ocurre cuando tenemos elementos de un campo. Aqui cada elemento no cero a divide a
cualquier otro elemento b, pues como a es no cero entonces existe a~* de donde b = b(aa~!). Sin
embargo en el anillo 2Z el elemento 2 no tiene ningin divisor pues no hay enteros ¢,z € Z tal
que 2 = cz.

Por estas dificultades a continuacién definimos lo que es un elemento asociado.

Definicién 2.1.7. Sea R un anillo conmutativo con uno, decimos que a y b en R son elementos
asoctados o simplemente que son asoctados si a = bu, con u elemento invertible en R.

Observaciéon 2.1.8. La relacion ~ definida en R por a ~ b si, y sélo si a es asociado de b, es
una relacién de equivalencia. Veamos quiénes son las clases de equivalencia. Sea a € R, la clase
de equivalencia de a es el conjunto

[a |={b€ R:aesasociado de b} = {b € R:a = bu, conu € R invertible}.

Es decir, la clase de equivalencia de a consta de todos los elementos b € R que son asociados de
a. Dicho esto, la clase de equivalencia de la identidad es el conjunto
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[1]={b€ R:1=bu, conu € Rinvertible} = {b € R:u~! = b, con u € R invertible}.

Es decir, la clase de la identidad consta de todos los elementos invertibles del anillo R.

Ejemplo 2.1.9. Veamos algunos ejemplos

1. En el caso del conjunto de los nimeros enteros Z, los tinicos asociados de un elemento
n € Z son £n. Pues £1 son los tinicos elementos invertibles en Z.

2. Tomemos el campo de los niimeros racionales Q y sean a, b € Q elementos no nulos. Como Q
es un campo sabemos que cada elemento distinto de cero es invertible, ademas notemos que

a a
podemos expresar a como a = b(g) donde 7 # 0 es un elemento invertible, asi cualesquiera

dos elementos no nulos en Q son asociados.

3. Consideremos el dominio de los enteros gaussianos, Z][i]
Zli)={a+bi:a,bcZ,i*=—-1}.

Mostremos que en Z[i] los tnicos elementos invertibles son +1 y 4i. Supongamos que
a + bi € Z[i] tiene un inverso multiplicativo ¢+ di. De donde (a + bi)(c+ di) = 1y de ésta

usando el conjungado en los niimeros complejos tenemos que (a + bi)(c+ di) = 1 es decir
(a — bi)(c — di) = 1. Por tanto,

1 = (a+ bi)(c+ di)(a — bi)(c — di) = (a® + b*)(c* + d?)

Como a, b, ¢,d son enteros tenemos que a’ +b?> =1 dedondea =+1yb=0,0a=0y
b = £1. De donde sélo tenemos cuatro elementos invertibles +1, +3.

Ahora veamos un resultado que relaciona los elementos asociados con las propiedades de
divisibilidad y éstos con los ideales principales.

Teorema 2.1.10. Sean R un dominio entero, a,b € R tales que a # 0 y b # 0. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. a y b son asociados,
2.albyb|a,
3. (a) = (b).

Demostracion. Sean a y b elementos no cero de R. Veamos que 1. implica 2. Supongamos que a
y b son asociados, esto es existe u € R elemento invertible tal que a = bu de donde b | a. Como u
es invertible podemos multiplicar por su inverso v~ a ambos lados de a = bu, asi tenemos que
au~' = b de donde a | b. Por tanto a | by b | a.

Veamos que 2. implica 1. Supongamos que a | by b | a, esto es existen 71,72 € R tales que
b=aryya=brgasib=ary = b(rer;). Como b # 0 por la ley de la cancelacién tenemos que
ror1 = 1, de donde r; es un elemento invertible de R tal que b = ar;. Por lo que a y b son
asociados.

Para ver que 2. si, y sélo si 3., por el lema 2.1.5 sabemos que a | by b | a si, y s6lo si (b) C (a)
y (a) C (b), es decir, (a) = (b). O
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Ejemplo 2.1.11. Veamos los siguientes ejemplos.

1. Consideremos el anillo de los nimeros enteros Z. Sabemos que 5 y -5 son asociados ya que
5= —5(—1) con —1 unidad en Z.

De donde —5 | 5. Ademas —5 = 5(—1) de donde 5 | —5. Por otro lado, sabemos que
(5)={br:reZ}={(-5)s:s€Z} = (5) (ver 1.2.8).

2. Consideremos el anillo de los polinomios en una variable sobre los complejos C[z], y sean
r+1, 234222 +32+2 € Clx]. Notemos que x+1 | 23+222+32+2 pues existe 22 +2+2 € C[z]
tal que 73 +222+3x+2 = (v +1)(22 +2+2). Pero 23+ 222 +32x+2 { 7+ 1 ya que no existe
p(z) € C[z] tal que (23 + 222 + 3z + 2)p(z) = x + 1, pues si existiera eso querrfa decir que
gr((z3+ 222 + 32+ 2)p(x)) =gr(z + 1) de donde gr(x> + 222 + 3z +2)+gr(p(z)) =gr(z +1)
esto es 3+ gr(p(x)) = 1y como gr(p(z)) > 0 esto no es posible. De modo que los polinomios
x4+ 1,2% + 222 + 32 + 2 no son asociados.

Dado que x+1 | 23+22%+32+2 entonces por el lema 2.1.5 tenemos que (72 +222+32+2) C
(z+1). Como z3 + 222 + 3z + 21z + 1 tenemos que (z + 1) € (23 + 22% + 3z + 2).

3. Consideremos el anillo de los enteros gaussianos Z[i]. Sean 2 + 3i, —4 + 7i € Z[i]. Notemos
que 2+ 30 | =4+ 7i pues (2 +3i)(1 +2i) = 2+ 3i+4i — 6 = —4 + 7i. Veamos que
—4 4 7i 1 2 + 3i. Para esto supongamos lo contrario, esto es existe a + bi € Zl[i] tal que
2+ 3i = (a+bi)(—4+7i) = (—4a — 7b) + (Ta — 4b)i de donde tenemos el siguiente sistema
de ecuaciones

—da—Tb=2 (2.1)
Ta —4b = 3.

Multiplicando (2.1) por 7 y (2.2) por 4, y sumando ambas ecuaciones tenemos que —65b =
26 pero no hay un entero b tal que satisfaga esta condicién. Por lo tanto —4 + 7i 1 2 + 3i.
Asi por el teorema anterior tenemos que 2 + 3¢, —4 + 77 no son asociados.

Recordemos que en el anillo de los ntimeros enteros Z tenemos la definicion de maximo
comun divisor. Queremos generalizar la definicién de maximo comun divisor a un dominio entero
cualquiera. Por ello, necesitamos una definicién donde no supongamos que el dominio entero tiene
una relacion de orden, pues no siempre tendremos dominios enteros ordenados (por ejemplo el
dominio de los polinomios sobre el campo de los nimeros complejos).

Definicion 2.1.12. Sea R un anillo conmutativo con uno y sean aq, as, . . . a, elementos no nulos
de R. Un elemento d € R es un maximo comun divisor de a1, aq, ... a, si satisface las siguientes
propiedades

1. d|a; parai=1,...,n,
2. Sic|a; parat=1,...,n entonces c | d.

Note que la propiedad 1. quiere decir que d es un divisor comun, mientras que la propiedad
2. nos habla de que tiene que ser el divisor mas grande, pero en el sentido de que si existe otro
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divisor comun c éste tiene que dividir a d, esto es no se hace referencia a un orden.

Observe que la definicién anterior habla de un maximo comun divisor por lo cual nos
podemos preguntar si existe algin otro.

Ejemplo 2.1.13. Veamos los siguientes ejemplos.

1. Consideremos el dominio entero Z. Tenemos que si d es un maximo comun divisor de a y
b, entonces —d es también un méaximo comun divisor. Como d | a entonces existe t € Z tal
que a = dt de donde a = —d(—t) con —t € Z, andlogamente obtenemos que —d | b. Ademaés
si existe ¢ | a y ¢ | b entonces ¢’ | d y como —d | d entonces por el lema 2.1.4 tenemos que
' | —d. Por lo tanto —d es un méximo comin divisor.

2. Consideremos el campo de los numeros racionales Q y sean a,b € Q. Afirmamos que
cualquier 0 # ¢ € Q es un maximo comun divisor. Veamos que ¢ es un divisor comtn, en
efecto, como

a=gq <Z> tenemos que ¢ | a
b

b=¢q|(— ) tenemos que ¢ | b
q

asi ¢ es un divisor comtin. Sea ¢ € Q tal que ¢’ | a 'y ¢’ | b veamos que ¢’ | gq. En efecto,
de hecho sin usar que ¢’ es un divisor comin podemos expresar a ¢ en términos de ¢’ esto

esq=4¢ g/ . Asi para cada par de elementos no nulos en Q cualquier elemento no nulo

de este anillo es un maximo comun divisor. Por tanto tenemos tantos maximos comunes
divisores como elementos no nulos en Q.

3. Consideremos el dominio entero C[z]. Supongamos que d(z) es un maximo comin divisor
de a(z) y b(z). Veamos que para cada polinomio constante 0 # ¢ € C[x] tenemos que cd(z)
es un maximo comun divisor de a(z) y b(x).
Como d(z) | a(x) entonces a(x) = d(x)t(z) para algin t(x) € C[z] de donde a(x) =
c-d(x)(c7! - t(z)) como C es un campo entonces cc— ! = 1, de donde ¢ - d(z) | a(z),
analogamente ¢ - d(x) | b(x). Ademads, si ¢/(z) € C[z] es tal que divide a a(z) y b(z) como
d(x) | ¢-d(x) por el lema 2.1.4 tenemos que ¢(x) | ¢ - d(z), de donde ¢ - d(x) es un
maximo comin divisor de a(z) y b(z). Asi tenemos tantos méximos comunes divisores de
dos polinomios como elementos no nulos de C.

Observacion 2.1.14. De los ejemplos anteriores podemos observar que si d es un maximo comun
divisor de a, b elementos de un anillo conmutativo con uno R, entonces se tiene que du con u
unidad en R también es un maximo comin divisor de a y b, y viceversa si d es un maximo
comun divisor de a y b entonces d’ = du’ con v’ unidad en R. Es decir el maximo comin divisor
es Unico salvo elementos asociados.

Lo anterior motiva el siguiente resultado.

Lema 2.1.15. Sea R un anillo conmutativo con uno y sean ai,as,...,a, elementos no nulos
de R tales que existe un mdximo comin divisor d. Entonces éste es unico (salvo elementos
asociados).
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Demostracion. Sean aq,as,...,a, elementos no nulos de R tales que d es un méaximo comin
divisor. Supongamos que existe d’ € R tal que es otro méximo comin divisor de ay,as,...,an,
de donde d’ es tal que satisface 1. y 2. de la definicién anterior. Entonces por 2. tenemos que
d|d yd|d, asipor el teorema 2.1.10 tenemos que d y d’ son asociados. O

Notacion 2.1.16. Denotaremos a un maximo comun divisor d de a1, as, ..., a,, cuando exista,
como

d =mcd(ay,...,an)
Ejemplo 2.1.17. Veamos los siguientes ejemplos.

1. Consideremos el anillo de los nimeros enteros Z. Sean 3,15 € Z. Veamos que —3 es un
méaximo comun divisor de 3 y 15. Notemos que —3 | 3 y —3 | 15 pues 3 = —=3(—1) y
15 = —=3(—5). Por tanto —3 es un divisor comin de 3 y 15. Ahora observemos que los
divisores comunes de 3 y 15 son {1,—1,3,—3} y que cada uno de estos divide a —3. Por
tanto —3 es un maximo comun divisor de 3 y 15.

2. Consideremos el anillo conmutativo con uno C[z] y los polinomios z° — 32, 2% — 8. Usando
el algoritmo de la divisién tenemos que:

25 — 32 = (2% — 8)2% + (822 — 32) con gr(8x? — 32) < gr(z® — 8).
1
23 — 8= (822 — 32)§x + (42 — 8) con gr(4x — 8) < gr(8x% — 32)
822 — 32 = (4x — 8)(2x + 4) con residuo igual a cero.

De donde 4z — 8 es un méximo comin divisor de 2% —32 y 23 — 8, pues es el Gltimo residuo
distinto de cero.

De la Teoria elemental del anillo de los nimeros enteros Z y del anillo de los polinomios
en una variable F'[x| donde F' es un campo, sabemos que dados aj,as,...,a, € Z o en F|z]
existe un méaximo comun divisor. Ademads en estos anillos un méximo comun divisor se puede
expresar como combincién lineal de a1, as,...,a,. De donde nos preguntamos si dado un anillo
R y elementos aj,as,...,a, € R existird un maximo comuin divisor que se puede expresar como
combinacién lineal de a1, a9, ..., a,. El siguiente resultado nos da una respuesta.

Teorema 2.1.18. Sean R un anillo conmutativo con uno y ay,as, ..., a, elementos no nulos de
R. Entonces ai,as,...,a, tienen un mdrimo comun divisor que se puede expresar de la siguiente
forma

d=ria + -+ rpap,

conr; € Rparai=1,...,n si, y solo si, el ideal (ai,...,a,) es principal.

Demostracion. Sean ai,as,...,a, € R tal que a; # 0 para ¢ = 1,2,...n. Supongamos que
d = mcd(aq,ag,...,ay,) existe y puede ser escrito de la forma d = ray + reas -+ + rpa, con
rn€Ri=1,2,...,n.

Veamos que (ai,...,a,) = (d).

Como d = ria; +raz+- - -+ rpay, esto quiere decir que d € (ay,as,...,a,) por lo cual (d) C
(a1, a2, ...,a,). Ahora mostremos que (a1, as,...,a,) C (d). Como d | a; para i = 1,2,...,n,
pues d es un maximo comun divisor de a1, as, . .., a, entonces a; = r;dconz; € R, i =1,2,... n.

Sea y1a1 + yoas -+ - + ynan € (a1, ...,a,) por lo anterior este elemento lo podemos expresar
de la siguiente forma:
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Y101 + yoaz + - + Ynan = y1(v1d) + y2(v2d) - - + yn(vpd) = (Y171 + Y222 - - + Ynn)d

de donde yya;+y2a2+- - -+ynan € (d). Y por tanto (ay, as,...,a,) C (d) dedonde (a, az,...,a,) =

(d).

Ahora supongamos que (a1, ag, ..., a,) es un ideal principal de R, esto es (a1, az2...,a,) = (d)
con d € R. Veamos que d = mcd(ay,as,...,a,). Como (a1, as,...,a,) = (d) entonces a; € (d),
i = 1,2,...,n. De donde existen elementos b; € R tales que a; = b;d esto es d | a; para
i=1,2,...,n. Ahora supongamos que existe ¢ € R tal que ¢ | a;, i = 1,...,n, es decir, a; = s;c
cons; € R,i=1,2,... n.

Como d € (a1, as,...,ay,) entonces d = ria; +reas+---+rpa, conr; € Rparai=1,2,...,n.

Por lo anterior podemos escribir esta igualdad como sigue
d=ria; +rea2 + -+ rpan = ri(s1¢) + ra(sec) + -+ rp(spe) = (risy+rasy -+ rpsy)c

con r181 + 1982 + -+ + rps, € R de donde ¢ | d.

Asi d = mced(ay,ag,...,a,) y d=ria; +reag -+ rpa, con r; € Rparai=1,2,...,n.
O
Veamos ahora un ejemplo.
Ejemplo 2.1.19. 1. En el anillo de los niimeros enteros Z, calculemos el med(371,28). Para

esto usemos el algoritmo de la divisién.

371 = 28(13) + 7
28 = 7(4) + 0

De donde el tltimo residuo distinto de cero 7 es el med(371, 28).
Asi (371,28) = (7) y més aun, de la primera igualdad despejando a 7 tenemos que
371 — 28(13) = 7 es decir 7= 371(1) + 28(—13).

Mas adelante en el capitulo 3 veremos que existe un anillo que no es de ideales principales sin
embargo podemos encontrar un maximo comin divisor de dos elementos, también veremos un
ejemplo en el cual no existe un maximo comun divisor de dos elementos. El siguiente corolario
nos asegura la existencia de éste siempre que R sea un anillo de ideales principales.

Corolario 2.1.20. Sea R un anillo conmutativo con uno tal que es de ideales principales. En-
tonces cualquier conjunto finito de elementos distintos de cero ai,as...,a, tiene un mdximo
comun divisor y éste se puede expresar como

med(ay, ag, . ..,an) =riay + reag + -+ + rpay
para una eleccion adecuada de ri,72,...,1, € R.
Demostracion. Como R es un anillo de ideales principales tenemos que (ai,as,...,a,) = (d)
por el teorema 2.1.18 tenemos que mcd(ag,ag,...,a,) = d y lo podemos expresar como d =

riay +reag -+ rpan, t=1,...,n. L]
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Definiciéon 2.1.21. Sean ay,as,...,a, elementos no cero de un anillo de ideales principales R
y sea
med(ay,az...,a,) = 1101 + 1202 + - + TRay (2.3)

para r1,79,...,7, € R. A la identidad 2.3 la llamamos la identidad de Bezout.

Ejemplo 2.1.22. Veamos el siguiente ejemplo.
Consideremos el anillo de ideales principales de los nimeros enteros, Z. Sean 3,9 € Z. Sabemos
que 3 = mcd(9, 3), ademds a éste lo podemos expresar de las siguientes formas

med(9,3) = 3(1) + 9(0)
med(9,3) = 3(—2) +9(1).

Lo cual muestra que los elementos 7; no son necesariamente tinicos.

Con el fin de considerar otros dominios enteros que nos ayuden a comprender el corolario
anterior necesitaremos los siguientes resultados, que retomaremos méas adelante en la secciéon 2.6.

Definicién 2.1.23. Sea R un dominio entero. Decimos que R es un dominio Fuclidiano (o
dominio entero Euclidiano o dominio Euclidiano) si existe una funcién

§:R\{0} — Z*
llamada valuacion euclidiana que satisface las siguientes condiciones
1. Para cualesquiera a,b € R, ambos no cero, §(ab) > d(a);

2. Para cualesquiera a,b € R, con b # 0, existen ¢,r € R (llamados el cociente y el residuo)
tales que a = gb+ 17, conr =06 6(r) < 6(b).

Ejemplo 2.1.24. Veamos algunos ejemplos de dominios Fuclidianos.

1. Consideremos el dominio entero de los niimeros enteros Z y la funcién
§:Z\{0} — 7Z*
dada por d(a) =| a |. Sabemos por los cursos bésicos de algebra que 0 satisface

a) | ab |>| a | para cualesquiera a,b € R ambos no cero.

b) Dados a,b € Z, b # 0. Por el algoritmo de la divisién tenemos que existen ¢ y r
(nicos) tales que a = gb+ 7 con 0 < r <| b| en particular r =060 <r <| b |.
Asi Z es un dominio entero Euclidiano.

2. Consideremos un campo F, por el ejemplo 1.1.25 es un dominio entero y la valuacién:
§: F\{0} —Z*
dada por §(a) = 1 para toda a € F,a # 0. Esta satisface trivialmente la primera condicién,
a

b
0 satisface la segunda condicién y asi F' es un dominio entero Euclidiano.

ademads dados a,b € F', b # 0 tenemos que a = b + 0, aqui g = % y r =0, por lo cual
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3. Sea F' un campo y considere el anillo de los polinomios en una variable sobre el campo F, es
decir, F[z] por el ejemplo (ver 1.1.28) sabemos que F[z] es un dominio entero. Definamos
la siguiente funcién

§: Flx]\ {0(x)} — ZT
dada por 0(p(z)) = gr(p(x)). Sabemos que esta funcién satisface que

a) gr(a(x)b(z)) = gr(a(z))

b) Sabemos que en F[x] se cumple el algoritmo de la divisién, esto es, dados c¢(x) # 0(x)
y d(z) € F[z], entonces existen ¢(z),r(x) € Fx] tales que ¢(x) = q(z)d(x) 4+ r(z) con
r(x) = 0(x) o gr(r(z)) < gr(d(z)).

De donde F[z] es un dominio entero Euclidiano.

Ejemplo 2.1.25. Por ultimo, veamos el siguiente ejemplo. Considere el anillo de los enteros
gaussianos, Z[i] = {a + bi : a,b € Z,i* = —1}. Estos son un dominio entero. Luego, la valuacién

§:Z[i)\ {0} — Z+

dada por d(a + bi) = a® + b? satisface las condiciones 1. y 2. de la definicién anterior. Para
demostrar que Z[i] es un dominio Euclidiano necesitamos varias herramientas que veremos en la
seccién 2.6. Por lo cual dejaremos pendiente esta demostracion. Sin embargo, mencionamos este
ejemplo aqui para poder abarcar méas dominios enteros.

Sabemos que los niimeros enteros son un dominio de ideales principales. Sin embargo, no
sabemos si el dominio Euclidiano F'[x] con F' campo o bien los enteros gaussianos sean dominios de
ideales principales. Por lo cual nos podemos preguntar si cada dominio Euclidiano es un dominio
de ideales principales. El siguiente resultado responde a esta pregunta de manera afirmativa.

Teorema 2.1.26. Cada dominio Euclidiano es un dominio de ideales principales.
Demostracion. Sean R un dominio Euclidiano con valuaciéon § y J un ideal de R.

1. Si J = {0}, entonces J es un ideal principal, ya que es el generado de cero, J = (0).

2. Si J # 0, entonces existe 0 # a € J. Consideremos el conjunto S definido por:
S={6(b):be Jb#0}.

Note que S es un conjunto no vacio, pues d(a) € S ya que a # 0 y por tanto podemos
calcular su valuacion. Asi como S es un subconjunto no vacio de los enteros positivos por
el principio del buen orden S posee un elemento minimo. Sea ag € J tal que d(ag) es este
elemento.

Afirmamos que J = (aop).

La contencién (ag) C J es inmediata pues ag € J. Veamos ahora que J C (agp). Sea j € J,
como R es un dominio Euclidiano tenemos que existen ¢, € R tales que j = agq + 7 con
r =06 0(r) < d(ap). Si r # 0 entonces (r) < d(ag) ademés r = j — apq con j,ag € J
como es J un ideal tenemos que j —apq € J, asi r € J y 6(r) < d(ap) pero esto es una
contradiccién al hecho de que §(ag) fuera minimo. Por tanto r = 0 y asi j = agq de donde
J € (ap). Por lo tanto J C (ag) y asi J es un ideal principal J = (ao).
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O

Gracias al teorema anterior tenemos que los anillos considerados en el ejemplo 2.1.24 son
dominios de ideales principales.

Ejemplo 2.1.27. Veamos los siguientes ejemplos.

1. Consideremos el conjunto de los nimeros enteros Z. Sabemos que Z es un anillo de ideales
principales. De donde para cada ai,as,...,a, elementos no nulos de Z podemos encontrar
un maximo comun divisor.

2. Tomemos un campo F' cualquiera. Como F' es un dominio de ideales principales tenemos
que para cualesquiera a1, as, ..., a, € F elementos no nulos, podemos encontrar un maximo
comun divisor.

3. Consideremos el anillo de los polinomios en una variable sobre los niimeros complejos
C[x]. Por el ejemplo 2.1.24 tenemos que Clz| es un dominio Euclidiano y por el teore-
ma 2.1.26 tenemos que C[z] es un dominio de ideales principales. De donde para cada
ai(z),as(x),...,a,(x) polinomios no nulos de C[z] podemos encontrar un maximo comin
divisor.

4. Considere el anillo de los enteros gaussianos Z[i]. Por el ejemplo 2.1.25 éste es un dominio
Euclidiano y por el teorema 2.1.26 es un dominio de ideales principales. Por lo que para
cualesquiera aj + b1i, as + bai, . .., a, + byi € Z[i] no nulos podemos encontrar un maximo
comun divisor.

Observacion y definicion 2.1.28. Sean R un anillo conmutativo con uno y ai,as,...,a, € R
tales que R = (a1, as,...,a,). Como R = (1g) tenemos que el ideal (a1, a9, ..., a,) es principal
de donde por el teorema 2.1.18 existe d € R tal que es un méximo comun divisor de ay, as, ..., ay.
Ademés d se puede expresar como d = riay + r9as + -+ - + rpa, con r; € Rparai=1,...,n.
Veamos que 1 € R es un maximo comun divisor.

1. Es claro que 1 | a; parai=1,...,n.
2. Supongamos ahora que existe ¢ € R tal que ¢ | a; parai = 1,...,n. Como 1 € R =
(a1,a2,...,a,) entonces 1 = syay + sgas + - - - + spa,. Dado que ¢ | a; parai =1,...,n por

el teorema 2.1.4 tenemos que c | sjaj + s2a2 + - - - + Span,, de donde ¢ | 1.

Por lo tanto 1 es un maximo comin divisor. Luego, por el lema 2.1.15 tenemos que d y 1 son
asociados, esto es existe un elemento invertible u € R tal que d = 1lu = u. Asi d es un elemento
invertible.

Cuando el maximo comun divisor de a1, as,...,a, sea un elemento invertible diremos que
ai,az,...,a, son primos relativos y lo denotaremos por med(ay, ag,...,a,) = 1.

Ejemplo 2.1.29. Para un mejor entendimiento de la observacion y definicién anterior conside-
remos los siguientes ejemplos.

1. Tomemos el anillo de los nimeros enteros Z este es un anillo de ideales principales. Sean
—3,5 € Z. Veamos que un med(—3,5) = —1.

Notemos que —1 | =3 y —1 | 5 por lo tanto satisface la condicién 1. de nuestra definicion.
Los divisores comunes de —3 y 5 solo son —1 y 1 ambos satisfacen que —1 | =1y 1| —1 por
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lo cual se satisface la condicién 2. Asi med(—3,5) = —1 y recordemos que los elementos
invertibles de Z son —1 y 1. Por lo tanto el maximo comun divisor de —3 y 5 es un elemento
invertible. Por la observacion y definiciéon anterior tenemos que —3 y 5 son primos relativos.
Y denotamos med(—3,5) = 1.

2. Consideremos el anillo de ideales principales C[z]. Sean x + 1,z — 1 € C[z]|. Veamos que
son primos relativos. Al ser C[z] un dominio de ideales principales para cualquier niimero
finito de polinomios no nulos podemos encontrar su maximo comun divisor. Por lo visto en
los cursos basicos de dlgebra podemos aplicar el algoritmo de Euclides

r+1=(zx—-1)+2, 0=gr(2) <gr(z—1)=1,
1

x—1= 2(5:1: - 5) con el residuo igual a cero,

de donde un med(z + 1,2 — 1) = 2. Recordemos que los elementos invertibles de Clz]
son los polinomios constantes, es decir los elementos del campo C. Asi un maximo comin
divisor de estos dos polinomios es un elemento invertible, por tanto son primos relativos y
denotamos med(z + 1,2 — 1) =1

3. Consideremos el anillo de los nimeros racionales Q. Como Q es un campo tenemos que
es un dominio de ideales principales. Sean 3 € Q. En el ejemplo 2 de 2.1.13 vimos que
cualquier elemento no nulo de Q es un maximo comun divisor de dos elementos no nulos de

este campo. Asi 3 € Q es un maximo comun divisor de —, —. Como @Q es un campo, tenemos

4’8
1 13
que — es un elemento invertible, asi 13 son primos relativos. Es decir cualesquiera dos

elementos no nulos de Q son primos relativos.

Observacion 2.1.30. Sea R un dominio de ideales principales y sean aj,as,...,a, elementos
no nulos. Supongamos que ai,as, ..., a, son primos relativos, esto es existe d € R un elemento
invertible tal que med(ay,ag, ..., a,) = d. Por el corolario 2.1.20 tenemos que

ria1 + reag + - - + rpa, = d,

como d es un elemento invertible existe d~! tal que dd~! = 1p. Multiplicando la expresién
anterior por d~! tenemos que

(dilh)al + (ding)GQ + -+ (dilTn)an =d'd=1.

Por lo tanto aj,as,...,a, son primos relativos si, y sélo si existen s1,$2,...5, € R tales que
s1a1 + sgag + - -+ + spa, = 1. Este es un caso particular de la identidad de Bezout, cuando los
elementos son primos relativos. Ahora veamos una aplicacion de ésta.

Teorema 2.1.31. Sea R un anillo de ideales principales y sean a,b,c elementos de R. Si c| ab
con a y ¢ primos relativos. Entonces c | b.

Demostracion. Sean a,b,c € R. Como a y ¢ son primos relativos existen r,s € R tales que
1 =ra+ sc, de donde

b=1b = (ra+ sc)b = rab + scb.

Como ¢ | ab y ¢ | ¢ entonces por el teorema 2.1.10 (5) tenemos que ¢ | rab + scb, es decir
c|b. O
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2.2. Minimo comun miultiplo

Recordemos que en los ntimeros enteros Z tenemos la nocién de un maximo comun divisor y
de un minimo comun multiplo, por lo cual quisiéramos definir el concepto de un minimo comin
miiltiplo en un anillo conmutativo con uno. Luego, al igual que caracterizamos un méximo comin
divisor por medio de ideales principales también lo haremos con un minimo comin multiplo.

Definicion 2.2.1. Sean R un anillo conmutativo con uno y ai, as, ..., a, € R elementos no cero.
Un elemento m € R es un minimo comin multiplo de aq,ao, ..., a, si

1. a; |mparai=1,...,n (es decir m es un miltiplo comiin)

2. sia; | cparai=1,...,n entones m | c.

Esto es, m es un minimo comin multiplo de a1,a9,...,a, si es un multiplo comin de
ai,as,...,a, y ademas es el mas pequeno de todos, en el sentido de que si hay algin otro
multiplo comin de ay,as,...,a, entonces el minimo lo divide.

Ejemplo 2.2.2. Veamos algunos ejemplos.

1. Consideremos Z el anillo de los nimeros enteros y sean 2, —5 € Z. Veamos que —10 es un
minimo comin multiplo de 2 y —5.

a) Notemos que 2 | —10 y —5 | —10, por tanto satisface 1. de la definicién.

b) Sea ¢ € Z tal que 2 | ¢y —5 | ¢. Veamos que —10 | ¢. Como 2 | ¢ y —5 | ¢ entonces
existen t1,ty € 7Z tales que ¢ = 2t; y ¢ = —bto. Asi 2t; = —5tg, de donde 2 | —5to
como mcd(2, —5) = 1 por el teorema 2.1.31 tenemos que 2 | ta. Por tanto existe t3 € Z
tal que t9 = 2t3. Sustituyendo en ¢ = —5ty tenemos que

c= —bdty = *5(27&3) = —10t3 con t3 € Z,

de donde —10 | ¢. Asi —10 es un minimo comtn multiplo de 2 y —5. Una demostracién
andloga muestra que 10 también es un minimo comin multiplo de 2 y —5.

2. Consideremos C[z] el anillo de los polinomios en una variable sobre el campo de los com-
plejos. Sean 2 + 5z + 6,22 + 3z € Z, de los cursos bésicos de 4lgebra podemos factorizar
estos polinomios en factores lineales de la siguiente forma:

2?2 +52+6=(x+2)(x+3)
22 + 37 = z(z + 3).

Ademas de estos mismos cursos, teniamos una técnica para encontrar el minimo comun
multiplo en los polinomios sobre un campo K, en la cual tomédbamos los factores lineales a
su maxima potencia y los multiplicAbamos. Es decir, en este caso el minimo comin multiplo
de 2% + 52 + 6,22 + 3z es el producto de los factores lineales z(z + 2)(z + 3).

Con el ejemplo anterior y de manera analoga a la definicién de un maximo comun divisor,
puede existir mas de un minimo comin multiplo, sin embargo éste serd tnico salvo elementos
asociados.

Lema 2.2.3. Sean R un anillo conmutativo con uno y ai,ao,...,an € R elementos no nulos
tales que existe un minimo comin multiplo. Entonces, éste es unico (salvo elementos asociados).
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Demostracion. La demostracion de este lema es andloga al lema 2.1.15. O
Notacion 2.2.4. Denotaremos a un minimo comun multiplo de a1, as9,...,a,, cuando exista,
como

m=mcm(ay,ag,...,a,).

De acuerdo al teorema 2.1.18 nos gustaria determinar y caracterizar la existencia de un
minimo comun multiplo de una cantidad finita de elementos no nulos de un anillo, usando
ideales principales. Siguiendo esta idea enunciaremos el siguiente teorema que nos proporciona
tal relacion.

Teorema 2.2.5. Sea R un anillo conmutativo con uno y ay,as,...,a, € R elementos no nulos

n
de R. Entonces a1, as,...,a, tienen un minimo comun maultiplo si, y sélo si el ideal ﬂ(ai) es
o i=1
principal.

Demostracion. Sea R un anillo con uno y ay,ae,...,a, € R elementos no nulos de R.

Supongamos que m = mcm(ay,as,...,a,) existe. Entonces a; | m para i = 1,2,...,n, es-

toesm = a;r; conr; € Ryi = 1,2,...,n, de donde m € (a;) para cada i = 1,2,...,n. Asi,
n n n

m e ﬂ (a;). Por tanto, (m) C ﬂ (a;). Veamos la otra contencién. Sea ¢ € ﬂ (a;), esto es c € (a;)
i=1 i=1 i=1

para i = 1,2,...,n, de donde ¢ = a;t; con t; € R,i = 1,2,...,n. De donde, a; | ¢ por lo que ¢

es un multiplo comin de a; para cada i, como m es el minimo comdin multiplo de a1, aq,...,a,

n
tenemos que m | ¢, esto es ¢ = ms para algin s € R. Por lo tanto ¢ € (m) y asi ﬂ (a;) C (m).
i=1

n
Es decir, ﬂ (a;) = (m) por lo que es un ideal principal.

=1
n

Ahora veamos el reciproco. Supongamos ahora que ﬂ (a;) es un ideal principal. Veamos que

=1
n

ai,as,...,a, tienen un minimo comin multiplo. Como ﬂ (a;) es principal entonces existe m € R

=1
n

tal que ﬂ(ai) = (m). Asi (m) C (a;) para cada i, entonces m € (a;) de donde m = a;t; con
i=1
t; € Ryi = 1,2,...,n, es decir a; | m. Por tanto, m es un miltiplo comin de a; para cada i.

Sea b € R otro miltiplo comun de aq,aq,...,a,, esto es a; | b entonces existe u; € R tal que
n

b=a;u; parai=1,2,...,n. Asi, b € (a;) para cada i, por lo cual (b) C ﬂ(ai) = (m), de donde
i=1

C (m). Por el lema 2.1.5 tenemos que m | b. Por tanto m satisface 1. y 2. de la definicién

1 por lo que m = mem(ay, ag, . .., ap).

b)
2.2.
O

Ejemplo 2.2.6. Para concluir esta secciéon veamos algunos ejemplos.

1. Consideremos Z el anillo de los ntimeros enteros. Sean 2, —5 € Z, recordemos que (2) = {2n :
ne€Zty (=5 ={-bm:m € Z}. Del ejemplo 2.2.2 sabemos que un mem(2, —5) = —10.
Veamos que (2) N (=5) = (—10).
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Sea —10k € (—10) es tal que —10k = —5(2k) por tanto —10k € (—5). También —10k =
2(—5k) por lo que —10k € (2). Asi (—10) C (2) N (=5).

Mostremos la otra contencién. Sea = € (2) N (—5). Entonces, x € (2) y z € (—5) de donde
x =21y x=—bty con ty,ty € Z. Asi, 2| z y —5 | = por lo que z es un miltiplo comtn de
2y —5. Como —10 es el minimo comtn multiplo, tenemos que —10 | z, de donde x = —10t3
con t3 € Z. Luego, = € (—10) y por tanto (2) N (—5) C (—10).

2. Tomemos C[z] el anillo de los polinomios en una variable sobre el campo de los nimeros
complejos. Sean 23 — 422 + 3x — 2,22 — 1 € C[z]. Andlogamente al ejemplo 2.2.2 podemos
factorizar estos polinomios de la siguiente forma

23— 42 +3r -2 = (v —1)%(z - 2)
2 —1=(x+1)(z—-1)

de donde, un mem(2® — 422 4 3z — 2,22 — 1)

1) = (z + 1)(z — 2)(z — 1)%2. De modo que
(@—1*z-2))n(z+D@@-1) = (z+1)(z -

2)(z — 1)2).

2.3. M.c.d. propiedad y m.c.m. propiedad

Siguiendo el razonamiento que hemos utilizando, dados a1, as, ..., a, enteros, siempre pode-
mos encontrar un maximo comun divisor o un minimo comin multiplo. En esta seccién defini-
remos aquellos anillos que satisfacen esta propiedad. Ademds, veremos algunas propiedades que
satisfacen un minimo comtn multiplo y un maximo comun divisor.

Definicion 2.3.1. Sea R un anillo conmutativo con uno. Decimos que R tiene la m.c.d. propiedad
(m.c.m. propiedad) siempre que cualquier nimero finito de elementos no cero de R admitan un
méximo comun divisor (minimo comtn multiplo).

Ejemplo 2.3.2. Veamos algunos ejemplos.

1. Consideremos el anillo conmutativo con uno de los nimeros enteros Z. De los cursos béa-
sicos de algebra sabemos que para cualesquiera ai,as,...,a, enteros no nulos, podemos
encontrar un maximo comun divisor y un minimo comun multiplo. Es decir, Z posee la
m.c.d. propiedad y la m.c.m. propiedad.

2. Consideremos ahora el anillo conmutativo con uno de los polinomios en una variable sobre
el campo de los ntimeros complejos C[x]. Por los cursos bésicos de algebra, sabemos que
para cualquier ntimero finito de polinomios no nulos podemos encontrar un minimo comuin
miltiplo y un méximo comun divisor. Asi, C[z| tiene la la m.c.d. propiedad y la m.c.m.
propiedad.

El teorema 2.2.5 nos dice que R tiene la m.c.m propiedad si, y sélo si la intersecciéon de un
nimero finito de ideales principales (no cero) de R resulta ser un ideal principal. Basta decir que
cada anillo de ideales principales satisface la m.c.m. propiedad y la m.c.d. propiedad.

Corolario 2.3.3. Sea R un anillo conmutativo con uno tal que R es un anillo de ideales prin-
cipales. Entonces R tiene la m.c.d. propiedad y la m.c.m. propiedad.
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Demostracion. Sean R un anillo de ideales principales y a1, a2, ...,a, € R elementos no nulos.
Veamos que R tiene la m.c.d. propiedad, esto es, mostremos que existe el maximo comin di-
visor de aq,as9,...,a,. En efecto, como R es un anillo de ideales principales entonces el ideal
(a1,...,an) es principal, luego por el teorema 2.1.18 tenemos que existe d maximo comin divisor
de ay, a9, ...,a,. La demostraciéon de que R tiene la m.c.m. propiedad es analoga. 0

Ejemplo 2.3.4. Veamos algunos ejemplos.

1. Consideremos los niimeros enteros Z. Sabemos que Z es un dominio de ideales principales,
de donde por el corolario anterior Z tiene la m.c.d. propiedad y la m.c.m propiedad.

2. Sean C[x] los polinomios en una variable sobre el campo de los nimeros complejos. Como
C[x] es un dominio de ideales principales tenemos que C[z] tiene la m.c.d. propiedad y la
m.c.m propiedad.

3. Consideremos los enteros gaussianos Z[i]. Sabemos que Z[i] es un dominio de ideales princi-
pales de donde para cualesquiera enteros gaussianos no nulos podemos encontrar un maximo
comun divisor y un minimo comin multiplo. Por lo tanto, Z[i] tiene la m.c.d. propiedad y
la m.c.m. propiedad.

Como ya vimos en un anillo de ideales principales, satisface ambas propiedades, esto nos hace
preguntarnos qué pasa con estas propiedades en un anillo cualquiera. Para cerrar esta seccién
demostraremos que cualquier dominio entero tiene la m.c.d propiedad si, y sélo si tiene la m.c.m.
propiedad. Para poder demostrar este hecho, necesitaremos herramientas que desarrollaremos a
continuacion.

Lema 2.3.5. Sean R un dominio entero y ai,as,...,a,,r € R elementos no nulos. Entonces se
satisfacen los siguientes

1. Si el mem(ay,aq,...,ay) existe, entonces el mem(ray,ras,...,ra,) también existe y
mem(ray, rag, ..., ray) = rmem(ay, az, ..., ap).
2. Si el med(ray, rag, ... ray,) existe, entonces el med(ay,ag, . ..ay) también existe y
med(ray, rag, ..., ray) = rmed(ay, ag, ..., a,)
Demostracion. Sean R un dominio entero y a1, ao,...,a,,r € R tales que a; #0,i=1,....,ny
r #0.
Probemos 1. Supongamos que m = mcm(ay,...,a,) existe. Entonces a; | m para cada i,
de donde ra; | rm. Sea m’ € R un miltiplo comin de ray,...ra,. Es decir, ra; | m’ de donde

m’ = (ra;)t; con t; € R para cada i, asi m’ = r(a;t;). Por lo tanto r | m/, esto es existe s € R tal

que m' = rs. Asi, tenemos las siguientes igualdades rs = m’ = ra;t; para cada i, como r # 0 por
la ley de la cancelacién tenemos que s = a;t; con i = 1,...,n. De donde, a; | s para cada i asi s
es un multiplo comin de a; por tanto m | s. Como consecuencia, rm | rs o bien rm | m'. Pero
esto quiere decir que el mem(ray, rasg,...,ra,) existe y es igual a rm = rmem(aq, ag, . .., ay).

Para probar 2. supongamos que ¢ =mcd(ray, ..., ra,) existe. Notemos que r | ra;, esto es r es
un divisor comun de ra; para cada i. Por lo tanto, r | ¢ esto es existe t € R tal que ¢ = rt. Como
¢ | ra;, tenemos que t | a; para cada i, es decir ¢ es un divisor comun de a;. Ahora consideremos
t' € R un divisor comun arbitrario de a1, aq,...,a,. Entonces rt' | ra; parai=1,2,...,n y por
lo tanto 7t | ¢. Pero ¢ = rt, asi rt’ | rt o bien ¢’ | t. Esto implica que el med(aq,as, ..., a,) existe
y es igual a t. Ademas
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mcd(ray, rag, ..., ray) = c=rt = rmed(a, ag, ..., an)
O
Observacion 2.3.6. Es posible que el med(ay,ag, ..., ay,) exista sin la existencia del
med(ray, ras, .. .,ray), esto explica la falta de simetria en el lema anterior. (ver ejemplo 3.1.1)

El siguiente lema a pesar de que tiene un caracter algo especializado, la informacién que
contiene resulta ser muy util.

Teorema 2.3.7. Sean R un dominio entero y ay,as,...,an,b1,...,b, € R elementos no cero
tales que a1b1 = asby = - -+ = a,b, = x. Entonces se satisfacen los siguientes.
1. Si el mem(ay,ag,...,ay) eziste, entonces el med(by,ba, ..., by) también existe y satisface
que
mem(ay, ag, ..., an)med(by, by, ... by) =x
2. Si el med(ray,rag,...,ray,) existe para toda 0 # r € R, entonces el mem(by,ba, ..., by)

también existe y satisface que
med(aq,az, ..., apn)mem(by, by, ... by) =

Demostracion. Sean R un dominio entero y ai,as,...,a,,b1,b2,...,b, € R elementos no cero.
Probemos la primera afirmacién. Sea m = mcm(aq,as,...,a,). Entonces a; | m para cada
1, esto es existen r; € R tales que m = r;a;. Como ¢ = a;b; con ¢ = 1,2,...,n tenemos
que mb; = (r;a;)b; = riz, asi © | mb; para cada i. Consideremos ahora y € R un divisor
comin de mb; con i = 1,2,...,n. Entonces ya; | m(b;a;), esto es ya; | mz para cada i. Por lo
tanto, xm es un miltiplo comtun de yai,yas,...,ya,. Ademas, por el lema 2.3.5 tenemos que
mem(yay, yai,. .., ya,) = ym, por lo tanto por la definicién de minimo comin miltiplo ym | mz,
es decir y | x.

Recapitulando, hemos mostrado que = | mb; para cada i y siempre que y | mb;, entonces
y | . De donde, x = mcd(mby, mbe, ..., mb,). Luego por el lema 2.3.5 tenemos que

x = med(mby, mbe, ..., mb,) = mmed(by, by, ..., b,) = mem(ay,as,...,a,)med(by, by, ..., by)

La prueba de la segunda afirmacion se deja al lector, esta se sigue del mismo razonamiento.
O

Ejemplo 2.3.8. Veamos ahora un ejemplo.

Consideremos el dominio entero de los nimeros enteros Z. Sean a1 = by y as = by € Z
elementos distintos de cero. Notemos que a1b; = azbs = x. Sabemos que mcm(aq, az) existe (ver
ejemplo 2.3.2). Luego, por el teorema 2.3.7 tenemos que

mem(ag, az)med(by, by) = mem(ag, ag)med(ag, a1) = z = ajas.

Recordemos que teniamos una propiedad similar cuando trabajamos el médximo comtn divisor y
el minimo comiin multiplo en los niimeros enteros en los cursos basicos de dlgebra.

En el capitulo 3 mostraremos que existen anillos conmutativos con uno en los cuales no se
satisface la m.c.d. propiedad ni la m.c.m. propiedad (ver 3.1.1 y 3.1.2). Finalizaremos esta seccién
con un teorema que relaciona la m.c.d. propiedad y la m.c.m. propiedad en un dominio entero.
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Teorema 2.3.9. Sea R un dominio entero. Entonces R tiene la m.c.d. propiedad si, y solo si R
tiene la m.c.m. propiedad.

Demostracion. Sean R un dominio entero y by, bo,...,b, € R elementos no cero. Supongamos
que R tiene la m.c.m. propiedad. Definimos x = biba...by y ar, = biba...bg_1bx11 ... by para
k = 1,2,...,n. Para mostrar que R tiene la m.c.d. propiedad, veamos que med(by,bo, ..., by)
existe. Notemos que a1b; = asby = - -+ = anb, = x. Como R tiene la m.c.m. propiedad tenemos
que el mem(aq,ag,...,a,) existe. Luego por el teorema 2.3.7 tenemos que mcd(by, b, ..., by,)
existe y por lo tanto R tiene la m.c.d. propiedad.

Supongamos ahora que R tiene la m.c.d. propiedad. Sean by, b, ..., b, € R elementos no cero.
Anédlogamente definimos x = biby... b, v ap = biba...bp_1bgy1...b, para k =1,2,...,n y son
tales que a1b; = agbs = --- = apb, = x . Luego, como R tiene la m.c.d. propiedad tenemos que
para toda 0 # r € R el med(raq,rag,...,ra,) existe. Por lo tanto, por el teorema 2.3.7 tenemos
que el mem(by, be, ..., by,) existe y por lo tanto R tiene la m.c.m. propiedad. ]

2.4. Elementos primos e irreducibles

Llegados a este punto ya tenemos bastante informacién sobre la divisibilidad en dominios
enteros, sin embargo la pregunta principal de este trabajo continua sin respuesta: ;Cuidndo un
anillo posee una teoria de factorizacién en la cual se satisfaga un teorema andalogo al teorema
fundamental de la aritmética? Para responder esta pregunta, en esta seccién introducimos dos
nuevos elementos: primos e irreducibles. Empezamos mencionando varias de las propiedades
que satisfacen éstos. Luego, mostramos un teorema que relacionard estos nuevos conceptos con
los ideales principales, con éste nos serd un poco mas facil detectar los elementos primos e
irreducibles.

Ademas, damos la definicién de un dominio de factorizaciéon tinica y mostramos para que
dominios enteros podemos garantizar que sean de factorizacién unica. Finalizamos esta seccién
mostrando que cada dominio de ideales principales es un dominio de factorizacién tnica.

Definicién 2.4.1. Sea R un dominio entero. Decimos que

1. un elemento ¢ € R distinto de cero es un elemento primo si, y sélo si p no es invertible y
si p | ab implica que p | a o p | b.

2. un elemento ¢ € R distinto de cero es un elemento irreducible (o no factorizable) si, y
sélo si ¢ es no invertible y para cada factorizacién ¢ = ab con a,b € R, implica que a es
invertible o b es invertible.

En otras palabras, un elemento irreducible ¢ € R es un elemento que no puede ser factorizado
en R de manera no trivial, es decir, los tnicos factores de ¢ son sus asociados y los elementos
invertibles de R. En algunos anillos como los anillos con division o los campos, donde cada
elemento no cero posee un inverso multiplicativo, el concepto de un elemento irreducible no tiene
significado.

Ejemplo 2.4.2. Veamos unos ejemplos.

1. Consideremos el dominio entero de los niimeros enteros Z. Sea p € Z tal que es un niimero
primo. Este satisface ser un elemento primo. Veamos que p es un elemento irreducible. Sean
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a,b € Z tales que p = ab. Como p es un entero primo entonces a =+1yb=+poa==+p
y b = +£1. De donde a o b son invertibles. Por lo tanto p es un elemento irreducible. En
este ejemplo un elemento primo coincide con ser un elemento irreducible y viceversa.

2. Tomemos el dominio entero de los polinomios en una variable sobre el anillo de los niimeros
enteros Z[z]. Sea 2z+2 € Z. Notemos que 2x+2 = 2(x+1) pero 2 y x+1 no son invertibles
en Z. Por lo tanto 2z + 2 no es un elemento irreducible.

Veamos que p(z) = 2z + 2 no es primo. Sabemos que 2x +2 | 2(z + 1), pero 2z + 2 { 2 pues
si fuera asi existe t(z) € Z[z] tal que (2x + 2)t(x) = 2 de donde gr(2x + 2) + gr(t(z)) =0
pero no hay forma que esto pase. Por tanto 2z + 2 1 2. Ademas 2z + 2t = + 1, supongamos
que si lo divide entonces

r+1=2z+2)k(x)
z+1=2(x+1)k(z),

1
con k(x) € Z[z], de modo que k(x) = 5 lo cual es una contradiccion.

3. Consideremos el dominio entero los enteros gaussianos Z[i]. Recordemos que los elementos
invertibles de Z[i] son +1. Sea 5 € Z[i] es tal que 5 = (2+4)(2 — ). Como 2+ 14,2 — i no
son invertibles entonces 5 no es irreducible en Z[i].

4. Por ultimo, consideremos el dominio entero de los polinomios en una variable sobre el
campo de los complejos C[z]. Sea x + 2 € Clz]. Veamos que es un elemento irreducible.
Como los elementos invertibles de C[x] son los polinomios constantes, tenemos que =+ 2 no
es invertible. Supongamos que x + 2 = p(x)t(z) para t(x), p(z) € Cl[z]. Mostremos que p(z)
o t(z) es un polinomio constante y por tanto invertible. Como x + 2 = p(x)t(x) entonces
tenemos que

1= gr(z +2) = gr(p(a) + gr(t(a)).

Asi gr(p(x)) =1y gr(t(xz)) = 0 o gr(p(z)) = 0y gr(t(z)) = 1. Por lo tanto p(z) o t(x) es
constante.

En 1. del ejemplo 2.4.2 vimos que en el dominio de los niimeros enteros todo elemento primo
es un elemento irreducible y viceversa. Por lo cual nos podemos preguntar si existen elementos
primos que no son elementos irreducibles, o bien elementos irreducibles que no son primos. Mas
adelante mostraremos que todo elemento primo es un elemento irreducible. Més atin, en el ejemplo
3.1.3 veremos que no necesariamente un elemento irreducible es un elemento primo.

Observacion 2.4.3. Observemos que todo elemento asociado de un elemento irreducible (primo)
es un elemento irreducible (primo). En efecto, supongamos que R es un dominio entero y que
r,q € R son elementos asociados y ¢ es un elemento irreducible. Veamos que r es un elemento
irreducible. Como r es asociado de ¢ tenemos que r = uq con u € R invertible, de donde ¢ = v~ !r.
Notemos que r no es invertible ya que si lo fuera entonces u~'r serfa invertible y en consecuencia
q seria invertible lo cual es una contradiccién pues ¢ es un elemento irreducible. Ahora sean
s,t € R tales que r = st. Veamos que s o t es invertible. Como r = st multiplicando ambos lados

por u~ ! tenemos que ¢ = u~!'r = (u~!s)t. Dado que ¢ es un elemento invertible entonces u~!s
o t es invertible.
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1. Si t es invertible, tenemos lo que necesitabamos.

2. Siu~!s esinvertible, entonces existe y € R tal que (u~'s)y = 1. Por lo tanto s(u~'y) = 1x
asi s es un elemento invertible.

Por tanto concluimos que r es un elemento irreducible.

Con esto podemos anunciar el siguiente lema.

Lema 2.4.4. Sea R un dominio entero, ai,as,...,a, € R y p € R un elemento primo. Si
p | aias...ay, entonces p divide al menos uno de los factores a; coni=1,2,... n.
Demostracion. Sea R un dominio entero, a1,a9,...,a, € Ry p € R un elemento primo. De-

mostremos este hecho por induccién. Para el caso base supongamos que p | a1 trivialmente se
satisface que p divide a algtn a;. Supongamos como hipétesis de inducciéon que si p | ajag. .. ap—1
entonces p | a; para algiun i € {1,2...,n — 1}. Ademds, supongamos que p | ajaz ... a,. Mostre-
mos ahora que p divide a algin a;. Como p | ajas . ..a, tenemos que p | (ajag...a,—1)a,. Luego
como p es un elemento primo tenemos que p | ajag...an—1 0 p | an. Si p | a, tenemos lo que
querfamos. Ahora si p | ajas...a,—1 por hipétesis de induccién tenemos que p | a; para algin
ie{l,2...,n—1}. O

En los ntimeros enteros cualquier elemento primo coincide con ser un elemento irreducible y
viceversa. Mostremos que en un dominio entero cualquiera, los elementos primos son elementos
irreducibles, pero viceversa no.

Lema 2.4.5. Sea R un dominio entero. Entonces, todo elemento primo es irreducible.

Demostracion. Sea R un dominio entero y p € R tal que es primo. Veamos que p es irreducible.
Supongamos que p = ab para algunas a,b € R. Entonces p | ab, como p es primo tenemos que
p|aop]|b. Sin pérdida de generalidad supongamos que p | b, esto es existe ¢ € R tal que b = pe.
De donde tenemos que abc = pc = b luego por la ley de la cancelacién ac = 1. Por lo tanto, a es
invertible. De manera andloga se muestra que si p | a obtenemos que b es invertible. Concluimos
que p es irreducible. O

Ejemplo 2.4.6. Veamos unos ejemplos.

1. Consideremos el dominio entero los enteros gaussianos Z[i]. En el ejemplo 2.4.2 mostramos
que 5 no es un elemento irreducible en Z[i], luego por el lema 2.4.5 tenemos que 5 no es un
elemento primo.

2. Consideremos el dominio entero de los polinomios en una variable sobre el campo de los
complejos C[z]. Sea x + 2 € C[z], vimos que este polinomio no es un elemento irreducible
(ver 2.4.2) luego por el lema 2.4.5 este polinomio no es un elemento primo.

En general un elemento irreducible no necesariamente es un elemento primo, esto lo veremos
en el Capitulo 3. Sin embargo, cuando R es un dominio de ideales principales los elementos
irreducibles y primos coinciden.

Teorema 2.4.7. Sea R un dominio de ideales principales. Un elemento no cero p € R es
irreducible si, y solo si es un elemento primo.
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Demostracion. Sea R un dominio de ideales principales y 0 # p € R. Supongamos que p es un
elemento primo por el lema 2.4.5 tenemos que p es un elemento irreducible.

Supongamos ahora que p es un elemento irreducible y p | ab. Entonces existe ¢ € R tal que
pc = ab. Como R es un dominio de ideales principales entonces el ideal generado por p y a es
principal, esto es

(p,a) = (d)

para algin d € R. Asi p = rd para algin r € R. Como p es un elemento irreducible tenemos
que 7 o d es un elemento irreducible.

1. Si d es invertible entonces (p,a) = (d) = R. Asi, existen s,t € R para los cuales 1 = sp+ta.
Entonces b = bl = b(sp + at) = bsp + (ba)t = p(bs) + (pc)t = p(bs + ct). Por lo tanto p | b.

2. Si 7 es invertible entonces d = r~'p y asi (p,a) = (d) C (p). De donde a € (p) y en
consecuencia p | a.

Asi en cualquier caso p es un elemento primo de R. O

Para continuar veamos qué ocurre en un dominio de ideales principales cuando tenemos una
cadena de ideales.

Teorema 2.4.8. Sea R un dominio de ideales principales. Si {I,}, n € Z* es una secuencia
infinita de ideales de R tal que

Il gIQ c--- gIn gInJrl - R
entonces existe un entero m tal que I, = I, para toda n > m.

Demostracién. Sea R un dominio de ideales principales. Consideremos {I,,}, n € Z* una secuen-
cia infinita de ideales de R tal que

Ilgl—QggIngl—n—klg

Es sencillo ver que I = UI,, es un ideal de R (ver el argumento del teorema 1.3.8). Como R
es de ideales principales tenemos que I = (a) para algiin a € R. Luego, el elemento a pertenece
a alguno de los ideales de la unién, digamos I,,. Para n > m, tenemos que

por lo tanto, I, = I,,,. O

Con el siguiente lema veremos que los ideales primos y maximales pueden describirse en
términos de elementos primos e irreducibles. Decimos que un ideal principal de un anillo R es un
ideal principal maximal si es maximal (respecto a la inclusién) en el conjunto de los ideales
principales propios de R.

Lema 2.4.9. Sea R un dominio entero y p € R un elemento distinto de cero. Entonces se
satisfacen los siguientes enunciados

1. p es un elemento irreducible de R si, y sdlo si (p) es un ideal principal mazximal;

2. p es un elemento primo de R si, y sélo si el ideal principal (p) # R es un ideal primo.
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Demostracion. Sea R un dominio entero y 0 # p € R. Probemos 1. Supongamos que p es un
elemento irreducible. Sea (a) un ideal principal de R tal que (p) C (a) C R. Asi p € (a), es decir
existe r € R tal que p = ra. Como p es un elemento irreducible, entonces o a es invertible .

1. Si 7 es invertible entonces a = r~1p € (p). Por lo tanto (a) C (p), lo cual es una contradic-
cién.

2. Si a es invertible, entonces (a) = R.

Por lo tanto no hay ideales principales entre (p) y el anillo R. Asi, (p) es un ideal principal
maximal.

Supongamos ahora que (p) es un ideal principal maximal de R y que p es un elemento
reducible. Entonces p admite una factorizacién p = ab donde a,b € R, a,b no invertibles. Si
p es invertible entonces (p) = R, pero esto es una contradicciéon pues (p) es un ideal propio.
Si a € (p), entonces a = rp para algin r € R; de donde p = ab = (rp)b. Por las leyes de la
cancelacién 1 = rb, asi b es invertible pero esto es una contradiccién. Por lo tanto, a ¢ (p) dando
la inclusién propia (p) C (a). Luego, si (a) = R tendriamos que a posee un inverso, lo cual es
una contradiccién. Asi, (p) C (a) C R, contradiciendo el hecho de que (p) es un ideal principal
maximal. Por lo tanto p es un elemento irreducible.

Probemos ahora 2. Supongamos que p es un elemento primo de R. Veamos que (p) # Ry
que el ideal (p) es un ideal primo. Como p es un elemento primo entonces p no es invertible de
donde 1 ¢ (p). Por lo tanto R # (p). Sea ab € (p). Entonces existe r € R tal que ab = pr, esto
esp|ab. Asip|aop|b Sip]|atenemos que a € (p). Y sip | b tenemos que b € (p). En
consecuencia, (p) es un ideal primo de R.

Supongamos ahora que (p) # R es un ideal primo y que p | ab con a,b € R. Mostremos que p
es un elemento primo. Como (p) # R entonces 1 ¢ (p) ya que si 1 € (p) entonces (p) = R lo cual
es una contradiccién. Asi, no existe s € R para el cual ps # 1. Por lo tanto p no es invertible.
Como p | ab, entonces ab € (p). Luego como (p) es un ideal primo, se sigue que a € (p) o b € (p).
Por lo tanto p | a o p | b. Asi p es un elemento primo de R. O

Cuando R es un dominio de ideales principales, el lema 2.4.9 puede resumirse por el siguiente
teorema.

Teorema 2.4.10. Sea R un dominio de ideales principales y {0} # (p) un ideal de R. Entonces,
(p) es un ideal principal mazimal (primo) si, y sdlo si p es un elemento irreducible (primo).

Demostracion. Esta demostracion es directa del lema 2.4.9. O]
Ejemplo 2.4.11. Veamos unos ejemplos.

1. Consideremos el dominio de ideales principales de los niimeros enteros Z. Sabemos que un
nimero primo p coincide con un elemento primo. De donde por el teorema 2.4.10, (p) es
un ideal maximal en Z.

2. Tomemos el dominio de ideales principales de los enteros gaussianos Z[i]. Sabemos que 5
no es irreducible, luego por el teorema 2.4.10 tenemos que (5) no es un ideal primo.

3. Consideremos el dominio de ideales principales de los polinomios en una variable sobre
el campo de los nimeros complejos Clz]. Sea 2 + z € C[z]. Como 2 4 z es un polinomio
irreducible tenemos que el ideal (2 4+ x) es un ideal maximal.
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Para finalizar esta seccién veamos que cada elemento de R tal que es no invertible y distinto
de cero es divisible por algtin primo. Esto es una consecuencia inmediata del teorema 2.4.10.

Corolario 2.4.12. Sea R un dominio de ideales principales y 0 # a € R tal que a es no
invertible. Entonces, existe un primo p € R tal que p | a.

Demostracion. Sea R un dominio de ideales principales y 0 # a € R no invertible. Como a es
no invertible entonces (a) # R. Entonces, como R es finitamente generado, por el teorema 1.3.8
tenemos que existe un ideal maximal M de R tal que (a) C M. Como R es un dominio de ideales
principales, entonces M = (p). Luego por el teorema 2.4.10 tenemos que p es un elemento primo.
Por lo tanto, (a) C (p), es decir p | a.

O

2.5. Dominios de factorizacion unica

Sabemos que en el dominio de los ntimeros enteros Z cada entero n diferente de 0 y 1 tiene una
factorizacién tnica en nimeros primos. En este capitulo empezamos la tarea de generalizar esta
propiedad a dominios enteros. Comenzamos dando la definicién de un dominio de factorizacién
unica. Damos los ejemplos clasicos de dominios de factorizacién tnica, pues necesitamos mas
herramientas para desarrollar méas ejemplos. Finalizamos la seccién mostrando que si R es un
dominio de ideales principales, entonces R es un dominio de factorizacién tnica.

Definiciéon 2.5.1. Sea R un dominio entero. Decimos que R es un dominio de factorizacién
Unica si se satisfacen los siguientes enunciados:

1. para cada elemento a € R distinto de cero y no invertible, puede ser factorizado como un
producto finito de elementos irreducibles;

2. s8ia =pip2...ps = q1q2 - - . q¢ son dos factorizaciones de a en elementos irreducibles, en-
tonces s = t y existe una permutacion ¢ en los indices tal que p; y g ;) son asociados
(i=1,2,...,9).

Ejemplo 2.5.2. Veamos algunos ejemplos clasicos de la teoria elemental de algebra.

1. Consideremos el dominio entero de los niimeros enteros Z. Sea 0 # a € Z no invertible.
Por el Teorema Fundamental de la Aritmética a tiene una factorizacién tnica en elementos
irreducibles (primos). Esto es existen pi,pa,...,pr € Z irreducibles (primos) tales que
a = p1ps . ..pg. Por lo tanto Z es un dominio de factorizacién tnica.

2. Consideremos ahora el dominio entero de los polinomios en una variable sobre el cam-
po de los nimeros complejos C[z]. Sabemos que en C[z] existe un andlogo al Teorema
Fundamental de la Aritmética, por lo tanto C[z] es un dominio de factorizacién tnica.

Para ver ejemplos de dominios enteros que no sean dominios de factorizacién tinica nos faltan
varias herramientas que construiremos a lo largo de esta seccién y la seccién siguiente. En el
Capitulo 3. veremos este ejemplo.

En resumen, un dominio entero es un dominio de factorizacién tnica si posee una teoria de
factorizacién en la cual se mantiene el andlogo del Teorema Fundamental de la Aritmética. En
el ejemplo 2.5.2 podemos observar que en ambos casos los dominios enteros que consideramos
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son dominios de ideales principales. Por lo cual pretendemos mostrar que cualquier dominio
de ideales principales es un dominio de factorizaciéon unica. Para demostrar este hecho veamos
primero el siguiente teorema.

Teorema 2.5.3. Sea R un dominio de ideales principales. Entonces, cada a € R distinto de cero
y no invertible tiene una factorizacion en un producto finito de primos (irreducibles).

Demostracion. Sea R un dominio de ideales principales y 0 # a € R no invertible. Por el corolario
2.4.12 existe un primo p; € R tal que p; | a. Entonces a = pja; para algin 0 # a; € R, de
donde (a) C (a1). Si (a) = (a1), tendriamos que a; = r1a para algun 0 # r1 € R. Se sigue que
a = pia; = pi(ria), como 0 # a por las leyes de la cancelacién tenemos que 1 = pyr, lo cual es
una contradiccién al hecho de que p; es no invertible. Asi tenemos la inclusién propia (a) C (a).

Si ap es invertible entonces a = pya; tiene una factorizacién en un producto finito de primos,
ya que a es en si mismo un elemento primo (ver 2.4.3). Si a1 no es invertible, entonces por el
corolario 2.4.12 existe po € R primo tal que ps | a;. Esto es a1 = poay para algin ay € R,
de donde (a1) C (a2). Si (a1) = (a2), tendriamos que az = rqa; para algin ro € R. Luego,
a1 = peaz = pa(reay) y por las leyes de la cancelacion 1 = parg lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto (a1) C (a2). Nuevamente si az es invertible, entonces a se puede expresar como un
producto finito de primos a = py1a; = p1p} donde pj = paas es un elemento primo ya que es un
asociado de un elemento primo (ver 2.4.3). Si as no es un elemento primo continuaremos este
proceso, asi obtenemos la siguiente cadena de ideales principales

(a) C(a1) C(ag) C--- C(an) C ...,

con a,_1 = ppay, para algin p, € R primo. Este proceso contintia mientras a, no sea invertible.
Pero por el teorema 2.4.8 tenemos que esta cadena eventualmente termina. Es decir, a, debe
poseer un inverso para alguna n y

(a) C (a1) C (a2) C --- C (an) = R.
Asi concluimos que el elemento a se puede expresar como un producto finito de primos
a=Pip2. - Pn—1Dn,

donde p), = ppan, es decir p/, es un asociado de un elemento primo, de donde p!, es primo. ]
Para ilustrar el siguiente corolario, veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.5.4. Consideremos el dominio de ideales principales de los niimeros enteros Z. Sea
10 € Z por el Teorema Fundamental de la Aritmética 10 = 2-5. Veamos quién es el producto de
los ideales (2)(5). Sabemos que

2)(5) ={ Y ab;:a; € (2),b; € (5)}
finita

(ver 1.2.12). Como a; € (2) entonces existe k; € Z tal que a; = 2k;, analogamente existe t; € Z
tal que b; = 5t; asi

2)(5) ={ > aib;:ai€(2),bic (5)} ={ > (2k:)(5t;) : k,t € Z} =
finita finita
={10 > kit : ki, t; € Z} = {10z : z € Z} = (10).

finita
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Es decir, en este caso el ideal generado por 10 se puede expresar como el producto de dos
ideales primos. Veamos que esto lo podemos generalizar a cualquier dominio de ideales principales.

Corolario 2.5.5. Sea R un dominio de ideales principales. Entonces cada ideal no trivial es el
producto de un nimero finito de ideales primos (mazximales).

Demostracion. Sea R un dominio de ideales principales e I un ideal no trivial de R. Entonces
existe 0 # a € R tal que I = (a). Por el teorema 2.5.3 a puede ser factorizado como un
producto finito de primos, digamos a = p1ps ... pr donde p; es un elemento primo de R. Veamos

que (a) = (p1p2--.pr) = (p1)(p2) .- (Pe) = { Z a1az...ak : a; € (pi)}. Es claro que (a) C

finita
(p1)(p2) - - - (px). Mostremos la otra contencién. Sea b € (p1)(p2)...(pr) = { Z a1ag . ..ay :
finita
a; € (p;)}, entonces b = Z aias . ..ay donde a; € (p;). Como a; € (p;) existe t; € R tales que

finita
a; = t;p;. Por lo tanto

b= Z aiag . ..a = Z tlpl...tkpk: Z (pl...pk)tIE(plpg...pk)

finita finita finita
donde ' = tyty...t. Por lo tanto (a) = (pip2...pr) = (p1)(P2) - - - (Pk)- O
Ahora veamos un resultado célebre en el anillo de los ntimeros enteros.

Teorema (Euclides) 2.5.6. Hay una infinidad de nimeros primos en el anillo de los nimeros
enteros 7.

Demostracion. Consideremos el anillo de los ntimeros enteros Z. Supongamos que hay un ntimero
finito de ntimeros primos, digamos p1, po, ..., px. Consideremos el entero positivo

a=pip2...pp+ L

Notemos que ninguno de los primos p; en la lista divide a a. Si a fuera divisible por p; para
algun ¢, entonces p; | a — p1p2 ... pk. Asi p; | 1, pero esto no es posible pues p; no es invertible.
Como a > 1 tenemos que a no es invertible, luego por el teorema 2.5.3 existe un primo tal que
es factor de a. Asi, a es divisible por un primo que no esta en la lista. Por lo tanto, no hay una
lista finita de niimeros primos.

O

En el teorema 2.5.3 probamos que en un dominio de ideales principales cada elemento que
es no invertible y distinto de cero tiene una factorizacién en primos, veamos ahora que esta
factorizacién es tnica.

Teorema 2.5.7. Sea R un dominio de ideales principales. Entonces R es un dominio de facto-
rizacion unica.

Demostracion. Sea R un dominio de ideales principales y 0 # a € R no invertible. Por el teorema
2.5.3 sabemos que a tiene una factorizacién en elementos primos, es decir a = pips...pr con
p; € R elementos primos. Mostremos ahora que esta factorizacion es tnica. Supongamos que
existe otra factorizacion de a, esto es a = q1¢2...¢m con ¢; € R elementos primos y k < m.
Como a =pip2...Pk = q1G2 - - - ¢m tenemos que p1 | q1q2 . . . Gm, se sigue que p; divide a algin ¢;
para 1 < i < m. Renumerando, si es necesario, podemos suponer que p; | ¢1. Ahora, p1 y g1 son
elementos primos de R, con p; | g1, de modo que deben ser asociados esto es ¢ = pju para algin
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elemento invertible u € R. Asl p1pa...pr = p1uqs ... gm. Luego, por las leyes de la cancelacién
tenemos que

P2 Dk =UG2 - G-

Continuando con este argumento, tenemos que (luego de k pasos)

1 =wua. . . ukQi+1--- Qm-

Como g¢; son elementos no invertibles, entonces kK = m. Ademds cada p; es asociado de algin g;
y viceversa. Por lo tanto, estas dos factorizaciones en elementos primos son idénticas, aparte del
orden en que aparecen los factores y del reemplazo de factores por sus asociados. O

Veamos que el reciproco de este teorema no es siempre cierto. Para mostrar esto necesitaremos
el siguiente teorema.

Teorema 2.5.8. Sea R un dominio de factorizacion unica. Entonces R[x| es dominio de facto-
rizacion unica.

Demostracion. Ver [2, pag. 125] O

Ejemplo 2.5.9. Mostremos un ejemplo de un dominio entero que es de factorizacién tinica pero
no es un dominio de ideales principales. Consideremos el dominio entero de los polinomios en una
variable sobre los nimeros enteros Z[z]. Como Z es un dominio de factorizacién unica entonces
Z[z] también es un dominio de factorizacién tnica, pero no es un dominio de ideales principales.

Observacion 2.5.10. Sea R un dominio de factorizacién tinica. Mostremos que en R los ele-
mentos primos e irreducibles coinciden. Como R es en particular un dominio entero tenemos
que todo elemento primo es un elemento irreducible. Consideremos ahora p € R un elemento
irreducible. Veamos que p es primo. Supongamos que p | ab, es decir existe ¢ € R tal que pc = ab.
Dado que R es de factorizacién tnica entonces a, b y ¢ se pueden factorizar en elementos primos
como

a=pip2...Pny, b=qqa...qm, y c=tita...ts.
Asi, tenemos que
PIP2 -+ - Pnql - - - Gm = ab = ptita .. . ts.

Como la factorizacién de ab es tnica, el elemento p debe ser asociado de p; o de ¢;, y, en
consecuencia, p divide a a o b.

2.6. Dominios Euclidianos

En esta seccién retomamos los dominios Euclidianos. Estos surgen al generalizar el algoritmo
de la division de los nimeros enteros a anillos arbitrarios. Comenzamos reescribiendo la definicién
de estos dominios y algunas de las propiedades que ya se vieron en la seccién 2.1.

Definicién 2.6.1. Sea R un dominio entero. Decimos que R es Euclidiano (o dominio entero
Euclidiano o dominio Euclidiano) si existe una funcién

§:R\{0} — Z*
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llamada valuacion euclidiana que satisface las siguientes condiciones

1. Para cualesquiera a,b € R, ambos no cero, §(ab) > d(a);

2. Para cualesquiera a,b € R, con b # 0, existen ¢, € R (llamados el cociente y el residuo)
tales que a = gb+r, con r =0 6 §(r) < o(b).

Para recordar algunos ejemplos de dominios Fuclidianos ver 2.1.24. Veamos ahora algunas
propiedades de un dominio Euclidiano.

Lema 2.6.2. Sea R un dominio Fuclidiano con valuacion §. Entonces se satisfacen los siquientes
1. para cada 0 # a € R se tiene que 6(a) > §(1);
2. sia,b € R son elementos no nulos tales que son asociados, entonces 6(a) = §(b);
3. un elemento 0 # a € R es invertible si, y solo si 6(a) = §(1).

Demostracion. Sean R un dominio Euclidiano con valuacién § y a,b € R elementos no nulos.
Probemos 1. Sabemos que a = al, de donde

5(a) = 5(al) > 5(1).

Mostremos 2. Para esto supongamos que a y b son asociados. Entonces a = bu con v € R un
elemento invertible, de donde b = au~"'. Asi

d(a) = 6(bu) > 4(b) y §(b) = §(aut) > (a).
Por lo tanto d(a) = d(b).

Por dltimo demostremos 3. Supongamos que 0 # a € R es un elemento invertible en R, es
decir existe b € R tal que ab = 1. Por 1. tenemos que

8(a) < 8(ab) = 8(1) < 8(a),

por lo tanto d(a) = §(1).
Supongamos ahora que 0 # a € R es tal que 6(a) = §(1). Aplicando el inciso 3. de la definiciéon
2.6.1 tenemos que

1l=gqa+r,

conr =00 9d(r)<d(a). Sid(r) <d(a), entonces 6(r) < (1), lo cual no puede pasar. Asi r =0,
de donde 1 = aq. Por lo tanto a es invertible en R. ]

Ejemplo 2.6.3. Veamos un ejemplo para introducir el siguiente teorema. Recordemos que el
dominio entero de los niimeros enteros Z es un dominio Euclidiano con la valuacion

§:Z\{0} —Z*
dada por 6(a) =| a | (ver 2.1.24). Observemos que para a = 7 y b = 4 tenemos que

7=4(1)+3con |3|<| 4|
7T=4(2)+ (1) con | =1 |<| 4.

Por lo cual, con esta definicién el cociente y el residuo no son necesariamente tnicos. Notemos
que en el algoritmo de la divisién de los cursos bésicos de algebra pediamos que el residuo fuera
mayor que cero.



58 CAPITULO 2. TEORIA DE DIVISIBILIDAD EN DOMINIOS ENTEROS

El siguiente teorema nos muestra las condiciones necesarias y suficientes para que en un
dominio Euclidiano el cociente y el residuo sean tnicos.

Teorema 2.6.4. Sean R un dominio Euclidiano y a,b € R distintos de cero. Entonces el cociente
y el residuo son unicos si, y solo si

0(a+b) <max{d(a),ds(d)}.
Demostracién. Sea R un dominio Euclidiano con valuaciéon §. Supongamos que el cociente y el
residuo son tnicos. Sean a,b € R elementos no cero tales que
d(a+b) > max{d(a),o(b)}.
Entonces, podemos escribir a b como sigue
b=0(a+b)+0b
b=1(a+0b) —a.
Como a y —a son asociados tenemos que
d(—a) =d(a) < max{d(a),d(b)} < d(a+0),

ademds 0(b) < d(a + b). Por lo tanto para by a + b el cociente y el residuo no es tnico, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, d(a + b) < maz{d(a),d0(b)}.

Supongamos ahora que se satisface la desigualdad para cualesquiera dos elementos no nulos
a,b € Ry que a tiene dos representaciones. Digamos

a=qb+rconr=000d(r)<db),
a=q¢b+r" conr’ =00d(r") <),
donde r # r' 0 ¢ # ¢'. Notemos que r # 1’ si, y sélo si ¢ # ¢/. Como ¢b +r = ¢’b + r’ tenemos
que (¢g—¢")b=r—1r' asisir 1 entonces r —r’ # 0. Luego (¢ —¢')b # 0y por tanto ¢ — ¢’ # 0.
De manera similar si ¢ # ¢’ como b # 0 entonces (¢ — ¢')b # 0 y por tanto r — v’ # 0. Por lo
tanto r # 1’ y q¢ # ¢'. Luego como R es un dominio Euclidiano tenemos que
() <6((qg—q)b) =6(r —r") <maz{o(r),d(—r")} < (b).

Pero esto es una contradiccién, como ya observamos que r # 7’ si, y sélo si ¢ # ¢’ tenemos

quer=r'yqg=¢.
O

Corolario (Algoritmo de la divisién para Z) 2.6.5. Sia,b € Z, con b # 0, entonces existen
q,r € 7Z unicos tales que

a=qgb+r, 0<r<|bl.

Demostracion. Consideremos la valuacién dada por 6(n) =| n |. Sean a,b € Z con b no nulo.
Primero veamos el caso en que b es un entero positivo y sea S el siguiente conjunto

S={a—tb:teZya—tb>0}.
Veamos que para cualquier entero a este conjunto es distinto del vacio.

1. Si a > 0, entonces a — 0b > 0. Por lo tanto a € S.

2. Si a <0, haciendo t = a — 1, obtenemos que a —th=a — (a — 1)b = a(l —b) + b > 0, ya
que 1 —b < 0. Por lo tanto a —tb € S.
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Asi, para cualquier entero a tenemos que S es un subconjunto no vacio de Z* U {0}. Luego, por
el principio del buen orden para Z* U {0} sea r el elemento minimo de S. Entonces existe q € Z
tal que 7 = a — gb, de donde a = ¢gb + r con r > 0. Veamos ahora que r <| b |. Supongamos que
b>0yquer>b=|b|. Entoncesr —b> 0, asi

0<r—b=a—gb—b=a—(qg+1)b.

Se sigue que r —b=a —(g+ 1)b € S y es tal que r — b < r pues b > 0, lo cual contradice que r
sea el minimo de S. Por lo tanto existen ¢ y r con las condiciones requeridas.

Supongamos ahora que b < 0. Por lo probado en el caso anterior, como —b > 0, existen dos
enteros ¢ y r tales que a = (—=b)g+r y 0 <r < —b =| b|. Entonces, se tiene que a = b(—q) +r
con0<r<—-b=[b|.

Probemos la unicidad. Supongamos que existen q1,qe, 71,72 € Z tales que a = q1b+ 71 y
a=qb+ry,con0<r; <|b|y0<ry<|b|. Entonces

b(Ql - QQ) =Ty —Tr2.

asi b | r1 — ro y por la Teorfa basica de divisibilidad tenemos que | b |<| 71 — 2 |. Como
0<7m <|b]y0<ry<|b]|, por los cursos basicos de dlgebra tenemos que | r; — 73 |<| b |. Por
lo tanto r1 — ro = 0, es decir 1 = ry. Por tltimo, b(q; — q2) =r1 —ro = 0 y como b # 0 tenemos
que q1 — q2 = 0 y por tanto ¢ = ¢o. ]

La factorizacion tinica en el dominio de los nimeros enteros Z esté estrechamente ligada con el
algoritmo de la divisién. Por lo tanto queremos demostrar que para dominios enteros en los cuales
existe un andlogo al algoritmo de la divisién, podemos probar la unicidad de una factorizacion.
Para mostrar este hecho veamos primero el siguiente resultado.

Teorema 2.6.6. Cada dominio Euclidiano es un dominio de ideales principales.
Demostracion. Ver 2.1.26. 0

Enunciemos un ejemplo que no todo dominio de ideales principales es un dominio Euclidiano.
Ejemplo 2.6.7. Consideremos el dominio entero

Zwl={a+bw:a,beZ}

con w = 1(1 ++1/—19). Es un dominio de ideales principales, sin embargo Z[w] no es un dominio
FEuclidiano. Por falta de espacio no veremos esta demostracién.
Corolario 2.6.8. Cada dominio Fuclidiano es un dominio de factorizacion dnica.

Demostracion. Sea R un dominio Euclidiano. Por el teorema 2.6.6 tenemos que R es un dominio
de ideales principales. Luego por el teorema 2.5.7 tenemos que R es un dominio de factorizacion
Unica. O

Para concluir este capitulo veamos dos nuevos dominios enteros: el campo de los nimeros
cuadraticos y los dominios cuadraticos. Empezamos mencionando qué significa que un entero n
sea libre de cuadrados.

Definicion 2.6.9. Sea 1 # n € Z. Decimos que n es un entero libre de cuadrados si para todo
b€ ZT con b > 1 tenemos que b? no divide a n en Z.
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Ejemplo 2.6.10. Veamos algunos ejemplos.

1. Consideremos n = 2. Los tnicos divisores de 2 son {—2, —1,1,2}. Notemos que ninguno de
estos divisores es de la forma b? para algin b € Z con b > 1. Por lo tanto 2 es un entero
libre de cuadrados.

2. Consideremos n = —3. De manera analoga, los divisores de —3 son {—3,—1,1,3}. Por lo
tanto —3 es un entero libre de cuadrados.

3. Sea n = 40. Este entero no es libre de cuadrados, pues 4 | 40 y 4 = 22,
Lema 2.6.11. Sea n € Z un entero libre de cuadrados. Entonces \/n ¢ Q.

Demostracion. Sea n € Z tal que es libre de cuadrados. Supongamos que y/n € Q. Por lo tanto
existen a,b € Z b # 0 y sin factores comunes tales que

2

a 7
I Luego como n € Z y a,b no tienen factores en comin tenemos que b?> = 1. Por

tanto n = a2, pero esto es una contradicciéon pues n es libre de cuadrados. O

Asi, n =

Definicion 2.6.12. Sea 1 # n € Z un entero libre de cuadrados. Definimos el campo cuadratico
Q(y/n) como el conjunto

Q(vn) ={a+byn:a,beQj.

Notemos que cuando n > 0 el campo cuadratico Q(y/n) es un subconjunto de los nimeros
reales, y cuando n < 0 el campo cuadratico Q(y/n) es un subconjunto de los niimeros complejos.

Observacién 2.6.13. Sean ni,ny € Z enteros libres de cuadrados. Entonces Q(v/n;) = Q(y/ny)
si, y sOlo si nq = no.
Es claro que si n; = no entonces sus respectivos campos cuadréticos coinciden. Veamos que

si Q(v/n;) = Q(y/ny) entonces ny; = ng. Como Q(y/ny) = Q(yv/ny) y v/ny € Q(y/n;) tenemos que
existen a,b € Q tales que /n; = a + b\/n,. De donde

ny = a® + 2aby/n, + b?na.
Sia# 0y b# 0 entonces tenemos que

ny — a2 — b%ny

V=T €@

Por el lema 2.6.11 esto no es posible, por lo tanto a =0 o b = 0.

1. Si b= 0 tenemos que \/n; = a. De donde n; = a?, lo cual es una contradiccién pues ny es
libre de cuadrados.

2. Si a = 0 tenemos que /n; = 0+ by/n, = by/n, de donde ny = b?ns. La tnica forma en la
que esto es posible es cuando b = 1. Por lo tanto y/n; = y/n,, de donde n; = na.
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Cada elemento o = a + by/n € Q(y/n) da origen a otro elemento @ = a — by/n € Q(y/n). A
este elemento @ lo llamamos el conjugado de «. Cuando n < 0 tenemos que @ es el complejo
conjugado usual de a.

Para estudiar las propiedades de divisibilidad del campo cuadrético Q(1/n), introducimos el
concepto de la norma de un elemento, éste es un andlogo a la nocién del valor absoluto que
tenemos en el dominio de los nimeros enteros Z.

Definicién 2.6.14. Sea o = a + by/n € Q(y/n). Definimos la norma de « como el producto de
a por su conjugado @ y la denotamos por N («). Es decir,

N(a) = a@ = (a + by/n)(a — by/n) = a® — b’n.
Lema 2.6.15. Sean o, 8 € Q(y/n). Entonces aff = af.

Demostracion. Sean «, 5 € Q(y/n), tales que « = a+by/ny = c+dy/n, con a,b,c,d € Q. Por
un lado

af = (a — by/n)(c — dy/n) = (ac + bdn) — (ad + bec)/n.

Y por otra parte

af = (a+byn)(c+dyn) = (ac+ bdn) + (ad + bc)y/n = (ac + bdn) — (ad + be)/n.

Por lo tanto af = ap. O
Ejemplo 2.6.16. Veamos algunos ejemplos.

1

1. Consideremos el campo cuadrético Q(v/—2). Sean 3 ++v/—2 € Q(v/—2). Entonces la norma
de este elemento es

12

V=2) = i 12(—=2) =

19

NG +V72) = (5 + VD) 3

1
3

2. Tomemos el campo cuadratico Q(v/17). Sea 1 + 21/17 € Q(1/17). Calculemos la norma de

este elemento
N(1+2v17) = (1 4+ 2V17)(1 — 2/17) = 12 — 22(17) = —67.

Esto muestra que la norma de un elemento no necesariamente es un niimero entero positivo.
Veamos algunas propiedades de la norma de un elemento en el campo cuadratico Q(y/n).

Lema 2.6.17. Sean «, 5 € Q(y/n). Entonces se satisfacen los siguientes
1. N(a) =0 si, y sélo si o = 0;
2. N(af) = N(a)N(B);

3. N(1) = 1.
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Demostracion. Sea a € Q(y/n). Probemos 1. Supongamos que N(a) = a? — b?>n = 0, esto pasa

2 2
a a
si,ysc’)losia:Oyb:0.Yaquesib#Otendriamosquen:b—2: <b> . Como n es un
a
nimero entero b =1 o 3 € Z, pero esto querria decir que n no es libre de cuadrados, lo cual es
una contradiccién. Luego si b = 0 tenemos que a®> = 0, y asf a = 0. Por lo tanto a = 0.

Probemos 2. Sean «, 5 € Q(y/n), tales que « = a +by/ny f = ¢+ dy/n, con a,b,c,d € Q.
Por el lema 2.6.15 tenemos que

N(a)N(8) = aafB = afaB = afaB = N(aB).

Por tltimo probemos 3. Como N (1) = N(12) por 2. tenemos que
N(1) = N(12) = N(1)N(1) = N(1)%.

Por lo tanto N (1) = 1.
Aunque hemos etiquetado a Q(y/n) como un campo, en realidad no hemos demostrado que
sea asi. Mostremos esto en el siguiente teorema.

Teorema 2.6.18. Sea n entero libre de cuadrados. Entonces, el campo cuadrdtico Q(y/n) es un
campo.

Demostracion. Sea Q(y/n) el campo cuadrético. Es sencillo ver que Q(y/n) es un anillo con-
mutativo con uno. Veamos que para cualquier 0 # a € Q(y/n) podemos encontrar un inverso

a
multiplicativo. Como a # 0 entonces el elemento § = m pertenece al campo cuadratico
o
Q(y/n). Més ain, tomando el producto de estos dos elementos tenemos que
a N
N(a)  N(e)
Por lo tanto 8 es el inverso multiplicativo de a. Y asi Q(y/n) es un campo. O

Contenido en cada campo cuadrético Q(y/n) se encuentra el dominio entero

Z(y/n) ={a+by/n:abeZ}.

Llamaremos a este conjunto el dominio cuadratico. Es sencillo ver que este conjunto es un
anillo conmutativo con uno. Luego como Z(y/n) C Q(y/n) y Q(y/n) es en particular un dominio
entero (ya que es un campo), tenemos que Z(y/n) es también un dominio entero, ya que si no lo
fuera implicarfa que existe un divisor de cero en Q(y/n).

Notemos que si o € Z(y/n) entonces @ € Z(y/n). Asi como Z(y/n) es cerrado bajo la conju-
gacién, la norma nos permite tener una visién clara de los conjuntos de elementos invertibles e
irreductibles en estos dominios. Por ejemplo, la propiedad multiplicativa de la norma, transfiere
cualquier factorizaciéon o = v de un elemento « € Z(1/n) a una factorizacién N(a) = N(B8)N(7)
del entero N(«). Esto es muy ttil para demostrar el siguiente lema.

Lema 2.6.19. Sea o € Z(\/n). Entonces los siguientes se satisfacen

1. N(a) = =+1 si, y sélo si a es invertible en Z(\/n);
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2. Si N(a) = £p, donde p es un nimero primo, entonces o es un elemento irreducible de

Z(y7).

Demostracion. Sea a € Z(+/n). Probemos 1. Supongamos que N(«) = +1. Es decir, aa = +1,
por lo tanto « | 1. De donde « es invertible. Supongamos ahora que « es invertible, esto es existe
B € Z(\/n) tal que af = 1. Entonces,

N(a)N(8) = N(aB) = N(1) = 1.

Como N(a), N(3) son niimeros enteros, tenemos que N(«) = +1.

Ahora probemos 2. Supongamos que « tiene la propiedad de que N(a) = =£p, con p un
numero primo. Como N («a) # 0, 1, el elemento « es distinto de cero y es no invertible en Z(y/n).
Si @ = v es una factorizaciéon de « en Z(~/n), entonces

N(B)N(v) = N(a) = +p.

Como p es un numero primo, se sigue que N(f) o N(v) debe valer £1. Por lo anterior,
concluimos que 3 o 7 es invertible en Z(y/n). Por lo tanto « es un elemento irreducible en

Z(\/n). O

Ejemplo 2.6.20. Consideremos el dominio de los enteros gaussianos Z[i] = Z(y/—1). Veamos
quiénes son los elementos invertibles en este dominio entero. Sea « € Z[i] tal que « = a+bi y «
es invertible, esto es N(a) = a? + b? = 1, suponemos que la norma es positiva ya que a?,b? son
enteros positivos. Como a? + b? = 1, esta ecuacion tiene por soluciones a =0y b= +1 0 a = +1
y b= 0. Por lo tanto, los elementos invertibles de Z[i] son +1 y =i.

Sabemos que los dominios cuadraticos Z(y/n) son dominios enteros, por lo cual nos podria-
mos preguntar si éstos también resultan ser dominios de factorizaciéon tinica. Para responder esta
pregunta, nos gustaria mostrar que Z(y/n) es un dominio Euclidiano. Una valuacién que se ocurre
de manera inmediata es aquella dada por §(a) =| N(«) | para o € Z(y/n). En el siguiente teo-
rema demostramos que los dominios cuadraticos Z(v/—1),Z(v/—2), Z(+/2), Z(+/3), son dominios
Euclidianos y en consecuencia son dominios de factorizacién unica.

Teorema 2.6.21. Cada uno de los dominios Z(\/n), donde n = —1,—2,2,3, es un dominio de
factorizacion unica.

Demostracién. Consideremos los dominios cuadraticos Z(y/n) para n = —1,—2,2,3, y conside-
remos la funcién § : Z(y/n) — ZT definida por §(a) =| N(«) |. Veamos que la funcién § es una
valuacién Euclidiana para n = —1,—2,2, 3. Claramente §(a) = 0 si, y s6lo si « = 0, por tanto

d(a) > 1 para toda a # 0. Si v, 8 € Z(y/n) y ambos son distintos de cero, por propiedades de la
norma y el valor absoluto tenemos que

(ap) =| N(ap) [=| N(«)N(B) |=[ N(a) [| N(B) |= 6(a)d(B) = é(a) - 1 = §(cv).

Como B # 0, el producto af~! € Q(y/n) y se puede escribir de la forma af~! = a + by/n
para a,b € Q. Podemos seleccionar enteros x,y (los més cercanos a a y b) tales que

1
la—x|< !b—yléi-

>
Sea 0 = x + yy/n. Entonces o € Z(y/n) y
| N(@f™ — o) |=| N((a —2) + (b —y)vn) |=| (a — 2)? —n(b —y)* |
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Luego, por la eleccién de y y = tenemos que

1
—%S(a—x)Q—n(b—y)QSZ, si n>0
1
Og(a—$)2—n(b—y)2§1—%, si n<O0.

En términos de la funcion §
S(af™t —o)=[(a—x)* —nb-y)?*|<1,

paran = —1,—2,2, 3. Haciendo p = B(af~! —0), tenemos que a = o3+ p. Como a, Bo € Z(\/n),
por la identidad anterior p € Z(y/n). Mas atn, por las propiedades que satisface § tenemos lo
siguiente

5(p) = 8(aB~" — o) = 3(8)3(af™" — o)) < 8(B).

Luego, para cada «, 8 € Z(y/n) ambos distintos de cero, tenemos que existe p € Z(y/n) tal
que a = o+ py d(p) < d(B). Asi, se cumple la definicién 2.6.1, por tanto Z(y/n) es un dominio
Euclidiano y por el corolario 2.6.8 es un dominio de factorizaciéon tnica paran = —1,—2,2,3. 0O

Consideremos el dominio cuadratico de los enteros gaussianos, veamos que Z[i] es un dominio
Fuclidiano y en consecuencia un dominio de factorizacién tunica.

Lema 2.6.22. Sean a,b € Z, a > 0. Entonces existen q,r € Z tales que b =aq+1 con | r |< g.

Demostracion. Sean a,b € Z,a > 0. Por el algoritmo de Euclides existen ¢,r € Z tales que
a a
b=ag+rcon0<r<a.Sir< 5 se sigue el resultado. Sir > 3 tenemos que b = a(q+1)+(r—a),

) a
y ademds | r —a |< 5
O

Corolario 2.6.23. El dominio de los enteros gaussianos Z[i] es un dominio de factorizacion
unica.

Demostracion. Consideremos el dominio de los enteros gaussianos Z[i] y la funcién § en Z[i] dada
por §(a) = N(a), trivialmente esta funcién satisface 1. y 2. de la definicién 2.6.1. Veamos que
se satisface 3. de esta definicién. Sean o« = a+bi y 8 = ¢+ di € Z[i], B # 0. Como Z[i] C QJi]
tenemos que

o a+bi c—di (a+bi)(c—di) o —Vi

= = = " e .
B ctdi c—di 2t 2 2y e

Llamemos v = ¢® + d? = N(B) € ZT. Por el lema 2.6.22 tenemos que existen qi, qo, 71,72 € Z
tales que

a =~q +r con | |<

I

b =~q2+ re con | ro |<

N[22 N2

Definamos o = q1 + g2t € Z][i]. Luego,
a d V. +r + 17y . N S DY) r1 4 rot
7:7_'_72:7611 1+’YC_I2 2Z:q1—|—q2z—|— 1 2 o+ 2t
B v Y gl v v
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r 79t r r9t
Lt 2,deﬁnimospzﬁ Lt z.

Multiplicando esta expresién por S tenemos que o = So + 3

~
Por lo tanto o = fo + p. Veamos que p = 0 o bien N(p) < N(f). Si p = 0 se sigue el resultado.
Mostremos que si p # 0 entonces N(p) < N(5).En efecto, este hecho se deduce de las siguientes
igualdades

1= () o (222) T () () -3 0

Por lo tanto N(p) < N(5). O

Con este resultado, concluimos este capitulo. No todos los dominios cuadraticos Z(y/n) son
dominios de factorizacién tinica, por ejemplo Z(v/6) no es un dominio de factorizacién tnica,
esto lo mostraremos en el Capitulo 3.



66

CAPITULO 2. TEORIA DE DIVISIBILIDAD EN DOMINIOS ENTEROS



Capitulo 3

Ejemplos interesantes

3.1. Algunos ejemplos

En este capitulo trabajamos ejemplos interesantes en los cuales mostramos que varios reci-
procos de afirmaciones vistas anteriormente resultan no ser ciertos. Dicho esto comenzamos con
nuestro primer ejemplo, el cual nos muestra la existencia de un maximo comun divisor de una
cantidad finita de elementos aq,as9,...,a, de un dominio entero R pero no existe un méaximo
comun divisor de los elementos rai,ras, ..., ra, para alguna r # 0 en el dominio entero.

Ejemplo 3.1.1. Consideremos el dominio entero Z(1/—5). Sean 9,3(2 + v/—5) € Z(y/—5). Vea-
mos quiénes son los divisores comunes de estos elementos. Sea ¢ € Z(y/=5) tal que es un divisor
comtin, esto es ¢ | 9y ¢ | 3(2 + v/—5). Por lo tanto existen t1,to € Z(y/—5) tales que 9 = ct;
y 3(2 + v/=5) = ctz. Tomando la norma tenemos que N(c) | N(9) y N(c) | N(3(2 + v/=5)).
Luego como N(9) =81 y N(3(2+ +/—5)) = 81 basta buscar quiénes son los divisores de 81 para
encontrar la norma del elemento c.

Como ¢ € Z(y/—5) entonces existen a,b € Z tales que ¢ = a + b\/=5 asi, N(c) = a® + b?5.
Ademés sabemos que los divisores enteros de 81 son +1, 3, £9, £81, como la norma del elemento
c debe ser positiva podemos excluir los divisores negativos. Luego, para encontrar el elemento c
basta con resolver las siguientes ecuaciones y excluir algunas soluciones:

aA?+0?5=1, a®>+b’5=3, a®+b>5=9, a®+b>5=281.

1. Tomemos la ecuacion a? + b%5 = 3. Si b # 0 entonces a® + b5 > 5, por lo tanto para que
pudiese tener solucién b tiene que ser cero. Si b = 0 entonces a? = 3, sin embargo no hay
entero a tal que satisfaga esta condicién. Por lo tanto la ecuacién a? + b5 = 3 no tiene
solucién.

2. La ecuacién a? + b*>5 = 1 tiene por soluciones a = +1,b = 0, ya que si b # 0 entonces
a® 4+ b?5 > 5 y en consecuencia a® + %5 > 1.

3. Consideremos la ecuacién a? 4+ b5 = 9. Si b = 0 entonces a? = 9, asi a = £3. Si b # 0
entonces las posibles soluciones son a = +2 y b = +1. Para b > 2,b < —2 tenemos que
b2 > 4, luego b?5 > 20 y por ende a? + b*>5 > 9. Por lo tanto las tinicas soluciones en este
casosona =43y b=00a=+2y b==+1.
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4. Por tltimo tomemos la ecuacién a? 4+ b>5 = 81. Veamos para cudles valores tiene solucion.

Podemos considerar la gréafica P asociada a esta ecuacién (ver figura 3.1). Para saber cudles
soluciones (a,b) seran enteras, podemos trazar las lineas horizontales b = +1,+2,+3 y
fijarnos en qué punto interseca con la grafica de la ecuacién, si su valor en a es un nimero
entero entonces la pareja (a,b) es una solucién entera de la ecuacién. De este modo los
puntos A = (—6,3),B = (-9,0),C = (9,0),D = (6,3),E = (—6,-3),F = (6,—3) son
soluciones enteras de la ecuacién a? + b5 = 81. De la grafica a simple vista no se puede
detectar si cuando b = 4 el valor en a es un nimero entero, por esta razén debemos calcular
este valor, como b = 4 entonces a? = 81 — 16 = 65 sin embargo no hay un entero a que
satisfaga esta condicién. De esta manera los divisores de 9 y 3(2 + v/—5) = 6 — 3/=5 son

4+1,43,2 4+ /=5, -2 — /=5.

Ahora notemos que de estos divisores comunes ninguno divide al otro, esto es fallan con la
propiedad 2. de la definicién 2.1.12, por tanto med(3 - 3,3(2 + v/—5) no existe. Pero, por
otra parte mcd(3,2 + y/—5) = 1. Se sigue que solamente el lado derecho de la formula

med((3-3,3(2 + v/—5) = 3med(3,2 + v/—5),

esta definido en Z(y/—5). Por tanto la reciproca del inciso 2. del lema 2.3.5 no es cierta.
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Figura 3.1: Gréfica asociada a la ecuacién a? 4 b%5 = 81
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Asi como no podemos encontrar un maximo comun divisor para 9 y 6 + 3v/—5 en Z(1y/—5)
tenemos que éste dominio cuadrético no satisface la m.c.d. propiedad. Veamos Z(y/—5) tampoco
satisface la m.c.m. propiedad, mostrando dos elementos tales que no tengan un minimo comin
multiplo.

Ejemplo 3.1.2. Consideremos el dominio cuadratico Z(y/—5) y sean 2,1 + /=5 € Z(y/—5).
Notemos que 1 es un maximo comun divisor de 2 y 1 + 4/—5, pero no existe un minimo comun
multiplo. Supongamos que si existe, por 1. del teorema 2.3.7 tenemos que

mem(2, 1+ +/=5)med(2, 1 + /=5) = 2(1 + v/=5).

Como mcd(2,1 + v/=5) = 1 tenemos que mem(2,1 + v/=5) = 2(1 + v/=5). Observemos que 6
es un multiplo comin de 2 y 1 ++/=5, yaque 2 | 6 y 1 ++v/=5 | 6 = (1 + +/=5)(1 — /=5).
Dado que 2(1 4+ v/=5) es un minimo comtin miultiplo entonces 2(1 + /=5) | 6. Esto es existe
a+ byv/—=5 € Z(y/-5) tal que

2(1+ v/=5)(a + by/=5) = 6,
2a — 10b + (2b + 2a)y/—5 = 6.

De donde tenemos que 2a — 10b =0y b+ a = 0, por tanto b = —a. Asi 2a — 10b = 2a + 10a =
12a = 6, pero esto es una contradiccién pues a € Z. Por lo tanto, no existe un minimo comun

miultiplo de 2 y 1 + /=5 en Z(\/—5).

Sabemos que en un dominio entero todo elemento primo es un elemento irreducible, sin
embargo la reciproca de esta afirmacion no es cierta. Mostremos un ejemplo de un elemento
irreducible que no es un elemento primo.

Ejemplo 3.1.3. Consideremos el dominio cuadratico Z(y/—5). Veamos que 3 es un elemento
irreducible en Z(y/—5). Supongamos que 3 no es un elemento irreducible, es decir 3 se puede
factorizar como 3 = aff con «, 8 € Z(1/—5) ambos no invertibles. Tomando la norma tenemos
que

9=N(3) = N(@)N(pB).

Como N(a),N(B) € Z* entonces N(a) = 3 = N(B). Si 8 = a + by/—5 entonces N(§) =
a’?+b%5 y por tanto 3 = a®4b?5. Sin embargo, en el ejemplo 3.1.1 mostramos que esta ecuacién no
tiene solucién. Por lo tanto 3 es un elemento irreducible. Veamos ahora que 3 no es un elemento
primo. Notemos que

9=(2+V-5)(2-V-3),

y 3|9 Asi, 3| (2+ +v—5)(2 —+v/=5) pero 3 no divide a 2 + /=5 ni a 2 — v/—5. Supongamos
que si, es decir que 3 divide alguno, sin pérdida de generalidad supongamos que 3 | 2 + /—5.
Entonces existen a,b € Z tales que 2 + /=5 = 3(a + b\/=5) = 3a + 3b\/=5. De donde 3a = 2
y 3b = 1, sin embargo no existen enteros a, b tales que satisfagan estas dos condiciones. Por lo
tanto 3 no es un elemento primo.

Para nuestro siguiente ejemplo recordemos el teorema 2.1.18, este teorema nos dice que si R
es un anillo conmutativo con uno y ai, as,...a, son elementos distintos de cero de R tales que
tienen un maximo comun divisor y éste se puede expresar de la forma d = riay +roas+- - -+rpan,
para algunos r1,r9,...,r, € R si, y sblo si el ideal (a1, aq,...,a,) es principal. Mostremos que
la condicién de que el maximo comin divisor se pueda expresar de esa forma es muy fuerte.
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Ejemplo 3.1.4. Consideremos el dominio cuadritico Z(y/—5). Entonces Z(y/—5) no es un domi-
nio de ideales principales. Tomemos el ideal (3,2++/—5) y supongamos que es un ideal principal.
Luego, por el teorema 2.1.18 como (3,2 4+ +/—5) es principal y med(3,2 + v/5) = 1 tenemos que
1 se puede expresar de la siguiente forma 1 = a3 + 3(2 + /=5) para «a, 3 € Z(1/—5). Entonces
existen a, b, c,d € Z tales que o = a + b\/—5 y 8 = ¢ + dv/—5. Por lo tanto sustituyendo

1=a3+ 62+ v-5)=(a+by/=5)3+ (c+dv—5)(2+v-H).
Luego al realizar las operaciones correspondientes tenemos que
1= (3a+2c—5d)+ (3b+2d + ¢)v/—5.

Por lo tanto, 1 = 3a + 2c — 5d y 0 = 3b + 2d 4 ¢, como 0 = 3b + 2d + ¢ entonces ¢ = —3b — 2d
sustituyendo en 1 = 3a + 2¢ — 5d tenemos que

1=3a+2c—5d=3a+2(—3b—2d) — 5d = 3a — 6b — 4d — 5d = 3(a — 2b — 3d),

es decir 1 es un multiplo de 3, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto el ideal (3,2 ++/—5) no
es un ideal principal. De hecho atin cuando existe un maximo comun divisor de 3 y 2+ v/—5 a
éste no lo podemos expresar como 1 = 3ry + (2 4+ /—5)ra.

En el Capitulo 2. mostramos que los dominios cuadraticos Z(v/—1), Z(v/—2), Z(v/2), Z(\/3),
son dominios de factorizacién tnica. Veamos ahora que el dominio cuadratico Z(v/—6) no es un
dominio de factorizacién tnica.

Ejemplo 3.1.5. Consideremos el dominio cuadratico Z(y/—6) y 10 € Z(v/—6). Entonces pode-
mos expresar a 10 de las siguientes formas

10=(24+v/=6)(2—v—=6) y 10=5-2.

Veamos que 2++/—6,2—+/—6, 5, 2 son elementos irreducibles. De manera analoga al ejemplo
3.1.3 podemos mostrar que 5 y 2 son elementos irreducibles. Falta mostrar que 24+/—6,2—+/—6
son elementos irreducibles. Calculando la norma de estos elementos

N(2++/—=6) =10 = N(2 — /—6)

Supongamos que 2 + v/—6 no es un elemento irreducible, esto es existen «, € Z(y/—6) no
invertibles tales que

2+ /-6 =aB.

De donde, 5-2 = 10 = N(2+ +/—6) = N(a)N(B). Por lo tanto N(a) = 5 y N(B
N(a) =2y N(B) = 5. Sin perdida de generalidad supongamos que N(a) =5y N(f) =
a, B € Z(/—6) entonces a = a + b\/—6 y = ¢+ dy/—6. De donde

5=a’>+0%6 y 2=c?+d°6.

) =26
2. Como

Tomando la primera ecuacién, si b # 0 entonces b*6 < 6 y asi a® + b6 > 5. Por lo tanto b = 0,
de donde a? = 5 pero no hay un entero que satisfaga esta condicién. Andlogamente se puede
mostrar que la ecuacién 2 = ¢? + d?6 no tiene soluciones enteras. Por lo tanto 2 + /—6 es un
elemento irreducible, de la misma forma se muestra que 2 — /—6 es un elemento irreducible.

Asi, podemos expresar a 10 como dos productos diferentes en elementos irreducibles, 10 =
(2++/—6)(2—+/—6) y 10 = 5-2, es decir tenemos dos factorizaciones en elementos irreducibles
distintas en Z(y/—6). Por lo tanto Z(1/—6) no es un dominio de factorizacién tnica.
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