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Prefacio

La presente tesis tiene como objetivo mostrar métodos de estimacion y simulacion para
algunos de los procesos estocasticos mas estudiados en el mundo financiero. Esta clase
de procesos estocdsticos son conocidos como procesos de difusion o difusiones que per-
tenecen a una clase mucho mas grande de procesos, a saber, procesos de Markov, estos
procesos tienen asociada una probabilidad de transicion la cual es la pieza angular para
los métodos de estimacion presentados en este trabajo. Una forma de ver a los procesos
de difusion es como la solucion a una ecuacion diferencial estocdstica, por lo que en
el Capitulo 2 se presentara de una forma no exhaustiva la construccion de la integral
estocastica (integral de It0), andloga a la construccion de la integral de Lebesgue. En su
mayoria este capitulo esta basado en [1].

En el Capitulo 3 se presenta una version integral de la regla de la cadena, llamada la
formula de It6. Esta férmula es muy util cuando se trata de evaluar integrales de Ito.
Este resultado es muy util cuando se necesita resolver una integral estocdstica sin usar
la definicion presentada en el Capitulo 1. Finalmente se presenta una aplicacion de la
formula de Itd, conocida como la transformacion de Lamperti, la cual serd de gran uti-
lidad en el Capitulo 8 para un método de estimacion en particular

La finalidad del Capitulo 4 es dar a conocer el concepto de ecuacion diferencial es-
tocastica. Se hace un estudio sobre las condiciones o supuestos que deben de cumplir
los coeficientes de una ecuacion diferencial estocastica para que ésta tenga una Unica
solucion. Este capitulo estd basado en [1] y [2]

En el Capitulo 5 se presentan los procesos que serdn estudiados a lo largo de los si-
guientes capitulos conocidos como procesos de difusion los cuales se abordaran desde
dos puntos de vista diferentes. El primero serd como solucion a una ecuacion diferen-
cial estocastica, lo cual es natural, ya que se puede pensar a la dindmica de un activo
financiero como una ecuacion diferencial que dependa de una funcién y del tiempo, y
otra funcidn que esté perturbada por una proceso estocéstico. El segundo enfoque es ver
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a un proceso de difusiéon como a un proceso de Markov, para el cual el estado actual del
proceso determina completamente la probabilidad de ocupar los siguientes estados para
todos los tiempos futuro. Este capitulo esta basado en [2].

En el Capitulo 6 se presentaran los tres proceso de difusion que se usardn para los
capitulos de estimacion y simulacion, asi como algunas de sus propiedades, entre ellas,
su densidad de transicion que como se mencion0 anteriormente es la piedra angular pa-
ra los método de estimacion presentados en este trabajo. Este capitulo esta basado en

[3].

En el Capitulo 7 se presentan aproximaciones numéricas para ecuaciones diferenciales
estocdsticas, asi como sus ordenes de convergencia y las ventajas o desventajas de usar
un método u otro. Adicionalmente se hacen las simulaciones para las difusiones presen-
tadas en el capitulo anterior mediante el software R. Este capitulo estd completamente
basado en [4]

Finalmente en el Capitulo 8 se presentan tres métodos de estimacidon que son utilizados
para las difusiones enunciadas en el Capitulo 6. Se discute cuales son las ventajas y
desventajas de usar cada método. Para el método de expansion de la verosimilitud via
polinomios de Hermite se usé [5].



Capitulo 1

Preliminares de procesos
estocasticos

En este primer capitulo se mencionaran elementos basicos de la teoria de procesos es-
tocasticos que se usardn a lo largo de este trabajo. En su mayoria se basa en [3].

1.1. Definiciones

Definicion 1.1.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias X
= {X; }ser definidas en un espacio de probabilidad (Q,.#,P) parametrizadas en un
conjunto 7'y que toma valores en R.

El espacio parametral T es usualmente el intervalo [0, co].
Notemos que para cada ¢t € T fijo, tenemos una variable aleatoria

Xi(0): Q—R, weQ.
Por otra parte, fijando @ € Q podemos considerar la funcion
Xi(w): T—R, reT.
la cual es llamada una trayectoria o realizacion de X = {X;},c7.
Definicion 1.1.2 (Filtracion). Una filtracion es una familia (.%; ),cr de o-dlgebras tales
que #; C F;paratodas<tecT.

Una filtraciéon puede ser pensada como una estructura de informacion dindmica. La
interpretacion es que (.%;),>0 representa la informacion disponible al tiempo .

3
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Definicion 1.1.3 (Filtracion natural). Se define a la filtracién nautral de un proceso
estocdstico X = {X;};>0 como .#X = o(X;,s < t). Esta notacién signifca que .%; es
la o-dlgebra mas pequefia con respecto a la cual todas las variables (X;,s < t) son
medibles.

Definicion 1.1.4 (Filtracion completa). Si ./ es el conjunto de eventos B € .7 tales
que P(B) = 0, se define la filtracién completa de {.%#X},~( mediante la familia de o-
algebras

Fi=o(FXuN).

Un espacio de probabilidad filtrado se dice que satisface las condiciones usuales, si es
completo y continuo por la derecha, es decir, .#; = %, =(\,>; %, para todo ¢. Para un
conjunto no acotado se define a .%.. como la o-dlgebra generada por la unién infinita
de .%;’s, la cual esta contenida en .%#

Fazo((F) 7.
>0

Definicion 1.1.5 (Adaptabilidad). Un proceso estocastico X = {X; };,> se dice que es
adaptado a una filtracion {.%; },>¢, si para cadar > 0, X; es .%;-medible, es decir, si para
cadat >0,

{X; <x} ={0|X;(0) <x} € .% paratoda x € R.

Esto significa que el valor que toma X; en ¢ depende solamente de la informacién dis-
ponible al tiempo .

Observacién Todo proceso X = {X; };>0 es adaptado a la filtracién {.#X},>.

Definicion 1.1.6 (Proceso de Markov). Un proceso estocastico continuo en el tiempo
X = {X;}+>0 sobre un espacio de estados numerable E es un proceso de Markov si y s6lo
si para cualquier fg <t < ... <t <ty y C C E, satisface la propiedad de Markov:

P(ka+l E C’th, e 7Xl‘()) — ]P)(th+l E C‘th)
Esto significa que el conocimiento entero de la historia del proceso no contiene mas

informacion que el conocimiento de su ultimo valor. Los procesos de Markov describen
la evolucion temporal de un sistema aleatorio que no tiene memoria.

Definicion 1.1.7 (Movimiento browniano). Un proceso estocastico B = {B;};>0 que
satisface las siguientes condiciones se le denomina un movimiento browniano estandar.
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(1) Bo = 0 casi donde quiera, es decir,

Plw € Q|By(w) =0] = 1.

(11) Para cualquier conjunto de tiempos 0 <t <) < ... < 1y, los incrementos
Bt1 _Bl())Btz - Bl‘] g 7Btn _Btn_17

son estocasticamente independientes.

(111) Para cualquier par de tiemposty scon 0 <s <t,B; —Bs ~ N(0,t —s).

Definicion 1.1.8 (Martingala). Un proceso estocdstico M = {M; },>( definido sobre un
espacio de probabilidad, (Q,.%#,P), se denomina martingala con respecto a una filtra-
cién {7 };er (y con respecto a IP) si se cumple que

() M es un proceso adaptado a la filtracién {.# };c7 , es decir, para cada r > 0, M; es
F;-medible.

() E[[M;[] <o, Vi>0.
(1) E[M|.%] =M;, Vs>t.

Si (11) no se cumple, se dice que M = {M,} es una martingala local.

Ejemplo 1.1.9. El movimiento browniano sobre un espacio fijo de probabilidad (Q,.7, IP)
equipado con su filtracion aumentada es una martingala.

(1) Se cumple debido a que todo proceso estocastico es adaptado a su filtracion natural.
(1) E[B;|.%;] = E[B; — Bs + By|.Z]
= E[(B; — Bs) + Bs| Z ]
= E[B; — Bs| # ] + B
0

Aqui usamos que E[(Bs; — B;)| %] = E[Bs — B;] = 0 pues B; — B es independiente de
Z:y que E[B;| #;] = B; debido a que B; es .%;-medible.
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() E[B] = /_ Z ||dP(w)

1 e 1,2
= e 2 dw
V2mt /_oo
1

/27t
1

® 1
e 2’dy (haciendo y = w?)
V2mt /0

/2t
T

oo 1,2
/ 2we 2% dw
0




Capitulo 2

Calculo de Ito

En este capitulo se busca dar una breve introduccion al Calculo de 1td. En la primera
seccion se construye la integral de It0 y al final de éste se resuelve una integral usando
la definicion. En la segunda seccion se presena la formula de 1td, una herramienta de
bastante utilidad que se usard en capitulos posteriores, la cual permite llegar a evaluar
integrales de Itd de forma sencilla. Este capitulo esta basado en su totalidad en [1].

2.1. Construccion de la integral de 1to

Consideremos el modelo de crecimiento poblacional dado por:

dN;
dt
donde N; es el tamano de la poblacion al tiempo ¢, y a(t) es la tasa de crecimiento

relativo al tiempo ¢. Podria suceder que a(f) no se conozca completamente debido a
factores aleatorios. Asi, se tiene que

=a(t)N;; N(0) = Ny (constante), (2.1)

a(t) = r(t) 4+ “ruido”,

donde no se sabe exactamente el comportamiento del “ruido”, solo su distribucion de
probabilidad. La funcién r(z) se asume no aleatoria. ;Como se podra resolver la ecua-
cion (2.1)? o mas general, ;cOmo se podrian resolver ecuaciones de la forma

ax,
dt

donde b y o son funciones dadas. Se podria pensar que algin proceso estocastico W =
{W;}+>0 como candidato para modelar el “ruido”, de modo que (2.2) se puede escribir

=b(t,X;) + o(t,X;) - “ruido”, (2.2)

7
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como:
dX;

dt
Se asume que W = {W; },> tiene, al menos que satisfacer las siguientes propiedades:

=b(t,X;)+0o(t,X;) W, (2.3)

a) Sit] # t entonces W;, y W;, son independientes.

b) El proceso W = {W;},>¢ es estacionario, es decir, la distribucién conjunta de
(Wi, 44, , Wy, 4++¢) no dependen de t.

c) E[W;] =0 para toda r > 0.

Sin embargo, se puede demostrar que no existe ningtin proceso W = {W; },>¢ que satis-
faga las propiedades anteriores tal que W = {W, },>( tenga trayectorias continuas. No
obstante es posible representar a W = {W; },>¢ como un proceso estocastico generali-
zado conocido como el proceso de ruido blanco.

A continuacion se tratard de escribir a la ecuacion (2.3) de tal forma que se pueda
reemplazar W = {W; },>o por un proceso estocastico adecuado. Sean 0 =7y <} < --- <
tm =t una particion de [0,¢] y considérese una version discreta de la ecuacién (2.3)

Xir1 —Xi = b(lk,Xk)Alk + O'(tk,Xk)WkAtk, (2.4)

donde
Xk :th7 Wi = ‘/Vlw A= lke+1 — Ik

Reemplazando Wi Aty por AV, =V, —V;,, donde {V;},>¢ es algin proceso adecuado.
Los supuestos (a), (b) y (c) sugieren que {V;};>o debe tener incrementos estacionarios
independientes con media 0. Se puede demostrar que el Unico proceso que satisface
estas condiciones con trayectorias continuas es el movimiento browniano B = {B; };>o.
De la expresion (2.4) y sustituyendo V; por By, se tiene que:

k—1 k—1
Xe=Xo+ Y b(t;,X;))Atj+ Y o(t;,X;)AB;. (2.5)
j=0 Jj=0

Si el limite del lado derecho de (2.5) existiera en algin sentido cuando Af; — 0, entonces
andlogamente se podria aplicar la notacion de integracion usual, es decir,

t t
X = Xo + / b(s, X, )ds + / o (s, X, )dBs. 2.6)
0 0
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Se tendria que la ecuacion (2.2) significa que X={X; };>¢ es un proceso estocdstico que
satisface la ecuacion (2.6).

A continuacion se demostrara la existencia, en cierto sentido, de:
t
/O f(s,Xs)dB; (2.7)

donde B = {B;};>0, es un movimiento browniano, que inicia en el 0, para una clase
grande de funciones f : [0,00] x Q — R.

Anélogamente a la construccion de la integral de Lebesgue se empezara la definicion de
la expresion (2.7) para una clase simple de funciones y después se extenderd mediante
algin método de aproximacion.

Supongamos 0 < S < T y f(t,®) dados y para empezar supongamos que f tiene la
forma:

fl,o) =Y ej(®)- L, () neN, (2.8)

4 275
J=0
donde I denota la funcién indicadora y e(-) es .%j-medible.

Para tales funcione se define

T
/S f(t,0)dB; =Y e([B;,,, — By)), (2.9)
j>0
donde
k-27" si S<k-27"<T
=1"=1_s si k-2M<S (2.10)
T si k-27">T.

Como se vera en los siguientes ejemplos, si no se hacen otros supuestos sobre las fun-
ciones e (), esto conducira a dificultades.

Ejemplo 2.1.1. Supongamos que se definen fi(¢,®) y f>(¢, ®) como sigue:

fit,@) = Y By Ty

=0

o) =3 BT, ()
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Entonces, debido a que el proceso B; = {B;};> tiene incrementos independientes, se
tiene que

/ filt a))dB,] Y E[B;,(By,., —B,)] =0. @2.11)

]>0

Por otro lado

/ hlt co)dBt] Y E[B,,., (B, — B

J>0

= Z E[(B;,, _ij) J]=T.
j=0

puesto que E[(B; — By)?] = n(t — ).

Entonces, a pesar de que f1 y f, parecen ser aproximaciones muy razonables a

f<t7w) :Bta

sus integrales de acuerdo a la igualdad (2.9), no serian iguales, sin importar que tan
grande n sea escogida. Esto sugiere que las variaciones de las trayectorias de B; =
{B:}+>0 son demasiado grandes para definir la integral

T
| ft.0)dE,
S
de la misma forma que una integral de Riemann-Stieltjes.
En general se aproxima una funcién dada f (t, ®) por

Zf Tty 501 (0);5

donde los puntos t}-k pertenecen a los intervalos [tj,7;1 1], y entonces se define a

T
/ (1, 0)dB,
S

como el limite de }; f (7, )[By;,, — By;| cuando n converge a c. Sin embargo, a dife-
rencia de la integral de Riemann-Stieltjes, la eleccion de los puntos t}’-‘ si importa. Las
siguientes dos elecciones de tj han resultado ser las més utiles.

a) Eligiendo t;-k = t;, nos conduce a la integral de It6 denotada como sigue

T
/ f(t,w)dBy,
S
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b) Eligiendo t;f = tﬁr%, nos conduce a la integral de Stratonovich denotada como
sigue

T
/S £(t, ) 0dB,.

A continuacion se explicard porque se usa la eleccion de Itd t; =t;. El procedimiento de
aproximacion solo funcionari si f tiene la propiedad de que cada una de las funciones
® — f(tj, w) s6lo depende del comportamiento de { B }>¢ hasta el tiempo ¢;. Esto lleva
al siguiente concepto importante.

Definicion 2.1.2. Sea V= 7/(S,T) la clase de funciones
£(t,0):[0,00) x @ > R
tales que
(1) (t,w) = f(t,0) es A x .7 -medibles, donde Z denota la o-dlgebra sobre [0, ).

(1) f(t,) es % -adaptado

() B[ f(t, 0)%dr] < oo.

2.1.1. Integral de Ito
Para funciones f € V se mostrard como definir la integral de It0
T
/ f(t,w)dBy,
S
donde B;={B;};>0 es un movimiento browniano. La idea es analoga a la construccion
de la integral de Lebesgue en el sentido de que se define la integral de It6 para una

cierta clase de funciones elementales ¢, luego se vera que para cada f € 'V, f puede ser
aproximada (en un sentido apropiado) por las ¢’s y se define

dB; .= 1i dB;.
/f t ¢1£}/¢ t

Definicion 2.1.3. Una funcién ¢ € V se denomina elemental si tiene la siguiente forma
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Ze-] t]7t]+l (t)

donde ¢ : Q — R, para todo j € N.

Observacion 2.1.4. Debido a que ¢ € V, entonces cada funcion e; debe ser .7, ,-medible.
Asi, en el Ejemplo 2.1.1, la funcion f; es elemental, mientras f, no lo es.

Para funciones elementales ¢ (7, @) se define su integral respecto al movimiento brow-
niano como:

/ (P t 0) dBt Z ej Btj-‘r] Btj]

]>0

donden e Ny S=1y<t; <---<t,_1 <t, =T es una particion del intervalo [S,T].

Observacion 2.1.5. Cada funcién ¢;(®) es independientes de [B;, , — B;;] como resul-
tado de los incrementos independientes del movimiento browniano [B;, , — By,] y por la
observacion anterior.

A continuacion se presentardn algunas propiedades importantes sobre la integral de Ito.

Lema 2.1.6 (Isometria de It6). Si ¢ (z, ®) es acotada y elemental, entonces

E [(/STcp(z,w)dBtﬂ —E [/ST¢(z,w)2dt]. 2.12)

Demostracion. Definiendo AB; = B, , — B;,. Entonces se tiene que

Eleie AB:AB)] 0 Si I# ]
vie ABAB | — R
AR Ele3]- (tjs1—tj) si i=

debido a que e;ejAB; y AB; son independientes si i < j.
Por lo tanto

EK/STQZ)dBt)z] ZEeeJABABJ]—ZE (tie1—1))

i,J

:E[/S q)zdt].
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Observacion 2.1.7. Si ¢ = ¢(¢,®) € V, entonces
E| {90, 0)dB | =B | £1=)ej(@) By, ~ Byl =0,
puesto que e;(®) es independiente de [By,,, — B;](®) y E[B;,,, — B;,| = 0.

La idea es usar el Lema 2.1.6 para extender la definicion de integral para funciones
elementales ¢ (7, ) a funciones en V.

Paso 1 Sea g € V acotaday g(-,w) continua para cada @. Entonces, existen funciones
elementales {¢,},>1 € V tales que

T
E [/S (g— ¢n)2dt} — 0 cuando n — oo.

Demostracién. Definiendo ¢,(#, @) =Y ;g(j, ®) I}, ;. (7). Entonces ¢, es elemental
puesge Vy o

T
/ (g—¢,)> =0 cuando n — oo, para cada .
S

cuando g(-,w) es continua para cada @. Por lo tanto E [ fST (g — ¢n)%dt| — 0 cuando
n — oo, por el teorema de convergencia acotada. [

Paso 2 Sea h € V acotada. Entonces existen funciones acotadas g, € V tales que g, (-, @)
es continua para todo @ , n, y

E [/ST(h —gn)zdt} 0.

Demostracion. Como / es acotada, supongase |A(f, )| < M para todo (¢, ). Para
cada n sea ¥, una funcion no negativa, continua en R tal que se satisfacen las siguientes
condiciones

(1) Wu(x)=0parax<—1yx>0.
() JZ wn(x) = 1.

definiendo .
gn(f,w)Z/ W, (s—1)h(s,w)ds.
0

Entonces g,(-, ®) es continua para cada @ y |g,(f,0)| < M. Puesto que 1 € V se tiene
que gx(t,-) es .#;-medible para toda r. Mas atn,

T
/ (gn(s,®) —h(s,®))> = 0 cuando n — oo, para cada o,
S
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puesto que {y, }, constituye una identidad aproximada. As{ entonces por el teorema de
convergencia acotada

E [/ST(h(z, ©) — gn(t, ®))2d1| — 0.

[]

Paso 3 Sea f € V. Entonces existe una sucesioén {h,} C V tal que A, es acotada para
cadany

T
E{/ (f—hn)zdt} — 0 cuando n — oo,
S

Demostracion. Sea

—n si f(t,w) < —n
ha(t,0) =< f(t,0) si —n<f(t,o)<n. (2.13)
n si f(t,w) >n
La demostracion se sigue por el teorema de convergencia dominada. [

Ahora se puede completar la definicion de la integral de It6.

Definicion 2.1.8 (Integral de It6). Sea f € V. Entonces la integral de It6 de f (desde
S aT) se defince como

T T
/ f(t,w)dB; = lim/ On(t,)dB,
S n—oeo J g

donde {¢},>1 € V es una sucesion de funciones elementales tales que
T
E[/ \f—(pn\zdt] s oo, (2.14)
S

El limite existe como un elemento de L*(P), puesto que

T
{/ (pn(t,a))dB,}
S

forma una sucesion de Cauchy en L?(P), por la Isometria de Ito.

A continuacidn se presenta un ejemplo de esta integral.
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Ejemplo 2.1.9. Suponiendo By = 0. Entonces

‘ 1, 1
ABSdBSZEBt—Et

Demostracion. Primero se verifica que la condicion del Paso 3 se satisface.

Se define a d)n(S, CO) = le;(l) Btj(a))]l[fjatﬂrl)(s)
Entonces

E /Ot(cp — By )?ds

Z /ttj —B[\,)zdS]
”_1 it
_ J;)/t] E (B, — B,)?|ds

1, 1,
1
= E(tj+1—tj) — 0 cuando At := (tj41 —tj) — 0.

Por el Paso 3 se tiene que

—1

/Bst_ lim / ¢.dB; = lim ZBAB

Ati—0.J0 Atj—>0

Ademas

A(Btz )=B> — B2 (By;,, —Bi,)>+2By,(B;,,, — Bi, = (AB;,)* +2B;,AB, .

! J+1
Por lo tanto, como By = 0, se tiene que

n—1

Bf:rfA(ij) Z +ZZBI

J=0 J=0
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Finalmente
n—1 1 n—1 5 n—1 5
Z BtjABj = B Z A<Btj) ) Z (ABtj)
j=0 j=0 j=0
1 5 1 n—1 5
— EBf — 5ng(ABtj)

1 1 n—1
= EB%—EL (Z’(ABIJ.)2 — ¢ en L? cuando At; —>0>.
j=0

[]

Observacion 2.1.10. El término —%t indica que la integral estocéstica de Itd no tiene
un comportamiento ordinario como las otras integrales.

2.2. Formula de Ito

En el ejemplo 2.1.9 se analiz6 una forma de resolver una integral de It0 a través de
su definicion, la cudl no es util cuando se quiere evaluar una integral dada. De manera
similar al caso en el que la definicidn de integrales ordinarias de Riemann no es muy
util para resolver este tipo de integrales, donde en lugar de usar la definicion, se usa el
teorema fundamental del cdlculo junto con la regla de la cadena para célculos explicitos.
Sin embargo en el contexto de integrales de Itd, no se tiene una teoria de diferenciacion,
sOlo se tiene una teoria de integracion. Sin embargo, resulta que es posible establecer
una version integral de la regla de la cadena, llamada la férmula de 1t0. Esta formula es
muy util cuando se trata de evaluar integrales de Ito.

Del ejemplo 2.1.9
! I 5, 1
/OBsdBSZEBt _57
_ 1.2

se mostré que la imagen de la integral de 1td B, = [;jdB; por el mapeo g(x) = 5x* no
resulta ser de nuevo una integral de It6 de la forma

/0 (s, w)dB,,

si no, una combinacion de integrales respecto a dB y ds

1 > ll t
EBI :/0 Eds-i—/o BsdBS.
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Definicion 2.2.1. Sea # = # ,(S,T) la clase de procesos f(t,®) € R que satisface
(I) (r,0) = f(t,w) es B x .F-medibles, donde Z denota la o-dlgebra sobre [0, ).
(IT) Existe una familia creciente de o-dlgebras {777; } t > 0 tales que

a) El proceso B = {B;};>0 es martingala con respecto a .7;.

b) f; es J#-adaptado.
() P| [T f(s,0)2ds < oo} ~1.
Definicion 2.2.2 (Procesos de It6). Sea B = {B;},>0 un movimineto browniano sobre

(Q,.%#,P). Un proceso de It6 (o integral estocdstica) es un proceso estocastico X =
{X; }+>0 sobre (Q,.7 P) de la forma

t t
X; = Xo —|—/ u(s, a))ds—|—/ v(s, ®)dBg, (2.15)
0 0
donde v € W, tal que
t
IP)[/ v(s,)%ds < oo} =1 paratodot > 0.
0

Se supone también que u es 7#;-adaptado (donde .77 es como en (II) de la definicion
22.1)y

t
P[/ lu(s,w)|ds < oo} =1 paratodot > 0.
0

Si X = {X;}>0 es un proceso solucién de la forma (2.15), la ecuacién (2.15) usualmente
se escribe en forma corta como

dX[ = udt + VdBt.

por ejemplo, la ecuacion (2.2) se puede escribir como:

1 1

A continuacion se presentara el resultado principal de este capitulo.

Teorema 2.2.3 (Férmula de It6). Sea X = {X;}>( un proceso de Itd dado por

dX; = udt +vdB;.
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Sea g(t,x) € C%(]0,%0) x R). Entonces

Y, = g(t7Xt)
es de nuevo un proceso de It0 y
d d 192
4y, = ag(’ X, )dt + 85’ (1,X)dX, + 5 5 28 (6.%) - (dx,)%, (2.16)

donde (dX;)? = (dX;)- (dX;) se calcula de acuerdo a las reglas de variacién y covariacién
cuadraticas.

El siguiente resultado es la version del calculo de Itd para integrar una funcion por
partes.

Teorema 2.2.4 (Integracion por partes). Sea f(s,®) = f(s)(s6lo depende de s) y que
f es continua y de variacién acotada en [0, 7].
Entonces

/ f(s)dBy = f(t)B; / ‘B (2.18)

Observacion 2.2.5. Es crucial para el resultado anterior que f no dependa de .
A continuacion se veran dos ejemplos del uso de los teoremas mencionado anterior-

mente

Ejemplo 2.2.6. Regresando al dltimo ejemplo de la seccion anterior

t
I:/ BydBy.
0

Se tiene que X = {X;}>0 =B ={B:}>0y g(t,x) = %xz_
Entonces |
Y, =g(t,B;) = EBtZ

Entonces por la formula de Ito,

g, 0g 19%,
dY, _a—d +2dBy+ 5= ® (dBy)
1
— BtdBt + E(dBt)

1
— BtdBt -l— Edt
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Por lo tanto

1 1
d (533) = BidB, + 5.

O bien,
1B2/thB +1r
— S —I.
271 Jo )

Ejemplo 2.2.7.

t
I:/ sdBg,
0

debido a que el término 7B; debe aparecer, se tiene que g(¢,x) =txy
Y, = g(t,B;) =tB;.

Por la formula de 1t6

es decir,
d(l'B;) - Btdt +l'dB;,

o bien,

t t
tB[:/ Bsds—I—/ sdBg.
0 0

Lo cual se obtiene inmediatamente usando el teorema de Integracion por partes, notando
que g solo depende de t.

El siguiente resultado, aplicacion del Lema de It0, sera muy ttil en el capitulo de estima-
cion cuando se necesite hacer el coeficiente de difusion unitario ¢ = 1 en una ecuacion
diferencial estocastica.

2.2.1. Transformacion de Lamperti

Existe una aplicacion particular del Lema de Itd que es de interés en métodos de simu-
lacion y estimacion para procesos de difusion. Supongamos que tenemos la ecuacion
diferencial estocdastica

dX; = b(t,X;)dt + o(X;)dBy,

donde el coeficiente de difusion depende solo sobre el estado de la variable. Tal ecua-
cion diferencial estocastica puede ser siempre transformada en otra ecuacion diferencial
estocastica con coeficiente de difusion unitario aplicando la transformacion de Lam-
perti,

1

o(u)

Xi
Y, = F(X) = / du. (2.19)
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z es cualquier valor arbitrario en el espacio de estados de X = {X;}>¢. Aun mas, el

proceso Y = {¥; }>( resuelve la ecuacion diferencial estocastica
dY; = by(t,Y;)dt +dB;,

donde

~1
by(13) = Ty ) = o),

la cual también se puede escribir como

bcgt(’;f’)) — %Gx (Xt)) dt +dB;.

dn:(

(2.20)

Para obtener este resultados, se debe aplica la férmula de It a f(r,x) = [* —~du,

donde
—0x(x)
o2(x)

1
ﬁ(t7x):0 fX(tax):—v fxx(t,)C):

o(x)

Entonces,

A (1,3) = 0-di+ £l X)B,+ 3 flt X,) (0,

_ b(t,X;)dt + o(X;)dB, B lGx(t,Xt)
B o(X;) 2 62(X;)
b(t,X;) 1 ox(1,X;)
= dt +dB; — —
o(X) +Tabi—5 o2(X,)

+0%(x)(dB;)?).

(b(t,X;)dt +o(X;)dB;)?

z o(u)

x (b(t,X;)(dt)* +2-b(t,X;)o (X, )dt - dB,



Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales
estocasticas

3.1. Introduccion

En este capitulo se buscara responder preguntas acerca de la existencia y la unicidad de
soluciones para ecuaciones diferenciales estocdsticas, asi como presentar algunas pro-
piedades. Este estudio es realmente acerca de procesos de difusion. El término difusion
se atribuye a procesos de Markov con trayectorias muestrales continuas y que puede ser
caracterizado a través de su generador infinitesimal.

Regresando a las posibles soluciones X = {X; };>( de la ecuacion diferencia estocastica

dX;

5 = P6.X) o, X)W, b(t,x),0(t,x) € R. (3.1)

donde W es un “ruido blanco”. Como se menciono en el Capitulo 2 la interpretacion de
la ecuacidn (3.1) es que X = {X; },>0 satisface la ecuacion integral estocastica

t t
X, = Xo+ / b(s, X;)ds + / & (s,X,)dB;, (3.2)
0 0

o en su forma diferencial

Por lo tanto, para pasar de la expresion (3.1) a la expresion (3.3), se puede pensar al rui-
do blanco como la derivada de un movimiento browniano, es decir, remplazando a W;

21
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por % en la ecuacion (3.1) y multiplicando por df. Andlogamente al trato que se da en

ecuaciones diferenciales ordinarias, es natural preguntarse: ;Como se pueden resolver
estas ecuaciones? ¢ /si existen teoremas de existencia y unicidad para tales ecuaciones?
y (qué propiedades pueden tener estas soluciones?.

Como se pudo observar en la seccion 2.2, la formula de It es la clave para resolver
muchas ecuaciones diferenciales estocésticas. A continuacion se mostrard este méto-
do para un ejemplo, cuya solucion es un proceso estocastico muy usado en el mundo
financiero.

Ejemplo 3.1.1. Regresando al modelo de crecimiento poblacional

dN,
d_tt =a;N;, Ny dado,

donde a; = r; + aW;, W, =ruido blanco, o constante.

Supongamos que r; = r (constante para cualquier ¢). Por la interpretacion de It6 en su
forma diferencial, la ecuacion del modelo poblacional es equivalente a

dNt = rNtdt + OCN,dBt,

[®N

dN,

Por lo tanto

' dN.
/ =rt+aB, (By=0).
0 Ns
Para evaluar esta integral, usamos la férmula de Itd para la funcion
g(t,x)=Inx; x>0.

Calculando las respectivas derivadas parciales, se obtiene que

1 1 1
d(lnNt) = ﬁdNt—l——( )(dN[)Z
t

2\ N7

dN, 1

_N 1 N
Ny 2N;
dN;, 1

_AN L,
Ny 2

Asi,
dN;

1
V = d(ll’th) ‘|— Eazdt.

t
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Se concluye que

A 1,
In—=(r—=-a")t+aB
nNO (7" > ) + t
0 1
N; = Nyexp((r — 5ocz)t +aB;). (3.4)

Tal proceso solucion es llamado el movimiento browniano geométrico.

3.2. Unresultado de existencia y unicidad para ecuacio-
nes diferenciales estocasticas

Regresando a la pregunta acerca de existencia y unicidad para soluciones para ecuacio-
nes diferenciales estocdsticas, tomando en cuenta los siguientes supuestos, es posible
dar un teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales estocasticas.

Si el coeficiente de difusiéon(matriz de dispersion) o (z,x) es igual a cero, entonces la
ecuacion integral (3.2) se reduce a la ecuacion integral ordinaria (no estocéstica, excep-
tuando el caso en que la condicion inicial sea aleatoria)

t
X, = Xo+ / b(s,X;)ds. (3.5)
0

En la teoria de estas ecuaciones, se acostumbra imponer el supuesto de que b(z,x) sa-
tisfaga una condicion local de Lipschitz en el espacio de la variable x y que sea acotada
sobre subconjuntos compactos de [0, o) x R?. Estas condiciones aseguran que para¢ > 0
suficientemente pequeno, las iteraciones de Picard-Lindelof [6].

0= x: x™ _xoo [ pisx®
C=Xo, X, =Xo+ [ b(s,Xy')ds, n>0, (3.6)
0

converjan a una solucion de la ecuacion (3.5), y esta solucion sea unica. En la ausencia
de tales condiciones la ecuacion podria no tener solucion o podria tener un continuo de
soluciones. Por ejemplo, la ecuacion unidimensional.

t
X, = / X, |%ds, 3.7)
0

tiene una Unica solucion para & > 1, a saber, X; = 0, sin embargo, para 0 < o < 1, todas
las funciones de la forma

0 st 0<1<s,
X = (3.8)

(%S)ﬁ si s<t<oo.
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con f3 = ﬁ y arbitraria 0 < s < oo, resuelven la ecuacion (3.7).

Por esta razon, parece razonable imponer condiciones del tipo Lipchitz para ecuaciones
diferenciales estocdsticas, e investigar que tipo de resultados de existencia y/o unici-
dad se pueden obtener bajo estas condiciones. Tales avances fueron desarrollados por
primera vez por K.Ito [11].

Supuesto 3.2.1 (Condicion global de Lipschitz). Para todo x,y € R" y r € [0,T], se
cumple que
|b(t,x) —b(t,y)|+ |o(t,x) —o(t,y)| < K|x—y|. (3.9

para alguna constante K, (donde |6|> =Y |o; ;|?).

De la propia definicion se deduce que si una funcion es de Lipschitz en un dominio D, es
continua en D. En sentido inverto existen funciones continuas que no son de Lipschitz.
Por lo tanto la condicion de Lipschitz es una condicion mas fuerte que la continuidad.

Supuesto 3.2.2 (Crecimiento lineal). Para todo x,y € R" y ¢ € [0, T| se cumple que
b(2,x)|+[o(t,y)| < C(1+|x]). (3.10)

2>'
La condicion de crecimiento lineal controla el comportamiento de la solucion, es decir
el proceso X = {X; };>0 no explota en un tiempo finito.

para alguna constante C, (donde |6|> =Y |0;

A continuacion se presentara el resultado principal de este capitulo

Teorema 3.2.3 (Teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales es-
tocasticas). Si las siguientes condiciones se satisfacen:

1. Las funciones b(z,x) y o(t,x) satisfacen los supuestos (3.9), (3.10).

2. Z = Xy es independiente de B; = {B; },>¢ y se cumple que

E(Z%) < oo.
Entonces la ecuacion diferencial estocastica

dX, = b(t,X,)dt +o(t,X,)dB;, 0<t<T, Xo=Z, (3.11)

tiene una solucion que satisface las siguientes condiciones:
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a) X={X;};>0 es continua con probabilidad 1 y Xy = Z para r = 0;
b) supy<,<r E(X?) < .

Six!y X,2 son dos soluciones de que satisfacen a) y b), entonces

P( sup |X!—X?|=0)=1.

0<t<T

Los supuestos mencionados anteriormente son naturales en vista de los siguientes dos
ejemplos donde o = 0.

Ejemplo 3.2.4. La ecuacion
dX, = X*dt, Xo=1,

correspondiente a b(x) = x? (la cual no satisface la condicién de crecimiento lineal)
tiene una solucion tnica

1 .
1—1¢
Por lo que es imposible encontrar una solucion global(definida para toda t) en este caso.

La condicién de crecimiento lineal asegura que la soluciéon X = {X; };>0 de la ecuacion
(3.2.3) no explota, es decir, que |X;| no tiende a infinito en un tiempo finito.

Ejemplo 3.2.5. La ecuacion
dx, = 3x3dr, Xo=0 (3.12)

tiene mds de una solucién. De hecho, para cualquier a > 0 la funcién

0 it <
X, — ., o= (3.13)
(t—a) sit>a

resuelve (3.12). En este caso b(x) = 3x2/3 no satisface la condicién 3.9 enx=0.

La condicion (3.9) garantiza que la ecuacion (3.2.3) tiene una unica solucion, donde
unicidad significa que si {X/'};>0 y {X?*};>0 son dos procesos continuos tales que

{le}zzo = {th},zo para toda r < T, casi seguramente. (3.14)
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3.3. Soluciones fuertes y débiles

Definicion 3.3.1. Una solucion fuerte a la ecuacion diferencial estocastica (3.2.3) sobre
un espacio de probabilidad (2,.%,P) con respecto a movimiento browniano fijo B =
{B:}:>0y condicién inicial Z, es un proceso X = {X; }g<;< con trayectorias muestrales
continuas y que cumple las siguientes propiedades:

1) X = {X;};>0 es adaptado a la filtracién {.%; } = 6 (Y U.+"),donde 4 = 6(Z,B,;0 <
s<t); 0<t<ooy. .4 eslacoleccion de conjuntos nulos bajo la medida P,

2) P(Xo=2) =1,

3) ]P’(fé{\b,(,s,Xs)\ +ij(s,Xs)}ds < <>o> =1lsecumpleparacadal <i<d,1<j<r
yO<t <ooy

4) La version integral de (3.2.3)

t t
X, = Xo+ / b(s, X,)ds + / (5, X,)dBy; 0<1< oo, (3.15)
0 0
se satisface casi seguramente.

El teorema de existencia y unicidad indica que la solucion X = {X; },>¢ es de tipo fuerte.

Esto esencialmente implica unicidad en las trayectorias. Es posible obtener soluciones débiles
bajo diferentes supuestos. En muchos casos en estadistica, condiciones para solucio-

nes débiles son suficientes puesto que ellas implican que cualesquiera dos soluciones

XM = (x>0 y X® = {X2},50 no son necesariamente idénticas en trayectorias,
mientras que sus distribuciones lo son, y esto es suficiente para hacer inferencia. Por
supuesto, soluciones fuertes implican ser soluciones débiles pero lo contrario no nece-
sariamente se cumple.

A fin de debilitar de alguna forma los supuestos anteriores asegurando la existencia y
solucion unica de la ecuacion (3.2.3), se enunciard un teorema sobre dependencia local
sobre los coeficientes de la solucién.

Teorema 3.3.2. Supdngase que los coeficientes a; (¢,x), 0y (f,x),a2(t,x) y 02(t,x) de las
ecuaciones _ _ '
dX! = a;(t,X/)dt + o;(t,X/)dB;, i=1,2 (3.16)

satisfacen las condiciones del Teorema 3.2.3 y que para algin N > 0 con |x| < N,
ai(t,x) = ax(t,x) y o1(t,x) = 0a2(t,x). Si X! = {X'};>0 y X? = {X?},>0 son solu-
ciones de la ecuacién (3.16) con la misma condicién inicial X = X3, E(X3) < o, y
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7; = sup{t > 0 tal que |X/| < N}, entonces P(1) =1) =1y
P( sup [X!—-X2=0]=1.
OSSS’Cl

Demostracion. Ver [Gihman & Skorohod 1972].

Observacion 3.3.3. Se puede ver que el Teorema 3.3.2 puede ser generalizado al ca-
so donde los coeficientes de las dos ecuaciones coinciden en alguna region arbitraria.
Entonces, hasta el momento de su salida de esta region, las soluciones de las dos ecua-
ciones coincide, siempre que sean iguales en el tiempo.

Teorema 3.3.4. Sean los coeficientes de (3.2.3) medibles parat € [0,T], x € (—o0,00) y
satisfacen las siguientes condiciones:

1) Para algiin K
la(t,x)?+]o(1,2)]* < K*(1+2%).

2) Para cada N existe Ly para el cual

la(t,x) —a(t,y)|+]o(1,x) = o (t,y)| < Lylx =y,

con |x| < N,|y| < N. Entonces (3.2.3) tiene una solucién X = {X; },>¢ que satisface la
condicion inicial X;, = Xy, esta solucion es unica en el sentido del Teorema (3.2.3).

Demostracion. Ver [Gihman & Skorohod 1972].

Los teoremas anteriores dan condiciones mas generales para existencia y unicidad de
las soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas con condiciones iniciales dadas.



Capitulo 4

Procesos de difusion.

En este capitulo se introduciran los procesos centrales que se utlizarin a lo largo de este
trabajo, asi como algunas de sus propiedades més importantes. Se abordaran desde dos
perspectivas diferentes, a saber, como procesos estocasticos solucidon a una ecuacion
diferencial estocdstica y desde el punto de vista de procesos de Markov que cumplen
ciertas caracteristicas. Este ultimo enfoque sera de gran utilidad en capitulos posteriores
debido a la probabilidad de transicion asociada a un proceso de Markov, la cual es la
pieza clave en estimacion y simulacion.

En muchos problemas de las ciencias naturales a menudo es apropiado considerar siste-
mas deterministicos donde el estado presente del sistema determina la evolucion futura
del sistema. Una generalizacion natural de estos sistemas, son los sistemas estocasticos,
para los cuales, el estado actual del sistema determina completamente la probabilidad
de ocupar los siguientes estados para todos los tiempos futuros. Tales sistemas son lla-
mados, sistemas de Markov y pueden ser descritos por procesos de Markov.

4.1. Definiciones

Definicion 4.1.1. Sea X = {X;},>0 un proceso estocastico definido en [0,7] y .% la
minima o-algebra con respecto a la cual cada X es medible para s < ¢. Suponiendo que
existe una funcioén P(¢,x,s,A) definida para toda x, 0 <t < s < T y conjuntos de Borel
A para los cuales se cumple con probabilidad igual a 1 que:

P(X, € A|.%) = P(t,X,,5,A) = P(X, € A|X,), (4.1)

para cualesquiera 0 <t < s < T y conjunto de Borel A. Entonces el proceso X =
{X: }+>0 serd llamado un proceso de Markov y la funcién P(t,x,s,A), la probabilidad
de transicion para X = {X; };>o0.

28



Capitulo 4. Procesos de difusion. 29

De aqui en adelante se supondra que la probabilidad de transicién P(z,x,s,A) para el
proceso X = {X; };,> satisface las siguientes condiciones.

(1) P(t,x,s,A) es una funcion de Borel de x;
(1) P(t,x,s,A) es una medida con respecto a A para ¢, x, s fijas;

() [P(t,x,s,dy)P(s,y,T,A) = P(t,x,7,A) paratodaxy 0 <s <1 <T.

4.2. Procesos de difusion como procesos de Markov

Definicion 4.2.1 (Procesos de difusién). Un proceso de Markov X = {X;},>0,f € Res
llamado un proceso de difusion o simplemente una difusion si su funcién de transicion
posee las siguientes propiedades:

1) para cualquier € >0yt € [0,T],x € (—oo,00)

1
lim — P(t,x,t+A,dy) =0;

2) Existen funciones a(z,x) y b(t,x) tales que para toda € > 0,z € [0,T] y x € (—oo,00)
1

a) lim — —X)P(t,x,t + A, dy) = a(t,x),
) Jima [ O OPE A d) =l

1
b) lim — (y —x)2P(t,x,t + A,dy) = b(t,x)
A—)OA ‘x—y|<g

a(t,x) y b(t,x) son llamados los coeficientes de deriva y difusion respectivamente.

La propiedad 1) garantiza que el proceso de difusion no tenga saltos instantaneos.
El inciso a) de la propiedad 2) implica que

.1
a(t,X) = ili)l}) ZE(XH_A —X[ ‘Xt = X) (42)

asi el coeficiente de deriva a(z,x) es la tasa de cambio instantdnea en promedio del
procesos dado que X; = x.

Andlogamente, el inciso b) de la propiedad 2) implica que el cuadrado del coeficiente
de difusion .
b?(t,x) = lim K]E((X,+A—X,)2|Xt = x), (4.3)

A—0

denota la tasa instantdnea de cambio de las fluctuaciones cuadradas del proceso dado
que X; = x.
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El nombre “proceso de difusidon” se refiere a que bajo ciertas condiciones, es posible
describir el movimiento de una particula difusa, exactamente con su ayuda.

Observacion 4.2.2. Para que el proceso X = {X; },>¢ sea una difusion, es suficiente que
su probabilidad de transicion satisfaga los siguientes supuestos

1*) para algin 6 > 0

1
lim — [ [x—y**°P(t,x, + A, dy) = 0;
Alg}m/lx YITOP(t,x,t +A,dy) = 0;

2*) Existen funciones a(t,x) y b(t,x) tales que para toda z,x

1
) lim — [ (y—x)P A,dy) =
a’) lim = [ (y—x)P(t.x,1 +A,dy) = a(t,x),

1
b*) lim — —X)2P(t.x.t+A.dy) = b(t
) Jim o [ (= 0?P(rx0 4 A dy) = b(t,)

Las condiciones 1*) y 2*) son en muchas ocasiones mas faciles de verificar.

4.3. Ecuaciones de Kolmogorov

Cuando los coeficientes de deriva y difusion de un proceso de difusiéon son funciones
suaves, entonces su probabilidad de transicién P(¢,x,s,y) también satisface las siguien-
tes ecuaciones diferenciales parciales.

4.3.1. Ecuacion de Kolmogorov hacia adelante

2

dp d 1d :
3 T3t nP) =555 (B )P =0, (5.x) fjos. (44)

4.3.2. Ecuacion de Kolmogorov hacia atras

2
% + a(s,x)g—]; + %bz(s,x)gT]; =0, (¢,y) fijos. 4.5)
La ecuacién (4.4) se refiere a la evolucion hacia adelante con respecto al estado final
(t,y), mientras la ecuacién (4.5) se refiere a la evolucion hacia atrds con respecto al
estado inicial (s,x). La ecuacion (4.4) es cominmente llamada la ecuacion de Fokker-
Plank. Ambas ecuaciones se siguen de la ecuacion de Chapman-Kolmogorov y de las

tres ecuaciones de la Definicion 4.2.1.
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4.4. Procesos de difusion como soluciones a ecuaciones
diferenciales estocasticas

Teorema 4.4.1. Supongamos que X = {X; },>¢ es una solucién de
dX[ = a(t,X[)df+G([,Xt>dBt, Xt =X (46)

cuyos coeficientes satisfacen las condiciones de existencia y unicidad del Capitulo 3.
Entonces X = {X;};>0 es un proceso de Markov cuya probabilidad de transicion esta
definida por

P(t,x,5,A) = P(X,(s) € A), 4.7)

donde Xy, (s) es una solucién de

N S
Xeo(s) = x+ / a1, Xy (1)) du+ / 0 (1, Xy s (1)) dB, (4.8)
t t
sobre el intervalo ¢, T].
Demostracion. Ver [Gihman & Skorohod 1972].
Teorema 4.4.2. Sea a(t,x) y o(t,x) continua en ambos argumentos y suponiendo que

para cada K
ja(t,x)]* + o (t,2) > < K(1+[x)

y para cada N existe un Ly con |x| < N, |y| <N, para el cual

la(t,x) —a(t,y)|+|o(t,x) —o(t,y)| < La|x—yl.

Entonces el proceso X; = {X; };>¢ como solucion de la ecuacion (4.6) serd una difusion
con coeficiente de difusién b(z,x) = 62(¢,x) y coeficiente de deriva a(t,x).

Demostracion. Ver [Gihman & Skorohod 1972].

Por los dos teoremas anteriores, se demuestra que bajo las condiciones antes menciona-
das, un proceso de difusion satisface una ecuacion diferencial estocéstica.
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4.5. El generador infinitesimal de una difusion

Es fundamental para muchas aplicaciones que sea posible asociar un operador A dife-
rencial de segundo orden a un proceso de difusion X = {X;};>0. La conexién bdsica
entre Ay {X;},>0 es que A es el generador del proceso {X; };>¢

Definicion 4.5.1. Sea X = {X;},>0 un proceso de difusion en R".
El generador infinitesimal A de X; se define como:
E* (X)) - f(x)

Af(x):%%l ; ; xeR,

siempre que este exista.

El conjunto de funciones f : R” — R tal que el limite existe en x se denota como Z4(x),

donde Z4 denota el conjunto de funciones para las cuales el limite existe para todo
x e R".

Para encontrar la relacion entre el generador infinitesimal A y los coeficientes b, ¢ en la
ecuacion diferencial estocastica dX; = b(X;)dt + o (X;) que define a {X; };>¢, es necesa-
rio conocer la siguiente definicion y el siguiente resultado.

Definicion 4.5.2 (Tiempo de paro). Sea {.%;} una familia creciente de o-dlgebras. Una
funcién 7 : Q — [0, 0] es llamada un tiempo de paro respecto a {.%#;} si

{w;t(w) <t} € %, paratodor>0.

En otras palabras, es posible decidir si el evento {7 < ¢} ha ocurrido, teniendo el cono-
cimiento de la filtracion {.%; }.

Para encontrar la relacion entre el generador infinitesimal A de una difusion X = {X;};>¢
con los coeficientes de deriva y de difusion de una ecuacion diferencial estocdstica, se
necesita el siguiente resultado.

Lema 4.5.3. Sea Y"* = {Y;},>0 un proceso de It6 sobre R” de la forma
t t
Y = xt / u(s, )ds + / v(s, ®)dB, 4.9)
0 0

donde B = {B;};>( es un movimiento browniano m-dimensional. Sea f € C3(R") con

soporte compacto, y sea T un tiempo de paro respecto a la filtracion {%(m)} del movi-
miento browniano m-dimensional. Asumiendo que E*[7] < 0. y que tanto u(f, @) como
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v(t, ®) son acotadas sobre el conjunto de (¢, ®) tal que Y;(®) pertenece al soporte de f.
Entonces:

EXf(Y:)] = f(x) +Ex[/ (Zulsa) +%Z(M)i,j(s,w)%(m)ds}.
1] l

donde E~ es la esperanza con respecto a la ley de probabilidad natural R* para ¥; empe-
zando en x:

Py, € F,--- ), € Fi] = PO[Yt’f € F,---,Y; € i), donde F; son cojuntos de Borel
Demostracion. Ver [Oksendal 1997].

El resultado anterior nos da la férmula para el generador A de un proceso de difusion.

Teorema 4.5.4. Sea X = {X; };,>0 una proceso de difusién que satisface
dXt = b(Xt)d[ + G(Xt>dBt
Si f € C3(R"), entonces f € D4y
82 0°f
bi(x ool .
Z 8xl + ZJ’ Jij(x ax,-axj
Este resultado serd muy util en la seccion de estimacion mediante polinomios de Her-

mite del Capitulo 7.

Demostracion. Ver [Oksendal 1997].



Capitulo 5

Algunas familias paramétricas
de procesos estocasticos

En este capitulo se presentaran tres de los procesos de difusion mas utilizados para el
modelaje financiero de activos y tasas de interés con un breve resumen de sus propieda-
des. Este capitulo estd basado en [3] en su totalidad. Ademas para cada proceso se dara
explicitamente su probabilidad de transicion, la cual como se menciond anteriormente
es de vital importancia para estimacion y simulacion, usando el Lema de It presentado
en el Capitulo 2.

S.1. Proceso de Ornstein-Uhlenbeck
Un proceso X = {X; };>0 solucidn a la ecuacion diferencial estocéstica
dX; = 0(u—X;)dt+0dB;, Xo=x9, u>0, oc>0, (5.1)

se le conoce como proceso de Ornstein-Uhlenbeck. En modelaje financiero o es inter-
pretado como la volatilidad, ¢ valor de equilibrio a largo plazo y 0 se le conoce como
la velocidad de reversi6na la media.

Para encontrar la solucion de dicha ecuacion se aplica el Lema de Itd.

Si elegimos f(t,x) = €% (x — )
fl‘(trx) :xeeet_‘ueeel‘7 fx:eeta fxx:07

entonces,

34
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t 1
FIE.X,) = €% (X — 1) =£(0,Xo) + / Filw,x)d+ / Folu,x)dX
0 0
— £(0,X0) + /0 0% (x — 1) du
+ / 010 (1 — X, )du+ OB
0

=Xo— p+ (X — p)(e” — 1)+ (u—X;)(°
t
+ G/ e%“dB,,,
0

Lo que implica que
6 ‘o
Xz=(Xo—u>e"+u+/oe -

Finalmente
X, = Xoe O + (1 — e ) + /

Este procesos tiene esperanza condicional
E[X;|Xo = xo] = E | (x0 — 1) 9t+M+/ b-ugp,]
= (xo— p)e 9t+u+ﬂ«:[/0 =1 4p,]
= (xo—p)e " +p,
y varianza condicional
Var[X;|Xo = xo] = E [(G/t - (t_”)dBu)z}
= / Elo o= ”)du} ( Isometria de It0)

e—29t)

1—
29(
Por lo tanto 52

XilXo ~ N((x0 = w)e™® 441, o (1—729)).

. . . ., . . 2
Cuando t — oo se obtiene la distribucion estacionaria  X;|Xp ~ N (O, 20—9> .

t_1>
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5.2. Modelo de Black-Scholes-Merton o movimiento Brow-
niano geomértico

El modelo de Black-Scholes-Merton es el proceso X = {X; };>¢ solucién a la ecuacion
diferencial estocéstica

dXt = ,uX,dt + GXtdBt, X() = X0,

con o > 0. El pardmetro u es interpretado como la tasa constante de interés y ¢ como
la volatilidad. La solucion explicita se puede encontrar haciendo f(f,x) = In(X;), por lo
tanto

1 1

fl‘(tax):()a fx:;7 fxx:_;'

Entonces,
t,X;) = £(0,Xp) —dX, — (dX,dX
f(t, %) 0 +/ 2/ X2 2
= £(0,Xo) + /,Lt+GBt—§G t
1

= In(xg) + (1 — 562)t + 0B,

Finalmente

X, = er(‘u—%Gz)H-GB,-

La funcion de densidad condicional es log-normal con media y varianza del logaritmo
de su transformacion (es decir, la log-media y log-varianza) estan dadas por

1
1 =log(xp)+ (,u — 562>t, o> = ot

Recordando que la funciéon generadora de momentos de una variable aleatoria normal
N(u,0?) estd dada por

2.2
Mx(s) =E(eX) = e¥t%2 | oo < 5 < oo,

entonces, se puede calcular los momentos del movimiento Browniano geométrico usan-
do la funcién generadora de momentos de la distribucién normal, es decir,

0'2tS2

My (s) =E[eX] = M52 —o0 <5 < oo,
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Por lo tanto, se puede calcular los primeros dos momentos

o2
E[X,] =xqe*+ 7).

E[th] :x%e(2u+262)t -

Entonces, . .
Var[X ()] = x3e** o1 (%7 —1). (5.2)

5.3. Modelo de Cox-Ingersoll-Ross

Este modelo fue introducido por Feller como un modelo de crecimiento poblacional y
lleg6 a ser popular en finanzas después de que Cox, Ingersoll y Ross lo propusieran
para modelar la tasa corta de interés . El proceso de CIR es la solucién a la ecuacion
diferencial estocastica

dX; = (0, — 6:X;)dt + 037/ X;dB;, Xo = x0 <0, (5.3)
algunas veces parametrizada como
dX, = 0(B —X,)dt + ov/X;dB;, Xo=2xy>0, (5.4)

donde 6;,6,,60; € R. Si20; > 62, el proceso es estrictamente positivo, de otra forma
es no negativo, lo que significa que puede alcanzar el estado 0. Por supuesto, este caso
no es admitido en finanzas cuando el proceso de CIR es usado para modelar tasas de
interés. La ecuacion diferencial estocastica (5.3) tiene una solucion explicita

6 t
Xy = <X0 — 6—;) e~ %! + 936‘_92t ) eezu\/)TudBu.

5.3.0.1. La distribucion condicional

Bajo la hipotesis 20; > 932, el procesos es también estacionario. Mdas aun, la proba-
bilidad de transicion condicional existe en forma explicita. El proceso ¥ = 2cX, con
c=26,/03(1 —e %)), tiene distribucién condicional ¥;|Yp, la cual sigue la ley de un
distribucion y-cuadrada no centrada con v =46,/ 932 grados de libertad y pardmetro de
no centralidad ype~%'. La densidad de transicién del proceso original, (es decir, la dis-
tribucion de X;|Xy = xo puede ser obtenida de la distribucién de ¥;|Yy = yo, y el resultado
es el siguiente

q/2
pot,ylo) = cel ™) (2) 7, (2 /),

1%
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con u = cxpe %', c =cy, ¢ =206/63 — 1 donde I,(-) es la funcién de Bessel modificada
de primer orden de grado ¢, es decir,

L=y (% R
=) (2) KOkt 1

y I'(*) es la funcién Gama (es decir, ['(z) = [5°x* " le™¥dx,z € Ry).

Comportamiento de la distribucion condicional

Desde el punto de vista de inferencia por verosimilitud, debe notarse que aunque la
distribucion ) -cuadrada no centrada es una distribucion de probabilidad bien conocida,
su célculo no es una tarea sencilla. De hecho, cuando t — oo, tanto u como v explotan,
lo que significa que cuando la distribucion tiene que ser calculada para argumentos
realmente grandes, esto implica la evaluacion de la distribucion y-cuadrada en la cola
derecha. Por otro lado, sit — oo, u =0,y u — 2((3—22" y por lo tanto se requieren cdlculos
sobe la cola izquierda de la distribucion. Puesto q3ue la distribucion )y -cuadrada se basa
en la funcién modificada de Bessel de primer orden I,(-), se tiene que el problema es

esencialmente la evaluacion de /,(-) para argumentos muy pequefios o muy grandes.

El proceso de CIR tiene la misma propiedad de reversion a la media que el proceso de
Ornstein-Uhlenbeck. La diferencia entre estos procesos es que la desviacion estandar
de los cambios en la tasa de interés, en un periodo corto de tiempo, en el modelo de CIR
es proporcional a 1/X;. Por lo tanto para el proceso de CIR , la media de la distribucion
condicional es la misma que para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck

0

01\ _
E[XI‘XO :xO] = 9—2+ (X()— 9—;)6 92t,

y la varianza de la distribucion condicional esta dada por

932(e_92t — e_zezt) 6, 932(1 — 6—292t>
6, 2922

Var[X;|Xo = xo] = xo



Capitulo 6

Aproximacion de soluciones
para ecuaciones diferenciales
estocasticas via simulacion

En este capitulo se presentan ¢ métodos de aproximaciones discretas para la simulacion
de los tres procesos presentados en el Capitulo 5. Se definird el orden de convergencia
de dichas aproximaciones y se hard una comparacion entre dichos esquemas de aproxi-
macion. Este capitulo esta basado totalmente en [4]. Para cada uno de los primeros dos
métodos se implement6 un cddigo de simulacion para los procesos de interés.

Los métodos de simulacion normalmente son basados en aproximaciones discretas de la
solucion continua a una ecuacion diferencial estocastica. Los métodos de aproximacion
son clasificados de acuerdo a sus diferentes propiedades. Principalmente se utilizan dos
criterios de optimalidad: Los fuertes y débiles ordenes de convergencia.

6.1. Ordenes de Convergencia

Convergencia de orden fuerte

Una aproximacion a tiempo discreto Y de un proceso estocastico continuo ¥, con 9§ el
incremento de tiempo maximo de la discretizacion, se dice que converge fuertemente a
Y de orden v si para cualquier horizonte de tiempo fijo T se satisface que

E[vs(T)—Y(T)] <C8", V& <&,

con &y > 0y C constantes que no dependen de §.
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Convergencia de orden débil

Una aproximacion a tiempo discreto Ys de un proceso estocastico continuo Y, con 9
el incremento de tiempo méaximo de la discretizacion, se dice que converge débilmente
a Y de orden B si para cualquier horizonte de tiempo T y para cualquier funcion g
de crecimiento polinomial, continuamente diferenciable de orden 2(f3 + 1), se satisface
que

Eg(¥(T)) —Eg(¥s(T))| < C8P, V8 < &,

con dg y C constantes que no dependen de J.

6.2. Esquema de Euler

Consideremos un proceso de 1td X = {X; };,<;<7r que satisface la ecuacion diferencial
estocastica
dX; = b(t,X;)dt + o (t,X;)By,

sobre 7y <t < T con condicién inicial
Xl() - X07

Para una discretizacion g = 70 < 7] < 7, < --- < Ty = T del intervalo [ty, T| una apro-
ximacion de Euler es un proceso estocastico ¥; = {Y; };,<;<7, con t € N que satisface
el esquema iterativo

Yn—l—l — Yn +b(fn7Yn)<Tn—l—1 - Tn) + G(Tn7Yn)(BTn+1 _B‘Cn>7 (61)
paran=0,1,2,--- N — 1 con condicion inicial
Yo = Xo,

donde se ha escrito
Y, =Y(1,),

para el valor de la aproximacion al tiempo discretizado 7,.

Se sabe que la esperanza E(AB,) = 0y varianza E((AB,,)?) = A, donde
ABn :BTI’H—l _BTn' (6.2)

Por lo tanto los incrementos (6.2) del proceso de Wienner pueden ser generados por me-
dio de los métodos para generar nimeros pseudo-aleatorios para valores independiente
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de la distribucion Gaussiana, por el ejemplo el algoritmo Box-Muller o el algoritmo
Polar Marsaglia que se pueden ver en [10].

A continuacién se hard una implementacion del esquema de Euler para simular los tres
procesos de difusion presentados en el Capitulo 4. Estos codigos fueron implementados
en el lenguaje de programacion R.

Ejemplo 6.2.1 (Simulacion proceso de Ornstein-Uhlenbeck).
Consideremos el proceso de Ornstein-Uhlenbeck solucion a

dX[ - (61 - GZX[)CZI + 93dB[

Para este proceso se tiene que

b(t,x)= (0 —6,-x)y o(t,x) =6, -x.

Por lo tanto, sustituyendo en el esquema iterativo (6.3), el esquema de Euler tiene la
siguiente forma:
Xti+1 - th. —|— (91 - GZXZ)AI —|— 93th.AB[.

Caodigo
Euler_OU<-function (thetal, theta2, theta3, x0,N){

dt<-1/N

X<—numeric (N+1)

X[1]=x0

Z<—rnorm (N)

for (i in 1:N){

X[1i+1l]=X[i]+(thetal-theta2*X[i]) *dt+
theta3*sqrt (dt) *Z[1i]
}

Y<-ts (X, start=0,deltat = 1/N)
return (Y)

}

Argumentos
e N Numero de pasos a simular.

e thetal parametro del proceso .
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e theta2 parametro del proceso.
e thetad parametro del proceso.

e x( Valor inicial.

Ejemplo 6.2.2 (Simulacién movimiento browniano geométrico).
Consideremos al movimiento browniano geométrico solucion a

dXt — 91Xtdt + 92XtdB;.

Para este proceso se tiene que

b(t,x)=(0;-x)y o(t,x) =6;-x.

Por lo tanto, sustituyendo en el esquema iterativo (6.3), el esquema de Euler tiene la
siguiente forma:
Xti-ﬁ-l - th. + OIXZ‘,'At —I— 92th.ABt.

Codigo
Euler_GB<-function (mu, sigma, x0, N){
dt<-1/N
X<—numeric (N+1)
X[1]=x0
Z<—rnorm (N)
for (i in 1:N){
X[i+1]=X[i]+mu*X[i]*dt+
sigma*X[1i]*sqrt (dt) *Z[1]
}
Y<-ts (X, start=0,deltat = 1/N)
return (Y)

Argumentos
e N Numero de pasos a simular.
e mu parametro del proceso.

e sigma parametro del proceso.
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e x( Valor inicial.

Ejemplo 6.2.3 (Simulacion proceso CIR).
Consideremos el proceso CIR, solucion a

dXt = (91 — GZXt)dt + 93\/)TtdBt7 X() = X0-

Para este proceso se tiene que

b(t,x) = (6;-x)y o(t,x) = 6, -/x.

Por lo tanto, sustituyendo en el esquema iterativo (6.3), el esquema de Euler tiene la
siguiente forma:
Xti+1 — th —|— (61 - 62X1>At —|— 93\/Xt,'ABt'

Codigo
Euler_ CIR<-function (thetal, theta2, theta3, x0,N){
dt<-1/N
X<—numeric (N+1)
X[1]1=x0
Z<—rnorm (N)
for (i in 1:N){
X[i+1l]=X[i]+ (thetal-theta2*X[i]) *dt+
sgrt (X[1i]) *theta3*sqgrt (dt) *z2[1i]
}

Y<-ts (X, start=0,deltat = 1/N)
return (Y)

Argumentos

e N Numero de pasos a simular.
e thetal parametro del proceso.
e theta2 parametro del proceso.
e theta3 parametro del proceso.

e X0 Valor inicial
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6.3. Esquema de Milstein

El esquema de Milstein hace uso del lema de Itd para incrementar la exactitud de la
aproximacion afiadiendo el término de segundo orden. Si denotamos por oy a la derivada
parcial de o (¢,x) con respecto de x, la aproximacion de Milstein tiene la siguiente forma

Yn—|—1 - Yn "‘b(tn;Yn)(trH—l _tn) + G(tnayn)<Bn+l _Bn)

1
+ EG(tn,Yn)Gx(thn)((Bn—i—l _Bn)2 - (tn—H - tn))- (63)

Esta aproximacion tiene convergencia débil y fuerte de orden uno.

Ejemplo 6.3.1 (Simulacion de proceso de Ornstein-Uhlenbeck por el método de
Milstein).
Consideremos el proceso de Ornstein-Uhlenbeck solucion a

dX[ = (61 - QZX[)dt + 63dB[
Para este proceso, se tiene que
b(t,x) =0,—6, -x,G(t,x) = 0s.

Por lo tanto oy (f,x) = 0.

En este caso el esquema de Milstein y el esquema de Euler coinciden.

A continuacion se presentan simulaciones del proceso Orsntein-Uhlenbeck con dife-
rentes valores iniciales. Se puede observar la propiedad de reversion a la media y a
diferencia del proceso CIR, este proceso puede tomar valores negativos.
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Simulacién proceso Ornstein—Uhlenbeck con (61,62,63) = (1,2.5,1.5), N=50000.

30-
20~

10-

-10-
-20-

-30-

Tiempo

L = %=-30 Xp=-10 Xp=10 — X,=30
Valor inicial
— Xo=-20 —  X,=0 Xp=20

Ejemplo 6.3.2 (Simulacion del movimiento browniano geométrico).
Consideremos el movimiento browniano geométrico solucién a

dX[ — 91Xtdt —l_ OZXtdBt.
Para este proceso se tiene que
b(t,x)=0,-x, o(t,x)=6,-x 'y Oxt,x)=0,.

Por lo tanto, sustituyendo en el esquema iterativo (6.3), el esquema de Milstein tiene la
siguiente forma

1
Xti+1 = X[i + 91XliA + GZXZiABl + 5922Xli((ABt>2 _ At)

1 1
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Codigo
Milstein_BG<-function (thetal, theta2, x0,N){
dt<-1/N
X<—numeric (N+1)
X[1]=x0
Z<—rnorm (N)
for (i in 1:N){
X[1i4+1]=X[1]* (1+(theta[l]-1/2*theta2”2) *dt) +
theta2*X[i] *sqgrt (dt) *Z[i]+1/2*theta2 " 2*X[i]*
(sqrt (dt) *Z[i]) "2

}

Y<-ts (X, start=0,deltat = 1/N)
return (Y)

Argumentos

e N Numero de pasos a simular.
e mu parametro del proceso.

e sigma parametro del proceso.

e x( Valor inicial.

A continuacion se puede observar simulaciones del movimiento browniano geométrico
con diferentes valores iniciales.
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Simulacién movimiento browniano geométrico con (61,82) = (2,.5), N=1000.

50-
40~
30-
o w‘v’/ﬂ
10-

0

Tiempo

L= X%=5 Xo=20 Xo =40
Valor inicial
— Xp=10 — Xo=30 Xo=50

Ejemplo 6.3.3 (Simulacion del proceso de Cox-Ingersoll-Ross).
Consideremos el proceso de Cox-Ingersoll-Ross solucién a

dX; = (6 — 6:X;)dt + 031/ X;dB;.

Para este proceso se tiene que
b(t,x) =0; —0y-x, 0(t,x) = 03-\/xy Ox(t,x) = 2\[

Por lo tanto, sustituyendo en el esquema iterativo (6.3) el esquema de Milstein tiene la
siguiente forma

1
X, =X, + 61(62— X, )At + (851/X;,)AB, + 1932{@3,)2 —At}.

A continuacion se presentan simulaciones del proceso CIR con diferentes valores ini-
ciales. Recodando que este procesos tiene la propiedad de reversion a la media.
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Simulacién proceso CIR con (81,62,83) = (6,3,2), N=50000.

50-

40-

30-

20~

10-

Tiempo

= X=5 — X%=20 Xo =40
Valor inicial
— X=10 — Xo=30 Xo =50



Capitulo 7

Inferencia para procesos de
Difusion

El objetivo de este capitulo serd hacer estimacion paramétrica para los tres procesos
de difusion presentados en el Capitulo 5. La primera seccion estd basada en [3], la
segunda seccion tiene como fuente principal [7], mientras que la ultima seccion esta
completamente basada en [5]. Para el primer método se necesitréd tener explicitamente
la probabilida de transicion del proceso. Para el segundo método se hara el supuesto
de que la probabilidad de transiciién es normal. Para el tercer métdo se aproximara la
probabilidad de transicion con una expansion en series.

A lo largo de esta Seccion se hara el supuesto de que los procesos son observados a
tiempo discreto, puesto que si el proceso se pudiera observar a tiempo continuo de 0 a
T, se podrian determinar (en lugar de ser estimados) los parametros del coeficiente de
difusion a través de la variacion cuadrdtica del proceso X = {X;},>0, y la parte restante
podra ser estimada por maxima verosimilitud: si la funcién de difusion es completa-
mente conocida, es decir o(¢,X;) = o(x), entonces la funcién de verosimilitud para
{X: }o<:<T estd dada por

16 — ox / bt X;) , /szth,
r = CXP 0 62X A5 = 2 '

La demostracion de este resultado se puede ver en Lipster Shirayev(1977, Capitulo 7).

Consideremos la ecuacion diferencial estocastica

dXt — b(t,X[)d[ —|— G([,X[)dBt, (71)

49
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donde 6 € ® C R” es el parametro multidimensional y 8y es el pardmetro verdadero
para ser estimado. Las funciones b : Rx Q - Ry 6 : R x Q — (0,00) son conocidas
y tales que la solucion de (7.1) existe. El espacio de estados del proceso se denotar por
I =(l,r), —oo <1 < r < +coes un intervalo abierto y lo mismo para todo 6. Ademas,
para cualquier 6 € @ y cualquier variable aleatoria & con suporte en /, la ecuacién (7.1)
tiene una tdnica solucién fuerte para todo Xy = &.

Asumimos que el proceso es observado en tiempos discretos t; = iA;,i =0,1,...,n,y
T = nA,.

Para todo 6 € O la distribucién de X con X ~ &g se denotar por pg. Ademds, denota-
remos por py(t,y|s,x) = P(x,X,,, X, x;,) ala probabilidad de transiciéon de X = {X;};>0
dado Xy = x. Debido a la propiedad de que los procesos de difusion tienen la propiedad
de Markov y por la regla de Bayes, entonces la funcion de verosimilitud del proceso
X = {X;}+>0 condicionado a que X;, = x¢ se puede escribir como el producto de densi-
dades de transicion, es decir

n

Ln(e) - HPG(A7XIi|XZ‘,;17xl‘,;1)p9(Xl‘0>- (72)
i=1

7.1. Estimacion maxima verosimil

En el método de estimacion maxima verosimil asumimos que los datos observados si-
guen una distribucién excepto para un nimero finito de pardmetros desconocidos.
Sabemos que la verosimilitud del proceso tiene la siguiente forma

Ln<9) = HPG(A7XZi|XI,;17xl,;1)p9(Xto)- (73)
i=1

Puesto que la funcion logaritmo es una funciéon monoétona y creciente, es conveniente
maximizar la log-verosimilitud que esta dada por

n
lnL(G) - Z lnpe <A7Xti|Xti—l 2 Xti )pG(Xto)°
i=1

Para encontra el médximo de la log-verosimilitud se procede de la siguiente forma

dInL(0) & Jdlnpy(t, X, X, =)

20 > 26 = log =Y (7:4)

i=i
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Debido a que estamos buscando un méximo es necesario que se cumpla la siguiente
desigualdad

821nL(9) . iazlnpg(t,XtiH ‘th. :xtl.> .
0007

i=i

26067 “loa <" (7:3)

La solucién a (7.4), la cual se le conoce como la funcién score, nos devuelve el pardme-

tro estimado 6.
A continuacion se aplicara este métdo de estimacion para los tres procesos de interés en
este trabajo.

7.1.1. Ornstein-Uhlenbeck

Suponiendo que el proceso {X; },>¢ satisface la ecuacion diferencial estocastica
dXt - (9] - 92Xt)dt + 93dBt, XO = X0- (76)

Entonces, por el Capitulo 5 sabemos que la probabilidad de transicion de este proceso
estd dada por la siguiente distribucion

R )]

-0
po(t, X, | Xy, = x1,) ~ N<xfie  + 6, 26,

Haciendo u = g—; se tiene que
0
Do (t7Xti+l |Xfi - xli) ~ N<xlie_92t + “(1 - e—%t)) ﬁ(l - 6—292t)) :
2
Si 6 = (61, 6,,63), entonces discretizando las observaciones, la verosimilitud es
n

L(e) - :’—‘:pe (t7Xti+1 ‘Xl‘i - xl‘,')
1

i

i 0
= [TV ® - u(1—e®), (1 ¢ 72%)
’ 26,

~.)
— P

{—(ml — (xye~ O (1 —e%1))?
=11 exp 5 - },

- 1 — — . — 0yt 1— — 0yt 2
lnL(O) = Z In exp{ (xl‘,+1 ();tée +_‘L;(9 e ))) }
' \/27'[9—93 _e—ZGZt) 2—92(1—6 2t)

_y_d 65 . age) , (i — e ® +p(l—e @)
lnL(Q) _I_ZI_E [(11’1(275)"‘11’1(2—92(1—6 )) -+ %(1_6_2921‘) ‘
B 2




Capitulo 7. Inferencia para procesos de Difusion 52

haciendo h = ﬁ(l —e20) j=e 0 k= pu(1—e %) obtenemos
1 n (-xl‘i 1 _xl‘ij+k)2
InL(6 :_El; In(27) +In(h) + —= P

Si 6 = (u, 6,,03), entonces

Para u
81nL(9) 8111L(9) 8k n Xt.+1 —Xt~j+k — 0t
= = : : (I1—e ") =0.
u dk Jdu l:ZI h
Para 63
dinL(6) JInL(6) dh _ _£+lz”: (xh,,, — x4 j + k)2
0063 dh 003 2h 254 h?
1_6—2921‘
X|——| =0.
260,
Para 6,

IInL(6) _9InL(6) dh  IInL(9) 9j , IInL(6) Ik
20,  Oh 96 dj 06, ok 06

n 1 xtm Xz,] +k) —936_292t(—292t 42001 _ 1)
- ( e 202

i=1

nXp Xy — X2 — kxy, N T X X k -
4 (Zl liv1M : ti t> 921 +Z fivh t’] [,Le eztt):().
=

i=1

Entonces necesariamente

n
k
§ : i X’J _0 1.7)

< xtl+1 xtzj+k>
= 7.
~5 "2 5 lZi =0 (7.8)

5 Xy Xy — JX _kxti
h

—0 (7.9)

N
|
—_
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Despejando & de la expresion (7.8), se tiene que

n

— ph=== V(G — X j k)2

n

(7.10)

Sustituyendo la expresion (7.10) en la ecuacién (7.7) y puesto que i # 0 se tiene que

i terl -]’xtz k — 0

n
— thm — ij,i—nk:O

i=1 i=1
n n
< nk= thi“ — ijti
i=1 i=1

n n 4
s f— i=1 X1 — Lim1 J%,
n

(7.11)

Por tltimo, sustituyendo la expresion (7.11) en la ecuacién (7.9) y puesto que  # 0, se
tiene que
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n
.2 o
foi+1xfi — X kxfi =0

n
— thi+1xti Z]x, katz =0

i=1 i=1

n n n n noo
.2 Z':lxti _Z'zljxti
= Forn L ($) (Bt T
n

— therlxtz ijt thlZ" 1 Xt + Z 1—1 jxt, —0

i=1

2
n
n Y X
. 2 ( i=1 l> lxtt+1xtz
— J thi e thlﬂx,l "
i=1
n izlx’intz
o =1 X n
— ] = 3
n 2 (Z?_IXIi>
lxtz n
, nZ~: Xt Xt — Yoo Xp X,
é : ] — =1 M1 1=1 t+12 i (712)
n Z xt, ( Z?zl xli)
Por lo tanto, se tienen las expresiones para i, j y k.
n n n
j= nZ,-_ Xti4+-1Xt; — Zi:1 Xt Zi:1 Xt;
o 2
n
nYi xrl (Xi )
n
k — =1 l 141 (7.13)
n
n . 2
n

De los cambios que se hicieron para j, k, h.
h = 29—52(1 —e720) = = w1 —6_92’), u

I
Pl
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se pueden obtener los estimadores maximos verosimiles, que son los siguientes

A continuacion se muestra como funciona este algoritmo para diferente nimero de tra-
yectorias del proceso de Ornstein-Uhlenbeck, donde se calcula la media muestra, la
varianza muestral e intervalo de confianza al 95 % con la funcion
Vasicek_media_varianza_intervalos() descrita en el apéndice A.1.3.

Ejemplo

Vasicek media wvarianza_ intervalos (1000,1,2,0.5,.5,1000,500,200,100)
## SThetal

#4# Media Varianza 25% 97.5%

#4# 1000 1.000224 0.007292155 0.9409889 1.179455

## 500 1.000401 0.006650217 0.9438583 1.167390

## 200 1.003935 0.006040820 0.9448134 1.163413

## 100 1.001366 0.006703656 0.9426991 1.167390

#4#

## STheta?

#4 Media Varianza 25% 97.5%

## 1000 2.004834 0.02732061 1.889324 2.361014

## 500 2.003604 0.02509277 1.899179 2.310590

## 200 2.007870 0.02161366 1.900713 2.308102

## 100 2.005746 0.02414132 1.900582 2.333086

#4#

## STheta3l

#4# Media Varianza 25% 97.5%
#4# 1000 0.4994921 0.0002957658 0.4877125 0.5316149
## 500 0.4999260 0.0002852722 0.4879715 0.5291107
## 200 0.5016762 0.0002378379 0.4903227 0.5276027
## 100 0.5019316 0.0002648959 0.4898587 0.5276572

7.1.2. Modelo de Black-Scholes-Merton

Supongamos que el proceso estocastico satisface la ecuacion diferencial estocastica

dX[ - ,LLXtdt + GX[dBt.
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Por el Capitulo 5 se sabe que la probabilidad de transicion esta dada por

1 —(logy — u)?
Po(t,y]x0) = exp{ loey — 1) } (7.14)

yo/2mt 202t

Discretizando las observaciones se tiene que la verosimilitud es

n
L(O) = Hpe(t7Xti+l |Xti :xfi)
i=1

o [ L {—(ln<Xz,~>—u)2H
i1 | % V2mo P 202t

n n n(x,) — 2
—(27r62t)”/2HLexp{Z’ : (2clf)2t H) }

i=1 i1 i=1
_—n 2 - Y (In(x,) — p)?
= InL(6) = —-In(276°) —izillnw) T
" (In(x .)2 —21In(x, ) +,L12>

—n 2 L i=1 ( f "
= 71n(27l'<f 1) — ; In(x;) — 202t

_ n o )2 | . n 2
— Tnln(27r62t) — Y In(x;,) — % +”ZZ_;;Z(XL) B Z;cl;ti

i=1

__n 20 vV S XigIn(y)? ¥R gIn(x)  np?
= In(2wc?t) Zln(Xz,-) o2 THT oy 262t

N
|
—_

(7.15)

Para encontrar el maximo se toma el gradiente de (7.15) y se iguala a cero

Para u
JdInL(0) Y In(x;) _ 2np
u ok 202t
npg Z?:l ln(xfi)
5% ok
- ﬁ — Z?:I ln(xfi>
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Para 02
oL(6) _  n  Xii(n(e)-p)? 1
o2  20% 2t (—02)2
n X (in(y) — p)?
202t 204t
L Eiliny) )’
o2t
o - Bt =7
n

7.1.3. Proceso de Cox-Ingersoll-Ross

(7.16)

(7.17)
(7.18)

(7.19)

Recordando que el proceso de Cox-Ingersoll-Ross es el proceso solucion a la ecuacion

diferencial estocastica

dX; = (k(a—X;)dt + ov/X,dB;, Xo=xp >0,

(7.20)

La densidad de transicion para este modelo fue derivada por Feller y estd dada por

n q
L(9> _ Hce(—”ti+vfi+1) (h) Zlq(z\/M)
i=1

Mtl.
donde
2K
C=" A
0%(1 —e X2)
Uy, = cXie_KAt ,
vti+1 — CXi+17
2KQ |
q= P .

y I,(+) es la funcién modificada de Bessel de primer orden y orden g
Entonces la log-verosimilitud estd dada por

n
InL(6) =nlnc+ Y
=1

i 1

(7.21)

{ Ui v+ %m (V’:]> +1n <Iq(ZM)> } (7.22)
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7.2. Estimacion maxima verosimil por el método de Euler-
Maruyama
Como se vio en el Capitulo 6, la discretizacion de Euler-Maruyama para una ecuacion

diferencial estocastica
dXt — ,LL(t,Xt)dt—i—G(t,X;)dB,, (723)

estd dada por

Xti+1 - Xl‘i +.U~(I7Xt)(ti+l - ti) + G([,Xt)\/fH_l — I N(O, 1) (724)

Este método de discretizacion alcanza un orden de convergencia de 0.5, si se cumplen
las condiciones de Lipschitz y de crecimiento acotado, a la soluciéon de la ecuacion
diferencial estocastica (7.23) cuando A — 0. Audn mads, cuando ¢ (X;;0) = o(0), este
método puede llegar a alcanzar 6rdenes de convergencia mas altos. Por medio de la
relacion iterativa (7.24) se puede simular el proceso X = {X;};>0 para un valor inicial
X() = X0 dado.

En este método de estimacion se supondra que la densidad de transicidon no es conocida.
A continuacién se mostrard como funciona este método.

Dadas n+ 1 observaciones de un proceso de difusion, considérese los datos X; mues-
treado en fechas no estocasticas fp =0 <t <tr < --- < fy.

La densidad conjunta de la muestra estd dada por

n

L,(0) = Hp9<A7Xti‘Xti71)p0 (Xo)-
i=1

donde pg(Xp) es la densidad de marginal de X y pg(A,X:.|X:._,) representan las densi-
dades de transicion. En esta seccion se examinard como se puede abordar este problema
utlizando la distribucion Gaussiana para aproximar la probabilidad de transicion.

Cuando la distancia entre las observaciones es suficientemente pequefia, tales aproxi-
maciones conducen a razonables (aunque sesgados) estimadores. Una discusion sobre
esto puede verse en [9].

Considérese la ecuacion diferencial estocastica
dX[ - u(t,Xt)dt+G(t,Xt)dB[, (725)

Asumiendo que las funciones u(¢,X;) y o(t,X;) son conocidas, excepto para el parame-
tro 0, el cudl varia en un subconjunto ® € R”. Se discretiza el proceso solucion a la
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ecuacion (7.25), suponiendo que los coeficientes de deriva y de difusion son constantes
en el intervalo de tiempo A; = t;, 1 —t;, como sigue:

X — X = u(t,X,)(tis1 —t;) +0(t,X;,) (B, — By,). (7.26)
Puesto que By, — B.|B;, ~ N(0,62(t,X,,)A;), de hecho se estd asumiendo que:
E (X, 1Xn) = (e, X,,)Ai 4+ X,
E|(Xy,, — E(Xy, [X:))? X, | = 0%(1,X,)Ar.
Por lo tanto la distribucion condicional del proceso es la siguiente

Xfi+1 ‘Xti ~ N(Xti + Au’(t7Xti)A7 GZ(Z‘,Xti)A). (7.27)

y por lo tanto, la funcién de verosimilitud estd dada por:

n
= Hpe(t7Xti+l X, = x,)
i=1

’ H \/271'62 (t,X,)A

(Xfi+1 T (Xli + ‘LL(Z‘,X,i)A))Z }
202(t,X;,)A '

X exp{ — (7.28)

esto implica que la funcion de log-verosimilitud para este método de discretizacion es
de la forma

lnL(G):—5(2n)—%iln(62(t,Xti)A)—%Xn:( A 429

Al maximizar la funcion de log-verosimilitud con respecto a 0 se produce la siguiente
funcién (score).

U(6;X) = g (th.+1 — (X, +u(t,xti)A])2%m
-3 (af;(zt(tX)f)t)> S e o) | 030
- [B (, em) oHex)
+%(Xml — X +H(faXr,-)A]) : (7.31)
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Por lo tanto, el parametro desconocido 0 puede ser calculado explicitamente o numéri-
camente igualando la expresion (7.31) a cero.

7.2.1. Ornstein-Uhlenbeck

Considérese la ecuacion diferencia estocastica
dXt = 9(“ —Xt)dt—{—GdBt, X() = X0- (732)

Aplicando el método de discretizacion de Euler-Maruyama para el modelo de Ornstein-
Uhlenbeck se tiene que

X, =X, +6(u—X,)A+06VAZ; dondeZ~ N(0,1). (7.33)

Entonces la funcién de verosimilitud se puede obtener sustituyendo tt(t,Xy,) = 6(u —
X,)y 62(t,X) = 62 en (7.28), es decir,

— - 1 Xfi+1 — (Xti + 9(1“’ —th.)A))z
L(6) = ];[1 ——exp{ - T 3 (7.34)

Por lo tanto, la log-verosimilitud estd dada por:

InL(6) = —Eln (2mo?A l; Ko, — 12;2?) Oua)”, (7.35)
Para 6
% — %lg(u — X)) (X, — Xi, — 61— X;,)A).
Para u "
8132(9) _ %I;(Xtm X, —0(u—X;)A)
Para o
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igualando a cero cada ecuacion se tiene que necesariamente
n
Y (1~ X,) (X, — X, — 0(1—X,)A) =0, (7.36)
=1
l n
Y (X, — X, — 6(u—X;,)A) =0. (7.37)
=1
l n
Y (X, — X, —0(u—X;)A)> —nc*A=0. (7.38)
i=1
Despejando la ecuacion (7.38) se tiene que
6 — \/Z?I(Xti+1 _Xti - e(l[l _Xti)A)z. (7.39)
nA
De la ecuacion (7.37) se tiene que
n
Z Xip — X, — 00— X;,)A) =0
l:
n
= Z 1 — ZX; ZueA+ Z 0AX, =0
i=1 i=1 1 i=1
PX — X;. + 0A X,
— ,il l—l lit1 =1 + Z =1 ) (740)
nGA
Sustituyendo U en la ecuacion (7.36) se tiene que
R X2+iyn X%, —X,) - XL XX,
9 — Zl 1 Z =1 tl( ty — tl) 221_1 e T ) (7.41)
A( X — E( ?Z]th) )
7.2.2. Proceso de Cox-Ingersoll-Ross
Considérese la ecuacion diferencia estocdastica
dX; = (k(o — X;)dt + o/X,dB;, Xy =x0 >0, (7.42)

Usando el método de discretizacion de Euler-Maruyama para esta ecuacion diferencial

estocdstica se obtiene que

X, = X, + k(@ —X;,)A+0+/X,VAZ, donde Z ~ N(0,1).

(7.43)



Capitulo 7. Inferencia para procesos de Difusion 62

Para este modelo se tiene que p(t, X)) = k(a —X,,) y 62(t,X;) = 62X,..

Se tiene que la funcién de verosimilitud se puede obtener sustituyendo 1t (t, Xy, ) =0 (u —
X;)y 6%(t,X;,) = 62 en la expresion (7.28), es decir, la verosimilitud obtiene la siguiente
forma

L 1 X, — (X, +x(a—X,)A))?
1(0) = [ Tt —exp{ ~ 1= s Y s
(6) gznc;ZX[iA %P 262X, A (7.44)
Por lo tanto, la log-verosimilitud esta dada por:
n ) (X, — X, (1 — KA — KaA)?
InL(0) =—=In(2ro"X;A) — : ‘ 7.45

i=1

En consecuencia, se puede obtener la matriz (score) de la expresion (7.31) para estimar
los parametros.

Por lo tanto

Para k
amal;((e) % ; a}—(tin,- (Xz,-ﬂ _ X, — k(- Xti)A>, (7.46)
Para & IILO) K & 1
e " olkX, (Xos1 =X k@ —X)a). (7.47)
Para o
SR CH O

Los componentes de la matriz (score), es decir (7.46), (7.47) (7.48) son iguales a cero,
siy sélo si

a—X,
y <Xti+1 ~ X, —x( —th.)A) —0, (7.49)
i—=1 tl
1
Z)?(th+1 ~ X, — k(o — th)A) — 0, (7.50)
i=1Mi
ZY(X,M ~ X, — k(o — X,)A) —no?A =0. (7.51)
1 i

~.
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Resolviendo para o en la ecuacion (7.51)

2
1 1X, (sz+1 _Xi - K(d _Xti)A>
An

6 = (7.52)

De la ecuacion (7.50) se tiene que

" h —n-+nAk
& = . (7.53)
AKZI lXt

Tomando la ecuacion (7.49) y restando o veces la ecuacion (7.50) se obtiene que
n
Z (th+1 ~ X, — x(a—X, )A) —0. (7.54)

Sustituyendo la ecuacion resultante (7.53) en la ecuacion (7.54) y resolviendo para K se
obtiene que
A nz—nzl 1 JI(H +Xi 1 X, (th Xi,)
k= 1 . (7.55)
A<n2 Zl Ith i=1X, )

7.3. Expansion de la verosimilitud via polinomios de Her-
mite

Cuando el muestreo se hace a tiempo discreto, los métodos disponibles para obtener
la funcion de verosimilitud se enfocaban en resolver numéricamente la ecuacion dife-
rencial parcial de Fokker-Planck también conocida como ecuacién forward de Kolmo-
gorov(mencionada en el Capitulo 3) o simular una gran cantidad de trayectorias del
proceso. Sin embargo, ningtin método produce una expresion cerrada para maximizar
sobre 0. Por otro lado, Ait-Sahalia propone una expansion en polinomios de Hermite

(/)

Py’ que aproxima a la probabilidad de transicion del proceso X = {X;};>0 y por lo
tanto una sucesién de In") de aproximaciones de la funcion de log-verosimilitud. Tam-
bién provee evidencia empirica que J = 2 o 3 es ampliamente adecuada para modelos
relevantes en finanzas. Puesto que se conoce explicitamente In“), entonces se puede
hacer estimacion de los parametros de la misma forma que en el problema de maxima
verosimilitud estandar cuando se conoce la funcion de verosimilitud.
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Otra forma de aproximar laprobabilidad de transicion de una difusion es expandirla de
forma similar a el caso de variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das. La analogia es la siguiente.

Considere una suma estandarizada de variables aleatorias para la cual el teorema del
Limite Central se puede aplicar. Para un tamafio de la muestra »n suficientemente gran-
de, por el TLC se puede usar la distribucién limite N(0,1), pero si el tamafo de la
muestra no es suficientemente grande, se deberd expandir la distribucién limite (por
ejemplo, por la expansion de Edgerworth) para incrementar la precision de la aproxi-
macion. La idea propuesta por Ait-Sahalia es utilizar dicho enfoque para aproximar la
densidad de transicion desconocida de una difusion y tratar el caso asintotico cuando
A — 0 en paralelo al caso cuando las variables aleatorias son independientes e idéntica-
mente distribuidas y n — c. El método estandar en el caso que las variables aleatorias
son independientes e idénticamente distribuidas fue introducido por Cramér. Sea p(z)
la densidad objetivo para expandirse alrededor de la normal estandar N (0, 1). Con este
método la expansion converge rapidamente cuando la densidad objetivo es casi normal,
0 mas precisamente cuando sus colas son suficientemente delgadas en el sentido de que
exp(z%/2)p'(z)? debe ser integrable. En algunos caso, como en varios modelos de difu-
sin financieros, la suposicion Gaussiana no es una opcion. Por ejemplo. si el proceso X
es un movimiento browniano geométrico, la cola derecha de la correspondiente densi-
dad log-normal p(z) es demasiado larga para converger.

Por lo tanto, Ait-Sahalia propone proceder diferente; en lugar de intentar una expansion
directa sobre p(z), primero se transforma la densidad en algo parecido a algo con dis-
tribucion Normal y luego esta densidad transformada se expande usando polinomios de
Hermite.

A lo largo de esta seccion se intercambiara la notacion de los coeficientes de deriva y de
difusion para ser més explicita la dependencia de estas funciones sobre el paramtero 0,
como sigue: (1, X;) = u(X;0) y o(t;Xy) = o(X;; 0) debido a que ser haran diversos
supuestos sobre 6.

Supuestos sobre la primera transformacion

Supongamos que se tiene la ecuacion diferencial estocéstica

Sea Dx = (x,%) el dominio de la difusién X; = {X; },>¢. Se consideraran los dos caso
donde Dy = (—oo,+o0) y Dy = (0,+c0). El Gltimo caso es relevante en finanzas, donde
se consideran modelos para precios de activos o tasas de interés, donde usualmente u,
y/o o violan las condiciones de crecimiento lineal cerca de las fronteras o o es definida
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de tal forma que lim,_,g+ 6(x,0) = 0.

Supuesto 7.3.1 (Suavidad de los coeficientes). La funcion p(x;0) y o(x;6) son infi-
nitamente diferenciables en x y tres veces continuamente diferenciables en 6 para todo
xeDxy0ec0.

Supuesto 7.3.2 (No degeneracion de la difusion). Dos casos pueden suceder:

1. Si Dx = (—o0, ), entonces existe ¢ tal que ¢(x;0) > ¢ > 0 para todo x € Dy y
0 cO.

2. Si Dx = (0,4-o0), entonces o (x;60) no se degenera en Dy; es decir, para ca-
da & > 0, existe cg;6(x,0) > cg > 0 para todo x € [§,] y 6 € @. Si ademas
lim,_,0; o(x; 0) = 0, entonces existe §y > 0, > 0,p > 0 tal que 6(x,0) > @OxP
paratodo 0 <x <&y y 0 € 0.

El primer paso consiste en estandarizar el coeficiente de difusion del proceso X =
{X: }+>0, es decir, transformar X = {X;},>oen Y = {V;};>0 = y(X), donde Y = {Y; };>0
satisface la ecuacion

En el Capitulo 2 se present6 la transformacion de Lamperti,
X
Y = y(X,0) = / du/o(u;0). (7.58)

Por la férmula de It0, se tiene que
dY; = py (Y;;0)dt +dB;,

donde
u(y '(:6);0) 1do, 4 .
G(Y—I(y;e);e) _5 Ox (')/ 1(}7,9),9)-

Debido a que la transformacion de X = {X;};>0 a ¥ = {V¥;};>0 puede introducir singu-
laridades en el término de drift, las cuales pueden conducir a propiedades no deseadas,
Ait-Sahalia impone algunas restricciones sobre (1, (y; 0). Las cuales en su mayoira son
acerca de las condiciones de crecimiento en las fronteras, de esta forma el proceso
Y = {Y; };>0 se comportar bien para un andlisis futuro.

uy (y;0) =

Debido a que ¢ > 0 sobre Dy por el supuesto (7.3.2), entonces y(X) es una funcién
creciente e invertible para todo 6 € ©.
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Se mapea Dx a Dy = (y,y), el dominio de ¥ = {Y;},>¢, donde y = lim,_,,+ 7(x;0)
y ¥ = lim,_z ¥(x,0). Por ejemplo, si Dx = (0,4) y o(x;0) = xP, entonces X =
(1—p)X'=Psi0 < p < 1 (por lo tanto Dy = (0,+c0). Si p = 1 entonces X = In(X)
(por lo tanto Dy = (—eo,+o0)). Si p < 1 entonces ¥ = —(p — 1)X P~ (por lo tanto
Dy = (—,0)).

Supuesto 7.3.3 (Comportamiento en las fronteras). Para todo 6 € @, uy(y;0) y sus
derivadas con respecto a y y 0 tienen a los mas crecimiento polinomial cerca de las
fronteras y limy_,,+¢o - Ay(y;6) < +o0 donde —A es el potencial, es decir, Ay (y;0) =

—{17(y:0) + 9y (v:0)/9y} /2
1. Frontera izquierda: Si y = 0, entonces existen constantes &y, K, o tales que para
todo0<y<gyO0ecOuy0)>xy *dondear>1lyx>0a=1yx>1.

Si y = —eo, existen constantes £y > 0 y K > 0 tales que para todo y < —Ep y

2. Frontera derecha= Si y = +oo, existen constantes Eg > 0 y K > 0 tales que para
todoy>Epy 6 € O,uy(y;0) < Ky. Si y =0, existen constantes &, k, o tales que
paratodo0 >y > —gy 0 €O, uy(y;0) < —xly| *dondea>1yk>00a=1
yxK>1/2.

Proposicion 7.3.4. Bajo los supuestos (7.3.1), (7.3.2), (7.3.3), la ecuacion diferencial
estocdstica (7.58) admite una solucién débil ¥ = {Y; },>¢ tnica en ley de probabilidad
para cada distribucién con valor inicial Y. Las fronteras de Dy son inalcanzables en el
sentido de que P(7Ty = 4o0) =1, donde Ty = inf{r > 0:Y; & Dy}.

Demostracion. Ver [Ait-Sahalia 2002].

Proposicion 7.3.5. Bajo los supuestos (7.3.1), (7.3.2), (7.3.3), Y = {Y; };>0 admite una
probabilidad de transicién py (A, y|yo, 0), que es continuamente diferenciable en A > 0,
infinitamente diferenciable en y € Dy y yg € Dy, y tres veces continuamente diferen-
ciable en @ € ®. Mas atin, existe A > 0 tal que para cada A € (0,A), existen constantes
positivas C;,i = 0,--- ,4 y Dy tales que para cada 6 € @y (y,yg) € Dy

1. 0< py(A,y]yo; 0) < CoA~1/26=30=30)* /84 gCily=yollyo|+Caly—o| +Cslyo | +Car
2. [0py (A, ylyo: 8)dy| < DoA~/2e= 30307 /8AP(|y |, |yg|)eCth—ol ol +Coly=yol+Cslyol +Carg

donde P es un polinomio de orden finito en yg y y.

Demostracion. Ver [Ait-Sahalia 2002].
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La cota de la proposicion anterior para py implica que las colas de py tienen un compor-
tamiento gaussiano debido al decaimiento exponencial. Ait-Sahalia indica que este es
un requisito esencial para que la expansion en polinomios de Hermite converja. Sin em-
bargo, aunque la probabilidad de transicion del proceso ¥ = {V; };>¢ es mas “cercana” a
una variable aleatoria Normal que la transicién de X = {X; },>0, no es practico expandir
py - Esto debido a que la probabilidad de transicion py se parece cada vez mas a la delta
de Dirac cuando A — 0. Por esta razon Ait-Sahalia sugiere una segunda transformacion
al proceso X = {X; };>0.

El siguiente resultado muestra que éstas propiedades se extienden esencialmente a la
difusion X = {X; },>0 del interés original.

Proposicion 7.3.6. Bajo los supuestos (7.3.1), (7.3.2), 7.3.3), la ecuacién diferencial
estocdstica (7.56) admite una solucion débil {X; };>0, tnica en ley de probabilidad, para
cada distribucién con valor inicial Xy. Las fronteras de Dy son inalcanzables, en el
sentido de que P(Tx = o) = 1 donde Ty = inf{t > 0|X; ¢ Dx }. Ademas, {X; };>0 admite
una probabilidad de transicion px (A, x|xg; 0) la cual es continuamente diferenciable en
A > 0, infinitamente diferenciable en x € Dy y Xo € Dy y tres veces continuamente
diferenciable en 6 € ©.

Segunda transformacion

Haciendo la transformacion de X = {X;};>0 a Y = {Y;};>0 es posible construir una
expansion de la densidad de transicién para ¥ = {Y;},>¢. Sin embargo, puesto que la
probabilidad de transicién de la cual se tiene interés es la de X = {X;},;>¢, es nece-
sario encontrar la relacion entre las dos probabilidades de transicion, la cual se puede
encontrar usando la férmula del Jacobiano, es decir,

d
Px (A,x]x0;0) = =-P(Xra < x|X: = x00)

0
= aP(YHA < ¥(x:10)|Y; = y(x0:0);0)

0 Y(x;0)
== ([ prashto)ay)

_ (A, ¥(x;0)|y(x0;6); 6
o(y(x;0);0)

(7.59)

El proceso transformado ¥ = {V;},>¢ satisface la siguiente ecuacién diferencial es-
tocastica
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dY, = iy (Y;;0)dt + dB;.

Para A > 0,0 € O, y yg € R, se define el incremento “seudo-normalizado” de ¥ =
{Y:}+>0 como

Z= A" (¥ - ). (7.60)

Ait-Sahalia muestra que para A fija, Z; definida como en (7.60) resulta ser lo suficien-
temente cercana a una variable N(0, 1) para hacer posible una expansion en series con-
vergente a pz alrededor de una distribucién N (0, 1).

Sea py (A, y|yo; 0) la densidad condicional de Y;, A|Y;, y se define la funcién de densidad
de Z; como
pz(A,zly0:0) = A2 py (A, A2z + yo[50: ). (7.61)

Una vez que se obtiene una sucesion de aproximaciones para la funcién (z,yg) —
py (A, y|yo; 0), se infiere una sucesion de aproximaciones a la funcion (y, yg) — py (A, y|yo; 0)
invirtiendo la probabilidad de transicién (7.61)

pr(Ay[y0:0) = A2 ps (A A2 (y = y0) [y0: 6), (7.62)

y entonces como se menciond anteriormente se puede encontrar la densidad de X =
{X; }+>0 por la férmula del Jacobiano para el cambio de probabilidad de transicién como
sigue:

px (A, x]x0;0) = (x,0) " x py (A, 7(x;0)|7(x0; 0); 6). (7.63)
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7.3.1. Aproximacion de la funcion de transicion por polinomios de
Hermite

Los polinomios de Hermite cldsicos son

J
Hj(z) = ¢/ 2%[(*/2], j>0 (7.64)
Z

y sea ¢ (z) la funcién de densidad de una variable aleatoria N(0, 1), es decir, ¢ (z) = Ner:

Los primeros 7 polinomios de Hermite son:

Hy(z) =1,

H(z) = -z,

Hy(z) =2 —1,

H3(z) = —2° 43z,

Hy(z) = Y — 622 43,

Hs(z) = —2° 4+ 102> — 15z,
He(z) =28 — 1574 + 4522 — 15,

A continuacidn se enunciard una propiedad importante de los polinomios de Hermite.

7.3.1.1. Ortogonalidad

Sea H,,(z) un polinomio de Hermite de grado n. Estos polinomios son ortogonales con
2

. 7 _L .
respecto a la funcién de peso w(z) = e~ 7, es decir,

| Hn@Ha(w(E)dz =0, m#n
Mas ain, _ .

/ Hy(2)Hn(2)e™ T dz = /270018,
donde 6, = 1sim=ny &, =0sim#n.

Puesto que la probabilidad de transicion del proceso Z; se parece bastante a la densidad
de una variable aleatoria N (0, 1) entonces es posible expandir la densidad del proceso
Z; en términos de polinomios de Hermite, a través de la siguiente férmula

J

Py (A2ly0:0) = 9(2) Y 0 (A, y0:0)H, (). (7.65)
j=0
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donde ¢(Z) es la densidad de una distribucién N (0, 1).

La razon por la cual se usan polinomios de Hermite es debido a que son ortogonales
con respecto al producto escalar ponderado por la densidad Normal, L2(¢). Debido a la
propiedad ortonormal de estos polinomios, entonces cualquier funcién en L?(¢) puede
ser expresada como combinacion lineal de estos polinomios.

Los coeficientes en néj ) pueden ser encontrados multiplicando ambos lados de (7.65)
por H;(z), integrando de —eo a oo, cambiando el orden de la integral y la suma y usando
la propiedad ortogonal, es decir,

oo oo J . .
| azeen = [ 0@ Y 0 a0 @H ) =0 (766
— o0 —o0 jZO

Por lo tanto,

1 [o%)
ny (830:0) = |z ) (2) (7.67)
Por la formula del Jacobiano mencionada anteriormente
ny (80:0) = |z () (7.68)
1 o]
= 7/ H;(z)AY? py (A, A2z 4 yolyo; 8)dz (7.69)
1 [ _
=7 | HAT P =30)p ()8 )l0:0)dy - (7:70)
A a2y -
= I8t = y)Yi = 0:6) (7.71)

()

Por lo tanto, los coeficientes 17,/ son momentos condicionados del proceso ¥; = {Y; },>0.
Existen varias formas de calcular estos coeficientes. Una forma de resolver esta espe-
ranza es calcular explicitamente una expansion en series de Taylor en A para los coefi-
cientes néj )
que

. Ait-Sahalia demostré que para una funcién suave g y un entero n, se tiene
n A .
Elg(Yia)|Y: = Z o%g Y0) = + residuo, (7.72)

donde %} es el generador infinitesimal de la difusién ¥; = {Y; };>0, definido como

1

(Zog) (y0) = ty (v0,0)g' (o) + Eg’l(yo)- (7.73)
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La notacion (Xé g) significa que el generador es aplicado recursivamente i veces. Por
ejemplo:

Lyg=¢g

ZLag=nrg" + %g@),

L3g =y (ure® + " + %g“)) - % (") + by g® o+ gh) Vg %g(‘”)
= 12%@ + gV + uyg® + %uﬁz)g(” +uyg® + %g(‘”-

(k)

donde iy, y g(k) representan las k-ésimas derivadas de las funciones p y g respectiva-
mente. ,
Por lo tanto, los coeficientes néj ) se pueden calcular de la siguiente forma

/= Jl; ZolH )%+residuo.
Por ejemplo para H)(z) = —z, se tiene que

—u

ZyH(2)] = s
—2pup 4+ pu®

231t = —HETE

L2H, (2)] = 4u2u® + 4 (N2 +4up® +euMy@ +u(4).

0 ™

(1)

Estos tres componentes son suficientes para calcular el coeficiente 1, hasta n = 3, a
saber,

ny=—pA? — 2uu) +u@HAY2 /4
— (4 (u")? +4p?u@ +opMu® 4 4uu® 4+ uW)A52 24,
Andlogamente, se pueden calcular los coeficientes néj ) para los primeros 7 polinomios
de Hermite. Ait-Sahalia usé este método para calcular explicitamente los primeros 6
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coeficientes hasta n = 3. Los coeficientes son:

nz =1

Ny =—uAY2— 2upM +p@HAY2 /4
— (4 (u")? +4p?u® + oM@ + 4pu® 4+ uW)A32 24,

nz =(u*+u")A/2+ (62u +4(uV)? + 7uu® +20u09)A% /12
+ (28 (uM)> + 282 +16(uM)? + 1607 u®) + 88V
+21(n )2 +32u M f16pu™ +3u))A3 /96,

my=— (W +3up™ + u®)A32 /6 — (1207 V) 4 28 (u)?
+ 22020 424 M@ 4 14pu 3 4 3u@HYA2 /48,

g =(ut+6u2u™ +3(u)2 +auu® + p3)A% 24
+ op*u™ +50u3u® + 1000 (M) + 5021 +23uu®
+180up D@ +40(uM)3 + Bap®)2 +52u W B 4 4u5NA3 /240,

ny=— W+ 103 + 15 (uV)? + 104
+10uWp@ £ 5uu®) 4+ A2 /120,

g =(ul + 1504 u® 1 (15uM)3 1 20p3u@ 4 15pWp® 452 (uM)?2
+ 102+ 15124 + 60uuDu® +6uu® + uhHA3 /720,

Haciendo una analogia a la construccion de la ecuacion (7.62). Ait-Sahalia construye
una sucesion de aproximaciones para py como sigue

P (A, yly0:0) = A1 2p) (A, A7 (y — yo)lyo: 0), (7.74)

y finalmente aproxima py imitando la construccion de la ecuacion (7.63), es decir,

P (A x]x0:0) = 0(x:0) ' P (A, y(x, 0)|¥(x0: 6): 6). (7.75)

El siguiente teorema demuestra que la expresion (7.75) converge uniformemente cuanto
mas términos sean afiadidos, y que el limite es de hecho la verdadera (pero desconoci-
da) funcién de densidad py.

Teorema 7.3.7. Bajo los supuestos (7.3.1),(7.3.2),(7.3.3), existe A > 0 (dado en la Pro-
posicién 7.3.4) tal que para cada A € (0,A),0 € ©y (x,x0) € D% :

pg) (A, x|x0;0) H—w> px (A, x|xp;0). (7.76)

Demostracion. Ver [Ait-Sahalia 2002].
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7.3.1.2. Expansion en polinomios de Hermite para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Consideremos la ecuacion diferencial estocastica definida como:

El primer paso para aproximar la probabilidad de transicion es hacer el término de
difusién unitario en la ecuacién diferencial estocastica (7.77).

Aplicando la transformacion de Lamperti se tiene que el nuevo proceso Y tiene la si-

guiente forma
| X

Utilizando la férmula de It se obtiene que

6
4y, = (?“ - GYI)dt+dBt,

de la ecuacidn anterior obtenemos que

ou 6
;0) = — ——, 7.78
uy (y;0) oy (7.78)
por lo que u!) = —0 y todas las derivadas de orden mayor son cero.

7.3.1.3. Expansion en polinomios de Hermite para el modelo de Cox-Ingersoll-
Ross

Consideremos la ecuacion diferencial estocastica definida como:
dX; = (k(o — X;)dt + o/ X,dB;, Xy =x0 >0, (7.79)

El primer paso para aproximar la densidad es hacer el término de difusion unitario en
la ecuacion diferencial estocastica (7.79).

Aplicando la transformacién de Lamperti se tiene que el nuevo proceso Y tiene la si-

guiente forma
1 2vVX

du = ——
o\ u (0

Y=7(X,9)=/XI

Utilizando la férmula de It se obtiene que

2k 1\ 1 Y,
dy, = ((—2——>——ﬂ)dt+d3t,
(0] 2
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de la ecuacion anterior obtenemos que

2k 1N 1 kY,
wn0)= (G =3)y
_4ko—o0* Ky
T 20y 2

Entonces, es posible calcular las derivadas para uy, a saber,

K 4xo — o2

w000 =5~ 5 G
u,0) = HE=T
13 (y,0) = _3(4';266—2 62),
u(y,0) = 12(4;(50;; =)
1)y, 0) = _60(4560; m c?) |
u®(y,0) = 360(4;;_ )

7.3.1.4. Expansion en polinomios de Hermite para el modelo de Black-Scholes-
Merton

Consideremos la ecuacidn diferencial estocastica definida como:

El primer paso para aproximar la densidad es hacer el término de difusion unitario en
la ecuacion diferencial estocastica (7.80).

Aplicando la transformacién de Lamperti se tiene que el nuevo proceso Y tiene la si-
guiente forma

1 log(X)

Xt
Y:y(x,e):/ —du=—

Utilizando la férmula de It6 se obtiene que

4y, = (E _ 3)dt+dB,,
c 2

de la ecuacion anterior obtenemos que todas las derivadas de uy son cero.
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Conclusiones

El proposito de este trabajo fue revisar algunos de los métodos numéricos que se tienen
para simular ecuaciones diferenciales estocasticas que toman valores en R.

Se revisarion tres de los procesos de difusion mds conocidos y utilizados en el mundo
financiero, asi como sus principales propiedades. El analisis de estos procesos en gene-
ral, asi como sus propiedades mas importantes, la relacion que tienen con la ecuaciones
diferenciales estocdsticas y con los procesos de Markov ser reviso en el Capitulo 4.

El capitulo mas interesante de este trabajo es el Capitulo 7, en el cual se revisaron tres
métodos de estimacion. Para el método de estimacion por maxima verosimilitud se hizo
incapié que la pieza fundamental es calcular la probabilidad de transicion del proceso y
poder hacer los cdlculos andlitcos para obtener los estimadores. Este método es el mas
efectivo, sin embargo, la probabilidad de transicion se conoce para muy pocos proce-
sos de difusion y ain conociendo la probabilidad de transicion del proces,o en muchas
ocasiones llega a ser dificil desde el punto de vista analitco maximizar la verosimilitud,
como es el caso del proceso CIR. El segundo método que se reiviso fue el método de
estimacion maxima verosimil via la discretizacion de Euler-Maruyama. A pesar de que
este método en teoria es sencillo de implementar, puesto que se supone que la distribu-
cion condicional del proceso es Normal, el método llega a ser muy poco efectivo si la
distancia entre las observaciones no es pequena, debido al supuesto de normalidad. La
ventaja de este métod es que se puede usar facilmente para cualquier difusion Unica-
mente identificando los coeficientes de deriva y de dfiusion. El tercer método consiste
en aproximar a la probabilidad de transicion por una expansion en series. Este método
se puede aplicar a cualquier difusion tal que sus coeficientes cumplan las condiciones
impuestas. El costo computacional de este métdo puede llegar a ser muy caro y estd en
duda el orden de expansion que propone el autor. Se puede concluir que el método mas
preciso para estimacion de parametros es el métod de maxima verosimilitud.
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Al final se agregd un apéndice de simulacion en R para la estimacion de los parametros
para el procesos de Ornstein-Uhlenbeck simulado con la pequeteria sde.

Comparaciones

Para finalzar este capitulo se comparard la eficacia de los estimadores (maximo ve-
rosimil y Euler-Maruyama) para el modelo de Ornstein-Uhlenbeck variando A.

Supongamos que tenemos la siguiente ecuacion diferencial estocastica

A=0.5
Estimacion MV Vasicek (50000,10,8,10, .5)

#4# thetal theta?2 theta3l
## 1 9.397503 7.489747 9.653991

Estimacion EM Ornstein (50000,10,8,10,.5,10/8)

#4# thetal theta?2 theta3
## 1 2.435501 1.954805 3.898383

A=0.05
Estimacion MV Vasicek (50000,10,8,10, .05)

#4# thetal theta?2 theta3l
## 1 9.93561 8.043405 7.470886

Estimacion EM Ornstein (50000, 10,8,10, .05,10/8)

#4# thetal theta2 theta3
## 1 8.514834 6.597143 13.505

A =0.005
Estimacion MV Vasicek (50000,10,8,10, .005)

#4# thetal theta?2 theta3l
## 1 9.132045 7.734093 2.708827

Estimacion_EM Ornstein (50000,10,8,10, .005,10/8)

#4# thetal theta? theta3l
## 1 9.925583 8.115821 10.97455
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A =0.0025
Estimacion_MV_Vasicek (50000,10,8,10, .0025)

#4# thetal theta? theta3l
## 1 10.75429 7.617884 1.922395

Estimacion EM Ornstein (50000,10,8,10, .0025,10/8)

#4# thetal theta?2 theta3l
## 1 13.20602 8.398276 11.05083

Se observa que los estimadores mas precisos cuando A = 0.5 y A = 0.005 se obtienen
por el método de méxima verosimilitud. Por otro lado cuando A =0.05 y A = 0.025, el
estimador por el método de Euler-Maruyama, es mds preciso, como establece la teoria.



Apéndice A
Simulacion en R

A.1. Estimacion maxima verosimil

A.1.1. Estimacion maxima verosimil para el proceso de Ornstein-
Uhlenbeck

Descripcion

Estimacion MV _Vasicek() hace uso de la paqueteiara “sde”, simula una trayectoria del
proceso de Ornstein-Uhlenbeck y estima los pardmetros mediante el algortimo descrito
en la subseccion 7.1.1.

library (sde)
Estimacion_MV_Vasicek<-function (N, thetal, theta2, theta3,
deltat){
X <—- sde.sim (model="0U", XO=thetal/theta2,
theta=c (thetal, theta2, theta3), N=N, delta=deltat)
n <- length (X)
tmp.sum <- sum (X[1l:(n-1)]*X[2:n])
dt <- deltat (X)

J=(n*sum (X[2:n]*X[1: (n-1)])-sum (X[1l: (n-1)1) *sum(X[2:n]))/
(n* (sum (X[2:n]72))—(sum (X[2:n]) "2))
theta2.gorro=-log (j) /dt;

k=(sum(X[2:n])—-Jj*sum (X[1: (n-1)1]))/n;
thetal.gorro=k/ (1-7j) *theta2.gorro; thetal.gorro

h=(sum ((X[2:n]-J*X[1: (n-1)1-k)"2))/n
theta3.gorro=sqrt ( (h*2*theta2.gorro)/ (l-exp (-theta2.gorro)))

estimadores=data. frame (thetal.gorro, theta2.gorro,theta3.gorro)

78
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colnames (estimadores) <—-c ("thetal", "theta2", "theta3")
return (estimadores)

}

Estimacion MV Vasicek (100,10,6,4, .05)

##

## T set to = 5.000000

#4# thetal theta?2 theta3l
## 1 12.54014 6.784075 2.566748

Argumentos

e N Numero de pasos a simular.
e thetal parametro del proceso.
e theta2 parametro del proceso.
e theta3 parametro del proceso.

e deltat Tiempo entre cada paso de la simulacion.

A.1.2. Estimacion maxima verosimil para el modelo de Black-Scholes-
Merton

Descripcion

Estimacion MV _BSM() hace uso de la paqueteriaa “sde”, simula una trayectoria del
movimiento browniano geométrico y estima los parametros mediante el algotimo des-
crito en la subseccion 7.1.2

Cadigo
library (sde)

Estimacion_MV_BSM<-function (N, thetal, theta2, deltat, XO){
X <- sde.sim (model="BS", theta=c(thetal, theta2),N=N, delta=deltat,
X0=X0)
n<-length (X)
mu.gorro<— (log(X[n])-log(X[1]))/ (deltat*n)
sigma.gorro<-sum( (log(X[2:n])-log(X[1l:(n-1)1])~-
mu.gorro*deltat) "2) / (n*deltat)



Apéndice A. Simulacion en R

80

estimadores<—-data. frame (mu.gorro, sqrt(sigma.gorro))
colnames (estimadores) <—¢("m", "sigma'")
return (estimadores)

}

Argumentos

e N Numero de pasos a simular.

e thetal parametro de deriva del proceso.

e theta2 parametro de difusion del proceso.

e deltat tiempo entre cada paso de la simulacion.

e X0 valor inicial del proceso.
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A.1.3. Estimacion maxima verosimil para n trayectorias del proce-
so de Ornstein-Uhlenbeck

Descripcion

Vasicek_media_varianza_intervalos() simula nl trayectorias del proceso de Ornstein-
Uhlenbeck, mediante la funcion sde.sim() de la paqueteria “sde”, hace uso de la funcion
Estimacion_ MV _Vasicek() para estimar los parmetros (01, 6,, 63) de las nl trayectorias,
promedia las n1 estimaciones para cada parametro, calcula la media muestral, varianza
muestral y construya intervalos de confianza del 95 % para cada pardmetro. Toma cuatro
submuestras de nl de tamafio n2, n3, n4 e implementa los mismos pasos mencionados
anteriormente para cada submuestra.

Cadigo
library (sde)

Varianza_renglones<— function (x) {
rowSums ( (x — rowMeans (x)) "2)/(dim(x) [2] - 1)

}

Vasicek_media_varianza_intervalos<—function (N, thetal, theta2, theta3,
delta, nl ,n2 ,n3, n4){

Xl<-replicate (nl*2, Estimacion MV _Vasicek (N, thetal, theta2,
theta3, delta))

X1l=t (na.omit (t (X1)))

X<-t (head (t (X1),nl))

Il=quantile (X[1l,], probs = ¢(0.25,0.975), na.rm=TRUE)
I2=quantile (X[2,], probs = ¢(0.25,0.975), na.rm=TRUE)
I3=quantile (X[3,], probs = ¢(0.25,0.975), na.rm=TRUE)
Ml=colMeans (X, na.rm = TRUE)

M2=Varianza_renglones (X)

Thetal_nl<-matrix (c(colMeans (t (X)) [1], Varianza_renglones (X) [1],
I1),1,4)
dimnames (Thetal_nl)=1list (c(nl),

c("Media", "Varianza", "25%", "97.5%"))
Theta2_nl<-matrix (c(colMeans (t (X)) [2], Varianza_renglones (X) [2],
I2),1,4)
dimnames (Theta2_nl)=1list (nl,

c("Media", "Varianza", "25%", "97.5%"))

Theta3_nl<-matrix (c(colMeans (t (X)) [3], Varianza_renglones (X) [3],
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I3),1,4)
dimnames (Theta3_nl)=1list (c¢(nl),
c("Media", "Varianza",

X2<-t (head (t (X1),n2))

Il _n2=quantile(X2[1l,], probs = c¢(0.25,0.
I2_n2=quantile(X2[2,], probs = c¢(0.25,0.
I3_n2=quantile (X2[3,], probs = c¢(0.25,0.

Ml=colMeans (X2, na.rm = TRUE)

M2=Varianza_renglones (X2)

Thetal_n2<-matrix(c (colMeans (t (X2)) [1],

I1_n2), 1,4)

dimnames (Thetal_n2)=1list (c¢(n2),
c("Media", "Varianza",

Theta2_n2<-matrix (c (colMeans (t (X2)) [2],

I2.n2),1,4)

dimnames (Theta2_n2)=1list (¢ (n2),
c("Media", "Varianza',

Theta3_n2<—-matrix(c (colMeans (t (X2)) [3],
I3_n2),1,4)
dimnames (Theta3_n2)=1list (c(n2),

c ("Media", "Varianza',

X3<-t (head (t (X1),n
I1_n3=quantile (X3

)

!

I3_n3=quantile (X3[3,
Ml=colMeans (X3, na.rm = TRUE)
M2=Varianza_renglones (X3)
Thetal_n3<-matrix (c(colMeans (t (X3)) [1],
I1._n3), 1,4)

dimnames (Thetal_n3)=1list (c(n3),

3))

[1,]1, probs = c¢(0.25,0.
I2_n3=quantile (X3[2,], probs = c(0.25,0.

[3,], probs = ¢(0.25,0.

"25%", "97.5%"))

975) , na.rm=TRUE)
975) , na.rm=TRUE)
975) , na.rm=TRUE)

Varianza_renglones (X2) [1],

“25%”[ l|97.5%|l))

Varianza_renglones (X2) [2],

"25%", "97.5%"))

Varianza_renglones (X2) [3],

"25%", "97.5%"))

975) , na.rm=TRUE)
975) , na.rm=TRUE)
975) , na.rm=TRUE)

Varianza_renglones (X3) [1],

c("Media", "Varianza", "25%", "97.5%"))

Theta2_n3<—-matrix(c (colMeans (t (X3))[2],
I2 n3),1,4)
dimnames (Theta2_n3)=1list (c¢(n3),

Varianza_renglones (X3) [2],

c("Media", "Varianza", "25%", "97.5%"))

Theta3_n3<-matrix (c(colMeans (t (X3)) [3],
I3_n3),1,4)
dimnames (Theta3_n3)=1list (¢ (n3),

Varianza_renglones (X3) [3],

c("Media", "Varianza", "25%", "97.5%"))



Apéndice A. Simulacion en R

83

X4<-t (head (t (X1),n4
I1_nd4=quantile(X4[1
I2_nd4=quantile (X4[2,
I3_nd4=quantile (X4 [3

)

, probs
, probs

/

Ml=colMeans (X4, na.rm = TRUE)
M2=Varianza_renglones (X4)

Thetal_n4<-matrix (c(colMeans (t (X4)) [1], Varianza_renglones (X4) [1],

I1 n4), 1,4)
dimnames (Thetal _n4)=1list (c(n4d),

c("Media", "Varianza", "25%", "97.5%"))
Theta2_n4<-matrix (c(colMeans (t (X4)) [2], Varianza_renglones (X4) [2],
I2.n4),1,4)
dimnames (Theta2_n4)=1list (c(n4),

c("Media", "Varianza", "25%", "97.5%"))
Theta3_n4<-matrix (c(colMeans (t (X4)) [3], Varianza_renglones (X4) [3],
I3 n4),1,4)
dimnames (Theta3_n4)=1list (c(n4),

c("Media", "Varianza", "25%", "97.5%"))
Ll<-rbind (Thetal_nl, Thetal_n2,Thetal_n3, Thetal_n4)
L2<-rbind (Theta2_nl, Theta2_n2,Theta2_n3, Theta2_n4)
L3<-rbind (Theta3_nl, Theta3_n2,Theta3_n3, Theta3_n4)
Final<-1list (L1, 12, L3)
names (Final) <-c¢ ("Thetal", "Theta2", "Theta3")

return (Final)

}

c(0.25,0.975), na.rm=TRUE)

)

1, probs = ¢(0.25,0.975), na.rm=TRUE)
]
] c(0.25,0.975), na.rm=TRUE)

#Vasicek media varianza intervalos(1000,1,2,0.5,.5,61000,500,200,100)

Argumentos

e N Numero de pasos a simular.

e thetal parametro del proceso .

e theta2 parametro del proceso.

e theta3 parametro del proceso .

e delta Tiempo entre cada paso de la simulacion.

e nl ndmero de trayectorias a simular.
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e n2 numero de trayectorias a simular < nl.
e n3 numero de trayectorias a simular < nl.

e n4 numero de trayectorias a simular < nl.
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A.2. Estimacion maxima verosimil por el método de Euler-
Maruyama

A.2.1. Estimacion para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck
Descripcion

Estimacion_ EM_Ornstein() hace uso de la paqueteiara “sde”, simula una trayectoria del
proceso de Ornstein-Uhlenbeck y estima los pardmetros mediante el algortimo descrito
en la subseccion 7.1.1.

Cadigo
library (sde)

Estimacion_EM Ornstein<—-function (N, thetal, theta2, theta3, deltat,
x0){
X <- sde.sim (model="0U", theta=c(thetal,theta2, theta3), N=N,
delta=deltat, X0=XO0)
n<—-length (X)

theta.gorro<—(sum (X[1l: (n-1)]"2)+1/n* (sum (X[1l: (n-1)]1*(X[n]-X[1])))—
sum (X[1:(n-1)1*X[2:n]))/
(deltat* (sum (X [1: 172)-1/n*(sum(X[1: (n-1)1)) "2))

)—sum (X[2:n])+theta.gorro*deltat

[

(

( )
m.gorro<— (sum (X[1l: (n-1)]

n]))/ (n*theta.gorro*deltat)

*sum (X[2:
m.gorro.gorro<-m.gorro*theta.gorro
sigma.gorro<-sqgrt ((sum ((X[1l: (n-1)]-X[2:n]-

(theta.gorro* (m.gorro.gorro-X[2:n])

*deltat)) “2))/ (n*deltat))
estimadores<-data.frame (m.gorro.gorro, theta.gorro, sigma.gorro)

colnames (estimadores) <—c ("thetal", "theta2", "theta3")

return (estimadores)

Argumentos

e N Numero de pasos a simular.
e thetal parametro del proceso.
e theta2 parametro del proceso.

e thetad parametro del proceso.
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e deltat Tiempo entre cada paso de la simulacion.

e X0 valor inicial del proceso.
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A.2.2. Estimacion para el proceso de Cox-Ingersoll-Ross
Descripcion

Estimacion_ EM_CIR() hace uso de la paqueteiara “sde”, simula una trayectoria del pro-
ceso de Cox-Ingersoll-Rossy estima los parametros mediante el algortimo descrito en
la subseccion 7.2.2.

Codigo
library (sde)

Estimacion_EM CIR<—function (N, thetal, theta2, theta3, deltat, XO){
X <— sde.sim (model="CIR", theta=ec(thetal, theta2, theta3), N=N,
delta=deltat, X0=XO0)
n<-length (X)

kappa.gorro<—(n"2-n*sum( (X[2: n])/(X[ 1)1))+

sum ( (X[n]-X[1])/X[1: ]))/

(deltat* (n"2—sum (X[2 ]) sum (1/X[2:n])))
alfa.gorro<—(sum (X[2:n]/X[1: (n-1)])-n+n*deltat*kappa.gorro) /

(deltat*kappa.gorro*sum (1/X[1: (n-1)1))
sigma.gorro<-sqrt ((sum((1/X[1: (n=-1)1)*
(X[2:n]-X[1l:(n=-1)]-
kappa.gorro* (alfa.gorro-X[1l: (n-1)])*

deltat) "2))/ (deltat*n))

estimadores<-data. frame (kappa.gorro,alfa.gorro*kappa.gorro,
sigma.gorro)

colnames (estimadores) <-c("alfa", "kappa", "sigma")

return (estimadores)

}

Argumentos

e N Numero de pasos a simular.
e thetal parametro del proceso.
e theta2 parametro del proceso

e thetad parametro del proceso.
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e deltat Tiempo entre cada paso de la simulacion.

e X0 valor inicial del proceso.



Bibliografia

[1] Bernt Oksendal Stochastic Diferential Equations An Introduction with Applica-
tions. Springer-Verlag Heidelberg New York 1997.

[2] LI. Gihman ,A.V. Skorohod Stochastic Differential Equations. Springer-Verlag,
Nueva York Heidelberg Berlin, 1972.

[3] Stefano M.lacus. Simulation and Inference for Stochastic Differential Equations.
Springer, 2008.

[4] Peter E.Kloeden, Eckhard Platen. Numerical Solution of Stochastic Differential
Equations. Springer 1991.

[5] Yacine Ait-Sahalia Maximum likelihood estimation of discretely sampled diffu-
sions: a closed-form approximation approach. Econometrica, Vol. 70, No. 1 (Ja-
nuary, 2002), 223-262.

[6] Toannis KaratzasSteven E. Shreve Brownian Motion and Stochastic Calculus.
Springer 1991.

[7] Rubens Penha Cysne On the Statistical Estimation of Diffusion Processes: A Partial
Survey. Brazilian Review of Econometrics 2004.

[8] Sgren Asmussen Stochastic simulation Algorithms and Analysis. Springer 2000.

[9] Sorensen H. ametricinferencefor diffusion processes observed at dis- crete points
in time: A survey. University of Copenhagen 2002.

[10] Sgren Asmussen Stochastic simulation Algorithms and Analysis. Springer 2000.

[11] K. It6 Differential equations determining Markov processes. Zenkoku Shij6 Suga-
ku Danwakai 1942.

89



	Portada
	Índice General
	Prefacio
	Capítulo 1. Preliminares de Procesos Estocásticos
	Capítulo 2. Cálculo de Ito
	Capítulo 3. Ecuaciones Diferenciales Estocásticas
	Capítulo 4. Procesos de Difusión
	Capítulo 5. Algunas Familias Paramétricas de Procesos Estocásticos
	Capítulo 6. Aproximación de Soluciones para Ecuaciones Diferenciales Estocásticas vía Simulación
	Capítulo 7. Inferencia para Procesos de Difusión
	Capítulo 8. Conclusiones
	Apéndices
	Bibliografía



