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Resumen

El principal objetivo de este trabajo de tesis es determinar los efectos sobre un campo
escalar masivo y cargado en el espacio-tiempo creado por un agujero negro de Born-Infeld.
En particular estudiar los modos cuasinormales que surgen en esta interaccion y si favorece
la apariciéon de inestabilidades superradiantes, en las frecuencias del campo escalar. El
campo escalar obedece la ecuacion de Klein-Gordon, la cual se resuelve en el espacio curvo
del agujero negro.

Para ello en el capitulo uno se introduce la solucion de las ecuaciones de Einstein acopladas
con la electrodinamica no lineal de Born-Infeld, como una generalizacion al agujero negro
de Reissner-Nordstrom. Enseguida en el capitulo dos se determina la solucion a la ecuacion
de Klein-Gordon para un campo escalar masivo y cargado en el espacio curvo generado
por el agujero negro de Born-Infeld y se calculan los modos cuasi normales del campo
prueba. De tal forma que en el capitulo tres se muestran los resultados de las frecuencias
reales e imaginarias, asi como los efectos al variar los principales parametros del sistema,
en busqueda de la configuracién de valores para el parametro de Born-Infeld, b, la carga
eléctrica del agujero negro, @), y el momento angular del campo escalar, [, que favorecen la
aparicion de modos superradiantes. Por iltimo se plantea, al final de la tesis la secciéon de
conclusiones, donde se explica la necesidad de darle seguimiento al trabajo de investigacion,
contemplando correcciones que haran el modelo mas realista.
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Capitulo 1

Introduccion

Entender los agujeros negros como interpretacion de algunas soluciones a las ecuaciones
de campo de Einstein, requiere de cierto grado de abstraccion, ya que por la naturaleza no
lineal de las ecuaciones, los sistemas fisicos que emergen de la teoria suelen desafiar a la
razon. Esta es la motivacion principal de este trabajo de tesis, explorar un tipo particular
de solucion a las ecuaciones de campo de Einstein; el agujero negro estatico, masivo y
cargado de Born-Infeld, capaz de generar campos eléctricos no lineales. Para interactuar
con el agujero negro, se contempla un campo de prueba escalar i, con masa y carga
en las cercanfas del horizonte de eventos y se analizan los efectos sobre los modos cuasi
normales de la perturbacion, después de interactuar con el potencial efectivo que genera el
campo gravitacional del agujero negro. Se busca inducir un tipo de inestabilidades que en
la literatura se conocen como modos superradiantes, ya que esta dispersion superradiante
permite extraer energia del agujero negro.

1.1. Modos quasi normales en un sistema fisico

Es comiin encontrar en la naturaleza sistemas oscilantes, los cuales tienen preferencias por
vibrar de una u otra forma, a este tipo de vibraciones particulares se les llama modos
normales de un sistema. Esta idea de los modos normales cobra fuerza si se recuerda
que todo sistema que es perturbado, tiende a regresar a su estado de equilibrio liberando
energia durante el proceso. Esto implica un cambio en la energia de los modos normales
del sistema oscilante debido a la perturbacion, es entonces cuando los modos normales
buscan regresar a su estado base liberando energia durante el proceso, lo cual ocurre en
un tiempo finito y determinado.

La caracteristica principal de los modos normales de un sistema oscilante, es que los ele-
mentos del sistema tienen la misma frecuencia y una misma fase. Cuando las frecuencias
caracteristicas son perturbadas al interactuar con otro sistema en consecuencia aumentan
su energia por un tiempo determinado, para después disiparse y regresar a su estado de
equilibrio liberando parte de esa energia durante el proceso, a estas frecuencias se les conoce
en la literatura como modos cuasi normales. Esta liberacion de energia es importante en
este trabajo de tesis, ya que se desea analizar qué tan viable es extraer energia del agujero
negro de Born-Infeld, perturbando los modos cuasi normales del campo escalar 1. Cuando
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¢ Black hole

Singularity

el sistema no es cerrado, entonces se habla de un modo cuasi normal. En este trabajo de
tesis se hace referencia a este tipo de modos, ya que después de perturbar el campo escalar
1, con el potencial efectivo de Born-Infeld, se espera el surgimiento de inestabilidades en
las frecuencias reales e imaginarias del campo de prueba, debido a un potencial de enlace
que amplifique las frecuencias para después decaer con el tiempo, a estos modos se les
conoce en la literatura como modos superradiantes.

1.2. Antecedentes

Max Born y Leopold Infeld, generalizaron la teoria clasica y lineal del electromagnétismo
de Maxwell, proponiendo una teoria consistente en 1934, con un lagrangiano del que se
que deriva una electrodinamica no lineal y sin divergencias. Una particularidad importante
del lagrangiano antes mencionado es que tiene analogias con el lagrangiano de electrodi-
namica cuantica (QED), el cual se relaciona con la polarizacion del vacio. Regresando al
lagrangiano de Born-Infeld, se sabe que remueve las divergencias que aparecen conforme
se aproxima al origen de la carga, logrando con esto que el valor del campo eléctrico y
la energia, cuando el radio esta localizado en el origen de la carga, sea finita y alcance
un valor maximo. Esta teoria evita el problema de las autoenergias infinitas para las car-
gas puntuales imponiendo a los campos, una cota superior determinada por el parametro
b ~ 10%, que se refiere a la intensidad méxima que puede tener el campo eléctrico del

m

sistema.

1.3. Trabajos previos

La métrica de Born-Infeld generalizo la solucion esférica y con masa de Schwarzschild, asi
como la solucién esférica de Reissner-Nordstrom masiva y cargada, que en ambos casos
son soluciones estaticas [6].



CAPITULO 1. INTRODUCCION 3

1.3.1. Reissner-Nordstrom

El agujero negro de Reissner-Nordstrom (R-N), es la solucion estatica y esférica de las
ecuaciones acopladas de Einstein-Maxwell. Esta solucion describe campos gravitatorios,
generados por cuerpos estaticos masivos, cargados y que generan campos eléctricos lineales
que van en direccion radial. Al identificar el Lagrangiano caracteristico del sistema:

1 1
Lrx = Vol [ = 3w (1)

donde g = det|g,.|, Kk = 8mG , R el escalar de curvatura y al variar la accion respecto
al tensor métrico se obtienen las ecuaciones de Einstein y al variar la accién respecto al
potencial electromagnético se obtienen las ecuaciones de Maxwell, las cuales al resolverlas
se obtiene el campo eléctrico clasico Fy,. = E(r) = 7%, ademaés de la estructura espacio-
temporal del agujero negro R-N [10], descrita por la siguiente métrica,

2
ds? = — f(r)dt® + % +2(d6? + sin20de?) (1.2)
r
con f(r) la funcion metrica R-N:
2M 2
f(r) :fRNzl—T-i-%. (1.3)

1.3.2. Born-Infeld

Como se mencion6 anteriormente la solucion de Born e Infeld (B-I), generaliza el trabajo
de R-N. Proponiendo el siguiente lagrangiano en 1934, el cual resuelve las singularidades
que se heredan de la teoria clasica del electromagnetismo de Maxwell, conforme uno se
aproxima al origen de la carga [11]:

F G?
EBZ:462<_1+\/1+2_I)2+@> (1.4)

donde

F =F,F" =2(B* - E?
I L (1.5)
G=F,F" =FE-B,

son los invariantes electromagneticos, ademas F),, = ehvel F,3yb~ 10%2°,, el valor maximo

del campo en el origen de la carga. Enseguida de la acciéon de Einstein- Born-Infeld

S = 16% /d4x\/§<R - 531) (1.6)

su consecuente solucion estatica i) la métrica de Born-Infeld
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d 2
dsh; = —f(r)dt* + Frr) + r?(d6? + sin®0dg?), (1.7)
as{ como ii) el potencial electromagnético
Ay =QI(r), (1.8)

donde fgr es la funcion métrica de Born-Infeld y tiene la forma:

oM 2 27 42
f:fBI:1—7+§r2b2[1—1/1+b§7]+3;Ci[(r) (1.9)

con

@ v 1 115 @ 1 [b
I(T)_/, [ +5] ds= ool T\ ol

2 Q
arccos|\ ——H
Q

1
2+ b)vﬁl'
(1.10)

2_Q
arccos| =—& |, L
r2+% ’ V2

es la funcion eliptica de Legendre. Una caracteristica importante de la funciéon métrica fp;
es que en el limite de "b"grandes, fg; — frny y entonces se recupera la soluciéon de R-N
del electromagnetismo de Maxwell.

1.5 Q?

34 1 1.5.
La funcién 2F1 1020 40 2

] es la funcion hipergeométrica y F

1.4. Modos superradiantes

En el 2013 [9] J. C. Degollado usando la metrica R-N (1.2), la funcién metrica R-N (1.3) y
la ecuacion de Klein-Gordon con el campo escalar ¢ = e~ 37, V/™(6, ¢) Ri(r)/r, obtiene
la ecuacion tipo Schrodinger:

d? 9
[_ drx2 +V(r)| Ri(r) = wRy(r), (1.11)
donde 7 es el radio torutga y V(r) es el potencial efectivo:
20Qw  ¢*Q? I(1+1 '(r
V(r)= _qf:? - _qr? + frN <_( 2 ) + 1’ + _fi )> (1.12)

Entonces resuelve numéricamente la ecuacion (1.11), imponiendo las condiciones de campo
escalar entrante en el infinito con R; ~ e #“~%)r* asi como el valor de la funcion radial
Ry(r,) = 0 en el radio espejo r,,, este radio espejo es una hipdtesis con sentido matematico
que se introduce para confinar el agujero negro, dentro de una cavidad esférica de radio 7,,.
Con estas condiciones de frontera en las cercanias del horizonte de eventos, logra calcular
las frecuencias reales e imaginarias del campo 1 masivo y cargado dentro de la cavidad
esférica y logra generar inestabilidades superradiantes. Por esta razéon es imperativo
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analizar el agujero negro de B-I, en biisqueda de inestabilidades superradiantes analogas
a las que surgen en el caso R-N.

De acuerdo con el trabajo de Hod 2015 [8], la existencia de dispersion superradiantes
para un agujero negro cargado como el de Reissner-Nordstrom (RN) exige que se cumplan
simultaneamente las siguientes condiciones:

1. La extraccion de energia coulombiana proveniente del agujero negro cargado debido
a la amplificacion superradiante del campo escalar en el régimen w < %, donde q es
la carga asociada al campo escalar, QQ la carga del agujero negro y r el radio externo
del horizonte de eventos.

2. La existencia de una barrera de potencial de enlace y en la regiéon externa al agujero
negro que impida que la energia extraida se escape hacia infinito. Este potencial de
enlace debe estar separado del horizonte de eventos y tiene la funcién de atrapar y
amplificar las resonancias que se generen del campo escalar en la region externa al
agujero negro.

Como ejemplo de dispersion superradiante se encuentra la figura 2 en el atrabajo de Lehner
del 2016 [14], donde se observa la evolucion de las frecuencias reales en el tiempo. La grafica
muestra diferentes modos donde sus valores reales de las frecuencias del campo escalar, no
satisfacen las condiciones de modos superradiantes y decaen rapidamente. Por otra parte
en esa misma grafica se observa que los modos con frecuencias reales bajas son inestables y
crecen exponencialmente. Con el tiempo estos modos superradiantes comienzan a extraer
energia de la carga y la masa del agujero negro para entonces comenzar a decaer y ser
reabsorbidos por el agujero negro. Esto significa que la extraccion de energia del agujero
negro continua hasta que el modo fundamental deja de crecer.

1.5. Descripciéon del problema

Conocida la métrica del espacio-tiempo de Born-Infeld (1.7) y (1.9), se hace interactuar
el campo escalar masivo y cargado v, con el potencial efectivo del agujero negro de Born-
Infeld (Vy), el cual se calcula acoplando el campo escalar con la ecuacion de Klein-Gordon
(2.1).Entonces se analiza si Vpy satisface la condicion de potencial enlace y posteriormente
se analiza el efecto sobre las frecuencias reales wg, € imaginarias wy,, del campo de prueba
1, en busca de los modos superradiantes. Por tltimo se varian los parametros del sistema
como la carga del agujero negro (7, el momento angular [ y el parametro de Born-Infeld
b, en busqueda de las condiciones fisicas que favorezcan la aparicion de las inestabilida-
des superradiantes en el caso que se cumplan las dos condiciones la amplificacién de las
frecuencias y la aparicion del potencial enlace. Para ello en el siguiente capitulo se cal-
culan las derivadas del potencial efectivo y se implementa la aproximacion WKB a sexto
orden para obtener los modos cuasi normales del campo escalar ). Entonces se calculan
los radios en donde ocurren los méximos del potencial efectivo y después se evalian en
estos puntos las derivadas de Vg, y se computan las frecuencias reales wg, e imaginarias
wrn del campo escalar. Paso seguido se realiza un anélisis cualitativo de los modos cuasi
normales variando los @, b y [, asi como el valor del cociente %, para poder mapear en el
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capitulo tres los patrones de cada una de las graficas de wg. y wry,, de esta forma evaluar
si aparecen modos superradiantes en nuestro caso.



Capitulo 2

Solucion a la ecuacion de Klein-Gordon

Como se mostro en el trabajo de J.C. Degollado del 2013 [9], es posible obtener dispersion
superradiante al imponer la condicién de potencial de enlace fuera del agujero negro R-
N. Este potencial de enlace presenta un minimo en el cual se amplifican las frecuencias
reales del campo escalar y surgen los modos superradiantes. En este trabajo de tesis con el
afan de generar las inestabilidades superradiantes, se analiza como evolucionan los modos
normales del campo en presencia del potencial efectivo de B-1. Para ello se necesita saber
si el potencial efectivo B-I, cumple la condicion de potencial de enlace, por lo cual i)
en el siguiente capitulo se calcula la forma analoga en el caso del agujero negro B-I del
potencial efectivo, para después ii) analizar si presenta o no la condicion de tener un
minimo, tomando en cuenta que en este trabajo no se incluye la constante cosmolégica
(A = 0) como factor dentro del potencial efectivo y ademés no se impone la condicién de
radio espejo tomada en cuenta por Juan Carlos Degollado [9]. Por altimo pese a que atn
no se sabe si el potencial efectivo B-I, presenta o no la condiciéon de tener un minimo se
iii) aprovecha que el potencial efectivo actia como una una barrera de potencial para el
campo escalar, con lo cual se justifica el uso de las técnicas de la mecanica cuantica para
implementar la aproximacion WKB a sexto orden que desarrollo Iyer en 1987 [2]|, para
entonces calcular las frecuencias reales wg. e imaginarias wy,, de los modos cuasi normales
del campo escalar 1) en presencia del potencial efectivo del agujero negro de Born-Infeld.

2.1. Resolviendo las perturbaciones mediante la ecua-
ciéon de Klein-Gordon

Para resolver las frecuencias reales wgre e imaginarias wym del campo escalar v, primero
se calcula la forma del potencial efectivo Vg, representado en un espacio tiempo estatico
donde la constante cosmologica tiene el valor (A = 0), para esto se acopla el campo escalar
Y con la ecuacion de Klein-Gordon.
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2.1.1. Potencial efectivo en el espacio-tiempo estatico de
Born-Infeld

Se considera la ecuacion de Klein-Gordon para un campo escalar v, masivo y cargado en
un espacio-tiempo curvo generado por el agujero negro de Born-Infeld:

(Vo —iqA,) (VY —iqAY) — i = 0. (2.1)

Si ¢ es un campo escalar sucede que A, V'Y = A*V, ¢ v V, — 0,, entonces podemos
reescri'bir la ecuacion (2.1) usando V,AY = ﬁ@v(\/—gA“) y con la forma esférica del
laplaciano:

2 2.2

wir
P+

mw (2.2)

AR VA T_123r [A(r)aw] + m@ [sm( )3914

r2sin20

y si ademés se supone que el agujero negro es esféricamente simétrico se tiene que AV =
g A, = g A;, entonces usando la metrica de B-1

r? A(r) 1 1
gv" = Bl
dmg[ A(r) r2 7 r2sin?6’ 7"2] (2.3)
reescribimos la ecuacién de Klein-Gordon como:
1 1 m? wr?
—o.1A ; _
r2 &[ Oﬁ)aﬂﬂ] t o 989 [Smeaﬂb} rzsinQOw * A(r)w (2.4)
~iq[24'0 + __hmf—Aﬂ] PAA + v =0,
para el caso de Born-Infeld
00 2 —1/2
A = Q/ [% + 34] ds (2.5)
2 4
t_ oy T Q 1/2
A=y =1 [Q/T [b4 +s ] ds} (2.6)
por lo que la ecuacion (2.4) toma la siguiente forma:
1 m2 w2r?
ﬁ@« [A(r)&"d}} + r? n@ae [sm@@ew] r23in29¢ * A(r)w
02 2 (2.7)

4@—Am<ﬂaw [(ym>+ﬁw:a
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entonces sustituyendo la forma completa del campo escalar

w _ efiwteimqﬁslm (9) lef;(r) ’ (28)

separamos la ec. (2.7), dividiendola entre e~*!e™™? y despues reagrupando los términos

para obtener el desacoplamiento de las partes angular y radial:

Rm;(?”) %2 [8;909 [smeaeslm(e)] — Sum(0) Szz 9] +
Sim (0) [%ar NG R”’;(”} + f:) R’";(TH (2.9)

2qur

Alr) r qTA(r) r K )

o 1(r) Ry (1) 2 o IP(r) Rim(7) o R (1) 1 } —0,

de donde se reconoce la ecuacién angular [ﬁ@g [sinG(?gSlm(H)] — Sim(0) =2 ] = —Il(l+

1)Sim(0), por lo cual se tiene

Llame[Bmtn) 4 avra, [Fnl)]]

[wz + 2qwi(r) + q2[2(7“)] _Wxy uQ] Bim(r) =0,

72 r

2

[A(r)

que se puede reescribir en la siguiente forma usando la siguiente igualdad
AW [ 2R, | 2R ] A [ R [A®] [ R,
r + r2 + 2 lm - 2 Ilm °

r2 r r r r

A(r)

r2

Ry, + [AT(QT)]I[RZm — R;m} + [Ar:r) [w2 + 2qwlI(r) + QQIQ(T‘)] — l(l:; b _ uQ] Ry, = 0.
(2.11)

Entonces si sustituimos f = f(r) = Aff") se obtiene la ecuaciéon radial por resolver, que
describe al campo escalar v en las cercanias del horizonte de eventos del agujero negro de
Born-Infeld:

R A Y A LT
(2.12)

la ecuacion (2.12) se reconoce como una ecuacion tipo Schrodinger por lo que el potencial
efectivo de Born-Infeld es
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V_eft e |=3.0
0 » |=2.0
5 20 28 3.0
b=1,M=1.0;0=0.9:9=0.25; py=0.0025; w=0.001
Figura 2.1:
Potencial efectivo de B-1 como funcién de r y para diferentes valores del momento
angular [.
BI 2 72 [+ 1) 2
VP = 2qui(r) — ¢ I*(r)+ f 7+—r2 +u7, (2.13)

donde la funcion métrica de Born-Infeld f = fp; tiene la forma de la ecuaciones (1.9) y
(1.10). En la figura 2.1, las graficas del potencial efectivo (2.13) para diferentes valores del
momento angular [. También en la figura 2.2, se observan las graficas del potencial efectivo
B-1, para diferentes valores de la carga Q).

Como se menciono en el capitulo anterior, una de las condiciones que favorecen la aparicion
de modos superradiantes es que exista un potencial de enlace fuera del agujero negro, Un
ejemplo de este minimo, se muestra en el trabajo del 2017 [13| donde se muestra la grafica
del potencial efectivo de Born-Infeld-de Sitter con el valor A = 0.5 para la constante cos-
mologica, con lo cual en la figura 6 del mismo trabajo se observa un minimo en la grafica
del potencial efectivo el cual se encuentra fuera del agujero negro y despues del horizonte
de eventos, entonces cumple las condiciones para la apariciéon de las inestabilidades super-
radiantes que buscamos en nuestro caso, sin embargo se observa en las figuras 2.1 y 2.2 que
esta condicion no ocurre al graficar el potencial efectivo (2.13), lo que hace poco probable
que bajo estas condiciones aparezcan los modos superradiantes en el caso del agujero
negro de Born-Infeld con la constante cosmolégica A = 0. Por tanto al ilustrar el potencial
efectivo (2.13) se obtiene que 1) no hay minimo y 2) que es una barrera de potencial, lo
cual justifica usar las técnicas de la mecénica cuantica como la aproximaciéon WKB para
resolver los modos cuasi normales del campo escalar en presencia del potencial efectivo B-I
el cual ademés no presenta la condiciéon de potencial enlace.

En la siguiente seccién se usan los resultados de aproximacion WKB para resolver las
frecuencias en la ecuacion (2.12) con la funcién metrica de Born-Infeld (1.9), para después
determinar los valores de las frecuencias reales e imaginarias en los radios donde el potencial
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V_eff

(=0.85;
« =0.95;
« Q=0.9;

%)

b=1,M=1.0; I=3.0;q=0.25; y=0.0025; w=0.001

Figura 2.2:
Potencial efectivo B-I como funcion de r y para diferentes valores de la carga @) del
agujero negro.

efectivo VB! es maximo.

2.2. Método WKB para el calculo de los modos norma-
les w, y w;

En 1987 Sai Iyer derivo una expresion para el célculo de las frecuencias reales y complejas
de una perturbacion 1, en el espacio-tiempo del agujero negro de Schwarzschild [2]. Para
ello implement6é una técnica semianalitica: la aproximacion WKB a sexto orden, cabe
mencionar que este resultado recupera los datos obtenidos en el caso de los modos normales
de baja vibracion. Por este motivo se implementa esta aproximacion al caso del agujero
negro de B-I, ya que en este trabajo se analizan valores de b pequenos, puesto que en el
limite conforme b aumenta mas o menos a partir de 3 y hasta oo, se recupera el caso del
agujero negro R-N, es decir:

lim Lgr = h’m462<—1+\/1+£+G—2) ~4b2<—1+1—£+...> = —F =L
b—o0 b—o0 2()2 16b4 4b2 7

(2.14)
donde L, es el lagrangiano de Maxwell implementado en el caso R-N.
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2.2.1. Solucion a sexto orden por Sai lyer

Como se mostré anteriormente el problema de calcular las frecuencias wg. vy wr,, del campo
escalar 1), después de haber interactuado con el horizonte de eventos del agujero negro de
B-1, se reduce a la ecuacion tipo Schrodinger (2.12), que también se ve de la siguiente
forma:

d2
—Fle + |:VBI — w2] le = 0, (215)
/’a*
donde —dj,l—iQle =—f [fR;;n +f ;m}, r* = f"é:) es el radio tortuga y V2! el potencial

efectivo B-1. Entonces para resolver la ecuacion (2.15) se divide el problema de interaccion
Y con VB! en tres regiones:

o i) Donde el campo ¥ es entrante y VB! = 0,
o ii) La region de interaccion donde VB! £ 0,
o iii) La region de v es saliente con VB! = 0.

De esta forma las funciones de la region i) y iii) se deben unir con la region ii) donde el
potencial es de la forma VP! entonces para obtener la solucién en la region ii) se supone
una distancia pequena entre las regiones i) y iii), para poder generar los modos normales
bajos y realizar en la region ii) una expansion en series de Taylor a sexto orden y al
rededor del radio maximo. Entonces con las condiciones de frontera que surgen al conectar
la solucion saliente en iii) con la solucion de la region ii), se obtiene la siguiente expresion
para las frecuencias reales e imaginarias:

W= Vot (- 2V0">1/2A] —i(n+ %) (- 2v0”>1/2<1 +9), (2.16)

por tanto

o=l (~255)"]

2.17)
1 " 1/2 (
wr==(n+3)(-2w)  (1+9),
donde los polinomios A y € tienen la siguiente forma
1 vy IEARE
Ve 5l G o) - by ] (rot)) e
Sy s Ly I\a ) Tass Ly ) TR (2.18)
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"

(4)

1 5 V 4 1 V///2V
O =— | [0 (774 1880%) — [ 20| (514 10002

“ov7 L6012 LV, (77+1880%) - 55 e (51+1000)
R TAS ) 1 Vv 1 v® (2.19)
e ) - ) i ) - ] o)
2304[1/0“ ) ass Ty L AT 7 A

Y

con Vj el potencial efectivo BI evaluado en el punto donde la derivada del potencial efectivo
Vy es maxima. Las cantidades V', V', V", 1/0(4), VO(S) y Vo(ﬁ), son las derivadas de orden
mayor del potencial efectivo VB! y ademaés:

_{ 0,1,2, ..., Re(w) > 0 (2.20)

—1,-2,-3, ..., Re(w) < 0.

En este trabajo se estudia el caso n = 0 ya que es el modo fundamental y mas intenso;
adicionalmente, los calculos son més sencillos. Con este valor en el siguiente capitulo se
calculan las derivadas de VB! entonces usando (2.17), (2.18), (2.19) y (2.20) se analizan y
grafican las frecuencias reales e imaginarias usando Mathematica. Posteriormente, me-
diante un analisis grafico variando la carga del agujero negro ), el nimero entero [ y el
parametro de Born-Infeld b, se buscan los valores 6ptimos para los pardmetros de tal forma
que se amplifiquen los modos cuasi normales y favorezca la aparicion de modos superra-
diantes, en el caso que estos existan bajo estas condiciones ya que como se sabe en nuestro
caso no se cumple la condicion de potencial enlace. Entonces como consecuencia poder ca-
racterizar la interaccion entre el campo escalar i y el potencial efectivo del agujero negro
B-I con (A = 0), como un sistema fisico generador o no de modos superradiantes.



Capitulo 3

Analisis de resultados

En la seccion anterior se introducen las ecuaciones (2.17), (2.18), (2.19) y (2.20) que
nos permiten calcular las frecuencias reales wg. € imaginarias wy,, del campo escalar .
También se sabe que en nuestro caso de estudio no ocurre la condicién para el potencial
efectivo de tener un minimo; por tanto es de esperarse que los modos cuasi normales
wr vy wr no logren amplificarse hasta lograr la condicién de dispersién superradiante. Sin
embargo se hara el analisis de las frecuencias calculadas al variar los parametros b, Q) v [,
por lo que antes que otra cosa cabe preguntarse qué significado fisico tienen las frecuencias
y qué pasa cuando estas frecuencias aumentan o disminuyen:

wr — La parte real de la frecuencias corresponden a la oscilacion de los campos al
rededor del punto maximo del potencial efectivo:

o Por lo que si aumenta o disminuye su valor afecta la velocidad angular de la pertur-
bacion.

w; — La parte imaginaria de las frecuencias es equivalente al inverso % donde 7
corresponde al tiempo de relajaciéon de la perturbacion:

o Si w; aumenta entonces 7 es menor y mas rapido se amortigua la perturbacion.

o Si wy disminuye entonces 7 es mayor y le toma mas tiempo a la perturbacion amor-
tiguar.

Enseguida se analizan los efectos sobre los modos cuasi normales de v, en las cercanias del
horizonte de eventos del agujero negro de B-I, para saber que tanto se pueden amplicar
los modos cuasi normales del campo escalar ¢, aunque debido a la falta del potencial de
enlace se espera que el tiempo de relajacion sea bastante corto en comparacion con los
sistemas fisicos que cumplen las condiciones que generan los modos superradiantes

14
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3.1. Evolucion de las frecuencias variando
el parametro b

Como se menciona en el trabajo [9] para el agujero negro R-N dentro de una cavidad
esférica, surgen modos superradiantes que satisfacen solo una de las siguientes condiciones:
i) La existencia de un potencial de captura fuera del agujero negro 6 ii) la existencia de
amplificacion superradiante en los campos eléctricos; esto es importante porque en este
trabajo no se imponen las mismas condicones de frontera (radio espejo) fuera del agujero
negro. Otro resultado importante del mismo trabajo asegura que los modos superradiantes
satisfacen la condicién para las frecuencias imaginarias wr,, > 0 ademés de tener un
méaximo. Para obtener esta méaxima amplificacién del campo escalar ¢ se requiere: i) que
el agujero negro sea extremal y ii) que 1) tenga propiedades semejantes a las de un haz de
luz {q, u} — 0 pero con la mayor carga posible. El caso extremal surge cuando el horizonte
externo es igual al interno () = M para R-N y es independiente de la carga que tiene el

campo escalar que perturba el agujero negro.

Enseguida se analizan las frecuencias reales wg e imaginarias wy, evaluadas en los radios
maximos del potencial y al variar los parametros b, ) y [. Entonces se caracteriza el
agujero negro de B-I, al no estar sujeto a un radio espejo como generador o no de modos

superradiantes.

3.1.1. Frecuencias reales vs b

En las figuras 3.1 y 3.2, se observan las frecuencias reales e imaginarias de ¢ como funcién
del parametro de Born-Infeld b y para diferentes valores de la carga @) del agujero negro

B-I:

=

Real
- Q=09
=0.895
- Q=089

=)

Lo
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==
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-
ri

L L L
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0.8 u 5

M=1.0 -1=2.0-q=0.025: p=0.025
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;.__....

Figura 3.1:
Frecuencias reales vs b, para diferentes valores de la carga Q.
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3.1.2. Frecuencias imaginarias vs b

™= | O
]
—

w_imaginaria

% Q=09
Y . Q=089
S

o Q=0.75
+0 ;:’Iﬁ\‘x

0.0 0.5 1.0 1.6 2.0

M=1.0 1=2.0:g=0.025; p=0.025

Figura 3.2:
Frecuencias imaginarias vs b, para diferentes valores de la carga Q.

En la figura 3.1 se observa como aumentan las amplitudes de las frecuencias reales hasta
alcanzar valores méaximos al rededor de valores para b ~ 0.5 para entonces decaer en
infinito. También se observa que la velocidad angular de la perturbaciéon aumenta cuando ¢
aumente y alcanza valores limites conforme () — M = 1, que corresponde al caso extremal.
En la figura 3.2, se observan localizados los maximos de las frecuencias imaginarias al
rededor de valores pequenos de b y su amplitud aumenta conforme aumenta la carga del
agujero negro (), ademaés, en todos los casos se satisface la condicion w; > 0 lo cual
esta de acuerdo con el trabajo de J. C. Degollado [9] respecto a la aparicion de modos
superradiantes. Otro detalle importante es que las frecuencias complejas como funcion de
b son asintoéticas, lo cual indica que le tom mas tiempo a la perturbaciéon amortiguar y

alcanzan sus maximos para valores de b grandes.
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3.2. Evolucion de las frecuencias variando
el parametro Q

En las figuras 3.3 y 3.4, las frecuencias reales e imaginarias de ¥ como funciéon de la carga
del agujero negro () y para diferentes valores del parametro b de Born-Infeld:

3.2.1. Frecuencias reales vs Q

a
a_,
I
'_I

* b=2.0

* b=01

© b=0.01
* b=0.001

i

M=1.0:1=2.0:q=0.05: p=0.025

Figura 3.3:
Frecuencias reales vs Q, para diferentes valores del parametro b.

En la figura 3.3, se muestra la grafica de las frecuencias reales al variar la carga @) y se
observan funciones positivas crecientes, ademas se observa como aumentan las velocidad
del momento angular de la perturbaciéon conforme aumenta el valor de b, en este punto es
importante cuestionarse si: Alcanza un maximo el crecimiento de las frecuencias reales
del campo escalar 17, asi como el significado fisico que implica que los modos reales
crezcan continuamente.
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3.2.2. Frecuencias imaginarias vs Q

I:I ~y
— =7
,'..' = b:E.U
w_imaginaria h=0 1
: b=0.01
b=0.001

a3

M=1.0 |=2|:|E|=|:||:|5 J[.|'=|:||:|25

Figura 3.4:
Frecuencias imaginarias vs Q, para diferentes valores del pardmetro b.

En la figura 3.4 es notorio el comportamiento creciente de las frecuencias imaginarias a
partir de valores de la carga del agujero negro ) ~ 0.5, también se observa un valor
minimo de las frecuencias imaginarias en w; ~ 2.5 y la disminucion del tiempo de
relajacion del campo 1 conforme el valor de b aumenta, sin embargo se alcanza a
observar un ligero decrecimiento para b = 0.1 cuando el valor de () — 1 lo cual evidencia
la condicion del caso extremal al aumentar la carga () del agujero negro. Por otro lado se
observa el aumento en las amplitudes de las frecuencias imaginarias conforme los valores
de b aumentan esto es importante ya que mientras aumenta el valor de b, el tiempo de
relajacion es mas lento y la posible extraccion de energia del agujero negro de B-1, en
caso de surgir modos superradiantes seria mas lenta.
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3.3. Evolucion de las frecuencias variando
el parametro 1

En las figuras 3.5 y 3.6, se aprecian las frecuencias reales e imaginarias de ¥ como funcién
del momento angular de la perturbacion [ y al variar el valor de la carga del agujero negro

Q:

3.3.1. Frecuencias reales vs 1

= |0
]
=
—_—

04p Q=04
03¢ Q=065
0.2F Q=08
0.1F + Q=09

M=1.0-b=1.0:9=0.0025; py=0.025

Figura 3.5:
Frecuencias reales vs 1, para diferentes valores de la carga del agujero negro Q.

Es interesante notar que en la figura 3.5 aparecen funciones similares crecientes y que
para aproximadamente [ > 1.4 las frecuencias reales toman valores positivos con sus
maximos localizados en | = 3 y la mayor amplificacién se alcanza conforme el valor de la
carga () aumenta. Esto es congruente ya que nos dice que conforme el valor [ aumenta la
velocidad angular del campo v al rededor del punto maximo del potencial efectivo
también aumenta hasta alcanzar su méaximo valor conforme () — M, lo cual corresponde
con el caso extremal.



CAPITULO 3. ANALISIS DE RESULTADOS 20

3.3.2. Frecuencias complejas vs 1

o4
w_imaginarias ’ - Q=04
T Q=065
- Q=038
°I - Q=09
ICI.I'EI - I1.ICI III I1.I'.= III IE.ICI III IE.I'E III IE.I:I II

M=1.0;b=1.0:9=0.0025; p=0.025

Figura 3.6:
Frecuencias complejas vs 1, para diferentes valores de la carga del agujero negro Q.

En la figura 3.6 se pueden apreciar funciones decrecientes y nos dicen que los tiempos de
relajacion de la perturbaciéon son grandes para valores de [ > % También se aprecia la
disminucién de la frecuencia imaginaria conforme disminuye el valor de ) y otro dato
interesante es que los valores maximos de las frecuencias complejas se localizan para
valores de [ < 1, lo cual confirma el resultado del trabajo [9], donde se menciona que en
el caso [ =1 se espera que la inestabilidad superradiante sea mas fuerte.

En resumen los resultados son coherentes con las condiciones descritas en los trabajos
anteriores donde analizan los modos superradiantes en el caso R-N, por ejemplo se
observan casos cuando las frecuencias reales, como funcién de b toman valores positivos y
alcanzan sus maximos a partir de valores de b ~ 0.5. En cuanto a las frecuencias
complejas se cumple la condicién w; > 0 conforme () — M es decir en el caso extremal y
ademés en el caso B-I se pueden localizar los méaximos de las frecuencias complejas para
valores pequenos de b, lo cual es congruente con el limite que nos dice que para valores de
b grandes se recupera el caso R-N. Otro resultado importante que vale la pena destacar
reporta que cuando las frecuencias imaginarias dependen de () y aumentan cerca del
valor extremal lo cual refuerza la aparicion de modos superradiantes de acuerdo con los
trabajos antes mencionados de J. C. Degollado y la disminuciéon de los tiempos de
relajacion de la perturbacion conforme b aumenta. Por dltimo se aprecia como se favorece
la velocidad angular del campo escalar 1, conforme aumenta la carga del agujero negro y
ademas se observa que cerca del valor [ = 1 se alcanzan los maximos valores de las
frecuencias imaginarias, lo cual también esté de acuerdo con los resultados de los
trabajos antes mencionados y que se encuentran en las referencias bibliograficas.
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3.4. Notas aclaratorias

3.4.1. Existencia del potencial de enlace

Al no imponer la condicién de radio espejo fuera del agujero negro BI, tal y como lo hizo
Juan Carlos Degollado [9] y por haber realizado el calculo del potencial efectivo BI, con
el valor de la constante cosmologica A = 0, no se logré una de las condiciones necesarias
para generar modos superradiantes: el potencial de enlace. Por esta razon se considera
en trabajos futuros satisfacer esta condicion, para poder realizar un analisis cuantitativo
de la energia que es posible extraer del agujero negro BI de Sitter debido a la dispersion
superradiante generada.

3.4.2. Descomposicion en modos cuasi normales

Otro punto sensible del trabajo de tesis se encuentra en el tensor de energia-momento, ya
que como a continuaciéon se muestra este tiende a infinito conforme el campo eléctrico F
se aproxima al valor limite del parametro b de Born-Infeld. El tensor de energia-momento
del campo Born-Infeld de un agujero negro en general para electromagnetismo no lineal es
el siguiente:

47TT,LW = ‘C]-'F,uaFau + (G‘CQ - ‘CBI) Guv (31>

donde Lg(F, G) es el lagrangiano de Born-Infeld (1.4) del campo electromagnético no lineal
con I'=F,,F* y G = F,, * F', los invariantes de campo electromagnético, entonces la
traza de T, es:

b? [b2 —2E?% — /b* — b2E2
Ny ’

va que ¢ = ¢"gy = ¢'*gor = 1 y ademés se ha considerado B = 0 entonces G = 0, y
2

F = —%, siendo F el campo eléctrico que para el caso del agujero negro B-I tiene la
siguiente forma

T =LrF +GLg — Lpr = — (32)

d Q

A=
dr /7'4—1—%2—22

con A; el potencial (1.8), por tanto las componentes del tensor de energia-momento para
el campo de B-I es:

E=F, = (3.3)

b? o SNy 5]
B e (bQ e W) " Y

donde g, tiene las componentes inversas respecto a la métrica (2.13). Se puede observar
que el tensor de energia momento de B-I (3.4) tanto la densidad de energia (3.2) como la
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presion radial son finitas en el horizonte. Sin embargo (3.4) es singular cuando b* —b*E? = 0
y esto ocurre cuando el valor del campo eléctrico tiene el valor E = b, es decir conforme
E se aproxima al valor limite del pardmetro b; razén por lo cual la teoria de Born-Infeld
impone la restriccion E < b. Por tanto (i) el sistema es inestable en las cercanias al agujero
negro, lo cual hace pensar que el campo escalar ¥ en los alrededores del agujero negro por
si mismo no es estable. Por otro lado hay que distinguir cuando se trabaja en la coordenada
7r” y en la coordenada tortuga ”r ", ya que el comportamiento es diferente, (ii) cuando
se trabaja en la coordenada "r” el potencial en el horizonte de eventos es infinito. Por esta
razon se impone la condicion de frontera, de ondas entrantes en el horizonte y salientes en
infinito, con lo cual se logra que la coordenada tortuga "r *” en el horizonte de eventos
vaya a —oo y en ese punto la funcion e~ satisface la ecuacion (2.15), (iii) sin embargo
aunque el problema esta resuelto matematicamente, sigue sin resolverse la singularidad en
el horizonte de eventos puesto que lo tnico que se esta haciendo es mandar este punto
singular hacia infinito. De esta forma queda claro que usar el campo escalar 1, como
campo de prueba para generar inestabilidades superradiantes tal y como como se ha hecho
en trabajos previos 9], genera una situacion fisica inestable en las cercanias del horizonte
de eventos del agujero negro por los puntos (i), (i) y (iii). Esto justifica la necesidad de
introducir una herramienta que se conoce en la literatura como soporte compacto que nos
va permitir generar una versiéon del campo de prueba v estable, en el horizonte de eventos
como una descomposicién en modos cuasi normales que se puede implementar en
futuros trabajos para el calculo de modos superradiantes.

Como se mencion6 anteriormente el campo escalar ¢ diverge y no representa una solucion
genuina a las ecuaciones de Einstein en el horizonte de eventos, esto se debe a que el campo
de prueba no esta bien definido en todo el espacio-tiempo especialmente en el horizonte
de eventos. Para resolver este proeblama en el trabajo [5] de 1988, Sudarsky introduce
una forma generalizada en forma de una distribucién entonces considera un funcional en
el espacio de funciones de prueba X = C§°(M) con funciones f de derivada infinita de
soporte compacto en M y define para toda f en X:

, c ¢ '
<w,f> —gg%{ /D o T VI @+ /D AL <x>}, (3.5)

donde el horizonte de eventos se encuentra localizado ry, D'(¢) = {z € M|r(z) > ro + €}
y D*(¢) = {x € M|r(z) > ry — €}. Entonces demuestra que la distribucién con v

<VUV“¢,f> = <¢,Vuv”f> =0 (3.6)

es solucion a la ecuacion escalar (2.2) para toda f en X, usando la propiedad para las fun-
ciones f de soporte compacto y la continuidad de sus derivadas. Por tanto la distribucion
(3.5) es solucion a la ecuacion escalar y genera la posibilidad de calcular los modos super-
radiantes del agujero negro de Born-Infeld con un campo de prueba valido en el horizonte
de eventos.
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Conclusiones

Recapitulando, se retomaron resultados caracteristicos de los diferentes tipos de agujeros
negros a los que se les han calculado sus modos superradiantes como en el caso R-N. En el
capitulo dos se analiza el potencial efectivo Bl y se concluye que no satisface la condiciéon
de potencial enlace, basico para la apariciéon de los modos superradiantes. Por otro lado se
obtiene la ecuacion tipo Schrodinger por resolver y la solucion a las frecuencias reales wge
e imaginarias wy,, del campo escalar de prueba masivo p y cargado ¢, en los al rededores
del horizonte de eventos del agujero negro B-I, para lo cual se implemento el metodo WKB
a sexto orden. Por ultimo en el tercer capitulo se presentan los resultados y anélisis de los
valores calculados para los modos cuasi normales de los parametros b, () y [. Por ultimo se
identifican modos que se amplifican sin embargo se disipan rapidamente. Aunado a eso se
identifico que en el caso del agujero negro B-I estudiado no existe la condicién de potencial
enlace, por tanto no existen las condiciones que favorecen la aparicion de las inestabilidades
superradiantes.

De los resultados que se presentan en el capitulo anterior, se puede concluir lo siguiente:

1. wy crecientes para valores pequenos de b, hasta alcanzar un maximo. Estas frecuencias
imaginarias indican un tiempo de relajacion mayor después de alcanzar el maximo
y por tanto se amortiguan mas rapidamente que en el caso del agujero negro R-N
encerrado dentro de una cavidad esférica.

2. Que las frecuencias reales crezcan significa que las perturbaciones oscilan mas rapi-
damente al rededor del méaximo del potencial y esto puede ocurrir al aumentar el
valor de la carga del agujero negro Q).

3. Cuando las frecuencias imaginarias dependen de b, se encontr6 que conforme crece
@, las amplitudes también crecen y tienen maximos localizados para b pequenas.

4. Las frecuencias complejas como funcion de @) son valores I'm(w) > 0 y satisfacen la
condicién para el surgimiento de modos superradiantes y se aprecian valores méximos
cerca del caso extremal.

5. La velocidad angular del campo escalar aumenta conforme la carga del agujero negro
y cerca del valor [ = 1 surgen valores Re(w) > 0, lo cual es consistente con [2] donde
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se dice que cuando se satisface [ = 1 se alcanza la méaxima amplificacién de la
frecuencia imaginaria del campo escalar.

De la interaccion entre: i) el campo de prueba escalar ¢ masivo (i) y con la mayor carga
(q) posible con ii) el agujero negro libre, esférico cargado (@), masivo (M) y estético en
un espacio tiempo descrito por la métrica B-I, permite que el campo escalar en las cerca-
nias del horizonte de eventos del agujero negro tenga valores positivos en las frecuencias
complejas en el caso extremal pero con tiempos de relajacion menores en comparacion con
las inestabilidades superradiantes en el caso del agujero negro R-N.

4.1. Perspectivas a futuro

Para confirmar la aparicion de los modos superradiantes se propone: i) imponer la condi-
cion de potencial enlace en el caso del agujero negro B-I de Sitter, es decir para valores de
la constante cosmoldgica A # 0, entonces comparar con los patrones de los modos super-
radiantes halladas en otros casos y hacer un posterior analisis numérico que nos permita
comparar las magnitudes de los modos superradiantes asi como los tiempos de relajacion
de las inestabilidades en los casos cuando A = 0 y A # 0, esto va permitir entender como se
puede generar la mayor amplificacion de los modos superradiantes y en consecuencia lograr
la mayor extraccion de energia del agujero negro de Born-Infeld. ii) Para desarrollar un
modelo realista y valido en todos los puntos del espacio incluso en el horizonte de eventos,
se propone realizar los calculos del capitulo dos, no con el campo escalar ¢ pero si con

una descomposicion en modos cuasi normales en la forma de la distribucion ( o, f > con

f funciones de derivada infinita y de soporte compacto para eliminar las singularidades
al trabajar en el horizonte de eventos. Por tultimo iii) también se puede contemplar para
futuros trabajos una metrica donde el sistema permita la aparicion de campos magnéticos
B # 0y de esta forma analizar las magnitudes de las amplificaciones, tiempos de disipacion
de los modos superradiantes y cuantificar la energia que se puede extraer de un agujero
negro con estas caracteristicas.
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