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la culpa es de las flores y las estrellas



Resumen

Se modela analiticamente un sistema binario de objetos compactos con interaccion
magnética para analizar, por un lado, su dindmica orbital -visto como un problema de dos
cuerpos newtoniano-, y, por otro lado, su emision de ondas gravitatorias -bajo la aproxima-
cion cuadupolar con érbitas circulares-.

Los objetos son modelados como esferas conductoras eléctricamente neutras y estacionarias
de radios Ry, Ry, masas My, Ms, y, momentos magnéticos dipolares my, my. Suponemos que
estas cantidades son constantes, al igual que los angulos oy, s, formados entre r y m;, msy,
respectivemente. r es el vector de posicion relativa, en el marco de referencia con origen en
el centro de masa.

Bajo estas suposiciones, en el regimen newtoniano, la superposicion de la fuerza gravitatoria
entre las masas con la fuerza magnética entre los dipolos, da como resultado una fuer-
za neta central, razon por la que puede ser analizado como un problema de dos cuerpos.
Que la fuerza magnética sea atractiva o repulsiva, depende unicamente de ay, as. Encon-
tramos que, dado «aq, si ay = arctan(2/tan ay), entonces la interaccion magnética se anu-
la, pero si ap > arctan(2/tanay), la interaccion es atractiva; lo contrario ocurre cuando
ay < arctan(2/tanay ).

Puesto que en este régimen la energia mecanica total se conserva, los cuerpos se mueven
en trayectorias ligadas. Si solo actua la fuerza gravitatoria, las orbitas son elipses, pero
al incluir la magnética, se describen rosetas. También, se obtiene que la fuerza magnética
atractiva incrementa la frecuencia orbital, en relacion al caso kepleriano. Sin embargo, s6lo
si los cuerpos se encuentran a decenas de radios de Schwarzschild, la interacciéon magnética
comienza a ser cualitativamente relevante.

Por otra parte, se recurre a la interpretacion relativista de la gravedad bajo la aproximacion
cuadrupolar, util principalmente durante la fase de espiraleo de las estrellas hacia la fusién,
mejor conocida como inspiral. En el régimen cuadrupolar, la energia total, F, decrece de
acuerdo a la ecuacion cuadrupolar, Cfi—f = —L. Asi, se construyen ecuaciones dinamicas para
las variables de las ondas gravitatorias en términos de las variables de la binaria. Al resol-
verlas, encontramos que la interaccién magnética atractiva también incrementa la velocidad
orbital de los cuerpos, lo cual disminuye el tiempo de coalescencia; en cambio, la interaccion
repulsiva hace que los cuerpos alcancen velocidades relativistas después -respecto al caso

kepleriano-, lo cual incrementa la duracion de la fase inspiral.

Asimismo, luego de una revision del contexto astrofisico de las estrellas, los objetos compactos
y los sistemas binarios, concluimos que nuestro modelo es aplicable principalmente a binarias



de estrellas de neutrones, porque sus campos magnéticos son los mas intensos del universo
(B ~ 10 — 10% G, incluyendo a los magnetares). Por lo cual, resolvimos las ecuaciones
dinamicas sobre dos sistemas fisicos: el famoso pulsar binario de Hulse y Taylor PSR 1913-+16
y la progenitora de la senal GW170817, que fue la primera onda gravitatoria confirmada
asociada a la fusion de dos estrellas de neutrones. Obtuvimos diferencias notables en las
ondas gravitatorias, hasta suponer B > 2.01 x 10%¢ G en el primer caso, y B > 107 G en
el segundo. Aunque estos valores no se han observado, mucho menos en binarias, algunos
modelos tedricos ponen como limite fisico B ~ 10*® — 10%° G.

En sintesis, la interaccién magnética entre estrellas de neutrones tipicas, es despreciable sobre
las senales gravitatorias en la fase inspiral, como apuntan otros trabajos similares. Sélo en
condiciones extraordinarias, la huella de la interaccion magnética podria verse reflejada en
la dinamica orbital del sistema y su radiacion gravitatoria.

La astronomia de multimensajeros y ondas gravitatorias apenas comienza, proximamente
nuevos detectores se sumaréan a la red de LIGO y Virgo, con sensitividades y rangos de fre-
cuencia mas amplios. De modo que, sigue siendo necesario modelar todas las posibles fuentes
de ondas gravitatorias, explorando y cuestionando distintos aspectos de su naturaleza. En
ese sentido, el presente trabajo contribuye al estudio de una de las principales fuentes (bi-
narias magnetizadas), aportando un modelo simplificado pero claro y analitico, que permite
entender las relaciones entre las variables del sistema, incluidos sus campos magnéticos.
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Capitulo 1

CONTEXTO ASTROFISICO

En una noche de luna nueva, libre de contaminaciéon luminica, el ojo humano promedio
observaria alrededor de 2,000 estrellas. Muy pocas, comparadas con las 200,000 millones de
estrellas estimadas s6lo dentro de nuestra galaxia, la Via Léactea. En la Antiguedad, se
creia que las estrellas eran fuentes eternas de luz y que estaban fijas a la boveda celeste,
pero la realidad es que las estrellas, como todo, son objeto de cambio y transformacion. El
destino de cualquier estrella es', convertirse en una enana blanca, una estrella de neutrones
o, un hoyo negro, llamados de forma genérica objetos compactos. En las ultimas décadas,
los sistemas binarios de objetos compactos ha cobrado gran relevancia, por ser la fuente de
senales electromagnéticas de altas energias (como rayos-X y radio), pero también de ondas
gravitatorias, detectadas por primera vez en 2016 por la colaboraciéon LIGO. Al menos una
de ellas, la senal GW170817, esta atribuida a la fusiéon de dos estrellas de neutrones.

Todas estas ideas y conceptos en cursivas, serdn abordados en este capitulo. En la primera
seccion se describe la evolucion de las estrellas hasta volverse objetos compactos. En la
segunda seccion, se revisa mas detallada e histéricamente, cada uno de ellos, empezando por
las enanas blancas, terminando con las estrellas de neutrones y, poniendo atencién en sus
propiedades magnéticas. En la tercera seccion se habla de los sistemas binarios astrofisicos,
sus mecanismos de interaccion y tipos. En la tltima seccion se explica simplificadamente y
sin ecuaciones, qué son las ondas gravitatorias, sus observaciones actuales, el funcionamiento
de los detectores interferométricos, como se calcula la forma de las senales y las fuentes que
se espera detectar, poniendo énfasis en los sistemas binarios.

1.1. Estrellas

Para una revision detallada de esta tema, puede consultarse Pols O. R. (2011, [1]) 6 Christensen-
Dalsgaard J. (2008, [2]).

Una estrella es un objeto ligado por su autogravedad que radia energia proporcio-
nada por una fuente nuclear interna y que se encuentra en equilibrio hidrostatico. El na-

LA excepcién de las enanas rojas, estrellas pequeias que queman hidrégeno tan lentamente, que el tiempo
del Universo no ha sido suficiente para ver su transicién a otro estadio evolutivo.
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Gigante roja Nebulosa Enana blanca

MNube de gas

Figura 1.1: Ciclo de vida de las estrellas. Las estrellas nacen en nubes de gas y dependiendo
de su masa inicial, su evolucién la llevara a explotar como nebulosa o supernova, dejando como
remanente una enana blanca, una estrella de neutrones o un hoyo negro.

cimiento de las estrellas ocurre al interior de nubes gaseosas con densidades del orden de
103 — 10* particulas/cm?® y bajas temperaturas (10-30 K) compuestas principalmente de hi-
drégeno atémico ionizado, llamadas regiones HII. En general, las nubes se encuentran en
equilibrio hidrostético, pero éste se rompe cuando la presion interna no es suficiente como
para evitar el colapso gravitatorio del gas, proceso conocido como inestabilidad de Jeans,
que da lugar a una protoestrella. Poco a poco se anade masa al ntcleo, lo que favorece
su compactacion y opacidad. La esfera de gas se contrae, incrementando gradualmente su
temperatura central hasta encender la fusion de atomos de hidrégeno en atomos de helio.
Estas reacciones nucleares son la fuente de energia que balancea a la gravedad y permite el
equilibrio hidrostatico de la estrella recién nacida.

Durante la mayor parte de su vida, la fusion de a&tomos de hidrégeno en dtomos de helio sera
la fuente de energia de la estrella. A esta etapa se le conoce como secuencia principal, donde
la estructura de la estrella esté caracterizada por cinco ecuaciones: de equilibrio hidrostatico,
conservacion de masa o continuidad, transferencia radiativa, equilibrio térmico y su ecuacién
de estado. Cuando el hidréogeno del niicleo ha sido completamente consumido, la estrella
deja de estar en secuencia principal. Lo que sigue en la historia de la estrella, dependera
principalmente de su masa inicial, como se resume en la Figura 1.1.

Es importante considerar que la formacién de estrellas ocurre de forma grupal, no individual,
dando lugar a ctimulos de estrellas con composiciéon quimica y edad similar, pero distintas
masas. La masa -y la metalicidad en segundo lugar- regula el camino evolutivo de la estrella
porque esta relacionada directamente con su luminosidad -energia liberada por segundo-. Las
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estrellas més masivas son las mas luminosas porque queman mas hidrégeno y tienen mayores
temperaturas y presiones centrales, pero también, queman su combustible y evolucionan més
rapido. Dicho de otro modo, las estrellas méas pequenas fusionan hidréogeno mas lentamente y
permanecen mas tiempo en secuencia principal. Conforme el hidrégeno se consume, el helio
tiende al centro de la estrella por ser mas denso.

Al final de la secuencia principal, se ha formado un niicleo de helio isotermo e inerte rodeado
por una céscara delgada de hidrogeno atn reaccionando nuclearmente. Si la estrella tiene
menos de ~ 9 veces la masa del Sol, M, (= 1.99 x 1033 g), entra en la fase de gigante roja,
nombrada asi porque la quema de hidrégeno en la céscara tiene como efecto el aumento del
volumen de la estrella y el enfriamiento de su superficie, lo que la enrojece. Si la estrella tiene
més de ~ 9 My, luego de la quema de hidroégeno no tiene reacciones nucleares, asi que la
gravedad comprime la estrella, causando el calentamiento del nticleo de helio, hasta encender
la quema de helio en carbono y oxigeno, que es el estado que caracteriza a la supergigante
roja.

En las estrellas de baja masa puede pasar que la temperatura central no se incremente lo
suficiente como para volver a encender las reacciones nucleares, queddndose como gigantes
rojas. Con el tiempo, la estrella comienza a perder sus capas gaseosas mas externas, que
se expanden hacia el espacio en forma de burbuja, anillo, u otras mas irregulares, dejando
tras si una estela de colores y estructuras gaseosas, llamada nebulosa planetaria. Al mismo
tiempo, el nicleo de la gigante roja se comprime més y mas, hasta que la presion del gas
de electrones libres degenerados -por el principio de exclusion de Pauli-, detiene el colapso
gravitatorio. Entonces, nace una enana blanca, millones de veces mas densa que el Sol.

Volviendo a las supergigantes rojas, una vez que han quemado todo su helio en carbono
y oxigeno, se comprimen y, si son suficientemente masivas, se calientan hasta encender la
quema de carbono en neétn y el oxigeno en silicio. El silicio produce un isétopo inestable del
niquel que se desintegra réapidamente en hierro. Cada etapa es mas corta que la anterior, a
tal grado que la quema del silicio ocurre en tan s6lo una semana, dejando tras si un ntcleo
inerte de hierro. Como la fusion de hierro no libera energia, sino que la absorbe, el hierro es
el altimo elemento producido en el niicleo de las estrellas. Al no haber reacciones nucleares,
el nucleo se contrae hacia el colapso gravitatorio. En tan solo horas, el hierro comienza a
fotodesintegrarse en protones, neutrones, particulas a y electrones libres.

En este punto es dificil que la presion de degeneracion de los electrones pueda frenar el colapso
gravitatorio, porque los electrones estan siendo capturados por fotones y, transforméndose
en neutrones y neutrinos. Mientras el ntcleo colapsa, la estrella pierde todas sus capas
exteriores en una explosion de materia y radiacién, conocida como supernova. Si la estrella
original tenia entre ~ 10 — 20 masas solares, el remanente de la supernova es una estrella
de neutrones porque el colapso es detenido por la presiéon de degeneracion de los neutrones,
pero si la estrella original tenia méas de ~ 20 masas solares, no hay nada que frene el colapso
y se forma un hoyo negro.

De manera simplificada, asi es como las estrellas evolucionan, mueren y se convierten en
objetos compactos, ya sea en enanas blancas, estrellas de neutrones 6 agujeros negros, segiin
su masa original. A continuacién se revisan las propiedades de estos objetos compactos.
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Objeto Masa Radio Densidad promedio Potencial gravitatorio
(M) (R (gem™) (GM/Re?)

Sol 1 1 1 1076

Enana blanca <1 ~1072 <107 ~ 1074

Estrella de neutrones ~ 1 —3 ~107° <10% ~ 107!

Hoyo negro cualquiera 2GM/c* ~ M/R3 ~1

Tabla 1.1: Comparacién de los parametros caracteristicos del Sol y objetos compactos. Tomado
de Shapiro, et. al. (1983, [3]).

1.2. Objetos compactos

Para una revision més profunda de éstos puede consultarse Shapiro et. al (1983, [3]) 6
Camenzin M. (2007, [4]).

Por objetos compactos nos referimos al conjunto de las enanas blancas, estrellas de
neutrones y hoyos negros. Se caracterizan por tener altas densidades (ver Tabla 1.1) y no
tener reacciones nucleares y, atin asi, ser estables. Su equilibrio gravitatorio es mantenido por
la presion de degeneracion de electrones en el caso de las enanas blancas y, por la presion de
degeneracion de neutrones en las estrellas de neutrones, mientras que los hoyos negros estan
completamente colapsados.

Los objetos compactos? son el producto final de la evolucién de todas las estrellas.

1.2.1. Enanas blancas

Las enanas blancas poseen masas similares a la del Sol, sin embargo, son del tamano de la
Tierra, tienen densidades medias entre 105—107 g cm 3. Son el resultado evolutivo de estrellas
con menos 8 masas solares, siendo mantenidas por la presion de degeneracion de electrones.
Se nombran asi porque son blancas, pues tienen temperaturas superficiales cercanas a los
10,000 K. También, tienen la propiedad de que conforme mas masa tienen, mas pequenas son
y mas altas son las velocidades de los electrones en el nucleo. Sin embargo, sus velocidades
estan acotadas por la de la luz, lo que se traduce en la existencia de un limite superior de masa

al cual la presion de degeneracion de electrones ya no puede frenar el colapso gravitatorio,
llamado limite de Chandrasekhar, alrededor de 1.447 M.

Como no tienen reacciones nucleares, el destino de una enana blanca es radiar en el rango
optico la energia térmica residual hasta enfriarse y perder todo su brillo, hasta 10° anos. Por
su baja luminosidad son dificiles de detectar, a menos que se encuentren acompanadas por
otra estrella. Son los objetos compactos mas abundantes en la Via Lactea.

El primer sistema estelar con una enana blanca fue descubierto por Willian Herschel (1785,
[5]), pero él nunca supo que el sistema contenia un objeto compacto. Se trataba del sistema

2A excepcién de los agujeros negros de millones de masas solares que habitan el centro de practicamen-
te todas las galaxias, cuyo origen puede ser mas bien cosmologico. Los hoyos negros supermasivos no se
consideran en este trabajo.
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estelar triple 40 Eridani comprendido por dos estrellas en secuencia principal y la enana
blanca, cuyo tipo espectral fue confirmado hasta 1914 por Walter Adams. La segunda enana
blanca descubierta fue Sirio B, que forma parte de un sistema binario. Sirio B también fue
estudiada por W. Adams en 1915, quien a partir de su espectro determiné que su radio
deberia ser 18,800 km -cuatro veces més de las actuales estimaciones-, y su masa entre 0.75-
0.95 Ms. En 1920, Sir Arthur Eddington publico su libro The internal constitution of the
stars 6], donde, haciendo uso de la teoria de Relatividad General y los resultados de W.
Adams, confirmé la existencia tedrica de las enanas blancas y popularizé su nombre.

En el mismo ano (1926), Paul Dirac formul6 la estadistica de Fermi-Dirac, valida para
sistemas de fermiones (electrones, neutrones, protones, quarks, mounes y neutrinos). Rapi-
damente, R. H. Fowler aplico la estadistica de Fermi-Dirac para explicar la naturaleza de
las enanas blancas y descubrié que la presion de los electrones degenerados puede evitar
el colapso gravitatorio en las enanas (1926, [7]), confirmando asi las hipotesis. En 1931,
Chandrasekhar incluy6 efectos relativistas a la ecuacion de estado de los electrones dege-
nerados y encontré el limite de masa méxima para las enanas blancas, nombrado limite de

Chandrasekhar (1931,[8]).

Con el paso de las décadas, el nimero de enanas blancas confirmadas ha aumentado. Entre
los catélogos mas recientes se encuentra el trabajo de Kleinman et al. (2013, [9]), quienes
utilizando los datos del Sloan Digital Sky Survey SDSS-DR7, clasificaron el espectro de
19,713 enanas blancas. En un trabajo més reciente de Jiménez-Esteban F. M et al (2018,
[10]), presentan un catélogo de 73, 221 candidatos de enanas blancas, extraidos de los datos
astrométricos y fotométricos del catalogo Gaia-DR2.

Sobre sus campos magnéticos A la fecha no esté resuelto el problema de la estructura
interna de las enanas blancas, por lo tanto, tampoco es clara su naturaleza electromagnética.
Sin embargo, si se han medido campos magnéticos en enanas blancas, siendo la primera,
GJ742 con 3 x 108 G (1970, [11]), muy por encima de cualquier estrella (< 100 G). El
valor del campo magnético de cada enana blanca catalogada puede estimarse analizando en
su espectro el efecto Zeeman. Este consiste en la division de una linea espectral en varias
componentes a causa de un campo magnético externo. En el reciente trabajo de Kepler S.
O. et al. (2012, [12]), reportan que aproximadamente 4 % de las enanas blancas del catélogo
SDSS-DR7 tienen campos magnéticos entre 106 — 7.33 x 10® G. Para llegar a tal resultado,
identificaron visualmente aquellos espectros con efecto Zeeman.

Entre los argumentos para explicar tales valores tan elevados, se encuentra el trabajo de
Koester D. et al (1969, [13]|), quienes argumentan que, puesto que el flujo magnético su-
perficial previo al colapso debe conservarse después de éste, la reduccion de su tamano al
convertirse en enana blanca (hasta 100 veces) implica un incremento del campo magnético
hasta mil veces.

1.2.2. Hoyos negros

Un hoyo negro es un objeto con un campo gravitatorio tan intenso que la velocidad de
escape mayor que la velocidad de la luz. Se forman tras el inevitable colapso gravitatorio
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de estrellas con masa original mayor a ~ 20 M. Su definiciéon formal se da dentro de la
teoria de la Relatividad General (ver Seccion 3.1): los hoyos negros son discontinuidades del
espaciotiempo, 6 singularidades, rodeadas por una superficie cerrada llamada horizonte de
eventos, que es la frontera de una region sin retorno para la luz ni para la materia (1998,
[14]).

La velocidad de escape es aquella a la que debe lanzarse cualquier cosa para que no vuelva
a caer y en cambio, se aleje hacia el espacio; mientras més denso sea el objeto astrofisico
desde el cual se lanza, mayor debe ser la velocidad proporcionada. A finales del siglo XVIII,
John Michell y por separado Pierre Laplace, calcularon con teoria newtoniana la densidad
que deberia tener un objeto para que la velocidad de escape fuese mayor a la de luz, que
es la velocidad méxima en el Universo. Propusieron la existencia de estrellas oscuras, donde
hasta la luz quedaria atrapada por el campo gravitatorio de la estrella, y, estimaron que el
Sol deberfa comprimirse en 3 kilémetros para convertirse en una estrella negra. Sin embargo,
fue hasta el siglo XX que el concepto resurgio.

En 1915 Albert Einstein publicé la teoria de la relatividad general en una serie de articulos.
Un ano después (1916, [15]) Karl Schwarzschild derivo una solucion general para el campo
gravitatorio alrededor de una masa esférica estatica. Envié su articulo a Einstein, quien
respondié "I had not expected that the exact solution to the problem could be formulated.
Your analytical treatment of the problem appears to me splendid”. En ese momento, ninguno
de los dos entendi6 que la soluciéon de Schwarzschild contiene la descripcion completa del
campo externo de un hoyo negro esférico, no rotante y eléctricamente neutro. En 1931, -como
describimos en la parte de enanas blancas- los trabajos de Chandrasekhar sugerian que por
encima de ~ 1.44 M, la presiéon de degeneracion de los electrones no podria evitar el colapso
gravitatorio de un objeto, 6 equivalentemente, que estrellas muy masivas inevitablemente
terminarian siendo hoyos negros. La idea no fue bien recibida por personalidades como
Eddington (1935, [16]) y Landau, y, el problema fue en general ignorado hasta la década de
los 50’s, cuando J. A. Wheeler y colaboradores, comenzaron a estudiar seriamente el problema
del colapso gravitatorio y dedujero la existencia de estrellas en colapso gravitatorio completo,
hasta que John Wheeler introdujo el término de hoyo negro (1969, [17]).

Por el lado teodrico, R. Kerr construy6é una familia de soluciones para hoyos negros rotantes
libres de carga (1963, [18]). Dos anos después, Newman et al. (1965, [19]) resolvieron las
ecuaciones de campo Einstein-Maxwell para hoyos negros cargados electricamente pero es-
taticos. Finalmente, fue posible construir la solucién mas general conocida a la fecha dada
por la geometria Kerr-Newman |20] que provee una descripcion tnica y completa del campo
externo tanto gravitatorio como electromagnético de un hoyo negro estacionario, caracte-
rizado por tres pardametros: masa, carga eléctrica y momento angular (1986,[21]). Sthepen
Hawking y Roger Penrose demostraron que los hoyos negros, son soluciones a las ecuaciones
de Relatividad general.

Como veremos en §1.3.1, en la década de los 60’s, se descubrieron fuentes galacticas con emi-
sion electromagnética en rayos X; una de las hipotesis era que algunas fuesen hoyos negros,
sin embargo, fue el descubrimiento del sistema binario Cygnus X-1, la primera evidencia
pausible de un hoyo negro (1965, [22]). En anios recientes se ha conseguido evidencia directa
de la existencia de hoyos negros. Desde 2016, la colaboracion LIGO para la deteccion de
ondas gravitatorias -descritas en §1.4-, ha encontrado senales provenientes de la fusion de
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dos agujeros negros, generando por primer vez un catalogo con 20 hoyos negros confirmados
(2019, [23]). Y, en 2019, el proyecto Event Horizon Telescope, compuesto por 8 radiotelesco-
pios conectados entre si, capturo la primera imagen de un hoyo negro supermasivo, localizado
al centro de la galaxia M87 (2019, [24]).

Sobre sus campos magnéticos Aunque existe una solucion completa para modelar un
hoyo negro cargado y rotante, es dificil que exista alguno con carga eléctrica no nula porque,
si la tuviese, tenderia a neutralizarse acretando materia cargada opuestamente (1982,[25]).
Por ello, el agujero negro de mayor interés astrofisico es el descrito por la métrica de Kerr:
esférico, eléctricamente neutro y rotante.

1.2.3. Estrellas de neutrones

Una estrella de neutrones es el remanente de estrellas entre ~ 10 y 20 M que han agotado
todo su combustible nuclear pero el colapso gravitatorio ha sido detenido por la presion de
degeneracion de los neutrones. Suelen estar asociadas a supernovas tipo II.

La existencia de las estrellas de neutrones comenz6 a hipotetizarse por Bade y Zwicky
(1934,[26]), después del descubrimiento del neutrén por Chadwick (1932, [27]). Los primeros
modelos tedricos del interior de las estrellas de neutrones fueron desarrollados por Oppen-
heimer, Volkov y Tolman (1939, [28], [29]), quienes encontraron un limite de méxima masa
para un objeto sostenido por la presion de degeneracion de neutrones, alrededor de 3M,
analogo al limite de Chandrasekhar para las enanas blancas.

La observacion de estos objetos fue posible hasta que existieron telescopios avanzados de radio
y rayos-X. En la década de los 60’s, las estrellas de neutrones fueron el principal candidato
de varias fuentes anomalas de rayos-X (1964, [30]). Shklovsky fue el primero en identificar la
fuente ScoX-1 como una estrella de neutrones acretante (1967,[31]). Ese mismo afio, luego
de analizar los datos arrojados por el radiotelescopio en Arecibo, Puerto Rico, Jocelyn Bell
y Antony Hewish (1967, [32]) descubrieron el primer pulsar, después identificado como una
estrella de neutrones rotante que emite en pulsos muy precisos. Prontamente, autores como
Gold (1968, [33]), Gunn y Ostriker (1969,[34]|) propusieron que los campos magnéticos y la
rotacion juegan un rol central en la generacion de los pulsos.

En el dltimo medio siglo, se han identificado distintas poblaciones de estrellas de neutrones:
aisladas, en sistemas binarios, pulsares, asociadas o no a supernovas, con emision en rayos
gamma (SGRs), con emision de rayos X (AXPs) y sin emision en radio (radiocalladas). En la
Figura 1.2 se muestra la distribucion de las estrellas de neutrones confirmadas en el diagrama
P — P, siendo P el periodo rotacional de la estrella y, P = %’, su derivada temporal. Ambas
variables determinan el campo magnético y la edad del objeto, representadas por las lineas

puntadas. A continuacién se describen los pulsares y magnetares.

Pulsares Son estrellas de neutrones que rotan emitiendo pulsos en el rango entre 1.6 ms
y 4.3 s, con precision en hasta 13 cifras significativas, por lo que se consideran los mejores
relojes de la galaxia. Sus periodos se incrementan muy lentamente. En gran parte son ain



8 Capitulo 1. CONTEXTO ASTROFISICO

38 7 —1 K
1077 erg s AA
A

log[Period derivative (s s )]

@ Sinory -IH"“-MI’?-‘?.?FO .
> , ‘k SME associalicns e
L i z A 'Radio—quiet’
. Voo Lo i Lol R i
107°  0.01 0.1 1 10

Period (s)

Figura 1.2: Distribucién de los pulsares descubiertos en el diagrama P — P. Se muestran tanto
pulsares aislados como en sistemas binarios. También se muestran aquellos asociados a supernovas
(SNR), a fuentes repetidoras de rayos gamma (SGRs), a fuentes anémalas de rayos X (AXPs) y
los pulsares que no emiten en radio. Tomado de [35].



1.2. Objetos compactos 9

desconocidos los procesos por los cuales un pulsar convierte su energia rotacional en pulsos.
Distintos modelos teoricos han sido propuestos, siendo el modelo del dipolo magnético (1967,
[36]), (1969, [34]) uno de los mas simplificados -sera revisado en §2.2.1-. El origen de sus
periodos de rotacién se le atribuye a la compactacion del nicleo al momento de la formacion
de la estrella de neutrones; por conservaciéon de momento angular, la estrella debe girar
maés rapido conforme disminuye su radio, R y. por lo tanto, su momento de inercia decrece,
I ~ MR?, siendo M la masa de la estrella. Por procesos atin poco entendidos, la contraccién
puede producir campos magnéticos intensos que afecten a los electrones en la magnetosfera
y producir ondas de radio. Estas sefiales son detectadas como pulsos regulares de periodo
constante (1991,[37]).

Magnetares Son estrellas de neutrones jovenes y altamente magnetizadas. Suelen tener
actividad en rayos X acoplada al momento de rotacion. Se piensa que su evolucion se relaciona
con el decaimiento de su campo magnético interno ultrafuerte, o al menos esto es lo que se
deduce de las observaciones (2017, [38]). Casi todos los magnetares comprobados se han
descubierto por los telescopios de rayos X montados en BAT y GBM-Fermi porque emiten
destellos cortos, entre 2 y 12 segundos. De los 23 magnetares confirmados, 8 estan asociados
a remanentes de supernova. Exhiben propiedades comunes entre si respecto a su espin, pues
todas son decrecientes o "spin-down". Su cociente P/ P es del orden de miles de afios y su
luminosidad electromagnética, definida por L, o< 47/P/P?, es del orden del momento de
inercia, I ~ 10*g cm?. De estas relaciones se infiere que el campo magnético es B > 5 x 10'3
G vy en la mayoria de los casos B ~ 10'* G. Por otra parte, su espectro suele describirse bien
como cuerpo negro (2010, [39]).

Se pueden ofrecer posibles explicaciones a su comportamiento. Cuando una estrella masiva
colapsa y la presion de degeneracion de electrones no es suficiente para evitar el colapso,
pero la de neutrones si, entonces el sistema entra en una fase de transicién hacia el equili-
brio descrita por las condiciones de relajacion de la magnetohidrodinamica. Se piensa que la
configuracion magnética adquiere una fuerte componente toroidal. El enfriamiento de neu-
trinos produce un ntcleo liquido de alrededor de 10 km rodeado por una corteza sélida de
1 km. Luego de 1 a 10 miles de anos, el sistema evoluciona lentamente pero por procesos de
calentamiento interno, el campo magnético decae espontaneamente cada tanto, causando en
ciertas condiciones el rompimiento de la corteza, lo cual acelera el decaimiento del periodo
del magnetar (2005, [40]). A la fecha, cerca de 30 magnetares han sido detectados y apa-
recido en la literatura astronémica bajo los nombres de Soft Gamma Repeaters (SGRs) y
Anomaulus X-ray Pulsars (AXPs) (2006,|41]), catalogados como estrellas de neutrones con
campos magnéticos fuertes, con B > 10'* G y por lo tanto, clasificados como magnetares.

Sobre los campos magnéticos Las estrellas de neutrones, aunque en esencia son objetos
neutros, en sus superficies o magnetosferas, albergan cargas eléctricas que se mueven y produ-
cen una corriente eléctrica cuando la estrella esta rotando. Las corrientes eléctricas producen
campos magnéticos (1991, [37]). Los mecanismos que producen los campos magnéticos, son
en gran medida desconocidos porque implican conocer la fisica detras del nacimiento, siem-
pre explosivo, de la estrella de neutrones (1998,[42]). No obstante, la presencia de campos
magnéticos intensos en objetos compactos es un hecho (2006,[43]). A muchas estrellas de
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neutrones con periodo de rotacion definido, se les ha medido campos magnéticos ~ 10'2 G.
En recientes afios se han detectado SGRs con B ~ (10" —10'®) G lo cual amplia la discusion
sobre este tipo de fuentes. También se han detectado enanas blancas aisladas con momentos
magnéticos entre 10**emu < 10%*emu. Mas aiin,los magnetares, exhiben campos magnéticos

de ~ 10" G.

Pero, ;existe una cota méaxima para el campo magnético? Usando el teorema del virial
podemos obtener una estimacion razonando que para que un objeto con campos magnéticos
se mantenga en equilibrio, la energia potencial gravitatoria, Uy, debe ser del orden de la
energfa potencial magnética, U,,, es decir, (U, ~ —=U,) (2014, [44]).

. ~ - . 2 .
Si la masa y tamano caracteristico del objeto son M y R, entonces |U,| ~ —G% , mientras
3
que |Uy,| ~ —4”;{ —Bé’;j”. :

B ((ATR? GM
8 ( 3 ) TR

Para una estrella de neutrones con M = 1.4 M, v R ~ 10°R; ~ 10° cm, entonces By,q, ~

10" G, donde Ry = 2G M, /c*. Esta podria ser la cota méxima para el campo magnético,

aunque en otro trabajos (1998,[42]) se ha sugerido que para un estrella ligada, el valor méximo

del campo magnético en el nticleo es Ba, ~ 1020 G.

Compacticidad

Para concluir esta seccién, introducimos una manera de cuantificar que tan compacto es un
objeto.

El tamano del horizonte de eventos de un hoyo negro esférico y estatico recibe el nombre de

radio de Schwarzschild, Ry, depende fundamentalmente de su masa como?,

2GM

c2

R, = . (1.1)

La compacticidad de un cuerpo se define como el cociente entre el radio que tendria el
horizonte de eventos de un agujero negro con su masa, M y su radio real, R:

i _26M (1.2)

¢ R 2R

De la Tabla 1.1., en el caso de cualquier hoyo negro (altima columna), R = rg, entonces,
C = 1, que de hecho es la maxima compacticidad para un objeto. Para una estrella de
neutrones C = 2 x 107! = 0.2, y para una enana blanca, C = 2 x 10~* = 0.0002. Si utilizamos
para una estrella de neutrones, R = 10km = 10%cm, y masa M = 2.1 M, = 4.18 x 1033 g,
la compacticidad es, C = 0.62.

3No confundir con 7, = 2G Mg /c?, que corresponde al radio de Schwarszchild de una masa solar, M.
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Figura 1.3: Regiones equipotenciales de un sistema binario con My = 0.1 M;. El simbolo +
representa el centro de masa del sistema; L; son los puntos de Lagrange; la linea negra gruesa
delimita los I6bulos de Roche de cada estrella. Tomado de la Fig. 15.1 en [46].

Con referencia a una estrella como el Sol, C = 0.000002, se entiende porque los agujeros
negros, las estrellas de neutrones y las enanas blancas reciben el nombre de objetos compactos.

1.3. Sistemas binarios

Como ya se narrd en §1.1., las estrellas se forman grupalmente en nubes moleculares
-raramente de forma aislada-, por lo que la mayoria de ellas nacen siendo parte de sistemas
binarios ligados por accion de la gravedad. Esta interaccion causa que los dos cuerpos orbiten
entorno al centro de masa del sistema, describiendo elipses en el régimen newtoniano (ver

§2.1).

El potencial gravitatorio producido por ambas estrellas genera distintas regiones equipoten-
ciales, como se aprecia en la Figura 1.3. En primer lugar, alrededor de cada estrella, existe
una region en la que cualquier particula permaneceria ligada inicamente a esa estrella, lla-
mada [dbulo de Roche (1873, [45]). Los puntos de Lagrange son puntos inestables donde la
fuerza gravitatoria se equiliba con la centrifuga, de tal forma que una particula de prueba
no experimentarfa fuerzas. En el punto de Lagrange interno, L1, se intersectan los 16bulos
de Roche de ambas estrellas.

Si la separacion entre las dos estrellas en secuencia principal es mucho mayor a sus tamanos,
evolucionaran independientemente casi hasta su muerte. En el proceso evolutivo puede pasar
que la combinacion de la fuerza gravitatoria y los vientos estelares promuevan la transferencia
de material de una a otra estrella a través del punto interno de Lagrange, proceso conocido
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PSR P Py a) sini e @ Py fam)  mi4+ma 1l  References
(ms) ) (light-s) Cyrh  (x107) Mg) Mg) Gy
Double neutron star binaries
B1913+16 59.03 0.323 234 0.617 4.227 —2.428 0.13 2.83 0.31 1
B1534+412 37.90 0.421 373 0.274 1.756 —0.138 0.31 2.75 2.69 2
B2127+11C 30.53 0.335 252 0.681 4.457 —3.937 0.15 2.71 0.22 3
J1518+4904 40.93 8.634 2004 0249 0.011 - 0.12 2.62 9600 4
J1811—-1736 104.18 18.779 3478  0.828 0.009 <30 0.13 2.6 1700 5
J0737—3039A 22.70 0.102 142 0.088 16.88 —1.24% 0.29 2.58 0.087 6
‘White dwarf binaries
B2303+46 1066.37 12.34 3269  0.66 0.010 - 0.25 2.53 4500 7
711416545 393.90 0.20 1.86  0.17 5.33 <50 0.18 2.30 0.59 8
Unknown companion
B1820—11 279.83  357.76 20067  0.79 <10~* - 0.07 - - 9
7182942456 41.00 1.17 724 0.14 0.28 —0.02* 0.29 2.53 60 -

(1) Hulse & Taylor (1975); Taylor & Weisberg (1989); Weisberg et al. 2003; (2) Wolszczan (1991); Stairs et al. (2002); (3) Anderson
et al. (1990); Prince et al. (1991); Anderson (1992); Deich & Kulkarni (1996); (4) Nice, Sayer & Taylor (1996); Hobbs et al. (2004);
(5) Lyne et al. (2000); (6) Burgay et al. (2003); (7) Thorsett et al. (1993); Arzoumanian (1995); (8) Kaspi et al. (2000); (9) Lyne &
McKenna (1989); Thorsett et al. (1993). *Predicted value. T Calculated using formula (4).

Figura 1.4: Parametros orbitales de varios sistemas binarios relativistas de objetos compactos.
Tabla tomada identicamente de (D. J. Champion, et. al., 2004) [48].

como acrecion, 6 que una de las dos estrellas supere su l6bulo de roche, produciendo también

un disco de acrecion (1988, [47]) y emision de ondas electromagnéticas de alta energia (ver
§1.3.1).

Bajo ciertas condiciones, las dos estrellas originales pueden seguir ligadas atn después de
convertirse en objetos compactos, en tal caso reciben el nombre de binarias compactas. En la
Figura 1.4, se muestra una lista de sistemas binarios relativistas y sus parametros 6rbitales.

1.3.1. Fuentes compactas de rayos X

En la década de los 60’s, Giacconi et al. (1962, [49]), incluyeron tres contadores Geiger a un
cohete Aerobee con el propoésito de detectar rayos-X en la Luna, sin saber que seria el inicio
de una nueva era en la astronomia, en cambio, lo que descubrieron fue una brillante fuente
radiando en la banda 1-10 KeV en la constelacion Scorpio, Sco X-1. Al finalizar la década,
cerca de 20 fuentes de rayos-X ya habian sido identificadas cerca del plano orbital -sugiriendo
que eran parte de la Via Lactea-. Con el lanzamiento del satélite Uhuru, el nimero de fuentes

increment6 a més de 300, siendo Cygnus X-1 una de las més intensas y variable en el tiempo
(1964, [50]).

Con el tiempo, se entendié que la mayoria de las fuentes galacticas de rayos-X son objetos
compactos acretando gas de una estrella normal: cuando la estrella mas masiva supera su
l6bulo de Roche, comienza a perder gases a través del punto interno de Lagrange, al mismo
tiempo que una gran cantidad de energia es liberada en forma de calor y radiaciéon. El gas
alcanzara velocidades relativistas al entrar en la atmoésfera del objeto compacto, dando como
resultado la emision de rayos-X. En Sco X-1 el objeto compacto es un pulsar, mientras que
en Cygnus X-1 es un hoyo negro con M > 3.5 M, (2004, [51]). Si la estrella compafiera tiene
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una masa ~ 0.5M, se dice que es una fuente compacta de baja masa (LMXB). En tal caso,
el sistema esta debilmente afectado por las fuerzas de marea. Si tiene ~ 9M, se dice que es
de alta masa (HMXB). Entre ambas, se tienen la fuentes de masa intermedia.

1.3.2. Binarias de estrellas de neutrones

Dos estrellas de neutrones comienzan su vida siendo estrellas en secuencia principal con masas
> 9 M. Eventualmente la més masiva evoluciona hasta explotar en una supernova cuyo
remanente es una estrella de neutrones, a veces visto como pulsar. En este punto evolutivo
el sistema podria ser una binaria HMXB. La estrella en secuencia principal incrementa su
tamano hasta sobrepasar su lobulo de Roche. La acrecién sobre el pulsar puede causar un
aumento en el espin del pulsar, con periodos de hasta milisegundos ([52]). Eventualmente,
la companera masiva también termina explotando en supernova. En la mayoria de los casos
el evento violento rompe el sistema pero en algunos casos, el sistema sobrevive, formandose
asi las binarias de estrellas de neutrones.

Entre los ejemplos mas emblematicos de dos estrellas de neutrones se encuentra el PSR
B1913+416 -a continuacion descrito-, y el sistema asociado a la senal electromagnética GRB
17817 y la senal gravitatoria GW170817 -descrita en la siguiente seccion-.

Pulsar de Hulse y Taylor En 1974, R. A. Hulse y J. H. Taylor realizaban la prime-
ra busqueda sistematica de fuentes de radio, cuando encontraron la senal PSR B1913-+16.
Se trataba de un radiopulso con una precisiéon altisima de 300 us, pero con una variacion
sistemética en el tiempo de llegada de las pulsaciones, cada 7.75 horas (1975, [53]). Acer-
tadamente, concluyeron que los radiopulsos son emitidos por un pulsar, y que la variaciéon
sistemética es debido a que pertenece a un sistema binario con otro objeto compacto radio-
callado, dando una masa total de 2.83 M. También estimaron parametros intrinsecos del

sistema binario, tales como su periodo, excentricidad, periastro y avance, reportados en la
Tabla 1.2.

El pulsar binario resulto ser el mejor laboratorio para probar efectos relativistas como Doo-
pler, corrimiento al rojo, avance del periastro; todos éstos comprobados exitosamente. Mas
atin, encontraron que su periodo orbital decrece a razén de (8.64 + 0.02) x 10'8 s/s, hecho
considerado como la primera prueba indirecta de la existencia de las ondas gravitatorias,
pues la curva del cambio de periodo en los anos, sigue la forma de la prediccion relativista,
como se muestra en la Figura 1.5. Recibieron por ello el Premio Nobel de Fisica (1993, [55]).

1.4. EIl Universo de las ondas gravitatorias

Una revision completa de relatividad general y de ondas gravitatorias puede encontrarse
respectivamente en (1972, [57]) y (2007, [58]). Una introduccion formal se presenta en el
capitulo 3 de esta tesis.
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Parametro Valor Unidades
P, 0.059029995279(20) s

P, 8.628(20) x10~'®  adim

ap sini 2.34186(24) c S

e 0.617139(5) adim

P 27906.98161(3) s

P -2.30(22) x107'2 adim

w 178.8656(15) deg

w 4.2261(7) deg - ano™*
F(m) 0.13 M,

M 2.83 M,

Tabla 1.2: Parametros del pulsar binario PSR B1913+416. P, es el periodo del pulsar, i es el
angulo de inclinacion del plano orbital con la linea de visién, a; es la distancia del C.M. al pulsar,
e es la excentricidad de las 6rbitas, P el periodo orbital, w es la distancia angular del periastro al
pulsar, medido en el plano orbital [53] y [54].
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Figura 1.5: Cambio acumulado en el periodo orbital respecto al tiempo del PSR B1913+16,
durante casi 30 afios de observaciones. La curva continua representa la prediccién relativista y
los puntos rojos las observaciones (2016, [56]).
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La Radiacion Gravitatoria es una predicciéon natural de la descripcion relativista de
la Gravedad, una de las cuatro interacciones fundamentales del Universo. La estructura
matematico-teodrica que la predice es la teoria de la Relatividad General, por Albert Einstein
en 1915 y sintetizada en un conjunto de diez ecuaciones diferenciales de campo que relacionan
la curvatura del espacio-tiempo con el contenido de materia y energia. Las ondas gravitatorias
son soluciones tipo onda a las ecuaciones de campo. En el vacio viajan a la velocidad de la
luz y poseen dos grados de polarizacién. Pueden afectar el movimiento de la materia, e
inversamente, ser generadas por el movimiento acelerado de materia, como se demostrara en
la Seccion §3.2.

Un siglo de desarrollo tedrico, computacional y tecnolégico fue necesario para que se detec-
taran por primera vez de forma directa ongas gravitatorias (2015, [59]). El descubrimiento
fue realizado por la Colaboracion LIGO (Advanced Laser Interferometer Gravitational Wave
Observatory (2015, [60]). A la sefial se le nombré6 GW150914 como acronimo del tipo (Gravi-
tational Waves) y fecha de deteccion (14/09/15). Mediante la forma de la onda gravitatoria
(waveform) se infirio6 que GW150914 se produjo durante la coalescencia de dos agujeros
negros de 35.6 y 28.6 M.

Por este descubrimiento, en 2017 se le otorg6 el Premio Nobel en Fisica a Barry C. Barish,
Kip S. Thorne y Reiner Weiss, pioneros y constructures del suefio de detectar las oscilaciones
del mismisimo espacio-tiempo [61]; aunque junto a ellos, se encuentra el esfuerzo colaborativo
de mas de 1,300 cientificas y cientificos de varios paises.

En Diciembre de 2018, la Colaboraciéon LIGO y la Colaboracién Virgo presentaron los re-
sultados de la bisqueda de ondas gravitatorias por la coalescencia de objetos compactos de
masas estelares del primer (2016, [62]) y segundo periodo de Observacion (O1 de 12/09/15
a 19/01/16 y O2 de 30/11/16 a 25/08/17) con su red de detectores en un primer Catalogo
de eventos Transitorios de Ondas Gravitatorias (GWTC-1) (2019, [23]). De acuerdo a éste,
existen once senales confirmadas, todas provenientes de la fusién de agujeros negros binarios
y una por la fusion de dos estrellas de neutrones (Ver Tabla 1.3).

En Abril de 2019 comenzo el tercer periodo de observacion y, al 31 de Julio de 2019, la
colaboracion LIGO y Virgo report6 18 candidatos a fusion de agujeros negros y 4 de estrellas
de neutrones. De confirmarse, la cantidad de senales astrofisicas gravitatorias se duplicaria.

1.4.1. Detectores

En la actualidad existen tres detectores de ondas gravitatorias en operaciéon en el
mundo; los tres utilizan interferometria laser. El funcionamiento de un interferémetro léser
es el siguiente. Esta formado por dos brazos perpendiculares de longitud kilométrica, L,
completamente aislados y al vacio, en forma de L. Un laser (luz coherente) se apunta hacia
un divisor de haz y luego de separase en dos, se direccionan hacia cada brazo. Espejos
funcionan como masas de prueba y reflejan cada haz hasta el final de cada brazo, donde otro
espejo los vuelve a reflejar hacia la interseccion de los brazos para ser recombinado con el
otro haz. Luego, mediante el anélisis del patron de interferencia se determina si en el trayecto
hubo diferencias en el tiempo de llegada y en las distancias recorridas, es decir, si la luz fue
afectada externamente. Como todos las fuentes de ruido estan bien caracterizadas, con el
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EVENTO M;/M, M,/M, M/M, M;/M, s; Lyear/ Lo dr,/Mpc

GW150914 35.6 30.6 28.6 63.1 0.69 3.6 430
GW151012 23.3 13.6 15.2 35.7 0.67 3.2 1060
GW151226 13.7 7.7 8.9 20.5 0.74 34 440
GW170104 31.0 20.1 21.5 49.1 0.66 3.3 960
GW170608 10.9 7.6 7.9 17.8 0.69 3.5 320
GW170729 50.6 34.3 35.7 80.3 0.81 4.2 2750
GW170809 35.2 23.8 25.0 26.4 0.70 3.5 990
GW170814 30.7 25.3 24.2 53.4 0.72 3.7 580
GW170817 1.46 1.27 1.186 <28 <0.89 >0.1 40
GW170818 35.5 26.8 26.7 29.8 0.67 2.7 1020
GW170823 39.6 29.4 29.3 65.6 0.71 3.3 1850

Tabla 1.3: Parametros de las fuentes de las once sefiales confirmadas a Diciembre de 2018.
De izquierda a derecha se muestra: el nombre del evento, la masa del objeto mas masivo M;
y del segundo objeto M, antes del choque, la masa chirp definida como: M = % la
masa del objeto final M, su espin adimensional s, la luminosidad maxima L,..; escalado por

Lo =10%erg s7!, y la distancia luminica d;, a la fuente. Datos tomados de la Tabla Ill en [23].

anélisis interferométrico puede determinarse si la luz fue afectada por una onda gravitatoria
porque éstas causan contraccion en los brazos, AL (2009, [63]).

Hasta ahora, existen tres interferometros terrestres en operacion con sensibilidad hasta
AL/L ~ 107%! y frecuencias entre Hz y kHz. Los detectores de LIGO estdn ubicados en
Livingston y Hanford, EE.UU. VIRGO utiliza un intérferémetro de primera generaciéon ubi-
cado en Italia y entré en sintonia 15 dias con LIGO en la dltima fase de O2 (2015, [60]). La
sensitividad de los tres interferémetros se muestra en la Figura 1.6.

Ademas existe otro detector en Alemania, llamado GEO600, que ha seguido las obervaciones
de LIGO, pero sobre todo, colaborado en la parte tecnolégica de los interferometros. Un
interferémetro mas se encuentra en construccion en Japon, llamado KAGRA, cuyo inicio esta
programado para 2020. En India ha proyectado construir un tercer interferémetro de LIGO.
Mas atn, ya existe la propuesta de interferometros espaciales: LISA (Laser Interferometer
Space Antenna), un arreglo de tres satélites para formar interferémetros laser de 2.5 millones
de kilometros de longitud capaces de detectar menores frecuencias (2009, [64]).

Para la deteccion con interferometria es fundamental tener formas de onda. El anélisis de las
senales es complejo. Las senales se extraen de los datos mediante la comparacion sistematica
con plantillas de ondas gravitatorias y variando los pardmetros intrinsecos y extrinsecos
del sistema entre los intervalos esperados. Los pardmetros intrinsecos que consideran los
algoritmos PyCBC y GstLAL -los que utiliza LIGO-, son las masas de los objetos M; y M,
y sus espines vectoriales s; y $o; se asume que los objetos no tienen carga eléctrica (2016,
[65]).

Ademas, existen otras formas de detectar ondas. Por ejemplo, a través de encontrar su huella
cosmologica sobre la radiacion de fondo de microondas (CMB), aprovechando el hecho fisico
de que la radiacion gravitatoria afecta a la electromagnética polarizandola (1997, [66]). No
obstante, esta forma requiere acotar el espectro de potencias del CMB a mayores ordenes y
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Figura 1.6: Rango de deteccién de los interferémetros de LIGO-Handford -rojo-, LIGO-Livingston
-azul- y Virgo -morado- en el espacio de frecuencia [Hz| vs la densidad espectral de su amplitud
o strain, equivalente a AL/L (2019, [23]).

establecer condiciones de frontera al momento de su generacion (2016, [67]). Otra manera
indirecta es aprovechar la precision los pulsares de milisegundos y considerar varios de ellos
como los relojes de un megadetector. Mediante su monitoreo y correlacion entre el tiempo de
llegada de los pulsos como funcién de la separacion angular de sus posiciones se podrian de-
tectar ondas gravitatotatorias. Este método se conoce como pulsar timing, también ilustrado
en la Figura 1.7.

1.4.2. Espectro y frecuencias

Asi como existe un espectro de ondas electromagnéticas, también existe uno de ondas gra-
vitatorias. El espectro electromagnético se extiende de mayor a menor frecuencia (o equi-
valentemente de menor a mayor longitud de onda) desde rayos gamma, rayos X, radiacion
ultravioleta, visible, hasta ondas de radio (1979, [68]). En cambio, el espectro gravitatorio
ain es en gran parte desconocido, haran falta décadas y quizas siglos para poder detectar
en todos los rangos.

De forma cualitativa, la frecuencia de las ondas gravitatorias esta relacionada con la masa y
densidad de la fuente, de forma tal que a mayor masa y densidad, mayor es su frecuencia.

1.4.3. Fuentes

Luego de décadas de desarrollo tedrico y computacional, se ha entendido qué tipo de sistemas
y en qué condiciones pueden emitir ondas gravitatorias significativas, llamados fuentes. De
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Figura 1.7: Espectro de ondas gravitatorias. En el eje horizontal se varia la frecuencia en escala
logaritmica de menor a mayor. Por encima de la flecha grande se muestra el intervalo para las
principales fuentes esperadas y por debajo el rango de los detectores y mecanismos de deteccién.
Adaptado de https://lisa.nasa.gov

forma cualitativa, a mayor masa y mayor densidad de la fuentte, mayor es la frecuencia de
las ondas. En resumen las fuentes pueden clasificarse como,

» En altas frecuencias 2 10 Hz: coalescencias de objetos binarios compactos, destellos en
procesos astrofisicos no modelados (anélogo electromagnético: GRBs), ondas continuas
y el fondo estocéstico.

» Bajas Frecuencias [107%, 10] Hz: coalescencias de agujeros negros supermasivos; extreme
mass ratio inspirals (EMRI) posiblemente compuestos por un hoyo negro supermasivo
y un objeto compacto; fuentes continuas, primer plano galactico, fondo cosmolégico.

» Muy bajas Frecuencias < 107% Hz: Fondo de agujeros negros binarios supermasivos,
procesos primordiales (inflacion, precalentamiento y recombinacion)

El intervalo de deteccién confiable de LIGO es entre ~ 50 — 500 Hz -como puede verse en la
Figura 1.6-, que coincide con las frecuencias de las ondas gravitatorias asociadas a fuentes
compactas de masas estelares. Esta es la razéon por la que los interferometros terrestres han
detectado unicamente binarias compactas de masas estelares.

Otra manera de clasificar las fuentes es si son relativistas o no.

= Fuentes débiles. Aquellas con distribucién de masa al menos cuadrupolar, con veloci-
dades internas no relativistas. Seran abordadas en la Seccion 3.4.

= Fuentes fuertes: sus velocidades caracteristicas son relativistas, procesos altamente no
lineales. Por ejemplo, fusiones de agujeros negros estelares (BH-BH), fusion de un
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agujero negro y una estrella de neutrones (BH-NS), colapso no esférico del nicleo
de una estrella masiva, fusién de agujeros negros supermasivos (SBH-SBH). Cuando
los objetos compactos estan fuera del equilibrio, ya sea durante su formacién o en un
choque violento, por un instante de tiempo se vuelven las fuentes més intensas de ondas
gravitatorias en el Universo con luminosidades de hasta 10 erg s~!. En particular,
la coalescencia de dos objetos compactos, es la fuente més esperada.

En la Figura 1.7 se muestra el espectro de las ondas gravitatorias y las fuentes y detectores
correspondientes a cada intervalo de frecuencias. Es ahora claro porqué los objetos compac-
tos, sobre todo si se encuentran en un sistema binario, son de gran importancia para las
observaciones actuales de ondas gravitatorias.

1.4.4. Forma de ondas y extracciéon de senales

.Como se encuentran las senales? Para encontrar senales de origen astrofisico dentro de
los datos de la primera y segunda corrida de LIGO (01 y 02) se utilizaron tres analisis
independientes. Dos de ellos estan enfocados en la busqueda de senales generadas en la
fusion de sistemas binarios de agujeros negros y el tercero en la bisqueda de senales tipo
burst o destello.

Los primeros dos utilizan los algoritmos llamados PyCBC'y GstLAL (2016, [65]), respectiva-
mente; éstos comparan los datos recopilados por los interferometros con plantillas de ondas
gravitatorias obtenidas de modelos tedricos predichos por Relatividad General. Para generar
las plantillas se combinan calculos post-Newtonianos, formalismo de un cuerpo efectivo y
relatividad numérica y se varian los parametros intrinsecos del sistema. La forma de la onda
depende de ocho parametros intrinsecos y siete extrinsecos.

= Parametros intrinsecos: las masas de los agujeros negros M; y M, y sus espines vecto-
riales, s; y so (se asume que no tienen carga eléctrica)

» Parametros extrinsecos: ascension recta «, declinacion ¢ , distancia luminica dy, incli-
naciéon orbital i, &ngulo de polarizacion ¢ y el tiempo t. y la fase ¢. de coalescencia

» Para estrellas de neutrones: se considera otro paramatro intrinseco llamado "defor-
mabilidad de marea"que cuantifica la deformacion de cada estrella por distorsion de
marea a causa de la otra estrella.

Asi, las senales se obtienen variando los parametros dentro de los siguientes intervalos:
» PyCBC entre 2 y 500 masas solares y s<0.998.
s GstLAL entre 2 y 400 masas solares y s<0.998.

Luego, mediante una técnica llamada "matched filtering", o filtro de correlacion, se empatan
las plantillas con los datos de los detectores.

El tercer método, llamado ¢WB se utiliza para encontrar senales provenientes de la coales-
cencia de dos estrellas de neutrones y no requiere modelo; en cambio, busca destellos en la
deformacion o strain (h) de corta duracion, es decir, excesos de potencia.
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Cada método de busqueda arroja una lista de eventos candidatos que se filtran. Es importante
considerar que existe la posibilidad estadistica de que un candidato sea ruido y no una senal
de origen astrofisico, por ello se establece un umbral para la tasa a la que uno podria esperar
que tal evento candidato haya ocurrido por casualidad, denominada tasa de alarma (FAR)
y se fij6 en 1 por cada 30 dias. Ademas, se clasifican las senales en términos de su intensidad
de senal con respecto al ruido del detector, llamada relacion senal-ruido (SNR).

Como vimos, para conocer la forma de la onda, se requiere saber la naturaleza de la fuente
que la emite. Y sin embargo, la naturaleza de los objetos compactos, es decir, los agujeros
negros, las estrellas de neutrones y las enanas blancas (o hasta estrellas de bosones y quarks)
es auin hipotética. Por ejemplo, un sistema de dos agujeros negros con masas tipicas ~ 10M
emite ondas de f ~ 0.44 KHz. Las estrellas de neutrones tienen ~ 1.35 M, entonces pueden
radiar a frecuencias mas altas, ~ 1.6 KHz. En cambio, los agujeros negros supermasivos de
~ 10% My, emiten en bajas frecuencias ~ 4.4 x 1073 Hz.

1.4.5. Sistemas binarios como fuentes

Los sistemas binarios astrofisicos emiten ondas gravitatorias a lo largo de su evolucion. La
emision suele dividirse en tres fases, inspiral, merger y ringdown. En la primera, inspiral,
los objetos se orbitan uno a otro siguiendo oOrbitas elipticas bien descritas con fisica post-
newtoniana (1996, [69]), formalismos de un cuerpo efectivo (2014, [70]), (2016,[71]), (2017,
[72]) v la aproximacion cuadrupolar (1983, [3]) en el regimen de campo débil -que veremos en
§3.3.2-. Como el sistema pierde energia en ondas gravitatorias, va disminuyendo su separacion
y periodo orbital hasta que chocan, fase Merger (2016, [62]). Para conocer las propiedades de
las ondas gravitatorias en la fase de fusion es necesario resolver las ecuaciones de Relatividad
Numeérica -ver, por ejemplo (2001, [73]), (2003, [74]). Cuando los objetos chocan, se forma un
Unico nuevo objeto que queda vibrando hasta alcanzar el equilibrio, llamada fase ringdown
y descrita con teorfa de perturbaciones (2012, [75]).

Estas tres fases, efectivamente fueron observadas en la primera senal gravitatoria detectada,
GW150914, emitida durante la fusiéon de dos agujeros negros estelares, como se aprecia en
la Figura 1.8.

GRB170817A/GW170817 La senal GW170817 es de gran importancia porque también
fue observada su contraparte electromagnética, dando inicio a la Astronomia de Multimen-
sajeros. El 17 de agosto de 2017, se observé en el firmamento la fusién de dos estrellas de
neutrones en la galaxia temprana NGC 4993, a solo una distancia de ~ 40 Mpc. Se encon-
traban describiendo érbitas casi circulares en torno al centro de masa del sistema con masa
total de 2.797032 My, (2017, [76]). Luego de pasar por la fase inspiral, en tan sélo 30 segun-
dos, la frecuencia de las ondas gravitatorias aument6 de ~ 50 a ~ 300 Hz hasta el momento
del abrupto choque. 1.7 segundos después, se emitié un destello de rayos-y, nombrado GRB
170817A, detectado por el satélite Fermi-GBM y asociado a la misma fuente. En seguida se
emitié una alerta a los detectores a lo largo de todo el espectro electromagnético. Menos de
once horas después, se detecté6 un brillante destello 6ptico. Las observaciones ultravioletas
ocurrieron 48 horas después de la fusion y fueron seguidas por més observaciones en el 6ptico
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Figura 1.8: Se muestran las tres fases de la sefial GW150914. En el eje horizontal se grafica el

tiempo contra el strain o amplitud (arriba) y contra la evolucién de la velocidad y separacion
(abajo). Tomado de (2016, [59]).
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e infrarrojo durante ~ 10 dias, cuando comenzaron a ser detectables rayos-X y radio. No se
dectaron neutrinos. Parte de las contrapartes electromagnéticas se explican por el proceso

de kilonova/macronova y decaimiento nuclear que siguié después de la fusion de las estrellas
de neutrones (2017, [77]).

Recapitulando... FEn este primer capitulo revisamos la evoluciéon de las estrellas en secuen-
cia principal hacia su inevitable final como objeto compacto. También, expusimos posibles
explicaciones a sus propiedades observadas, tanto de enanas blancas, hoyos negros y estrellas
de neutrones. Entre ellas, esta la existencia de campos magnéticos superficiales ~ 10¢ G en
el caso de las enanas blancas, ~ 10'2 G en los pulsares y hasta ~ 10'® G en magnetares.
Los objetos compactos existen tanto de forma aislada como en sistemas multiples, siendo los
més abundantes los binarios, razén por la cual en seguida revisamos dos tipos de sistemas
binarios: las fuentes compactas de rayos-X y las binarias de estrellas de neutrones. Por tltimo
describimos el descubrimiento de las ondas gravitatorias, los detectores y sus fuentes, hacien-
do en esta tltima parte la conexion con los sistemas binarios de objetos compactos, cerrando
con el ejemplo de la historica observacion de multimensajeros GW170817/GRB170817A. De
esta manera, se entiende la importancia astrofisica y tedrica de modelar y explicar la in-
teraccion de dos estrellas de neutrones. También, estd motivada la necesidad de considerar
los efectos magnéticos en la evolucion de las ondas gravitatorias emitidas, un tema poco
considerado y estudiado a la fecha.

En lo que sigue, construiremos desde primeros principios un modelo simplificado de dos
estrellas de neutrones magnetizadas. Para ello, en el siguiente capitulo revisaremos la for-
mulacion lagrangiana del problema de dos cuerpos con conservacion de la energia, es decir,
sin emision de ondas gravitatorias. También, construiremos el potencial magnético de dos
dipolos magnéticos perfectos.



Capitulo 2

ENFOQUE NEWTONIANO

Este capitulo esta dedicado a estudiar la interaccion gravitatoria y magnética de dos
cuerpos tipo estrella de neutrones, desde el punto de vista newtoniano, es decir, sin emi-
sion de ondas gravitatorias. En §2.1. se revisan los fundamentos de dindmica newtoniana (o
no-relativista) y el problema de dos cuerpos bajo fuerzas centrales con el formalismo lagran-
giano. En §2.2. se revisan los fundamentos de electromagnetismo sobre medios magnetizados
perfectos y se contruye la expresion de la energia potencial magnética de dos dipolos mag-
néticos en términos de sus momentos magnéticos. Para una revision de la seccion 2.1 puede
consultarse (2005, [78]), y para la seccion 2.2 (1969, [79]).

2.1. Dinamica newtoniana

El desarolllo formal de la Mecénica Moderna, cuyo objeto de estudio es el movimiento
de los cuerpos, comenzo probablemente con el trabajo de Galileo (1564-1642) sobre los marcos
de referencia inerciales, y Newton (1642-1727) quien formul6 las Tres Leyes de Movimiento
y la Ley de Gravitacion Universal (Véase §2.1.3.).

El punto de partida es considerar una particula de masa constante, M, que se mueve sobre la
trayectoria r bajo la accion de una fuerza neta, F. La velocidad de la particula es v = % =r.
Su aceleracion, a = Cé—;’ = 1, depende directamente, tanto en magnitud como en sentido, de

la fuerza neta e inversamente de su masa. Esta es la segunda ley de Newton:

d’r F

— = —. (2.1)

a2 M
Resolver la ecuacion (2.1) es el objetivo principal de la dindmica newtoniana porque deter-
mina el movimiento de una particula por la acciéon de fuerzas externas a cualquier tiempo.
Se trata de tres ecuaciones de segundo grado (una para cada coordenada) con condiciones
iniciales.

Desde el punto de vista energético, la particula, al ocupar un lugar en el espacio y moverse,
tendra asociada una energia potencial y una cinética, respectivamente. La posicion esta

23
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cuantificada por r y su movimiento por, v. Asi, se espera que la energia cinética sea, T' = T'(v)
y la energia potencial, U = U(r). Explicitamente, la energia cinética de la particula es,
1

T(r) = 3M|v[*. Y la energia potencial, bajo ciertas consideraciones ', esta relacionada con

la fuerza neta de la siguiente forma:

F=-VU & Ulr) =— /rF(r’) ~dr’. (2.2)

De esta manera, la energia mecénica total, E, definida como la suma de la energia cinética
y potencial, es,

E(r,v)=T(v)+U(r) = %M|v|2 - /r F(r') - dr'. (2.3)

ro

La variacién de E es, dE = dT + dU, con,

dT:d—Tdt:Md

7 7£\v|2dt =Mv-vdt =Mv -dr; dU =VU -dr,

pero considerando las ecuaciones (2.2) y (2.3),

dFE . dr
E—MV-V—FVU'%—F-V—F-V—O. (2.4)

por lo tanto, cuando F es conservativa, la energia de la particula no cambia, se conserva en
el tiempo. Se dice que el sistema es conservativo. Asi, en términos de la funcién potencial,
las ecuaciones de movimiento de la particula de masa M, son,

1
r+ — = 0. 2.
P+ MVU 0 (2.5)

2.1.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Entre los siglos XVIII y XIX, dos formulaciones equivalentes de la mecanica newtonia-
na fueron desarrolladas, una por el astronomo Lagrange (1736-1813) y otra por el matematico
Hamilton (1805-1865) y en vez de sustentarse en las tres leyes de Newton, se sustentan en
el Principio Hamiltoniano, que establece que de todas las posibles trayectorias sobre las que
el sistema puede moverse de un punto a otro en el espacio de configuracion, el sistema se
movera sobre la curva que minimice la integral en el tiempo de la funcion lagrangiana.

El espacio de configuracion se define como el conjunto de las posiciones y velocidades posibles
del sistema, expresadas en coordenadas generalizadas, (g;, ¢;) = (q1, @2, g3, G1, G2, 43), con r =

1Que la fuerza neta asociada al potencial solo dependa de la posiciéon de la particula, es decir, F = F(r)
y que la integral f:o F(r) - dr’ sea independiente de la parametrizacion y trayectoria, que solo dependa del
punto inicial y final. Si F cumple ambas condiciones, se dice que es conservativa.
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r(¢;) y T = r(¢). La funcion lagrangiana, o lagrangiano, se define como la diferencia entre la
energia cinética y potencial,

L(r,t) = L(q;, ;) = T(¢:) — Ulg)- (2.6)

El principio Hamiltoniano, es matematicamente equivalente a que la variaciéon, 6, de la
integral del lagrangiano en el tiempo, sea cero. Es decir,

5/%£@@0ﬁ:0. 2.7)

t1

Desarrollamos usando que 6¢ = —ddq/dt, y dq(t1) = dq(t2) =0,

to
5/‘a%%ﬁ 2;/(“3 gﬁ)m
t1
d oL
_Z/l <8% E&L‘)(Sth

Se sigue que la tnica forma de que la ecuacion (2.7) se cumpla siempre, es que L satisfaga
las siguientes ecuaciones,

oL doL
dq¢;  dtog

(2.8)

mejor conocidas como ecuaciones de Euler-Lagrange. Por construccion son validas para siste-
mas conservativos. Es facil demostrar que las ecuaciones de Euler-Lagrange son equivalentes
a (2.5) y el uso de unas u otras ecuaciones dependeré de cuales sean mas sencillas resolver,
o cuéles sean mas adecuadas para describir y entender cierto problema fisico.

2.1.2. Problema de Dos Cuerpos con Fuerza Central

Ahora consideremos un sistema conformado por dos particulas cuyas posiciones estan dadas
por, r; y ra y sus velocidades 1y = vy y Iy = vo. Las particula 1 interactuara con la particula
2 mediante la fuerza, F12, e inversamente, la particula 2 con la particula 1, mediante la fuerza
Fi5. La tercera ley de Newton establece que,

F12(I‘1, 1‘2) = —F21 (I‘l, 1’2) = F(I‘l, I‘Q). (29)



26 Capitulo 2. ENFOQUE NEWTONIANO

Figura 2.1: Descripcién de la posicion de los dos objetos desde el sistema de referencia con origen
en el centro de masa. Los cuerpos tienen masas M; y M; y momentos magnéticos m; y my
(mas adelante definidos).

Por conveniencia introducimos, el vector de posicién relativa,

r=r;—rs. (2.10)

La siguiente limitacion sobre la fuerza es que sea central, esto es, que actie sobre la linea
que une los cuerpos y que su magnitud dependa solo de la distancia entre ellos. Entonces, la
energia potencial del sistema es,

U(ry, ry) =U(ry —re) =U(r) = U(r). (2.11)

Las fuerzas centrales son esféricamente simétricas cuando su magnitud es indepediente de la
direccion de r; la fuerza toma el mismo valor en cualquier punto ubicado a la misma distancia
del centro de fuerzas del sistema, f(r) = f(r),

F(ri;,ry) =F(r) = f(r)r; (2.12)

donde f(r) representa la magnitud de la fuerza y ¥ es el vector unitario entre la particula y
el centro de fuerzas del sistema. Si f(r) < 0, la fuerza es atractiva hacia el centro de masa,
y, si f(r) > 0, es repulsiva desde el centro de masa.

Independientemente de la forma de f(r), las fuerzas centrales satisfacen importantes propie-
dades. En primer lugar observemos que,

%(rxv):%><v—|—r><Cfl—;:(vxv)—l—%(er):%(rxf‘):O,

de modo que la cantidad r X v permanece constante en el tiempo, tanto en magnitud como
direccion. Introducimos el vector constante, h,

h=rxv (2.13)
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Al multiplicar ambos lados por r+, (r-r X v =r X r-v = 0) encontramos que,

r-h=0, (2.14)

Asi, r es perpendicular al vector constante h en todo instante de tiempo, lo que significa que
el movimiento se realiza en un plano ortogonal a h. De esta manera, llegamos a la conclusion
de que en un campo de fuerza central, las particulas se moveran en un plano.

Ahora, estimemos la tasa de tiempo a la cual el area es barrida por el vector r. Supongamos
que en el tiempo At, la particula se mueve del punto P al Q en el plano de movimiento. El
area barrida, AA por r, en un intervalo de tiempo infinitesimal es,

1
AA = §Hr X Ar||,
por lo tanto,

. Ar
At

1 1
=3 |r < v|| = §|h|, (2.15)

dA i AA 1 i
At At At 2 A%

en la ultima igualdad hemos sustituido la ecuacion (2.13). Este resultado significa que el
vector r barre areas iguales en tiempos iguales, hecho conocido como la ley de las areas para
fuerzas centrales.

Tanto la Ley de Gravitacion Universal entre dos masas, como la Ley de Coulomb entre dos
cargas eléctricas describen fuerzas centrales. En la seccion 2.4 analizaremos si la interaccion
magnética puede ser también considerada central.

Centro de masa y masa reducida

Las masas de las particulas son M; y M,. La masa total del sistema es M = M; 4+ M,, y la
masa reducida, pu, se define como,

_ MM,
="M

. (2.16)

El centro de masa del sistema es el vector promedio de las posiciones de las particulas
del sistema, pesadas por su masa y normalizadas por la masa total y, resulta ser el punto
geométrico donde se aplica la fuerza neta. Para un sistema de dos particulas, esta definido
como,

N Miry + Mary
cm Ml +M2 I

Es momento de elegir un marco de referencia adecuado; seré el que tenga por origen el centro
de masa del sistema, es decir, r.,, = 0, lo que implica que,
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M11'1 + M2r2 = 0. (217)

més la definicion del vector posicion relativo, r, se define un sistema de ecuaciones cuya
soluciones son,

f f
o _ 2.18
r= T Ty = =t (2.18)

ademés, Miry = Msry = ur. Con estas relacionas, la energia cinética del sistema es,

1 1
T(Vl, VQ) = T1 + T2 = §M1V12 + §M2V22
— 1:“M2 ’V|2 l,LLMl |V‘2 — 1M<Ml + MQ) |V|2
2 M 2 M 2 M
v
= —ulv
2M

Esto significa que la funcion lagrangiana solo dependera de la posicion y velocidad relativa
entre las dos particulas. Una vez obtenida r(t), mediante las ecuaciones (2.15) automética-
mente tenemos el movimiento de las particulas individuales, ry y rs.

Solo desde el marco de referencia con origen en el centro de masa se satisface que r = |r| =
r1 + 72, donde r; = |r1| y ro = |ra|, pues r; y ry se encuentran sobre la misma linea pero en
direcciones opuestas.

Coordenadas Polares y Ecuaciones de Movimiento

Como ya mostramos, el movimiento de las particulas se reduce a dos dimensiones, por estar
restringido a un plano. En coordenadas polares:

r=re, + e, = (1,¢) (2.19)
Sus vectores unitarios satisfacen, €, = ge, y €, = —¢e,. La velocidad y la aceleracion se
expresan como,
dr d : . .
V== (re,) = re, + roe, = (1,1¢)
o r (2.20)
a=— = (F —r@)e, + (21 +rife, = (i — r¢, 27 + i)

La norma al cuadrado de la velocidad es, |v|? = 72 +7r?¢?. Por lo tanto, la funcion lagrangiana
es,

L(r,p) ==+ 1% = U(r)| (2.21)

SRS
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y satisface dos ecuaciones de Euler-Lagrange, una para r y otra para o,

oL doL 1dU

O~ 408 .2 v
or dtor 0. =i=re +udr 0 (2.22)
0L AOL_ da |
dp dtoyp Fa\" ¥ =

Esas dos ecuaciones son equivalentes a la ecuacion vectorial (2.5), como se puede comprobar
igualando pa = pu(i* — r¢, 2 + ri°) (ecuacion 2.20) con VU = (4£,0), es decir,

. .9 1dU
F—rp’=———

wdr (2.23)
2ip + 1t = 0,

La ecuaciéon para ¢ en (4.2.1) implica que la cantidad, r%¢ es constante. Notemos que,
r?¢ = |r x v| = |h|, que ya habiamos mostrado que es un vector constante. Definimos la
cantidad conservada, [, 6 momento angular,

| = pr*p. (2.24)

La ecuacion para r en (4.2.1) comprueba que E también se conserva. Con esto, las ecuaciones
de movimiento se reducen a,

i 1dU 2
- . 2.3
l“ dro—pr (2.25)
Y= W

Para encontrar las orbitas, es decir, las trayectorias ligadas dentro del potencial U, hay que
construir una ecuacion para r = r(¢). Redefinimos la variable,

1 1
r=-—; dr=-—-—du
u u
Entonces,
dr drdudp 1 du [ du

r = 5 7 _ = 75

:E_@%E_ u%igpﬁ wdp
d*r lddu__l2 , d*u

T T pdtde Eud_QOQ

y al sustituir en la ecuacion radial (2.22),



30 Capitulo 2. ENFOQUE NEWTONIANO

d*u 1

Una vez resuelta u(yp) puede calcularse r = 1/u. Otra propiedad relevante que puede ex-
traerse de las ecuaciones anteriores.

Las orbitas en un potencial esférico son planas, lo que significa que su espacio fase tiene
cuatro dimensiones, en nuestro caso, (R, ¢, R, R¢). Aunque es dificil visualizar el espacio
fase, puede demostrarse que la particula se movera en una regiéon toroidal, cuya proyeccion
sobre el espacio es la orbita de la particula, que seréa una seccion conica.

Finalmente, las propiedades de las 6rbitas en un campo de fuerza central deducidas en esta
seccion son:

1. La orbita o trayectoria de la particula debe ser una curva plana, es decir, la particula
debe moverse en un plano.

2. El momento angular de la particula se conserva.

3. El vector de posiciéon o radio vector dibujado desde 0 hasta la particula, barre areas
iguales en tiempos iguales. La tasa de cambio del area en el tiempo es constante. Este
enunciado es conocido como la ley de las areas.

2.1.3. Ley de Gravitacion Universal

El movimiento planetario y estelar se rigen fundamentalmente por la interacciéon gravitatoria
dada en la Ley Universal de la Gravitacion como una fuerza de inverso cuadrado mediada
por la constante gravitacional, G, descrita desde el centro de masa del sistema binario:

_GMM,_

Fo =
r2

= f(r)t; (2.27)
con f(r) = —GMp/r. Ademas, de la definicion de masa reducida, M; My = pM, entonces,
de acuerdo a la ecuacion (2.5), la energia potencial correspondiente es:

M
U, = —G’”; — —GMyu. (2.28)

Sustituyendo en la ecuaciéon para las orbitas:

d*u Gu*M
— = —u-+
dp? [?

Es notable que la fuerza de inverso cuadrado es la tinica ley de fuerzas que anula el término
con 1/u? volviéndolo constante. Entonces, la ecuacién para la o6rbita tiene una solucién
trigonométrica:
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G M i
u(p) = l2,u (14 €ecosyp).

€ es una constante positiva por determinar. En términos de r,

GM 12 1
= ) 2.29
() 2 14e€cosy (2:29)

y es la ecuacion de las conicas. Dependiendo del valor de ¢, el comportamiento de las érbitas
cambiara notablemente. Si € < 1, r permaneceré ligada dentro del potencial efectivo, pero
oscilara entre el periastro 7,,;,, = r(¢ = 0) y el apoastro, 7. = (@ = 7);

12 1 12 1 (2.30)
Tmin = ; Tmaz = )
GMpu?1+e GMu?1l—e
Ademas, el semieje mayor, a, y menor, b, de la elipse estan dados por,
12 1 [2 1
- - b= 2.31
¢ GMp21— €%’ GMp? /1 — ¢ (2:31)
Tercera Ley de Kepler
El area de la elipse es A = mab. En un intervalo de tiempo dt el area barrida es
1 1 l
dA = §|r X vdt| = S rodt = ﬂdt’
Por lo tanto, la tasa de area es:
dA [
— = 2.32
dt  2u ( )
El periodo érbital P se define como,
A 2mabp
P= = 2.33
dA/dt [ ( )
Usando de la ecuacién (2.43) que b* = a?(1 — €?) y que G]&—QMQ =a(l —é?),
b AT (-,
2 GuM

Finalmente,
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4 2
P2 =g, (2.34)

es la llamada tercera ley de Kepler. En términos de ¢ tenemos que,

dy 2m 9
— =————(1+ecos 2.35
dt P(l _ 62)3/2 ( (‘D) ? ( >
Habiendo revisado la dindmica newtoniana del problema de dos cuerpos, ahora repasemos
los postulados de la electromadindmica no relativista para proponer una fuerza magnética
central y un potencial de interacciéon magnética que considerar en la funcion lagrangiana.

2.2. Electrodinamica

Los campos eléctrico y magnético, E y B, tienen como fuente la carga eléctrica
y su movimiento, caracterizados por la densidad de carga p,(r,t), y el vector de densidad
de corriente, J = p,v. A través de las ecuaciones del electromagnetismo o de Maxwell, se
relacionan estas variables. En unidades cgs-gaussianas,

10B

V- E =4np, VXE:——a—
o Som (2:36)

V-B =0, VxB=—J+-——

c c Ot

Ademas, se tiene la ecuacion de la conservaciéon de la carga eléctrica, dada por,

Ipq _
E+V~J—O. (2.37)

Los campos electromagnéticos pueden afectar la dinamica de una particula cargada o una
corriente eléctrica, mediante la fuerza de Lorentz. En su forma integral, la fuerza electro-
magnética se puede expresar cOmo

1
o E/ (pE+3J x B)dV. (2.38)
14

En general, J es proporcional a la fuerza electromagnética y a la conductividad del medio,
o, por lo que tenemos,

J:a(E+‘—C’><B> (2.39)

también llamada la ley de Ohm.
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2.2.1. Para estrellas de neutrones

En una primera aproximacion, una estrella de neutrones puede describirse como un
medio conductor perfecto (¢ — oo0) magnetizado, eléctricamente neutro y, estacionario. De
modo que p, = % = 0, y por conservacion de carga V -J = 0. Se asume que la escala de
tiempo de variacion del campo electromagnético es mucho mayor a la escala de tiempo tipica
de las colisiones dentro del medio, esto significa que = 0. Asi, las ecuaciones de Maxwell

se reducen a,

V-E=0, vxE- 1%
¢ ot (2.40)
V- B=0, VxB=—J.

Se supone que la estrella es un conductor perfecto, ¢ — oo, por lo tanto, de la ley de Ohm:

E+YxB=0 6 E-=-YxB (2.41)
C C

que equivale a E - B = 0. Por otro lado, de la ultima ecuacion de Maxwell,

1
J=‘VxB = B(r) = -V x / av’, (2.42)
dr c

v — |

por teorema de Stokes. Las coordenadas primadas, r’, corresponden a puntos dentro de la
estrella de radio R y, r es el punto donde se quiere evaluar el campo magnético. En esta
descripcion, el origen del marco de referencia es el centro de la estrella.

Aprovechando que V - B = 0 en todo punto, el campo magnético puede expresarse como el
rotacional de algin campo vectorial A, llamado potencial vectorial auxiliar, tal que,

B=VxA. (2.43)

A tiene libertad de transformacion de norma -a veces llamada gauge-, es decir, transforma
como A — A+ VVU. Seelige V=0 (VA =0), asi que, de la ecuacion (2.42),

A@):%/}rjﬂdvﬁ (2.44)

Las componentes del potencial vectorial se pueden aproximar haciendo una expansién en
series de potencias. Como siempre, el primer término recibe el nombre de monopolar, el
segundo dipolar, el tercero cuadrupolar...

z' dV’ : /Ji(r')r'dvl—l—
d\/ \W

pero la primera integral siempre es cero, debido a que V - J = 0.
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El segundo término puede reescribirse. Notemos que,

r- /Ji(r’)r/ dV' =3z, /x; J;dV',

1
— —52]‘1']' /(l’;JJ — ZL’; Jl) dV’,

1

= —§Ej7k€ijk T /(I’l X J)k dV’,

:—% {rx/(r’xJ)dV’L,

siendo z; las componentes del vector posiciéon. Entonces,

1l r

Apon = 0; Agip = _%W

X /I'/ X Jz dV’,
que concuerda con la no existencia de monopolos magnéticos. Fuera de la fuente, el término

dipolar es el que domina. Notemos que la integral s6lo depende de la distribucion de corrientes
dentro de la estrella. Resulta ttil definir el momento magnético dipolar, mg;,, como,

1
mg, = — /r’ x JdV'. (2.45)
2c
De esta manera, el término dipolar se reescribe como,

mXr

Adip (I‘) = W (246)

El campo magnético se obtiene aplicando el rotacional a la expresion anterior,

VxAdip:Vx<mx ! ),

[rf?

también usamos que V x (A x B) = (B-V)A— (A-V)B+ A(V-B) — B(V-A). Y, si

_ r _ 7 —
P=15p = entonces V - p = 0. De esta manera,

3f‘(f‘ . mdip) — Mgip

Bdip(r) = BE

(2.47)

Con esta expresion, podemos relacionar de forma simplificada la magnitud del momento
magnético total, m, y su campo magnético sobre el polo magnético, B,, evaluando en la
superficie de la esfera, R, es decir,

m

Bp = IBdip| ~ ﬁa

(2.48)



2.2. FElectrodindmica 35

0, de forma equivalente,

m =~ B,R> (2.49)

El tratamiento recién presentado es conocido como el modelo del dipolo magnético, fue desa-
rrollado por diversos autores (1967, [36]), (1969, [34]) al tiempo que la existencia de los
pulsares era confirmada.

2.2.2. Fuerza y energia potencial de un dipolo magnético

Consideremos una estrella tipo dipolo magnético caracterizada por su densidad de corriente
J1 o equivalentemente por su momento magnético dipolar m;. La estrella esté afectada por
un campo magnético externo B.,; y por lo tanto siente una fuerza magnética, dada por la
ley de Lorentz,

1
F:—/LmedV (2.50)

Cc

Supongamos que el campo magnético externo varfa lentamente. Sus componentes en series
de Taylor son,

Entonces, la fuerza magnética es,

F = —%Beg;t(()) X /J(r’) dv/_i_l/'](r/) % [(t' - V)Bew(0)] dV' + ...,

c
nuevamente la primera integral es cero porque la corriente es suave (V - J = 0). Para la
segunda integral se usa que J x [(r' - V)Be.(0)] = =V x [J(r' - B)]. Asi,

1 /

Fop =—-V x [ J(r'-Beyw)dV
c
1 1 P
:——VX Bemtx— JXI‘dV
c 2

= V X (Beibt X ml) = (ml : V>Bemt — (v : Bemt) my,

La segunda igualdad se obtiene aplicando el teorema de Stokes. Ademas, V - B.,; = 0.
Finalmente,

Fdip =V (I’Il1 . Be:ct) . (251)
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significa que un medio magnetizado en presencia de un campo magnético, experimenta una
fuerza que depende directamente de su momento magnético. Esta forma es muy conveniente
porque nos motiva a definir el potencial magnético, tal que, F = —VU. Por lo tanto,

Udip(r) = —Imq - Bemt‘ (252)

que se interpreta como la energia potencial de un dipolo magnético permanente.

2.2.3. Sistema de dos dipolos magnéticos

Consideremos nuevamente el sistema binario de §2.1.3. descrito desde el marco de referencia
con origen en el centro de masa del sistema. Las posiciones de los cuerpos son r; y rs.
Supondremos que cada uno tiene un momento magnético dipolar m; y msy. La distancia
entre ellos es, r = |r|, con r = r; — ry. Luego, de la ecuacion (2.47), el campo magnético
debido al primer cuerpo, en la posicion del segundo objeto es,

Sf'(f' : l’l’ll) — 1y

B = 2.53
\(r) e (2:53)
de modo que la energia de interacciéon sobre mj es,
3r(r-m;) —m
Uie=-—my-B; = —my - ( |I.|13) 1
(2.54)

—3(m2 : f')(f' : m1> +ms - my
rf?

Sea «a; el angulo entre r y my, s el angulo entre r y m, y « el 4ngulo entre m; y ms, como
se muestra en la Figura 2.2. También, sea m; = |m;| y mgs = |my|. Con estas definiciones,
' -m; = mjcosSaq; My - T = —My COS A, My - My = —M1Mo COS a, por lo que la expresion
anterior se reescribe como,

U(r) —3(—mg cos ag)(my cos ) — mymacosa  (3cos g cosay — COS ) MMy
7-. — pr— .
3 3

Introducimos k = 3 cos g cos ay — cos . De la figura 2.2. notamos que @ = g — a1, por lo
que,

cos av = cos(g — (i) = COS (vq COS (rg + Sin oy Sin g.

Entonces,

k = 2 cos a cos aig — Sin oy sin . (2.55)
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\/

Figura 2.2: Configuracién arbitraria de los momentos magnéticos vectoriales m; y m, desde el
marco de referencia con origen en el centro de masa, C.M. En este caso, r coincide con el eje X.

Asi, la energia potencial de interaccién magnética es,

U(r) = Frums. (2.56)

r3

Mientras que la fuerza magnética entre los dipolos es el gradiente? de U,

P, = vy = W 3kmamay

= - (2.57)

Las expresiones (2.56) y (2.57) seran fundamentales para describir la interaccion magnética
del sistema binario. En concreto, si suponemos m; y ms constantes en el tiempo, la fuerza
magnética es central y por lo tanto, la expresion (2.56) para la energia potencial magnética
puede sustituirse en la funcion lagrangiana (2.21) para resolver la dindmica del sistema de dos
dipolos magnéticos, aunque para nuestros propositos, haria falta incluir la energia potencial
gravitatoria (ecuacion 2.28).

Esto es lo que realizaremos en el capitulo cuatro, pero antes de ello, en el capitulo siguiente
estudiaremos desde primeros principios la generacion de ondas gravitatorias por un sistema
binario.

2En coordenadas esféricas,

0 o 0

+E= 42
rdp  sing dp

Ay

V.=#

SIS

Pero en este caso, U solo depende de .



Capitulo 3

RELATIVIDAD GENERAL Y ONDAS
GRAVITATORIAS

Una vez que hemos abordado el tratamiento newtoniano de dos objetos con masas
y momentos magnéticos, es momento de revisar la vision relativista del problema, porque
solo desde este enfoque, el sistema binario emitira ondas gravitatorias.

Para hablar de ondas gravitatorias es necesario partir de la teoria de Relatividad general,
presentada de forma muy sintética en la primera seccion (§3.1). Posteriormente se linearizan
las ecuaciones de campo y se obtiene una solucion tipo onda, asociada a la onda gravita-
toria. En la tercera seccion se resuelve la ecuacion de onda general para fuentes débiles y
se construye la aproximacion cuadrupolar, algunas de sus aplicaciones se muestran en §3.4,
incluidas a sistemas binarios en fase inspiral. Este capitulo esta basado principalmente en
los siguientes libros de Relatividad general y ondas gravitatorias: (2019, [80]), (2017, [81]) y
(2007, [58]).

3.1. Relatividad General

Relatividad General es una teoria geométrica de la Gravitaciéon que reposa sobre el
principio general de Covarianza y el principio de Equivalencia. El primero establece que las
ecuaciones de la Fisica deben mantener su forma bajo cualquier transformacion general de
coordenadas; esto demanda una formulacién matematica covariante sobre variedades curvas
diferenciables, que sera introducida en §3.1.1 y §3.1.2. El Principio de Equivalencia y las
ecuaciones de campo se presentan en §3.1.3.

3.1.1. Espaciotiempo y Gravedad
Un concepto fundamental en relatividad general es el espaciotiempo. Se define sobre una
variedad diferencial, M, pseudoriemmaniana conexa de clase C'*° de cuatro dimensiones, tres

para el espacio y una temporal. Cada punto de la variedad es un evento, representado por
un cuadrivector,

38
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r=a" = (2% 2t 2% 2%) = (ct, x) (3.1)

donde 2° = ct, ¢ es la velocidad de la luz en el vacio, ¢ es el tiempo y x = (2!, 2%, 3) son las
coordenadas espaciales.

A la par, M tiene asociada una métrica o tensor métrico g lorentziano de dos indices cova-
riantes cuya forma depende de la eleccion de coordenadas, es decir, g = g, (2#). Formalmente
se define como,

guw(x) = eu(z) - e, (), (3.2)
donde e, = a% = 0,, son los vectores base. De este modo, dada una base coordenada, el
producto escalar de dos vectores sobre M es A- B = (A*e,,)- (B"e,) = g,, A*B”. La métrica
contiene toda la informacion de las propiedades geométricas del espaciotiempo, tales como
la distancia entre dos eventos, la forma de derivar, el tensor de Einstein-Ricci y su curvatura.
Ademés, una métrica con sentido fisico debe satisfacer que det(g,,) # 0y g < 0.

El elemento de linea, ds, es la distancia entre dos eventos infinitesimalmente separados, tal
que:

ds® = g, dxtdx”, (3.3)

ciertamente ésta debe ser una cantidad invariante, que no dependa de la eleccién de coorde-
nadas, es decir, ds?> = ds", hecho que impone una regla de transformacién entre el sistema
de referencia primado ’ y sin primar.

Para poder formular un conjunto de ecuaciones diferenciales invariantes bajo cualquier trans-
formacion de coordenadas, en espaciostiempos curvos, el concepto de derivada debe genera-
lizarse al de derivada covariante. Sobre un vector V* es,

vV, Vit =0,V¥4+TL V™ (3.4)
siendo, I'%, las componentes de la conexién de Levi-Civita:

ozt 0%*x
Is = I Do 59‘”(%5,1, + G5 — Gusy)s (3.5)

donde g, indica derivada respecto al indice . La segunda igualdad recibe el nombre de
simbolos de Christoffel y requiere especificar un sistemas coordenado. Con estas definiciones
podemos cuantificar la curvatura de la variedad, a través del tensor de curvatura de Riemman
definido por:

Rt =9, —9,I% 4 e —TH IS (3.6)

vpo apt vo aoc™ vp
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Notemos que soélo depende de las primeras y segundas derivadas de la métrica. Construimos
también el tensor de Ricci R, = gV‘SR,W;l,, el escalar de Ricci R = g""R,,,, y subsecuente-
mente, el tensor de Einstein-Ricci:

1
G;UJ = R,uy - §guVR7 (37)

que por las identidades de Bianchi, resulta ser la tinica combinacion del tensor y escalar de
Ricci, tal que su derivada covariante es nula, VG /" = G ¥ = 0.

El tensor de Einstein-Ricci contiene la informacion geométrica del espaciotiempo caracteri-
zado por cierta métrica g. Al implementar el princpio de equivalencia, es posible relacionar
el espaciotiempo directamente con la gravedad, pero antes de mostrarlo, introducimos el
concepto de tensor de energia-momento.

3.1.2. Tensor de Energia-Momento

Relatividad General demanda una descripcion covariante para la materia y energia. Con-
vencionalmente se hace a través del tensor de materia y energia, T*”, cuyas componentes
son:

» 7% = ¢%¢ es la densidad de energia
s 7% = P es la presion en la direccion ¢,
» 7% es el flujo de energia en la direccion i.

T es la densidad de momento en la direccion i,

T (i # j) es el esfuerzo de la componente P’ en la direccion j.

Por argumentos fisicos, es un tensor simétrico con diez componentes independientes. Para
un fluido perfecto en un espacio curvo, que se mueve a una velocidad u* = dz* /dr, el tensor
es:

T = (e + P)uru” + P g". (3.8)

Este tensor debe satisfacer las leyes de conservacion, es decir,

v, " = 0. (3.9)

3.1.3. Principio de Equivalencia y ecuaciones de campo

El Principio de Equivalencia tiene dos versiones. La débil surge desde la fisica newtoniana y
la observacion -por ejemplo, a través del experimento de Eotvos- de la equivalencia entre la
masa inercial y la masa gravitatoria. Esto implica que bajo ciertas condiciones, la aceleraciéon
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causada por un campo gravitatorio es indistinguible de la aceleracion causada por cualquier
otra fuerza.

Para la version fuerte, considere una persona en un marco lorentziano en caida libre haciendo
experimentos fisicos; el principio fuerte establece que los resultados de sus experimentos
locales son independientes de la magnitud del campo gravitatorio. Equivalentemente, todos
los marcos lorentzianos son equivalentes, 0, la gravedad tiene una existencia relativa a las
observaciones en un marco de referencia no inercial, 6, todas las formas de masa y energia
contribuyen en cantidades equiventes de masa inercial y gravitatoria.

Desde geometria riemmaniana, el principio significa que todos los efectos de un campo gravi-
tatorio pueden describirse en términos de las derivadas 0£%/0z#, donde £*(z) son funciones
de transformacion entre un sistema coordenado general x* y un sistema localmente inercial,
que puede ser construido en cualquier evento, por equivalencia.

De modo que el principio de equivalencia se traduce en asociar la curvatura de un espa-
ciotiempo al campo gravitatorio. En ese sentido, la métrica del espaciotiempo cuantifica al
campo gravitatorio y por lo tanto, determinara la dinamica de las particulas. Pero, ;qué
genera que el espaciotiempo se curve? jqué produce un campo gravitatorio? La respuesta a
ambas preguntas es la misma: la presencia de materia y energia, representada por el tensor
de energia-momento, 7T}, cuya derivada covariante debe ser nula para cumplir principios de
conservacion de energia.

La relaciéon exacta entre la masa, curvatura y densidad son las ecuaciones de campo de
relatividad general, se trata de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas,

8tG
G/,LV = oA Tuu- (310)
Resolverlas significa encontrar la geometria del espaciotiempo conociendo la fuente de ma-
teria y energia que le da su curvatura, interpretada como gravedad. A veces es mas util
expresarlas de la siguiente forma equivalente,

8rG 1 o
RMV == 7 (T/'“/ - EngToc) . (311)

Existen pocas soluciones exactas y con relevancia fisica a las ecuaciones de campo, pero cono-
ciendo una, se puede perturbar "ligeramente"para analizar la naturaleza de la perturbacion,
como a continuaciéon veremos.

3.2. Linearizacién de las ecuaciones de campo

Las ondas gravitatorias son tan fundamentales en relatividad general, que emergen
desde la version linearizada de la teoria. Este tratamiento fue estudiado por Albert Einstein
poco después de postular las ecuaciones de campo en un espaciotempo plano, aunque los
resultados pueden generalizarse para cualquier espaciotiempo de fondo curvo.
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Considere un espaciotiempo de fondo, ggg, cuya solucion es conocida. Esto es, si Rflol,) =

RW(gW) y RO = 40 “”RL(,),), entonces, de acuerdo a la ec. (3.7) y (3.10),
70 _ ¢ (RO _ L0 po)
T e w9 '

Para linearizar las ecuaciones de campo, lo primero es expandir a primer orden todas las
cantidades fisicas relevantes. La métrica se reescribe como,

Guv = Q,SOV) + huw (312)

donde h es una pequefia perturbacion, tal que |hos| << 1y g = g0 — v + O(h?). E
tensor de curvatura de Riemann, a primer orden es,

Roppy = R, + R

aupy aufv-

Y el tensor de Ricci es,

R;w = gaﬂRauﬁu = (g hlﬂ/)(R + Rau,@u)

aufv

El primer término g “”Rauﬂy = REB,) corresponde al tensor de Ricci del espacio de fondo.
Los términos cruzados son de primer orden. Entonces, despreciando el término a segundo
orden:

R, =R + R)

s
3.13)
1) _ aﬁ aB p(0) (
R(}) = 4 RW — h* Ry,
Usando que h = g*?h,, se obtiene que:
1 N o .
R\ = 5 (VOOV O 4TV Do = VOV Ohy, = VOVOR) (3.14)

V) significa que las operaciones son respecto a la geometria de fondo.

3.2.1. Linearizacion en Minkowski

En la mayoria de las situaciones astrofisicas la gravitacion es débil, esto es, la geometria del
espaciotiempo es casi plana; lo mismo pasa lejos de un objeto compacto. Asi que trabajemos
en el caso mas sencillo donde el espacio de fondo es plano y queda descrito por la métrica
de Minkowski:

9 = = diag(—1,1,1,1). (3.15)
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En Minkowski, la derivada covariante se reduce a la derivada ordinaria y V )VLO)h = 0,0,h
porque los simbolos de Christoffel son nulos. El tensor de Ricci a primer orden se transforma
en,

1 1 1
R = (=Dl + 0,031 = 50,1) + 0,(9ahys — 50,13). (3.16)

Las ecuaciones linearizadas pueden expresarse de forma més compacta definiendo,

- 1
h,uu = h;w - inuuha (317>
tal que h = —h y entonces, hyw = f_LW — %%uh- De esta manera, las ecuaciones de campo se
expresan como:
167G

DRy + 0,070 hyy + 00, b, — 0°0,hy, = ————

ct

Ty (3.18)

Invocamos ahora la libertad de norma, o gauge para elegir la norma de Lorentz, definida
por,

" hy, =0, (3.19)

entonces, los tres tltimos términos del lado izquierdo de (3.18) son nulos y la expresion se
reduce a:

Ohy = ——— T (3.20)

Corresponde a la ecuacién de onda con fuentes. Mas atn, las ecuaciones (3.19) y (3.20)
demandan que,

0T, = 0. (3.21)

que son las ecuaciones de conservacion en teoria linearizada. T}, debe ser pequeno, consistente
con el hecho de haberla anadido en la aproximacion lineal del tensor de Ricci; en ese sentido
T representa una fuente débil. Nota: a partir de este punto trabajaremos en la norma de
Lorentz, pero por simplicidad seguiremos nombrando h a h.
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3.2.2. Propagacién en el vacio

Fuera de una fuente, en el vacio, la ecuacion anterior es simplemente,

1 02
(_6_2@ + V) hp,y = 0; (3'22>

e implica que h,, es una onda tensorial que viaja a la velocidad de la luz. Su solucién general
es la superposicion de ondas planas de la forma:

hyw () = o exp'Fe” (3.23)

donde «,, es llamado tensor de polarizacion, k* = (w/c, k) es el vector de onda y w denota
la frecuencia angular de la onda. La métrica del espaciotiempo ahora toma la forma:

g/“/ fnd TI,U«V _|_ O‘;w eXpik‘axa’ (324)

con |ay,| << 1, es decir que aunque la métrica de fondo es completamente plana, una com-
ponente de la métrica tiene un comportamiento tipo onda, por imposicién de las ecuaciones
de campo relativistas. Se trata de una oscilacién tensorial sobre la métrica, es decir, sobre el
espaciotiempo, o equivalentemente sobre el campo gravitatorio. Por ello, la perturbacion se
nombra onda gravitatoria.

La condicion de Lorentz ahora implica que, ik* v, exp™e®® =0, lo cual solo es siempre valido

si:

ko, = 0. (3.25)

Esto implica que las componentes tensoriales estan relacionadas. De las diez componentes
independientes, ahora tenemos seis. No obstante, la condiciéon de Lorentz no fija completa-
mente la norma. Bajo una transformacién de coordenadas, z# — x* + £*, la derivada de
h cambia de 8”EW — a%,w — [¢,. Entonces, la condicién de Lorentz no se ve afectada si
imponemos que,

0¢, = 0. (3.26)

Mas atin, uno puede elegir €Y tal que la traza h = 0. Llevando hasta el final estas elecciones,
se encuentra que,

ho* =0, hi =0, hi; = 0; (3.27)

Las relaciones anteriores definen completamente la norma de Lorentz libre de traza, 6 norma
TT. Noétese que en la norma TT la matriz simétrica h,, solo tiene dos grados de libertad,
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porque la ec. (3.26) impone cuatro funciones entre las coordenadas. Asi, en la norma TT y
eligiendo z como el eje de propagacion, la ec. (3.23) se reduce a:

he hy 0
hi (t,z) = | hx —hy 0 | coslw(t —z/c)] (3.28)
0 0 0

Si la onda plana, h;;, se propaga en la direccién n, pero no estd descrita en la norma TT, se

) J ) )
puede encontrar su forma en la norma TT introduciendo el tensor proyector, P;; y el tensor
Lambda Ajj ;, definidos como,

. . 1
Fij(0) = 6i — nin; Aijpa () = PijPj — 5 By P (3.29)

Asi, para tener la perturbacion en la norma T'T se aplica,

hiih = Nijwih. (3.30)

3.2.3. Energia de las ondas

Las ondas gravitatorias transportan energia y momento y pueden interaccionar con la ma-
teria, afectar su movimiento.

Aunque no es para nada trivial saber qué parte de la métrica pertenece al fondo y cual
a la fluctuacion, bajo ciertas condiciones y en el marco de referencia adecuado, la métrica
puede expresarse como en la ec. (3.12). Una de las condiciones es que exista una clara
separacion entre las escalas del fondo y de la onda gravitatoria. Esto es, si Lg es la escala
tipica de variacion espacial de la métrica de fondo, y las ondas tienen una longitud de onda
caracteristica, A\, entonces,

A
— Lg. 3.31
27 <L ( )

Esta relaciéon permite notar que la teoria linearizada solo estda bien definida para ondas
gravitatorias con longitudes de onda muy chicas en comparaciéon con Lg, o equivalentemente,
frecuencias altas. En el régimen de altas frecuencias, el tensor de Ricci a segundo orden, R,

esta relacionado con la energia y el momento de las ondas gravitatorias. De hecho, su tensor
de materia y energia es:

C4

1
t,, = — (2) _ = xoer p(2) 39

donde (...) representa el promedio sobre las longitudes de onda de las contribuciones de
segundo orden en la expansion del tensor de Einstein en potencias de la métrica perturbada.
En la norma TT se reduce a:
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C4

i = 575 Ouhasdh*). (3.33)

El término tgy corresponde a la densidad de energia. En la norma TT es:

2 2
00 c i TT i TT c ) )

— —— (RITTITN _ + . .34
t 327?G<h” hij) 167TG<th LY (3.34)

donde el punto representa derivada temporal, dy = c0;.

3.3. Fuentes débiles de radiacion

Retomemos nuevamente la ecuacion (3.20),

167G
167G,

b
ct H

Uh

w =

Al ser lineal en hy,, puede resolverse usando el método de la funcion de Green: Sea G(z — ')
una solucién de la ecuacion, ,G(x — ') = 6*(z — 2’), con [J, el operador d’Alembertiano
respecto a la variable x. Entonces, la soluciéon correspondiente a la ecuacion (3.20) es,

By (1) = — 16;G / 4’ Gz — )T (2) (3.35)

G depende fundamentalmente de las condiciones de frontera impuestas. En términos del

tiempo retardado, .. =t — @,

5(x26t — x/O)

Gz —2')=— (3.36)

drr|x — x'|

0

oot = Ctrer. De esta manera, la ecuacion (3.35) se reescribe como,

- 4 —x 1
ho(tx) = € / &' T, (t—'x X',x') (3.37)

ct c x — x/|

con ¥ =ct'yx

se trata de una integral sobre el pasado del cono de luz del punto (ct,x) que sera analizada
en la siguiente seccion.
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3.3.1. Fuentes con velocidades arbitrarias

La fuente esté caracterizada por el tensor de materia-energia T#”. Para entenderla, intro-
duzcamos los momentos de T,

SY = / d*xT"(t,x),
Sk — / BT (t,x)ak, (3.38)

Sk — /d%Tij(t,x)mkml,

los momentos de T%/c?,

1
I= = d*2T(t, %),
i_ 1 i
I'=+ d*xT™(t,x)a", (3.39)
ij_ 1 3,700 i
IV = c_2/d T (t, x)x' 2’

y los momentos de (1/¢)T%,

P = —/dngOI(t,x),
c
y 1 . :
P = —/d?’iETOZ(t,X):U] (3.40)
c
Pk = = /d?’azTOl(t,x)x]xk, .
c

De acuerdo a su orden, suelen nombrarse como monopolar, dipolar o cuadrupolar. Notese
que hasta este punto no hemos condicionado el espaciotiempo de fondo a ser plano.

Por conservacion de materia-energia (ecuacion 3.9 y 3.21), las componentes espaciales y
temporales del tensor T* estan relacionadas,

QT = —o,T". (3.41)

Esta identidad, sobre los momentos recién definidos, implica propiedades interesantes. En
primer lugar,

.1 , 1 , .
I=- / Pz’ 0yT™ = —= / 0, T" = / dsS'T" =0, (3.42)
\% \%4 oV

c C

se interpreta como la conservacion de masa. Por otra parte,
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1 , 1 : | o ,
I' = —/ Brr'oyT® = —= /d?’:mclajToZ = —/ d%&;TOJ =P, (3.43)
cJy c cJy
y de forma similar,
= 24, / dwa'd! T = PY + P, (3.44)
¢ 1%
Las derivadas temporales de los momentos P son,
Pi:cagﬂ::/}ﬁxaﬂﬂi:o, (3.45)

que se interpreta como la conservacion del momento lineal;

P4 = G (3.46)

de donde se sigue que P — Pii = §i — it — (), y se interpreta como la conservacion del
momento angular de la fuente debido a la simterfa del tensor S%.

En consecuencia, al derivar la ecuacion (3.44), y con la ayuda de la ecuacion (3.46),

g — Ly (3.47)
2

Como recordatorio, las derivadas deben ser evaluadas en el punto (¢ — d/¢,x’). El término,
T%/c?, dimensionalmente tiene unidades de densidad de masa. Solo para fuentes de campo
débil y en el limite no-relativista, 7% /c? representa la densidad de masa. Sin embargo, al ya
estar dentro de la linearizacion de las ecuaciones de campo de RG, hemos asumido campos
débiles. Asi que, T%/c? representa la densidad de masa de la fuente. Esto es todo lo que
podemos deducir de la fuente sin hacer mas suposiciones que las del regimen lineal.

3.3.2. Fuentes lentas: Aproximacién cuadrupolar

Consideremos una fuente de tamafio, Rgource, que varia arménicamente con frecuencia angular
caracteristica w y longitud de onda A = 27c/w, y que se encuentra a una distancia d del
observador o detector. Si las siguientes suposiciones, se satisfacen,

1. A > Rpyente: aproximacion de longitud de onda larga
2. d > Riuente: aproximacion de distancia a la fuente

3. ¢> v: la energia de la fuente esta dominada por la densidad de masa en reposo u, es
decir, sus velocidades internas son no relativistas.

diremos que estamos en la Aproximacion Cuadrupolar. Ahora bien, usando que d > Riuente,

2

|x—x'[zd—x’-ﬁ+@(%) ~d—x"-n.
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Entonces, la ecuacion(3.37) tiende a,

e
sl %) = / BT (t = dfe,X). (3.48)

Ahora, expandimos al tensor Ty, en series de Taylor sobre el parametro x" - n/c,

d d
Tkl (t - —,X/> ~ Tkl(t - —,X/)
& C

:L,/’Lnl
_I._

1 S
- 80Tk.l + @x”m'anﬁngl + ceey

La ecuacion(3.30) y (3.37), a grandes distancias de la fuente,

4G

T d

1. 9 .
Ajj () lSkl + EnmSkl’m + C—2nmnpSkl’mp + ] , (3.49)

ret

TT
hij (t,x)

donde ret significa que las derivadas deben evaluarse sobre el tiempo retardado ¢ — d/c. Nos
quedamos sélo con el primer término y ocupamos la ecuacion (3.47). Finalmente encontramos
que,

2G

dct

hg;T(t, x) A~ =N (D) IF(t — d/c) (3.50)

que es la famosa féormula cuadrupolar de Einstein, porque él fue el primero en publicarla.
Significa que, al menos a primer orden, la radiacién gravitatoria es un fenémeno cuadrupolar:
si la distribucion de masa es monopolar o dipolar, no producird ondas gravitatorias, en
constraste con electrodinamica, donde la radiacion por dipolos eléctricos y magnéticos si
existe.

Recordemos que A;j . = P Py — %Piijl, en términos del operador proyector en la direccion

de propagacion, Pj; = §;; — nn;, y n = x/d. Si la direccién de propagacion es igual a z,
P = diag(1,1,0), es el proyector sobre el plano (x,y). Entonces,

RVACTEY ST
Nij il = Iy —(I1 — I)/2 0
0 0 0
Entonces,
o (Uu=Dayjz  ha 0
hg;'T(t7Z) A I —(I11 —1I2)/2 0 (3.51)
0 0 0

De esta forma es facil leer las dos amplitudes de polarizacion para la ondas propagandose en
la direccion z,
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G . . )
hy = — (I — In); hy = — 1o (3.52)

rct

3.3.3. Luminosidad gravitatoria

En §3.2.3. se mostré como asociar una energia a las ondas gravitatorias. Si éstas se propagan
en la direccion z, el flujo de energia transporado por las ondas esta dado por la componente
t:., entonces, de la ecuacion (3.34) se sigue que,

B dFE B ?
dtdQ 167G

(W3 +h3) (3.53)

donde, d () representa un diferencial sobre una 2-esfera. Integrando sobre d 2,

dE c3d? . .
L = FdQ) = — =1 2 2VdQ). .54
oG / L T Trel A (3:54)

y sustituyendo la féormula cuadrupolar:

G /.. .. 1.
L:@<Iij]ij_§(1kk)2>' (3.55)

se obtiene la aproximacion cuadrupolar para la luminosidad. Depende s6lo de la tercera
derivada del tensor de masa cuadrupolar y () denota promedio temporal sobre los periodos
caracteristicos, o equivalentemente las frecuencia de las ondas. Para efectuar el promedio, es
conveniente expresar,

[
L:@([zm—i_[yy+21my_§(1$$+1yy)2

2G (X)) ) (X)) e e
:@<Ixx+ Iyy_'_g_[xy_ ]xx]yy)

Finalmente, se integra durante varios periodos orbitales para obtener el promedio. Equiva-
lentemente se puede integrar sobre las frecuencias, ¢, haciendo,

1 2

L= 0 L(p) dep. (3.56)

3.4. Aplicaciones

Ya hemos desarrollado las ecuaciones que nos permitiran estimar los parametros de las ondas,
aunque restringidas a fuentes débiles con velocidades no relativistas. Si la fuente es puntual y
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se mueve en la trayectoria :z:g (t) sobre un espaciotiempo plano, su tensor de energia momento
es,

T (t,x) = f; P”56) (x — xo(t) (3.57)

donde M es la masa total de la fuente, v = (1 — v?/c?)” V2o = yM (dzl/dt) = (E/c,p)
es el cuadrimomento.

Si la fuente esta compuesta por un conjunto de particulas, cuyas masas y trayectorias estan
denotadas por el subindice A, entonces T"” total se generaliza como,

v( Par 3)
T 0 —xa(t
Z'YAMA a(t)) 58)
dx’, dx', '
= My—A—As56) t
ZVA a0 (x = xa(t))
En particular, la componente 00 es,
T(t,x) = Z’}/AMAC2(5(3) (x —x4(t)). (3.59)
A
Asi que, de la definicién del segundo momento de la masa se sigue que,
i Z M, / Praiais® (x — x4(1)
(3.60)

= Z Mazly ()2 ()
A

Si las fuentes no son puntuales, debe considerarse otro tensor de materia-energia acorde a
la composicion de la fuente y para obtener M* se integra en su volumen. En lo que sigue
trabajeremos so6lo con fuentes puntuales.

3.4.1. Analisis cualitativo: frecuencias

Considere un sistema auto-ligado de masa total M y tamano caracteristico R. Su frecuencia
natural de rotacion y colapso dindmico y/o revolucion orbital es del orden de:

G M2
ffuente ~ (?) (3.61)

que es justamente el inverso del tiempo dindmico® del sistema,

!Tiempo dinamico: Escala de tiempo a la cual un objeto, antes en equilibrio hidrostatico, colapsaria en
caida libre.
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RS\ ? 1
= — = .62
Tdyn (GM ) ffuente (3:62)

Definimos la frecuencia caracteristica, fy, mediante constantes naturales:

3

fo= i ~

M,
2 105W® Hz, (3.63)

y, de la definicion de compacticidad de la fuente (ecuacion 1.2), C = R,/R, la frecuencia de
la fuente se reescribe como:

M,
Fraente = C¥? fo = 2 x 10° C*/? W@ Hz (3.64)

Frecuencia de la fuente (Hz)

Masa (Mgz)
Figura 3.1: Relacién entre la masa de un cuerpo y su compacticidad con su frecuencia caracteris-

tica, fruente, dada por la ecuacion (3.36). Las lineas punteadas delimitan el rango de frecuencias
que puede detectar LIGO de manera confiable (ver Figura 1.6).

En ordenes de magnitud, se espera que la frecuencia de la onda, f,4 sea cercana a fryente; €n
general,

fog S ffuente
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por lo tanto, las curvas en la Figura 3.1, son los limites superiores para la frecuencia de las
ondas gravitatorias emitidas por sistemas de masas entre 0.8 y 50 M, variando el parametro
de la compacticidad, C.

Como referencia, en la seccion §1.2.4. se estimaron valores estandares de compacticidad para
cada objeto compactos. C = 1 corresponde a los hoyos negros, C ~ 0.2 — 0.62 a estrellas de
neutrones y C ~ 10~* para enanas blancas.

Ademas, con la ecuacion (1.2), se puede calcular el radio que tendria una estrella de neutrones
con cierta masa y compacticidad:

2GM
R = 20

Si su masa es cercana a su limite de Tolman-Ophenheimer, M ~ 2.1 M, y C = 0.8, su radio
es R = 7.76 x 10° cm, el cual estid por debajo de las observaciones actuales de los tamafios
caracteristicos de las estrellas de neutrones (10° cm).

Este analisis cualitativo puede extenderse a sistemas binarios, sustituyendo M por la masa
reducida del sistema, p y R por la separacion entre los dos cuerpos, porque son las variables
que caracterizan el tiempo dinamico del sistema, como se mostré en la secciéon §2.1. Para
extenderse a otros sistemas, tendria que sustituirse M y R por sus masas y dimensiones
caracteristicas.

Por otro lado, el rango de frecuencias de un detector por interferometria de ondas gravita-
torias, depende del tamano de los brazos interferométricos. Hasta ahora, sélo existen tres
interferometros terrestres en operacion y detectan frecuencias entre Hz y KHz, con sus brazos
kilométricos, que coincide con fuentes compactas de masas estelares. Esta es la razéon por
la que los interferémetros terrestres tienen un rango acotado en altas frecuencias y lo que
esperan detectar principalmente, son sistemas astrofisicos compactos de masas estelares.

Como se describi6 en §1.2., cuando los objetos compactos estan fuera del equilibrio, ya sea
durante su formaciéon o en un choque violento, por un instante de tiempo se vuelven las
fuentes mas intensas de OG en el Universo con luminosidades de hasta 10°¢ ergs™!. En
particular, la coalescencia de dos objetos compactos, es la fuente mayor tasa de eventos
probables y por lo tanto, méas esperada.

En el caso de sistemas con interacciéon electromagnética, nuclear o de otra indole, la restric-
cion sobre la velocidad (v < ¢) es independiente de la expansion de campo débil y por lo
tanto pueden considerarse fuentes de velocidades arbitrarias.

Aunque suele interpretarse que una fuente débil es aquella cuyas velocidades tipicas son no
relativistas, esto es estrictamente valido en un sistema ligado unicamente por acciéon de la

gravedad, como puede verse aplicando el teorema del virial T' = —% U. Un sistema con masa
reducida es uy U = —Gu?/R,

1, Gp?
M T R

por lo tanto
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(3.65)

2 2R’

con R,(p) = 2Gpu/c?, el radio de Schwarzschild asociado a la masa u. Entonces, que la fuente
sea débil significa que Ry/R < 1y v < ¢. , puede no ser asi si existen otras contribuciones
a la energia del sistema.

3.4.2. Analisis cualitativo: deformacién y luminosidad

Consideremos un sistema ligado gravitatoriamente de tamano caracteristico R y masa M.
De la ecuacion (3.60), en orden de magnitud,

I7(t) = Mz'z) ~ MR?
La dinamica del sistema estéa caracterizada por la velocidad angular €2 = ¢, entonces,

[9(t) ~ MR*Q;  19(t) ~ MRQ? TY(t) ~ MR*Q®,

Insertamos estas aproximaciones en la ecuacion (3.50):

2G . 2G 2G Mv?
h~="=I~"-MR*Q*=""
cAd cAd A d

donde hemos usado que la velocidad del centro de masa del sistema es v = R{). Mas atn,
usando que R, = 2G'M/c? encontramos que,

B~ (%) (%)2 (3.66)

Esta expresion nos da una idea cualitativa del tamano de la amplitud de la onda gravitatoria
lejos de la fuente. Significa que mientras mas cerca, mas masivo y mas rapido sea el sistema,
mayor sera h.

La luminosidad puede estimarse de la ecuacion (3.55), entonces

G.. G o ro\2 (N6
Lr 5T~ (MR ~ Lo (2) (2) (3.67)
con
C5
Ly = o= 3.6 x 10¥ erg s~ (3.68)

De nuevo, a mayor masa y velocidad de la fuente, mayor cantidad de energia por segundo
emitira, en forma de ondas gravitatorias.
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Otra cantidad relevante es el factor de eficiencia para la emision de ondas gravitatorias, e:

= (%) " (3.69)

con lo que la norma de la onda toma la forma,

M\ [k
h~ 9.6 x 107172/ (M_@) (%) (3.70)

3.4.3. Sistema binario en orbitas circulares

Consideremos un sistema compuesto por dos objetos astrofisicos ligados gravitato-
riamente que se mueven en oOrbitas circulares en torno al centro de masa del sistema; sus
masas son, M; y Ms, respectivamente. Se trata del problema de dos cuerpos, ya trabajado
en §2.1.2. En particular, se satisfacera la ecuacion (2.17).

Cuando los cuerpos se mueven en oOrbitas circulares, la velocidad solo tiene contribucion
angular porque la coordenada radial permanece constante, asi que, de la ecuacion (2.20),
v =Tp.

Sea
¢ = Q(t),
también llamada velocidad angular. Cuando, el movimiento circular es uniforme, la velocidad

angular se relaciona con el periodo P, la frecuencia orbital f y la longitud de onda A,
mediante,

2

e

Las condiciones de la aproximacién cuadrupolar nos restrigen el anélisis del sistema:

1. A> R;+ Ry: lalongitud de onda gravitatoria es mucho mayor al tamano caracteristico
del sistema

2. d> R; + Rs: el sistema binario se encuentran en la lejania
3. la fuente es no relativista

Como los cuerpos estan cambiando su direccién de movimiento y velocidad, estan acelerados.
Sobre la masa reducida se ejerce una fuerza centripeta, siempre dirigida hacia el centro de
masa del sistema,

?}2

Fcentrl’peta = _M_f' = _,U/TQ2f.- (371)

La aceleracion centripeta se equilibra con la aceleracion producida por la fuerza neta central,

f(r) = _%, con U = —G%“, entonces,
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~

GM,ur

r2

—urQPr = —
De esta manera, €2 esté relacionada con la energia potencial como,

GM

r3

0 = : (3.72)

que es la tercera ley de Kepler. Luego, expresemos las componentes del vector posicion en
coordenadas polares, para cada estrella:

x;(t) = rycos(Qt), y;(t) = rysin(Qt), z(t) =0, (3.73)

cont=1,2.

Aunque en el caso fisico las estrellas no son objetos puntuales, al encontrarnos muy lejos de
ellas, el campo gravitatorio es equivalente al caso de las masas discretas, independientemente
de su distribucion interna de masa.

De la ecuacion (3.60), el segundo momento de la masa es,

I9(t) = Myrir] + Myrird, (3.74)

donde r§ es la componente i-ésima del vector de posicion de la estrella j. Luego del calculo
explicito de cada componente 2, se obtiene que,

1 14 cos(2Qt)  sin(2Q2t) 0
L;(t) = 5#7"2 sin(2Qt) 1 —cos(2Qt) 0 (3.75)
0 0 0

En particular,

I, = 20120 cos 20t
Ls = 2ur*Q% sin 20 (3.76)
Iy = —20r*? cos 200t

Sustituyendo en la ecuacion (3.50) se obtiene que,

2Por ejemplo,
1
I%® = Mya? 4+ Mox2 = (Myr? 4+ Mor?) cos? () = 5mv?(1 + cos 20t).

En la ltima igualdad utilizamos que cos§ = 3 (1 + cos 26).



3.4. Aplicaciones 57

14Gur? (14 cos? ¢
hy = R ( 5 cos(202t)

4G u*r?
S d A

(3.77)

hy cos @ sin(202t)

Ahora, es facil construir el tensor A% en su representacién matricial. Si la direccion de
propagacion es el eje z, de la ecuacion (3.13), se obtiene que,

4022 [ —Cos 20(t —d) —sin2Q(t—d) 0
hid(t) = d“ —sin20(t —d)  cos2Q(t —d) 0 (3.78)
0 0 0

De forma similar se calcula la luminosidad,

32G
L= ﬁ/l?jQG (379)
Sustituyendo la tercera ley de Kepler,
32G* M3
L= R (3.80)

Por teorema del virial, la energia total del sistema es,

1GuM
EF=—- 3.81
2 r ( )
Ahora, derivamos e igualamos con la expresion para la luminosidad:
dE  GuM d 32G* M3 2
ak  GphMar K (3.82)
dt 2r2 dt 5¢>  rd
es una ecuacion diferencial para r.
Resolviendo la ecuacion anterior obtenemos que:
32G3M? 1/4
R(t) = 5C5 (tcoal - t) (383)

Ahora, usando la tercera ley de Kepler es inmediato obtener la frecuencia orbital, pues:

Q2(t) = GM (3.84)

4 [32031\/13 (oot — t)]3/4

5¢5

su comportamiento se muestra en la siguiente Figura,
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Figura 3.2: Evolucién de la frecuencia orbital, €2, de un sistema binario con M; = 35M y
My = 28M, en fase inspiral para érbitas circulares keplerianas, con una separacién inicial de
4.7r,. El eje horizontal es el tiempo, medido en segundo. El eje vertical es la €2, medido en Hertz.

La frecuencia de la onda gravitatoria es f = f,, = 2(2/27, entonces:

1 I 5/8 3/8
fog = o [GM} (teoar — 1) (3.85)

La velocidad de rotacion del sistema binario, en unidades de la velocidad de la luz son,

éstas se muestran en la siguiente Figura.
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0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.200
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Figura 3.3: Evolucién de las velocidades relativas del sistema binario con masas M; = 35M
y My = 28M, en fase inspiral. La separacion inicial es 4.7r,. El eje horizontal es el tiempo,
con unidades de segundos, mientras que el eje vertical es la velocidad relativa en unidades de la
velocidad de la luz, c.
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Como vemos, en este caso las ecuaciones cuadrupolares tienen soluciones analiticas y permi-
ten resolver las ondas gravitatorias, su deformacion (strain, h) y sus frecuencias, fo,.

Recapitulando...

Tanto la ley universal de gravitacion -vista en el capitulo 2-, como las ecuaciones de campo de
relatividad general, describen el fenémeno de la gravedad, pero desde interpretaciones muy
distintas. En relatividad general, el efecto del campo gravitatorio depende de las propiedades
geométricas del espaciotiempo, concretamente, del tensor de Einstein Ricci, G, que a su
vez, cambia segun la distribuciéon de materia-energia, cuantificada en el tensor de energia-
momento, T}, de acuerdo a las ecuaciones de campo (ec. 3.10).

En el régimen de campo débil, lejos de la fuente, la geometria esta descrita por la métrica
de fondo de Minkowski, 7,, mas una pequena perturbacion, h,,. La linearizacién de las
ecuaciones de campo en la norma de Lorentz, implica que la perturbacion satisface una
ecuacion de onda tensorial general (ec. 3.20). Fuera de la fuente, la ecuacion de onda tiene
por solucion general la superposicion de ondas planas (ec. 3.23), hecho que significa que
aunque la métrica es casi plana, una componente tiene un comportamiento ondulatorio sobre
el espaciotiempo, razén por la cual h es llamada onda gravitatoria. En la norma TT, ésta
tiene dos grados de polarizaciéon y transporta energia a la velocidad de la luz.

Si la fuente tiene velocidades internas no relativistas y se satisface la aproximaciéon de longitud
de onda larga y de distancia a la fuente, se dice que estamos en la aproximaciéon cuadrupolar.
En ella, la onda gravitatoria depende principalmente de las segundas derivadas temporales
del segundo momento de masa, I;; (ec. 3.50), y la tasa de energia radiada, 6 luminosidad,
depende de sus terceras derivadas (ec. 3.55). La aproximacion cuadrupolar es muy util para
entender las relaciones entre las variables de la fuente y las de la onda (§3.4.1 y §3.4.2),
y también para modelar las ondas gravitatorias emitidas por un sistema astrofisico binario
ligado fuera de nuestro sistema solar. El caso més simple es cuando los dos objetos se mueven
en oOrbitas circulares en torno al centro de masa (§3.4.3).

Estamos ahora en condiciones de plantear un modelo para dos estrellas de neutrones con
interaccion gravitomagnética y su emision de ondas gravitatorias. Este es el contenido del
siguiente capitulo.



Capitulo 4

ANALISIS DEL SISTEMA BINARIO

Con los conceptos y resultados presentados en los primeros tres capitulos, en éste se
construye un modelo propio para describir tanto la dindmica newtoniana como la emisién
de ondas gravitatorias de binarias magnetizadas. Las hipotesis iniciales se presentan en la
primera seccion. Las secciones 2 y 3 son independientes entre si. En §4.2 se analiza newtonia-
namente la dinamica del sistema, haciendo uso de la teoria presentada en el capitulo 2. En
§4.3 se estudia la emision de ondas gravitatorias restringido al caso en que los dos cuerpos
describen oOrbitas circulares, dentro de la aproximacion cuadrupolar, descrita en el capitulo
3. En la dltima secciéon de este capitulo, §4.4 se plantea cémo se modifica la luminosidad
gravitatoria si no se suponen oOrbitas esféricas.

4.1. Planteamiento

Consideremos un sistema de dos objetos compactos cuyas posiciones son ry y ra y,
sus velocidades r; y ro. El vector de posiciéon relativa es r = ry — ry. Los cuerpos poseen
masas M; y M. El marco de referencia tiene como origen el centro de masa, por lo que,
Miry + Msry = 0. La masa total del sistema es, M = M; + M, y la masa reducida es, u =
MMy /M. Ademas, los cuerpos son esferas conductoras perfectas, con momentos magnéticos
dipolares perfectos m; y my. Sea oy el angulo entre r y m; y, oy el angulo entre r y my. Una
suposicion central es que los momentos magnéticos (i = 1,2) son constantes en magnitud,
m; = |my|, y en direccion de tal manera que r-m; = m, cos a; =const., es decir, o; no cambia
en el tiempo.

A partir de este punto, expresaremos todas las distancias como miltiplos del radio de Sch-
warzschild de una masa solar, r, = 2G M, /c*. Redefinimos la coordenada radial como,

r:=r;R, R=r|/rs.
Por poseer masas y momentos magnéticos, la binaria tiene energfa potencial gravitatoria, U,,
y energia potencial magnética, U,,. Con las suposiciones recién planteadas, las ecuaciones

(2.28) y (2.56) describen los potenciales,

60



4.1. Planteamiento 61

GuM kmym
UQ(R) = r R’ Um(R) = T31R32’

con k = 2cos oy cosas — sinag sinay. El cociente entre las energfas potenciales U, /U, =
—kmyms/GM pur?R?, nos motiva a definir el pardmetro 3 como,

km1m2

b= GMur?

(4.1)

[ es un parametro muy relevante porque cuantifica la dominancia del campo magnético sobre
el gravitatorio (U,,/U, = —(/R?) y contiene la informacion de sf la interaccion magnética
es atractiva o repulsiva. Si 8 > 0, U, y U, tienen signos opuestos, lo que significa que la
interaccion magnética es repulsiva; analogamente, si § < 0, U, es atractiva.

También, observamos que 3 es adimensional! y constante porque depende unicamente de los
parametros intrinsecos de la binaria, que hemos asumido también constantes.

Por otra parte, los momentos magnéticos, m; y ms, dependen de los campos magnéticos po-
lares, By y Bs, y de los radios Ry y Ry de cada estrella, como vimos en §2.2.1. Concretamente,
de la ecuacion (2.49), m; ~ B1 R}, y my =~ By R3; sustituimos en la ecuacion (4.1),

k BiBy(RiR,)?
b=~ 5 ( ) . (4.2)
Gr? Mu
El signo de  depende unicamente del signo de k, pues el resto de las cantidades son positivas.
A su vez, k depende unicamente de la orientacion de los dipolos magnéticos, es decir, de los
angulos o, entre R y m; de cada estrella (i = 1,2), ver Fig. 2.3. En el caso mas general,

k = 2cos oy cos g — sin oy sin osy. (4.3)

a1 y az puede tomar valores entre [0, 2] = [0,360°] y k& € [—1.5,2], como se aprecia en
la Figura 4.1. En la misma figura se observa que existen ciertas combinaciones de oy y as
que anulan la interaccion magnética, pues k = 0. De la ecuacion (4.3), esto ocurre cuando
2 Cos (] COS (rg = Sin v sin aw, es decir,

2
ay = arctan(tana1>, (k=0). (4.4)

Significa que, dado oy, sl ay < arctan(tanal

) entonces k > 0y, si ag > arctan(t 2 >,
an o

entonces k < 0, como se ilustra en la Figura 4.2. Por encima de la curva as(ay), se tienen
los casos con k < 0, por debajo de la curva, k£ > 0.

1

kmymo emu? B (cm®/2 g1/2g=1)2 o
= = adim.

18] = |:GM/J r?] - cm3g—1s=2 g2 cm? cm® gs—2
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Figura 4.1: Parametro k = k(aq,an) = 2cosa; cosay — sin g sinay. Los ejes X y Y tienen
unidades de grados, el eje Z es adimensional.

50 > AN
0 N\ \
N\
—50 \\
\I [~

0 50 100 150 200 250 300 350
ay [°]

az [°]

Figura 4.2: o vs ay cuando ap = arctan(2/tan ;). La curva representa las combinaciones de
a1 Y ag que hacen £ = 0. Ambos ejes tienen unidades de grados. La curva delimita los casos
k > 0 (debajo) y k < 0 (encima de la curva).
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Figura 4.3: Parametro k cuando los momentos magnéticos son paralelos entre si, antiparalelos o
perpendiculares. El eje X tiene unidades de grados y el eje Y es adimensional.

Ahora bien, podemos analizar algunos casos particulares:

» Paralelos: En el primer caso, m; || my, entonces a; = ap, de manera que k se simplifica
como,
k = 2cosay cosay — sin g sin oy = 3cos? ay — 1.

Notamos que k es negativa cuando 3 cos? a; < 1, es decir, a; < arc cos ( 1/3) ~ 54.73

grados. En cambio, es positivo cuando, 3 cos? oy > 1, 6 ap > arc cos ( 1/ 3).

= Antiparalelos: Si los momentos magnéticos son antiparalelos, significa que a; = —a.
Usando que cos(—z) = cos(x) y sin(—x) = —sin(x), encontramos que,

k = 2cos?ay +sin® ay = cos® ay + 1,

que ahora solo puede tomar valores positivos, k > 0.

» Perpendiculares: En tal caso, ay = ay +7/2. Usando que, cos(7/2 + ) = sin(—x) =
—sinz, y sin(mw/2 + x) = cos x, obtenemos que,

k = —3cosaysina;.

La relacion k = k(o) de los tres casos anteriores se muestra en la Figura 4.3.

Ahora que sabemos que k € [—1.5,2], podemos estimar crudamente la magnitud de 5 para
una binaria de estrellas de neutrones. Elegimos, convenientemente, M; = My = 1.2 M,
Ry = Ry =15 km y B; = By = 10 G (alcanzado sélo en magnetares). Sustituyendo en
la ecuacion (4.2), con k = 1 obtenemos, f = 0.0342. Si mantenemos las masas y radios
pero consideramos B; = By = 10'2 G, que son valores tipicos de un ptlsar, obtenemos que
B = 3.4 x 107'°. En términos de los momentos magnéticos, suponiendo m; = msy y las
mismas masas, tenemos que,

my = /GMur2\/8 = 1.8232 x 10% /B emu.
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De esta manera, si |m| ~ 10% emu, entonces, 8 ~ 1. Si |m| ~ 103 emu, 8 ~ 1/100. Si |m| ~
1033 emu, 8 ~ 1/10%, etc. Por supuesto, el efecto también dependera de la distancia entre los
objetos; mientras mas lejanos, menor sera la contribuciéon de los campos magnéticos porque
éste decrece como 1/R3 a diferencia del campo gravitatorio que decrece como 1/R. Estas
magnitudes de los momentos magnéticos (103*73% emu) si se han detectado en magnetares
y otros objetos tipo estrella de neutrones, aunque principalmente en estrellas jovenes y
aisladas (2017, [38]). En principio, seria posible determinar el valor de 5 de un sistema
binario real, estimando observacionalmente dos masas (My, M, M y/6 ), los radios Ry y
Ry y los campos magnéticos By, By (ver §1.2 para una discusion sobre las mediciones de
campos magnéticos en objetos compactos).

Para concluir esta seccion, expresemos la energia potencial total del sistema, U = U, + U, =

U, (1 + %—’;) En términos de (3, adquiere la siguiente forma,

U(R) = —Grf?g <1 - %) . (4.5)

Si = 0, recuperamos el potencial gravitatorio. La funcién U(R) es necesaria para resolver
el problema de dos cuerpos newtoniano, pero también para encontrar la forma de las ondas
gravitatorias emitidas, como veremos en §4.2 y §4.3, respectivamente.

4.2. Problema de dos cuerpos newtoniano

Desde un analisis newtoniano, los cuerpos ejercen entre si fuerzas gravitatoria (2.27) y mag-
nética (2.57). Ambas son centrales. La fuerza neta es la superposicion de ambas,

A

GMp  3kmims
= T 4
r r

F(r) = Fy(r) + Fn(r) =

El cociente entre las fuerzas es,

Fm 3k‘m1m2 . 35

F, GMurR*  R?

asi que la fuerza central neta es,

GuM 36\ .
F(R) = — 2 (1 — ﬁ) R = f(R)R. (4.6)
La fuerza y la energia potencial estan relacionadas como, F(R) = —VU, pues ambas fuerzas

son conservativas en el régimen newtoniano.

Con estas consideraciones, el sistema es un problema de dos cuerpos bajo la accion de la fuer-
za central (4.6). Como las fuerzas son centrales, las particulas ligadas describen trayectorias
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sobre un plano (XY) y podemos reducir el problema al caso bidimensional. De la ecuacion
(2.21), la funcion lagrangiana del sistema es,

L= g( 2 4 r202) — U(r)

En términos de la variable adimensional R (R = 7/r) y con el potencial de la ecuacion (4.5)
tenemos que,

2
HTs 152 2.9y, GuM p
= 1-=]. 4.

Clp) = " rog) + S (1= ) (47)
4.2.1. Ecuaciones de movimiento
La ecuacion de Euler-Lagrange para ¢ es,

oL docL od o

%—aa—@—oa = /uw“sa(R ¢) =0,

como R?¢p permanece constante, podemos definir el momento angular [,

| = ur’R%p. (4.8)

Asi, la evoluciéon de la componente ¢ es,

 wr?RA(1)

donde a 2 le llamaremos frecuencia orbital. Por otra parte, la ecuaciéon radial es,

Al sustituir la ecuacion (4.9), se obtiene la ecuacion de segundo grado para R,

3 2 GM 33
R— i i (1 - ﬁ> = 0. (4.10)

Se puede reducir el grado de la ecuacion radial, convirtiéndola en un sistema de dos ecuaciones

de primer grado para dos variables. Sean éstas, R, = Ry R, = ‘%, por lo tanto,

dR,
dt - Rb7

aR, __GM (35 P (4.11)
dt  r3R2 R? pAriR3’
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es equivalente a (4.10); mas adelante seré resuelto. La cantidad conservada asociada a la
ecuacion radial es la energia total F,

FE =

2
R? + - ~

2 2

urs l GuM B

— 1 4.12
2 2ur? R?2 rgR ( (4.12)

12
prs kP

como puede comprobarse si se deriva (0 = ,wrgRR —
ecuacion (4.10)).

R+ fjﬁﬁ (1- %@)Res igual a la
La ecuacion orbital, R(y), se obtiene en términos de @ definida como,

Asi, de las ecuaciones (4.6) y (2.26), las orbitas satifacen la ecuacion diferencial,

d?u ~ GMr,

—Uu +

dg? — 2

(1—3pa?). (4.13)

De nueva cuenta, definimos u, =ty up = g—; para construir el sistema de ecuaciones lineales
equivalente,

du,
= U’b
dip
duy | G, (1 - 352) (4.14)
— = =, — 36u
dp 2 “
Una vez obtenida (), puede graficarse el movimiento en el plano XY haciendo,
X(t) =1/a cos(p); Y(t) = 1/u sin(p) (4.15)

A modo de ilustrar como el término (1 — 35u2) cambia la dindmica orbital, en Figura 4.4 se
comparan las érbitas de un sistema con 8 = 0 (caso kepleriano) y con § =k = 1.

Las ecuaciones (4.9), (4.11) y (4.14) determinan la dindmica del sistema binario conservativo,
pero también es necesario especificar las condiciones de frontera.

4.2.2. Condiciones Iniciales

Para resolver las ecuaciones (4.9) y (4.11) es necesario especificar al tiempo t¢, las compo-
nentes de la posicion y velocidad,

Ro=R(to); wo=R(to); wo=0pt); Q=)
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De las cuatro condiciones iniciales, fijamos ¢y = 0 y Ry; las otras dos las determinamos a
partir de las cantidades conservadas F y [, o equivalentemente dos pardmetros de la érbita
como su excentricidad y semieje mayor.

De las ecuaciones (4.12) y (4.9), respectivamente,

p 12 GuM 3 1/2
=—|—(FE - 1—— .
v L“”?, ( 2pr} R i 7s Ro ( R%))l (4.16)

l
 pwriRg

Qo

Asi, recordando que R = R, Y R = Ry, las condiciones iniciales del sistema de ecuaciones
(4.11) son,

Ra70 = R(); Rb.O = p. (417)

Y para el sistema de ecuaciones (4.14), usamos que,

,_dRdide 1 di
Cdudpdt pridy’

de donde,

2
U5V

; (4.18)

Uq,0 = 1/Ro; Upo = —

4.2.3. Analisis Orbital

Introducimos el potencial efectivo,

2 GuM 3
%ﬁ(R) = Q,MTQRQ - T'SR (1 - ﬁ) ) (419)

tal que V, s(R — o0) — 0, Asi, de la ecuacion (4.12), la velocidad radial de una particula de
masa u, momento angular [ y energia E es,

2
2

1/2
2 (B-viaw)| (1.20

R:i[

Distinguimos los siguientes casos,

. R 0| Si R < 0, entonces la particula est4 moviéndose hacia el centro de masa. Si

R> 0, la particula esta alejandose del centro de masa.
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. . La particula no tiene velocidad radial, se encuentra en un punto de retorno
porque esta cambiando de direccion. De la ecuacion (4.20),

2
— (FE—-Vi3) =0 = E=V;.
o ( 18) .8
De la condiciéon anterior, los extremos de las o6rbitas son las raices de la siguiente
ecuacion de tercer grado,

N GMuR* PR GMpPu

R3
Er,g 2Eur? Er,g

0, (4.21)

que puede tener hasta tres soluciones. En el caso sin interaccion magnética, 5 = 0, los
radios minimos y maximos se reducen a,

 GMyp? — VGEM2pt + 2E12

Rmm(ﬁ = O) QE/H”S
GMu? + /G2M?2u4 + 2E12
Rmaz(ﬁ - 0) = a \/ a a
2E urs

Si B # 0, generalente es mas simple resolver numéricamente la ecuacion £ = V)4
mediante algiin método numérico de biseccion.

. : Orbitas circulares. La particula se mueve en circulos cuyo radio es R(t) =

R, = cte. De acuerdo a la ecuacion (4.10), R, satisface que,

8\ _ _ _38—0. 4.22
(dR)m b (GMWS R.—3p=0 (4:22)

Como vemos, es una ecuaciéon cuadratica para R.. Sus raices son,

212G M2 Bt + 1

R, 4.23
2G M pi2rs (4.23)
De esta misma ecuacion, el momento angular en términos de R, es,
3 1/2
I, = {GMMQTSRC (1 - Fé)} : (4.24)

y la energia total,

I? GuM 15} GMpu 15}
Ee = Vis(Re) = 2ur?R? B rs R, (1 B ﬁ) B _QTSRC (1 + ﬁ) (4.25)

C

Se sigue que su frecuencia orbital también es constante,
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e _|[GM (0 35\]
T AN

lo que significa que, p(t) = Q.t, es lineal y creciente en el tiempo. La velocidad tan-
gencial (en este trabajo nombrada también angular, v, = r{2) es,

GM 38\1"*
Uy = TR Qe = {r I (1 - R—g)] ) (4.27)

., (4.26)

El periodo del movimiento orbital, 7, puede calcularse integrando la ecuacion (4.26),

2 T
/ dp = Q, / dt’,
0 0

entonces obtenemos la expresion para el periodo orbital. Es valida atin si la 6rbita no
es cerrada porque también serd un movimiento ciclico.

2 GM 38\ 1 /?
P O (Y )

Notemos que si S = 0, el periodo orbital es el obtenido en la tercera Ley de Kepler:

n=r(B=0)=2r 4]

3 R3
rsRc

Por otra parte, para que la velocidad sea real, B2 > 0. De la ecuacion (4.20),

E—Vig =0, = E >V (4.29)

De esta manera, 8 > 0 baja el minimo del potencial, contrario al caso f < 0. En relaciéon

con la alineacion de los momentos magnéticos, § > 0 ocurre cuando k > 0, que a su vez se

2
tanaq /°

satisface sblo si ag < arctan(

La relacion anterior es importante para caracterizar el movimiento de la particula. Grafica-
mos la energia E de la particula sobre un diagrama del potencial efectivo V, 53 (Ver Figura
4.4.). Distinguimos tres regiones:

= F; > 0 el sistema no estéd ligado, una de las estrellas se mueve desde infinito hacia el
centro de masa, pero es rebotada por la barrera del potencial, volviendo al inifinito.

» [/, < Ey < 0 hay orbitas cuyos puntos extremos estdn dados por las raices de la
ecuacion (4.21). Sus radio minimo 7,3, y maximo 7,,, son aquellos puntos donde E y
Vers coinciden. Un ejemplo de orbitas se muestra en la Figura 4.5.

= F3 = F,, es la energia minima del pozo potencial y corresponde al movimiento circular
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le52

— Vi (B=-30)
— Vi (B=0)
— Vi3 (B=30)
--- BE=E. (=0}

Potencial Efectivo (ergs})

Figura 4.4: Potencial efectivo de la ecuacién(4.19) con M = 2.83Mq,u = 0.71M,, (M, =
1.43Ms y My = 1.4Mg) para $=-30,0,30. El valor |5| = 30 corresponde a m; = my =
1.17 x 103¢ emu. Dado Ry = 307, el momento angular de cada curva es I (R.) = . (ecuacién
4.24).

20 A

10 1

ylrs, el

=10 1

Figura 4.5: Orbitas de un sistema binario con M = 2.83 M, = 0.7M, m; = my = 2.138 x
10% emu, a; = 0°, iy = 60°, con lo que k = 1y 8 = 1. Las érbitas se resolvieron en unidades
patrén (ver Anexo 7.2).
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Asi que, para que en el sistema existan orbitas ligadas, dados sus parametros M, u, 8y
separacion inicial, R., sus cantidades conservadas, (F,1) deben satisfacer que,

0<il<l, E. < FE <. (4.30)

La primera desigualdad se debe a que la magnitud del momento angular, [, es una cantidad
positiva cuyo valor maximo corresponde a la érbita circular, con [., por ser la trayectoria
que minimiza la energia.

Una forma distinta de analizar todas las 6rbitas del potencial esférico es analizando el espacio
de las cantidades conservadas (F, ). Cada punto en el espacio corresponde a una 6rbita tnica.
Dada una energia fija F, la 6rbita con maximo momento angular es la circular, asi que la
curva [.(F), define la envolvente superior para las posibles érbitas. Dado un intervalo de
valores R, con ayuda de las ecuaciones (4.24) y (4.25) encontramos [. y E.

*Restricciones sobre

Para que la ecuacion (4.24) tenga sentido fisico, (1 — %@) > 0, es decir,

2

R
B < Prmax = =7 (4.31)
siendo R, el radio de la orbita circular. Ademaés, para que R, tenga sentido fisico, debe ser
real y positivo. De la ecuacion (4.23), esto significa que el término dentro de la raiz debe ser
positivo o cero, entonces,

l4

> Bon = ———t 4.32
b=>p 12G2 M2 pr? (4.32)

Por otra parte, para que existan dos soluciones positivas de R., es necesario que [*> >
\/12G2M25,u47“§ + 14, lo que solo es posible si § < 0 (potencial magnético atractivo). Asi
pues, de las ecuaciones (4.32) y (4.31),

[2 12G2M2Bu4rs? + 14
Si0< B < Bmax :>Rc:0+\/ ﬁ/H"SJrc.

2G M pu?rs
, le
Si B =0, = R. = GM—ILLQTS
12+ \/12G2M?Bptr? + I

St Bmin < <0, = R.1 == ==

s p ! 2GM pPrs
R 12— \/12G2M?Bu*r? + I
“2 2G M prs ‘

En resumen, el parametro § debe estar entre S < 8 < Bmax- Si 8 > 0 la fuerza magnética
es repulsiva y solo habra un R.. Si 8 < 0, habra dos R.. Si 8 = 0, se tiene el caso kepleriano.
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Ahora que hemos estudiado la dindAmica newtoniana, procederemos a considerar al sistema
binario dentro de la aproximacién cuadrupolar, limitada al caso donde los cuerpos describen
orbitas circulares.

4.3. Radiacién gravitatoria en 6rbitas circulares

Aclaramos que esta seccion es casi independiente a la anterior, pero se mantienen los mismos
planteamientos presentados en §4.1.

De la ecuacion (4.26), si las orbitas son circulares, la frecuencia orbital es,

GM 33
2 __ 02 _
02 =02 = e (1 - ﬁ) . (4.33)

La energia cinética del sistema se reescribe como,

T —

p®  priR*Q* GMp - 35
2 2 - 2ryR R?

Y la energia mecanica,

B _ GMy 36 GMpu B
E=T+U=%"% (1 R2) "R (1 R2)

De esta manera,

__GMp p
E=—5 5 (1 - R2) (4.34)

que concuerda con la ecuacion(4.25). Ahora bien, si el sistema emite ondas gravitatorias, la
energia mecénica no se conserva, decrece en el tiempo tal que,

dE
— =L 4.35
o (4.35)

El lado izquierdo de esta ecuacion se obtiene aplicando regla de la cadena la expresion (4.34),

dE  dEdR  GMy <1 3,@) dR (.36

dt  dRdt  2r.R? RZ) at

El lado derecho, L, seré calculado a continuacion.
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4.3.1. Calculo de la luminosidad

Como se discutié en §3.4.2., la formula cuadrupolar para la luminosidad - cuyas unidades
son energia sobre unidad de tiempo-, en términos del tensor de masa cuadrupolar del sistema
binario, M;;, es,

G /... .. 1 ...

L=3 <1ij1ij - —([kk)2> (4.37)
donde (...) denota promedio temporal sobre las frecuencias caracteristicas de la OG -o equi-
valentamente, sobre los periodos- y los indices repetidos se suman. Y antes de efectuar el
promedio, notamos que,

5c 3

2G (X)) ) (X)) e oo
:@<Ixx+ Iyy+3]xy_ ]xx]yy)

L(¢) = — <Iim + 1+ 210, — 5(Tee + Iyy>2)
De la ecuacion (3.60), el tensor de segundo momento de masa para un sistema de dos parti-

culas es,

19 = Myata) + Moaha) (4.38)

siendo, x? la componente j del vector posicion n = 1,2. En coordenas cartesianas,

x1 = (27, 2Y,27) = (ricose,rsinp,0),
Db Tinemanne ) (130
xy = (25,25, 23) = (racosp,rasinp, 0).
En el marco de referencia con origen en el centro de masa, (ver §2.3), ri(t) = {r(t) y
ro(t) = —Mi2r(t), entonces ur = Miry = Mayry. Sustituimos componente a componente en
(4.38):
I = My7? cos® o + Myr cos® p = (Myr? 4+ Myr?) cos? ¢
1
= §ur2(1 + cos 2¢p).
I = Myrisin® ¢ + Myrysin® ¢ = (Myr3 + Mir7)sin® ¢
1
= §,u7’2(1 — cos 2¢p). (4.40)
1™ = M;77 cos psing + Myrs cos psin p = (Myr] + Myr?) cos g sin ¢
1
= iwj(sin 2¢)
JYT — Ixy’ [ = [%% = [*¢ — [¥% = [%Y — ().

Por consiguiente, el segundo momento de masa, en términos de R = r/rg, es:
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B 1 1+cos2¢  sin2¢p 0
I9(t) = 5,”332 sin2p  1—cos2p 0 (4.41)
0 0 0

Al calcular sus derivadas temporales, por tratarse de movimiento circular supondremos R =
R=R=0, $ = ¥ = 0; la tnica derivada no nula es ¢ = 2. Como los momentos magnéticos
son constantes, % = 0. Los calculos expliciticos pueden hacerse a mano o, con un programa
computacional de matematicas simbolicas, como Maple o Sympy de Python. Un cédigo con

sympy con estos calculos se muestra en el Anexo 7.3.

Sustituyendo 7%, la ecuacion (4.3.1) se reduce a,

L(g) = SZGME (sin” (2p(1)) + cos* (2(1))) ( 35)3'

1- 22
55 R? R?

Lo que sigue es integrar en ¢ para obtener el promedio sobre la frecuencia de las ondas -
aunque en este caso no es necesario realizar la integral porque la dependencia en ¢ se elimina
con la identidad trigonométrica sin? 6 + cos? 0 = 1,

1 G MY2 (367
L= o J, L(p) dp = 5c5 5 R (1 N @) (4-42)
Y al sustituir r, = ZCC;—QM7
S 38\°
PR (1 ~ ﬁ) (4.43)

es la generalizacion de la luminosidad gravitatoria con interaccién magnética suponiendo que
los momentos magnéticos son constantes. Es interesante que la dependencia del parametro
{3 es a través del binomio al cubo, (1 —33/R?)? que a su vez puede expresarse como la suma

de polinomios (1 —38/R*)? =1— %@ + 21752 — 2]7%’23, pues asi se nota que a mayor R, el efecto
de  disminuye.
4.3.2. Decrecimiento radial

Recapitulando, la ecuacion que describe la pérdida de energia del sistema binario a causa de
la emision de ondas gravitatorias es,

dE

— =L
dt ’

y de acuerdo a las ecuaciones (4.36) y (4.43),
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dE. GMu
dt — 2r,R2

(1+

30 Rt
R? ) dt’

RGP
N 5c5r5 RS

75

Notemos que al igualarlas, obtendremos una ecuacion de primer grado para R(t). Asi que,
luego de manipulaciéon algebraica obtenemos,

dR

dt

8uc 36\°
=" _(1-2) (1
e (0-m) (1

35)1
=)

Podemos llevar esta ecuacién a cuadraturas:

38\ D3
/dt:_5Mrs/(1+Rz)}§dR
8pc (1_%)

R2

La integral indefinida del lado derecho tiene por solucion,

R(tcoal) = O?

teoal
|-
0

por lo tanto,

(1-2)° 4 (1-

38
RZ

R (1+35)
)3

Con esto podemos saber el tiempo de coalescencia. Integramos entre R(t = 0)

8uc

 5Mry /0 (I+52) B

>3

32uc °

R3

tcoal = 5MTSR4 (1 + @) (1 — %

R

4.3.3. Evolucion de sistema

(4.44)

(4.45)

A causa del cambio temporal de la separacion de la binaria, R, de la ecuacion (4.26) se
observa que la frecuencia orbital incrementaré y el periodo orbital decrecera. Calculamos las

derivadas temporales:

O=-0
2

3(R2—B) dR

(R> —3B)R dt

Mas atn, la tasa de decrecimiento del periodo, P = 27/, es,

(4.46)
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3(R? —583) dR

P=P ———— —
2(R? — 3B)R dt

(4.47)

De esta manera, podemos resolver como afecta 8 a la evoluciéon de la dindmica de los cuerpos.

4.3.4. Strain y frecuencia de las ondas

Como vimos en §3.3, el tensor de la perturbacién gravitatoria, h¥/ tiene dos grados de pola-
rizacion. En la norma TT, siendo z la direccion de propagacion de las senales gravitatorias,
aplicamos la ecuacion (3.52),

hy = % (Few = 1)
_ 4?4’;7"5 R202 cos(20t) (4.48)
_ f;f]g (1 ;’_g) cos(2¢t),
mientras que,
hy = fl—cil
- 4(54/;“ R20?sin(20t) (4.49)
_ f;f; (1 Zﬁ) sin(2¢t).

Expresadas de esta forma, observamos que la frecuencia de la onda gravitatoria, f,, = 2€2,
es dos veces la frecuencia orbital del sistema binario €2, a cada instante de tiempo. Por lo
tanto,

2GM 30
fog = T§R3 <1 - R_g> . (450>

4.3.5. Reduccién al caso 5 =0

Debido a la conveniente forma de la energia potencial total,

GM
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es facil reducir todos los resultados anteriores al caso con = 0, cuando el sistema no
interacciona magnéticamente. Las ecuaciones deben reducirse a las presentadas en la Seccion
§3.4.3. porque los cuerpos se mueven siguiendo 6rbitas keplerianas.

La energia total del sistema es,

1 GM
E = EMT§R2QQ — _R,u
" (4.51)
~ 1GMu
2 r.R

la segunda igualdad se obtiene sustituyendo €2 y simplificando. La derivada de la energia es:

dE _ GMp dR
dt — 2r2R? dt

(4.52)

Con estas sustituciones, la ecuaciéon para la luminosidad se reduce a:

3G M

L(‘P) - 265T§R5 (453)

que concuerda con el resultado ya presentado en §3.4.

Ahora, dE/dt = —L, es decir,

GMp Rr— 32G*M°p?
2r2R2 dt ~ 2¢5r3R5

la ecuacion diferencial para R se reduce a,

dR  64GPM?p 1
dt 5¢>  r3R3

(4.54)

O sustituyendo r, = 2G M /c?,

dR 8cp 1

Con la condicién inicial, R(t = 0) = R; la separacion inicial, la solucién es,

(4.56)

1/4
R(t) = [R?— ?ﬁﬂt} .

S5Mr,

En suma, un sistema binario descrito por el potencial (4.5) perdera energia a una tasa (4.43),
que es una generalizacion del caso kepleriano. La separacion entre los cuerpos decrecera de
acuerdo a la ecuacion diferencial (4.44), de modo que la frecuencia orbital incrementara de
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acuerdo a (4.46). Siguiendo las formulas cuadrupolares, la evolucion de los parametros de
la binaria determinan la forma de las ondas gravitatorias y sus frecuencias, expresadas en
las ecuaciones (4.48) y (?77?). Ademas, los resultados obtenidos generalizan congruentemente
las soluciones ya conocidas para el problema con interaccion kepleriana unicamente. De esta
manera, tenemos una descripcion completa de la emision de ondas gravitatorias por binarias
que satisfacen los planteamientos descritos en §4.1., aunque restringido a érbitas circulares.

4.4. Fase inspiral general

Si no suponemos orbitas circulares, tanto r como ¢ varfan en el tiempo, entonces, las deri-
vadas de las componentes del tensor de inercia incluiran derivadas de r y ¢:

1% = pr (1 4+ cos 2p) 7 — pr? sin 20
[ = p(r cos 2 + r)it — pr® sin 20 + p(1 + cos 20) — dpr sin 207

— 2ur? cos 2pp? (4.57)
T = p(rcos2p —r)7 — ur?sin 2% + (u(3 cos 2p + 3)7 — 6 sin 2prp) 7 '
— (6,u sin 2prr + 6 cos 2g0gbr2) G — 611 cos 2013
— 65in 2072 ) — 12ur cos 20P%F + 4ur? sin 2pp°
1% = pr(1 4 cos 29)i — pr? sin 2p¢
1Y = pu(r cos 2¢ 4 )it — pr? sin 20¢ 4 (1 + cos 29)i? — 4pr sin 2ppr
— 2ur? cos 2pp? (4.58)
7Y = p(rcos2p — )T — pr®sin 209 + (u(3 cos 29 + 3)7 — 6 sin 2p0r¢) '
— (6u sin 211 + 644 cos 290@“2) B — 6 cos 20pr*G
— 6 sin 2077 — 12ur cos 20P%F + 4ur? sin 2pp°
1% = (1 + cos 2¢) 7 — pr? sin 2p¢
1™ = pu(rcos 2@ + )i — pr? sin 2@ + (1 + cos 2¢)i — 4 sin 2p@r
— 2ur? cos 2p¢”
pTCOs Spp (4.59)

T = plr cos2p = 1)F — pr?sin 26 + (u(3 cos 2 + 3)7 — Gusin 26r) i

— (6u sin 2¢prr + 64 cos 2<p<p7“2) @ — 611 cos 20012
— 6y sin 2072 ¢p — 12ur cos 20 + 4pr? sin 20

Con algtn software de matemaéticas simbolicas, como Maple, es facil sustituir las expresiones
(4.57-59) en la formula cuadrupolar (3.55), pero evidentemente, la expresion es muy extensa
(ver Anexo §7.3). En este caso, la ecuacion diferencial dE/dt + L = 0, es de tercer grado con
términos de derivadas cruzadas, por lo que son ecuaciones acopladas altamente no lineales.
Resolverlas es un posible objetivo posterior a este trabajo.
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Recapitulando...

Dos objetos compactos ligados por su interacciéon gravitomagnética, bajo las hipotesis des-
critas en §4.1 pueden entenderse dentro de dos enfoques distintos, uno donde la energia
mecénica total se conserva (newtoniano §4.2) y otro donde se pierde en forma de ondas gra-
vitatorias (regimen cuadrupolar en orbitas circulares §4.3). Expresamos todas las ecuaciones
en términos del parametro 3, para reducir de forma sencilla el problema al caso kepleriano y
entender la forma en que la interaccion magnética afecta la evolucion de las variables, tanto
del sistema astrofisico como de las ondas gravitatorias.

En el siguiente capitulo resolveremos numéricamente las ecuaciones diferenciales obtenidas
en éste, utilizando como parametros dos binarias de estrellas de neutrones famosas: el pulsar
binario de Hulse-Taylor y la progenitora de la senal GW170817.



Capitulo 5

RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo se resuelven numéricamente las ecuaciones dinamicas del sistema binario
con interaccidon gravitomagnética y las ecuaciones cuadrupolares de las ondas gravitatorias
emitidas en la evolucion hacia la fusion de los objetos compactos, todas éstas deducidas en el
capitulo anterior. Para aplicar las ecuaciones y relaciones a un sistema realista, consideremos
el famoso pulsar binario de Hulse y Taylor (ver §1.2) y el sistema que emiti6 las senales
GW170817 y GRB170817A (ver §1.4.5). ;Qué pasaria si los objetos compactos de estos
sistemas tuvieran campos magnéticos dipolares constantes? ; En qué momento seria relevante
la interaccion magnética? ;Como se veria afectada la dindmica? ;Cambiaria la forma de las
ondas gravitatorias radiadas? Estamos en condiciones de responder estas preguntas. En la
altima parte de este capitulo, sintetizamosm discutimos los resultados y comparamos con
otros estudios recientes.

5.1. Aplicacién sobre PSR 1913416

Consideremos los parametros del pulsar binario PSR 1913416 de la Tabla 1.1. Se sabe que
la masa total del sistema es M = 2.83 M, y se piensa que ambas son estrellas de neutrones,
asi que fijemos,

M, = 1.43M,, M, =14M, < M =2.83M,, u=0.707M,.

Supongamos que cada pulsar tiene momentos magnéticos dipolares idénticos de magnitud,
m = m; = mo y que el radio de cada estrella es R = Ry = 15 km= 1.5 x 10° cm. De la
ecuacion (4.1),

B k—mQ = m=+\/GMur2g/k (5.1)

- GM pr?

con k = 2cos v cos aig — sin «yy sin ag, siendo «; el angulo entre el plano orbital y la direcciéon
de los momentos magnéticos (ecuacion 4.3). Examinemos tres casos donde la fuerza mag-

80
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nética sea repulsiva, § > 0, tres casos donde sea atractiva, < 0 y el caso sin interaccién
magnética, f = 0, que es el problema de Kepler, como se muestra en la Tabla 5.1.

B [adim| con: & [adim|] m [emuy] B, |G|

-30 -1 1.1816 x 10%  3.501 x 10*"
-2 -1 3.0509 x 10%  9.039 x 10'°
-0.1 -1 6.7983 x 10%* 2.014 x 10'°
0 0 cualquiera cualquiera
0.1 1 6.7983 x 10°*  2.014 x 10'°
2 1 3.0509 x 10%  9.039 x 10'°
30 1 1.1816 x 10%  3.501 x 10*"

Tabla 5.1: Distintos valores del parametro 5 y sus respectivos valores de k = 1 — 3cosa, la
magnitud del momento magnético, m y el campo magnético correspondiente, B = m/R3.

Denotamos,

By = (—30,-2,-0.1,0,0.1,2, 30). (5.2)

Se sabe que el pulsar visible describe elipses con excentricidad e = 0.617139 y periodo
orbital, P = 27,906.98 s [53]. También se sabe que el semieje mayor de la elipse descrita,
proyectada sobre la linea de vision, es, a; sini = 2.34186 ¢s™!, que equivale a 237,549 radios
de Schwarzschild solar, r,. El sistema estd emitiendo ondas gravitatorias y como reflejo de
ello, su periodo orbital decrece a una tasa P = —2.428 x 1072 (adimensional) y dentro de
~ 0.31 x 10? afios, terminaran fusionandose en un destello violento.

Aunque el sistema siempre emite ondas gravitatorias y por ello decrece el periodo orbital,
distinguiremos distintos regimenes.

= Al tiempo presente: el efecto magnético es insignificante.

= Suponiendo que se encuentran a 307y de separacion y la energia total se conserva: el
efecto magnético ya es significativo pero no hay emision de ondas gravitatorias.

= Y finalmente, a 47, con emisiéon de ondas gravitatorias, pero restringido a orbitas
circulares.

5.1.1. Al dia de hoy: caso kepleriano

Supongamos que el plano érbital es perpendicular al eje de vision, i = 7/2, asi que a; sini =
ai. A la separacion, Ry ~ ay/rs, el cociente entre la energia potencial magnética y gravitatoria
es,

U s

(R = —"— =1.772x 1071 5.3
0, ) = 557 512 x &l (5:3)
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Significa que, en el regimen newtoniano, el sistema es un problema de dos cuerpos kepleriano.
Como vimos en la Seccion 2.1.3, los cuerpos describen trayectorias elipticas. La posicion de
cada pulsar y su separacion, a cada instante de tiempo es,

R1 = (Xl, Yl) (Rl COs ©, Rl sin QO)
Ry = (X3, Y2) = (—Racosp, —Rasin ) (5.4)
R = (X, Y) = (—Rcosp, —Rsiny)

con

a;(1 — €?)
rs(1 4 ecosy)’

(5.5)

Los signos negativos en las componentes de Ry se agregan para que al tiempo ¢t = 0, los
cuerpos se encuentren sobre el eje X pero en direccién opuesta. Los signos negativos en R
surgen de la ecuacion (2.10), R = Ry — R;.

Al momento inicial, la distancia del centro de masa a los cuerpos es Ry = a1(1 —¢)/rg y
Ry = as(1 — e)/rs, respectivamente. Pero, de la ecuacion (2.18), Ry = —%Rl, es decir,
ay = %al, y de la definicion de p, a; My = as My = pa. Entonces,

ay = 2.37549 x 10°r,, ay = 2.42639 x 10°r,, a = 4.8018 x 10°r,. (5.6)

Con estos datos ya podemos representar las trayectorias elipticas:

1_
<
2 0]
>

_1_

-4 -2 0 2 4 6 8
X (10°rs)

Figura 5.1: Orbitas keplerianas del sistema binario PSR 1913416 desde el plano orbital XY. La
elipse negra corresponde a la érbita auxiliar 7(¢) de la masa reducida p. La elipse roja representa
la 6rbita del pulsar de masa M; = 1.43 M, y la elipse azul corresponde a la masa My = 1.4 M.
El origen es el centro de masas, CM, del sistema.
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Para resolver la dependencia temporal, usamos la ecuacion (2.35), entonces,

dy 2m

E = m (1 + e cos QO)Q s (57)

es decir,
t
P(t) = po + / Bt (5.8)
to

que como vemos, es una funcién monoétona creciente. La velocidad angular es,

v, =7, R (5.9)

%.

En la Figura 5.2 se muestra el comportamiento en el tiempo de las variables dependientes de
la coordenada angular ¢, durante el intervalo de tiempo [0, 3P], con 3P = 83721.6 segundos.
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0.0010 A
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0.0006 1
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(a) Tiempo (horas) vs ¢ (radianes) (b) Tiempo (horas) vs ¢ (radianes Hz)
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(c) Tiempo (horas) vs Velocidad Angular (kilémetros/segundo)

Figura 5.2: Evolucién temporal de la coordenada angular en el regimen kepleriano de un sistema
binario con M} =143 My y My = 1.4 M.
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La velocidad angular es del orden de magnitud de lo esperado ~ 100 km/s, mientras que la
frecuencia orbital se encuentra en el rango de los miliHertz.

Para conocer la evoluciéon de la distancia relativa, R, en vez de resolver la ecuacion radial
(4.10), aplicamos la regla de la cadena,

dR _dRdp esinpa(l — e?) dy
dt — dy dt 1+ecosp dt’

aprovechando que ya tenemos ¢. Luego, mediante el calculo de su integral cumulativa, ob-
tenemos R(1):

R(t) = Ry + /t Rdt'. (5.10)

to

Una vez obtenida, con la ecuacion (2.18) encontramos la distancia de cada cuerpo al centro
de masa, En la Figura 5.3.(a), también durante 3 veces el periodo orbital, P, y eligiendo
Ry = Ryin (ecuacion 4.21).

254
— R(t)

Ri(t)
Ra(t)

0 5 10 15 20
t (horas)

(a) Tiempo (horas) vs posicién (105 7)

200 A

(km/s)

100 A

—100 4

Velocidad Radial

—200 1

0 5 10 15 20
Tiempo (horas)

(b) Tiempo (horas) vs Velocidad Radial (km/s)

Figura 5.3: Evolucién temporal de la posicién y velocidad radial del pulsar binario, Ry y Rs, asi
como de la distancia relativa entre los cuerpos, R. Los parametros corresponden al pulsar binario.
La linea roja no se aprecia mucho porque es casi identica a la azul, pues los pulsares tienen masas
muy similares (M; = 1.43 My y My = 1.40 My,).



5.1. Aplicacién sobre PSR 1913+16 85

La velocidad radial, R, también es del orden de magnitud esperado, ~ 100 km/s, pero
observamos que oscila cambiando de signo, a causa del cambio de direccién de movimiento,
lo cual sucede cuando el cuerpo llega al radio minimo o maximo (R = 0). Notamos que R,
y Ry son muy similares, ésto es porque tienen masa casi idénticas.

Por tultimo, con la ecuacion (2.31), estimamos el momento angular orbital del sistema,

I =+/GMp2(1 —e?)a = 8.09129 x 10°* g cm?s™ L.
Usamos estos resultados para probar que las ecuaciones derivadas son correctas en magnitud
y comportamiento.
5.1.2. A 30 rs: caso gravitomagnético
Ahora consideremos que ya han transcurrido miles de millones de anos y las estrellas se

encuentran a solo 307, de separacion. El cociente entre las energia magnética respecto a la
gravitatoria es,

Un,
o (30) = % = 0.001111 By, (5.11)
g

le52

0.0 4

—0.5 1

|
Iy
o

1

Potencial Efectivo (ergs)
I I
[\J =
o (%]
1 1

—2.5 1

—3.0 1

102
R (rs)

Figura 5.4: Potencial efectivo de la ecuacién (5.12) con M = 2.83M, i = 0.71M,. Cada curva
representa un valor de By. El eje horizontal es la distancia relativa entre los cuerpos en unidades
rs Y, €l eje vertical tiene unidades de energia (ergs). La linea punteada vertical se encuentra en
R =30r,.



86 Capitulo 5. RESULTADOS Y DISCUSION

el efecto magnético comienza a afectar la dinamica, asi que consideremos el potencial efectivo
completo para cada valor propuesto de § en la ecuacion (5.2), excepto = £0.1 porque
cualitativa y numéricamente no es distinguible del caso 5 = 0.

In GMp Bn
Ve(R) =5~ g <1 - ﬁ) , (5.12)

donde [y corresponde al momento angular de la 6rbita circular con [y, dado por la ecuaciéon
(4.24),

33 1/2
Iy = |:GM;L27“SR0 (1 - R—f)] . (5.13)
0

De esta manera, todas las curvas tendrdn un minimo en R., como se muestra en la Figura
5.4.

Cada curva tiene como valor minimo Ey = Vi (Ry), dada por la ecuacion (4.22). En principio,
para tener movimiento ligado no circular, podemos elegir energia entre Ey y 0, pero elegimos
convenientemente, £ = —2.5 x 10°% ergs, menor en magnitud a cualquier Ey porque asi, la
region orbital estard entre ~ 20 — 50 r,, con validez para el regimen newtoniano.

le52
_16 4
: 40 -
-1.81 :
—2.01 : 20 1
-2.2 :
: S 01
—2.4 1 : >
PE= —2.5x102er
—207 -20
-2.8
_40 .
-3.0
-3.2 : : . : :
. ; . . : -40 -20 0 20 40
20 30 40 50 60 X (rs)

(a) Potencial efectivo para cada 3. El eje horizontal, (b) Regién orbital en el plano de movimiento XY.
R, tiene unidades de r; el eje vertical de ergs. Ambos ejes tienen unidades de ;.

Figura 5.5: Potencial efectivo y regién orbital de un sistema con My = My = 1.4 Mg, | =
2.4 x 10" g cm/s y By. Dada una energia, F, la regién orbital queda acotada por los radios en
los cuales la recta E intersecta al potencial efectivo.

Como se muestra en la Figura 5.5.(a), F intersecta en dos puntos a cada potencial efectivo,
éstos corresponden a los radios R, ¥ Rz entre los que oscilara el movimiento radial. En



5.1. Aplicacién sobre PSR 1913+16

87

la Figura 5.5.(b) se muestra la 6rbita circular en linea negra continua y los radios minimos
y maximos entre los que se movera el sistema de energia E, para cada [y, no las érbitas.
Con = 0 recuperamos la 6rbita kepleriana.

Ec [ergs] Rmin [rs]

Rmax [Ts]

B |ladim| . g cm?/s]
-30 8.568 x 10%
-2 8.196 x 10%
0 8.169 x 10*
2 8.142 x 10%
30 7.749 x 10%

—2.904 x 10°% 21.543
—2.998 x 102 21.294
—3.004 x 10°%  21.278
—3.011 x 10°2  21.264
—3.104 x 10°2  21.091

48.499
50.686
50.834
50.982
52.959

Tabla 5.2: Dado Ry = 307, y E = —2.5 x 10°? ergs, se muestra el momento angular, I, y la
energia, E,., que corresponderian a la 6rbita circular; asi como los valores minimo y maximo entre
los que una particula con energia £ y momento angular [, oscilara, para cada valor de (Sy.
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Figura 5.6: Evolucién temporal de la posicién y velocidad radial del pulsar binario, Ry y Rs, asi
como de la distancia relativa entre los cuerpos, R. Los parametros corresponden al pulsar binario
de Taylor. La linea negra corresponde al caso sin interaccién magnética. El eje y de la Fig (b)

tiene unidades de s7!.
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En la Figura 5.5 también puede observarse que a menor /3, mayor l., menor |E.|, mayor R,
menor R.. y por lo tanto, la regién orbital sera menor. Esto puede comprobarse también
comparando los valores de la Tabla 5.2.

Observamos que la region orbital serd mayor si la fuerza magnética entre los dipolos es
repulsiva (8 > 0). Lo contrario sucede si la fuerza magnética es atractiva.

En la Figura 5.6 se muestra el resultado de la integracion de las ecuaciones (4.11). De
la misma forma que en el caso kepleriano, la distancia relativa, R, oscila entre los radios
minimos y maximo pero el pardmetro [ afectard el valor de éstos y del periodo orbital.
Como condiciones iniciales se eligi6 Ry ny = Rpiny + 0.1y R(), ~ = v(Ry n), calculado con la
ecuacion (4.16).
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(a) Tiempo (segundos) vs ¢ (radianes). (b) Tiempo (segundos) vs ¢ (radianes Hz).
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Figura 5.7: Evolucién temporal de la coordenada angular del pulsar binario (a), ¢1 y 2, asi como
de su frecuencia orbital, ¢ (b), y velocidad angular, v, = R¢ (c). Los parametros corresponden
al pulsar binario de Taylor. La linea negra corresponde al caso sin interaccién magnética.

De la misma manera que en el regimen anterior, la distancia relativa oscila entre los res-
pectivos radios minimos y maximos, pero notamos que el periodo es distinto para cada .
Si B < 0, el periodo es mayor respecto a 5 = 0. Si f > 0, los cuerpos orbitan més rapido,
respecto al caso f = 0.
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En la Figura 5.6 (b) se aprecia que la velocidad radial es nula en los valores extremos de R
y alcanza mayores valores conforme mayor sea el valor de 5.

Para terminar este apartado, también resolvemos la evolucion de ¢, ¢ y v,, con la ecuacion
(4.43) v o = 0.

Observamos que la interacciéon magnética atractiva (5 < 0) demanda velocidad angulares
mayores, para mantener el equilibrio dinamico y evitar el colapso gravitatorio. En la Figura
5.7.(c) se aprecia que las velocidades ya son relativistas, ~ 0.2¢, pero, aunque las velocidades
son altas, el momento angular no tiene mayor magnitud que en el caso anterior (§5.1.1)
porque se encuentran mucho mas cerca (I o< R?).

5.1.3. Circularizacion*

Existe un fenémeno fisico llamado circularizacion que hasta este punto no hemos descrito ni
discutido, pero es preciso hacerlo ahora. La circularizacién es un resultado teérico compro-
bado numéricamente (2018, [82]), (2017, [83]) y sucede por la emision de ondas gravitatorias
en un sistema binario. Si al momento de su formacion, los cuerpos describen trayectorias
elipticas, la excentricidad decreceré, conforme t — ...

El razonamiento es el siguiente. Si las trayectorias son elipticas, debido a que existe radiaciéon
gravitatoria, el sistema binario pierde tanto energia y momento angular. La pérdida de
energia esta dada por la ecuacion (4.3.1); la pérdida de momento angular sigue una relacion
similar que también depende del promedio de las terceras derivadas del tensor de segundo
momento de masa, M%. Estas se relacionan con la evolucion del semieje mayor de la elipse,
a y de la excentricidad e, de tal forma que e tiende a cero y a decrece hasta convertirse en
la separacion entre los cuerpos, R.

Por ejemplo, en (2017, [83]) se simulan 6rbitas elipticas para dos masas, 10 M; = M,y =
1 Mg, con separacion inicial del eje mayor, a = 450 km. Como se aprecia en la Figura 5.8,
la excentricidad comienza a decrecer rapidamente, al igual que el eje mayor. La distancia
relativa oscila porque los cuerpos se acercan y alejan, segun su posicion en la trayectoria
eliptica, pero también se amortigua y disminuye la diferencia entre la separacién maxima
y minima. Significa que se estén circularizando las orbitas. Tales resultados se obtienen
resolviendo las ecuaciones dindmicas completas (suponiendo E(t) y I(t)) en formalismos de
cuerpo efectivo, post-newtonianos o Relatividad numérica (2007, [58]), (2003, [74]).

Este proceso contintia de tal forma que, justo antes de la coalescencia sus 6rbitas ya son
circulares, que coincide con el momento al cual la frecuencia y deformacion de las ondas
gravitatorias ya es detectable por los interferometros de LIGO. Ademas, éstos no tienen atn
suficiente sensibilidad como para deterctar en la forma de la onda si e 2 0.05 [60], [82].

Por otro lado, existen otros escenarios, como en los sistemas triples, donde se estima que la
excentricidad al momento de la fusion puede ser significativa, e 2 1, pero no mayor a 1.
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Figura 5.8: Evolucién de la excentricidad (arriba izquierda), el eje mayor (arriba derecha) y de la
distancia relativa (abajo) para un sistema binario de érbitas elipticas con 10 My = My = 1 M.
Tomado de (2017, [83]).

5.1.4. A siete ry

Finalmente, consideremos el caso donde los objetos estdn a punto de fusionarse con una
separacion inicial de r = 7r,. Supondremos que el sistema binario ya se ha circularizado.

El cociente entre las energias potenciales es,

Un _ 0
u, 7%

Si |5 = 30, la fuerza magnética es 0.612 veces la gravitatoria; si |3] = 2, el cociente es 0.0408;
si |B] = 0.1, es 0.002. Sabemos de la ecuacion (4.45), que el tiempo de coalescencia para
cada configuracion de los componentes magnéticos, se ve afectada. Numéricamente, esto es
probleméatico porque requiere que cada caso sea integrado en intervalos de tiempo distintos
menores al tiempo de coalescencia ¢ incluir algin condicional que detenga a integraciéon
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Figura 5.9: Decrecimiento radial debido a la emisién de ondas gravitatorias en fase inspiral para
6rbitas circulares para § = —1,0, 1. El sistema tiene masas M; = 1.43My y My = 1.4M, y una
separacion inicial de 7r.

antes de la divergencia. Pero por simplicidad, solo resolveremos los casos representativos
B8 =—0.1,0,0.1. El caso extremo, 8 = 30, sera resuelto para el sistema GW170817.

La distancia relativa entre los cuerpos decrece segun la ecuacion (4.44),

dR 8 ’ -
A 8pe (1 3B\ [, 3B
dt 5Mr,R3 R? R?
La distancia relativa decrece exponencialmente en un intervalo de tiempo ~ 0.04 segundos.

Si la fuerza magnética es atractiva (5 < 0). El radio decrecera atin mas rapido, disminuyendo
el tiempo de coalescencia. Lo contrario sucede si la fuerza magnética es repulsiva.

En la Figura 5.9 se muestra la soluciéon numérica para f = —0.1,0,.1, con los pardmetros
del pulsar de Taylor.

Una vez calculada R(t), es facil encontrar la frecuencia orbital, 2(¢), usando la ecuacion

(4.26),
0= [ (1 5e)]

como se muestra en la Figura 5.10. Esta es una de las relaciones mas importantes porque
nos dice como se relacionan todos los parametros del sistema con la dinamica orbital, que a



92 Capitulo 5. RESULTADOS Y DISCUSION

40000
--- B=-0.1

35000 { — B=0.0
—-- B=0.1
30000 - B
25000 1

20000 7

Q (Hz)

15000 +

10000 +

5000 +

T T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
tiempo (segundos)

Figura 5.10: Evolucién de la frecuencia orbital, 2 (Hz), en el tiempo (s) para el sistema PSR
1913416, con M; = 1.43My y M51.4 My y una separacién inicial de 7ry, suponiendo =
~0.1,0,0.1.

su vez determina las propiedades de las ondas gravitatorias, pues, como vimos en la secciéon
§4.4.4, la frecuencia de las ondas es, f,; = 2.

La frecuencia orbital se encuentra en el rango de ~KHz a ~0.1 MHz. Ademés, si la fuerza
magnética es atractiva, la frecuencia orbital aumenta mas rapido. Esto también significa que
més pronto deja de ser valida la aproximacion cuadrupolar.

0.94 === f=-0.1

— B=0.0
0871 —.- g=0.1
0.7

Velocidad (c)
=] o
(%] (=]

(=)
Ju
1

o
w
1

T T T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
tiempo (segundos)

Figura 5.11: Evolucién de la velocidad angular, v, = RQr;/c para el sistema PSR 1913+16,
con My =1.43My y Ms1.4 M, y una separacién inicial de 7r,, suponiendo § = —0.1,0,0.1.

Usando que v, = Rf), estimamos la velocidad angular. En la Figura 5.11 observamos que
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aproximadamente en 0.03 segundos, las curvas con § = —0.1, 0, 0.1 se diferencian, pero
también a ese tiempo, la velocidad del sistema es mayor a ~ 0.3 veces la velocidad de la
luz, ¢, que ya no se encuentra dentro de las condiciones de la aproximacion cuadrupolar (ver
Seccion 3.3.2).

La evolucion del periodo orbital de la binaria (¢ vs P(t)) se muestra en la Figura 5.12.
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Figura 5.12: Evolucién del periodo orbital, P = 27/} para el sistema PSR 1913+16, con
My = 1.43My y M31.4 M, separacion inicial de 7r, y considerando tres casos: = —0.1,0,0.1.

Finalmente, calculamos las polarizaciones de la onda gravitatoria, con ayuda de la ecuacion
(4.48),

AGpr? oo

hy = i R*Q” cos(2¢pt)
4Gur? 5 o .

hX = WR Q Sln(?g@t)

En la Figura 5.13 representamos solamente la polarizacion h,, a sabiendas de que hy tiene
la misma forma pero desfasada por /2.

Es notable el efecto de la interaccion magnética sobre la forma de las ondas gravitatorias
porque tanto R(t) como €2(t) dependen de 3 y determinan la envolvente y frecuencia en h..
Para apreciar mejor el efecto, regraficamos en la Figura 5.14 las ondas anteriores pero sé6lo
en el intervalo de tiempo [0.005,0.035].
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Figura 5.13: Strain por distancia a la fuente, h, x d, en la fase inspiral para § = —0.1 (azul),

f =0 (naranja) y 8 = 0.1 (verde). Para obtener la magnitud de la amplitud de la onda, habria
que dividir los valores del eje vertical la entre la distancia a la fuente en unidades r,.

Efectivamente, si § < 0, la frecuencia de las ondas gravitatorias aumentan mas rapido que
los otros dos casos, porque el sistema orbita también mas rapido.
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Figura 5.14: Sefal anterior para § = —.1 (azul), § = 0 (naranja) y § = 0.1 (verde) en el
intervalo [0,0.035] segundos. El eje vertical es la amplitud de la onda, h,, por la distancia a la
fuente, d en unidades r,. El eje horizontal es el tiempo en segundos.

5.2. Aplicacién sobre la binaria progenitora de GW170817

El 17 de Agosto de 2017, la red de detectores LIGO-Virgo observo la primera binaria de
estrellas de neutrones en fase inspiral. De la forma de la senal pudieron acotar las masas
de las estrellas en el rango (1.17 — 1.60) M, la masa total M = 2.797001 M, y la distancia
luminica d = 40™%, Mpc, (2017, [76]). En analisis posteriores, suponiendo distintas ecuaciones

de estado para el interior de cada estrella de neutrones estimaron R; = 10.87%Y km y
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Ry, = 10.7731 km (2018, [84]). Por lo tanto, para estimar 3 sustituimos en la ecuacion (4.2)
los siguientes parametros,

M, = 1.44 M,

p=1.35M,,
Ry = 11.8km,
Rs = 10.7 km.

De manera que, 3 = ((R1R2)®/GMu) kB1By = 3.91 x 1072 B, By. Por simplicidad supon-
dremos que los campos magnéticos de las estrellas tienen la misma magnitud, By = B, = B
y una alineacion tal que k£ = +1.5. Es decir, supongamos los distintos casos de la Tabla 5.3.

Caso [ |adim] k [adim| B |G]

1 6.72 x 10711 1.5 102

2 0.672 1.5 1017

3 16.818 1.5 5 x 1017
4 67.273 1.5 10'8

5 —6.72x 107 -1.5 102

6 —0.672 -1.5 107

7 —16.818 -1.5 5 x 107
8 —67.273 -1.5 10'8

Tabla 5.3: Distintos valores del parametro 5 y sus respectivos valores de k = 1 — 3cosa vy la
magnitud del momento magnético, m.

A diferencia del sistema anterior, ahora unicamente resolveremos la fase inspiral con orbitas
circulares haciendo uso de los resultados obtenidos en la seccion §4.3. Entonces, con el obje-
tivo de obtener la forma de las ondas gravitatorias para cada [, resolvemos numéricamente
la ecuacion (4.44) para el decrecimiento entre la separacion de los cuerpos. El resultado en
los ocho casos se aprecia en la Figura 5.14.

Notemos que los casos con B = 10'? G pero signo opuesto son indistinguibles entre si. No
obstante, en la Figura 5.14 (b) se observa que los casos con B = 10'7 G, ya comienzan a
distinguirse de las configuraciones anteriores, de tal forma que para kK = —1.5, la separaciéon
entre los cuerpo decrece ligeramente mas rapido, mientras que para k£ = 1.5, ocurre lo
contrario. Este comportamiento es més evidente para B = 10'® G.

El caso 4, con § = 67.273, representado por la curva roja en la Figura 5.15, corresponde a
una interaccion magnética repulsiva y se diferencia de los demas porque la curva R(t) no
tiende a cero.

Una vez calculado el decrecimiento radial, con la ecuacion (4.33) encontramos directamente
la evolucion temporal de la frecuencia orbital, Q(t), tal como se muestra en la Figura 5.16.
En ésta observamos que los primeros 20 segundos, no hay mucha diferencia entre cada caso,
pero mientras mayor es la magnitud de f, la diferencia se hace evidente a tiempos maéas
tempranos.
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Figura 5.15: Evolucién temporal de la separacién entre dos estrellas con los parametros de la
fuente progenitora de la sefial GW170817, con separacién inicial Ry = 60 r.

Los casos con 8 < 0, tienen un incremento més abrupto en €2, mientras mayor sea la magnitud
del campo magnético. En cualquier caso, las frecuencias van de cientos a miles de Hertz.
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Figura 5.16: Evolucién de la frecuencia orbital, €2(¢), del sistema binario con M = 2.83M,,
i =0.71M y [, a causa de la emisién de ondas gravitatorias en fase inspiral.
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Con los valores €2(t), es facil obtener la evoluciéon temporal de las frecuencias de las ondas
gravitatorias, f,, usando que €2 = 2f,,, como se muestra en la Figura 5.17.
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Figura 5.17: Frecuencia de las ondas gravitatorias, f,, (Hz) vs tiempo (segundos) en fase inspiral
de un sistema binario con M = 2.83M, u = 0.71M, y distintos valores del parametro (.

En la misma imagen, esta ilustrado también el rango de frecuencias de deteccién confiable
de LIGO, aunque es importante recordar que para poder detectar una senal, también se
requiere que su amplitud ~ h, sea mayor a 1072!. De manera que, para saber si las sefiales
son detectables, es necesario resolver sus amplitudes, hy 6 hy. De la ecuacion (4.48),

4G pr?
he(t) = — = R(D9() cos(2¢),

entonces, sustituimos los resultados recién obtenidos. Las graficas resultantes se ilustran en
la Figura 5.18, con dos subfiguras. La Figura 5.18.(a) se muestra el strain para los casos con
k > 0, es decir, § > 0 ¢ interacciéon magnética repulsiva. Los casos con k < 0 o interaccién
magnética atractiva se muestran en la Figura 5.18.(b).

Si el caso de referencia es con B = 10'2 G, pues 8 ~ 0, observamos que si la interaccion
magnética es repulsiva, se retrasa el tiempo de fusién a tal grado nivel que en la Figura
5.18.(a), los casos con B =5 x 10" G y 10'® G, no muestran el incremento exponencial en
el strain, tipico en la transicién entre fase inspiral y la fusiéon misma.

Notamos que lo contrario sucede cuando la interaccion magnética es atractiva, incluso, la

senal con B = 10'® G, muestra el incremento exponencial del strain, hasta 25 segundos antes
) )

que el caso de referencia con 102 G.

Cabe aclarar que las razones por la cuales las senales de la Figura 5.18 no se miran como las
senales de la Figura 5.14, es porque tienen distintas escalas de tiempo en su eje horizontal,
pero también, por la falta de resolucion en la integraciéon numérica.
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(a) Casos con k = 1.5 > 0, es decir, una interaccién magnética repulsiva (5 > 0).
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(b) Casos con k = —1.5 < 0, es decir, una interaccién magnética atractiva (5 < 0).

Figura 5.18: Amplitud de las ondas gravitatorias, 6 i, (t), en unidades adimensionales vs el tiempo
en segundos. Se muestran los ocho casos de la Tabla 5.3, divididos en dos grupos: aquellos con
E>0(a)yk<0(b).

5.3. Discusion

A lo largo de esta tesis hemos construido, desde primeros principios, una descripcion analitica
y sencilla de un sistema binario de objetos compactos, con las siguientes suposiciones:

1. Consideramos dos objetos caracterizados unicamente por sus masas M, M, radios
Ry, Ry, y sus momentos magnéticos dipolares my, ms.

2. El marco de referencia tiene por origen el centro de masa del sistema. Las posiciones
de los cuerpos son r; y ro; el vector de posicion relativa es r = r; — ro.

3. Desde el punto de vista electrodinamico, los objetos son esferas conductoras perfectas
eléctricamente neutras y estacionarias (régimen magnetohidrodinamico).
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4. Las magnitudes de los momentos magnéticos m; = |m;| y ms = |my|, son constantes,
al igual que el angulo oy formado entre r y m; (r - m; = |r|m; cosay) y ag, formado
entre r y my (r - my = |r|mycosay).

Una vez claras las restricciones del sistema, hemos resuelto el problema de dos cuerpos dentro
del regimen newtoniano en §4.2. y hemos aplicado estos resultados en §5.1.1 y §5.1.2. De tal
manera, surgen las siguientes afirmaciones,

= En teoria newtoniana, la gravedad es una fuerza central siempre atractiva. La fuerza
magnética también puede ser central si se satisfacen la condiciones 3 y 4. Asi, el sistema
binario supuesto, esta caracterizado por la superposicion de ambas fuerzas centrales,
6 fuerza neta.

» El caracter atractivo o repulsivo de la fuerza magnética central depende unicamente de
los d&ngulos o y an. En concreto, el signo de esta fuerza depende del signo del parametro
k = 2cosaq cosag — sinag sin ag, cuyo valor puede estar entre —1.5 y 2. Si ay =
arctan(2/tan aq), la interaccién magnética se anula (k = 0). Si ap > arctan(2/ tan ay),
entonces k < 0 lo que significa que la fuerza magnética es atractiva; y, es repulsiva
cuando ay < arctan(2/tanay).

» Si los momentos magnéticos son paralelos (a3 = ag), entonces k € [—1,2]. En caso
de ser antiparalelos (a; = —ap), se tiene que k € [0,2], lo que significa que la fuerza
magnética solo puede ser repulsiva. Si son perpendiculares entre si (ay = a5 + 7/2),
entonces k € [—1.5,1.5] (ver Figura 4.3).

» La fuerza gravitatoria es de inverso cuadrado y la magnética es de inverso a la cuarta,
por lo que mientras mas separados estén los cuerpos, menos relevante es el efecto
magnético sobre su movimiento. En un caso como éste, es muy ttil estudiar la dinamica
de dos cuerpos ligados mediante la funcion lagrangiana de la masa reducida.

= En dindmica newtoniana, la energia mecanica total de la binaria se conserva, de manera
que los cuerpos se moveran en orbitas bajo la acciéon de la fuerza central neta. Si
solo actua la fuerza gravitatoria, las érbitas seran keplerianas. Si también actia la
magnética, las orbitas seguiran estando en un plano pero describiendo rosetas.

» Las ecuaciones dinamicas obtenidas y resueltas en §4.2. no aplican para estudiar el
movimiento de particulas de prueba en el pozo de potencial efectivo porque éstas
deberian tener momento magnético para interaccionar con los campos magnéticos de
los objetos y entonces, ya no serian particulas de prueba.

= La aceleracion centripeta evita el colapso del sistema, al igual que la fuerza magnética
repulsiva.

= Si la fuerza magnética es repulsiva y suficientemente grande, puede hacer que los cuer-
pos dejen de estar ligados u otras posibilidades aiin no analizadas.

= Sila fuerza magnética es atractiva y grande, los cuerpos se mantienen ligados, siempre y
cuando el momento angular sea suficiente, es decir, los cuerpos tengan altas velocidades
angulares, comparadas con las velocidades del sistema kepleriano.

= El caso de orbitas circulares con conservacion de energia ilustra la relacién entre las
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variables dinamicas y los parametros fisicos del sistema. En particular, la frecuencia
orbital se vera afectada aumentando su magnitud si la fuerza magnética es atractiva y
disminuyéndola si es repulsiva.

= Debido a que la actual separacion de la mayoria de los sistemas binarios observados es
en general ~ 10%r,, en ninguno de ellos la interaccién magnética seria significativa en
las observaciones actuales.

= Solo si los cuerpos se encuentran muy cerca uno del otro, ~ 107, la interacciéon mag-
nética comienza a ser relevante. Los cuerpos no describen elipses, sino rosetas que
barreran la region orbital.

= Sin embargo, la dindmica newtoniana no considera que las velocidades del sistema
tienen por limite la velocidad de la luz, ¢, ni puede predecir la comprobada emision de
ondas gravitatorias de sistemas binarios astrofisicos. Suponer que la energia se conserva
es una aproximacion valida solo mientras los cuerpos no se encuentran muy cerca.

Por lo tanto, hemos recurrido a la interpretacion relativista de la gravedad bajo la aproxi-
macion cuadrupolar (ver capitulo 3) para aplicarla a nuestro sistema en §4.3, restringido a
orbitas circulares. Encontramos expresiones para las variables asociadas a las ondas gravita-
torias y al resolverlas sobre los parametros de dos sistemas fisicos en §5.1.4 y §5.2, concluimos
que,

» La aproximacion cuadrupolar es valida para describir fuentes lentas de campo débil,
estando el observador muy lejos de ellas (R, + Ry < d). Por consiguiente, este forma-
lismo es muy util para entender la naturaleza de las ondas gravitatorias emitidas por
un sistema binario unicamente en la fase inspiral.

= Todos los sistemas binarios ligados pierden energia en forma de ondas gravitatorias
porque su distribuciéon de masa es, al menos, cuadrupolar. La energia potencial en
nuestro modelo es la superposicion del potencial gravitatorio y el magnético. Al sumarle
la energia cinética, encontramos la energia total, la cual se pierde a una tasa, L.

= En el caso particular donde los cuerpos describen o6rbitas circulares las ecuaciones
dinamicas para las variables de la fuente y la onda, son simples -en el sentido que son
a lo mas de segundo grado-, aunque no tienen soluciéon exacta.

= Si eliminamos la interaccién magnética, nuestro modelo se reduce correctamente al
caso kepleriano ya trabajado desde la década de los 70 y 80’s (1983, [3]).

= La separacion entre los cuerpos decrece de forma exponencial. Para masas tipo estrella
de neutrones, cuando alcanzan distancias de ~ 3 — 41, entre ellas, la aproximacion
cuadrupolar deja de ser valida porque se rompe la condicion, v < c.

= La interaccion magnética atractiva hace que el sistema binario evolucione hacia la
fusion porque incrementa la velocidad orbital de los cuerpos y la distancia relativa
disminuye atn mas rapido.

= La interaccion magnética repulsiva ralentiza la fase inspiral y hace que mas lento los
cuerpos alcancen velocidades relativistas. Esto es lo que pasaria siempre que los mo-
mentos magnéticos fuesen antiparalelos.
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= La frecuencia de las ondas gravitatorias podria entrar en el rango de deteccion de los
detectores terrestres antes de que el strain también entre en el rango de sensibilidad.

= Matematicamente, si el efecto magnético es repulsivo y varias decenas de veces mayor
al gravitatorio, podria pasar que el sistema binario no se fusionara.

Por dltimo, las siguientes afirmaciones surgen considerando también el primer capitulo,

= Las binarias compactas son objetos astrofisicos de gran interés cientifico porque su
interaccion puede producir los fendmenos mas energéticos del universo, desde acrecion,
emision de rayos X, rayos gamma y radio, acrecion, hasta ondas gravitatorias.

» En comparacion con las estrellas en secuencia principal (B ~ 0 — 100 G), las enanas
blancas y las estrellas de neutrones (objetos compactos) exhiben campos magnéticos,
B, muy intensos, las primeras hasta B ~ 108 G (B ~ 103! emu) y las segundas entre
10'2 — 10% G. Los magnetares, una clase de estrellas de neutrones, pueden alcanzar
(B ~ 10 —10'% G). Los hoyos negros no presentan campos magnéticos relevantes.

= Por estas razones, nuestro modelo es aplicable principalmente a binarias de estrellas de
neutrones o de enanas blancas. Sin embargo, encontramos que el efecto magnético en la
fase inspiral no es distinguible para sus valores tipicos de B. Sobre el pulsar binario PSR
1913416, encontramos diferencias hasta suponer B = 2.01 x 10'® G (arriba descritas);
y, sobre la progenitora de GW170817, los casos se diferenciaron notablemente hasta
B < 107 G. Aunque estos valores no se han observado, algunos modelos tedricos ponen
como limite fisico B ~ 10" — 10%° G (1998, [42]).

= En sintesis, es poco probable que los campos magnéticos de estrellas de neutrones
tipicas jueguen un rol central en la emision de ondas gravitatorias, si acaso si se trata
de magnetares, aunque éstos no suelen estar en sistemas binarios y su campo magnético
evoluciona decreciendo.

= En los casos més drasticos, la interaccion magnética si seria relevante tanto en los
cuerpos durante la fase inspiral como en la forma de las ondas gravitatorias. No obs-
tante, hay que considerar que si los campos magnéticos son muy intensos y atractivos,
la aproximaciéon cuadrupolar seria vélida por menor tiempo, pues se fusionarian mas
rapidamente. En cambio, si los campos magnéticos fuesen repulsivos, la fase inspiral
se alargaria.

= Nuestros resultados muestran contundentemente que el efecto magnético, por muy
infimo que sea, si afecta todas las variables en la fase inspiral. Sin embargo, esto no
significa directamente que LIGO podria detectar tales diferencias.

Sobre la integracién numeérica

En este trabajo se resolvieron ecuaciones diferenciales ordinarias. En los casos donde las
ecuaciones diferenciales eran de segundo grado, éstas fueron reescritas en su forma equivalente
como un sistema de ecuaciones de primer grado.

Para su integraciéon numérica se utiliz6 principalmente el submodulo scipy.integrate de la
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biblioteca Scipy de Python, que provee distintas técnicas de integracion [85]. A su vez éstas
utilizan LSODA de la coleccion Odepack de Fortran [86]. Isoda consiste en nueve integradores
que cubren casos de la forma dy/dt = f(y,), pero también A(t,y)dy/dt = g(t,y), con
condiciones iniciales, homogéneas o no.

En funcién de los parametros sobre las funciones de scipy.odeint, Python utiliza uno u otro
método. Entre ellos se encuentra, el método de Adams para sistemas no rigidos, los métodos
Gear y BDF (backward differentiation formula) para sistemas rigidos, métodos directos como
factor de LU para sistemas lineales, método de coeficientes variables, entre otros.

Los resolvedores de ODEPACK estan en constante mejora, desde que fueron escritos en
Fortran 77. Para cada resolvedor, existe documentacion y pruebas generales exitosas de
convergencia, aunque ciertamente, para cada problema concreto, se debe probar la conver-
gencia de los métodos de integracion, por ejemplo, graficando alguna cantidad conservada
del sistema.

Limites de los resultados

En este trabajo nos restringimos a estudiar la emisiéon de ondas cuando las 6rbitas son cir-
culares por varias razones. En primer lugar, como vimos en la tltima secciéon del capitulo
anterior, solo en este caso el tensor de segundo momento de inercia no varfa con la coor-
denada radial y por lo tanto, la ecuaciéon para el decrecimiento radial es de primer grado.
Por otra parte, las orbitas circulares son una buena aproximacion para la dinamica del sis-
tema conforme se acercan debido al proceso de circularizacion. Para entender el problema
completo, seria necesario considerar otra ecuacion para la pérdida de momento angular que
determinaria la evolucion de la excentricidad. El procedimiento general se describe en [58],
sin interaccién magnética.

Nuestros resultados también estan restringidos al caso donde los campos magnéticos son
constantes, sin embargo, en los objetos compactos reales, los campos evolucionan y son més
complejos que nuestro modelo dipolar. Ademas, conforme los objetos se acercan, la fuerza
magnética comienza a dominar la dindmica y puede producir fenémenos como inductancia
mutua! y la emision de radiacién electromagnética, no considerados en el presente trabajo.

Procesos como acrecion y emision de ondas electromagnéticas tampoco estan incluidos en
nuestro analisis, aunque es de esperarse que la evolucion del campo electromagnético radie luz
en distinas bandas y que los procesos internos de la estrella produzcan emision de particulas
como neutrinos, esto se traduce en la invalidez de la ecuacion dE/dt + L,, = 0, en cambio,
deberian anadirse términos para incluir luminosidades con otra naturaleza. Para incluir el
efecto de la acrecion, no deberiamos suponer que la masa es constante, sino que se acreta a
cierta tasa, dM/dt; la expresion entraria en las derivadas del segundo momento de masa %,
afectando todas las variables de la senal gravitatoria, pero también la dinamica del sistema.

Se piensa que los campos magnéticos mas intensos se producen en objetos jovenes, recién

ICuando un primer objeto con campo magnético afecta la corriente eléctrica de un segundo objeto, por
ley de Faraday produce una fuerza electromotriz, que a su vez afecta al primer cuerpo. A este fenémeno se
le conoce como inductancia mutua.
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formados. Asi que quizés nuestros resultados sean aplicables a estrellas compactas binarias
jovenes, nacidas en procesos de colapso y/o supernova y que, dada su cercania, evolucionan
rapidamente hasta fusionarse, antes que el campo magnético decaiga.

Por otra parte, la aproximacion cuadrupolar aplica para fuentes débiles y lentas, sin embargo,
los objetos compactos producen curvatura en el espaciotiempo. Para que nuestro modelo sea
relativista, deberiamos construir una métrica a partir del tensor de materia-energia de dos
dipolos magnéticos perfectos y luego, resolver las ecuaciones de campo con las restricciones
magnetohidrodinamicas. O, resolver el problema con relatividad numérica.

5.4. Comparacién con otros trabajos similares

La emision de ondas gravitatorias asosiadas a binarias de estrellas de neutrones es un tema de
gran importancia en el contexto de las exitosas observaciones de LIGO y Virgo. Sin embargo,
incluir el efecto magnético en la senal gravitatoria, en su version mas completa, demanda
considerar las ecuaciones de campo con las restricciones magnetohidrodinamicas, razén por
la cual existen pocos grupos cientificos que las han resuelto completamente en simulaciones.
Los primeros resultados cualitativos (2008, [87], [88]) mostraron que las estrellas se deforman
antes de fusionarse y que la fisica de plasmas es fundamental para la formacion de GRBs
durante la coalescencia.

Resalta el trabajo de Bruno Giacomazzo et al., (2009, [89]), porque modelaron las ondas gra-
vitatorias durante las tres fases de emision: inspiral, fusion y ringdown. Supusieron que las
estrellas eran fluidos ideales politrépicos en érbitas cuasi-circulares, con campos de velocida-
des irrotacionales y una métrica conformalmente plana (estas tres suposiciones concuerdan
con las nuestras). Ante la falta de soluciones autoconsistentes para binarias magnetizadas,
anadieron a posteriori un campo magnético poloidal confinado al interior de cada estrella.
Luego, resolvieron las ecuaciones relativistas en la aproximaciéon magnetohidrodinamica con-
siderando binarias con campos hasta B ~ 10'" G. Concluyeron que los campos magnéticos
afectan principalmente después de la fusiéon, debido a la inestabilidad Kelvin-Helmholtz y
que, en la fase inspiral, los campos magnéticos reducen la deformacién estelar si son ~ 107
G. Claramente, estos resultados sobrepasan lo realizado en esta tesis puesto que no con-
sideramos la dindmica de la materia dentro de la estrella, pero es notable que algunas de
sus hipotesis, sean las mismas que las nuestras (magnetohidrodinamica, fondo plano, 6rbitas
cuasi-circulares, velocidades irrotacionales).

En el mismo trabajo, cuantificaron la influencia de los campos magnéticos, estimando el
traslape (overlap), O entre dos sefiales, hp; y hps; asi, obtuvieron que sf B < 10 G,
entonces O < 0.999; en cambio, si B ~ 10'" G, entonces O < 0.76. Sabiendo que los
detectores tienen una sensibilidad de O < 0.995, y que las estrellas de neutrones al momento
de su fusion presentan ~ 108 — 10! G, concluyen que es muy improbable que los detectores
actuales puedan diferenciar la presencia de campos magnéticos durante la fase inspiral. Estos
altimos resultados no podemos compararlos con los nuestros porque no hicimos el analisis
de traslape. Pero, concordamos en que B ~ 10 G el efecto no es distinguible, al menos
cualitativamente; pero, si es distinguible cuando B ~ 10'7 G. De manera que, este trabajo
no se contradice con nuestros resultados.
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Otros trabajos han desarrollado métodos semianaliticos centrados en la fase inspiral, princi-
palmente basados en el formalismo postnewtoniano y la aproximaciéon cuadrupolar. Los que
consideran la naturaleza electromagnética de las fuentes, la introducen como correcciones a
segundo orden o mayor (1996, [69]).

Y, aunque el modelo del dipolo magnético se plante6 desde hace décadas, no hay muchos
trabajos que lo hayan relacionado con la emisién de ondas gravitatorias en fase inspiral. Para
cerrar esta tltima seccién, a continuacion, mencionaremos dos de los que si.

Kunihito Ioka et al. publicaron un articulo (2000, [90]) con un modelo muy similar al nuestro
porque también describen dos estrellas de neutrones como dipolos magnéticos perfectos en
orbitas circulares con la aproximacion cuadrupolar. Ademés, utilizan las mismas relaciones
para la fuerza gravitatoria Fy.q, ~ MM, /r2 y magnética Fy,., ~ mims /r4. En su pri-
mera seccion, también deducen las ecuaciones de movimiento a partir de la misma forma
lagrangiana pero con otro sistema de unidades, notaciéon y sin analizar las érbitas.

Luego, por simplicidad suponen que los momentos magnéticos estan alineados paralelamente
con el eje orbital del sistema binario para encontrar las frecuencias de las ondas gravitatorias,
[,y sunamero de ciclos, N = [(f/ f )df . De este modo, concluyen que los efectos magnéticos
serfan insignificantes a menos que tuvieran campos mayores a ~ 106 G.; s6lo con B ~ 107 —
10'® G, los campos magnéticos podrian cambiar més de un ciclo en N. Més atin, también
analizan la contraparte electromagnética, y argumentan, que aunque el efecto magnético
sea insignificante en la senales gravitatorias, juega un rol central en la emisiéon de ondas
electromagnéticas de baja frecuencia (~ 10 Hz), que podrian los precursores de la emision
de rayos X 6 GRBs.

El altimo articulo a discutir, pertenece a un investigador mexicano (2017, [91]), quien no
analiza un sistema binario, sino un dipolo magnético rotante, que también es una fuente de
ondas gravitatorias a causa de la rotaciéon. En pimer lugar, construye el segundo momento
de masa, I, desde un sistema coordenado cuyo eje Z coincide con el eje de rotacion del
dipolo. Posteriormente, con la aproximacién cuadrupolar construye by, hy y L, que dependen
explicitamente del momento magnético, m. Concluye que un pulsar con 10'? G, el efecto
magnético serfa insignificante, pero a 10'* G, podria causar correcciones significativas en las
ondas gravitatorias y, para concluir esto, utiliza la misma relaciéon entre m y B que usamos
en este trabajo (m = BR?).

En resumen, existen pocos pero importantes trabajos que buscan cuantificar el efecto de
los campos magnéticos sobre las senales gravitatorias. Los trabajos revisados coinciden, al
igual que el nuestro, en que la interacciéon magnética entre dos estrellas de neutrones tipicas
(B < 10" G ) es despreciable sobre la forma de la senal gravitatoria, al menos en la fase
inspiral. Y, aunque las observaciones astrofisicas tampoco son muy alentadoras sobre la
probabilidad de encontrar alguna binaria de estrellas de neutrones con campos magnéticos
ultrafuertes (B < 10'® G), improbable no es imposible. Los trabajos previos nos sugieren
proximos célculos a realizar (como el traslape, O, 6, el numero de ciclos, N) para cuantificar
si el efecto magnético serfa distinguible con referencia a los actuales detectores.
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CONCLUSIONES

En el ultimo siglo, las capacidades tecnolégicas y computacionales para observar el
Universo a través del espectro electromagnético, han revelado la existencia de objetos com-
pactos dentro de nuestra galaxia, algunos con campos magnéticos muy intensos respecto a
las estrellas en secuencia principal (B ~ 0 — 100 G). Entre ellos, resaltan las estrellas de
neutrones con campos B ~ 102 G, y hasta B ~ 10'® G en los magnetares. También, a
partir de 2015 ya es posible detectar ondas gravitatorias de sistemas binarios compactos
segundos antes de fusionarse. Una de las fuentes ya confirmadas, son las binarias de estrellas
de neutrones.

Bajo este contexto astrofisico -descrito en el primer capitulo-, motivamos la necesidad de
considerar los efectos magnéticos en la dinamica de las binarias compactas y en su emision
de ondas gravitatorias. En el afan de construir desde primeros principios, un modelo simpli-
ficado de dos objetos magnetizados, los capitulos 2 y 3 estuvieron destinados a revisar los
fundamentos teéricos necesarios.

En el capitulo 2, repasamos dinamica newtoniana, el problema de dos cuerpos en el formalis-
mo lagrangiano, la ley de gravitaciéon universal, electrodindmica para estrellas de neutrones
y las expresiones de fuerza y energia de los dipolos magnéticos. En este capitulo reconocimos
que los cuerpos interaccionarian a través de sus potenciales gravitatorio y magnético. En el
capitulo 3, sintetizamos la teoria de relatividad general, la linearizacién de las ecuaciones
de campo, la descripcion de fuentes débiles de radiacion, la aproximacion cuadrupolar y su
aplicacion sobre sistemas binarios bajo un potencial gravitatorio en 6rbitas circulares.

Con estas herramientas, en el capitulo 4 planteamos la descripcion analitica de un sistema
binario de objetos magnetizados. Consideramos dos objetos (i = 1,2) caracterizados por sus
masas (M;), radios (R;) y momentos magnéticos (m;), desde un marco de referencia con
origen en el centro de masa del sistema. Expresamos las ecuaciones en términos del vector
posicion relativa, r = r; — ro, donde r; es la posicion del i-cuerpo.

Encontramos la condiciéon para que la energia potencial magnética estuviese asociada a una
fuerza central: que las magnitudes de los momentos magnéticos (m; = |my|) y los angulos
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«;, formados entre r y m; (r - m; = |r|m;cosq;) fuesen constantes. Entonces, la energia
potencial almacenada en los campos magnéticos, U,,, depende directamente del producto de
sus momentos magnéticos e inversamente del cubo de la distancia entre los cuerpos y, puede
ser positiva o negativa, dependiendo de la combinacion de édngulos. La energia potencial
gravitatoria, U,, siempre negativa, depende del producto de las masas e inversamente de la
distancia que los separa. De modo que, caracterizamos el sistema por su energia potencial,
U=U;+ Up.

Bajo estas suposiciones, resolvimos el problema newtoniano de dos cuerpos y, obtuvimos que
el potencial magnético causa que los objetos describan rosetas, en vez de elipses keplerianas;
que si la fuerza magnética es atractiva, la fuerza neta entre los cuerpos es mayor, el sistema
estd aun mas ligado que en el caso kepleriano, por lo que las velocidades angulares y la
frecuencia orbital son mayores; y, lo contrario sucede si la fuerza magnética es repulsiva pues
como la fuerza neta es de menor magnitud, la frecuencia orbital es menor y el periodo mayor,
respecto al caso kepleriano.

No obstante, el enfoque newtoniano supone que la energia mecanica total se conserva todo
el tiempo, lo que no permite la evolucion del sistema binario hacia la coalescencia, ni con-
cuerda con la observacion de que algunas binarias compactas disminuyen su periodo orbital
a causa de la continua emision de ondas gravitatorias. Por consiguiente, recurrimos a la
aproximacion cuadrupolar que es valida para fuentes lejanas de campo débil y velocidades
no relativistas. Estas condiciones se rompen segundos ante de la fusion de los objetos, por
lo que la aproximacion cuadrupolar solo es vilida durante la fase de espiraleo ¢ inspiral.

Entonces, mantuvimos las suposiciones de nuestro modelo, anadimos las de la aproxima-
cion cuadrupolar, nos restringimos a 6rbitas circulares y, calculamos las ecuaciones para la
frecuencia de las ondas gravitatorias, f,g, sus polarizaciones h, hy y la luminosidad gravi-
tatoria, L. Comprobamos que al eliminar la interaccion magnética, todas las expresiones se
reducen correctamente al conocido caso kepleriano. Obtuvimos que la interacciéon magnética
actractiva incrementa la velocidad orbital del sistema, por lo que la distancia relativa entre los
cuerpos disminuye mas rapido que en el caso kepleriano. En cambio, la interacciéon repulsiva
ralentiza la fase inspiral porque los cuerpos alcanzan més lentamente velocidades relativas.
Incluso, encontramos casos extremos -tedricos- donde el sistema podria no fusionarse.

En el capitulo 5, aplicamos estos resultados sobre dos sistemas fisicos para poder hacer
especulaciones numéricas sobre las magnitudes de los campos magnéticos necesarias para
percibir los efectos arriba descritos. Elegimos el primer pulsar binario descubierto, PSR
1913416, y la progenitora de las senales GW170817 y GRB170817A. En el primer caso,
dividimos su analisis en tres regimenes de estudio: suficientemente separados, tal que solo
interaccionan por el potencial gravitatorio; a 30 r,, con campos magnéticos entre 0 — 3.501 x
10'7 G; y, finalmente, en fase inspiral con orbitas circulares a 7r, de separacion. En el
segundo caso, unicamente resolvimos su fase inspiral con o¢rbitas circulares, con campos
entre 10'2 — 10*® G. Concluimos que, si sus campos magnéticos fueran B ~ 10'? G, el efecto
serfa indistinguible; de hecho, notamos diferencias hasta considerar B < 10'7 G.

Al revisar otros trabajos relacionados al nuestro, encontramos resultados similares, pero
también aprendimos que no es suficiente distinguir cualitativamente el efecto magnético, sino
cuantificarlo, por ejemplo mediante la estimacion del traslape, O, de dos senales con campos
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magnéticos distintos. Asi, también podriamos hacer afirmaciones sobre la capacidad de LIGO
y los detectores actuales de distinguir este y otros efectos sobre las ondas gravitatorias
detectadas.

Por tltimo, reconocemos la utilidad del método cientifico para describir algo tan sutil como
las mismas oscilaciones del espaciotiempo y, algo tan intenso, como el campo magnético de
las estrellas de neutrones. No queda mas que imaginar, en algtin lugar en esta 1 otra galaxia,
dos sorprendentes estrellas de neutrones magnetizadas danzando juntas, dejando al tiempo
ser, hasta la fusion y transformacion.
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ANEXO

7.1. Sistema de unidades

En esta tesis se trabaja en unidades del Sistema CGS-gaussiano. La distancia se mide en
centimetros, la masa en gramos y el tiempo en segundos. Estas son las tnicas unidades
fundamentales. A partir de ellas se construyen las unidades de las demas cantidades fisicas.

Las mas relevantes son,

Fuerza
Energia
Momento angular

Luminosidad
Carga electrica
Intensidad de campo magnético

Momento dipolar magnetico

Las constantes fisicas que se utilizan son,

1 dina =1 gems 2

1 ergio = 1 gem?s™2
lgem? s~
1 ergio/s =1 gem?s™*

3/2 2

1 franklin = 1 g% cm
1 Gauss =1 g2 em™/2g71

1 emu = erg/G =1 g2 em®?s7 1.

¢ =2.997925 x 10" cms~!
G =6.674 x 1078 cm?g 172
My =199 x 10% ¢
Ro = 6.955 x 10" cm
_ 2G M,
02

= 295, 547.81 cm.

Ts
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7.2. Adimensionalizacién y unidades patrén

Para resolver las ecuaciones dindmicas numéricamente, es conveniente trabajar con unidades
adimensionales. Para ello, expresamos las variables y parametros del sistema como mlti-
plos de constantes caracteristicas del sistema, denotadas con un indice 0. Las cantidades
fundamentales serian,
masa M = MyM [Mo] = g
distancia r=roR [10] = em

~

tiempo t =to,t [to] = s

Como estamos interesad@s en describir sistemas fisicos de masas estelares, elegimos la masa
patrén igual a una masa solar, M y la distancia patréon igual al radio de Schwarzschild de
una masa solar,

My=1M, =199 x 10* ¢
2G M.,
CQ

(7.1)

ro = = 2.95547 x 10° em

El tiempo patrén lo definimos en términos de la velocidad patron, elegida como la velocidad
de la luz, vy = c. Entonces, el tiempo patron es

2G M,

3

to = 7'0/1)0 =

Estas definiciones bastan para expresar la energia potencial gravitatoria:

g GuM _ GM: M —Mgc® iM
g r ree T2 7

O equivalentemente,

e (3) ()2

donde hemos definido

M 2
Uy = ;C — 8.9426 x 10%%erg. (7.3)

como unidad patréon para la energia. Queremos que los demés términos del lagrangiano
también se expresen en términos de Uy. Veamos como hacerlo con la energia potencial mag-
nética. La cantidad magnética relevante es el momento magnético,m, cuyas unidades son en

CGS-Gauss es emu, tal que 1emu = Z:
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mg serd elegido de forma conveniente. Partimos del potencial y lo reescribimos en unidades
patron:

_ lmy ||jmy,| (1 —3cosa) km?2 |y |1y

Un

Y

3 - 3 n3
4dr r drrye T

con k =1 — 3cosa. Ahora bien, para que,

U — Mec? _ km? o2 2nc*Mor?
0 2 dmrd 0 k
sustituyendo 7y ¢ encontramos que:
167G3MAN
my = (¥> = 5.386 x 10*° emu (7.4)
c

De esta manera obtenemos:

=) (50) (5 &

. , . . 2
Sigue ahora el término asociado al momento angular, al que llamaremos E; := 2/\14—72 Falta
definir [ en términos de las unidades patron. Comencemos detonando,

=1y,

gem?
s

donde [ es adimensional v, en CGS, [lo] = .Entonces,

2 12 2

E = = -
L™ oMr? 2M@T§’®Mf2

y de la misma manera que en el caso anterior, hacemos que:

]\4@02 l(2)
Uy = = — lg=cMyr,
°T T T aMuE, 0T Hetse
Sustituyendo 7y o:
_ 2GM}

lo

= 1.7632 x 10% (7.6)
C



7.2. Adimensionalizaciéon y unidades patron 111

Ahora si podemos expresar:

E I\ /r 2
f_ (L ( 5@) . (7.7)
Uo lo T
Finalmente trabajemos con el término cinético, F.. Requerimos adimensionalizar la velocidad
y para ello la expresaremos en términos de la velocidad de la luz:

dr rs.o dr re, ©
V= —=Cc———= g =
dt to dt C

Notemos que esto nos define la unidad patréon para el tiempo. Usando esto:

-2 2
_ MT‘ _ M@C 7&2

E.
2 2

Notemos que en este caso Uy surge naturalmente. Asi pues:

e (30 (2)

donde v, = 7.

Lagrangiano en Unidades Patrén En términos de las variables adimensionales:

. .2 AM  kmyms
— - (7.9)
ur T T

Y en sintesis, para recuperar las unidades y dimensiones, basta con multiplicar por la cons-
tante patron correspondiente:

M, =1.99 x 10% g
ro = 252 = 295,457.8 cm
Up = Mo — 8.9426 x 10% erg
to =252 =0.85x 10705
o = 22M5 — 17632 x 10

mo = ;% VTG3MY = 5.3861 x 10%° emu

(7.10)

En esta tesis se resolvieron las ecuaciones newtonianas en unidades patron, posteriormente
se recuperaron unidades en todas las variables, excepto la distancia. No obstante, después
se volvieron a resolver con unidades cgs-gaussianas, menos la distancia, como se muestra en
los codigos siguientes.
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7.3. Calculo de la ecuacion dF/dt

A continuacién se muestran los célculos realizados con la biblioteca Sympy de Python. Sympy
continda en desarrollo y ambiciona ser un sistema de algebra computacional (CAS).

import sympy
from sympy import x
sympy.init printing (use latex='mathjax’)

# Mariana Lira, 2019
# La ecuacion a resolver es dE/dt = —L.

# Se definen los simbolos

ms, G, ¢, M, mu, beta, rs = sympy.symbols( 'ms_G_c_M_mu_beta_rs’)
t, R, theta, mega, vv, | = sympy.symbols( t_R_theta_omega_vv_1")
e, theta, thetal = sympy.symbols(’e_theta_thetal’)

# Y las funciones

V = sympy. Function (’V’) # potencial efectivo

U = sympy. Function (’U’) # energia potencial

dUdR = sympy. Function ('dUdR’) #IU/dR

dVdR = sympy. Function (’dVdR’) #dV/dR

omega2 = sympy.Function (’omega2’) #Omega

T = sympy. Function('T’) # energia cinetica

E = sympy.Function('E’) # energia total

v = sympy. Function(’v’) # welocidad

dEdt = sympy. Function (’dEdt’) # dE/dt

domegadt = sympy.Function (’domegadt’) #dOmega/dt

Ixx = sympy.Function(’'Ixx’) # componente tensor cuadrupolar
Ixy = sympy.Function(’'Ixy’) # Izy

lyy = sympy.Function(’lyy’) # Iyy

d2Ixx = sympy.Function(’d2Ixx’) # segundas derivadas

d2Ixy = sympy.Function(’d2Ixy ")
d2lyy = sympy.Function (’d2lyy’)
d3Ixx = sympy.Function(’d3Ixx’) # terceras derivadas
d3Ixy = sympy.Function(’d3Ixy )

d3lyy = sympy.Function(’d3lyy ")

P = Function(’P’) # periodo orbital

L = sympy.Function(’L’)  # luminosidad

f1 = sympy.Function(’f1’) # func auzxiliar

f2 = sympy.Function ({2 ")

Eq gen = Function(’'Eq gen’) # para la ec. dR/dt

tcoal = Symbol(’tcoal’) # tiempo coalescencia

d = Symbol(’d’)  # distancia

hmas = sympy.Function ( "hmas’) # h_+

heruz = sympy. Function( "heruz’) # h_{|times}
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La = sympy.Function(’'La’) # lum, caso circular
hmas a = sympy.Function(’hmas a’) # h + circ
dEdtsim = sympy.Function (’dEdtsim’) #dE/dt beta=0
Lsim = sympy. Function(’Lsim’) # L, beta = 0

Eq sim = Function(’Eq_sim’)

# Se especifican las relaciones

U = —GsMsxmu/ rs*(1—beta /R(t)*x2)/R(t)

V = 1%1/2/mu/rs/rs/R(t)/R(t) + U

dUdR = simplify (U. diff (R(t)))

dVdR = simplify (V. diff (R(t)))

omega = simplify (sqrt (dUdR/mu/rs/rs/R(t)))

T = muxrss*omegaxomegaxrs*R(t)«R(t)/2

E=T+U

dEdt = E. diff(t)

domegadt = omega. diff (t)

P = 2xpi/omega

Ixx = muxrsxrs*R(t

Ixy = muxrsxrs*R(t

Iyy = muxrsxrs«R(t

d3Ixx = ((Ixx.diff diff(t)). diff(t)

d3Ixy = ((Ixy.diff diff(t)). diff(t)

d3lyy = ((Iyy.diff(t)).diff(t)). diff(t)

L = 2+«G/15/c**5*(d3Ixx*d3Ixx + d3lyyxd3lyy
+ 3xd3Ixy*xd3Ixy — d3Ixxxd3lyy)

)xkR(t)/2%(1+ cos(2xtheta(t)))
)*R(t)/2x(sin (2xtheta(t)))

)xR(t)/2%(1—cos(2xtheta(t)))
(t)).
(t)).

# strain

d2Ixx = (Ixx.diff(t)).diff(t)
d2Ixy = (Ixy.diff(t)).diff(t)
d2lyy = (lyy.diff(t)). diff(t)

hmas = G/d/c*x4x(d2Ixx—d2lyy)
heruz = 2xG/d/cxx4dxd2Ixy

## CASO CIRCULAR #+#

La = L.subs ([(R(t). diff(t).diff(t).diff(t),0),
(R(t).diff(t).diff(t),0), (R(t).diff(t),0),
(theta(t). diff(t).diff(t).diff(t),0),
(theta(t). diff(t).diff(t),0),(theta(t).diff(t),omega)])

# integramos
Lb = expand(integrate (La/2/pi, (theta(t), 0, 2xpi)))
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# simplificamos para encontrar la ecuacion R(t),

f1 = simplify (dEdtsxrsxrs+2%R(t)*%x4/G/M/mu/(3xbetatR(t)*%2))

f2 = factor (Lbxrsxrs*2xR(t)xx4/G/M/mu
/(3xbetatR(t)*x2)).subs(rs ,2xG«M/c/c)

Eq gen = Eq((f1+f2))

hmas_a = hmas.subs ([ (R(t). diff(t).diff(t),0 ) (R(t).diff(t),0),
(theta(t).diff(t).diff(t),0)])
hmas a.subs(theta(t). diff(t),omega) # ec 4.47

Y

cruz_a = sympy.Function( ’hmas a’)

heruz_a = heruz.subs ([(R(t). diff(t).diff(t),0),(R(t). diff(t),
(theta(t).diff(t).diff(t),0)]

heruz _a.subs(theta(t). diff(t),omega) # oec. 4.48

)
~—

A beta = 0 #HH

dEdtsim = dEdt.subs(beta,0)

Lsim = La.subs(beta,0)

Eq sim = Eq(simplify (dEdtsim+Lsim))
expand((1—3«beta /R/R)*x3)

7.4. (Cobdigos

Los codigos desarrollados fueron escritos en Python.

Para la seccion 4.1

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib import cm

from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D

# Mariana Lira, 2020
# Analisis de k=k(|alpha 1, |alpha 2) para sec. 4.1
alphal = np.arange (0, 2«np.pi, 0.01) # radianes

alpha2 = np.arange (0, 2%np.pi, 0.01)
alphal , alpha2 = np.meshgrid(alphal, alpha2)
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k = 2xnp.cos(alphal)*np.cos(alpha2)—np.sin (alphal)snp.sin (alpha2)

# para graficar en 3d

fig = plt.figure(figsize=(5 ,3),dpi=150)

ax = Axes3D(fig)

ax.plot surface(alphal, alpha2, k, rstride=1, cstride=1,
cmap—cm. viridis)

ax.set xlabel(r’$\alpha 1_$")

ax.set ylabel(r’$\alpha 2$")

ax.set zlabel (k")

plt .show ()

# con k = 0, la relacion entre alpha?2 y alphal es univoca
alphal = np.arange (0, 2«np.pi, 0.05) # radianes

alphalg = alphal*180./np. pi

alpha2 kO = np.arctan(2./np.tan(alphal))

alpha2 kO degree = alpha2 k0x180./np. pi

# k para tres casos: paralelos, antiparalelos y perpendiculares
alphal = np.arange (0, 2xnp.pi, 0.05) # radianes
alphalg = alphal*180./np. pi

k par = 3.xnp.cos(alphal)*%2—1.
k antpar = np.cos(alphal)*xx1l + 1
k per = —3.xnp.cos(alphal)*np.sin (alphal)

Para la seccion 4.2

# Mariana Lira, 2019
# Problema de dos cuerpos en el regimen conservativo
# con beta, para la sec. 4.2

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

import math as math

import scipy as sci

from numpy import linspace

from scipy import optimize

from scipy.integrate import odeint
import scipy.integrate as it

pi = np.pi

G = 6.674E-8 # cm3g—1s—2

c = 2.997925E10 # cms—1

ms = 1.99e33 # gramos masa solar

rs = 2.%Gsms/c/c # radio de schwarzschild
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def lc(beta,rc):
return np.sqrt (GsMsmusxmukrs*rcx(1. —3.xbeta/rc/rc))

def ec(beta,rc,1):
return 1*%2/mu/rs/rs/rc/rc/2.—GsMsmu/rs /rcx(1.—beta/rc/rc)

def Veff(R,beta,l):
return l+1/mu/rs/rs/R/R/2.—Gs«Msmu/rs /Rx(1. —beta/R/R)

def f(R,beta,l, e):
return 2.x(e — Veff(R,beta,1))/mu

def dRdt(R,beta,l,e):
return —np.sqrt (f(R,beta,l,e))/rs

def dRdt2(R,t,1,beta):
ra,rb=R[0] ,R[1]
dra = rb
drb = —GsM/rs/rs/rs/ra/rax(1l. —3.xbeta/ra/ra)
+1x1/mu/mu/rs*%x4/ra/ra/ra
return [dra,drb|

def d2u_ dphi(u, phii,1,beta): # orbitas
ua,ub = u|0],u[l]
dua = ub

dub = —ua + GxMsxrs/1/1%(1.—3.xbetaxuaxua)
return [dua,dub]

def E(r,vr,1, beta):
return musrsxrs /2.x(vrkxvr) + 1x1/2./mu/rs/rs/r/r —
G«Msmu/rs /r*(1.—beta/r /1)

M1, M2 = 1.43%ms, 1.4%xms

M, mu = MI+M2, MI1xM2/(MI1+M2)
betaO0 = (—30,—-2.,0.0,2.,30)
rc=30

r0=rc

ea = —2.5eb2

Ilmax = |[lc(betaO[i],r0) for i in range(len(betal))]

ecmin = [ec(betaO[i],r0,lmax[i]) for i in range(len(betal))]

rl = np.arange(10,300,0.01)

Veffl = [[Veff(rl[j],beta0[i],lmax[i]) for j in range(len(rl))]|
for i in range(len(beta0))]

rminl=|[sci.optimize.bisect (f, 20, 25, args=(betal[i]|,lmax][i], ea))
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rmaxl=[sci.optimize.bisect (f, 45, 55,
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for i in range(len(beta0))]
args=(betal[i],lmax[i],ea))
for i in range(len(beta0))]

alpha = np.linspace (0,2%pi,100)

xminl = [rminl[i]*np.cos(alpha) for i in range(len(rminl))]|
yminl = [rminl|[i|+np.sin(alpha) for i in range(len(rminl))]|
xmaxl = [rmaxl|i|*np.cos(alpha) for i in range(len(rminl))]|
ymaxl = [rmaxl[i]|*np.sin(alpha) for i in range(len(rminl))]|
xc = r0xnp.cos(alpha)

yc¢ = rOxnp.sin (alpha)

dr0 = [[rminl[i]+1.,dRdt(rminl[i]+.1,beta0[i],lmax|[i], ea)]
for i in range(len(beta0))]

t1 = np.linspace (0, .05, 1000)

rdet10 = odeint (dRdt2,dr0]0],t1,args=(lmax|[0]|,beta0[0]))

rint0 = rdetl10[:,0]

rdetll = odeint (dRdt2,dr0[1],t1,args=(lmax|[1], betal|[1]))
rintl = rdetll]:,0]
rdet12 = odeint (dRdt2,dr0[2],t1,args=(lmax|2]|,betal[2]))
rint2 = rdetl2|:,0]
rdet13 = odeint (dRdt2,dr0[3],t1,args=(lmax|[3]|,betal[3]))

rint3 = rdetl13[:,0]

rdetl4 = odeint (dRdt2,dr0[4],t1,args=(lmax[4], betal[4]))

rint4d = rdetl4|:,0]
dphidt0 = [lmax[0]/mu/rs/rs/rint0[i]/rint0 1|

for i in range(len(rint0))]
phi_int0 = it.cumtrapz(dphidtO,tl,initial=0)

dphidtl = [lmax|[1l]/mu/rs/rs/rintl[i]/rintl ||

for i in range(len(rint0))]|
phi_intl = it.cumtrapz(dphidtl , tl,initial=0)
dphidt2 = [lmax|[2]/mu/rs/rs/rint2[i]|/rint2[i]

for i in range(len(rint0))]
phi_int2 = it.cumtrapz(dphidt2 ,t1,initial=0)

dphidt3 = [lmax|[3]/mu/rs/rs/rint3[i]/rint3 1|
for i in range(len(rint0))]
phi_int3 = it.cumtrapz(dphidt3 ,tl,initial=0)

dphidt4 = [lmax|[4]/mu/rs/rs/rint4d [i]/rint4 ||
for i in range(len(rint0))]

phi_int4 = it.cumtrapz(dphidt4 ,t1,initial=0)
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rdot0 = rdetl10[:,1]
rdotl = rdetll|[: 1]
rdot2 = rdetl2|:,1]
rdot3 = rdetl13][:,1]
rdot4 = rdetld[: 1]

phidot0 = dphidtO*rint0
phidotl = dphidtl*rintl
phidot2 = dphidt2*rint2
phidot3 = dphidt3*rint3
phidot4 = dphidtd*rint4

vint0 = rdetl0[:,1]*rs/c

vintl = rdetll[:,1]*xrs/c
vint2 = rdetl2|:,1]*xrs/c
vint3 = rdetl3[:,1]*xrs/c

vintd = rdetld|:,1]*rs/c

vangl = dphidtO*xrintOxrs/c
vangl = dphidtlsrintlxrs/c
vang2 = dphidt2*rint2xrs/c
vangd = dphidt3*rint3xrs/c
vangd = dphidtd*rintdxrs/c

phil = np.linspace (0,6%pi,1000)
du0 = [[1./(rminl[i|+.1),—musrs=*rs/lmax|i]x*

dRdt (rminl [i]|+.1,beta0[i],lmax[i],ea)]|

for i in range(len(beta0))]

udephi0 = odeint (d2u_dphi,du0|0],phil ,args = (lmax|[0],beta0[0]))
u = udephi0O[:,0]
r_int = 1/u
x_int = r int*np.cos(phil)
y_int = r int*np.sin (phil)

phi0 = [lmax|i]/mu/rs/rs/r0/r0 for i in range(len (lmax))]
PO = [2.xpi/phi0|i| for i in range(len(phi0))]

t = np.linspace (0, 4000, len(dRdt11[0]))
dRdt11=[dRdt(R11,betal|i],lmax|[i|,ea) for i in range(len(betal))]

import scipy.integrate as it
r_int = it.cumtrapz(dRdt11[0], t,initial=.1) + rminl[0]

def drdt2(r,t,1,beta):
R,v=r[0],r[1]
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dR = v

dv = —G«M/rs /rs/rs /R/Rx (1. —-3.xbeta/R/R)
+1%1 /mu/mu/rs**4/R/R/R

return [dR,dv|

r0l =[[rminl[i],0] for i in range(len(rminl))]|

t1 = np.arange(0,10000,1)
rdetl = odeint (drdt2,r01[0],t1,args=(lmax|[0], beta0[0]))

Para la seccion 5.1.3

# Fase inspiral de un sistema binario circular
# con potencial magnetico para la sec. 5.1.3
# Mariana Lira, 2019

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

import math as math

import scipy as sci

from scipy.integrate import odeint

ms = 1.99e33 # gramos masa solar

G = 6.674E-8 # cm8g—1s—2

¢ = 2.997925E10 # cms—1 velocidad de la luz
pi = np.pi

M1, M2 = 1.4%xms, 1.4%ms # masas de las dos estrellas
M, mu = MLI+M2, MI1xM2/(MI1+M2) # masa total y reducida
etha = mu/M

rs = 2.xGxM/c/c # rs de una masa solar

N =32./5.

k=1.

ml, m2 = 5.e35, 4.e35 # momentos magneticos emu

beta0 = —ksml*m2/G/mu/M/rs/rs

def tcoal (RO, beta):
return 5xMsrs*R0%%4/32./mu/cx**(1.+6.%beta/R0O/R0)x
((1—-3.xbeta/RO/RO)**(—3))

Ri = 7.
tc2=tcoal (Ri,0.)

t1 = np.linspace (0.,.039517,23000)
t2 = np.linspace (0.,tc2 —.00002,23000)
t3 = np.linspace (0.,.0435,23000)
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def dRdtm(R,t):
factor = —8.xmuxc/5./M/rs
dR = factor /Rxx7x(Rxx2—3xbeta)x*3/(RxR+3xbeta)
return dR

beta=—.1

rl num =odeint (dRdtm,Ri, t1)
beta=0.

r2_num =odeint (dRdtm,Ri, t2)
beta—=.1

r3_num =odeint (dRdtm,Ri, t3)

def omega (R, beta):
return np.sqrt (GsM/R/R/R/rs/rs/rs*(1.—-3.xbeta/R/R))

omegal = [omega(rl num|i],—.1) for i in range(len(tl))]
omega2 = |[omega(r2_num|i|,0.) for i in range(len(tl))]
omega3 = |omega(r3 num|i|,.1) for i in range(len(tl))]
vl = [rs*rl num|i]|*omegal|[i]/c for i in range(len(tl))]|
v2 = [rs*r2_num|i]|+xomega2|[i]/c for i in range(len(tl))]|
v3 = [rs*r3_num|i]|+*omega3d|[i]/c for i in range(len(tl))]|

pl = [2.%xpi/omegal[i| for i in range(len(tl))]|
p2 = [2.%pi/omega2|i| for i in range(len(tl))]|
p3 = |[2.%pi/omega3|[i| for i in range(len(tl))]

def hmas a(t,omega,R):
return 4xG+Gxrsxrs«R«R/cxomegaxomegaxnp. cos (2.*xomegaxt )

hl = [hmas a(tl[i],omegal[i],rl num|[i]|) for i in range(len(tl))]
h2 = [hmas a(t2[i],omega2[i],r2 num|[i]|) for i in range(len(tl))]
h3 = |[hmas a(t3[i]|,omega3[i],r3 num|[i]|) for i in range(len(tl))]
ehl = [4%G+Gxrs*rs*rl num|i|*%2/cxomegal |[i|*%2 for i in range(len(tl))]
eh2 = [4%G+Gxrs*rs*r2 num|i]|*%2/cxomega2|i|**2 for i in range(len(tl))]|
ch3 = [4%GxGxrsxrs*r3_num|i]|*%2/cxomega3d|[i|**2 for i in range(len(tl))]|

Cambiando los parametros iniciales y tiempos de integracion, con el mismo co6digo se resolvid
5.2.
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