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Resumen

En este trabajo se presenta un algoritmo directo para el propagador del electrón
de segundo orden en su aproximación diagonal, capaz de ser ejecutado cuando no
hay suficiente memoria, sin hacer uso de disco, y generando de manera eficiente las
integrales de repulsión electrónica en orbital molecular. Mediante la aproximación
del ajuste de la densidad se introduce una base auxiliar, la cual permite evaluar
integrales más simples, y genera arreglos más sencillos de manejar. La implementación
se basa en una contracción intermedia que permite la división en lotes, al mismo
tiempo que minimiza el proceso de recálculo de integrales. De manera adicional, se
usa la descomposición modificada de Cholesky para dar estabilidad numérica a la
metodología, y se aprovecha la localización orbital para disminuir el número de lotes
cuando es posible. El algoritmo generado representa una oportunidad importante para
trascender las limitaciones de memoria, aprovechar el paralelismo y poder analizar
sistemas de interés de gran tamaño.

Abstract

In this work, a direct algorithm for second order electron propagator in its diago-
nal approximation is presented. The algorithm allows executing calculations when
not enough memory is available, without using disk, and generating efficiently the
molecular orbital electron repulsion integrals. Density fitting approximation is used
to introduce an auxiliary basis, which leads to simpler integrals and easier to han-
dle arrays. The implementation is based on an intermediate contraction that can be
evaluated in batches, and minimize the reevaluation of integrals. In addition, the
modified Cholesky decomposition is used to provide stability to the fitting process. The
methodology takes advantage of the orbital localization to decrease the number of
batches when possible. The algorithm represents an important opportunity to overcome
memory limitations, to exploit parallelization, and to study huge systems of interest.
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Producción

Los resultados aquí presentados contribuyeron a la generación de los siguientes traba-
jos:

• Reduced RAM access algorithm for molecular orbital electron repulsion integrals
with resolution of the identity applied in post Hartree-Fock methods, el cuál fue
presentado en modalidad de póster en la American Chemical Society FALL 2019
NATIONAL MEETING & EXPO llevada a cabo en San Diego, California, el 27 de
agosto de 2019.

• Implementación semidirecta de EPT2 con base auxiliar, el cuál fue presentado en
modalidad de plática en la XVIII Reunión Mexicana de Fisicoquímica Teórica en
Toluca, Estado de México, el 24 de octubre de 2019.

• Asymmetric density fitting with modified Cholesky decomposition applied to second
order electron propagator, el cuál ha sido enviado como artículo a la revista
Journal of Chemical Theory and Computation y se encuentra en estado Accepted.

• El método generado se ha integrado al software Nagual para realizar cálculos de
propagador del electrón de segundo orden en su aproximación diagonal.
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Introducción 1
„Advances in computer technology extend the applicability

of computational procedures... They often necessitate the
development of new algorithms better adapted to the new
hardware... an example concerns the growing disparity of
CPU and I/O performance, which in all probability will
increase in the future.

— R. Ahlrichs, M. Bär, M. Häser, H. Horn, y C. Kölmel
Chem. Phys. Lett. 162, 165 (1989).

La teoría del propagador del electrón (EPT) permite calcular energías de ionización
y afinidades electrónicas que corrigen a las predichas por el teorema de Koopmans1

al incluir efectos de relajación orbital y de correlación electrónica; así como orbitales
de Dyson, que son funciones de una partícula que proporcionan información sobre
probabilidades de transición.2–6 Las ecuaciones corresponden a la función de Green
de muchos cuerpos, y el tratamiento se puede realizar introduciendo un potencial de
autoenergía.7 La aproximación al potencial genera varias formulaciones de EPT, siendo
las más populares la aproximación a segundo orden, la parcial a tercer orden8–10 (P3
y P3+), y la outer valence Green’s function11,12 (OVGF); en particular, este trabajo se
enfoca en la aproximación diagonal del propagador del electrón de segundo orden
(EP2).

La EPT es un método post Hartree-Fock que utiliza integrales de repulsión electrónica
en representación de orbital molecular (MO-ERIs), las cuales se calculan como con-
tracciones de integrales de repulsión electrónica en representación de orbital atómico
(AO-ERIs). La evaluación de las MO-ERIs constituye la parte más demandante de EP2;
por lo tanto, este trabajo se centra en dar un manejo adecuado a la generación de
las MO-ERIs requeridas. En el algoritmo propuesto se introduce una base auxiliar
mediante la aproximación de ajuste de la densidad para utilizar integrales de tres y
dos centros, las últimas se agrupan en una matriz métrica, G, y formalmente debe
de encontrarse su inversa, pero esto se evita utilizando la descomposición modificada
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de Cholesky (ModChol)a. También se aprovecha la localización orbital para reducir,
cuando es posible, el escalamiento del algoritmo y el número de AO-ERIs a manejar,
mediante la técnica de ajuste local de la densidad (LDF)16.

Los algoritmos de los cálculos de estructura electrónica caen en cuatro categorías
generales: los algoritmos convencionales, que guardan las integrales en disco; los
algoritmos in-core, que guardan las integrales en RAM; los algoritmos directos, que
recalculan las integrales cuando es necesario; y los algoritmos semidirectos, que
combinan el recálculo de las integrales con el guardado en disco.17,18 Los algoritmos
in-core suelen ser muy eficientes, ya que calculan las integrales una sola vez y utilizan la
memoria RAM que presenta una alta velocidad de entrada y salida (I/O); sin embargo,
su ejecución solo es posible mientras haya suficiente memoria RAM. Los algoritmos
convencionales permiten extender la ventaja de guardar las integrales y evitar su
recálculo computacionalmente costoso, pero debido a la lenta I/O de disco pueden
generar problemas de latencia en sistemas moleculares de gran tamaño donde se deben
leer archivos de integrales muy grandes, lo que se traduce en una desventaja para
la paralelización.19,20 En cambio, los algoritmos directos evitan el cuello de botella
de disco intercambiándolo por una mayor carga de operaciones de punto flotante
causadas por el recálculo de integrales.21,22 La posibilidad de implementar una teoría
de varias formas distintas responde a la búsqueda de maneras de tomar el mayor
provecho de las características computacionales de la época. En la actualidad, los
sistemas computacionales poseen una cantidad de memoria grande, aunque finita, y
procesadores con una alta capacidad de cómputo; además, la capacidad de cómputo en
paralelo en la CPU ha crecido notablemente, encontrándose típicamente computadoras
personales con 4, 8, y hasta 16 cores de CPU, y sistemas de cómputo profesionales con
16, 24 y hasta 72 cores de CPU. Dadas las características de los sistemas computacionales
actuales, los algoritmos directos representan la alternativa más viable para el análisis
de sistemas moleculares grandes que requieran más RAM de la disponible.

La combinación de los métodos directos con aproximaciones que mejoren el uso de
los recursos disponibles y disminuyan las operaciones aritméticas debe llevar a un
proceso de cómputo más eficiente.23 Las ventajas de la aproximación del ajuste de la
densidad (Density Fitting, DF, por sus siglas en inglés) en el propagador del electrón ya
han sido descritas y se relacionan con un mejor manejo de memoria, con la generación
de intermediarios de contracción entre AO-ERIs y MO-ERIs más fáciles de manejar, y
AO-ERIs más simples de evaluar.24 La combinación de las AO-ERIs con base auxiliar

a ModChol se refiere a la factorización de una matriz simétrica indefinida propuesta por Cheng y Higham13

y no a la descomposición de Cholesky de las AO-ERIs de cuatro centros propuesta por Beebe14 y ya
aplicada al propagador del electrón15.
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introducidas por el ajuste de la densidad con el manejo mediante un algoritmo directo
representa la mejor forma de trascender las limitaciones computacionales de memoria
RAM disponible.25,26 En este trabajo se usa una contracción intermedia que permite
hacer un uso eficiente de la memoria, ya que requiere de menos accesos que las AO-ERIs.
La contracción intermedia se almacena en un tensor generado en lotes independientes,
tal que cada lote puede ajustarse a la memoria RAM disponible, esto permite tomar el
máximo provecho de la RAM como lo haría un algoritmo in-core, al mismo tiempo que
se evitan las limitaciones de tener una memoria finita27. Para minimizar el proceso de
recálculo, las integrales se calculan e inmediatamente se añaden a todos los elementos
a los que contribuyen en las contracciones intermedias; esta es una forma particular
de ejecución en la que las integrales guían las operaciones a realizar, y se denomina
integral driven.20

En el contexto de los tipos de algoritmos y el manejo de las integrales, deben men-
cionarse de manera especial algunos algoritmos que han sido reportados para la EPT.
Han sido reportados algoritmos semidirectos con integrales de cuatro centros28–30,
estos tienen la idea de aprovechar la capacidad de cómputo de los CPUs preservando el
ahorro de cálculo al guardar las integrales en disco, pero con la capacidad de cómputo
actual, la latencia de disco es más importante que las operaciones aritméticas ahorradas
en sistemas moleculares grandes. Las implementaciones previas de la teoría del propa-
gador con base auxiliar han sido del tipo convencional24,31, así que si bien disminuyen
el escalamiento aritmético y de memoria, también introducen el cuello de botella de
I/O de disco; en particular una de ellas ya aprovecha la localización orbital para reducir
el escalamiento31. Por último, las ventajas de DF para evitar o disminuir el I/O de disco
ya han sido exploradas en otras teorías como Coupled Cluster26 y Moller-Plesset25, por
lo que su aplicación en EPT representa una potencial ventaja que debe ser explotada.

El objetivo general de este trabajo es proponer un algoritmo que utilice integrales
con base auxiliar para generar de manera eficiente y aprovechando los recursos com-
putacionales disponibles, las MO-ERIs requeridas para los cálculos de EP2 en sistemas
grandes que no quepan en memoria. Para lograr esto, deben considerarse como ob-
jetivos particulares el evitar el uso de disco, que se convierte en un cuello de botella
en sistemas grandes; el generar un sistema de evaluación por lotes, para realizar el
cálculo en porciones que se adapten a la memoria RAM disponible; evitar el guardado
de las AO-ERIs, pues estas requieren demasiada memoria y su división en lotes no es
eficiente; y el minimizar la revaluación de las ERIs pues esto también representa un
tiempo de cómputo importante. El esquema descrito ha sido programado en paralelo
utilizando OpenMP para aprovechar la capacidad de cómputo disponible.

3



Ya que la implementación propuesta aprovecha de manera eficiente los recursos com-
putacionales, al mismo tiempo que mantiene estabilidad numérica, resulta en una
metodología robusta que permite realizar cálculos de sistemas moleculares que superen
la memoria disponible. La capacidad de analizar sistemas de gran tamaño de forma
eficiente desde la construcción del algoritmo facilita el uso de la teoría y aumenta
sus aplicaciones potenciales. Aunque EP2 no es por sí misma una metodología con
un alto grado de exactitud, es requerida para el cálculo de órdenes superiores que
presentan resultados de mayor calidad. Por otra parte, los principios considerados en
la implementación propuesta para EP2 pueden ser generalizados a tratamientos de
orden superior.

4 Capítulo 1 Introducción



Teoría 2
„...it becomes increasingly complicated to design

cost-effective direct algorithms, principally because direct
schemes operate best when atomic orbital integrals are
used... correlation procedures, however, are usually
performed in the molecular orbital (MO) basis.

— A.P. Rendell and T.J. Lee
J. Chem. Phys. 101, 400 (1994).

En el presente capítulo se presenta el fundamento teórico de la teoría del propagador
del electrón sobre el que se construye la implementación propuesta. Las ecuaciones
pueden ser desarrolladas a partir de la función de Green de Hartree-Fock mediante la
ecuación de Dyson, utilizando un potencial denominado de auto-energía. La evaluación
del potencial en términos de la base lleva a una representación matricial Σ, en la que
usualmente los términos diagonales son los más importantes. En la aproximación
diagonal, las energías de ionización y afinidades electrónicas, o de forma general
denominadas energías de unión de electrón (Electron Binding Energies, EBE’s, por sus
siglas en inglés), se calculan como los valores que hacen cero al determinante de la
función de Green de muchos cuerpos considerando que Σ es una matriz diagonal.
Mediante esta aproximación se pueden obtener las EBE’s de manera eficiente evitando
el cálculo de los orbitales de Dyson. Los elementos de Σ se pueden aproximar de varias
maneras, una de ellas es con la aproximación perturbativa, que puede ser aplicada a
varios órdenes, siendo la más sencilla la perturbación de segundo orden.

A continuación se expone el álgebra de EP2, considerando como punto central la
generación de las MO-ERIs. Se introduce la aproximación de ajuste de la densidad para
las integrales, y la teoría que respalda a la descomposición modificada de Cholesky
para obtener estabilidad numérica en la implementación. La descripción sigue el orden
de los pasos para la construcción de las MO-ERIs requeridas para evaluar EP2. Las
ecuaciones aquí mostradas corresponden al desarrollo general con orbitales de espín, y
debe considerarse que varias de ellas se vuelven cero al integrar el espín.
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2.1 Propagador del Electrón de segundo orden

La teoría del propagador del electrón en su aproximación diagonal (EP2) calcula las
EBE’s, ω, como una corrección a la energía orbital, εp, dada por un término diagonal
de la matriz de auto-energía, Σpp(ω), es decir

ω = εp + Σpp(ω) . (2.1)

Como el potencial de auto-energía depende de las EBE’s, la ecuación (2.1) se soluciona
de manera iterativa. Usualmente se requieren pocas iteraciones de Newton-Raphson
(NR) simple para lograr la convergencia utilizando εp como valor inicial. Las ecuaciones
relacionadas con NR en EP2 se muestran en el Anexo A.

El término Σpp se encuentra de manera perturbativa, y en EP2 toma la forma3

Σ(2)
pp =

∑
i,a<b

|(pa|ib)− (pb|ia)|2

ω + εi − εa − εb
+
∑
a,i<j

|(pi|aj)− (pj|ai)|2

ω + εa − εi − εj
, (2.2)

donde el índice p corresponde al orbital a analizar, y los índices i, j y a, b indican
orbitales ocupados y virtuales respectivamente; al primer término de la ecuación (2.2)
se le denomina 2ph y contiene MO-ERIs del tipo p-virtual-ocupado-virtual, y al segundo
se le denomina 2hp y contiene MO-ERIs del tipo p-ocupado-virtual-ocupado. Es
importante destacar que no se necesitan todas las MO-ERIs, sino solo combinaciones
específicas de orbitales ocupados y virtuales. Cuando las MO-ERIs no caben en memoria,
entonces deben de evaluarse en lotes, para hacer esto debe de cumplirse que la MO-ERI
(pq|st) esté en el mismo lote que la MO-ERI (pt|sq), donde q, s, y t representan orbitales
que pueden ser tanto ocupados como virtuales; esta condición se requiere para poder
hacer las restas del numerador de los términos 2ph y 2hp, que corresponden a la
anti-simetrización de las integrales. Esto significa que dado un tercer índice, s, se debe
tener acceso al par de MO-ERIs con el segundo y el cuarto índice, q y t, intercambiados.

2.2 Integrales de Repulsión Electrónica

Las MO-ERIs presentes en la ecuación (2.2) se pueden expresar como contracciones de
AO-ERIs según

(pa|ib) =
N∑
µ

Cµp

N∑
ν

Cνa

N∑
σ

Cσi

N∑
λ

Cλb(µν|σλ) ,

6 Capítulo 2 Teoría



(pi|aj) =
N∑
µ

Cµp

N∑
ν

Cνi

N∑
σ

Cσa

N∑
λ

Cλj(µν|σλ) , (2.3)

donde los índices µ, ν, σ y λ representan orbitales atómicos, y N es el número de
funciones de base. La AO-ERI dada por (µν|σλ) constituye una integral de cuatro
centros que se definen por

(µν|σλ) =
∫
dx1dx2µ(x1)ν(x1)r−1

12 σ(x2)λ(x2) , (2.4)

aquí x contiene las coordenadas espaciales y el espín, y se ha asumido que todos los
orbitales son reales. Tanto las MO-ERIs como las AO-ERIs constituyen las partes más
costosas del proceso de cómputo, la primera por su alto escalamiento, y la segunda por
la alta cantidad de operaciones aritméticas que tienen que hacerse para evaluar cada
una; por lo tanto, se han introducido diversas aproximaciones para reducir su costo
computacional. En particular, aquí se utiliza el ajuste de la densidad para reemplazar
las AO-ERIs de cuatro centros presentes en la ecuación (2.3) por AO-ERIs más sencillas
de tres y dos centros.32,33 La evaluación de MO-ERIs se transforma en

(pa|ib) =
N∑
µ

Cµp

N∑
ν

Cνi

N∑
σ

Cσa

N∑
λ

Cλb

Naux∑
P

(µν|P )
Naux∑
Q

G−1
PQ(Q|σλ) ,

(pi|aj) =
N∑
µ

Cµp

N∑
ν

Cνa

N∑
σ

Cσi

N∑
λ

Cλj

Naux∑
P

(µν|P )
Naux∑
Q

G−1
PQ(Q|σλ) , (2.5)

donde los índices P y Q denotan la base auxiliar, y Naux es el número de funciones
auxiliares. Las AO-ERIs de tres centros se definen por

(µν|P ) =
∫
dx1dx2µ(x1)ν(x1)r−1

12 P (x2) , (2.6)

y el término G es una matriz métrica formada por las AO-ERIs de dos centros34

GPQ = (P |Q) =
∫
dx1dx2P (x1)r−1

12 Q(x2) . (2.7)

Las sumas de la ecuación (2.5) se deben reordenar para adecuarse a la generación de
MO-ERIs anti-simetrizadas. El esquema usado en este trabajo busca una evaluación
por lotes que supere las limitaciones de RAM; por tanto, es necesario que dentro de
un lote haya bloques del tipo p-virtual-i-virtual para poder realizar la operación del
numerador en el término 2ph, y del tipo p-ocupado-a-ocupado para poder realizar la
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operación del numerador en el término 2hp; esto sugiere que los bloques de MO-ERIs
deben construirse en función de la identidad del tercer índice de la MO-ERI.

Una consecuencia directa de introducir la base auxiliar en las MO-ERIs es que se
separan los primeros dos índices, bra, de los últimos dos índices, ket; esto permite darle
un tratamiento diferente a cada parte, como se muestra en la Figura 2.1.

El orbital estudiado, p, constituye un índice fijo en el bra, por tanto, su contracción a
orbital molecular desde las AO-ERIs de tres centros se realiza primero, ya que reduce
el escalamiento de los pasos subsecuentes. La contracción de este índice se representa
mediante

(pν|P ) =
N∑
µ

Cµp(µν|P ) . (2.8)

Posteriormente, se contrae a orbital molecular el segundo índice del bra mediante

(pq|P ) =
N∑
ν

Cνq(pν|P ) , (2.9)

esto genera una matriz temporal, la cual se multiplica por el inverso de la matriz
métrica ˜(pq|Q) =

Naux∑
P

(pq|P )G−1
PQ . (2.10)

La tilde en la ecuación (2.10) indica que formalmente el objeto no es una integral,
ya que se ha multiplicado por la matriz métrica. Por conveniencia, las operaciones
anteriores se renombrarán para futuras referencias, como

zpνP = (pν|P ) , (2.11)

ypqP = (pq|P ) , (2.12)

xpqQ = ˜(pq|Q) , (2.13)

es importante notar que debido a que p es un índice fijo, x, y, z, son matrices, y por
tanto se pueden calcular y almacenar sin consideraciones adicionales.

Por otra parte, el ket no se relaciona con ningún índice fijo, y tiene el escalamiento
aritmético y de memoria más importante del procedimiento. Sea la MO-ERI (pq|st), su
tercer índice, s, está en el ket, y se contrae de las AO-ERIs de tres centros generando
una ERI intermedia dada por

(Q|sλ) =
N∑
σ

Cσs(Q|σλ) . (2.14)
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(Q|σλ)

(Q|sλ)

s
s = i s = a

1 Nocc N

(Q|iλ) (Q|aλ)

(pa|iλ) (pi|aλ)

(pa|ib) (pi|aj)

2ph 2hp

B
ra

de
M

O
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I
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de
M

O
-E

R
I

M
O

-E
R

I

(µν|P )

(pν|P )

(pa|P )

˜(pa|Q)

(pi|P )

˜(pi|Q)

Paso 1

Paso 2

Paso 3

Paso 4

Paso 5

Paso 6

Figura 2.1. Esquema de evaluación de las MO-ERIs anti-simetrizadas requeridas
para EP2 utilizando integrales con base auxiliar. Los pasos del 1 al 3 corresponden
a la contracción del bra de las MO-ERIs, y la multiplicación por la matriz métrica.
Los pasos del 4 al 6 corresponden a la contracción del ket y a la generación de los
bloques de MO-ERIs requeridos por los numeradores de los términos 2ph y 2hp. Es
importante destacar que el paso 4 se realiza por lotes, donde cada lote contiene un
conjunto de valores del índice s, y en función de estos valores se realiza la contracción
del segundo y cuarto índice de las MO-ERIs en el paso 5 y 6, esto se describe con más
detalle en el siguiente capítulo.
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La ERI intermedia (Q|sλ) es clave en la implementación, por lo que se le denominará
tensor w para referencia, dado por

wsλQ = (Q|sλ) , (2.15)

en particular, la notación de los índices de w se ha utilizado para resaltar que el tensor
de tres dimensiones será tratado como un conjunto de matrices.

Al tomar en cuenta las consideraciones analizadas y sustituirlas en la ecuación (2.5),
la evaluación de las MO-ERIs requeridas para EP2 usando base auxiliar se realiza
mediante

(pa|ib) =
N∑
λ

Cλb

Naux∑
Q

xpaQw
i
λQ ,

(pi|aj) =
N∑
λ

Cλj

Naux∑
Q

xpiQw
a
λQ , (2.16)

donde se ha hecho explícito que los pasos a seguir dependen de si el tercer índice, s,
corresponde a un orbital ocupado, i, o a un orbital virtual, a.

2.3 Descomposición Modificada de Cholesky

La introducción de la base auxiliar tiene como consecuencia la evaluación de AO-ERIs
de dos centros contenidas en la matriz métrica G, cuya inversa debe de usarse en la
ecuación (2.10). Sin embargo, debido a dependencias lineales y a que la precisión
numérica es finita, la representación computacional de la matriz G puede estar mal
condicionada y estar cerca de ser singular, es decir que su inversa no exista o que su
cálculo genere un error numérico importante. Una solución común es descomponer la
matriz métrica en sus valores propios (λ) y vectores propios, y volver cero los inversos
de aquellos valores negativos o menores a una tolerancia junto con sus vectores propios
asociados. Este método es conocido como descomposición truncada de valores propios
(Truncated Eigenvalue Descomposition, TED, por sus siglas en inglés). Otro método
común es obtener la inversión por medio de la descomposición en valores singulares
(Singular Value Decomposition, SVD, por sus siglas en inglés), en la que se vuelven cero
los inversos de los valores singulares (σ) que estén por debajo de cierta tolerancia.
Aunque estas soluciones garantizan la inversión de la matriz métrica, también generan
una matriz singular, G−1, en consecuencia, no existe una correspondencia entre la
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G y la G−1 generada. Un análisis de esto se muestra en el Anexo B. En este caso se
recurrirá a una alternativa, la descomposición modificada de Cholesky, la cual mejora
el condicionamiento de la matriz métrica manteniendo la información de la matriz
original.

La ecuación (2.10) requiere de invertir la matriz G, y de realizar una multiplicación
matricial por la matriz y. Esto se puede reordenar como

Gx = y , (2.17)

lo que es equivalente a resolver un sistema lineal de ecuaciones que puede hacerse
de manera eficiente mediante alguna factorización de la matriz métrica. Dado que G
es simétrica, la factorización de Cholesky suele ser una opción rápida de calcular. Sin
embargo, cuando la matriz métrica está mal condicionada, la factorización de Cholesky
puede generar un error numérico grande, o su ejecución computacional puede terminar
en error debido a la presencia de valores propios negativos. Como alternativa se emplea
la factorización de Cholesky modificada13, ModChol, la cual consiste en obtener la
factorización LDLT de la matriz métricaa

G = LDLT , (2.18)

donde L es una matriz triangular, D es una matriz diagonal por bloques, y los blo-
ques son de (1 × 1) y (2 × 2). ModChol descompone los bloques D de la matriz D
en sus valores propios, y en caso de estar por debajo de una tolerancia les asigna
una perturbación ∆D, de esta forma corrige el mal condicionamiento sin tener que
obtener directamente los valores propios de la matriz. Al nuevo bloque, obtenido de la
perturbación, se le simboliza como D̂ para diferenciarlo del bloque original. El proceso
se representa según

D̂ = D + ∆D . (2.19)

La forma de realizar la perturbación se esquematiza en la Figura 2.2, en donde se
muestra que si el bloque es de (1× 1), entonces solo se revisa que el único elemento
esté por arriba de la tolerancia establecida; pero si el bloque es de 2× 2, entonces se
descompone en sus valores y vectores propios para revisar que estén por arriba de la
tolerancia. Si alguno de los valores propios fuera menor a la tolerancia, se reemplaza
por la tolerancia y se reconstruye el bloque.

a En la práctica se usó la factorización de Bunch-Kaufman35, la cual es más eficiente. Esta tiene la forma
PGPT = LDLT , donde P es una matriz de permutación. Las ecuaciones se han escrito sin la matriz
de permutación por claridad, y porque P no es estrictamente necesaria para ModChol.

2.3 Descomposición Modificada de Cholesky 11



D

Si D es (1× 1)

Si λ < Tol→ λ = Tol

D̂

Si D es (2× 2)

Si λ1 < Tol→ λ1 = Tol

Si λ2 < Tol→ λ2 = Tol

D̂

Figura 2.2. Esquema de perturbación de los bloques diagonales D en ModChol. Si
se trata de un bloque de (1× 1), se tiene directamente de λ y si esta por debajo de la
tolerancia se le asigna la tolerancia. Si se trata de un bloque de (2×2), se descompone
en sus vectores y valores propios, y si λ1 o λ2 están por debajo de la tolerancia, se les
asigna la tolerancia, luego se reconstruye el bloque. El bloque original se denota por
D, y el modificado por D̂.

La matriz diagonal por bloques tras realizar la perturbación, D̂, puede usarse para
reconstruir la matriz métrica; sin embargo, como no es la matriz diagonal original,
se reconstruye una matriz métrica perturbada, G̃. Esto es equivalente a agregar una
pequeña perturbación E a la matriz G para volverla positivo definida y mejorar su
condicionamiento; lo que se representa mediante la expresión

G̃ = LD̂LT = G + E ≈ G . (2.20)

En la práctica, la perturbación es tan pequeña que G̃ es esencialmente idéntica a la
matriz métrica original, pero con mayor estabilidad numérica. De hecho se cumple que
G̃ conserva más información de la matriz métrica original que SVD y TED.

Al considerar ModChol, la ecuación (2.17) se transforma en

LD̂LTx = y . (2.21)

La ecuación (2.21) implica resolver varios sistemas de ecuaciones lineales de izquierda
a derecha. Finalmente, se utiliza la ecuación (2.16) para generar las MO-ERIs y
contribuir al término Σ(2)

pp .
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Algoritmo directo-w 3
„For best performance a direct algorithm should be integral

driven, i.e., integral evaluation concerns should dictate the
order of events in the calculation. When an integral has
been calculated, it should be used to the maximum extent
possible, as long as no external storage is invoked.

— H.B. Schlegel
Geometry Optimization on Potential Energy Surfaces

(1995).

Las ecuaciones de EP2 con base auxiliar pueden ser implementadas de varias man-
eras, tal que cada una aprovecha diferentes aspectos de los recursos computacionales
disponibles. Este trabajo se orienta a analizar eficientemente sistemas moleculares de
gran tamaño, y por tanto se asume que requerirán más memoria RAM de la disponible;
el I/O de disco debe evitarse porque genera un cuello de botella y constituye una etapa
de latencia que destruye la paralelización. Para superar las limitaciones de memoria, la
generación de MO-ERIs se acopla a las iteraciones de EP2. A continuación se expone la
implementación del esquema de la Figura 2.1, y cómo se relaciona cada paso con el
manejo de los recursos computacionales. El algoritmo propuesto es del tipo directo ya
que recalcula integrales, sin embargo, también aprovecha contracciones intermedias
mediante el tensor w; por lo tanto, para diferenciarlo de un algoritmo directo simple
se le denominará algoritmo directo-w. Ya que en la sección de resultados se hará
referencia a otros algoritmos, estos se muestran en el anexo C.

3.1 Pseudocódigo

La implementación propuesta se distingue por guardar el tensor w, que corresponde
a contracciones intermedias de las AO-ERIs de tres centros, en lugar de las AO-ERIs
mismas; esto permite que la ejecución solamente dependa de la memoria RAM y no
del disco. El algoritmo optimiza la generación de las MO-ERIs necesarias para EP2,
y se divide en cuatro etapas, la primera es la generación de la matriz métrica G, la
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segunda considera la contracción sobre el bra, la tercera es la contracción sobre el
ket, y finalmente, en la cuarta etapa se obtienen bloques de MO-ERIs y se realiza la
contribución a los términos 2ph y 2hp de Σpp para obtener la energía de EP2. Los pasos
a seguir junto con su escalamiento aritmético se muestran en el Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Implementación del algoritmo directo-w para EP2

1. Reducir la dimensión de la base auxiliar de Naux a NLDF
aux mediante LDF.

2. Calcular la matriz métrica G NLDF
aux

2

3. Aplicar ModChol a la matriz métrica G̃ = LDLT NLDF
aux

3

4. Calcular zpνP =
∑N
µ Cµp(µν|P ) NLDF

aux N2

5. Calcular ypqP =
∑N
ν Cνqz

p
νP NLDF

aux N2

6. Resolver para x el sistema LDLTxpT = ypT NLDF
aux

2
N

7. Determinar el número de lotes requerido de wsλQ dividiendo el índice s.
for cada lote do

for σ en N orbitales atómicos do
for λ en N orbitales atómicos do

for Q en Naux funciones auxiliares do
8. Calcular AO-ERI (Q|σλ).
9. Contribuir wsλQ ← Cσs(Q|σλ) NLDF

aux N3

end for
end for

end for
for s en N Orbitales Moleculares do

if s es un Orbital Ocupado i then
10a. Tomar q en Orb. Virt. y (pa|iλ) =

∑
Q(xp)aQ(wiT )Qλ NLDF

aux NoccNvirN

11a. Contraer λ a Orb. Virt. (pa|ib) =
∑N
λ Cλb(pa|iλ) NoccN

2
virN

12a. Realizar la contribución a 2ph.
end if
if s es un Orbital Virtual a then

10b. Tomar q en Orb. Occ. y (pi|aλ) =
∑
Q(xp)iQ(waT )Qλ NLDF

aux NoccNvirN

11b. Contraer λ a Orb. Occ. (pi|aj) =
∑N
λ Cλj(pi|aλ) N2

occNvirN
12b. Realizar la contribución a 2hp.

end if
end for

end for
13. Calcular la energía de EP2
14. Revisar convergencia

La primera etapa involucra tres pasos relacionados con la construcción de la matriz
métrica. En el paso uno se provecha la localización orbital para remover del conjunto
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de base auxiliar las funciones que no contribuyen al cálculo, de esta forma, se reduce
la dimensión de la base auxiliar de Naux a NLDF

aux . La aproximación LDF tiene como
consecuencia la generación de una matriz métrica más pequeña, la reducción del
escalamiento de todos los pasos que involucren la base auxiliar y la disminución de la
cantidad de memoria requerida. En el paso dos se evalúa la matriz métrica que contiene
las AO-ERIs de dos centros. En el paso tres se aplica la descomposición de Cholesky
Modificada a la matriz métrica, la cual se guarda en memoria para su posterior uso.
Otras técnicas como SVD y TED podrían ser usadas en el paso tres, pero en este trabajo
solo serán usadas para justificar la elección de ModChol.

En la segunda etapa se realiza la contracción del bra. Como pasos cuatro y cinco
se calculan las matrices z y y dadas en las ecuaciones (2.8) y (2.9), estas matrices
corresponden a la contracción del primer y segundo centro del bra respectivamente.
Posteriormente, en el paso seis se obtiene la matriz x al resolver el sistema de ecuaciones
lineales de la ecuación (2.21). Alternativamente se puede utilizar la multiplicación
por la inversa dada en la ecuación (2.10), sin embargo esto solo se realiza con fines
comparativos puesto que se busca evitar la inversión de la matriz métrica.

La tercera etapa consiste en la contracción del ket. Es en esta etapa donde se expresa la
parte de manejo de memoria del algoritmo, y el guardado de w en lugar de las AO-ERIs.
A diferencia de todos los demás arreglos temporales, w tiene tres índices, por lo que el
escalamiento aritmético y de memoria de su evaluación es el más importante, a causa
de esto, se vuelve crucial darle un manejo eficiente. Las AO-ERIs y el tensor w tienen
las mismas dimensiones, N2NLDF

aux ; por tanto, cuando no hay suficiente memoria para
guardar todas las AO-ERIs, tampoco la hay para guardar todo el tensor w. Sin embargo,
la clave está en que para generar una MO-ERI se necesitan todas las AO-ERIs, pero solo
una porción de w; esta es la razón por la que el guardado de la contracción intermedia
genera un manejo de memoria más eficiente y permite la división en lotes.

La generación de w corresponde a contraer un índice de las AO-ERIs de tres centros
a orbital molecular, y la evaluación en lotes corresponde en dividir en porciones
los orbitales moleculares de la contracción. La partición se hace como sigue: si s
representa a los orbitales moleculares, entonces a un orbital molecular determinado le
corresponde la matriz wsλQ de dimensión (N ×NLDF

aux ); dependiendo de la identidad de
s, esta matriz da origen al bloque de MO-ERIs p-ocupado-a-ocupado si s es un orbital
virtual, o al bloque p-virtual-i-virtual si s es un orbital ocupado. Para aprovechar la
memoria disponible, se generan y guardan simultáneamente tantas de estas matrices
como quepan en memoria, el conjunto de estas matrices generan un lote; en el paso
siete se calcula cuántos de estos lotes se necesitan para cubrir todos los orbitales

3.1 Pseudocódigo 15



moleculares. En el paso ocho se calculan las AO-ERIs requeridas para contribuir a la
contracción intermedia en w, la cual se realiza en el paso nueve. Los pasos ocho y
nueve se realizan de manera conjunta, ya que se calcula una AO-ERI e inmediatamente
se realiza su contribución a w en el paso nueve sin guardar el tensor completo de
AO-ERIs en memoria, y se repiten los pasos ocho y nueve hasta haber calculado todas
las AO-ERIs. La consecuencia de este esquema es que las AO-ERIs tienen que ser
evaluadas tantas veces como el número de lotes, sin embargo el escalamiento de la
evaluación de las AO-ERIs, N2NLDF

aux Nlotes es menor al de la evaluación del tensor w,
N3NLDF

aux , así que en tanto se cumpla que Nlotes << N , la revaluación de integrales no
es un problema significativo. En la cuarta etapa se genera la MO-ERI y se realiza la
contribución a Σpp de la ecuación (2.2) para calcular EP2. Puesto que solo se requieren
las MO-ERIs p-ocupado-virtual-ocupado y p-virtual-ocupado-virtual, el procedimiento
a seguir depende del orbital molecular que represente s, es decir si la contribución se
hará a 2ph o 2hp. Si s representa un orbital ocupado, entonces se toma la subporción
de la matriz x que representa orbitales virtuales y se genera la ERI intermedia (pa|iλ)
en el paso diez. En el paso once se contrae el último índice del ket a orbitales virtuales y
en el paso doce se realiza la contribución al término 2ph. El procedimiento equivalente
se realiza si s representa un orbital virtual, se toma la subporción de x que representa
orbitales ocupados y se genera la ERI intermedia (pi|aλ) en el paso diez, en el paso
once se contrae el último índice del ket a orbitales ocupados y en el paso doce se realiza
la contribución al término 2hp. Posteriormente, se calcula la energía de unión del
electrón, ω, en el paso trece y finalmente se revisa la convergencia en el paso catorce
para decidir si reiniciar el ciclo o terminar.

Es importante destacar que el esquema descrito no genera una MO-ERI a la vez, sino
un bloque de MO-ERIs anti-simetrizadas. Además, el esquema de evaluación por lotes
solo divide en etapas la contracción, la cual es el paso de mayor coste de operaciones
aritméticas, a cambio de repetir la evaluación de las AO-ERIs, que no son cuello de
botella. El aumentar la memoria disponible en el sistema de cómputo contribuye a
disminuir el número de lotes y por tanto las revaluaciones de AO-ERIs, sin embargo,
como no son cuello de botella, el efecto se verá amortiguado a menos que el número
de lotes sea demasiado grande. Para mejorar el desempeño del algoritmo resulta
más importante aumentar el número de procesadores para realizar la contracción a
MO-ERIs de manera más eficiente.

16 Capítulo 3 Algoritmo directo-w



3.2 Esquema de paralelización

La implementación en paralelo del algoritmo fue realizada utilizando OpenMP, un
modelo de memoria compartida. Se utilizó un esquema de paralelización para la
generación de las AO-ERIs y su contribución al tensor w, y otro para la contracción
final a MO-ERIs y su contribución al término Σpp. El primer esquema de paralelización,
relacionado con la construcción del tensor w, abarca los pasos ocho y nueve del
Algoritmo 1, y se aplica directamente sobre el barrido de la base auxiliar. Los átomos
se reparten entre los procesadores, tal que a cada uno le toca generar las AO-ERIs que
contengan las funciones auxiliares de los átomos que le corresponden, y realizar su
contribución a w. El segundo esquema de evaluación, relacionado con la generación
final y uso de las MO-ERIs, comprende los pasos del diez al doce del Algoritmo 1, en
este caso, el reparto de trabajo en los procesadores se realiza directamente sobre las
funciones de base. Los otros algoritmos, con los que se compara el propuesto en la
sección de resultados, siguieron esquemas de paralelización similares.

El esquema de paralelización se eligió de tal forma que se maximice la distribución
de operaciones entre los procesadores, y cumple con el propósito de poder analizar
sistemas grandes en un tiempo corto con un uso aceptable de los recursos de cómputo.
Además, se han aplicado los mismos principios para paralelizar todos los algoritmos
comparados, de tal forma que no haya gran influencia en las comparaciones al momento
de hacer cálculos en paralelo. No obstante, es importante mencionar que existen otros
esquemas de paralelización aplicables.
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Resultados 4
En este capítulo se prueba la validez y la influencia de las aproximaciones en el
algoritmo directo-w, así como su mejora respecto a otras alternativas. Primero, se
analiza el efecto de las aproximaciones ModChol y LDF, posteriormente, se explora
el comportamiento del algoritmo ante un número de lotes variable. Finalmente, se
exponen los beneficios de la generación de MO-ERIs a través del manejo del tensor
w contra otros algoritmos cuyo fundamento es el manejo de las AO-ERIs, ya sea
guardándolas o recalculándolas. Detalles sobre la implementación de estos algoritmos
se muestran en el anexo C.

Previo al cálculo de EP2, la geometría de las moléculas analizadas fue optimizada en el
software Psi436 utilizando B3LYP37,38 y la misma base que se indica en el correspon-
diente cálculo del propagador. Posteriormente, se realizó un cálculo de Hartree-Fock
(HF) en el software Nagual39 para obtener las energías orbitales y los coeficientes de
transformación de orbital atómico a orbital molecular, en todos los casos el cálculo de
Hartree-Fock se realizó con ajuste de la densidad ya que ha sido reportado que esto
tiene un efecto aceptable en el resultado de EP2.31 El tiempo de HF no se considera
en los resultados, sino únicamente el tiempo de cálculo de EP2. Excepto cuando se
indique lo contrario, todos los cálculos de EP2 fueron realizados a 12 cores de un
procesador Intel Xeon CPU E5-2680 a 2.70GHz. En todos los casos se utilizó la base
auxiliar GEN-A2*.40–42

4.1 Estabilidad numérica de la matriz métrica

El efecto de ModChol en la estabilidad numérica de la matriz métrica se analiza
primero, puesto que será usado en el resto de los cálculos. La introducción de la base
auxiliar mediante el ajuste de la densidad lleva a tener que invertir la matriz métrica,
G, la cual es positivo definida. Debido a la precisión finita de la computadora, su
representación computacional puede estar mal condicionada; en este caso la inversión
genera problemas de inestabilidad numérica y el valor final de energía no es confiable.
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Para elucidar el efecto de ModChol al evitar la inversión de la matriz métrica, y justificar
su elección frente a otros posibles alternativas como SVD o TED, se analizó la matriz
métrica de los fulerenos C60, C70 y C82. En la Tabla 4.1 se muestra que en todos los
casos las matrices métrica analizadas presentan valores propios negativos, lo cual
demuestra el error numérico inducido por la limitada precisión de la computadora.
También se muestra el número de condicióna de la matriz métrica, G, y de la matriz
generada tras aplicar ModChol (G̃); la aplicación de ModChol reduce el número de
condición en varios órdenes de magnitud respecto a la matriz métrica original, esto es
prueba de que ModChol mejora la estabilidad numérica de la matriz.b

Tabla 4.1. Análisis de la matriz métrica de fulerenos seleccionados, con base 6-
311+G(d)43,44 y base auxiliar GEN-A2*. Se muestra el número de condición de la
matriz métrica original, G, y de la matriz métrica tras aplicar ModChol, G̃, junto con
los valores propios (λ) negativos de la matriz métrica original. En todos los casos
ModChol mejora el condicionamiento de la matriz métrica.

Molécula Naux Cond(G) Cond(G̃) λ < 0
C60 5640 9.06× 1019 8.61× 1017 210
C70 6580 1.07× 1021 6.59× 1017 248
C82 7708 4.31× 1020 1.03× 1018 295

La SVD y TED son técnicas que aseguran el obtener una inversa, pero son inferiores en
estabilidad numérica a ModChol. La SVD y TED sí mejoran la estabilidad numérica
respecto a la matriz métrica original ya que niegan el uso de valores singulares o de
valores propios muy pequeños, por debajo de una tolerancia, los cuales crean problemas
de precisión numérica al momento de invertirlos. El descarte de valores por debajo de
la tolerancia implica poner un cero en lugar del inverso, sin embargo, la matriz G−1

generada es singular puesto que tiene ceros en sus valores propios o en sus valores
singulares. Por tanto, la inversa generada no tiene conexión con la matriz métrica
original.c Por otra parte, el número de valores propios o singulares descartados por
estar debajo de la tolerancia establecida puede ser bastante grande, como se muestra
en la Tabla 4.2, llegando hasta el 15% en el caso del fulereno de 82 carbonos, esto
se traduce en pérdida de la información del sistema. En cambio, ya que ModChol
aplica una muy pequeña perturbación a G, la nueva matriz G̃ es prácticamente la
a El número de condición se define por cond(G) = ||G|| ||G−1||, es decir, la norma de una matriz

multiplicada por la norma de su inversa. Este es un número mayor o igual a uno que permite evaluar el
condicionamiento de una matriz. Una matriz bien condicionada tiene un número de condición de uno,
mientras que una matriz está peor condicionada entre más grande sea su número de condición.

b En el anexo se muestra un análisis sobre el por qué reducir el número de condición mejora la estabilidad
numérica de la metodología.

c No es posible invertir la matriz inversa para recuperar la matriz original si se truncan valores propios o
singulares, es decir que

(
G−1)−1 6= G.
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matriz G original y se evita tener que manejar una matriz singular. Cabe señalar que
aunque la matriz resultante no sea la matriz métrica original, la diferencia es mucho
menor al error numérico introducido al invertir una matriz mal condicionada, y menor
que el que inducen otras alternativas como SVD y TED. Un análisis exhaustivo de las
diferencias entre las matrices métrica original y las obtenidas tras aplicar SVD, TED y
ModChol a los fulerenos se muestra en el anexo B.

Otra ventaja de ModChol es el tiempo de cómputo que requiere. En la Tabla 4.2 se
muestra el tiempo para la operación matemática de G, sea esta la inversión en el
caso de SVD y TED, o la descomposición en el caso de ModChol. En el caso de los
fulerenos, el tiempo requerido para realizar ModChol es sustancialmente menor a las
alternativas, siendo entre 25 y 40 veces más rápido que SVD, y entre 15 y 20 veces más
rápido que TED, al mismo tiempo que corrige de manera correcta el espectro de valores
propios. Por tanto, el método de ModChol es más rápido, estable y seguro frente a sus
contrapartes.

Tabla 4.2. Análisis de aplicar truncamiento con SVD y TED para invertir la matriz
métrica, y de aplicar ModChol para factorizarla, usando base 6-311+G(d) y base
auxiliar GEN-A2*. Los valores singulares (σ) y los valores propios (λ) menores a la
tolerancia representan una cantidad importante, en este contexto la metodología de
ModChol logra hacer una buena corrección de los valores propios en un lapso de
tiempo sustancialmente menor que SVD y TED. La tolerancia utilizada fue de 10−10 y
el tiempo se da en minutos.

Molécula Naux tSV D σ < Tol tTED λ < Tol tModChol λ < Tol

C60 5640 18.36 768 8.88 768 0.6 748
C70 6580 28.3 946 13.5 946 0.9 907
C82 7708 46.7 1158 22.15 1158 1.4 1122
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4.2 Localización orbital

En esta sección se estudia la localización de varios orbitales, y su efecto sobre el proceso
de división por lotes del tensor w causado por la aplicación de la aproximación LDF16.
Como moléculas de prueba se utilizan el artesunato, la coelenteracina, el mirabegron,
y la narciclasina, las cuales se muestran en la Figura (4.1); estas moléculas fueron
elegidas por presentar diversos tipos de átomos, y fragmentos estructurales variados
como anillos, cadenas lineales sustituidas y aromaticidad.
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Figura 4.1. Moléculas de prueba para estudiar la localización en varios orbitales y
su efecto en el algoritmo directo-w, las moléculas son las siguientes: a)artesunato, un
fármaco para la malaria, b) coelenteracina, una molécula bioluminiscente encontrada
en organismos marinos, c) mirabegrón, un fármaco para tratar la vejiga hiperactiva, y
d) narciclasina, molécula con propiedades antitumorales y antiinflamatorias.

En particular, se analiza la localización de los orbitales ocupados, estos fueron utilizados
en su forma canónica sin considerar ninguna transformación adicional que induzca
localización. Para evaluar la localización orbital, se agrupan las funciones de base por
átomos, y se reordenan los conjuntos en orden decreciente acorde a su contribución
a la ocupación orbital. Posteriormente, se descartan las funciones de base auxiliar
pertenecientes a los átomos que contribuyen en menos del 0.01% a la ocupación,
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esto permite obtener un conjunto de funciones de base auxiliar reducido (NLDF
aux )

respecto al conjunto de funciones de base auxiliar completo (Naux). El número de
funciones auxiliares en la aproximación LDF para cada molécula se muestra en la
Figura (4.2), donde se observa que en general los orbitales de core presentan una
mayor localización que los orbitales de valencia; esto es representado en las gráficas
por la región de puntos de la parte inferior izquierda que pertenece al core, la cual
posee menos funciones auxiliares que la sección derecha que pertenece a valencia. Sin
embargo, también es posible que se presente localización significativa en los orbitales
de valencia, como se ve con claridad en el ejemplo de mirabegron de la Figura (4.2c),
también se presenta una localización en menor grado en algunos orbitales de valencia
de narciclasina y coelenterazina en las Figuras (4.1b) y (4.1d) respectivamente.
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Figura 4.2. Número de funciones de base auxiliar tras considerar la localización en
varios orbitales de a) artesunato, b) coelenterasina, c) mirabegron, d) narciclasina; en
todos los casos es más importante la localización de los orbitales de core, sin embargo,
en algunos orbitales de valencia la localización también puede ser significativa. La
línea punteada corresponde al conjunto de funciones auxiliares completo, Naux. Se
utilizó la base aug-cc-pVDZ45,46 y la base auxiliar Gen-A2*
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La aplicación de LDF mediante el criterio descrito ha sido previamente reportada47 y
aplicada a EP231, con efectos como reducción de las dimensiones de la matriz métrica,
de la memoria involucrada, y del escalamiento de las operaciones. Sin embargo, ya
que la implementación propuesta no depende de disco, y usa ModChol, se tienen
algunas consecuencias adicionales. Aunque la matriz métrica reduce su dimensión, el
efecto sobre las operaciones de la matriz métrica se vuelve menos importante ya que
ModChol hace que las operaciones involucradas sean sustancialmente más rápidas en
comparación a los otros pasos del algoritmo. Por otra parte, se necesita menos memoria
para el tensor w, lo cual se traduce en un menor número de lotes, y en consecuencia
en un menor número de revaluaciones de las AO-ERIs.

Para probar el efecto de la aproximación LDF sobre el algoritmo directo-w, se evaluaron
varios orbitales de mirabegrón con la base aug-cc-pVTZ45,46. Esta base fue elegida para
crear una alta demanda de memoria y en consecuencia forzar la necesidad de varios
lotes de w. El análisis de localización de orbitales se muestra en la Figura (4.3), el
cual es similar al de la Figura (4.2c), pero con una distribución de funciones auxiliares
distinta ya que provienen de otra base. Se cumple la tendencia ya descrita, es decir,
la localización de los orbitales de core en el extremo izquierdo es mayor que la de los
orbitales de valencia en el extremo derecho, pero aún hay localización aprovechable
en los últimos; los puntos dorados corresponden a orbitales seleccionados usados para
analizar el efecto de la localización en el algoritmo directo-w.
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Figura 4.3. Número de funciones de base auxiliar tras considerar la localización
a varios orbitales de mirabegron con base aug-cc-pVTZ y base auxiliar Gen-A2*.
Los puntos dorados indican orbitales representativos seleccionados para analizar su
comportamiento en el algoritmo propuesto.

Los puntos dorados de la Figura (4.3) se calcularon con LDF y sin LDF para comparar
el tiempo de cómputo y los valores energéticos mostrados en la Tabla 4.3, también se
muestra el número de lotes requeridos para cada punto considerando que se utilizó
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una memoria de 36 GB. En la Tabla se evidencía que la localización orbital reduce el
número de lotes necesarios. La reducción en la base auxiliar también disminuye la
dimensión de las AO-ERIs, por tanto, la localización orbital se traduce en evaluar menos
AO-ERIs en una menor cantidad de revaluaciones, este efecto es más pronunciado
en los orbitales de core donde la localización es más importante, y en el mejor de los
casos se ha ahorrado hasta el 32% del tiempo de cómputo. Por otra parte, el error
introducido por la aproximación LDF sobre la energía es pequeño, del orden de 10−6

para el mirabegrón estudiado, lo cual es varios órdenes de magnitud menor que el error
generado por introducir la base auxiliar; en consecuencia, el uso de la aproximación
LDF en EP2 es aceptable, lo que concuerda con lo ya reportado en el caso del algoritmo
convencional31.

Tabla 4.3. Efecto de la aproximación LDF sobre orbitales seleccionados de
mirabegron usando el algoritmo directo-w. La localización orbital es más impor-
tante en los orbitales de core, y lleva una reducción en el tiempo de cómputo y en el
número de lotes requeridos sin afectar significativamente la energía. El tiempo de
cómputo se da en horas, y la energía en eV. Para referencia, el número de funciones
de base auxiliar original es Naux = 4438 con un tiempo promedio de cómputo de
tEP 2 = 6.09h. Se utilizó la base aug-cc-pVTZ y la base auxiliar Gen-A2*.

Orbital Molecular NLDF
aux tEP2 Nlotes EEP2 |∆EEP2|

1 598 4.11 1 -2478.636 7.7× 10−6

46 1440 5.04 2 -27.374 6.3× 10−6

99 3114 5.87 4 -9.555 1.5× 10−5

102 2610 5.99 3 -8.783 2.0× 10−6

4.3 Desempeño con respecto al número de lotes

La cantidad de lotes depende de la memoria disponible, por lo que es importante
conocer cómo las variaciones en el número de lotes afectan al tiempo de cómputo. Para
esto, se estudió la molécula de fenantreno a 2, 4, 6, 8, 16 y 32 lotes con el algoritmo
directo-w, los tiempos de cómputo se muestran en la figura 4.4. El tiempo de cómputo
aumenta con el número de lotes, esto se debe a que hay que revaluar las AO-ERIs
en cada lote. No obstante, tener que evaluar 32 lotes, no significa que el tiempo de
cómputo sea 32 veces más largo, esto es positivo puesto que significa que el aumento
en el número de lotes está amortiguado, y la razón es que la evaluación de las AO-ERIs
tiene un menor escalamiento aritmético que las contracciones de AO-ERIs a MO-ERIs.
Adicionalmente, la división en lotes solo parte la contracción y por tanto no aumenta
el cuello de botella.
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Figura 4.4. Cálculo de la molécula de fenantreno variando el número de lotes a
2, 4, 8, 16 y 32, con el algoritmo directo-w. Se utilizó base cc-pVTZ y base auxiliar
GEN-A2*.

4.4 Análisis de ventajas del algoritmo

El algoritmo directo-w representa una forma de superar las limitaciones de memoria
con base en regenerar las MO-ERIs por partes en cada iteración del NR de EP2. Para
exponer las razones y ventajas del diseño del algoritmo, es necesario compararlo con
otros posibles algoritmos en el contexto de integrales con base auxiliar aplicadas a EP2.
Las comparaciones se realizan utilizando alcanos lineales, ya que son moléculas muy
parecidas entre sí que solo aumentan en tamaño.

La primera comparación se realiza con un algoritmo in-core, en el que se guardan todas
las AO-ERIs en RAM, y se utilizan para generar la contracción a MO-ERIs en cada
iteración. El algoritmo in-core no permite superar las limitaciones de memoria RAM,
pero representa un punto de comparación entre el esquema de guardar las AO-ERIs
contra el esquema de usar el tensor w. Para comparar ambos algoritmos, se permitió
suficiente memoria RAM tal que pudiesen ser guardadas todas las AO-ERIs, o que se
use un solo lote del tensor w, esto evita la influencia de la división por lotes. Dos
observaciones deben hacerse antes de analizar los resultados, primero, el algoritmo
propuesto no es necesario si se puede usar un solo lote, pues esto indica que no hay
limitaciones de RAM, y segundo, si hay suficiente RAM para guardar las AO-ERIs en
un algoritmo in-core, entonces resulta mejor guardar las MO-ERIs desde el inicio. No
obstante, esta comparación pretende demostrar que guardar w permite un manejo de
memoria correcto y que contribuye de forma positiva al algoritmo.
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La Figura (4.5) muestra el tiempo de cómputo del algoritmo in-core comparado con
el del algoritmo directo-w, donde se observa que usar el tensor w es un poco más de
dos veces más rápido que guardar las AO-ERIs. El experimento se hizo tanto con un
algoritmo serial, que se muestra en la Figura (4.5a), como con un algoritmo paralelo
que se muestra en la Figura (4.5b); la similitud entre ambas Figuras muestra que la
mejora es efectiva sin gran influencia del proceso de paralelización. La mejor gestión de
la memoria se debe a que mientras el algoritmo in-core tiene que acceder a la memoria
y barrer todas las AO-ERIs para cada uno de los bloques de MO-ERIs a generar, el
algoritmo propuesto accede a una AO-ERI y la utiliza inmediatamente tantas veces
como sea necesario para todas las contribuciones a w. En cuanto a hardware, esto
significa que el algoritmo in-core guarda las AO-ERIs en RAM, y cada vez que se va a
generar una MO-ERI, tiene que cargar cada AO-ERI en caché, utilizarla, y transferir la
próxima AO-ERI de RAM a caché, la transferencia de RAM a caché se hace tantas veces
como la cantidad de AO-ERIs, y el proceso debe repetirse tantas veces como los orbitales
moleculares. Por otra parte, el esquema de generación del tensor w genera una AO-ERI,
la cual se carga en caché, y se usa varias veces para todas las contribuciones a w, en
este esquema todas las veces que se usa una AO-ERI son consecutivas y por tanto solo
requieren de una sola transferencia de RAM a caché por AO-ERI48. Una última razón
para que el algoritmo propuesto sea más rápido que guardar las integrales es que la
caché es más rápida que la memoria RAM. Por lo tanto, el uso del tensor w lleva a
una reducción en la cantidad de accesos a memoria y a gestionarla de manera más
eficiente.
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Figura 4.5. Comparación entre el algoritmo in-core, que guarda las AO-ERIs en
RAM, y el algoritmo directo-w para el cálculo de EP2 de alcanos lineales utilizando la
base aug-cc-pVDZ y la base auxiliar Gen-A2*.
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El algoritmo in-core es ejecutable siempre que haya suficiente RAM para guardar las
integrales. La limitación de RAM se puede solucionar al guardar las AO-ERIs en disco
y leerlas cada vez que se vaya a generar un bloque de MO-ERIs, este es el algoritmo
convencional. Sin embargo, este algoritmo tiene que hacer una gran cantidad de
escrituras y lecturas de disco, que representan el cuello de botella que el algoritmo
directo-w busca evitar. Para mostrar la importancia de evitar el cuello de botella de
disco, se analizó el tetradecano con el algoritmo convencional y con el algoritmo
directo-w, los resultados se muestran en la Tabla 4.4, donde se demuestra que el
algoritmo propuesto es 48 veces más rápido que el convencional. En este caso se ha
intercambiado el I/O de disco por una mayor cantidad de operaciones, las cuáles son
pagadas de manera eficiente al utilizar varios cores de CPU. La implementación de un
algoritmo directo no depende del tensor w, de hecho basta recalcular cada AO-ERI
conforme se necesite, este es un algoritmo directo simple que no minimiza el recálculo
de las integrales ni toma provecho de la RAM; la Tabla 4.4 muestra que hasta este
algoritmo es más rápido que el algoritmo convencional por evitar la lectura de disco,
no obstante el algoritmo directo-w es 22 veces más rápido que el algoritmo directo
simple ya que aprovecha la RAM para minimizar las revaluaciones de AO-ERIs.

Tabla 4.4. Comparación entre el tiempo de cálculo de EP2 utilizando el algoritmo
directo-w, el algoritmo convencional, y el algoritmo directo simple en tetradecano con
base aug-cc-pVDZ y base auxiliar GEN-A2*. En todos los casos el algoritmo directo-w
es más rápido que sus contrapartes.

C14H30 Directo-w Convencional Directo Simple
Tiempo (min) 28 1345 610
t/tDirecto−w 1 48 22
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Conclusiones y Perspectivas 5
Se ha generado una implementación robusta para EP2 que permite estudiar sistemas
moleculares grandes más allá de las limitaciones de memoria, el cuello de botella
de disco es evitado y se hace un balance entre uso de memoria y revaluación de las
integrales. El uso de la base auxiliar ha sido clave en el diseño del algoritmo por los
arreglos que genera, los cuales simplifican el manejo de memoria. El hecho de calcular
contracciones intermedias por lotes en lugar de simplemente guardar las integrales
agrega complejidad a la implementación, pero representa una optimización importante
que mejora la ejecución computacional de la teoría. La técnica de ModChol también ha
sido importante para la implementación, pues reduce el tiempo de cómputo al mismo
tiempo que aporta estabilidad numérica, por otra parte, la localización orbital puede
ser útil para el algoritmo en algunos casos, sobre todo al analizar orbitales de core. Se
espera que este algoritmo favorezca que la teoría sea aplicada a sistemas reales y que
tenga un impacto en la resolución de problemas de interés.

Los principios aplicados en el algoritmo directo-w de EP2 son generalizables a órdenes
superiores de aproximación del propagador del electrón; en particular existe interés
en explorar su adaptación a las ecuaciones de P3. Aunque este trabajo se ha centrado
en usar la base auxiliar para generar un algoritmo directo que supere las limitaciones
de RAM, también se ha explorado y el uso de la base auxiliar para disminuir el
escalamiento aritmético y de memoria de la generación de MO-ERIs en algoritmos
in-core en EP2; así que también se desea explorar este beneficio en el caso de P3.
Otra área de oportunidad a explorar es la implementación del algoritmo directo-
w en arquitecturas de cómputo heterogéneo, es decir, aprovechar el uso conjunto
de CPU/GPU para reducir aún más el tiempo de cómputo. La cantidad de memoria
disponible ha crecido en las GPUs más recientes, pero sigue representando una cantidad
limitada, por tanto el algoritmo directo-w es potencialmente aplicable para aprovechar
el alto paralelismo que presentan cuando no hay suficiente memoria.
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Reflexión Personal 6
Esta última parte del texto corresponde a un pensamiento final y a una reflexión sobre
la tendencia a futuro en el diseño de algoritmos para la química computacional. La
discusión sobre los algoritmos usados en química cuántica está íntimamente motivada
por el deseo de poder analizar sistemas moleculares más grandes en un menor tiempo,
y proviene desde los años 70’s. Desde entonces se ha modificado el balance de cual es
el algoritmo más prometedor conforme cambian las capacidades computacionales de
la época. Cuando la capacidad de cómputo era limitada y la mayor memoria residía
en el disco, la opción a elegir eran los algoritmos convencionales que minimizaban
el cómputo; cuando la memoria RAM aumentó, los algoritmos in-core se volvieron
una opción viable, y cuando las operaciones de punto flotante por segundo, flops, que
puede realizar una computadora aumentó, el estudio de nuevos algoritmos volteó a
ver a los algoritmos semidirectos y directos.

Desde el surgimiento de artículos que analizaban este tipo de aspectos, muchas cosas
han cambiado en el ámbito de la química computacional; mientras que al final de
los años 70’s la supercomputadora CRAY-1 alcanzaba velocidades de reloj de 80 MHz
con 8MB de memoria y un procesamiento del orden de los cientos de megaflops, y
en los 80 tener 2 Gb de disco se consideraba una enormidad, en la actualidad una
laptop de uso común puede llegar con facilidad a las decenas y cientos de gigaflops,
con memoria de disco del orden de terabytes e incluso la computadora más barata
tiene CPUs con mínimo 1GHz. La predicción hecha en los 80’s se cumplió y sigue
siendo válida en el 2020, la capacidad de cómputo ha crecido más rápido que la I/O de
disco, esta idea es la que ha motivado a hacer un algoritmo directo en este trabajo.
Sin embargo, no está garantizado que esto se quede así; la aparición de los discos
de estado sólido con una alta eficiencia de I/O puede representar un renacimiento
de los métodos convencionales, o al menos ampliar su aplicabilidad. No obstante,
esto entra en competencia con la popularización de los GPUs en cálculos de química
cuántica, que traen una paralelización masiva y en la que los métodos directos pueden
resultar nuevamente prometedores. De hecho, la supercomputadora de mayor poder
de procesamiento en la actualidad basa su poder de cómputo en un uso masivo de
GPUs. Aunque el desarrollo de los GPUs los ha vuelto más eficientes tanto en memoria
como en procesamiento, la memoria que tienen disponible es poca en comparación con
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la gran capacidad que puede tener la RAM, aquí los algoritmos directos representan un
área amplia de oportunidad para la química cuántica para llevar a cabo cálculos más
complejos pero también con mayor precisión química.

Probablemente un nuevo cambio en la balanza de los algoritmos vaya a surgir en los
próximos años con el desarrollo, la regularización y la reducción de costos tanto de
las GPUs como de los discos duros de estado sólido, en tanto que el desarrollo de las
CPUs momentáneamente parece estancado. Podría ser que el cómputo en CPU pueda
dar un nuevo salto con la prometedora computación cuántica, aunque también esta
podría llevar al surgimiento de una arquitectura no considerada hasta ahora y que
deba necesitar un rediseño de los algoritmos. Personalmente considero que el aumento
en las flops seguirá siendo más importante y por tanto los algoritmos directos serán
la opción por defecto para poder estudiar sistemas moleculares cada vez más grandes
con teorías cada vez más exactas, lo que llevará a la expansión de la química teórica a
campos que son aún prohibitivos en la actualidad.
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Newton-Raphson en EP2 A
La ejecución de EP2 se lleva a cabo mediante un proceso iterativo guiado por Newton-
Raphson, para ello se parte de la ecuación para calcular las energías de unión de
electrón (EBE’s), dada por

ω = εp + Σpp(ω) . (A.1)

Se define la función auxiliar

f(ω) = ω − εp − Σpp(ω) , (A.2)

la cuál tiene como raíz los valores de EBE’s. Si ωi es un valor de EBE en la iteración i,
entonces el valor de ωi+1 se calcula con Newton-Raphson mediante

ωi+1 = ωi −
f(ωi)
f ′(ωi)

. (A.3)

La derivada f ′ se calcula según

f ′(ωi) = df(ωi)
dω

= 1− dΣpp(ωi)
dω

, (A.4)

al tomar la expresión para el término diagonal de la matriz de auto-energía, se obtiene

dΣ(2)
pp (ωi)
dω

= −
∑
i,a<b

|(pa|ib)− (pb|ia)|2

(ω + εi − εa − εb)2 −
∑
a,i<j

|(pi|aj)− (pj|ai)|2

(ω + εa − εi − εj)2 . (A.5)

En la práctica esta expresión se evalúa con facilidad al calcular el término de la matriz
de auto-energía, ya que una vez que se tiene una contribución al término 2ph o al
término 2hp, solo hay que dividir otra vez por el denominador y volver el resultado
negativo. Al sustituir la ecuación (A.5) y la ecuación (A.2) en la ecuación (A.3) se
obtiene el valor de la nueva predicción de EBE dada por

ωi+1 =
(

1− dΣpp(ωi)
dω

)−1 (
εp + Σpp(ωi)− ωi

dΣpp(wi)
dω

)
. (A.6)
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La forma de la ecuación (A.6) es particularmente importante ya que contiene el término

Ps =
(

1− dΣpp(ωi)
dω

)−1
, (A.7)

el cuál se denomina fuerza del polo o pole strength en inglés, y es un número entre cero
y uno que provee información sobre la validez de la aproximación usada para obtener
las EBEs.
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Análisis de estabilidad
numérica de la matriz métrica

B
La aproximación de ajuste de la densidad implica la inversión de la matriz métrica, G,
la cual es positivo definida y por tanto su inversión no debería ser problemática. Sin
embargo, la representación computacional de la matriz puede no ser positivo definida
y estar cerca de ser singular debido a la precisión numérica finita de la computadora,
esto pude generar que la inversión no esté garantizada, o que haya problemas de
estabilidad numérica. Para superar esto, usualmente la inversión se realiza mediante
técnicas como la descomposición en valores singulares (SVD) o la descomposición en
valores propios (TED). Estas técnicas descomponen la matriz métrica en sus valores
singulares, G = UΣVT , o en sus valores propios, G = PΛPT , respectivamente, donde
las matrices U y V son matrices unitarias, Σ es una matriz diagonal con los valores
singulares, σ, P es la matriz de vectores propios, y Λ es una matriz diagonal con los
valores propios, λ. La inversa se encuentra como G−1 = VΣ−1UT o G = PΛ−1PT ,
por tanto solo hay que evaluar λ−1 o σ−1. Sin embargo, las σ o las λ muy pequeñas
pueden generar inestabilidad numérica durante su inversión, así que en la práctica, el
inverso de las σ o λ que estén por debajo de una tolerancia se reemplaza por un cero,
así como los vectores propios correspondientes; esta práctica se denomina quenching.

Aunque el quenching permite obtener la inversa para cualquier matriz, también descarta
información de la matriz métrica original cuando remueve valores singulares o valores
propios. De hecho, la G−1 que se obtiene es una matriz singular ya que contiene ceros
en algunos de sus valores propios o singulares, y estrictamente no puede reinvertirse
para recuperar la matriz métrica original. Sin embargo, sí es posible llevar a cabo
la reinversión debido a que la precisión numérica finita hace que haya un cero de
máquina y no un cero formal. La matriz métrica obtenida tras la reinversión se denota
como G̃, y su diferencia respecto a la matriz métrica original es un indicador de la
información perdida en el proceso de quenching. Un ejemplo se muestra para el caso
de fulerenos en la tabla B.1, donde también se compara la matriz métrica perturbada
tras aplicar la descomposición modificada de Cholesky. La descomposición de Cholesky
simple no puede ser mostrada ya que su ejecución termina en error por los problemas
de condicionamiento de la matriz métrica. En todos los casos la matriz recuperada por
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ModChol es más semejante a la original que la recuperada por SVD o TED, como se
muestra en su diferencia promedio. El número de condición de la matriz recuperada
por ModChol es más bajo que el de la matriz métrica original y de TED, lo que muestra
que se mejora la estabilidad numérica al aplicar ModChol. Aunque SVD tiene un
número de condición más bajo, la matriz recuperada difiere significativamente respecto
a la matriz métrica original, lo que demuestra que se perdió información durante el
proceso de quenching. La idea de la pérdida de información se complementa con que
SVD y TED descartan hasta el 15% de los valores propios en el caso del fulereno de 82
carbonos.

Tabla B.1. Comparación entre matrices métrica de fulerenos tras aplicar quenching
con SVD y TED, y perturbar con ModChol, para después recuperar la matriz métrica
modificada. “Vals.” representa valores singulares para SVD, y valores propios para
TED y ModChol. En todos los casos ModChol mantiene más información de la matriz
métrica original que SVD o TED. Para la comparación se utilizó base 6-311+G(d) y
base auxiliar GEN-A2*.

C60
Naux = 5640 SVD TED ModChol
Número de Condición 6× 1015 1× 1024 9× 1017

Diferencia Absoluta Promedio 0.73 6.81× 10−2 1.9× 10−12

Desviación Estándar 1.90 0.12 2.8× 10−11

Vals < 0 – 210 212
Vals < Tol. 768 768 748
Tiempo (min) 18.36 8.88 0.6

C70
Naux = 6580 SVD TED ModChol
Número de Condición 2× 1015 1× 1025 7× 1017

Diferencia Absoluta Promedio 0.24 0.21 2× 10−12

Desviación Estándar 0.52 0.92 3× 10−11

Vals < 0 – 248 250
Vals < Tol. 946 946 907
Tiempo (min) 28.3 13.5 0.9

C82
Naux = 7708 SVD TED ModChol
Número de Condición 5× 1015 2× 1025 1× 1018

Diferencia Absoluta Promedio 0.35 6.1× 10−2 2.7× 10−12

Desviación Estándar 0.78 0.14 3.6× 10−11

Vals < 0 – 295 297
Vals < Tol. 1158 1158 1122
Tiempo (min) 46.7 22.15 1.4
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Otras implementaciones C
En el capítulo de resultados se comparó el algoritmo directo-w con una implementación
convencional, in-core y directa-simple, cuyos pseudocódigos se describen aquí. Estas
implementaciones se basan en el manejo directo de las AO-ERIs. Se ha mantenido
la aproximación LDF y ModChol para que los algoritmos sean lo más cercanos al
algoritmo directo-w y que la única diferencia sea respecto al manejo de las integrales;
sin embargo la aproximación LDF puede no usarse y ModChol puede reemplazarse por
la inversión de la matriz métrica para tener la versión elemental de estos algoritmos.

C.1 Implementaciones convencional e in-core

La implementación convencional e in-core comparten el hecho de que ambas guardan
las AO-ERIs, por lo que su algoritmo es muy similar, sin embargo difieren en que la
primera las guarda en disco y la segunda en RAM. Ambas ofrecen como ventaja el
ahorro de operaciones de punto flotante ya que evalúan las integrales una sola vez,
y posteriormente solo las leen y las usan varias veces; el algoritmo in-core solo es
aplicable cuando hay suficiente RAM. Por otra parte, el algoritmo convencional es
aplicable mientras haya suficiente memoria en disco, la cual suele ser bastante mayor,
aunque también mucho más lenta. El pseudocódigo se muestra en el Algoritmo 2. Parte
del código se comparte con el algoritmo directo-w, siendo la mayor diferencia los pasos
7 y 8 referentes a la evaluación de las AO-ERIs, y la contracción de un índice del ket.

Se inicia con la generación de la matriz métrica en los pasos del 1 al 3. Posteriormente,
se realiza la contracción del bra en los pasos del 4 al 6. El paso 7 corresponde a las
AO-ERIs, las cuales son generadas y guardadas en el paso 7a, o leídas en el paso 7b,
en disco o en RAM según corresponda. En el paso 8 se genera la matriz wsλQ para un
valor de s.a Los pasos del 9 al 12 corresponden a la generación de la MO-ERI, y la
contribución a Σpp. Finalmente se calcula ω y se revisa la convergencia.

a El tensor de AO-ERIs tiene las mismas dimensiones que el tensor w de la implementación propuesta en
este trabajo. No se considera el guardado de w en la implementación convencional mostrada puesto que
se estaría usando el doble de memoria, y la finalidad es comparar la eficiencia de guardar el tensor w
contra guardar las AO-ERIs.
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Algoritmo 2 Implementación convencional e in-core de EP2

1. Reducir la dimensión de la base auxiliar de Naux a NLDF
aux mediante LDF.

2. Calcular la matriz métrica G NLDF
aux

2

3. Aplicar ModChol a la matriz métrica G̃ = LDLT NLDF
aux

3

4. Calcular zpνP =
∑N
µ Cµp(µν|P ) NLDF

aux N2

5. Calcular ypqP =
∑N
ν Cνqz

p
νP NLDF

aux N2

6. Resolver para x el sistema LDLTxpT = ypT NLDF
aux

2
N

for s en N Orbitales Moleculares do
for σ en N Orbitales Atómicos do

for λ en N Orbitales Atómicos do
for Q en Naux Funciones Auxiliares do

if no hay AO-ERI guardada then
7a. Calcular y guardar AO-ERI (Q|σλ).

else
7b. Leer AO-ERI (Q|σλ).

end if
8. Calcular wsλQ ←

∑N
σ Cσs(Q|σλ) NauxN

3

end for
end for

end for
if s es un Orbital Ocupado i then

9a. Tomar q en Orb. Virt.-a y (pa|iλ) =
∑
Q(xp)aQ(wiT )Qλ NLDF

aux NoccNvirN

10a. Contraer λ a Orb. Virt. mediante (pa|ib) =
∑N
λ Cλb(pa|iλ) NoccN

2
virN

11a. Realizar la contribución a 2ph.
end if
if s es un Orbital Virtual a then

9b. Tomar q en Orb. Occ.-i y (pi|aλ) =
∑
Q(xp)iQ(waT )Qλ NLDF

aux NoccNvirN

10b. Contraer λ a Orb. Occ. mediante (pi|aj) =
∑N
λ Cλj(pi|aλ) N2

occNvirN
11b. Realizar la contribución a 2hp.

end if
end for
12. Calcular la energía de EP2
13. Revisar convergencia
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C.2 Implementación directa simple

La implementación directa comparte la mayoría de los pasos con la implementación
convencional, siendo la mayor diferencia que las AO-ERIs nunca se guardan, sino que
se recalculan cada vez. Esta implementación evita el I/O disco, pero no considera las
optimizaciones relativas al tensor w como ocurre en el caso del algoritmo directo-w; sin
embargo, su implementación a partir de los algoritmos convencional e in-core es muy
fácil porque solo hay que cambiar la lectura/escritura de la AO-ERI por su revaluación, a
diferencia del algoritmo directo-w que está muy optimizado pero requiere reestructurar
el algoritmo.

La representación en pseudocódigo del algoritmo directo simple se muestra en el
Algoritmo 3. Los pasos del 1 al 3 se encargan de lo referente a la matriz métrica y
los pasos del 4 al 6 realizan la contracción del bra. En el paso 7 se evalúa la AO-ERI
requerida, esto se hace siempre puesto que nunca se guarda ni en disco ni en RAM.
En el paso 8 se calcula la matriz wsλQ para un valor de s, y para cada valor se obtiene
la correspondiente ERI intermedia en el paso 9. En los pasos 10 y 11 se realiza las
contracciones que generan a las MO-ERIs, y estas se usan para la expresión de Σpp.
Finalmente, en el paso 13 se calcula ω y en el paso 14 se revisa la convergencia.
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Algoritmo 3 Implementación directa-simple de EP2

1. Reducir la dimensión de la base auxiliar de Naux a NLDF
aux mediante LDF.

2. Calcular la matriz métrica G NLDF
aux

2

3. Aplicar ModChol a la matriz métrica G̃ = LDLT NLDF
aux

3

4. Calcular zpνP =
∑N
µ Cµp(µν|P ) NLDF

aux N2

5. Calcular ypqP =
∑N
ν Cνqz

p
νP NLDF

aux N2

6. Resolver para x el sistema LDLTxpT = ypT NLDF
aux

2
N

for s en N Orbitales Moleculares do
for σ en N Orbitales Atómicos do

for λ en N Orbitales Atómicos do
for Q en Naux Funciones Auxiliares do

7. Calcular AO-ERIs (Q|σλ).
8. Calcular wsλQ ←

∑N
σ Cσs(Q|σλ) NLDF

aux N3

end for
end for

end for
if s es un Orbital Ocupado i then

9a. Tomar q en Orb. Virt.-a y (pa|iλ) =
∑
Q(xp)aQ(wiT )Qλ NLDF

aux NoccNvirN

10a. Contraer λ a Orb. Virt. (pa|ib) =
∑N
λ Cλb(pa|iλ) NoccN

2
virN

11a. Realizar la contribución a 2ph.
end if
if s es un Orbital Virtual a then

9b. Tomar q en Orb. Occ.-i y (pi|aλ) =
∑
Q(xp)iQ(waT )Qλ NLDF

aux NoccNvirN

10b. Contraer λ a Orb. Occ. (pi|aj) =
∑N
λ Cλj(pi|aλ) N2

occNvirN
11b. Realizar la contribución a 2hp.

end if
end for
12. Calcular la energía de EP2
13. Revisar convergencia
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