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Introduccion.

En el articulo Cardinalities of H-closed spaces de Alan Dow y Jack Porter, se demues-

tra que para cualquier espacio H-cerrado X, | X |< XX,

El presente trabajo tiene como objetivo abordar este resultado desde un punto de
vista mas elemental. Para ello se incluye la teoria previa de extensiones de espa-
cios, compactaciones de un espacio Tychonoff, espacios H-cerrados y Absolutos de un

espacio Hausdorff.

Después de desarrollar la teoria necesaria, el resultado principal se demostrara en dos

pasos:

= Dado un espacio H-cerrado X construiremos otro espacio H-cerrado Y, con
un conjunto denso de puntos aislados. De forma que X sea homeomorfo a un

subespacio adecuado de Y.

» Demostraremos que para un espacio Z, H-cerrado con un conjunto denso de
puntos aislados, | Z |< 2¥(4).

Y como consecuencia obtendremos el resultado que deseamos.

Durante el desarrollo de este trabajo daremos por hecho que el lector posee los cono-
cimientos pertinentes a los cursos de Topologia I y I] de la Facultad de Ciencias, los
conocimientos elementales de la teoria de extensiones y compactaciones. Por lo cual
no se incluiran las demostraciones correspondientes. Hasta la seccion 2.3 solo se hara

mencion de los resultados presentados.



En el Capitulo 1 daremos una breve introducciéon a la teoria de extensiones, sin
incluir las demostraciones correspondientes. Daremos la definicion de la extension de
un espacio, damos la estructura de semireticula al conjunto de extensiones de un
espacio Hausdorff y mencionaremos algunas propiedades importantes para algunas

extensiones particulares de un espacio.

En el Capitulo 2 presentamos las extensiones compactas de un espacio Tychonoff. Sin
dar la demostracion de los resultados correspondientes, se presentaran las propiedades
elementales de la teoria de compactaciones. Veremos que como una reticula, posee
un maximo y mencionamos los resultados mas representativos para los fines de este

trabajo.

Posteriormente introducimos los espacios H-cerrados y las extensiones H-cerradas de
un espacio Hausdorff, construiremos el méximo de la reticula de las extensiones H-

cerradas utilizando el método de Katetov y algunas de sus propiedades elementales.

En el Capitulo 3 exploramos la clase de los espacios extremadamente disconexos,

daremos algunas de sus propiedades.

Construiremos el absoluto de Iliadis haciendo uso del teorema de representacion de
Stone. Este espacio resulta sumamente importante en la demostracién nuestro resul-
tado principal. Indagaremos en sus propiedades mas importantes, y es para ello que

hemos introducido el apartado de los espacios extremadamente disconexos.

En el Capitulo 4 demostramos la desigualdad de Arhangel’skii de forma introduc-
toria al capitulo final pues es este resultado el que se busca generalizar. Més aun, es
conveniente ya que la prueba del resultado principal se inspira de forma directa en la

demostracion de la desigualdad de Arhangel’skii.

En el Capitulo 5 tenemos la culminaciéon de los esfuerzos realizados en los capitulos
anteriores, donde se incluye el resultado principal del trabajo. Donde se procedera del

modo anteriormente descrito.

El Apéndice A incluye la teoria correspondiente a reticulas, algebras de Boole y
el teorema de representacion de Stone. Ya que estos son frecuentemente utilizados

durante todo el trabajo, en particular para la construccion del absoluto de Iliadis.



Capitulo 1

Extensiones de espacios.

Una de las razones para estudiar las extensiones de un espacio, radica en la posibilidad
de “mudar” algunos problemas concernientes a un espacio X a una extension del
mismo, digamos Y, donde dicho problema puede ser resuelto de una manera més
eficiente. Asi, la meta de la teoria de extensiones es generar espacios adecuados que

funcionen como extension de un cierto espacio X de interés.

Definicion 1.0.1. En adelante, un espacio Y serd llamado una extension de un

espacio X, si X es homeomorfo a un subespacio denso de Y .

Después de definir y explorar la nociones elementales de la teoria de extensiones, pro-
cederemos a indagar con especial interés en las extensiones compactas de un espacio
Tychonoff y finalmente las llamadas extensiones H-cerradas de un espacio Hausdorff

arbitrario.

1.1. Preliminares

A continuaciéon mencionaremos una serie de definiciones y resultados referentes a las
extensiones en general de un espacio. Si se desea consultar las pruebas de dichos
resultados, se pueden encontrar en el libro Eztensions and Absolutes of Hausdoff
Spaces, Jack R. Porter y R. Grant Woods.

Primero que nada, debemos senalar que en todos los resultados los espacios topolo-

gicos son Hausdorff y con al menos dos puntos, a menos que se indique lo contrario.

Habiendo definido qué es una extension de un espacio, comenzaremos definiendo cuan-



CAPITULO 1. EXTENSIONES DE ESPACIOS.

do dos extensiones de un mismo espacio X son equivalentes y, que salvo equivalencia,

la clase de las extensiones de un espacio es un conjunto.

Definiciéon 1.1.1. Sean X; y Xy espacios topologicos y Yy, Yo extensiones de Xy y

Xy respectivamente.

Denotaremos como F(X,Y) al conjunto de funciones que tienen como dominio el

espacio X y cuyo contra dominio es 'Y .

Sea f € F(X1,Xs), una funcion F € F(Y1,Ys) es una exstension de f si para toda
r € Xy, F(z) = f(x).

Definiciéon 1.1.2. SiY es una extension de X, el espacio Y\ X es llamado el residuo
de X enY.

Proposicion 1.1.1. Sean Y; y Y, extensiones de los espacios X1 y Xo respectiva-

mente, sea [ € C(X1, Xs), entonces f tiene a lo mds una extension F € C(Y1,Ys).

Donde C(X,)Y)={f: X — Y: f es continua}.

El siguiente resultado permite acotar el cardinal de una extension de un espacio

arbitrario.

Proposicion 1.1.2. Si Y es una extension de X, entonces |Y| < 2%, donde o = 21,

Ya que dado un espacio X, podemos tener distintas extensiones de él, vamos a darle

una estructura a la clase de las extensiones de un espacio.

Para ello necesitamos una manera de compararlas entre si.

Definiciéon 1.1.3. Decimos que dos extensiones Y1 y Yo, de un mismo espacio X,
son equivalentes, y escribimos Y1 =x Ya st existe un homeomorfismo h : Y7 — Y5

tal que para toda v € X, h(x) = z.

Definicién 1.1.4. Sea ]E(X) la clase de todas las extensiones de un espacio X.

~

Definicién 1.1.5. Definiremos la siguiente relacion ~ en E(X).

~

Sean Y, Z € E(X), diremos que X ~Y siy sélo si Y =x Z.

Esta relacion es claramente una relacion de equivalencia, denotaremos como E(X) a

la clase de representantes inducida bajo dicha relacion.

Como un corolario a la Proposiciéon 1.1.2, tenemos:

10



CAPITULO 1. EXTENSIONES DE ESPACIOS.

Corolario 1.1.1. E(X) es un conjunto.

Sabiendo ahora que E(X) es un conjunto podemos darle una estructura de orden de

la siguiente manera.

Definicion 1.1.6. Sea X un espacio y Y,Z € E(X). Decimos que Y es mayor que
Z vy lo denotaremos por'Y > Z, si existe una funcion f :Y — Z continua tal que
para toda x € X, f(x) =.

A partir de esta relacion de orden en E(X) podemos deducir el siguiente resultado.

Se recomienda revisar la primera parte del Apéndice A para familiarizarse con el

concepto de reticula.

Proposicion 1.1.3. Sea X un espacio, entonces (E(X), <) forma una semireticula
completa superiormente, es decir, (E(X), <) es un conjunto parcialmente ordenado y
para cualquier ) # A CE(X), existe Sup(A) en E(X).

Definiciéon 1.1.7. Sea X un espacio y Q C E(X) no vacio.

Una extension 'Y € E(X) es un mdximo proyectivo en Q siY € Q yY > Z para toda
Z €Q.

Observacion: Y > Sup(Q) y como Y € @, Sup(Q) > Y, de donde ) tiene un tnico

maximo proyectivo, a saber Sup(Q).

El siguiente resultado nos permite caracterizar el maximo proyectivo de E(X).
Proposicion 1.1.4. Para cada espacio X, X es el mdzimo proyectivo de E(X).

Definicion 1.1.8. Sea P una clase de espacios topoldgicos, cerrada bajo homeomor-
fismos, es decir, st X € P yY es homeomorfo a X, entonces Y € P, dichas clases

se llaman repletas.

Usualmente nos referiremos a dichas clases como propiedaddes topolégicas. Y diremos

que X tiene P cuando X € P.

Por ejemplo, si decimos “sea P disconexidad”, entonces P representa la clase de todos

los espacios Hausdorff disconexos.

Daremos por hecho ademéas que dada P, una propiedad topologica, existe al menos

un espacio con més de un punto que tiene dicha propiedad.

11



CAPITULO 1. EXTENSIONES DE ESPACIOS.

Definiciéon 1.1.9. Sean X un espacio y P una propiedad topoldgica, P(X) ={Y €
E(X):Y € P}, es llamado el conjunto de las P-extensiones de X.

Las siguientes propiedades topoldgicas son de especial interés cuando entramos en

materia de compactaciones.

Definiciéon 1.1.10. Dada una propiedad topologica P.

Decimos que P se hereda a cerrados si cuando X tiene P, entonces para todo A C X

cerrado, A tiene P.

Y decimos que P es productiva cuando, dada una coleccion {X;}ics de espacios tales
que X; tiene P para toda v € J, entonces H X; tiene P.

icJ
Proposicion 1.1.5. Sea X un espacio y P una propiedad topoldgica productiva y que

se hereda a cerrados.

Si P(X) # 0, entonces P(X) es una semireticula completa superiormente en E(X);

en particular P(X) tiene un mdximo proyectivo.

Ahora, profundizaremos en el problema de cuando una funcién continua definida en

un espacio X tiene una extension continua a un elemento dado en E(X).
Proposicion 1.1.6. Sean X un espacio y Y € E(X). Para Z un espacio reqular, y
fel(X,2).

Los siguientes son equivalentes:

1. Existe una funcion F € C(Y, Z) tal que F(z) = f(x) para toda x € X.

2. Para cada y € Y, el filtro F,, = {A C Z : flU] C A, para algin U € O}
converge, donde OY ={W NX : W es abierto en Y yy € W}.

Como consecuencia de la proposicién anterior tenemos el siguiente teorema de Tai-

manov.

Teorema 1.1.1. Sean X un espacio, Y € E(X), Z un espacio compacto y f €
C(X,Z), entonces existe una funcion continua F' 1Y — Z tal que F(z) = f(z),
para toda x € X si y solo si para cada par de subconjuntos cerrados y ajenos B y C
en Z, se tiene que

cdy fT[BlNely f[C] =0

12



CAPITULO 1. EXTENSIONES DE ESPACIOS.

El siguiente resultado seré de suma importancia hacia el final del trabajo.

Teorema 1.1.2. Sean Y un espacio localmente compacto y X una extension de Y .

Entonces Y es abierto en X.

13






Capitulo 2

Algunas extensiones importantes

A lo largo de este capitulo presentamos las extensiones compactas de un espacio

Tychonoff y las extensiones H-cerradas de un espacio Hausdorff.

Ya que suponemos que el lector posee el conocimiento referente a las compactaciones.
Unicamente enunciaremos las definiciones y resultados referentes a su existencia para
cualquier espacio Tychonoff, construyendo la compactacion de Stone-Cech de este.

Ademés, enlistaremos las propiedades que posee.

En la segunda parte de este capitulo daremos a conocer los espacios H-cerrados.
Daremos un teorema de caracterizacion, mostraremos que la clase de los espacios
compactos esta contenida en la clase de los H-cerrados. Daremos un ejemplo de un

espacio H-cerrado no compacto.

Definiremos las funciones #—continuas. Una herramienta muy util que generaliza el
concepto de una funciéon continua y resulta muy conveniente al estudiar los espacios

H-cerrados.

Demostraremos que cualquier espacio Hausdorff puede ser encajado de forma densa en
un espacio H-cerrado, el cual serd construido con el método de Katetov y exploramos

algunas propiedades de este espacio.

2.1. Extensiones compactas.

Definicion 2.1.1. Una extension de un espacio X con la propiedad de ser compacta

es llamada una compactacion de X.

15



CAPITULO 2. ALGUNAS EXTENSIONES IMPORTANTES

La teoria de compactaciones de espacios es un area muy activa de investigacion en
Topologia General, aqui mencionaremos los resultados necesarios para probar que el
conjunto de compactaciones de un espacio Tychonoff X no vacio, tiene un méaximo
proyectivo; céomo construirlo y algunas de sus propiedades que nos seran de vital

importancia para el capitulo final.

Definicion 2.1.2. Sea K la coleccion de todos los espacios compactos, denotamos por

K(X) la coleccion de extensiones compactas de X .

Observacion: K es una clase repleta y ademaés, la compacidad es una propiedad pro-

ductiva y se hereda a cerrados.

Asi, tenemos como un corolario a la Proposicién 1.1.5.

Corolario 2.1.1. Para un espacio X, K(X) es una semireticula completa superior-

mente y tiene un mdximo proyectivo si K(X) # ().

Definicion 2.1.3. Si para un espacio X, K(X) # (0. Entonces, el mdzimo proyectivo

de K(X) se denota por fX, y es llamada la compactacion de Stone-Cech de X .

Sabemos por el teorema de encaje de Tychonoff que si X es Tychonoff, entonces X

es homeomorfo a un subespacio denso de un compacto. Por lo tanto para un espacio
Tychonoff, £(X) # 0.

Veremos ahora que si X y Y son ambos Tychonoff, y f € C(X,Y), entonces existe
alguna F' € C(pX,BY) tal que F(z) = f(x) para toda x € X.

Proposicion 2.1.1. Si X y Y son espacios Tychonoff, vy f € C(X,Y), entonces
existe una unica extension continua F € C(BX, BY), tal que Vx € X, F(z) = f(z).

Definicion 2.1.4. Si X y Y son espacios Tychonoff y f € C(X,Y). A la unica
funcion F : BX — BY tal que Vx € X, F(x) = f(x), la cual denotaremos por Bf,

es llamada extension de Stone de f.

Como corolario a la Proposiciéon 2.1.1, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.1.2. Sea X un espacio Tychonoff. Si K es un espacio compacto y f €
C(X,K), entonces f tiene una tunica extension continua Bf : fX — K.

16



CAPITULO 2. ALGUNAS EXTENSIONES IMPORTANTES

2.2. Compactacion de Stone-Cech

Para esta construccion de la compactacion de Stone-Cech usaremos las bases de Wall-

man.

Definicion 2.2.1. Sea X un espacio topoldgico, L un anillo de subconjuntos de X es

base de Wallman si satisface las siguientes condiciones:

0,X € L.

L es una base de cerrados para X .

SiAe L yxe X\ A, entonces existe B € L tal que x € By AN B =1).

SiA,BeLyAC(X\B), entonces existen C, D € L tales que
AC(X\C)CSDC(X\B).
Definiciéon 2.2.2. Sean L una base de Wallman y A € L, definimos:

W, X ={F: F es un ultrafiltro en L} .

S(A)={FeW.X: Ae F}.

Si L es una base de Wallman en X. Entonces {S(A): A € L} es una base de cerrados

para una topologia en W X. Ademas W X con esta topologia es un espacio compacto.

Observacion: Todo espacio Tychonoff tiene una base de Wallman, a saber
Z(X)={Z C X: existe f: X — R tal que Z = fT[{0}]}

conocida como la coleccion de nulos del espacio.

Lema 2.2.1. Sea L una base de Wallman en un espacio X y x € X. Si definimos

U.={A€ L:z e A}, entonces U, € W X.

El siguiente teorema de Frink y Wallman nos permite conocer las propiedades del

espacio W X

17



CAPITULO 2. ALGUNAS EXTENSIONES IMPORTANTES

Teorema 2.2.1. Sea L una base de Wallman en X.

Si definimos la funcion e: X — Wi X dado por e(x) = U,, entonces:

1. e: X — WrX es un encaje denso.
2. Si A, B e L, ClWLX(A N B) = ClWLX(A> N ClWLX(B)-
Teorema 2.2.2. Sea X un espacio Tychonoff y L = Z(X) en un espacio Tychonoff

X, entonces X =x W X.

Este resultado describe las propiedades que nos serdn de particular interés en este
trabajo. Las demostraciones de estas propiedades pueden ser consultadas en el libro

Asolutes and Extensions of Hausdorff Spaces.

Teorema 2.2.3. Sea X un espacio Tychonoff:

1. BX es el mdximo proyectivo de K(X).

2. X esta C*-encajado en X y ademds es la inica compactacion con esta propie-
dad.

3. Toda funcion continua de X a un compacto K tiene una extension continua a

BX.
4. Si Zy,Zy € Z(X), entonces clgx(Z1 N Zy) = clpx(Z1) N clpx (Zs).
5. Nulos ajenos en X tienen cerraduras ajenas en 5X.
6. Conjuntos completamente separados en X, tienen cerraduras ajenas en BX.
7. Cada punto en BX es el limite de un unico Z-ultrafiltro en X.

8. cx(U)=UU{pepX\X:U e p}

2.3. H-cerrados.

En la seccion previa, presentamos algunos resultados bésicos de la teoria de extensio-
nes compactas de un espacio, pero hemos hecho la suposicion de que dichos espacios

son Tychonoff, para probar la existencia de dicha compactacion.

18



CAPITULO 2. ALGUNAS EXTENSIONES IMPORTANTES

Introducimos ahora el concepto de espacio H-cerrado. Los espacios H-cerrados poseen,
de hecho, cierta similitud con los espacios compactos, sin embargo, ahora podremos

encajar cualquier espacio Hausdorff de forma densa en un espacio H-cerrado.
Definicion 2.3.1. Un espacio X es H-cerrado si para todo espacio Y tal que X es
subespacio de Y, X es cerrado en'Y .

El siguiente resultado nos permite caracterizar a los espacios H-cerrados.

Proposicion 2.3.1. Para un espacio topoldgico X, los siguientes son equivalentes:

1. X es H-cerrado.

2. Para toda cubierta abierta de X, existe una sub coleccion finita cuya union es

densa en X.

3. Para todo F filtro abierto en X se satisface que F = ﬂ clx (F') conocida como

FeF
la adherencia de F no es vacio.

4. Todo ultrafiltro abierto en X converge.

Para ello probaremos la siguiente cadena de implicaciones: 1 = 3, 3 =4, 4 = 3.
2=3,3=1
Demostracion:

1=3

Supondremos que existe un filtro abierto que tiene adherencia vacia. Con el cual
definimos un espacio Hausdorff que contiene a X como un subespacio abierto, en

contradiccion con la hipotesis de ser H-cerrado.
Sea F un filtro abierto en X tal que a(F) = 0.

Consideremos Y = X U {F}, con la topologia definida de la siguiente manera, 7y
U CY es abierto si U C X es abierto en X, o bien si F € U entonces UNX € F.

Notemos que las vecindades de F son de la forma V U {F}, donde V € F.

Probemos primero que esto realmente define una topologia en Y.

19



CAPITULO 2. ALGUNAS EXTENSIONES IMPORTANTES

» D7y yaque ) C X.

Y erypuessYNX =Xy X € F puesto que F es un filtro abierto en X.

s Sean Ul,UQ € Ty
Afirmaciéon: Uy NU; € 1v

Supongamos que son de la forma U; = V; U{F} y Uy = Vo, U {F} donde
Vi,Vo € F. ViNVy € F, por ser un filtro, y como Uy N Uy = (V3 N Vy) U {F}.
Por lo tanto U; NU, € F.

Si F € Uy y Uy es un abierto de X, entonces Uy N Uy = (V3 U{F}) N Us,, para
algin V) € F, de donde U; N Us; = V; N U,, que es abierto en X.

El caso en que Uy, Us son abiertos de X es inmediato.

Por lo tanto U; NU,s € 1y

» Sea una familia {U;};e; C 1y
Afirmacion: U U; € 1v.
iel

Tomemos el caso en que cada U; es de la forma U; = V; U {F} donde V; € F.
Entonces

Jui=UmuiEn = Uwu s

iel iel iel
Asi, como cada V; € F, UV,- € F ya que F es un filtro.

iel

En el caso en que tomemos j, k € I, tales que U; es un abierto en X y F ¢ U;
y Uy = Vi, U{F}, U; UU, = (U; UV,) U{F} como U; UV es un abierto que
contiene a Vi, U; UV, € F. Asi, podemos afirmar que cuando alguno de los
uniendos es una vecindad de F y tomamos un abierto de X, este conjunto es

de nuevo una vecindad de F. Por lo tanto U U, e v
icl
Si tomamos s6lo abiertos de X, es inmediato.

En cualquier caso tenemos que U U, € 1y.
iel

Esto muestra que 7y es una topologia para Y.

Mostraremos ahora que Y es un espacio Hausdorff. como X es un subespacio abierto
de Y y X es Hausdorff, para cualesquiera par de puntos distintos en X, existen

abiertos ajenos que los separen. Si tomamos p € X y ¢ = {F}, como a(F) = 0, en

20



CAPITULO 2. ALGUNAS EXTENSIONES IMPORTANTES

particular no tiene a p, por lo tanto existen V € F y U un abierto de X que tiene
a p, tales que V. NU = (). De esta manera U y V U {F} son vecindades abiertas y

ajenas de p y ¢, respectivamente.
Por lo tanto Y es un espacio Hausdorff.

Luego, como F no es un punto aislado de Y, X no es cerrado en Y, por lo tanto X

no es H-cerrado. Contradiciendo la hipdtesis.
Por lo tanto a(F) # 0.
3=4

Sea U un ultrafiltro abierto en X, como ax(U) # 0y
ax(U) = cx(U) ={x € X: U converge a x},

U converge en X.
4 =3

Sea F un filtro abierto en X, entonces existe un ultrafiltro U tal que F C U. Asi
como U converge en X por hipotesis y ax(U) = cx(U) # 0, y como ax(U) C ax(F),
entonces ay (F) # 0.

3=1

Si suponemos que X no es H-cerrado, entonces existe un espacio Hausdorff Y, tal que
cy(X) # X.Seap € cly(X)\ X. La familia F, = {WNX:pe Wy W € 1y} induce
un filtro abierto en X. Por hipotesis ax(F,) # 0, lo cual no puede suceder pues p es

el tnico punto que puede satisfacerlo, sin embargo p ¢ X.
2=3

Sea U un ultrafiltro abierto y libre en X. Entonces {X \ c/(U): U € U} forma una

cubierta abierta de X. Consideremos A C U finito, entonces

d(|J X\ (@) = | dx\ () = X \int(c(U))

UeA UeA UeA
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=X\ () int(c(U)) C X\ [ U#X.

UeA UcA

Esta altima desigualdad pues m U # () por ser un subconjunto finito de un ultafiltro.
UcA

Lo cual nos permite afirmar que ningtin subconjunto finito puede tener una unién
densa en X.

3=2

Sea C una cubierta abierta de X tal que cualquier subconjunto finito A C C satisface

que ch(U.A) # X.

Definimos
B = {U: U es abierto y existe A C C finito tal que X \ ch(U A) C U},

que base de un filtro abierto en X, pues no es vacio ya que X \ cl(U A) € F yes

cerrado bajo intersecciones finitas.
Sea F el filtro abierto en X generado por la base B.

Asi, como

aF)=(d)c () dx\dlJA) < dX\a(V)cx\|Jc=0

UeF ACC,|Al<w vec

F es un filtro libre en X, lo que contradice la hipétesis, por lo tanto existe un sub-

conjunto finito de C cuya uniéon densa en X.
O

Ya que hemos caracterizado los espacios Hausdorff H-cerrados, veamos como son los

H-cerrados regulares.

Corolario 2.3.1. Un espacio X es H-cerrado y reqular, si y solo si X es compacto.

Demostracion

<] Un espacio Hausdorff compacto ya es H-cerrado y por ser normal, podemos afirmar

que dicho espacio es también regular.
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=] Ahora supongamos que X es H-cerrado y regular, y sea C una cubierta abierta
de X. Asi, para cada z € X existe U, € C tal que x € U,, ahora bien como X es
regular, existe un abierto V, tal que V. C ¢l(V,) C U,. Como {V,: x € X} forma una

cubierta abierta, entonces existen x1,xs,..., 2, € X tales que cl(U Vi) = X. Pero
i=1

X =a(Jv.) =Jaw.) cJu.,
i=1 i=1 i=1
asi U,,, ..., U,, conforman una subcubierta finita de X.Y por lo tanto X es compacto.

O

Como un ejemplo de un espacio H-cerrado no compacto tenemos el siguiente:

Ejemplo 2.3.1. Consideremos el siquiente subconjunto de R?,
Y ={(1/n,1/m): n € N, |m| € N}U{(1/n,0): n € N} con la topologia de subespacio.

Ahora definamos X =Y U {p",p~} con la siguiente topologia, U C X es abierto si

U es abierto en'Y v, si pt € U entonces existe v € N tal que
{(1/n,1/m):n>r, me N} CU

andlogamente, si p~ € U, entonces existe r € N tal que
{(1/n,1/m):n>r, —-me N} CU

esta topologia resulta ser Hausdorff.

Sea C una cubierta abierta de X, entonces existen UT y U~ tales que pt € UT y
p-eU™ .

Por lo tanto existe r € N tal que
{(1/n,1/m):n>r, me N} CU" y{(1/n,1/m):n>r, -me N} CU".

Sea
D={(1/n,1/m):n<r, |m| e N}U{(1/n,0): n <r}

Asi
X\cx(UtuU)CD
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Como D es compacto, existe una subfamilia finita A C C, tal que D C UA y de esta

forma podemos afirmar que
UAUcx(UTUU) = X.

Por lo tanto X es H-cerrado, pero no es compacto, pues {(1/n,0): n € N} es un

subespacio cerrado y discreto infinito de X .

Para saber a qué tipos de subespacio de hereda la propiedad de ser H-cerrado tenemos
la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.2. Sean X un espacio H-cerrado y U C X abierto, entonces cl(U)
es un espacio H-cerrado.

Demostracion

Sea A = cl(U) y tomemos B una cubierta abierta de A, formada por abiertos relativos
a A.

Entonces, para cada B € B, existe Ug € 7x tal que Ug N A = B. De esta forma
C={X\A}u{Ugp: B € B}

es una cubierta abierta de X.

Como X es un espacio H-cerrado, existe una subfamilia finita ' C C tal que cl(U C) =
X. Asipues B'={UNA: U e ('} CB, puesto que (X \ A)N A =0.

Ademas
caJB) =cx(| JC)NA=XNA=A

Por lo tanto U B’ es denso en A.
Y asi A es un espacio H-cerrado.
0J

Esta propiedad no se hereda a cualquier subespacio cerrado de un H-cerrado, en el
espacio descrito en el Ejemplo 2.3.1 tomemos el conjunto A = {(1/n,0): n € N},
es un subespacio cerrado discreto de X y por lo tanto es regular, pero al no ser un

subespacio compacto, este no puede ser H-cerrado.
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Continuamos con el estudio de una clase de funciones llamadas 6-continuas, que de
cierta forma generalizan el concepto de continuidad de una funcién. Estas resultan

muy utiles para el estudio de espacios que no son regulares.
Definiciéon 2.3.2. Sean X,Y espacios topoldgicos, f € F(X,Y) y zo € X.

1. f es O-continua en xqy si para cada V' abierto en'Y tal que f(xg) € V, existe U
una vecindad abierta en X tal que flclx(U)] C cly (V).

Diremos que f es una funcion 0-continua de X a'Y si lo es para todo x € X.
2. ©C(X,Y) denota la coleccion de todas las funciones 0-continuas de X a'Y.
3. f es un O-homeomorfismo si f es O-continua, biyectiva y f~' es también 0-
continua.
Ahora exploramos las propiedades de las funciones 6-continuas.
Proposicion 2.3.3. Sean X,Y, Z espacios topoldgicos, f € F(X,Y) yge F(Y,Z)
1. Si f es @-continua en xy y g es 0-continua en f(xy), entonces go f es 0-continua
es xg.
2. C(X,Y)COCX,Y).
3. Si'Y es regular, entonces C(X,Y) =0C(X,Y).
4. SIAC X y feOC(X,Y), entonces fia € OC(A,Y).
5. 81 D CY esun subconjunto denso y f[X] C D, entonces f € ©C(X, D).

6. Si X es H-cerrado y [ es 0-continua y suprayectiva, entonces Y es H-cerrado.

Demostraciéon
1] Sea W € 74 tal que g o f(xg) € W.

Como g es 0-continua en f(zy), entonces existe V' € 1y tal que f(zg) € V y de tal
forma que g[cly (V)] C clz(W). Ademas, como f es f-continua en xy, y dado que
f(zo) € V, existe U € 7x tal que zg € U y flelx(U)] C cly (V).

Asi g o flelx (U)] C glely (V)] C elz(W), por lo tanto g o f es 6-continua en xy.
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2] Sea f e C(X,Y)yap € X.
Tomemos V' € 7y tal que f(zo) € V, entonces f[V] € 7x v xg € fT[V].

Sea y € flelx(fT[V])], entonces existe x € clx(fT[V]) tal que f(z) =y. Sea W € 7
tal que y € W, entonces x € fT[W]. Ademéas f<[W] es un abierto de X y en
consecuencia f<[W] N fT[V] # 0. Sea w un punto de dicha interseccion, entonces

f(w) e W NV, lo que demuestra que y € cly (V). Por lo tanto f es 0-continua.
3] Supongamos que Y es un espacio regular. Sea f € OC(X,Y).

Sean g € X y V € 71y tal que f(xg) € V. Como Y es regular, existe W € 1y tal que
f(zo) € W Ccly(W) C V. Ya que f es 0-continua en g, existe U tal que xy € U
y flelx(U)] C cly (W), de donde f[U] C V. Por lo tanto, podemos asegurar que f es

continua en xg.
4 Sean AC Xy feOC(X,Y).

Tomemos zop € Ay V € 1y tal que f(xg) € V, entonces existe U € Tx tal que zg € U
v flelx(U)] Cely (V). Asi UN A es abierto en A, zp € UN Ay cla(UNA) C clx(U).
Por lo tanto flcla(U N A)] C cly (V). Y por tanto f € OC(A,Y).

5] Sea f € ©C(X,Y), y D CY un denso tal que f[X] C D.

Sea xg € X y V € 7p tal que f(xo) € V, entonces existe V' € 1y tal que V =V'ND.
Asi f(xg) € V' 'y como [ es O-continua en x, existe U abierto en X tal que zq € U
v flelx(U)] C ely(V'"), pero f[X] C D. Por la densidad de D, tenemos:

f[Clx(U)] g Cly(V,) ND = CZD(V/ N D) == ClD(V)
Por lo tanto f € ©C(X, D).

6] Supongamos X es H-cerrado y f € ©C(X,Y) suprayectiva.

Consideremos C una cubierta abierta de Y, entonces para cada y € Y existe V,, € C

tal que y € V.

Como f es 0-continua y suprayectiva, para caday € Y existe z, € X tal que f(z,) =y
y U, un abierto de X tal que z, € U, y flclx(uy,)] C cly(V,).

Como {U,: y € Y} constituye una cubierta abierta de X, existen yi, s, ..., y, tales
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que

De donde

v = f1X) = A el (@) € U flel (U CUdY ) =ev(JVi)

n
Por lo tanto U Vy, es denso en Y.

=1

Y asf Y es H-cerrado.
O

Sea X un espacio, denotaremos H(X) = {Y € E(X): Yes H-cerrado} al conjunto de

las extensiones H-cerradas de X con la relacién de orden antes definida.

Para probar que no es vacio, para un espacio X arbitrario, construiremos una exten-

sion H-cerrada kX y para ello utilizamos el método de Katetov.

Sea X un espacio y tomamos

kX = X U{U: U es ultrafiltro abierto en X y a(U) = (0}

Ahora vamos a verificar que
B=rxU{UU{U}:Uecld, Ue (kX \X)}

forma una base para una topologia Hausdorff en k.X.

= B es cubierta.
Para cada x € X existe U, € 7x tal que x € Ux. Parald € (kX \ X), dado que
cada U es no vacio, tomamos U € U, y asi U U {U} € B.

» Si Wy, W, € B tales que Wy N W5 # (), dado y € Wy N Wy, existe W3 € B tal
quey€W3yW3 C Wi N W,.
Afirmacion: Wy = W, N Wy
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Sean Wi, Wy € B. Supongamos que Wy = Uy U {Uy} y Wy = Us U {Us}, donde
U1 GL{1 yU2 EZ/{Q.

Si Uy # Uy, entonces W1 N Wy = U; N Us, y como Uy y Uy son abiertos de X,
U, N U, es abierto de X. Por lo tanto W, N W5 € B.

Si Uy = Uy, entonces Wiy N Wy = (U; N U2) U {U;}. Como Uy es un ultrafiltro
abierto en X, U; N Uy € U;. Por lo tanto Wy N W5 € B.

Si Wy = Uy U{U} y W3 es un abierto en X, entonces Wi N Wy = Wy N Uy, que
es abierto en X y por lo cual Wy NW, € B.

El caso en que W; y W5 son abiertos de X es inmediato.

Asi, B es base para una topologia en kX, donde ademas X es abierto.
Veamos ahora que dicha topologia es Hausdorff.

Sean p,q € kX.

Sip,q€ X, como X es Hausdorff, existen U,V abiertos de X tales que p € U,
qeVyUNV = 0. Como X es abierto en kX, U y V son los abiertos que

pueden separar en k.X.

Sipe Xyqe (kX \ X), es decir ¢ = U un ultrafiltro abierto en X. Entonces
existen V un abierto en X y U € U tales que VNU = (), pues U es un ultrafilto.
Como U es libre, por lo cual, en particular p ¢ a(U). De esta forma V' y UU{U},

son abiertos que separan en kX.

Sip=U vy q=Uy p # q, entonces existen Uy € U; y Uy € Us tales que
Uy NU; = 0, de donde, (U; U {Us}) y (Uy U {Us}) son abiertos ajenos que

separan en k.X.

Por lo tanto, kX tiene una topologia Hausdorff.

O

Veamos que realmente define un extension H-cerrada de X y como se compara con

otras extensiones H-cerradas del mismo espacio.

Teorema 2.3.1. Sea X un espacio topoldgico. Entonces:

1. kX es una extension H-cerrada de X y X es abierto en kX.

2. S51Y € H(X), entonces existe una unica funcion f: kX — Y tal que fix =
Idx, es decir, kX > Y.
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3. 8iZ € H(X) tal que Z >Y para todoY € H(X), entonces kX =x Z, es decir,
kX = sup(H(X)).

Demostraciéon

1. Ya esta probado el hecho de que X es abierto en kX y kX es Hausdorff.

Ahora bien, cualquier abierto basico V' # 0 de kX satisface:

a) V es abierto de X, o bien
b) V=UU{U} tal qued € (kX \X)yU €U.Dedonde VNX =Uy
U # 0 por ser un elemento del ultrafiltro.
Por lo tanto VN X # (), de donde, podemos concluir que X es denso en kX. Y
en consecuencia kX es una extension de X.

Para probar que kX es un H-cerrado, supondremos que existe YV un ultrafiltro

abierto libre en k.X.
Como X es denso y abierto en kX, X € W.
Sea U = {WNX: W € W}, entonces U es un ultrafiltro abierto en X. Ya

que de lo contrario, podemos encontrar un filtro I’ tal que U esté contenido

propiamente en U’

De donde, existe U' € U’ tal que U' ¢ U, de esta manera podemos encontrar
W' un abierto en kX de forma que W' N X = U'. Y ademas W’ ¢ W, pues
W'N X ¢ U. Entonces, si tomamos W' = W U {W'} podemos encontrar un
filtro que contiene propiamente a W. Lo cual contradice el hecho de que W es

maximal.
Ademéas U CW.

Sea U € U, entonces (U U {U}) € W, por ser un supraconjunto abierto en xX

de U. Por lo tanto, W converge a U, contradiciendo el hecho de suponer W
libre.

Por lo tanto, kX es H-cerrado.

2. Sea Y € H(X).
Tomemos U € (kX \ X)y Fyy={W: W esabiertoen Yy (WnNX)eU}.

Afirmacion. Fy; define un ultrafiltro abierto en Y.
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a) U # ) por ser un ultrafiltro, entonces podemos tomar U € U Asi, como X
es un subespacio de Y, existe W, abierto de Y tal que W N X = U. Lo
cual implica que W € Fy; y por tanto, Fy; # ().

b) O ¢ Fy. De lo contrario, D N X € U, es decir, ) € U. Lo cual es una

contradiccion.

c) Sean Wy y Wy € Fy, entonces (W1 N X) y (WonN X) € U, de donde
(WinWy) N X) €U. Por lo tanto (W), N W) € Fy.

d) Sean W € Fy;y V un abierto de Y tal que W C V| entonces WNX C VNX.

Como (WNX)elUyVNX esabiertoen X, (VNX) €U,y por lo tanto
Ve Fy.

Asi queda probado que Fy; es un filtro abierto en Y.

Consideremos 7" un abierto de Y tal que Y ¢ Fy, por locual TN X ¢ U.
Sea S = (X \ cx(T N X)), como U es ultrafiltro, entonces S € U. Como

dy(TNX)NS=cx(TNX)NS =1

se sigue que S CY \cly (TNX) =Y\ cly(T).

Por lo tanto (Y \ cly(T)) € Fy.

En conclusién Fj; es un ultrafiltro abierto en Y.

Asi, como Y es un H-cerrado existe un tunico punto 1, € Y tal que Fy, converge
a Yy.

Definamos una funcion f: kX — Y, de tal forma que

yu st r=U€ (KX \X)
fx) =

T St reX

Por definicion fjx = Idx. Asi sélo resta probar que f es continua en kX \ X.

Tomamos U € (kX \ X) y W un abierto en Y tal que y, € W. Como [y,
converge a Yy, W € Fy, por lo cual (W NX) € U. Como (WNX)U{U} es una
vecindad abierta de U en kX y fUU)U(WNX) =y, U(WNX) C W, tenemos
que f es continua en U. Asi, f es continua en (kX \ X) y en X. Por lo tanto es

continua.

Por lo tanto kX > Y.
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3. Sea Z € H(X) tal que Z > Y para todo Y € H(X)
Por el inciso 2 de esta proposicién sabemos que kX > Y para todo Y € H(X).

En particular Z < kX y como por hipétesis kX < Z se sigue que Z =x kX.

O

Definiciéon 2.3.3. La extension con las propiedades descritas anteriormente recibe el

nombre de extension de Katetov de X.

Y siY € H(X), entonces la unica funcion continua f: kX — Y tal que fix = Idx,
es llamada la funcion de Katetov de Y .

Exploramos las propiedades que posee la extension de Katetov de un espacio X.

Proposicion 2.3.4. Sea X un espacio topoldgico, entonces:

1. (kX \ X) es un cerrado y discreto de kX .
2. SiU C X es abierto, entonces clyx(U) = cl,(U)U{U € (kX \ X): U € U}.

3. Si U,V son abiertos de X tales que UNV =0, entonces (clyx(U) Nelux(V)) \
X =0.

4. Si U,V son abiertos de X tales que clx(V) Neclx(U) = 0, entonces cl.x(U) N
clo.x(V) = 0. En particular, si U es abierto y cerrado en X, entonces clyx(U)

es abierto y cerrado en kKX .

5. X esta C*-encajado en kX.

Demostracion

1. Como X es abierto en kX, entonces kX \ X es un cerrado en kX. Sea U €
kX \ X, entonces por ser un ultrafiltro abierto existe U € U. Asi U U {U} es
una vecindad abierta de U, tal que (U U{U}) N (kX \ X) = {U}. Por lo tanto

kX \ X es un subespacio discreto de k.X.

2. Como cl,x(U) N X = clx(U), basta probar que

cox(U)\ X ={U € (kX \ X): U eU}.
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U e clx(U)\ X siysolosi UNV # 0 para todo V € U y esto sucede si y solo
si U € U ya que U es un ultrafiltro.

. Sean U,V abiertos, no vacios de X tales que UNV = 0.

Entonces
(clix(V)Nelox(UN\ X ={U € (kX \ X): U,V eU}.

Pero U NV = (), por lo tanto si U,V € U, entonces () € U, lo cual no puede
suceder ya que U es un ultrafilto. Por lo tanto (cl,x (V) Nelox(U)) \ X = 0.

. Sean U,V abiertos de X tales que (clx(V)Neclx(V)) = 0.

Como
(clix(V)Nelox (U)) = [(clux(U) Nelx (V) \ X]U [(clex (V) Nelox (V) N X]

—{U e (kX \X): UV €U} Ulcly(U) N elx (V)]

Y clx(U)Nelx(V) =0, en particular U NV = (), lo cual implica que
(Ue(rX\X): U,V e} =0

Y an, (Clﬁxa/) N Clnx(v» = @
Sea A un abierto y cerrado de X.

Entonces A es un abierto de kX por ser abierto de X. Ademés clx(A)Nelx (X \
A) =0y por lo tanto cl,x(A) Nel.x (X \ A) = 0. Por otro lado

kX =cux(AU (X \A)) =clux(A) Uclox (X \ A).

En consecuencia

clox(A) = kX \ (clox \ A).

Y por tanto, cl,x(A) es abierto también.

. Sea f: X — K, para un compacto K.

Para verificar la existencia de una funciéon F': kX — K tal que Fjx = f, es

suficiente probar que; si A, B C K son cerrados ajenos entonces por el Teorema
1.1.1 clox (fT(A) Neluox(f7(B)) = 0.
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Como K es un compacto y A y B son cerrados ajenos, entonces existen U y V
abiertos de K tales que AC Uy BCV ycg(U)Ncg(V)=10.

Como f es continua entonces f“[U] y fT[V] son abiertos en X y satisfacen;

FTIAL € fTIUl Cdx fTIU] € fT ek (U))]

SB[Vl Cex fTIVI € [T lelx (V)]

Ademas [T [el(U)] N fT el (V)] = 0.
Por lo tanto clx (f<[U] Nelx(fT[V]) = 0.

Usando el inciso 4 de esta proposicion, cl.x(f[U]) N clox (fT[V]) = 0. Como

se queria.
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Capitulo 3

Espacios extremadamente discone-

x0s y absolutos

La primera parte de este capitulo estd destinada a presentar los espacios extrema-
damente disconexos. Con la finalidad de estudiar algunas propiedades de éstos, ya
que demostraremos que el absoluto de Iliadis es extremadamente disconexo. Y dichos

resultados seran de mucha importancia hacia al final del trabajo.

En la segunda parte desarrollamos un poco la teoria de absolutos. En concreto cons-
truimos el absoluto de Iliadis de un espacio Hausdorff, que es un espacio que puede ser
mapeado con una funciéon #-continua, perfecta e irreducible. Esto lo haremos usando
el espacio de Stone asociado al conjunto de cerrados regulares del espacio. Ademés

exploramos algunas propiedades interesantes de este.

3.1. Espacios extremadamente disconexos

Abordamos brevemente las propiedades de esta clase de espacios ya que resultara ser

una herramienta muy importante para el estudio del cardinal de un espacio H-cerrado.

Se recomienda revisar el Apéndice A, en donde se incluye el teorema de represen-

tacion de Stone y los resultados necesarios para abordarlo.

Definicion 3.1.1. X es un espacio extremadamente disconexo si la cerradura de un

abierto es también un abierto en el espacio.

Para construir algunos ejemplos de estos espacios requerimos algunos resultados pre-
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vios.

Para empezar daremos un teorema de caracterizacion de espacios extremadamente

disconexos.

Teorema 3.1.1. Sea X un espacio, los siguientes son equivalentes:

1.

2.

X es extremadamente disconexo.

Todo subespacio denso de X es extremadamente disconezo.
Cada subconjunto abierto de X es extremadamente disconexo.
Si U,V son abiertos de X, entonces cl(UNV) =cl(U)Nel(V).
Si U,V son abiertos ajenos, entonces cl(U) Ncl(V) = (.

Sean B(X) la coleccion de abiertos y cerrados de X, R(X) la coleccion de

cerrados requlares de X y RO(X) la coleccion de abiertos regulares de X .

Entonces B(X) = R(X) = RO(X).

La extension de Katetov, kX es extremadamente disconexo.

Demostracion

1] = 2]

Sea S C X densoy V C S abierto en S.

Entonces existe W C X un abierto tal que W NS = V. Como X es extremadamente

disconexo, clx (W) es abierto en X.

Pero SNelx(W) =SNcx(V) = cls(V), de donde clg(V') es abierto en S.

Por lo tanto S es también extremadamente disconexo.

2] = 3]

Sea V C X abierto.

Entonces S = V U (X \ ¢lx(V)) es denso en X. En efecto, dado U C X abierto no

vacio, se cumple que
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UNS=(UNV)UWUNX\dx(V)=(UNV)UU\ cx(V)).

SL({UNV)=0=(U\clx(V)), entonces U C clx (V) y (UNV) =1, lo cual genera
una contradiccién, porque U es abierto no vacio. Por lo tanto U NS # 0 y asi, S es
denso en X . Que por hipotesis es extremadamente disconexo. Ahora bien, si tomamos
W un abierto en V', entonces W es también un abierto en S, pero clg(W) = cly (W),
puesto que W C V y cly (W) = clx(W) NV = clg(W). Se sigue de aqui que cly (W)

es también un abierto en S, por lo tanto lo es en V.
Por lo tanto V' es extremadamente disconexo.
3] = 4]

Por hipotesis X es extremadamente disconexo, entonces clx(U) y clx (V) son abiertos

y cerrados en X. Por lo tanto

Clx(U N V) = Clx<U N Clx(V)) = Clx(ClX<U) N Clx(V)) = Clx(U) N Clx(V)

4] = 5]

SiUNV =0, entonces ) = clx(UNV) =clx(U) Neclx (V).

5] = 1]

Sea U C X un abierto.

Como U N (X \ clx(U)) = 0, entonces clx(U) Nelx(X \ clx(U)) = 0 lo cual implica
cx(U) =X\ cx(X \ clx(U)). Por lo tanto X es extremadamente disconexo.

Con esto completamos las equivalencias de 1 a 5.

Para terminar demostraremos la equivalencia de 1, 6 y 7.

1] = 6]

Tenemos B(X) C R(X) para cualquier espacio. Ahora si A € R(X), entonces

A = clx(intx(A)). Dado que X es extremadamente disconexo clx (intx(A)) es abierto

también.
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Por lo tanto A es abierto y cerrado. De donde B(X) = R(X).

Ademés

RO(X) = {X\ A: A€ R(X)} = {X \ A: A € B(X)} = B(X).

6] = 7]
Sea V' C kX un abierto, entonces clx(V N X) € R(X)

Por hipotesis R(X) = B(X), de donde clx(V N X) € B(X). Entonces cl,.x(clx(V N
X)) € B(kX) pero

Cl,{X(ClX(V N X)) == Clﬁx(v N X) = Clﬁx(V).

Por lo tanto cl,x (V') es abierto y cerado tambien.
Y de esta manera comprobamos que kX es extremadamente disconexo.
7] = 1]

Como X es un subespacio denso de kX del inciso 2, X es también extremadamente

disconexo.

El siguiente lema es un resultado técnico bastante ttil.

Lema 3.1.1. Sea X un espacio topoldgico.

Si'V € B(X), entonces V' estd C*-encajado en X .

Demostracion
Si f € C*(V), podemos tomar a € (R \ clg f[V]).

Definimos

f(x) si zeV
g(x) =
a si x ¢V

Dado que f[V] esta acotado, g[X]| = f[V] U {a}, es un conjunto acotado.
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Veamos ahora que esta funcién es continua.
Sea W C R un abierto, W = (g[X] N W)U (R \ g[X]) N WV.

Entonces
o] si ag¢g W

g9 (x) =
fEWIUXA\V si aeW

Donde f*[W] es abierto por la continuidad de f. Y dado que V es abierto y cerrado
en X, X \ V en particular es abierto. Asi, en cualquier caso g [IV] es abierto en X.

Por lo tanto g es continua y acotada. Y en consecuencia V esta C*-encajado en X.

Las siguientes propiedades de un espacio extremadamente disconexo nos seran de

gran utilidad posteriormente.

Teorema 3.1.2. Los siguientes son equivalentes para un espacio Tychonoff:

1. X es extremadamente disconexo.
2. Cada subespacio denso de X estd C*—encajado en X .
3. Cada abierto de X esta C*—encajado en X.

4. La compactacion de Stone-Cech BX es extremadamente disconezo.

Demostracion
1] = 2]
Sean S un subespacio denso de X y Z;, Z, conjuntos nulos de S.

Podemos encontrar Vi, V, C S abiertos de S tales que Z; C Vi, 7y C V, v ademas
VinVy=10.

Sean W, Wy C X tales que Wi NS =V, y WonNS = Vs, entonces W, NW, = () puesto

que S es denso en X.
Asi por el Teorema 3.1.1 clx(W;) € B(X) y clx(W1) Neclx(Ws) = 0.

Por lo tanto xe,w,) € C*(X) y separa a Z; y Zs. Por el teorema de extension de
Urysohn S esta C*-encajado en X, pues nulos completamente separados en S lo estan

también en X.
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2] = 3]

Sea V' C X un abierto y tomemos S =V U (X \ clx(V)), asi V € B(S), pues S\ V
es abierto en S. Usando el Lema 3.1.1 podemos asegurar que V esta C*-encajado

en S y como S estd C*-encajado en X por ser denso V, estd C*-encajado en X.
3] = 4]
Sea V un abierto de fX y S = (XNV)U (X \ cx(XNV)), entonces xxny € C*(S5).

Como S es abierto en X, por hipétesis existe f € C*(X) de tal manera que fig =

XxXnv-

Asi Gf, la extension de f a fX satisface lo siguiente:

Bflelax (V)] = Bflelsx(V 1 X)] = cla(FIV N X]) = {1},

Analogamente [ f|clszx (X \ clgx (V)] = {0}.

De donde clgx (V) Neclgx (X \ clgx (V) = 0.

Como BX = clgx (V) Uclgx (X \ clgx(V)), se sigue que clgx (V') es abierto en SX.
Por lo tanto S X es extremadamente disconexo.

4] = 1]

Como BX es extremadamente disconexo y X es denso en X, X resulta extremada-

mente disconexo. O

El siguiente teorema nos brinda informaciéon muy til a considerar al momento de
realizar la construccion del absoluto de X, donde usaremos la notacién empleada en
el Apéndice A.

El siguiente teorema nos permite traducir la completez de un algebra de Boole a su

espacio de Stone asociado.

Teorema 3.1.3. Sea C' un dlgebra de Boole. Los siguientes son equivalentes:

1. C es completa.

2. El espacio de Stone asociado a C, S(C) es extremadamente disconezo

Demostracion
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S(C) representa el conjunto de ultrafiltros del algebra C'.

Dado a € C, A(a) es el conjunto de ultrafiltros que tienen a a.

1] = 2]

Sea U un abierto en S(C).

Entonces existe un subconjunto {b;: i € I} C C'tal que U = U A(b;), pues el conjunto
{A(a): a € C'} forma una base para S(C). !

Sea b = \/{bi: i € I}, este existe por la hipotesis de completez de C.

Afirmamos que A(b) = clsiy(U).

Como b; < b para cada i € I, tenemos A(b;) C A(b) para cada i € I. Por lo tanto
U C A(b). Dado que clgiy(U) C clgcy(A(b)) = A(b), esta tltima igualdad se da

porque A(b) es abierto y cerrado.
Ahora supongamos que A(b) \ clgy(U) # 0.

Podemos hallar a € C tal que 0 # A(a) € A(b) \ clg(cy(U). Entonces
clsicy(U) S A(b) N (S(C)\ Ma)) = A(b A ')

donde a’ es complemento en el algebra de a.

Asi, para cada i € I tenemos b; < bAa’ < b, lo que contradice la eleccion de b como

el supremo de la coleccion {b;: i € I}.

Por lo tanto clgcy(U) = A(b).

Concluimos que S(C') es extremadamente disconexo.
2] = 1]

Como S(C') es extremadamente disconexo, del Teorema 3.1.1 inciso 6, B(S(C)) =

R(S(C)) (los abiertos y cerrado de S(C') coinciden con sus cerrados regulares.)

Como R(S(C)) es completa y B(S(C')) es un algebra isomorfa a C', podemos concluir
que C' es completa. O

Corolario 3.1.1. 1. Todo espacio compacto, extremadamente disconexo es ho-

41



CAPITULO 3. ESPACIOS EXTREMADAMENTE DISCONEXOS Y
ABSOLUTOS

meomorfo al espacio de Stone de algun dlgebra de Boole completa.

2. Toda dlgebra de Boole completa es isomorfa al dlgebra de Boole de abiertos y

cerrados de algun compacto, cero dimensional.

Demostracion
1] Sea X un espacio compacto y extremadamente disconexo.

Entonces B(X) = R(X) y como R(X) es completa, B(X) lo es también. Ademas
como una consecuencia del teorema de representacion de Stone, X es homeomorfo a

S(B(X)).
Con lo cual se prueba 1)

2] Sea C' un algebra de Boole completa, entonces S(C') es compacto y extremadamente

disconexo.

Por lo tanto C' es isomorfo a B(S(C)). O

Ejemplo 3.1.1. Como ejemplos de espacios extremadamente disconexos tenemos un

espacio discreto D.

Por los resultados obtenidos en esta seccion podemos decir también que 5D y kD son
espacios extremadamente disconexos, no discretos; que ademds tienen un subconjunto

denso de puntos aislados.

Podemos también considerar X un espacio sin puntos aislados, por lo cual R(X) no
tendrd datomos y de aqui podemos inferir que S(R(X)) no tendrd puntos aislados.
Ademds, como en general R(X) es un dlgebra de Boole completa S(R(X)) resulta ser

un espacio extremadamente disconexo, sin puntos aislados.

Las funciones irreducibles son una parte fundamental de nuestro estudio del absoluto

de un espacio.

3.1.1. Funciones irreducibles

Definicion 3.1.2. Sean X, Y espaciosy f : X — Y cerrada y suprayetiva. Entonces
f es una funcion irreducible si y sélo si para cualquier A C X cerrado propio, f[A] #
Y.
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Nuestro interés en este tipo de funciones radica en el hecho de que el absoluto de un

espacio X puede ser mapeado con una funcién perfecta, irreducible y 6-continua a X.
El siguiente lema es un resultado técnico.

Lema 3.1.2. Sean XY espacios, f: X — Y wuna funcion irreducible y U C X un
abierto no vacio. Entonces inty (f[U]) # 0.

Demostracion

Ya que U es un abierto no vacio, X \ U es un cerrado propio de X. Por lo cual f[X \ U]

es un cerrado propio de Y.
Por lo tanto Y\ f[X \ U] es un abierto no vacio que esté contenido en f[U].

Este teorema, aunque muy técnico es una herramienta sumamente 1til para probar

la unicidad de absoluto de Iliadis.

Teorema 3.1.4. Sea f una funcion irreducible y 0-continua y suprayectiva de X a

Y.

El mapeo A — f[A] es un isomorfismo de dlgebras de Boole entre R(X) y R(Y).

Demostracion
Primero probaremos que dado A € R(X), entonces f[A] € R(Y).

Sea A € R(X), entonces f[A] es cerrado en Y, puesto que f es cerrada por hipotesis,
por lo que basta probar que f[A]\ cly (inty (f[A])) = 0.

Sea a € Ay supongamos que f(a) ¢ cly(inty(f[A])).Como f es una funcion 6-

continua, existe V' un abierto en X tal que a € V' y

flex[V] C ely[Y \ ely (inty (f[A]))].

Por lo tanto flclx (V)] Ninty(f[A]) = 0. Como A es un cerrado regular de X, V' N
intx(A) # 0; y asi por el Lema 3.1.2 inty (f[V Nintx(A)]) # (). Pero

inty (f[V Nintx(A)) C [flclx (V) Ninty (f[A])]]
lo que genera una contradiccion.
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Por lo tanto f[A] = cly (inty (f[A])), es decir, f[A] es un cerrado regular de Y.

Asi, podemos definir la funcion ¢ : R(X) — R(Y) de manera que ¢(A) = f[A].

= Probaremos que esta funciéon es suprayectiva.

Sea B € R(Y), y tomemos p € f“[inty(B)]. Como f es #-continua existe un
subconjunto abierto en X, V, tal que p eV, y

flelx (V)] € cly (inty (B)) = B.
Si V,, \ elx(f* (inty B)) # 0, entonces por el Lema 3.1.2

inty f[V, \ clx (f linty (B)))]

es un abierto no vacio de Y que esté contenido en B y es ajeno a inty(B), lo

cual genera una contradiccion. Por lo tanto

Vp Cclx (f [inty (B)]).

De lo cuél se sigue que

clx (flinty (B)]) = elx[| J{Vp: p € f< [inty (B)]}].
En consecuencia clx (f [inty(B)]) € R(X).
Afirmamos que flelx(fT[inty(B)])] = B. Ya que f es cerrada,

B = cly (inty(B)) C flelx (f<[inty(B)])].

Reciprocamente, si p € X y f(p) ¢ B, por la #-continuidad de f existe W un
abierto en X de forma que p € W'y

Flelx(W)] C ely (Y \ B) = Y \ inty(B).

Por lo tanto W N f<[inty (B)] y asi p & clx(f* [inty(B)]).
De esta forma hemos probado que flclx(f“ [inty(B)])] = B, es decir, ¢ es

suprayectiva.

= [nyectividad
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Sean A; y As cerrados regulares de X distintos. Supongamos sin pérdida de
generalidad que (intxA;) \ Ay # 0, como f es una funcion irreducible p €
Y\ fI(X \intxA;)UAy]. Ya que es suprayectiva, existe a € X tal que f(a) = p,
y ademas a € intxA;. Y ya que p ¢ f[As], f[A1] # f]As]. Lo cual implica que
¢ es inyectiva.

» Para finalizar probaremos que ¢ es un morfismo de orden de R(X) a R(Y').

Recomendamos revisar el Apéndice A para familiarizarse con la notaciéon y

conceptos relativos a esta parte de la demostracion.

Sean Aj, Ay € R(X) tales que A; < A,, entonces A; U Ay = A, si y sdlo si
f[A2) = f[A1 U Ay] siy solo si f[As] = f[A1] U f[Aa] por la inyectividad de ¢.
Por lo tanto ¢(A4;) < ¢(As).

Lo cual quiere decir que ¢ es un morfismo de orden, y como consecuencia es un

morfismo de algebras de Boole.

Asi concluimos que ¢ es un isomorfismo de algebras de Boole entre R(X) y R(Y).

3.2. Construccion del absoluto de Iliadis

Ahora daremos la construccion del absoluto de Iliadis de X, para referirnos a él sélo

lo mencionaremos como el absoluto de X.

Esta contruccion involucra el espacio de Stone asociado al algebra de Boole R(X).

Definiciéon 3.2.1. Sea X un espacio. El espacio de Gleason de X se define como el

espacio de Stone asociado a R(X), y se denota como 60X .

Este recibe su nombre de Andrew Mattei Gleason quien hizo la descripcion de este

espacio para el caso en que X es compacto.

Definiciéon 3.2.2. Sea X un espacio. El espacio {U € 6X : ﬂu # (0}, dotado con
la topologia de subespacio de 0X es llamado el absoluto de Iliadis de X, y se denota
por EX.
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Es decir, EX es el espacio que consiste de todos los ultrafiltros fijos en R(X), visto

como un subespacio de S(R(X)).

Definiciéon 3.2.3. Sea X un espacio y x € X, denotamos por F(x) a la familia de
vecindades de cerrados regulares de x, es decir F(x) = {A € R(X): x € int(A)}. El
cual define un filtro en R(X).

Este lema presenta un hecho bastante ttil para hacer una relaciéon entre X y F.X.

Lema 3.2.1. Sea X un espacio.

1. SiU € EX, entonces ﬂu consta de exactamente un punto.

2. Six € X, entonces eviste U € EX tal que ﬂZ/{ = {z}.

Demostracion
1) Sean p,q € X puntos distintos y A € R(X) talesquep € Ay q ¢ A.
Sipe ﬂu, entonces para toda B € U, (int(B))N A # (.

De donde A A B # 0, para toda b € U, por la maximalidad de U, A € U, de donde
q¢ ﬂu. Por lo tanto ﬂu tiene s6lo un punto.

2) Como F'(x) es un filtro, existe un ultrafiltro en R(X), digamos U, de tal forma que
F(z) CU,.

Si A € U,, entonces x € A, por lo tanto x € ﬂum y como del inciso (1) sabemos que
este tiene s6lo un punto, por lo tanto ﬂux = {z}. O

Definicién 3.2.4. kx: EX — X definida de la siguiente manera: kx(U) = =z,

donde x es el inico punto en ﬂu.

Este teorema tiene una gran relevancia ya que presenta propiedades importantes de
EX y kX

Teorema 3.2.1. Sea X un espacio. Entonces:

1. EX es un espacio extremadamente disconexo, cero dimensional, denso en X

y X =px B(EX).
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2. Seald € 0X yax € X. EntoncesU € EX y kx(U) = x si y sdlo si F(x) CU
para algin x € X.

3. 81 A e R(X), entonces kx|[EX NA(A)] = A.

4. Seax € X y B € R(X), entonces kx (X) C A\(B) si y sdlo si x € int(B).
5. kx es perfecta, irreducible, 0-continua y suprayectiva.

6. kx es continua st y solo si X es reqular.

7. B(EX)=R(EX)={MA)NEX: Aec R(X)}.

8. La funcion EX NA(A) — kx[EX NA(A)] es un isomorfosmo de dlgebras boo-
leanas de B(EX) a R(EX).

Demostracion

1] Como R(X) es un algebra de Boole completa, #X es un espacio extremadamente
disconexo, y del teorema de representacion de Stone resulta ser también un espacio

compacto, Hausdorff y cero dimensional.

Probaremos ahora que EX es un subespacio denso de 6X. Para ello basta exhibir
que dado A € R(X) no vacio, A\(A) N EX # 0.

Sea x € int(A), entonces A € F(X) y del lema previo existe Y € EX tal que
ﬂu = {z} porlocual Y € \(A) N EX.

Por lo tanto EFX es denso en 6.X.

Por el Teorema 3.1.1 la densidad de EX en 60X nos asegura que EX es extrema-

damente disconexo.

Como 60X es cero dimensional, posee una base de abiertos y cerrados, de la cual
podemos extraer una base de abiertos y cerrados para el subespacio £ X y de esta

forma EFX es también cero dimensional.

Dado que 6.X es un espacio extremadamente disconexo y £ X es un subespacio denso,
por el Teorema 3.1.1 EX estd C*-encajado en 0.X. Por lo tanto X =gx S(EX)

pues $X es la tinica compactacién con esta propiedad.
2]

47



CAPITULO 3. ESPACIOS EXTREMADAMENTE DISCONEXOS Y
ABSOLUTOS

<] Supongamos que F(z) C U.

Sea A € R(X) tal que z ¢ A, entonces x € intA’, el complemento de A en R(X),

A" =cl(X \ A). Entonces A" € F(X) de donde A" € U de donde A ¢ U, por lo cual
T € ﬂZ/{ , pues para cualquier elemento B € U, x € B.

Asi mismo U € EX y ademaés kx(U) = .

=] Si F(x) € U, entonces existe A € F(x) \ U, por la maximalidad de U, A" € U,
como z € int(A) = X \ A’ se sigue que = ¢ ﬂu.

Asi, sild € EX, entonces kx(U) # x que contradice la hipotesis.
Por lo tanto F(z) C U.

3] Sea A€ R(X)yU € EXNAA). Entonces A € U de donde ﬂu € A, entonces
kx[EX NA(A)] C A.

Por otro lado, si tomamos = € A y consideramos S = F'(z) U {A}.

Afirmamos que cualquier subconjunto finito de S tiene infimo distinto de cero en
R(X).

n

Sean F,...,F, € F(x), entonces = € ﬂmt(E) = mt(/\ F}), entonces
i=1 i=1

n n

int(A) N mt(/\ F};)) # 0, por lo tanto A A (/\ F;) # 0.

i=1 i=1
Asi, como dicho conjunto posee la "p.i.f. del algebra"podemos extender este a un
ultrafiltro U en R(X) tal que (F(z) U{A}) CU. Que por el inciso (2) satisface:

Ue EX ykx(UU)=z. Como ademas U € A(A) tenemos = € kx[EX NA(A)].
Por lo tanto A C kx[EX NA(A)].

4] Supongamos que = € int(B) y U € k¥ (x) del inciso (2) tenemos que F(z) C U
como B € F(X), BeU yU € \(B). Por lo tanto k (z) C \(B).

Si x ¢ int(B), entonces x € X \ int(B) = B'. Asi del inciso 3, z € kx[EX NA(B')] y
por lo tanto
0 # kx (z) NA(B') = kx () \ A(B).
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5] Del Lema 3.2.1, la asignacion es suprayectiva.
Probaremos ahora que kx es una funciéon compacta.
Para ello basta probar que ki (z) es un cerrado en 6z, pues este es compacto.

Sea U ¢ ki (), entonces = ¢ ﬂu, por lo tanto existe A € U tal que x ¢ A, por lo
cual © € int(A").

Del inciso (4) k5 () € A(A") y como A(A) N A(A") = 0.
Enonces U € M(A) y MA) Nk (z) = 0.

Por lo tanto X \ k§ (z) es abierto.

Veremos ahora que kx es cerrada.

Sea F' C EX cerradoy x ¢ X \ kx[F].

Asi, k()N F =, entonces para cada U € k¥ (x) podemos tomar un 4, € R(X) de
tal manera que U € A\(Ay) C EX \ F, es decir, tomamos un bésico que lo contenga

y lo separe de F.

Por la compacidad de k¥ (x), existen U, ..., U, tales que ki (z) C U AMAy,)-
i=1

Sea A = U Ay De (4) podemos inferir que x € int(A). Por lo tanto FF C EX\A(A) =
i=1

MA") y por (3) kx[F] C A" = X \ int(A).

Asi, cada punto en X \ kx[F] tiene una vecindad ajena a kx[F]. Por lo tanto kx es

una funcién cerrada.
Veamos ahora que es una funcion irreducible.

Sea F' C EX un cerrado propio, entonces existe A € R(X) tal que ) # AM(A)NEX C
EX\F.

Por lo tanto FF C A\(4"), por (3) kx[F] C A"
Como ) # A(A), X \ A" # (. Por lo tanto ky es irreducible.

Finalmente veremos que es 6-continua.
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Seald € EX y V C X un abierto tal que kx(U) € V.

Tomemos A = cl(V), entonces A € R(X) y U € AMA) N EX que es una vecindad
abierta y cerrada del mismo. Entonces por (3) kx[A(A)] = A. Por lo tanto es 6-

continua en U.
6]

=] Del inciso 1, EX es un espacio cero dimensional y por tanto regular, ademaés la

imagen perfecta y continua de un espacio regular es regular, por lo tanto X es regular.
< Por otro lado, si X es regular, entonces ©C(X) = C(X).

Por lo tanto kx es una funcién continua.

7 B(0X)={AA): A€ R(X)}, de donde B(EX) D {ANA)NEX: Aec R(X)}.

Ahora, si C € B(EX) por (1) clyx(C) € B(B(EX)) = B(0X). Si existe A € R(X)
tal que clyx(C) = M(A), entonces C' = EX Neclgx(C) = AN(A) N EX.

Por lo tanto B(EX) = R(EX).

8] La asignacion EX NA(A) — kx[EXNA(A)] = A, vade B(EX) a R(X). Como kx
es perfecta irreducible y 6-continua, por el Teorema 3.1.4, resulta ser un isomorfismo
de algebras de Boole. ([l

Unicidad de FX

Teorema 3.2.2. Sean X un espacio y 'Y un espacio extremadamente disconexo, cero
dimensional y f :' Y — X una funcion perfecta, irreducible 6-continua y suprayecti-

va, entonces existe h : EX — Y un homeomorfismo tal que kx = f o h.

Demostraciéon
Primero construiremos la funcién h: EX — Y.

Como Y es extremadamente disconexo, por el Teorema 3.1.1 inciso 6, los abiertos
y cerrados del espacio coinciden con los cerrados regulares. Y por el Teorema 3.1.4
como la funcion f es irreducible y #-continua, existe un isomorfismo ¢ : R(Y) —

R(X) que podemos pensar en realidad como ¢ : B(Y) — R(X).

Sea U € EX, y definamos U' = ¢~ (U) = {B € B(Y): f(B) € U}. Asi como U es
un ultrafiltro en R(X), U’ es también un ultrafiltro en B(Y'), y dado que Y es cero
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dimensional existe un tinico punto en ﬂL{'.

Ahora bien, el conjunto {B N [(kx)(U)]: B € U'} tiene la p.i.f. Entonces para

cualquier coleccion finita By,..., B, € U,

n n n

NFB)eu v kx@)e N f(B) = f[ ) Bl.

i=1 =1 i=1

Como [ (U) es un compacto y cada B € U’ es cerrado en Y, tenemos un conjunto de

cerrados con la p.i.f. dentro de un compacto, por lo tanto tiene intersecciéon no vacia,
(u' #0.

Por lo tanto para cada U € EX, existe un tnico punto y;; en Y, determinado por

ﬂl/{’ con el cual podemos definir la funcién h : EX — Y, de manera que h(U) = yy.
Y ast f o h(U) = f(yu) € f[B] para todo B € U’, es decir f o h(U) € ﬂu’
Por lo tanto f o h = k,, que este es el inico punto en ﬂl/{’.

Veamos ahora que esta funciéon realmente define un homeomorfismo.

Seany € Y yU, ={f(B): Be B(Y), y € B}, este define un ultrafiltro en R(X)
pues {B € B(Y): y € B} define un ultrafiltro en B(Y").

Como f(y) € ﬂL{’, entonces h(U') = y es suprayectiva de EX a Y.

Sean U, VW € EX puntos distintos, entonces existe A € R(X) tal que A € U y
A" € W, como ¢ es un isomorfismo, existe un tnico B € B(Y) tal que ¢(B) = Ay
d(Y\B)=A".Porlotanto BeU yY \ Be W'Y asi h(U) # h(W), es decir h es

inyectiva.
Sea F' C EX un cerrado, entonces existe una familia {A;: i € I} C R(X) tal que
F=({MA)NEX:iel}.

Ademaés para cada i € I existe un unico B; € B(Y) tal que f(B;) = A;, entonces

hF)=({Bi:iecl}.
Por lo tanto A es una funcion cerrada.

Supongamos U € EX, B € B(Y) tal que h(U) € B. Entonces f(B) e U y U €
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A(f(B)). Pero si W € A(f(B)), entonces f(B) € W. Por lo cual B € W', asi h(W) €
B.

Se sigue que h[A(f(B))] C B, de donde podemos concluir que h es continua.

Por lo tanto h es homeomorfismo.

Podemos concluir que EX y Y son extensiones equivalentes. [l
Construcciéon de £X como un espacio de ultrafiltros abiertos.

Hasta ahora hemos mostrado la construccién de £X como un espacio de ultrafiltros

convergentes en R(X).

Ya que R(X) y RO(X) son algebras de Boole isomorfas, podemos hacer la misma

construccion usando RO(X).

Para hacer mas general esta construccion, en lugar de usar sélamente RO(X ) usare-

mos la reticula de 7x.

Esto pues dependiendo de nuestros fines, convendra tomar la construccion con abiertos
o con cerrados regulares. Vamos a construir un espacio extremadamente disconexo y
cero dimensional, usando el conjunto de ultrafiltros abiertos con adherencia no vacia

en X, también un mapeo perfecto, 6-continua e irreducible de dicho espacio a X.

Definicién 3.2.5. Sea X un espacio, denotaremos como E'X la coleccion de ultra-

filtros abiertos convergentes en X.

La demostracion del siguiente lema es totalmente analoga al resultado correspondiente

para cerrados regulares, por lo que no seré incluida.

Lema 3.2.2. Sean X un espacio, v € X yU € E'X. Entonces:

1. N(x) CU siy solo siz € ald).
2. a(U) contiene exactamente un punto.

3. Eziste U, € E'X tal que a(U,) = x.

Definiciéon 3.2.6. Sea X un espacio, 8' X representard la coleccion de todos los ul-
trafiltros abiertos de X y dado un abierto U, O(U) ={U € X : U € U}.
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Este lema representa un resultado técnico.

Lema 3.2.3. Sean U,V C X abiertos. Entonces:

1. O(U) =0 si y sélo si U = 0.

2. OUNV) =0U)NOWV).

Co

. OX\OWU) =0(X \ cx(U)).
4. O(U) =0'X siy sdlo si U es denso en X.

5. {O(U): U € 7x} es base para una topologia Hausdorff en 6'X.

Demostracion
HOM)={UectdX:DelU}=0.

Si tomamos U un abierto no vacio en X, y x € X. Entonces U € N(z) por lo

que podemos afirmar que existe U, un ultrafiltro abierto tal que U € U por lo que

O(U) £ 0.

20U e OUNV)siysolosiUNV elUsiysolosiU eUyV €U siy solo si
UcOU)yUeO(V)siysolosid e UNV.

3] De los incisos anteriores tenemos que O(U) N O(X \ clx(U)) = 0.

Si tomamos U € X \ O(U), U ¢ OU), U ¢ U, entonces X \ clx(U) € U por ser un
ultrafiltro. Por lo tanto U € O(X \ clx(U).

En particular O(U) = O(intx (clx(U))).

4] Supongamos que U es abierto y denso en X entonces para cualquier abierto no
vacio V, VN U # (.

Por lo tanto U € U para todo U € §'X.
En particular O(X) = 0'X.

5] Ya que O(X) = §'X podemos afirmar que {O(U): U € 7x} es una cubierta para
0'X.
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Ademas dados Uy, ..., U, € 7x tales que ﬂ O(U;) # (), entonces

i=1

n n

(oW =O((U:) = {O(U): U € 7x}

i=1 =1

Por lo tanto es base para una topologia.
Veremos ahora que es una topologia Hausdorff.

Dados U, Us € 0'X puntos distintos, entonces existen U; € U; y U, € U, tales que
Uy NU; =0, 1o que implica Uy ¢ Uy y Uy ¢ Uy. Y como

O(U1 N UQ) == O(Ul) N O(Uz) = @,

O(Uy) y O(U,) son los abiertos ajenos que buscamos. U

En adelante supondremos a 6’ X dotado con la topologia que acabamos de describir

y E'X con la correspondiente topologia de subespacio de 6'X.

Definicion 3.2.7. Definiremos k'y : E'X — X, de manera que k'y(U) = x, donde
{z} = aU)

Observacion: Esta asignacion esté bien definida ya que este punto de adherencia es
Gnico, y ademas dicha funcién resulta ser suprayectiva.

Teorema 3.2.3. Sea X un espacio, entonces:

1. Si{U;: i€ I} C1x, entonces Clg/X(U o)) = O(U Ui).

el icl

2. BO'X)={0O(U): U € 7x}.
3. 0'X es compacto y extremadamente disconezo.

4. E'X es un subespacio denso, extremadamente disconexo y cero dimensional de
0'X

5. K JO(U) N E'X] = clx (U).
6. (k)™ (z) € O(U).
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7. k' es perfecta, irreducible y 6-continua de E'X a X.

Demostraciéon

1] Del Lema 3.2.3si U,V € 7x y U C V, entonces O(U) C O(V'). Entonces

Jow) co v,

el i€l

del Lema 3.2.3

o(Juy e BOX) y dox((JOW:) co( ).

el iel el

Ahora supongamos que U € O(U U;) y O(V') un abierto bésico tal que U € O(V).

icl
Entonces
o(Juynow)=o(Ju)nv) #0,
iel icl
entonces existe j € I tal que U;NV #£ 0, asi que O(U;NV) £ Dy U € Clglx<U oU;)).

i€l
2] Del Lema 3.2.3 inciso 3, {O(U): U € 7x} C B(¢'X).
Si tomamos B € B(#'X), entonces B = U{O(Ui): i € I} para algtn {U;: i € I} C

icl
Tx, entonces B = cly x B.

Por lo tanto 8’ X es cero dimensional.

3]

= 9’ X es extremadamente disconexo.

Cualquier abierto V' C §'X es de la forma V = U{O(Ui): i € I} para algin
{Ui:iel} Cry.
entonces, por el inciso 1, clgx (V) es abierto también. Por lo tanto 6'X es ex-
tremadamente disconexo.

= Compacidad.
Sea {U;: i € I} C 7x tal que X = UO(UZ»), es decir tomamos una cubierta

icl
de bésicos.
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Supongamos que para cualquier F' C [ finito §'X \ U O(U;) # (. Entonces
ieF

HIX\ U O(U;) =0(X \ Clefx(U Ui))

1€ 1€l

Entonces, como {X \ ¢l X(U U;): F C I finito} es una coleccion de abiertos
i€F
en X con la p.i.f; puede ser extendido a un ultrafiltro abierto en X. Ademés

U; ¢ U para toda ¢ € I por la eleccion de U, entonces U € 0'X \ U o), lo

el
cual genera una contradiccion.

Por lo tanto &’ X es compacto.

4] Sea U C X abierto no vacio, entonces O(U) es un abierto basico de 6'X.

Tomemos x € U, entonces existe U, € E'X tal que {z} = a(dy) y U € U, ¥
U, € O(U)N E'X. Por lo tanto E'X es denso en 6'X.

Y podemos asegurar también que E'X es extremadamente disconexo por ser un denso

de un extremadamente disconexo y cero dimensional Teorema 3.1.1.
5] SiU € O(U), entonces U € U. Asi k' (U) = p, donde {p} = a(U) € clx(U).

Ahora bien, si z € clx(U), entonces N (z)U{U} es un conjunto de abiertos con la p.i.f.
que podemos extender a un ultrafiltro abierto en X, U € 0'X. Entonces U € O(U) y
N(z)CU.

Por lo tanto i € E'X y x € K [O(U) N E'X].

6] Si x ¢ intx(clx(U)), v € clx(X \ clx(U)), entonces existe un ultrafiltro abierto
U en X tal que N(z) U{X \ clx(U)} C U, en consecuencia = € a(U). Por lo que
r=kyU)y

UeOX\dx(U)=60X\0().

Por lo tanto (k)" (z) € O(U

Si x € int(cl(U)) y U € Ky(x), entonces (int(cl(U))) Ncl(V) # O para todo V € U.
Por lo tanto X \ cl(U) ¢ U =0’ X \O(U) yU € O(U).

7l
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» k' es compacta.
Para esto basta probar que (k) (z) es cerrado en §'X.

Siu € X\ (Ky)"(x) entonces existe V', un abierto en X tal que z € V' y
V¢u.

Como (k) () CO(V). Asid e X\ O(V) = O(X \ cl(V).
Por lo tanto 6’ X \ (k)T () es abierto.

De donde (k') (x) es un compacto.

» k' es cerrada.

Sea FF C E'X un cerrado y x € E'X \ Ky [F]. Entonces (k)" (z)NF = 0 y como
(k)< (z) es compacto, podemos encontrar una coleccion finita Uy, ..., U, € 7x

tales que

(Kh )< (x) C U OU)NE'X C E'X\F.

n
Sea U = U U;, entonces

=1

FCEX\OW)=0(X\dU)NEX.

Entonces Ky [F] C cl(X \ c(U)) = X \ int(cl(U)), y ast x € int(cl(U)) que es

un abierto.

Por lo tanto k'[F] es un cerrado en X.

» ks es irreducible.

Sea FF C E'X un cerrado propio entonces existe V un abierto no vacio en X tal
que FC E'X \U(V), entonces ky[F] C X \ V.

Por lo tanto es irreducible.

= kv es G-continua.

Siu e E'X y k'y(U) € U para algtin U € 7x, entonces U € U por la maximali-
dad de U. Asi U € O(U). Por lo tanto k' [O(U) N E'X] = cl(U).

Por lo tanto kY es f-continua.

Por la unicidad de EX probada en el Teorema 3.2.2, bajo estas condiciones existe
h: EX — E'X, un homeomorfismo tal que kx = k' o h.
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Es decir, EX y E'X son equivalentes. O

Dado que nuestro propoésito es trabajar con el absoluto de espacios H-cerrados, vamos

a caracterizarlos.

Teorema 3.2.4. Sea X un espacio. Entonces EX es compacto si y solo si X es
H-cerrado, si y solo si 0X = EX.

Demostracion

=] Si EX es compacto, en particular es H-cerrado y ya que kx es una funcion 6-
continua y suprayectiva. Entonces por el inciso 6) de la Proposicion 2.3.3 X es

H-cerrado.

<] Si X es H-cerrado, entonces por el Teorema 2.3.1, todo ultrafiltro abierto en X

converge, por lo tanto X = E’'X, como #'X es compacto E'X también lo es.

Ademas EX y E'X son homeomorfos, por lo tanto EX es compacto. O
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Capitulo 4

Desigualdad de Arhangel’skii

En respuesta a una cuestion planteada por Alexandroff y Urysohn 50 anos antes:
. Todo espacio Hausdorff compacto primero numerable tiene cardinal menor o igual

que el continuo?

En 1960, usando el caracter y el grado Lindelof, Arhangel’skii demostré que | X |<

XXLX) para cualquier espacio Hausdorff X.

El motivo de incluir este resultado es conocer la prueba en el caso general, ya que
nuestro resultado principal se ve inspirado en la misma. Y posteriormente ver c6mo

podemos adaptarla a espacios H-cerrados.

Para ésta seccion comenzaremos definiendo unas funciones especiales que nos brin-
daran informacién muy valiosa del cardinal de ciertos subconjuntos de un espacio

topologico.

Definicion 4.0.1. Sea X un espacio topoldgico definimos:

1. Densidad

d(X) =min{k: existe D C X denso, tal que | D |= K} +w

2. Cardcter
Sea p € X, definimos:

X(p, X) = min{k: existe V(p) base local de p y | V(p) |= Kk} +w como el

cardcter del punto p.

Y de esta forma el cardcter del espacio X como x(X) = sup{x(p): p € X}.
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3. Grado Lindelof

Sea k un cardinal infinito, decimos que X es k— Lindedf si toda cubierta abierta

de X tiene una subcubierta de tamano < k.

El grado Lindelof de X se define como L(X) = min{r: X es k — Lindeldf}.

El siguiente lema es un resultado técnico.

Lema 4.0.1. Sea k un cardinal infinito. Y sea X un espacio topologico tal que

1. Para cada p € X, existe una coleccion V, de vecindades abiertas de p tal que
|V, <Kk yn{c(V): V eV,} ={p}.

2. Existe S un subconjunto de X tal que X = U{cl(A): AC S, | A|< k}.
Entonces | X |<] S'|".

Demostracion
Para cada p € X, sea A, un subconjunto de S tal que p € cl(4,) v | 4, |< k.

Observacion: Para cada V', vecindad abierta de p.

(A,NV)C S, |ANVISk y pedA4,nNV).

Definimos ¢: X — [[S]=F]=" de la siguiente manera ¢(p) = {(4,NV): V € V,}.

Ya que para toda V € V,, p € cl(A, NV), entonces

pe () dA,nV)C () d(V)={p}

Vev, VeV,
De donde ¢ es inyectiva.
Y por lo tanto | X |< ((S)")" = S". O

Este resultado para acotar el cardinal del espacio usando la densidad es particular-

mente til para calcular el cardinal de subespacios cerrados.
Teorema 4.0.1. Sea X un espacio Hausdorff, entonces | X |< d(X)*™),
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Demostracion

En el lema previo podemos tomar k = x(X), con esta eleccion se satisface la hipotesis

1.

Y tomando un subconjunto S, un denso tal que | S |= d(X), entonces para cada
p € X ycada V €V, de forma que | V(p) |< k, existe sy € SN V. De donde
A, ={sy: VeV,} C Ssatisface p € cl(A,) y | 4, |< x(X).

Por lo tanto X = U cl(A,), por lo cual S satisface la hipotesis 2 del Lema 4.0.1

peX
previo.

Y ast, | X |< d(X)X™), 0

A continuacién presentamos la desigualdad de Arhangel’skii.

Teorema 4.0.2. Sea X un espacio topoldgico Hausdorff, entonces | X |< QLX) x(X)

Demostraciéon

Sea = L(X) - x(X), para cada p € X tomamos V,, una base local de vecindades
abiertas tal que | V, |< k.

Ahora haremos una construccion de una sucecion creciente de cerrados {H,: 0 < o <

kT} y una sucesion de familias de abiertos {U,: 0 < a < k™} tales que:

L |Hy|<28,0<a< k.

2. Uy, ={U€eV,:pe UHﬁ},0§a<n+‘

B<a

3. Para todo C € [U,]=" si UC # X, entonces H, \ UC £ 0.

La construccién se hara por induccion transfinita.
Para el paso cero tomamos Uy =) y Hy = ()
Sea 0 < o < K.

Asumiendo que Hg ha sido construido para cada 8 < a.
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Notemos que U, se construye usando 2

U, ={V eV, pe UHﬁ} y o | Uy <27,

B<a

pues para cada 8 < « se satisface | Hg |< 2%, a < Ky | V(p) |, entonces | U, |<

2 k- k=2"
Para cada conjunto C' € [U,]=" tal que U C # X, fijamos pc € X \ U C.

Sea

Ao ={pc: C € Vo], | O # X}

entonces
| A |<] [Ua]=" |<] Un |7< (25)7 = 27,

Tomemos H, = cl(A, U (U Hg)), entonces H, es cerrado y Hz C H,, para cada
B<a
b < a.

Usando el Teorema 4.0.1 previo, como A, U (U Hp) es denso en H,,
B<a

a1 40 (U ) 0z (05 2y =
B<a
Esto completa la construccion de la sucesion {H,: o < kT }.

Sea H = U H,, este satisface | H |< 2".

a<wkt

Veamos que H es cerrado; sea p € X \ H, entonces para todo a < k7, p € X \ H,.
Como H, es cerrado, existe V,, € V, tal que V,, C X \ H,,.

Como | V, |< k existe A C kT cofinal y V' € V, tales que para todoa € A,V C X\ H,

VC ()X \Ha)= (] X\H,

a€cA a<kt

pues la sucesion {X \ H,: o < k*} es decreciente y A es cofinal con k™. Asf mismo

(1 X\Ho=X\ | Ho=X\H.

a<wkt a<kt
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Asi, H es cerrado.

La prueba estaria completa si X = H. Si suponemos que no es asi, podemos tomar
ge X\ H.

Para cada p € H, tomamos V, € V, tal que ¢ ¢ V,,, entonces {V,: pe H} U(X \ H)
forman una cubierta abierta de X. De donde podemos afirmar que existe B C H tal
que | B|< L(X) <k y{V,: p€ B} es una cubierta abierta de H.

Sea W = U V,, entonces H C Wy ¢ ¢ W. Como | B |< &, existe a < k™ tal que

peEB
B C U Hg. Como W # X, entonces H, \ W # 0, lo cual contradice H C W. Por lo
B<a
tanto H = X.
Finalmente concluimos | X |=| H |< 2".

O

Como respuesta a la custion planteada por Urysohn yAlexandroff tenemos el siguiente

corolario.

Corolario 4.0.1. Para un espacio Hausdorff, compacto, primero numerable X, se
tiene que: | X |< 2%

Demostracion

Como X es primero numerable x(X) = N,.

Ademas por ser compacto L(X) < Ny.

Por lo tanto, usando la desigualdad de Arhangel’skii tenemos que:

| X |< 2ot — 9Ro,
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Capitulo 5

Cardinales de espacios H-cerrados

En el Capitulo 4 desarrollamos las herramientas necesarias para abordar el tema

central del trabajo.

Dividiremos este capitulo en tres partes, en la primera parte mostraremos que para
un espacio X arbitrario y una extension H-cerrada de él, digamos Y. Si existen un
espacio Z y f: Z — Y \ X una biyecciéon continua. Entonces existe T' una extension
H-cerrada de X de forma que Z es homeomorfo a T\ X y x(T) < mazx{x(Z), x(Y)}.

En la segunda parte mostraremos que para un espacio X de cardinalidad s, existe

una extension H-cerrada hx de k de tal manera que X es homeomorfo a hx \ Kk y

X (hr) < x(X).

En la dltima parte resolvemos el problema de acotar k el cardinal de un espacio H-
cerrado X. Primero acotaremos la cardinalidad de una extension H-cerrada de un
espacio discreto, para asi acotar el cardinal del espacio hx obtenido en la segunda

seccion. Con ello finalmente se obtendra una cota para el cardinal del espacio X.

El siguiente teorema presenta la extension simple asociada a una extension fija de un

espacio X.

Teorema 5.0.1. Sean X un espacio topologico y 'Y una extension de X.

Definimos OF = {W N X: W esabiertoenY yp € W} yB = {UU{p}: U €
OPypeY}.

Entonces:

1. B es base para una topologia 77 enY y 1y C 1T
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2. (Y,7") es una extension de X.

3. Y\ X es un subespacio cerrado y discreto de (Y,77)

Demostraciéon

66

1. Para probar que B es base de una topologia en Y probaremos que para A, Ay €

B tales que AyN Ay # Dy pe AN Ay, existe Az € B tal que p € A3 C A; N As.

Sean Ay, Ay € By supongamos que son de la forma A; = UU{p} y Ay = VU{q},
donde U € O? y V € O1.

Supongamos que existe r € A; N As.
Caso 1) Si p=g¢.

Entonces (UU{p})N(VU{q}) = (UNV)U{p}, como U,V € O°, UNV € O".
De donde (UNV)U{p} e Byasi,rec (UNV)U{p} C AN A,

Caso 2) Si p # q.

Entonces
u{phn(Vu{g}) =UNV)UuUNn{ehuVn{p})u{p}n{e)
=UNV)UUN{eh)u(Vnip}

Si suponemos que p e VyqgeU.

Ya que U € O? y V € O, tenemos:
Un{g}) ={at v (Vn{p})={p}

Como U,V C X, entonces p,q € X. Asi, p,q € UNV. Por lo tanto
UNVIuUN{gh) u(Vnip}) = UNV)U{ptU{q} =UNV).

SipeVyqé¢U.

Tenemos:

Vniph) ={pt v UNn{gt=0).
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Ya que U € OP,

UnV)uUn{g)u(Vn{p}) =UnV)u{p}=UNV)
Analogamente si p ¢ V' y ¢ € U, tenemos:

UNV)uUN{gh) u(Vn{p}) =(UNV)U{qg} =(UNV)

Sipg¢Vyqé¢U, tenemos:

(Vnip}) =0=(Un{q}).

De donde
(UNV)uUn{g)uVn{p}=UNV).

En cualquier caso Ay NA, =UNYV.

De esta manera podemos afirmar que r € (UNV'). Si definimos A3 = (UNV)U
{r}, entonces Az € By r e A3 C AN A.
Lo cual concluye el caso 2)

Mostraremos que Y C U B.

Sea p € Y, entonces existe W un abierto de (Y,7y) tal que p € W. Y asi
(W N X) e OP. Definamos A = (W N X) U {p}, este es un elemento de B tal
que p € A.

Por lo tanto Y C UB.

Podemos concluir que B es base para una topologia en Y, la cual denotaremos

por 7.

Veamos que 7y C 77.

Sea V' C Y un abierto no vacio. Como V' = U{(VﬂX) U{r}: r € V}, entonces
V es union de abiertos bésicos de (Y, 71) y en consecuencia V' es un abierto de
(Y, ).

Como la topologia de Y es Hausdorff y 7y C 77, entonces (Y, 71) también es
Hausdorff.

. Claramente la topologia de X coincide con la topologia de subespacio que hereda
de (Y,7"). Veamos que X es denso en (Y, 71)
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Sea U € B, supongamos que U es de la forma U = V U {p} para algin p € Y,
donde V' € O".

Por la definicion de OP, V = W N X, para algin W € 1y tal que p € W. Como
X es denso en (Y,7y) y W € 7y no es vacio, (W N X) # .

As, UNX =(VU{phnX 2D (VNX)=WnX)=#(.

Por lo tanto (Y, 77") es una extension de X.

3. Veamos que X es abierto en (Y, 7).

Sea p € X, entonces X € OP. Luego, p € (X U {p}) € B. Con lo cual se
verifica que p es un punto interior de X. Por lo tanto X es abierto en (Y, 7).

En consecuencia Y\ X es cerrado.
Probaremos que Y \ X es un subespacio discreto de (Y, 7).

Seap € Y\X,yseaV =UU{p}, donde U € O". Por definicion V es un abierto
basico de (Y, 71) tal que p € V.

Ya que U € OP, U C X, de donde V N (Y \ X) = {p}.

Por lo tanto Y\ X es discreto en (Y, 77).

O

Definicion 5.0.1. Sea X un espacio y Y una extension de X. A el espacio descrito
en el Teorema 5.0.1 se le conoce como la extension simple de X asociada a Y .

Denotaremos con Y a la pareja (Y, 7).

La siguiente proposiciéon nos brinda una caracterizaciéon para saber cuando una ex-
tension de un espacio X es H-cerrada.

Proposicion 5.0.1. Sean X un espacio topologico y Y una extension de X.

Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Y es H-cerrado

2. Para cada filtro abierto U en X, existe p € Y tal que para todo W € O y para
todo U € U, se tiene que UNW # (.

3. Cada ultrafiltro abierto en X contiene a OP para algin p € Y.
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Demostracion
1=2

Sea U un filtro abierto en X. Veamos que G = {W € 7v: W N X € U} es un filtro

abierto en Y.

Sean Wy y Wy € G, entonces (Wi N X) y (WonN X) €. Como U es un filtro
(Wi N X)N (Wen X) €U

Pero (WiNnX)N(WonNX) =W, NnWy)N X.
De donde (W, NW3) € G.

Sean W € G y V un abierto de Y tal que W C V', entonces W N X C VN X. Como
WNX eUdyVNX esabiertoen X, (VNX) €Uy porlo tanto V € G. Asi podemos

concluir que G es un filtro abierto en Y.

Como Y es H-cerrado, por la Proposicion 2.3.1, tenemos que ay(G) # (. Sea
p € ay(G).

Sean U € U y W € OP, entonces existen Uy y Wy € 7y tales que UyN X =U y
WonX =W.

Por lo cual Uy € G y asi p € cly(Uy). De modo Wy NUy # (). Como X es denso en Y,
se sigue que Wy NUy N X # (), es decir, WNU # (.

2 =3

Dado U/ un ultrafiltro abierto en X, por hipotesis existe p € Y tal que para todo
UelUyparatodo WeOP, UNW # .

Como U es ultrafiltro, se sigue que para todo W € OP, W € U, es decir, O? C U.
3=1

Sea G un filtro abierto en Y y U = {GNX: G € G}, entonces U es base de filtro en X
el cual esta contenido en un ultrafiltro abierto V. Por hipotesis existe p € Y tal que
OP C V, lo cual implica p € ax(V) C ax(U) C ay(G). Por lo tanto de la proposicion
2.3.1 se sigue que Y es H-cerrado. U

Lema 5.0.1. Sean X un espacio topoldgico, Y una extension de X yY ™' la extension
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simple de X asociada a'Y .
Consideremos O = {WNX: W ery, pe WyOP={VNnX:Vert peV}

Entonces para cada p €Y se satisface OF = OP.

Demostraciéon
SeanpeY yVeOP.

Definimos S = V U {p}, como V € O, S es un abierto basicode Yty SN X = V.
Por lo cual V € O'P. Lo que prueba que O? C O?.

Para la otra contencién tomemos U € O™, entonces existe W € 77 tal quep € Wy

WnX="U.

Sea A C Y de tal forma que W = U (W, U{a}), donde W, € O para cada a € A,

acA
es decir lo expresamos como unién de elementos de la base. Ademéas como p € W,

podemos suponer que p € A.

Observacion:

U=WnX=JW.u{ah)nX =JI(W.U{a}) nX]= ] W..

Como W, € O%, entonces existe R, un abierto de Y tal quea € R, y R,N X =W,

Sea R = U R,, entonces R es un abierto de Y y dado que p € A, se sigue que p € R.

acA
Ademés

RNX=|JR.nXx =W, =1

a€A a€cA

Por lo tanto U € O y asi O™ C OP.

Finalmente O = O™P.

Corolario 5.0.1. Sean X un espacio topoldgico, Y una extension de X y Y™ la

extension simple de X asociada a 'Y . Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. 'Y es H-cerrado.

2. YT es H-cerrado.
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Demostracion
Supongamos que Y es H-cerrado.

Sea U un filtro abierto en X, entonces de la Proposicion 5.0.1, existe p € Y tal que
para todo U € U y para todo W € OP, UNW # ().

Del Lema 5.0.1 O = O*?. Por lo tanto para todo U € U y para todo V € O™,
UNV #0. Asi de la Proposicién 5.0.1, Y es H-cerrado.

Anélogamente probamos la otra parte del corolario. 0
A continuacién mostramos el teorema principal de esta seccion.

Usaremos este resultado conocido, cuya prueba no se incluye.

Lema 5.0.2. Sea X un espacio topologico, A C X yp € A, entonces:

= x(p, 4) < x(p, X).
» Si A es abierto, entonces x(p, A) = x(p, X).

Teorema 5.0.2. Sea X un espacio topoldgico, Y una extension H-cerrada de X y
supongamos que Z es un espacio para el cual existe una biyeccion continua f: Z —»

Y\ X, donde Y \ X se considera con la topologia de subespacio de'Y .

Entonces existe T' una extension H-cerrada de X tal que

T\X=7Z y x(T)<mix{x(Z), x(Y)}.

Demostraciéon

Consideremos Y la extension simple de X asociada a Y, por el Corolario 5.0.1

tenemos que Y es H-cerrado.
Ahora vamos a definir la extension 1" de X que satisface la conclusion del teorema.
Sea 7" ={W e rt: fE[WnN (Y \ X)] es abierto en Z}.

Veamos que 7° define una topologia en Y.

L.O,)Y € 7 pues fT[0] =0y fT[YNn(Y\ X)] = Z que son abiertos de Z y

ademas 0, Y € 7.
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2. Dada una familia {W;};c; C 7%, entonces para toda i € I, {W;};e; C 7" y para
toda i € I, f7[W;N (Y \ X)] es abierto en Z. Entonces

Uwier v s Uwinon ] =Usoimin o x))

el i€l i€l

que es unién de abiertos, asi U W, e 1.
iel

3. Sean Wy, W, € 7*.

Entonces Wi NW, € 77y fEWinWon (Y \X)] = fCWn(Y\ X)]N
FoWan (Y \ X)], que es abierto en Z pues es interseccion de abiertos, de
donde W, NW, € 7*

Por lo tanto tenemos una topologia 7° en Y, denotemos como Y™ a la pareja (Y, 7).

Sea U un abierto de Y, entonces U € 7. Como U N (Y \ X) es un abierto relativo a
Y\ X, fC[UN (Y \ X)] es abierto en Z.

Como Im(f) =Y\ X, fT[U] = fClUN (Y \ X)]. Se tiene que f[U] € 77 y por lo

tanto U € 7%, de donde 7v C 7" y como Y es Hausdorff, Y* es también Hausdorff.

Veamos ahora que Y* es una extension de X. Claramanete la topologia de X coincide

con la que hereda como subespacio de Y*

Sea V € 7* no vacio, como V € 71, entonces VN X # () pues X es denso en Y. Asf,

X es denso también en Y*.

La identidad i: Y — Y™ es una funcién continua ya que para un abierto V € 77,
V ert yiT[V] =V. Usando el inciso 6 de la Proposicion 2.3.3, Y* es H-cerrado.

De la misma forma podemos ver que f: Z — Y™\ X es una biyeccion continua.
Ahora veamos que f: Z — (Y \ X) es una funcion abierta.

Sea W un abierto no vacio de Z, entonces f[I¥] es un abierto en Y \ X visto como
subespacio de YT, pues Y \ X es un subespacio discreto de Y*. De acuerdo a la

definicion de 71 concluimos que f es abierta y por lo tanto es un homeomorfismo
entre Zy Y\ X.

Ahora mostremos que x(Y™*) < max{x(Y), x(Z)}.
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Sea k = max{x(Y), x(Z)}.
Caso i) p € X.

Por el Teorema 5.0.1, X es abierto en Y y ademas f<[X] = (). De acuerdo con la

definicién de 7%, X es abierto en Y.

Por el Lema 5.0.2, x(p,Y™) = x(p, X). Ademés X es un subespacio de Y, entonces

X(p, X) < x(p,Y). Finalmente, como x(Y) < &, tenemos entonces la siguiente cadena:
X0, Y") =x(p, X) < x(p,Y) < x(Y) < &
Casoit) pe Y\ X.

Sea Bz una base local de p en Y™\ X tal que | Bz |< x(Z), esto se puede hacer ya
que Y*\ X = 7.

Ya que cada U € By es un abierto relativo a Y\ X, podemos elegir V; € 71 fijo, tal
que Vp N (Y\X) =W\ X =U.

Sea B, = {Vy: U € Bz}, entonces | B, |<| Bz |< x(Z).
Tomemos ahora By una base local para p en Y tal que | By |< x(Y).
YB={VunW:U e Bz, We By}, entonces | B |< x(Z) - x(Y) < k.

Sea Uy € 7* tal que p € Uy, entonces existe U € By tal que p € Uy U C U\ X, pues
Up \ X es una vecindad depen Y\ X yaque p € UyN (Y \ X) = (Up \ X), que es un
abierto relativo a Y\ X.

Ademés Uy € 7° C 77, entonces existe Wy € 1y tal que p € Wy y (WonNX)U{p} C U.
Entonces existe W € By tal que W C W,.

Afirmacion: Vi N W C U,.

Seaye VynW.

Siy e X, entonces y € Wy N X C U.

Siy ¢ X, entonces y € Viy \ X = U C U,.

De esta forma, B forma también una base local de p en Y™

Como esto sucede para todo punto p € Y™, k es una cota superior para x(p,Y™) y
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por lo tanto x(Y™*) < k. O

5.1. Suficiencia de densos discretos.

El proposito es encontrar una relacion entre el caracter de un espacio H-cerrado y su

cardinalidad.

Para ello, probaremos que es suficiente encontrar dicha relaciéon para espacios H-

cerrados con un conjunto denso de puntos aislados.

Particularmente probaremos que para cualquier H-cerrado infinito, existe otro espacio
H-cerrado con un conjunto denso de puntos aislados de tal forma que ambos tienen

el mismo cardinal y caracter.
Comenzaremos estudiando las extensiones H-cerradas de un espacio discreto.

Sea x un cardinal infinito con la topologia discreta. Sx denota la compactacion de
Stone-Cech de . Tomemos {F;: i € I} una familia de cerrados no vacios y ajenos

dos a dos en Sk \ k.

Definimos Y = k U {F;: i € I} y le daremos una topologia de la siguiente manera:

U CY es abierto si ocurre una de las siguientes condiciones:

1. U Ck

2. Para cada i € I, si F; € U, entonces F; C clg,.(U N k).

La siguiente proposiciéon nos asegura que estamos definiendo una extension para k.

Proposicion 5.1.1. Para Y = k U {F;: i € I}, los abiertos definidos anteriormente

generan una topologia Hausdorff en'Y .

Mds aun, Y es una extension de k.

Demostraciéon

Sea Ty la coleccion de U C Y que satisfacen las condiciones 1 o 2 descritas arriba.

1. a) €1y, pues ) C k.

74



CAPITULO 5. CARDINALES DE ESPACIOS H-CERRADOS

Y € 7y pues clg.(Y N k) = Bk por la densidad de &, tenemos que para
todai e I, F; C clg.(Y NkK).

Para demostrar que 7y es cerrada bajo uniones arbitrarias, veremos tres
casos:

Caso 1) {U;: j € J} C 7y es una familia que satisface la condicion 1.

Entonces U U; C k, el cual satisface la condicion 1. Por lo tanto U Uj es
jed jeJ
abierto en Y.

Caso 2) {U;: j € J} C 7y una familia que satisface la condicion 2, es decir,

para todo j € J existe F} tal que F; € Uj.

Si tomamos jp € J arbitrario, entonces
Fjo C Clﬁﬁ(Ujo N H)'

A su vez

cla(Us, N k)  elge((| Uy) N &),
jeJ
de donde
Fy, C ca (| JU) N ).
jeJ

Por lo cual, para toda j € J

Fy C elp(((J Uy) N k)

jeJ

y asi, finalmente

U F <ds((JUj) ni).
j€J jed
Lo que implica U U; satisface la condicion 2. Por lo tanto U U; es abierto
jeJ jeJ
en Y.

Caso 3) {U;: j € J} C 7y contiene elementos que satisfacen la condicion
1o2.

Sea Jy C J tal que para j € Jy, U; satisface la condicion 2. Entonces para
todo 7 € Jy,

Fy € clsu((|J U) () € (| J Uy) A 5):

j€Jdo JjeJ

5



CAPITULO 5. CARDINALES DE ESPACIOS H-CERRADOS
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Asi, U U; satisface la condicién 2. Por lo tanto es abierto en Y.
jed
¢) Veamos que es cerrado bajo intersecciones finitas.

Caso 1) Uy, Uy € 7v y sea i € I tal que F; € Uy N Us.

Entonces F; C clg,(Uy N k) Nelge(Us N k). Como k es discreto, entonces
clae(UrNk)Nelge(UsNk) = clge (Ui NUs N k). Por lo tanto Uy N U, cumple

la condicién 2. En consecuencia es abierto en Y.
Caso 2) Uy, Uy C k.

Entonces Uy NU; C k. Por lo tanto U; N U, satisface la condicion 1, por lo

tanto es abierto en Y.
Caso 3) Uy C k y existe i € I tal que F; € Us.

Ui NU; C k, por lo que se cumple la condicién 1. Asi, U; N Us es abierto
enyY.

Por lo tanto 7y es topologia para Y.

2. Veamos que dicha topologia es Hausdorff.

Sean p,q € Y tales que p # q.

a) Sip,q € k, entonces {p} y {¢} son abiertos en Y tales que p € {p}, q € {q}
y ademas {p} N {q} = 0.

b) Sip€e kyq=F;, paraalgunai € I. {p} y (x\ {p}) U{F;} son vecindades

abiertas en Y tales que p € {p}, i € (R\{pHU{Fi} v {pIn(m\ [pHU{F} =
0.

¢) Sip=F,, q=F} para algunas i,j € I.

Como F;, F; son compactos ajenos, existen conjuntos abiertos y ajenos,
Vi, Vo C B tales que F; C Vi, Fj C Va.

Entonces (Vi Nk) U{F;}, (VaN k) U{F;} son vecindades abiertas en Y de
F; y Fj respectivamente tales que [(Vi N k) U{F} N[(VaNk)U{F;}] = 0.

En cualquier caso, para cada par de elementos p,q € Y, donde p # ¢, existen

abiertos ajenos V,W C Y talesquep € V y q € W. Por lo tanto Y es Hausdorff.

3. Demostraremos que k es denso en Y.

Sea U C Y abierto y no vacio, entonces:
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U C k no vacio, o bien, existe i € I tal que F; € U por lo cual F; C clg,.(UNk),
como F; # () para toda i € I, U Nk # (). Esto implica  es denso en Y y por lo

tanto Y es una extension de k.

O

En el siguiente teorema encontramos condiciones necesarias y suficientes para que el

espacio descrito en la Proposicion 5.1.1 sea una extension H-cerrada de X.
Teorema 5.1.1. Y = sk U{F;: i € I} es H-cerrado si y solo si {F;:i € I} es una
particion en cerrados de fk \ K.

Demostracién

=] Supongamos que Y es H-cerrado. Sea p € 5k \ k.

Queremos demostrar que existe ¢ € I tal que p € F;. Supongamos por el contrario

que para todo i € I, p ¢ F;.

Como p € Bk \ K, p es un ultrafiltro libre en k y esto define una base de filtro abierto
en Y.

Como Y es H-cerrado entonces ay (p) # 0, sea z € ay(p).

Tenemos dos posibles casos.

1. Supongamos que z € k. Entonces {z} es abierto en Y y en consecuencia, para
todo U € p, z € U, es decir, z € ﬂp, pero eso no es posible pues p es libre.

2. Si suponemos que z ¢ K, entonces existe i € I tal que z = Fj.
Como p ¢ F; y F; es cerrado en [k, existe U € p tal que F; Nl (U) = 0.

Como k es discreto, se sigue que Sk = clg,(U) U clgi(k \ U). Por lo tanto
F; Cclgg(k \ U), esto quiere decir que (k \ U) U {F;} es una vecindad en Y de
E;.

Como F; € ay(p), entonces F; € cly (U). De donde ((k\U)U{F;})NU #0, lo

cual es una contradiccion.

Por lo tanto existe ¢ € I tal que p € F;.
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De acuerdo con la definicion del espacio tenemos que los F; son conjuntos cerrados,

no vacios y ajenos dos a dos.

Por lo tanto {F;: ¢ € I} es particion de Sk \ k.

<] Supongamos que {F;: i € I'} es particion de Gk \ k.

Sea {U,: a € A} una cubierta abierta de Y.

Afirmamos que A = {clg,(Us, N k): o € A} es una cubierta abierta de fk.

A es una familia de abiertos puesto que k es discreto, y en consecuencia Sk es extre-

madamente disconexo.

Claramente k C U (Us N K).
acA

Sea p € Bk \ kK. Como {F;: i € I} es particion de Ok \ k, existe i € I tal que p € F;.
Por lo tanto existe o € A tal que F; € U,. De donde p € F; C clg,(Uy N K).

Lo que prueba que A es cubierta abierta de fk.

Por lo tanto existe Ay C A finito tal que Sk = U clpe(Uy N K).
aEAg

Como « es discreto, necesariamente ocurre que Kk C U (Ua NK).
aEAp

De lo contrario, si existe p € K\ U (UsNK), entonces {p} y U (U,NK), son abiertos

a€Ap a€Ap
en k y ademas {p} N ( U (UaNk)) =10, de donde clg,.({p}) Nelsi( U (UsNk)) = 0.
acAy aEAp
Lo cual no es posible ya que clg,( U (Uy NK)) = Pk.
aEAg

Como consecuencia

Y =cy(r) Cey( | Uanr) Cey(|] Ua).

acAy a€Ap

Por lo tanto U U, es denso en Y. Por lo que Y es H-cerrado.
a€Ap
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Esta extension cobrara una enorme importancia pues la usaremos frecuentemente por

las propiedades que describiremos a continuacion.

Definicion 5.1.1. Sea X un espacio y A un cardinal, ' C X es un Gy conjunto en
X st F = ﬂ A, donde para cada o < A\, A, es abierto en X.

a<<A

Lema 5.1.1. Sea {F;: i € I} una coleccion de subconjuntos cerrados de Bk \ K,

entonces existe X\, un cardinal minimo tal que F; = ﬂ U,, donde U, es abierto y

a<A
cerrado de [k.

Demostracion

Como Sk es cero-dimensional, para cada ¢ € [ existe una familia de abiertos y cerrados

{Us(i): a < p;} tal que F; = ﬂ Ua(1).
a<phi
Ya que u; < w(Bk), existe p = sup{u;: i € I'}.

Asi, dado i € I, si p; < a < p, definimos U, (i) = k. De donde F; = ﬂ Ua (7).

a<p

Por lo tanto, existe A = min{vy: F; es un G, }. O

Con la ayuda del siguiente teorema podemos acotar el caracter del espacio Y de la

Proposicién 5.1.1

Lema 5.1.2. Sea {F;: i € I} una coleccion de cerrados no vacios y ajenos dos a dos
de B\ k. Sea Y = k U{F;:i € I} y sea A es el minimo cardinal tal que cada F;

puede ser escrito como la interseccion de A abiertos y cerrados en Bk.

Entonces x(Y) = .

Demostracion

Sea A C Kk, este es abierto en s por ser un espacio discreto, entonces clg,(A) es

también abierto puesto que Sk es extremadamente disconexo.

Sean i € I fijoy A, C K, con o < A tales que F; = ﬂ clgi(Ay).

a<A

Afirmamos que F = {A,: a < A} tiene la p.i.f.
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En efecto, sean Ay, ..., A, € F. Supongamos que A; N A, N...N A, =0, entonces
(k\ADU(K\A)U...U(k\A,) =K.
Por la densidad de k en fk,

B = clge((k\A1)U(k\A2)U. . .U(k\Ay)) = clg.(k\A1)Uclg,(k\ Az)U. . .Uclgi(k\ Ap).

Observemos que para toda j € {1,...,n}, k = A; U (k \ 4;), por lo cual fr =
Clan(A; U (5 A47)).

Como estos son abiertos y cerrados ajenos en « se satisface que clg,,(A4;)Nclg.(k\A;) =
(). Por lo tanto Sk \ clg.(A;) = clg(k \ A;).
De la observacién podemos deducir que

n n

B = clan(r\ Ai) = 185\ clpu(A2)).

i=1 =1

De donde, ﬂ clps(A;) = 0, lo cual es una contradiccion, ya que F; C clg,(A;) para
i=1
toda j € {1,...,n}.

Por lo tanto la familia F tiene la p.i.f.
Asi, el conjunto F define una base de filtro U en & tal que |U |= A.
El conjunto A = {{F;} UU: U € U} es una base de vecindades de F; en Y.

Si tomamos V' C k tal que F; C clg,(V), entonces ({F;} UV) es una vecindad abierta
de F;enY.

Como F;, = ﬂ clpr(Aq), ﬂ clg(Aa) C clge(V).

a<A a<

Recordemos que como [k es compacto, dada F una familia de compactos con la p.i.f.

y un abierto U tal que ﬂ]: C U, entonces existe un subconjunto finito Fy C F de
tal forma que ﬂ]:o CcU.

Esto pues como Sk \ U es compacto y la familia {8k \ F': F' € F} forma una cubierta
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abierta de Ok \ U, existe Fy C F finito tal que fr \ U C U (6k \ F). De donde

FeF

(FCU.

Ahora bien, como clg, (V') es un abierto en Sk, y {clg:(Aa): a < A} es una familia de

compactos con pa p.i.f. entonces existen Ay, ..., A, tales que

n

() clon(Ai) € clpe(V).

i=1

Ademés como k es discreto

n n

ﬂ clpe(A;) = lem(ﬂ A)),

i=1 i=1

de donde

n

clan(() A1) € clpu(V).

i=1
Ya que ﬂ A;, V C Kk podemos afirmar que ﬂ A, CV.

i=1 =1
Sea U = ﬂ Aj, entonces U e U y U C V, es decir ({F;}UU) C ({F;}UV). Lo

AjeFo
que prueba que A es una base de vecindades.

Por lo tanto x(F;,Y) < A. De esta manera A es una cota superior para x(p,Y) para

todo p € Y puesto que k es discreto. Asi, x(Y) < A
Por otro lado, si V., es base de vecindades abiertas de F; en Y tal que | Vg, |[< x(Y).
Afirmamos que F; = ﬂ{clﬂn(/ﬁ NU): U € Vg, }.

Sea C' C [k abierto en Sk tal que F; C C. Notemos que CNk satisface clg,(CNk) = C
por la densidad de x en Sk y clg:(CNk) es abierto en Sk, de esta manera [(CNk)U{F; }]
es una vecindad abierta de F; en Y puesto que F; € [(C' N k) U {F;}] y ademas
F; C clg.(CN k) =C. Por lo tanto [(C N k) U{F;}] € Vg,

F, = clg.(F;) = ﬂ{C: C cerrado en fry F; CC} C ﬂ{clgﬁ(Uﬂ/i): UeVr}DFE,
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pues F; C clg.(U N k) para toda U € Vg,.
Asi, Fy = ({clao(UNK): U € Vi }.

Como {clg(UNK): U € Vg } es una coleccion de abiertos y cerrados de Sk ta que
| {clg(UNk): U € Vg}I|<x(Y), por la eleccion de A, A < x(Y).

Por lo tanto A = x(Y). O

En adelante para trabajar la teoria pertinente al absoluto de un espacio X utilizaremos

la notacién del Capitulo 3.

El siguiente lema presenta un resultado técnico.

Lema 5.1.3. Sean X un espacio H-cerrado, EX el absoluto de X y A = x(X).

Entonces {kx (z): © € X} forma una particion de EX, donde cada elemento de la

particion es un cerrado Gy de EX.

Demostracion

Consideraremos EX como el conjunto de ultrafiltros abiertos en X con adherencia

no vacia.
Sean z € X y V, una base de vecindades de x tal que |V,| < A.
Afirmamos que ki (z) = [ [{clpx (kx (U)): U € Vu}.

Sea z € k% (x), entonces kx(z) = x € U para toda U € V, de donde z € ki (U) C
clpxky (U) para toda U € V,.

Sea z € ﬂ{clEXk:;(U): U € V,}, entonces kx(z) € kx|[clpxk (U)] para cada U €
Ve

Si suponemos que kx(z) # x, entonces ya que X es Hausdorff, existe V' € V, tal que

kx(z) ¢ clx(V), lo cual no es posible por la eleccion de z. Ya que
z € cpx(ET(V)) CANV) ={U: U es ultra filtro abiertoy V € U}

que es un elemento de la base de abiertos y cerrados de EX, asi V € z, pero kx(z) ¢
clx (V) lo cual implica V' ¢ z pues kx(z) = ﬂ cx(U).

Uez

Por lo tanto kx(z) = x.
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Para cada = € X, clgx (k% (U)) es abierto y cerrado en EX. Y |{clpx(kx (U)): U €
V. } < Alo que prueba el lema. O

Teorema 5.1.2. Sean \ y k cardinales infinitos.

Si existe un espacio X compacto que puede ser particionado en k subconjuntos ce-
rrados G de X. Entonces Bk \ k también puede ser particionado en k subconjuntos

cerrados Gy de Bk.

Demostraciéon

Sea {A.: a < k} una particion de X de tal manera que cada A, es un cerrado no

vacio, G, de X. Como estos son no vacios elegimos z, € A,.

Como w < k podemos dar una particiéon de k en k subconjuntos ajenos de tamano

w, digamos que {B;: i < k} conforma dicha particion, con | B; |= w para toda i < k.

De esta forma podemos definir una funcién f: x — X de tal forma que para cada
i < k: fly) = x;, si y € B;, es decir, es constante x; en cada elemento B; de la

particion.

Esta funcion es continua dado que k es discreto y ademas |~ (A,)| = w.
Tomemos la extension de esta funcion a la compactacion de Stone-Cech de K,
Bf : Bk — clx(f[K]), pues clx(f[k]) es un compacto.

Para cada o < k definimos

Zo = [(BS)T (AN [ (Aa)]-

Entonces Z, C fr\k pues para cada « < k, se tiene que A,NIm(f) = AgN{zs: a <
k} = {x4}, de este modo f7(A,) = fT({za}) = Ba C k.

Afirmacion: Z, es un G de Bk.

Como A, es un G de X, entonces existe {U;: i < A} una coleccion de abiertos tales

que A, = ﬂ U;, de donde

1<

Ao Nvelx(f[8]) = [ Uil Nelx (f]k]),

i<A
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donde cada U; N elx(f[x]) es un abierto en clx(f[x]).
Por la continuidad de Sf, tenemos que (5f)[U; N elx(f[k])] es un abierto en fk.

Ademés

(BF)[Aa N elx (fIRD] = (BF)7[Aal,

asi

(B [Aa] = (BHTIU: N elx (f1]))-

1<

Por lo tanto (5f)7[As] es un G de Bk.

Por otra parte, podemos escribir A, = U{{aa}: an € Ay}, por lo cual X \ A, =

(X \ {aa}: aa € A}

Haciendo uso de esas observaciones

(BT (AN T (Aa)] = (BT (Aa)] N [BR N F7(Ad)]

(B (A)INBR\ F(A)] = (VBN Wi elx (FIDIN[ 18-\ {ba} : ba € f(Aa)}

<A

donde el segundo miembro de la interseccién es numerable ya que f7(A,) lo es. Por
lo tanto Z, es un G, de (k.

Veamos que {Z,: a < k} es una familia de conjuntos ajenos dos a dos.

Supongamos que existen ay,ay < K tales que Z,, N Z,, # 0. Sea z € Z,, N Z,,,

entonces

2 € [BF T (Aa)) NBFT(Ax) \ [f (Aay) U 7 (Asy)],

lo que quiere decir que 5f(z) € An, N Ay, Como {A,: a < Kk} es una particion de

X, entonces a1 = ay. Por lo tanto Z,, = Z,,.
Por lo tanto {Z,: a < k} es una particion en cerrados G, de Sk \ k.

O

El siguiente teorema nos permite relacionar a un espacio H-cerrado X, de cardinalidad

k y caracter \ con una extension H-cerrada de k y cuyo caracter esta acotado por A.
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Teorema 5.1.3. Sean A\, k cardinales infinitos. Entonces los siguientes son equiva-

lentes:

1. Existe un espacio H-cerrado X tal que | X |=k y x(X) = .
2. Eziste Y una extension H-cerrada de k tal que | Y |=k y x(Y) < A

3. Existe Z un espacio Hausdorff, compacto que puede ser particionado en k ce-

rrados no vacios G

Demostraciéon
1=2
Supongamos X es un espacio H-cerrado tal que | X |[=xky x(X) < A.

Del Lema 5.1.3 EX puede ser particionado con {k (z): x € X} que resultan ce-
rrados, no vacios G de EX. Ademas, como X es H-cerrado, por el Teorema 3.2.4

E X es compacto.

También notemos que | {k§ (z): © € X} |= K, pues | X |= k. Por el Teorema 5.1.2
Bk \ k puede ser particionado en x subconjuntos {F;: ¢ < k} cerrados, no vacios, G,
de Sk.

Aplicando el Lema 5.1.2, como cada elemento de la particion es GG, entonces Y =
kU{F;: i < k} satisface que x(Y) < A. Finalmente como los F; son una particion del

residuo, por el Teorema 5.1.1 Y es H-cerrado y

| Y |=[{F:i <Kk} |+r =k

2=3
Supongamos que Y es una extension H-cerrada de « tal que | Y |[=ky x (V) < A

Por el Lema 5.1.3 EY puede ser particionado por {ky (y): y € Y}, donde cada
elemento de la particiéon es un cerrado G, de FY. Ademas por el Teorema 3.2.4,

EY es compacto puesto que Y es H-cerrado.

3= 2
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Supongamos que existe Z un Hausdorff compacto tal que puede ser particionado en

k conjuntos cerrados G en Z.

Por el Teorema 5.1.2 fk \ k puede ser particionado en {F;: j < s}, x conjuntos

cerrados, no vacios G de (k.

Usando el Lema 5.1.2, bajo estas hipotesis Y = kU {F};: j < k} es una extension
H-cerrada de k tal que | Y |[=rky x(YV) < A

2=1
Es inmediato.

O

El siguiente corolario es importante, ya que vemos la forma de construir la extension

adecuada de k descrita en el Teorema 5.1.3

Corolario 5.1.1. Sean X wun espacio H-cerrado y | X |= Kk, entonces existe una

extension H-cerrada Y de k tal que | Y |=k y x(Y) < x(X).

Demostracion

Sean X un espacio H-cerrado, k =| X | y A = x(X).

1. Tomamos F X el absolutode X y kx : FX — X la funcién perfecta irreducible
y O-continua, tal que para cada ultrafiltro abierto fijo U, kx(U) = x, donde

{z} = a(U), esta funcién es caracterizada en el Teorema 3.2.1.

Usando el Lema 5.1.3 podemos asegurar que {(kx)“(z): x € X} forma una

particion de EX en k conjuntos Gy de tamano k.

Ya que EX es un espacio compacto, satisface las hipotesis del Teorema 5.1.2.
Imitaremos de cierto modo la prueba de este teorema para encontrar la particiéon

de Bk \ k en cerrados G).

Sabemos que existe f : Kk — EX tal que paracadaz € X, A, = f~((kx)" (2))

satisface que | 4, |= w.

Dicha funcién tiene una extensiéon continua a la compactacion de Stone-Cech
de &, es decir, existe Bf : fx — EX continua tal que (8f). = f.

2. Definamos

9 = Bfsr\s)
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y para cada r € X,
Fy = g% (kx (2)).
Afirmamos que {F,: x € X} es una particion en cerrados G de Bk \ k.

Notemos que como en la prueba del Teorema 5.1.2 la particion en A,’s, se
corresponden con los conjuntos A,. Y de la misma forma los Z,’s que utiliza-
mos en la prueba se corresponden con los conjuntos {F,: x € X}. Por lo cual

podemos afirmar que si conforma una particion en cerrados G de 5k \ k.

3. Sea Y = K U{F,: x € X} con la siguiente topologia: U C Y es abierto si

satisface alguna de las siguientes condiciones:

a) U C k.

b) Si F, € U, entonces F, C clg.(U N k).

Del Teorema 5.1.1, sabemos que en efecto se define una topologia en Y, lo
denotamos por la pareja (Y, 7y ). Ademas el espacio (Y, 7y) es H-cerrado y del
Lema 5.1.2, x(YV) < x(X).

Para finalizar esta seccion necesitamos la extension estricta del espacio Y construido
en el Corolario 5.1.1 para hacer un puente con la primera secciéon. Esta se define

de la siguiente manera:

Proposicion 5.1.2. Sea Y el espacio definido en el Corolario 5.1.1.

Sea B={T:T C K}, dondeT =TU{F,: T € ﬂ F,}, entonces B es base de abiertos

para una topologia en 'Y .

Denotaremos con la pareja (Y#,T#) a'Y dotado con la topologia generada por B.

Demostraciéon

1. A=Y, pues k € U para cualquier ultrafiltro U en k.

Por lo cual B cubre a Y.

2. Sean T}, Ty C k tales que T) N1y # 0.

Entonces
TlﬂfnglﬁTQU{Fx (TlﬂTQ) EﬂFx}:m2 GB
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Por lo tanto B es base para una topologia en Y. 0]

Denotaremos como Y7 al conjunto Y con la topologia generada por esta base.

Lema 5.1.4. Para cada U C Kk tenemos que:

U=UU{F,: F, Cclg.(U)}.

Demostracion

Sea U C k, entonces U = U U{F,: U € ﬂFx}

Por lo cual basta probar que {F,: F, C clg,(U)} = {F,: U € ﬂFx}
Sea F, tal que U € mFx, de donde, para todo p € F,, U € p.

Ahora bien, como k es discreto, del inciso 8 del Teorema 3.2.4, ¢l (U) = U U{p €
(B \ k): U € p}. Por lo cual F, C clg.(U).

Si suponemos que F, C clg,(U), ya que F, C (Sk\ k) tenemos que para todo p € F},
U € p. Por lo cual, U € ﬂFm

Por lo tanto U = U U {F,: F, C clg.(U)}.
U

Observacion: Para cada p € k, {p} = {p}, ya que los elementos del residuo son

ultrafiltros libres en k. Esto prueba en particular que & es abierto y discreto de Y.

Proposiciéon 5.1.3. Y# es un espacio Hausdorff.

Demostracion

Sean p,q € Y tales que p # q.

1. Sip,q € k.
De la observacion previa, {p} y {q} son abiertos en Y#, ademas p € {p}, ¢ € {q}
y {p} n{q} = 0.

2. SipcryqeY®\x.

Sea z, € X tal que ¢ = F,, . Para cada @ € F,, tenemos que & \ {p} € Q,
puesto que @ es un ultrafiltro y {p} ¢ Q por ser libre. Asi, k \ {p} € ﬂ F,.
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De esta manera podemos asegurar que {p} y /i/\{\p} son abiertos abiertos en
Y# tales que p € {p}, g € £\ {p} v {p} N x\ {p} = 0.

. SipgeY#\ &k

Sean x,y € X tales que p = F,, ¢ = F),.

Afirmamos que existen U,V C k ajenos, tales que F, C clg,.(U), F, C clg.(V).

Si suponemos que esto no es asi, entonces, para cualesquiera U,V C k tales que
F, Cclg(U) vy F,Cclge(V),UNV #£0.

Notemos que el hecho de {clg,(W): W C k} es una base de abiertos y cerrados
en Jr implica que existen V, y V, C P(k) tales que

Fo= () ca(U) v F,= () clax(V).

Uev, Vev,

Ahora, veamos que V,UV, es una familia con la p.i.f. En efecto, dados Uy, ..., U, €

Vey Vi,..., Vi €V, se tiene que

F, C(elau(Us) v F, () clpu(Vi).

i=1 i=1
Como [k es un espacio extremadamente disconexo,
n n m m

(elow(Us) = clae((YU) v [ clan(Vi) = clau([Vi)-

=1 =1 i=1 i=1

Por lo tanto, de nuestra suposiciéon inicial, tenemos:

Por lo tanto V, UV, tiene la p.i.f.
Por lo cual, existe un ultrafiltro en x, @ tal que V, UV, C Q.
El ultrafiltro @ debe ser libre pues

ng ﬂ UC (kN m s (U)) = kN F, = 0.

UeVy, Ueve

De donde Q € Bk \ k.
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Ya que x es discreto, si U C &, entonces clg.(U) = U U {p € (Br) \ k: U € p}.

Asi, para todo U € V, se tiene que U € @, por lo cual @ € clg.(U). En
consecuencia @) € ﬂ e (U).

Analogamente @ € ﬂ (V).
vev,

Por lo cual,

Qe () da(U) v Qe [ clau(V).

UEVs Vevy

Como consecuencia ) € F, N F,. Pero esto no es posible, pues F, y F, son

conjuntos ajenos.

Asi, podemos afirmar que existen U,V C &k, ajenos tales que F, C clg.(U) y
Fy g CZBR(V).

Por lo tanto U y V son abiertos en Y# tales que F, € U, F, e 1% y Unv =9.

En cualquier caso, existen los abiertos que separan a p y a ¢. Por lo tanto Y# es
Hausdorft.

Proposicion 5.1.4. El espacio Y es una extension H-cerrada de k.

Demostracion

Sea T, un abierto basico no vacio de Y7, entonces T= TU{F,:T € ﬂ F,}. Notemos
que T # 0, de donde T # 0 pues de lo contrario {F,: 0 € ﬂFx} # ), lo cual no es
posible ya que ﬂ F, es un filtro.

Asi kNT = kNT, que es no vacio para todo basico no vacio. Lo cuél quiere decir

que k es denso en Y. Y por lo tanto Y es una extension de k.

Para probar que Y# es H-cerrado tomaremos un filtro abierto ¢ en Y# y probaremos

que este tiene un punto de adherencia.
Tomemos F = {U Nk: U € U}, F una base de filtro en &, el cual esta contenido en
un ultrafiltro en x. Sea V un ultrafiltro en x tal que F C V.

1. Si V es un ultrafiltro fijo, entonces existe p € k tal que {p} € V. Ya que F C V,
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entonces para todo U € U, p € U. Lo que prueba que U converge a p; que es en

particular un punto de adherencia.

2. Si V es un ultrafiltro libre, es decir V € Bk \ k, entonces existe z € X tal que

V € F,, pues {F,: © € X} es particion del residuo.
Afirmamos que F, es un punto de adherencia de U.
Sea U C k tal que F, € U, comoV € F,y F, € U, entonces U € V.

Sea W € U, entonces W Nk € U, por lo cual W NU # (. En consecuencia
WU 0.

Finalmente, F), € cly4(W). Por lo tanto F, es un punto de adherencia de U.

Por lo tanto Y7 es H-cerrado.

O
Definicion 5.1.2. Sean R y S, espacios y ¢ : R — S una funcion. Dado A C R
definimos ¥ (A) = {s € S: ¢* (s) C A}.
El siguiente resultado es muy técnico.

Proposicion 5.1.5. Sean X un espacio H-cerrado, Y el espacio construido en el

Corolario 5.1.1 y Y7 la extension estricta de'Y.

Definimos Z = Y#\ k, con la topologia de subespacio de Y*. Definimos ¢ : Z — X
de la siguiente manera ¢(F,) = x. Entonces para g : fr \ k — EX utilizada en el
Corolario 5.1.1.

1. Si A C Z, entonces ¢[A] = (kx o g)[U{Fw F, € A}]

2. Dado B C Bk \ k, (kx 0 g)¥[B] = {z € X: (kx 0 g)"(z) C B}.

Para T C Kk,

O[T\ k] = {z € X: F, Cclsu(T)} = (kx 0 9)"[(clu(T)) \ ]

Demostracion
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1) Sea A C Z. Para cada F, € A, ¢(F,) = z, entonces

o(4) = |J o)} = H{r e X: Fr e A} = (kx 0 )| J{F2: i € A}).

FrecA
2) La primera parte se obtiene directamente de la definicion de (kx o g)%.
Sea T C k, T =T U{F,: F, C clg.(T)}. De donde
T\ k= {F,: Fyclg.(T)}.

Entonces
T\ K| ={z € X: F, Cclg(T)}.

Ademas, como (clg,(T) \ k) € (Bk \ k) de la primera igualdad del inciso 2 de esta

proposiciéon tenemos que

(kx o g)#[clg,{(T) \ k] ={r € X: (kxog) (x) Cclp:(T) \ K}

Donde F, = (kx o g)" (x). Por lo tanto

(kx 0 9)#[clpu(T) \ k] = {x € X: F, C clg.(T)}.

Por lo tanto

T\ K ={z € X: F, Cclgo(T)\ £} = (kx 0 9)*[clge(T) \ k).

El siguiente teorema es crucial para ligar las secciones uno y dos de este capitulo.

Teorema 5.1.4. Sea ¢ : Z — X definida en la Proposicion 5.1.2, ¢ es una

funcion biyectiva y abierta.

Demostracion

1. Por construccion de la funciéon ¢ tenemos que es una funciéon biyectiva. Veamos

ahora que ¢ es abierta.
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2. Sea T \ 7" un abierto basico de Z, entonces

SI\T] = (kxog)*[clsx(TI\T] = X\(kx0g)[Z\(clae(TI\T)] = X\(kx09)[Z\clsu(T)],

como (ky o g) es cerrada, ya que ky es una funcion perfecta y ¢ es una funcion
continua cuyo dominio es compacto, por lo cudl es cerrada. Asi X \ (kxo0g)[Z\

clg,(T)] es un abierto en X.

O

Este podria ser considerado como la piedra angular del trabajo, donde se ve reunido

todo el trabajo realizado hasta ahora.

Teorema 5.1.5. Si X es un espacio H-cerrado infinito tal que |X| = k, entonces

existe hk una extension H-cerrada de k tal que hk \ k es homeomorfo a X y x(hk) <
X(X).
Demostracion

Por el Teorema 5.1.3 (2), el espacio Y = k U{F,: z € X}, es una extension H-
cerrada de  tal que x(Y) < x(X).

Considerando la extension estricta Y# del espacio Y y Z = Y# \ .

Ya hemos probado que Y# es una extensiéon H-cerrada de x. De acuerdo con el
Teorema 5.1.4, ¢ : Z — X es biyectiva y abierta, de forma equivalente ¢!, es

una funcién biyectiva y continua.

Aplicando el Teorema 5.0.2, existe hx una extension H-cerrada de k tal que hx \ k
es homeomorfo a X y x(hx) < maz{x(X), x(Y#)}.

Ya que x(Y) < x(X), resta probar que x(Y#) < x(Y).

Como los puntos de x son aislados en Y#, probaremos que para toda =z € X,
X(Fe, YF) < x(Y).

Sea r € X, y tomemos By una base local de F, en el espacio Y podemos suponer
que | By |< x(Y).

Digamos que By = {W,: a < A}, para A = x(Y).
Para cada a <\, F, C clg,, (W, N k).
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Definimos By = {W/{: a < A}, esta es una familia de vecindades abiertas de F,
en Y# que satisface | By |=| By |< \.

Basta probar que By es una base local de F, en Y#.

Sea U C & tal que F, € U, es decir, F, C clg,(U). Asi U U {F,} es un abierto de Y.
Por lo cual existe a < A tal que W, C U U{F,}, ya que By es una base local de F,
en Y. Entonces W, Nk CU.

Observacion: mﬁ C U.

Sea F, € W, N, entonces F, C clg(Wa N k) C clge(U), asi F, € U.

Por lo tanto By es una base local de F, en Y#, de donde x(F,, Y#) <| By |< x(Y).
Por lo cual x(Y#) < x(Y) < x(X).

Por lo tanto x(hk) < x(X). O

Con nuestros resultados podemos asegurar que si X es un espacio H-cerrado infinito,
entonces X es homeomorfo al residuo de una extension H-cerrada de un espacio
discreto D.

5.2. Resultado principal

Del Teorema 5.1.5 sabemos que dado un espacio H-cerrado X tal que | X |= &

podemos encontrar hk, una extension H-cerrada de k tal que X es homeomorfo a
hi\ K.

A continuaciéon vamos a acotar el cardinal de una extension H-cerrada de un espacio
discreto con la finalidad de acotar el tamano de hk. Para ello utilizaremos la técnica

utilizada en la demostracion de la desigualdad de Arhangel’skii.
Teorema 5.2.1. Sea X una extension H-cerrada de un espacio discreto D.

Entonces | X| < 2X5,

Demostracion

Sean k = x(X) y ¢ : P(D) \ {0} — D una funcion de eleccion, es decir, para todo
A C D no vacio se satisface que ¢(A) € A.
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Dado A C X, tal que |A]| < 2%, entonces, del Teorema 4.0.1

lclx (A)] < d(clx (A))Xtx (A,

Ademas, como A es denso en clx(A) y x(clx(A)) < x(X), tenemos que
d(ch(A))X(ClX(A)) <l A |X(X)§ (28)F = 2",

Por lo tanto | clx(A) |< 2".
Para cada 2 € X fijamos una base de vecindades V, = {G(z,a): a < k}.

Y dados FF C X y h: FF — k, definimos el abierto G(F,h) = U G(z, h(z)).

zeF

Vamos realizar una construccion recursiva para obtener una sucesion creciente de

subconjuntos de D, {A,: o < Kk} que cumpla las siguientes condiciones:

a) Para todo a < k, | A, |< 27,

b) Para cada conjunto finito I’ C ch(U A,) y cada funcion h : F — &, si D \
G(F,h) # 0, entonces (D \ G(F, h)) EWZZ.

Base de induccion « = 0.

Sean dy € Dy Ay = {dp}.

Sea av < K, y supongamos que hemos definido A, para cada v < a.

Definimos

Ao =|J A U{(D\G(F,h)): F € dx | A, h: F — k, D\ G(F,h) # 0}.

<o y<a

Como cada uniendo tiene cardinal menor o igual a 2" y tenemos menos de x uniendos,

| U A, |< 2%, por lo cual, ]ch(U A,)| < 2% Asi, existen a lo més 2% pares (F,h),
y<a y<a

donde F' es un conjunto finitoy h : F' — k.

Lo que prueba que | A, |< 27 4 2% = 27,

Lo que concluye la construccion pues A, satisface las condiciones a) y b).
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Definamos Y = clx( U An).

a<lk

Veamos que Y = U cxA,.

a<k

Claramente U clx(Ay) CY.

a<lk

Para la otra contenciéon basta probar que U clx(A,) es cerrado en X.

a<k

Sea x € X \ U clx(Ay), es decir, para toda o < Kk, x ¢ clx(A,). Como V, es una
a<k

base local para x, para cada o < k existe V,, € V, tal que V,, C X \ clx(A,).

Ya que | V, |< k, existe S C x7, cofinal en k™ y V € V, tal que para todo a € S,
V C X\ cdx(A,). Como S es cofinal en £ y la familia {X \ clx(A,): o < Kk} es

decreciente, entonces

VC )X\ dx(Aa) =X\ | clx(4a).

a<lk a<lk

Por lo que X\ U clx(Aa) es abierto, por lo tanto U clx(Ay) es cerrado.

a<k a<lk
Como U A, C U clx(Aa),
a<k a<k

clx (| Aa) C ex (| elx(Aa)) = | elx(Aq).

a<lk a<lk a<lk

Por lo tanto Y C U clx(Aas). Y en consecuencia Y = U clx(Aa).

a<k a<k

Por construccion | U A, |< 2" de donde | U cx(Ay) |< 2"

a<lk a<lk

Para terminar probaremos que X =Y.
Supongamos que X \ Y # 0.

Ya que D es un espacio discreto y X es una extension de D, del Teorema 1.1.2, D
es abierto en X. Puesto que A, C D, el conjunto A, es abierto en X. De donde Y es

un cerrado regular de X y por tanto es también un espacio H-cerrado ya que X lo es.
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Ya que D es denso y X \ Y es abierto y no vacio, existe d € D\ Y. Para cadax € Y,
x # d. Por lo cual existe a, < k tal que d ¢ G(zx, o).

Definimos h : Y — &, h(x) = a,.

De esta manera la familia {G(x,h(x)): © € Y} forma una cubierta abierta de Y,

como este es H-cerrado, existe un conjunto finito F* C Y tal que
Y = cy (| G(z, h(z))).
zeF

Asi, por la definicion de G(F, h), tenemos que este conjunto es denso en Y.

Ya que F es finito y {A,: a < Kk} es una sucesion creciente, debe existir o < k de tal

forma que F' C clx( U A.), esto pues la union de todos es Y.
<o

De la condicion b), como D\ G(F, h) no es vacio, p = (D \ G(F,h)) € A, C D. Esto
no es posible puesto que p € Y es aislado y p ¢ G(F,h), lo que contradice el hecho
de que G(F,h) es denso en Y.

Por lo tanto X =Y, y en consecuencia | X |< 2", O

Hemos llegado al punto cumbre del trabajo. Hemos desarrollado la teoria necesaria
para que nuestro resultado principal parezca facil de probar después del recorrido que

hemos realizado.

Ahora la tarea de acotar k, el cardinal de un espacio H-cerrado X arbitrario sera
practicamente una consecuencia inmediata del Teorema 5.1.5, con el cuél hallamos
hk, una extension H-cerrada de k, para la cuédl sabemos acotar el caracter y cuyo
residuo es homeomorfo a X. Y del Teorema 5.2.1 con el que acotamos el cardinal

de la extensiéon hk.

Teorema 5.2.2. Sea X un espacio H-cerrado, entonces | X |< 2X(0).

Demostracion

Del Teorema 5.1.5, si k =| X |, entonces existe hx, una extension H-cerrada de x

tal que hk \ £ es homeomorfo a X y y(hr) < x(X).
Aplicando el Teorema 5.2.1 a hk, | hr |< 2X0%),

Por lo tanto | X |<| ha |< 2X0%) < ox(X), 0
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Apéndice A

Algebras de Boole y el Teorema de

representacion de Stone

A.1. Algebras de Boole

Daremos un breve recorrido por unas estructuras algebrédicas sumamente tutiles para
nuestros fines, las dlgebras de Boole para posteriormente adentrarnos en los teoremas

de representacion y dualidad de Stone.

Para ello comenzaremos estudiando estructuras mas simples y finalmente al caso que

nos ocupa.

No incluiremos las demostraciones correspondientes sino hasta el Teorema de Repre-

sentacion de Stone.

Definicién y propiedades basicas.

Definicion A.1.1. Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y B C A entonces
a es cota superior de B (andlogamente inferior) si b < a, para todo b € B (a <'b,
para todo b € B).

Para B acotado superiormente llamamos sup(B) a la minima de dichas cotas, andlo-

gamente si B es acotado inferiormente inf(B) a la mayor de dichas cotas inferiores.

Notacion: VB denota a sup(B) y AB a inf(B).

Si dichos elementos pertenecen a B, entonces reciben el nombre de maximo y minimo

respectivamente.
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Definicién A.1.2. Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado, este serd una
semi reticula superior (respectivamente inferior) si para todos a,b € A existe a V' b

(respectivamente a A b).

Una reticula serd completa superiormente si para todo ) # B C A, existe VB (andlo-

gamente para una reticula completa inferiormente).

Denotaremos estas reticulas por (A, V, ).

Como ejemplos podemos tomar X un espacio topologico, Z(X) la coleccion de nulos
de X, entonces el conjunto parcialmente ordenado (Z(X),C), forma una reticula

tomando V = U y A = N (esta ultima s6lo podemos garantizarla para cantidades

numerables).

O bien si denotamos B(X) como la coleccion de abiertos y cerrados del espacio,
entonces el conjunto parcialmente ordenado (B(X), C) con la union y la interseccion,

forma también una reticula.

Definicion A.1.3. Sea (A,V,A) una reticula, diremos que esta es distributiva si
satisface a NV (bA¢c) = (aVD)AN(aVe)yaN(bVe) = (aNb)V(aAc) para todos
a,b,c e A.

Definicién A.1.4. Sea (A,V,A) una reticula acotada con mdzrimo y minimo, deno-

tados por 1 y 0 respectivamente.

Sea a € A llamaremos complemento de a al inico elemento b € A tal que aVb=11y

aAb=0, denotamos este elemento como a'.

Una reticula que posee todos sus complementos es llamada una reticula complemen-

tada esta serd denotada como (A,V,N\,").

Con este bagaje previo podemos llegar a la definiciéon que necesitamos.
Definicion A.1.5. Una reticula con mdzimo y minimo, distributiva y complementada

(A,V,N\,") es conocida como un dlgebra de Boole.
Ejemplos:

» Para un conjunto X, (P(X),U,N,") donde A" = X \ A, es un dlgebra de Boole.
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» Para un espacio topologico X, (B(X),U,N,”) donde A" = X \ A es un dlgebra
de Boole.

» Sea X un espacio topolégico y RO(X) la coleccion de abiertos regulares del
espacio, entonces (RO(X), V,N,") donde AVB = int(cl(AUB)) y A" = X\cl(A),

define también un dlgebra de Boole.

Proposicion A.1.1. (Propiedades de un dlgebra de Boole)

Sea (B,V,A,") un dlgebra de Boole, entonces:

1. Leyes de De Morgan, (aVb) =da ANV y (aNb) =d V.
2.d"=a,0=1y1=0.
3. a<bsiysolosib <ad.
aNb=0 siysdlosib<a.
aVb=1 siysdlosia <b.
Definicion A.1.6. Sean (A,Va,A4,) vy (B,Vg, A, ) dos dlgebras de Boole.

Y f € F(A,B), f recibe el nombre de morfismo de dlgebras de Boole si satisface:

1. flaVab) = f(a) Vs f(b).
2. flaAhab) = f(a) Ag f(b).
3. fla) = (f(a))

Observacion: f(04) =0y f(1la) = 15.

Definiciéon A.1.7. Si f es biyeccion y f~' es también un morfismo de dlgebras de
Boole, entonces este recibe el nombre de isomorfismo de dlgebras de Boole.

Nota: Basta con pedir que f sea una biyeccion y morfismo de algebras para asegurar

que este es un isomorfismo.

Proposicion A.1.2. St ¢ es un morfismo de orden entre dos dlgebras de Boole,

entonces es un morfismo de dlgebras de Boole.
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Definicién A.1.8. Diremos también que B un dlgebra de Boole es completa si lo es

como reticula.

Habiendo desarrollado un poco el concepto de dlgebra de Boole procederemos ahora

a desarrollar el concepto fundamental para el teorema de representacion de Stone.

Definicion A.1.9. Sean B un dlgebra de Boole y F C B.

s F es base de filtro en B si:
a) F#£10

b) Para todos a,b € F existe c € F tal que c <aAbyc#0

= St ademds satisface

c)ae F ybe B tal que a < b, entonces b € F, entonces F es un filtro en B.

= Si F satisface: Dado G un filtro tal que F C G, entonces F = G, entonces F

recibe e nombre de ultrafiltro en B.

s F es un filtro primo si dados a,b € B tales que a Vb € F, entonces a € F o
be F.

Proposicion A.1.3. (Propiedades de filtros y ultrafiltros)

Sea B un dlgebra de Boole y F un filtro en B

1. Sia,b e F, entonces (a ANb) € F.
2. F estd contenido en algin ultrafiltro.
3. Son equivalentes:

a) F es un ultrafiltro en B.
b) Sea a € B tal que a Nb # 0 para todo b € F, entonces a € F.
c) F es un filtro primo en B.

d) Sea a € B, entonces a € F o bien a’ € F.
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A.2. Teorema de representacion de Stone

A lo largo de esta seccidon expondremos una relacion entre las clases de Algebras de
Boole completas e isomorfosmos booleanos y las clases de espacios compactos cero

dimensionales y funciones continuas.

Dicho en otras palabras estableceremos una relaciéon entre la categoria de espacios
compactos cero dimensionales y la de dlgebras de Boole completas. Dicho resultado es

mejor conocido como el teorema de representacion de Stone.

En adelante supondremos que toda algebra de Boole no es trivial.

Definicion A.2.1. Sea B un dlgebra de Boole, definimos:
S(B) =A{U: U es un ultrafiltro en B}.

Y dado a € B la asignacion A\: B — P(S(B)), definida como Aa) ={U € S(B): a €
Ut.

Proposicion A.2.1. Sean B un dlgebra de Boole y a,b € B, entonces:

2. Ma Vv b) = Aa)UA(D).
3. Ma Ab) = Aa) N D).

4. M) = S(B)\ Ma).
Demostracion

1. Sea U un ultrafiltro, entonces 0 ¢ U, por lo tanto A(0) = 0.
Ademas, 1 € U por ser un filtro, por lo tanto A\(1) = S(B).
2. Sea U € A(a Vv b), entonces (a Vb) € U y dado que un ultrafiltro es también

un filtro primo, tenemos a € U o b € U, es decir U € (A(a) U A(b)). La otra

contension se prueba de forma completamente analoga.

3. Sea U € Aa Ab), entonces (a Ab) € U, dado que (a Ab) < a,b, se tiene que
a,b € U de donde U € A(a) y U € A(b), por lo tanto U € (A(a) N A(D)), y asi
Ala Ab) C (A(a) N A((D)).
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Si tomamos U € (A(a) N A(D), entonces a,b € U por lo que (a Ab) € U y de esta
manera podemos verificar que U € A(a A b), por lo cual A(a) N A(b) C A(a AD).

4. Sea a € B, entonces ) = A(0) = Aa A d’) = Aa) N A(d).
Y S(B) = A1) =AaVd)=X\a)UXd).
Por lo tanto A(a’) = S(B) \ Ma).

O

Corolario A.2.1. Si tomamos A = {\(a): a € B}, este define una base de abiertos

para una topologia en S(B).

Definicién A.2.2. (Espacio de Stone)

Sea B un dlgebra de Boole completa, entonces S(B) dotado de la topologia inducida
por A es llamado el espacio de Stone de B.

Nota: Dado que para todo a € B se tiene A(a) = S(B) \ \(da'), cada A(a) es también
un cerrado en S(B).

Por lo tanto S(B) es un espacio cero dimensional.

Teorema A.2.1. (de representacion de Stone)

1. S(B) es un espacio compacto.
2. A =B(S(B)).

3. X es un isomorfismo booleano de B en B(S(B)).

Donde B(S(B)) denota la coleccion de abiertos y cerrados del espacio S(B).

Demostracion

1. Probaremos primero que el espacio S(B) es Hausdorff.

Sean U,V € S(B) tales que U # V), entonces existe a € B de tal forma que
a €U\ V,ycomo V es un ultrafiltro, a’ € V de donde U € A(a) y V € A\(d'),

asf A(a) y A(a') son los abiertos ajenos que estabamos buscando.
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Ya hemos mencionado el por qué el espacio S(B) es un espacio cero dimensional,
asi que solo resta verificar su compacidad, para ello probaremos que si F es un
filtro de cerrados en S(B), entonces ﬂ]—“ # 0.

Sea F un filtro de cerrados en S(B), definimos G = {a € B: F C X a), F € F},
dado que A es también una base de cerrados para S(B), tenemos que ﬂ}" =

() AMa)

a€g

Si aj,ay € G, entonces existen Fy, Fy € F tales que F; C ANay) y Fo € Aag)
de donde () # (F1 N F3) € Aaq) N A(az) = A(ag A az). Como F es un filtro de
cerrados, F1 N F, € F, por lo cual a; A as € G. De esta forma podemos afirmar

que G es base de filtro en B.

Para verificar que es un filtro tomemos a € G y b € B tal que a < b, entonces
dado que a € G, existe F' € F tal que F' C A(a). Y como A(a) C A(b) se tiene
F C X\(b) por lo que b € G. Y ahora podemos afirmar que G es un filtro en B
que podemos extender a un ultrafiltro en B, digamos que U/ es dicho ultrafiltro.
Asi U € A(a) para todo a € G, por lo tanto U € ﬂ AMa) = ﬂ]-“.

acg

Por lo tanto S(B) es compacto.

. También hemos hecho notar que A C B(S(B)). Asi pues, si tomamos C' €
B(S(B)), asi como C' es abierto y A es base, existe D C B tal que C' = U Aa)

a€D
Ahora bien, dado que C' también es cerrado y S(B) es compacto, C' es también

compacto por lo cual, ex1ste una subcolecmon finita {ai,...,a,} C D tal que

C = U)\ a;), ademas U)\ a;) = )\(\/ a;), de donde C' € A.

=1 =1 =1

Por lo tanto A = BS(B).

. Se ha visto también que la asignaciéon A es un morfismo de dlgebras de Boole y
del inciso previo es también suprayectivo. Demostraremos ahora que es también

inyectivo.

Sean a,b € B tales que a # b, entonces podemos suponer a > b, de donde
a\b # 0, si tomamos G = {c € B:a\b < c}, este genera un filtro en B
que puede ser extendido a un ultrafiltro U en By asi (a \ b) € U, esto implica
Ue Xa\b)=XaAb)=Xa)N ), por lo cual U & A(b).

Por lo tanto A(a) # A(b).

Y concluimos que A es un isomorfismo de dlgebras de Boole.
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O

Del teorema de representacion de Stone podemos concluir que toda algebra de Boole
B tiene una representacion topologica, como el dlgebra de Boole de abiertos y cerrados

de un espacio compacto, cero dimensional llamado S(B), el espacio de Stone de B.
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