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formalismo de integrales de trayectoria

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE:
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R E S U M E N

En el presente trabajo se estudia a profundidad un concepto fundamental de la teorı́a de infor-
mación cuántica, el Tensor Geométrico Cuántico. Esto con la finalidad de generalizar su método
de obtención basado en integrales de trayectoria, de modo que sea posible conseguirlo para
estados excitados arbitrarios y considerando variaciones tanto en el espacio de parámetros como
del espacio fase.

Para ello se utilizó el formalismo de la función de Wigner de la mecánica cuántica, ası́ como
las propiedades de las integrales de trayectoria y una regularización energética. Suponiendo un
sistema que en un inicio (de t = −∞ a t = 0) está descrito por un hamiltoniano, Hi = H y después
de t = 0 se perturba el sistema para estar descrito por Hf = H+ δH donde

δH =
∂H

∂zA
δzA (0.1)

con
zA = (qi,pi, λa). (0.2)

se obtuvo que el TGC estará dado por

G
(n)
AB =

−1
 h2

∫t0
−∞ dt1

∫∞
t0

dt2[〈OA(t1)OB(t2)〉n − 〈OA(t1)〉n 〈OB(t2)〉n], (0.3)

Con este método generalizado se encontraron nuevas Curvaturas de Berry (siendo esta la parte
antisimétrica del tensor), y Métricas de Información Cuántica (la parte simétrica). Diferenciándose
las estándar al contener la información correspondiente a las variaciones del espacio fase.
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I N T R O D U C C I Ó N

El punto de vista geométrico de la mecánica cuántica ha sido altamente relevante en su desarrollo
moderno, donde la primera gran realización de estas ideas fue gracias a la introducción del tensor
geométrico cuántico por Provost y Vallee [1]. Este concepto está compuesto por dos partes, la real
es el tensor métrico cuántico del cual es posible obtener la llamada fidelidad cuántica [2]. Mientras
que la imaginaria, llamada curvatura de Berry, es la que posteriormente serı́a identificada como la
curvatura básica de la conexión de Berry [3].

El objetivo principal de este trabajo de tesis es estudiar al tensor geométrico cuántico utilizando
conceptos que parten del método de cuantización de Feynman, las integrales de trayectoria [8][9].
Además, se muestra por primera vez como extender estas ideas para considerar no solo el estado
base del sistema cuántico, sino los diferentes estados excitados de este. Al mismo tiempo se
amplı́a el concepto del espacio de parámetros para incluir también al espacio fase.

En la parte inicial del texto se examinan todas las bases necesarias, empezando en el primer
capı́tulo por las nociones fundamentales de la mecánica cuántica como lo son lagrangianos,
hamiltonianos, el cuadro de Schrödinger, la ecuación de Schrödinger, la ecuación de evolución,
el cuadro de Heisenberg, kernels y funciones de Green. Esto para dar paso a las integrales de
trayectoria, el producto cronológico de operadores y a la funcional generadora de las funciones
de Green, dando como ejemplo de esta sección el cálculo del propagador de Feynman para el
oscilador armónico generalizado.

En el segundo capı́tulo se centra en las ideas provenientes de la teorı́a de información cuántica,
particularmente los cubits, los estados puros, la fidelidad, la evolución adiabática, la fase de Berry,
el tensor métrico cuántico y finalmente el tensor geométrico cuántico (TGC). Dando con cada
uno de ellos los métodos estándar para calcularlos mediante la función de onda del sistema. Con
estas herramientas en el tercer capı́tulo se calcula el TGC para dos sistemas concretos: el oscilador
armónico generalizado y los osciladores simétricamente acoplados.

En la segunda parte de la tesis, se trata al método de integrales de trayectoria para obtener el
TGC cuya ventaja sobresaliente, con respecto al anterior, es que no se requiere conocer a la función
de onda del sistema para obtenerlo. La desventaja de este es que solo funciona bajo variaciones
en el espacio de parámetros y en el estado base. Por estas razones, se generaliza en el cuarto
capı́tulo para que pueda emplearse está técnica alternativa en estados excitados, obteniendo ası́ los
mismos resultados (al variar el espacio de parámetros) que los encontrados mediante el método
estándar. Además con esta técnica generalizada se obtienen nuevas métricas y fases de Berry para
variaciones del espacio fase. Esta sección se concluye con la demostración de la equivalencia entre
ambas metodologı́as: la estándar y la nueva versión con integrales de trayectoria.
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12 introducción

En el quinto capı́tulo se vuelven a calcular los TGC para los sistemas mencionados anterior-
mente pero ahora con el nuevo método, esto para ejemplificar su equivalencia, y en el sexto se les
obtiene su nuevo tensor de variaciones en el espacio fase. Este trabajo culmina con un capı́tulo de
conclusiones en el cual se resaltan los logros del método extendido haciendo las comparaciones
pertinentes con el estándar.

A cualquiera que acabe leyendo esta tesis, si surge alguna duda siéntete libre de mandarme un
correo a sergio1@ciencias.unam.mx, espero que mi trabajo haga más fácil el tuyo.



Parte I

B A S E S





1
C O N O C I M I E N T O S E L E M E N TA L E S

Como la teorı́a de información cuántica y la teorı́a cuántica de campos utilizan gran cantidad de
conceptos provenientes de la mecánica clásica, relatividad especial y mecánica cuántica, es conve-
niente revisar brevemente algunos de ellos antes de entrar de lleno en temas de mayor complejidad.

1.1 Lagrangianos , hamiltonianos y ecuaciones de movimiento

Uno de los problemas centrales de la fı́sica es poder describir y predecir el movimiento de los
cuerpos que pueden sufrir distintas interacciones entre ellos. Para un sistema dado, la descripción
completa de su movimiento está codificado en su lagrangiano (o función de Lagrange), que se
define de la siguiente manera

L(q1,q2, . . . ,qn, q̇1, q̇2, . . . , q̇n, t) = T − V , (1.1)

siendo T la energı́a cinética y V la potencial. Además, las trayectorias reales que tomará la
partı́cula serán aquellas que extremen la acción, dada por

S =

∫t
t0

dtL. (1.2)

Si esto ocurre δS = 0 y se obtienen las ecuaciones de movimiento correspondientes para cada una
de las qa, siendo dadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d

dt

∂L

∂q̇a
−
∂L

∂qa
= 0; a = 1, 2, . . . ,n. (1.3)

Es conveniente muchas veces observar claramente si el lagrangiano depende explı́citamente
del tiempo o hacer que el movimiento esté descrito por un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden, esto se logra a través del hamiltoniano (o la función de Hamilton).
Para poder describir esta función es necesario primero definir el momento generalizado,

pa ≡
∂L

∂q̇a
, (1.4)

notemos que hay uno asociado a cada coordenada generalizada qa. Utilizando el momento
generalizado y el lagrangiano, el hamiltoniano se define a través de la transformada de Legendre,

H(p,q, t) ≡ paq̇a − L, a = 1, 2, . . . ,n . (1.5)

15



16 conocimientos elementales

En el formalismo hamiltoniano el movimiento está descrito por las ecuaciones canónicas (o
ecuaciones de movimiento de Hamilton) [4]

∂H

∂pa
= q̇a; a = 1, 2, . . . ,n , (1.6)

∂H

∂qa
= −ṗa; a = 1, 2, . . . ,n , (1.7)

∂H

∂t
= −

∂L

∂t
. (1.8)

de las cuales es fácil observar que si L no depende del tiempo, H es una constante de movimiento.

Pero en mecánica clásica, una partı́cula está descrita en su totalidad cuando se conocen su
posición y momento para todo tiempo, o dicho de otro modo, cuando se tienen sus ecuaciones de
movimiento y condiciones iniciales. Pero no todo en la naturaleza puede ser descrito mediante
estas ideas [5], por lo que es necesario ampliarlas mediante el formalismo de mecánica cuántica.

1.2 Mecánica Cuántica

En mecánica cuántica un estado fı́sico es representado por un vector de estado llamado ket, que
reside en un espacio vectorial complejo, y es denotado por |α〉. Este ket es postulado a contener
la información completa del estado fı́sico; todo lo que nos es posible preguntarnos del estado
está contenido en el ket. Además del espacio de kets, existe uno ”dual” a este, el espacio de bras.
Postulamos que por cada ket |α〉 existe un bra 〈α| en una correspondencia uno a uno donde estos
entes viven en un espacio de Hilbert.

Dados un bra y un ket hay dos posibles tipos de objetos que se pueden formar, un número
complejo a través del producto interno, el braket 〈α|β〉 o un operador |α〉 〈β| que puede ser repre-
sentado por una matriz cuadrada de tamaño N [6] .

Para describir la evolución de un sistema mecánico cuántico usualmente se utilizan 2 descrip-
ciones o cuadros equivalentes, difiriendo principalmente en qué es lo que cambia en el tiempo,
pudiendo ser los operadores o la función de onda; a estas descripciones se les conoce como cuadro
de Schrödinger y cuadro de Heisenberg.
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1.2.1 Cuadro de Schrödinger

En esta descripción los operadores son independientes del tiempo, es decir, para los operadores
de momento y coordenada generalizada se cumple que ∂tq̂ = 0, ∂tp̂ = 0. Por otra parte, para las
funciones de onda se tiene que ψ(q, t) = 〈q|ψ, t〉 y que ψ(p, t) = 〈p|ψ, t〉, donde los operadores
cumplen las siguientes reglas de conmutación:

[q̂a, q̂b] = 0, (1.9)

[p̂a, p̂b] = 0, (1.10)

[q̂a, p̂b] = i hδab, (1.11)

debido a estas reglas de conmutación se obtiene el conocido principio de incertidumbre de Heisenberg,
que establece la imposibilidad de conocer certeramente tanto la posición como el momento de
una partı́cula a un tiempo dado,

∆q∆p >
 h

2
. (1.12)

Con los eigenkets (o kets propios) de estas observables se define una base de la forma [4]

q̂ |q〉 = q |q〉 , (1.13)

p̂ |p〉 = p |p〉 , (1.14)

que es completa, por lo que cumple la propiedad de cerradura∫∞
−∞ dq |q〉 〈q| = I, (1.15)

∫∞
−∞ dp |p〉 〈p| = I, (1.16)

nótese que aquı́ I es la matriz identidad.

En la representación del espacio de posición se utiliza la base |q〉 y el operador p̂ queda definido
como

p̂a ≡ −i h
∂

∂qa
, (1.17)

y la condición de ortogonalidad está dada por una delta de Dirac de la siguiente manera〈
q ′
∣∣q〉 = δ(q ′ − q). (1.18)

La conexión entre las bases q̂ y la de p̂ es

〈q|p〉 = e
i
hpq

√
2π h

. (1.19)
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Es posible pasar de la representación de posición a la de momentos (o al revés) a través de la
transformada de Fourier

ψ(q) =

∫∞
−∞ dp

e
ipq
h ψ(p)√
2π h

, (1.20)

ψ(p) =

∫∞
−∞ dq

e−
ipq
h ψ(q)√
2π h

. (1.21)

Debe notarse que toda evolución temporal dentro del cuadro de Schrödinger recae en la función
de onda y no en los operadores, dicho de otro modo, los operadores no dependen del tiempo y
la dependencia temporal se encuentra en la función de onda ψ = ψ(q, t) = 〈q|ψ, t〉. Para hacer
evolucionar en el tiempo a la función de onda se requiere de la ecuación de evolución.

1.2.2 Ecuación de Schrödinger y ecuación de evolución

La ecuación de Schrödinger está dada por

Ĥψ(q, t) = i h∂tψ(q, t), (1.22)

o escrita en notación de Dirac con el operador P̂t ≡ −i h∂t,

〈q| P̂t + Ĥ |ψ, t〉 = 0. (1.23)

De la ecuación de Schrödinger se obtiene la ecuación de evolución

|ψ, t〉 = e
−i
 h Ĥ(t−t0) |ψ, t0〉 , (1.24)

la cual se utiliza para llevar al ket de estado |ψ, t0〉 del tiempo inicial t0 a un tiempo posterior t
mediante el operador de evolución dado por

U(t, t0) = e
−i
 h Ĥ(t−t0). (1.25)

Un error común es pensar que conforme el tiempo transcurre, todos lo kets en el cuadro de
Schrödinger evolucionan, esto no es cierto, el punto importante es distinguir entre el compor-
tamiento de los kets de estado |ψ, t〉 de los kets base |q〉.

En (1.13) y (1.14) se remarcó que los eigenkets de observables se usarán como kets base. ¿Qué
sucede con la ecuación de eigenvalores

Â |a〉 = a |a〉 (1.26)

al transcurrir el tiempo? En el cuadro de Schrödinger, Â no cambia, ası́ que los kets base, obtenidos
como solución de esta ecuación de eigenvalores, al tiempo t0 por ejemplo, deben permanecer
estáticos. A diferencia de los kets de estado, los kets base no cambian en el cuadro de Schrödinger
[5] [6].
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Pero observemos que hasta el momento solo hemos dado la evolución temporal a los Kets de
estado, de manera alternativa podemos seguir el cuadro de Heisenberg.

1.2.3 Cuadro de Heisenberg

En contraste con el cuadro de Schrödinger en el que los operadores correspondientes a observ-
ables como p̂ y q̂ son constantes en el tiempo, en el cuadro de Heisenberg los operadores varı́an con
el tiempo; los kets de estado son fijos, congelados de cierta forma a lo que fueron al tiempo t0 [6].
Por lo que

∂t |ψ〉H = 0. (1.27)

Es importante notar que la función de onda en el cuadro de Heisenberg está dada por la de
Schrödinger siendo fijada a un tiempo particular t0, i.e., |ψ〉H = |ψ, t0〉 (en general se fija t0 = 0).

En este cuadro los operadores cargan con la evolución temporal y serán descritos a partir de los
conocidos al tiempo t0 (o los del cuadro de Schrödinger) junto con el operador de evolución de la
siguiente manera[4]:

|q, t〉 = e
i
h (t−t0)Ĥ |q, t0〉 = U†(t, t0) |q〉S = e

i
h (t−t0)Ĥ |q〉S , (1.28)

|p, t〉 = e
i
h (t−t0)Ĥ |p, t0〉 = U†(t, t0) |p〉S = e

i
h (t−t0)Ĥ |p〉S , (1.29)

o dicho de otro modo,

q̂H(t) = e
i
 h (t−t0)Ĥq̂e

−i
 h (t−t0)Ĥ, (1.30)

p̂H(t) = e
i
 h (t−t0)Ĥp̂e

−i
 h (t−t0)Ĥ. (1.31)

Es importante resaltar que para obtener las reglas de conmutación impuestas por (1.9), (1.10) y
(1.11) dentro de este cuadro, los operadores deben de estar a tiempos iguales.

Para un operador en el cuadro de Schrödinger ôS que no depende explı́citamente del tiempo se
tiene la siguiente ecuación diferencial para su contraparte del cuadro de Heisenberg ôH

dôH
dt

=
1

i h
[ôH, Ĥ] =

1

i h
(ôHĤ− ĤôH), (1.32)

con la que es posible dar la evolución temporal del operador. Esta ecuación es conocida como la
ecuación de movimiento de Heisenberg [6][5].
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1.3 Kernels y funciones de Green

De la ecuación de evolución (1.24) se observa que la función de onda evoluciona gracias al llamado
Kernel de la ecuación de Schrödinger de la forma,

ψ(q, t) =
∫∞
−∞ dq0K(q, t;q0, t0)ψ(q0, t0), (1.33)

donde el kernel está definido por

K(q, t;q0, t0) ≡ 〈q| e
−i
 h Ĥ(t−t0) |q0〉 (1.34)

= 〈q| e
−i
 h Ĥ(t)e

i
 h Ĥ(t0) |q0〉 (1.35)

= 〈q, t|q0, t0〉 . (1.36)

Cuyo significado es que dada una partı́cula que se encontraba en la posición q0 al tiempo t0, el
kernel será la amplitud de probabilidad de que se le encuentre en q al tiempo t, esto es debido a

ψ(q, t) =
∫∞
−∞ dyK(q, t;y, t0)ψ(y, t0) (1.37)

=

∫∞
−∞ dyK(q, t;y, t0)δ(y− q0), (1.38)

por lo tanto
K(q, t;q0, t0) = ψ(q, t). (1.39)

El Kernel tiene distintas propiedades, una de ellas es que junto con el operador de Schrödinger
dado por

D̂s = i h∂t − Ĥ = 0 (1.40)

cumple que D̂sK(q, t;q0, t0) = 0. Además si es a tiempos iguales da como resultado una delta de
Dirac,

K(q, t0;q0, t0) = δ(q− q0). (1.41)

Por otra parte, el propagador retardado GR se define como

GR(q, t;q0, t0) ≡ −iθ(t− t0)K(q, t0;q0, t0) (1.42)

donde la θ es la función de Heaviside

θ(t− t0) = lim
ε→0+

−1

2π hi

∫∞
−∞ dτ

e
−i
 h (t−t0)τ

τ+ iε
(1.43)

= lim
ε→0−

1

2π hi

∫∞
−∞ dτ

e
−i
 h (t−t0)τ

τ− iε
(1.44)

=

{
0 si t < t0
1 si t > t0.

(1.45)
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La diferencia del propagador retardado con respecto al Kernel radica en la información extra que
contiene acerca de la dirección de flujo temporal, siendo esta codificada dentro de la función de
Heaviside.

Es importante notar que hay distintas prescripciones de la función de Green, particularmente en
esta solo se están tomando tiempos mayores a t0 mediante la función de Heaviside; pero existen
otras como la de Feynman que se verá en las siguientes secciones.

Además, se cumple que la función de Green para el operador de Schrödinger es el propagador
retardado 1.42, esto es que

D̂sGR(q, t; 0, 0) = δ(q)δ(t). (1.46)

Utilizando estos conceptos se llega fácilmente a uno fundamental para la teorı́a cuántica de
campos, la integral de trayectoria o funcional.

1.4 Integral de trayectoria

Clásicamente es posible predecir toda la historia de una partı́cula si se conocen sus condiciones
iniciales, es decir, la posición y el momento que posee a un tiempo t0 siguiendo sus ecuaciones
de movimiento. Sin embargo cuánticamente esto lo prohı́be el principio de incertidumbre de
Heisenberg (1.12), lo que si se puede predecir es la probabilidad de encontrar a la partı́cula en
algún lugar a un tiempo dado, esto bajo las ideas de Feynman tomando en cuenta todas las
posibles trayectorias que pudo haber recorrido la partı́cula; especı́ficamente se logra integrando en
todo el espacio todas las trayectorias posibles pesadas mediante la acción (1.2) como se mostrará a
lo largo de esta sección.

Partiendo del kernel para los puntos (q, t) y (q0, t0), dado por la ecuación (1.34)

K(q, t;q0, t0) ≡ 〈q| e
−i
 h Ĥ(t−t0) |q0〉 = 〈q, t|q0, t0〉 ,

e introduciendo la identidad

I =

∫∞
−∞ dq1 |q1, t1〉 〈q1, t1| , (1.47)

es posible que el Kernel quede definido en términos de los valores que haya tenido para el punto
q1 al tiempo t1, obteniendo

K(q, t;q0, t0) =
∫∞
−∞ dq1 〈q, t|q1, t1〉 〈q1, t1|q0, t0〉 .
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Siguiendo este proceso para tomar en cuenta N puntos dentro del intervalo (considerado una
separación temporal igual entre cada uno de ellos) el kernel se verá transformado en

K(q, t;q0, t0) =
∫∞
−∞ dqN . . . dq1 〈q, t|qN, tN〉 〈qN, tN|qN−1, tN−1〉 . . . 〈q1, t1|q0, t0〉 . (1.48)

Ahora, inspeccionando el j-ésimo término, donde se ha definido ∆t = tj+1 − tj = t−t0
N+1 ,〈

qj+1, tj+1
∣∣qj, tj〉 = 〈qj+1∣∣ e−i

 h ∆tĤ
∣∣qj〉 .

Para poder realizar un producto interior conocido tanto para el bra como para el ket se introduce
un ”uno”, pero esta vez en términos del momento de este j-ésimo término,

I =

∫∞
−∞ dpj

∣∣pj〉 〈pj∣∣ ,
mientras que para poder evaluar el operador hamiltoniano se toma la representación en expansión
de Taylor, con respecto a δt, de la exponencial quedando〈

qj+1
∣∣ e−i

 h ∆tĤ
∣∣qj〉 = ∫∞

−∞ dpj
〈
qj+1

∣∣pj〉 〈pj∣∣ 1− i
 h
∆tĤ

∣∣qj〉
=

∫∞
−∞

dpj

2π h
e
i
 hpj(qj+1−qj)(1−

i
 h
∆tH(qj,pj)),

donde H(qj,pj) ya es función de los valores propios. Al hacer este procedimiento no permanece
ningún operador, por lo que finalmente se obtiene〈

qj+1
∣∣ e−i

 h ∆tĤ
∣∣qj〉 = ∫∞

−∞
dpj

2π h
e

−i
 h ∆tH(qj,pj)+ i

 hpj(qj+1−qj). (1.49)

Haciendo esto para los N puntos intermedios que se insertaron dentro del intervalo de q0 a q,
es decir, agregando N+1 unos en términos de p a la ecuación (1.48), se obtiene

〈q, t|q0, t0〉 =
∫∞
−∞ dq1 . . . dqN

dp0
2π h

. . .
dpN
2π h

e
−i
 h ∆tH(q0,p0) . . . e

−i
 h ∆tH(qN,pN)

e
i
 hpN(q−qN)e

i
 hpN−1(qN−qN−1) . . . e

i
 hp1(q2−q1)e

i
 hp0(q1−q0). (1.50)

Por lo que

〈q, t|q0, t0〉 =
∫∞
−∞ dq1 . . . dqN

dp0 . . . dpN
(2π h)N+1

e
−i
 h ∆t

∑N
j=0H(qj,pj)e

i
 h

∑N
j=0 pj(qj+1−qj),

y expandiendo

qj+1 = q(tj+1) = q(tj +∆t)

con respecto a tj, se obtiene

qj+1 = q(tj) +∆tq̇(tj) = qj +∆tq̇j.

Si hacemos tender los N puntos a infinitos, y definiendo por simplicidad

Dq = lim
N→∞dq1 . . . dqN, (1.51)
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Dp = lim
N→∞ dp0 . . . dpN(2π h)N+1

, (1.52)

el Kernel se vuelve

K(q, t;q0, t0) =
∫q(t)=q
q(t=0)=q0

DqDpe
i
 h

∫t
t0
dt(pq̇−H(q,p)). (1.53)

Recordando que el hamiltoniano es una transformada de Legendre (1.5) y la forma de la acción
(1.2) finalmente se obtiene la representación conocida como integral de trayectoria o integral funcional
[4]

K(q, t;q0, t0) = 〈q, t|q0, t0〉 =
∫q(t)=q
q(t=0)=q0

DqDp e
i
 hS. (1.54)

Cabe mencionar que si la parte cinética dentro del Hamiltoniano solo depende de p2 y el
potencial es V = V(q) entonces la integral sobre Dp puede hacerse explı́citamente y la única
integral funcional restante es sobre Dq. Por lo que la integral anterior puede escribirse en términos
del lagrangiano integrándose únicamente sobre Dq.

1.5 Producto cronológico de operadores

Como se mencionó anteriormente hay distintas funciones de Green dependiendo del problema
que se esté considerando, una de las más importantes es la relacionada con el propagador de
Feynman. Para llegar a ella hay que considerar primero el elemento de matriz 〈q, t| q̂(tj) |q0, t0〉
donde t0 < tj < t y añadiendo ”unos” de la forma de (1.15), se obtiene

〈q, t| q̂(tj) |q0, t0〉 =
∫∞
−∞ dqj

∫∞
−∞ dqN . . . dqj+1

∫∞
−∞ dqj−1 . . . dq1

〈q, t|qN, tN〉 . . .
〈
qj+1, tj+1

∣∣qj, tj〉q(tj) 〈qj, tj∣∣qj−1, tj−1
〉
. . . 〈q1, t1|q0, t0〉 ,

(1.55)

por lo que definiendo∫
Dq(τ2)e

i
 h

∫t
tj
dτ2L

=

∫
dqN . . . dqj+1 〈q, t|qN, tN〉 . . .

〈
qj+1, tj+1

∣∣qj, tj〉 , (1.56)∫
Dq(τ1)e

i
 h

∫tj
t0
dτ1L =

∫
dqj−1 . . . dq1

〈
qj, tj

∣∣qj−1, tj−1
〉
. . . 〈q1, t1|q0, t0〉 , (1.57)

y Dq(τ1)dqjDq(τ2) = Dq(τ) se llega a que

〈q, t| q̂(tj) |q0, t0〉 =
∫
Dq(τ)q(tj)e

i
 h

∫t
t0
dτL. (1.58)
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Siguiendo un proceso análogo para t0 6 t1 6 t2 6 t se consigue

〈q, t| q̂(t1)q̂(t2) |q0, t0〉 =
∫
Dq(τ)q(t2)q(t1)e

i
 h

∫t
t0
dτL (1.59)

=

∫
Dq(τ)q(t1)q(t2)e

i
 h

∫t
t0
dτL, (1.60)

donde q(t1) y q(t2) conmutan al ser variables reales, por lo que es equivalente a la expresión
〈q, t| q̂(t2)q̂(t1) |q0, t0〉 en el caso de que t0 6 t2 6 t1 6 t. Entonces es conveniente definir el
operador T que ordene cronológicamente los operadores de la siguiente manera

Tq̂(t1)q̂(t2) =

{
q̂(t1)q̂(t2) si t1 > t2

q̂(t2)q̂(t1) si t1 < t2,
(1.61)

ası́, en general

〈q, t|Tq̂(t1) . . . q̂(tn) |q0, t0〉 =
∫
Dq(τ)q(t1) . . . q(tn)e

i
 h

∫t
t0
dτL. (1.62)

Esto nos es útil ya que la función de Green está dada por

Gn(t1, . . . , tn) = 〈0|Tq̂(t1) . . . q̂(tn) |0〉 , (1.63)

siendo |0〉 el estado base de nuestro sistema, cuya energı́a E0 es la mı́nima posible; esto se puede
generalizar a dos estados de vacı́o arbitrarios con distintos hamiltonianos, aunque no es usual [7].

Para poder obtener la función de Green explı́citamente, partimos de 〈q, t|q0, t0〉 e introducimos
un uno, pero esta vez discreto dado por

I =
∑
n

|n〉 〈n| , (1.64)

donde |n〉 son los vectores propios del hamiltoniano, de la ecuación de eigenvalores Ĥ |n〉 = En |n〉,
entonces se tiene

〈q, t|q0, t0〉 =
∑
n

〈q| e
−i
 h (t−t0)Ĥ |n〉 〈n|q0〉

= e
−i
 h (t−t0)Eo [〈q|0〉 〈0|q0〉+

∑
n>1

〈q|n〉 〈n|q0〉 e
−i
 h (t−t0)(En−Eo)]. (1.65)

Haciendo el cambio de variable (t− t0) = T → Tη = T(1− iη), donde η es real y mayor que
cero, al tomar el lı́mite cuando T → ∞ los términos en la exponencial decaen y solo queda el
primer término 〈q|0〉 〈0|q0〉. Al utilizar esto (1.65) se simplifica a

〈q, t|q0, t0〉η ≈ 〈q|0〉 〈0|q0〉 e
−i
 h E0Tη . (1.66)

Ahora considerando dos tiempos ta, tb tales que t0 < ta < t1 < · · · < tn < tb < t se pueden
hacer las siguientes aproximaciones

〈q, t|qb, tb〉η ≈ 〈q|0〉 〈0|qb〉 e
−i
 h E0(t−tb)(1−iη), (1.67)
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〈qa, ta|q0, t0〉η ≈ 〈qa|0〉 〈0|q0〉 e
−i
 h E0(ta−t0)(1−iη), (1.68)

tomando en cuenta siempre que ta − t0 y t− tb, además de que t0 → −∞ y t→∞.

Con lo que podemos escribir el término izquierdo de (1.62) como

〈q, t|Tq̂(t1) . . . q̂(tn) |q0, t0〉η ≈
∫∞
−∞ dqa

∫∞
−∞ dqb 〈q|0〉 〈0|qb〉 e−

i
 hE0(t−tb)(1−iη)

〈qb, tb|Tq̂(t1) . . . q̂(tn) |qa, ta〉 〈qa|0〉 〈0|q0〉 e
−i
 h E0(ta−t0)(1−iη)

=

∫∞
−∞ dqa

∫∞
−∞ dqb 〈q|0〉 e−

i
 hE0t(1−iη) (1.69)

〈0|qb, tb〉 〈qb, tb|Tq̂(t1) . . . q̂(tn) |qa, ta〉 〈qa, ta|0〉 〈0|q0〉 e
i
 hE0t0(1−iη)

= 〈q|0〉 〈0|q0〉 e−
i
 hE0(t−t0)(1−iη) 〈0|Tq̂(t1) . . . q̂(tn) |0〉η . (1.70)

Además sabemos que 〈q|0〉 〈0|q0〉 e−
i
 hE0(t−t0)(1−iη) = 〈q, t|q0, t0〉η, entonces tenemos

〈q, t|Tq̂(t1) . . . q̂(tn) |q0, t0〉η = 〈q, t|q0, t0〉η 〈0|Tq̂(t1) . . . q̂(tn) |0〉η , (1.71)

por lo que para obtener la función de green solo habrá que dividir entre 〈q, t|q0, t0〉η y hacer
tender los tiempos al infinito correspondiente. Esto es

Gn(t1, . . . , tn) = 〈0|Tq̂(t1) . . . q̂(tn) |0〉η

= lim
t0→−∞; t→+∞

〈q, t|Tq̂(t1) . . . q̂(tn) |q0, t0〉η
〈q, t|q0, t0〉η

(1.72)

= lim
t0→−∞; t→+∞

∫
Dq(τ)q(t1) . . . q(tn)e

− i
 hS[q]∫

Dq(τ)e−
i
 hS[q]

(1.73)

donde

S[q] =

∫t(1−iη)
t0(1−iη)

dτL(q, q̇) (1.74)

y se satisface

lim
t→+∞q(t) = 0 (1.75)

lim
t0→−∞q(t0) = 0. (1.76)

Una aplicación del propagador de Feynman es en la teorı́a cuántica de campos, para la teorı́a
φ4 se muestra un ejemplo en el anexo.

En el siguiente capı́tulo se generalizará este concepto para poder incluir estados excitados.
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1.6 Funcional generadora de las funciones de Green

Todas las funciones de Green pueden obtenerse como derivadas funcionales de la funcional
generatriz Z[J] que está definida por:

Z[J] =

∫
Dq(τ)e

i
∫∞(1−iη)
−∞(1−iη)

dτ[L(q,q̇)+J(τ)q(τ)], (1.77)

donde J(τ) es una fuente arbitraria. Ahora, esta expresión al expandir la segunda parte de la
exponencial como sigue

Z[J] =

∫
Dq(τ)e

i
∫∞(1−iη)
−∞(1−iη)

dτ[L(q,q̇)]
[
1+ i

∫∞
−∞ dτJ(τ)q(τ)

+
i2

2!

∫∞
−∞ dτ1dτ2J(τ1)q(τ1)J(τ2)q(τ2) + . . .

+
in

n!

∫∞
−∞ dτ1 . . . dτnJ(τ1) . . . J(τn)q(τ1) . . . q(τn)

]
. (1.78)

Definimos

Z[0] =

∫
Dq(τ)e

i
∫∞(1−iη)
−∞(1−iη)

dτ[L(q,q̇)] (1.79)

y además

G1(τ) = Z[0]
−1

∫
Dq(τ)e

i
∫∞(1−iη)
−∞(1−iη)

dτ[L(q,q̇)]
q[τ] (1.80)

por lo que el término n-ésimo queda como

in

n!

∫
Dq(τ)dτ1 . . . dτne

i
∫∞(1−iη)
−∞(1−iη)

dτ[L(q,q̇)]
J(τ1) . . . J(τn)q(τ1) . . . q(τn)

= Z[0]
in

n!

∫
dτ1 . . . dτnJ(τ1) . . . J(τn)Gn(τ1, . . . , τn), (1.81)

entonces

Z[J] = Z[0]
[
1+ i

∫
dτ1J(τ1)G1(τ1) + · · ·+

in

n!

∫
dτ1 . . . dτnJ(τ1) . . . J(τn)Gn(τ1, . . . , τn)

]
(1.82)

= Z[0]
[
1+

∞∑
n=1

in

n!

∫
dτ1 . . . dτnJ(τ1) . . . J(τn)Gn(τ1, . . . , τn)

]
. (1.83)

Utilizando las propiedades de la derivada funcional (que se encuentran en el apéndice) se
calcula la primera derivada funcional de Z[J]

δZ[J]

δJ(τ1)
=

∫
Dq(τ)

δ

δJ(τ1)

[
ei
∫
dτJ(τ)q(τ)

]
ei
∫
dτL(q,q̇) (1.84)

donde
δ

δJ(τ1)

[
ei
∫
dτJ(τ)q(τ)

]
= ei

∫
dτJ(τ)q(τ)iq(τ1), (1.85)

entonces
δZ[J]

δJ(τ1)
=

∫
Dq(τ)iq(τ1)e

i
∫
dτJ(τ)q(τ)ei

∫
dτL(q,q̇), (1.86)
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por lo que si se evalúa en J = 0

δZ[J]

δJ(τ1)

∣∣∣∣
J=0

=

∫
Dq(τ)iq(τ1)e

i
∫
dτL(q,q̇) (1.87)

= iG1(τ1)Z[0]. (1.88)

Ahora la segunda derivada funcional

δ2Z[J]

δJ(τ1)δJ(τ2)
=

∫
Dq(τ)iq(τ1)

δ

δJ(τ2)

[
ei
∫
dτJ(τ)q(τ)

]
ei
∫
dτL(q,q̇) (1.89)

= i2
∫
Dq(τ)q(τ1)q(τ2)e

i
∫
dτ[J(τ)q(τ)+L(q,q̇)], (1.90)

evaluando nuevamente en J = 0

δ2Z[J]

δJ(τ1)δJ(τ2)

∣∣∣∣
J=0

= i2
∫
Dq(τ)q(τ1)q(τ2)e

i
∫
dτL(q,q̇) (1.91)

= i2G2(τ1, τ2)Z[0]. (1.92)

Por lo que la función de Green de n puntos se obtiene de forma simple como sigue [4]

Gn(τ1, . . . , τn) =
1

inZ[0]

δn

δJ(τ1) . . . δJ(τn)
Z[J]

∣∣∣∣
J=0

(1.93)

A continuación se dará un ejemplo de como obtener el propagador de Feynman para el oscilador
armónico generalizado.

1.6.1 Propagador de Feynman para el oscilador armónico generalizado

Para asentar estas ideas se realizará un ejemplo tomando utilizando el sistema del oscilador
armónico generalizado

H(R,q, t) =
1

2
[Zp̂2 + Y(p̂q̂+ q̂p̂) +Xq̂2], (1.94)

donde R=(X,Y,Z) son parámetros externos. Para facilitar la resolución del problema utilizando las
propiedades de los operadores de creación y de aniquilación en la base de energı́as, se hacen las
transformaciones canónicas

q̂ = Z1/2Q, (1.95)

p̂ = Z−1/2(P− YQ), (1.96)

llevando al hamiltoniano a

H =
1

2
[Z(Z−1/2(P− YQ))2 + Y(Q(P− YQ) + (P− YQ)Q) +X(Z1/2Q)2]

=
1

2
[P2 +w2Q2], (1.97)



28 conocimientos elementales

que es equivalente al de un oscilador armónico común con m=1, por lo que la energı́a es

En =  hw(n+
1

2
), (1.98)

donde se definió

w := (XZ− Y2)1/2, (1.99)

Además se tendrán los operadores de creación y aniquilación usuales

â =
( w
2 h

)1/2
Q− i

( 1

2w h

)1/2
P (1.100)

â† =
( w
2 h

)1/2
Q+ i

( 1

2w h

)1/2
P (1.101)

por lo que los operadores Q y P dados en términos de los operadores de creación y aniquilación
son

Q̂ =
(  h

2w

)1/2
(â† + â), (1.102)

P̂ = i
(  hw

2

)1/2
(â† − â). (1.103)

Nótese que el operador q̂, en términos de estos operadores utilizando (1.95) y (1.102), queda

q̂ =
(Z h

2w

)1/2
(â† + â). (1.104)

Para ilustrar como se obtiene la función de Green de dos puntos se realizará el procedimiento
completo para este caso, siendo está dada por

G2(t1, t2) = 〈0| Tq(t1)q(t2) |0〉 (1.105)

= θ(t1 − t2) 〈0| q̂(1)q̂(2) |0〉+ θ(t2 − t1) 〈0| q̂(2)q̂(1) |0〉 (1.106)

y además, el propagador de Feynman se define como

GF(t1, t2) = −iG2(t1, t2) (1.107)

= −i 〈0| Tq(t1)q(t2) |0〉 (1.108)

= −i(θ(t1 − t2) 〈0| q̂(1)q̂(2) |0〉+ θ(t2 − t1) 〈0| q̂(2)q̂(1) |0〉). (1.109)

Es importante notar que a diferencia con (1.42), aquı́ se tienen dos secciones temporales marcadas
por las distintas Heaviside [4].

Para resolver (1.105), primero se debe notar que los operadores q̂(1) y q̂(2) están a tiempos
distintos, por lo que considerando 〈0| q̂(1)q̂(2) |0〉 y utilizando (1.30) se tiene
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〈0| q̂(1)q̂(2) |0〉 = 〈0| e
1
 h i(t1−t0)Ĥq̂e−

1
 h i(t1−t0)Ĥe

1
 h i(t2−t0)Ĥq̂e−

1
 h i(t2−t0)Ĥ |0〉

= e
1
 h i(t1−t2)E0 〈0| q̂e−

1
 h i(t1−t2)Ĥq̂ |0〉

= e
1
 h i(t1−t2)E0 〈0|

(Z h

2w

)1/2
(â† + â)e−

1
 h i(t1−t2)Ĥ

(Z h

2w

)1/2
(â† + â) |0〉

= e
1
 h i(t1−t2)E0

(Z h

2w

)
〈0| (â† + â)e−

1
 h i(t1−t2)Ĥ(â† + â) |0〉

= e
1
 h i(t1−t2)E0

(Z h

2w

)[
〈0| âe−

1
 h i(t1−t2)Ĥâ |0〉+ 〈0| âe−

1
 h i(t1−t2)Ĥâ† |0〉

+ 〈0| â†ae−i
1
 h (t1−t2)Ĥâ |0〉+ 〈0| â†e−

1
 h i(t1−t2)Ĥâ† |0〉

]
(1.110)

Ahora, utilizando las siguientes propiedades del oscilador armónico y de los operadores de
creación y aniquilación [6]:

â† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 , (1.111)

â |n〉 =
√
n |n− 1〉 , (1.112)

〈
n ′
∣∣n〉 = δn ′,n. (1.113)

al aplicarlas a (1.110) solo sobrevive el término de 〈0| âe−i(t1−t2)Ĥâ† |0〉 llegando a

〈0| q̂(1)q̂(2) |0〉 = e
1
 h i(t1−t2)E0

(Z h

2w

)
〈1| e−

1
 h i(t1−t2)Ĥ |1〉

=
(Z h

2w

)
e−

1
 h i(t1−t2)(E1−E0)

=
(Z h

2w

)
e−iw(t1−t2). (1.114)

Utilizando el resultado anterior en (1.105) se obtiene

G2(t1, t2) = θ(t1 − t2)
(Z h

2w

)
e−iw(t1−t2) + θ(t2 − t1)

(Z h

2w

)
e−iw(t2−t1). (1.115)

Ahora, para la parte de la función de Heaviside, tomando su representación del lı́mite por la
derecha (1.43)

θ(t)
(Z h

2w

)
e−iwt = lim

ε→0+
i

2π h

∫∞
−∞ dτ

e
−i
 h tτ

τ+ iε

(Z h

2w

)
e−itw

= lim
ε→0+

iZ

2π

∫∞
−∞

dτ

2w

1

τ+ iε
e−it(

τ
 h+w), (1.116)

y al hacer el siguiente cambio de variable W = τ
 h +w⇒ τ =  h(W −w) se llega a

θ(t)
(Z h

2w

)
e−iwt = lim

ε→0+
iZ h

2π

∫∞
−∞

dW

2w

1

W h−w h+ iε
e−itW (1.117)

= lim
ε→0+

iZ h

2π

∫∞
−∞

dW

2w

1

W h−w h+ iε
e−itW . (1.118)
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Por otra parte, de manera similar

θ(−t)
(Z h

2w

)
eiwt = lim

ε→0+
i

2π h

∫∞
−∞ dτ

e
i
 htτ

τ+ iε

(Z h

2w

)
eiwt

= lim
ε→0+

iZ

2π

∫∞
−∞

dτ

2w

1

τ+ iε
eit(

τ
 h+w), (1.119)

en este caso se hace el cambio de variable W = −( τ h +w)⇒ τ = − h(W +w) (cabe mencionar que
W es un ı́ndice mudo), se obtiene

θ(−t)
(Z h

2w

)
eiwt = lim

ε→0+
iZ h

2π

∫−∞
∞ −

dW

2w

1

− h(W +w) + iε
eit(

− h(W−w)
 h +w) (1.120)

= lim
ε→0+

−
iZ h

2π

∫∞
−∞

dW

2w

1

W h+w h− iε
e−itW . (1.121)

Considerando t = t1 − t2 ⇒ −t = t2 − t1 para (1.118) y (1.120) respectivamente, se deduce que
los términos de (1.115) son justamente

θ(t1 − t2)
(Z h

2w

)
e−iw(t1−t2) = lim

ε→0+
iZ h

2π

∫∞
−∞

dW

2w

1

W h−w h+ iε
e−i(t1−t2)W , (1.122)

θ(t2 − t1)
(Z h

2w

)
e−iw(t2−t1) = lim

ε→0+
−
iZ h

2π

∫∞
−∞

dW

2w

1

W h+w h− iε
ei(t2−t1)W , (1.123)

por lo que sumando estas ecuaciones

G2(t1, t2) = lim
ε→0+

iZ h

2π

∫∞
−∞

dW

2w

1

W h−w h+ iε
e−i(t1−t2)W

+ lim
ε→0+

−
iZ h

2π

∫∞
−∞

dW

2w

1

W h+w h− iε
e−i(t1−t2)W

= lim
ε→0+

iZ h

2π

∫∞
−∞

dW

2w
e−i(t1−t2)W

[
1

W h−w h+ iε
−

1

W h+w h− iε

]

= lim
ε→0+

iZ h

2π

∫∞
−∞

dW

2w
e−i(t1−t2)W

[
2w h− 2iε

(W h−w h+ iε)(W h+w h− iε)

]
. (1.124)

Si se considera

(W h−w h+ iε)(W h+w h− iε) ≈ (W h)2 − (w h)2 + iε (1.125)

y
2(w h− iε) ≈ 2w (1.126)

se llega finalmente a la expresión final de la cual se obtiene el propagador de Feynman

G2(t1, t2) = lim
ε→0+

iZ h

2π

∫∞
−∞ dW

e−i(t1−t2)W

(W h)2 − (w h)2 + iε
≡ i∆FOAG(t1 − t2). (1.127)

Definimos el propagador de Feynman para el oscilador armónico generalizado como:

∆FOAG(t1 − t2) = lim
ε→0+

Z h

2π

∫∞
−∞ dW

e−i(t1−t2)W

(W h)2 − (w h)2 + iε
, (1.128)
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∆FOAG(t2 − t1) = lim
ε→0+

Z h

2π

∫∞
−∞ dW

e−i(t2−t1)W

(W h)2 − (w h)2 + iε
. (1.129)

Además de los temas ya mencionados se requieren otros más especializados del área de
información cuántica, que serán vistos en el siguiente capı́tulo.





2
I N F O R M A C I Ó N C U Á N T I C A

Para poder extraer la información de un sistema fı́sico es indispensable primero conocer como
se codifica en general. Dentro de la mecánica cuántica la estructura fundamental que codifica
los aspectos geométricos de los sistemas es el Tensor Geométrico Cuántico (TGC). A lo largo de
esta sección se darán a conocer las ideas principales que llevan naturalmente a este concepto,
haciendo énfasis en el significado de su parte imaginaria, la Curvatura de Berry (CB), y su parte
real conocida como el Tensor Métrico Cuántico (TMC).

2.1 Cubits

El bit es el concepto fundamental de la computación clásica y la teorı́a de información clásica. La
computación cuántica se construye sobre un concepto análogo, el bit cuántico (quantum bit en
ingles), o cubit (qubit).

Tal como un bit clásico tiene un estado ya sea 0 o 1, un cubit también tiene estados posibles
similares, que son |0〉 y |1〉. La diferencia entre un bit y un cubit es que este último además de
poder encontrarse en los estados |0〉 y |1〉, puede estar en cualquier combinación lineal de ellos
tomándolos como base. Estos estados son llamados superposiciones y son de la forma:

|ψ〉 = α |0〉+β |1〉 , (2.1)

donde α y β son números complejos.

Es posible examinar un bit para determinar si se encuentra en un estado 0 o 1. Para un cubit,
no es posible examinarlo para determinar su estado cuántico, esto es, los valores de α y β. En
su lugar, por los principios de la mecánica cuántica, solo podemos obtener información aún más
restringida del estado cuántico. Cuando medimos un cubit podemos obtener el resultado 0 con
probabilidad

∣∣α2∣∣, o 1 con probabilidad
∣∣β2∣∣. Naturalmente

∣∣α2∣∣+ ∣∣β2∣∣ = 1, ya que la suma de
las probabilidades debe dar la unidad. Geométricamente, podemos interpretar esto, como la
condición de que el estado del cubit esté normalizado a 1 (véase la figura 2.1).

Un bit clásico es como una moneda, puede encontrarse cara boca arriba o cruz. Para monedas
imperfectas, puede que haya estados intermedios como que se encuentre balanceada sobre el
borde, pero estos casos pueden descartarse en el caso ideal. En contraste, un cubit puede existir en
un continuo de estados entre |0〉 y |1〉, hasta que es observado. Es importante enfatizar, que, una
vez que el cubit es medido, solo puede dar los resultados 0 o 1 como resultado de dicha medición

33
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de manera probabilista.

A pesar de las peculiaridades, los cubits son marcadamente reales, en el sentido que su existen-
cia y comportamiento han sido validados extensivamente por experimentos. Algunos ejemplos de
sistemas fı́sicos descritos mediante cubits son la polarización de un fotón, la alineación del espı́n
en un campo magnético uniforme y dos estados de un electrón orbitando un átomo.

Considerando que α = r0e
iϕ0 y β = r1e

iϕ1 , donde ri son las amplitudes y ϕi los ángulos.
Entonces α y β pueden ser representados por un circulo unitario imaginario. Además, en el caso
de cubits, el estado cuántico no cambia si se multiplica por un número de norma unitaria, esto es

|ψ〉 = e−iϕ0 |ψ〉 , (2.2)

entonces un estado equivalente a (2.1) serı́a

e−iϕ0 = e−iϕ0(r0e
iϕ0 |0〉+ r1eiϕ1 |1〉) = r0 |0〉+ r1ei(ϕ1−ϕ0) |1〉 , (2.3)

por lo que ahora se tienen únicamente 3 parámetros, r0, r1 y ϕ donde ϕ = ϕ1 −ϕ0. Cabe resaltar
en este punto que solo es necesario conocer la fase relativa entre ambos estados, no una fase global.

Pero se tiene una condición extra, como |α|2+ |β|2 = 1 y esto implica que r20+ r
2
1 = 1, reduciendo

el número de incógnitas a solo 2. Utilizando la representacion angular de esta igualdad y
definiendo r0 = cos(θ) y r1 = sen(θ) se obtiene una representación equivalente de |ψ〉:

|ψ〉 = cos(θ) |0〉+ eiϕsen(θ) |1〉 . (2.4)

Figura 2.1: Representación del cubit como una esfera de Bloch.

Esta expresión define una esfera unitaria en un espacio tridimensional conocida como esfera
de Bloch y provee una manera útil de visualizar el estado de un solo cubit. Sin embargo, es
importante siempre recordar que esta intuición es limitada debido a que no hay generalización
simple conocida de la esfera de Bloch para sistemas de múltiples cubits.
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2.1.1 ¿Cuánta información codifica un cubit?

Paradójicamente existen infinitos puntos dentro sobre la esfera unitaria, ası́ que en principio
uno podrı́a almacenar un texto completo Shakespeare en la expansión binaria infinita de θ. Sin
embargo, esta conclusión resulta engañosa debido al comportamiento del cubit, ya que al hacerse
la medición del cubit solo se tendrán como resultados posibles 0 o 1.

Aún más, una medición cambia el estado del cubit, colapsándolo de su estado de superposición
en el que se encontraba a uno particular consistente con los resultados de la medición. Por
ejemplo, si la medición de |+〉 da como resultado 0, entonces el estado del cubit después de la
medición será justamente |0〉. La razón de este comportamiento es desconocida. Este colapso de la
función de onda es uno de los postulados fundamentales de la mecánica cuántica.

La parte relevante es que al hacer una sola medición uno obtiene un único bit de información
acerca del estado del cubit, por lo que se resuelve esta paradoja de ”información infinita”. Resulta
que solo si se midieran infinitos cubits idénticamente preparados se podrı́an determinar α y β
para un cubit en el estado dado por (2.1).

Pero una pregunta aún más interesante es: cuánta información es representada por un cubit si no
lo medimos? Esta es una pregunta engañosa, porque ¿cómo uno cuantifica información si no es
posible medirla? Sin embargo existe algo conceptualmente importante aquı́, porque cuando en
la Naturaleza evoluciona un sistema cuántico aislado, aparentemente se toma registro de todas
las variables que describen el estado, como α y β. En un sentido, dentro del estado del cubit, se
tiene gran cantidad de ”información escondida”. Y de manera aún más interesante, el potencial
utilitario de esta información ”extra” crece exponencialmente con el número de cubits [10].

2.2 Estados puros y fidelidad cuántica

Un estado puro es aquel que solo puede tener valores de probabilidad 0 o 1. El conjunto completo
de estados incluye tanto puros como mixtos. Para formar los estados mixtos primero se escriben
todos los estados puros como operadores, definiendo los operadores de proyección

ρ = |ψ〉 〈ψ| , (2.5)

donde hemos asumido que el vector de estado está normalizado a 1. Estos pueden representarse
bajo una matriz hermitiana con valores propios no negativos, de traza unitaria y rango uno, dicho
de otro modo es un operador de proyección al subespacio lineal definido por el vector de estado
original.
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Ahora tomamos la combinación convexa de K estados puros, obteniendo la expresión de la
forma

ρ̂ =

K∑
i=1

pi |ψi〉 〈ψi| , (2.6)

esta es la matriz de densidad, escrita como una combinación convexa de estados puros.

Una manera para extraer afirmaciones fı́sicas de este formalismo es asociar los operadores de
proyección (2.5) con preguntas elementales de ”si” o ”no”. Con este punto de vista, la probabilidad
de transición | 〈ψ|φ〉 |2 es la probabilidad de que un sistema en el estado |φ〉 responda ”si” a la
pregunta representada por |ψ〉, o al inverso, la expresión es simétrica en |φ〉 y |ψ〉.

Los operadores hermitianos pueden pensarse como sumas pesadas de operadores de proyección,
donde esos operadores de proyección proyectan sobre los eigenverctores del operador. También
pueden ser pensados como variables aleatorias. Con lo que uno termina es con la asociación
entre observables fı́sicas, o mediciones, y operadores hermitianos de tal forma que los posibles
resultados de una medición se encuentren en una correspondencia uno a uno con los eigenvalores
del operador, de tal forma que el valor de expectación de la medición es〈

Â
〉
= Tr[ρ̂Â] (2.7)

cuando el estado es puro, esto se reduce a [11]〈
Â
〉
= 〈ψ| Â |ψ〉 . (2.8)

Teniendo dos estados |ψ〉 y |ψ ′〉 el traslape entre ellos es

f (ψ ′,ψ) =
〈
ψ ′
∣∣ψ〉 (2.9)

en información cuántica el traslape usualmente denota la probabilidad de transición de un estado
a otro. Mientras que desde el punto de vista de información cuántica, el traslape puede medir
la similaridad (o cercanı́a) entre ambos estados. Esto es que el traslape de la unidad si los dos
estados son exactamente el mismo y 0 si son ortogonales [2].

Dicha interpretación puede utilizarse para cuantificar la información perdida durante un
proceso haciendo el traslape entre el estado de entrada y el de salida. Sin embargo, una diferencia
de fase global podrı́a alterar el traslape, por ello se requiere una forma de medir distancias en la
que esto no suceda, a esta forma de medir distancias se conoce como fidelidad cuántica definida
como

F(ψ,ψ ′) =
∣∣〈ψ∣∣ψ ′〉∣∣ (2.10)

donde |ψ〉, |ψ ′〉 son los estados de entrada y salida respectivamente y ambos están normalizados.
La fidelidad también tiene una interpretación geométrica, pues al igual que en álgebra lineal en
donde el producto interior de dos vectores es ~a ·~b = abcos(θ), siendo a y b las magnitudes de sus
respectivos vectores y θ el ángulo entre ellos. De igual manera en mecánica cuántica, un estado
puro es un vector en el espacio de Hilbert de modo que la fidelidad entre dos estados representa
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el ángulo entre ellos [2] [12].

La fidelidad cumple los siguientes axiomas

0 6 F(ψ ′,ψ) 6 1, (2.11)

F(ψ ′,ψ) = F(ψ,ψ ′), (2.12)

F(Uψ ′,Uψ) = F(ψ,ψ ′), (2.13)

F(ψ1 ⊗ψ2,ψ ′1 ⊗ψ ′2) = F(ψ ′1,ψ1)F(ψ ′2,ψ2), (2.14)

donde U denota una transformación unitaria y ψ1 ,ψ2 los estados de los subsistemas. Como se
mencionó anteriormente, para estados puros la diferencia global de fase puede afectar el traslape
más no a la fidelidad.

La fidelidad cuántica entre dos estados mixtos (ρ, ρ ′) está definida como

F(ρ, ρ ′) = tr
√
ρ1/2ρ ′ρ1/2, (2.15)

aquı́ las ρs son semi-positivas definidas y normalizadas, i.e., trρ = trρ ′ = 1.

Esta definición satisface las propiedades esperadas de la fidelidad, estas son los axiomas dados
anteriormente. Cabe resaltar que evaluar la fidelidad entre dos estados mixtos arbitrarios no es
fácil, sin embargo, hay ciertos casos útiles

1. Si ambos estados son puros
F(ρ, ρ ′) = |

〈
ψ ′
∣∣ψ〉 |, (2.16)

2. Si un estado es puro, i.e., ρ = |ψ〉 〈ψ|, entonces

F(ρ, ρ ′) =
√
〈ψ| ρ ′ |ψ〉 (2.17)

que es simplemente la raı́z cuadrada del valor de expectación de ρ ′

3. Si ambos estados son diagonales en la misma base, tal como un estado en equilibrio térmico,
la fidelidad (o fidelidad clásica) puede ser calculada como

F(ρ, ρ ′) =
∑
j

√
ρjjρ

′
jj. (2.18)

Aunque la fidelidad por si misma no es una métrica, puede ser utilizada para definirlas [2].

Regularmente la evolución de los sistemas cuánticos suele ser mediante procesos sumamente
lentos, sin variación en la energı́a del sistema por lo que es importante estudiar el concepto de
evolución adiabática.
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2.3 Evolución adiabática en mecánica cuántica

La noción de un proceso adiabático ha tenido un lugar importante en la historia de la fı́sica. El
teorema adiabático de la mecánica cuántica menciona que todo sistema fı́sico permanecerá en
su eigenestado si la perturbación dada que actúa sobre él ocurre de manera lo suficientemente
lenta y si hay un espaciamiento entre el eigenvalor y el resto del espectro del hamiltoniano. En
pocas palabras, describe el comportamiento a largo plazo de las soluciones de la ecuación de
Schrödinger con un hamiltoniano que va evolucionando lentamente en el tiempo.

Sea un hamiltoniano autoadjunto dependiente del tiempo H = H(t). Para simplificar la
discusión se asumirá que el espectro de H es discreto y no degenerado para todo t. Entonces

Ĥ(t) |n(t)〉 = En(t) |n(t)〉 , (2.19)

y escogemos los eigenvectores dependientes del tiempo |n(t)〉 tales que

〈n(t)|m(t)〉 = δn,m. (2.20)

Claramente los eigenvectores |n(t)〉 no son definidos de manera única, entonces pues es posible
realizar la siguiente transformación de fase dependiente del tiempo:

|n(t)〉 →
∣∣n ′(t)〉 = eiλn(t) |n(t)〉 , (2.21)

con funciones λn arbitrarias que van de R → R. Esto es una transformación de norma y la
fı́sica debe ser invariante de norma, i.e., la fı́sica no depende de la elección particular de los
eigenvectores |n(t)〉.

Supóngase que el estado inicial del sistema es un eigenvector de H(0), un ψ(0) = |n(0)〉 para
algún n. Entonces el teorema adiabático dice que si el hamiltoniano H(t) cambia en el tiempo lo
”suficientemente lento” entonces a ”una buena aproximación” ψ(t) = eiα(t) |n(t)〉, esto es, durante
la evolución adiabática ψ(t) permanece en el n-ésimo eigenespacio de H(t). Para tener una teorı́a
matemática rigurosa se definirá en la siguiente parte como definir cambios ”suficientemente
lentos” y lo que ”una buena aproximación” significa.

El estado de un sistema al tiempo t puede ser expandido en la base ortonormal |n(t)〉:

|ψ(t)〉 =
∑
m

cm(t)e−
i
 h

∫t
0 Em(τ)dτ |m(t)〉 , (2.22)

donde hemos separado un factor estándar dinámico de fase e−
i
 h

∫t
0 Em(τ)dτ.

La ecuación de Schrödinger implica las siguientes ecuaciones para los coeficientes cm(t)

ċm = −cm(t) 〈m(t)|
d

dt
|m(t)〉

−
∑
k6=m

ck 〈m(t)|
d

dt
|k(t)〉 e−

i
 h

∫t
0(Em(τ)−Ek(τ))dτ. (2.23)
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Veamos que al diferenciar con respecto al tiempo (2.19) se tiene

˙̂H |k〉+ Ĥ
∣∣k̇〉 = Ė |k〉+ E ∣∣k̇〉 , (2.24)

y luego multiplicando por 〈m|, obtenemos

〈
m
∣∣k̇〉 = 1

Ek − Em
〈m| ˙̂H |k〉 , (2.25)

donde por simplicidad, la dependencia explı́cita de Ĥ y sus correspondientes eigenvectores han
sido suprimidos. Ahora es el momento de la expansión adiabática: La evolución generada por Ĥ
es considerada adiabática si ∣∣∣〈m| ˙̂H |k〉

∣∣∣� |Ek − Em|

∆Tkm
, (2.26)

donde Tkm es la transición temporal caracterı́stica entre los estados k y m. Esto significa que los
cambios de Ĥ son lentos comparados con la escala natural de tiempo de nuestro sistema, tal como
es definido por la transición de estados entre eigenestados de energı́a. Claramente, en el lı́mite
adiabático ∆Tkm →∞, los cambios de Ĥ son infinitamente lentos∣∣∣〈m| ˙̂H |k〉

∣∣∣→ 0, (2.27)

y por lo tanto 〈
m
∣∣k̇〉→ 0, para k 6= m. (2.28)

Entonces en el lı́mite adiabático, el sistema de ecuaciones dado por (2.23) se simplifica a

ċm = cm 〈m|ṁ〉 , (2.29)

esto junto a la condición inicial cm(0) = δn,m. Ahora del teorema adiabático (puede revisarse a
detalle en [14]) se sigue naturalmente: cm(t) = 0 para m 6= n y la fórmula (2.22) implica

ψ(t) = cn(t)e
− i

 h

∫t
0 En(τ)dτ |n(t)〉 , (2.30)

i.e., durante la evolución adiabática ψ(t) permanece en el n-ésimo eigenespacio de Ĥ(t). El paso
final es calcular cn(t). Es claro de (2.29) que cn es simplemente un factor de fase

cn(t) = e
iφn(t), (2.31)

donde la fase φn(t) satisface

φ̇n = i 〈n|ṅ〉 . (2.32)

Por casi 50 años esta fase adicional φn(t) fue completamente ignorada. El argumento era el
siguiente: Usando la libertad de norma (2.21) al escoger la |n(t)〉, es posible tomar otro eigenvector
|n ′(t)〉 definido por ∣∣n ′(t)〉 = eiφn(t) |n(t)〉 . (2.33)
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de tal forma que el eigenestado transformado satisface

〈
n ′
∣∣ d
dt

∣∣n ′〉 = 0. (2.34)

El eigenvector |n ′(t)〉 que satisface la ecuación anterior se dice que está en la norma Born-Fock.
Usando |n ′〉 en lugar de |n〉 la fórmula (2.30) puede ser escrita de la siguiente manera:

ψ(t) = e−
i
 h

∫t
0 En(τ)dτ

∣∣n ′(t)〉 , (2.35)

i.e., sin la norma adicional. De esta forma la fase adicional es completamente eliminada. Sin
embargo como se verá en la siguiente sección, existen situaciones fı́sicas de importancia donde el
procedimiento de remover la fase adicional φn(t) falla. En estos casos la fase adicional no puede
ser ignorada y adquiere un significado fı́sico [14].

2.4 Fase de Berry

La fase de Berry es la fase extra adquirida por la función de onda cuando el sistema pasa por
un proceso adiabático a lo largo de una curva cerrada en el espacio de parámetros y puede
ser entendida como la integral de una curvatura, la llamada curvatura de Berry. De manera
interesante, está conectada con las transiciones de fase cuánticas [13]. Para entender este concepto
es conveniente iniciar con la diferencia entre las fases relativas y globales de los estados cuánticos.

2.4.1 Fases relativas y globales

En la representación estándar de la mecánica cuántica, los estados cuánticos puros son represen-
tados por vectores en un espacio de Hilbert complejo H. Cada vector ψ ∈ H describe un estado
mediante el conjunto de sus valores esperados

A→
〈ψ|A |ψ〉
〈ψ|ψ〉

, (2.36)

donde A es un operador auto adjunto dentro de H representando alguna cantidad fı́sica. Por
esta razón, dos vectores ψ y φ describen el mismo estado fı́sico si y solo si son linealmente
dependientes, i.e., ψ = λφ, con λ ∈ C. Si normalizamos los vectores de estado, por ejemplo si
tomamos 〈ψ|ψ〉 = 1, aun ası́ existe la libertad de escoger el factor de fase global eiα. Dos vectores
de estado normalizados son equivalentes fı́sicamente si:

ψ ∼ φ ⇐⇒ ψ = eiαφ. (2.37)
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Por esto, usualmente es dicho que el factor de fase, eiα, no tiene un significado fı́sico. Podemos
representar estados cuánticos puros como proyectores unidimensionales en H:

ψ→ Pψ := |ψ〉 〈ψ| , (2.38)

claramente
ψ ∼ φ ⇐⇒ Pψ = Pφ. (2.39)

Sin embargo, sabemos que es la fase la que controla el efecto clave de la mecánica cuántica, la
interferencia cuántica. Este efecto está gobernado por la fase relativa. Si tenemos dos vectores de
estado normalizados ψ y φ tales que ψ = eiα, entonces se dice que α es la fase relativa entre ψ y
φ. La fase relativa, o equivalentemente, la diferencia de fase, si tiene significado fı́sico y por lo
tanto puede ser medida. La superposición de dos estados ψ ∼ φ difiriendo en fase por α dirige a
la siguiente fórmula de interferencia:

I ∝
∣∣1+ eiα∣∣2 = 2(1+ cos(α)) = 4cos2(α/2), (2.40)

lo que permite medir α. Es importante resaltar la diferencia entre diferencias de fase globales
y relativas. En el experimento de interferencia las diferencias de fase globales siguen siendo
desconocidas y sin importancia. Es evidente que eiλψ y eiλφ tendrán la misma interferencia que
ψ y φ. Solo la fase relativa importa.

2.4.2 Derivación estándar

Considerando la curva C en una variedad de parámetros externos M:

t→ xt ∈M, (2.41)

y la evolución adiabática del estado cuántico descrito por el hamiltoniano dependiente de dichos
parámetros H = H(t) a lo largo de la curva C. Entonces el hamiltoniano depende únicamente del
tiempo mediante la dependencia temporal de los parámetros externos: H(t) = H(xt). Supóngase
que para cualquier x ∈M el hamiltoniano H(x) tiene puramente un espectro discreto, i.e.,

H(x) |n(x)〉 = En(x) |n(x)〉 , (2.42)

con
〈n(x)|m(x)〉 = δn,m. (2.43)

Además, asumiendo que los eigenvectores |n(x)〉 tienen valores únicos (como funciones de
x ∈M), esto quiere decir que se asumirá la existencia del mapeo

M 3 x→ |n(x)〉 ∈ H (2.44)

con H siendo el espacio de Hilbert del sistema. Este mapeo no necesita ser definido globalmente
en M, por lo que se asume su existencia solo localmente. Para encontrar la evolución adiabática
se aplicará la ”maquinaria adiabática” descrita en la sección anterior. Asumamos que el n-ésimo
eigenvalor En(x) no es degenerado y sea Pn(x) := |n(x)〉 〈n(x)| el correspondiente proyector
unidimensional sobre el n-ésimo eigenespacio Hn(x), el cual escribimos

Hn(x) := Rango(Pn(x)) = {α |n(x)〉 |α ∈ C}. (2.45)



42 información cuántica

Los eigenvectores |n(x)〉 no son definidos de manera única por la ecuación de Schrödinger; es
posible cambiar arbitrariamente la fase de |n(x)〉:

|n(x)〉 →
∣∣n ′(x)〉 = eiαn(x) |n(x)〉 , (2.46)

donde αn :M→ R. Esta transformación de fase no cambia Pn(x). Supóngase que ψ(0) = |n(x0)〉.
Debido al teorema adiabático, ψ(t) permanece en el n-ésimo eigenespacio de H(xt) durante la
evolución adiabática, i.e.,

ψ(t) ∈ Hn(xt). (2.47)

Por ello, si la evolución es cı́clica, i.e., la curva C es cerrada (x0 = xT para algún T > 0), entonces
ψ(0) y ψ(T) pertenecen ambos a Hn(x0) por lo que solo es posible que difieran por un factor de
fase:

ψ(T) = eiρψ(0). (2.48)

Una primera suposición de la fase γ podrı́a ser

ρ = −
1
 h

∫T
0

En(t)dt, (2.49)

pero, tal como mostró Berry [3], esto es incorrecto. Existe un componente adicional con un origen
puramente geométrico. Depende de la geometrı́a de la variedad M y el circuito C por si mismo.
Para encontrarlo es necesario notar primero que por (2.30) y (2.31), ψ(t) y |n(xt)〉 difieren por un
factor de fase dependiente del tiempo:

|ψ(t)〉 = e−
i
 h

∫T
0 En(τ)dτeiφn(t) |n(xt)〉 , (2.50)

donde la ecuación de Schrödinger implica la siguiente ecuación para la función φn:

φ̇n = i 〈n|ṅ〉 , (2.51)

(aquı́ por simplicidad se ha omitido el argumento de |n〉). Esta fórmula define la siguiente
uno-forma sobre M:

A(n) := i 〈n|dn〉 , (2.52)

o en coordenadas locales (x1, . . . , xn), A(n) = A
(n)
k dxk, con

A
(n)
k := i 〈n|∂kn〉 . (2.53)

Es importante notar que 〈n|dn〉 es puramente imaginario, por lo que es posible escribir

A(n) = −Im 〈n|dn〉 . (2.54)

Ahora, integrando

φn(t) = i

∫t
0

〈n(τ)|ṅ(τ)〉dτ =
∫
C

A(n), (2.55)
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donde se integra la uno-forma A(n) a lo largo de la curva C entre x0 y xt. Esto muestra que (2.49)
debe ser aumentada por la siguiente cantidad geométrica:

ρn(C) := φn(T) =

∮
C

A(n), (2.56)

i.e., el cambio de fase total ρ se separa en dos partes:

ρ = −
i
 h

∫T
0

En(τ)dτ︸ ︷︷ ︸
fase dinámica

+ ρn(C)︸ ︷︷ ︸
fase geométrica

. (2.57)

Esta cantidad geométrica ρn(C) define la llamada fase de Berry, correspondiendo a la evolución
cı́clica y adiabática a lo largo de C. Usando el teorema de Stokes se puede escribir la fase de Berry
como

ρn(C) =

∫
Σ

F(n), (2.58)

donde Σ es una subvariedad bidimensional en M tal que ∂Σ = C, y

F(n) = dA(n) = −Im 〈dn| ∧ |dn〉 . (2.59)

En coordenadas locales (x1, . . . , xn) sobre M se encuentra que

F(n) =
1

2
(∂iA

(n)
j − ∂jA

(n)
i )dxi ∧ dxj (2.60)

=
1

2
F
(n)
ij dx

i ∧ dxj, (2.61)

con

F
(n)
ij = −Im

( 〈
∂in

∣∣∂jn〉− 〈∂jn∣∣∂in〉 ) (2.62)

siendo esta la curvatura de Berry. Pero no es el único factor importante en el estudio de la mecánica
cuántica desde un punto de vista geométrica, de hecho proviene de un ente más fundamental, el
tensor geométrico cuántico.

2.5 Tensor geométrico cuántico y el tensor métrico cuántico

La métrica de información cuántica (MIC) o también conocida como el Tensor Métrico Cuántico
(nótese que no es el Tensor Geométrico Cuántico) está definida en el espacio de parámetros y
mide la distancia entre dos estados correspondientes a parámetros infinitesimalmente diferentes,
además las geodésicas inducidas por la métrica pueden indicar la presencia de transiciones de
fase cuánticas [13][1].
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Tal como se vio en la sección anterior, la evolución adiabática da lugar a la dos-forma F(n) ∈
Λ2(M) en la variedad de parámetros externos M. Está definida por (2.59) que es

F
(n)
ij = −Im

( 〈
∂in

∣∣∂jn〉− 〈∂jn∣∣∂in〉 ).
Este tensor antisimétrico es invariante ante transformaciones de norma (2.46) y define la

curvatura de Berry correspondiente n-ésimo haz espectral. Existe otro tensor en M que es
naturalmente invariante de norma, el llamado Tensor Geométrico Cuántico, definido por

G
(n)
ij : = 〈∂in| (I − |n〉 〈n|)

∣∣∂jn〉 (2.63)

=
〈
∂in

∣∣∂jn〉− 〈∂in|n〉 〈n∣∣∂jn〉 . (2.64)

Además G(n)
ij es invariante de norma y hermitiano, i.e.,

G
(n)
ij = G

(n)∗
ji , (2.65)

y la parte imaginaria de G(n) reproduce F(n):

ImG
(n)
ij = −

1

2
F
(n)
ij . (2.66)

Definiendo

g
(n)
ij : = ReG

(n)
ij (2.67)

= Re
( 〈
∂in

∣∣∂jn〉− 〈∂in|n〉 〈n∣∣∂jn〉 ) (2.68)

que es un tensor simétrico en M. Resulta que g(n)ij permite medir distancias a lo largo de curvas
en el espacio de parámetros. Por esta razón es llamado el Tensor Métrico Cuántico. Para ver por qué
es esto, habrá que considerar dos estados, |n(x)〉 y |n(x+ dx)〉. Se definirá la distancia ∆(x,dx)
entre los puntos x y x+ dx en M por

∆2(x, x+ dx) = 1− |〈n(x)|n(x+ dx)〉|2. (2.69)

Teniendo una función de distancia se habrá de considerar el correspondiente tensor métrico

∆2(x, x+ dx) = hij(x)dxidxj. (2.70)

Para mostrar que hij = g
(n)
ij considérese la expansión de Taylor de |n(x+ dx)〉

|n(x+ dx)〉 = |n(x)〉+ |∂in(x)〉dxi +
1

2

∣∣∂i∂jn(x)〉dxidxj + . . . , (2.71)

de donde se sigue que

〈n(x)|n(x+ dx)〉 = 1+ 〈n(x)|∂in(x)〉dxi +
1

2

〈
n(x)

∣∣∂i∂jn(x)〉dxidxj + . . . , (2.72)

y quedando hasta segundo orden

|〈n(x)|n(x+ dx)〉| = 1+ 1
2

( 〈
n(x)

∣∣∂i∂jn(x)〉+ 〈∂in(x)|n(x)〉 〈n(x)∣∣∂jn(x)〉 )dxidxj. (2.73)
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Usando
Re
〈
n(x)

∣∣∂i∂jn(x)〉 = −Re
〈
∂in(x)

∣∣∂jn(x)〉 , (2.74)

finalmente se obtiene [14]

hij = Re
( 〈
∂in(x)

∣∣∂jn(x)〉− 〈∂in(x)|n(x)〉 〈n(x)∣∣∂jn(x)〉 ) = g
(n)
ij . (2.75)

Por lo que el tensor geométrico cuántico queda descrito en función del tensor métrico cuántico
y la curvatura de Berry, i.e.,

G
(n)
ij = g

(n)
ij −

i

2
F
(n)
ij (2.76)

Además el TMC dado por (2.67) puede ser escrito de la siguiente manera

gab(λ) = γab(λ) −βa(λ)βb(λ) (2.77)

donde

γab = Re 〈∂aψ|∂bψ〉 , (2.78)

βa = −i 〈ψ|∂aψ〉 (2.79)

y λ es el conjunto de parámetros externos [12].

Hasta el momento se han trabajado con puras funciones de onda, que pueden estar en su
representación del espacio de posición o de momentos pero no en ambas, por lo que serı́a atractivo
tener una representación de la mecánica cuántica que trate ambas al mismo tiempo. Por ello es
útil estudiar a las funciones de Wigner.

2.6 Funciones de Wigner

En la mecánica hamiltoniana clásica un estado está descrito por un punto en un espacio fase 6N
dimensional con las variables posición (q) y momento (p). No existe un principio de incertidumbre
en la fı́sica clásica, por lo que es posible conocer al mismo tiempo tanto la posición como el
momento de una partı́cula con precisión arbitraria.

Sin embargo en la mecánica cuántica el principio de incertidumbre de Heisenberg hace esto
imposible, por lo que se trabaja con las funciones de onda en la base de posición ó en la de
momentos. Serı́a entonces deseable alguna función que pudiera desplegar simultáneamente la
probabilidad de ambas variables. La función de Wigner está construida de tal manera que sea
capaz de hacer justamente esto, permitiendo a su vez obtener los valores esperados correctos de
operadores arbitrarios. Un primer paso en su construcción es estudiar la transformación de Weyl.
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2.6.1 Transformación de Weyl

Para construir la función de Wigner se debe utilizar un formalismo alternativo a la mecánica
cuántica basado en el espacio fase, para ello se necesita un mapeo entre las funciones de la
formulación del espacio fase y los operadores del espacio de Hilbert en el cuadro de Schrödinger.
Este mapeo está dado por la transformación de Weyl Ã de un operador Â definida de la siguiente
manera

Ã(q,p) =
∫∞
−∞ dye

−ipy
 h

〈
q+

y

2

∣∣∣ Â(q̂, p̂)
∣∣∣q− y

2

〉
, (2.80)

donde lo que se hace es tomar un operador y representarlo con una función.

Una propiedad importante de la transformación de Weyl es que la traza del producto de dos
operadores Â y B̂ está dado por

Tr[ÂB̂] =
1

2π h

∫∞
−∞ dqdpÃ(q,p)B̃(q,p) (2.81)

2.6.2 La función de Wigner

La matriz de densidad para un estado puro dada por

ρ̂ = |ψ〉 〈ψ| ,

que en su representación en la base de posición es

〈q| ρ |q〉 = ψ(q)ψ∗(q ′), (2.82)

y una propiedad importante de la matriz de densidad es que está normalizada, esto es que
Tr[ρ] = 1 y como se vio anteriormente el valor esperado de un operador Â con base en ρ̂ es〈
Â
〉
= Tr[ρ̂Â].

Utilizando esto, se define la función de Wigner como

W(q,p) =
ρ̃

2π h
=

1

2π h

∫∞
−∞ dye−

ipy
 h ψ(q+

y

2
)ψ∗(q−

y

2
), (2.83)

con ella se pueden escribir los valores esperados de un operador Â como

〈
Â
〉
=

∫∞
−∞ dqdpW(q,p)Ã(q,p), (2.84)

que es el promedio de una cantidad fı́sica representada por Ã(q,p) sobre todo el espacio fase
con la cuasi-densidad de probabilidad (puede tener valores negativos) W(q,p) que caracteriza al
estado. En particular, los valores esperados de q̂ y p̂ son

〈q̂〉 =
∫∞
−∞ dqdpW(q,p)q, (2.85)
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〈p̂〉 =
∫∞
−∞ dqdpW(q,p)p. (2.86)

En general para encontrar el valor esperado de un operador a partir de la función de Wigner
uno debe considerar la transformación de Weyl de dicho operador. Suponiendo que solo depende
de q se obtiene una relación bastante simple

Ã(q) =

∫∞
−∞ dye

−ipy
 h

〈
q+

y

2

∣∣∣ Â(q̂, p̂)
∣∣∣q− y

2

〉
=

∫∞
−∞ dye

−ipy
 h A(q−

y

2
)δ(y) = A(q), (2.87)

y análogamente para un operador que solo depende de p, B̃(p) = B(p).
Algunas de las propiedades de la función de Wigner son [15][16]:

1. Está normalizada en el espacio fase∫∞
−∞ dqdpW(q,p) = Tr[ρ̂] = 1. (2.88)

2. Siempre es real, esto se puede ver tomando el conjugado de (2.83) y cambiando la variable
de integración de y a −y.

3. Puede tomar valores negativos, para observar esto primero se consideran dos operadores
de densidad ρ̂a y ρ̂b, cada uno con sus estados asociados ψa y ψb. Por lo que se puede
escribir la siguiente expresión

Tr[ρ̂aρ̂b] = |〈ψa|ψb〉|2, (2.89)

a esto se le hace la transformación de Weyl y se obtiene

Tr[ρ̂aρ̂b] =
1

2π h

∫∞
−∞ dqdpρ̃aρ̃b =

∫∞
−∞ dqdpW(q,p)aW(q,p)b = |〈ψa|ψb〉|2, (2.90)

y si se consideran estados ortogonales 〈ψa|ψb〉 = 0. Entonces∫∞
−∞ dqdpW(q,p)aW(q,p)b = 0, (2.91)

esto solo puede ser cierto si la función de Wigner es negativa en regiones del espacio fase.
Esto es enteramente distinto al caso clásico y muestra que la función de Wigner no representa
una propiedad fı́sica. Solo la integral de ella sobre ya sea q o p tiene significado fı́sico, de
manera similar a como se piensa a la función de onda en el cuadro de Schrödinger.

4. Debe cumplir que

|W(q,p)| 6
1

π h
, (2.92)

debido a que se puede escribir la definición de la función de Wigner como el producto de
dos funciones de onda.

Ahora con esta herramienta, es posible definir una métrica del espacio fase, la métrica de
Fubini-Study
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2.7 M étrica de Fubini-Study

Para poder entender la métrica de Fubini-Study, primero conviene estudiar las llamadas variedades
complejas al ser esta un tipo de métrica de Kähler.

2.7.1 Variedades de Kähler

Considerando una variedad compleja M sobre la cual hay una métrica hermitiana definida por

ds2 = gab∗dz
adz∗b, (2.93)

donde gab∗ es una matriz hermitiana. Se define la forma de Kähler como

K =
i

2
gab∗dz

a ∧ dz∗b, (2.94)

entonces
K∗ = −

i

2
g∗ab∗dz

∗a ∧ dzb =
i

2
gba∗dz

b ∧ dz∗a = K (2.95)

por lo que es una 2-forma real.

Se tiene una métrica de Kähler si
dK = 0, (2.96)

i.e., la forma de Kähler es cerrada y se dice que M es una variedad de Kähler si admite una métrica
de Kahler. Cualquier superficie de Riemann (real de dimensión 2) es automáticamente de Kähler
ya que dK = 0 para cualquier 2-forma. Existen, sin embargo, variedades complejas de dimensión 4

que no admiten métrica de Kähler alguna. Un caso particular de esta es la métrica de Fubini-Study.

2.7.2 Métrica de Fubini-Study

La métrica de Fubini-Study es sobre Pn(C) y en el espacio de parámetros pero se llega a ella con
variaciones del espacio fase tomando

zA = qA + ipA (2.97)

entonces
z∗B = qB − ipB (2.98)

por lo que las diferenciales son
dzA = dqA + idpA (2.99)

entonces
dz∗B = dqB − idpB (2.100)

y utilizando (2.94)

K =
i

2
gAB∗(dq

A + idpA)∧ (dqB − idpB), (2.101)
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si A y B son reales

K =
i

2
gAB(dq

A ∧ dqB − idqA ∧ dpB + idpA ∧ dqB + dpA ∧d pB) (2.102)

=
i

2
gAB(−idq

A ∧ dpB + idpA ∧ dqB) (2.103)

=
i

2
gAB(−2idq

A ∧ dpB). (2.104)

Por lo tanto la métrica de Fubini-Study es

F = gABdq
A ∧ dpB (2.105)

Con estas herramientas nos es suficiente para poder calcular en el siguiente ejemplos del tensor
geométrico cuántico para distintos sistemas fı́sicos.
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E J E M P L O S D E L T E N S O R G E O M É T R I C O C U Á N T I C O

Para poder ilustrar las ideas dadas en el capı́tulo anterior se iniciará con un ejemplo ya conocido, el
oscilador armónico generalizado, en el cual se puedan identificar de manera directa los elementos
del tensor geométrico cuántico. Después se resolverá el sistema de osciladores simétricamente
acoplados. Ambos son utilizados en la actualidad para describir distintos sistemas fı́sicos, el
simétricamente acoplado sirve como punto de partida para una teorı́a de campo escalar y para
describir la complejidad de circuitos en teorı́a cuántica de campos [20].

3.1 Oscilador armónico generalizado

El oscilador armónico generalizado tiene una gran cantidad de aplicaciones, en particular puede
verse como un oscilador armónico amortiguado y como se vio anteriormente, está dado por el
hamiltoniano

H(R,q, t) =
1

2
[Zp̂2 + Y(p̂q̂+ q̂p̂) +Xq̂2], (3.1)

donde R=(X,Y,Z) son parámetros externos. Se tiene que los eigenestados del hamiltoniano
dependen de los parámetros y provienen de la ecuación de Schrödinger, por lo que queda de la
siguiente manera

−
Z h2

2

d2ψn

dq2
− i hYq

dψn

dq
+
(Xq2
2

−
i hY

2

)
ψn = Enψn. (3.2)

Las soluciones normalizadas son

ψn(q;R) =
( w
Z h

)1/4
χn

(
q

√
w

Z h

)
e−

iYq2

2Z h , (3.3)

donde se definió

w := (XZ− Y2)1/2, (3.4)

y χn(x) es la función de Hermite (las cuales se describen junto con sus propiedades en el apéndice).
Notemos que la definición de w implica que XZ > Y2 y esto que la variedad de parámetros

correspondiente es el siguiente subconjunto de R3

M := {(X, Y,Z) ∈ R3|XZ > Y2}. (3.5)
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Los eigenvalores de la energı́a para el oscilador están dadas por la fórmula usual

En =  hw(n+ 1/2). (3.6)

3.1.1 Fase y curvatura de Berry

Utilizando (2.59) y debido a la nilpotencia de la derivada exterior (Anexo (C.8))

F(n) = −Im 〈dRn| ∧ |dRn〉 (3.7)

= −Im
[ ∫∞

−∞ dqdRψ∗n(q;R)dRψn(q;R)
]
, (3.8)

= −Im
[
dR

∫∞
−∞ dqψ∗n(q;R)dRψn(q;R)

]
, (3.9)

con dR denotando una derivada exterior en el espacio de parámetros [14]. Como se tienen 3

parámetros (X, Y,Z) la derivada exterior es de la forma

F(n) = −Im
[
dR

∫∞
−∞ dqψ∗n(q;R)

(
∂XψndRX+ ∂YψndRY + ∂ZψndRZ

)]
. (3.10)

Resolviendo las parciales con ψn dada por (3.3) se obtiene que

∂Xψn = e−
iYq2

2Z h

[((XZ− Y2)
1
2

Z h

) 1
4
∂Xχn

(
q

√
w

Z h

)
+ χn

(
q

√
w

Z h

)( 1
Z h

) 1
4
(Z(XZ− Y2)

−7
8

8

)]
, (3.11)

∂Yψn = −
( 1
Z h

) 1
4
(2Y(XZ− Y2)

−7
8

8

)
χn

(
q

√
w

Z h

)
e−

iYq2

2Z h

+
((XZ− Y2)

1
2

Z h

) 1
4
e−

iYq2

2Z h ∂Yχn

(
q

√
w

Z h

)
−
((XZ− Y2)

1
2

Z h

) 1
4
χn

(
q

√
w

Z h

)( iq2
2Z h

e−
iYq2

2Z h

)
, (3.12)

∂Zψn =
1

4

((XZ− Y2)
1
2

Z h

)−3
4
((XZ− Y2)−

1
2X

2Z h
−

(XZ− Y2)
1
2

Z2 h

)
χn

(
q

√
w

Z h

)
e−

iYq2

2Z h

+
((XZ− Y2)

1
2

Z h

) 1
4
e−

iYq2

2Z h ∂Zχn

(
q

√
w

Z h

)
+
((XZ− Y2)

1
2

Z h

) 1
4
χn

(
q

√
w

Z h

)( iYq2
2Z2 h

e−
iYq2

2Z h

)
. (3.13)

De aquı́ es importante notar que

ψ∗n(q;R) =
( w
Z h

)1/4
χn

(
q

√
w

Z h

)
e
iYq2

2Z h , (3.14)
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por lo que al hacer la multiplicación de (3.7) las exponenciales se van. Además como solo nos
interesa la parte imaginaria que está dada por los últimos términos de (3.12) y (3.13) nos queda:

F(n) = −dR

∫∞
−∞ dqχ2n

(
q

√
w

Z h

)( w
 hZ

) 1
4
[
−
( w

 hZ

) 1
4 q2dRY

2 hZ
+
( w

 hZ

) 1
4 Yq2dRZ

2Z2 h

]
(3.15)

= dR

∫∞
−∞ dqχ2n

(
q

√
w

Z h

)( w
hZ

) 1
2
q2
[( w
Z h

)(Z h

w

)][dRY
2 hZ

−
YdRZ

2Z2 h

]
, (3.16)

= dR

{ ∫∞
−∞ dq

( w
 hZ

) 1
2
χ2n

(
q

√
w

Z h

)
q2
( w
Z h

)(Z h

w

)[dRY
2 hZ

−
YdRZ

2Z2 h

]}
. (3.17)

Sea a = q
√
w
Z h entonces da = dq

√
w
Z h y haciendo las substituciones pertinentes se llega a

F(n) =
1

2 h
dR

{(Z h

w

)[dRY
Z

−
YdRZ

Z2

] ∫∞
−∞ daχ2n(a)a2

}
(3.18)

y usando la siguiente propiedad de las funciones de Hermite [17]∫∞
−∞ daa2χ2n(a) = n+

1

2
, (3.19)

se obtiene

F(n) =
n+ 1

2

2
dR

{(Z
w

)[dRY
Z

−
YdRZ

Z2

]}
(3.20)

aquı́ es conveniente utilizar que

dR

(Y
Z

)
=
[dRY
Z

−
YdRZ

Z2

]
, (3.21)

para dejar la expresión de la siguiente manera

F(n) =
n+ 1

2

2
dR

{(Z
w

)
dR

(Y
Z

)}
. (3.22)

Haciendo uso de nuevo de la nilpotencia

F(n) =
n+ 1

2

2
dR

(Z
w

)
∧ dR

(Y
Z

)
=
n+ 1

2

2
dR

(
Z

(XZ− Y2)
1
2

)
∧ dR

(Y
Z

)
, (3.23)

donde

dR

(
Z

(XZ− Y2)
1
2

)
= ∂X

(
Z

(XZ− Y2)
1
2

)
dRX+ ∂Y

(
Z

(XZ− Y2)
1
2

)
dRY + ∂Z

(
Z

(XZ− Y2)
1
2

)
dRZ

=

[
−

Z2dRX

2(XZ− Y2)
3
2

+
2ZYdRY

2(XZ− Y2)
3
2

+
dRZ

(XZ− Y2)
1
2

−
ZXdRZ

2(XZ− Y2)
3
2

]
=

1

2(XZ− Y2)
3
2

[
−Z2dRX+ 2ZYdRY + 2(XZ− Y2)dRZ−ZXdRZ

]
=

−1

2(XZ− Y2)
3
2

[
Z2dRX− 2ZYdRY −XZdRZ+ 2Y2dRZ

]
. (3.24)
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Por lo que sustituyendo (3.24) y (3.21) en (3.23) se obtiene

F(n) =
n+ 1

2

2

−1

2(XZ− Y2)
3
2

[
Z2dRX− 2ZYdRY −XZdRZ+ 2Y2dRZ

][dRY
Z

−
YdRZ

Z2

]
= −

n+ 1
2

4(XZ− Y2)
3
2

[
ZdRXdRY − YdRXdRZ+

2Y2dRYdRZ

Z
−XdRZdRY +

2Y2dRZdRY

Z

]
. (3.25)

Y finalmente al utilizar (C.4) (dαdβ = −dβdα) se obtiene que

F(n) =
n+ 1

2

4(XZ− Y2)
3
2

[
ZdRYdRX+ YdRXdRZ+XdRZdRY

]
, (3.26)

=
n+ 1

2

4w3

[
ZdRYdRX+ YdRXdRZ+XdRZdRY

]
. (3.27)

Ahora para la curvatura de Berry, se tiene que por (2.62)

F
(n)
ij = −Im

( 〈
∂in

∣∣∂jn〉− 〈∂jn∣∣∂in〉 )
y utilizando las parciales de la función de onda dadas por (3.11), (3.12) y (3.13). Notemos que si
i = j da cero inmediatamente. Además recordemos que Fij = −Fji, por lo que solo resta hacer 3

entradas de las cuales se obtiene que

Fij =
(n+ 1

2)

4w3

 0 −Z Y

Z 0 −X

−Y X 0

 . (3.28)

3.1.2 Tensor métrico cuántico

Para obtener rápidamente el tensor métrico cuántico es bastante útil recordar la regla de la
cadena (∂Xχn(a) = d

da(χn(a))∂X(a)) y tener en cuenta las propiedades de las funciones de
Hermite dadas en el apéndice.

El tensor métrico cuántico está dado por (2.77), por lo que se deberán calcular los factores γab,
βa y βb para cada caso. Se tomará w = (XZ− Y2)

1
2 y que a = q

√
w
Z h ⇒ da = dq

√
w
Z h . Además

es conveniente dar de una vez los valores para las parciales de a

∂Xa =
Zq

4w
3
2 (Z h)

1
2

, (3.29)

∂Ya = −
Yq

2w
3
2 (Z h)

1
2

, (3.30)

∂Za =
q h(2Y2 −XZ)

4w
3
2 (Z h)

3
2

. (3.31)

Por simplicidad se iniciará con los términos de X:



3.1 Oscilador armónico generalizado 55

βX = −i 〈ψ|∂Xψ〉 (3.32)

= −i

∫∞
−∞ dq

[( w
Z h

)1/4
χn

(
q

√
w

Z h

)
e
iYq2

2Z h

]
[
e−

iYq2

2Z h

[((XZ− Y2)
1
2

Z h

) 1
4
∂Xχn

(
q

√
w

Z h

)
+ χn

(
q

√
w

Z h

)( 1
Z h

) 1
4
(Z(XZ− Y2)

−7
8

8

)]]
(3.33)

= −i
[( w
Z h

)1/2 ∫∞
−∞ χn

(
q

√
w

Z h

)
∂Xχn

(
q

√
w

Z h

)
dq+

√
Z
 h

(XZ− Y2)
−6
8

8

∫∞
−∞ χ2n

(
q

√
w

Z h

)
dq
]

= −i
[ ∫∞

−∞ χn(a)∂Xχn(a)da+
Z

8w2

∫∞
−∞ χ2n(a)da

]
(3.34)

= −i
[ Z

4w2

∫∞
−∞ χn(a)a

d

da
χn(a)da+

Z

8w2

]
(3.35)

= −i
[ Z

4w2

(
−
1

2

)
+

Z

8w2

]
, (3.36)

por lo tanto
βX = 0, (3.37)

y de manera análoga se obtiene

βY = −
n+ 1

2

2w
, (3.38)

βZ =
Y(n+ 1

2)

2Zw
(3.39)

Ahora el factor γXX

γXX = Re 〈∂Xψ|∂Xψ〉 (3.40)

= Re

∫∞
−∞
[((XZ− Y2)

1
2

Z h

) 1
4
∂Xχn

(
q

√
w

Z h

)
+ χn

(
q

√
w

Z h

)( 1
Z h

) 1
4
(Z(XZ− Y2)

−7
8

8

)]2
dq

(3.41)

=

∫∞
−∞
[( w
Z h

) 1
2
(∂Xχn

(
q

√
w

Z h

)
)2 +

Z(XZ− Y2)
−6
8

4(Z h)
1
2

χn

(
q

√
w

Z h

)
∂Xχn

(
q

√
w

Z h

)
+
Z2(XZ− Y2)−

−7
4

64(Z h)
1
2

χ2n

(
q

√
w

Z h

)]
dq

=
Z2

16w4

∫∞
−∞(

d

da
χn(a))

2a2da+
Z

4w2

(
−

Z

8w2

)
+

Z2

64w2
(3.42)

=
Z2

16w4

[2n2 + 2n+ 3

4

]
−

Z2

64w4
(3.43)

=
Z2

32w4
[n2 +n+ 1] −

Z2

64w4
+

Z2

16w4

[1
4

]
.

Por lo que

γXX =
Z2(n2 +n+ 1)

32w4
, (3.44)
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de manera análoga se obtiene que

γij =
(n2 +n+ 1)

32w4

 Z2 −2YZ 2Y2 −XZ

−2YZ −2(Y2 − 3XZ) 2Z−1(Y3 − 2XYZ)

2Y2 −XZ 2Z−1(Y3 − 2XYZ) Z−2(−2Y4 + 2XY2Z+X2Z2)

 . (3.45)

Haciendo las multiplicaciones y restas pertinentes se obtiene finalmente el tensor métrico
cuántico para el oscilador armónico generalizado

gij =
(n2 +n+ 1)

32w4

 Z2 −2YZ 2Y2 −XZ

−2YZ 4XZ −2XY

2Y2 −XZ −2XY X2

 . (3.46)

3.1.3 Tensor geométrico cuántico

Las relaciones entre la curvatura de Berry y el tensor métrico cuántico con el tensor geométrico
cuántico están dadas por (2.76) respectivamente. Entonces con (3.28) y (3.46) se obtiene:

Gij =
(n2 +n+ 1)

32w4

 Z2 −2YZ 2Y2 −XZ

−2YZ 4XZ −2XY

2Y2 −XZ −2XY X2

− i
(n+ 1

2)

8w3

 0 −Z Y

Z 0 −X

−Y X 0

 . (3.47)

En este caso se encontraron independientemente el tensor métrico cuántico y la curvatura de
Berry para juntar ambos resultados y llegar al tensor geométrico cuántico; en el ejemplo posterior
se hará el proceso inverso.

3.2 Osciladores armónicos simétricamente acoplados

El sistema formado por unos osciladores armónicos simétricamente acoplados ha tenido aplicación
en temas de complejidad y además ha servido como punto de partida para una teorı́a de campo
escalar [20]. Este sistema está descrito por el siguiente Hamiltoniano

H(k,k ′,q1,q2, t) =
1

2
[p̂21 + p̂

2
2 + k(q̂

2
1 + q̂

2
2) + k

′(q̂1 − q̂2)
2], (3.48)

ahora para facilitar el problema se harán las siguientes transformaciones canónicas

Q1 =
1√
2
(q1 + q2), (3.49)

Q2 =
1√
2
(q1 − q2), (3.50)
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P1 =
1√
2
(p1 + p2), (3.51)

P2 =
1√
2
(p1 − p2), (3.52)

quedando el hamiltoniano transformado en uno de dos osciladores armónicos desacoplados de la
siguiente manera:

H =
1

2
(P21 + P

2
2 +w

2
1Q
2
1 +w

2
2Q
2
2). (3.53)

donde

w21 = k, (3.54)

w22 = k+ 2k
′. (3.55)

Ahora para encontrar la función de onda primero notemos que este hamiltoniano puede
escribirse como H = H1 +H2 por lo que la ecuación de Schrödinger puede escribirse

H |ψ(Q1,Q2)〉 = EQ1,Q2 |ψ(Q1,Q2)〉 (3.56)

(H1 +H2) |ψ(Q1,Q2)〉 = (E1 + E2) |ψ(Q1,Q2)〉 (3.57)

(H1 +H2) |φ1(Q1)〉 |φ2(Q2)〉 = (E1 + E2) |φ1(Q1)〉 |φ2(Q2)〉 (3.58)

donde |φ(Q1)〉 y |φ(Q2)〉 son las funciones de onda para cada uno de los osciladores armónicos
desacoplados. Por esto la del sistema general es la multiplicación de ambas y después habrá que
regresarla a la representación de q1 y q2.

El hamiltoniano del oscilador armónico es

HOA =
1

2
(P2 +w2Q2), (3.59)

cuya solución es

ψOAn(Q) =
(w

 h

)1/4
χn

(
Q

√
w
 h

)
, (3.60)

entonces

ψn,m(Q1,Q2) =
(w1

 h

)1/4
χn

(
Q1

√
w1
 h

)(w2
 h

)1/4
χm

(
Q2

√
w2
 h

)
(3.61)

=
(w1w2

 h2

)1/4
χn

(
(q1 + q2)

√
w1
2 h

)
χm

(
(q1 − q2)

√
w2
2 h

)
=
(√k√k+ 2k ′

 h2

)1/4
χn

(
(q1 + q2)

√√
k

2 h

)
χm

(
(q1 − q2)

√√
k+ 2k ′

2 h

)
. (3.62)
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por lo que la función de onda para los osciladores armónicos simétricamente acoplados en
términos de las variables originales q1 y q2 será

ψn,m =
(k2 + 2kk ′

 h4

)1/8
χn

(
(q1 + q2)

[ k

(2 h)2

] 1
4
)
χm

(
(q1 − q2)

[k+ 2k ′
(2 h)2

] 1
4
)

. (3.63)

Por completez se darán las parciales con respecto a k y k ′ en términos de q1 y q2

∂kψn,m =
(k2 + 2kk ′)

−7
8

4 h
1
2

(k+ k ′)χn

(
(q1 + q2)

[ k

(2 h)2

] 1
4
)
χm

(
(q1 − q2)

[k+ 2k ′
(2 h)2

] 1
4
)

+
(k2 + 2kk ′

 h4

)1/8
∂kχn

(
(q1 + q2)

[ k

(2 h)2

] 1
4
)
χm

(
(q1 − q2)

[k+ 2k ′
(2 h)2

] 1
4
)

+
(k2 + 2kk ′

 h4

)1/8
χn

(
(q1 + q2)

[ k

(2 h)2

] 1
4
)
∂kχm

(
(q1 − q2)

[k+ 2k ′
(2 h)2

] 1
4
)

.

∂k ′ψn,m =
(k2 + 2kk ′)

−7
8 k ′

4 h
1
2

χn

(
(q1 + q2)

[ k

(2 h)2

] 1
4
)
χm

(
(q1 − q2)

[k+ 2k ′
(2 h)2

] 1
4
)

+
(k2 + 2kk ′

 h4

)1/8
χn

(
(q1 + q2)

[ k

(2 h)2

] 1
4
)
∂k ′χm

(
(q1 − q2)

[k+ 2k ′
(2 h)2

] 1
4
)

.

El tensor geométrico cuántico está dado por (2.64) que es

Gij =
〈
∂i(n,m)

∣∣∂j(n,m)
〉
− 〈∂i(n,m)|n,m〉

〈
n,m

∣∣∂j(n,m)
〉

,

tomando i, j ∈ {k,k ′}. Para resolver la integrales, es más fácil trabajar en los espacios de Q1 y Q2
mediante (3.61), esto es posible ya que es una transformación canónica y lineal.

Además es conveniente notar de una vez dos cosas: 1) debido a la falta de factores imaginarios
en la función de onda, la curvatura de Berry es nula. 2) los factores 〈∂in|n〉 son cero tanto para k
como k ′ por las propiedades de las funciones de Hermite, por lo que únicamente será necesario

calcular
〈
∂i(n,m)

∣∣∂j(n,m)
〉
. Definiendo por simplicidad f =

(
w1w2

 h2

) 1
4

queda:
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Gij =
〈
∂iψn,m

∣∣∂jψn,m
〉
=

∫∞
−∞ ∂i(ψn,m)∂j(ψn,m)dQ1dQ2

=

∫∞
−∞
[
∂i(f)∂j(f)χ

2
n

(
Q1

√
w1
 h

)
χ2m

(
Q2

√
w2
 h

)
+ f∂i(f)χn

(
Q1

√
w1
 h

)
∂j

(
χn

(
Q1

√
w1
 h

))
χ2m

(
Q2

√
w2
 h

)
+ f∂i(f)χ

2
n

(
Q1

√
w1
 h

)
χm

(
Q2

√
w2
 h

)
∂j

(
χm

(
Q2

√
w2
 h

))
+ f∂j(f)χn

(
Q1

√
w1
 h

)
∂i

(
χn

(
Q1

√
w1
 h

))
χ2m

(
Q2

√
w2
 h

)
+ f2∂i

(
χn

(
Q1

√
w1
 h

))
∂j

(
χn

(
Q1

√
w1
 h

))
χ2m

(
Q2

√
w2
 h

)
+ f2χn

(
Q1

√
w1
 h

)
∂i

(
χn

(
Q1

√
w1
 h

))
χm

(
Q2

√
w2
 h

)
∂j

(
χm

(
Q2

√
w2
 h

))
+ f∂j(f)χ

2
n

(
Q1

√
w1
 h

)
χm

(
Q2

√
w2
 h

)
∂i

(
χm

(
Q2

√
w2
 h

))
+ f2χn

(
Q1

√
w1
 h

)
∂j

(
χn

(
Q1

√
w1
 h

))
χm

(
Q2

√
w2
 h

)
∂i

(
χm

(
Q2

√
w2
 h

))
+ f2χ2n

(
Q1

√
w1
 h

)
∂i

(
χm

(
Q2

√
w2
 h

))
∂j

(
χm

(
Q2

√
w2
 h

))]
dQ1dQ2. (3.64)

Para el término con i = k y j = k ′ se simplifican las cuentas debido a que w1 no depende de k ′:
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Haciendo separación de variables y utilizando las propiedades de los polinomios de Hermite
del apéndice ((D.3), (D.4), (D.5), (D.6), (D.7), (D.8)), se llega a
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sustituyendo todos los valores de las derivadas y simplificando

Gkk ′ =
k+ k ′

16k(k1+ 2k ′)2
−

k+ k ′

16k(k1+ 2k ′)2
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1

32k2 + 64kk ′
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4

) 1
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16(k+ 2k ′)2
. (3.67)

Análogamente se obtienen las entradas restantes, por lo que finalmente el tensor geométrico
cuántico para los osciladores armónicos simétricamente acoplados es

G(n) =
1

32
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k2
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)
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 (3.68)

=
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w42

)
2(n2+n+1)

w42
2(n2+n+1)

w42

4(n2+n+1)

w42

 . (3.69)

De estos ejemplos es posible notar que el cálculo es muy dependiente de la complejidad de la
función de onda (si es que se conoce en primer lugar). Pero existe una técnica alternativa que no
la requiere, dicho método se estudiará a profundidad en la siguiente parte del texto.
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T G C Y E L T E N S O R D E L E S PA C I O FA S E D E E S TA D O S N - É S I M O S

Existe otra forma de obtener el tensor geométrico cuántico aparte de la que se mencionó anterior-
mente, utilizando técnicas de teorı́a cuántica de campos. Normalmente cuando un problema no
puede ser resuelto de manera exacta, en el método estándar de trabajo discutido anteriormente se
utiliza teorı́a de perturbaciones para calcular la función de onda; sin embargo esto puede resultar
sumamente complicado o incluso imposible.

Afortunadamente en teorı́a cuántica de campos, la teorı́a de perturbaciones es usada amplia-
mente para conseguir las funciones de Green de la teorı́a y ocupando una ampliación de esta
técnica se ha mostrado que es posible obtener el tensor geométrico cuántico para el estado base, e
incluso es posible calcularlo sin conocer en lo absoluto a la función de onda del sistema [12][22][24].

Supongamos que el sistema deseado a describir está descrito por el Lagrangiano Li que depende
de N parámetros λa donde a = 1, . . . ,N.durante el intervalo temporal (−∞, 0) y después para
(0,∞) se le agrega una perturbación dada por la perturbación de parámetros

λa → δλa (4.1)

por lo que el lagrangiano final será

Lf = Li+Oiδλ
a. (4.2)

Bajo estas suposiciones se encuentra la siguiente expresión para el Tensor Geométrico Cuántico

Gab =
−1
 h2

∫t0
−∞ dτ2

∫∞
t0

dτ1[〈Oa(τ2)Ob(τ1)〉− 〈Oa(τ2)〉 〈Ob(τ1)〉]. (4.3)

Pero esto se ha obtenido en la literatura [12][22][24] para el estado base, por lo que es necesario
generalizar esta técnica para un estado n-ésimo arbitrario.Además la variación que en este caso
es δλa solo se refiere al espacio de parámetros. Una forma de generalizar esta idea es incluir
variaciones del tipo traslacional con respecto a los momentos y las posiciones. Dando ası́ lugar a
un tensor más general que tiene mayor información fı́sica del sistema en cuestión.
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4.1 Tensor a partir de variaciones en el hamiltoniano para un estado n- ésimo

Supongamos un sistema que en un inicio (de t = −∞ a t = 0) está descrito por un hamiltoniano,
Hi = H y después de t = 0 se perturba el sistema para estar descrito por Hf = H+ δH donde

δH =
∂H

∂zA
δzA (4.4)

con

zA = (qi,pi, λa). (4.5)

Como el TGC está relacionado a un traslape de estados es necesario considerar una expresión
como (1.65) y manipularla de tal modo que solo sobreviva el estado n-ésimo deseado. Para ello se
toma 〈qf, tf|qi, ti〉, donde los subı́ndices i y f (por ejemplo |0f〉 se refiere al vacio del hamiltoniano
final) se refieren al hamiltoniano inicial y final respectivamente, e introduciendo ”unos” de las
bases de energı́a de la siguiente manera

〈qf, tf|qi, ti〉 =
∑
mf,mi

〈qf, tf|mf〉 〈mf|mi〉 〈mi|qi, ti〉 (4.6)

=
∑
mf,mi

〈qf| e
−itfE

f
m

 h |mf〉 〈mf|mi〉 〈mi| e
itiE

i
mi

 h |qi〉 , (4.7)

asumiendo la ortonormalidad entre estados (〈a|b〉 = δa,b) y multiplicando por las exponenciales
de la energı́a para el estado n-ésimo deseado
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Ahora, para regularizar los términos exponenciales que oscilan se tomará la siguiente pre-
scripción: Efn → Efn + iε, Ein → Ein + iε y se hace tender ti → −∞ y tf → ∞, asumiendo que
q(∞) = q(−∞) = 0, como sigue
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entonces al hacer el lı́mite
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los factores exponenciales correspondientes al ε van a cero, quedando únicamente
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De la ecuación anterior, pasando los brakets 〈qf|nf〉 〈ni|qi〉 e insertándoles las exponenciales es
posible escribir
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Ahora se analizará cada término para dejarlo en términos del hamiltoniano. En el numerador
insertando identidades para cada uno de los qi se obtiene
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Introduciendo la notación
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la ecuación (4.16) se reescribe como

〈qf,∞|qi,−∞〉 ∣∣∣
Efn→Efn+iε,Ein→Ein+iε

=

∫
DqDpe

i
 h

∫∞
−∞ dt(pq̇−Hi)− i

 h

∫∞
0 dtOA(t)δz

A
∣∣∣
Efn→Efn+iε,Ein→Ein+iε

(4.18)

Ahora notando que en este caso las funcionales generadoras son de la forma

Zj =

∫
DqDpe

i
 h

∫∞
−∞ dt(pq̇−Hj), (4.19)

y como la teorı́a es reversible temporalmente se obtienen las siguientes expresiones para los
factores en el denominador
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Ahora para simplificar este resultado es conveniente observar que puede ser expresado mediante
valores medios ya que

〈A〉n = 〈ni|A |ni〉 =
1

Zi

∫
DqDpe

i
 h

∫∞
−∞ dt(pq̇−Hi)A(q)

∣∣∣
Ein→Ein+iε

(4.23)

donde se está tomando el valor esperado con respecto al hamiltoniano inicial Hi. En consecuencia
tomando el valor esperado de la exponencial de la variación del hamiltoniano, el traslape de los
estados n-ésimos de (4.22) toma la forma
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por lo tanto al elevar al cuadrado (de manera zz∗ = z2)
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Para simplificar la expresión anterior, se expanden en series cada uno de los términos mediante
la serie de Maclaurin (Taylor en 0) de la exponencial, que es
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y tomando hasta segundo orden en la perturbación se obtiene〈
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por simplicidad se tomará
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y del mismo modo para B→ b, P → p quedando
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después se utiliza sobre el denominador el teorema del binomio dado por

(1± x)n ≈ 1±nx (4.33)

para llegar a (de nuevo recordando que es hasta segundo orden)
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Los términos lineales se anular debido a que A, B , P son indices libres y el término de P integra
sobre el todo el tiempo, anulando las partes respectivas a A y B, i.e.
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Para los cruzados se tiene
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+

∫∞
0

dt1δz
A 〈OA(t1)〉n

∫∞
−∞ dt2δzP 〈OP(t2)〉n

+

∫0
−∞ dt1δzB 〈OB(t1)〉n

∫∞
−∞ dt2δzP 〈OP(t2)〉n

]
(4.38)

=
1
 h2

[
−

∫∞
0

dt1δz
A 〈OA(t1)〉n

∫0
−∞ dt2δzB 〈OB(t2)〉n

+

∫∞
0

dt1δz
A 〈OA(t1)〉n

∫∞
−∞ dt2δzB 〈OB(t2)〉n

+

∫0
−∞ dt1δzA 〈OA(t1)〉n

∫∞
−∞ dt2δzB 〈OB(t2)〉n

]
(4.39)

= −
1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2 〈OA〉n 〈OB〉n δz
AδzB. (4.40)

Finalmente para los cuadrados

−
〈
a2
〉
−
〈
b2
〉
+
〈
p2
〉
=

1

2 h2

[
−

〈∫∞
0

dt1δz
AOA(t1)

∫∞
0

dt2δz
BOB(t2)

〉
n

−

〈∫0
−∞ dt1δzAOA(t1)

∫0
−∞ dt2δzBOB(t2)

〉
n

+

〈∫∞
−∞ dt1δzAOA(t1)

∫∞
−∞ dt2δzBOB(t2)

〉
n

]
(4.41)

=
1

2 h2

[
−

∫∞
0

dt1

∫∞
0

dt2 〈OA(t1)OB(t2)〉n

−

∫0
−∞ dt1

∫0
−∞ dt2 〈OA(t1)OB(t2)〉n

+

∫∞
−∞ dt1

∫∞
−∞ dt2 〈OA(t1)OB(t2)〉n

]
δzAδzB (4.42)

y utilizando
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∫∞
−∞ dt1

∫∞
−∞ dt2 =

∫0
−∞ dt1

∫0
−∞ dt2 +

∫∞
0

dt1

∫∞
0

dt2

+

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2 +

∫∞
0

dt1

∫0
−∞ dt2 (4.43)

los términos con extremos iguales se van (los que tienen ambos infinitos en el mismo extremo de
sus integrales) y pidiendo simetrı́a ante inversión temporal, i.e.,

〈OA(t1)OB(t2)〉n = 〈OA(−t1)OB(−t2)〉n , (4.44)

solamente queda

−
〈
a2
〉
−
〈
b2
〉
+
〈
p2
〉
=

2

2 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2 〈OA(t1)OB(t2)〉n δz
AδzB. (4.45)

Por lo que finalmente obtenemos

|〈nf|ni〉|2 = 1−G
(n)
ABδz

AδzB, (4.46)

y para obtener una relación comparable con (2.10)

F(z, z+ δz) = |〈nf|ni〉| = 1−
1

2
G

(n)
ABδz

AδzB, (4.47)

donde

G
(n)
AB =

−1
 h2

∫t0
−∞ dt1

∫∞
t0

dt2[〈OA(t1)OB(t2)〉n − 〈OA(t1)〉n 〈OB(t2)〉n], (4.48)

cabe resaltar que algunos autores proponen la fidelidad como |〈ψ|ψ ′〉|2, si es ası́, el factor de 12 en
la ecuación anterior no va.

Esta expresión es muy similar a (4.3), pero no es solamente para estados base ni para variaciones
en los parámetros, sino que ya ha sido generalizada. Por lo que ahora se puede utilizar en estados
excitados junto con variaciones del espacio fase, conservando a su vez todas las libertades que se
tenı́an anteriormente (sobretodo poder obtener el TGC sin siquiera conocer la función de onda).

4.2 Equivalencia entre los métodos

Partiendo de la expresión (4.48)

G
(n)
AB =

−1
 h2

∫t0
−∞ dt1

∫∞
t0

dt2[〈OA(t1)OB(t2)〉n − 〈OA(t1)〉n 〈OB(t2)〉n],
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se le llevará al cuadro de Schrödinger, donde los operadores son independientes del tiempo,
implicando que si tenemos un operador genérico Â(t), habrá de escribirse de la forma Â(t) =
e
i
 hHtÂe−

i
 hHt donde Â ya está en el cuadro de Schrödinger, que puede pensarse como el de

Hamilton pero a tiempo t = 0. Primero se analiza el segundo factor de los valores esperados
individuales, donde

〈OA(t1)〉n = 〈n| e
i
 hHt1OAe

− i
 hHt1 |n〉 = 〈n| OA |n〉 , (4.49)

ya que se aplica la primera exponencial al bra del lado izquierdo y la segunda al ket del derecho,
cancelándose entre ellas. Ahora, usando la misma manipulación, se encuentra que el primer
término es

〈OA(t1)OB(t2)〉n = e
i
 hEn(t2−t1) 〈n| OAe−

i
 hHt1e

i
 hHt2OB |n〉 , (4.50)

e insertando un uno en la base de las energı́as entre las exponenciales resulta

〈OA(t1)OB(t2)〉n =
∑
m

e
i
 h (Em−En)(t2−t1) 〈n| OA |m〉 〈m| OB |n〉 . (4.51)

Ahora, notando que∑
m

e
i
 h (Em−En)(t2−t1) 〈n| OA |m〉 〈m| OB |n〉

=
∑
m 6=n

e
i
 h (Em−En)(t2−t1) 〈n| OA |m〉 〈m| OB |n〉+ 〈n| OA |n〉 〈n| OB |n〉 . (4.52)

el integrando de (4.48) se reduce a

〈OA(t1)OB(t2)〉n − 〈OA(t1)〉n 〈OB(t2)〉n =
∑
m 6=n

e
i
 h (Em−En)(t2−t1) 〈n| OA |m〉 〈m| OB |n〉 , (4.53)

y por lo tanto

G
(n)
AB =

−1
 h2

∑
m 6=n

[ ∫t0
−∞ dt1

∫∞
t0

dt2e
i
 h (Em−En)(t2−t1)

]
〈n| OA |m〉 〈m| OB |n〉 , (4.54)

donde se ha asilado completamente la dependencia temporal. Para integrarla, teniendo en cuenta
los rangos de t1 y t2 se establece la prescripción∫t0

−∞ dt1
∫∞
t0

dt2e
i
 h (Em−En)(t2−t1) = lim

ε→0+

∫t0
−∞ dt1

∫∞
t0

dt2e
i
 h (Em−En+iε)(t2−t1) (4.55)

=
− h2

(Em − En)2
(4.56)

y por lo tanto

G
(n)
AB =

∑
m 6=n

〈n| OA |m〉 〈m| OB |n〉
(Em − En)2

. (4.57)
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Si únicamente se consideran los parámetros λa que aparecen en el hamiltoniano, la expresión
de arriba se lee como

G
(n)
ij =

∑
m 6=n

〈n|∂iH |m〉 〈m|∂jH |n〉
(Em − En)2

. (4.58)

que es conocida como la forma perturbativa del tensor geométrico cuántico [2][23].

Una ventaja de esta expresión es que las divergencias se ven ocurrir explı́citamente cuando
el llamado cruzamiento de nivel toma lugar, el cual es una caracterı́stica de las transiciones de
fase cuánticas [27]. Pero al remover la dependencia temporal ahora se deben tomar los valores
esperados de las variaciones del hamiltoniano sobre todos los estados cuánticos del sistema, la cual
no es una tarea fácil generalmente, presentando ası́ una desventaja con respecto a su contraparte.

De (4.58), se puede llegar fácilmente a la expresión propuesta originalmente por Provost y
Vallee [1]. Diferenciando la ecuación de Schrödinger se encuentra que

〈∂im|n〉 =
〈n|∂iH |m〉
(En − Em)

, (4.59)

para una n 6= m, por lo que se sigue que

G
(n)
ij =

∑
m 6=n

〈∂in|m〉
〈
m
∣∣∂jn〉 =∑

m

〈∂in|m〉
〈
m
∣∣∂jn〉− 〈∂in|n〉 〈n∣∣∂jn〉 , (4.60)

donde se añadió (y restó) el término faltante para completar la suma. De aquı́ se observa que hay
un uno en forma de la base de la energı́a (I =

∑
m |m〉 〈m|), y por lo tanto

G
(n)
ij =

〈
∂in

∣∣∂jn〉− 〈∂in|n〉 〈n∣∣∂jn〉 . (4.61)

Siendo esta la forma más común del tensor geométrico cuántico, que ya se ha discutido
anteriormente con (2.64). Cabe destacar que al ser procesos adiabáticos, el estado inicial y final
suelen ser el mismo estado. Por lo que queda demostrado que ambas expresiones son equivalentes
y se ejemplificará en el siguiente capı́tulo.





5

E J E M P L O S D E L T G C PA R A E L E S TA D O N - É S I M O

En el presente capı́tulo se volverán a calcular los TGCs para los ejemplos del oscilador armónico
generalizado y los osciladores armónicos simétricamente acoplados, pero ahora utilizando el
método descrito en el capı́tulo anterior; ejemplificando ası́ la equivalencia de este, con el método
de las funciones de onda.

5.1 Oscilador armónico generalizado

Recordando que el hamiltionano de un oscilador armónico generalizado está dado por (1.94) que
es

Ĥ =
1

2
[Zp̂2 + Y(p̂q̂+ q̂p̂) +Xq̂2],

y para facilitar la resolución del problema, se hacen las transformaciones canónicas dadas por
(1.95) y (1.96), para tener los operadores de creación y aniquilación usuales

â =
( w
2 h

)1/2
Q̂− i

( 1

2w h

)1/2
P̂ (5.1)

â† =
( w
2 h

)1/2
Q̂+ i

( 1

2w h

)1/2
P̂ (5.2)

con los Q̂ y P̂ dados en términos de estos operadores

Q̂ =
(  h

2w

)1/2
(â† + â), (5.3)

P̂ = i
(  hw

2

)1/2
(â† − â). (5.4)

Como las entradas del tensor geométrico cuántico están dadas por

G
(n)
αβ =

−1
 h2

∫t0
−∞ dt1

∫∞
t0

dt2[
〈
Oα(t1)Oβ(t2)

〉
n
− 〈Oα(t1)〉n

〈
Oβ(t2)

〉
n
], (5.5)

donde Oα y Oβ son las variaciones del hamiltoniano con respecto a los parámetros α y β, que en
este caso pueden ser X, Y o Z por lo que los operadores son

OX =
q̂2

2
, (5.6)

73
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OY =
∂H

∂Y
=
p̂q̂+ q̂p̂

2
, (5.7)

OZ =
∂H

∂Z
=
p̂2

2
. (5.8)

Para obtener la entrada XY primero habrá que obtener 〈OX(t2)OY(t1)〉n, 〈OX(t)〉 y 〈OY(t)〉n
individualmente. El primero se logra de la siguiente manera

〈OX(t1)OY(t2)〉n = 〈n| 1
2
q2(t1)

1

2
[p(t2)q(t2) + q(t2)p(t2)] |n〉 . (5.9)

por lo que

4 〈OX(t1)OY(t2)〉n = 〈n| [ZQ̂2(t1)][(P̂(t2) − YQ̂(t2))Q̂(t2) + Q̂(t2)(P̂(t2) − YQ̂(t2))] |n〉 (5.10)

= 〈n| [Z
 h

2w
(â†(t1) + â(t1))

2]

[
(
i
(  hw

2

)1/2
(â†(t2) − â(t2)) − Y

(  h

2w

)1/2
(â†(t2) + ˆ(t2))

)(  h

2w

)1/2
(â†(t2) + â(t2))

+
(  h

2w

)1/2
(â†(t2) + â(t2))

(
i
(  hw

2

)1/2
(â†(t2) − â(t2)) − Y

(  h

2w

)1/2
(â†(t2) + ˆ(t2))

)
] |n〉

= 〈n| [Z
 h

2w
(â†2(t1) + â

†(t1)â(t1) + â(t1)â
†(t1) + â

2(t1))]

[i h(â†2(t2) − â
2(t2)) −

Y h

w
(â†2(t2) + â

†(t2)â(t2) + â(t2)â
†(t2) + â

2(t2))] |n〉
(5.11)

En este punto es importante recordar las siguientes propiedades del oscilador armónico y de
los operadores de creación y aniquilación [6]H:

â† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 , (5.12)

â |n〉 =
√
n |n− 1〉 , (5.13)

〈
n ′
∣∣n〉 = δn ′,n. (5.14)

de modo que al momento de hacer la multiplicación en la ecuación (5.11) solo serán distintos de
cero los términos que contengan el mismo número de operadores de creación que de aniquilación,
reduciéndose a

4 〈OX(t1)OY(t2)〉n = 〈n| [
(−YZ h2

2w2
−
iZ h2

2w

)
â†2(t1)â

2(t2)

−
(YZ h2

2w2

)
(â†(t1)â(t1)â

†(t2)â(t2) + â
†(t1)â(t1)â(t2)â

†(t2)

+ â(t1)â
†(t1)â(t2)â

†(t2) + â(t1)â
†(t1)â

†(t2)â(t2))

+
(−YZ h2

2w2
+
iZ h2

2w

)
â(t1)â

†2(t2)] |n〉 . (5.15)

Pero notemos que los operadores se encuentra a tiempos distintos (t2 y t1), por lo que es
necesario ligarlos a los del cuadro de Schrödinger de un tiempo t0. Para eso se utilizan las
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ecuaciones de Heisenberg para obtener dos ecuaciones diferenciales desacopladas para â y â†

respectivamente [6][5]

dâ

dt
=

√
w

2 h
(p− iwx) = −iwâ, (5.16)

dâ†

dt
= iwâ†, (5.17)

cuyas soluciones son

â(t− t0) = â(t0)e
−iw(t−t0), (5.18)

â†(t− t0) = â
†(t0)e

iw(t−t0). (5.19)

Tomando por simplicidad â(t0) = â y â†(t0) = â† se tienen las siguientes propiedades para
estos operadores:

â(t− t0)â
†(t− t0) = â(t0)e

−iw(t−t0)â†(t0)e
iw(t−t0) = ââ†, (5.20)

del mismo modo

â†(t− t0)â(t− t0) = â
†â, (5.21)

por lo que si se tienen el mismo número de operadores de creación que de aniquilación en un
factor, la evolución temporal no afecta el producto (puede verse esto de otra manera al darse
cuenta que el operador de número está directamente en el hamiltoniano).

Por otra parte

â2(t− t0) = â(t0)e
−iw(t−t0)â(t0)e

−iw(t−t0) = â2e−2iw(t−t0), (5.22)

análogamente
â†2(t− t0) = â

†2e2iw(t−t0), (5.23)

y si se tiene un producto de operadores cuadrados a diferentes tiempos se obtiene

â†2(t1 − t0)â
2(t2 − t0) = â

†2e2iw(t1−t0)â2e−2iw(t2−t0) = â†2â2e2iw(t1−t2), (5.24)

de la misma forma
â2(t1 − t0)â

†2(t2 − t0) = â
2â†2e−2iw(t1−t2). (5.25)

Utilizando estos resultados, la ecuación (5.15) se vuelve

4 〈OX(t1)OY(t2)〉n = 〈n| [
(−YZ h2

2w2
−
iZ h2

2w

)
â†2â2e2iw(t1−t2)

−
(YZ h2

2w2

)
(â†ââ†â+ â†âââ† + ââ†â†â+ ââ†ââ†)

+
(−YZ h2

2w2
+
iZ h2

2w

)
â2â†2e−2iw(t1−t2)] |n〉 , (5.26)

y después de usar las propiedades de (5.12), (5.13), el producto anterior se reduce a
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4 〈OX(t1)OY(t2)〉n =
(−YZ h2

2w2
−
iZ h2

2w

)
e2iw(t1−t2)(n(n− 1))

−
(YZ h2

2w2

)
(n2 +n(n+ 1) +n(n+ 1) + (n+ 1)2)

+
(−YZ h2

2w2
+
iZ h2

2w

)
e−2iw(t1−t2)(n+ 1)(n+ 2). (5.27)

Por lo que finalmente se obtiene

〈OX(t1)OY(t2)〉n =
1

4

[(−YZ h2

2w2
−
iZ h2

2w

)
e2iw(t1−t2)(n(n− 1))

−
(YZ h2

2w2

)
(2n+ 1)2

+
(−YZ h2

2w2
+
iZ h2

2w

)
e−2iw(t1−t2)(n+ 1)(n+ 2)

]
. (5.28)

Para encontrar 〈OX(t)〉 y 〈OY(t)〉, se procede similar como se ve a continuación

〈OX(t)〉n = 〈n| 1
2
q2 |n〉 = 〈n| Z

2
Q̂2 |n〉 = 〈n| Z

 h

4w
(â†(t) + â(t))2 |n〉

= 〈n| Z
 h

4w
(â†(t)â†(t) + â†(t)â(t) + â(t)â†(t) + â(t)â(t)) |n〉

= 〈n| Z
 h

4w
(â†(t)â(t) + â(t)â†(t)) |n〉 = Z h

4w
(n+ (n+ 1). (5.29)

Por lo tanto

〈OX(t)〉n =
Z h

4w
(2n+ 1), (5.30)

y de manera análoga se obtiene que

〈OY(t)〉n =
−Y h

2w
(2n+ 1), (5.31)

con todo lo anterior, se calcula la entrada XY del tensor geométrico cuántico, como sigue
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−GλXY =
1
 h2

∫t0
−∞ dt1

∫∞
t0

dt2[〈OX(t1)OY(t2)〉− 〈OX(t1)〉 〈OY(t2)〉] (5.32)

=
1
 h2

∫t0
−∞ dt1

∫∞
t0

dt2

[1
4

[(−YZ h2

2w2
−
iZ h2

2w

)
e2iw(t1−t2)(n(n− 1))

−
(YZ h2

2w2

)
(2n+ 1)2

+
(−YZ h2

2w2
+
iZ h2

2w

)
e−2iw(t1−t2)(n+ 1)(n+ 2)

]
−
Z h

4w
(2n+ 1)

−Y h

2w
(2n+ 1)

]
(5.33)

=
1
 h2

∫t0
−∞ dt1

∫∞
t0

dt2
1

4

[(−YZ h2

2w2
−
iZ h2

2w

)
e2iw(t1−t2)(n(n− 1))

+
(−YZ h2

2w2
+
iZ h2

2w

)
e−2iw(t1−t2)(n+ 1)(n+ 2)

]
(5.34)

=
1
 h2
1

4

(−YZ h2

2w2
−
iZ h2

2w

)
n(n− 1)

∫t0
−∞ dt1e2iwt1

∫∞
t0

dt2e
−2iwt2

+
1

4 h2

(−YZ h2

2w2
+
iZ h2

2w

)
(n+ 1)(n+ 2)

∫t0
−∞ dt1e−2iwt1

∫∞
t0

dt2e
2iwt2 . (5.35)

Para resolver las integrales se aplica la prescripción dada, que puede ser empleada de dos
maneras tales que arrojen los mismos resultados:

La primera es multiplicar las funciones a integrar por un factor de e−ε2t2 , hacer la integral del
respectiva a t2 y después hacer tender ε2 → 0. Ya que se tiene este resultado, se multiplica ahora
por eε1t1 y se hace tender a ε1 → 0.

La segunda forma es aplicarla de la siguiente manera:∫t0
−∞ dt1e2iwt1

t1→−iτ2−−−−−−→ −i

∫t0
−∞ dτ2e2wτ2 =

−i

2w
e2wt0 , (5.36)

∫t0
−∞ dt1e−2iwt1

t1→+iτ2−−−−−−→ i

∫t0
−∞ dτ2e2wτ2 =

i

2w
e2wt0 , (5.37)

∫∞
t0

dt2e
−2iwt2 t2→−iτ1−−−−−−→ −i

∫∞
t0

dτ1e
−2wτ1 =

−i

2w
e−2wt0 , (5.38)

∫∞
t0

dt2e
2iwt2 t2→+iτ1−−−−−−→ i

∫∞
t0

dτ1e
−2wτ1 =

i

2w
e−2wt0 . (5.39)

Por lo que resolviendo las integrales de esta manera la ecuación (5.35) se vuelve

−GλXY =
1

4 h2

(−YZ h2

2w2
−
iZ h2

2w

)
n(n− 1)

(−i
2w
e2wt0

)(−i
2w
e−2wt0

)
+

1

4 h2

(−YZ h2

2w2
+
iZ h2

2w

)
(n+ 1)(n+ 2)

( i

2w
e2wt0

)( i

2w
e−2wt0

)
=
1

4

(−YZ
2w2

−
iZ

2w

)
n(n− 1)

(−i
2w

)2
+
1

4

(−YZ
2w2

+
iZ

2w

)
(n+ 1)(n+ 2)

( i

2w

)2
. (5.40)
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Agrupando los términos reales e imaginarios y utilizando la definición de w (3.4) finalmente se
obtiene

GλXY = −
2YZ

32w4
(n2 +n+ 1) +

iZ

8w3
(n+

1

2
), (5.41)

análogamente se resuelve para las 8 entradas restantes del tensor geométrico cuántico de este
sistema. A continuación se mostrarán los resultados necesarios para calcular cada una de las
entradas de dicho tensor:

〈OX(t1)OX(t2)〉n = 〈n| 1
2
q2(t1)

1

2
q2(t2) |n〉 = 〈n|

Z2

4
Q̂2(t1)Q̂

2(t2) |n〉

=
1

4

(Z h

2w

)2[
e2iw(t1−t2)(n(n− 1)) + (2n+ 1)2 + e−2iw(t1−t2)(n+ 1)(n+ 2)

]
(5.42)

〈OX(t1)OY(t2)〉n = 〈n| 1
2
q2(t1)

1

2
[p(t2)q(t2) + q(t2)p(t2)] |n〉

=
1

4
〈n| [ZQ̂2(t1)][(P̂(t2) − YQ̂(t2))Q̂(t2) + Q̂(t2)(P̂(t2) − YQ̂(t2))] |n〉

=
1

4

[(−YZ h2

2w2
−
iZ h2

2w

)
e2iw(t1−t2)(n(n− 1)) −

(YZ h2

2w2

)
(2n+ 1)2

+
(−YZ h2

2w2
+
iZ h2

2w

)
e−2iw(t1−t2)(n+ 1)(n+ 2)

]
(5.43)

〈OX(t1)OZ(t2)〉n = 〈n| 1
2
q2(t1)

1

2
p2(t2) |n〉 =

1

4
〈n| Q̂2(t1)(P̂(t2) − YQ̂(t2))

2 |n〉

=
1

4

[((Y h

2w

)2
−

 h

4
+
iY h2

2w

)
e2iw(t1−t2)(n(n− 1)) +

((Y h

2w

)2
+

 h2

4

)
(2n+ 1)2

+
((Y h

2w

)2
−

 h

4
−
iY h2

2w

)
e−2iw(t1−t2)(n+ 1)(n+ 2)

]
(5.44)

〈OY(t1)OX(t2)〉n = 〈n| 1
2
[p(t1)q(t1) + q(t1)p(t1)]

1

2
q2(t2) |n〉

=
1

4
〈n| [(P̂(t1) − YQ̂(t1))Q̂(t1) + Q̂(t1)(P̂(t1) − YQ̂(t1))][ZQ̂

2(t2)] |n〉

=
1

4

[(−YZ h2

2w2
+
iZ h2

2w

)
e2iw(t1−t2)(n(n− 1)) −

(YZ h2

2w2

)
(2n+ 1)2

+
(−YZ h2

2w2
−
iZ h2

2w

)
e−2iw(t1−t2)(n+ 1)(n+ 2)

]
(5.45)

〈OY(t1)OY(t2)〉n = 〈n| 1
2
[p(t1)q(t1) + q(t1)p(t1)]

1

2
[p(t2)q(t2) + q(t2)p(t2)] |n〉

=
1

4
〈n| [(P̂(t1) − YQ̂(t1))Q̂(t1) + Q̂(t1)(P̂(t1) − YQ̂(t1))]

[(P̂(t2) − YQ̂(t2))Q̂(t2) + Q̂(t2)(P̂(t2) − YQ̂(t2))] |n〉

=
1

4

[((Y h

w

)2
+  h2

)
(e2iw(t1−t2)(n(n− 1)) + e−2iw(t1−t2)(n+ 1)(n+ 2))

+
(Y h

w

)2
(2n+ 1)2

]
(5.46)
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〈OY(t1)OZ(t2)〉n = 〈n| 1
2
[p(t1)q(t1) + q(t1)p(t1)]

1

2
p2(t2) |n〉

=
1

4
〈n| [(P̂(t1) − YQ̂(t1))Q̂(t1) + Q̂(t1)(P̂(t1) − YQ̂(t1))][Z

−1(P̂(t2) − YQ̂(t2))
2] |n〉

=
1

4

[(−Y3 h2
2w2Z

−
Y h2

2Z
−
i h2w

2Z
−
iY2 h2

2wZ

)
e2iw(t1−t2)(n(n− 1))

−
(Y h2

2Z
+
Y3 h2

2wZ

)
(2n+ 1)2

+
(−Y3 h2
2w2Z

−
Y h2

2Z
+
i h2w

2Z
+
iY2 h2

2wZ

)
e−2iw(t1−t2)(n+ 1)(n+ 2)

]
(5.47)

〈OZ(t1)OX(t2)〉n = 〈n| 1
2
p2(t1)

1

2
q2(t2) |n〉 =

1

4
〈n| (P̂(t1) − YQ̂(t1))

2Q̂2(t2) |n〉

=
1

4

[((Y h

2w

)2
−

 h

4
−
iY h2

2w

)
e2iw(t1−t2)(n(n− 1)) +

((Y h

2w

)2
+

 h2

4

)
(2n+ 1)2

+
((Y h

2w

)2
−

 h

4
+
iY h2

2w

)
e−2iw(t1−t2)(n+ 1)(n+ 2)

]
(5.48)

〈OZ(t1)OY(t2)〉n = 〈n| 1
2
p2(t1)

1

2
[p(t2)q(t2) + q(t2)p(t2)] |n〉

=
1

4
〈n|Z−1(P̂(t1) − YQ̂(t1))

2[(P̂(t2) − YQ̂(t2))Q̂(t2) + Q̂(t2)(P̂(t2) − YQ̂(t2))] |n〉

=
1

4

[(−Y3 h2
2w2Z

−
Y h2

2Z
+
i h2w

2Z
+
iY2 h2

2wZ

)
e2iw(t1−t2)(n(n− 1))

−
(Y h2

2Z
+
Y3 h2

2wZ

)
(2n+ 1)2

+
(−Y3 h2
2w2Z

−
Y h2

2Z
−
i h2w

2Z
−
iY2 h2

2wZ

)
e−2iw(t1−t2)(n+ 1)(n+ 2)

]
(5.49)

〈OZ(t1)OZ(t2)〉n = 〈n| 1
2
p2(t1)

1

2
p2(t2) |n〉 =

1

4
〈n|Z−2(P̂(t1) − YQ̂(t1))

2(P̂(t2) − YQ̂(t2))
2 |n〉

=
1

4

[((  hw

2

)2
+
Y2 h2

2
+
Y4 h2

4w2

)
(e2iw(t1−t2)(n(n− 1)) + e−2iw(t1−t2)(n+ 1)(n+ 2))

+
(  h

2
+
Y2 h

2w

)2
(2n+ 1)2

]
(5.50)

〈OX(t)〉n = 〈n| 1
2
q2 |n〉 = 〈n| Z

2
Q̂2 |n〉

=
Z h

4w
(2n+ 1) (5.51)

〈OY(t)〉n = 〈n| 1
2
[p(t)q(t) + q(t)p(t)] |n〉

= 〈n| [(P̂(t) − YQ̂(t))Q̂(t) + Q̂(t)(P̂(t) − YQ̂(t))] |n〉

=
−Y h

2w
(2n+ 1) (5.52)

〈OZ(t)〉n = 〈n| 1
2
p2 |n〉 = 〈n| Z

−1

2
(P̂(t) − YQ̂(t))2 |n〉

=
1

2

(w h

2Z
+
Y2 h

2wZ

)
(2n+ 1) (5.53)
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Utilizando todos estos resultados se obtiene que el tensor geométrico cuántico para el oscilador
armónico generalizado es

G
(n)
λ =

(n2 +n+ 1)

32w2

 Z2 −2YZ −XZ+ 2Y2

−2YZ 4ZX −2YX

−XZ+ 2Y2 −2YX X2

− i
(n+ 1

2)

8w3

 0 −Z Y

Z 0 −X

−Y X 0

 , (5.54)

que es justamente (3.47), pero en este caso solo tuvo que utilizarse el hamiltoniano, la función de
onda no fue necesario siquiera mencionarla.

5.2 Osciladores armónicos simétricamente acoplados

Recordando que el sistema formado por unos osciladores armónicos simétricamente acoplados
está descrito por (3.48) que es

H(k,k ′,q1,q2, t) =
1

2
[p̂21 + p̂

2
2 + k(q̂

2
1 + q̂

2
2) + k

′(q̂1 − q̂2)
2],

y utilizando las transformaciones canónicas dadas por (3.49), (3.50), (3.51) y (3.52) el hamiltoniano
queda desacoplado, i.e.,

H =
1

2
(P̂21 + P̂

2
2 +w

2
1Q̂
2
1 +w

2
2Q̂
2
2), (5.55)

donde

w21 = k, (5.56)

w22 = k+ 2k
′, (5.57)

y se puede describir con 2 bases de energı́a por lo que los operadores Q̂1, P̂1, Q̂2 y P̂2 pueden
escribirse en términos de sus respectivos operadores de creación y aniquilación

Q̂1(t) =

√
 h

2w1

(
â
†
1e
iw1t + â1e

−iw1t
)

, (5.58)

P̂1(t) =

√
 hw1
2

(
â
†
1e
iw1t − â1e

−iw1t
)

, (5.59)

Q̂2(t) =

√
 h

2w2

(
â
†
2e
iw2t + â2e

−iw2t
)

, (5.60)



5.2 Osciladores armónicos simétricamente acoplados 81

P̂2(t) =

√
 hw2
2

(
â
†
2e
iwt − â2e

−iw2t
)

. (5.61)

Ahora las variaciones correspondientes al hamiltoniano son

Ok(t) =
1

2
(q1(t)

2 + q2(t)
2) (5.62)

Ok ′(t) =
1

2
(q1(t)

2 − q1(t)q2(t) − q2(t)q1(t) + q2(t)
2). (5.63)

Entonces, empezando por los valores esperados de un solo término

〈Ok(t)〉n = 〈m,n| [Ok(t)] |m,n〉 (5.64)

=
 h(2mw2 + 2nw1 +w1 +w2)

4w112
, (5.65)

〈Ok ′(t)〉n = 〈m,n| [Ok ′(t)] |m,n〉 (5.66)

=
2n h+  h

2w2
, (5.67)

y los de dos términos son

〈Ok(t1)Ok(t2)〉n =
 h2

16w21w
2
2

e−2i(t1+t2)(w1+w2)
( (
m2 + 3m+ 2

)
w22e

2i(t1w2+t2(2w1+w2))

+ (2mw2 + 2nw1 +w1 +w2)
2e2i(t1+t2)(w1+w2) + (m− 1)mw22e

2i(t1(2w1+w2)+t2w2)

+
(
n2 + 3n+ 2

)
w21e

2i(t1w1+t2(w1+2w2)) + (n− 1)nw21e
2i(t1(w1+2w2)+t2w1)

)
,

(5.68)

〈Ok(t1)Ok ′(t2)〉n =
 h2

8w22

[(2n+ 1)(2mw2 + 2nw1 +w1 +w2)

w1
(5.69)

+
(
n2 + 3n+ 2

)
e−2iw2(t1−t2) + (n− 1)ne2iw2(t1−t2)

]
(5.70)

〈Ok ′(t1)Ok(t2)〉n =
 h2

8w1w
2
2

[
e−2iw2(t1+t2)

(
(2n+ 1)e2iw2(t1+t2)(2mw2 + 2nw1 +w1 +w2)

+
(
n2 + 3n+ 2

)
w1e

4it2w2 + (n− 1)nw1e
4it1w2

)]
(5.71)

〈Ok ′(t1)Ok ′(t2)〉n =
 h2

4w22
e−2iw2(t1+t2)

((
n2 + 3n+ 2

)
e4it2w2 + (2n+ 1)2e2iw2(t1+t2) + (n− 1)ne4it1w2

)
(5.72)

Por lo que realizando las restas pertinentes e integrando se obtienen las entradas del tensor
geométrico cuántico:

Gλ11 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2[〈Ok(t1)Ok(t2)〉− 〈Ok(t1)〉 〈Ok(t2)〉] (5.73)

=
1

32

(
m2 +m+ 1

w41
+
n2 +n+ 1

w42

)
(5.74)
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Gλ12 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2[〈Ok(t1)Ok ′(t2)〉− 〈Ok(t1)〉 〈Ok ′(t2)〉] (5.75)

=
n2 +n+ 1

16w42
(5.76)

Gλ21 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2[〈Ok ′(t1)Ok(t2)〉− 〈Ok ′(t1)〉 〈Ok(t2)〉] (5.77)

=
n2 +n+ 1

16w42
(5.78)

Gλ22 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2[〈Ok ′(t1)Ok ′(t2)〉− 〈Ok ′(t1)〉 〈Ok ′(t2)〉] (5.79)

=
n2 + 3n+ 2

16w42
(5.80)

Por lo que el tensor geométrico cuántico es

G
(n)
λ =

1

32

 (
m2+m+1
w41

+ n2+n+1
w42

)
2(n2+n+1)

w42
2(n2+n+1)

w42

4(n2+n+1)

w42

 , (5.81)

que es justamente (3.68).

Con estos ejemplos se pueden ver fácilmente las ventajas y desventajas de cada método, por
lo que decidir cual utilizar dependerá enteramente del problema a tratar. Hasta este punto las
métricas y las fases de Berry se hicieron tomando únicamente la variación en los parámetros, en el
siguiente capı́tulo se realizarán bajo el mismo formalismo variaciones del espacio fase.



6
E J E M P L O S D E L T E N S O R D E VA R I A C I Ó N D E P Q S

Hasta el momento únicamente se ha calculado el TGC con las variaciones de los parámetros,
pero como se vio en el capı́tulo 4 existe otro tensor en el espacio de parámetros, ahora tomando
variaciones lineales en los momentos y las posiciones. En este capı́tulo se calcularán los nuevos
tensores para el oscilador armónico generalizado y los osciladores linealmente acoplados que
ayudan a identificar transiciones de fase cuánticas, y el enredamiento, quitándose en parte la
necesidad de utilizar matrices de densidad.

6.1 Oscilador Armónico Generalizado

De nuevo, el hamiltoniano del OAG es

Ĥ =
1

2
[Zp̂2 + Y(p̂q̂+ q̂p̂) +Xq̂2] (6.1)

y en este caso

OA =
∂H

∂zA
(6.2)

con zA = {q̂, p̂}, por lo que

Oq =
∂H

∂q̂
= Yp̂+Xq̂, (6.3)

Op =
∂H

∂p̂
= Zp̂+ Yq̂. (6.4)

Igual que en los casos anteriores se utilizaran las transformaciones canónicas pertinentes que
son

q̂ = Z1/2Q̂,

p̂ = Z−1/2(P̂− YQ̂),

donde se definió

w := (XZ− Y2)1/2,

y además se tendrán los operadores de creación y aniquilación usuales,

â =
( w
2 h

)1/2
Q̂− i

( 1

2w h

)1/2
P̂,

83
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â† =
( w
2 h

)1/2
Q̂+ i

( 1

2w h

)1/2
P̂,

entonces los operadores Q̂ y P̂ dados en términos de los operadores de creación y aniquilación
son

P̂ = i
(  hw

2

)1/2
(â† − â),

Q̂ =
(  h

2w

)1/2
(â† + â),

definiendo r y s para simplificar la notación

r = i
(  hw

2

)1/2
, (6.5)

s =
(  h

2w

)1/2
, (6.6)

quedando
P̂ = r(â† − â), (6.7)

Q̂ = s(â† + â). (6.8)

Al hacer los valores esperados de Oq y Op uno encuentra que son 0, esto debido a que están en
términos de â y â† a la primera potencia y debido a la ortogonalidad de los estados, se anulan;
por lo que solo quedan los términos cruzados. Empezando por el termino:

〈Oq(t1)Oq(t2)〉n = 〈n| (Yp̂(t1) +Xq̂(t1))(Yp̂(t2) +Xq̂(t2)) |n〉 (6.9)

= 〈n| [Z−1Y2(P̂(t1)P̂(t2) − Y(P̂(t1)Q̂(t2) + Q̂(t1)P̂(t2)) + Y
2Q̂(t1)Q̂(t2))

+X2ZQ̂(t1)Q̂(t2) +XY(P̂(t1)Q̂(t2) + Q̂(t1)P̂(t2)) − 2XY
2Q̂(t1)Q̂(t2)] |n〉

(6.10)

= 〈n| [Z−1Y2(r2(â†(t1) − â(t1))(â
†(t2) − â(t2))

− Yrs((â†(t1) − â(t1))(â
†(t2) + â(t2)) + (â†(t1) + â(t1))(â

†(t2) − â(t2)))

+ Y2s2(â†(t1) + â(t1))(â
†(t2) + â(t2))) +X

2Zs2(â†(t1) + â(t1))(â
†(t2) + â(t2))

+XYrs((â†(t1) − â(t1))(â
†(t2) + â(t2)) + (â†(t1) + â(t1))(â

†(t2) − â(t2)))

− 2XY2s2(â†(t1) + â(t1))(â
†(t2) + â(t2))] |n〉 . (6.11)

Recordando que debido a la ortogonalidad de estados, se ve que los términos â†(t1)â†(t2) y
â(t1)â(t2) tendrán contribución nula, por lo que el valor esperado se torna

〈Oq(t1)Oq(t2)〉n = 〈n| [−Z−1Y2r2(â†(t1)â(t2) + â(t1)â
†(t2))

+ (XYrs− Y3Z−1rs)(â†(t1)â(t2) − â(t1)â
†(t2) − â

†(t1)â(t2) + â(t1)â
†(t2))

+ s2(Y4Z−1 +X2Z− 2XY2)(â(t1)â
†(t2) + â

†(t1)â(t2))] |n〉 (6.12)

= 〈n| [−Z−1Y2r2(â†(t1)â(t2) + â(t1)â
†(t2))

+ s2(Y4Z−1 +X2Z− 2XY2)(â†(t1)â(t2) + â(t1)â
†(t2))] |n〉 (6.13)

= 〈n| (−Z−1Y2r2 + s2(Y4Z−1 +X2Z− 2XY2))(â†(t1)â(t2) + â(t1)â
†(t2)) |n〉 .

(6.14)
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Sustituyendo y simplificando

−Z−1Y2r2 + s2(Y4Z−1 +X2Z− 2XY2) =
1

2
X hw. (6.15)

Por lo que solo resta operar sobre el ket, pero como están a tiempos diferentes es necesario
utilizar que

â(t− t0) = â(t0)e
−iw(t−t0), (6.16)

â†(t− t0) = â
†(t0)e

iw(t−t0), (6.17)

donde en este caso t0 = 0, entonces

〈Oq(t1)Oq(t2)〉n =
1

2
X hw 〈n| (â†eiwt1 âe−iwt2 + âe−iwt1 â†eiwt2) |n〉 (6.18)

=
1

2
X hw 〈n| (e−iw(t2−t1)â†â+ eiw(t2−t1)ââ†) |n〉 , (6.19)

por lo que se obtiene

〈Oq(t1)Oq(t2)〉n =
1

2
X hw(e−iw(t2−t1)n+ eiw(t2−t1)(n+ 1)). (6.20)

Ahora para obtener la entrada del tensor hay que integrar con respecto a t1 y t2 utilizando la
regularización del método, si se le asigna la entrada q→ 1 la parte correspondiente a G(n)

ef11 es

Gef11 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2 〈Oq(t1)Oq(t2)〉n (6.21)

=
−1
 h2

∫0
−∞ dt2

∫∞
0

dt1
1

2
X hw(e−iw(t2−t1)n+ eiw(t2−t1)(n+ 1)) (6.22)

=
−1

2 h
Xw(

−n

w2
−
n+ 1

w2
). (6.23)

Por lo tanto

Gef11 =

(
n+ 1

2

)
X

 hw
. (6.24)

Luego análogamente para

〈Oq(t1)Op(t2)〉n = 〈n| (Yp̂(t1) +Xq̂(t1))(Zp̂(t2) + Yq̂(t2)) |n〉 (6.25)

=
1

2
 he−i(t1+t2)w (n (Yw− iXZ+ iY2

)
e2it1w + (n+ 1)

(
Yw+ iXZ− iY2

)
e2it2w

)
,

(6.26)

e integrando,

Gef12 =

(
2
(
n+ 1

2

)
Yw+ i(XZ+ Y2)

)
2 hw2

. (6.27)

Y su transpuesta serı́a
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〈Op(t1)Oq(t2)〉n = 〈n| (Zp̂(t1) + Yq̂(t1))(Yp̂(t2) +Xq̂(t2)) |n〉 (6.28)

=
1

2

√
 he−i(t1+t2)w

(
ne2it1w

(
Y
√

 hw2 + iXZ
√

 h− iY2
√

 h
)

+ (n+ 1)e2it2w
(
Y
√

 hw2 − iXZ
√

 h+ iY2
√

 h
))

, (6.29)

Gef21 =
i
(
2i
(
n+ 1

2

)
Yw−XZ+ Y2

)
2 hw2

= −Gef12 (6.30)

Finalmente para

〈Op(t1)Op(t2)〉n = 〈n| (Zp̂(t1) + Yq̂(t1))(Zp̂(t2) + Yq̂(t2)) |n〉 (6.31)

=
1

2
Z hwe−i(t1+t2)w (ne2it1w + (n+ 1)e2it2w

)
, (6.32)

Gef22 =

(
n+ 1

2

)
Z

 hw
. (6.33)

En forma matricial esto es

G
(n)
ef =

 (n+ 1
2)X

 hw −
i(2i(n+ 1

2)Yw−XZ+Y2)
2 hw2

i(2i(n+ 1
2)Yw−XZ+Y2)
2 hw2

(n+ 1
2)Z

 hw

 (6.34)

y simplificando se llega a

G
(n)
ef =

(
n+ 1

2

)
 hw

(
X Y

−Y Z

)
+ i

(
0 1

2 hw
−1
2 hw 0

)
. (6.35)

Aquı́ es evidente que no es el mismo tensor que en el caso anterior, simplemente por la
dimensión del mismo. Aunque es necesario notar que depende únicamente de los parámetros, no
de los momentos ni las posiciones.

6.2 Osciladores armónicos simétricamente acoplados

Nuevamente, el sistema formado por unos osciladores armónicos simétricamente acoplados está
descrito por el siguiente Hamiltoniano

H(k,k ′, q̂1, q̂2, t) =
1

2
[p̂21 + p̂

2
2 + k(q̂

2
1 + q̂

2
2) + k

′(q̂1 − q̂2)
2],

si definimos
w21 = k (6.36)
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w22 = k+ 2k
′ (6.37)

el hamiltoniano se ve como

Ĥ =
1

2

(
p̂21 + p̂

2
2 +w

2
1

(
q̂21 + q̂

2
2

)
+
1

2
(q̂1 − q̂2)

2
(
w22 −w

2
1

))
. (6.38)

Además as transformaciones canónicas que facilitan el problema son

Q̂1 =
1√
2
(q̂1 + q̂2), (6.39)

Q̂2 =
1√
2
(q̂1 − q̂2), (6.40)

P̂1 =
1√
2
(p̂1 + p̂2), (6.41)

P̂2 =
1√
2
(p̂1 − p̂2), (6.42)

que en términos de los operadores de creación y aniquilación son

Q̂1 =

√
 h

2w1
(â†1 + â1) (6.43)

P̂1 = i

√
 hw1
2

(â†1 − â1) (6.44)

Q̂2 =

√
 h

2w2
(â†2 + â2) (6.45)

P̂2 = i

√
 hw2
2

(â†2 − â2). (6.46)

Como

OA =
∂H

∂zA
(6.47)

y en este caso zA = {q̂1, q̂2, p̂1, p̂2}, por lo que

Oq1 =
1

2

(
w22 −w

2
1

)
(q̂1(t) − q̂2(t)) +w

2
1q̂1(t) (6.48)

Oq2 =
1

2

(
w22 −w

2
1

)
(q̂2(t) − q̂1(t)) +w

2
1q̂2(t) (6.49)

Op1 = p̂1 (6.50)

Op2 = p̂2 (6.51)
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Notemos que todos los términos son de primer orden, por lo que el valor esperado de cada uno
de ellos es cero debido a la ortogonalidad de los estados.

Ahora para los 16 términos dobles〈
Oq1(t1)Oq1(t2)

〉
n
=

 h

4
e−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw31e

i(t1(2w1+w2)+t2w2)

+ (m+ 1)w31e
i(t1w2+t2(2w1+w2)) +nw32e

i(t1(w1+2w2)+t2w1)

+ (n+ 1)w32e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
, (6.52)

〈
Oq1(t1)Oq2(t2)

〉
n
=

 h

4
e−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw31e

i(t1(2w1+w2)+t2w2)

+ (m+ 1)w31e
i(t1w2+t2(2w1+w2)) −nw32e

i(t1(w1+2w2)+t2w1)

− (n+ 1)w32e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
, (6.53)

〈
Oq1(t1)Op1(t2)

〉
n
=
i h

4
e−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw21

(
−ei(t1(2w1+w2)+t2w2)

)
+ (m+ 1)w21e

i(t1w2+t2(2w1+w2)) −nw22e
i(t1(w1+2w2)+t2w1)

+ (n+ 1)w22e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
, (6.54)

〈
Oq1(t1)Op2(t2)

〉
n
=
i h

4
e−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw21

(
−ei(t1(2w1+w2)+t2w2)

)
+ (m+ 1)w21e

i(t1w2+t2(2w1+w2)) +nw22e
i(t1(w1+2w2)+t2w1)

− (n+ 1)w22e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
, (6.55)

〈
Oq2(t1)Oq1(t2)

〉
n
=

 h

4
e−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw31e

i(t1(2w1+w2)+t2w2)

+ (m+ 1)w31e
i(t1w2+t2(2w1+w2)) −nw32e

i(t1(w1+2w2)+t2w1)

− (n+ 1)w32e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
, (6.56)

〈
Oq2(t1)Oq2(t2)

〉
n
=

 h

4
e−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw31e

i(t1(2w1+w2)+t2w2)

+ (m+ 1)w31e
i(t1w2+t2(2w1+w2)) +nw32e

i(t1(w1+2w2)+t2w1)

+ (n+ 1)w32e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
, (6.57)

〈
Oq2(t1)Op1(t2)

〉
n
=
i h

4
e−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw21

(
−ei(t1(2w1+w2)+t2w2)

)
+ (m+ 1)w21e

i(t1w2+t2(2w1+w2)) +nw22e
i(t1(w1+2w2)+t2w1)

− (n+ 1)w22e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
, (6.58)

〈
Oq2(t1)Op2(t2)

〉
n
=
i h

4
e−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw21

(
−ei(t1(2w1+w2)+t2w2)

)
+ (m+ 1)w21e

i(t1w2+t2(2w1+w2)) −nw22e
i(t1(w1+2w2)+t2w1)

+ (n+ 1)w22e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
, (6.59)
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〈
Op1(t1)Oq1(t2)

〉
n
= −

i h

4
e−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw21

(
−ei(t1(2w1+w2)+t2w2)

)
+ (m+ 1)w21e

i(t1w2+t2(2w1+w2)) −nw22e
i(t1(w1+2w2)+t2w1)

+ (n+ 1)w22e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
, (6.60)〈

Op1(t1)Oq2(t2)
〉
n
=
i h

4
e−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw21e

i(t1(2w1+w2)+t2w2)

− (m+ 1)w21e
i(t1w2+t2(2w1+w2)) −nw22e

i(t1(w1+2w2)+t2w1)

+ (n+ 1)w22e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
, (6.61)〈

Op1(t1)Op1(t2)
〉
n
=

 h

4
e−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw1e

i(t1(2w1+w2)+t2w2)

+ (m+ 1)w1e
i(t1w2+t2(2w1+w2)) +nw2e

i(t1(w1+2w2)+t2w1)

+ (n+ 1)w2e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
, (6.62)〈

Op1(t1)Op2(t2)
〉
n
=

 h

4
e−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw1e

i(t1(2w1+w2)+t2w2)

+ (m+ 1)w1e
i(t1w2+t2(2w1+w2)) −nw2e

i(t1(w1+2w2)+t2w1)

− (n+ 1)w2e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
, (6.63)〈

Op2(t1)Oq1(t2)
〉
n
=
i h

4
e−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw21e

i(t1(2w1+w2)+t2w2)

− (m+ 1)w21e
i(t1w2+t2(2w1+w2)) −nw22e

i(t1(w1+2w2)+t2w1)

+ (n+ 1)w22e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
, (6.64)〈

Op2(t1)Oq2(t2)
〉
n
= −

i h

4
e−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw21

(
−ei(t1(2w1+w2)+t2w2)

)
+ (m+ 1)w21e

i(t1w2+t2(2w1+w2)) −nw22e
i(t1(w1+2w2)+t2w1)

+ (n+ 1)w22e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
, (6.65)〈

Op2(t1)Op1(t2)
〉
n
=

 h

4
e−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw1e

i(t1(2w1+w2)+t2w2)

+ (m+ 1)w1e
i(t1w2+t2(2w1+w2)) −nw2e

i(t1(w1+2w2)+t2w1)

− (n+ 1)w2e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
, (6.66)〈

Op2(t1)Op2(t2)
〉
n
=

 h

4
 he−i(t1+t2)(w1+w2)

(
mw1e

i(t1(2w1+w2)+t2w2)

+ (m+ 1)w1e
i(t1w2+t2(2w1+w2)) +nw2e

i(t1(w1+2w2)+t2w1)

+ (n+ 1)w2e
i(t1w1+t2(w1+2w2))

)
. (6.67)

E integrando cada uno de ellos se obtienen las entradas del tensor de variación de ps y qs

Gef11 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Oq1(t1)Oq1(t2)

〉
(6.68)

=
2mw1 + 2nw2 +w1 +w2

4 h
, (6.69)
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Gef12 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Oq1(t1)Oq2(t2)

〉
(6.70)

= −

(
−m2 − 1

4

)
w1 h+

(
n
2 + 1

4

)
w2 h

 h2
, (6.71)

Gef13 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Oq1(t1)Op1(t2)

〉
(6.72)

=
i

2 h
, (6.73)

Gef14 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Oq1(t1)Op2(t2)

〉
(6.74)

= 0, (6.75)

Gef21 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Oq2(t1)Oq1(t2)

〉
(6.76)

= −

(
−m2 − 1

4

)
w1 h+

(
n
2 + 1

4

)
w2 h

 h2
, (6.77)

Gef22 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Oq2(t1)Oq2(t2)

〉
(6.78)

=
2mw1 + 2nw2 +w1 +w2

4 h
, (6.79)

Gef23 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Oq2(t1)Op1(t2)

〉
(6.80)

= 0, (6.81)

Gef24 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Oq2(t1)Op2(t2)

〉
(6.82)

=
i

2 h
, (6.83)

Gef31 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Op1(t1)Oq1(t2)

〉
(6.84)

= −
i

2 h
, (6.85)

Gef32 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Op1(t1)Oq2(t2)

〉
(6.86)

= 0, (6.87)

Gef33 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Op1(t1)Op1(t2)

〉
(6.88)

=
2mw2 + 2nw1 +w1 +w2

4w1w2 h
, (6.89)
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Gef34 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Op1(t1)Op2(t2)

〉
(6.90)

= −

(−m
2 −

1
4) h

w1
+

(n2+
1
4) h

w2

 h2
, (6.91)

Gef41 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Op2(t1)Oq1(t2)

〉
(6.92)

= 0, (6.93)

Gef42 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Op2(t1)Oq2(t2)

〉
(6.94)

= −
i

2 h
, (6.95)

Gef43 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Op2(t1)Op1(t2)

〉
(6.96)

= −

(−m
2 −

1
4) h

w1
+

(n2+
1
4) h

w2

 h2
, (6.97)

Gef44 =
−1
 h2

∫0
−∞ dt1

∫∞
0

dt2
〈
Op2(t1)Op2(t2)

〉
(6.98)

=
2mw2 + 2nw1 +w1 +w2

4w1w2 h
. (6.99)

Por lo que en su representación matricial al simplificar es

G
(n)
ef =

1

4 h


(2m+ 1)w1 (2m+ 1)w1 0 0

(2m+ 1)w1 (2m+ 1)w1 0 0

0 0
(2m+1)w2
w1w2

(2m+1)w2
w1w2

0 0
(2m+1)w2
w1w2

(2m+1)w2
w1w2

 (6.100)

+
1

4 h


(2n+ 1)w2 −(2n+ 1)w2 0 0

−(2n+ 1)w2 (2n+ 1)w2 0 0

0 0
(2n+1)w1
w1w2

−(2n+1)w1
w1w2

0 0
−(2n+1)w1
w1w2

(2n+1)w1
w1w2

 (6.101)

+
1

4 h


0 0 2i 0

0 0 0 2i

−2i 0 0 0

0 −2i 0 0

 . (6.102)

.
Con esto, hemos estudiado ampliamente el espacio de parámetros para estos dos sistemas fı́sicos.

Desde la perspectiva de funciones de onda ası́ como de integrales de trayectoria, extendiendo ası́
la información que posee el Tensor Geométrico Cuántico.





C O N C L U S I O N E S

A lo largo de esta tesis se estudiaron todos los conceptos necesarios para entender el tensor
geométrico cuántico, ası́ como dos distintos métodos para calcularlo, ya sea utilizando a la función
de onda o integrales de trayectoria. Además, se generalizó este último para obtener el tensor de
un estado excitado arbitrario del sistema, por lo que ahora tiene ventajas evidentes con respecto al
estándar: no se requiere a la función de onda del sistema, solo se requiere al hamiltoniano y a un
solo estado excitado arbitrario del mismo. Esto mediante la prescripción de correr las energı́as
por un factor de iε. También quedó demostrada la equivalencia entre ambos métodos bajo este
tipo de variaciones.

Dentro de esta generalización del método de integrales de trayectoria se utilizó desde el inicio
del problema un formalismo de la mecánica cuántica con base en las funciones de Wigner. Esto
para poder extender al TGC de variaciones únicamente en los parámetros a poder incluir varia-
ciones en el espacio fase.

Como ejemplos, se dio en primer lugar el cálculo del propagador de Feynman para el oscilador
armónico generalizado y los TGCs obtenidos bajo el método estándar (de la función de onda)
para dos sistemas concretos, el oscilador armónico generalizado y los osciladores simétricamente
acoplados. A pesar de estar mostrada la equivalencia entre los métodos, en la segunda parte se
obtuvieron de nuevo los TGCs de estos sistemas utilizando la nueva técnica para ası́ ejemplificar
la concordancia de los resultados obtenidos.

Esta generalización del método de integrales de trayectoria, usando la prescripción de las
energı́as dentro del espacio fase, abre la puerta al estudio de la geometrı́a del espacio de parámetros
mediante nuevas métricas y fases de Berry, distintas a las usuales. Estas podrı́an ser utilizadas
para estudiar el enredamiento cuántico de una manera más directa quitándose la necesidad de
usar matrices de densidad. Otra posible aplicación de estos resultados es en transiciones de fase
cuánticas en el modelo de Dicke, o en particular, para el oscilador armónico generalizado al
momento de que el parámetro X del factor q2 obtiene un valor negativo. Un resultado peculiar
que será interesante estudiar a futuro es la aparición de singularidades en el tensor proveniente
de variaciones del espacio fase dentro de ciertos sistemas.
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Parte III

A P É N D I C E





A
N O TA C I Ó N

A lo largo de todo el texto se utilizará la notación de Einstein, es decir, ı́ndices repetidos van
sumados, por ejemplo:

n∑
a=1

∂F

∂qa
q̇a =

∂F

∂qa
q̇a = (∂aF)q̇

a, (A.1)

donde se denota

∂

∂qa
= ∂a. (A.2)

Para el producto exterior o cuña (∧) se omitirá donde sea conveniente, de modo que

dα∧ dβ = dαdβ. (A.3)

Además, en todas las integrales donde haya más de una variable se escribirá únicamente un
∫

pero deberá entenderse que aplica para todas. Esto a menos que sea necesario establecer diferencia
entre los lı́mites de cada variable.

97





B
D E R I VA D A S F U N C I O N A L E S

Una derivada funcional es una generalización a la derivada usual, donde se deriva una función
con respecto a una variable, con la diferencia que en la derivada funcional por otra parte se deriva
una funcional (o función de funciones) con respecto a una función. En estas se tiene que

δS =

∫
dtδyi(t)

δS

δyi(t)
(B.1)

con
∂yj

∂yi
= δji. (B.2)

Entonces la derivada funcional es

δyj(t)

δyi(t ′)
= δjiδ(t− t

′). (B.3)

También se tiene que

δẏj(t)

δyi(t ′)
=
d

dt

δyj(t)

δyi(t ′)
=
d

dt
δ
j
iδ(t− t

′) = δji
d

dt
δ(t− t ′), (B.4)

y en particular la derivada funcional de L(t) = L(yj(t, ẏj(t))) [4]

δL(t)

δyi(t ′)
=
∂L(t)

∂yj(t)

δyj(t)

δyi(t ′)
+
∂L(t)

∂ẏj(t)

δẏj(t)

δyi(t ′)
(B.5)

=
∂L(t)

∂yj(t)
δ(t− t ′) +

∂L(t)

∂ẏj(t)

d

dt
δ(t− t ′). (B.6)
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C
P R O D U C T O E X T E R I O R , F O R M A S D I F E R E N C I A L E S Y D E R I VA D A
E X T E R I O R

Producto Exterior: La operación ∧, llamada producto exterior, cuña, o de Grassmann:

∧ : Λk(M)×Λl(M)→ Λk+l(M) (C.1)

está definido como

α∧β :=
(k+ l)!
k!l!

A(α⊗β), (C.2)

donde A es un operador alternador que selecciona la parte antisimétrica del tensor (0,k+ l) α⊗β
[14].

El producto exterior más simple es

dxµ ∧ dxν := dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ (C.3)

entonces tenemos por definición (por conveniencia se suele dejar de utilizar el sı́mbolo ∧, véase el
anexo A))

dxµdxν = −dxνdxµ (C.4)

dxµdxµ = 0 (C.5)

de manera análoga se definen los productos exteriores mayores como productos tensoriales
totalmente antisimétricos.

Formas diferenciales: con la ayuda del producto exterior se pueden definir varias formas
diferenciales

0-forma w = w(x)

1-forma w = wµ(x)dx
µ

2-forma w = 1
2!wµν(x)dx

µdxν

. . . . . .

p-forma w = 1
p!wµ1...µp(x)dx

µ1 . . . dx
µ
p,

Derivada Exterior: La diferenciasión de las formas se hace mediante la derivada exterior

d =
∂

∂xµ
dxµ (C.6)
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que actúa sobre una p-forma de la siguiente manera

dw =
1

p!
∂

∂xν
wµ1...µp(x)dx

νdxµ
1

. . . dxµp. (C.7)

La derivada exterior es un mapero d : Λp → Λp+1 que transforma p-formas en (p+1)-formas.
Además satisface la importante propiedad

d2 = 0 (C.8)

llamada nilpotencia, que puede ser verificada rápidamente por aplicación directa a una p-forma

d2w =
1

p!
∂

∂xσ
∂

∂xν
wµ1...µp(x)dx

σdxνdxµ
1

. . . dxµp = 0. (C.9)

Esta expresión debe ser nula debido a que las derivadas ∂
∂xσ

∂
∂xν son simétricas mientras que el

producto exterior dxσdxν es antisimétrico.

Finalmente d obedece la regla de antiderivación

d(αpβq) = (dαp)βq + (−)pαpdβq, (C.10)

donde de nuevo se han indicado los grados de las formas [26].



D
F U N C I O N E S D E H E R M I T E

Las funciones de Hermite surgen naturalmente al solucionar la ecuación de Schrödinger para el
oscilador armónico cuántico y están definidas como

χn(x) = (n!2n
√
π)−1/2e−

x2

2 Hn(x), (D.1)

siendo Hn(x) los polinomios de Hermite, que cumplen las siguientes ecuaciones

d2Hn(x)

dx2
+ (2n− x2 − 1)Hn(x) = 0. (D.2)

Notemos que las funciones de Hermite, al compararlas con los polinomios, ya cuentan con el
factor de normalización y la función de peso, por lo que cumplen [13][14]:∫∞

−∞ daa2χ2n(a) = n+
1

2
, (D.3)

∫∞
−∞ daχn(a)χm(a) = δn,m, (D.4)

d

da
χn(a) =

√
n

2
χn−1(a) −

√
n+ 1

2
χn+1(a), (D.5)

aχn(a) =

√
n

2
χn−1(a) +

√
n+ 1

2
χn+1(a), (D.6)

además de una sustitución directa entre ellas, surgen otras dos que serán útiles para los casos
tratados en este texto ∫∞

−∞ χ2n(a)a
d

da
χn(a) = −

1

2
, (D.7)

∫∞
−∞(

d

da
χn(a))

2a2da =
2n2 + 2n+ 3

4
. (D.8)
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F U N C I Ó N D E C O R R E L A C I Ó N D E 4 P U N T O S A S E G U N D O O R D E N D E φ 4

Se tiene de forma general que

G ′n(t1, . . . , tn) =
Gn(t1, . . . , tn) +

∑∞
m=1

(−iλc)m

m!

∫
dτ1 . . . dτmGn+mk(t1, . . . , tn, τk1 , . . . , τkm)

1+
∑∞
m=1

(−iλc)m

m!

∫
dτ1 . . . dτmGmk(τ

k
1 , . . . , τkm)

,

(E.1)
considerando hasta segundo orden en λ y un potencial de interacción de v(φ) = φ4

4! , por lo que
c = 1/4!, n = 4 y k = 4, entonces queda

G ′4(t1, . . . , t4) =
G4(t1, . . . , t4) + −iλ

4!

∫
dτ1G8(t1, . . . , t4, τ41) +

−λ2

2!4!4!

∫
dτ1dτ2G12(t1, . . . , t4, τ41, τ42)

1− [ iλ4!

∫
dτ1G4(τ

4
1) +

λ2

2!4!4!

∫
dτ1dτ2G8(τ

4
1, τ42)]

.

(E.2)
Notemos que el termino del denominador puede expandirse de la forma[
1−

[ iλ
4!

∫
dτ1G4(τ

4
1) +

λ2

2!4!4!

∫
dτ1dτ2G8(τ

4
1, τ42)

]]−1
= (1− x)−1 = 1+ x+ x2 + x3 + . . . , (E.3)

por lo que multiplicando obtenemos

G ′4(t1, . . . , t4) = G4(t1, . . . , t4)

−
iλ

4!

∫
[dτ1G8(t1, . . . , t4, τ41) −G4(t1, . . . , t4)G4(τ41)]

−
λ2

2!4!4!

∫
dτ1dτ2[G12(t1, . . . , t4, τ41, τ42) − 2G8(t1, . . . , t4, τ41)G4(τ

4
2)

−G8(τ
4
1, τ42)G4(t1, . . . , t4) + 2G4(t1, . . . , t4)G4(τ41)G4(τ

4
2)] (E.4)

Para obtener los términos de λ2 que son

L2 ≡ G12(t1, . . . , t4, τ41, τ42) − 2G8(t1, . . . , t4, τ41)G4(τ
4
2)

−G8(τ
4
1, τ42)G4(t1, . . . , t4) + 2G4(t1, . . . , t4)G4(τ41)G4(τ

4
2), (E.5)
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se expandirá primero el G12 de la siguiente manera

G12(t1, . . . , t4, τ41, τ42) = G2(t1, t2)G10(t3, t4, τ41, τ42) +G2(t1, t3)G10(t2, t4, τ41, τ42)

+G2(t1, t4)G10(t2, t3, τ41, τ42) + 4G2(t1, τ1)G10(t2, t3, t4, τ31, τ42)

+ 4G2(t1, τ2)G10(t2, t3, t4, τ41, τ32), (E.6)

expandiendo los G10 y haciendo uso de que tanto como τ1 como τ2 son indices mudos, por lo
que es posible τ1 ↔ τ2, tenemos

G12(t1, . . . , t4, τ41, τ42) = G2(t1, t2)[G2(t3, t4)G8(τ41, τ42) + 8G2(t3, τ1)G8(t4, τ31, τ42)]

+G2(t1, t3)[G2(t2, t4)G8(τ41, τ42) + 8G2(t2, τ1)G8(t4, τ31, τ42)]

+G2(t1, t4)[G2(t2, t3)G8(τ41, τ42) + 8G2(t2, τ1)G8(t3, τ31, τ42)]

+ 8G2(t1, τ1)[G2(t2, t3)G8(t4, τ31, τ42) +G2(t2, t4)G8(t3, τ31, τ42)

+ 3G2(t2, τ1)G8(t3, t4, τ21, τ42) + 4G2(t2, τ2)G8(t3, t4, τ31, τ32)]. (E.7)

Notando que G4(t1, . . . , t4) = G2(t1, t2)G2(t3, t4) +G2(t1, t3)G2(t2, t4) +G2(t1, t4)G2(t2, t3),
los primeros 3 términos de los primeros 3 renglones de la ecuación E.7 se anulan con −G8(τ

4
1, τ42)G4(t1, . . . , t4)

dentro de L2. Por otra parte, al expandir −2G8(t1, . . . , t4, τ41)G4(τ
4
2) una parte se anula con el

término +2G4(t1, . . . , t4)G4(τ41)G4(τ
4
2) y la restante con los segundos términos de los primeros 3

renglones de la ecuación E.7.

Por lo que finalmente tras haber expresado L2 a través de funciones de correlación de dos
puntos nos queda
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L2 = 288G2(t1, τ1)G2(t2, τ2)G2(τ22)G2(t3, t4)G2(τ1, τ2)G2(τ21)

+ 288G2(t1, t2)G2(t3, τ1)G2(τ22)G2(t4, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ21)

+ 288G2(t1, τ1)G2(t2, t4)G2(τ22)G2(t3, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ21)

+ 288G2(t1, t3)G2(t2, τ1)G2(τ22)G2(t4, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ21)

+ 288G2(t1, t4)G2(t2, τ1)G2(τ22)G2(t3, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ21)

+ 288G2(t1, τ1)G2(t2, t3)G2(τ22)G2(t4, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ21)

+ 288G2(t1, τ1)G2(t2, τ1)G2(τ22)G2(t3, t4)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)

+ 288G2(t1, t2)G2(t3, τ1)G2(τ22)G2(t4, τ1)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)

+ 288G2(t1, τ1)G2(t2, t4)G2(τ22)G2(t3, τ1)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)

+ 288G2(t1, t3)G2(t2, τ1)G2(τ22)G2(t4, τ1)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)

+ 288G2(t1, t4)G2(t2, τ1)G2(τ22)G2(t3, τ1)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)

+ 288G2(t1, τ1)G2(t2, t3)G2(τ22)G2(t4, τ1)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)

+ 288G2(t1, τ1)G2(t2, τ1)G2(τ22)G2(t3, τ2)G2(t4, τ2)G2(τ21)

+ 288G2(t1, τ1)G2(t2, τ2)G2(t4, τ2)G2(t3, τ1)G2(τ21)G2(τ
2
2)

+ 288G2(t1, τ1)G2(t2, τ2)G2(t3, τ2)G2(t4, τ1)G2(τ22)G2(τ
2
1)

+ 192G2(t1, τ1)G2(t2, τ2)G2(t3, t4)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)

+ 192G2(t1, t2)G2(t3, τ1)G2(t4, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)

+ 192G2(t1, τ1)G2(t2, t4)G2(t3, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)

+ 192G2(t1, t3)G2(t2, τ1)G2(t4, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)

+ 192G2(t1, t4)G2(t2, τ1)G2(t3, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)

+ 192G2(t1, τ1)G2(t2, t3)G2(t4, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)

+ 576G2(t1, τ1)G2(t2, τ2)G2(t3, τ2)G2(t4, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ21)

+ 576G2(t1, τ1)G2(t2, τ2)G2(t3, τ1)G2(t4, τ1)G2(τ22)G2(τ1, τ2)

+ 576G2(t1, τ1)G2(t2, τ1)G2(τ22)G2(τ1, τ2)G2(t3, τ2)G2(t4, τ1)

+ 576G2(t1, τ1)G2(t2, τ1)G2(τ22)G2(t4, τ2)G2(t3, τ1)G2(τ1, τ2)

+ 576G2(t1, τ1)G2(t2, τ1)G2(t4, τ2)G2(t3, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)

+ 576G2(t1, τ1)G2(t2, τ2)G2(t3, τ1)G2(t4, τ2)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2)

+ 576G2(t1, τ1)G2(t2, τ2)G2(t3, τ2)G2(t4, τ1)G2(τ1, τ2)G2(τ1, τ2), (E.8)

dando un total de 28 términos distintos.



.



• Des pite everything, it' s s till you. 
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