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RESUMEN

En el presente trabajo se estudia a profundidad un concepto fundamental de la teorfa de infor-
macién cudntica, el Tensor Geométrico Cudntico. Esto con la finalidad de generalizar su método
de obtencién basado en integrales de trayectoria, de modo que sea posible conseguirlo para
estados excitados arbitrarios y considerando variaciones tanto en el espacio de pardmetros como
del espacio fase.

Para ello se utiliz6 el formalismo de la funcién de Wigner de la mecénica cuéntica, asi como
las propiedades de las integrales de trayectoria y una regularizaciéon energética. Suponiendo un
sistema que en un inicio (de t = —oo a t = 0) estd descrito por un hamiltoniano, H; = H y después
de t = 0 se perturba el sistema para estar descrito por H¢ = H 4 dH donde

oH _ A
OH = aziAéZ (0.1)
con
A _ (4t
z™ = (9", pi,Aa)- (0.2)
se obtuvo que el TGC estard dado por
(n) | to 00
Gap = ) dt; | dt2[(0OA(t1)0B(t2)),, — (Oa(t1)),, (OB(t2)),.], (0.3)
—00 to

Con este método generalizado se encontraron nuevas Curvaturas de Berry (siendo esta la parte
antisimétrica del tensor), y Métricas de Informacién Cudntica (la parte simétrica). Diferencidndose
las estdndar al contener la informacion correspondiente a las variaciones del espacio fase.






INTRODUCCION

El punto de vista geométrico de la mecanica cudntica ha sido altamente relevante en su desarrollo
moderno, donde la primera gran realizacién de estas ideas fue gracias a la introduccién del tensor
geométrico cudntico por Provost y Vallee [1]. Este concepto estd compuesto por dos partes, la real
es el tensor métrico cudntico del cual es posible obtener la llamada fidelidad cudntica [2]. Mientras
que la imaginaria, llamada curvatura de Berry, es la que posteriormente serfa identificada como la
curvatura bésica de la conexién de Berry [3].

El objetivo principal de este trabajo de tesis es estudiar al tensor geométrico cudntico utilizando
conceptos que parten del método de cuantizacién de Feynman, las integrales de trayectoria [8][9].
Ademads, se muestra por primera vez como extender estas ideas para considerar no solo el estado
base del sistema cudntico, sino los diferentes estados excitados de este. Al mismo tiempo se
amplia el concepto del espacio de pardmetros para incluir también al espacio fase.

En la parte inicial del texto se examinan todas las bases necesarias, empezando en el primer
capitulo por las nociones fundamentales de la mecanica cudntica como lo son lagrangianos,
hamiltonianos, el cuadro de Schrodinger, la ecuacion de Schrodinger, la ecuaciéon de evolucion,
el cuadro de Heisenberg, kernels y funciones de Green. Esto para dar paso a las integrales de
trayectoria, el producto cronoldgico de operadores y a la funcional generadora de las funciones
de Green, dando como ejemplo de esta seccién el calculo del propagador de Feynman para el
oscilador arménico generalizado.

En el segundo capitulo se centra en las ideas provenientes de la teorfa de informacién cudntica,
particularmente los cubits, los estados puros, la fidelidad, la evoluciéon adiabaética, la fase de Berry,
el tensor métrico cudntico y finalmente el tensor geométrico cudntico (TGC). Dando con cada
uno de ellos los métodos estdndar para calcularlos mediante la funcién de onda del sistema. Con
estas herramientas en el tercer capitulo se calcula el TGC para dos sistemas concretos: el oscilador
armonico generalizado y los osciladores simétricamente acoplados.

En la segunda parte de la tesis, se trata al método de integrales de trayectoria para obtener el
TGC cuya ventaja sobresaliente, con respecto al anterior, es que no se requiere conocer a la funcién
de onda del sistema para obtenerlo. La desventaja de este es que solo funciona bajo variaciones
en el espacio de pardmetros y en el estado base. Por estas razones, se generaliza en el cuarto
capitulo para que pueda emplearse esta técnica alternativa en estados excitados, obteniendo asi los
mismos resultados (al variar el espacio de pardmetros) que los encontrados mediante el método
estandar. Ademads con esta técnica generalizada se obtienen nuevas métricas y fases de Berry para
variaciones del espacio fase. Esta seccioén se concluye con la demostracién de la equivalencia entre
ambas metodologias: la estdindar y la nueva versién con integrales de trayectoria.

11
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INTRODUCCION

En el quinto capitulo se vuelven a calcular los TGC para los sistemas mencionados anterior-
mente pero ahora con el nuevo método, esto para ejemplificar su equivalencia, y en el sexto se les
obtiene su nuevo tensor de variaciones en el espacio fase. Este trabajo culmina con un capitulo de
conclusiones en el cual se resaltan los logros del método extendido haciendo las comparaciones

pertinentes con el estdndar.

A cualquiera que acabe leyendo esta tesis, si surge alguna duda siéntete libre de mandarme un
correo a sergio1@ciencias.unam.mx, espero que mi trabajo haga maés facil el tuyo.



Parte I

BASES






1

CONOCIMIENTOS ELEMENTALES

Como la teoria de informacién cudntica y la teorfa cudntica de campos utilizan gran cantidad de
conceptos provenientes de la mecénica cldsica, relatividad especial y mecanica cudntica, es conve-
niente revisar brevemente algunos de ellos antes de entrar de lleno en temas de mayor complejidad.

1.1 LAGRANGIANOS, HAMILTONIANOS Y ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Uno de los problemas centrales de la fisica es poder describir y predecir el movimiento de los
cuerpos que pueden sufrir distintas interacciones entre ellos. Para un sistema dado, la descripciéon
completa de su movimiento estd codificado en su lagrangiano (o funcién de Lagrange), que se
define de la siguiente manera

I—(q],qzw~-,qn;q],q2/~-;qn;t):T—V/ (1'1)

siendo T la energia cinética y V la potencial. Ademads, las trayectorias reales que tomara la
particula serdn aquellas que extremen la accién, dada por

t
S = J dtL. (1.2)
to

Si esto ocurre 8S = 0 y se obtienen las ecuaciones de movimiento correspondientes para cada una
de las q¢, siendo dadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d oL oL
— — =0a=12,...,n. 1.
dtoq®  aqe (t3)
Es conveniente muchas veces observar claramente si el lagrangiano depende explicitamente
del tiempo o hacer que el movimiento esté descrito por un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden, esto se logra a través del hamiltoniano (o la funcién de Hamilton).
Para poder describir esta funcién es necesario primero definir el momento generalizado,

oL

Pa = a‘T‘l

notemos que hay uno asociado a cada coordenada generalizada q¢. Utilizando el momento
generalizado y el lagrangiano, el hamiltoniano se define a través de la transformada de Legendre,

, (1.4)

H(p,q,t) =paq“—L a=1,2,...,n. (1.5)

15



16 CONOCIMIENTOS ELEMENTALES

En el formalismo hamiltoniano el movimiento esta descrito por las ecuaciones canénicas (o
ecuaciones de movimiento de Hamilton) [4]

oH
—=q4%a=12,...,n, 1.6
a (16)
oH
aqia:_.pa;a:]lzl"-/n/ (17)
oH oL
- 9

de las cuales es fécil observar que si L no depende del tiempo, H es una constante de movimiento.

Pero en mecanica clasica, una particula estd descrita en su totalidad cuando se conocen su
posicién y momento para todo tiempo, o dicho de otro modo, cuando se tienen sus ecuaciones de
movimiento y condiciones iniciales. Pero no todo en la naturaleza puede ser descrito mediante
estas ideas [5], por lo que es necesario ampliarlas mediante el formalismo de mecanica cuantica.

1.2 MEcANIcA CUANTICA

En mecdnica cudntica un estado fisico es representado por un vector de estado llamado ket, que
reside en un espacio vectorial complejo, y es denotado por |x). Este ket es postulado a contener
la informacién completa del estado fisico; todo lo que nos es posible preguntarnos del estado
estd contenido en el ket. Ademads del espacio de kets, existe uno “dual” a este, el espacio de bras.
Postulamos que por cada ket |) existe un bra (x| en una correspondencia uno a uno donde estos
entes viven en un espacio de Hilbert.

Dados un bra y un ket hay dos posibles tipos de objetos que se pueden formar, un nimero
complejo a través del producto interno, el braket (x|3) o un operador |«x) (| que puede ser repre-
sentado por una matriz cuadrada de tamafno N [6] .

Para describir la evolucién de un sistema mecanico cudntico usualmente se utilizan 2 descrip-
ciones o cuadros equivalentes, difiriendo principalmente en qué es lo que cambia en el tiempo,
pudiendo ser los operadores o la funcién de onda; a estas descripciones se les conoce como cuadro
de Schrodinger y cuadro de Heisenberg.



1.2 MEcANICcA CUANTICA

1.2.1  Cuadro de Schrodinger

En esta descripcién los operadores son independientes del tiempo, es decir, para los operadores
de momento y coordenada generalizada se cumple que 0:q =0, 0P = 0. Por otra parte, para las
funciones de onda se tiene que V(q,t) = (qlp,t) y que P(p,t) = (plp, t), donde los operadores
cumplen las siguientes reglas de conmutacioén:

[@°,8" =0, (1.9)
e, "l =0, (1.10)
[q%,p°] = ihsg, (1.11)

debido a estas reglas de conmutacién se obtiene el conocido principio de incertidumbre de Heisenberg,
que establece la imposibilidad de conocer certeramente tanto la posicién como el momento de
una particula a un tiempo dado,

AqAp > % (1.12)
Con los eigenkets (o kets propios) de estas observables se define una base de la forma [4]
Gla) = qla), (1.13)
plp)=plp), (1.14)
que es completa, por lo que cumple la propiedad de cerradura
J dqlq) (ql =1, (1.15)
| avmei-1, (1.16)

noétese que aqui I es la matriz identidad.

En la representacién del espacio de posicién se utiliza la base |q) y el operador p queda definido
como

—ith——o, (1.17)

ﬁa aqa

y la condicién de ortogonalidad estd dada por una delta de Dirac de la siguiente manera

(q'lq) =38(q"—q). (1.18)

La conexion entre las bases § y la de P es

(qlp) = Nor (1.19)

17



18 CONOCIMIENTOS ELEMENTALES

Es posible pasar de la representacién de posicién a la de momentos (o al revés) a través de la
transformada de Fourier
©  eW(p)

P(q) = JOO de’h' (1.20)

<

dq———. (1.21)

[ 5

Debe notarse que toda evolucién temporal dentro del cuadro de Schrodinger recae en la funcién
de onda y no en los operadores, dicho de otro modo, los operadores no dependen del tiempo y
la dependencia temporal se encuentra en la funcién de onda V =1(q,t) = (qhp, t). Para hacer
evolucionar en el tiempo a la funcién de onda se requiere de la ecuacién de evolucién.

1.2.2 Ecuacién de Schrodinger y ecuacién de evolucion

La ecuacién de Schrodinger esta dada por

]:hl)(q/t) = 1hat1‘l’)(q/ t)/ (1'22)
0 escrita en notacién de Dirac con el operador P, = —ihoy,
(ql Pe+HW, t) =0. (1.23)

De la ecuacién de Schrodinger se obtiene la ecuacién de evolucion

[P, t) = e HE—t) [y t5) (1.24)

la cual se utiliza para llevar al ket de estado N, to) del tiempo inicial ty a un tiempo posterior t
mediante el operador de evolucién dado por

U(t, o) = e Ht—to), (1.25)

Un error comin es pensar que conforme el tiempo transcurre, todos lo kets en el cuadro de
Schrodinger evolucionan, esto no es cierto, el punto importante es distinguir entre el compor-
tamiento de los kets de estado [\, t) de los kets base |q).

En (1.13) y (1.14) se remarcé que los eigenkets de observables se usaran como kets base. ;Qué
sucede con la ecuacion de eigenvalores

Ala) = ala) (1.26)

al transcurrir el tiempo? En el cuadro de Schrodinger, A no cambia, asi que los kets base, obtenidos
como solucién de esta ecuaciéon de eigenvalores, al tiempo to por ejemplo, deben permanecer
estdticos. A diferencia de los kets de estado, los kets base no cambian en el cuadro de Schrodinger

[5] [6].



1.2 MEcANICcA CUANTICA

Pero observemos que hasta el momento solo hemos dado la evolucién temporal a los Kets de
estado, de manera alternativa podemos seguir el cuadro de Heisenberg.

1.2.3 Cuadro de Heisenberg

En contraste con el cuadro de Schrodinger en el que los operadores correspondientes a observ-
ables como P y § son constantes en el tiempo, en el cuadro de Heisenberg los operadores varian con
el tiempo; los kets de estado son fijos, congelados de cierta forma a lo que fueron al tiempo t¢ [6].
Por lo que

O¢ )y = 0. (1.27)

Es importante notar que la funcién de onda en el cuadro de Heisenberg estd dada por la de
Schrodinger siendo fijada a un tiempo particular to, i.e., ) =, to) (en general se fija to = 0).

En este cuadro los operadores cargan con la evolucién temporal y serdn descritos a partir de los
conocidos al tiempo to (o los del cuadro de Schrédinger) junto con el operador de evolucion de la
siguiente manera[4]:

I, t) = en (M g, 10) = UT(t,t0) |q)s = en (70 |q)g, (1.28)
[p, t) = en (M p o) = Ut (t, to) [p)g = ex (T p) (1.29)

o dicho de otro modo,
qH(t) — e%(tfto)ﬂqe%(tfto)ﬂl (1‘30)

(1.31)

Es importante resaltar que para obtener las reglas de conmutacién impuestas por (1.9), (1.10) y
(1.11) dentro de este cuadro, los operadores deben de estar a tiempos iguales.

Para un operador en el cuadro de Schrodinger 6s que no depende explicitamente del tiempo se
tiene la siguiente ecuacion diferencial para su contraparte del cuadro de Heisenberg 61

don 1 ~ 1

= Lo = L (onfi— 16 .
7~ on = (0w OH), (1.32)
con la que es posible dar la evolucién temporal del operador. Esta ecuacién es conocida como la
ecuacion de movimiento de Heisenberg [6][5].

19
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1.3 KERNELS Y FUNCIONES DE GREEN

De la ecuacién de evolucion (1.24) se observa que la funcién de onda evoluciona gracias al llamado
Kernel de la ecuacion de Schrodinger de la forma,

P(qg,t) = J_ dqoK(q,t; g0, to)(qo, to), (1.33)

donde el kernel estd definido por

K(q,t o, to) = (qlew H{tto) |q4) (1.34)
— (qlem HVeRMto) gy (1.35)
= (q,tlqo, to) - (1.36)

Cuyo significado es que dada una particula que se encontraba en la posicién ¢ al tiempo to, el
kernel serd la amplitud de probabilidad de que se le encuentre en q al tiempo t, esto es debido a

Il)(q/ t) = J_ dyK(qr t;yrtO)lb(y/tO) (137)
= J dyK(q, t;y, to)d(y — qo), (1.38)

por lo tanto
K(d,t;qo,t0) =W(q,1). (1.39)

El Kernel tiene distintas propiedades, una de ellas es que junto con el operador de Schridinger
dado por

Dy =1hd¢—H=0 (1.40)

cumple que D.K(q,1t; qo,to) = 0. Ademds si es a tiempos iguales da como resultado una delta de
Dirac,

K(g,to; qo, to) = 8(q — qo). (1.41)
Por otra parte, el propagador retardado Gr se define como
Gr(d,t; qo,to) = —16(t — to)K(q, to; qo, to) (1.42)

donde la 6 es la funcién de Heaviside

1 (> e (t—to)T

Ot —to) = lim -5 JOO e (143)
. 1 o0 e (t—to)T

= D o J_OO T e (1:44)

_ 0 sit<tp (1.45)
)1 sit > to. >



1.4 INTEGRAL DE TRAYECTORIA

La diferencia del propagador retardado con respecto al Kernel radica en la informacién extra que
contiene acerca de la direccién de flujo temporal, siendo esta codificada dentro de la funcién de
Heaviside.

Es importante notar que hay distintas prescripciones de la funcién de Green, particularmente en
esta solo se estdn tomando tiempos mayores a to mediante la funcién de Heaviside; pero existen
otras como la de Feynman que se verd en las siguientes secciones.

Ademas, se cumple que la funcién de Green para el operador de Schrodinger es el propagador
retardado 1.42, esto es que

D Gr(q,t0,0) = 5(q)d(t). (1.46)

Utilizando estos conceptos se llega facilmente a uno fundamental para la teorfa cuantica de
campos, la integral de trayectoria o funcional.

1.4 INTEGRAL DE TRAYECTORIA

Cléasicamente es posible predecir toda la historia de una particula si se conocen sus condiciones
iniciales, es decir, la posicién y el momento que posee a un tiempo ty siguiendo sus ecuaciones
de movimiento. Sin embargo cudnticamente esto lo prohibe el principio de incertidumbre de
Heisenberg (1.12), lo que si se puede predecir es la probabilidad de encontrar a la particula en
algin lugar a un tiempo dado, esto bajo las ideas de Feynman tomando en cuenta todas las
posibles trayectorias que pudo haber recorrido la particula; especificamente se logra integrando en
todo el espacio todas las trayectorias posibles pesadas mediante la accién (1.2) como se mostrard a
lo largo de esta seccién.

Partiendo del kernel para los puntos (q,t) y (qo, to), dado por la ecuacién (1.34)

L (t—tg

K(q,t;qo0,t0) = (qle™ V1q0) = (g, tlq0, o),

e introduciendo la identidad

]I:J dqilq1,t1) {q1, t1l, (1.47)
es posible que el Kernel quede definido en términos de los valores que haya tenido para el punto
q; al tiempo t7, obteniendo

(0.¢]

K(q,t; qo,to) :J dqi (q,tlq1,t1) (q1,t1lq0, to) -

—00

21



22 CONOCIMIENTOS ELEMENTALES

Siguiendo este proceso para tomar en cuenta N puntos dentro del intervalo (considerado una
separacioén temporal igual entre cada uno de ellos) el kernel se vera transformado en

K(q,t;q0,to) :J dan ...dqq (q, tlgn, tn) (gns tNlgn—1, tn—1) - (g1, t1lgo, to) . (1.48)
Ahora, inspeccionando el j-ésimo término, donde se ha definido At =t;, 1 —t; = lt\]:f‘]’ ,

(a1, 1] a5, t5) = (qjo1] e 2 g5) .

Para poder realizar un producto interior conocido tanto para el bra como para el ket se introduce
un “uno”, pero esta vez en términos del momento de este j-ésimo término,

I= Joo dp; [ps) (pj |,

mientras que para poder evaluar el operador hamiltoniano se toma la representacién en expansion
de Taylor, con respecto a dt, de la exponencial quedando

(el ™27 gy = | apy (ayoalpy) (py| 1= At fay)

00 dp B
=J i ehp(91-9) (1 - LAtH(4;,py))

donde H(qj,p;j) ya es funcién de los valores propios. Al hacer este procedimiento no permanece
ningtn operador, por lo que finalmente se obtiene

< . ‘G?Atﬂ‘ > < dpj e " AtH(a;,p;)+ 1 p;(dj1—a5) (1.49)
dj+1 qdj Znh . 49

Haciendo esto para los N puntos intermedios que se insertaron dentro del intervalo de qo a q,
es decir, agregando N+1 unos en términos de p a la ecuacién (1.48), se obtiene

(o0] .
<q,t|qo,to>=J dqi...dgn gﬁg ip; TAtH(Gopo) | T AH(aNPN)
—0oQ
e%PN(Q*qN)eﬁPNq (an—an-1) e%P] (g2—a1 ]e%Po(qlf%)_ (1.50)

Por lo que

(q,tlqo, to) :J dqq ...qumelAJ‘Z; o Hldjp; ehZJ oPjldjr1— q])

—00
y expandiendo
qj+1 = q(tj+1) = q(tj + At)
con respecto a tj, se obtiene
qj+1 = q(t5) + Atq(ty) = g5 + Atg;.
Si hacemos tender los N puntos a infinitos, y definiendo por simplicidad

Dq = Nhl}noo dqq...dqn, (1.51)
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dpo e de
Nooo (2mh)N+1 7 (152)

el Kernel se vuelve

q(t)=q

K(q,t;qo,to) :J Dque%LO dt(pg—H(q,p)) (1.53)

q(t=0)=qo
Recordando que el hamiltoniano es una transformada de Legendre (1.5) y la forma de la accién
(1.2) finalmente se obtiene la representacién conocida como integral de trayectoria o integral funcional

[4]

q(t)=q ;
K(q,t; qo,to) = (g, tlqo, to) :J DqDp e*>. (1.54)
q(t=0)=qo
Cabe mencionar que si la parte cinética dentro del Hamiltoniano solo depende de p? y el
potencial es V = V(q) entonces la integral sobre Dp puede hacerse explicitamente y la tinica
integral funcional restante es sobre Dq. Por lo que la integral anterior puede escribirse en términos
del lagrangiano integrandose tnicamente sobre Dq.

1.5 PRODUCTO CRONOLOGICO DE OPERADORES

Como se mencion6 anteriormente hay distintas funciones de Green dependiendo del problema
que se esté considerando, una de las més importantes es la relacionada con el propagador de
Feynman. Para llegar a ella hay que considerar primero el elemento de matriz (q, t| 4(t;) qo, to)
donde ty < tj < t y afiadiendo “unos” de la forma de (1.15), se obtiene

<q,t|f](tj)|q0,‘to> :J quJ qu...dqur]J dqj,] ...dqy

—00 —

(q,tlgn, ) - (dien, t1] 95, 5) 9(t) (5, 4] g5—1, -1 ) - .. (a1, tilqo, to) ,

(1.55)
por lo que definiendo
JDq(Tz)e% fiy awal _ J dgqn ... dgje (g tlan, ta) - (dien e |dg b)), (1.56)
Ji)q(ﬂ)efitﬁé dul _ qu]’_] -..dq1 (g5, t]g5-1,t5-1) ... (a1, t1lq0, to) , (1.57)
y Dq(t1)dq;Dq(t2) = Dq(7) se llega a que
(@ t1a()ldo, o) = | Da(rg(es et o 4 (1.58)
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Siguiendo un proceso andlogo para to < t7 <t <t se consigue

(a,14(t1)a(t2) 40, to) = J@qmq(tz)qm Jer fro 7t (1.59)
= [ Darmattnteaet fot, (160
donde q(t1) y q(t2) conmutan al ser variables reales, por lo que es equivalente a la expresién

(q,t1d(t2)g(t1) g0, to) en el caso de que tp < t2 < t; < t. Entonces es conveniente definir el
operador T que ordene cronolégicamente los operadores de la siguiente manera

raw = (100 ST
asi, en general
(@ HTa(t) - Altn) o, o) = [ DalDaltr) .. alta)et o * (1.62)
Esto nos es ttil ya que la funcién de Green esta dada por
Gn(tr,..., tn) = (0ITq(t1)...4(tn) [0), (1.63)

siendo |0) el estado base de nuestro sistema, cuya energia Ey es la minima posible; esto se puede
generalizar a dos estados de vacio arbitrarios con distintos hamiltonianos, aunque no es usual [7].

Para poder obtener la funcién de Green explicitamente, partimos de (q, tIqo, to) e introducimos
un uno, pero esta vez discreto dado por

=Y M), (1.64)

donde [n) son los vectores propios del hamiltoniano, de la ecuacién de eigenvalores Hn) = E,, [n),
entonces se tiene

(q,tlqo,to) = Y_ (gle™ "t n) (niqo)

n

= e (0B [(ql0) (Olqo) + Y () (nlqo) e ) (En"Eol (1.65)

n>1

Haciendo el cambio de variable (t —tp) = T — T = T7(1 —in), donde n es real y mayor que
cero, al tomar el limite cuando T — oo los términos en la exponencial decaen y solo queda el
primer término (ql0) (0lqo). Al utilizar esto (1.65) se simplifica a

(4, tIq0, to)y, ~ (ql0) (Olqo) e ™ EoTn. (1.66)

Ahora considerando dos tiempos tq, ty tales que to < tq <t7 <--- <tn <tp <t sepueden
hacer las siguientes aproximaciones

<q/t|qb/tb>n ~ <q|0> <O|qb> e%EO(titb)Uiin)/ (167)
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<qa/ta|q01t0>n ~ <qa|0> <O|q0> e%Eo(ta—to)“—iﬂ)/ (168)

tomando en cuenta siempre que tq —to y t —ty,, ademds de que tp — —co y t — oo.

Con lo que podemos escribir el término izquierdo de (1.62) como

o0 o0

(q,tTq(t1)...q(tn) Iqo, to)y, ~ | dqa |  dau (ql0) (Olqu) e~ REo(t—to)(1=tn)

J—00 J—00

(qo, tol Tq(t1) ... 4(tn) [qa, ta) (qal0) (Olqo) eT Folta—to)1—in)

(oo o)

= | dga| dap(qlo)e nForlimin (1.69)
(Oldo, to) (o, to| Ta(t1) -+ A(tn) [9a ta) (G, tal0) (Olqo) enFotol =t
= (ql0) (0lqo) e wE(t=t) (=) 0| T4 (t7) ... 4(tn) [0),, - (1.70)
Ademas sabemos que (q|0) (0]qo) e~ wEo(t—to)(1—in) — (q,tlq0, to),, entonces tenemos
<q: t| Tq (t1 ) oo Q(tn) |q01 t0>n = <q/ t|q0/ t0>n <O| Tq (t1 ) e Q(tn) |O>n s (1'71)

por lo que para obtener la funciéon de green solo habrd que dividir entre (q,tho,to)11 y hacer
tender los tiempos al infinito correspondiente. Esto es

Gn(tr, ..., ta) = (0ITG(t1) ... 4(tn) 0)y
(q,t1Tq(t1) ... a(tn) Iqo, to)y,

- to—>—logr‘}—>+oo <q,t|qo,to>n (1'72)
—iS[q]
_ fim J"Dq(ﬂq(’q)...q(t@e R (1.73)
to—r—00; t—+00 qu(T)ef%S[q]
donde
t(1—1in)
Slal = | art(qa) (174)
to(1—in)
y se satisface
JAm q(t) =0 (1.75)
Jim_q(to) =0. (1.76)

Una aplicacién del propagador de Feynman es en la teoria cudntica de campos, para la teoria
¢* se muestra un ejemplo en el anexo.

En el siguiente capitulo se generalizara este concepto para poder incluir estados excitados.
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1.6 FUNCIONAL GENERADORA DE LAS FUNCIONES DE GREEN

Todas las funciones de Green pueden obtenerse como derivadas funcionales de la funcional
generatriz Z[]] que esta definida por:

z[) =J@q( Jet o™l arit(a )41 (ma(e),

(1.77)
donde J(T) es una fuente arbitraria. Ahora, esta expresion al expandir la segunda parte de la
exponencial como sigue

Pall JDq( Je i 1]‘% dt(L(q,q)] [1 +iJOO dtJ(Tt)q(T)

(e ¢]

2 roo
T Z'J dridtzJ(t1)q(t)](T2)q(T2) + ...

+ % Jio dt ... dt)(t1) ... J(t)q(T1) ... q(Tn)}. (1.78)
Definimos
z[0) = J@q( PRETILUUER (1.79)
y ademas
Gi(t) = Z[0]! J@q( Jet Iy 4TIL (@A) (1.80)
por lo que el término n-ésimo queda como
:JDq(T)dﬁ - drnet T AT ey e Y g(T) - q(Te)
= Z[O] v JdT] dtaJ(T) . () Gr(Tr, e, Th), (1.81)
entonces

Z[]] Jd’t]] T1)G1(T1) + -+ ::Jd”q ...dTn](T1)...](Tn)Gn(T],...,Tn)} (1.82)
[0] [1 + 3 n'JdT] ...dTn](’n)...](Tn)Gn(T],...,Tn)]. (1.83)
n=1 ’

Utilizando las propiedades de la derivada funcional (que se encuentran en el apéndice) se
calcula la primera derivada funcional de Z[]]

oZ[) b ifdtf(t)q(t)] ,ifdTLl(q,q)
50t1) _JDq(T)ZS](T1) [e q }e q.9

(1.84)
donde

5 [eifdﬂ("‘)q(ﬂ} _ eifdﬂ("‘)q(ﬂiq(’f]),

entonces

(1.85)
dZ[]]

— | Dq(1)iq(ty)et) 4T/ (Dalv)eifdrliaq)
S = | Pamiat)

(1.86)
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por lo que si se evaltaen | =0

SZU] _ : ifdtL(q,q)
Sita |, = Pamiame (187
= iG] (T] )Z[O] (188)

Ahora la segunda derivada funcional
82z} _ : L at)(1)q(t)] oif dTl(q,4)
S aften) ~ ) P g [+ | (1:59)
— | Da(rgegre)e I @ar tiaa), (1.90)
evaluando nuevamente en | =0
5ZZU] .2 ifdtL(q,q)

m o =1 J@q(T)q(ﬁ)q(Tz)e (1.91)
=12G3(ty,72)Z[0]. (1.92)

Por lo que la funcién de Green de n puntos se obtiene de forma simple como sigue [4]

1 om
= Tz 8] (e - 8l (1:93)

Gn(Th---/Tn)

A continuacién se dara un ejemplo de como obtener el propagador de Feynman para el oscilador
armonico generalizado.

1.6.1 Propagador de Feynman para el oscilador arménico generalizado

Para asentar estas ideas se realizard un ejemplo tomando utilizando el sistema del oscilador
armonico generalizado

:
H(R, q,t) = 51Zp* +Y(pa +4p) + Xa), (1.94)

donde R=(X,Y,Z) son pardmetros externos. Para facilitar la resolucién del problema utilizando las
propiedades de los operadores de creacién y de aniquilacién en la base de energias, se hacen las
transformaciones canénicas

qg=2'2q, (1.95)

p=2"2P-YQ), (1.96)

llevando al hamiltoniano a

H=[Z(Z7"?(P-YQ))? +Y(Q(P-YQ) + (P—YQ)Q) + X(Z'/2Q)?]

N =N =

P2 +w?Q?], (1.97)
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que es equivalente al de un oscilador arménico comtn con m=1, por lo que la energia es

1
En =hwn+ E)' (1.98)
donde se defini6
wi= (XZ—-Y*)1/?, (1.99)

Ademas se tendrdn los operadores de creacién y aniquilacion usuales

. w1/2 1 \1/2
a= (ﬁ) Q— l(M) P (1.100)
. w 1/2 1 \1/2
al = (ﬁ) Q +1(m> P (1.101)
por lo que los operadores Q y P dados en términos de los operadores de creacién y aniquilacién
son
A hN1/2 o
Q= <R) (af +a), (1.102)
. hw 1/2
p— 1(7W) aft —a). (1.103)

Noétese que el operador §, en términos de estos operadores utilizando (1.95) y (1.102), queda

Zh\1/2
N At | oA
q= (—ZW) (a"+a). (1.104)

Para ilustrar como se obtiene la funcién de Green de dos puntos se realizara el procedimiento
completo para este caso, siendo estd dada por

Ga(t1,t2) = (0| Tq(t1)q(t2)10) (1.105)
=0(t1 —t2) (014(1)4(2) |0) +0(t2 —t1) (01 §(2)g(1) |0) (1.106)

y ademas, el propagador de Feynman se define como

Gr(ty, t2) = =Gz (t1, t2) (1.107)
=—1(0/ Tq(t1)q(t2)|0) (1.108)
= —1(0(t1 —t2) (01 q(1)§(2)0) +6(t2 —t1) (01 4(2)§(1) [0)). (1.109)

Es importante notar que a diferencia con (1.42), aqui se tienen dos secciones temporales marcadas
por las distintas Heaviside [4].

Para resolver (1.105), primero se debe notar que los operadores (1) y §(2) estan a tiempos
distintos, por lo que considerando (0 §(1)§(2)|0) y utilizando (1.30) se tiene
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1

014(1)4(2) 10) = <O| e%i(h—to)ﬂqe wilti—to)F g qilta—to) ﬂq —ti(ta—to) H|O>

(0l ae™ Rilti—t)H aIO) (0] ae —nilti—t) aTIO>
alo) + (0] afe—mithi—t2) gt |o>] (1.110)

Ahora, utilizando las siguientes propiedades del oscilador arménico y de los operadores de
creacion y aniquilacién [6]:

af n)=vn+1n+1), (1.111)
an)=vnn-1), (1.112)
(n'|n) =8/ m. (1.113)

al aplicarlas a (1.110) solo sobrevive el término de (0] ae~t(t1—t2) Hat o) llegando a

013(1)3(2)[0) = ekt =Tk (28 (e kit

(Zh) —+1(t1—t2)(E1—Eo)

2w
_(£h —iw(t1—t2)
= <2W)e . (1.114)
Utilizando el resultado anterior en (1.105) se obtiene
_ Zh —iw(t1—t2) Zn —iw(ta—1ty)
Ga(ty,t2) = 0(ty tz)(zw)e +0(t2 tl)(zw)e . (1.115)

Ahora, para la parte de la funcién de Heaviside, tomando su representacion del limite por la
derecha (1.43)

Zh ; i [ Zh
o(t)( == —wt _ li J d —1tW
( )(2w>e eg& 2mth TT+1€ (2w>
1m 1ZJ'OO gi] et
e—0+ 27 J_ o 2wt + i€

Rtw), (1.116)

y al hacer el siguiente cambio de variable W = £ +w = 1 =h(W —w) se llega a

Zh o—iwt 1ZhJ 1 Yy
= lim t .
0(t) (2w> ei>0+ 27 Zw Wh — wh—i—u—:e (1.117)

iZh 1 .
— | 71tW‘ .
egg+ 21 J Zw Wh — wh—i—u—:e (1.118)
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Por otra parte, de manera similar

9(—t)(Zh)eth: " iro e entT <Zh>eiwt

2w e—>rg+ 2th |, T+1e 2w

T 1Z *© dt 1 1t(T4w)

B elggh 27 J_Oo wities 7 (1.119)
en este caso se hace el cambio de variable W = —(3- +w) = T = —h(W + w) (cabe mencionar que
W es un indice mudo), se obtiene

Zhy iZh (T dW 1 Co (—h(W-w)
0(—t 7) iwt _ li it J . it( h +w) .
( )(Zw ¢ es0r 21 o 2w —h(W +w) —i—iee (1.120)
iZh (*° dW 1 .
= lim — W :
eo0r 2m J_Oo 2w Wh+wh—ie© (1.121)

Considerando t =t7 —t, = —t =t, —t; para (1.118) y (1.120) respectivamente, se deduce que
los términos de (1.115) son justamente

Zh i iZh (> dW 1 -
O(t; —t (7) —twlti—t2) _ J 71(t17t2)wl )
(b —t2) 2w ¢ egg+ 27 J_o 2w VVh—wh—i—iee (1.122)

0(t2 —tﬂ(ﬁ) e~ wlt=t) — im (1.123)

iZn ro dw 1 il W
2w e—0t 27

oo 2w Wh+wh—1e ’

por lo que sumando estas ecuaciones

iZh [ dW 1 :
Ga(ty,t2) = I —Hh—t)W
2t t2) eg{)l+ 27 JOO 2w Wh—wh—l—iee

iZh JO" aw 1 e—ilti—t)W
—oo 2w Wh+wh —ie

-l [ dwem]mw[ 1 1 ]

4+ lim —

es0t 27 | o 2w Wh—wh+ie Wh+wh—ie

(1.124)

iZh JOO Me*i(h*tz)w 2wh — 2ie
e—0t 27 | o 2w (Wh —wh +1ie)(Wh+wh —ie) |

Si se considera

(Wh —wh + ie)(Wh + wh — ie) &~ (Wh)? — (wh)? + ie (1.125)

2(wh —1ie) =~ 2w (1.126)

se llega finalmente a la expresion final de la cual se obtiene el propagador de Feynman

iZh [ W e tti—t2)W A
=l =1 t; —ts). )
e—0+ 27 Jood (Wh)2 — (wh)2 +ie 1AFoaq(t1 —12) (1.127)

Definimos el propagador de Feynman para el oscilador arménico generalizado como:

A 5§ 7R [ .y e—i(t] —t )W 8
t—t) = = .
Forslt —t2) = lim JOO (Wh)2 — (wh)2 + i€’ (1.128)
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AFOAG (t —t7) = Lim

= w .
e—0+ 27 d (1 129)

Zh [ e—i(tz—t] YW
J_Oo (Wh)2 — (Wh)2 +1ie’

Ademas de los temas ya mencionados se requieren otros mas especializados del 4rea de
informacién cudntica, que serdn vistos en el siguiente capitulo.
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INFORMACION CUANTICA

Para poder extraer la informacién de un sistema fisico es indispensable primero conocer como
se codifica en general. Dentro de la mecédnica cudntica la estructura fundamental que codifica
los aspectos geométricos de los sistemas es el Tensor Geométrico Cudntico (TGC). A lo largo de
esta seccién se dardn a conocer las ideas principales que llevan naturalmente a este concepto,
haciendo énfasis en el significado de su parte imaginaria, la Curvatura de Berry (CB), y su parte
real conocida como el Tensor Métrico Cuéntico (TMC).

2.1 CUBITS

El bit es el concepto fundamental de la computacién clasica y la teoria de informacién clésica. La
computacién cudntica se construye sobre un concepto analogo, el bit cuantico (quantum bit en
ingles), o cubit (qubit).

Tal como un bit clasico tiene un estado ya sea 0 0 1, un cubit también tiene estados posibles
similares, que son |0) y [1). La diferencia entre un bit y un cubit es que este tltimo ademas de
poder encontrarse en los estados [0) y [1), puede estar en cualquier combinacién lineal de ellos
tomandolos como base. Estos estados son llamados superposiciones y son de la forma:

W) = x[0) +B 1), (2.1)

donde « y 3 son niimeros complejos.

Es posible examinar un bit para determinar si se encuentra en un estado o o 1. Para un cubit,
no es posible examinarlo para determinar su estado cudntico, esto es, los valores de « y 3. En
su lugar, por los principios de la mecanica cudntica, solo podemos obtener informacién atin mas
restringida del estado cudntico. Cuando medimos un cubit podemos obtener el resultado o con
probabilidad |«?|, 0 1 con probabilidad |3%|. Naturalmente |«?| +|p?| =1, ya que la suma de
las probabilidades debe dar la unidad. Geométricamente, podemos interpretar esto, como la
condicién de que el estado del cubit esté normalizado a 1 (véase la figura 2.1).

Un bit clasico es como una moneda, puede encontrarse cara boca arriba o cruz. Para monedas
imperfectas, puede que haya estados intermedios como que se encuentre balanceada sobre el
borde, pero estos casos pueden descartarse en el caso ideal. En contraste, un cubit puede existir en
un continuo de estados entre |0) y [1), hasta que es observado. Es importante enfatizar, que, una
vez que el cubit es medido, solo puede dar los resultados 0 0 1 como resultado de dicha medicién
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de manera probabilista.

A pesar de las peculiaridades, los cubits son marcadamente reales, en el sentido que su existen-
cia y comportamiento han sido validados extensivamente por experimentos. Algunos ejemplos de
sistemas fisicos descritos mediante cubits son la polarizacién de un fotén, la alineacion del espin
en un campo magnético uniforme y dos estados de un electrén orbitando un dtomo.

Considerando que & = 1pe'®° y = r1e'®', donde 1; son las amplitudes y ¢; los angulos.
Entonces « y 3 pueden ser representados por un circulo unitario imaginario. Ademads, en el caso
de cubits, el estado cudntico no cambia si se multiplica por un ntimero de norma unitaria, esto es

) = e "0 ), (2.2)
entonces un estado equivalente a (2.1) seria
e 190 = e 190(10el90 0) 4 17€"1 1)) =10 [0) + yell@1- @) 1), (2:3)

por lo que ahora se tienen tinicamente 3 pardmetros, 1o, 11 y ¢ donde ¢ = @1 — ¢@o. Cabe resaltar
en este punto que solo es necesario conocer la fase relativa entre ambos estados, no una fase global.

Pero se tiene una condicion extra, como Iocl2 + IBI2 = 1y esto implica que T% + r% =1, reduciendo
el nimero de incégnitas a solo 2. Utilizando la representacion angular de esta igualdad y
definiendo 1o = cos(0) y 1 = sen(0) se obtiene una representaciéon equivalente de [):

W) = cos(8)]0) + e*®sen(8)[1). (2.4)

0)

......

Figura 2.1: Representacién del cubit como una esfera de Bloch.

Esta expresion define una esfera unitaria en un espacio tridimensional conocida como esfera
de Bloch y provee una manera util de visualizar el estado de un solo cubit. Sin embargo, es
importante siempre recordar que esta intuicién es limitada debido a que no hay generalizacién
simple conocida de la esfera de Bloch para sistemas de multiples cubits.



2.2 ESTADOS PUROS Y FIDELIDAD CUANTICA

2.1.1  (Cudnta informacion codifica un cubit?

Paraddjicamente existen infinitos puntos dentro sobre la esfera unitaria, asi que en principio
uno podria almacenar un texto completo Shakespeare en la expansién binaria infinita de 6. Sin
embargo, esta conclusion resulta engafiosa debido al comportamiento del cubit, ya que al hacerse
la medicién del cubit solo se tendrdn como resultados posibles o o 1.

Atin mds, una medicién cambia el estado del cubit, colapsdndolo de su estado de superposicion
en el que se encontraba a uno particular consistente con los resultados de la medicién. Por
ejemplo, si la medicién de [+) da como resultado o, entonces el estado del cubit después de la
medicion serd justamente |0). La razén de este comportamiento es desconocida. Este colapso de la
funcién de onda es uno de los postulados fundamentales de la mecanica cuéntica.

La parte relevante es que al hacer una sola medicién uno obtiene un tnico bit de informacién
acerca del estado del cubit, por lo que se resuelve esta paradoja de “informacién infinita”. Resulta
que solo si se midieran infinitos cubits idénticamente preparados se podrian determinar y 3
para un cubit en el estado dado por (2.1).

Pero una pregunta atiin mas interesante es: cudnta informacion es representada por un cubit si no
lo medimos? Esta es una pregunta engafiosa, porque ;cémo uno cuantifica informacién si no es
posible medirla? Sin embargo existe algo conceptualmente importante aqui, porque cuando en
la Naturaleza evoluciona un sistema cudntico aislado, aparentemente se toma registro de todas
las variables que describen el estado, como « y 3. En un sentido, dentro del estado del cubit, se
tiene gran cantidad de “informacion escondida”. Y de manera atin méds interesante, el potencial
utilitario de esta informacién “extra” crece exponencialmente con el ntimero de cubits [10].

2.2 ESTADOS PUROS Y FIDELIDAD CUANTICA

Un estado puro es aquel que solo puede tener valores de probabilidad o o 1. El conjunto completo
de estados incluye tanto puros como mixtos. Para formar los estados mixtos primero se escriben
todos los estados puros como operadores, definiendo los operadores de proyeccién

p =) (Wl, (2.5)

donde hemos asumido que el vector de estado estd normalizado a 1. Estos pueden representarse
bajo una matriz hermitiana con valores propios no negativos, de traza unitaria y rango uno, dicho
de otro modo es un operador de proyeccién al subespacio lineal definido por el vector de estado
original.
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Ahora tomamos la combinacién convexa de K estados puros, obteniendo la expresion de la
forma

K
6= pihbi) (Wil (2.6)
i=1
esta es la matriz de densidad, escrita como una combinacién convexa de estados puros.

Una manera para extraer afirmaciones fisicas de este formalismo es asociar los operadores de
proyeccion (2.5) con preguntas elementales de “si” o “no”. Con este punto de vista, la probabilidad
de transicion | (J|d) |? es la probabilidad de que un sistema en el estado |$p) responda ”si” a la
pregunta representada por [), o al inverso, la expresion es simétrica en [$p) y [).

Los operadores hermitianos pueden pensarse como sumas pesadas de operadores de proyeccién,
donde esos operadores de proyeccién proyectan sobre los eigenverctores del operador. También
pueden ser pensados como variables aleatorias. Con lo que uno termina es con la asociacién
entre observables fisicas, 0 mediciones, y operadores hermitianos de tal forma que los posibles
resultados de una medicién se encuentren en una correspondencia uno a uno con los eigenvalores
del operador, de tal forma que el valor de expectacién de la medicién es

(A) = Tr[pA] (2.7)
cuando el estado es puro, esto se reduce a [11]

(A) = (WIA ). (2.8)

Teniendo dos estados ) y [’) el traslape entre ellos es

f ) = (V') (2.9)

en informacién cudntica el traslape usualmente denota la probabilidad de transicién de un estado
a otro. Mientras que desde el punto de vista de informacién cudéntica, el traslape puede medir
la similaridad (o cercania) entre ambos estados. Esto es que el traslape de la unidad si los dos
estados son exactamente el mismo y o si son ortogonales [2].

Dicha interpretaciéon puede utilizarse para cuantificar la informacién perdida durante un
proceso haciendo el traslape entre el estado de entrada y el de salida. Sin embargo, una diferencia
de fase global podria alterar el traslape, por ello se requiere una forma de medir distancias en la
que esto no suceda, a esta forma de medir distancias se conoce como fidelidad cudntica definida
como

F, W) = [(W]w")] (2.10)

donde [p), b’) son los estados de entrada y salida respectivamente y ambos estdn normalizados.
La fidelidad también tiene una interpretacién geométrica, pues al igual que en dlgebra lineal en
donde el producto interior de dos vectores es @-b = abcos(8), siendo a y b las magnitudes de sus
respectivos vectores y 0 el d&ngulo entre ellos. De igual manera en mecénica cudntica, un estado
puro es un vector en el espacio de Hilbert de modo que la fidelidad entre dos estados representa
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el angulo entre ellos [2] [12].

La fidelidad cumple los siguientes axiomas

0<FW, ) <1, (2.11)

) = Fb, '), (2.12)

F(UY', Up) = F(, "), (2.13)

F(b1 © b2, bf ©14) = b}, b1 )F(S, 12), (2.14)

donde U denota una transformacién unitaria y ¥ ,\b2 los estados de los subsistemas. Como se
menciond anteriormente, para estados puros la diferencia global de fase puede afectar el traslape
mas no a la fidelidad.

La fidelidad cuéntica entre dos estados mixtos (p, p’) esta definida como

F(p,p') =try/p'/2p’p1/2, (2.15)

aqui las ps son semi-positivas definidas y normalizadas, i.e., trp = trp’ = 1.

Esta definicién satisface las propiedades esperadas de la fidelidad, estas son los axiomas dados
anteriormente. Cabe resaltar que evaluar la fidelidad entre dos estados mixtos arbitrarios no es
facil, sin embargo, hay ciertos casos ttiles

1. Si ambos estados son puros

Fp, p’) = (W'[W)], (2.16)

2. Si un estado es puro, i.e., p = ) (Y|, entonces

Flo,p") = v {blp" ) (2.17)
que es simplemente la raiz cuadrada del valor de expectacién de p’

3. Si ambos estados son diagonales en la misma base, tal como un estado en equilibrio térmico,
la fidelidad (o fidelidad clasica) puede ser calculada como

Flp,p') = Z 1/ pjjpj'j- (2.18)
j

Aunque la fidelidad por si misma no es una métrica, puede ser utilizada para definirlas [2].

Regularmente la evolucién de los sistemas cudnticos suele ser mediante procesos sumamente
lentos, sin variacién en la energia del sistema por lo que es importante estudiar el concepto de
evolucion adiabatica.

37



38

INFORMACION CUANTICA

2.3 EVOLUCION ADIABATICA EN MECANICA CUANTICA

La nocién de un proceso adiabatico ha tenido un lugar importante en la historia de la fisica. El
teorema adiabatico de la mecanica cuantica menciona que todo sistema fisico permanecera en
su eigenestado si la perturbacién dada que acttia sobre él ocurre de manera lo suficientemente
lenta y si hay un espaciamiento entre el eigenvalor y el resto del espectro del hamiltoniano. En
pocas palabras, describe el comportamiento a largo plazo de las soluciones de la ecuacién de
Schrodinger con un hamiltoniano que va evolucionando lentamente en el tiempo.

Sea un hamiltoniano autoadjunto dependiente del tiempo H = H(t). Para simplificar la
discusion se asumira que el espectro de H es discreto y no degenerado para todo t. Entonces

A(t) In(t)) = En(t) n(t), (2.19)
y escogemos los eigenvectores dependientes del tiempo [n(t)) tales que
(m(t)m(t)) = dnm. (2.20)

Claramente los eigenvectores [n(t)) no son definidos de manera tnica, entonces pues es posible
realizar la siguiente transformacién de fase dependiente del tiempo:

m(t) — /(1)) = e (1), (2.21)

con funciones A, arbitrarias que van de R — IR. Esto es una transformaciéon de norma y la
fisica debe ser invariante de norma, i.e., la fisica no depende de la eleccién particular de los
eigenvectores [n(t)).

Supoéngase que el estado inicial del sistema es un eigenvector de H(0), un {(0) = [n(0)) para
algin n. Entonces el teorema adiabético dice que si el hamiltoniano H(t) cambia en el tiempo lo
“suficientemente lento” entonces a “una buena aproximacién” \(t) = etolt) In(t)), esto es, durante
la evolucién adiabdtica \(t) permanece en el n-ésimo eigenespacio de H(t). Para tener una teorfa
matemadtica rigurosa se definird en la siguiente parte como definir cambios “suficientemente
lentos” y lo que "una buena aproximacién” significa.

El estado de un sistema al tiempo t puede ser expandido en la base ortonormal n(t)):
W) =) cm(t)e H BT my)), (2.22)
m

) o it
donde hemos separado un factor estandar dindmico de fase e~ Jo Em(T)dT,

La ecuacién de Schrédinger implica las siguientes ecuaciones para los coeficientes ¢ (t)

Em = —cm(t) ()] 3 (V)

d _igt —
= D c(mt) g k(r) e nlolEnlmmElmnar, (2.23)
k#m
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Veamos que al diferenciar con respecto al tiempo (2.19) se tiene
Flk) +FL[k) = Efk) + E|k), (2.24)

y luego multiplicando por (m|, obtenemos

1

[ (m|HIk), (2.25)

(mlic) =

donde por simplicidad, la dependencia explicita de H y sus correspondientes eigenvectores han
sido suprimidos. Ahora es el momento de la expansién adiabatica: La evolucién generada por H
es considerada adiabaética si

|F—k_Em|

AT (2.26)

‘(mllillk>‘<<

donde Ty, es la transicién temporal caracteristica entre los estados k y m. Esto significa que los
cambios de H son lentos comparados con la escala natural de tiempo de nuestro sistema, tal como
es definido por la transicién de estados entre eigenestados de energia. Claramente, en el limite
adiabatico ATy, — o0, los cambios de H son infinitamente lentos

’(ml A Ik>’ — 0, (2.27)
y por lo tanto
(m[k) -0, para k#m. (2.28)
Entonces en el limite adiabético, el sistema de ecuaciones dado por (2.23) se simplifica a
¢m = Cm (M), (2.29)

esto junto a la condicién inicial ¢, (0) = 81, m. Ahora del teorema adiabatico (puede revisarse a
detalle en [14]) se sigue naturalmente: ¢, (t) = 0 para m # n y la férmula (2.22) implica

P(t) = cp (t)e w o En(TAT () (2.30)

i.e., durante la evolucién adiabética 1(t) permanece en el n-ésimo eigenespacio de H(t). El paso
final es calcular cn (t). Es claro de (2.29) que ¢, es simplemente un factor de fase

cn(t) = eton(t) (2.31)
donde la fase ¢, (t) satisface
dn =1(nin). (2.32)

Por casi 50 afios esta fase adicional ¢, (t) fue completamente ignorada. El argumento era el
siguiente: Usando la libertad de norma (2.21) al escoger la [n(t)), es posible tomar otro eigenvector
In’(t)) definido por

In'(t)) = eV n(t)). (2.33)
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de tal forma que el eigenestado transformado satisface

(n' ‘ |n ) =0. (2.34)

El eigenvector [n’(t)) que satisface la ecuacién anterior se dice que esta en la norma Born-Fock.
Usando [n’) en lugar de |n) la férmula (2.30) puede ser escrita de la siguiente manera:

P(t) = e n o En(TaT |04y (2.35)

i.e., sin la norma adicional. De esta forma la fase adicional es completamente eliminada. Sin
embargo como se verd en la siguiente seccién, existen situaciones fisicas de importancia donde el
procedimiento de remover la fase adicional ¢, (t) falla. En estos casos la fase adicional no puede
ser ignorada y adquiere un significado fisico [14].

2.4 FASE DE BERRY

La fase de Berry es la fase extra adquirida por la funcién de onda cuando el sistema pasa por
un proceso adiabatico a lo largo de una curva cerrada en el espacio de parametros y puede
ser entendida como la integral de una curvatura, la llamada curvatura de Berry. De manera
interesante, estd conectada con las transiciones de fase cudnticas [13]. Para entender este concepto
es conveniente iniciar con la diferencia entre las fases relativas y globales de los estados cuénticos.

2.4.1 Fases relativas y globales

En la representacion estdndar de la mecénica cudntica, los estados cudnticos puros son represen-
tados por vectores en un espacio de Hilbert complejo J(. Cada vector \ € H describe un estado
mediante el conjunto de sus valores esperados

(WA )
(Whp) 7

donde A es un operador auto adjunto dentro de H representando alguna cantidad fisica. Por
esta razon, dos vectores P y ¢ describen el mismo estado fisico si y solo si son linealmente
dependientes, i.e., P = AP, con A € C. Si normalizamos los vectores de estado, por ejemplo si
tomamos (Php) = 1, aun asf existe la libertad de escoger el factor de fase global e'*. Dos vectores
de estado normalizados son equivalentes fisicamente si:

A— (2.36)

P~ <= P=e%p. (2.37)
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Por esto, usualmente es dicho que el factor de fase, el no tiene un significado fisico. Podemos
representar estados cudnticos puros como proyectores unidimensionales en J:

P = Py, =) (W], (2.38)

claramente
b~ < Py =Py (2.39)
Sin embargo, sabemos que es la fase la que controla el efecto clave de la mecénica cudntica, la
interferencia cudntica. Este efecto estd gobernado por la fase relativa. Si tenemos dos vectores de
estado normalizados VP y ¢ tales que \ = e'*, entonces se dice que « es la fase relativa entre \ y
¢. La fase relativa, o equivalentemente, la diferencia de fase, si tiene significado fisico y por lo
tanto puede ser medida. La superposicién de dos estados 1\ ~ ¢ difiriendo en fase por « dirige a
la siguiente férmula de interferencia:

I x ‘1 + ei“‘z = 2(1+cos(«)) = 4cos?(et/2), (2.40)

lo que permite medir «. Es importante resaltar la diferencia entre diferencias de fase globales
y relativas. En el experimento de interferencia las diferencias de fase globales siguen siendo
desconocidas y sin importancia. Es evidente que e'* y e'*¢ tendradn la misma interferencia que
P y ¢. Solo la fase relativa importa.

2.4.2 Derivacion estdandar

Considerando la curva C en una variedad de parametros externos M:
t—oxt €M, (2.41)

y la evolucién adiabética del estado cudntico descrito por el hamiltoniano dependiente de dichos
parametros H = H(t) a lo largo de la curva C. Entonces el hamiltoniano depende tinicamente del
tiempo mediante la dependencia temporal de los pardmetros externos: H(t) = H(x¢). Supéngase
que para cualquier x € M el hamiltoniano H(x) tiene puramente un espectro discreto, i.e.,

H(x) n(x)) = En(x) In(x)), (2.42)

con
Mm(x)m(x)) = dn,m. (2-43)
Ademads, asumiendo que los eigenvectores [n(x)) tienen valores tinicos (como funciones de
x € M), esto quiere decir que se asumird la existencia del mapeo

M3 x— In(x)) € K (2.44)

con H siendo el espacio de Hilbert del sistema. Este mapeo no necesita ser definido globalmente
en M, por lo que se asume su existencia solo localmente. Para encontrar la evolucién adiabatica
se aplicard la “maquinaria adiabatica” descrita en la secciéon anterior. Asumamos que el n-ésimo
eigenvalor En(x) no es degenerado y sea Pn(x) := n(x)) (n(x)| el correspondiente proyector
unidimensional sobre el n-ésimo eigenespacio H,, (x), el cual escribimos

Hn(x) := Rango(Pn(x)) ={axn(x))|x € C}. (2-45)
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Los eigenvectores [n(x)) no son definidos de manera tnica por la ecuacién de Schrédinger; es
posible cambiar arbitrariamente la fase de [n(x)):
n(x)) = n'(x)) = et n(x)), (2.46)

donde & : M — RR. Esta transformacion de fase no cambia Py (x). Supéngase que P (0) = [n(xo)).
Debido al teorema adiabético, \(t) permanece en el n-ésimo eigenespacio de J(x{) durante la
evolucién adiabética, i.e.,

Y(t) € Hn(xe). (2.47)

Por ello, si la evolucién es ciclica, i.e., la curva C es cerrada (xp = x7 para algin T > 0), entonces
P(0) y (T) pertenecen ambos a Hy, (xo) por lo que solo es posible que difieran por un factor de
fase:

B(T) = e'Pp(0). (2.48)

Una primera suposicion de la fase y podria ser

.
p= —1J E.(t)dt, (249)

pero, tal como mostré Berry [3], esto es incorrecto. Existe un componente adicional con un origen
puramente geométrico. Depende de la geometria de la variedad M y el circuito C por si mismo.
Para encontrarlo es necesario notar primero que por (2.30) y (2.31), P(t) y In(x¢)) difieren por un
factor de fase dependiente del tiempo:

(1)) = e h o En(DITelon ) ), (250)
donde la ecuacién de Schrodinger implica la siguiente ecuacién para la funcion ¢q:
bn =i(mm), (2.51)

(aqui por simplicidad se ha omitido el argumento de |n)). Esta férmula define la siguiente
uno-forma sobre M:

A = 1i(n|dn), (2.52)
o en coordenadas locales (x',...,x"), AlM) = Al(cn)dxk, con
A](Jl) =1(n|oxn). (2.53)
Es importante notar que (n|dn) es puramente imaginario, por lo que es posible escribir
A = _Im (n|dn). (2.54)

Ahora, integrando

dn(t) = iJ m(t)n(t)) dt = JC A (2.55)
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donde se integra la uno-forma A(™) a lo largo de la curva C entre xo y x¢. Esto muestra que (2.49)
debe ser aumentada por la siguiente cantidad geométrica:

pu(C)i= dn(T) =§ A, (2.56)
i.e., el cambio de fase total p se separa en dos partes:
i (T
pz—hJ En(v)dt+  pn(C) . (2.57)
0 ~——

~———~——" fase geométrica
fase dindmica

Esta cantidad geométrica p,,(C) define la llamada fase de Berry, correspondiendo a la evolucién
ciclica y adiabética a lo largo de C. Usando el teorema de Stokes se puede escribir la fase de Berry
como

pnlC) = | FM, (2:58)
b
donde X es una subvariedad bidimensional en M tal que 0X =C, y
FW = gA(™) = —Im (dn|Aldn). (2.59)

En coordenadas locales (x',...,x™) sobre M se encuentra que

1 ) .
Fin) = i(aiA]gn) - ajAﬁ“))dxl A dx) (2.60)
_ Tom) o j
=5 Fy A, (2.61)
con
FiY = —Im((3m[o5n) — (3;n[ain)) (2.62)

siendo esta la curvatura de Berry. Pero no es el tinico factor importante en el estudio de la mecénica
cuédntica desde un punto de vista geométrica, de hecho proviene de un ente mas fundamental, el
tensor geométrico cuantico.

2.5 TENSOR GEOMETRICO CUANTICO Y EL TENSOR METRICO CUANTICO

La métrica de informacién cuéntica (MIC) o también conocida como el Tensor Métrico Cuéntico
(notese que no es el Tensor Geométrico Cudntico) estd definida en el espacio de pardmetros y
mide la distancia entre dos estados correspondientes a parametros infinitesimalmente diferentes,
ademas las geodésicas inducidas por la métrica pueden indicar la presencia de transiciones de
fase cuénticas [13][1].
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Tal como se vio en la seccién anterior, la evolucién adiabatica da lugar a la dos-forma F(™) €
A?%(M) en la variedad de pardmetros externos M. Esta definida por (2.59) que es

FIMY = —Im((2im[9jn) — (3yn[oin)).

i
Este tensor antisimétrico es invariante ante transformaciones de norma (2.46) y define la

curvatura de Berry correspondiente n-ésimo haz espectral. Existe otro tensor en M que es
naturalmente invariante de norma, el llamado Tensor Geométrico Cudntico, definido por

Gg‘) c= (0| (I —n) (n|) {ajn> (2.63)
= <6in|6]~n> — (0yn|n) <n‘a)~n> . (2.64)
Ademas G Eln) es invariante de norma y hermitiano, i.e.,

G =60, (2.65)

y la parte imaginaria de G™) reproduce F(™):

(n) _ (n)
ImGij = _EFU . (2.66)
Definiendo
gy 1 =ReG{}" (2.67)
= Re( (3in|ojm) — (dinIn) (n|on) ) (2.68)

que es un tensor simétrico en M. Resulta que ggx) permite medir distancias a lo largo de curvas
en el espacio de pardmetros. Por esta razén es llamado el Tensor Métrico Cudntico. Para ver por qué
es esto, habrd que considerar dos estados, In(x)) y In(x + dx)). Se definira la distancia A(x, dx)
entre los puntos x y x + dx en M por

A?(x,x +dx) =1 —[(n(x)In(x + dx)>|2. (2.69)
Teniendo una funcién de distancia se habrad de considerar el correspondiente tensor métrico
A% (x,x + dx) = hy; (x)dxtdx. (2.70)

Para mostrar que hyj = ggl) considérese la expansion de Taylor de [n(x + dx))

o o
n(x + dx)) = n(x)) +[9;n(x)) dx* + 3 10:0m(x)) dxtdx) +..., (2.71)
de donde se sigue que

MmE)M(x+dx)) =1+ (n(x)in(x)) dx* + % (n(x)[8:35m(x)) dx*d +..., (2.72)

y quedando hasta segundo orden

[(n(x)n(x+dx))| =1+ %( (n(x)|9:95m(x)) + (din(x)In(x)) (n(x)[d;m(x)) > dxtdx). (2.73)
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Usando
Re (n(x)[0:95m(x)) = —Re (din(x)[95n(x)), (2.74)

finalmente se obtiene [14]

hij = Re< (din(x) |95 (x)) — (din(x)In(x)) <n(x)‘ajn(x)>) — gg‘), (2.75)

Por lo que el tensor geométrico cudntico queda descrito en funcién del tensor métrico cudntico
y la curvatura de Berry, i.e.,

G =g = 3R (2:76)

Ademas el TMC dado por (2.67) puede ser escrito de la siguiente manera

gab(A) =¥ab(A) = Ba(A)Bou(A) (2.77)

donde
Yab = Re (3a[0p ), (2.78)
Ba =—1(V[0arp) (2.79)

y A es el conjunto de pardmetros externos [12].

Hasta el momento se han trabajado con puras funciones de onda, que pueden estar en su
representacion del espacio de posicion o de momentos pero no en ambas, por lo que seria atractivo
tener una representacion de la mecanica cudntica que trate ambas al mismo tiempo. Por ello es
util estudiar a las funciones de Wigner.

2.6 FuNcioNEs DE WIGNER

En la mecédnica hamiltoniana cldsica un estado estd descrito por un punto en un espacio fase 6N
dimensional con las variables posicién (q) y momento (p). No existe un principio de incertidumbre
en la fisica clasica, por lo que es posible conocer al mismo tiempo tanto la posicién como el
momento de una particula con precisién arbitraria.

Sin embargo en la mecanica cudntica el principio de incertidumbre de Heisenberg hace esto
imposible, por lo que se trabaja con las funciones de onda en la base de posicién 6 en la de
momentos. Seria entonces deseable alguna funcién que pudiera desplegar simultdneamente la
probabilidad de ambas variables. La funcién de Wigner estd construida de tal manera que sea
capaz de hacer justamente esto, permitiendo a su vez obtener los valores esperados correctos de
operadores arbitrarios. Un primer paso en su construcciéon es estudiar la transformacién de Weyl.
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2.6.1 Transformacion de Weyl

Para construir la funcién de Wigner se debe utilizar un formalismo alternativo a la mecénica
cuantica basado en el espacio fase, para ello se necesita un mapeo entre las funciones de la
formulacién del espacio fase y los operadores del espacio de Hilbert en el cuadro de Schrodinger.
Este mapeo estd dado por la transformacién de Weyl A de un operador A definida de la siguiente
manera

(o.¢) .
i

= o —ipy El

—00

A(g,p)

q-— %> , (2.80)

donde lo que se hace es tomar un operador y representarlo con una funcién.

Una propiedad importante de la transformacion de Weyl es que la traza del producto de dos
operadores A y B esta dado por

n A 1 o0 - .
THAB) = o1 Joo dqdpA(q,p)B(q,p) (2.81)

2.6.2 La funcion de Wigner

La matriz de densidad para un estado puro dada por

p =) (Wl

que en su representacion en la base de posicién es

(qlplq) =W(g)b*(q"), (2.82)

y una propiedad importante de la matriz de densidad es que estd normalizada, esto es que
Tr[p] = 1y como se vio anteriormente el valor esperado de un operador A con base en { es
(A) = Tr[pAl.

Utilizando esto, se define la funcién de Wigner como

R N L Iyp(q—Y
Wiap) =50 =5 [ ave Futa+ Pwrta -3, (283)

con ella se pueden escribir los valores esperados de un operador A como
(A) = J dqdpW(q,p)A(q,p), (2.84)

que es el promedio de una cantidad fisica representada por A(q,p) sobre todo el espacio fase
con la cuasi-densidad de probabilidad (puede tener valores negativos) W(q, p) que caracteriza al
estado. En particular, los valores esperados de § y p son

(q) = J dqdpW(q,p)q, (2.85)
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) = ro dqdpW(q, p)p. (2.86)

—00
En general para encontrar el valor esperado de un operador a partir de la funcién de Wigner
uno debe considerar la transformacién de Weyl de dicho operador. Suponiendo que solo depende
de g se obtiene una relacién bastante simple
(o.¢] .
—ipy

A = aye ™ (a+ 3 A@m]a-Y) = ave Ao -Aw@, @8

,Oo 2/ ")

y analogamente para un operador que solo depende de p, B(p) = B(p).
Algunas de las propiedades de la funcién de Wigner son [15][16]:

1. Estd normalizada en el espacio fase

| aqapwia p) = Trip) = 1. (288)
2. Siempre es real, esto se puede ver tomando el conjugado de (2.83) y cambiando la variable
de integraciéon dey a —y.

3. Puede tomar valores negativos, para observar esto primero se consideran dos operadores
de densidad pq y pp, cada uno con sus estados asociados P4 y Py. Por lo que se puede
escribir la siguiente expresion

Trlpaps) = [(Wahby)l*, (2.89)
a esto se le hace la transformacién de Weyl y se obtiene
o ‘] (o¢] o (o¢]
Trlpapo] = mJ dqdppapy :J dqdpW(q,p)aW(q,p)o = l(balbu)l?,  (2:90)

y si se consideran estados ortogonales ({[\p,) = 0. Entonces

J aqdpW(q, p)aW(d, plo — O, (2.9

esto solo puede ser cierto si la funcién de Wigner es negativa en regiones del espacio fase.

Esto es enteramente distinto al caso cldsico y muestra que la funcién de Wigner no representa
una propiedad fisica. Solo la integral de ella sobre ya sea q o p tiene significado fisico, de
manera similar a como se piensa a la funcién de onda en el cuadro de Schrodinger.

4. Debe cumplir que

Wiap)l < (292)

h/
debido a que se puede escribir la definicién de la funcién de Wigner como el producto de
dos funciones de onda.

Ahora con esta herramienta, es posible definir una métrica del espacio fase, la métrica de
Fubini-Study
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2.7 METRICA DE FUBINI-STUDY

Para poder entender la métrica de Fubini-Study, primero conviene estudiar las llamadas variedades
complejas al ser esta un tipo de métrica de Kéahler.

2.7.1  Variedades de Kihler
Considerando una variedad compleja M sobre la cual hay una métrica hermitiana definida por
ds? = gqp-dz®dz*®, (2.93)

donde gqb+ es una matriz hermitiana. Se define la forma de Kihler como

K= %gab»« dz® A dz*®, (2.94)
entonces ) .
* 1o *a b 1 b *a
K* = —Egab*dz Ndz® = Egba*dz Adz** =K (2.95)
por lo que es una 2-forma real.
Se tiene una métrica de Kihler si
dKk =0, (2.96)

i.e.,, la forma de Kéhler es cerrada y se dice que M es una variedad de Kéhler si admite una métrica
de Kahler. Cualquier superficie de Riemann (real de dimensién 2) es autométicamente de Kihler
ya que dK = 0 para cualquier 2-forma. Existen, sin embargo, variedades complejas de dimensién 4
que no admiten métrica de Kahler alguna. Un caso particular de esta es la métrica de Fubini-Study.

2.7.2  Métrica de Fubini-Study

La métrica de Fubini-Study es sobre P,,(C) y en el espacio de pardmetros pero se llega a ella con
variaciones del espacio fase tomando

A =gt +ipt (2.97)
entonces
2P = q® —ip® (2.98)
por lo que las diferenciales son
dz* = dq? +idp? (2.99)
entonces
dz*B = dqP —idp® (2.100)

y utilizando (2.94)

K= gas-(dq”* +idp™) A (dq® —idp®), (2.101)
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si A 'y B son reales

K= %QAB (dg™ Adq® —idq™ A dp® +1idp™ Adq® + dpAr A4 pB) (2.102)
= %gAB(—iqu/\de +idp™ A dqP®) (2.103)

i .
= igAB(_21qu/\de)~ (2.104)

Por lo tanto la métrica de Fubini-Study es
F = JAB qu AN de (2'105)

Con estas herramientas nos es suficiente para poder calcular en el siguiente ejemplos del tensor
geométrico cudntico para distintos sistemas fisicos.
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Para poder ilustrar las ideas dadas en el capitulo anterior se iniciard con un ejemplo ya conocido, el
oscilador arménico generalizado, en el cual se puedan identificar de manera directa los elementos
del tensor geométrico cudntico. Después se resolverd el sistema de osciladores simétricamente
acoplados. Ambos son utilizados en la actualidad para describir distintos sistemas fisicos, el
simétricamente acoplado sirve como punto de partida para una teoria de campo escalar y para
describir la complejidad de circuitos en teorfa cudntica de campos [20].

3.1 OSCILADOR ARMONICO GENERALIZADO

El oscilador arménico generalizado tiene una gran cantidad de aplicaciones, en particular puede
verse como un oscilador arménico amortiguado y como se vio anteriormente, estd dado por el
hamiltoniano

T AN R
H(R, q,t) = 5[Zp* + Y(pq +p) + Xq7), (1)
donde R=(X,Y,Z) son pardmetros externos. Se tiene que los eigenestados del hamiltoniano
dependen de los parametros y provienen de la ecuacién de Schrédinger, por lo que queda de la
siguiente manera

Zh? d%, . dp, /Xg? ihy
5 ke 1 v (% - %)d’n = Enn. (3-2)

Las soluciones normalizadas son

w\ 1/4 w\ _ivg?
Pn(@R) = (25) * xn(ay/ 35 )¢, (3:3)
donde se definié
wi= (XZ—-Y*)1/?, (3-4)

y Xn(x) es la funciéon de Hermite (las cuales se describen junto con sus propiedades en el apéndice).
Notemos que la definicién de w implica que XZ > Y? y esto que la variedad de pardmetros
correspondiente es el siguiente subconjunto de R3

M:={(X,Y,Z) e R3|XZ > Y?}. (3.5)
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Los eigenvalores de la energia para el oscilador estan dadas por la férmula usual

E, = hw(n+1/2). (3.6)

3.1.1 Fase y curvatura de Berry

Utilizando (2.59) y debido a la nilpotencia de la derivada exterior (Anexo (C.8))

F(Y = —Im (dgn| A |dgn) (3.7)
= —Im” dqdei‘L(q;R)den(q;R)], (3.8)

- —Im[dRJ

dqy, (4 R)dibn (g R)], (3.9)

con dg denotando una derivada exterior en el espacio de parametros [14]. Como se tienen 3
pardmetros (X, Y, Z) la derivada exterior es de la forma

(o¢]

F) = —Im[dRJ

—00

dq;, (4 R) (dxWndrX + dybndrY +3zbndrZ ) |. (3.10)

Resolviendo las parciales con 1, dada por (3.3) se obtiene que
w2 /(XZ=Y2)ING w w1 \4/Z(XZ—-Y?)F
b = e [ (Fog) ooy ) +xn (0 ) () (55— )] 629

pein () (M oy )
1.1

(P2 e 3o (ay )

(PERTEY (a0 (335, 612

) (B )

() o 30) e ) a9

De aqui es importante notar que

¥ (g;R) = (;L)”&n(q %)e¢ (3-14)



3.1 OSCILADOR ARMONICO GENERALIZADO
por lo que al hacer la multiplicacién de (3.7) las exponenciales se van. Ademds como solo nos
interesa la parte imaginaria que estd dada por los dltimos términos de (3.12) y (3.13) nos queda:
0 1 142 1v42

drY w1 Yq drZ
]:(Tl):_dj dav?2 WA WA _ (W31 97dr -
R| ddXn (q Z’h> (hZ) [ <hz> Mz (hZ)
0 1
_ 2 WA/ WAZ 2
—ax || aad(ay70) (i)
o w
= dR{ J dq(

w

hZ

Zh\17drY  YdrZ
) () 3z~ 2z ) (.16
1
W2, W o/ W Zhy1drY YdrZ
nz) X (a V 1) (1) ) 3z~ 22w (3-17)
Sea a = g,/ 73 entonces da = dq./ 73 y haciendo las substituciones pertinentes se llega a
1 Zhy 1dRrY  YdrZy (™
m) = Sy ErRE O TER 2 2
F ZhdR{< w ) [ z 22 } J_oo dax; (aa } (3-18)
y usando la siguiente propiedad de las funciones de Hermite [17]
*© 1
J daa®x;(a) =n+ 2, (3-19)
se obtiene
1
m)_nt3 Zy\71drY  YdrZ
=G 2D 620
aqui es conveniente utilizar que
Yy  [drY YdrZ
w(z) =172 G21)
para dejar la expresion de la siguiente manera
1
p g

o ()ax(3) )
Haciendo uso de nuevo de la nilpotencia

1
F(n) n-+ 2

(3.22)
z Yy n+3 z Y
o) na(y) - "a( ot () oo
donde
dg % = dx % drX + Oy % drY + 07 #1 drZ
(XZ—Y2)2 (XZ—Y2)2 (XZ—Y2)z (XZ—Y2)z
_[_ Z2dgX L 2ZYdRY  dRZ  ZXdRZ ]
20XZ—Y2)3  2(XZ—-Y2)3 (XZ—-Y2)z 2(XZ-Y2)2
= ! - [~ Z2drX +2ZYdRY + 2(XZ — Y?)dRZ — ZXdRZ]
2(XZ—Y2)2
B —1
2(XZ—Y2)

- [Z2drX —2ZYdRY — XZdRZ + 2Y*dRZ].
2

(3-24)
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Por lo que sustituyendo (3.24) y (3.21) en (3.23) se obtiene

n+ 1 —1 drY YdgrZ
Fm) = — 2 Z2dgX —2ZYdRY — XZdgZ +2Y2dgZ] | =~ — =R
2 2(xz—Y2)%[ R R R R H 7 22 }
n+1 2Y2drYdrZ 2Y2drZdgY
=————2 _1ZdgXdrY — YdrXdrZ + =5 — XdRZdrY+ —o——|. (3.2
4(XZ—Y2)§[ RAAR RAAR 7 R4AR i } (3-25)
Y finalmente al utilizar (C.4) (dadp = —dp dx) se obtiene que
n—l—%
FM = —— 2 |7dgYdrX + YdrXdrZ + XdrZdgY|, (3.26)
4(XZ—-Y?)2
L1
= 2 [2axYdrX+ YaRXdrZ + XdrZdgY]. (3.27)

Ahora para la curvatura de Berry, se tiene que por (2.62)

P = ~tm( Qsmnfoyn) - @ymfoin))
y utilizando las parciales de la funcién de onda dadas por (3.11), (3.12) y (3.13). Notemos que si
i = j da cero inmediatamente. Ademas recordemos que Fi; = —Fj;, por lo que solo resta hacer 3
entradas de las cuales se obtiene que

0 -z Y
L1
Fﬁ:(z 32) z o0 —x|. (3.28)
Yoley x o

3.1.2 Tensor métrico cudntico

Para obtener rdpidamente el tensor métrico cudntico es bastante til recordar la regla de la
cadena (Oxxn(a) = %(xn(a))ax(a)) y tener en cuenta las propiedades de las funciones de
Hermite dadas en el apéndice.

El tensor métrico cudntico estd dado por (2.77), por lo que se deberan calcular los factores y 4,
Bay Bv para cada caso. Se tomard w = (XZ—YZ)% y que a = q./ 75 = da = dq./73. Ademas
es conveniente dar de una vez los valores para las parciales de a

Zq
oxa = , .2
X 4W%(Z1’L)% (3-29)
Yq
oyva=———F——, (3.30)
v 2w3(Zh)? 33
qh(2Y? —XZ)
ora= —————. 31
‘ 4W%(Z1’L)% (-3

Por simplicidad se iniciara con los términos de X:



Px w\axlw

j aal(3) e (0 30)e

I
|
=
/\

Sw 2

Z [ d
| xn(@a g xnlaldat

por lo tanto

y de manera andloga se obtiene

Ahora el factor yxx

9 | L iy ) oxxe 1y ) 0 (g 2 () (B2
()" J o (09 2 Yo (1 2t 12 B2V

Xxn(a)oxxn(a)da+ z JOO xﬁ(a)da}

3.1 OSCILADOR ARMONICO GENERALIZADO

(3-32)

]
)H (3-33)

| xi(ay/75)aq

(3-34)
8Z 2} (3-35)
(3-36)
Bx =0, (3-37)
By =2, (5:38)
Bz = Y(;ZJ;V;) (3-39)
(3-40)

Yxx = Re (OxP[ox)
= Re JOO [((XZ_YZ);>J‘axxn<

/o) n(ay30) () (P22 g

. Zh
(3.41)
VAR W, Z(XZ-Y})F W w
_J () (axx“(q\/ﬁ)) M Tr AT (q\/ 2n) (9 73)
et )
64(Zh)2 "V Zh
22 = d S, z z 72
~ 6wt Joo(daxn(a)) ¢ da+4w2(_8w2> T w2 (3-42)
72 [2n2+2n+3]_ 72
~ Ten? 4 64w (343)
2, 2 72
ST R 7w el yvee [Z]'
Por lo que
Z2(n? +n+1
YXX = ( : (3.44)

32w4 !
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de manera andloga se obtiene que

z? -2YZ 2Y2 —XZ
-2YZ —2(Y? —3XZ) 2Z71(Y3 - 2XYZ) . (3.45)
2YZ —XZ 277 V(Y3—2XYZ) Z2(—2Y* +2XY2Z +X%Z2)

CmP+n+)
YT T 5w

Haciendo las multiplicaciones y restas pertinentes se obtiene finalmente el tensor métrico
cudntico para el oscilador arménico generalizado

Z? —2YZ 2Y?-XZ
—-2YZ  4XZ —2XY |. (3.46)
2Y2 —XZ —2XY X2

M2 4+n+1)
96 = T owA

3.1.3 Tensor geométrico cudntico

Las relaciones entre la curvatura de Berry y el tensor métrico cudntico con el tensor geométrico
cudntico estdn dadas por (2.76) respectivamente. Entonces con (3.28) y (3.46) se obtiene:

mneny [ L AT XE e [0 LY
Gy=-—75 7 | —2YZ 4XZ  2XY | i =z 0 -X|. (3-47)
W 2¥Y2-XZ —2XY X2 Woly x o0

En este caso se encontraron independientemente el tensor métrico cudntico y la curvatura de
Berry para juntar ambos resultados y llegar al tensor geométrico cuantico; en el ejemplo posterior
se hard el proceso inverso.

3.2 OSCILADORES ARMONICOS SIMETRICAMENTE ACOPLADOS

El sistema formado por unos osciladores armoénicos simétricamente acoplados ha tenido aplicaciéon
en temas de complejidad y ademds ha servido como punto de partida para una teoria de campo
escalar [20]. Este sistema esta descrito por el siguiente Hamiltoniano

1
H(k, X, q1,q2,t) = = [p7 +P3 + k(47 +a3) + X' (1 — §2)%], (3.48)
2

ahora para facilitar el problema se haran las siguientes transformaciones canénicas
Qi = (a1 +2) (.49
=2 a1+ qz2), 349

Q2= \][Z(GH —q2), (3-50)
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1

P = \ﬁ(pl +Pp2), (3.51)
1

P, = ﬁ(m —p2), (3-52)

quedando el hamiltoniano transformado en uno de dos osciladores arménicos desacoplados de la
siguiente manera:

1
H =5 (P1+ P2 +wiQT +w3Q3). (3:53)
donde
2 _
wi =k, (3.54)
w3 =k+ 2k (3.55)

Ahora para encontrar la funciéon de onda primero notemos que este hamiltoniano puede
escribirse como H = Hj + H; por lo que la ecuacién de Schrodinger puede escribirse

HW(Q1,Q2)) = Eq,,Q, (Q1,Q2)) (3-56)
(Hy +H2) W(Q1,Q2)) = (E1 +E2) W(Q1,Q2)) (3-57)
(H1 +H2) [$1(Q1)) [d2(Q2)) = (E1 + E2) [d1(Q1)) [$2(Q2)) (3-58)

donde [$(Q1)) v |$(Q2)) son las funciones de onda para cada uno de los osciladores armoénicos
desacoplados. Por esto la del sistema general es la multiplicacién de ambas y después habra que
regresarla a la representacién de q1 y q2.

El hamiltoniano del oscilador armdnico es

Hoa = 5 (P2 +w?Q?), (3-59)

N =

cuya solucién es

voan(@ = (1) e (Q)3): (5.60)

entonces
bnm(@1,Q2) = (3) e (@) (52) (@52 (3.61)
(W;S;VZ)]MXn((m + qZ)\/?)Xm((ql - qz)@)

(MW)VA‘XTI(((“ + qz)\/?,:)Xm(((h —q2) w?) (3.62)
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por lo que la funcién de onda para los osciladores arménicos simétricamente acoplados en
términos de las variables originales q7 y q; sera

)xm((m —qz)[%}l) (3.63)

-

Ynm = (]ﬁfkw)]/g)(n((q1 +4q2) [(2;)2]

Por completez se darédn las parciales con respecto a k y k’ en términos de q1 y q2

(K4 2kKN) T ,
Ochrm = o (et K e (41 + 2)|

=~
—_
=

)Xm((ch —q2) {k(;hz)];/} Jl)

# (Y (a2 s e (@ - a2 S22

)
(N (0 ) [ ] v (@ - a2 22T,

ak’ll)n,m -

(kz+i]$,)87k/ (zg)z}l)x"‘«q] —qz)[k(;fﬁ)
k

+ (kztjkk,)vsxn((m +q2) {(Zh)z]z)ak/XQO —q2) [k(;rhz)]j} l)-

Xn<(0h + Qz)[

-

El tensor geométrico cudntico estd dado por (2.64) que es
Gij = (9i(n, m)[0j(n, m)) — (B (n, m)n, m) (n, m[d;(n, m)),

tomando 1i,j € {k, k’}. Para resolver la integrales, es mds fdcil trabajar en los espacios de Q1 y Q2
mediante (3.61), esto es posible ya que es una transformacién candnica y lineal.

Ademads es conveniente notar de una vez dos cosas: 1) debido a la falta de factores imaginarios
en la funcién de onda, la curvatura de Berry es nula. 2) los factores (9;nn) son cero tanto para k
como k'’ por las propiedades de las funciones de Hermite, por lo que tinicamente serd necesario

1
calcular (9;(n, m)|d;j(n, m)). Definiendo por simplicidad f = (%) " queda:
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Gij = <aill)n,m‘aj1|)n,m>

—
—
e
Q
(@4
~—
"
—
ZTn Ml/ ZTn MTn <
2 WTn 2 —
~
5 5 & Sl
~ @\ ~ /um\ 3
~E ~E ZX (@
X m X VN N—
—~ = .ITH =
gle =CEl= BT
ZTn -
5l 5 ol
~_ ~ ~_ (n\ ha
S (@4 S > o
/v.A\ g /v.A\ — ~—
) P < \qm/ vm
N N e
gle 2le gl= |2l &
5 & & & -
_ — /Q\ b
e ~N e = = (@Y%
= ps P =
= = = = 7
S S s L&
(st = 4= i o
+ + + + +

w2

Jo(xn

h

w2
h

)2 (xm (Q2

(3-64)

araa

k' se simplifican las cuentas debido a que wy no depende de k':

kyj=

Para el término con i

ak(ll)n,m)ak’ (ll’n,m) dQ1 dQZ

(o.¢]
—00

J
(@

<akll)n,m|ak"q)n,m> -

Gy

)

w2
h

2
n

[ak(f)ak' (f)x

)

Lid]
h

)ak<Xn (Q1

7

h

CRESI(
)6k (Xn (Q1

2
m

+ fak/(f)x

Wi
h

+ 2 (Q

N

(@

2
n

+ fak/(f)x

(3-65)

Haciendo separacién de variables y utilizando las propiedades de los polinomios de Hermite

del apéndice ((D.3), (D.4), (D.5), (D.6), (D.7), (D.8)), se llega a
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PG o

sustituyendo todos los valores de las derivadas y simplificando

i k+ k' kK B 1
KT T6k(KT +2k)2  T16k(k1 +2k/)2 32k2 + 64kk/
N 1 B 1 (2n2+2n+3> 1
32k2 + 64kk’  32(k+2k’)2 4 8(k + 2k/)2
n24n+1
= . .6
16(k + 2k/)2 (3.67)

Anédlogamente se obtienen las entradas restantes, por lo que finalmente el tensor geométrico
cudntico para los osciladores arménicos simétricamente acoplados es

m2+m+1 + nZ4+n+1 2(m24n+1)

o _ 1 K2 (kt2k/)2 (k2K )2 (3.68)
32 2(n?4n+1) 4(m24n+1) 3

(k+2K')2 (k+2K/)2

mZim+l | nlin+l 2(n24n+1)
_ ] wi i i (3.60)
ey 2(n24n+1) 4(m24+n+1) |- 3-69

w3 w3

De estos ejemplos es posible notar que el calculo es muy dependiente de la complejidad de la
funcién de onda (si es que se conoce en primer lugar). Pero existe una técnica alternativa que no
la requiere, dicho método se estudiaréd a profundidad en la siguiente parte del texto.
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TGC Y EL TENSOR DEL ESPACIO FASE DE ESTADOS N-ESIMOS

Existe otra forma de obtener el tensor geométrico cuantico aparte de la que se mencioné anterior-
mente, utilizando técnicas de teorfa cudntica de campos. Normalmente cuando un problema no
puede ser resuelto de manera exacta, en el método estandar de trabajo discutido anteriormente se
utiliza teoria de perturbaciones para calcular la funcién de onda; sin embargo esto puede resultar
sumamente complicado o incluso imposible.

Afortunadamente en teoria cudntica de campos, la teoria de perturbaciones es usada amplia-
mente para conseguir las funciones de Green de la teoria y ocupando una ampliacién de esta
técnica se ha mostrado que es posible obtener el tensor geométrico cudntico para el estado base, e
incluso es posible calcularlo sin conocer en lo absoluto a la funcién de onda del sistema [12][22][24].

Supongamos que el sistema deseado a describir estd descrito por el Lagrangiano L; que depende
de N pardmetros A* donde a = 1,..., N.durante el intervalo temporal (—o0,0) y después para
(0,0) se le agrega una perturbacion dada por la perturbacién de pardmetros

Aq = O0Aq (4.1)
por lo que el lagrangiano final sera
Lf =Li+ 01'_67\(1. (42)

Bajo estas suposiciones se encuentra la siguiente expresiéon para el Tensor Geométrico Cudntico

oo = 32 |_dma | am{(0ax)0u(x1) ~ 0alr2)) (Oo() @3)

Pero esto se ha obtenido en la literatura [12][22][24] para el estado base, por lo que es necesario
generalizar esta técnica para un estado n-ésimo arbitrario.Ademas la variacién que en este caso
es dA“ solo se refiere al espacio de pardmetros. Una forma de generalizar esta idea es incluir
variaciones del tipo traslacional con respecto a los momentos y las posiciones. Dando asi lugar a
un tensor mds general que tiene mayor informacién fisica del sistema en cuestion.
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4.1 TENSOR A PARTIR DE VARIACIONES EN EL HAMILTONIANO PARA UN ESTADO N-ESIMO

Supongamos un sistema que en un inicio (de t = —oo a t = 0) estd descrito por un hamiltoniano,
H; = H y después de t = 0 se perturba el sistema para estar descrito por H¢ = H 4 dH donde

OH
SH = —8z* X
con
A _ i
= (9", Pi,Aa)- (4.5)

Como el TGC esta relacionado a un traslape de estados es necesario considerar una expresion
como (1.65) y manipularla de tal modo que solo sobreviva el estado n-ésimo deseado. Para ello se
toma (q¢, tflqi, ti), donde los subindices i y f (por ejemplo |0f) se refiere al vacio del hamiltoniano
final) se refieren al hamiltoniano inicial y final respectivamente, e introduciendo “unos” de las
bases de energia de la siguiente manera

(aetelq, ti) = ) (ds telme) (melmi) (milqy, ti) (4.6)
me,my
Lth itiE;ni
= D (ade  * " Img) (melmi) (mile  ®  qy), (4.7)
mye,Mmy

asumiendo la ortonormalidad entre estados ({alb) = 84,5) y multiplicando por las exponenciales
de la energia para el estado n-ésimo deseado

o
£
o
E
—~

qf/tf|q1/ >

ity EL,

—e e [<qf|e L |of><of|oi><oi|e7n° ) + ...

. it EL
71th1f171 1'tlE(.,.L,”I

+(qfle” ™ |(T1—1)f><(n—1)f|( —Di)((n—T)ile = " |qgi)

larle™ ¥ ng) (nelng) (le v Iqq)

+<qf|eif“f5““ 1)) (4 Dol D) (et Dile+ " g + .. (4.8)
(Ef ef) i (EL,—El)

0

<qf|€ h |Of> <0f‘01> <Oi|€ h |q1> +...

—itg(Ef _,—Eh) iti(Ei(ni]), EL)
+ (q¢le i m=1)) (=Tl =1)g) (m—=T)ile™ ™ |qgy)
+ (q¢ng) (meng) (nilgq)
—itp(Ef  —Ef) Wi (Ef )/ —ER)
+Hlgde F AN (A Ddm+ D) (n+Dide v g +.... (4.9)

Ahora, para regularizar los términos exponenciales que oscilan se tomara la siguiente pre-
scripcién: Ef — Ef +1ie, B}, — E! +ie y se hace tender t; — —oco y tf — oo, asumiendo que
q(oo) = q(—o0) = 0, como sigue
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itp(Eh+ie)  —ity(Eh)

e n e no (qstflgi, ti)

f fiie Ei i
EL—E} +ie,EL, —E} +ie
—ite(Ef—Ef —ie ity (Ef, —Eh—ie)

)
= (q¢le R 10¢) (0¢[01) (Oile R lqi) + ...

—itp(Ef_—Ef—ie) it (B} —Eh)—ie

+ (q¢le i (m—=1)g) (M =T)¢l(n—=1)1) (n—T)ile w qi)
+ [{q¢lne) (nelng) (nilgy) |

Ef —Ef +ie,EL —EL +ie

—itg (B —Eh—te) S

+(qrle n (n+ 1)) ((n+Del(n+ 1)) ((n+1)ile n q1)

+..., (4.10)
—itp(EfER)  —tpe it (EL,—Eh) e

=(qele” ® e [0¢) (0505) (Osle ™ e |qi) +...
—ite(Ef_ —ER)  —qpe iti(E}nil)/ Eh) .

+(qrle m e |[(n—1)) ((m—=1)n—=T1);) ((n—1)le et q1)
+ [ (qring) (nelng) (nilgq) |

Ef —Ef +ieEi —EL +ie

. it: (EL _
“ie(EL 4 —ER) e Mgy Tt e

+(qele™ e n [(n+ 1)) ((n+Deln+ 1) (n+Dile™ & en [qy)
+..., (4.11)

entonces al hacer el limite

itg(Ef +ie)  —ity(Eh)

lim P - — telas s
tr—+00,ti——00 (ar trlau t) Ef SEf+ieELSEL tie
—itp(Ef—Efl) ity (£}, —Eh) Cw
= <C|f|€ h e Oo|0f> <Of|01> (Oile h e ‘q1>+
—itg(EF_—Ef) (B ) —Eh)

+(qrle n e CIn—=1)¢) (n="1¢n—=1))((n—1)ile R e [qi)
+ [{qelng) (neni) (nilgs) |

Ef —Ef +ieEL —>EL+ie

. it (EL _EL
71tf(E]f1+17E;) ltl(E(n+])/ En)

+(qrle n e CIm+1)) (n+1)¢l(n+1)i) (n+1)ile B e *lqi)
+..., (4.12)

los factores exponenciales correspondientes al € van a cero, quedando tinicamente

I itg(Ef+ie)  —ig(Eh) < | >
m e R e £, telqi, ti ) )
ty—r00,tj——00 qae teidit Ef —Ef +ie EL EL+ie

= [(qsing) (nens) (nilgs) ]

(4.13)

Ef —Ef +ieEi —El +ie

De la ecuacién anterior, pasando los brakets (q¢In¢) (nilqi) e insertdndoles las exponenciales es
posible escribir

_ <qf/00|qi/—00>
Ef »Ef+ieEi—Eh+ie  {(qf,00ng) (nilqi, —00) |Ef,—Ef+ie EL—EL+ie

(nelny) (4.14)

Ahora se analizarad cada término para dejarlo en términos del hamiltoniano. En el numerador
insertando identidades para cada uno de los q* se obtiene
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f,00/qi, —00 .
{ar, 00lqi, —00) Ef Ef +ie,EL—Ei+ie

~ | aa® ar,oola®) (a°lai, —o0)

q(c0) p(oo) e

Ef >Ef +ie, EL 2EL +ie

q(t=0)=q° Jp(t=0)=p
q(t=0)=q° p(t=0)=p° Lo ,
J DqJ @peﬁf—m dt(pg—Hi) o (4.15)
q(—o0) p(—00) Ef >Ef +ie, EL - EL +ie
— | DgDpen IZw dtlPa—H) 5[5 dtsH ) .16
J qa=p Ef SEf+ieEL—»EL+ie (4.16)
Introduciendo la notacién
On — oH (4.17)
A — aZA, 4.17
la ecuacién (4.16) se reescribe como
{ar o0lgi, —oo) Ef 5Ef+ie,EL»EL+ie
— | DaD e% I, dt(pg—H)—4 [37dtOa (t)sz 18
J qa=p Ef—Ef+ieEL—Eb+ie (418)
Ahora notando que en este caso las funcionales generadoras son de la forma
Z; = JDq@pe“m dtlpa—ty), (4.19)

y como la teorfa es reversible temporalmente se obtienen las siguientes expresiones para los
factores en el denominador

ooln = .20
<qf’ | f> Ef -Ef +ie f Ef1—>E,‘:+ie’ (4 )
nilqi, —oo =/ Z; 21
(nilgy, —oo) ELELtie YL B ie] (4-21)
quedando (4.18) como
Iqu% I, dt(pg—Hi)—4 [57dtszr0a
n¢ln; = . (4.22
(neni) Ef —Ef +ie,EL—EL+ie NVAVA Ef —Ef+ieEL—EL +ie (4-22)

Ahora para simplificar este resultado es conveniente observar que puede ser expresado mediante
valores medios ya que

(A) (4.23)

n

=il Any) = Z]_JDquefix I dt(pa—Hi A (q)

1

Ei —Ei+ie

donde se esta tomando el valor esperado con respecto al hamiltoniano inicial H;. En consecuencia
tomando el valor esperado de la exponencial de la variacién del hamiltoniano, el traslape de los
estados n-ésimos de (4.22) toma la forma
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(neng)

Ef —Ef+ieEL—Ei+ie
<e—% IS dtézAOA>

= T (4.24)
Z Ef —Ef+ie EL»EL+ie 424
i
<ef%jg° dtézAOA>
= = (4.25)
[ DqDpeh IS dtpa—ty)-s:Pop) [ER—Eitie Br—Eyfie
Z;
<e—%jg° dtézAOA>
= I (4.26)
Ef »Ef +ieEi »Ei+ie 4

<e*% =, dtazPop>
n

por lo tanto al elevar al cuadrado (de manera zz* = z%)

<e7%jg° dtézAOA> <ef%fﬁoo dtézBOB>
2 n n

[(nelng)|” = <e_%ﬁm dtéz"op> . (4-27)

n

Para simplificar la expresién anterior, se expanden en series cada uno de los términos mediante
la serie de Maclaurin (Taylor en 0) de la exponencial, que es

e":1—|—x—|—%x2—|—..., (4.28)

y tomando hasta segundo orden en la perturbacién se obtiene

Lo qes A T i [ i[> B
<€_ﬁfo dtsz OA(t)>n:<1_hJ dtézAOA(t)—l—ZhJo dt15onA(t1)hL dt 5z OB(tz)>
0 n
(4-29)
.'L (oe] ‘] o0 o0
=1—= J dtdz* 0 (t)> —<J dt; 620 (t])J dt,62B0 (t2)> ,
h<o AL 2\, A 0 ® n
(4.30)

por simplicidad se tomara

i
11— —
’h<

JOO dtéZAOA(t)>n — 21? <J'°° dtq 5ZAOA(’E1 ) JOO dtzéZBOB(tz)>n =1—1i(a)— <a2>

0 0 0
(4.31)
y del mismo modo para B — b, P — p quedando
(1—1i(a)—(a?))(1—i(b) — (b?))
[(n¢n; |2 = - , (4.32)
nefn) i) () +3
después se utiliza sobre el denominador el teorema del binomio dado por
(TEx)" =~ T+nx (4-33)

para llegar a (de nuevo recordando que es hasta segundo orden)
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(nen)? = (1 =1(a) = (a®))(1—i(b) — (b*))(1 + i(p) + (p?)) (4-34)
=1—i(a) =1 (b) +1(p) —{a) (b) +(a) (p) + (b) (p) — (a®) = (b?) + (p?).  (4.35)

Los términos lineales se anular debido a que A, B, P son indices libres y el término de P integra
sobre el todo el tiempo, anulando las partes respectivas a A y B, i.e.

. . . i (™ A i(° B
—1<a>—1<b>+1<p>:—hL dtsz <oA(t)>n—hJ dtsz® (0p (1))

s | s opi, (436)

—00

= e

=0. (4.37)
Para los cruzados se tiene

00 0
~ (@) (b} + {a) (p) + (b) (p) = 13— |~ dtr52* Ot | dtada® (Outa),

+ Joo dtq Y% <OA(t1 )>n Joo dtzézp (Op(t2)>n
0 —00

0
+J dt; 528 <OB(t1))nJ dt26z" (Op(t2)),, (4.38)

—00

1
"2

+ ro dt16z™ (Oa(t1)),, JOO dt6z° (0 (t2)),,

0 —00

00 0
[— L dt1627 (OA (1)), J_ dt2628 (0 (t2)),,

o0

+ JOOO dt; 527 (0 (41)., J

—00

dt, 628 (Os(tz)>n} (4-39)

1

0 )
= _th' dt; JO dts <OA>n <OB>n 527 628. (4.40)

Finalmente para los cuadrados

(@) = (0%) + (p) = 55| - <J:O dt) 5220 (1) f dtzézBoB(tz)>

n

0 0
—<J dt]éZAOA(tl)J dtz5ZBOB(t2)>

—00
n

+<JOO dt]ézAOA(h)Joo dtzf)ZBOB(tz)> :| (4.41)

—00 n

~ e Jm dtz (OA(t1)05(t2)),,
JO 0

0 0
_J dt; dty (Oa(t1)O0B(t2)),,

J—00

—|—J dtq dt, <OA(t] 1Og (tz))n 521628 (4.42)

—0o0 J—00

y utilizando
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00 00 0 0 0 0
J dtq J dty, = J dtq J dt, +J dtq J dty
00 —00 —00 —00 0 0

0 00 00 0
+J dtq J dt, -l-J dtq J dty (4-43)
—00 0 0 —00

los términos con extremos iguales se van (los que tienen ambos infinitos en el mismo extremo de
sus integrales) y pidiendo simetria ante inversién temporal, i.e.,

(Oa(t1)0B(t2))y, = (OA(—t1)0B(—t2)),, (4-44)
solamente queda
2y — (b2 2—20doodo Q) 52628
—(a%) = (%) +{p >21’12Joo t JO t2 (Oa(t1)0g(t2)),, 82762". (4-45)

Por lo que finalmente obtenemos
(i) =1 Gy oz7 628, (4-46)

y para obtener una relacién comparable con (2.10)

T .n
F(z,z+0z) = [(n¢Iny)| =1 — EGE\B)&A&B, (4-47)
donde .
n)  —1[7° °°
Gap = 17 J dty J dt:[(OA (41)08 (£2)), — (Oa (1) (OB (t2)], (4.48)
—00 to

- 2 . )
cabe resaltar que algunos autores proponen la fidelidad como |(php’)|*, si es asi, el factor de § en
la ecuacién anterior no va.

Esta expresion es muy similar a (4.3), pero no es solamente para estados base ni para variaciones
en los pardmetros, sino que ya ha sido generalizada. Por lo que ahora se puede utilizar en estados
excitados junto con variaciones del espacio fase, conservando a su vez todas las libertades que se
tenian anteriormente (sobretodo poder obtener el TGC sin siquiera conocer la funcién de onda).

4.2 EQUIVALENCIA ENTRE LOS METODOS

Partiendo de la expresion (4.48)

to o]
G = J ) duj dt2[(OA (£1)O0B (t2))n — (Oa (1)) (OB (t2)) 0],

to
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se le llevara al cuadro de Schrodinger, donde los operadores son independientes del tiempo,
1mp11cando que si tenemos un operador genérico A(t), habra de escribirse de la forma A(t) =
enMtAe—nHt donde A ya esta en el cuadro de Schrodinger, que puede pensarse como el de
Hamilton pero a tiempo t = 0. Primero se analiza el segundo factor de los valores esperados
individuales, donde

(OA(t1))p, (nleﬂHt‘(‘)Ae R Hb n) = (n|Oa M), (4.49)

ya que se aplica la primera exponencial al bra del lado izquierdo y la segunda al ket del derecho,
cancelandose entre ellas. Ahora, usando la misma manipulacién, se encuentra que el primer
término es

(OA(t1)0g(t2)),, = enEnlt2—tr) (n| Ope nHenH, ny, (4.50)

e insertando un uno en la base de las energias entre las exponenciales resulta

(OA(t1)0B(t2)), Zeh (Em=En)(t2=t1) (n] 9 Im) (m|Op In). (4.51)

m

Ahora, notando que

Z e%(Em_En)(tZ_t]) <n| OA |m> <m| OB |n>

m

= ) en(EnEmt) (]9 fm) (m| Og In) + (n| O In) (n] Op In) . (4.52)

m#n

el integrando de (4.48) se reduce a

(Oa(t1)0B(t2)), — (OA(t1)),, (OB (t2)),, Z en(Em—En)(2=t1) (|01 |m) (m|Og In), (4.53)

m#n
y por lo tanto

n —1 to © i — —
-2 5 ([ [t oo,
0

m#n VTP

donde se ha asilado completamente la dependencia temporal. Para integrarla, teniendo en cuenta
los rangos de t7 y t, se establece la prescripcion

t 00 . t 00 .
J ° dt; J dtze%(Em—En)(tz—U) = lim J ° dt; J dtze%(Em—En—Fie)(tz—tl) (455)
—00 to e—0t —00 to
—R2

y por lo tanto

(n|OA |m) mIOB n
Guy = Z A 2 A (4-57)

m#n n
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Si tnicamente se consideran los parametros A® que aparecen en el hamiltoniano, la expresién
de arriba se lee como

n diH o:H
ng): )3 (n| (E:>_<;ll)2; In>' (4.58)

m#n

que es conocida como la forma perturbativa del tensor geométrico cudntico [2][23].

Una ventaja de esta expresion es que las divergencias se ven ocurrir explicitamente cuando
el llamado cruzamiento de nivel toma lugar, el cual es una caracteristica de las transiciones de
fase cuanticas [27]. Pero al remover la dependencia temporal ahora se deben tomar los valores
esperados de las variaciones del hamiltoniano sobre todos los estados cudnticos del sistema, la cual
no es una tarea facil generalmente, presentando asi una desventaja con respecto a su contraparte.

De (4.58), se puede llegar facilmente a la expresién propuesta originalmente por Provost y
Vallee [1]. Diferenciando la ecuacién de Schrodinger se encuentra que

_ _ (nl9iH|m)
(9ymn) = B E) (4.59)
para una n # m, por lo que se sigue que
th) = Z (0injm) <m‘ajn> = Z (0injm) <m|6jn> — (9inIn) (n[o;n), (4.60)

m#n m

donde se afiadi6 (y resto) el término faltante para completar la suma. De aqui se observa que hay
un uno en forma de la base de la energia (I = ) | |m) (m|), y por lo tanto

Ggl) = (3in|95n) — (dinin) (n[dn). (4.61)

Siendo esta la forma mdas comun del tensor geométrico cudntico, que ya se ha discutido

anteriormente con (2.64). Cabe destacar que al ser procesos adiabaticos, el estado inicial y final

suelen ser el mismo estado. Por lo que queda demostrado que ambas expresiones son equivalentes
y se ejemplificard en el siguiente capitulo.
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EJEMPLOS DEL TGC PARA EL ESTADO N-ESIMO

En el presente capitulo se volveran a calcular los TGCs para los ejemplos del oscilador arménico
generalizado y los osciladores arménicos simétricamente acoplados, pero ahora utilizando el
método descrito en el capitulo anterior; ejemplificando asi la equivalencia de este, con el método
de las funciones de onda.

5.1 OSCILADOR ARMONICO GENERALIZADO

Recordando que el hamiltionano de un oscilador arménico generalizado esta dado por (1.94) que
es

N 1
A= 5[2152 +Y(pg+ap) +Xg?,

y para facilitar la resolucién del problema, se hacen las transformaciones canénicas dadas por
(1.95) y (1.96), para tener los operadores de creacién y aniquilaciéon usuales

w12, 1 \1/2,
=) ilaw) P 5
(W2 T N1/2,
a'= () " Qri(gy) P 5-2)
con los Q y P dados en términos de estos operadores
A ho\1/2
=(— af +a
Q=(5) @'+ 53)
R hwy 1/2
_ . (hw At A
P 1( > ) (a'—a). (5.4)
Como las entradas del tensor geométrico cudntico estdn dadas por
m)_ =1 ([ >
Gl =z | dt | aal(Ou(tnOp(ta)), — (Oulti)), (On(t2)),, (5.5)
% o

donde Oy y Og son las variaciones del hamiltoniano con respecto a los parametros ot y 3, que en
este caso pueden ser X, Y o Z por lo que los operadores son

Ha)
N[,

Ox = —, (5.6)
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oH  pg+gp
oH  p?

Para obtener la entrada XY primero habra que obtener (Ox(t2)Ovy(t1)),,, (Ox(t)) y (Oy (1)),
individualmente. El primero se logra de la siguiente manera

(Ox(t1)Oy(t2)),, = (n| %qz(tl )%[P(tz)q(tz) +q(t2)p(t2)Im). (5-9)

por lo que

4(Ox(t1)Ov(t2)), = (M [ZQ?(t1)[(P(t2) — YQ(t2))Qlt2) + Q(t2) (P(t2) — YQ(t2))] In) (5.10)
= (n| [ZR(GT(UHG(U)) ]

(™) et —at) (o) et + 16) (o) et ) + )

[i’fl(ﬁu(tz)*ﬁz(tz))*%(ﬁﬁ(tz)+ﬁT(t2) (t2) + a(t2)al(t2) + a%(t2)) n)

(5.11)

En este punto es importante recordar las siguientes propiedades del oscilador arménico y de
los operadores de creaciéon y aniquilacién [6]H:

aln) =vn+1mn+1), (5.12)
am) = Vi —1), (5.13)
(n'[n) =8nn. (5-14)

de modo que al momento de hacer la multiplicacién en la ecuacion (5.11) solo serdn distintos de

cero los términos que contengan el mismo niimero de operadores de creacién que de aniquilacién,
reduciéndose a

—YZh? iZh?
2w 2w a
2
_(%)( f(t1)a(t)a (t2)a(ta) + af(tr)altr)alta)al (t2)
+a(tal(t)a(t2)al (t2) +a(t)al (n)al (t2)alt2)
—YZh? 1Zh2
( 2w?2 )

Pero notemos que los operadores se encuentra a tiempos distintos (t, y t7), por lo que es
necesario ligarlos a los del cuadro de Schrodinger de un tiempo to. Para eso se utilizan las

4(Ox(t1)0v(t2)),, = (] [(

_|_

(t1)a™(t2)]In) . (5.15)

" (ZW)”Z(aT(tz) + a(tzn(i(%w)”z(af(tz) ~at) - ¥() @ ) + 16y
(
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ecuaciones de Heisenberg para obtener dos ecuaciones diferenciales desacopladas para d y af
respectivamente [6][5]

da w . A
FTi ﬁ(p —iwx) = —iwa, (5.16)
dat .
T iwal, (5.17)
cuyas soluciones son
a(t—to) = afto)e ™I, (5.18)
af(t—to) = af(to)e™ (%), (5.19)

Tomando por simplicidad a(ty) = @ y af(ty) = a' se tienen las siguientes propiedades para
estos operadores:

a(t—to)af(t—to) = a(te)e ™Wt—tolgh(ty)etwt—to) — aaf, (5.20)
del mismo modo
af(t—to)a(t—to) =a'a, (5.21)

por lo que si se tienen el mismo ntimero de operadores de creacién que de aniquilacién en un
factor, la evolucién temporal no afecta el producto (puede verse esto de otra manera al darse
cuenta que el operador de ntimero estd directamente en el hamiltoniano).

Por otra parte
az (t _ tO) — d(to)efiw(tfto) d(to)efiw(tfto) — dzefziw(tf‘to), (5'22)

andlogamente
a?(t—to) = afZe? ), (5-23)

y si se tiene un producto de operadores cuadrados a diferentes tiempos se obtiene
a'l‘z (t] - to)aZ(tz - tO) — aTZeZiW(t1 —to) azefziw(tzfto) — aTZaZeZiW(‘q 7t2)’ (524)

de la misma forma
aZ(t; —to)at?(t, —to) = a2af2e2iwlti—ta), (5.25)

Utilizando estos resultados, la ecuacion (5.15) se vuelve

—YZh?  iZh? o
4 <OX(t] )Oy(t2)>n = <n‘ [( _ )dTZdZeZIW(t1 t2)

2w? 2w
YZh?
— (5,57 )(afaafa+afaaal + aafafa + aataah
~YZh?  iZR2\ 50 it
( T2 v )azaTze 2iw(ty tz)]In), (5.26)

y después de usar las propiedades de (5.12), (5.13), el producto anterior se reduce a
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—YZh?  AZhZN\ i
HOx(E)0v () = (g — o )2 nn—1))
2
_ (Y M2 4+nm+)+nn+1)+n+1)32)
2w?
—YZh?  iZh?\ i n)
-+< o= 2“)>e (n+T)(n+2). (5.27)

Por lo que finalmente se obtiene

1r/=YZRh2  iZhZN\ 5o
<Ox(t])OY(t2)>n:Z|:< T2 — P )ezlw(’m tz)(n(n—ﬂ)
YZh? 2
_(W>(2n+1)
_ 2 i7R2 )

Para encontrar (Ox(t)) y (Oy(t)), se procede similar como se ve a continuacién

(Ox(t)}, = (nl 367 ) = (] SQ% ) = {nl (@l (1) + (1)) )
= (n| fj(cﬁ(t) al () +a'()at) +at)a’(t) + a(t)a(t)) m)
w
= (n £ (@t (DA + a(0a () In) = S (n+ (n+ 1), (529)
Por lo tanto
Zh
(Ox (D), = 5 (2n+1), (530)
y de manera analoga se obtiene que
—Yh
(Oy (1)), = W(Zn—i— 1), (5.31)

con todo lo anterior, se calcula la entrada XY del tensor geométrico cudntico, como sigue



5.1 OSCILADOR ARMONICO GENERALIZADO

~Gr = | ats [ ata(Ox(t1)0v(t2) - Oxt)) Ovlta)) (532)
L L e
(2 Yy
+ <_;i?2 i;’r:z ) e 2T (g N(n+ 2)}
- %(Zn—l- 1)_2—::“(2n+ il (5.33)

(_ZY ff + fzz)eﬁw(t1tz>(n+ Nin+2)] (534)

A B
+ 4;2 (_xz‘z fj:z) (n+1)(n+2) ﬁo dtye 2o J: dtye?™, (5-35)

Para resolver las integrales se aplica la prescripcién dada, que puede ser empleada de dos
maneras tales que arrojen los mismos resultados:

La primera es multiplicar las funciones a integrar por un factor de e ©2'2, hacer la integral del
respectiva a t y después hacer tender e, — 0. Ya que se tiene este resultado, se multiplica ahora

por e€1'1 y se hace tender a €7 — 0.

La segunda forma es aplicarla de la siguiente manera:

to . to 1
i ti——it . —1
J dtye?twth 12702 —1J dre?V ™ = —e?Wiho, (5.36)
oo o 2w
to i ty =it to i
J dt] 6721Wt] % iJ dTZeZWTZ — 762wt0’ (537)
o s 2w
o i tr——1it o —i
J dtye 2wt 2771 —ij dtie W™ = e 2Who, (5.38)
to to 2w
& : ty—4it *© i
J dtye?iwtz 2770 iJ drie 2Vt = —e 2Who, (5.39)
to to 2w

Por lo que resolviendo las integrales de esta manera la ecuacién (5.35) se vuelve

“Gn = iz (St~ e = () (e )

+4;12 (—;j?z +i§f)(n+”(“+z)(ziwezmo> <$e—2vvto)
-G () (g e (5) e
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Agrupando los términos reales e imaginarios y utilizando la definicién de w (3.4) finalmente se
obtiene

2YZ iz 1

- 2 = _
Gayy = Epve M+n+1)+ a3 (m+ 2), (5.41)

andlogamente se resuelve para las 8 entradas restantes del tensor geométrico cudntico de este
sistema. A continuacién se mostraran los resultados necesarios para calcular cada una de las
entradas de dicho tensor:

2
(Ox(81)0x(t2)), = {nl 3a2(61)3 % (02) In) = (] 5= Q% (11) Q2 2) )

- %(%)2 [eﬁwm—tz)(n(n— 1)+ (2n+1)2 4 e 2wt 4 1)(n+2)]
(5.42)
(Ox(11)0v(t2)),, = (nl T a2(t) 3 plt2)a(t2) + a(t2)p(t)] )
= 1 (I ZQ7 (0P )~ YQ(L))Q(t) + Qlt2) (Plta) ~ V()] i)
(G = e i) = (G ane 12
+ ;ﬁ‘z+ff)e‘ﬁw(“—tz)(n+1)(n+z)} (5.43)

(Ox(11)02(t2)),, = (nl 3a%(t1)3p2 (1) In) = § (] Q2(1)(P(12) — YQ(£2))% )

- J; [(G;) - % + %)ez‘w““tz)(n(n— 1)+ ((%)2 + ZZ)(ZH 1)2

N ((%) _ % _ “Z(Rz)eﬁwmtz)(n +1)(n+2)] (5.44)

pt)at) +a(t)p(t 1 a?(t2) n)

MI(P(t1) = YQ(t1))Q(t1) + Qt1)(P(t1) — YQ(t:))ZQ?(t2)] In)

—YZh? iZh%\ L., YZh?
(t1—t2) _ _
[( 2w? 2w )e (n(n—1) (sz

—YZh?  AZRZ\ i
S — e TR g 1)+ 2)| (545)

)(zn+1)2

—_

(Oy(t1)Ov(t2))y, = (nl5lp(t1)q(t1) + q(t1)p(t)]5[p(t2)q(t2) + q(t2)p(t2)] n)

n 2
%< 1(P(0) = YQ1 Q1) + Q) (P(t1) — Q1))
YQ(t2))Q(t2) + Q(t2) (P(t2) — Q t2))] )

t2) —
_ ((Yh) + hz) (eZiw(h—tz)(n(n_ )+ e—ZlW(t1—tz) Mm+1)(n+2)
w
h

+ <—>2(2n+ 1 )2} (5.46)
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f—y

(Oy(11)02(t2)}, = {nl S lpltr)atr) + gltr)p(t )]%Pz(tz) )
= 4 ()~ YOt ) Q1) + Qe (P() — YQUIZ ! (P(t2) ~ YQ(12))%] )
3Gz % T )W“‘“”n(n— )
<\;’r; + \valzz)(zn+ 1)?
“(wz 2z i ) 2] e
(02(61)0x(t2)), = (nl 3p*(t2)34%(t2) ) =  (ml (P(11) — YQ(11))2Q¥(12) )
() N (2 Koo

(Oz(t1)OY(t2)),, = (nl zp (t1) ;[P(tz)Q(tz)Jrq(tz)P(tz)] n)

—~

MIZ7N(P(t1) — YQ(t1))2[(P(t2) — YQ(t2))Q(t2) + Q(t2) (P(t2) — YQ(t2))] In)
B Y*h?  Yh? infw | iYZR?

KzWZZ 2z T2z Tz
<Y’n2 Y3h2)

>eZiw(t1 —t3) (n(n -1 ))

(2n+1)?

~Y3h2 Yhz ihfw wzhz)eﬁwm

—t2)
T — 5 — (n+1)n+2)] (5.49)

7P 2 t1)%pz(tz) m) = % MIZ72(P(t1) — YQ(t1))2(P(t2) — YQ(t2))* n)
1] 2 Yzhz Y4h2
(3~

(02(t)02(t2)),, = (nl 2p

)(eﬂw(ﬁ*tz) (nn—1))+e 22 (M4 1)(n +2))

4w2
2
+ <% m) 2n+1) } (5.50)
(Ox(1), = (nl 3% ) = (nl £Q% )
/h
= I —(2n+1) (5.51)
(Oy(t),, =(n |§[ p(t)q(t) +q(t)p(t)]n)
= (ml[(P(t) = YQ) Q) + Q1) (P(t) — YQ(1))] In)
= %(Zn—i- 1) (5.52)
1, z7! Aina2
(0z(t))y, = (0] 3p? ) = (n =~ (P(t) ~ YQ(1))* n)
2
= %(Vzv—; +%)(2n+ 1) (5.53)
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Utilizando todos estos resultados se obtiene que el tensor geométrico cudntico para el oscilador
armonico generalizado es

Z? —2YZ —XZ+2Y? 0 —-Z Y
2 1 + 1
G\ = (“;2“;) —2YZ  4ZX —2YX —i(T; 32) Z 0 —X|, (554)
w —XZ+2Y2 —2YX X2 Wy X o0

que es justamente (3.47), pero en este caso solo tuvo que utilizarse el hamiltoniano, la funcién de
onda no fue necesario siquiera mencionarla.

5.2 OSCILADORES ARMONICOS SIMETRICAMENTE ACOPLADOS

Recordando que el sistema formado por unos osciladores armoénicos simétricamente acoplados
estd descrito por (3.48) que es

1., . N N
Hk k', q1,q2,t) = 5[pT + 3 + k(a7 +43) +k'(41 —82)°],

y utilizando las transformaciones canénicas dadas por (3.49), (3.50), (3.51) y (3.52) el hamiltoniano
queda desacoplado, i.e.,

1 . R . N
H= 107+ P34 w30} + w3 Q2), 555
donde
wi =k, (5.56)
W% — %+ 2K/, (5-57)

y se puede describir con 2 bases de energia por lo que los operadores Q1, P1, Q2 y P> pueden
escribirse en términos de sus respectivos operadores de creacion y aniquilaciéon

N h o/ A
Qi(t) =4 /R (aﬁelw‘t +dje W‘t) , (5.58)

~ ok . .

b= /M0 (afent - qen), (559

Q (t) _ h At iwsyt A —iwyt 6
72(t) = Twz dse + dse , (5.60)
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D hw AT iw A —iw
Py(t) = ”Tz (age t—dse 2t> . (5.61)

Ahora las variaciones correspondientes al hamiltoniano son

1

Ok (t) = 5(q1(1)* + 2(t)*) (5.62)
1
O (t) = 5 (a1()> = 41 (t)q2(t) — q2(t) a1 (1) + q2(1)?). (5.63)
Entonces, empezando por los valores esperados de un solo término
(O(), = (m, 1l [0k (1)] [m, n) (5.64)
~ h(2mw; +2nwy +wy +w2) 65)
- 4W1 12 ! (5 5
(O (t)), = (M, [0/ (t)] M, M) (5.66)
2nh+h
= (5.67)

y los de dos términos son
h2
2

<Ok(t] )Ok(t2)>n — 5 —2i(t1+t2) (wi+w3) ( (mZ +3m+ 2) W%eZi(t1wz+t2(2w1 +w3))
Tewiws

2 21(t1(2wq+w3y)+t2w,)

)Ze2iltrtt2)(witwa) 4 (g 1)mwse

+ (2mws + 2nwy +wi +w>

+ (TLZ +3n+ 2) w%ezi(t”‘” +t2(wi4+2w3)) + (Tl. . 1)TLW$€Zi(t1(W]+2W2)+t2W1 ))’

(5.68)
h2 r(2n+1)2mw, 4+ 2nwy +wi +ws)
/ = 6
(OO0 () = g = (569)
+ (nz +3n+ 2) e—Ziwz(tl—tz) + (TL o ])neZiwz(tI—tz)} (5-70)
R ) )
(O (t1) Ok (t2)),, = P {e*ZlWZ(t”tz) ((2n +1)e2W2 (12 (9man) 4 2nwg +wy +wy)
1W2
+ (nz +3n+2) w2 4 (n— 1wy e““WZ)] (5.71)

2
(Or/(t1)O0x (t2))y = a2
2
(5.72)

Por lo que realizando las restas pertinentes e integrando se obtienen las entradas del tensor
geométrico cuantico:

o 0 00
Gy, =h”_ at, L At2[(01(t1) 0 (t2)) — (O (t1)) (O (t2))] (5.73)
_1 m24m+1 n?24n+1 (
—32< W + W ) 5.74)
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o 0 00
Gy, = T'T; JOO dty L dt2[(Ox (t1) O (t2)) — (Ox(t1)) (Oxs(t2))] (5.75)
n?4+n+1
= ot (5.76)
1 0 00
Gr =37 | dt1 | dtal(Ow (61)0u(t2)) — (Ow(t1)) (On(t2)) (577)
nZ4+n+1
=T ; (5.78)
- 0 00
Gy = th dty J dt2 [(O (1) Ok (t2)) — (Oxr (1)) (Oxr(t2))] (5-79)
—00 0
n?+3n+2
= W (580)

Por lo que el tensor geométrico cudntico es

: <m2+111+1 I n2+7}+1> 2(n2+11+1)

(m) w w w

G, =3 2n2ini1) 4m2ansn) | (5-81)
w3 w3

que es justamente (3.68).

Con estos ejemplos se pueden ver facilmente las ventajas y desventajas de cada método, por
lo que decidir cual utilizar dependerd enteramente del problema a tratar. Hasta este punto las
métricas y las fases de Berry se hicieron tomando tinicamente la variacién en los pardmetros, en el
siguiente capitulo se realizaran bajo el mismo formalismo variaciones del espacio fase.



EJEMPLOS DEL TENSOR DE VARIACION DE PQS

Hasta el momento tnicamente se ha calculado el TGC con las variaciones de los pardmetros,
pero como se vio en el capitulo 4 existe otro tensor en el espacio de pardmetros, ahora tomando
variaciones lineales en los momentos y las posiciones. En este capitulo se calculardn los nuevos
tensores para el oscilador armoénico generalizado y los osciladores linealmente acoplados que
ayudan a identificar transiciones de fase cudnticas, y el enredamiento, quitdndose en parte la
necesidad de utilizar matrices de densidad.

6.1 OsciLADOR ARMONICO GENERALIZADO

De nuevo, el hamiltoniano del OAG es

|
A= SZp* +Y(pa+ap) +Xa] (6.1)
y en este caso
oH
con za = {q, P}, por lo que
oH
= =Yp + X§ 6.
oH
= = 7P q. 6.
Op 5 Zp+Yq (6.4)

Igual que en los casos anteriores se utilizaran las transformaciones canénicas pertinentes que
son

p=2""2P-YQ),

donde se definié
wi=(XZ-Y*)1/2,

y ademads se tendrédn los operadores de creacion y aniquilacién usuales,
wi1/2 1 \1/2,
A (W YA p
a=(5) Q-ilzam) P
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1/2 1 \1/2,
1= () oi()
v=m) WUiaw) P
entonces los operadores Q y P dados en términos de los operadores de creacién y aniquilacién
son

ﬁ:i(hTW)]/z(aT—a),

a=(&) "+,

2w
definiendo r y s para simplificar la notacién

1/2
=(B) (6.5)

A >1/2
- (— (6.6)

W
quedando

P =raf—a), (6.7)
O =s(a"+a). (6.8)

Al hacer los valores esperados de O4 y Op uno encuentra que son 0, esto debido a que estan en
términos de d y a' a la primera potencia y debido a la ortogonalidad de los estados, se anulan;
por lo que solo quedan los términos cruzados. Empezando por el termino:

(0q(t1)0q(t2)),, = (I (YP(t1) +Xq(t1))(YP(t2) + Xq(t2)) In) (6.9)

= (| Z7TY2(P(t1)P(t2) — Y(P(t1)Q(t2) + Q(t1)P(t2)) + Y2 Q(t1)Q(t2))
+X2ZQ(t1)Q(t2) + XY(P(t1)Q(t2) + Q(t1)P(t2)) — 2XY?Q(1)Q(t2)] In)

= (n[Z7"Y*(r*(al(t1) — a(ty)) (@l (t2) — a(t2))

—Yrs((af(t) —ats))(af(t2) + alt2)) + (af (tr) + a(tr))(al (t2) — a(t2))
+Y2s?(al(t1) + a(tr)) (@l (t2) + a(t2))) + X2Zs* (@' (1) + a(t1)) (@' (t2) + a(t2))
+XYrs((af(t1) — a(tr))(al (t2) + altz)) + (@ (t1) + altr))(al (t2) — a(t2)))
—2XY2s% (@l (t) + a(ty)) (@' (t2) + alt2)] n) . (6.11)

Recordando que debido a la ortogonalidad de estados, se ve que los términos af(ty)af(t2) y
a(ty)a(t2) tendran contribucién nula, por lo que el valor esperado se torna

(04(t1)0q(t2)),, = (I [=Z7Y?r2(al (t1)a(ts
+ (XYrs—=Y3Z 'rs)(at(t))a
)

+a(t)al(t2))

)
(t2) —a(ty)al(t2) —af(ty)alty) + alty)al(ta))

+s (Y4z +X2Z —2XY?)(a(ty)al (t2) + a'(ty)atz)) n) (6.12)
= (|27 "Y*r? (@ () a(tz) + a(tr)a' (ta)
+s (Y“z +X2Z—2XY?)(a (ty)a(tz) + a(ty)af (t2)) n) (6.13)

= | (=272 2 42 (Y271 4 X2Z - 2XY2)) (@7 (1) alty) + a(ty)al(t2)) n) .
(6.14)
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Sustituyendo y simplificando

1
—Z7WYA? 4 (YA 2T + X2 Z - 2XY?) = S Xtow. (6.15)

Por lo que solo resta operar sobre el ket, pero como estan a tiempos diferentes es necesario
utilizar que

a(t—to) = a(tg)e w(t—to), (6.16)
af(t—to) = al(to)e™ 1), (6.17)

donde en este caso tg = 0, entonces

1 . . . .

(0q(t1)0q(t2)),, = zth (| (afe?vtrae~ Wt 4 geWhigletwtz) |n) (6.18)
1 . )

= EXhW (| (e”ta—tlgtg 4 ettt gafyn), (6.19)

por lo que se obtiene

(04(t1)04(t2)),, = %th(e—iw(tz—tl Inett2=t(n 4 1)), (6.20)

Ahora para obtener la entrada del tensor hay que integrar con respecto a t7 y t, utilizando la
regularizacién del método, si se le asigna la entrada q — 1 la parte correspondiente a GE;L]) ] €s

-1 0 00
Geryy =1z | _dtr | dt2 (0q(41)04(12), (6.21)
-1 > ! —iw(ta—t1) iw(ta—t7)
=1z dt, \ dt1§X’nw(e n+e Yn+1)) (6.22)
—1 -n n+1
= EXW(W Y ). (6.23)

Por lo tanto

n+ 1) X
Gefn = ( hV\z)) (624)
Luego andlogamente para
(Oq(t1)0p(t2)),, = (nl (YP(t1) + Xq(t1))(ZP(t2) + YG(t2)) In) (6.25)
_ %he—i(t1+’t2)w (n (YW —iXZ+ 1Y2) eZitIW T (Tl+ 1) (YW +iXZ — 1Y2) eZi’tZW) ,
(6.26)
e integrando,

2(n+1) Yw+i(XZ+Y?)

Geﬁz _ ( ( 2) ) (627)

2hw?

Y su transpuesta seria
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(0p(t1)0q(t2)),, = (I (ZP(t1) +Yq(t:)) (YP(t2) + X§(t2)) In)

2
F (4 1)editew <Y\/hw2 —iXZVh iYZ\/ﬂ> )

1(2i(n+ 1) Yw—XZ+Y?)

Gefz] = ZhWZ = _Geflz
Finalmente para
(Op(t1)0p (t2)),, = (I (ZP(t1) +Yq(t1))(ZD(t2) + YG(t2)) In)
1 . . )
— EZ1;wveft(t1+t2)w (n621t1w + (Tl + ])ezuzw) ,
(n+1)2
Gef,, = R
w
En forma matricial esto es
(n+3)X i(2i(n+3)Yw—XZ+Y?)
G(n) _ hw o 2hw?
ef 7 | i(2i(n+])Yw—XZ+Y?) (n+3)z
2hw? hw

y simplificando se llega a

1
gm_(ntz) (X YN 0 mg
ef hw -Y Z =0 )

1 |
= S Vhe IR (net (YWhiw? 4 iXZVh - Y2 V)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)
(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

Aqui es evidente que no es el mismo tensor que en el caso anterior, simplemente por la
dimensién del mismo. Aunque es necesario notar que depende tnicamente de los pardmetros, no

de los momentos ni las posiciones.

6.2 OSCILADORES ARMONICOS SIMETRICAMENTE ACOPLADOS

Nuevamente, el sistema formado por unos osciladores armoénicos simétricamente acoplados estd

descrito por el siguiente Hamiltoniano

—_

H(k, k', 41,42,t) = E[A% +p3 4+ k(a7 +93) + k(a1 —§2)%,

si definimos
w% =k

(6.36)
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w3 =k+ 2k’ (6.37)
el hamiltoniano se ve como

= (f.% +P2+wi (47 +42) +5(41 = 82)* (W —w%)) : (6.38)

Qi = 5l +aal), (6.39)
A 1 .
Q=50 —a2), (6.40)
. T ..
P = —5(P1+p2), (6.41)
Pr= (b1 —p2) (6.42)
2 = \/2 P1 P2), -4
que en términos de los operadores de creacién y aniquilaciéon son

. R
Q1= m(a;r +4day) (6.43)

- . [y R
P =1 —2] (a]; —ai) (6.44)

A h .
Q2= 3y (62 +2) (645)

- . [howy R
P, :1\/—22(@—(12). (6.46)

Como
oH
Or =7 % (6-47)
y en este caso za = {41, q2,P1,P2), por lo que
1
Oq, =5 (W3 —wi) (@1(t) = 82(t) +wia (1) (6.48)
| R 5 R

Oq, =5 (W3 —wi) (2(t) = 41 (1) + widz(t) (6.49)
Op, =P1 (6.50)

Op, =P2 (6.51)
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Notemos que todos los términos son de primer orden, por lo que el valor esperado de cada uno

de ellos es cero debido a la ortogonalidad de los estados.

Ahora para los 16 términos dobles

— E —i(t1+t2) (wi+w3) 3, i(t1(2wy4+wy)+taw;y)
(0q1(t1)0q1(t2)) 1€ mwie

(m+ 1) 3 1 (trwo+t2(2wi+w3)) i(t1(wi4+2w;y)+tawy)

+ nw%e

7

(TL+]) 3 1(t1w1+t2(w1+2w2))>

<Oq1 (t1 )Oqz(t2)> — %efi(t1+t2)(w1+w2) (mw?ei(t1(2w1+wz)+t2w2J
(m+ ]) 3 1 (trwo+t2(2wi+w3)) _nwgei(t1(w1+2wz)+t2w1)
(Tl + ]) 3 1 t1w1+t2(w1+2w2))>
ih .

<Oq1 (t1 )O]:n (t2)>n — Zefl(t1+t2)(w1+wz) (mw% (_el(t1(2w1+wz]+t2w2))

+ (m+ 1) 2 1 (trwy+t2(2wi+wy)) nw%ei(t1(w1+2wz)+t2w1)

(Tl—|—1) 2 1 t1w1+t2(w1+2w2)))

<Oq1 (t; )Opz(t2)>n _ %e—i(t1+t2)(w1+wz) (mw% (_ei(t1(2w1+wz]+t2w2)>

+ (m+1) 2 1 (tiwa+t2(2wi+w3)) +TLW%€i(t1(W1+2WZ)+t2W‘)

(Tl—i—]) 2 1 t1w1+t2(w1+2w2)))

7

h . )
<Oq2(t] )OqI (t2)>n — Ze—l(tl—i—tz)(wﬁ—wz) (mw%e1(t1(2w1+wz)+t2wz]
+ (m+ ]) 3 1 (t1wo+t2(2wi+w3)) _nwgei(t1(w1+2wz)+t2w1)

(Tl—i—]) 3 1 t1w1+t2(w1+2w2))>

7

h . )
<Oq2(t] )OqZ(tZ)>n _ Z€—1(t1+t2)(w1+wz) (mw%el(t1(2w1+wz)+t2wz]

+ (m—H) 3 1 (trwo+t2(2wi+w3)) +T1W§ei(t1(w1+2W2)+t2w1)

(n+]) 3 1 t1w1+t2(w1+2w2))>

7

ih _. .
<Oq2(t1 )Op1 (t2)>n _ Ze_l(tl_'_tZ)(W]_'_WZ) (mw% (_el(t1(2w1+wz)+t2wz)>
+ (m+ ]) 2 1 (t1wo+t2(2wi+w3)) + nw%ei(t1(w1+2wz)+t2w1)

4

(T’L—i—]) 2 1 t1w1+t2(w1+2w2)))

ith - .
<Oq2(t1 )Opz (t2)>n _ Ze—l(tl—i—tz)(vm +wy) (mw% (_el(t1(2W1+wz)+t2wz)>
+ (m + ]) 2 1 (trwo+t2(2wi+wy)) nw%ei(tl(ersz)thzw])

4

(T'L—i—]) 2 1 t1w1+t2(w1+2w2)))

(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)

(6.57)

(6.58)

(6.59)
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(Op1(t1)0qi1(t2)),, = —%e_mwtz)mﬁm) (mw% (‘eim(ZWﬁWZH&WZ))
+ (M Dwletltwat22witwa)) 20t (wi+2wa) 2w
4t T)wlet t1w1+t2(w1+2W2J)>’ (6.60)
(0p1(11)0ga(t)),, = e (HRImTwa) (il wa) v
C(m+Tw 2 L(trwa 22wy +w3)) _nwéei(t1(w1+2vvz)+t2ww
4t T)wlel t1W1+t2(W1+2W2))>, (6.61)

o
(0p1(t1)0p1(12)), = Zeﬂ(“*tz)(wﬁwﬁ (mw1 et(t(2witwa)ttawa)

+ (m+ ])W] ei(t1wz+t2(2w1+wz)) + nWZei(’fI(W1+2wz)+t2W1)

T (n+ wsyet (t1w1+t2(W1+2W2)))/ (6.62)

(Op1 (61)0p, [12)),, = et (il ) o

+(m+ 1wy etttwa+t2(2wy+w2)) _nWZei(tl(W1+2wZ)+tzw1)

—(n+ ])eri(tlw1+t2(w1+zwz)]>/ (6.63)
. .
(Op2(t1)0q1(12)),, = e TR0 (et (2wt
(m+]) 2 1. (trwo+t2(2wi+w3)) _nW%ei(tl(W1+2W2)+t2W1)
+(n+Dw 2 et t1w1+t2(W1+2W2))>, (6.64)
(0p2(t1)0q2(t2)), = —Lhe_i(“ﬂz)(wﬁwﬂ (mw% (_eim(zw1+W2)+tZW2))
n 4

+ (m+ ]) 2 l (trwo+t2(2wi4+w3)) _nw%ei(tl(W1+ZW2)+t2W1)

(Tl-i-]) 2 1 t1w1+t2(W1+2W2J)>’ (665)

h .
<Op2(t1 )Op1 (t2)>n _ Ze—1(t1+tz)(w1+wz) (mw1 et(tt(Zwi+wy)+taw,)

+ (m+ ])W] ei(tlwz+t2(2w1+wz)) _ nWZQi(tI(W1+2W2)+t2W‘)

~ (it 1)waettw +tz(w]+2wZ))>, (6.66)

h - i
(Op2(t1)0p,(t2)), = ghe R0 (g iy

n (m—l—])W1€ L(ttwa+2(2wi4+w))) +nW2€ i(tr(wi+2wy)+t2w)

+ (TL + ])WZel(t1w1+t2(w1 +2wz))) . (667)
E integrando cada uno de ellos se obtienen las entradas del tensor de variacién de ps 'y gs
-1 0 00
Geryy = hzj dty JO dt, <Oq1 (ty )Oql (t2)> (6.68)

_2mwg +2nwy +wy +w
= 4h 7

(6.69)
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G€f13

Gefyy =

Gefz1

Gefzz

Gefzg

Gefz4

Gef31

Gef32

Gef33

—1

0 [ed]
= J dt; JO dt, <Oq](t])oq2(t2)>

2
(—%— %) wih+ (%-F %) wrh
h2 '

:]J dt1J dt2<oq1(t1)op1(t2)>

— 0 °
J_ dty Jo dt, <Oq1(t1)0pz(tz)>

0 00
J dty L dt, <Oq2(t1)oq1(t2)>

2
(23 =) win (5 +3) wah
h2 '

0 00
Tz J_Oo dty JO dt, <Oq2(t1 )OqZ(t2)>

2mw; +2nwy +wy +w,
4n ’

h—; Joo dty L dt, <Oq2(t1 )Opl (t2)>

0,

—1r° &
= Joo dt; L dt, <Oqz(t1 )Opz(tz)>

aa
2

J— 0 o0
1J dt1j dtz (0p1(t1)01 (t2))
— o0 0

2n’

1J dt; J dts (Op1(t1)0q2(t2))
. 0

—1r° o
2 JOO dt; Jo dty <Op1 (tq )Op1 (t2)>

2mw; + 2nwy +wp +ws
4wiwrh

4

(6.70)

(6.71)

(6.72)

(6.73)

(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)

(6.78)

(6.79)

(6.80)

(6.81)

(6.82)

(6.83)

(6.84)

(6.85)

(6.86)

(6.87)

(6.88)

(6.89)
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- 0 00
Gef34—J dtlJ dty (Op1(t1)Op2(t2))

-1 0 00
Gefy = J dty Jo dts (Op2(t1)0q1(t2))

h? o
=0,

-1 0 1%
Gefy, = w7 J dty Jo dts (Op2(t1)0q2(t2))

b
2’

- 0 ()
Gefyy = wZ J dty Jo dts (Op2(t1)Op2(t2))

_2mwy +2nwy +wi +w;
- 4W1W2T’1 '

Por lo que en su representacién matricial al simplificar es

2m+ 1w, 2m+ T)wy 0 0
) ] 2m+ 1wy 2m+ 1)w; 0 0
Ger' =4p; 0 0 2miDw, (2m+Dw,
wiw wiw
0 0 (2m+1 fwz (2m+1 fwz
wWiw) Wiw)
2n+Twy —(2n+1)wy 0 0
1 —(2n+ 1wy (2n+ 1wy 0 0
+ Ih 0 0 (2n+1)w; —(2n+1)w;
0 0 2w 2nd 1w
wiwy wiwy
0 0 2i 0
+l 0 0 0 2
4| =21 0 0 0
0 21 0 0

Con esto, hemos estudiado ampliamente el espacio de pardmetros para estos dos sistemas fisicos.

(6.90)

(6.91)

(6.92)

(6.93)

(6.94)

(6.95)

(6.96)

(6.97)

(6.98)

(6.99)

(6.100)

(6.101)

(6.102)

Desde la perspectiva de funciones de onda asi como de integrales de trayectoria, extendiendo asi

la informacién que posee el Tensor Geométrico Cudntico.
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CONCLUSIONES

A lo largo de esta tesis se estudiaron todos los conceptos necesarios para entender el tensor
geométrico cudntico, asi como dos distintos métodos para calcularlo, ya sea utilizando a la funcion
de onda o integrales de trayectoria. Ademads, se generaliz6 este tltimo para obtener el tensor de
un estado excitado arbitrario del sistema, por lo que ahora tiene ventajas evidentes con respecto al
estdndar: no se requiere a la funcién de onda del sistema, solo se requiere al hamiltoniano y a un
solo estado excitado arbitrario del mismo. Esto mediante la prescripcién de correr las energias
por un factor de ie. También quedé demostrada la equivalencia entre ambos métodos bajo este
tipo de variaciones.

Dentro de esta generalizaciéon del método de integrales de trayectoria se utilizé desde el inicio
del problema un formalismo de la mecédnica cuantica con base en las funciones de Wigner. Esto
para poder extender al TGC de variaciones tinicamente en los parametros a poder incluir varia-
ciones en el espacio fase.

Como ejemplos, se dio en primer lugar el calculo del propagador de Feynman para el oscilador
armonico generalizado y los TGCs obtenidos bajo el método estandar (de la funcién de onda)
para dos sistemas concretos, el oscilador armoénico generalizado y los osciladores simétricamente
acoplados. A pesar de estar mostrada la equivalencia entre los métodos, en la segunda parte se
obtuvieron de nuevo los TGCs de estos sistemas utilizando la nueva técnica para asi ejemplificar
la concordancia de los resultados obtenidos.

Esta generalizaciéon del método de integrales de trayectoria, usando la prescripcién de las
energfas dentro del espacio fase, abre la puerta al estudio de la geometria del espacio de pardmetros
mediante nuevas métricas y fases de Berry, distintas a las usuales. Estas podrian ser utilizadas
para estudiar el enredamiento cudntico de una manera més directa quitdndose la necesidad de
usar matrices de densidad. Otra posible aplicacién de estos resultados es en transiciones de fase
cuanticas en el modelo de Dicke, o en particular, para el oscilador armoénico generalizado al
momento de que el pardmetro X del factor g2 obtiene un valor negativo. Un resultado peculiar
que sera interesante estudiar a futuro es la aparicién de singularidades en el tensor proveniente
de variaciones del espacio fase dentro de ciertos sistemas.
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Parte II1

APENDICE






NOTACION

A lo largo de todo el texto se utilizara la notaciéon de Einstein, es decir, indices repetidos van
sumados, por ejemplo:

~ OF ., OF . a
;aqaq = 5qa 4 = (0aF)g%, (A.1)

donde se denota

a J—
9qe

Oq. (A.2)
Para el producto exterior o cufia (/\) se omitird donde sea conveniente, de modo que
daAdp = dadf. (A.3)

Ademads, en todas las integrales donde haya més de una variable se escribird tinicamente un |
pero deberd entenderse que aplica para todas. Esto a menos que sea necesario establecer diferencia
entre los limites de cada variable.
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DERIVADAS FUNCIONALES

Una derivada funcional es una generalizacién a la derivada usual, donde se deriva una funcién
con respecto a una variable, con la diferencia que en la derivada funcional por otra parte se deriva

una funcional (o funcién de funciones) con respecto a una funcién. En estas se tiene que

, 5
dS = | dtdy*(t) —
Jaey g
con .
oy’ .
- = 8.
oyt '
Entonces la derivada funcional es
Syl(t) _
—— =dl5(t—t').
6yl(t/) 1 ( )

También se tiene que

5y (1) d syi(t) d_; . d
: =—_= = —3o(t—t') =8 —5(t—t'),
Syi(t/) — dtdyi(t’) dt ¢t ( ) =87 )

y en particular la derivada funcional de L(t) = L(y(t, 4’ (t))) [4]
SL(t)  OL(t) &yl(t) N oL(t) &yl (t)
Syt(t’) — Ayi(t) Syt(t’)  AYi(t) dyt(t’)

oLy,
Y T gk

o
-

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)
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PRODUCTO EXTERIOR, FORMAS DIFERENCIALES Y DERIVADA
EXTERIOR

Producto Exterior: La operacion /\, llamada producto exterior, cufia, o de Grassmann:

A ARM) x AHM) = ARTHM) (C.1)
esta definido como
(k41!
a AP = WA(O(@ B), (C.2)

donde A es un operador alternador que selecciona la parte antisimétrica del tensor (0, k+1) «® 3
[14].

El producto exterior mds simple es
dx* AdxY = dx* ® dx¥ —dxY ® dx* (C.3)

entonces tenemos por definicién (por conveniencia se suele dejar de utilizar el simbolo /A, véase el
anexo A))
dxHdxY = —dxYdx" (C.g)

dx*dx"* =0 (C.5)
de manera analoga se definen los productos exteriores mayores como productos tensoriales

totalmente antisimétricos.

Formas diferenciales: con la ayuda del producto exterior se pueden definir varias formas
diferenciales

o-forma w =w(x)
1-forma w = wy (x)dxH
2-forma w = l!ww (x)dxHdxY

1
p-forma w= %wm_._up(x)dx“ oodxp,

Derivada Exterior: La diferenciasion de las formas se hace mediante la derivada exterior

0
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que acttia sobre una p-forma de la siguiente manera

1 0

1
dw = awwu]“#p(x)dxvdx“ oAb (C7)

La derivada exterior es un mapero d : AP — AP*! que transforma p-formas en (p+1)-formas.
Ademés satisface la importante propiedad

a2 =0 (C.8)
llamada nilpotencia, que puede ser verificada rapidamente por aplicacion directa a una p-forma

1 9 o

2,10 08
W = o oy Ve

. (x)dx"dx"dx‘ﬂ coodxp =0, (C.9)

Esta expresion debe ser nula debido a que las derivadas 52 5% son simétricas mientras que el

producto exterior dx°dx" es antisimétrico.

Finalmente d obedece la regla de antiderivacién

d(apBq) = (dop)Bq + (—)PxpdPy, (C.10)

donde de nuevo se han indicado los grados de las formas [26].



FUNCIONES DE HERMITE

Las funciones de Hermite surgen naturalmente al solucionar la ecuacién de Schrodinger para el
oscilador armoénico cudntico y estdn definidas como

x2
Xn(x) = (I2™My/m) "/ 2e” T Ha (x), (D.1)
siendo Hy, (x) los polinomios de Hermite, que cumplen las siguientes ecuaciones

d?Hn (x)

o2 T (2n— x* = Hn(x) =0. (D.2)

Notemos que las funciones de Hermite, al compararlas con los polinomios, ya cuentan con el
factor de normalizacién y la funcién de peso, por lo que cumplen [13][14]:

o0 1
J daa®x? sa)=n+<, (D.3)
. 2

J daxn (@)xm (@) = Snmy (D.4)

n-+

7Xn \[ Xn—1( 3 Xn—H (D.5)
n+1

aXTL \/>Xn 1 2 Xn+1 (D-6)

ademds de una sustitucion directa entre ellas, surgen otras dos que seran ttiles para los casos
tratados en este texto

00 d 1
2 a __!
| d@agoxnta =, (D7)
0 m242
J (L yn(a)?a?da = T F2ES (D.8)
_s da 4
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FUNCION DE CORRELACION DE 4 PUNTOS A SEGUNDO ORDEN DE ¢*

Se tiene de forma general que

)\
, Gn(tr, .. tn)+ X o4 (ZHAc)? jdm AT Grrmk (1, oo tn, T o0, T
Gn(t1/'-'/tn) = 7

]+Z$§ 1 (ZiAc)m 1}\(: J'd’ﬂ dTmek(T]]c/-"/T)ﬁL)

(E.1)
considerando hasta segundo orden en A y un potencial de interaccién de v(¢p) = ‘E—?, por lo que
c=1/4,n =4y k =4, entonces queda

3 _ 2
Galtr, ..., ta) + 52 [dT1Gs(ty, .. t4,T‘11)+ s J dT1dt2Gaa(ty, .., ta, T4, T3)

G/(t1/"'/t4) =
) - 1)\ de1 G4(T1 )+ 2|4|4| de1 dTZGS(T]/ g)]

(E.2)
Notemos que el termino del denominador puede expandirse de la forma

2

i A
214141

[1 — [7 J dTq G4(TZ1‘) +

—1
A Jd’[’] dTZGg(Tﬁ‘,Tﬁ)H =(1—x)""=T4+x+x*+x3+..., (E.3)

por lo que multiplicando obtenemos

Gi(tr, ..., ta) = Galty, ..., ta)

iA
—ar J[dﬁ Gs(t1,...,ta, T7) — Gal(ty, ..., ta4)Ga(T])]
2
- 2!4!4!JdT1 dt2[Gra(ty, ..., ts,T],73) — 2Gs(t1, ..., ta, T1)Ga(T3)
—Gs(t],73)Galty, ..., ta) +2Ga(ty, ..., t4)Ga(T])Ga(T3)] (E.4)

Para obtener los términos de A? que son

L? = Gialtr, ..., ta,77,73) — 2Gs(ty,. .., ts, 1) Ga(13)
- GS(TA]‘/TLZ‘)G4(t1/° . '/t4) +2G4(t1/- . '/t4)G4(T{Il)G4(TLZ‘)/ (E5)
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se expandird primero el G, de la siguiente manera

G12(tl,..., t4,T],73) = G2(t1,t2)G1o(t3, ta, T1,T3) + Ga(t1,t3)Gro(t2, ta, 77, T3)
+ Ga(t1,t4)Gro(tz, t3,77,73) +4G2(t1,T1)Gro(ta, t3, ta, T3, 73)
+4G,(t1,72)Gro(t2, t3,t4,77,T3), (E.6)

expandiendo los G1¢ y haciendo uso de que tanto como T7 como T, son indices mudos, por lo
que es posible T < T2, tenemos

Gia(tl, ..., ta,77,75) = Ga(t1,t2)[G2(t3,t4)Gs(T,T3) + 8G2(t3,71)Gs(ta, T3, T3)]
+Ga(t1,t3)[Ga(t2, ta)Gs(Ty,T3) + 8G2(t2, T1)Gs(ta, T3, T3]
+ Ga(t1,t4)[Ga(t2, t3)Gs(T7,T3) + 8G2(t2, T1)Gsl(t3, T3, T3]
+8Ga(t1,1)[G2(t2, 13)Gs(ts, T3, 73) + G2 (t2, t4)Gs(t3, T3, 13)
+3Ga(t2,71)Gsl(t3, ta, 71, 73) +4G2(t2, T2)Gsl(t3, ta, T3, T3 ). (E.7)

Notando que G4(t1,...,ts4) = G2(t1,12)G2(t3,t4) + G2 (t1,13)G2(t2, ta) + Ga(t1, t4) G2 (t2, t3),

los primeros 3 términos de los primeros 3 renglones de la ecuacién E.7 se anulan con —Gg (T‘f, T‘Z‘)G4 (tq,..

dentro de L2. Por otra parte, al expandir —2Gg(t;, .. .,t4,T‘11)G4(T‘2‘) una parte se anula con el
término +2G4(tq, .. .,t4)G4(T‘]‘)G4(T‘2‘) y la restante con los segundos términos de los primeros 3
renglones de la ecuacién E.7.

Por lo que finalmente tras haber expresado L? a través de funciones de correlacién de dos
puntos nos queda

t4)
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R o0
NN
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~—

—

~—

+ 288G,

~—

—

~—

+288G>

—

—

—

+288G>

—

—

—

+ 288G,

—

— o~

. — —

—

—~ T~ —~ —~ —~ —~

—

—

—

—

—

—_ —

—~ N o~ —~ — —~ —~ —~
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+ 288G,

+ 288G,

—

—

+192G;
+192G;
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—

—

~—

—

—

+192G>
+ 192G,
+576G>

(E.8)

—_— — Y Y~ ~— —

—

—_— o~ o~ o~ o~ N~ o~ o~ — — /™ /N /o o o~ — — ™

—_— — — Y ~— —

+ 576G,

+ 576G,

+576G>

P e T e N = e N T T T i T T T T T T

— e v e e v e e e e v v ) ~— —

+576G>

dando un total de 28 términos distintos.






» Despite everything, it’s still you.
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