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Resumen

México posee una gran potencial de generacion de energia geotérmica
total (eléctrica y de usos directos), alrededor de 13.5 GW y es uno de
los primeros lugares en capacidad instalada a nivel mundial, lo que la
convierte en un candidato relevante para contribuir a la produccién na-
cional de energia eléctrica, ademés que se pueden aprovechar de manera
directa los recursos térmicos en secado de alimentos, invernaderos y otras
aplicaciones.

Las funciones de base radial (RBF por sus siglas en inglés) han sido apli-
cadas en la solucion de ecuaciones diferenciales parciales y son un método
independiente de la geometria del dominio de solucion (libre de malla),
que puede ser usado en la aproximacion de los modelos matematicos in-
volucrados en la transferencia de calor de sistemas geotermales.

El objetivo del presente trabajo es el de implementar la simulacién de
un sistema geotérmico de relevancia actual utilizando funciones de base
radial, lo que incluye la generaciéon de una biblioteca de herramientas
computacionales para el modelado de sistemas geotérmicos a través de
un paradigma orientado a objetos que pueda ser reutilizada o aumentada
por otros proyectos del ramo.
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Introduccion

1.1 Antecedentes

En México el consumo energético superd la produccion nacional en 31.6 % en
2017 [8] y en 2018 se importd por primera vez crudo ligero de Estados Unidos [9],
corroborando la importancia de la biisqueda de nuevas fuentes de energia alternas al
combustible fosil.

México posee una gran potencial de generacion de energia geotérmica total (eléc-
trica y de usos directos), alrededor de 13.5 GW y es uno de los primeros lugares en
capacidad instalada a nivel mundial [10], lo que la convierte en un candidato rele-
vante para contribuir a la producciéon nacional de energia eléctrica, ademas que se
pueden aprovechar de manera directa los recursos térmicos en secado de alimentos,
invernaderos y otras aplicaciones.

En el proceso de exploracion y aprovechamiento de energia geotérmica, el mo-
delado y simulaciéon de sistemas hidrotermales es ttil para la correcta ubicacion de
pozos e instalaciones y la generacion de estrategias de explotacion sustentable de
yacimientos geotérmicos [11].

Por la naturaleza de geometria irregular y compleja de cuencas y yacimientos
hidrotermales, los cuales a menudo presentan fracturas o fallas, la utilizacién de un
método numeérico libre de malla, presenta una ventaja sobre métodos convencionales,
aunado al hecho de que tipicamente, la simulacién numérica utiliza gran cantidad de
poder de computo en la creacion de dicha estructura de mallado [12].

Las funciones de base radial (RBF por sus siglas en inglés) han sido aplicadas
en la soluciéon de ecuaciones diferenciales parciales y son un método independiente



1. INTRODUCCION

de la geometria del dominio de solucion (libre de malla), que puede ser usado en la
aproximacion de los modelos matematicos involucrados en la transferencia de calor de
sistemas geotermales. Otras ventajas del esquema RBF sobre métodos tradicionales
dependientes de malla son mejores tasas de convergencia, requiere menor cantidad
de nodos en la discretizacion y es facil de implementar en més de una dimension.
Por otro lado, la principal desventaja de aplicar RBF en la soluciéon de sistemas
de ecuaciones diferenciales parciales, es que la matriz resultante es usualmente mal
condicionada a medida que el nimero de nodos o puntos se incrementa [12].

Debido a lo anterior, se pueden adoptar diversas estrategias para incrementar el
desempeno de exactitud y disminuir el tiempo de ejecucion de la solucion del sistema
lineal de ecuaciones, incluyendo la aplicaciéon de pre-condicionadores a la matriz
resultante y /o el uso de algoritmos paralelos ejecutados en equipo de computo de alto
rendimiento. Finalmente, el computo de alto rendimiento posee una gran variedad de
esquemas de aplicacion,dentro las cuales, el uso de la infraestructura como servicio
(IaaS por sus siglas en inglés), que consiste en el uso de hardware, personal técnico
y herramientas de administracion por parte de un proveedor externo; puede ser una
opcién atractiva dados los beneficios que se obtienen de su utilizacion, tales como,
reduccion de costo de capital, menor gasto de mantenimiento y administracion de
servicios de tecnologias de la informacion, accesibilidad y facil adopcion [13], gozando
de un esquema econémico donde se cobra por el uso neto de poder de computo.
También, el uso de plataformas comerciales de IaaS dota la simulacién cientifica de
atributos importantes como la accesibilidad masiva y resuelve problemas de control
de versiones, integracion y envejecimiento de de tecnologias y equipo [14].

1.2 Objetivos

El objetivo del presente trabajo es el de implementar la simulaciéon de un sistema
geotérmico de relevancia actual utilizando funciones de base radial, lo que incluye:
» Revisar el estado del arte en modelos numéricos de sistemas geotermales.

= Implementaciéon de un método libre de malla para la solucién de ecuaciones
diferenciales parciales.

» Comparar el desempenio de los algoritmos propuestos con métodos convencio-
nales.



1.3 Hipotesis

= Aplicacién de los métodos propuestos en la resoluciéon de un modelo de tempe-
raturas para un campo geotérmico mexicano.

» Usar y/o disenar técnicas de optimizacién para reducir el tiempo de computo.

1.3 Hipotesis

Las hipotesis de éste trabajo de tesis se listan a continuacién:

» La aplicacion de funciones de base radial (RBF) en la aproximacion numérica
de la solucién de modelos matemaéticos provenientes de sistemas hidrotermales,
pueden producir resultados con exactitud similar al de métodos tradicionales
basados en mallado del dominio de simulacién.

= La utilizacién de técnicas de optimizaciéon son clave para contar con tiempos
de computo competitivos contra métodos tradicionales.

1.4 Contribucién y relevancia

En 2015, la Organizacion de las Naciones Unidas (ONU) declaré al acceso a
energia asequible y no contaminante como parte de su nueva agenda de desarrollo
sostenible [15]. El presente trabajo pretende sumarse en un proyecto de cooperacion
con la Union Europea para la investigacion de sistemas geotérmicos denominado
GEMex, el cual pretende,entre otras cosas, mejorar la caracterizacion geofisica y la
deteccion de estructuras de reservorios profundos mediante nuevos enfoques [16].

En este contexto, el presente trabajo propone la generacion de una biblioteca de
herramientas computacionales para el modelado de sistemas geotérmicos a través de
un paradigma orientado a objetos que pueda ser reutilizada o aumentada por otros
proyectos del ramo.

1.5 Metas especificas

» Utilizacion de funciones de base radial (RBF) para la solucion de modelos
matematicos y dominios con geometrias complejas.

3



1. INTRODUCCION

= Implementacion de algoritmos dinamicos para la generacion de sistemas lineales
de distintos operadores diferenciales (modelos matemaéticos).

» Comparar el desempeno de solucionadores de sistemas lineales.

» Comparar exactitud de modelo numérico propuesto con método de volumen
finito.

1.6 Metodologia

Para el cumplimiento de los objetivos propuestos en este documento, se plantea
seguir una serie de etapas, las cuales se mencionan a continuacion:

» Definicién de modelo conceptual: Se revisan y definen las caracteristicas
fisicas del yacimiento geotérmico, asi como las suposiciones generales para el
modelado del sistema que se usara en pasos subsecuentes.

= Definicion de modelo matematico: A partir del modelo conceptual y sus
restricciones, se generan las ecuaciones gobernantes de transporte de calor que
corresponden al sistema geométrico de Acoculco, Puebla.

= Implementaciéon de modelo discreto: Se utilizan funciones de base radial
para la aproximacion discreta del modelo matemético, en conjunto con sus
condiciones de frontera. posteriormente se evaliia un algoritmo de soluciéon de
sistemas lineales de ecuaciones algebraicas.

= Implementaciéon de modelo computacional: A través de un paradigma de
programacion orientada a objetos se construye una biblioteca para el mane-
jo y ejecucion de la informacién generada en el paso anterior y las interfaces
necesarias para el uso de herramientas externas tales como malladores y re-
construcciéon de superficies.

= Despliegue de algoritmos optimizados para disminucién de tiempo de
computo: Tomando como base los algoritmos en serie de la arquitectura de
software en el modelo computacional, se procede a disenar y emplear técnicas
de optimizacion con el fin de aumentar el rendimiento y disminuir tiempos de
ejecucion.



1.6 Metodologia

= Validacién con soluciones y métodos conocidos: Los resultados son com-
parados con soluciones provenientes de la literatura o mediante el empleo de
métodos conocidos como volumen finito.

La ejecucion de cada uno de las etapas es secuencial y de forma iterativa dictado
por la retro-alimentacion proveniente de la calibracion y validacion de los algoritmos.
Un diagrama esquematico de la metodologia propuesta, etapas y sus interacciones se
muestra en la figura 1.1:

Modelado ] Resultados
Modelo Conceptual Dindmico
. Aproximacion || Modelo |,
A v Numérica Computacional ) v
Modelo Matematico Optimizado

—— R

Validacién

Figura 1.1: Fases de la metodologia y sus interacciones.
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Modelo conceptual

La simulacién de sistemas geotérmicos es una parte importante en el proceso
y planeacion de la explotacion de los recursos energéticos disponibles en reservas
geotérmicas. Dichas simulaciones se sirven de los modelos geofisicos y geométricos
provenientes de la interpretacion de informaciéon de campo por parte de un grupo
interdisciplinario de expertos [17]. Sin embargo, ademas de fungir como herramien-
ta en la evaluacion de viabilidad de nuevos proyectos de extraccion de energia, las
simulaciones, también cumplen un rol importante en la validacién de hipotesis e in-
terpretaciones acerca de los regimenes de transporte de calor presentes y el modelo
geofisico de la reserva [18]. Estos modelos constituyen el primer paso en la simulacion
del sistema geotérmico y contienen informacion de propiedades fisicas y termodina-
micas necesarias, asi como las suposiciones realizadas con el fin de simplificar el
modelo, o sus formulaciones matematicas subyacentes. Debido a que la explotacion
de los recursos geotérmicos depende de la capacidad de llevar la energia presente en el
subsuelo a la superficie, la extraccion de fluidos hidrotemales bajo conveccién natural
es la forma més comun de lograr dicho objetivo [17]. Los fluidos hidrotermales (agua)
se encuentran en el subsuelo encerrada dentro de una matriz con pequenos espacios
en el material denominados poros lo cual modifica el comportamiento mecanico y
dindmico del fluido a escala macroscopica.



2. MODELO CONCEPTUAL

2.1 Medio poroso

Un medio poroso es un espacio fisico compuesto de particulas de diferentes pro-
piedades termodindmicas tales como densidad o conductividad térmica usualmente
llamado matriz solida [19], en la cual se encuentran presentes a pequefia escala una
red de cavidades o espacios en donde puede alojarse y moverse un fluido tal y como
se muestra en la figura 2.1:

Fluido Matriz solida

Espacio fisico

Figura 2.1: Diagrama conceptual de matriz porosa, basado en [1].

El transporte en medios porosos ha suscitado un campo de estudio separado a
la mecanica de medios continuos tradicional y alberga fenémenos de transmision de
materia y temperatura por medio de mecanismos de difusiéon o adveccién que es
causado por movimientos moleculares aleatorios (Brownianos) dentro del fluido o
por el arrastre de las propiedades debido a una velocidad del fluido en movimiento
respectivamente.

2.2 Campo geométrico de Acoculco, Puebla

El cinturén volcanico trans-mexicano es una region de interés para la explotacion
de energia geotérmica en la cual se encuentran sitios de gran importancia en la pro-
duccion nacional que han sido ampliamente explorados [20]. Guerrero-Martinez et
al. en 2019 [18] presentaron un modelo conceptual y numérico de la caldera de Aco-
culco. El modelo numérico presentado por dichos autores fue basado en un esquema
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2.2 Campo geométrico de Acoculco, Puebla

Pozo | Profundidad (m) | Temperatura (°C) | T(°C) Calentamiento
EAC-1 1800 251.52 -

EAC-1 1970 - 307.31
EAC-2 1900 263.77 307.31

Tabla 2.1: Profundidades exploratorias registradas [21]

de volumen finito y sera utilizado como referencia en el presente trabajo. Esta zona
cruza de este a oeste la zona centro de México, albergando a Acoculco, sitio que es
considerado un posible candidato a la aplicacion de técnicas mejoradas de extraccion
energética [17]. Acoculco se encuentra entre los estados de Puebla e Hidalgo al este
del pais indicado en la Figura 2.2, y ha sido un sitio de interés para la compania
para-estatal responsable de la produccién nacional de energia eléctrica (Comision
Nacional de Electricidad o CFE) |2].

Dos pozos exploratorios en la localidad de Los Azufres, EAC-1 y EAC-2, fueron
realizados a 2000 metros de profundidad en 1995 y a 1900 metros en 2008 respecti-
vamente, registrando temperaturas superiores a los 200 °C [21] como se muestra en
la Tabla 2.1.

La temperatura inicial es un criterio de suma importancia a la hora de evaluar
el aspecto econémico del proyecto ya que se requiere mas de 200 °C para que la-
bores de explotacion sean viables [21]. Aunado a los datos obtenidos de actividad
exploratoria en los pozos, informacién inter-disciplinaria fue evaluada e interpretada
para deducir que Acoculco se compone de un sistema de roca impermeable de alta
temperatura (de 220 °C a mas 250 °C) sin ningtn tipo de fluido hidrotermal que
es conocido como un sistema conductivo de roca cristalina [22] o més recientemente
EGS (Enhanced Geothermal Systems por sus siglas en inglés) cuya fuente de calor
es de origen volcano-tecténico [21].

Con el proposito de obtener un modelo conceptual completo de la region de Aco-
cluco es necesario delimitar un modelo geométrico o espacial de estudio y las condi-
ciones fisicas iniciales de dicho sistema, para que funjan como condiciones iniciales
y de frontera del sistema de ecuaciones diferenciales parciales (modelo matematico)
que describen el comportamiento de la variable de interés (temperatura), asi como
un conjunto de suposiciones acerca de propiedades de dicho sistema que son usa-
das para modificar o simplificar las ecuaciones constitutivas del modelo matematico
antes mencionado. La region de interés esta definida de 13050 metros en el eje x,
15030 metros en el eje y y un dominio en el eje z que comprende 6000 metros bajo
el nivel del mar hasta 3100m sobre el nivel del mar [18]. Un estudio de analisis y
procesamiento aeromagnético es reportado por Guerrero-Martinez (2020)[3] el cual

9



2. MODELO CONCEPTUAL

2220000 meters

Rosario-Acoculco
horst

Tlax'cor
Chignahuapan
graben

570000 580000 590000 600000

Symbols

Road * Town == = Normal fault Topographic caldera rim -*-=*- inferred caldera rim

Figura 2.2: Mapa geografico de Acoculco, Avellan 2018 [2].
proporciona el limite de temperatura inferior del sistema mediante la isoterma de
Curie (580 °C) que es la temperatura en la cual los minerales magnéticos pierden

su magnetizacion. De forma similar, la informaciéon concerniente a la topografia y
altitudes de la geografia es porporcionado por el Intituto Nacional de Estadistica y
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2.2 Campo geométrico de Acoculco, Puebla

Geografia (INEGI, México) mediante un modelo digital de elevaciones, que indica
la altitud de la topografia en una malla bi-dimensional [17]. Sumado a lo anterior,
Pelaez-Pavon (2015) indica que la temperatura promedio anual en la zona es de 15°C,
por lo que dicha temperatura aunada a la elevacion reportada, seran consideradas
como una condiciéon de frontera de manera similar a lo propuesto para la isoterma
de Curie en la parte inferior del modelo[23].

Ademas de las condiciones previamente mencionadas, estudios vulcanolégicos su-
gieren la existencia de fuentes de calor locales provenientes de anomalias térmicas por
actividad magmatica reciente; que cre6 un arreglo de zonas calientes o intrusiones en
el subsuelo que fungen como fuentes adicionales de temperatura en nuestro modelo
y se estima que su temperatura es de 780+20 °C [24].

En la figura 2.3 se muestra un diagrama esquemaético del modelo conceptual de
Acoculco incorporando las condiciones de frontera, fuentes adicionales modeladas
como cuatro ovoides con radio méximo y minimo variables|25|, ademés de supo-
ner que alejado de dichas fuentes térmicas, la frontera se considera adiabatica (sin
transferencia de calor) tanto en el eje x como en el eje y.

585000

595000

=, Domes
A. Salada
Madrofio

Granitic body——» Fault systems

Heat sources

2Zp - Curie Isotherm

l

2210000

2205000

2200000 Y(m)

Figura 2.3: Diagrama conceptual de Acoculco, Guerrero-Martinez 2020 [3]
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2. MODELO CONCEPTUAL

En el modelo conceptual, el régimen de transmision de calor del sistema es domi-
nantemente conductivo al tratarse de un complejo de baja permeabilidad, no presenta
movimiento de fluido hidrotermal a causa de una velocidad originada por las variacio-
nes de densidad debido a la diferencias de temperatura en el eje z o también llamado
gradiente geotérmico. Por lo que se refiere a las conductividades térmicas del suelo y
sus estratos es obtenido de modelos unidimensionales previos reportados por Canet
et al. en 2015 [26] y Robertson en 1988 [27]. Un resumen de la informacion acerca de
las conductividades utilizadas y su distribuciéon se encuentra en la Tabla 2.2 y en la
Figura 2.4:

3000 F—T ...........u-nummnn|m|||m||||||||||rn ' |||mum.....“mumlIllllllilllllmm.....

ofee
o ||||""‘HN““““““““NI EAC-1 i

O L
2198000 2202000 2206000 2221000
y (m)

-1000

Granitic Intrusion [ Calcareous basement [ Marl ¥ Hornfels Rhyodacite Ignimbrite
Dacite . Andesite .Acoculco Ignimbrite . Faults . Heat source

Figura 2.4: Diagrama de litologia simplificada de la caldera de Acoculco [3].

Suposiciones: Finalmente, aunado a la informaciéon de modelado previamente

descrita, un resumen de las principales suposiciones del modelo conceptual se men-
ciona a continuacion [18]:

= Se supone un régimen dominantemente conductivo para el modelo real.

» La condicién de frontera inferior se supone temperatura constante dada por la
isoterma de Curie (580 °C).

= La condiciéon de frontera superior se supone constante dado por la temperatura
promedio anual en la region (15°C).

= Se asume la existencia de cinco fuentes de calor modeladas como elipsoides
de radio y altura homogénea a una profundidad determinada con un valor de
temperatura de 780 °C.
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2.3 Conveccién natural en sistemas hidrotermales

Roca k(W /(mK))
Suelos (aire en poros) 0.80
Marga 2.80
Aplita 2.90
Skarn 1.60
Riodacita 2.08
Ignimbrita 1.65
Dacita 1.87
Toba, 1.40
Andesita 1.72
Caliza 2.60
Corneana 2.50
Granito 2.20

Tabla 2.2: Conductividades térmicas usadas en el modelo conceptual [28] [26]

= En zonas alejadas de las fuentes se asume una frontera adiabatica en los ejes x
yy.

= Las conductividades térmicas son heterogéneas e isotropicas.

2.3 Conveccion natural en sistemas hidrotermales

Como se mencion6 anteriormente, aunque Acoculco es considerado un sistema de
conduccién dominante, se mencionardn brevemente las suposiciones que correspon-
den a los sistemas geotérmicos con presencia de fluido. Todas las caracteristicas del
modelo concernientes a la geometria, condiciones de frontera y modelado de fuentes
térmicas permaneceran apegadas al sistema anteriormente descrito, con excepcion
de las permeabilidades que seran adjudicadas de manera experimental con el fin de
recabar informacion acerca de las condiciones necesarias para la aparicion de con-
veccion natural o un campo de velocidades derivado de los diferenciales de densidad.
Es importante entonces resaltar nuevas suposiciones resultantes de incluir el fluido
hidrotermal en el modelo conceptual. Una lista de las suposiciones consideradas en
este modelo se describe a continuacion:

= Los espacios de la matriz porosa se encuentran completamente llenos de fluido
hidrotermal.

» El fluido hidrotermal se supone agua exclusivamente (sistema monofasico).

13



2. MODELO CONCEPTUAL

» La densidad del fluido se supone constante en el tiempo y en el espacio, ex-
cepto en el término de flotacion de la ecuacion de momento (Aproximacion de
Boussinesq).

= Kl cambio de volumen de la matriz sélida debido a diferencias de presion y
temperatura se considera despreciable.

= El fluido se considera incompresible.

14



Modelo matematico

3.1 Conduccion

Todos los analisis de transferencia de calor y termodindmica se basan en reglas
de conservacion. El contenido energético de un sistema puede ser definido como U,
que es la energia interna especifica en términos de su presion (P) y su temperatura
(T'), medida en unidades kJ /kg (energia promedio por unidad de masa); puede haber
energia adicional en otras formas, pero para dominios con fronteras sencillas, ausencia
de reacciones quimicas, sin movimiento (energia cinética) o exposiciéon a un campo
gravitacional (energia potencial) U define su contenido energético [4]. El calor es
una forma de energia y, si dos sistemas con diferentes temperaturas son puestas en
contacto, se establecera un flujo de calor (¢) de la region con mayor temperatura hacia
la menor. El calor en sélidos solo puede ocurrir con este proceso lo cual es llamado
conduccién térmica. Basado en lo anterior, el estado de un sistema es esencialmente su
contenido energético que puede ser cuantificado con U(P, T') [4]. Usando los conceptos
anteriores, la ley de conservacion puede ser definida como:

Razoén de flujode calor de entrada + Razon de energia generada =
(3.1)
Razon de flujode calor de salida + Razon de energiainterna almacenada

Para calcular el flujo de calor neto usaremos la Ley de Fourier definida como:
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3. MODELO MATEMATICO

dr
= ke 3.2
q - (3.2)
Donde ¢, es el vector de flujo de calor por unidad de area (W/m?), 4L es el

gradiente de temperatura (negativo) en direccion al flujo de calor (K/m) y k es la
conductividad térmica del material (W/mK).

Ademas, se supondra un volumen de control diferencial como se observa en la
figura 3.1.

Ox AL Ox2

dx
X

Figura 3.1: Volumen de control diferencial dxdydz, basado en [4].

Usando las definiciones anteriores tenemos que el flujo de calor entrante en la
dimension x y en el drea A; es:

oT
Qo1 = —kmgdydz (3.3)

Del mismo modo, en la otra cara del volumen de control y utilizando series de
Taylor, tenemos que el flujo de calor a través del drea A2 puede ser definido como:

Gz2 = Qg1 + Edaz = —k, 5 dydz — 5 (kx 53;) dxdydz (3.4)
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3.1 Conduccion

El flujo neto de calor en el sistema dentro del volumen de control como se esta-
bleci6 en la ecuacion 3.1 es entonces:

J 6T
a1 = Qa2 = (k:p%) dxdydz (3.5)

De manera analoga en las otras dimensiones tenemos que:

4] 0T
Qy1 — Qy2 = @ (k@g) drdydz

0z 0z

Sumando los términos de flujo en las tres dimensiones euclidianas obtenemos:

5 ( 6T\ & ( oT\ & [, oT
(ko) + = (ko )+ — (k) | dadyd .
{596(x5$)+5y(y5y>+52(z52>} e 37)

Tomando en cuenta la generacion de energia por unidad de volumen G(z,y, 2)
dentro del volumen de control, la ecuacién 3.1 se vuelve:

) 6T ) 6T ) 6T
[% (kwa) + 5 (l{@g) +5 (kzg> + G(x,y,z)} dxdydz (3.8)

La energia interna almacenada por unidad de volumen y unidad de temperatura
para un material con densidad p (kg/ mS) y calor especifico a presion constante C),

(J/kg - K) es descrito por Al-Khoury|[19]:

U 6T
5= pCpdedydz (3.9)
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3. MODELO MATEMATICO

Anadiendo la ecuacion 3.9 a la ley de conservacion establecida en la ecuacion 3.1

y dividiendo entre el volumen de control (dxdydz) obtenemos la ecuaciéon gobernante
en la conduccién de calor:

ST § ( 6T\ & ( 6T\ & ( T
O 0 () 2 () 2 (R 1
oy 5x($5x)+5y(y5y>+5z(25Z>+G(x’y’z) (3.10)

De forma mas compacta:

oT

Finalmente, dado que Acoculco se presume un sistema estrictamente conductivo
y es considerado estable en el tiempo (estado estacionario) [18], el cambio de energia
interna a través del tiempo es igualado a cero; obteniendo asi el modelo matematico
que rige el sistema geométrico de Acoculco:

Vo (kv T)=-G(2,y,2) (3.12)
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Modelo numeérico

4.1 Funciones de base radial (RBF)

Para poder resolver el modelo matemético en el proceso de conduccién térmica es
necesario discretizar las ecuaciones gobernantes para obtener una solucién aproxima-
da. Tradicionalmente, las soluciones numéricas a problemas de dindmica de fluidos
computacional (CFD por sus siglas en inglés), y ecuaciones diferenciales parciales
(PDE por sus siglas en inglés) en general han sido dominadas por método de dife-
rencias finitas (FDM por sus siglas en inglés), método de volumen finito (FVM por
sus siglas en inglés) o método de elemento finito (FEM por sus siglas en inglés)[12].
Todos los cuales requieren tiempo de computo para generar una estructura auxiliar
de datos llamada malla; que contiene la informacion acerca del dominio de soluciéon
en el espacio y la relacion de vecindad de dicha region para obtener resultados |29].
En las ultimas dos décadas, las funciones de base radial (RBF por sus siglas en inglés)
han ocupado un rol importante en el desarrollo de métodos libres de mallas para la
solucion de ecuaciones diferenciales parciales [29] y éstas representan una alternativa
a métodos tradicionales debido a su capacidad de manejar dominios con geometrias
complejas de forma maés simple [12].

4.2 Interpolacion con RBF

La simulaciéon de procesos fisicos usando RBFs se basa en la interpolacion de
variables definidas en espacios multidimensionales [30] donde asumimos que alguna
cantidad fisica finita F', que es continua en algin dominio y la cual solo es conocida
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4. MODELO NUMERICO

en un numero finito de ubicaciones o puntos {x; : k = 1,2,..., N} donde x;, = x}
para problemas de una sola dimension; y xi = (T, Yk, ...). = X para problemas
multivariables [30]. Ahora asumimos una funcién interpolador, f, que aproxima a la
funciéon F:

Fxp) = F(xp), k=1,2, ..., N. (4.1)

De la ecuacion 4.1 se puede inferir que existe un ntmero infinito de soluciones
que satisfacen dicha condiciéon, sin embargo, podemos establecer ciertas propieda-
des deseables o ideales que debe poseer la funcion f tales como la monotonia; tener
una buena aproximacion tanto para superficies cercanas al plano como para cambios
bruscos en los valores de F'y ser facilmente extensible a mas de una dimension es-
pacial [30]. Con el propésito de lograr que el interpolador tenga las caracteristicas
mencionadas, las funciones de base radial (RBF) son definidas a través de una va-
riable independiente que solo depende de la distancia de un punto a x;. Una RBF
es una funciéon multivariable definida como:

d:RY =5 R: (x) = o(|Ix]]) (4.2)

Para una funciéon invariante ¢ : [0,00) — R , donde x € R? y ||-|| es la norma
euclidiana de x = (z1, ..., x4) definida por:

(4.3)

Ahora supongamos que tenemos un conjunto de puntos fijos x* = {Xj}j«vzl =
{x1,...,xny} C R que algunas veces son llamados centros [29], y consideremos la
siguiente combinacion lineal de las funciones ® centradas en los puntos x*:

N

f)=flx—x) =) No(x—x)) = Z Ao(llx = x4l) = Z Ajo(r) - (44)

J=1
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4.3 Solucién de PDEs con RBFs

Donde r = ||x — x*|| es la distancia euclidiana descrita en la ecuaciéon 4.3 entre
los puntos x y x*. La funciéon f es la llamada funciéon de base radial y ¢ es el inter-
polador que aproxima a F' en un dominio establecido [12]. {A;}_; son un conjunto
de coeficientes desconocidos para los cuales debemos resolver el sistema lineal de
ecuaciones algebraicas resultantes de la expresion 4.4:

¢1(r1)  @a(r1) - on(r1) A Uy
) | .

%51(7“1\7) %252(7“1\7) 'CbN(TN) ')\N :lLN

El éxito de las funciones de base radial se debe en parte a las propiedades del
interpolador usado desde que Hardy en 1971 innovo en el uso de funciones multi-
cuadricas (MQ) [29] las cuales han sido usadas exitosamente en la aproximacion de
superficies geograficas y anomalias gravitacionales y magnéticas [30]. Basado en la
comparacion de desempeno de varios interpoladores, Franke [31|[32] ha concluido que
el interpolador multicuadrico (MQ) se desempenia mejor tanto en exactitud como en
facilidad de implementacion contra otros esquemas. En la tabla 4.1 se muestra una
lista de funciones de base radial comtinmente usadas; incluida el MQ que sera el
interpolador de eleccion en lo que resta del presente trabajo; y ésta definido como:

1
o(r) = N (4.6)

Donde ¢ > 0 y es llamado parametro de forma, que es usado para obtener mayor
exactitud de interpolacion; ya que el error cuadratico medio (R.M.S) es dependiente
de este parametro [30].

4.3 Solucién de PDEs con RBFs

Consideremos que la solucién de F(x) en un dominio {2 con una frontera suave
definida por 02 tal y como se muestra en la figura 4.1. Para resolver PDEs con
funciones de base radial el operador diferencial no es discretizado a diferencia de
otros métodos [12] sino que el operador diferencial es aplicado directamente a la
funcién ¢. Consideremos el caso general para el dominio y valor de la frontera:
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4. MODELO NUMERICO

RBFs ()
Gausiana (GA) e e >0
Multicuadrica (MQ) N
Cuddrica Inversa (1Q) 1/(r? 4+ ¢
Spline de Placa Delgada (TPS) | r?"in(r),m € N
Multicuadrica Inversa (IMQ) 1/V/r?2 + 2

Tabla 4.1: Interpoladores comunmente usados de acuerdo con [29]; donde ¢ es llamado
parametro de forma.

Lf(x)=g(x) en QcR?
(4.7)
Bf(x) = h(x) sobre 0

dQ2

Q

Figura 4.1: Dominio de la ecuacion diferencial parcial £2/0€.

Donde x € ), L y B son operadores diferenciales arbitrarios dentro del dominio
Q y la frontera €2 respectivamente.

Suponiendo un conjunto de puntos {x;}¥, € Q U 6. Definimos N; como el
numero de puntos o coordenadas internas en €2 y Ng como el nimero de puntos en
la frontera 0€2 tal que Ny + Ng = N, por lo que usando la ecuacion 4.4 dentro de la
ecuacion de funcion de base radial 4.7 obtenemos:
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4.3 Solucién de PDEs con RBFs

N
Z)\J[,QSJ(XJ = g(Xz) = fz para 1= ].N[
j=1

N
Z )\JBQ%(XZ) = h(Xl) = hz para 1= N] +1...N
j=1

Con el caso general de valor en la frontera 4.7 asi como la relacion 4.4; podemos
reescribir nuestro sistema lineal de ecuaciones algebraico 4.5 como:

[ Lo(r) ... Lon,(r1) Lon,+1(r1) .. Lon(r) T[T M ] [
£¢1(.7”N1) £¢N1:(TN1) £¢NI+:1(7“NI) E(bN.(TNz) >\1:V, _
Boi(rnye1) oo Bon,(rnp1) Béna(rng,) - Bon(rag41)| | Anpm
| Bo) o Bow(w)  Bowatw) - Boxtw) | L aw ||
El sistema 4.9 puede ser expresado de la siguiente forma: )
W:[gi g}/\:[g} (4.10)

Donde W es también conocida como la matriz de Gramm [12] y A es el vector
solucién utilizado en la ecuaciéon 4.4 para estimar los valores de F' dentro del domi-
nio 2 U 0€2. Kl sistema lineal de ecuaciones algebraico puede ser resuelto por medio
de varios métodos numéricos, como es el caso de métodos directos (descomposicion
LU, eliminacion gaussiana); 6 métodos iterativos como bi-gradiente conjugado es-
tabilizado y GMRES [33]. Para méas informacién acerca de los métodos iterativos
mencionados consultar a Van der Vorst|[34].

4.3.1 Condiciones de frontera

Para la ecuacion diferencial parcial (PDE) bien planteada, expresada en 4.7, tene-
mos que la frontera 02 puede estar sujeta a condiciones tipo Dirichlet y/o Neumann
[32] [35]:
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4. MODELO NUMERICO

hi(x) = Bf(x) = f(x), x €y
(4.11)

() = B0 =n- L — 0 G0, x e,

Donde B = I para condiciones de frontera tipo Dirichlet, B = n - 7 para con-

diciones Neumann, n es el vector normal hacia afuera del dominio en el punto x,
x C R%y 00 + 65 = 6.

Podemos replantear 4.11 con la ecuacion discreta 4.8 y obtenemos el esquema
para condiciones de frontera Dirichlet y Neumann respectivamente:

N
h1<X) = Z )\j(bj(X,’), X € 591
j=1
(4.12)

N
hQ(X) = Z )\jni : VQZSJ‘(XZ‘), x € 0€)y

j=1
Donde i = Nyy1...IN € 0Q y 021 4+ 6€25 = 6€2 tal como se muestra en la figura 4.2.

Q1

Q Q2

Figura 4.2: Division arbitraria del dominio 6€2 en regiones Dirichlet 6€2; y Neumann
02,
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4.3 Solucién de PDEs con RBFs

4.3.2 Fuentes de calor

Debido a la dificultad de la caracterizacion exacta de las intrusiones magmaéticas
descritas en el capitulo 2, el término G(x,y, z) es tratado como una condicién tipo
Dirichlet en los puntos pertenecientes a dicho dominio tal y como se expresa en la
ecuacion 4.12.

4.3.3 Calculo del vector normal

Como se observa en 4.12; la definicién correcta de las fronteras tipo Neumann
requiere conocer el vector normal para todo punto x; € 6€)y. Por lo general, la funciéon
§Q(x) es desconocida y solo se conoce el valor de las frontera en el conjunto {x;} ;.
La estimacion del vector normal de un conjunto de puntos es un problema recurrente
en la reconstruccion de superficies, ademas de otros procesamientos posteriores como
extraccion de caracteristicas y segmentacion [36]. Uno de los métodos més utilizados
para el calculo del vector normal unitario en la reconstruccién de superficies es el
del ajuste local de plano (local plane fitting) [37]; el cual consiste en determinar
los vecinos mas cercanos al punto de interés, obtener una matriz de co-varianza y
finalmente utilizar analisis de componentes principales (PCA) en la matriz resultante
[38][5].

Los k vecinos se refieren a los puntos que se encuentran alrededor de un punto
fijo 6 pivote p; en relacion a su distancia espacial. Dicha distancia puede ser definida
por varias normas; sin embargo, la norma euclidiana descrita en la formula 4.3 sera
elegida debido a su simplicidad y conveniencia [5]. La busqueda de los k vecinos més
cercanos puede ser definida dado un conjunto S € R? que contiene n puntos; para el
punto pivote p; € S, existe un subconjunto C' que contiene k£ puntos tal que C' € S,
k < ny que por cada p; € C, ps € S — C' la siguiente ecuaciéon se cumple:

lpr — pill < llp2 — il (4.13)

Un caso de k = 6 vecinos en R? es ejemplificado en la figura 4.3.

Para conjuntos de puntos muy grandes, la carga en procesamiento de computo
de la busqueda de k vecinos se vuelve critica [37]. Con el objetivo de resolver este
problema la estructura de datos conocida como arbol-kd (kd-tree) es utilizada como
indice de busqueda primaria y de esa manera, reducir el tiempo de procesamiento
[5]. Para mas informacion de la estructura kd-tree consultar el trabajo de Bentley en
1975 [39].
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4. MODELO NUMERICO

Figura 4.3: k = 6 vecinos mas cercanos en dos dimensiones basado en [5].

De manera general, el andlisis de componentes principales (PCA) es una herra-
mienta de reducciéon de dimension que en esencia calcula la matriz de co-varianza
C'V, para posteriormente resolver la matriz de eigenvectores [5][38]. La funcion de
co-varianza es definida como:

> (@i = 2)(y — 9)

cov(, ) =

(4.14)

Donde Z y i representan la media para los valores {z;}%_, v {y:}¥_, respecti-
vamente. Supongamos ahora un conjunto P = {p;}*_, donde p; € R% Usando la
expresion 4.14 la matriz C'V es definida entonces como:

cov(p1,p1) ... cov(py,pa)
CV = : - : (4.15)
cov(pg,p1) .. cov(pa,pa)

Sie; > ey > ... > eq4 representan los eigenvalores de la matriz CV asociados a los
eigenvectores unitarios vy, va ... Vg4 respectivamente, entonces elegimos ya sea a vg
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4.4 Semi-discretizacion temporal

6 —vg4 como nuestro vector normal unitario n [38]. Existen varios algoritmos para la
orientacion consistente de los vectores estimados [38| los cuales involucran recorrer
todos los puntos por medio de propagaciéon o minimizacién, representando un gran
costo de procesamiento [37]. Sin embargo si se conoce el punto de vista V), es decir
un punto de referencia ubicado en R?, determinar el sentido de los vectores normales
n se vuelve una tarea trivial [40], donde se debe satisfacer la ecuacion:

ni- (V= p) > 0 (4.16)

Finalmente, se puede tomar ventaja del hecho de que la mayoria de los modelos
geométricos en modelacion geotérmica, se conforman de geometrias cerradas con
ausencia de espacios vacios al interior de sus volimenes, por lo que podemos estimar
V, como el centroide de los puntos que componen el dominio 2 N {2 mediante la
media algebraica:

z]‘\iﬁii d
Vp:ZT, x; € (2NN eR (4.17)

4.4 Semi-discretizacién temporal

Cuando se resuelven problemas de valor de frontera no estacionarios es necesario
transformar el tiempo a valores discretos para lo cual podemos utilizar el método de
Euler hacia atras [41] con la féormula de diferencia:

Yo =0, y"“h—_y” = FltoirsUnst), 1 =0,1,2,3, .. (4.18)

Donde h es la diferencia entre pasos de tiempo o dt. Tomando la ecuacion del
modelo matematico 3.11 y usando la definicién anterior tenemos que:
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Thi1 — T,
pcp% =V - (k V Tn+1> + G(Jf,y, Z) =
(4.19)
h
TnJrl - C A\VAS (k anJrl) = p_q)G<x7y72> +Tn

Finalmente usando la formula 4.8 para disctretizacion espacial obtenemos que el
modelo numérico general para problema de conduccién no estacionaria es:

h
Z Aj®jn+1 (%) C Z NLOjnt1 (x;) = pCpG<Xi) + T, (4.20)

Noétese que para calcular la temperatura 7,1 es necesario contar con la solucion
del paso de tiempo anterior 7,, y resolver el sistema lineal 4.10 en para cada paso de
tiempo, por lo que se considera un método implicito.

4.5 Volumen finito

El método de volumen finito (FVM) es una técnica de discretizacion que depende
de una estructura de datos llamada malla, la cual guarda informacién espacial y sobre
la vecindad de los puntos definidos en ella. A diferencia de las funciones de base radial
que se definen para cualquier operador diferencial; este método parte del modelo
matematico especifico para desarrollar una serie de coeficientes y de esta manera
construir la matriz del sistema lineal algebraico, en donde se resuelve para la variable
de interés directamente. El paso clave en FVM es integrar el modelo matematico
gobernante sobre un volumen de control definido para llegar a una ecuacion discreta.
Para mas informacion acerca de la definicion de FVM y su aplicacion consultar a
Versteeg y Malalasekera [42].

4.6 Descomposicién de dominio hibrido FVM-RBF

La descomposicion de dominio (DD) es un método que permite el computo efi-
ciente de problemas a gran escala en la ciencia y en la ingenieria, y sigue la premisa
basica de reemplazar la solucion del modelo matematico, en un dominio continuo
por una serie de subdominios que abarquen el dominio original [43|. Ademés de los
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4.6 Descomposicion de dominio hibrido FVM-RBF

ahorros en procesamiento la descomposicion de dominio permite refinar el mallado
del problema en zonas de interés en métodos que requieren de dicha estructura como
lo son FVM y FEM [44]; sin mencionar la inherente capacidad de paralelizar éste
tipo de esquemas. Tradicionalmente los métodos de DD son un problema de consenso
[43] iterativo, en el cual la informacion se comparte entre subdominios a través de
espacio superpuestos hasta alcanzar la convergencia, tal y como lo son el algoritmo
de Schwartz, Neumann-Neumann /FETI y Schwartz optimizado [6]. En la Figura 4.4
se muestra un esquema en dos dimensiones de la descomposiciéon de una geometria
irregular en otras dos més simples utilizada por los métodos iterativos anteriormente
mencionados.

Ql QQ

Figura 4.4: Geometria compleja dividida en dos dominios superpuestos, tomado de

[6].

En el presente trabajo, se propone un método hibrido de descomposicion de domi-
nio en donde mas de un método numérico sera utilizado sin la existencia de espacios
superpuestos. Esto significa que no habré un proceso iterativo de consenso entre los
subdominios lo que representa un gran ahorro de poder de computo en compara-
cion con métodos de DD tradicionales. La idea general es la de resolver el dominio
continuo por completo mediante el uso de volumen finito en una malla de mediana
resolucion. Esta solucion del sistema en el tiempo ¢, representada por el conjunto
D = {D;}F_| sera descompuesta posteriormente en subdominios de tal forma que el
conjunto de puntos de sus fronteras virtuales sean parte de dicho conjunto D o de
las fronteras originales de 6€2. Otra forma de expresar lo anterior es que el conjunto
de puntos en la fronteras de los subdominios {62, 0s,...0Q2x} € D N6Q. En la Fi-
gura 4.5 se muestra un ejemplo en dos dimensiones del esquema de descomposicion
propuesto.

Posterior a la segmentacion del dominio continuo, se considera a la soluciéon otor-
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D Q 5Q
. [ Y Q2 692
[ ] Ql -
R ] . 0Qs
Q3
6Q1

Figura 4.5: Descomposicion de dominio en dos dimensiones, €21 N d2; N Qs NI N
Q3N6Q3 = QN AN.

gada por volumen finito, en el conjunto D, como las condiciones de frontera para la
estimacion numérica usando funciones de base radial con interpolador multicuadrico
denotado en la ecuacion 4.8. Este esquema potencialmente puede reducir el tiempo
total de computo (7;) siguiendo:

T;
— 4T 4.21
Ng +Lrvm ( )

Donde Ng es el numero de subdominios y Try,s es el tiempo de solucion de
la aproximacién inicial de volumen finito. A continuacién se describe el algoritmo
general propuesto para encontrar la solucion numeérica del sistema completo en el
dominio €
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4.6 Descomposicion de dominio hibrido FVM-RBF

Algoritmo 1: Descomposiciéon de dominio hibrida FVM-RBF

1. Solucién inicial para la variable de interés f(x) utilizando volumen finito
(FVM) en el conjunto D = {D;}¥_, € Q ;

2. Dividir el dominio original usando la solucién inicial de FVM {D;}¥_; en
subdominios no superpuestos de tal forma que {02, 0€s....0Q02x} € D N 082

3. Resolver para A, As...Ay usando la ecuacion 4.10 en todos los subdominios
{591, 592, (SQN}

Lll L12 G
W= A= 4.10) ;
o mefa= ] e

4. Interpolar la funcion de interés en los subdominios {02, €s....00x }
utilizando la ecuacion 4.4 y la definicion del interpolador multicuadrico 4.6:

S Ne(r) (44)  donde: ¢(r) = = (46);
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Modelo computacional

Con el proposito de cumplir con los objetivos y metas expresadas en el capitulo 1,
una serie de herramientas y bibliotecas fueron implementadas para la obtencion de la
solucion tridimensional con geometria arbitraria del sistema geotermal de Acoculco,
asi como para la experimentacion y analisis numérico de los resultados. Un diagrama
esquematico de los métodos y herramientas utilizadas se muestra en la Figura 5.1:

5.1 Datos de entrada

Dada la naturaleza compleja de la informaciéon generada por los estudios de carac-
terizacion geotermal, se cuenta un una variedad de formatos de archivos de entrada,
por lo que es necesario realizar una serie de conversiones y agrupaciones para contar
con un esquema coherente que pueda ser interpretado por las bibliotecas implementa-
das de soluciéon de ecuaciones diferenciales con funciones de base radial. Una ventaja
de las funciones de base radial (RBF) es su capacidad de lidiar con geometrias com-
plejas usando tinicamente una nube de puntos o coordenadas lo cual permite el uso
de herramientas graficas auxiliares que facilitan la definicién e introduccion de da-
tos a nuestro modelo numérico. Cabe mencionar que las dos herramientas graficas
utilizadas pueden ser empleadas de manera independiente para resolver problemas
de valores en la frontera usando nuestra biblioteca, sin embargo, la dificultad de las
geometrias que se pueden modelar con cada una de ellas es distinta; y en el caso de
nuestro sistema geométrico, se uso informacion de ambas fuentes para producir a un
modelo completo.
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Resultados de
Referencia
FVM

Biblioteca RBF

Topologia [ | | | g e *_ .
—‘ Y Sistema Lineal | FHEEaEes
Isoterma de »| Convertidor de Ecuaciones *
Curie Algebraicas Ia
Mallado FVM Generador de Solucionador ‘hdf5
i Matriz | de Sistemas +
'XB: Dinamico Lineales i
»| Lectores -"' Generador de
Meshlab i Matriz
i i Optimizado
_________________ Visualizador
stl Interpolador
Interpolad
Gmsh - i : . Elrplo 2008
i i Optimizado

Condiciones
Frontera

Geometria

Datos de Entrada

Figura 5.1: Modelo esquematico de la implementaciéon computacional.

5.1.1 Topografia e isoterma de Curie

La informacion tridimensional tanto del dominio de Acoculco y las profundidades
estimadas de la temperatura donde la roca pierde sus propiedades magnéticas (tem-
peratura de Curie, 580 °C')[3] [46] son proporcionadas en un archivo de texto plano
sin sus coordenadas x y y asociadas, por lo que son convertidas y agrupadas con la
informacion de la malla bi-dimensional mediante la clase UtilityFunctions.py (para
més informacion de clases y métodos ver Apéndice B) a un archivo con extension
TY2.
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5.1 Datos de entrada

5.1.2 Meshlab

La nube de puntos resultante de la seccion 5.1.1 es similar a las generadas por
escaneres tridimensionales. Meshlab version v2016.12 [47] es utilizado con dos fines
principales: generar una superficie y obtener muestras o diezmar la nube de puntos
original para generar diferentes resoluciones. Esto se logra mediante el uso de las
funciones decimation y Poisson surface reconstruction [48]. Finalmente, la malla
resultante es exportada a un archivo con extension .stl.

5.1.3 Gmsh

El uso de Gmsh version 3.0.6 [49] es uno de los aspectos centrales de la introduc-
cién de datos al sistema de solucion de ecuaciones diferenciales parciales. Aprovechan-
do la naturaleza libre de malla del método RBF, nos permite importar geometrias
complejas, modelar dominios arbitrarios, asignar fuentes de temperatura con formas
complejas y establecer mediante una interfaz grafica las condiciones de frontera [50].
Se recibe la informacion generada por la seccién anterior mediante el archivo .stl, con
lo que se procede a generar puntos en el dominio tridimensional mediante algoritmo
Delaunay. Posteriormente, el paquete de datos es exportado por la misma herramien-
ta en forma de archivo con extension .msh. En la figura 5.2 se muestra un ejemplo
de la malla generada mediante esquema Delaunay del dominio Tridimensional de
Acoculco y una intrusiéon magmatica que es considerada una zona de temperatura
conocida.

3,082403
403 o

-2.27e+03

4942403

1.54e+03 =7, Ble+03

EE B 5,32+05 5,936+05 5,97e405
(a) Intrusion magmatica en forma de ovoide mode- (b) Dominio tridimensional de Acoculco ma-
lada en Gmsh. llado mediante algoritmo Delaunay.

Figura 5.2: Modelos tridimensionales usando interfaz grafica de Gmsh.
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5. MODELO COMPUTACIONAL

5.1.4 Resultados de referencia volumen finito

Los resultados de referencia originados previamente mediante el uso de FVM son
convertidos de igual forma que con la topologia e isoterma mediante la clase Utility-
Functions.py que contiene los convertidores adecuados para transformar la informa-
cion, en este caso, a una extension de archivo .hdf5([51]. El formato HDF5 es amplia-
mente usado con éxito en el campo de CED (Dinamica de Fluidos Computacional)[52]
y seré el estandar elegido para este trabajo.

5.2 Lectores

Siguiendo un patréon de diseno de software modular o mediante programacion
orientada a objetos, se aisla la fase de adquisicion de datos de la biblioteca de solu-
cion de ecuaciones diferenciales RBF mediante una capa de lectores. Las principales
funciones de esta capa son la de traducir la informacién proveniente del archivo .msh
y .hdf5 en informaciéon compatible con la biblioteca RBF. Esto lo logra implemen-
tando una interface llamada KnotCloud, permitiendo homologar la informacién pro-
veniente de diferentes fuentes sin afectar la implementacién de nuestro solucionador
de ecuaciones diferenciales.

5.3 Biblioteca de solucién de ecuaciones diferenciales
con funciones de base radial

Los componentes (clases) principales de la biblioteca son bésicamente la clase
GrammSystem.py y UtilityFunctions.py, los cuales contienen los métodos necesarios
para el llenado de la matriz del sistema, el solucionador de sistemas lineales y el
interpolador con el vector solucién resultante. Para una explicaciéon més detallada
sobre las clases creadas, sus relaciones e implementacion, ver el Apéndice B. Ademés,
un codigo ejemplo que utiliza las herramientas de la biblioteca puede ser encontrado
en el Apéndice A.1.

Sistema lineal de ecuaciones algebraicas

La clase anteriormente mencionada, genera la matriz del sistema lineal de ecua-
ciones algebraicas de manera dinamica. Esto lo logra leyendo de una tabla los diferen-
tes operadores diferenciales que deben ser aplicados al interpolador multicuadrético
permitiéndole resolver diferentes problemas como el de conduccién no estacionaria,
adveccion difusion y cambiar facilmente de la dimension € R. Lo anterior es posible
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5.3 Biblioteca de solucion de ecuaciones diferenciales con funciones de
base radial

debido a que la informacién del operador diferencial no es dependiente de la vecindad
de los nodos discretos y no esta incorporada en los coeficientes que dan lugar a la
matriz del sistema lineal. En esta capa también se gestiona la asignaciéon de condi-
ciones de frontera provenientes de la informaciéon de Gmsh. Una vez clasificados los
puntos con un valor de frontera, fuente o temperatura asignados; se hace un llama-
do a la clase UtilityFunctions para el calculo de vectores normales en fronteras tipo
Neumann asi como métodos auxiliares como la biisqueda de vecinos mas cercanos y
la determinacién automatica del nimero de dimensiones del problema.

5.3.1 Solucionador de sistemas lineales

Si bien el solucionador es parte de los métodos de la clase GrammSystem.py;
se hace uso de la biblioteca scipy version 1.2.1 [53] y su métodos presentes en su
modulo scipy.sparse.linalg [54]. Estos métodos estan optimizados mediante el uso de
numpy [55], y se les delega la funcion de encontrar el vector A utilizado en el paso
de interpolacion.

5.3.2 Interpoladores

Los interpoladores contenidos tanto en la clase GrammSystem.py como en Uti-
lity Functions.py tienen la capacidad de recibir la informacion de la solucién obtenida
mediante el uso de atributos internos de objetos previamente definidos, asi como de
recibir informacién de archivos externos con extension .hdf5 para realizar la inter-
polaciéon de la soluciéon en dominios arbitrarios €2,, tal que €2, €  donde € es el
dominio utilizado para calcular la solucién original.

5.3.3 Optimizaciéon

La mayor parte de la carga computacional de la solucién del sistema se encuentra
en el llenado de la matriz del sistema lineal, la solucién a dicho sistema y la interpo-
lacion de los resultados teniendo una complejidad computacional O(n?) en el caso del
llenado de matriz y la interpolacion; y una complejidad O(n?) en el caso del algoritmo
de solucion de sistemas lineales. Python version 3, es un lenguaje muy utilizado para
la generacion de prototipos rapidos y guiones dinédmicos [56], sin embargo, se trata
de un lenguaje no compilado lo que puede incrementar los tiempos de ejecuciéon. Por
esta razon, se utiliza Numba version 0.43.1 para la compilacion de métodos criticos
mencionados anteriormente mediante la tecnologia JIT (Compilacién justo a tiempo
por sus siglas en inglés)[57] para reducir los tiempos de ejecucion. Es importante
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senalar que para obtener buenos resultados es necesario la re-estructuracion de los
métodos con el fin de utilizar el mayor nimero posible de tipos nativos y numéricos,
as{ como eliminar el uso de sobrecarga de métodos usando pardmetros opcionales.

5.4 Escritores

De manera similar a la secciéon 5.2, se aisla la solucién obtenida de la capa de
visualizacion mediante la generacion de un archivo estandar con extension .hdf5 que
contiene toda informacioén necesaria para el post-procesamiento.

5.5 Visualizador

La visualizaciéon de resultados de interpolacién son realizados mediante la imple-
mentacion de la biblioteca de visualizacion cientifica mayavi version 4.6.2 [58], la cual
no necesita la generacion de un mallado regular, representando una ventaja dado la
naturaleza compleja de la nube de puntos utilizada para el calculo de la solucion al
sistema de ecuaciones diferenciales con RBF. Un segmento de codigo utilizando el
visualizador puede ser encontrado en el Apéndice A.2.
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Resultados

6.1 Hardware

Las pruebas descritas en la seccion 6.1 fueron realizadas de manera local usando
un procesador Intel® Core' " i5-2450M con 4 nicleos @ 2.50 GHz, una memoria de
acceso aleatorio de 8 Gbytes y un sistema operativo Linux Ubuntu 16.04.1; mientras
que para el resto de resultados reportados en la presente seccion, se utiliz6 un nodo
de computo con 2 procesadores Intel® Xeon " X5650 con 24 niicleos @ 2.67 GHz, 48
Gbytes de memoria de acceso aleatorio y un sistema operativo GNU/Linux 3.10.0.

6.2 Calibracion

Como se mencion6 en capitulos anteriores, la validacion de los modelos es un
paso importante en al proceso de simulacion cientifica [12]. Con el proposito de
evaluar el desempeno del modelo matemético y numérico propuesto, asi como la
implementacion a través de la computadora, es necesario comparar los resultados
con soluciones conocidas u otros métodos utilizados.

6.2.1 Conduccidén no estacionaria en una dimension

Para efectos de medir la exactitud del modelo computacional consideraremos el
problema de conduccién unidimensional no estacionaria descrito por Versteeg y Ma-
laskera [42|. Una placa delgada se encuentra inicialmente a temperatura uniforme de
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200 °C. A un cierto tiempo ¢ = 0 la temperatura en la frontera derecha es sibita-
mente reducida a 0 °C. El ancho de placa es de L = 2 cm, la conductividad térmica

k=10 W/mK y pC, = 10° J/m’K.

El modelo matematico esta dado por la ecuacion 3.11 considerando que no existen
fuentes de calor en el sistema:

0T
pCyr =V (k7 T) (6.1)

Las condiciones iniciales son:
T=200ent=0

Las condiciones de frontera son:

‘f;T—Oenx—O t>0
xr

T=0enx=L,t>0

La solucién analitica es dada por Ozisik en 1985 [42] como:

- _ [e% COS(AnT A - 62
200 T Z 2n —1° oL "7 oG, (6.2)

[ee]

El problema matematico es resuelto con las bibliotecas de solucién de PDE’s des-
critas en el Capitulo 5. La discretizacion temporal es realizada un esquema implicito
con un dt = 2 s. En la Figura 6.1 se muestran los resultados de la simulacién no es-
tacionaria de nuestro modelo computacional, los resultados arrojados por la formula
6.2, la diferencia entre estos, asi como el error relativo.
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6.2 Calibracion

Conduccion de calor no estacionaria, RBF, dt = 2s. Conduccion de calor no estacionaria, solucion analitica.
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(a) Resultados de calibracién del problema de conducciéon no estacionaria en una dimension.

Diferencia entre aproximacién numérica y solucion analitica, dt = 2s.

Diferencia entre aproximacién numérica y solucion analitica, dt = 2s.
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(b) Error y error relativo entre solucion analitica y aproximacion numérica.

Figura 6.1: Resultados de calibracién: conduccién no estacionaria en una dimension.

6.2.2 Comparacion entre FVM y RBF

Del mismo modo que la secciéon anterior, se plateard un experimento numérico
para evaluar tanto el tiempo de ejecucion de nuestro modelo como la diferencia entre
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los resultados de simulaciones utilizando método de volumen finito contra funciones
de base radial. Suponemos un dominio ctubico con Lx, Ly, Lz = 1 con condiciones de
frontera de temperatura fija (Dirichlet) de 200 y 100 en la cara inferior y superior
del cubo respectivamente; el resto de las caras del poliedro son fronteras adiabéaticas
(n- VT = 0) para asemejar las condiciones de un yacimiento geotérmico. La conduc-
tividad térmica se considera homogénea e isotroépica con un valor £ = 1 a lo largo
del dominio. Un diagrama del problema se presenta en la figura 6.2.

- n-VI =0

Figura 6.2: Dominio ctibico con fronteras tipo Dirichlet en parte superior e inferior;
y tipo Neumann en paredes laterales.

Adicionalmente, se evaluara el efecto que tiene el niimero y la distribuciéon de los
puntos en la aproximacién numerica utilizando RBFs. Se propone un esquema de
distribucion con un espacio equidistante a lo largo de los ejes, definidos por medio
de dx,dy y dz; denominada en lo sucesivo distribucion regular. También se evalua-
ran nubes de puntos obtenidas mediante el algoritmo de triangulacion Delunay del
paquete e interfaz grafica de Gmsh[49]. Un ejemplo de nubes de puntos generadas
por medio de estos dos esquemas se muestra en la Figura 6.3.

Posterior al calculo de los coeficientes de interpolacion A, se evaluaran los valores
de temperatura obtenidos por RBF contra un resultado de referencia obtenido con el
método FVM. Dicha soluciéon se obtuvo empleando una malla uniforme conformada
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Figura 6.3: Esquemas de distribucion de puntos regular (a) y Delunay (b).

por 10° nodos. La rafz del error cuadratico medio (RSME por sus siglas en inglés)
es calculada mediante la diferencia entre los resultados entre los valores interpola-

dos usando el interpolador multicuadrico y aquellos calculados mediante el método
volumen finito usando la siguiente formula:

1 N
RMSE = > (@i — aref;)? (6.3)

=1

Mientras que la raiz del error cuadratico medio relativo es calculado con:

1 N

RMSErel = ]V”Tef”oo ;(Q?l — xT€f¢)2 (100) (64)

Donde zref es el valor de referencia (FVM) y ||zref|| ., es la norma infinito del
conjunto de valores de referencia.
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En las Figuras 6.4 y 6.5 se muestra la comparacion entre los diferentes esquemas
de distribuciéon de puntos y su impacto en la diferencia entre soluciones RBF y FVM;
asi como el efecto en el condicionamiento de la matriz del sistema lineal resultante.

Esquema de distribucién de puntos regular

NdUmero de condicién norma L2

2 - = 0.0
LI T T T T T T T B O S T A A O B AN AN A T B O B IO A B B RO
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500

N

Figura 6.4: Diferencia entre resultados RBF contra FVM (color rojo) y nime-

ro de condicion resultante (color azul) para distribucién de puntos equidistantes:
N =64, N =343, N = 2548.

Se observa que a medida que crece el niumero de puntos N el error disminuye
para este escenario de calibracion; a diferencia del condicionamiento de la matriz
del sistema lineal lo cual es un comportamiento esperado dado que dichas matrices
son densas. En general, el esquema Delaunay parece exhibir diferencias menores lo
cual queda mas claro en la figura 6.6 donde se despliega el error relativo para los
diferentes esquema de distribuciéon evaluados.

Posteriormente, se evalué el impacto en el error relativo (diferencia entre solucion
RBF y FVM) que se presenta por el uso de diferentes métodos de solucion para el
sistema de ecuaciones algebraicas resultante|34], el cual se muestra en la figura 6.7.

El uso de un pre-condicionador LU para el método GMRES en este escenario
parece disminuir ligeramente el error y acelera el tiempo de ejecucion como se observa
en la tabla 6.1, donde se comparan tres diferentes métodos para la solucion del sistema
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6.2 Calibracion

Esquema de distribucién de puntos Delaunay
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Figura 6.5: Diferencia entre resultados RBF contra FVM (color rojo) y ntmero de

condicion resultante (color azul) para distribuciéon de puntos mediante triangulacion
Delaunay: N = 63, N = 365, N = 2457.

lineal de ecuaciones algebraicas|34].

Como ultimo paso del experimento de calibracion se evaluo el efecto que tiene
la eleccion del pardmetro de forma ¢ del interpolador multicuadrico en la diferencia
relativa (error relativo) con la respuesta de FVM y la condicion de la matriz del siste-
ma resultante. Los resultados pueden observarse en la Figura 6.8, donde se aprecia la
existencia de un minimo local tanto para el parametro de forma como para el nimero
de condicién de la matriz de Gramm, siendo el menor error relativo registrado con
valor de 0.2526 % para el valor ¢ = 0.075. Para valores de ¢ superiores a 0.11, el error
y el niimero de condicién se elevan muy rapidamente.

6.2.3 Optimizacién con Numba

El tiempo de ejecucion total del sistema utilizando funciones de base radial se
describe como sigue:
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6. RESULTADOS

Error relativo para esquemas de distribucion de puntos
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Figura 6.6: Esquema Regular: N = 64, N = 343, N = 2548. Esquema Delaunay:
N =63, N =365, N = 2457

Ty =T+ T+ 1T, (6.5)

Donde T; es el tiempo total de ejecucion, T,, es el tiempo que le toma al modelo
computacional generar la matriz del sistema lineal resultante (matriz de Gramm),
T es el tiempo de solucion del sistema lineal y 7} es el tiempo de interpolaciéon en
conjunto de evaluacion (FVM).

En la Tabla 6.2 se muestra la comparacion del tiempo de ejecucion total (73)
usando métodos optimizados mediante la compilacion JIT de Numba [57] para los
pasos de generacién de matriz del sistema lineal y de la interpolacién para 10'°
nodos. Cabe mencionar que T no fue optimizado mediante la técnica anterior pero
la comparacion entre el uso de diferentes métodos se encuentra en la seccion anterior
(Tabla 6.1).

La razon entre el tiempo de ejecucion usando métodos compilados con Numba
y los métodos sin optimizar, a lo que llamaremos Speedup, puede llegar a alrededor
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6.3 Simulacion tridimensional de la caldera de Acoculco

Error relativo de métodos de solucién de sistemas lineales
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Figura 6.7: Impacto de métodos de solucién, esquema de distribuciéon Delaunay, N =
63, N =365, N = 2457.

de 25 en el mejor de los casos; y 5 en el peor de los escenarios para el ejercicio de
calibracion.

6.3 Simulaciéon tridimensional de la caldera de Aco-
culco

6.3.1 Resultados de Acoculco con FVM

Los resultados de comparacion otorgados por el método de volumen finito fueron
hechos usando una malla uniforme de con Nx = 145, Ny = 167 y Nz = 430, con
un total de 10,412,000 nodos|25]. El programa fue creado usando Fortran 90; mien-
tras que el sistema lineal fue resuelto mediante el método iterativo de bi-gradiente
conjugado|25]. El codigo fue ejecutado usando un procesador Intel® Xeon " E5 con
6 nacleos @ 3.50 GHz, una memoria de acceso aleatorio de 16 Gbytes y un siste-
ma operativo macOS Mojave; reportando un tiempo total de ejecucion (T;) de 330
segundos [25].
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6. RESULTADOS

Niamero de puntos E.squ.ema.’ de Método TlemPo de

distribucion solucion (s)

63 Delaunay GMRES 0.00733184
365 Delaunay GMRES 6.79695224
2457 Delaunay GMRES 835.98415899
63 Delaunay GMRES, precondicionado | 0.00320482
365 Delaunay GMRES, precondicionado | 0.03123831
2457 Delaunay GMRES, precondicionado | 4.25049066
63 Delaunay bicgstab 0.00834512
365 Delaunay bicgstab 2.20193362
2457 Delaunay bicgstab 464.16923117

Tabla 6.1: Tiempo de ejecucion registrado de diferentes métodos de solucion de siste-
mas lineales.

6.3.2 Simulacién con funciones de base radial

Como se menciona en la secciéon 5.1, la informaciéon acerca del dominio proviene
de fuentes variadas, las que fueron interpretadas por la capa de lectores para formar
una nube de puntos inicial de N = 1747, usando una distribucién Delaunay otorgada
por el algoritmo de mallado de Gmsh [49]. Siguiendo el modelo conceptual descrito
en el capitulo 2, las condiciones de frontera e intrusiones fueron asignadas usando
la interfaz gréafica de los programas auxiliares dando como resultado el conjunto de
puntos y condiciones mostradas en la Firgura 6.9.

De manera similar al ejercicio de calibracion, se evalué el impacto de usos de
diferentes métodos de solucion para el sistema lineal de ecuaciones algebraicas re-
sultante. En la Tabla 6.3 se muestra el impacto del uso de diferentes métodos en la
diferencia con valores interpolados con la soluciéon de FVM mencionada en la seccion
6.3.1.

En el caso del dominio tridimensional de Acoculco, el uso del pre-condicionador
LU en el método GMRES empeora la convergencia y aumenta el error al contrario
de lo observado en el ejercicio de calibracion previo. Bi-gradiente conjugado estabi-
lizado también tiene mayor error y tiempo de ejecucion comparado con GMRES sin
pre-condicionador, razén por la cual se utiliz6 GMRES para analizar el impacto de
parametro de forma c en la simulacion. En la Figura 6.10 podemos encontrar el efecto
que tiene la elecciéon del pardmetro ¢ en el condicionamiento de la matriz de Gramm
resultante, y en el error relativo para la soluciéon general del sistema geotermal de
Acocuclco.
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6.3 Simulacion tridimensional de la caldera de Acoculco

Error relativo vs. parametro de forma y numero de condicion
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Figura 6.8: Impacto de parametro de forma en RSMFE,. en color rojo y ntumero
de condicién del sistema lineal representado en azul; distribucién de puntos Delaunay;
N = 2457; método GMRES con pre-condicionador LU.

El error relativo minimo en comparaciéon con el resultado base de FVM fue de
20.448 % alcanzado con el parametro de forma ¢ = 0.02. La diferencia entre las
soluciones anteriormente mencionadas puede deberse a la falta de convergencia de
los métodos de solucién o a la poca resolucion de la nube de puntos elegida, que al
no abarcar todos el dominio con la misma densidad que en el caso de la malla de
FVM, puede perder informaciéon acerca de la conductividades térmicas K; y otorgar
una aproximacion no adecuada. Para descartar el efecto de la distribucion de la nube
puntos y la densidad de la misma, se realizo el experimento numérico utilizando una
mayor cantidad de puntos de interpolacién en el dominio de Acoculco generado por un
algoritmo regular en la capa de convertidores (Figura 5.1) y usando como referencia
una simulacion de FVM con una conductividad homogénea, isotropica con valor
k =1 alo largo de todo el dominio. En la tabla 6.4 se observan los resultados de la
ejecucion del experimento mientras que en la Figura 6.11 se muestra la visualizacion
del error en dicho ejercicio.

Conforme a estos resultados, se descarta la posibilidad de que la diferencia ob-
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6. RESULTADOS

N | Distribuciéon | Optimizacion | T, (s) | Ts (s) | T; (s) T; (s) | Speedup
64 Regular N/A 0.24 0.00 107.97 | 108.21 N/A
216 Regular N/A 3.46 3.57 | 346.88 | 353.91 N/A
1000 Regular N/A 97.83 | 33.22 | 1623.20 | 1754.25 N/A
63 Delaunay N/A 0.30 0.01 | 104.55 | 104.86 N/A
365 Delaunay N/A 12.55 6.80 | 586.55 | 605.90 N/A
2457 | Delaunay N/A 723.80 | 835.98 | 3908.68 | 5468.46 N/A
64 Regular Numba 13.01 0.00 0.20 13.22 8.19
216 Regular Numba 12.87 | 3.52 0.67 17.05 20.76
1000 Regular Numba 33.99 | 33.30 2.94 70.23 24.98
63 Delaunay Numba 12.46 0.01 0.18 12.64 8.29
365 Delaunay Numba 14.57 6.81 1.12 22.50 26.93
2457 | Delaunay Numba 146.79 | 863.34 6.91 1017.03 | 5.38

Tabla 6.2: Tiempo de ejecucion total, método GMRES, interpolacién con 125,000
nodos, parametro de forma ¢ = 1/v/N.

servada con respecto a los resultados de FVM se deban a la falta de informaciéon
captada por el conjunto de puntos acerca de las conductividades térmicas. Si bien
el condicionamiento de la matriz de Gramm se redujo varios ordenes de magnitud
(Tabla 6.4), no fue suficiente para que la solucion arrojada por el método GMRES
converja a la tolerancia minima establecida (1x107?).

Para evaluar el efecto del escalamiento en el error general de la solucién interpola-
da asi como en el condicionamiento de la matriz de Gramm, se ejectuto al simulacion
de un dominio prismatico similar al mencionado en la Figura 6.2 con excepcién de las
longitudes Lz, Ly y Lz, las cuales fueron modificadas para coincidir con las magni-
tudes presentes en el dominio de Acoculco. Las dimensiones del prisma son entonces:
Lx = 13032 m, Ly = 15036 m y Lz = 10750 m. Los resultados pueden ser observados
en la Tabla 6.5.

Si bien, la diferencia entre los resultados originales de calibracién expuestos en
la seccion 6.2.2 no explican los errores presentes en la simulacion tridimensional de
Acoculco; el escalamiento de las longitudes del dominio parece afectar el desempe-
no del solucionador GMRES usando pre-condicionador LU elevando tanto como el
tiempo de solucion (75) asi como el error relativo, que en este caso, alcanzo cerca de
un 59 %.

Finalmente, un experimento ntmerico del dominio de Acoculco fue realizado uti-
lizando las conductividades térmicas reportadas pero sin la presencia de intrusiones
magmaticas, que fungen como fronteras de temperatura interna en el modelo con-
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6.3 Simulacion tridimensional de la caldera de Acoculco

Figura 6.9: Conjunto de puntos pertenecientes al dominio de Acoculco para simula-
cién, puntos color cobre representan condiciones tipo Dirichlet, puntos verdes indican
fronteras adiabaticas, puntos blancos representan el dominio interno, puntos amarillos
corresponden a intrusiones magméticas y las flechas indican la direccion del vector
normal asociadas a las fronteras tipo Neumann.

ceptual. Los resultados de dicho ensayo se muestran en la tabla 6.6.

En éste caso, la raiz del error cuadratico medio relativo bajé a menos de un 2.5 % y
el namero de condiciéon del sistema lineal también presenta una reducciéon importante
de un orden de magnitud ;por lo que la necesidad de un mejor pre-condicionador es
una estrategia plausible para la reduccion del error. Otra posible solucion es reducir el
tamano del problema al dividir el dominio original en subdominios de menor tamano
para obtener sistemas lineales mas pequenos, y por ende, mejor condicionados tal
y como se menciona en la secciéon 4.6. Una visualizacion de las diferencias entre
los resultados arrojados por FVM y la solucion del sistema usando RBF bajo las
condiciones anteriormente mencionadas se puede encontrar en la Figura 6.12.
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6. RESULTADOS

. Error
N | Pardmetro fo g, 7. (s) | RSME (°C) | [OMEra maximo
de forma (%) °C)
1747 | 1/¥/N | GMRES 222.99 172.68 23.02 328.95
GMRES, pre-
1747 | 1/v/N | condicionador | 1709.68 1079.38 143.91 8541.80
LU
Bi-gradiente
1747 1/v/N | conjugado 172.72 483.95 64.52 2146.73
estabilizado
Tabla 6.3: Raiz del error cuadratico medio, relativo y error maximo de varios métodos
de solucion de sistema lineal.
Namero de | Parametro RSME, Frror
N L Ts (s) | RSME (°C) rel maximo
condicion de forma (%) )
3825 | 3.55108x10'° 0.02 2900.05 127.35 16.98 296.20
Tabla 6.4: Raiz del error cuadrético medio, relativo y error maximo usando una con-
ductividad térmica constante k = 1 a lo largo de todo el dominio.
Numero de ) ] | RSME RSME,,
N condicion Método Tw (8) | Ts(s) | Ty (s) °C) (%)
2548 | 1.9773E+017 | GMRES 152.52 5.23 55.06 3.95 1.985
GMRES, pre-
2548 | 1.9773E+017 | condicionador | 152.18 | 2634.96 | 55.31 117.25 58.774
LU
Tabla 6.5: Resultados de simulacién dominio prismatico escalado; pardmetro de forma
¢ = 1/+/N; distribucién de puntos regular; optimizacién usando Numba.
Niamero de | Pardametro RSME, Frror
N - T, (s) | RSME (°C) rel maximo
condicion de forma (%) )
3825 | 7.38408x10'4 0.02 2261.42 14.42 2.48 38.50

Tabla 6.6: Raiz del error cuadrético medio, relativo y error maximo, sin la presencia
de intrusiones de temperatura.
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6.3 Simulacion tridimensional de la caldera de Acoculco

Error relativo vs. parametro de forma y nimero de condicion
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Figura 6.10: Resultados de interpolaciéon de temperaturas obtenidas con el método
RBF en la caldera de Acoculco; RSM E,¢; contra resultados FVM (rojo) y condicio-
namiento del sistema lineal (azul); método GMRES; optimizaciéon Numba; N = 1747;
distribucién de puntos Delaunay.
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6. RESULTADOS
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Figura 6.11: Diferencia de interpolacién en la caldera de Acoculco contra resultados
FVM. La escala de colores en representa el error en °C, método GMRES, optimizacion
Numba, N = 3825, distribucién de puntos regular, conductividad térmica constante
k=1.
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6.3 Simulacién tridimensional de la caldera de Acoculco
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Figura 6.12: Diferencia de interpolacion de Acoculco contra resultados FVM. La escala
de colores en representa error en °C, método GMRES, optimizaciéon Numba, N = 3825,
distribucién de puntos regular y con ausencia de fuentes de calor magméticas.
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Conclusiones

Al final, los resultados de la solucién al sistema de ecuaciones diferenciales para
la conduccion de calor en Acoculco utilizando datos de campo y modelo conceptual
derivado del anélisis de expertos y funciones de base radial muestra una discrepancia
con aquellos resultados arrojados por el método de volumen finito en el orden de los
cientos de grados, siendo el error cuadratico medio de 157 °C'. La heterogeneidad de
las conductividades térmicas a lo largo del dominio parecen tener poco impacto en
el error observado lo cual parecia ser una de las causas al inicio del anélisis de resul-
tados. La pruebas muestran que el mal condicionamiento de la matriz resultante del
sistema lineal de ecuaciones resultante es causado mayoritariamente por la inclusion
de fuentes de temperatura internas que obligan al interpolante a tomar formas com-
plejas y que no son capaces de converger a una solucion adecuada dado los métodos
empleados en este trabajo. Ademas que el escalamiento tiene un efecto negativo en
el pre-condicionador LU utilizado para el solucionador GMRES. La busqueda de un
mejor pre-condicionador para la matriz del sistema lineal y la descomposicion de
dominio parecen ser alternativas viables para resolver las discrepancias presentes.

7.1 Trabajo futuro

El presente trabajo se ve limitado por cuestiones de recursos, quedando un gran
campo abierto a la investigacion sobre diferentes temas derivados de la técnicas y
procesos involucrados durante el desarrollo del proyecto:

= Prueba de modelo computacional con diferentes modelos matemaéticos tales
como conduccién no estacionario en R? y conveccién natural.
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7. CONCLUSIONES

= Aplicacién de la descomposicién de dominio propuesta en el modelo niimerico.

= Aplicaciéon de la descomposicion de dominio propuesta en el modelo nimerico
en problemas masivos.

= Implementacion de paralelizaciéon heterogénea usando computo distribuido y
memoria compartida en nodos individuales.

» Paralelizacion de algoritmos de solucion de sistemas lineales algebraicos.
= Despliegue de algoritmos paralelos en plataforma ITaaS.
= Probar con interpoladores distintos al multicuadrico.

= Determinacion de pardmetro de forma 6ptimo por medio de algoritmos auto-
maticos.

= Determinacion automaética de distribucién de puntos basado en lineas de flujo.
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APENDICE

A

Codigo ejemplo

A.1 Solucién tridimensional de geometria arbitraria

Qautor: Alejandro Urrutia Salazar

Solucidén de las ecuaciones diferenciales parciales para

la

conduccion de calor en tres dimensiones con geometria arbitraria

y condiciones de frontera tipo Dirichlet y Neumann.
nnn

import sys

sys.path.append(’../?) #Adicidén de variable de ambiente
from Readers.Readers import gmshReader

from Knots.Knots import KnotCloud

from Kernels.RBF import Multiquadric3D

from GrammSystem.GrammSystem import GrammSystem

; import numpy as np

from mayavi import mlab
from mayavi.mlab import points3d
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A. CODIGO EJEMPLO

#Geometria cilindrica con condiciones tipo Dirichlet en las caras
cirulares T1=0, T2=100
# y condicidén adiabatica en el cuerpo.

s path = °>../Test_Files/Cilindro.msh’

mesh = gmshReader (path)
knots = KnotCloud (*mesh.readFile())

#Conductividad térmica de prueba homogénea e isotrdpica k=1
K = np.empty(knots.getN())
K.£i11 (1)

#Interpolador multicuddrico con pardmetro de forma sugerido por
Kansa c=1/sqrt (N)
#kernel = Multiquadric3D(1/np.sqrt(knots.getN()))

#Interpolador multicuéddrico con parametro de forma c = 1.5
kernel = Multiquadric3D(1.5)

H oo o o o e e
#Creacidon de matriz de Gramm

B el mmom -
matrix = GrammSystem(knots)

matrix.fillMatrix(’Laplace’, kernel, Kx = K, Ky = K, Kz = K)

A = matrix.getMatrix ()

matrix.getB ()

#Impresidén de nuimero de condicion de la matriz de Gramm

print (’2 norm condition number: {}\n’.format(np.linalg.cond(A)))
#Solucionador elegido GMRES

matrix.solve (’gmres’)

o'
I

x = knots.getX()
y = knots.getY()
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A.1 Soluciéon tridimensional de geometria arbitraria

z = knots.getZ()

#Impresion de estadisticas de la nube de puntos

print (’Internal knots : {}’.format (knots.getNI()))

print (’Border knots : {}’.format (knots.getN()-knots.getNI()))
print (’Total knots : {}’.format (knots.getN()))

matrix.evaluate (kernel)

#Variable sol contiene la temperatura estimada en la nube de puntos
original

sol = matrix.getSol ()

B oo o o o o o e o o e —
#Graficacidén de resultados
B oo o o el el el m oo
3 obj = points3d(x, y, z, sol, colormap=’copper’, scale_factor=.05,

scale_mode = ’none’, opacity = .5)
mlab.colorbar ()
mlab.show ()
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o v //.
®e °o, Oo:?'...o s ° o,
/} 6’ //.%.. ’. ‘ ‘. ’ [ ) P ®
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P P //@/ ° o. L :
> o o Be o, 9..':”"
//r, /J /6 .// ° ® .‘.
© @ ¢ r/ o . 4 /b s
) 1) cﬂyé;
P
-0.78113.8 28.3 42.9 574 720 86.5 10I.

Figura A.1: Campo de temperaturas simulado para la soluciéon de geometrias tridi-
mensionales. La escala de colores representa temperatura en °C.
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A. CODIGO EJEMPLO

A.2 Uso de visualizador

2 @Qautor: Alejandro Urrutia Salazar

4 Uso de visualizador a partir de resultados almacenados en formato

HDF5 de simulacidon de Acoculco en tres dimensiones.
nnn

10 import sys

11 sys.path.append(’../?)#Adicidn de variable de ambiente
12 from mayavi import mlab

13 from mayavi.mlab import points3d

14 from Support.UtilityFunctions import interpolate

15 from Support.UtilityFunctions import rmse_calculate

16 import hbpy

18 B oo e
19 #Lectura de resultados RBF
IV B e e

22 ds = hbpy.File(’Ac_results_regular_tier2_gmres_c_0.02.hdf5’, ’r?’)
23 x2 = ds[’Solution/X_coordinates’][:]

24 y2 = ds[’Solution/Y_coordinates’][:]

25 z2 = ds[’Solution/Z_coordinates’][:]

26t = ds["Solution/Temperature"][:]

27 lam = ds[’Solution/Lambdas’][:]

33 ds2 = hbpy.File(’Ac_fvm_results.hdf5’, ’r’)
34 x = ds2[’Solution/X_coordinates’] [:]

y = ds2[’Solution/Y_coordinates?’][:]
36 2 = ds2[’Solution/Z_coordinates’][:]

T = ds2["Solution/Temperature"][:]

40 #Interpolacidén a malla FVM
R e i
42
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45

A.2 Uso de visualizador

#interpolacidén con parametro de forma c = 0.02
_ , sol = interpolate(0.02,x2,y2,2z2,lam,x2,y2,22)
#Calculo de diferencias entre resultados RBF y FVM

; #rmse, rrmse, rmax = rmse_calculate(sol,T)

#Impresidén de métricos de error
#print (’Root Square Mean Error: {}’.format (rmse))

#print (’Relative Root Square Mean Error: {} 7%’.format(rrmse))

#print (’Max Absolute Error: {}’.format (rmax))

obj = points3d(x2, y2, z2, sol, colormap=’blue-red’,

=150, scale_mode = ’none’, opacity = .5)
mlab.colorbar ()
mlab.show ()

scale_factor

14.9 126. 237. 348. 459. 570. 681. 792.

Figura A.2: Campo de temperaturas simulado para la caldera de Acoculco con el

método RBF. La escala de colores representa temperatura en °C.
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B. DIAGRAMA DE CLASES

1

1

Figura B.1: Diagrama de clases UML de bibliotecas implementadas, imagen creada
usando Visual Paradigm [7].
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