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Introduccion

El presente trabajo consiste de un estudio sobre la estructura y propiedades de ciertos
subconjuntos de vértices de una grafica llamados alianzas. El trabajo se enmarca dentro de
la teoria de gréficas y estd basado en el articulo “Defensive Alliances in Circulant Graphs”,

publicado en 2014 y cuyas autoras son Gabriela Araujo Pardo y Eulalia Barriere [1].

El estudio de alianzas fue introducido en 2004 por P. Kristiansen, S.M. Hedetniemi, y S.T.
Hedetniemi [7]. Existen diferentes tipos de alianzas dependiendo del niimero de vecinos
que tiene cada vértice del conjunto dentro y fuera de él, asi pues existen alianzas defensivas,
ofensivas y duales. En este trabajo nos enfocamos en las alianzas defensivas, las cuales se
caracterizan porque cada vértice del conjunto alianza tiene mas o igual niimero de vecinos

dentro del conjunto que fuera de él.

Una alianza podemos entenderla como una coleccion de elementos que tienen caracteristi-

XI



XII INTRODUCCION

cas en comun o que tienen propiedades similares de entre todos los elementos de la co-
leccién. Ejemplos de alianzas puede ser un grupo de empresas con los mismos intereses
economicos, una red de caminos comunicados entre si, un grupo de personas unidas por
una amistad en comun, un grupo de plantas perteneciendo a la misma familia botani-
ca, un grupo de usuarios de Twitter que siguen o son seguidos entre ellos o un grupo
de usuarios de Facebook compartiendo una actividad en comuin. Por ejemplo, Facebook
puede ser visto como una enorme red, o grafica, en donde cada usuario es un vértice y dos
vértices son conectados si son amigos. Con esta idea, una alianza defensiva en Facebook
se puede pensar como una coleccién de usuarios (o vértices) teniendo mas amigos dentro

de la coleccion que fuera de ella.

El propésito de este trabajo es exponer qué son las alianzas defensivas, encontrar o bien
caracterizar las alianzas defensivas primero en graficas regulares y después en graficas

circulantes.

En la primera parte del trabajo introducimos los conceptos necesarios de teoria de gréficas,
en la segunda parte definimos el nimero alianza, que es el minimo cardinal de una alianza,
asi como iniciamos su estudio en graficas regulares, y mostramos algunos resultados sobre
este numero. Debido a que la dificultad de caracterizar una alianza en una gréfica se

hace mayor conforme se incrementan los pardmetros de orden y grado de la gréfica, este
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trabajo estudia las alianzas defensivas en graficas regulares de grado a lo méas 6, muestra
resultados especificos de alianzas defensivas para estas graficas, asi como presenta cotas

inferiores y superiores para el nimero alianza.

Finalmente buscamos alianzas defensivas en gréficas circulantes, encontrando cotas infe-
riores y superiores para el nimero alianza en graficas circulantes hasta con tres genera-

dores.

En particular destacamos que la presente introduccion esté escrita bajo el enfoque que

aparece en [3].



X1V

INTRODUCCION



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Preliminares

En este capitulo daremos las definiciones y resultados necesarios de teoria de gréficas, que

utilizaremos a lo largo de esta tesis.

Una grdfica G consta de un conjunto finito no vacio de vértices, denotado por V(G), y un
conjunto de aristas, denotado por F(G), el cual consiste de parejas de elementos de V(G),

a los elementos del conjunto E(G) les llamamos aristas de G. Denotamos a la grafica como

G = (V(G), E(G)).
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El orden de la grafica G es el numero de vértices de la grafica, lo denotamos por n,
entonces n =| V(G) | y el tamano de la grafica G es el nimero de aristas de la gréfica,

por lo que m =| E(G) |. G(n,m) denota una grafica de orden n y tamano m.

Decimos que los vértices u,v € V(G) son adyacentes, lo denotamos como u ~ v, si existe
una arista e € E(G) en donde e es la pareja uv, denotada como e = uv, también podemos
decir que los vértices v y v son vecinos uno del otro. En tal caso, también decimos que el
vértice u y la arista e son incidentes uno del otro, asi como el vértice v y la arista e lo

son. Distintas aristas incidentes con un vértice comun son aristas adyacentes.

Definimos a la vecindad del vértice u como el conjunto de vecinos de u y se denota por

Ng(u) ={v eV |uv e E(G)}. Y la vecindad cerrada de u es Ng[u] = Ng(u) U {u}.

El grado de un vértice u es la cardinalidad de su vecindad y se denota por degg(u), entonces
dega(u) =| Ng(u) |. Llamamos grado minimo de la gréfica, al menor grado de un vértice
u € V(G) y lo denotamos como 0(G) = min{degs(u) | u € V(G)}. El grado mdzimo de la
grafica es el mayor grado de un vértice u y lo denotamos como A(G) = mdz{degg(u) | u €
V(G)}. Para un vértice u € V(G), 0 < 0(G) < dege(u) < A(G) < n —1. Si degg(u) =0
decimos que u es un vértice aislado, si degg(u) = n — 1, entonces u es adyacente a cada
vértice de la grafica. Decimos que un vértice u es par si su grado es par; si su grado es

impar lo llamamos vértice impar.
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Definimos un camino como la sucesién de vértices, tal que, vértices consecutivos en la
sucesion son adyacentes. Decimos que el camino es abierto si empieza en un vértice y
términa en otro y un camino es cerrado si empieza y termina en el mismo vértice. Si un
camino no repite aristas, lo denominamos paseo. Si un camino no repite vértices ni aristas
lo llamamos trayectoria, denotada por P,, en donde n indica el orden de la trayectoria.
La longitud de una trayectoria es el nimero de aristas que se recorren, se denota por

long(P,) y en este caso es long(P,) =n — 1.

Un camino cerrado que no repite vértices ni aristas a excepcion del primer y ultimo vértice
es un ciclo y lo denotamos como C,,, en donde n indica el orden del ciclo. El ciclo mas
pequeno es un tridngulo y tiene orden 3. Llamamos el cuello de G al ciclo de longitud
minima de la grafica, denotado como ¢(G). Al ciclo de longitud maxima lo llamamos

circunferencia de Gy lo denotamos como [.(G).

Dada una grafica G = (V, E') decimos que la grafica G es reqular si 6(G) = A(G). Si para
cada vértice de G, degg(v) = r con 0 < r < n — 1, entonces G es r-regular, o bien G es

regular de grado 7.

Denotamos por K, a una grdfica completa con n vértices y todas las (”) aristas posibles

2

estan presentes. Una gréfica G es una grdfica bipartita si V(G) puede ser particionada en

dos subconjuntos U y W, llamados conjuntos partitas, tal que cada arista de G une un
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vértice de U con un vértice de W.

Una grafica S es una subgréfica de G, es decir S C G, si V(S) C V(G) y E(S) C E(G).
Si S # G, entonces S es una subgrdfica propia de G. Una subgrafica S es una subgrdfica
inducida y se denota por (S)g, cuando para u,v € V(S) y wv € E(G), entonces uv €

E(S).

Una subgrafica propia de una grafica G puede ser obtenida quitando vértices y aristas
desde G. G — e denota una subgrafica de G donde el conjunto de aristas consiste de todas
las aristas de G excepto e. G + e denota una grafica con un conjunto de vértice V(G) y

un conjunto de arista E(G) U {e}.

Dado un conjunto de vértices S C V(G), la vecindad de un vértice u € V(S) es Ng(u) =
{v € S| w € E(G)}, o bien Ng(u) = Ng(u) N S. Denotamos el complemento de

S en V como S, por lo que Ng(u) = Ng(u) U Ng(u). El limite de S es el conjunto

() = UuesNe(u) — S.

Decimos que una grafica G es conezxa, si para todo u,v € V(G), existe una uv-trayectoria.

Decimos que la grafica es disconezra si no es conexa.

Dada una grafica conexa de orden n y dos vértices u y v € V(G), decimos que la distancia

entre u y v es la longitud méas pequena de cualquier uv-trayectoria en G y es denotada
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como d(u,v) = k. Una uv-trayectoria de longitud d(u,v) es llamada una wv-geodésica.
El didmetro de G, denotado como didm(G), es la maxima distancia que existe entre dos

vértices de G.

A continuacion se enuncia el teorema 1.1 conocido como el primer teorema de Teoria de
Graficas o bien el teorema del saludo de mano, el cual nos da un resultado basandonos en

el grado de los vértices.

Teorema 1.1 (El teorema del saludo de mano) Si G es una grifica de tamano m, entonces:

Demostracion. Si sumamos los grados de los vértices de GG, cada arista de G' es contada

dos veces, una vez por cada uno de sus dos vértices incidentes.

Corolario 1.2 Toda grdfica tiene un niumero par de vértices impares.

Demostracion. Sea G una gréfica de tamano m. Dividimos V' (G) en dos subconjuntos V;
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y V5, donde V; consiste de los vértices impares de GG y V5 consiste de los vértices pares de

G. Por el teorema del saludo de mano tenemos que:

Z deg(u) = Z deg(u) + Z deg(u) = 2m.

ueV(G) ueVy ueVs

El nimero .y, deg(v) es par ya que es una suma de niimeros enteros pares. Entonces

Z deg(u) = 2m — Z deg(u)

ueVy u€eVa

Debido a que cada factor de la Zuevl deg(u) es impar y la suma es par, podemos concluir
que el nimero de sumandos es par y por lo tanto el nimero de vértices de grado impar

es par.

Teorema 1.3 Si una grdfica de orden n contiene un vértice de grado n — 1, entonces G

€es conexa.

Demostracion. Supongamos que degg(w) = n — 1, para w € V(G). Entonces w es adya-

cente a todos los vértices de G. Para mostrar que GG es conexa, necesitamos probar que
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para cualquier u,v € G existe una uv-trayectoria. Esto es cierto si algunos de los dos de
© 0 v es w. Si ninguno de v 0 v es w, como w es adyacente a ambos, entonces existe una

uwv-trayectoria por lo que G es conexa. O]

Teorema 1.4 Sea G una grdfica de orden n. Si,

dege(u) + degg(v) > n—1

para cualesquiera dos vértices no adyacentes u yv de G, entonces G es coneza y diam(G) <

2.

Demostracion. Mostraremos que entre cualquier par de vértices hay una trayectoria de
longitud a lo mas 2. Sean u,v € V(G). Si uv € E(G), entonces (u,v) es una trayectoria.
Entonces asumiremos que uv ¢ E(G). Sabemos por hipédtesis que degg(u) + degg(v) >
n — 1, esto implica que debe haber un vértice w que es adyacente a ambos a u y v; por lo

tanto (u,w,v) es una trayectoria en G. O

Corolario 1.5 Si G es una grdfica de orden n con 6(G) > (n — 1)/2, entonces G es

conexra
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Demostracion. Para cada dos vértices no adyacentes u y v de G,

deg(u) + deg(v) > n + =n-—1

Por el teorema 1.4 G es conexa. O

Hemos podido ver que los parametros de orden y tamano de una grafica nos proporcionan
mucha informacion acerca de ella, asi como el grado de los vértices. Si los grados de los
vértices de una grafica G son listados en una sucesién s, entonces s es llamada sucesion de
grados de GG. Una sucesion finita no creciente de ntiimeros enteros no negativos es llamada
sucesion grdfica, o bien grafica, si es la sucesion de grados de alguna grafica. El siguiente

teorema nos ayuda a saber cudndo una sucesion de grados es gréfica.

Teorema 1.6 (Teorema de Havel-Hakimi)
Una sucesion no creciente s : dy,ds, ds, . .., d, (conn > 2) de enteros no negativos, donde

dy > 1, es grdfica si y solo si la sucesion:

S1 . d2 — 1,d3 — 1, ...dd1+1 — 1,dd1+2, 7dn

es grafica.
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Demostracion. Probaremos la necesidad. Supongamos que s; es grafica, entonces hay un
grafica Gy de orden n — 1, con sucesién de grados (do — 1,ds — 1, ...dg, 11 — 1,dg, 42, ..., dy)
y V(Gy) = {vs,v3, ..., v, }, tal que, degg(v;) = d; — 1 para 2 <i < d; + 1y dege(v;) = d;

para d; +2 <1 < n.

Construimos una grafica G desde G; agregando un nuevo vértice vy, con degg(vi) = dj,
G = G U {v1} y agregamos las aristas vjv; para 2 < i < d; + 1, entonces la sucesién de
grados de G es s = (dy,ds, ..., dg4+1,dg, 42, - ,dyn) ¥ dega(v;) = d; para 1 < i < n, que

es grafica.

Probaremos la suficiencia. Ahora asumiremos que s es grafica, es decir que es la suce-
sion de grados de una grafica G. Vamos a demostrar que existe G tal que contiene un
vértice v; de grado d; que es adyacente a los vértices {vq, vs,...,v441} cuyos grados
son (da,ds, . ..,dg,+1). Supongamos lo contrario, que no hay una gréafica con sucesién de
grados s que contiene un vértice de grado d; que es adyacente a los vértices de grado
dy,ds, . ..,dg,+1. De entre todas las graficas con sucesién de grados s, sea G una grafica
con V(G) = {v1,ve,0vs,...,v,} tal que degg(v;) = d; para 1 < i < n y la suma de los

grados de los vertices adyacentes a v; es maxima.

Como vy no es adyacente a los vértices que tienen grado ds,ds, ..., dg4 +1, es decir, no es

adyacente a los vértices que tienen los mayores grados de la grafica, existe un vértice v,,
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con 2 <r <d;+1, tal que v; no es adyacente a v, y existe un vértice vy, con s > d; + 1,
tal que v; es adyacente a vg, como degg(v,) > dega(vs) entonces existe un vértice v, tal
que v; es adyacente a v, pero no a vs. Sea (7 una grafica obtenida desde GG reemplazando
las aristas vyvg y v,v; por las aristas viv, v vsv;, como se muestra en la figura 1.1. Entonces
G y G tienen el mismo conjunto de vértices y los grados de cada vértice son preservados,
es decir s es sucesion de grados de Gy de (G, sin embargo en GG, vs es adyacente a vy
por lo que la suma de los grados de los vértices adyacentes a v; en G; es mayor que en

G, lo que es una contradiccion.

Grafica G Grafica G4

Figura 1.1: Aristas en G y aristas en GGy en la prueba del teorema 1.6

Dos graficas Gy H son isomorfas, si existe una correspondencia uno a uno ¢ desde V(G)
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a V(H) tal que uv € E(G) si y solo si ¢p(u) ¢p(v) € E(H). En este caso, ¢ es llamado un
isomorfismo desde G a H. Asi, si G y H son graficas isomorfas entonces decimos que G

es isomorfa a H y lo denotamos como G = H.

En la tercera parte de este estudio se aborda el tema de graficas circulares, a continuacion

daremos la definiciéon de maximo comun divisor, el cudal utilizaremos en dicho apartado.

Definicién 1.7 Sean a,b € Z, donde al menos uno de a,b # 0. Entonces, ¢ € Z* se

denomina mdzimo comin divisor (mcd) de a, b si

a) cla, c|b (es decir, ¢ es un divisor comtun de a y b), y

b) para cualquier divisor comun d de a,b se tiene que d|c.
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Capitulo 2

Alianzas

En este capitulo damos la definicién de alianza defensiva y mencionamos algunas propieda-
des en estos conjuntos. Definimos el niimero alianza defensiva como el minimo cardinal de
un conjunto alianza, mostrando cotas para este nimero e iniciamos el estudio de alianzas

defensivas en graficas regulares.

Una alianza es un subconjunto S de vértices de una grafica, la cual se clasifica de acuerdo
a la cardinalidad de la vecindad de sus vértices. Existen alianzas defensivas y alianzas
ofensivas, aunque este trabajo se limita al estudio de las alianzas defensivas, a continuacion

definimos tanto las alianzas defensivas como las alianzas ofensivas.

13
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Definicién 2.1. Sea GG una gréfica de orden n y tamano m, un conjunto no vacio S C V(G)

es una alianza defensiva de G, si para cada v € S se cumple que:

Ns[o]| 2 [N o) )

Llamaremos a esta desigualdad, condicién alianza defensiva. Y si para cada v € S se
cumple la desigualdad estricta, entonces decimos que la alianza defensiva es fuerte, o bien

que la alianza cumple la condicion alianza defensiva fuerte.

Definicién 2.2. Sea GG una gréfica de orden n y tamano m, un conjunto no vacio S C V(G)

es una alianza ofensiva de G, si para cada v € 9(S) se cumple que:

Ns[o]| 2 [N, o) 2)

en donde 9(S) = UyesNg(v) — S.

Si para cada v € 9(S) se cumple la desigualdad estricta, entonces decimos que la alianza

ofensiva es fuerte.

Llamamos a una alianza defensiva u ofensiva como alianza defensiva u ofensiva critica si
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ninguno de sus subconjuntos propios es una alianza del mismo tipo.

Si la alianza defensiva u ofensiva cumple las condiciones de un conjunto dominante total,
es decir que cada vértice de la grafica es adyacente a por lo menos un vértice de S, entonces
decimos que la alianza defensiva u ofensiva es global. Y llamamos a una alianza dual si es

una alianza defensiva y ofensiva al mismo tiempo.

2.1. Numero Alianza Defensiva

Dentro del estudio de alianzas defensivas en una gréafica G, nos interesa determinar aquellos
conjuntos que cumplen la condicién alianza defensiva y que tienen la caracteristica de
tener una cardinalidad minima, asi como aquellos conjuntos alianza cuya cardinalidad es
maxima, y con ello establecer cotas inferiores y cotas superiores para la cardinalidad de

los conjuntos alianza.

En este sentido definimos el nimero alianza defensiva, denotado por a(G), como la
cardinalidad minima del conjunto alianza defensiva y el niimero superior alianza de-

fensiva, denotado por A(G), como la cardinalidad méxima del conjunto alianza defensiva.

Para una gréfica G, consideremos las siguientes clases: A(G), la clase de alianzas defensivas
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criticas y A(G), la clase de alianzas defensivas criticas fuertes. Definimos:

a. El nimero alianza defensiva de G,

a(G) = min{|S|: S € A(G)}

b. El nimero superior alianza defensiva de G,

A(G) = mdz{|S|: S € AG)}

¢. Numero alianza defensiva fuerte de G,

a(@) = min{|S| : S € AG)}

d. Numero superior alianza defensiva fuerte de G,

A(G) = mdz{|S|: S € A(G)}

Como primer resultado para el ntimero alianza defensiva podemos decir que, dado que
en una alianza defensiva S la cardinalidad de la vecindad de cada uno de sus vértices
es mayor o igual en S que la cardinalidad de su vecindad en el complemento (condicién
alianza defensiva), entonces deducimos que el nimero alianza defensiva es mayor que la

parte entera de la mitad del grado minimo de una grafica méas uno, considerando a el
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vértice mismo, y que es menor que el techo de la mitad del orden de la gréafica, ya que
con ello, los vértices de G de grado maximo tienen una vecindad mayor en S que en S,

considerando que 0 < degg(u) <n — 1.

M F1<a(G) < H 3)

Y para el numero alianza defensiva fuerte, como buscamos que estrictamente la vecindad
de los vértices del conjunto alianza sea mayor en S que en S , entonces tiene cota inferior
el techo de la mitad del grado minimo de la grafica méas uno, considerando el vértice
mismo, y como cota superior la parte entera de la mitad del orden de la gréfica mas el

mismo.

[gw +1<a(@) < H +1 (4)

El niimero alianza de una gréafica G esta también relacionado con el cuello de G, como lo

veremos en la siguiente proposicion.
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Proposicion 2.1.1  Sea G una grafica con dg < 4, entonces:

Demostracion. Por contradiccion. Supongamos que existe S una alianza defensiva de G
con a(G) < g(G). Como ¢g(G) > 3, entonces existe un vértice v € 9, tal que degs(v) < 1,
y donde degé(v) > degq(z) — 1. Si d¢ < 4, entonces degg(u) > 3, es decir Ng[v] <
N (v). Contradiccién, por que S no cumple la condicién alianza defensiva para ser alianza

defensiva de G. ]

2.2. Alianzas defensivas en graficas regulares

En este apartado iniciamos el estudio de alianzas defensivas en graficas regulares. A con-
tinuacién presentamos algunos resultados de [2], que nos seran ttiles para el siguiente
capitulo, asi como presentamos algunos ejemplos de alianzas defensivas para graficas re-

gulares de grado menor o igual a 5.
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Vs Vy
Vi
([
Vi V3
Figura 2.1: Figura 2.2:
Gréfica 1—regular Alianza defensiva de grafica 1-regular

Grafica regular de grado 1. Ejemplo de una grafica regular de grado 1 lo podemos
observar en la figura 2.1, en ella vemos como cada vértice es adyacente a solo un vértice de
la grafica. En una grafica 1-regular cualquiera de sus vértices es alianza defensiva, ya que
con sélo tomar un vértice se cumple la condicién alianza defensiva, es decir a(G) = 1. Asi
mismo el niimero superior alianza defensiva es 1 ya que es el maximo cardinal del conjunto
en el cual la alianza no contiene un subconjunto propio que sea alianza defensiva, entonces

a(G) = A(G) = 1. La figura 2.2 muestra una alianza defensiva de la grafica 1-regular.

Para el nimero alianza defensiva fuerte, es necesario cumplir la desigualdad estricta de la
condicién alianza defensiva, por lo que a(G) = 2 y este cardinal es el mismo para el nimero

superior alianza defensiva fuerte ya que no se puede tomar otro vértice que sea de grado
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1 y que cumpla la desigualdad estricta en dicha condicién, por lo que a(G) = A(G) = 2.

Grafica regular de grado 2. FEn una grafica GG regular de grado 2, ver figura 2.3, por
los parametros mostrados en (3) de la seccién 2.1, al menos debemos tomarnos 2 vértices
para formar una alianza defensiva, y este es el maximo cardinal del conjunto alianza ya
que de ampliarlo se contendrian subconjuntos propios que son alianzas defensivas, por
lo que a(G) = A(G) = 2. Al tomar conjuntos de cardinalidad 2, la alianza satisface
la desigualdad estricta en la condicién alianza defensiva y es el maximo cardinal del
conjunto que no contiene subconjuntos propios que sean alianza defensiva fuerte, por lo
que a(G) = A(G) = a(G) = A(G) = 2. Una alianza defensiva de la grafica 2-regular de la

figura 2.3, es por ejemplo el conjunto {vy,vs} ,ver figura 2.4.

Grafica regular de grado 3. La figura 2.5 muestra ejemplo de una grafica 3-regular.
El ntimero alianza defensiva es 2, ya que es el minimo cardinal del conjunto alianza que
satisface la igualdad en la condicién alianza defensiva, este cardinal es el mismo para el
numero superior alianza defensiva ya que al tomarnos otro vértice el conjunto contendria

una alianza defensiva, por lo que a(G) = A(G) = 2.

Para cumplir la desigualdad estricta en la condicién alianza defensiva, para el ntimero
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-

Figura 2.3:

Gréfica 2—regular

Figura 2.4:

Alianza defensiva de grafica 2-regular

Ve

Va

Va

Figura 2.5:

Gréfica 3—regular

Figura 2.6:

Alianza defensiva de grafica 3-regular
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alianza defensiva fuerte a(G) basta con encontrar el ciclo inducido de longitud minima
de la gréfica es decir el cuello, por lo que a(G) = ¢g(G) y para el nimero superior alianza
defensiva basta con encontrar el ciclo inducido de longitud méxima, A(G) = I.(G). Los
vértices {vy,v9,v3} muestran el cuello de la grafica 3-regular de la figura 2.5, los cudles

son alianza defensiva fuerte, ver figura 2.6.

Grafica regular de grado 4. Para una grafica regular de grado 4, la minima cardinali-
dad del conjunto alianza se obtiene con el ciclo de longitud minima de la grafica, por lo que
el nimero alianza defensiva es el cuello de G, aiin mas, se alcanza una desigualdad estricta
en la condicion alianza defensiva, es decir, en una grafica GG regular de grado 4 el nimero
alianza defensiva y el nimero alianza defensiva fuerte son iguales, a(G) = a(G) = ¢(G).
La figura 2.7 muestra un ejemplo de una grafica 4- regular y la figura 2.8 muestra una

alianza de esta.

Y para el nimero superior alianza defensiva, el ciclo de longitud maxima de la grafica es
la maxima cardinalidad del conjunto, y dado que la desigualdad de la condiciéon alianza

defensiva es estricta, este es el mismo para el nimero superior alianza defensiva fuerte,

A(G) = A(G) = 1(G).
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%1
Vz V3
v
v Ve !
Vs
Figura 2.7: Figura 2.8:
Grafica 4—regular Alianza defensiva de grafica 4-regular

Grafica regular de grado 5. En una gréfica regular de grado 5, el nimero alianza
defensiva se alcanza con el ciclo de longitud minima, ya que la vecindad cerrada de cada
vértice en S es igual a la vecindad de los vértices en S, con ello se satisface la condicién
alianza defensiva, entonces a(G) = ¢g(G) y el nimero superior alianza defensiva se alcanza
con el ciclo de longitud méxima A(G) = [.(G). En la figura 2.9 podemos ver un ejemplo

de una grafica 5- regular y la figura 2.10 muestra una alianza defensiva de esta.
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Vg Vi
Wi
Vi Va
Va
Ve Vs
Vi
Vi v
Figura 2.9: Figura 2.10:
Gréfica 5—regular Alianza defensiva de grafica 5—regular

2.3. Propiedades en alianzas defensivas

Dada una grafica G = (V(G), E(G)) y S C V(G), decimos que v € S es defendido en S
si satisface la condicion alianza defensiva (1) del capitulo 2. Asi mismo v es fuertemente
defendido en S, si se satisface la desigualdad estricta de la condicion alianza defensiva.
Las siguientes propiedades derivan de la definicion de alianza defensiva, alianza defensiva

fuerte y de los parametros mostrados en (3) y (4) de la seccién 2.1.
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Propiedad 2.3.1 Sea G = (V,F) una grifica y v € S C V(G). Si dg(v) = 2k, v es
defendido en S si y sélo si, dg(v) > k. Ain més la condicién alianza defensiva fuerte es
equivalente a la condicién alianza defensiva, es decir, v es defendido en S si y sélo si, este

es fuertemente defendido en S.

Propiedad 2.3.2 Sea G = (V, E) una graficay v € S C V(G). Sidg(v) = 2k + 1, v
es defendido en S si y sélo si, ds(v) > k; v es fuertemente defendido en S, si y sélo si,

dS(U) > k+ 1.

Propiedad 2.3.3 Si G es d-regular, entonces S es una alianza en G si y sélo si, S induce
una subgrafica de grado minimo g > [gj; S es una alianza fuerte en G si y solo si, esta

induce una subgrafica de grado minimo dg > [4].

Como vimos en las alianzas defensivas para gréaficas regulares de orden menor o igual a
5, en cada una de las gréficas se satisfacen las propiedades mencionadas. En la gréfica G
1-regular la alianzas defensivas son los vértices. Las alianzas criticas fuertes en una grafica
G 1-regular o 2-regular y las alianzas criticas en una grafica 2-regular o 3-regular son las
aristas. Las alianzas criticas fuertes en una gréfica 3-regular o 4-regular y las alianzas

criticas en una grafica 4-regular o 5-regular son los ciclos inducidos.
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Definicién 2.3.4 El conjunto alianza inducido (k,d), es el conjunto de graficas H de
orden k, grado minimo dy > | 4], y grado méximo Ay < d, y que no contiene subgréficas

propias de grado minimo mayor que L%J Denotamos este conjunto como S, 4.

Similarmente, el conjunto alianza fuerte inducido (k,d), es el conjunto de graficas H de
orden k, de grado minimo dy > [4] y grado maximo Ay < d, y que no contiene subgréficas

propias de grado minimo mayor que [%1 Denotamos este conjunto como S(k,d).

Asi por ejemplo, para la grafica G regular de grado 1 y orden n, el conjunto alianza
inducido (1,1), S,y = {vi} para 1 < i < n. En la grafica G regular de grado 2, el
conjunto alianza inducido Su o) = &, Sp2) = {Ka} v si k > 3, entonces S0 = 9.
Para la gréfica G regular de grado 3 tiene como conjuntos alianza inducido S 3y = &,
S3) = {K2} y para k > 3, S 3) = @. Para la grafica G regular de grado 4, los conjuntos
alianza inducido S14) = &, S = &, Sz = {Ks}, y para k > 3, Spay) = {Cr}. Y
en la grafica G regular de grado 5, los conjuntos alianza inducido S 5y = @, S25) = 9,

Sas) = {Ks}, ysik > 3, entonces S(iay = {Cr}-

Proposicién 2.3.5 Si G es d-regular, entonces S es alianza critica de G de cardinalidad

k si solo si, (S)a € Se.a)-



2.3. PROPIEDADES EN ALIANZAS DEFENSIVAS 27

El conjunto alianza inducido (k,d), S,aq), lo definimos como el conjunto de graficas H
de orden k con 6y > L%J y Ay < d. Para S, alianza critica de G, por la desigualdad
(3) tenemos que oy > L%J Al pedir que S sea critica estamos pidiendo que no tenga
subgraficas que sean alianzas, es decir que no haya subgréficas que tengan grado minimo

mayor a Oy > L%j, por lo que (S)a € S(.q)-

Notemos que al indicar que la alianza sea de cardinalidad £k estamos definiendo a las
subgraficas inducidas de un grado minimo dado, esta familia puede ser descrita bajo sus

posibles secuencias de grados.

Definicién 2.3.6 Una sucesion admisible s = (dy,ds, ....,dy) es una (k,d)-sucesion ad-

misible, si hay una grafica Gg en S 4) con sucesion de grados s.

En las alianzas defensivas para las graficas d-regulares que hemos analizado hasta el
momento, se han determinado los grados de los vértices de la alianza, por lo que se ha

indicado una sucesién de grados de la alianza defensiva.

Bajo la proposicion 2.3.5 y definiciéon 2.3.6 de esta seccién, continuamos el estudio de

alianzas defensivas en las graficas 6-regulares.

Dada una grafica regular de grado 6, la cardinalidad de las alianzas defensivas criticas de
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G, determina los grados de la sucesién asociada a S como subgrafica. Por la condicién (3)
de la seccién 2.1, sabemos que las alianzas defensivas de una grafica 6-regular son aquellas

que grado minimo mayor o igual a 3, por lo que su cardinalidad es mayor o igual a 4.

Para |S| = 4, una alianza defensiva de cardinalidad 4, unicamente tiene asociada la
sucesion de grados (3,3, 3,3), entonces (S) = K4. No se puede vincular otra sucesién de
grados ya que si trataramos de disminuir el grado de los vértices, la alianza no cumpliria
la condicién alianza defensiva (1) del capitulo 2, por otro lado no podemos incrementar el
grado de los vértices ya que por el Teorema de Havel-Hakimi, la sucesién no seria grafica,

entonces S ) = {Ka}.

Para |S| = 5, una alianza defensiva de cardinalidad 5 sélo tiene asociada una sucesién de
grados (4, 3,3, 3, 3), entonces (S) = Wy. No podemos incrementar o disminuir el grado de
los vértices y que se siga cumpliendo la condicién alianza defensiva y ademas sea gréfica.

Entonces S 6) = {Wa}.

Proposicién 2.3.7 Dada una grafica 6-regular, el conjunto alianza inducido S g) es:

5(6,6) = {Cg X KQ, K373, (Cg X KQ) + e, K373 + e, 64 + KQ, W5}
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Las sucesiones de grados asociadas a las gréficas del conjunto S son: (3,3,3,3,3,3),
(4,4,3,3,3,3) vy (5,3,3,3,3,3). En la figura 2.11 se muestran las graficas asociadas. No po-
demos incluir a las sucesiones: (4,4,4,4,3,3), (5,5,3,3,3,3) v (5,5,5,5,5,5) ya que no son
alianzas defensivas criticas, ni tampoco a las sucesiones: (4,4,4,4,4,4) y (5,5,5,5,3,3) ya

que no son graficas.

(3,3,3,3,3,3) /|

] £
= g [ o

(5,3,3,3,3,3) [ We

-4

Figura 2.11: Conjunto alianza inducido S ¢), con sucesion de grados asociada.

Proposicién 2.3.8 El conjunto alianza inducido (7,6), S(7¢), contiene exactamente las

15 gréaficas de la figura 2.12.

Las tnicas sucesiones de grados que son graficas y que cumplen la condicién alianza defen-
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(4,3,3,3,3,3,3)

(4,4,4,3,3,3,3)

(5,4,3,3,3,3,3)

[
|

(6,3,3,3,3.3,3)

Figura 2.12: Conjunto alianza inducido S(7¢), con sucesién de grados asociada.

siva y que por lo tanto estan asociadas a las graficas del conjunto S(7 ) son:(4,3,3,3,3,3,3),

(4,4,4,3,3,3,3), (5,4,3,3,3,3,3) v (6,3,3,3,3,3,3). En la figura 2.12 se muestran las graficas

inducidas asociadas a estas sucesiones de grados.

Corolario 2.3.9 Sea G = (V, E) una gréfica 6-regular.
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» a(G) =4 < K, es una subgrafica inducida de G.

» a(G) =5 < W es una subgrafica inducida de G y K4 no lo es.

» a(G) = 6 < algunas graficas en S(g6) son una subgréfica inducida de G, y ninguna

K4 0 Wy lo son.

» a(G) = 7 < algunas graficas en S(76) son una subgréfica inducida de G, y ninguna

K4 o Wy, ni ninguna de las graficas en S lo son.

Como hemos podido ver el nimero de graficas en S, ) incrementa con la cardinalidad

de m. Mediante este andlisis se puede obtener la siguiente afirmacién.

Afirmacion 2.3.10. El conjunto alianza inducido S(ge) contiene exactamente las 65

graficas de la figura 2.13.

Los resultados que se enuncian para las graficas 6-regulares se pueden extender como
resultado previo para las graficas 7-regulares. El conjunto (8,7)- alianza inducido, S(s ),

contiene exactamente las graficas en S(g¢), mas Wy. Para resumir tenemos:

S©,7) = S6.,6), Ser.1) = S(7.6), S(8,7) = Ss,6) U {Wr}
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Figura 2.13: Conjunto alianza inducido S(g gy y conjunto alianza inducido Sg 7y.
(8,6) 8,7)

Notemos que el conjunto S(g 7y \ S(g,6) contiene sdlo la grafica Wr.
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2.4. Alianzas defensivas fuertes en graficas regulares

Hemos podido ver que las alianzas defensivas y las alianzas defensivas fuertes coinciden
si G es d-regular y si d es par. Si d es impar, el conjunto alianza defensiva es un conjunto
d

de vértices que induce una subgréfica con grado minimo al menos %1 y grado maximo

a lo mas d, mientras que el conjunto alianza defensiva fuerte induce una subgrafica con

d+1

grado minimo al menos == y grado mdximo a lo mds d.

En la primera parte de este capitulo hemos especificado las alianzas defensivas fuertes
para graficas d-regulares con d < 4. A continuacién mostramos algunos resultados para

graficas: 5- regulares, 6- regulares y 7- regulares.

Grafica regular de grado 5. De acuerdo a la definicién 2.3.4 de la seccion 2.3, tenemos
que S(mg,), es el conjunto de graficas de grado minimo al menos 3 y grado méximo a lo
mas 5. Entonces si m < 6, S'(m75) = S(m.,)- Param = {7,8} tenemos que eliminar de S, g
las gréficas con grado méximo 6. Para ser precisos, 5’(775) = Sz \{Ws} y §(8,5) contiene

las 59 graficas en Sg), quitando las de grado maximo 6, figura 2.13.

Grafica regular de grado 6. Debido a que d es par, tenemos que g(m,@-) = S(m.6)-
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Gréfica regular de grado 7. Una grafica estd en Sp,7) si tiene grado minimo 4 y
grado méximo a lo mds 7, y no contiene subgréficas isomoérfas a las gréficas en S, 7,
para cualquier 4 < m’ < m. En este caso, no tenemos algin resultado acerca del conjunto

alianzas fuertes (m, 7)-inducidas desde el conjunto de alianzas (m, 7)-inducidas.



Capitulo 3

Alianzas defensivas en graficas

circulantes

Al estudiar las alianzas defensivas en gréaficas regulares hemos observado que la dificultad
de determinar las alianzas de una grafica se hace mayor al incrementar los parametros
de orden y grado de la misma, por esta razon nos enfocaremos al estudio de alianzas
defensivas en un tipo de gréaficas en particular: las grdficas circulantes, que si bien son
graficas regulares se caracterizan también por ser simétricas. Las graficas circulantes han
sido estudiadas en distintos problemas de teoria de gréficas y por eso nos parecié natural

estudiar sus alianzas.

35
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Definicién 3.1 (Grafica circulante de orden n con generadores (¢, ¢2,..,¢4)) La
grafica circulante de orden n con generadores (c1, s, .., ¢q) eslagrafica G = Cy,(cy, ¢, .., ¢q)
con vértices en el conjunto Z, y adyacencias definidas por v ~ v + ¢; para cada v € Z,

y para ¢ =1,....,d.

Observacién: La notacién usual para una grafica circulante con generadores (¢, o, .., ¢q) €8
Cn(£eq, teo, .., £cg), pero debido a que sélo estamos trabajando con graficas no dirigidas
usaremos simplemente la notaciéon C,(cy, cs, .., ¢q), asumiendo que tanto ¢; y —c¢; estan
en el conjunto generador. Por ejemplo en la figura 3.1 mostramos dos gréficas circulantes

Co(1,3) y C11(1,4), estas gréficas fueron elejidas al azar.

4

Cg(l,?)) CH<1,4>

Figura 3.1: Ejemplo de graficas circulantes.
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Dada una grafica circulante es posible permutar el conjunto de generadores y obtenemos
una grafica circulante isomorfa a la primera, de la misma manera si cambiamos los signos

de un subconjunto arbitrario de {cy, cs, .., ¢4}, obtenemos una grafica isomorfa.

3.1. Propiedades de una grafica circulante

1. La grafica circulante Cy(cq,...,cq) es conexa si y solo si med(cy, ..., cq,n) = 1. Si
med(cq, ..., cg,n) = m entonces Cy(cy,...,cq) es isomorfa a m copias de la grafica
circulante conexa C%(%, 2 ., 7). Entonces podemos restringir nuestro estudio al
caso de graficas circulantes conexas y por lo tanto siempre asumiremos la condiciéon

de conexidad med(cy, ca, .., cq,n) =1
2 ¢ {cy,ca,..,cq}, entonces Cy(cq, ¢z, .., ¢q) s 2d-regular.

2

€ {c1, o, .., cq}, entonces Cy (e, ca, .., cq) s (2d — 1)-regular.

I3

4. Si\ € Z! entonces Cy(cy, oy .., cq) = Cp(A-c1, A-ca, .., A-cq). Este tipo de isomorfismo
es llamado Isomorfismo-Adam. En particular si uno de los generadores de la gréfica
circulante, digamos ¢; es invertible, entonces podemos siempre asumir que esto es

igual a 1. Y entonces,
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/ /
Chn(c1, oy yca) = Ch(l, 65, .., )
donde ¢ = ¢ - ¢;, para i = 2, ..., d.
7 1 ) ) )

5. Toda grafica circulante es vértice simétrica. Para cada v € Z,, la funcion f, : Z, —
Z,, que manda a la arista {u,u + ¢} en la arista {u + v, u + v + ¢}, para cualquier

u € Zy, y ¢ en el conjunto de generadores, es un automorfismo de C,(¢q, ¢a, .., ¢q).

6. Una grafica circulante C,(cq, ¢2, .., ¢q) contiene tridngulos si, para algin i, y k por
pares distintos, ¢;£c;+c, = 0, 0 2¢,+¢; = 0, 0 3¢; = 0, con las sumas y productos

modulo n.

En el articulo estudiado en este trabajo los autores encuentran alianzas en graficas circu-
lantes usando unas interesantes representaciones de las mismas por medio de latices. A

continuacion describiremos dichas representaciones:

Latiz de representacién. Sea C,(cy,co,...,cq) una grafica circulante y consideremos

la latiz entera infinita d-dimensional Z¢, con las adyacencias usuales:
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parai=1,...,d.

Asignaremos a cada vértice de esta latiz una etiqueta relacionada con la grafica circulante

antes mencionada de la siguiente manera:

Uxy,y oy Tg) =X1 €L+ To-Co+ oo +Tq - Cq

Llamaremos a este nimero ”la etiqueta de v”. Nétese que este etiquetado no es una funcion
inyectiva, es decir el conjunto £~*(v) es un conjunto infinito de puntos de Z¢, mds atin
como se vera en el siguiente ejemplo, £~1(v) es una sublatiz de Z%, ademds si v, w € Z,,
las latices £~ (v) y £7!(w) son isomorfas. En la figura 3.2 se muestra ejemplo de la gréfica
circulante C12(1,4) y su latiz de representacién, notemos que como en este ejemplo la
latiz de representacién es una malla de 2 x 2; en ella se resalta los ejes coordenados, y el
punto (0,0) esta como es usual en la interseccién de los mismos, ademas el entero £(z1, 2)
aparece indicado dentro de cada vértice, por ejemplo el punto (0,0) bajo el etiquetado
£(0,0) corresponde al vértice "0”, asi £(1,0) = 1, £(0,1) = 4 y ¢(1,1) = 5, podemos ver
que en la latiz de representacion y bajo el etiquetado se conservan las adyacencias y no

adyacencias de los vértices de la grafica circulante.

En el estudio de las alianzas utilizaremos subconjuntos de la latiz que son justamen-
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Figura 3.2: Grafica circulante C}5(1,4) con su latiz de representacion.

te hipercubos de dimensién d en Z% en particular el conjunto {0,1}¢ es el conjunto
de vectores de longitud d (d-adas) y entradas con (/s y 1’s, por ejemplo: {0,1}* =
{(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)}, {0,1}*={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0), (1,0, 1),

(1,1,0), (1,1, 1)}.

Notemos entonces que estos subconjuntos o hipercubos d-dimensional descomponen a la
latiz infinita d-dimensional en hipercubos de cardinalidad 2¢. Por ejemplo {0, 1}? descom-
pone a la latiz 2-dimensional en cuadrados, {0,1}® descompone a la latiz 3-dimensional

en cubos y asi sucesivamente.
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3.2. Alianzas en graficas circulantes

Basandonos en la latiz de representacion para una grafica circulante veremos los primeros

limites del numero alianza.

Proposicién 3.2. Sea G = C,(c1, o, .., cq) una grifica circulante con d generadores.

L. Sidg=2d, i.e. § & {c1,c2,..,ca}, entonces el nimero alianza de G satisface

d+1<a(G) < 2

2. Sidg=2d—1, i.ey € {ci,c,..,cq}, entonces el nimero alianza de G satisface

d<a(G) <2471,

Demostracion. En el primer caso como § ¢ {ci,¢cz,..,¢q}, por la desigualdad (3) de la

seccién 2.1, tenemos que a(G) > d + 1.

Para el limite superior a(G) < 2%, mostraremos que S = £({0, 1}¢) es una alianza defensiva
de G de |S| < 2%. En la representacién geométrica de la latiz de dimensién d decfamos que
esta puede descomponerse en hipercubos de dimensiéon d, los cuales podemos definirlos

mediante el conjunto S = £({0, 1}%), con cardinalidad 2¢. En S cada vértice tiene al menos
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d vecinos, sin embargo ya que el etiquetado ¢ no es una funcion inyectiva es posible que

algunas de las d-adas tengan bajo ¢ la misma etiqueta por lo que |S| < 2%

En el segundo caso que es si § € {c1, ¢z, ..., ¢4}, podemos asumir sin pérdida de genera-
lidad que % = ¢q4. Entonces el conjunto S = £({0,1}% x {0}), es decir los d-adas con
coordenadas en {0,1} con cero en la tltima entrada es una alianza defensiva de G de
cardinalidad |S| < 2¢71. Como en el caso anterior, cada vértice en S tiene al menos d — 1
vecinos en S, y S contiene 297! d-adas. Como ¢ no es una funcién inyectiva, algunas de

las d-adas pueden ser asignadas al mismo vértice. Entonces |S| < 2471,

A continuacion daremos dos ejemplos para ilustrar lo expuesto en la proposicién 3.2 de

esta seccion.

Ejemplo 1. En la grafica circulante C15(1,4), figura 3.3, podemos ver que dg = 4.
Entonces, de acuerdo a la proposicién 3.2 de esta seccién, el nimero alianza defensiva
a(G), que es el minimo cardinal del conjunto alianza, estda entre 3 < a(G) < 4. Por
ejemplo el conjunto {0,4,8} es alianza defensiva, ya que cada vértice tiene al menos 2

vecinos dentro del conjunto, por lo que a(G) = 3. Notemos que el conjunto S = £({0,1}?)
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que esté definido por los vértices: £(0,0) =0, £(1,0) =1, ¢(0,1) =4y ¢(1,1) = 5, induce
una alianza que corresponde a los vértices {0, 1,4, 5}, que si bien este conjunto alianza no

es el de cardinalidad minima para C12(1, 4) también cumple la condicién alianza defensiva.

é N
AN

7

[
o
[un

c@g/ N
VAN

Figura 3.3: Grafica circulante C15(1,4), con alianza defensiva formada por el conjunto

{0,1,4,5}.

Ejemplo 2. En la gréfica circulante C15(1,4,5), d¢ = 6. De acuerdo a la proposicién

3.2 de esta seccion, el nimero alianza defensiva a(G) estd entre 4 < a(G) < 8.

El conjunto de vértices S = ¢({0,1}?) estd definido por: ¢(0,0,0) = 0, ¢(0,0,1) = 5,
0(0,1,0) =4, £(0,1,1) =9, £(1,0,0) =1, £(1,0,1) =6, £(1,1,0)=57y £(1,1,1) = 10,
sin embargo en el etiquetado vemos que £(1,1,0) = £(0,0,1) = 5 por lo que los vértices de

S =£({0,1}3) son {0,1,4,5,6,9,10}. Como podemos ver en la figura 3.3, en este conjunto
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encontramos la alianza defensiva inducida por los vértices {0,1,4,5,9}, en donde cada
vértice tiene al menos 3 vecinos en el conjunto, por lo que para Ci2(1,4,5) el nimero
alianza a(G) = 5. Notemos que aunque 4 < a(G) < 8, para que a(G) fuera igual a 4, en
la grafica circulante tendriamos que tener una subgréfica isomorfa a Ky, lo cudl no hay.

Notemos también que el conjunto alianza {0, 1,4, 5,9} es isomorfo a una gréfica Wj.

Figura 3.4: Grafica circulante C15(1,4,5), con alianza defensiva formada por el conjunto

{0,1,4,5,9}.
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3.2.1. Alianzas en graficas circulantes de grados pequenos.

Resumiendo un poco los resultados hasta ahora analizados tenemos que en gréficas circu-

lantes con 1 y 2 generadores:

1. Si G = Ch(c1) = C, es el n-ciclo. En este caso, los nimeros alianzas son a(G) =
a(G) = 2. Las alianzas defensivas y las alianzas defensivas fuertes de G son las

aristas.

2. Si G = Cy(cq, ¢c2) es una grafica 3-regular si y sélo si n es par, n = 2my co = m. En
este caso G = Oy, (1,m) o bien G = Cy,,(2,m). Los nimeros alianzas son a(G) = 2
y a(G) = g(G). Si G contiene tridngulos, entonces a(G) = 3 si y solo si n = 4, lo

que implica que G = Ky, y si n = 6 entonces G = (4(2,3). En los casos restantes,

Si G contiene triangulos por la propiedad 6 de graficas circulantes, apartado 3.1 del
presente capitulo, esto sucede si +¢; £ ¢; £ ¢, =0, 0 2¢; £ ¢; = 0, 0 3¢; = 0. Como

solo tenemos dos generadores los inicos casos posibles son 2¢; £ ¢; = 0 o 3¢; = 0.

a) Caso 1. Caso en el que 2¢;£¢; = 0. Si ¢y = 7 entonces co = 2r yn = 2(2r) = 4r

con lo que Cy,(r,2r) = Cy(1,2) = K.
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b) Caso 2. Caso en el que 3¢; = 0. Si ¢; = 2r tenemos que 3¢; = 6r =ny ¢y = 5

entonces ¢; = & = 3r por lo que G = C,(2r, 3r) = Cg(2, 3).

Si G no tiene tridngulos entonces a(G) = g(G) = 4, por ejemplo el ciclo Cy formado
por los vértices {0, ¢, §,c1+ 5 } es una alianza. Entonces en una grafica 3-regular las

alianzas criticas son las aristas y las alianzas criticas fuertes son los ciclos inducidos.

. Si G = Cy(c1,¢c2), con ¢ # 5, es una grafica 4-regular, por lo que a(G) = a(G) =

g(@G). En este caso, G contiene tridngulos si y solo si o = 2¢1, es decir, G = C,(1,2),
o bien n =3m y ¢ = £m, es decir, G = C3,,(1,m) o bien G = Cs,,,(3,m).
Si G =C(1,2), G=Csn(l,m) o G = Cs,(3,m), entonces a(G) = a(G) = 3. De

otra manera a(G) = a(G) = 4.

Gréficas circulantes de grado 5. Sea G = Cy,,(a,b,m) una gréfica circulante de

grado 5. Desde que 6 = 5 entonces 2m > 6. Si 2m = 6 tenemos que G = Ky y por

las ecuaciones (3) y (4) de la seccién 2.1, el numero alianza a(Kg) = 3 y a(Kg) = 4.

Entonces asumiremos que 2m > 8. Los limites obtenidos nos dan los siguientes valores

1. Si G contiene tridngulos, entonces ¢(G) = a(G) = 3, esto sucede si y solo si a+b = m,

om=2m'espary b==+m’, 0om=3m"y b= £2m’. La condicién de conexidad,
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med(a,b,m,2m) = 1, implica que estos tres casos corresponden a G = Csy,, (1,2, m),

G = Cy(1,m',2m") y G = Cep(1,2m/, 3m’) respectivamente.

2. De otra manera, ¢(G) = a(G) = 4.

3.2.2. Alianzas en graficas circulantes de grado 6

En gréficas circulantes con 3 generadores, Cy,(a,b,c) con § ¢ {a,b,c}, desde que § = 6,
n > 7. Sin =7 entonces C,(a,b,c) = K7 y las ecuaciones (3) y (4) de la seccién 2.1,

implican que a(K7) = a(K7) = 4. Por lo que asumiremos que n > 8.

Recordemos que con la proposicién 3.2 de esta seccién, 4 < a(G) < 8 y también que G

contiene triangulos si y sélo si:

a+b+c=0 (modn),2a+b=0 (modn),o3c=0 (mod n)

En el capitulo anterior vimos que Sug = {Ka}, S = {Wa}, Se6=1Cs x Ko, K33,
(C3 x K3) + e, K33 + e, Cy+ Ko, W5}, ¥y Sir6) contiene exactamente las 15 graficas de la
figura 2.12. Notemos que toda gréafica en S(7¢) contiene tridngulos y que la tnica gréfica

que no tiene tridngulos en S 6) es K3 3.
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En el resto de la seccion, se da una clasificacién de las graficas circulantes 6-regular de
acuerdo con su nimero alianza, mostrando las alianzas que son alianzas minimas de estas
graficas. En resumen veremos que todas las gréficas circulantes de la forma G = C,,(a, b, ¢)
que contiene tridngulos el valor del ntimero alianza varia desde 4 hasta 7, o bien en el
caso de que G no tenga tridngulos, si contiene a Kj3 entonces a(G) = 6 y en otro
caso entonces a(G) = 8 y la alianza minima es el cubo (3. Antes de dar el teorema de

clasificacién completo, probaremos algunos lemas.

En los siguientes lemas se usa la propiedad de que una grafica circulante es vértice simétri-
ca y también que una grafica circulante es isomorfa a cualquier gréfica circulante obtenida

por una permutacion de sus generadores.

Lema 3.3 Si G = C,(a,b,c) es 6-regular entonces a(G) = 4 si y sélo si G = C,(1,2,3).

Demostracion. Asumamos que G = C,(a, b, ¢) contiene una subgréfica isomorfa a K. Ya
que G es vértice simétrica, podemos fijar a 0 en cualquiera de los vértices de la grafica Ky
inducida y entonces el conjunto de vértices que induce Ky es, dada la permutacién de gene-
radores, {0,a,b,—a} 0 {0, a,b, c}, ver figura 3.5 y figura 3.6. A continuacién analizaremos

estos casos.
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Figura 3.5: ({0,a,b, —a}) = Ky, Figura 3.6: ({0,a,b,c}) = K,
subgréfica inducida de subgréfica inducida de
Cn(+2a,£(b—a), £(b+ a)). Ch(E(a —b),£(b—c¢),£(c — a)).

1. Caso si ({0,a,b, —a}) = Ky, entonces todos los enteros +2a, £(b — a), £(b + a) son
generadores de GG. Estudiemos primero cudles de los generadores son iguales a 2a.
El caso 2a = a esto implica que a = 0, lo cual no es posible. El caso 2a = —b es,
dada la permutacién de generadores, el mismo que 2a = b. El caso 2a = —c es, dada

la permutacién de generadores, el mismo caso que 2a = ¢. Entonces 2a € {—a, b, c}.
Nuevamente analicemos por casos:
a) Si2a = —a entonces 3a = 0; para ello n = 3m con a = m. Ahora b — a puede

ser igual a —b o a ¢, (no puede ser igual a b por que entonces a = 0 lo que no

es posible). Si b —a = —b entonces 2b = a y si b = m/, a = 2m’ y entonces
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n = 6m’, lo que implica finalmente que a +b = 3m’ = =£c, es decir ¢ = 7,

lo cual no es posible. Si de lo contrario b — a = ¢, entonces b+ a = —b, esto
implica que 2b = —a = 2a que implica que a = b. En ambos casos tenemos una
contradiccion.

b) Si 2a = b entonces b — a = a y entonces a + b = 3a = +c, esto implica que

G = Cy(a,2a,3a) = C,(1,2,3).

¢) Si2a = ¢ implica que b —a = —b (no puede ser b—a = tayaquesib—a=a
entonces b = 0, si b — a = —a entonces 2a = b pero partiamos de que 2a = ¢)
esto es, 2b = a, y entonces a + b = 3b. Esto implica que b, 2b, 3b y 4b son todos
generadores de G y esta es una contradiccion si n > 7, ya que entonces la

grafica circulante tendria dg > 6.

2. Caso si ({0,a,b,c}) = Ky, entonces todos los enteros +(a — b),£(b — ¢), £(c — a)
son generadores de GG. Vamos primero a estudiar cual de los generadores es igual a
¢ — a. Los casos ¢ —a = cy ¢ —a = —a son ambos imposibles ya que implican que

a o ¢ son iguales a 0. Entonces, ¢ — a € {a, £b, c}.

a) Sic—a = a entonces ¢ = 2a. Ahora, ¢ — b sélo puede ser igual a —a 0 —c¢
(¢ — b no puede ser igual a b, ya que entonces 2b = ¢, 2a = 2b y entonces

a = b lo cual es imposible). Si ¢ — b = —a obtenemos 3a = b, esto implica
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que Cy(a,2a,3a) = C,(1,2,3). El caso ¢ — b = —c implica que 2c =4a =by
entonces b — a = 3a. Por lo que a,2a,3a y 4a son todos generadores de Gy

esto es una contradiccién si n > 7, ya que tendriamos una grafica con dg > 6.

Sic—a = bentonces a+b =cyb—c = a Ahora, a — b sélo puede ser
igual a —a 0 b. Si a — b = —a entonces 2a = by 3a = ¢, lo que implica que
Chn(a,2a,3a) = C,(1,2,3). Sia—b = b entonces a = 2b 'y 3b = ¢, lo que implica
que C,(2b,b,3b) = C,(1,2,3). Ambos casos implican G = C,,(1,2, 3).

Sic—a= —bimplica que a — b = cy ¢ — b sélo puede ser igual a b o —c. Si
c¢—b = bentonces 2b = cy a = 3b lo que implica que C,(3b, b, 2b) = C, (1,2, 3).
Sic—b = —centonces b = 2c y a = 3¢ lo que implica que C,(3c,2¢,c) =
Cr(1,2,3). Como en el caso anterior, ambos casos implican que G = C,(1, 2, 3).
¢ —a = —c entonces 2¢ = a. Ahora, ¢ — b sélo puede ser igual —a o b. Si
¢ —b = —a entonces 3¢ = b, esto implica que G = C,(2¢, 3¢, ¢) = C,(1,2,3). Si
de lo contrario ¢ — b = b, entonces 2b = ¢ y por lo tanto a = 4b. Esto implica
que b,2b,3b y 4b son todos generadores de G y esto es una contradicciéon si

n>"7.

Por lo que todos los casos posibles llevan a que G = C, (1,2, 3).
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Lema 3.4 Si G = C,(a,b,c) es 6-regular, entonces a(G)=>5 si y sélo si G = Cs,,(a, m —

a,m) o G=Cy,(1,2,4).

Demostracion. Asumamos que G = C,(a, b, ¢) contiene una subgrafica inducida isomorfa
a Wy y que G no contiene subgraficas isomorfas a K. Por simetria, podemos asumir sin
pérdida de generalidad que cada ({0, +a,+b}) = Wy o ({0, +a,b, c}) = Wjy. Esto es, cada
({xa,+b}) = Cy o ({£a,b,c}) = C4. Para cada caso hay dos posibilidades, analicemos

estos cuatro casos:

1. Caso si ({0,+a,+b}) = Wy y (a,b,—a,—b,a) es un 4-ciclo inducido.Esto implica
que £(b—a) y £(b+ a) son generadores de G. En este caso, b — a € {a, —b,c}. Si
b—a = a entonces b = 2a, b+ a = ¢, por lo que 3a = c esto es C,(a,2a,3a) =
Cn(1,2,3). Si b —a = —b entonces a = 2b, luego b+ a = ¢ por lo que 3b = ¢,
esto es C,(2b,0,3b) = C,,(1,2,3). Si b — a = ¢ entonces b+ a = —b, con lo cual
2b = ay c = 3b, por lo que C,(2b,b,3b) = C,,(1,2,3). Entonces en los tres casos

G = C,(1,2,3) que satisfacen a(G) = 4.

2. Caso si ({0, +a,£b}) = W, y (a,b, —b, —a,a) es un 4-ciclo inducido.Esto implica

que +(b — a), £2a y £2b son generadores de G. En este caso, 2a € {—a, b, c}.

a) Si2a = —a se implica que n = 9m y a = 3m, b = m, ¢ = 2m con lo cual
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G = Cy(1,2,3), que satisface a(G) =4, o G es disconexa.
b) Si 2a = b se implica que G = (1,2,4).
¢) Si 2a = —b se implica que G = (1,2, 3), lo que satisface que a(G) = 4.

d) Si 2a = ¢ sblo es posible si b —a = —b, y esto implica G = C,(1,2,4).

En los casos posibles, G = C,,(1,2,4).

3. Si ({0,%a,b,c}) = Wy y (a,b,—a,c,a) es un 4-ciclo inducido. Esto implica que
+(b—a), £(b+a), £(c—a) y £(c+a) son generadores de G. En este caso, b —a €
{a,—b,%c}. Por lo que:

a) Sib— a=a seimplica que 2a = by b+ a = 3a;
b) Sib—a= —bseimplica que 2b =a 'y b+ a = 3b;
¢) Sib—a = c obtenemos que b+ a sélo puede ser igual a —b y entonces 3b = ¢; y

d) Sib—a = —c obtenemos que b+a s6lo puede ser igual a —b y entonces 3b = —c.
Entonces cualquiera de estos cuatro casos implica que G = C,,(1, 2, 3), que satisfacen
a(G) =4.

4. Si ({0,+a,b,c}) = Wy y (a,b,¢,—a,a) es un 4-ciclo inducido. Esto implica que
+(b — a), +2a, y +(c + a) son generadores de G. En este caso, 2a € {—a, +b, £},

y obtenemos:
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a) Si2a=—ayb—c=+aseimplica que G = Cs,,(a, m — a, m);
b) Si2a=—ayb—c=—bseimplica que G = C,(1,2,4);
c) Si2a =byb—c= —bseimplica que G = C,(1,2,4); y
d) Si2a=—cyb—c=cseimplica que G = C,(1,2,4).

Los casos restantes dan valores imposibles para los generadores o implican que G =2

Cn(1,2,3), lo que satisface a(G) = 4.

Los siguientes dos lemas caracterizan a las alianzas defensivas de una gréafica circulante
de grado 6 que no contienen K4 o W,. Estas graficas satisfacen que 6 < a(G) < 8. El lema
3.5 comprende las graficas que contienen triangulos, y el lema 3.6 comprende las graficas

que no tiene triangulos.

Lema 3.5 Si G = C,(a,b,c) contiene un tridngulo y a(G) > 5, entonces se cumple una

de las siguientes condiciones.

1. Si 3¢ = 0 (mod n); entonces n = 3m y G = Cs,,(a’,b',m) con ' + 0 # m, pero

G 2 C,(1,2,4). En este caso, C5 x K3 es una subgréfica inducida de G. Entonces
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a(G) = 6.

2. Si 2a+ b = 0 (mod n); entonces G = Cy(a, —2a,c), pero G 2 C,(1,2,3) y G 2
C,(1,2,4). En este caso, C3 x K es una subgrafica inducida de G. Entonces a(G) =

6.

3. Sia+b+c=0 (mod n); entonces G 2 C,(1,2,3) y hay dos posibilidades:

a) Si G = Cy(a,m — a,m — 2a) y esta tiene un Cy + K, inducido, entonces
a(G) = 6.
b) De otra manera, ninguna de las grafica en S ) es una subgréfica inducida de

G, pero G contiene W, entonces a(G) = 7.

Demostracion. Los tres casos que se exponen en este lema corresponden a los tres casos

para los cudles G' contiene tridngulos.

1. Caso si 3¢ = 0, entonces n = 3m y G = Cs,,(a/,b',m). Aldn més, si o’ + b = m,
tenemos que G = Cs,,(a',m—a’,m). El lema 3.4 dice que ambas Cj,,,(a’, m—a’,m) y
C,(1,2,4) contienen a Wy. De otra forma ({0, m, —m, a’, m+a’, —m+ad'}) = Cyx Ky,

sia + b # m.

2. Caso si 2a + b = 0. Entonces G = C,,(a, —2a, ¢). Desde que a(G) > 5, sabemos que



o6

CAPITULO 3. ALIANZAS DEFENSIVAS EN GRAFICAS CIRCULANTES
G2C,(1,2,3)y G 2 Cy(1,2,4). También podemos ver que si n = 3m, Cs,,(a, 2a, ¢)
no puede ser isomorfa a Cs,, (@', m —a’;m). Aun més ({0, a,2a,c,a + ¢,2a + ¢}) =

03 X KQ.

. Caso si a4+ b+ ¢ = 0, entonces la condicién a(G) > 5 implica que G 2 C,(1,2,3).

Tenemos que si S = {0, +a, £b, £c}, entonces (S) = Wy y entonces 6 < a(G) < 7.
Las adyacencias en (S) estan dadas por ds(0) = 6, y (a, —b,c, —a,b, —c,a) es un

6-ciclo.

Entonces a(G) = 6 es una de las graficas en:

Se,6) = 103 X Ky, K33, (Cs x Ky) + e, K33 +e, Cy+ Ko, W5}

es una subgrafica inducida de G (ver Proposicion 2.3.7 de la seccién 2.3). Primero
probaremos que ninguna de las graficas Ws, K33, K33+e¢, C3 X Ky, 0 (C3 X Ky) +e

pueden ser subgréficas inducidas de G.

a) Sihay una subgréfica inducida isomorfa a Wi, por simetria podemos asumir que

sus vértices de grado 5 es 0. Ahora, dada una permutacion de los generadores,

Y

podemos asumir que W5 = ({0,a,—b,c, —a,b}), esto implica que a y b son

adyacentes. Pero entonces Ky = ({0,a,b, —c}) es una subgrafica inducida de

G, lo que es una contradiccién.
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b)

Si algin K33 0 K33+ e es isomorfo a una subgrafica inducida de G, podemos
asumir sin pérdida de generalidad, que esta grafica es inducida por el conjunto
{0,a,b,¢,z,y}, donde = y y estdn a distancia 2 desde 0 y ambos son adyacentes
aa,by c. Six~y, entonces la subgréfica inducida es K33, y si ¢ ~ y, entonces
la subgrafica inducida es K33 + e.
Dadas algunas simetrias y permutaciones de los generadores, vemos que cual-
quiecrar =a—bxy=a—cox=a—0b~y = 2a. Hay tres posibles valores
para a — b:

1) Sia—b=c—aseimplica 3a = 0, que corresponde al caso 1,

2) Sia—0b=c—bseimplica a = ¢, esto es imposible, y

3) Sia—b=2cimplica 2a = cy 3a = —b, esto corresponde a G = C,, (1,2, 3).
Si C3 x K5 es isomorfo a una subgrafica inducida de G, podemos asumir sin
pérdida de generalidad, que los tridngulos en esta grafica son T} = {0,a, —c}
y To = {2a,z,y}, con cualquier t ~ 0y y ~ —c, 0 x ~ —cy y ~ 0. Podemos
ver eso, hasta las simetrias, x = 3a, y y = 2a — c o y = 2a — b. Un anélisis

cuidadoso muestra que ninguno de los casos es posible.

Si (C5 x Kj3) + e es isomorfo a una subgrafica inducida de G, podemos asumir
sin pérdida de generalidad, que esta subgrafica es inducida por el conjunto

{0,a,—b, ¢, —a,y}, con y un vecino comun de a,c y —a. Podemos ver que esto
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implica que y € {2¢,c—a}N{2a,a—c}N{c—a,—2a,b—a}, lo cuél es imposible.

Ahora vamos a suponer que G contiene una subgréfica inducida isomorfa a Cy + K.
Sea {0,x,y, z,t,w} su conjunto de vértices y x ~ y, z ~ t los vecinos de 0 en esta
subgrafica inducida. Podemos asumir sin pérdidad de generalidad, que {z,y, z,t} =
{a,+b,—c} o {x,y,z,t} = {£a,£b}. En el primer caso tenemos que w = a—b = b—c
y 3b = 0, lo que corresponde al Caso 1. De otra manera si w = a — b = b — a,
entonces 2(b—a) = 0, esto implica que n = 2m,b =m+ay ¢ = —m — 2a. Entonces

G = Cyp(a,m —a,m — 2a).

Lema 3.6 Sea G = C,(a,b, c) una grafica 6-regular y sin tridngulos. K3 3 es una subgrafi-
ca inducida de G, si y sélo si G = C,(1,3,5), en este caso, a(G) = 6. De otra manera la

alianza minima de G es el cubo @3 y entonces a(G) = 8.

Demostracién. Recordemos que la tnica grafica libre de triangulos en Se) U S56) U
Se,6) U Sz €s K33. Atin mas si G = Cy(a,b, ¢) es 6-regular, por la proposicién 3.2 de
esta seccién, el conjunto de vértices {0,a,b,c,a + b,a + ¢,b + ¢,a + b + ¢} induce una

alianza de cardinalidad a lo mas 8 que, si G no tiene triangulos es isomorfa al cubo @s.
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Para probar el lema, s6lo necesitamos mostrar que G no tiene tridngulos, contiene un Kj 3
inducido si G = C,(1,3,5). Nétese que en C,(1,3,5), el conjunto {0,1,2,3,4,5} induce

una subgréfica isomorfa a Kj 3.

Asumamos que G tiene una subgrafica inducida K3 3. Podemos asumir, sin pérdida de
generalidad, que K33 es inducida por {0, a, b, c,z,y}, con x y y vecinos en comun de a, b
y ¢, a distancia 2 desde 0, o {0, a,b, —a,x,y}, con x y y vecinos comunes de a,b y —a, a
distancia 2 desde 0 (sélo la primera posibilidad puede ser vélida siempre que x y y estén
bien elegidos). Otra vez por simetria, € {2a,a + b,a — b}. Para cada posible valor de z

tenemos que ver que valores son posible para y y cémo determinan la grafica G.

1. Caso si x = 2a, desde que by c son adyacentes a x, tenemos que 2a — by 2a — ¢
estdn ambos en {+a,+b, +c}. En este caso, 2a — b s6lo puede ser igual a —a, y
+c. Podemos ver que 2a — b = —a implica que 3a = by 2a — b = —c da que
G = C,(1,3,5). Si 2a—b = —¢, entonces 2a — ¢ puede ser solo igual a a, esto implica
que b = —3a, ¢ = —5a y nuevamente, G = C,(1,3,5). Por otro lado, si 2a — b = ¢
entonces 2a — ¢ = b, tenemos que distinguir los casos de acuerdo a los valores de
y. Se puede ver que y € {a £ b,a £+ ¢}. Algunos de estos casos son imposibles los

posibles nuevamente dan que G' = C,(1,3,5).

2. Caso si x = a+ b, entonces sélo tenemos que considerar los casos y € {a — b, a £ c}.
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Las tnicas posibilidades vélidas dan que G = C),(1,3,5).

3. Caso si x = a — b, entonces s6lo necesitamos considerar el caso y = a — c¢. Este caso

puede ser reducido por simetria a los casos anteriores.

Entonces hemos mostrado que la tinica grafica circulante de grado 6 libre de triangulos,

con una subgrafica inducida K33 es isomorfa a G = C,(1,3,5).

Teorema 3.7 . El nimero alianza de G = C),(a, b, ¢), la grafica circulante de 6 grados

y orden n > 8§ es:

L a(G) =46 G=Ch(1,2,3) 0 G2 Cy(1,2,4).

2. a(G) =5« G = Csp(a,m —a,m).

3. a(G) = 6 < G contiene tridngulos y estos son isomorfos a una de las gréficas
Csm(a,b,m), con a+b #m, Con(m—2c,m+c,c), Cyn(m,b,—m—>), C,(1,3,4),
Cy(a,—2a,c), pero G no es isomorfa a C,(1,2,3) ni a C,(1,2,4); o G es libre de

triangulos y es isomorfa a C,(1,3,5) o C,(1,5,7).
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4. ao(G) =7 < G = Cy(a,b,—(a + b)), pero G no es isomorfa a cualquiera de las

graficas Cop(m — 2¢,m + ¢, ¢), Cyp(m,b,—m,—b), C,(1,3,4).

5. a(G) = 8 & @ es libre de tridangulos y no es isomorfa a C,(1,3,5) ni a C,(1,5,7).

Demostracion. La demostracion esta dada en los lemas 3.3, 3.4, 3.5y 3.6.
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Conclusiones

En el estudio de alianzas defensivas buscamos aquellos conjuntos de vértices de una gréfica
G que cumplen la condicién de tener mas o igual nimero de vecinos dentro del conjun-
to que fuera de él. El iniciar el tema de alianzas defensivas con ejemplos de alianzas en
graficas regulares nos introdujo de una manera sencilla a dicho estudio, vimos resultados
concretos y nos pudimos percatar de que en graficas regulares de grado par, el nimero
alianza defensiva y el nimero alianza defensiva fuerte coinciden. Enunciamos propieda-
des en alianzas defensivas de acuerdo a la paridad del grado de la grafica regular, estas
propiedades junto con la definicién de conjunto alianza inducido y la sucesion de grados
de una grafica dieron lugar a la construccién de las alianzas defensivas en una grafica G

regular de grado 6.

En el dltimo capitulo nos adentramos al estudio de alianzas defensivas en graficas circu-
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lantes, las cudles se caracterizan por ser regulares y muy simétricas, aqui vimos reflejados
algunos de los resultados obtenidos en las alianzas de graficas regulares. Por medio de
la latiz de representacion obtuvimos limite inferior y superior para gréaficas circulantes
6-regulares. Finalmente abordamos una clasificacién de graficas circulantes 6-regulares de

acuerdo a la cardinalidad del conjunto alianza.



Trabajo Futuro

A continuacion se proponen los siguientes problemas sobre alianzas en graficas circulantes

que podrian ser la continuacion del trabajo aqui presentado:

1. Uno de los resultados mostrados fue que si una grafica G pertenece al conjunto
de graficas circulantes de grado 6, C,(a, b, c) entonces el numero alianza de G estd
acotado por 4 < a(G) < 8. Planteamos buscar estas cotas para el nimero alianza

de graficas circulantes de mayor grado.

2. Asumiendo que los limites de la proposicién 3.2 del capitulo 3 son justos para G =
Cp(c1,ca, ...y cq) {Cudl serfa un limite inferior para n tal que a(G) = 2¢ o bien

a(G) =291 s 5 c{c, o, ca)?

3. Hasta el momento hemos analizado las alianzas defensivas para graficas circulantes
con § < 6. ;Qué sucede con las alianzas ofensivas para estas graficas?
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