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Introduccion

Antecedentes

El concepto de par de cotorsién fue presentado por Luigi Salce [Sal79]
en la categoria de grupos abelianos y posteriormente estudiado por E. E.
Enochs, O. M. G. Jenda y otros autores en los 90’s. Un par de cotorsién
es un par (A, B), de clases de objetos en una categoria abeliana C, que
satisfacen las siguientes condiciones

(1) A € Asi,ysolosi, Exts(A, B) = 0 para todo B € By;
(2) B € Bsi, y solo si, Exti(A, B) = 0 para todo A € A.
Si ademas, para cada C € C existen sucesiones exactas cortas de la forma

0—-B—A—C—0,
0—-C—B —A =0,

donde A, A’ € Ay B, B’ € B, se dice que el par (A, B) es completo.

Muchos temas han utilizado los pares de cotorsién como una herra-
mienta fundamental para obtener resultados; dentro de estos destacan:
Teoria tilting [BET05], Teoria de Representacion de Algebras de Artin [KS03]
y el estudio de cubiertas y envolventes [EJ00, ELRO1].

Quizd, uno de los pares cotorsién mds famosos estudiados, es el par
(F(R),(F(R))*1), donde F(R) es la subcategoria de R-médulos planos y
(F(R))** son los llamados R-médulos de Cotorsi(’)rﬂ Por mucho tiempo
fue una pregunta abierta si este par era completo, y la prueba de dicha

Ver capitulo 1
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completitud ayudé en gran parte a la resoluciéon de “La conjetura de la cu-
bierta plana”. Esta conjetura fue probada por L. Bican, R. El Bashir, y E.
E. Enochs [BEBEOQ1], aplicando algunas técnicas de categorias de médu-
los reinventadas por P. Eklof y J. Trlifaj en [ET0I]. Entre los resultados
desarrollados en paralelo destaca uno hecho por J. Xu quien demostré en
[Xu96, Teorema 3.1.8], que la clase de todos los médulos izquierdos que
tienen una precubierta plana especial es cerrada por extensiones cuando
el anillo es coherente derecho. Més tarde, K. D. Akinci y R. Alizade gene-
ralizan este resultado para pares de cotorsion que satisfacen la condicién
HC en [AAQ2], Teorema 3.1].

Teorema 1. [[AA02, Teorema 3.1] Sean (F,C) un par de cotorsion con HC y
0 - A — B — C — 0 una sucesion exacta. Si Ay C tienen F-precubiertas
especiales, entonces B tiene una F-precubierta especial. Mds aiin, si F es cerrada
por limites directos, entonces B tiene una F-cubierta.

Hallar métodos como el anterior para encontrar preenvolventes y pre-
cubiertas, respecto a ciertas clases, se convertia en un tema de gran rele-
vancia. Este es uno de los puntos de interés de esta tesis.

Por otra parte, en 1989, una importante rama del Algebra Homolégica
Relativa estaba siendo desarrollada por M. Auslander y R.-O. Buchweitz.
Esta teoria, llamada “Teoria de aproximacion de Auslander-Buchweitz” (Teo-
ria AB) [AB89], consiste de métodos para obtener precubiertas y preen-
volventes a través de generadores y cogeneradores de una subcategoria
plena de una categoria abeliana. Tomando ventaja de esto, V. Becerril, O.
Mendoza, M. A. Pérez y V. Santiago definieron, en el contexto méas general
que provee una categoria abeliana, la nocién de par de Frobenius [BMPS19),
Definicion 2.5]. Utilizando tales pares, construyeron pares de cotorsion rela-
tivos [BMPS19, Definicién 3.4] y probaron que existe una estrecha intera-
ccion entre ellos y otro concepto llamado contexto de Auslander-Buchweitz
[BMPS19, Definicién 5.1]. Dicha relacién se describe en el siguiente Teore-
ma.

Teorema 2. [BMPS19, Teorema 5.4] Sea C una categoria abeliana. Consideremos
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las siguientes clases de objetos en la categoria C x C:

§ = {(X,w) : (X¥,w) es un par de Frobenius izquierdo en C},
¢ :={(A,B) : (A, B) es un contexto débil izquierdo AB en C},
P = {(F,G) : (F,G) es un par de Thick(F)-cotorsién en C con id7(G) = 0}.

Entonces, las siguientes condiciones se cumplen:

(1) Existe una correspondencia biyectiva
® : F — € dada por (X,w) — (X,w"),
con inversa

U : € — §dada por (A, B) — (A, ANDB).

(2) € =.

Otro concepto a considerar, y en el cual muchos resultados y ejemplos
han sido inspirados, son los R-médulos Gorenstein proyectivos. En 1995,
E. E. Enoch y O. M. G. Jenda definen en [E]95] a los médulos Gorenstein
proyectivos, estos moédulos han sido ampliamente estudiados por varios
autores (ver [Hol04, Tacl6, MT11) [EEGO8, YL11b, BMS18, Xul?, Tam11)
ELRO01) Pér16], por ejemplo). En 2007, D. Bennis y N. Mahdou definen a
los médulos fuertemente Gorenstein proyectivos [BM09, Definicion 2.1], una
clase situada entre los médulos proyectivos y Gorenstein proyectivos, y
probaron que un R-médulo es Gorenstein proyectivo si, y solo si, es un
sumando directo de un médulo fuertemente Gorenstein proyectivo. Tra-
tando de generalizar ahora a los médulos fuertemente Gorenstein proyec-
tivos, en [BMQ9], los autores presentan la nocién de médulo n-fuertemente
Gorenstein proyectivo, para cualquier entero n > 1. Ellos también dieron
algunas caracterizaciones equivalentes en términos del anulamiento de
ciertos grupos homolégicos. En 2011, G. Zhao y Z. Huang, estudiaron en
[ZH11] la relacion entre médulos m-fuertemente Gorenstein proyectivos
y n-fuertemente Gorenstein proyectivos cuando m # n, probando que pa-
ra cualesquiera m,n > 1, la interseccioén entre estas clases coincide con la
clase de los médulos (m, n)-fuertemente Gorenstein proyectivos, donde
(m,n) denota el mdximo comun divisor de m y n. Dentro de otros re-
sultados que obtuvieron estdn: la propiedad de ser proyectivo, para un
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moédulo n-fuertemente Gorenstein proyectivo, queda determinada por su
auto-ortogonalidad, y que es posible obtener médulos 1-fuertemente Go-
renstein proyectivos a partir de médulos n-fuertemente Gorenstein pro-
yectivos. Los enunciamos a continuacién mas especificamente:

Teorema 3. [ZHT1|, Teorema 3.5]
m-SGP(R) Nn-SGP(R) = (m,n)-SGP(R).

Proposicién 4. [ZH11, Proposicién 3.7] Sea M € Mod(R) un R-mddulo n-
fuertemente Gorenstein proyectivo y n > 1. Entonces, los siquientes enunciados
son equivalentes:

(1) M es proyectivo;
(2) Ext’y(M, M) = 0 para cualquier i > 1;
(3) Extﬁé(M, M) = 0 para cualquier 1 < i < n.

Teorema 5. [ZH11| Teorema 3.9] Para cualquier M € Mod(R) y n > 1, los
siguientes enunciados son equivalentes.

(1) M es n-fuertemente Gorenstein projectivo.

(2) Existe una sucesion exacta

0 MI5 P, I P s I R,

en Mod(R), con P; proyectivo, para cualquier 0 < i < n — 1, tal que
@D, | Im f; es 1-fuertemente Gorenstein proyectivo.
(3) Existe una sucesion exacta

(Y VLN R e Ny SN - SEL NG SR (N N}

en Mod(R), con P; proyectivo, para cualquier 0 < i < n — 1, tal que
@D;", Im f; es Gorenstein proyectivo.
(4) Existe una sucesion exacta

o-MmMInp I Np s P R o,

en Mod(R), donde P; tiene dimension proyectiva finita, para cualquier
0 <i<n-—1,tal que @;_, Im f; es 1-fuertemente Gorenstein proyectivo.
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(5) Existe una sucesion exacta

o-MIup e, IR o,

en Mod(R), donde P; tiene dimension proyectiva finita, para cualquier
0<i<n-—1,tal que @?:1 Im f; es Gorenstein proyectivo.

Resumen de resultados de la tesis

Dentro de los resultados que desarrollamos en esta tesis, estan las res-
pectivas generalizaciones de lo previamente mencionado.

En el Capitulo 2, motivados por algunas propiedades que cumplen los
modulos Gorenstein proyectivos e inyectivos sobre un anillo n-Iwanaga
Gorenstein, presentamos el concepto de par de n-cotorsién izquierdo y
derecho en una categoria abeliana C. Dos clases A y B de objetos de una
categoria abeliana C forman un par de n-cotorsién izquierdo (A, B) en C
si la relacién de ortogonalidad Ext’(A, B) = 0 se satisface para indices
1 <14 < n,y sicada objeto de C se puede resolver con objetos de A cuyas
sizigias tengan dimensién de B-resoluciéon a lo mas n — 1. Este concepto
y su dual generalizan la nocién de par de cotorsién completo, y tiene una
interesante relacion con aproximaciones izquierdas y derechas, especial-
mente con las que tienen la propiedad de factorizacién tinica. El propésito
de este capitulo es describir varias propiedades de pares de n-cotorsién
y establecer una relaciéon con pares de cotorsién completos. También da-
mos algunas aplicaciones en dlgebra homoldgica relativa, que cubriran el
estudio de aproximaciones asociadas a médulos Gorenstein proyectivos,
Gorenstein inyectivos, Gorenstein planos y complejos de cadenas, asi co-
mo también subcategorias m-cluster tilting.

En la primera seccion, nos dedicaremos a presentar los conceptos de
par de n-cotorsion izquierdo y derecho y su relacién con los pares de co-
torsion completos. En la Proposicion 2.5y el Teorema damos condi-
ciones suficientes y necesarias para que un par de n-cotorsioén (A, B) en C
forme un par de cotorsién completo (A, B>_,), donde B, _, es la clase de
objetos de C con dimensién de B-resolucién < n — 1.

En la segunda seccién, estudiamos como construir cubiertas y envol-
ventes de pares de n-cotorsion (A, B) en C. También definimos un nuevo
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tipo de aproximaciones, que llamamos (A, k, B)-precubiertas y preenvolven-
tes especiales. Consideraremos la clase de objetos en C con dichas aproxi-
maciones y analizaremos algunas condiciones bajo las cuales la clase re-
sulta cerrada por extensiones (ver Corolario . Mas atin, dado un par
de n-cotorsién (A, B) en C, en los Corolarios y damos condicio-
nes suficientes y necesarias para obtener precubiertas y envolventes de
Ay B que satisfacen la propiedad de factorizacién tinica. Para este pun-
to, hacemos unas comparaciones con otras aproximaciones de cotorsion,
como por ejemplo el notable estudio [CTO08] hecho por S. Crivei y B. Torre-
cillas, donde los autores establecen varias condiciones equivalentes para
una clase A C C, bajo las cuales un objeto en C tiene una .A-envolvente
que es un epimorfismo y una .A-cubierta que es un monomorfismo.

La Seccién 3 se dedica a explicar lo que significa para un par de n-
cotorsion izquierdo o derecho ser hereditario. Veremos en la Proposicién[2.25]
que un par de n-cotorsién coincide con el concepto usual de par de cotor-
sion completo y hereditario. Luego, proponemos una nocién de ser here-
ditario que no es trivial para pares de n-cotorsién izquierdos o bien pares
de n-cotorsién derechos.

En la Seccién 4 presentamos aplicaciones y ejemplos de la teoria de
n-cotorsion, desarrollada en las dos secciones anteriores, en el contexto
de 4lgebra homolégica Gorenstein relativa y subcategorias cluster-tilting.
Veremos, en el Ejemplo y la Proposicién que las clases GP(R)
y P(R) de R-médulos Gorenstein proyectivos y proyectivos forman un
par de n-cotorsién izquierdo siempre que R sea un anillo n-Iwanaga-
Gorenstein o un anillo Gorenstein (en el sentido de [BR07a])). Mas dun, da-
mos caracterizaciones de anillos Gorenstein en términos de (GP(R), P(R))
y su dual (Z(R),GZ(R)), formado por las clases de R-médulos inyecti-
vos y Gorenstein inyectivos. Como una aplicacion en este marco, proba-
mos que cada médulo en un anillo 2-Iwanaga-Gorenstein tiene una cu-
bierta Gorenstein inyectiva con la propiedad de factorizacién tnica, y que
la existencia de envolventes Gorenstein proyectivas implica la existencia
de tales envolventes con la propiedad de factorizaciéon tnica (ver Coro-
larios y 242). Un estudio anélogo se hace para médulos Ding pro-
yectivos y Ding inyectivos sobre un anillo, y ademds encontramos algu-
nas condiciones de finitud para la dimension global Ding proyectiva y
Ding inyectiva de un anillo. Al final, estudiamos algunas consecuencias
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de que las clases F(R) y GF(R) de médulos planos y Gorenstein pla-
nos formen un par de n-cotorsién izquierdo o derecho. Esto conduce por
ejemplo a algunas caracterizaciones de anillos perfectos izquierdos con
dimension global Gorenstein plana nula (Proposicion 2.52), y de anillos
perfectos izquierdos que son también quasi-Frobenius (Proposicién [2.53)).
Otro hecho interesante, acerca de los pares de la forma (GF(R), F(R)), es
su relacién con el par (Z(R),GZ(R)), mencionado antes, en términos del
funtor de dualidad de Pontryagin M +— M™ := Homz(M,Q/Z) (ver los
Teoremas[2.57]y [2.58). Ademas de sus aplicaciones en dlgebra homoldgica
Gorenstein, también estudiamos la interaccién entre pares de n-cotorsion
y subcategorias cluster tilting en el sentido de [Iyall]. Para una catego-
ria abeliana C con suficientes objetos proyectivos e inyectivos, damos una
correspondencia biyectiva entre pares de n-cotorsiéon en C, de la forma
(D, D), y subcategorias (n + 1)-cluster tilting de C (ver Proposicién y
Teorema [2.62)).

En la dltima seccién, mostramos como inducir pares de n-cotorsion iz-
quierdos y derechos de complejos de cadena provenientes de un par de
n-cotorsion (A, B) en una categoria abeliana C. Estos pares inducidos in-
volucran las clases A de A-complejos, B de B-complejos vy, dgA y dgB de
complejos diferencialmente graduados de objetos en A y B, respectiva-
mente. Los resultados que se presentan en esta seccion fueron motivados
por los trabajos de J. Gillespie [Gil04], y X. Yang y N. Ding [YD15], donde
ellos probaron que cada par de cotorsién completo y hereditario (A, B)
induce dos pares de cotorsién completos de complejos de cadena de la
forma (A, dgB) y (dg.A, B). En esta tesis se prueba que si alguno de dichos
pares de complejos es de n-cotorsion izquierdo o derecho, entonces tam-
bién lo es (A, B) en C, siempre que Ext’ (A, B) = Oparacadal <i <n+1,
extendiendo un resultado importante de [YD15].

En el Capitulo 3, el cual es el tema de un articulo en proceso, presenta-
mos la nocién de par de cotorsion cortado para dar una relativizacion de par
de cotorsién completo. Por “relativizacién” nos referimos a: dado un par
de clases de objetos en una categoria abeliana C, estudiamos las propie-
dades de las respectivas clases para encontrar una subcategorfa adecuada
de C donde el par pueda ser manejado como un par de cotorsién comple-
to en ella. Un acercamiento a esta idea fue inspirado en [BMPS19] bajo el
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concepto de relative cotorsion pairs donde los autores consideran pares de
clases de objetos en una subcategoria gruesa de una categoria abeliana. En
este trabajo, se levantard la condicién de ser gruesa.

En la primera seccién del Capitulo 3 presentamos la definicién de par
de cotorsién cortado (una descripcién alternativa de esta nocién puede
encontrarse en la Proposicién 3.5), construimos ejemplos de pares corta-
dos con las clases de R-moédulos Gorenstein proyectivos e inyectivos y
damos condiciones sobre la categoria Mod(R) para que éstos sean pares
de cotorsién en el sentido usual. También estudiamos su comportamiento
al tomar uniones e intersecciones de cortes en las Proposiciones[3.6]y[3.7} y
con esto, definimos el corte mds grande de un par (A, B) para mostrar que
esta clase es ttil para describir una relacién de ortogonalidad entre Ay B
a través del bifuntor Ext}(—, —) (ver Proposicién . Al final, definimos
qué significa que dos pares cortados sean “compatibles” con el propdsito
de formar nuevos pares cortados relacionados con sus clases (ver Propo-
sicién [3.13).

En la Seccién 2, damos al principio resultados que serdn una herra-
mienta necesaria para el resto del mismo. Con el fin de llevar al contex-
to cortado, la linea de investigacion desarrollada en [BMPS19], definimos
los conceptos de Par de Frobenius cortado y Contexto de Auslander-Buchweitz
cortado (Definiciones y[3.40). De estos conceptos, daremos ejemplos y
establecemos en el Teorema [3.34]y la Proposicién condiciones bajo las
cuales los ejemplos son pares de Frobenius o contextos AB en el sentido
de [BMPS19].

En la Seccién 3, probamos que existen correspondencias entre las no-
ciones arriba mencionadas (ver Teoremas y las cuales generali-
zan [BMPS19, Teorema 5.4].

En la atlima seccién, abordamos algunos conceptos en dlgebra homo-
légica en el contexto de pares de cotorsién cortados. Dentro de los temas
que estudiamos estédn: la teoria de Auslander-Buchweitz, la conjetura de
la dimension finitista y los pares de cotorsién en complejos de cadena. En
la teoria de Auslander-Buchweitz, ver los Teoremas [3.58) y [3.62 probamos
que el concepto de par de cotorsion cortado extiende la version relativa en
[BMPS19, Teoremas 3.6 y 3.7] y admite nuevos pares (ver Ejemplo [3.60).
Para la conjetura de la dimension finitista, reescribimos [CEG12, Teorema
3.2 y 3.4], un resultado de M. Cortés Izurdiaga, S. Estrada y P. A. Guil
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Asensio, en términos de la existencia de ciertos pares de cotorsién corta-
dos (ver las Proposiciones y [3.69). Respecto a los pares de cotorsion
en complejos de cadena, estudiamos cémo inducir un par de cotorsién
cortado en Ch(C) teniendo uno en C, y de manera reciproca obtener un
par en C de un par de cotorsion cortado en Ch(C). Al final de esta seccién
analizamos el par (A, B), donde A denota a la clase de R-mdédulos finita-
mente presentados y B es la clase de los R-m6dulos absolutamente puros,
y comentamos condiciones necesarias para que sea un par de cotorsién
cortado a lo largo de mod(R), la subcategoria de Mod(R) de R-mddulos
finitamente generados.

En el Capitulo 4, el cual también es un articulo en proceso, seguimos
el trabajo de D. Bennis y N. Mahdou en [BM09] respecto a médulos n-
fuertemente Gorenstein proyectivos, proponemos dos definiciones: la pri-
mera que hemos llamado objeto m-fuertemente (A, B)-Gorenstein proyecti-
vo débil (Definicion [4.2) y la segunda llamada objeto m-fuertemente (A, B)-
Gorenstein proyectivo (Definicion[4.2T)) donde A y B son dos clases de obje-
tos en C y m es un entero positivo. Estas nociones extienden de cierta ma-
nera algunos resultados muy conocidos de los R-médulos n-fuertemente
Gorenstein proyectivos. Ambas definiciones, a pesar de tener condiciones
en comun, utilizan argumentos distintos para probar resultados similares.

La Seccién 1 del Capitulo 4, estd dedicada a desarrollar la nocién de
objeto m-fuertemente (A, B)-Gorenstein proyectivo débil. Damos una ca-
racterizacion de la clase de los objetos m-fuertemente (A, B)-Gorenstein
proyectivos débiles cuando Ext’(A, B) = 0 para i > 1 (ver la Proposi-
cion . Dentro de los resultados que se desarrollan, damos en la Pro-
posicion una caracterizacion de esta clase a través de la nocién de
objeto (X, ))-Gorenstein proyectivo débil (ver [BMS18, Definicién 3.11]).
También probamos en la Proposicién que la auto-ortogonalidad de
un objeto m-fuertemente (A, B)-Gorenstein proyectivo débil exacto (De-
finicién tiene una fuerte relacién con la clase A. Por ultimo, mos-
tramos que la interseccion entre clases de objetos m-fuertemente (A, BB)-
Gorenstein proyectivos débiles es de nuevo una clase de este tipo (ver el
Teorema , lo cual extiende un importante resultado [ZH11) Teorema
3.5] mencionado anteriormente.

En la Seccién 2, mostramos que los resultados previamente mencio-
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nados en la seccién anterior, tienen su versiéon correspondiente para el
concepto de objeto m-fuertemente (A, B)-Gorenstein proyectivo (ver las

Proposiciones [.35]y el Teorema4.40). Al final, damos algunas aplica-

ciones relacionadas con subcategorias cluster-tilting, pares GP-admisibles
y pares de n-cotorsion.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Notacién y convenciones

En este capitulo daremos algunos preliminares en dimensiones homo-
légicas, ortogonalidad y aproximaciones.

A lo largo de este trabajo, C siempre denotard una categoria abelia-
na (no necesariamente con suficientes objetos proyectivos e inyectivos) y
el término anillo significard siempre anillo asociativo con uno. El princi-
pal ejemplo de tal categoria sera la categoria Mod(R) de R-moédulos iz-
quierdos y R-homomorfismos. Por un médulo M entenderemos un R-
moédulo izquierdo a menos que se especifique lo contrario. Los R-mdédulos
derechos seran considerados como R-moédulos izquierdos sobre el anillo
opuesto R°P. También consideraremos la categoria Ch(R) de complejos de
R-médulos izquierdos y la categoria mod(R) de R-mddulos finitamente
generados.

Cada subcategoria de C es plena, y cualquier clase de objetos A C C
serd considerada como una subcategoria (plena) de C. Si dos objetos C
y D en C son isomorfos, escribiremos C' ~ D. La notaciéon F = G serd
reservada para denotar la existencia de un isomorfismo natural entre dos
funtores F' y G. Los monomorfismos y epimorfismos en C serdn a veces
denotados por — y —», respectivamente.

Los resultados presentados en este trabajo tienen su correspondiente
version dual, la cual omitiremos por simpleza.

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Dimensidn de resolucién y corresolucién

Sea B C C una clase de objetos de C. Dado un objeto C' € C y un entero
no negativo m > 0, una B-resolucién de C de longitud m es una sucesién
exacta

0—+B,—>Byn1—-—>B—-By—C—=0

en C, donde By, € B para cada entero 0 < k < m. La dimension de resolucion
de C con respecto a B (o la dimensién de B-resolucién de C), denotada por
resdimp(C), se define como el menor entero no negativo m > 0 tal que
C tiene una B-resolucién de longitud m. Si tal m no existe, escribiremos
resdimg(C) := oo.

Dualmente, tenemos los conceptos de B-corresolucion de C' de longitud
m 'y de dimensién de corresolucion de C' con respecto a B, serd denotada por
coresdimp(C).

Respecto a estas dos dimensiones homoldgicas, consideraremos fre-
cuentemente las siguientes dos clases de objetos en C:

B :={C € C:resdimp(C) < m},
BY, :={C € C: coresdimp(C) < m}.

Ortogonalidad con respecto a funtores de extensién

En una categoria abeliana C, podemos definir bifuntores de extensién
en el sentido de Yoneda. Ver por ejemplo [Siel(] para mas detalles del te-
ma. Recordemos que Ext}(X,Y) estd definido como el grupo abeliano for-
mado por clases de sucesiones exactas cortas 0 — Y — Z — X — 0 bajo
cierta relacion de equivalencia. En caso de que trabajemos en la categoria
Ch(C) de complejos en C, escribiremos ExtiCh(C)(—, —) como Extiy, (—, —)
por comodidad.

Dadas dos clases de objetos A, B C C y un entero ¢ > 1, usaremos la
notacién Exts(A, B) = 0 para decir que Exts(A, B) = 0 para cada A €
Ay B € B. En caso de que A = {M} o B = {N}, solo escribiremos
Exti (M, B) = 0y Exts(A, N) = 0, respectivamente.

Recordemos que el i-ésimo complemento ortogonal derecho de A se define
como

Ati = {N € C:Ext:(A,N) =0},

2



CAPITULO 1. PRELIMINARES 3

y el complemento ortogonal total derecho de A como

At = ﬂ At

i>1

Dualmente, tenemos el i-ésimo complemento ortogonal izquierdo y el comple-
mento ortogonal total izquierdo de B , denotados por i3 y 11, respectiva-
mente.

Aproximaciones

Sea A una clase de objetos de C. Un morfismo f: A — C es una A-
precubierta (o una A-aproximacion derecha de C) si A € Ay si para cada
morfismo f': A — C con A’ € A, existe un morfismo h: A’ — A tal
que f' = f o h.Si ademds, en caso de que A’ = Ay f' = f, la igual-
dad anterior solo puede completarse con automorfismos de A, entonces
diremos que f es una A-cubierta (o una A-aproximacion minimal derecha).
Mads atin, una A-precubierta f: A — C de C es especial si Coker(f) = 0
y Ker(f) € A'. Diremos que la clase A es precubriente si cada objeto
de C tiene una A-precubierta. Similarmente, tenemos los conceptos de
clase cubriente y precubriente especial en C. Dualmente, tenemos los con-
ceptos de A-preenvolventes (A-aproximaciones izquierdas), A-envolventes (A-
aproximaciones minimales izquierdas) y A-preenvolventes especiales en C, junto
con las correspondientes nociones de clase preenvolvente, envolvente y preen-
volvente especial.

Dimensiones Homoldgicas Relativas

Dada una clase X C Cy M € C, la dimensién proyectiva de M relativa a
X se define como

pdy(M) :=min{n >0: Exté(M, X)=0paratodaj > n}.

Dualmente, denotamos por idx (M) la dimension inyectiva de M relativa a
X. Mas atn, para cualquier clase Y C C, definimos

pdy(Y) :==sup{pdy(Y): Y € Y} eidx(Y) :=sup{idx(Y) : Y € V}.
Puede verse que pdy()) = idy(X). Si X = C, escribiremos pd(Y) e id(Y).

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Clases de interés

Se dice que X es una clase pre-resolvente si es cerrada por extensiones
y ntcleos de epimorfismos entre objetos en X'. Una clase pre-resolvente
se dice resolvente si contiene a P(C), la clase de objetos proyectivos en C.
Si las condiciones duales se cumplen, obtenemos los conceptos de cla-
se pre-corresolvente y corresolvente. Una clase gruesa a izquierda (respecti-
vamente, gruesa a derecha ) es una clase pre-resolvente (respectivamente,
pre-corresolvente) la cual es cerrada por sumandos directos en C. Una cla-
se es gruesa si es gruesa a izquierda y a derecha. Denotamos por Thick(X'),
Thick ™ (X) y Thick™ (C) la categorfa mas pequefia gruesa, gruesa a izquier-
da y gruesa a derecha de subcategorias de C, respectivamente, que contie-
nen a la clase X'

Generadores y cogeneradores relativos

Sean X' y w dos subcategorias de C. Se dice que w es X-inyectivo si
idy (w) = 0. La subcategoria w es un cogenerador relativoen X siw C X'y pa-
ra cualquier X € X existe una sucesion exacta corta0 - X — W — X' —
Ocon W € wy X’ € X. Dualmente, tenemos las nociones de X-proyectivo
y generador relativo en X. Con estos preliminares en mano, estamos listos
para dar nuestra aproximacién de cotorsion en categorias abelianas.

Alo largo de esta tesis, definimos varios conceptos bilaterales. Por mo-
tivos practicos, trabajaremos solo con la versién izquierda y no escribire-
mos los enunciados para la versiéon derecha.



Capitulo 2

PARES DE n-COTORSION

Dado un anillo n-Iwanaga-Gorenstein R, sabemos que si GP(R) de-
nota la clase de R-moédulos izquierdos Gorenstein proyectivos, y P(R) la
clase de R-médulos izquierdos proyectivos, usando teoria de aproxima-
cién de Auslander-Buchweitz (ver [AB89, BMPS19] por ejemplo), pode-
mos asegurar que para cada R-moédulo izquierdo M existe un epimorfis-
mo ¢ : P — M con P € GP(R) cuyo nucleo tiene dimensién proyectiva
finita exactamente n—1. Mds auin, se tiene que la relacién de ortogonalidad
Ext4(GP(R), P(R)) = 0 se satisface para cada i > 1. Nosotros estaremos
interesados en considerar la tltima condicién en un contexto méas general
y solo para indices 1 < i < n.

En el presente capitulo, comprimimos las propiedades anteriores en el
concepto de par de n-cotorsion izquierdo. En el contexto que provee una ca-
tegoria abeliana C, éstos estaran definidos por dos clases A y B de objetos
de C tales que: (1) A es cerrada por sumandos directos, (2) Ext4 (A, B) = 0
para cada 1 < ¢ < n, y (3) para cada objeto C' € C existe una sucesién
exacta

0—+B,1—B,92—---—>B—-By—-A—=-C—=0

conA e Ay B € Bparacada0 <k <n—1.

Este concepto y su dual, que llamaremos par de n-cotorsién derecho, re-
presentardn un acercamiento a lo que, a grosso modo, llamamos cotorsion
elevada: esto es, el estudio de los posibles resultados de considerar dos
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6 SECCION 2.1. Definiciones bésicas

clases de objetos de C que sean completas con respecto a la relacién de or-
togonalidad definida por el desvanecimiento del bifuntor Ext’(—, —) para
indices mds grandes i« > 1. El caso i = 1, por otra parte, ya estd cubierto
por la teoria de pares de cotorsién completos, ampliamente considerados
en campos como Algebra Homoldgica Relativa o Teorfa de Representacio-
nes.

2.1. Definiciones basicas

La nocién de par de cotorsion fue presentada por primera vez por L.
Salce en [Sal79] y es el concepto andlogo al de par de torsién donde el bi-
funtor Home(—, —) es reemplazado por Ext}(—, —). A grosso modo, dos
clases de objetos A y B, en una categoria abeliana C, forman un par de co-
torsion (A, B) si son completos con respecto a la relaciéon de ortogonalidad
definida por el desvanecimiento del bifuntor Ext}(—, —). Especificamente,
y para el propésito de este capitulo, es conveniente recordar este concepto
de la siguiente manera.

Definicién 2.1. Sean Ay B dos clases de objetos en una categoria abeliana C.
Decimos que A y B forman un par de cotorsion izquierdo completo (A, B)
en C si A= 11By sipara cada C € C existe una sucesion exacta corta

0—-B—A—C—0,

con A € Ay B € B. Dualmente, tenemos la nocién de par de cotorsion dere-
cho completo en C. Finalmente, (A, B) es un par de cotorsion completo en C
si es un par de cotorsion izquierdo y derecho completo en C.

Notemos que (A, B) es un par de cotorsién completo en C si, y solo si,
es a la vez un par de cotorsién izquierdo completo y un par de cotorsion
derecho completo en C. Se sabe también que para un par de cotorsién
(A, B) en una categoria abeliana con suficientes proyectivos e inyectivos,
(A, B) es un par de cotorsién izquierdo completo si, y solo si, es un par
de cotorsiéon derecho completo. Este resultado es comtinmente conocido
como Lema de Salce.

Motivados por las propiedades de los médulos Gorenstein proyectivos
e inyectivos sobre anillos Iwanaga-Gorenstein mencionadas previamente,

6



CAPITULO 2. PARES DE n-COTORSION 7

a continuacién presentamos una version “elevada” de pares de cotorsion,
la cual cubre a los pares de cotorsién izquierdos y derechos completos en
el sentido de la Definicién 2.1} como casos particulares. Por “elevada” nos
referimos a considerar la ortogonalidad con respecto a Ext’(—, —) para
indices i > 1. Veremos también cémo algunas propiedades conocidas para
pares de cotorsion pueden ser llevadas a este contexto elevado resultante
de la Definicién
En todo este capitulo, n > 0 serd un entero positivo.

Definicién 2.2. Sean Ay B dos clases de objetos en C. Decimos que (A, B) es
un par de n-cotorsioén izquierdo en C si las siguientes condiciones se cumplen:

(1) Aes cerrada por sumandos directos.

(2) Exti(A,B) = 0paracadal <i < n.

(3) Para cada objeto C' € C, existe una sucesion exacta corta
0—-—K—-A—-C—=0

donde Ac Ay K € B)_,.

Dualmente, decimos que (A, B) es un par de n-cotorsién derecho en C si
la condicion (2) se satisface, B es cerrada por sumandos directos, y si cada objeto
de C puede ser inmerso en un objeto de B con coniicleo en A)_,. Finalmente,
decimos que Ay B forman un par de n-cotorsion (A, B) en C si (A,B) esala
vez un par de n-cotorsion izquierdo y un par de n-cotorsion derecho en C.

Ejemplo 2.3. Denotaremos por P(C) e Z(C) a las clases de objetos proyectivos
e inyectivos de C, respectivamente. Es claro que C tiene suficientes proyectivos
(respectivamente, suficientes inyectivos) si, y solo si, (P(C), C) (respectivamente,
(C,Z(C)) es un par de n-cotorsion en C para cadan > 1.

En lo que resta de este capitulo, nos referiremos a (P(C),C) y (C,Z(C))
como los pares de n-cotorsion triviales cuando C tiene suficientes proyec-
tivos e inyectivos. Presentaremos algunos ejemplos no triviales en la Sec-

cién 2.4



8 SECCION 2.1. Relacién entre cotorsién y n-cotorsion

Relacién entre cotorsiéon y n-cotorsion

Es claro que los pares de 1-cotorsion izquierdos (respectivamente, de-
rechos) coinciden con los pares de cotorsiéon izquierdos completos (respec-
tivamente, derechos) en C. Sin embargo, podemos decir mas de la interac-
cién entre pares de n-cotorsion y pares de cotorsion completos. Especifica-
mente, estudiaremos bajo qué condiciones un par de cotorsioén izquierdo
completo induce un par de n-cotorsion izquierdo. Por otra parte, proba-
remos que cada par de n-cotorsién izquierdo induce un par de cotorsioén
izquierdo completo.

Empezaremos estableciendo bajo qué condiciones dos clases de obje-
tos Ay B forman un par de n-cotorsioén izquierdo en C. Para esto, necesi-
taremos el siguiente Lema.

Lema 2.4. Para cualquier clase de objetos B de C, la siguiente contencion es
cierta:

n

(BB .

i=1
Demostracion. Consideremos C' € BJ_; y una B-resolucion de C de longi-
tudn —1,

n:0—-B,1—>B,o9—--—>B —-By—~C—=0

donde By_; € B paracadal < k < n — 1. Entonces, Exté(X, Br_1) =0
paracadal <i<nycada X €, LiB. Usando el Lema del Corrimien-
to[A.3]en 7, obtenemos el resultado. O

Proposicién 2.5. Sea C una categoria abeliana con suficientes inyectivos, y sean
Ay B dos clases de objetos de C tales que Z(C) C B. Entonces, Ext}(A, B} ;) =
0 si, y solo si, Exti(A, B) = 0 para cada 1 < i < n. En particular, (A, B)_,)
es un par de cotorsion izquierdo completo si, y solo si, (A, B) es un par de n-
cotorsion izquierdo en C.

Demostracion. El reciproco se sigue del Lema Para la implicacién di-
recta, como C tiene suficientes inyectivos e Z(C) C B, para cada (i — 1)-
cosizigia inyectiva K de B € B tenemos que resdimg(K) <i—1<n—1
con 1 < i < n.Luego, Ext}(A, K) = 0 ya que suponemos Ext} (A, B) ) =
0. Por lo tanto, Ext4(A, B) = Ext;(A, K) = Oparacada B € Bel < i <
n. O
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En el reciproco de la Proposicién[2.5, no usamos que C tuviera suficien-
tes inyectivos 0 Z(C) C B. De hecho, solo necesitamos un par de cotorsién
izquierdo completo de la forma (A, B)_;). Antes de demostrar esto en el
Teorema probaremos las siguientes propiedades que son una conse-
cuencia de la relacién de ortogonalidad Exti(A,B) = 0con 1 < i < n.

Proposicion 2.6. Sean Ay B dos clases de objetos de C tales que Exté (A,B)=0
paracadal <i<n.SiY € By con 0 < k < n — 1, entonces Extp(A,Y) =0
para cada 1 < i < n — k. En particular, Ext}(A, B)_;) = 0.

Demostracién. Elresultado es claro para el cason = 1. Por lo que, podemos
suponer que n > 2. La prueba se hard por induccién sobre k. El caso k = 0
también es claro, entonces consideraremos 1 < k <n — 1 paran > 2.

Sean A € AyY € B}.Paraelcaso k = 1, tenemos que resdimp(Y) < 1,
y entonces existe una sucesion exacta corta

0—-B—-By—=Y—=0
con By, By € B. Entonces, obtenemos una sucesion exacta
Ext( (A, Bo) — Ext((A,Y) — Exti ™ (A, By)

de grupos abelianos con Extj (A, By) = 0y Ext5™ (4, B1) =0sil <i <
n—1.Porlo tanto, Ext;;(A,Y) = OparacadaA € A, Y € Bfel <i<n-1.
Ahora para el paso inductivo, supongamos que para cada objeto Y’ €
By conl <k <n-—1(elcaso k =n — 1 se sigue del Lema [2.4), tenemos
que Exté(A, Y’) = 0 paracada 1 < ¢ < n — k. Ahora bien, sea Y € C un
objeto con resdimp(Y’) < k + 1, entonces existe una sucesion exacta

0—-Y -B—->Y =0

con B € Byresdimp(Y') < k. Consideremos unentero 1 < i <n—(k+1).
Entonces, tenemos una sucesion exacta

Ext(A, B) — Ext{(A,Y) — Ext5™(A,Y)

de grupos abelianos donde Ext4(A,B) =0.Como 1 < i <n-— (k+1)y
Ext4™ (A,Y’) = 0 por hipétesis de induccién, obtenemos que Ext} (A,Y) =
Oparacadal <i<n-—(k+1). O
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Teorema 2.7. Sean Ay B dos clases de objetos de C. Entonces, las siguientes dos
condiciones son equivalentes:

(a) (A, B) es un par de n-cotorsion izquierdo en C;

(b) A=np, LBy para cualquier C € C existe una sucesion exacta corta

0-K—A—C—0,

conAe Ay K € B))_;.
Mds aiin, si alguna de las condiciones anteriores se cumple, entonces (A, B)_,)
es un par de cotorsion izquierdo completo en C.

Demostracién. Notemos que la implicaciéon (b) = (a) es trivial. Probemos
que (a) implica (b). Supongamos que (A, B) es un par de n-cotorsion iz-
quierdo en C. Entonces, por el Lema 2.4, obtenemos las siguientes conten-
ciones

n
AC (MBS (B)y).
i=1
Luego, solo necesitamos probar la contencién A 2 +1(B2_,). Es suficiente

notar que para cada X € +1(B)_,), existe un epimorfismo que se escinde
A — X connucleo en B _;. O

Normalmente, dado un par de cotorsion (A, B) en C, una pregunta
natural es si (A, B) es completo o hereditario, con el fin de construir .A-
precubiertas y B-preenvolventes especiales. Ahora, que ya hemos explo-
rado la interaccién entre cotorsion y cotorsién elevada, estudiaremos en la
siguiente seccion la relacién entre pares de n-cotorsion izquierdos y dere-
chos, y aproximaciones izquierdas y derechas respecto a las clases Ay B.
En la Seccién por otra parte, trataremos la propiedad de ser heredita-
rio de pares de n-cotorsién (A, B) en el cual A es una clase resolvente o B
una clase corresolvente.

2.2. Cubiertas y envolventes a partir de pares de n-
cotorsion

Las aproximaciones han sido consideradas antes en el estudio de co-
torsion elevada. Por ejemplo, en [CT08|] S. Crivei y B. Torrecillas presen-

10
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taron el concepto de A-precubiertas n-especiales y B-preenvolventes m-
especiales (A-precubiertas que son epimorfismos con nticleo en A", y B-
preenvolventes con conticleo en 1 3, respectivamente), y establecen con-
diciones bajo las cuales es posible obtener tales aproximaciones a partir
de un (m, n)-par de cotorsién (A, B) (esto es, A = *mBy B = Atn). Ver
[CTO8, Proposicién 3.14 y Teorema 3.15].

En esta seccion, estudiamos precubiertas y preenvolventes provenien-
tes de un par de n-cotorsién (A, B) en una categoria abeliana C. Tam-
bién definimos un nuevo tipo de aproximaciones que llamamos (A, k, B)-
precubiertas y (A, k, B)-preenvolventes, como los anédlogos de precubier-
tas especiales y preenvolventes especiales provenientes de un par de co-
torsiéon completo. Dentro de las propiedades de estos nuevos conceptos,
probamos que la clase de objetos que tienen una (A, k, B)-precubierta es
cerrada por extensiones si imponemos una condicién de ortogonalidad en
B. Por ultimo, estudiaremos algunas condiciones bajo las cuales los pares
de n-cotorsién izquierdos y derechos son fuentes de precubiertas y preen-
volventes con la propiedad de factorizacion tnica.

(A, k, B)-precubiertas y preenvolventes especiales

Una consecuencia del Teorema [2.7|es que los pares de n-cotorsién iz-
quierdos y derechos son siempre una fuente de precubiertas y preenvol-
ventes, como lo establece el siguiente resultado.

Proposicion 2.8. Si (A, B) es un par de n-cotorsién izquierdo en C, entonces A
es una clase precubriente especial.

Demostracion. Sea (A, B) un par de n-cotorsion izquierdo en C. En parti-
cular, para cualquier C' € C, existe una sucesion exacta

0>K—>A—C—0,

donde K € B)_, y A € A. Mas aun, por el Teorema obtenemos que
K € B) ; C A't y entonces A — C es una A-precubierta especial de
C. O

Sin embargo, las precubiertas y preenvolventes especiales no son las
Unicas aproximaciones provenientes de pares de n-cotorsién izquierdos

11



12 SECCION 2.2. (A, k, B)-precubiertas y preenvolventes especiales

y derechos. Bajo ciertas condiciones, podemos obtener mas informacién
acerca de las aproximaciones resultantes de la Proposicion Siguien-
do ideas de [CT08]| referente a la relacién entre (m, n)-pares de cotorsion,
precubiertas n-especiales y preenvolventes m-especiales, proponemos la
siguiente familia de aproximaciones y estudiamos su relacién con pares
de n-cotorsion izquierdos y derechos.

Definicién 2.9. Sean Ay B dos clases de objetos de C, y k un entero positivo.
Dado un objeto C' € C, decimos que una A-precubierta f: A — C de C es una
(A, k, B)-precubierta especial si f es un epimorfismo y Ker(f) € Bj_,. La
nocién de (A, k, B)-preenvolvente especial se define de manera dual.

Observacion 2.10.

(1) Sea A una clase de objetos de C y C' € C. Notemos que un morfismo f :
A — Ccon A € A es una A-precubierta especial si, y solo si, es una
(A, 1, ALv)-precubierta especial.

(2) Cualquier C' € C admite una (A, n, B)-precubierta si (A, B) es un par de
n-cotorsion izquierdo en C.

El siguiente ejemplo se obtiene de [Hol04, Teorema 2.10].

Ejemplo 2.11. Dada una clase de médulos Y C Mod(R), decimos que un com-
plejo de cadena X = (Xy,)mez es Homp(—,Y)-aciclico si Homp(X,Y) =
(Homp (X, Y))mez es un complejo exacto de grupos abelianos para cada Y €
V.

Recordemos que GP(R) denota la clase de R-mddulos Gorenstein proyecti-
vos, esto es, médulos M € Mod(R) tales que M ~ Zy(P), para algiin complejo
exacto y Hompg(—, P(R))-aciclico P de médulos proyectivos. Los médulos Go-
renstein inyectivos se definen dualmente, esto es, como ciclos de complejos exac-
tos y Hompg(Z(R), —)-aciclicos de médulos inyectivos. La clase de R-mddulos
Gorenstein inyectivos la denotaremos por GZ(R).

Recordemos que la dimension Gorenstein proyectiva de un R-médulo M,
la cual denotamos por Gpd(M ), se define como la dimensién de GP(R)-resolucién
de M, esto es,

Gpd(M) := resdimgpry(M).

La dimensién Gorenstein inyectiva de M, denotada por Gid(M ), se define
de manera similar. Se sabe de [Hol04, Teorema 2.10] que cada R-médulo M con

12



CAPITULO 2. PARES DE #n-COTORSION 13

dimension Gorenstein proyectiva finita, digamos Gpd(M) = m < oo, tiene una
precubierta Gorenstein proyectiva especial cuyo niicleo tiene dimensién proyecti-
va a lo mds m — 1, esto es, M tiene una (GP(R), m, P(R))-precubierta especial.

En [AAQ2, Teorema 3.1], K. D. Akinci y R. Alizade probaron que para
cada par de cotorsién hereditario (A, B) en Mod(R), la clase de objetos que
tienen una A-precubierta especial es cerrada por extensiones. En lo que
sigue, generalizamos este resultado para (A, k, B)-precubiertas especiales.
Denotaremos por Prec®(A, B) a la clase de todos los objetos C' € C que
admiten una (A, k, B)-precubierta especial.

Teorema 2.12. Sea n un entero positivoy 1 < k < méx(l,n — 1), y sean Ay
B dos clases de objetos de C tales que Exté(.A, B) =0paracadal <i <mn,o
Ext3(A,B) = 0sin = 1. Si Ay B)_, son cerradas por extensiones, entonces
también lo es Prec® (A, B).

Demostracién. La prueba se hard adaptando los argumentos en [AA02,
Teorema 3.1] a nuestro contexto. Sea

0xLvszo

una sucesion exacta corta en C tal que X, Z € Prec’(A, B). Primero, con-
sideremos una (A, k, B)-precubierta especial de Z, digamos una sucesién
exacta corta

Z
0—>KZB—>AZi>Z—>0,
con K% € B)) |y A? € A. Tomando el pullback de Y — Z «+ AZ obtene-

mos el siguiente diagrama conmutativo con columnas y renglones exac-
tos:

K? —— K%
B’Z] ]ﬂZ
f 7]
X E AZ 2.2.1)
| oo
X Y 7

f g

13



14 SECCION 2.2. (A, k, B)-precubiertas y preenvolventes especiales

Ahora consideremos una (A, k, B)-precubierta especial de X, digamos
X
0—>KXB—>AXi>X—>O,

con AX € Ay KX € Bj ,. Obtenemos la siguiente sucesién exacta de
grupos abelianos:

Extl(AZ,aX)
5

Exte(AZ, AY) Extb(AZ, X) — Bxt2(AZ KX).

El morfismo Ext (A%, aX) es un epimorfismo ya que Ext3(A%, KX) = 0.
Esta dltima igualdad se puede probar de la siguiente manera: para el caso
n = 1, usamos que Ext(A,B) = 0. Si n > 2, por otra parte, se tiene
que £ < n — 1y entonces 2 < n — k + 1. Luego, por la Proposicién
Extp(A, By, ;) =0parai=1,2.

A partir de que Ext} (A%, o) es suprayectiva, podemos asegurar que
para el renglén central

0 x L ES Az o,
existe una sucesion exacta corta
00— AX LAY 947 g

tal que 7 se obtiene como el pushout de 7" a lo largo de o : A% — X:

KX—KX
o,
ax Lo gy 5, gz 2.2.2)
o ow |w \
X— S F—» AZ
f g

Como AX, A% € Ay Aes cerrada por extensiones, tenemos que AY € A.
De las columnas centrales en los diagramas (2.2.1) y (2.2.2), obtenemos el

14



CAPITULO 2. PARES DE #n-COTORSION 15

siguiente diagrama conmutativo con renglones y columnas exactas des-
pués de tomar el pullback de KZ — E « AY:

KX —— KX
R
B oY
KY AY Y (2.2.3)
oo e
K% E Y
BZ dZ

Notemos que KY € B} , yaque KX, KZ € B) | y Bj_, es cerrada por
extensiones. Por lo tanto, usando que Extg (A, By ;) = 0, se sigue que el
renglén central de (2.2.3) es una (A, k, B)-precubierta especial de Y. O

Observacion 2.13. La clausura por extensiones para la clase Prec™ (A, B) no se
considera en el resultado anterior. Esto se estudiard en la Seccién [2.3]

. o 4 . A
Para el Teorema requerimos la hipétesis de que Bj;_, sea cerrada
por extensiones. En el siguiente resultado, damos una condicién suficiente
para garantizar esta propiedad.

Lema 2.14. Sean k un entero positivo y B una clase de objetos de C cerrada por
extensiones. Si Ext}(B, B} _,) = 0, entonces B, es cerrada por extensiones.

Demostracion. Consideremos una sucesion exacta corta en C
n:0—-X—-Y—>272-—-0,

con X, Z € By;,_,. Probaremos que resdimp(Y’) < resdimg(Z). Para probar
esto, usaremos induccién en m := resdimp(X).
» Para el caso inicial, supongamos m = 0. Si resdimg(Z) = 0, se sigue
que Y € By entonces resdimg(Y) = 0 = resdimp(Z), ya que B
es cerrada por extensiones. Podemos suponer que resdimp(Z) > 1.
Entonces, existe una sucesion exacta

0:0—= 2 — By— Z—0,

15



16 SECCION 2.2. (A, k, B)-precubiertas y preenvolventes especiales

donde resdimp(Z’)+1 = resdimg(Z) y By € B. Tomando el pullback
deY — Z < By obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con
renglones y columnas exactas:

7 =17
X——L—» DBy (2.2.4)
| |~
X Y Z

Notemos que L € B, ya que B es cerrada por extensiones. Luego, de
la columna central en , obtenemos la desigualdad resdimp(Y") <
1 + resdimp(Z’) = resdimp(Z). Por lo tanto, tenemos Y € B; ;.

= Para el paso inductivo, sea 1 < m < k — 1. Supongamos que para
cualquier sucesion exacta corta

0= X' =Y =27 -0,
con X', Z" € By | y resdimg(X’) < m se tiene que resdimp(Y’) <
resdimp(Z’).
Ahora para Z que aparece en 7, consideremos una sucesion exacta
corta como ¢. Tomemos el pullback de Y — Z < By para construir

un diagrama como en (2.2.4), y consideremos el renglén central y
columna central resultantes:

€:0—-X —L— By—0,
70272 - L—-Y —0.

Como Extg(B, By ;) = 0, la sucesion ¢ se escinde, y entonces L =
X @ By. Por otra parte, consideremos una sucesién exacta corta

d0=-X 2B =-X—=0

con B; € Byresdimg(X')+1 = resdimp(X), y formemos la sucesién
exacta
e”: 0—>X/—>BlEBBo—>X@Bo—>O

16



CAPITULO 2. PARES DE n-COTORSION 17

sumando a ¢’ la identidad en Bj. Ahora, tomemos el pullback de
Z' - X @ By < B1 @ By para obtener el siguiente diagrama conmu-
tativo con renglones y columnas exactas:

X/ X/
Y —— B ®By —— Y (2.2.5)

L1

Z'— s XPBy ——Y

Notemos que X', Z' € B}, ; yresdimp(X’) < menla primera colum-
na de (2.2.5), entonces podemos aplicar hipétesis de induccién para
concluir que resdimg(Y’) < resdimp(Z’). Por otra parte, B; ® By € B
y entonces tenemos que

resdimp(Y) < resdimp(Y’) + 1 < resdimp(Z’) + 1 = resdimp(Z).

Por lo tanto, Y € By, ;.
O

La condicién Ext} (B, By ;) = 0 en el Lema podria parecer dificil
de satisfacer para una clase B C C cerrada por extensiones. Sin embargo,
podemos encontrar clases que satisfacen esta condicién, tales como las
subcategorias m-rigidas. Siguiendo [Iyall, Definicién 1.1], para un entero
m > 1, decimos que una subcategoria D C C es m-rigida si Exts(D, D) = 0
paracada 0 <i < m.

Probaremos la siguiente caracterizacion de subcategorias m-rigidas la
cual involucra las hipétesis del Lema

Proposicién 2.15. Si D es m-rigida para algiin m > 2, entonces la iqualdad
Exté(D, D,@_l) = 0 se cumple para cada 1 < k < m — 1. Mds aiin, si C tiene
suficientes inyectivos e Z(C) C D, entonces la implicacion contraria también se
cumple. Esto es, si existe m > 2 tal que Exté(D, D//g\_ﬁ =0paracadal < k <
m — 1, entonces D es m-rigida.

17



18 SECCION 2.2. (A, k, B)-precubiertas y preenvolventes especiales

Demostracion. La implicacién directa se sigue por la Proposicion [2.6] Aho-
ra, para el reciproco donde C tiene suficientes inyectivos e Z(R) C D, su-
pongamos que Ext}(D,D) ;) = Oparacada 0 < k —1 < m — 2. Para
0 < i < m, tenemos que Ext, (D, D') = Ext}(D, K) donde D, D' € Dy K
esuna (i—1)-cosizigia myectlva de D’. Notemos que K € D/ |, y entonces
por hipétesis se sigue que Ext} (D, K) = 0, esto es, Exti(D, D') = 0. Por
lo tanto, D es m-rigida. O

Corolario 2.16. Sea D una clase m-rigida cerrada por coproductos finitos y con
m > 2. Entonces, la clase D,@ es cerrada por extensiones, para cada 0 < k <
m — 2.

Demostracién. Notemos que Extl(D,D) = 0y que D sea cerrada por co-
productos finitos implica que D es cerrada por extensiones. Entonces, el
resultado se sigue del Lema y la Proposicién O

Observacién 2.17. Bajo las hipdtesis del Teorema dada una sucesién exacta
corta

0oxLv4z0

donde X y Z tienen una (A, n, B)-precubierta especial, digamos
B
px:0— BYX |, =% BX, .. ﬁBX—Mﬁ%JM—%XﬁO
Bia

pz:0— BZ | = BZ , — - —>BZB—1>BZB° A% 27 o,

es posible en algunos casos construir una (A, n, B)-precubierta especial de Y
compatible con px y pz, esto es, una sucesion exacta

Y
py:O%Bz_lhB,’fﬁ—w- BY—>BYﬂO A Dy o

18



CAPITULO 2. PARES DE n-COTORSION 19

junto con un diagrama conmutativo con renglones y columnas exactas:

Bffflﬁ"—%Bffz BX B By B gx oty
] n—1 ] n—2 J/fl ]fo ]f ]f
/Bn 1 B%’ ﬁy OéY
Jgn 1 Jgn 2 lgl Jgo Jg L(J

By B¢ o?
BZ L BZ Bf B¢ AZ Z
(2.2.6)

Para probar esta afirmacion, necesitamos un andlogo de pares de cotorsion here-
ditarios para pares de n-cotorsion izquierdos, los cuales serdn presentados en la
Seccién 2.3]

Por ahora, podemos mostrar el caso n = 1. Esto es, dadas dos clases de objetos
Ay Ben C, cerradas por extensiones, tales que Ext2(A, B) = 0. Siguiendo la
prueba del Teorema[2.12) tenemos una sucesion exacta corta

0-xLyvLz0
donde X y Z tienen A-precubiertas especiales con niicleo en B, digamos:
X X
px:0— BX 204X o7 x g,
Z Z
pZ:O—>B26—>AZa—>Z—>O.

De los diagramas (2.2.1), (2.2.2) v (2.2.3)), construimos el siguiente diagrama
conmutativo con renglones y columnas exactas:

BX i AX @y

y B 5 a 227
B A Y (2.2.7)
A BZ 7 (67

B A A
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20 factorizacion tnica
Veamos que conmuta:

BYof=p" =fop¥ (por @22.3) y £:2.2)),
a¥ o f =a?oaXo f =a?ofoaX=foaX (por (2.2.3), 2.2.2) y (2.2.1)),
Foj=goflog=goa o g0’  (por @2T) @23y €2,
a?ojg=a?ogoa’ =goa‘oa’ =goa’ (ror 2.2.2), 2.2.7) y 2.2.3)).

Corolario 2.18. Sea (A, B) un par de n-cotorsion izquierdo en C con n > 2, tal
que:

(i) B es cerrada por coproductos finitos en C, y

(ii) Ext}(B,B}_,) = 0 para cualquier 1 < k < max(1,n — 1).
Entonces, la clase Prec®(A, B) es cerrada por extensiones para cualquier 1 <
kE <max(l,n—1).

Demostracién. Primero, notemos que como B es cerrada por coproductos
finitos en C y Ext} (B, B)) = 0, se sigue que B es cerrada por extensiones.
Maés atn, del Lema obtenemos que B;, ; es cerrada por extensiones.
Por otra parte, el Teorema[2.7jnos permite concluir que A es también cerra-
da por extensiones. Por lo tanto, el Teorema[2.12]nos da el resultado. [

n-Cotorsién y aproximaciones con la propiedad de factorizaciéon
Gnica

Ahora estudiaremos la relacién entre cotorsion elevada y aproxima-
ciones con la propiedad de factorizacién tinica. Este tema ha sido abor-
dado en otros contextos de cotorsién elevada. Por ejemplo, Crivei y To-
rrecillas consideraron (m,n)-pares de cotorsion (A, B) en categorias de
Grothendieck G con suficientes proyectivos, y estudiaron algunas con-
diciones bajo las cuales es posible obtener precubiertas especiales con la
propiedad de factorizacién tnica. A saber, ellos probaron en [CTO08, Teo-
rema 3.15], entre otras caracterizaciones, que cada objeto en G tiene una
Atr+i-preenvolvente con la propiedad de factorizacion tnica si, y solo si,
G = Atnt1,

Recordemos que una A-precubierta f: A — C de C € C tiene la pro-
piedad de factorizacion iinica si para cada morfismo f': A’ — C con A’ € A
existe un dnico morfismo h: A* — A tal que f' = f o h. La nocién de

20



CAPITULO 2. PARES DE n-COTORSION 21

A-preenvolvente con la propiedad de factorizacion tnica se define de ma-
nera dual.

La importancia de la propiedad de factorizacién tnica radica en sus
aplicaciones, las cuales van desde la descripcién de ciertas categorias de
modulos, a caracterizaciones de anillos que involucran su dimensién glo-
bal o su dimensién débil. Una de estas aplicaciones tiene relacién con la
existencia de envolventes planas. Especificamente, ]. Asensio Mayor y ]J.
Martinez Herndndez probaron en [AM93, Proposicién 2.1] que para cual-
quier anillo R, cada médulo tiene una envolvente plana con la propiedad
de factorizacién tinica si, y solo si, R es coherente derecho y con dimen-
sion débil wd(R) < 2. La versién dual de este resultado fue probada por L.
Mao y N. Ding en [MDO07b, Corolario 2.4], esto es, la tltima condicién es
también equivalente a decir que cada R-médulo derecho tiene una cubier-
ta absolutamente pura con la propiedad de factorizacién tnica. Una pre-
gunta interesante acerca de la clase AP(R) de R-mé6dulos absolutamente
puros (también conocidos como R-médulos FP-inyectivos) es si ésta es ce-
rrada por limites directos. L. Mao y N. Ding también probaron en [MD07a,
Proposicion 6.7] que si cada médulo tiene una cubierta absolutamente pu-
ra con la propiedad de factorizacién tinica, entonces AP (R) es cerrada por
limites directos. Hay también otras caracterizaciones de la dimensién dé-
bil de anillos coherentes que envuelve la propiedad de factorizacion tinica
con respecto a envolventes planas y proyectivas (ver [Din96, Corolarios
3.4y 3.9], también por Ding).

En las siguientes lineas, damos otras condiciones, dentro del contexto
de pares de n-cotorsion, bajo las cuales podemos obtener aproximacio-
nes con la propiedad de factorizacién tnica. Los resultados obtenidos en
esta direccion serdn aplicados en la Seccién [2.3| para decir mas acerca de
[MDO7b, Corolario 2.4] de L. Mao y N. Ding, y en la Seccién en el
campo de Algebra Homolégica Gorenstein, donde extendemos algunos
resultados respecto a envolventes Gorenstein proyectivas y cubiertas Go-
renstein inyectivas con la propiedad de factorizacion tnica.

Recordemos que las clases B}, juegan un papel importante en el con-
cepto de par de n-cotorsion izquierdo (A, B) en categorias abelianas. En el
estudio de aproximaciones con la propiedad de factorizacién tnica, nece-
sitaremos considerar las clases A} en su lugar. Empecemos probando las
siguientes dos propiedades.

21



SECCION 2.2. n-Cotorsién y aproximaciones con la propiedad de
22 factorizacién tinica

Proposicién 2.19. Sean Ay B dos clases de objetos de C tales que Ext’ (A, B) =
0 para cada 1 < i < n. Entonces, la contencion A}, C Lr+13 es cierta para cada
0<k<n-1

Demostracién. Usaremos induccién sobre k. El caso k£ = 0 es claro. Supon-
gamos que k > 1y que la contencién A} C Li+13 es cierta para cada
0<j<k<n—1.SeaM € AQ. Consideremos una sucesién exacta corta

Nn0—->K—-A—->M-—=0

conA c Ay K € Ag_l. Por hipétesis de induccién, K € LiB. Luego,
Extf (K, B) = 0. Aplicando Hom¢(—, B) a i, obtenemos la siguiente suce-
sién exacta

Extf (K, B) — ExtE™ (M, B) — Extit!(A, B)

de grupos abelianos donde Ext™(A4,8) = 0yaque 0 <k <n — 1. Porlo
tanto, M € L+1183 y la contencién AQ C +r+11 es cierta. O

Proposicién 2.20. Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier
par de n-cotorsion izquierdo (A, B) en C :

(a) A=1B.
(b) Laigualdad “++18 = A} se cumple para cada 0 < k < n — 1.

Demostracién. La implicacion (b) = (a) se sigue tomando k := 0, ya que
A) = A.

Ahora, si suponemos la condicién (a), el caso k£ = 0 es claro. Entonces,
podemos suponer que k > 1. La contencién A) C 1++13 se sigue por
la Proposicién Para la otra contencién Aj D Lrk+18, consideremos
un objeto M € ~#+13. Como A es precubriente, por la Proposicion
podemos construir una sucesion exacta de la forma

0>K—=A 11— —A —A— M0,

donde A; € A paracada0 < j < k — 1. Usando que Ext:(A,B) = 0
para cada 1 < 7 < n, junto el Lema del Corrimiento, obtenemos que
Ext(K,B) ~ Exté“(M, B) = 0y entonces K € 11B = A. Por lo tan-
to, M € Ay. O

22
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Observacion 2.21. Dado un par de n-cotorsion izquierdo (A, B) en C, uno se
puede preguntar por los posibles casos donde la condicién (a) de la proposicion
anterior se satisface.

La situacién mds obvia es cuando n = 1, ya que obtenemos por el Teorema[2.7]
que A = 1B, esto es, tenemos que (A, B) es un par de cotorsion izquierdo
completo en C.

La igualdad A = 11 no es necesariamente cierta sin > 2, como por ejemplo
en el par de n-cotorsién izquierdo (GP(R), P(R)) en Mod(R), con R un anillo
n-lwanaga-Gorenstein, considerado al principio de la Seccion Sin embargo,
en el caso donde BB es cerrada por conticleos de monomorfismos entre objetos de B,
si se tiene que A = 1.

En efecto, la inclusion A C 111 se sigue de la condicion Ext} (A, B) = 0.
Por otra parte, la hipétesis en B implica que B _; C B. Sea C € 11B. Como
(A, B) es un par de n-cotorsion izquierdo, existe una sucesion exacta

n: 0>K—-A—C—0,

donde K € By A € A. Luego, n se escinde y entonces C € A, probando que
A=1pB.

En [CT08, dual de Proposicién 3.3], S. Crivei y B. Torrecillas probaron
que para cualquier clase de objetos B de C, en una categoria abeliana con
suficientes proyectivos C, si cada objeto de C tiene una ++1 3-precubierta
con la propiedad de factorizacién tnica, entonces C = 1++153. Este hecho
se extiende en el siguiente resultado usando la Proposicién[2.20] Més atin,
veremos que las consecuencias de que la igualdad A = 1B se cumpla
para un par de n-cotorsién izquierdo (A, B) en C tienen un fuerte impacto
en como C puede ser descrita en términos de dimensiones homolégicas
relativas.

Corolario 2.22. Sea C una categoria abeliana con suficientes proyectivos, y (A, B)
un par de n-cotorsion izquierdo en C. Si la igualdad A = 1 B se cumple, entonces
las siguientes condiciones son equivalentes, para cualquier entero 0 < k < n —1:

(a) Cada objeto en C tiene una ‘++1 B-precubierta con la propiedad de factori-
zacion vnica.

(b) resdimy(C) < k.
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(c) C =1k,

Demostracion. Se sigue de [CI08| dual de Proposiciéon 3.3] y la Proposi-
cién 2201 O

Observacion 2.23. La equivalencia (a) < (c) del Corolario también es de-
mostrada en [CT08, dual de Teorema 3.7] bajo diferentes condiciones. A saber, los
autores trabajan en el caso donde C es una categoria de Grothendieck con suficien-
tes proyectivos. También la clase B no necesita ser parte de un par de n-cotorsion
en esta referencia.

El Corolario establece algunas condiciones bajo las cuales es po-
sible construir, a partir de un par de n-cotorsioén izquierdo de la forma
(+1B, B), aproximaciones derechas con la propiedad de factorizacién tini-
ca. Respecto a aproximaciones izquierdas, tenemos lo siguiente.

Corolario 2.24. Sea C una categoria abeliana con suficientes proyectivos y (A, B)
un par de n-cotorsion izquierdo con n > 3. Si la igualdad A = 1B se cumple,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Cada objeto en C tiene una A-envolvente con la propiedad de factorizacion
tinica.

(b) Cada objeto en C tiene una A-envolvente y resdimy4(C) < 2.

Demostracién. Primero, por la Proposicién[2.8) tenemos que A es una clase
precubriente especial. Mds atn, por el Teorema A="11B C LiBpara
i = 2,3 yaquen > 3. Luego, por la Proposicién tenemos que 138 =
AQ. Por lo tanto, el resultado se sigue de [CT08, dual de Teorema 3.16]. [

2.3. n-Cotorsién y pares de cotorsién hereditarios

En esta seccién analizamos los pares de n-cotorsion (izquierdos o de-
rechos) (A, B) en C donde A es una clase resolvente o B una clase corre-
solvente. Esto, serd presentado en tres enfoques. Primero, estudiamos la
relacién entre pares de n-cotorsién (izquierdos y derechos) y pares de co-
torsion hereditarios. Veremos que los tinicos pares de n-cotorsion (A, B)
con A resolvente son precisamente los pares de cotorsién completos y he-
reditarios. Luego, estudiaremos los pares de cotorsion hereditarios (A, B)
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que satisfacen A C B, y daremos algunas caracterizaciones de ellos. Es-
to nos permitird mostrar que el tnico par de n-cotorsion (A, B) con A
resolvente y A C B es el par de n-cotorsion trivial (P(C),C) del Ejem-
plo Lo anterior sugiere que ser hereditario en cotorsién elevada debe
ser una nocién unilateral. En la tltima parte de esta seccién proponemos
el concepto de par de n-cotorsién izquierdo hereditario, y probamos que
para tales pares la clase Prec” (A, B) es cerrada por extensiones (ver la Ob-
servacién [2.13). Este resultado nos ayudara a construir ciertos pares de
n-cotorsion de complejos de cadena de un par de n-cotorsién en C.

Recordemos que un par de cotorsion (A, B) en una categoria abeliana
C es hereditario si A es resolvente y B corresolvente. El término resolvente
significa que A es cerrada por extensiones y por ntcleos de epimorfismos
entre sus objetos, y que la clase P(C) de objetos proyectivos de C esta con-
tenida en \A. La nocién de clase corresolvente se define de manera dual.

Se sabe que en una categoria abeliana C con suficientes inyectivos (por
ejemplo una categoria de Grothendieck), para cualquier par de cotorsién
(A,B) en C, B es corresolvente si, y solo si, Extg(A, B) = 0. Dualmente,
la dltima condicién es también equivalente a que A sea una clase resol-
vente cuando C tiene suficientes proyectivos. Para pares de n-cotorsion,
con n > 2, obtenemos una equivalencia similar sin tener o bien suficien-
tes proyectivos o bien suficientes inyectivos, como lo muestra el siguiente
resultado.

Proposicién 2.25. Sean A y B dos clases de objetos de C, y n > 2 un entero
positivo. Consideremos las siguientes condiciones.

(a) (A, B) es un par de n-cotorsién en C y B es una clase corresolvente.
(b) (A, B) es un par de n-cotorsién en C y A es una clase resolvente.
(c) (A,B) es un par de cotorsién completo y hereditario en C.

Entonces, las condiciones (a) y (b) son equivalentes, y cualquiera de ellas implica
(c). Si ademds, C tiene suficientes proyectivos o inyectivos, entonces (c) también
implica (a) y (b).

Demostracién. Primero probemos que (a) y (b) son equivalentes. Supon-
gamos que (a) se satisface, entonces (A, B) es un par de n-cotorsién con
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26 SECCION 2.3. n-Cotorsién y pares de cotorsion hereditarios

B corresolvente. Por el Teorema (A,B/)_,) es un par de cotorsion iz-
quierdo completo, donde B/ ; = B ya que B es corresolvente. Se sigue
que A = 111, y luego es claro que P(C) C Ay que A es cerrada por
extensiones.

(*) Para probar que A es cerrada por ntcleos de epimorfismos entre
objetos de A, supongamos que

0— A1 — Ay - A3 =0

es una sucesion exacta corta con Ay, A3 € A. Para cada B € B, tenemos
una sucesion exacta

Extl(As, B) — Extb (A1, B) — Ext2(As, B),

donde Ext}(Az, B) = 0y Ext3(A3,B) = 0 ya que (A, B) es un par de
n-cotorsiéon con n > 2. Se sigue que A; € 118 = A. Por lo tanto, A es
resolvente. La prueba de (b)=-(a) es similar.

Notemos que si suponemos (a) o (b), obtenemos un par de cotorsion
izquierdo y derecho completo (A, BB), esto es, un par de cotorsién comple-
to en C, el cual es hereditario.

Ahora, supongamos que (c) se cumple y que C tiene suficientes pro-
yectivos o inyectivos. Veamos que esto implica Ext}(A, B) = 0 para cada
i > 1. En efecto, consideremos el caso en que C tiene suficientes inyectivos.
Luego, tenemos que Ext(A, B) = Ext:(A, K)donde A € A, B € By K es
una (7 — 1)-cosizigia inyectiva de B. Dado que B es corresolvente se sigue
que K € By Ext}(A, K) = 0. Por lo tanto, repitiendo el procedimiento en
(*) podemos concluir (c) = (a) y (c) = (b). O

Notemos que la proposicién anterior basicamente dice que no hay mu-
cha esperanza en encontrar un par de n-cotorsion (A, B) en una categoria
de Grothendieck con A resolvente (y B corresolvente) que no sea de hecho
un par de cotorsion completo y hereditario. En la Seccién encontrare-
mos algunos ejemplos de n-cotorsién que no provienen de tales pares de
cotorsion.

Una primera aplicacién de la Proposicion tiene que ver con ex-
tender el resultado [MDO07a, Proposicién 6.7] acerca de la existencia de
cubiertas absolutamente puras con la propiedad de factorizacién tnica.
Para precisar esto, necesitamos recordar algunos conceptos.
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Sea R un anillo y M € Mod(R) un R-médulo. Recordemos que M
es absolutamente puro (o F P-inyectivo) si Ext}(F, M) = 0 para cada mé-
dulo F' € Mod(R) finitamente presentado. En lo que sigue, denotaremos
por AP(R) a la clase de R-médulos absolutamente puros. La dimensién
absolutamente pura de M, denotada por apd(M ), se define como el menor
entero no negativo m > 0 tal que Ext7 ™ (F, M) = 0 para cada médulo
F € Mod(R) finitamente presentado, o equivalentemente, como

apd(M) = coresdim gp(g)(M).

La dimensién global absolutamente pura (izquierda) de R, denotada por
gl.APD(R), se define como el supremo

gl.APD(R) := sup{apd(M) : M € Mod(R)}.

Los conceptos duales son la dimension plana de M y la dimension global débil
de R, denotadas por fd(M) y wd(R), respectivamente.

Corolario 2.26. Para cualquier anillo R con gl APD(RP) < 2, los siguientes
enunciados son equivalentes:

(a) R es un anillo coherente derecho.

(b) Cada R-mddulo derecho tiene una cubierta absolutamente pura con la pro-
piedad de factorizacion iinica.

Mds aiin, si algunas de las condiciones anteriores se cumple, entonces wd(R) < 2
y la clase AP(R°P) es cerrada por limites directos.

Demostracion. Por una parte, si R es un anillo coherente derecho, enton-
ces de [MDO07a, Proposicién 3.6] y [Pin08, Corolario 2.7], tenemos que
(11 AP(R°P), AP(RP)) es un par de cotorsion completo y hereditario en
Mod(R°P) y que cada R-médulo tiene una cubierta absolutamente pura.
Luego, por la Proposicion 2.25]y el dual del Corolario tenemos la im-
plicacién (a)= (b). La implicacién contraria, por otra parte, se sigue de
[MDO07a|, Observacién 6.8]. Finalmente, la segunda parte es consecuencia
de [MD07a, Teorema 6.6 y Proposicién 6.7]. O

Corolario 2.27. Para cualquier anillo R, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:
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28 SECCION 2.3. n-Cotorsién y pares de cotorsion hereditarios

(a) Cada R-mddulo tiene una envolvente plana con la propiedad de factoriza-
cion nica.

(b) Cada R-mddulo tiene una envolvente plana y wd(R) < 2.
(c) R es un anillo coherente derecho con wd(R) < 2.

Demostracién. De [MDO07a, Teorema 3.4], Proposicion y Corolario
tenemos la equivalencia (a)< (b), mientras que (a)<(c) se sigue de [AM93,
Proposicién 2.1]. O

Otra aplicacién de la Proposicion junto con la Proposicion [2.20]
y su dual, tiene que ver con descripciones para las clases A} y By, prove-
nientes de un par de cotorsién completo y hereditario (A, B).

Corolario 2.28. Sea (A, B) un par de cotorsion completo y hereditario en una
categoria C con suficientes proyectivos e inyectivos. Entonces, para cualquier par
de enteros m,n > 0, las igualdades Atm+t = BY y Int1B = AN son ciertas.

Ahora, estudiaremos los pares de n-cotorsiéon que satisfacen la condi-
cion A C B.

Proposicion 2.29. Sea (A, B) un par de n-cotorsion en C. Entonces, las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

(a) ACB.
(b C =B,
(c) Extb(AY_1, A) = 0.

Demostracién. Primero probemos (a)«<(b). La implicacién (a)=-(b) se sigue
de la Definici6n[2.2] Ahora bien, supongamos que (b) C = B, se satisface,
y sea A € A. Entonces, A es isomorfo a la imagen de un epimorfismo de B
con nucleo en B3_,. Por la Proposicién este epimorfismo se escinde, y
por lo tanto A € B ya que B es cerrada por sumandos directos. Finalmente,
la equivalencia (a)<(c) se sigue del dual del Teorema O

Podemos usar la proposicion anterior para probar la siguiente genera-
lizacion [AA02, Observacién 2.4] de K. D. Akinci y R. Alizade.
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CAPITULO 2. PARES DE n-COTORSION 29

Corolario 2.30. Para un par de cotorsion completo y hereditario (A, B), en una
categoria abeliana C las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) ACB.

(b) C=8.
(c) Ext}(A,A) = 0.
(d) A="P(C).

Demostracién. Notemos que (A, B) es un par de 1-cotorsién en C con B} =
By A} = A. Luego, por la Proposicién tenemos las equivalencias
entre (a), (b) y (c). La equivalencia entre (b) y (d), por otra parte, se sigue
de las igualdades +1C = P(C) y P(C)** =C. O

Observacion 2.31.

(1) Sea (A, B) un par de n-cotorsién en una categoria abeliana C, con n >
2 y A resolvente (o B corresolvente). Entonces, por la Proposicién [2.25)
sabemos que (A, B) es un par de cotorsion completo y hereditario en C.
Luego, por el Corolario tenemos las equivalencias

ACB & C=B & Ext}(4,A4) =0 & A=P(C).

(2) Lo anterior implica que, en una categoria abeliana C con suficientes proyec-
tivos e inyectivos, el inico par de n-cotorsion (A, B) con A resolvente que
satisface A C B es el par de n-cotorsion trivial (P(C),C).

Estamos ahora listos para proponer la siguiente definicién unilateral
de par de n-cotorsion hereditario.

Definicién 2.32. Sea (A, B) un par de n-cotorsion izquierdo en C. Decimos que
(A, B) es hereditario si Ext)** (A, B) = 0. Los pares de n-cotorsién derechos
hereditarios se definen de la misma manera.

Podemos notar la siguiente propiedad para los pares de n-cotorsion
izquierdos hereditarios.

Proposicion 2.33. Si (A, B) es un par de n-cotorsion izquierdo hereditario en
C, entonces la clase A es resolvente.
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30 SECCION 2.3. n-Cotorsién y pares de cotorsion hereditarios

Demostracion. Notemos por el Teorema 2.7/ que A = (), ~B. Entonces,
es claro que A es cerrada por extensiones y que P(C) C A. Finalmente, si

0—)A1—>A2—)A3—>0

es una sucesion exacta corta en C con A,, A3 € A, entonces tenemos una
sucesion exacta

Ext{ (A2, B) — Ext{(A;, B) — Exts (A3, B)

de grupos abelianos donde Ext} (A2, B) = 0y Ext.'' (A3, B) = 0 para
cada 1 < i < nya que (A, B) es hereditario. Se sigue que Ext(A1, B) =0
paracadal <i<ny B € B,estoes, 4; € ﬁ?zllilﬁ = A, y entonces A es
cerrada por ntcleos de epimorfismos entre sus objetos. ]

Observacidén 2.34. Notemos por la proposicion anterior y su dual, esto es, (A, B)
es un par de n-cotorsion (izquierdo y derecho) hereditario, entonces A es re-
solvente y BB corresolvente. Entonces, el Teorema y su dual implican que
A= (B YyB = (A )", donde B) , = By A, = A Porlo
tanto, (A, B) es un par de cotorsién completo y hereditario en C. EI reciproco
de este hecho es claramente cierto en el caso donde C tiene suficientes proyectivos
e inyectivos.

Teorema 2.35. Sea n > 2 un entero positivo y (A, B) un par de n-cotorsion iz-
quierdo hereditario en C con BB cerrada por extensiones y tal que Ext} (B, B) ) =
0. Sea

0 XLySz 0

una sucesion exacta corta en C donde X y Z tienen una (A, n, B)-precubierta
especial px Yy pz como en la Observacion Entonces, Y tiene una (A, n, B)-
precubierta especial py compatible con px y pz en el sentido que hace conmutar
el diagrama en 2.2.6). En particular, la clase Prec™ (A, B) es cerrada por exten-
siones.

Demostracién. Para un mejor entendimiento de los argumentos que pre-
sentamos a continuacién, solo probaremos el caso n = 2. Los casos mds
generales n > 2 se siguen inductivamente.
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Dado que tenemos dos sucesiones exactas cortas
;X X
0 KX 5 AY 25 X 0,
i Z Z
0 K% A2 25 7 0,

donde A%, AZ € Ay KX K? € B}, también tenemos dos sucesiones
exactas

X
0— B —>BO 25 KX >0, (2.3.1)
0— B =4 i = BZ HKZHO

con B§', B¢, BiX, B € B. Siguiendo los mismos argumentos dados en la
prueba del Teorema obtenemos el siguiente diagrama conmutativo
con renglones y columnas exactas:

X | e—] X
f f]
B i 57
Bf —— Bf ——Y’ Y (2.32)
R
Bf B¢ AZ Z
B e a?
(donde 8% := i% o v%)
KX ——= KX
iX ] LX
f g
A*X AY A7 (2.3.3)
| e ]
X Y’ AZ
f q

(donde AY € A ya que A es cerrada por extensiones)
yaq P

31



32 SECCION 2.3. n-Cotorsién y pares de cotorsion hereditarios

KX—KX
-
1
BZ Q A 2y
i (2.3.4)
N
Bf ——— Bf —— Y’
Bt Be a?

Como BZ € B, KX € B} y Ext}(B,B}") = 0, la columna KX ~— Q — BZ
se escinde y entonces Q ~ B @ K*X. Luego, el diagrama (2.3.4) se puede
reescribir como:

B? ( pr ) B © KX A Y (2.3.5)
1
0
( idBoz 0 ) aX
Bf ~ B¢ ~ Y —
/31 60 «@

La existencia del morfismo a: Bf — AY es una consecuencia de la cons-
truccion pullback, y satisface la relacion

a¥oa=p7. (2.3.6)

Maés atin, siguiendo los argumentos que muestran la conmutatividad del
diagrama (2.2.7) en la Observacién tenemos el siguiente diagrama
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conmutativo con renglones y columnas exactas:

@

KX KY K%
Lol
ax, ooy 9z (2.3.7)
x—t .y .z

Por otra parte, sumando la identidad id Bz A la sucesion (2.3.1), obte-
nemos la sucesién exacta
idgz 0
0 'yX

0
X
Oan(MBOZEBB{f—>BOZ®KX—>O.

Ahora bien, tomemos el pullback de B — B & K* « BZ @ B pa-
ra obtener el siguiente diagrama conmutativo con renglones y columnas
exactas:

B B
R ()
1° -
Y ( b ) 7 o px ) Ly
B! BZ @ B] K oss
idgz 0
g1 pb ( ! go o >
B? B & KX —— KV
( By ) (e 1)
0

donde b: BY — By y ¢: B — KY son morfismos dados por la construc-
cién pullback y satisfacen las siguientes relaciones:

bo f1 = B, (2.3.9)
co B =0. (2.3.10)
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Finalmente, formemos el siguiente diagrama con renglones y columnas
exactas:

@® 0
fl id 5 x f f
( 612591 ) ( o ) @ @
Y
BY Bf @ B - AY = Y (23.11)
@ (a foBg )

9 ( idgz 0 ) § 6 ¢

B¢ AZ Z

By e a?

donde 8§ := i* o 4*. La conmutatividad de los cuadrados (3) y () se
tiene por el diagrama (2.3.7), mientras que para (2) y (4) es clara. Veamos
que los cuadrados restantes también conmutan:

(1) Tenemos por la primera igualdad en (2.3.9) que

Bfog BZogiof 0 0
(e Yonm (K52 )=(8)- (st )

(5) Usando el diagrama (2.333), tenemos que § = ¢’ o @, y entonces
goa=g oaXoa,dondea oa= ¢ por @3.6)y g o B¢ = B¢ por
(2.3.2). Luego,

fo )=(g0ohF 0)

— pZ i

Q
—_ @
O

Notemos que BZ ® Byt, BY € Bya que B es cerrada por extensiones. Por
lo tanto, el renglon central de (2.3.11) es una (A, 2, B)-precubierta especial
compatible con px y pz. O

Observacioén 2.36. Podemos incluir el caso n = 1 en el teorema anterior, donde
la hipétesis Ext} (B, B) = 0 no se requiere (ver Observacion .
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2.4. Aplicaciones y ejemplos

A continuacion presentamos algunos ejemplos de pares de n-cotorsion
(izquierdos y derechos) junto con algunas aplicaciones, las cuales estan
relacionadas con la caracterizacion de ciertos anillos asi como también con
encontrar cubiertas y envolventes con la propiedad de factorizacién tinica.

Para esto, necesitamos tener en cuenta un par de consideraciones. De-
notaremos las dimensiones proyectiva e inyectiva de un objeto C' en una
categoria abeliana C por pd(C) y id(C), respectivamente. Recordemos que
pd(C) esta definida como el menor entero no negativo m > 0 tal que
Ext%(C,C) = 0 para cada i > m. Si tal m no existe, escribimos pd(C) := oo.
Notemos que si C tiene suficientes proyectivos, entonces pd(C') coincide
con la dimensién de P(C)-resolucién de C. Similarmente id(C'), definida
de manera dual, coincide con la dimensién de Z(C)-corresolucién de C' en
el caso donde C tiene suficientes inyectivos.

Médulos Gorenstein proyectivos

Recordemos las clases GP(R) y GZ(R) de R-m6dulos Gorenstein pro-
jectivos y Gorenstein inyectivos del Ejemplo Sobre un anillo arbi-
trario R, se sabe por [Hol04, Teorema 2.5] que GP(R) es cerrada por su-
mandos directos. Por otra parte, de [Hol04, Proposiciéon 2.3] tenemos que
Ext%(C,P) = 0 para cada C € GP(R), P € P(R) e i > 1. Entonces
(GP(R),P(R)) es un par de n-cotorsiéon izquierdo en Mod(R) si, y solo
si, cada médulo tiene una precubierta Gorenstein proyectiva especial cu-
yo nucleo tiene dimensién proyectiva alo mds n—1. La eleccién més obvia
de un anillo R sobre el cual la dltima condicién se cumple, es cuando R
es un anillo n-Iwanaga-Gorenstein , esto es, R es un anillo noetheriano iz-
quierdo y derecho con id(grR) = id(Rr) = n, donde gR denota a R como
R-médulo izquierdo y Rg como R-médulo derecho, respectivamente. En
tales anillos R, se sabe que cada médulo tiene dimensién Gorenstein pro-
yectiva a lo méas n. Por lo tanto, tenemos el siguiente ejemplo de un par
de n-cotorsién izquierdo, el cual es también consecuencia de la Proposi-
ci6n [2.25] [Hov02, Teorema 8.3] y [Hol04, Teorema 2.5].

Ejemplo 2.37. Sea R un anillo n-Iwanaga-Gorenstein con n > 1. Entonces,
(GP(R),P(R)) es un par de n-cotorsion izquierdo y (Z(R),GZ(R)) es un par
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36 SECCION 2.4. Médulos Gorenstein proyectivos

de n-cotorsion derecho en Mod(R).

Para el caso n = 0, un anillo 0-Iwanaga-Gorenstein es justo un anillo quasi-
Frobenius (o un anillo QF) por [Blall, Proposicién 10.2.14] de Bland (esto es,
R es noetheriano izquierdo y derecho, y R es un R-mddulo inyectivo, o equiva-
lentemente, P(R) C Z(R) [Rot09, Proposicion 4.39]). Mds aiin, P(R) = Z(R)
y P(R°P) = Z(R°P) por [Blall, Proposicién 10.2.15], si R es un anillo QF, y
entonces cada moédulo en Mod(R) es Gorenstein proyectivo. Luego, en el caso
n =0, (GP(R),P(R)) y (Z(R),GZ(R)) coinciden con los pares de cotorsion
triviales (Mod(R),Z(R)) y (P(R), Mod(R)), respectivamente.

El ejemplo anterior no es necesariamente una equivalencia. De he-
cho, hay condiciones un poco més generales para R bajo las cuales el par
(GP(R),P(R)) es todavia un par de n-cotorsion izquierdo en Mod(R). Es-
tas condiciones involucran las siguientes dos dimensiones homolégicas:

pd (Z(R)) :=sup{pd(I): I € Z(R)}, (2.4.1)
id (P(R)) :=sup{id(P): P € P(R)}. (24.2)

Recordemos de [BR07b, Definiciones 2.1 and 2.5] que un anillo R es Go-
renstein izquierdo si Mod(R) es una categoria Gorenstein, esto es, si pd (Z(R))
e id (P(R)) son ambas finitas. Cada anillo n-Iwanaga-Gorenstein es un
anillo Gorenstein, sin embargo, el reciproco no es necesariamente cierto.

A continuacién tenemos la siguiente caracterizacion y propiedades de
anillos Gorenstein en términos de pares de n-cotorsién izquierdos y dere-
chos que involucran a las clases GP(R), GZ(R), P(R) e Z(R), las dimensio-
nes homolégicas y (2.4.2), y las dimensiones homolégicas globales
Gorenstein. Recordemos que la dimensién global Gorenstein proyectiva (iz-
quierda) de un anillo R esta definida como el supremo

gl.GPD(R) := sup{Gpd(M) : M € Mod(R)}.

Dualmente, tenemos la dimension global Gorenstein inyectiva gl. GID(R) de
R.

Proposicién 2.38. Las siguientes condiciones se satisfacen para cualquier anillo
R:

(1) Si(GP(R),P(R))esun parde n-cotorsion izquierdo en Mod(R), entonces
gl.GPD(R) = id (P(R)) < n.
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Dualmente, si (Z(R), GZ(R)) es un par de m-cotorsion derecho en Mod(R),
entonces
gl.GID(R) = pd (Z(R)) < m.

(2) Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) R es un anillo Gorenstein izquierdo que no es QF.

(b) Existen enteros n,m > 1 tales que (GP(R),P(R)) es un par de
n-cotorsion izquierdo y (Z(R),GZ(R)) es un par de m-cotorsion de-
recho en Mod(R).

Mis aiin, si alguna de las condiciones anteriores se cumple, podemos elegir

n=m =id (P(R)) = pd (Z(R)).

Demostracion. Probemos primero (1). Supongamos que (GP(R), P(R)) es
un par de n-cotorsién izquierdo en Mod(R). Entonces, cada médulo tiene
dimensién Gorenstein proyectiva a lo mds n. Se sigue de [BMS18)| Corola-
rio 5.19] que gl. GPD(R) = id (P(R)) < n.

Ahora para (2), probemos la implicacién (a)=-(b). Si R es un anillo Go-
renstein que no es QF, tenemos que ambas pd (Z(R)) y id (P(R)) son fini-
tas. Por [BRO7b, Proposicién VII.1.3 (vi)], tenemos pd (Z(R)) = id (P(R)).
Luego, sea n := id (P(R)) y notemos que n > 1 ya que R no es QF. Las
primeras dos condiciones de la Definicién [2.2] se conocen para las clases
GP(R) y P(R). Por [BR07b, Teorema VIL.2.2 ()], tenemos que cada mo-
dulo tiene dimensién Gorenstein proyectiva a lo mds n. Luego, la con-
dicién restante (3) de la Definicién [2.2] se sigue tomando X = GP(R) y
w = P(R) en [BMPS19, Teorema 2.8]. De manera similar, se puede probar
que (Z(R),GZ(R)) es un par de n-cotorsioén derecho en Mod(R).

Finalmente, la implicacién contraria (b)=-(a) en el inciso (2) se sigue de
la parte (1). O

Para las siguientes observaciones, recordemos que un R-médulo M €
Mod(R) es Gorenstein plano si M ~ Zy(F'), donde F' = (F,;,)mez €s un com-
plejo exacto de R-moédulos planos tales que para cada R-médulo derecho
inyectivo £ € Z(R°P), el complejo inducido de grupos abelianos

EQrF=---—>EQrFI > EQrFy—>FEQrF_1— -
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38 SECCION 2.4. Médulos Gorenstein proyectivos

es exacto. Denotaremos a la clase de R-médulos Gorenstein planos por

GF(R).

Observacion 2.39. Mencionaremos algunas consecuencias cuando (Z(R), GZ(R))
es un par de n-cotorsion derecho para algiin n > 1, y algunas de ellas relacionadas
con GF(R):

(1) Si R es un anillo coherente derecho, entonces el dual de Pontrjagin M =
Homy (M, Q/Z) de cada R-mddulo izquierdo Gorenstein inyectivo M €
Mod(R) es un R-médulo derecho Gorenstein plano. Para esto, considere-
mos el valor

fd (Z(R)) :=sup{fd(I) : I € Z(R)} < pd (Z(R)).

Como (Z(R),GZ(R)) es un par de n-cotorsién derecho, tenemos por la Pro-
posicion2.38 que fd (Z(R)) < n. Entonces, [lac16) Teorema 4] implica que
M™* € GF(R°P) para cada M € GZ(R).

(2) Si R es un anillo Noetheriano izquierdo y coherente derecho, entonces am-
bas dimensiones pd (Z(R)) e id (P(R)) son finitas.
En efecto, ya sabemos que pd (Z(R)) < n por la Proposicion Ahora
bien, sea P un R-mddulo proyectivo. Entonces, por [Fie/1, Teorema 2.2],
tenemos que id(P) = fd(P%), donde Pt es un R°P-mddulo inyectivo.
Por el inciso anterior (1), se sigue que id(P) = fd(PT) < n, y entonces
id (P(R)) < n.

(3) Si R es un anillo Noetheriano izquierdo y derecho, entonces GZ(R) es una
clase cubriente y GF(R) es una clase preenvolvente. Esto se sigue por la
parte (1) de la Proposicién y [lac16, Teorema 4].

(4) Si M es un médulo con dimensién inyectiva finita, entonces M tiene di-
mensién proyectiva finita a lo mds n. En efecto, sea M € Z(R)". Enton-
ces, por [BMS18, Lema 2.6], obtenemos que pd (M) < pd(Z(R)Y) =
pd (Z(R)) < n.

(6) Por (4) y [BRO/b, Proposicién VII.1.3(iii)], se sigue que la dimension fi-
nitista inyectiva grande de R es finita. Especificamente,

FID(R) := sup{id(M) : M tiene dimension inyectiva finita} < n.
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En lo que resta de esta seccién, mencionaremos algunas consecuencias
de la Seccién Muchos de nuestros comentarios a continuacién tienen
que ver con aproximaciones derechas e izquierdas respecto a las clases
GP(R) y GZ(R) con la propiedad de factorizacién tinica. Empezamos con
la siguiente aplicacién del Corolario[2.22]en el contexto de Algebra Homo-
l6gica Gorenstein.

Corolario 2.40. Sea R un anillo n-Iwanaga-Gorenstein con n > 1. Entonces,
las siguientes igualdades se cumplen:

(1) Mod(R) = GP(R)) = 2 (P(R))_,).

n—1

(2) Mod(R) = GZ(R)Y = (Z(R)Y_,)*".

n

Demostracién. Probaremos solamente el caso Gorenstein proyectivo (1).
Primero, por el Ejemplo tenemos que (GP(R),P(R)) es un par de
n-cotorsién izquierdo. Entonces, por la Proposicién (1), la primera
igualdad Mod(R) = GP(R) es cierta. Laigualdad Mod(R) = 1~ (P(R))_,),
por otra parte, se seguird de la condicién (c) en el Corolario des-
pués de probar que GP(R) = *1(P(R))_;) y que (GP(R),P(R))_,) es
un par de (n + 1)-cotorsién izquierdo en Mod(R). Lo primero se sigue
de que (GP(R), P(R)) es un par de n-cotorsion izquierdo y por el Teore-
ma mientras que lo segundo se sigue notando la inclusién P(R)/_; C

(P(R)p-1)n- O

n—1

Se sabe que cada médulo sobre un anillo n-Iwanaga-Gorenstein tie-
ne una cubierta Gorenstein inyectiva (ver, por ejemplo [EJ00, Teorema
11.1.3]). Podemos hacer una afirmaciéon més fuerte en el caso n = 2, por el

Corolario

Corolario 2.41. Sea R un anillo 2-Iwanaga-Gorenstein. Entonces, cada médulo
tiene una cubierta Gorenstein inyectiva con la propiedad de factorizacién iinica.

Demostracién. Del dual de la prueba del Corolario para el caso n =
2, podemos notar que (Z(R)Y,GZ(R)) es un par de 3-cotorsién derecho
que satisface la igualdad GZ(R) = (Z(R)Y)*'. Entonces, el resultado se
sigue por el dual del Corolario ya que sobre un anillo 2-Iwanaga-
Gorenstein, cada médulo tiene dimensién Gorenstein inyectiva a lo mas
2. O
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40 SECCION 2.4. Médulos Ding proyectivos

La existencia de envolventes Gorenstein proyectivas con la propiedad
de factorizacién tnica, por otra parte, ha sido estudiada por L. Mao en
[Maol8]. L. Mao establece una serie de condiciones equivalentes bajo las
cuales un médulo finitamente generado sobre un anillo R tiene una en-
volvente Gorenstein proyectiva con la propiedad de factorizacién tnica
[Mao18, Teorema 3.7]. Para médulos (no necesariamente finitamente ge-
nerados) sobre un anillo 2-Iwanaga-Gorenstein, podemos decir que si ca-
da médulo tiene una envolvente Gorenstein proyectiva, entonces siempre
podemos encontrar una envolvente Gorenstein proyectiva con la propie-
dad de factorizacién tnica.

Corolario 2.42. Sea R un anillo 2-Iwanaga-Gorenstein. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes.

(1) Cada médulo tiene una envolvente Gorenstein proyectiva.

(2) Cada médulo tiene una envolvente Gorenstein proyectiva con la propiedad
de factorizacion iinica.

Demostracion. Se sigue del Corolario notando que (GP(R),P(R)) es
un par de 3-cotorsion izquierdo en Mod(R) sobre cualquier anillo R 2-
Iwanaga-Gorenstein. O

Médulos Ding proyectivos

En lo que sigue, denotaremos por F(R) a la clase de R-médulos pla-
nos. Recordemos de [Gill0, Definicién 3.7] que un R-médulo M es Ding
proyectivo (también llamado Gorenstein plano fuerte en [DLMQ9]) si M =
Zy(P) para algtin complejo exacto y Hompg(—, F(R))-aciclico P de médu-
los proyectivos. Dualmente, los mddulos Ding inyectivos se definen como
ciclos de complejos exactos y Homp(AP(R), —)-aciclicos de médulos in-
yectivos. Denotaremos a las clases de R-médulos Ding proyectivos y Ding
inyectivos por DP(R) y DI(R), respectivamente.

Después de una cuidadosa revisiéon de los resultados citados en [Hol04],
en el ejemplo anterior, podemos asegurar que los mismos resultados pue-
den ser llevados al contexto de médulos Ding proyectivos. Especifica-
mente, uno puede demostrar que, sobre un anillo arbitrario R, la clase
DP(R) es cerrada por sumandos directos y que Ext,(C, F') = 0 para cada

40



CAPITULO 2. PARES DE n-COTORSION 41

C € DP(R), F € F(R) ei > 1. Los enunciados duales son ciertos para
las clases DZ(R) y AP(R). Por otra parte, la condicién (3) en la Defini-
cién 2.2y su dual son validos para ciertos anillos definidos por J. Chen
y N. Ding [DC93| [DC96]. Estos anillos se conocen como anillos n-FC (o
anillos Ding-Chen): R es un anillo n-FC si es coherente izquierdo y dere-
cho, y apd(rR) = apd(Rr) = n, donde rR denota a R como R-mdédulo
izquierdo y Rr como R-moédulo derecho, respectivamente.

De manera similar a las dimensiones Gorenstein proyectiva y Gorens-
tein inyectiva, la dimension Ding proyectiva y la dimensién Ding inyectiva
de un médulo M € Mod(R), denotadas por Dpd(R) y Did(M), se defi-
nen como la dimensién de DP(R)-resolucién y la dimensién de DZ(R)-
corresolucién de M, respectivamente. Para estas dos dimensiones homo-
logicas, no es verdad en general que la igualdad Mod(R) = DP(R)/ sea
cierta para R un anillo n-FC. Un ejemplo de tal anillo R para el cual
Mod(R) # DP(R)) es construido por J. Wang en [Wan17, Ejemplo 3.3].
Se sigue que no siempre tenemos el andlogo Ding proyectivo del Ejem-
plo De hecho, la condiciéon Mod(R) = DP(R)) es suficientemen-
te fuerte para garantizar la existencia de (DP(R), F(R)) como par de n-
cotorsién izquierdo en Mod(R).

Para el resto de esta seccion, recordemos que las dimensiones globales
Ding proyectiva y Ding inyectiva de un anillo R estdn definidas como:

gl.DPD(R) = sup{Dpd(M) : M € Mod(R)},
gl.DID(R) = sup{Did(M) : M € Mod(R)}.

Ejemplo 2.43. Sean n > 1 un entero y R un anillo con gl. DPD(R) < n. En-
tonces, el par (DP(R),F(R)) es un par de n-cotorsion izquierdo en Mod(R).
En efecto, por los comentarios anteriores, es suficiente probar que para cada mo-
dulo M € Mod(R) existe un epimorfismo P — M con P € DP(R) y niicleo
en F(R))_;. Esto se sigue tomando X = DP(R) y w := P(R) C F(R) en

[BMPS19), Teorema 2.81, ya que Dpd (M) < n.

Podemos obtener caracterizaciones de anillos regulares Von Neumann
considerando la situacién en la cual (DP(R), F(R)) es un par de n-cotorsién
izquierdo y derecho en Mod(R).

Proposicién 2.44. Para cualquier anillo R, las siguientes condiciones son equi-
valentes.
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42 SECCION 2.4. Médulos Ding proyectivos

(a) (DP(R),F(R)) es un par de n-cotorsion en Mod(R) y DP(R) C F(R).
(b) R es un anillo reqular Von Neumann (esto es, F (R) = Mod(R)).

Demostracién. En efecto, supongamos que (a) se cumple. Entonces, usan-
do que la clase DP(R) es resolvente, obtenemos (b) de la Observacion2.31]
(2).

Supongamos ahora que F(R) = Mod(R). Para demostrar (a), es sufi-
ciente probar que DP(R) = P(R). Notemos que en este caso, podemos
elegir cualquier n > 1. Sea M € DP(R). Entonces, existe una sucesién
exacta

n:0—M-—P— M —0,

donde P € P(R) y M' € DP(R). Como F(R) = Mod(R), se sigue que
Homp(n, M) es exacto y entonces 7 se escinde, probando que M € P(R).
O

En el siguiente resultado damos algunas condiciones de finitud para
la dimensién global Ding inyectiva gl. DID(R) de cualquier anillo R.

Lema 2.45. Para cualquier anillo R, los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) (Z(R)V,DZ(R)) es un par de cotorsion completo y hereditario en Mod (R)
ypd(Z(R)) < oo.

(b) DI(R)) = Z(R)* y pd(Z(R)) < oc.
(c) gl.DID(R) < oo.
Mds aiin, si alguna de las condiciones anteriores se cumple, entonces
gl.DID(R) = pd(AP(R)) = pd(Z(R)).

Demostracién. Usaremos libremente la notacién y resultados de [BMS18].
Notemos que el par (AP (R),Z(R)) es GI-admisible y WGI-admisible [BMS18,
Definiciones 3.6 y 4.5]. Entonces, por el dual de [BMS18, Corolarios 5.7 y
5.12 (c2)], el resultado se sigue. O

Motivados por el Ejemplo presentamos la siguiente familia de
anillos.
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Definicién 2.46. Un anillo R es Ding finito izquierdo si gl. DPD(R) < ooy
gl.DID(R) < oo.

Proposicién 2.47. Si un anillo R es Ding finito izquierdo, entonces los siguien-
tes enunciados se cumplen:

(1) (DP(R),P(R)") y (Z(R)",DZ(R)) son pares de cotorsién completos y
hereditarios.

(2) DP(R) = “P(R) y DI(R)) = Z(R)".
(3) pd(Z(R)) yid(P(R)) son finitas, y
gl.DID(R) = pd(AP(R)) = pd(Z(R)) = id(P(R)) = gl. DPD(R) = id(F(R)).
Demostracién. Se sigue del Lema [BMS18, Corolario 5.18] y [BRO7b),
Proposicién VIL.1.3 (vi)]. O
Observacion 2.48.

1. Por la Proposicion notemos que cada anillo Ding finito izquierdo es
Gorenstein izquierdo en el sentido de [BRO7D].

2. Encaso de que (3) se cumpla en la Proposicion tenemos que gl. DPD(R)
también coincide con la dimensién global Gorenstein izquierda (ver [BM10,
Teorema 1.1] y [MT11), Teorema 3.2]).

3. Sea R un anillo Ding Chen. Por [Yan12] se tiene que gl. DPD(R) =
gl.DID(R). Esto ultimo puede incluir el caso donde gl. DPD(R) = oo y
gl.DID(R) = oc. Luego, no siempre cada anillo Ding Chen es Ding finito
izquierdo como lo muestra |. Wang en [Wan17, Ejemplo 3.3].

El siguiente resultado es el andlogo Ding Chen de la Proposiciéon

Proposicién 2.49. Las siquientes condiciones se cumplen para cualquier anillo
R:

(1) Si (DP(R),P(R)) es un par de n-cotorsion izquierdo en Mod(R), enton-
ces
gl.DPD(R) = id(P(R)) < n.
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44 SECCION 2.4. Médulos Gorenstein planos

Dualmente, si (Z(R), DZ(R)) es un par de m-cotorsion derecho en Mod(R),
entonces
gl.DID(R) = pd(Z(R)) < m.

(2) Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) R es Ding finito izquierdo con gl. DPD(R) = gl.DID(R) =n > 1.

(b) Existen enteros n,m > 1 tales que (DP(R),P(R)) es un par de n-
cotorsion izquierdo (Z(R), DZ(R)) es un par de m-cotorsién derecho
en Mod(R).

Muds aiin, si alguna de las condiciones anteriores se cumple, podemos elegir

n=m =id(P(R)) = pd(Z(R)).

Demostracién. (1) Supongamos que (DP(R), P(R)) es un par de n-cotorsion
izquierdo en Mod(R). Entonces, cada médulo tiene dimensién Ding pro-
yectiva a lo mds n. Se sigue de [BMS18| Corolario 5.18] que gl. DPD(R) =
id (P(R)) < n. Para el caso de los médulos Ding inyectivos, usamos el
Lema [2.45]

(2) Primero veamos la implicacién (a)=(b). Si R es un anillo Ding fi-
nito izquierdo con gl. DPD(R) = gl. DID(R) = n > 1, tenemos por la Pro-
posicion 2.47)(c) que 1 < n = pd (Z(R)) = id (P(R)) < co. Més &un, las
primeras dos condiciones de la Definicién [2.2]son muy conocidas para las
clases DP(R) y P(R). Notemos que cada médulo tiene dimensién Ding
proyectiva a lo méas n. Luego, la condicién (3) en la Definicion [2.2] se si-
gue considerando X' := DP(R) y w := P(R) en [BMPS19, Teorema 2.8].
De manera similar, se puede probar que (Z(R), DZ(R)) es un par de n-
cotorsiéon derecho en Mod(R). Finalmente, la implicacién contraria (b) =
(a) se sigue de la parte (1). O

Médulos Gorenstein planos

Ya hemos mencionado en la Seccién caracterizaciones de ciertos
anillos las cuales consideran su dimensién global. En este ejemplo, dado
un anillo perfecto izquierdo R, encontraremos condiciones equivalentes
para las cuales R resulta ser un anillo Quasi-Frobenius o con dimensién
global Gorenstein proyectiva nula. Estas condiciones involucran pares de
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n-cotorsion izquierdos y derechos formados con las clases F(R) y GF(R)
de R-mdédulos planos y Gorenstein planos.

La dimension Gorenstein plana de un R-médulo M € Mod(R), la cual
denotaremos por Gfd (1), se define como la dimensién de G F(R)-resoluciéon
de M, esto es,

Gfd(M) := resdimg r(g)(M).

Se define la dimensién global Gorenstein plana de R como el valor
gl.Gfd(R) := sup{Gfd(M) : M € Mod(R)}.

En los siguientes resultados, analizaremos la situacién donde (F(R), GF(R))
es un par de n-cotorsién izquierdo o derecho en Mod(R).

Proposicién 2.50. Las siguientes condiciones son equivalentes, para cualquier
anillo R y cualquier enteron > 1.

(a) (F(R),GF(R)) es un par de n-cotorsion izquierdo en Mod(R).
(b) Exth(F(R),GF(R)) =0y gl.Gfd(R) < n.

Demostracién. La implicacion (a) = (b) es clara. Ahora supongamos que
la condicién (b) se satisface. Se sabe que la clase F(R) es cerrada por su-
mandos directos. Mds atn, usando que F(R) es resolvente, la condicién
Exth(F(R),GF(R)) = 0 implica que Ext’(F(R),GF(R)) = 0 para cada
1 <i < n.Enefecto,sea F' € F(R)y

n:0+-K—+P—>F—=0

una sucesion exacta con P € P(R). Como F(R) es resolvente, K € F(R).
Aplicando el funtor Homg(—, G) con G € GF(R) a 1), obtenemos la suce-
sion exacta

0 = Ext{(P,G) — Exty (K, G) — Ext5 ! (F,G) — Ext5™ (P,G) = 0.

Luego, Exté“(F, G) = Exth(K,G) = 0 para todo i > 1ya que K € F(R).

Recientemente fue probado por Saroch and St'ovicek en [SS518, Co-
rolario 3.12] que la clase GF(R) es cerrada por extensiones para cual-
quier anillo R (esto es, cualquier anillo R es GF-cerrado). En particular,
de [BMPS19, Proposicién 6.17] se sigue que w := F(R) N F(R):! es un
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cogenerador relativo en X := GF(R). Entonces, por [BMPS19| Teorema
2.8], para cada M € Mod(R), tenemos una sucesion exacta corta

0—-K—-G—->M=0,

donde G € GF(R)y K € (F(R)n F(R)*))_,, ya que Gfd(M) < n.
Por otra parte, de la definicién de GF(R), obtenemos otra sucesion exacta
corta

0-G - F—=G—=0,

donde F' € F(R) y G’ € GF(R). Tomando el pullback de K — G « F,
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones y columnas
exactas:

G —=— G

E F M (2.4.3)
e

K G M

Por [Ben09, Teorema 2.11] de Bennis, podemos notar que Gfd(E) < n —
1. Por lo tanto, el renglén central en (2.4.3) completa la prueba de que
(F(R),GF(R)) es un par de n-cotorsioén izquierdo. O

Si ahora suponemos que (F(R),GF(R)) es un par de n-cotorsion de-
recho, podemos mostrar que R es un anillo perfecto izquierdo y un anillo
IF izquierdo. Recordemos de [Col75] que R es un anillo IF izquierdo si cada
R-médulo izquierdo inyectivo es plano. Antes de probar la afirmacién an-
terior respecto al par (F(R),GF(R)), daremos la siguiente caracterizacién
de anillos IF en términos de su dimension global Gorenstein plana.

Lema 2.51. Sea R un anillo. Si gl.Gfd(R) = 0, entonces R es un anillo IF
izquierdo. Si ademds gl. GId(R°P) = 0, entonces la implicacion contraria también

es cierta. Mds aiin, si R es conmutativo, entonces R es un anillo IF si, y solo si,
gl.GId(R) = 0.
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Demostracion. Supongamos primero que gl.Gfd(R) = 0y sea £ un médu-
lo inyectivo. Entonces, E es también Gorenstein plano. Luego, existe una
sucesion exacta corta

0O—-F—=F—N=0

con F' € F(R)y N € GF(R), la cual se escinde ya que E es inyectivo. Se
sigue que F es plano. Por lo tanto, R es un anillo IF izquierdo.

Ahora, supongamos que R es un anillo IF izquierdo con gl. Gfd(R?) =
0. Entonces, R es también un anillo IF derecho. Para cada M € Mod(R),
notemos que podemos encontrar un complejo de cadena

Fob=--5P 5P —-E -FE —...

donde M = Ker(E' — E'), P, € P(R)y E/ € Z(R), para cada i, j > 0.
Este es un complejo de médulos planos, ya que cada inyectivo es plano.
Mas atin, R-m6dulos derechos inyectivos son también planos, y entonces
E ®pg F, es exacto, para cada E € Z(R°P) inyectivo. O

Proposicién 2.52. Las siguientes condiciones son equivalentes, para cualquier
anillo R.

(a) (F(R),GF(R)) es un par de n-cotorsion derecho en Mod(R), para algiin
enteron > 1.

(b) R es un anillo perfecto izquierdo y gl. GId(R) = 0.

En el caso de que R sea conmutativo, tenemos que R es un anillo perfecto izquier-
do y un anillo IF si, y solo si, existe un entero n > 1 tal que (F(R),GF(R)) es
un par de n-cotorsion derecho en Mod(R).

Demostracién. Primero, notemos que la implicacién (b)=-(a) es clara. Para
probar (a)=(b), supongamos que existe un enteron > 1 tal que (F(R),GF(R))
es un par de n-cotorsién derecho en Mod(R). Entonces, para cada M €
Mod(R) existe una sucesion exacta

0>M—-G—F ' F' ... 5 F" 25t

con G € GF(R)y F*¥ € F(R), para cada 0 < k < n — 1. Como la clase
GF(R) es resolvente por [SS18| Corolario 3.12], tenemos que M es Gorens-
tein plano, y por tanto gl. Gfd(R) = 0. Ahora, sea F' un R-médulo plano, y
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consideremos una sucesion exacta
0—>K—-P—F—Q0,

con P proyectivo. Notemos que la sucesiéon anterior se escinde ya que
Exth(F(R),Mod(R)) = 0, y entonces F es proyectivo. Por lo tanto, R es
un anillo perfecto izquierdo con gl.Gfd(R) = 0. O

Dos resultados interesantes se obtienen si intercambiamos los papeles
de las clases F(R) y GF(R), esto es, si analizamos las consecuencias de
suponer que (GF(R), F(R)) es un par de n-cotorsioén izquierdo o derecho
en Mod(R).

Proposicién 2.53. Para cualquier anillo R las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(a) (GF(R),F(R)) es un par de n-cotorsion derecho en Mod(R), para algiin
enteron > 1.

(b) R es un anillo perfecto izquierdo y QF.

Demostracién. Primero probaremos la implicaciéon(a) = (b). El primer paso
serd mostrar que cada médulo es Gorenstein plano. En efecto, para cada
M € Mod(R), tenemos una sucesion exacta

0>M—-F->G =G> - 5G"256"1 50

conF € F(R)y G € GF(R)paracada0 < k < n—1,yaque (GF(R), F(R))
es un par de n-cotorsién derecho. Usando que GF(R) es resolvente [SS18,
Corolario 3.12], obtenemos que M es Gorenstein plano. Ahora, del dual
del Teorema obtenemos que F(R) = (GF(R))_{)** = Mod(R)** =
Z(R). Por otra parte, para cada médulo plano F' tenemos una sucesiéon
exacta corta

0>F -P—>F—=0

con P proyectivo y F’ plano (por tanto inyectivo). Luego, esta sucesion se
escinde, y entonces F' es proyectivo. Por lo tanto, P(R) = F(R) = Z(R).
Esto implica que R es perfecto izquierdo y QF.

Ahora bien, probemos que (b) implica (a). Supongamos que R es per-
fecto izquierdo y QF. Entonces, tenemos que las siguientes condiciones
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se satisfacen: (i) P(R) = F(R) = Z(R) y (ii) Z(R) = P(R) C F(RP).
Afirmamos que GF(R) = Mod (R). En efecto, para cualquier M € Mod (R),
podemos construir un complejo exacto

n: =P P11 — ...,

donde P, € P(R) e IV € Z(R), para cualesquiera i,j > 0,y M = Ker (I° —
I'). De la condici6n (i), obtenemos que 7 es un complejo exacto de mo-
dulos planos, y aplicando (i), se sigue que el complejo E ® 7 es exac-
to, para cualquier £ € Z(R) inyectivo. Luego, M € GF(R). Una vez
demostrada la igualdad GF(R) = Mod (R), se puede probar facilmente
que (GF(R), F(R)) es un par de 1-cotorsién derecho en Mod(R), ya que
I(R) = F(R). O

Ahora consideraremos el daltimo escenario donde (GF(R), F(R)) es un
par de n-cotorsion izquierdo en Mod(R). Recordemos que para un ani-
llo arbitrario R, el funtor de dualidad de Pontryagin (—)*: Mod(R) —
Mod(R°P) envia cada R-moédulo plano a un R°P-médulo inyectivo (ver
[EJO0, Teorema 3.2.9] de Enochs y Jenda), y cada R-médulo Gorenstein
plano a un R°°-médulo Gorenstein inyectivo (ver por ejemplo [Hol04,
Teorema 3.6] o [MP11), Proposicién 4.4]).

Recordemos también que para cada N € Mod(R°P) existe una sucesion
exacta pura

pnN:0—= N = NtT - Nt /N -0, (2.4.4)

esto es, py @r M es exacta para cada M € Mod(R) (ver [EJ00, Proposicion
5.3.9]).

Proposicion 2.54. Sea R un anillo sobre el cual (GF(R), F(R)) es un par de n-
cotorsién izquierdo en Mod(R) para algiin enteron > 1. Entonces, Gid(N*tT) <
n para cada N € Mod(R°P). Si ademds, R es un anillo noetheriano conmutativo
con complejo dualizante, entonces gl. GID(RP) < n.

Demostracion. Sea N € Mod(R°P) y consideremos su médulo caracteristi-
co Nt € Mod(R). Como (GF(R), F(R)) es un par de n-cotorsion izquier-
do en Mod(R) para algtin n > 1, podemos encontrar una sucesion exacta
corta

0K—-G—Nt—=0
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50 SECCION 2.4. Médulos Gorenstein planos

donde G es R-médulo Gorenstein plano y fd(K) < n — 1. Entonces, tene-
mos la siguiente sucesién exacta para N*+:

0Nt Gt = K —0.

donde G es Gorenstein inyectivo y id(K+) < n — 1 por los comentarios
anteriores. Por lo tanto, Gid(N ') < n para todo N € Mod(R°P).

Ahora, supongamos que R es un anillo noetheriano conmutativo con
complejo dualizante. Bajo estas hipétesis, se sabe que la clase GZ(R°P), de
moédulos con dimensién Gorenstein inyectiva < n es cerrada por submo-
dulos puros por [HJ09, Lema 2.5 (b) y Teorema 3.1]. Por otra parte, para
cada N € Mod(R°P) existe una sucesion exacta pura canénica

0NNt NT/N-O,

donde Gid(N ") < n por la primera parte. Se sigue que Gid(N) < n para
cada N € Mod(R°P). O

El enunciado dual del resultado anterior se cumple en caso de que R
sea un anillo noetheriano izquierdo y derecho.

Proposicién 2.55. Sean R un anillo y n > 1 un entero. Si R es noetheriano
izquierdo y derecho y (Z(R°P), GZ(R°P)) es un par de n-cotorsion derecho en
Mod(R°P), entonces Gfd(M 1) < n para cada M € Mod(R).

Demostracién. Recordemos que en un anillo noetheriano izquierdo y dere-
cho R, un R-mdédulo derecho es inyectivo si, y solo si, su dual de Pontrya-
gin es plano. Més atn, por la Observacién[2.39 (1) tenemos que N* es un
R-médulo Gorenstein plano, para cualquier N € Mod(R°P) Gorenstein

inyectivo. Usando estos dos hechos, el resto de la prueba se sigue como
en la Proposicién O

Consideraremos de nuevo la dimensiéon global Gorenstein plana iz-
quierda de R, pero ahora en el caso donde (GF(R), F(R)) es un par de
n-cotorsion izquierdo.

Proposicion 2.56. Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier
anillo R y cualquier enteron > 1:
(a) (GF(R),F(R)) es un par de n-cotorsion izquierdo en Mod(R).
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(b) Exth(GF(R), F(R)) =0y gl.Gfd(R) < n.

Demostracién. La implicacién (a) = (b) es clara. Ahora, supongamos que
(b) se satisface. La condicién Ext%(GF(R), F(R)) =0paracadal <i<n
se sigue como en la Proposicién ya que GF(R) es resolvente. Mas
atin, GF(R) es cerrada por sumandos directos por [SS18, Corolario 3.12].
El resto de la implicacién se sigue aplicando de nuevo [BMPS19, Teorema
2.8], como en la prueba de la Proposicion 2.50} O

Las Proposiciones y no son las unicas consecuencias de que
(GF(R),F(R)) forme un par de n-cotorsiéon izquierdo en Mod(R). Para
el resto de esta seccién, estudiaremos otros posibles resultados de esta
suposicion, respecto a la relacién entre las clases F(R), GF(R), Z(RP)
y GZ(RP) via el funtor de dualidad de Pontryagin (—)". A saber, nos
enfocaremos en lo siguiente:

(1) Buscar condiciones bajo las cuales sea posible encontrar un entero
k > 1 tal que (Z(R°P),GZ(R°P)) sea un par de k-cotorsion derecho
en Mod(R°P), siempre que (GF(R), F(R)) sea un par de n-cotorsién
izquierdo en Mod(R).

(2) Ver si el proceso inverso es posible, esto es, si existe & > 1 para el
cual (GF(R),F(R)) es un par de k-cotorsioén izquierdo en Mod(R),
suponiendo que (Z(R°P),GZ(R°P)) es un par de n-cotorsién derecho
en Mod(R°P).

Teorema 2.57. Sea R un anillo y supongamos que (GF (R), F(R)) es un par
de n-cotorsion izquierdo en Mod(R). Entonces, las siquientes condiciones son
equivalentes.

(@) m :=sup{Gid(NTT/N): N € Mod(R°P)} < oc.

(b) (Z(R°P),GZ(R°P)) es un par de (k + 1)-cotorsién derecho en Mod(R°P)

para algiin entero k > 1.

Muds aiin, si alguna de las condiciones anteriores se cumple, podemos elegir k =
méax{n, m}.

Demostracién. Para la primera implicacién, sea k := max{n,m}. Es sufi-
ciente probar que, para cada N € Mod(R°P), podemos encontrar un mo-
nomorfismo a un objeto en GZ(R°P) cuyo conticleo tiene dimensién inyec-
tiva a lo més k. Considera la sucesién exacta pura canénica py de (2.4.4).
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52 SECCION 2.4. Médulos Gorenstein planos

Por la Proposicién obtenemos que Gid(N ) < k. Esto dltimo, junto
con la condicién (a) implica que Gid(N) < k + 1 (ver [MP11, Proposicién
2.15]). Por lo tanto, (b) se sigue por [BMPS19, dual del Teorema 2.8].
Reciprocamente, si (Z(R°?),GZ(R°?)) es un par de (k + 1)-cotorsion
derecho para algun k£ € N, entonces Gid(N) < k+ 1y Gid(NTF) < n
para cada N € Mod(R°P). Usando [MP11, Proposicién 2.15] de nuevo,
obtenemos que Gid(N**/N) < méx{k,n}. O

Teorema 2.58. Sea R un anillo noetheriano izquierdo y derecho, y supongamos
que (Z(R°P),GZ(R°P)) es un par de n-cotorsion derecho en Mod(R°P). Enton-
ces, gl.Gfd(R) < n. Mds aiin, las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) Exth(GF(R), F(R)) = 0.
(b) (GF(R),F(R)) es un par de Frobenius izquierdo en Mod(R) (ver Defini-
cion (3.28).
(c) (GF(R),F(R)) es un par de k-cotorsion izquierdo en Mod(R) para algiin
entero k > 1.
Si alguna de las condiciones anteriores se satisface, podemos elegir k = n. Mds
aun,
gl.Gfd(R) = id(F(R)).

Demostracién. Para la primera parte, sea M € Mod(R) y consideremos la
sucesion exacta pura canénica

prr: 00— M — MTt — MY /M — 0,

donde Gfd(M**) < n por la Proposicion Por otra parte, por [HJ09,
Lema 2.5 (a) y Teorema 3.1], tenemos que la clase GF(R)/ es cerrada por
submoédulos puros, y entonces de p)s obtenemos que Gfd(M) < n.

Ahora, probemos la equivalencia entre (a), (b) y (c).

» (a)=(b): De [SS18, Corolario 3.12], sabemos que GF(R) es la clase
izquierda de un par de cotorsién hereditario en Mod(R). Luego, la
condicién ExtL(GF(R), F(R)) = 0implica que Ext’ (GF(R), F(R)) =
0 para cualquier 7 > 1. Por lo tanto, F(R) es un cogenerador relativo
GF(R)-inyectivo en GF(R). Finalmente, es claro que F(R) es cerra-
da por sumandos directos, probando (b).

» (b)=(c): Supongamos que (b) se satisface. Como GF(R), = Mod(R),
tenemos por [BMPS19, Teorema 2.10] que

gl.GId(R) = pdy(p) (Mod(R)) = id (F(R)).
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Mads atn, para cualquier M € Mod(R) obtenemos por [BMPS19) Teo-
rema 2.8] una sucesion exacta

0-K—>G—>M-—=Q0,

donde G € GF(R)y K € F(R),_,4
= (c)=(a): Se sigue de la definicién.

Subcategorias Cluster tilting

Siguiendo [Iyall| Definicién 1.1], para un entero m > 1, decimos que
una subcategoria D C C es m-cluster tilting si es una clase precubriente y
preenvolvente, y las siguientes igualdades se cumplen

D= () "p= () D"
0<i<m 0<i<m

Observacién 2.59. Notemos que si D es una subcategoria m-cluster tilting
(con m > 2) de una categoria abeliana C con suficientes proyectivos e inyecti-
vos, entonces las D-precubiertas y las D-preenvolventes son especiales, ya que
Ext;(D,D) = 0.

En este ejemplo, probamos que una subcategoria D de una categoria
abeliana C es una subcategoria (n+1)-cluster tilting si, y solo si, ésta forma
un par de n-cotorsion de la forma (D, D).

Lema 2.60. Sean A y B clases de objetos de C tales que Ext’ (A, B) = 0 para
cualquier entero 1 < i < n. Si la contencién

ﬁ ‘(ANB)C ANB,

se cumple para algiin entero 1 < m < n, entonces A C B.
plep 8

m
Demostracién. Sea m un entero con 1 < m < ny tal que () Li(ANB) C
i=1

AN B. Entonces, tenemos las siguientes contenciones:
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54 SECCION 2.4. Subcategorias Cluster tilting

ACﬂLZBCﬂ (ANB)CANBCB.

Por lo tanto, el resultado se sigue. O

Proposicion 2.61. Sea (A, B) un par de n-cotorsién en C. Entonces, las siguien-
tes condiciones se cumplen.

(1) Siexiste un entero 1 < m < n tal que las igualdades

m

ANB= ﬂ (ANB)=[(ANB)*

=1

son ciertas, entonces A = By la clase A N B es precubriente especial y
preenvolvente especial.

(2) La clase AN B es una subcategoria (n + 1)-cluster tilting si, y solo si,
A=DB.

Demostracién. El inciso (1) se sigue del Lema la Proposicién 2.8y sus
duales.

La implicaciéon directa del enunciado en (2) es una consecuencia del
inciso (1). Ahora, para el reciproco del inciso (2), supongamos que A = B.
Entonces, por la Proposicion 2.8y su dual, obtenemos que A es una clase
precubriente especial y una clase preenvolvente especial. Luego, es sufi-
ciente probar que A = NI, Lid = N, AL, lo cual se sigue del Teore-
ma[2.7/(2) y su dual. O

Con los resultados anteriores, estamos listos par dar la siguiente carac-
tarizacion de subcategorias (n + 1)-cluster tilting.

Teorema 2.62. Sea C una categoria abeliana con suficientes proyectivos e inyec-
tivos. Entonces, para cualquier subcategoria D C C y cualquier enteron > 1, los
siguientes enunciados son equivalentes.

(a) (D, D) es un par de n-cotorsién en C.

(b) D es una subcategoria (n + 1)-cluster tilting de C.
Mds aiin, en caso de que alguna de las condiciones anteriores se cumpla, tenemos
queC = D) =D,.
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Demostracion. La implicacién (a) = (b) se sigue por la Proposicion [2.61]
Ahora, supongamos que D es una subcategoria (n + 1)-cluster tilting de C.
Entonces, tenemos que D es cerrada por sumandos directos y Ext, (D, D) =
0 para cada entero 1 < ¢ < n. El resultado se seguird después de probar
las igualdades C = D)) = D).

Por la Observaciéon para cualquier M € C podemos considerar
una sucesion exacta

n:0—>K0—>D0f—°>M—>O,

donde fj es una D-precubierta especial. Después de aplicar el funtor Home (D, —)
an,con D € D, obtenemos

Extg (D, Ko) = 0y Extit (D, Ko) 2 Ext{ (D, M) paracadal <i<n— 1.
(2.4.5)

Inductivamente podemos construir una sucesion exacta corta

0= Ky — Dy 28 Dy g oo s Dy A5 Dy 25 M 50, (2.4.6)

donde D; € Dy K; := Im(f;) paracada 0 < i < n — 1,y tal que las
siguientes relaciones se cumplen:

Ext$(D, Ky,) =0,

Exti(D, K,) = Ext}(D, K,_1) = 0,

Ext3(D, K,,) = Ext3(D, K, 1) = Ext};(D, K, _2) = 0,

Ext¢(D, K,) = Ext} (D, K,—1) & - 2 Exts(D, Ky) = 0.

Por lo tanto, obtenemos que K,, € (", DLi =D y entonces M € D).
Dualmente, podemos mostrar que M € D). O

Otro hecho interesante acerca de subcategorias (n + 1)-cluster tilting
D es que n es el entero mds grande para el cual la condicién Ext3 (D, D) =
0 se cumple, en el sentido de que si la condicién Ext; ™ (D, D) = 0 se
satisface, fuerza a que C sea una categoria de Frobenius. Precisaremos esto
en el siguiente resultado.
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56 SECCION 2.5. Subcategorias Cluster tilting

Proposicién 2.63. Sean n > 1y D una subcategoria (n + 1)-cluster tilting de
una categoria abeliana C con suficientes proyectivos e inyectivos. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Extpt(D,D) = 0.

(b) P(C)="D.

(c) Z(C) = D.

(d) Exth(D,D) = 0 para cadai > 1.

Demostracién. Es suficiente probar que (a) implica (b) y (c). Supongamos
que Ext} ™' (D, D) = 0. Porla Proposicic’)n tenemos que Ext} (D, D)) =
0, y como C = D} por la prueba del Teorema obtenemos la con-
tenciéon D C +i1C = P(C). Dualmente, podemos también mostrar que
D C C*+t = I(C) es cierta. Por otra parte, sabemos que P(C)UZ(C) C D, ya
que Ny<j<, 7D =D =),<;<, D*i. Por lo tanto, P(C) = D = Z(C). O

Observacioén 2.64. El Teorema puede formar un ejemplo no trivial de un
par de n-cotorsion. A saber, sea D una subcategoria (n + 1)-cluster tilting de
una categoria abeliana C, con suficientes proyectivos e inyectivos. Entonces, por
el Teorema 2.6y la Observacién (2), (D, D) es el par de n-cotorsion trivial
(estoes, D = P(C)) si, y solo si, D es resolvente.

Usando el Teorema anterior y [Iyall Teorema 1.6], obtenemos el si-
guiente ejemplo. Recordemos que un &lgebra A es autoinyectiva si Ay €
Mod(A°P) es inyectivo.

Ejemplo 2.65. Sea A una R-dlgebra de Artin. Notemos que la categoria mod(A),
de A-médulos izquierdos finitamente generados, es una categoria abeliana con
suficientes proyectivos e inyectivos, es bien sabido que cada A-mddulo finitamente
generado tiene una cubierta proyectiva finitamente generada y una envolvente
inyectiva finitamente generada.

(1) Sigl.dim(A) <n+ 1y mod(A) tiene un objeto (n + 1)-cluster tilting T,
entonces existe un tinico par de n-cotorsion en mod(A) de la forma (D, D),
donde D := add(T) es la clase de sumandos directos de coproductos finitos
de copias de T. En este caso, notemos que D es resolvente si, y solo si,
D = add(A).

(2) Si A no es autoinyectiva teniendo un objeto (n + 1)-cluster tilting T', ne-
cesariamente se tiene que Ext} ™ (T, T) # 0y P(A) UZ(A) € add(T).
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2.5. n-Cotorsiéon en Ch(C)

La tdltima seccién de este capitulo estd dedicada a estudiar pares de n-
cotorsion en Ch(C) la categoria de complejos de cadena de objetos en C. En
la primera parte, caracterizamos algunas familias de pares de n-cotorsién
de complejos en términos de pares de n-cotorsiéon en C. En la segunda
parte de esta seccién, estudiaremos cémo inducir pares de n-cotorsién de
complejos de un par de n-cotorsién (A, B) en C. Los complejos involu-
crados en estos pares de n-cotorsién son los .A-complejos, B-complejos, y
los complejos diferencialmente graduados considerados por Gillespie en
[Gil04].

A continuacién establecemos la notacién necesaria para la categoria
Ch(C). Dado un complejo de cadena X € Ch(C) con diferenciales 9. : X,,, —
Xm-1, denotamos sus ciclos y fronteras en C por Z,,(X) = Ker(@fg )y
By (X) :=Im(d5 ), respectivamente.

Usando también la notacién de [Gil08| Seccién 3]. Sea (7, %) un par
de n-cotorsion en Ch(C). El simbolo <7’ denotaré la clase de objetos M € C
tales que M = A,, para algin A € &/ y algtin m € Z. La clase #’ se define
de manera similar.

Motivados por [Gil08, Definiciéon 3.4], proponemos lo siguiente.

Definicién 2.66. Un par de n-cotorsion (<7, #) en Ch(C) es ortogonal grado
a grado si para cada par de enteros i, j € Z tenemos las siguientes relaciones:

(a) Extt(A;,Y;) =0siAc dyY € B |,y
(b) Ext}(X;, B;) =0si X € &/ ,yB € %.

Dado un objeto M € C y un entero m € Z, el m-ésimo complejo disco
centrado en M es el complejo de cadena denotado por D™ (M), tal que M
aparece en los grados m y m-1, y 0 en los demds. La tinica diferencial no
cero es la identidad en M. El m-ésimo complejo esfera centrado en M, por
otra parte, es el complejo de cadena S™ (M) € Ch(C) con M en la m-ésima
componente y 0 en las demads.

La primera relacién que notamos entre n-cotorsiéon en Ch(C) y n-cotor-
sién en C estd descrita en el siguiente resultado, el cual es la version n-
cotorsion de [Gil08|, Lema 3.5].
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Lema 2.67. Sea C una categoria abeliana con suficientes inyectivos. Entonces, los
siguientes enunciados son equivalentes para cualquier par de n-cotorsion (<, 2)
en Ch(C):
(a) (o, 2R) es ortogonal grado a grado.
(b) Si A € o/ yB € A, entonces D™(A;) € o« y D"(B;) € A para
cualesquiera m,n, i, j € Z.
(c) (o', B") es un par de n-cotorsién en C.

Demostracién. Probemos las implicaciones (a) = (b) = (c) = (a).
» (a)= (b):Sead e AyY € B . Por[Gil04, Lema 3.1] tenemos que

Extey(D™(Ai),Y) = Extg (A, Yn) = 0

donde Ext(lj(Al-,Ym) = 0 por la condicién (a). Luego, D™ (4;) €
L1(8) ) = o porel Teorema De manera similar, podemos pro-
bar que D" (B;) € % para cualesquiera j,n € Zsi B € #.

» (b) = (c): Probemos que (&7, #’) es un par de n-cotorsién izquierdo
en C suponiendo (b).
Veamos primero que 2/’ es cerrada por sumandos directos. Sea N €
/' 'y M un sumando directo de A. Entonces, N = A, para algin
complejo A € &/ y algin m € Z. Notemos que D°(4,,) € & por
la condicién (b), y que D(M) es un sumando directo de D°(A,,).
Como & es cerrada por sumandos directos por hipétesis, tenemos
que DY(M) € o/, esto es, M € /. Por lo tanto, </’ es cerrada por
sumandos directos.
Ahora mostremos que Exti(«/’, ') = 0 paracada 1 < i < n. Por
la Proposicion como C tiene suficientes inyectivos, la condicién
anterior es equivalente a probar que Ext} (7', (#')}_|) = 0. Asi, sea
M e o'y N e (#'),_,. Por la condicién (b), podemos notar que
D°(M) € o y DY(N) € %)_,. Luego, usando [Gil04, Lema 3.1],
obtenemos

Ext$ (M, N) = Extg, (DY(M), D'(N)) =0,

donde la tltima igualdad se sigue por la Proposicién 2.5 Por lo tan-
to, Extb (', (#))_1) = 0.
Finalmente, mostremos que para cada objeto C' € C existe una suce-

sidn exacta corta
0O—-N—-M-—=C—=0
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donde M € &'y N € (#'))_,. Para esto, consideremos el complejo
esfera S°(C) € Ch(C). Como (&7, %) es un par de n-cotorsién en
Ch(C), existe una sucesion exacta corta

0-Y A S5%C)—=0

donde A € & yY € %, _,.Entonces, en grado 0 tenemos la sucesiéon
exacta
0O—=+N—-M-—=C—=0

donde M = Aye &'y N =Y, € (#),_;.
Lo anterior prueba que (&', %’) es un par de n-cotorsion izquierdo
en C. De manera similar, uno puede mostrar que (<7, #’) es también
un par de n-cotorsién derecho en C. Por lo tanto, (c) se sigue.
» (c) = (a): Es claro por las igualdades &' = “1((#))_ )y ¥ =
(" )na)
O

En lo que sigue, necesitamos considerar el subgrupo Ext}, (X,Y) de
Exté, (X, Y) formado por las clases de sucesiones exactas cortas

0=-Y—=>2—-X-=0
en Ch(C) que se escinden grado a grado, esto es,
0—-Y,—~Z%2,—X,,—0

se escinde en C para cada m € Z.
Recordemos también que dados un complejo de cadena X € Ch(C)
un entero k € Z, la k-ésima suspension de X es el complejo X[k] € Ch(C

[K]

— <

cuyas componentes son (X [k]), = X,,_x y con diferenciales o
(—1)0X .

El siguiente resultado corresponde a [Gil08, Proposicién 3.7] en el con-
texto de pares de n-cotorsién. Daremos una caracterizacion para la clase
</ en cada par de n-cotorsion ortogonal grado a grado (7, %) en Ch(C).

Proposicion 2.68. Sea (<7, %) un par de n-cotorsion ortogonal grado a grado
en Ch(C) (donde C es una categoria abeliana con suficientes inyectivos), y sea
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(o', ") el correspondiente par de n-cotorsion en C del Lema Si A es ce-
rrada por suspensiones, entonces .o/ coincide con la clase de todos los complejos
A € Ch(C) para los cuales A,,, € o' para cada m € 7Z, y tal que cada morfismo
de complejos A — 'Y es nulo homotépico siempre que Y € B _,.

Demostracién. Supongamos que (%7, %) es un par de n-cotorsién en Ch(C)
con 4 cerrada por suspensiones. Notemos que lo dltimo implica que %,
es también cerrada por suspensiones.
Denotemos por £ a la clase de complejos X € Ch(C) con X,,, € &7’
y tales que cada morfismo de complejos X — Y es nulo homotépico si
Y € %) |. Mostremos que &/ = 2 usando la igualdad &/ = 112/, del
Teorema 271
o/ O Z:SeaX € ZyY € B ,. Como (o', %) es un par de
n-cotorsiéon por el Lema tenemos que Exté(Xm, Y,,) = 0 para
cada m € Z, y entonces Ext¢,,(X,Y) = Ext}, (X,Y). Por otra parte,
Ext},, (X,Y) = Homcp(X,Y[1])/ ~ por [Gil04, Lema 2.1], donde ~
representa la relacién de homotopia en complejos. Como X € 2
y Y[1] € #B) | con %/, cerrada por suspensiones, tenemos que
Homep (X, Y[1])/ ~ =0,y por tanto Ext¢, (X, Y) = 0. Luego, tene-
mos que X € .
" f CZ:SeaAec dyY € B . Tenemos que

0 = Ext¢y (A, Y[—1]) D Extd, (A4, Y[~1]) = Homcp(A,Y)/ ~ .

ya que Y[—1] € #/_,. Luego, se sigue que cada morfismo de com-
plejos A — Y es nulo homotépicosiY € £ ;.

Ahora, sea N € (#'))_, y notemos que D™1(N) € %/ | por el
Lema [2.67| Entonces, tenemos que

Exty(Am, N) 2 Extg, (A, D™THN)) =0,

esto es, A, € 11[(#)N ] = o (por el Lemay el Teorema .
Por lo tanto, tenemos que A,, € &/’ para todo m € Z.

O]

Mostraremos ahora cémo inducir pares de n-cotorsién que involucran
a ciertas familias de complejos de un par de n-cotorsién en C. Estas fami-
lias serdn presentadas a continuacién en la definicion la cual sigue
ideas de [Gil04, Definicién 3.3].
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Para el resto de esta seccioén, serd importante recordar que Ch(C) esta
dotada con un funtor Hom interno Hom(—, —) definido como sigue: pa-
ra cada X,Y € Ch(C), Hom(X,Y) es el complejo de cadenas de grupos
abelianos definido como:

Hom(X,Y ) := H Home (X, Yiak)
keZ

para cada m € Z, y cuyas diferenciales estan dadas por f +— 0¥ o f —
(—1)™f 0 8% (ver [Gar99] de Garcia Rozas, por ejemplo). Se sabe que ca-
da morfismo de complejos X — Y es nulo homotépico si, y solo si, el
complejo Hom(X,Y') es exacto.

Definicién 2.69. Sea X' una clase de objetos de C. Un complejo de cadenas X &
Ch(C) es:

(1) un complejo (con términos) en X (o un X-complejo grado a grado) si
Xm € X paracadam € Z;

(2) un X-complejo si X es exactoy Z,,(X) € X para cadam € Z.

Denotaremos por Ch(X) a la clase de complejos en X, y por X a la clase de X-
complejos.

Ahora bien, sean A y B dos clases de objetos en C tales que Ext} (A, B) = 0.
Podemos definir dos nuevas familias de complejos a partir de Ch(A), A, Ch(B) y
B.

(3) Decimos que un complejo X € Ch(C) es Hom(—, B)-aciclico en Ch(.A)
si X € Ch(A) y si Hom(X, B) es un complejo exacto de grupos abelianos
siempre que B € B.

(4) Los complejos Hom(A, —)-aciclicos en Ch(B) se definen dualmente, esto
es, como aquellos complejos Y € Ch(B) tales que Hom(A,Y") es exacto
paracada A € A.

Denotaremos por Chacy(A; B) a la clase de complejos Hom(—, B)-aciclicos en
Ch(A). Dualmente, Chacy(A; B) denotard la clase de complejos Hom(A, —)-
aciclicos en Ch(B).

61



62

SECCION 2.5. n-Cotorsién en Ch(C)

Observacion 2.70.

(1)

(2)
(3)
(4

(5)

Si X es una clase de objetos en C cerrada por extensiones, entonces X C
Ch(X).

Si X € X, entonces X[k] € X para cada k € Z.
Si0 € X, entonces D™(X) € fpam cada X e X ym € Z.

En caso donde (A, B) es un par de cotorsion en C, los complejos Hom(—, B)-
aciclicos en Ch(A) y Hom(A, —)-aciclicos en Ch(B) son llamados en [Gil04]
A-complejos diferencialmente graduados y B-complejos diferencialmente
graduados, denotados por dg A y dgB, respectivamente. Como puede haber
mds de dos pares (A, B) de clases de objetos en C que satisfacen la condi-
cion Extg (A, B) = 0, preferimos usar la terminologia en la Definicion2.69
para evitar confusion.

En efecto, podemos encontrar un ejemplo para Ch,ey(A; B) donde Ay B
no forman un par de cotorsion (A, B) en C. Este es el caso para las clases
A = DP(R) y B := F(R) de médulos Ding proyectivos y planos. Por
[YLL13, Teorema 3.71, un complejo de cadenas en un anillo arbitrario R es
Ding proyectivo si, y solo si, es Hom(—, F(R))-aciclico en Ch(DP(R)).
Teniendo en mente que F(R) es precisamente la clase de complejos planos.

Si Exti(A,B) = 0, B es cerrada por extensiones y 0 € A, entonces

S™(A) € Chyey(A; B) paracada A € Ay m € Z [Gil08, Lema 4.2].

El siguiente resultado describe los morfismos entre .A-complejos y 5-
complejos simplificando las hipétesis en [Gil04, Lema 3.9] si cumple cierta
relacién de ortogonalidad entre las clases Ay B. En el siguiente lema, para
cualquier complejo exacto X escribiremos la factorizacién de 9:X a través
de By 11X = Z,X como 9;X = [XeX.

Lema 2.71. Sean A y B dos clases de objetos en C. Si Ext}(A,B) = 0y B
es cerrada por extensiones, entonces cada morfismo de un A-complejo a un B-
complejo es nulo homotdpico.

Demostracién. Sea f = (fn)nez : X — Y un morfismo en Ch(C) con X € A
y Y € B. Veamos que existe un morfismo g := (gn)nez : X — Y en Ch(C)
homotopico a f y tal que 9, gny1 = 0 = g,,0;,, paracadan € Z.
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En efecto, consideremos f,, : Z,X — Z,Y dado por la propiedad uni-
versal del nticleo, esto es, f,, satisface f,,[:X 1= ln 41 fn.

(x) Aplicando HomC(Z X,—)an:0—Z,n1Y Y1 — Z2,Y -0
y usando que ExtC(A B) = 0 obtenemos un morfismo «,, : Z, X — Y41
tal que en 110, = fn. Similarmente, considerando 7’ : 0 — Z,X — X,, —
Zp—1X — 0y aplicando Hom¢(—, Y,,—1) obtenemos 3, : X,, — Y4 tal

X

Definimos g, := fn — (agz/+1ﬁn + anlaf)zq Yg:= (gn)nGZ- Como

aXJrl = fnar)zgrl (9 +16n + Bn— 18 ) n+1
= fnar)zgrl - 8111/+1/8n
= g1 fut1 = Mﬂn A
= X+1fn+1 - 81)1;1( n+2ﬁn+1 + ﬁnaﬁrl)

_ Y
= Op4+19n+1

tenemos que g es un morfismo de complejos y es claro que g ~ f. Mas
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aun,
Y X
gn n+1 fn an—&-lﬁnan 1
oY 31X X
= fuOny1 — n+15n n+1en+1
= faOp n+1an 1

= fn n+1 n—l—len—i—lanen—i-l
_ X Y r X
— fnan-i-l - ln+1fnen+1

_ X X X
- fnan-i-l - fnln+len+1
=0.

Luego, 8} 1gn+1 = 0 = g,02,, para cadan € Z.

Veamos que g ~ 0. En efecto, como 3}; gn = O existe g, : X;, = Z,Y tal
que 1Y, 1 Gn = gn. Luego, §nda 1 = 0y B, X = Z,X C Ker(gy). La tltima
contencién implica que existe g, : X,,/Z,X — Z,Y tal que g, = g7
donde 7 : X,, — X,,/Z,X es la proyeccién natural. Ahora bien, como
existe un isomorfismo h : Z,_1 — X,/Z, tal que hef = m, podemos
considerar gn := gnh y usando el argumento dado en (*) obtenemos un
morfismo 6y, : Z,—1X — Y41 tal que €}, 16, = Gn.

W IS
LA ]
N /

Finalmente, comprobemos que ¢ := (6neff )nez €s una homotopia de g a 0.
En efecto,

s X
9 +15 e+ On-1ep_1 0y = n+1€n+15 e —ln+19n€n

= ln+1gnh€n = ln+1§n7'l'

= ZB’L/+1§7L = 9n-

64
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Por lo tanto, f ~ 0. O

Antes de inducir pares de cotorsién a partir de un par de n-cotorsion
en C, probemos las siguientes relaciones de ortogonalidad entre las clases
(1), (2), (3) y (4) en la Definici6n[2.69] Recordemos que C tiene suficientes X-
objetos, para alguna clase X’ de objetos de C, si cada objeto de C es imagen
de un epimorfismo de un objeto en X'. El siguiente lema requiere menos
hipétesis que en [Gil04, Proposicién 3.6].

Lema 2.72. Sean Ay B dos clases de objetos en C. Entonces, los siguientes enun-
ciados se cumplen:

(1) SiExtl(A,B) =0, entonces
Extéy (Chacy (A;B),B) =0y Extly, (A, Chaey (A B)) =
(2) Si0 € A, entonces Z,,(Y) € At paracada Y € (Chacy(,él;;l\fl))Ll y

para cada m € Z. Mds aiin, si C tiene suficientes A-objetos, entonces Y es
un A+1-complejo.

(3) Si0 € B, entonces 118 C Chaey (11 5; B).
Demostracion.

(1) Supongamos que la relacién Ext} (A, B) = 0 es cierta, y sean A €

Chacy (A; B) y B € B. Veamos que Ext¢, (A, B) = 0. Consideremos

el subgrupo Ext},, (A4, B) C Ext¢,, (A, B). Sabemos que A, € A para
cada m € Z. Por otra parte, tenemos sucesiones exactas cortas

0— Zn(B) = By, — Zm—1(B) — 0

con Zy,—1(B), Zm(B) € By entonces Ext} (A, By,) = 0 para cada
m € Z. Esto implica que Ext}, (A, B) = Exté, (A, B). Ahora bien,
para mostrar que Ext}, (A, B) = 0, usaremos el isomorfismo

Exty,, (4, B) & Ho(Hom(A, B[1]))

de [Gil04, Lema 2.1]. Como el complejo Hom(A, B[1]) es exacto se
tiene que Ho(Hom(4, B[1])) = 0. Por lo tanto, Exté, (A, B) = 0. La
prueba de Ext}, (A, Chacy(.A B)) = 0 se hace de manera similar.
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(2) Sean Y € (Chy, A;.Zfl))h, consideremos Z,,(Y) y A € A. Vea-
y y y

mos que Ext} (A, Z,,(Y)) = 0. Por Gillespie [Gil08| Lema 4.2] sabe-
mos que existe un monomorfismo

0 — Exti(A, Z,,(Y)) — BExtg, (S™(A),Y).

Luego, sera suficiente probar que S (A) € Chycy(A; .;lrl) Es claro

que S™(A) € Ch(A) ya que 0, A € A. Ahora bien, sea B € A+1. Por
[Gil04, Lema 2.1], para cada m € Z tenemos que

Hy (Mom(S™(A), B))  Ext},,(S™(4), Bl—i — 1))
Notemos que Ext}((S™(A))g, (B[—i — 1])) = 0 para cada k # m 'y
Exts((S™(A))m, (B[—i — 1])m) = Ext;(A, Byyir1) enel caso k = m.
Dado que B es un complejo exacto con ciclos en A!, podemos pro-
bar que Ext}(A, By1it1) = 0 de manera andloga como en la parte
(1). Luego, se sigue que

Bxtg, (S™(A), B[—i — 1]) = Extcy (S™(A), Bl—i — 1]).

Usando de nuevo [Gil08, Lema 4.2] y que B es exacto, obtenemos un
isomorfismo
Bxtcy (S™(A), Bl—i — 1]) = Exte(A, Zn (B[—i — 1])),

donde Ext} (A, Z,,(B[—i—1])) = 0. Entonces, H;(Hom(S™(A), B)) =
0 para cada i € Z, es decir, Hom(S™(A), B) es un complejo exacto.
Luego, S™(A) € Chyey(A; AL1), y por lo tanto Ext$ (A, Z,,(Y)) = 0.
Ahora, supongamos que C tiene suficientes .A-objetos. Como ya sa-
bemos que Y tiene ciclos en A1, basta probar que Y es un complejo
exacto, esto es, la igualdad Z,,(Y) = B,,(Y) se cumple para cada
m € Z. La contencién B,,,(Y) C Z,,,(Y) es clara. Para la otra conten-
cién, consideremos un epimorfismo fp,: A — Z,,(Y) con A € Aya
que C tiene suficientes A-objetos. Esto induce un morfismo de cade-
nas f: S™(A) — Y dado por f,, := 1Y, o f,, y 0 en otro caso, donde

1Y eslainclusién Z,,(Y) — Y,,. Por otra parte,

Homey (5™ (4),Y)/ ~ = Ho(Hom(5™(4),Y))
= Extl, (S™(A), Y[-1])
C Extg, (S™(A), Y[-1]),
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donde Extg,,(S™(A),Y[-1]) = 0 ya que Extg,(S™(A),Y[-1]) =
ExtCh((Sm( D[], Y) = Exté,(S™(A),Y) y ademas S™F1(A)

Chacy (A; All) (por la Observacién (5)). Luego, f es nulo ho-
motdpico, y entonces existe un morfismo Dy, y1: A — Y, 41 tal que
BYH 0Dyt = 1Y o frnlo cual implica que Z,,(Y) C B, (Y), ya que

m
fm es un epimorfismo.

(3) Finalmente, veamos la contencién 11 (B) C Chacy (11 B; B).Sea X €
11 3. Probemos primero que X,,, € 113 para cada m € Z.Sea B € B.
Sabemos que D™"1(B) € B por la Observacién (3), entonces

Ext$ (X, B) 2 Exté, (X, D™TH(B)) =0

debido a que X € 11B.

Ahora probemos que Hom(X, B) es un complejo exacto de grupos
abelianos para cada B € B. Tenemos isomorfismos naturales

H,,(Hom(X, B)) = Ext},, (X, B[-m—1]) = Ext¢, (X, B[-m—1]) = 0

donde Ext}, (X, B[-m — 1]) = Ext{, (X, B[-m — 1]) se sigue como
en (1), y B[—m — 1] € B por la Observacién ().

O]

Con estos resultados, estamos listos para mostrar como inducir pares
de n-cotorsién en Ch(C) que involucran a las clases A, B, Chucy(A; B) y
Chacy (A; B) de un par de n-cotorsion (A, B) en C y viceversa.

Teorema 2.73. Sean Ay BB dos clases de objetos en una categoria abeliana C con
suficientes inyectivos, tales que Ext} (A, B) = 0 ) y B es cerrada por extensiones
que contiene a los inyectivos de C. Si (Chacy (A; B),B) o (A, Chacy(A B)) es un
par de n-cotorsion izquierdo en Ch(C), entonces (A, B) es un par de n-cotorsion
izquierdo en C.

Demostracion. Supongamos primero que (Chacy (A; B), B) es un par de n-
cotorsiéon izquierdo en Ch(C). Por la Proposicién basta probar que
(A, B)_,) es un par de cotorsion izquierdo completo en C.
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Podemos aplicar la Proposicién [2.5/en el contexto de Ch(C), notando
que Ch(C) tiene suficientes inyectivos y que B contiene a los complejos
inyectivos. Luego, (Chaey(A; B), B)_,) es un par de cotorsién izquierdo
completo en Ch(C). En particular, la clase Chycy(A; B) es cerrada por ex-
tensiones y sumandos directos, y entonces A también lo es por la Obser-
vacion 2.70[(5).

(i) Primero probemos que para cada C' € C, podemos construir una
sucesion exacta corta

0O0—-N—-A—-C—=0

con A€ Ay N € B)_,. Para el complejo S°(C), tenemos una suce-
sion exacta corta

0-Y =X S%C)—=0

donde X € Choey(A; B)YY € B |, yaque (Chaey (A; B), B) ;) esun
par de cotorsién izquierdo completo en Ch(C). Entonces, tomemos
A= Xy N =Y. Notemos que N € B)>_; debido a que B es cerrada
por extensiones.

(ii) Ahora, probemos la igualdad A = +1B) |.Sea A € Ay N € B)_;.
Consideremos los complejos S°(A4) y D*(N). Tenemos que S°(A) €

Chacy(A; B) y DY(N) € BJ_, por la Observacion Con esto y
junto con [Gil08, Lema 4.2], obtenemos que

Extg (A, N) = Exte (A, Zo(D'(N))) = Exte, (S°(4), D'(N)) = 0.

Entonces, la contencién A C 1182, se cumple. Por otra parte, para
cada M € 113, hay una sucesién exacta

0=N—-A—-M-=0

con A € Ay N € B)_,. Luego, tenemos que M es un sumando
directo de 4, ya que Ext} (M, N) = 0. Asi, M € A.
Por lo tanto, (i) y (ii) muestran que (A, B/_;) es un par de cotorsién iz-
quierdo completo en C. Podemos concluir lo mismo si suponemos ahora
que (A, Chacy(.i; B)) es un par de n-cotorsién izquierdo. O
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La implicacion contraria del resultado anterior es cierta suponiendo
condiciones extras sobre el par (A, B) y sobre C. Para mostrar esto, nece-
sitaremos el siguiente resultado [YD15, Lema 2.1] de X. Yang y N. Ding
cuya prueba se puede adaptar a nuestro contexto. Recordemos que C es
una categoria es bicompleta si tiene limites y colimites arbitrarios.

Lema 2.74. Sea (A, B) un par de clases de objetos en una categoria abeliana
bicompleta C con suficientes A-objetos tales que B es cerrada por extensiones y
satisfacen Ext} (A, B) = 0. Entonces, para cada complejo X € Ch(C), existe una
sucesion exacta corta

0=-X—-F—=A—-0

con E complejo exacto y A € Chaey (A; B).

Teorema 2.75. Sean A y B dos clases de objetos en una categoria abeliana bi-
completa C tales que Ext} (A, B) = 0y B es cerrada por extensiones.

(1) Si (A,B) es un par de 1-cotorsion izquierdo hereditario en C, entonces
(Chaey (A; B), B) es un par de 1-cotorsion izquierdo en Ch(C). Paran > 2
y en caso de que C tiene suficientes inyectivos y B contiene a los inyecti-
vos de C, si (A, B) es un par de n-cotorsién izquierdo hereditario en C y
Ext$ (B, B)_1) = 0, entonces (Chyey(A; B), B) es un par de n-cotorsion
izquierdo en Ch(C).

(2) Supongamos que C tiene suficientes inyectivos. Si (A, B) es un par de 1-
cotorsion izquierdo hereditario en C, entonces (A, Chacy(A B)) es un par
de 1-cotorsion izquierdo en Ch(C). Para n > 2, si B contiene a los in-
yectivos de C y (A, B) es un par de n-cotorsion izquierdo hereditario en
C con Ext}(B,B) ;) = 0, entonces (A, Ch(B)) es un par de n-cotorsion
izquierdo en Ch(C).

Demostracién. Probaremos el caso n > 2, el caso n = 1 se sigue de manera
similar.

Para la parte (1), al igual que en la prueba del Teorema la idea es
usar la Proposicion [2.5/ para mostrar que (Ch,cy (A; B), B2 ) es un par de
cotorsién izquierdo completo en Ch(C).

(i) Primero, veamos que para cada complejo exacto X € Ch(C) pode-
mos construir una sucesion exacta corta

0—-B—-A—-X—0
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con A € Chuey(A;B) y B € B) . Para cada m € Z tenemos una
sucesion exacta corta

0— Zn(X) = X = Z;m—1(X) — 0.

Como (A, B) es un par de n-cotorsioén izquierdo, cada Z,,(X) tiene
una A-precubierta con nicleo en B _;. Por el Teorema de estas
A-precubiertas podemos construir una sucesion exacta

0—-B"'5B"2? ... 5B 5 BY - A, = X, =0

compatible con ellas, tales que A,, € Ay Bj, € B para cada 0 <
kE < n — 1. Luego, para cada m € Z tenemos un diagrama conmu-
tativo como en (2.2.6). Conectando estos diagramas obtenemos una
sucesion exacta

0—-B"'wB"!' ... 5B 2B 545X -0

en Ch(C) con A € A C Chacy (A; B) (ver Lema y B* € B para
cada0 <k <n-1

Para el caso general, consideremos X un complejo. Por el Lema[2.74]
y el caso anterior podemos construir el siguiente diagrama pullback

B:B

A A, A (2.5.1)
e

X E A

con Ag, A € Chycy(A; B), E complejo exacto y B € B ,. Como
(A, B) es hereditario la clase A es resolvente y entonces A’ € Ch(A).
Ademas, considerando el renglén central de y por [Rot09,
Teorema 6.10], tenemos que Hom(A’, B) es exacto para cada B € B.
Luego, A’ € Chaey(A; B). Luego, la primera columna en es la
sucesion buscada para X.
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(ii) Veamos que se cumple la igualdad Chyey (A; B) = 11(B/_,). La con-
tenciéon O se sigue usando la parte (i) y notando que si A es cerra-
da por sumandos directos, entonces Ch;y (A; E) también lo es. Pa-
ra la contencién contraria, como Ext}(A, B ;) = 0 se sigue que
Chacy (A; B) € 1 (B2 _,) por el Lema

Por lo tanto, (Chacy (A; B), B)_,) es un par de cotorsion izquierdo comple-
to en Ch(C).

Para la prueba respecto al par (A, Ch(B)), solo necesitamos probar que
cada complejo es la imagen de un epimorfismo de un objeto en A con
ntcleo en Ch(B)/_;.Sea X € Ch(C). Como C tiene suficientes inyectivos,
existe una sucesion exacta corta

O—-I—-F—>X—>0

donde E es exacto e I es un complejo inyectivo diferencialmente graduado
(ver [YD15] Lema 2.1]). Por otra parte, notemos que de la prueba de (1) y
dado que E es exacto, existe una sucesion exacta corta

03K 5 A—SE—=0

donde A € A y KY€ gﬁhl. Tomando el pullback de I — E < A obtene-
mos el siguiente diagrama conmutativo con renglones y columnas exactas

KO —— K?°

K A X (2.5.2)
BN

I E X

como B es cerrada por extensiones, por el Lema [2.71| se tiene que B C
aCy(A B). Luego, I € Chacy(A B)y K° € Chacy(A B)A .. Por el Le-
ma sabemos que B))_, es cerrada por extensiones,  y entonces K €

Ch(B)n |- Para el caso n = 1, se tiene que K € Chacy (A; B) ya que B es
cerrada por extensiones y K°, I € Choey (A; B). O
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SECCION 2.5. n-Cotorsién en Ch(C)

Observacion 2.76.

(1)

(2)

Del Teorema anterior obtenemos los pares de 1-cotorsion izquierdos heredi-
tarios

—_—~ /o~

(Ch(P(R); Mod(R)), Mod(R)) y (P(R),Ch(P(R); Mod(R)))

—~— —~—

donde Mod(R) es la clase de complejos exactos, P(R) coincide con la clase
de complejos proyectivos y Ch(P(R); Mod(R)) es la clase de complejos de
cadena proyectivos diferencialmente graduados. Nétese también que P(R)

—~

es parte de otro par de 1-cotorsion izquierdo (P(R), Ch(R)).

Sea R un anillo Gorenstein que no es QF. Los resultados mencionados
en la Seccién2.4] para médulos Gorenstein también son ciertos en el con-
texto de Ch(R). Por otro lado, sabemos de [YL11b, Teorema 2.2] que la
clase de complejos de cadena Gorenstein proyectivos coincide con la clase
Ch(GP(R)). Se sigue que tenemos un par de n-cotorsion en Ch(R) de la

forma (Ch(GP(R)),P(R)). Luego, la condicién de B contiene a los inyec-
tivos que se requiere en el Teorema es suficiente pero no necesaria.

Observaciones similares también son ciertas para las clases de complejos
Gorenstein inyectivos e inyectivos. Mds aiin, por [YL12| Teorema 3.11] y
[SS18, Corolario 3.12], tenemos que un complejo X € Ch(R) es Gorens-
tein plano si, y solo si, cada X, es un médulo Gorenstein plano. Luego, los
resultados en la Seccion 2.4 para las clases GF(R), GZ(R) y F(R) pue-

—_—

den ser llevados a las clases Ch(F(R)), Ch(Z(R)) y F(R) de complejos
Gorenstein planos, Gorenstein inyectivos y planos, respectivamente.
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Capitulo 3

PARES DE COTORSION
CORTADOS

Dadas dos clases de objetos A y B en un categoria abeliana C, no siem-
pre se obtiene que el par (A, B) sea un par de cotorsién completo en C.
Por ejemplo, si A = GP(R) denota la clase de R-médulos izquierdos Go-
renstein proyectivos en Mod(R), la clase B queda completamente deter-
minada siendo B = GP(R)~! y bajo ciertas condiciones extras (R sea un
anillo n-Iwanaga Gorenstein, por ejemplo) podemos garantizar completi-
tud. Sin embargo, si cambiamos B por P(R)", la clase de R-mddulos con
dimensién proyectiva finita, usando Teoria de Auslander-Buchweitz, se
puede probar que cada R-mdédulo M con dimensién Gorenstein proyec-
tiva finita, tiene una precubierta Gorenstein proyectiva cuyo ntcleo tiene
dimensién proyectiva finita (ver [AB89, BMPS19]]). Mas atn, la igualdad
GP(R)NP(R)N = 11 (P(R)") NP(R)" se satisface [BMPS19, Seccién 6.1].
Entonces, si prestamos atencion solo en la clase de R-médulos con dimen-
sion proyectiva finita, (A, B), con A = GP(R) y B = P(R)", puede traba-
jarse como un par de cotorsién izquierdo completo en ella. En este capitu-
lo, presentamos la nocién de par de cotorsién cortado con el fin de extender
este comportamiento en una categoria abeliana C.
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74 SECCION 3.1. Pares de cotorsion cortados

3.1. Pares de cotorsion cortados

A continuacién, presentamos una nocién “mads general” de par de co-
torsion, la cual depende de dos clases de objetos y una subcategoria de
C. En nuestro contexto, “mds general” significa que dadas dos clases Ay
B en C, podemos trabajar el par (A, B) como si fuera un par de cotorsién
completo en una subcategoria S de C. Este concepto cubre los pares de
cotorsion izquierdos y derechos completos en la Definicién 2.1{ como ca-
sos particulares tomando S = C. Veremos como algunas propiedades de
pares de cotorsién completos son llevadas a este contexto resultante de la
siguiente definicién.

Definicién 3.1. Sean S, Ay B clases de objetos en una categoria abeliana C.
Decimos que (A, B) es un par de cotorsién izquierdo cortado a lo largo de S
si las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) Aes cerrada por sumandos directos;

() ANS =+18BnS;

(c) Paracada S € S existe una sucesion exacta corta0 - B — A — S — 0,

conBeByAc A

Dualmente, definimos par de cotorsién derecho cortado a lo largo de S. Fi-
nalmente, (A, B) es un par de cotorsion cortado a lo largo de S si es a la vez
un par de cotorsion izquierdo y derecho cortado a lo largo de S.

Observacién 3.2. En caso de que Ay B sean subclases de S y S sea una subca-
tegoria gruesa de C, la Definicion (3.1| coincide con el concepto de par de cotorsion
relativo dado en [BMPS19, Definicion 3.4].

Un ejemplo interesante puede construirse con la clase de médulos Go-
renstein proyectivos sobre un anillo R.

Ejemplo 3.3. Para cualquier anillo R, tenemos que los pares (GP(R), P(R)")
y (P(R),GP(R)*) son pares de cotorsion cortados a lo largo de GP(R)" y
P(R)", respectivamente.
En efecto, por [BMPS19, Seccién 6.1] sabemos que la igualdad GP(R)NP(R)" =
P(R) es cierta.
e (GP(R),P(R)") es un par de cotorsion cortado a lo largo de GP(R)".
Las clases anteriores son cerradas por sumandos directos por [Hol04, Teo-
rema 2.5] y la completitud se sique directamente de [BMPS19, Teorema
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CAPITULO 3. PARES DE COTORSION CORTADOS 75

2.8]. Mds aiin, usando la completitud a izquierda para M € +1(P(R)") N
GP(R)", existe una sucesion exacta

0O—-—H—G—-M-—=0

con G € GP(R)y H € P(R)" la cual se escinde ya que M € +1(P(R)").
Luego, M € GP(R). Asi, obtenemos +1(P(R)") N GP(R)" C GP(R)
mientras que la contencion 2 se sigue de [Hol04, Teorema 2.20]. Por lo
tanto, la igualdad GP(R) = L1(P(R)) N GP(R)" se cumple.

Por otra parte, usando la completitud a derecha para M € GP(R)*' N
GP(R)", existe una sucesion exacta

0->M-—>H -G =0

con G' € GP(R)y H' € P(R)" la cual se escinde ya que M € GP(R)"*.
Entonces, M € P(R)". Es decir, GP(R)*' N GP(R)" C P(R)". Mds
min, la igualdad P(R)" = GP(R)** N GP(R)" también se satisface por
[Hol04, Teorema 2.20].
e (P(R),GP(R)*1) es un par de cotorsion cortado a lo largo de P(R)".

Es claro que ambas clases son cerradas por sumandos directos. Ahora bien,
la completitud se sigue del hecho de que P(R) es un generador relativo en
P(R)" y por la contencion P(R)" C GP(R)*! [Hol04, Teorema 2.20].
Mds atin, de la contencién anterior obtenemos

PR)Y' nP(R)" C P(R) =GP(R)Y NP(R)".

Por otra parte, como P(R) C GP(R) se sigue que
GP(R)" NP(R)" C P(R)™ NnP(R)".

Luego, obtenemos la igualdad GP(R): N P(R)" = P(R) N P(R)".
Veamos ahora que Y1 (GP(R)*1) N P(R)" = P(R). La contencién 2 es
clara. Por otra parte, como P(R)" C GP(R)", por [BMPS19, Teorema
2.8], para cada M € +1(GP(R)*1) NP(R)" existe una sucesioén exacta

0O—-—H—G—-M-—=0

con H € P(R)" C GP(R)'* y G € GP(R). Notemos que la sucesion an-
terior se escinde ya que M € +1(GP(R)*) yasi, M € GP(R)NP(R)" =
P(R). Por lo tanto, la igualdad P(R) = P(R)NP(R)" = L1 (GP(R)*1)N
P(R)" también es cierta.
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76 SECCION 3.1. Pares de cotorsion cortados

Notemos que los dos ejemplos anteriores, en general, no son pares de
cotorsién completos en Mod(R). La siguiente proposiciéon establece bajo
qué condiciones lo son.

Proposicién 3.4. Para un anillo R, los siguientes enunciados se cumplen.
(@) (GP(R),P(R)") es un par de cotorsién completo en Mod(R) si, y solo si,
Mod(R) = GP(R)".
(b) (P(R),GP(R)*1) es un par de cotorsion completo en Mod(R) si, y solo
si, P(R) = GP(R), es decir, si es el par de cotorsion trivial.

Demostracion. (a) Supongamos que (GP(R), P(R)") es un par de cotorsion
completo en Mod(R). Entonces, para cada M € Mod(R), existe una suce-
si6n exacta corta 0 -+ H -+ G — M — 0, con H € P(R)" C GP(R)"y
G € GP(R). Luego, Mod(R) C GP(R)".

Supongamos ahora que Mod(R) = GP(R)". Entonces, por [BMPS19|
Teorema 2.8], para cada M € Mod(R), existen dos sucesiones exactas

0—-H—-G—>M=—=Q0,
0—-M-—-H -G =0

con G,G' € GP(R)y H,H' € P(R)". Por lo tanto, la completitud del par
se sigue directamente de las sucesiones anteriores. Mas atin, usando estas
sucesiones y el hecho de que las clases son cerradas por sumandos direc-
tos, otenemos las contenciones *1(P(R)") C GP(R) y GP(R)*' C P(R)".
Por otra parte, Ext;(GP(R), P(R)") = 0 por [Hol04, Teorema 2.20], lo cual
implica que GP(R) C +1(P(R)") y P(R)" C GP(R)*'. Luego, las igualda-
des GP(R) = 11(P(R)") y P(R)" = GP(R)1! se satisfacen. Por lo tanto,
(GP(R), P(R)") es un par de cotorsiéon completo en Mod(R).

(b) Supongamos que (P(R),GP(R)**) es un par de cotorsion com-
pleto en Mod(R). Como GP(R)'t = P(R)'* = Mod(R), tenemos que
Ext}(GP(R),Mod(R)) = 0. Luego, P(R) C GP(R) C “*Mod(R) = P(R).
Por lo tanto, GP(R) = P(R).

Ahora bien, supongamos GP(R) = P(R). Entonces, (P(R),GP(R)11) =
(P(R),P(R)*) = (P(R),Mod(R)) el cual es un par de cotorsién comple-
to en Mod(R). O

En [BMPS19, Proposicién 3.5], los autores dieron una caracterizacion
de pares de cotorsién relativos. Para obtener una versién mas general de
este resultado para cortes de cotorsion, fijemos la siguiente notacion:
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CAPITULO 3. PARES DE COTORSION CORTADOS 77

Para cada morfismo f : X — Y enC, escribiremos las siguientes trans-
formaciones naturales de Hom como:

f*(=) == Home(—, f) : Home(—, X) = Home(—,Y) vy
f«(=) == Home(f, —) : Home(Y, —) — Home (X, —)

respectivamente.

Proposicién 3.5. Sean S, Ay B clases de objetos en una categoria abeliana C.
Consideremos las siguientes condiciones:

(a) A es cerrada por sumandos directos;
(b) Exti(ANS,B) = 0;

(c) Para cada S € S, existe un epimorfismo ¢ : A — S, con A € A
y Ker(p) € B, tal que la sigquiente sucesion es exacta en la categoria
[C°P, AD] de funtores aditivos:

Homc(—, A) ’AQSM Homc(—, S) ‘Am5—> 0.

Entonces, (A, B) es un par de cotorsion izquierdo cortado a lo largo de S si, y solo
si, Ay B satisfacen (a), (b) y (c).

Demostracién. Por una parte, sean A y B dos clases de objetos que satis-
facen (a), (b) y (). Es suficiente probar la igualdad ANS = 1'1BNS. La
contencion C se sigue de (b). Para la contencién contraria 11 BNS C ANS,
sea X € 11BN S. Como se supone (c), hay una sucesion exacta 0 — B —
A— X —0,con B € By A€ A, lacual se escinde debido a que X € *113
y entonces X € ANS.

Por otra parte, supongamos que (A, B) es un par de cotorsion izquier-
do cortado a lo largo de S. Entonces, (A, B) satisface (a) por definicién, y
(b) se sigue de ANS = 11BN S. Ahora, veamos que (A, B) satisface (c).
SeanS € Syn: 0 - B — A% S — 0 una sucesién exacta corta con
B € By A € A. Aplicando Hom¢ (Y, —) a 1), se obtiene la sucesién exacta

Home (Y, A) 70 Home (Y, S) — Ext}(Y, B)
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78 SECCION 3.1. Propiedades

donde Ext}(Y, B) = 0 siempre que Y € AN S. Luego,

Home (=, A) [ans 2 Home (=, §) | ns — 0.

es exacta. Por lo tanto, (A, B) satisface (a), (b) y (c). O

Propiedades

En esta seccién, estudiaremos algunas propiedades de los pares de co-
torsién cortados. Los siguientes resultados son consecuencia de la Defini-

cién 311

Proposicién 3.6. Sean (A, B) un par de cotorsion izquierdo cortado a lo largo de
S en una categoria abeliana C,y X C S. Entonces, (A, B) es un par de cotorsion
izquierdo cortado a lo largo de X.

Demostracion. Se sigue directamente de la Definicion 3.1 ya que X C S.
O

Proposicion 3.7. Sea {S;}icr una familia no vacia de clases de objetos en una
categoria abeliana C. Entonces, (A, B) es un par de cotorsion izquierdo cortado
alolargode S := J,c; Si si, y solo si, (A, B) es un par de cotorsion izquierdo
cortado a lo largo de S;, para todo i € I.

Demostracién. Primero, supongamos que (A, B) es un par de cotorsién
izquierdo cortado a lo largo de §;, para todo ¢ € I. Notemos que las
condiciones (a) y (c) de Definiciéon se satisfacen. Ahora, veamos que
ANS=1BNS.Como ANS; = 11BN S, paratodo i € I, tenemos que

AnS=JAns) = J*HBnS)="8Bns.
i€l icl
La implicaci6én contraria se sigue de la Proposicién 3.6} O
Ejemplo 3.8. Para cualquier anillo R, tenemos que (**GZ(R),GZ(R)) es un
par de cotorsion cortado a lo largo de GZ(R)V.
En efecto, por la Proposicion |3.7|y su dual, es suficiente probar que el par

(1*GZ(R),GZ(R)) es un par de cotorsién cortado a lo largo de GZ(R),., para
cualquier n > 0, ya que GZ(R)" = J,,en GZ(R),.-
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Primero, notemos que GZ(R) es cerrada por sumandos directos. Mds aiin,
por los duales de [BMPS19, Teorema 2.8 y Teorema 2.10], para cualquier M €
GZ(R), existen dos sucesiones exactas

n:0—-+M—>1—=F—0,
n:0=I—-F —+M-=0

donde I,I' € GI(R), id(F) < n — 1y id(F') < n, y Ext}(E,N) = 0 para
cualquier R-médulo izquierdo E con dimension inyectiva finita y para cualquier
N € GZ(R). Luego, la completitud se sigue de estos resultados.

Ahora, probemos que la igualdad (1*GZ(R)) ' NGZ(R)Y = GI(R) es cierta.
Por una parte, la contencion 2 es clara. Para la contencion contraria, usando la
sucesion anterior 1, para cualquier M € (F'GZ(R))** NGZ(R)Y, se tiene quen
se escinde y luego M € GZ(R) ya que GZ(R) es cerrada por sumandos directos.
Como para el par dado, el inciso (b) de la Definicién |3.1|se cumple trivialmente,
obtenemos que (F'GZ(R),GI(R)) es un par de cotorsién cortado a lo largo de
GZ(R),,, para cualquier n > 0.

Corolario 3.9. Sean A y B dos clases de objetos en una categoria abeliana C.
Entonces, (A, B) es un par de cotorsion completo en C si, y solo si, existe una
familia {S, }icr de clases de objetos en C tales que (A, B) es un par de cotorsion
cortado a lo largo de S; para todoi € 1y C = U;c; Si

La Proposicion [3.7/motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.10. Sean A y B clases de objetos en una categoria abeliana C.
Denotamos por Cutsy(A, B) a la coleccién de todas las subclases S en C tales
que (A, B) es un par de cotorsién izquierdo cortado a lo largo de S. En caso
Cuts(A, B) # 0, podemos definir el corte mas grande izquierdo de (A, B)

sAB) = |J s
SeCutsy(A,B)

Denotamos por E¢(A, B) a la clase de todos los objetos D € C que admiten una
sucesion exacta de la forma0 — B — A — D — 0,donde A € Ay B € B.
También tenemos las clases &, (A, B) de todos los objetos D € C que admiten una
sucesion exacta de la forma0 — D — B — A — 0,donde A€ Ay B € B,y
E(A,B) :=&(A,B)NE(A,B).
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80 SECCION 3.1. Propiedades

Dualmente, definimos la clase de cortes derechos Cuts, (A, B) y el corte mds gran-
de derecho S, (A, B). Finalmente, tenemos las clases de cortes Cuts(A,B) :=
Cutse(A, B) N Cuts, (A, B) y el corte mds grande S(A, B) := Usecutsa,8) S-

Notemos que, por la Proposicién3.7)y su dual, tenemos que Sy (A, B) €
Cuts¢(A, B), S;(A, B) € Cuts, (A, B) y S(A, B) € Cuts(A, B). En la siguien-
te proposicién, veremos que Sy(.A, B) describe una relacién de ortogonali-
dad entre A y B siempre que S/(.A, B) coincida con &(A, B).

Proposicién 3.11. Sean A y B clases de objetos en una categoria abeliana C
tales que Cutsy(A,B) # 0 y 0 € B. Entonces, los siguientes enunciados son
equivalentes.
(a) Ext}(A,B) =0.
(b) SE(A7B) = SZ(Av B)
(c) &(A,B) € Cuts(A, B).
(d) A=11Bn&(AB).
Demostracién. Notemos primero que A C &/(A, B), ya que 0 € B. Por lo
tanto, AN & (A, B) = A. Por otra parte, es claro que Sy(A, B) C & (A, B).
(a) = (b): Supongamos que Ext}(A, B) = 0. Ahora, sea X € &(A, B).
Probaremos que (A, B) es un par de cotorsién izquierdo cortado a lo largo
de S := Sy(A, B) U {X}. Para esto, solo necesitamos probar el inciso (b) en
la Definicion 3.1
Consideremos los siguientes dos casos:
» X € A. Como Ext}(A,B) = 0 entonces X € +113. Luego,

AN{X}={X}=1Bn{X}.
» X ¢ A Como X € &(A, B), existe una sucesion exacta corta
n:0—-B—-A— X —0,

con A € Ay B € B la cual no se escinde ya que X ¢ A. Entonces,
X ¢ +13. Por lo tanto,

AN{X}=0="8Bn{X}.

En ambos casos, obtenemos la igualdad AN{X} = -1BN{X}. Por lo tanto,
AN (Se(A, B)U{X}) = 11BN (Se(A, B)U{X}) y entonces S;(A, B)U{X} =
S¢(A, B), probando que S/(A, B) = &(A, B).
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(b) = (c) y (d) = (a): es trivial.
(c) = (d): Supongamos que &/(A,B) € Cuts/(A, B). Entonces, A =
ANE(A,B) :Lllgﬂgg(A,B). O

Definicién 3.12. Sean S € Cuts(A,B) y S’ € Cuts(A’, B') en un categoria
abeliana C. Decimos que (A, B) y (A’, B') son compatibles a izquierda (res-
pectivamente, a derecha) con respecto a S y S’ si las siquientes condiciones se
satisfacen:

(a) Exti(A,B) =0y Ext: (A, B) = 0;

(b) ANS" = A'NS (respectivamente, BNS" = B'NS).
Decimos que (A, B) y (A’, B") son compatibles si son compatibles a izquierda y
a derecha.

Proposicion 3.13. Sean S; € Cuts( A1, Bi) y Sz € Cuts(Ag, Ba) en una cate-
goria abeliana C. Si (Ay, B1) y (Aa, Ba) son compatibles a izquierda con respecto
a 81y Sy, entonces S; U Sy € Cutsy( A U Az, By U Ba).

Demostracién. Es claro que (a) y (c) en la Definicién 3.1 se satisfacen para
S := 81 USs. Por lo que es suficiente probar la igualdad (A; U.A2) N (S U
82) =1 (81 U 82) N (51 U SQ)

Notemos primero que “1(B; U By) = 1185 N +1B,. Ahora, sea X €
L1(By UB2) N (S US,). Entonces,

XEJ_lBimSi:AimSig(AlUAQ)ﬂ(S]_USQ)

para algin i € {1,2}. Por lo tanto, la contencién D es cierta.
Por otra parte, sea X € (A; U Az) N (S1 USy). Entonces, X € A4;NS;
para algun i, j € {1,2}. Tenemos dos casos:

e Caso i = j: Como (A;, B;) es un par de cotorsién cortado a lo largo
de S; para algin i € {1, 2}, por la condicién (a) en la Definicién
obtenemos X € +13; N+13, y entonces X € +1(B; UBy) N (S1USy).

e Caso ¢ # j: Por la Definicién (b), tenemos que X € A;NS; =
A;j NS;. Mas atn, por la Definicion (a), sabemos que A; C +1B;
yA; C +1B;. Por lo tanto, X € +1(B; U B2) N (S1 USy).

O]
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Ejemplo 3.14. Para cualquier anillo R, (GP(R), GP(R)*") es un par de cotor-
sién cortado a lo largo de GP(R)".

En efecto, los argumentos dados en el Ejemplo[3.3|muestran que (GP(R), P(R)")
y (P(R),GP(R)*1) son pares compatibles. Entonces, por la Proposicion y
sudual, (GP(R), GP(R)*") es un par de cotorsién cortado a lo largo de GP(R)".

Se puede probar de otra manera que (GP(R),GP(R)*!) es un par de
cotorsion cortado a lo largo de GP(R)". Para esto, usaremos la siguiente
proposicion.

Proposicién 3.15. Sean S, Ay B clases de objetos en una categoria abeliana C,
y seaw := AN B. Se consideran las siguientes condiciones:

(a) Bes cerrada por sumandos directos;

(b) A es cerrada por extensiones y sumandos directos;

() wN S es un cogenerador relativo en A;

(d) (wnN8&" CB;

(e) Extt(ANS,B) =0y Exti(A,BNS) =0.
Si Ay B satisfacen todas las condiciones anteriores, entonces A"NS € Cuts(A, B).

Demostracién. Primero probaremos la siguiente contencién
AN CE (A, (wNS)M). (3.1.1)

En efecto, sea M € A". Procedemos por induccion en n := resdim 4 (M ).
Sin = 0, la inclusién se sigue por la condicién (c). Por lo que podemos
suponer que n > 1.

Sean:0— L — Ayp — M — 0 una sucesion exacta, con resdim4 (L) =
n—1y Ag € A. Por la hipétesis de induccion, existe una sucesion exacta
cortan/ :0 L -+ K —A—0conK € (wnNS)"y A € A Entonces, de n
y 7' podemos construir el siguiente diagrama pushout

L Ay M
e

K E M (3.1.2)
A:A



CAPITULO 3. PARES DE COTORSION CORTADOS 83

Notemos que £ € A ya que Ay, A pertenecen a A y suponemos (b).
Entonces, por (c), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

K E M
K W F (3.1.3)
Al —— A

donde W e wnNSy A € A Luego, F' € (wN 8)”. Por lo tanto, la tltima
columna de es la sucesion que estabamos buscando para mostrar
que M € &.(A, (wnS)M).

Notemos que del segundo renglén en y (d) también tenemos
que para M € A" con n := resdim4(M) > 1, hay una sucesion exacta
corta

n:0—=B—=A—M-=0

con B € By A € A, mientras que para el caso n = 0 tenemos que 7" existe
ya que 0 € B por (a). Entonces, obtenemos la siguiente contencién

AN C &(A,B). (3.1.4)

Por lo tanto, de (3.1.1), (d) y (3.1.4), obtenemos que A" C £(A, B). Luego,
la completitud de (A, B) en A" NS se sigue. Mds atin, usando la comple-
titud, (a) y (b), obtenemos las contenciones 11BN A" NS C AN A NSy
AN AMNNS € BN AN S. De hecho, estas contenciones son igualdades
por (e). Por lo tanto, (A, B) es un par de cotorsion cortado a lo largo de
AMNS. O

Ejemplo 3.16. Para cualquier anillo R, (GP(R), GP(R)*1) es un par de cotor-
sién cortado a lo largo de GP(R)".
Para probar esto, veamos que todas las condiciones en la Proposicion se sa-
tisfacen tomando A := GP(R), B := GP(R)** y S := Mod(R).

Notemos que, por la definicion de R-mddulo Gorenstein proyectivo, tenemos
que P(R) es un cogenerador relativo en GP(R). Esto es, para cada M € GP(R),
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84 SECCION 3.1. Propiedades

existe una sucesion exacta cortan : 0 - M — P — M’ — 0con P € P(R) y
M’ € GP(R). Entonces, obtenemos w = GP(R) N GP(R)** = P(R).

Es claro que las condiciones (a) y (e) se satisfacen, mientras que (c) es cierta
ya que w = P(R). Ademds, (b) se sigue de [Hol04, Teorema 2.5] y P(R)" C
GP(R)** de [Hol04, Teorema 2.22]. Por lo tanto, (A, B) es un par de cotorsién
cortado a lo largo de GP(R)".

Observacién 3.17. De la Proposicion y el Ejemplo obtenemos que
(GP(R),GP(R)*1) es un par de cotorsion cortado a lo largo de P(R)" debido a
P(R)" € GP(R)".

A continuacién, construimos un ejemplo usando pares de cotorsién
completos y hereditarios en la categoria de R-médulos izquierdos. Para
esto, recordemos la siguiente definicién en [BMS18].

Definicién 3.18. [BMS18, Definicién 3.2] Sean X' y Y clases de objetos en una
categoria abeliana C. Una (X,))-resolucion completa izquierda es un com-
plejo exacto

ni- =X 5Xg > X0 5 Xt ...

con X;, X' € X y tal que el complejo Home(n,Y) es exacto para cualquier
Y € Y. Diremos que M := Im(Xy — X°) es un objeto (X,)Y)-Gorenstein
proyectivo o un G P, x y)-objeto. La clase de todos los G P x y)-objetos serd de-
notada por GPx y)(C) 0 GP (xy). También diremos que X es la clase de apro-
ximacion y Y es la clase de prueba en GP (y y).

Ejemplo 3.19. Para cualquier par de cotorsion completo y hereditario (X ,)) en
Mod(R), se tiene que (GP (x ., ) es un par de cotorsion cortado a lo largo de
XN, donde w := X NY.

Para probar esto, mostremos que las condiciones en la Proposicion [3.15] se
cumplen si tomamos A := GP(x ), B:=YVy S = X"

En efecto, por [Xul7, Lema 4.1 (2),(4)], tenemos las igualdades Y N S = w”
YGPxw) NS = X. Luego, GPx ) NV NS = GP(x ) Nw" = w por [Xul7,
Lema 4.1 (1)]. Ahora,

(a) Y es cerrada por sumandos directos debido a que es la mitad derecha de un
par de cotorsion.

(b) GP (x es cerrada por extensiones y sumandos directos por [XulZ, Pro-
posicién 3.7].
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(c) Paracada A € GP (x .., existe una sucesion exacta corta
0—-A—P—A =0,
con Pewy A" € GPx ) por [Xul7, Lemas 3.5y 4.1 (1)].
(d) La contencién w™ C Y es cierta ya que ) es una clase corresolvente.

(e) Por iiltimo, tenemos que Ext}(GPxw) NS, Y) = Ext{(X,Y) = 0y
Ext$(GP(xw), Y NS) = Exté(GP (xw),w”) = 0 por [XulZ, Lema 4.1
(DI.

Por lo tanto, podemos concluir que (GP x ), V) es un par de cotorsion cortado a
lo largo de X

Observacion 3.20. En general, (GP (x ), Y) podria no ser un par de cotorsién
cortado a lo largo de QP?XM). De hecho, lo es si, y solo si, GPxw) = X.

En efecto, supongamos que (GP (x ., V) es un par de cotorsién cortado a lo
largo de QP(AXM). Entonces, tenemos que

gP(X7w) = Lly N gPE\XVw) =XnN glpz\)aw) =X

debidoa X C GP(xw) (ver [Xul7, Lema 4.1]).
Por otra parte, si GP (x ) = X entonces (GP(x .y, V) = (X,)) el cual es
un par de cotorsién completo y hereditario en Mod(R). Por lo tanto, (GP (x ., V)

es un par de cotorsién cortado a lo largo de ngX’w).

3.2. Pares de Frobenius y Contextos AB cortados

A continuacion, demostramos algunos lemas técnicos que serdn de
gran utilidad para desarrollar la nocién de par S-Frobenius y de S-contexto
AB. Desde ahora, C? denotar4 la categoria C x C.

Lema 3.21. Sean C una categoria abeliana y Z & C. Entonces, Z = Coker(V),

donde V = ( idz

i > 1 Z — Z ® Z es el morfismo codiagonal.
z
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86 SECCION 3.2. Pares de Frobenius y Contextos AB cortados

Demostracion. Notemos que se tiene el siguiente diagrama conmutativo

YASYA

donde 7 es la proyeccién natural en la primera variable. Luego, por el
Lema de la Serpiente, obtenemos la sucesioén exacta

0 = Ker(idz) — Ker(mw) — Coker(V) — Coker(idz) = 0.
Por lo tanto, Z = Coker(V). O

Lema 3.22. Sean w y S clases de objetos en una categoria abeliana C tales que w
es cerrada por extensiones y w NS es un generador relativo en w. Sean M € C,
n > 1y una sucesién exacta

0— By w5 By Iwg S o,

con Ej1 = Ker(f;) y W; € w, para todo 0 < j < n — 1. Entonces, existen
sucesiones exactas

0—-G; =+ Xjy1—Ejpy1—0 v n:0= X4 —F;—X;, =0,
donde Xo:= M, F; c wnNSy G € w, paratodo0 < j <n—1.

Demostracién. Usando que w N S es un generador relativo en w, podemos
construir el siguiente diagrama conmutativo con renglones y columnas
exactas

Gy —— Gy
X, o) M (3.2.1)
B W M
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con Gy € wy Fy € wNS. Luego, la primera columna y el segundo renglén
en (3.2.1) son las sucesiones deseadas para j = 0.

Ahora, supongamos que para j > 1 existe una sucesién exacta 0 —
Gj—1 — X; = E; = 0con Gj_; € w. Procedemos de la siguiente manera
paraobtenern; : 0 = X1 = F; = X; -0y 0—Gj = X1 — Ejpq —
OconF; e wnNSyGj € w.

Tomando el pullback de X; — E; y W; — E;, obtenemos el siguiente
diagrama exacto y conmutativo

Gj_l Gj_l
Eji1 F! X; (3.2.2)
|~ |
EjJrl Wj Ej

donde F; € w, yaque Gj_1,W; € wy w es cerrada por extensiones. Usan-
do de nuevo que wNS es un generador relativo en w, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo con renglones y columnas exactas

G =——=0G;
X1 F; X; (3.2.3)
Ej1 F! X;

con G; € wy F; € wNS. Entonces, la primera columna y el segundo
renglén en (3.2.3) son las sucesiones que se estaban buscando. Continuan-
do con este procedimiento, obtenemos las sucesiones deseadas para todo
0<j<n-—L O

Lema 3.23. Sea w una clase de objetos en una categoria abeliana C tal que w es
cerrada por extensiones. Si 0 — W — B — C' — 0 es una sucesion exacta en C
con W € wy C € w", entonces B € w" y resdim,,(B) < resdim,,(C).
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88 SECCION 3.2. Pares de Frobenius y Contextos AB cortados

Demostracion. La prueba se sigue como en el caso inicial del Lema
O

Lema 3.24. Sean w y S clases de objetos en una categoria abeliana C tales que w
es cerrada por extensiones y w N S es un generador relativo w-proyectivo en w.
Entonces, los siguientes enunciados se cumplen.

(@) wN S es un generador relativo w”-proyectivo en w”. Mds aiin, para cual-
quier M € w”" con resdim,, (M) > 1, existe una sucesién exacta 0 —
K —F — M — O0talque F € wN S y resdim,, (K) = resdim,, (M) — 1.

(b) w” es cerrada por extensiones.

(c) Siw es cerrada por sumandos directos, entonces w” es cerrada por suman-
dos directos.

(d) Siw es cerrada por isomorfismos y S es cerrada por niicleos de epimorfismos
y conticleos de monomorfismos entre sus objetos, entonces w™ NS = (w N
S)".

Demostracién. (a) Primero, veamos que w N S es un generador relativo en
w”. Para esto, usaremos induccion en n := resdim,, (M) para M € w”.

Sin = 0 entonces M = W para algin W € w. Como w N S es un
generador relativo en w, existe una sucesién exactan : 0 — W' = Wy —
W — 0con W' € wy Wy € wnNS. Luego, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo y exacto

n:0 w’ Wo w 0
77/ : 0 w' WO M 07

el cual da una sucesién exacta n para M, y entonces el resultado se sigue
para este caso.
Sea n > 1. Entonces, hay una sucesién exacta

0O—-W,—->Wy 44— =W = Wy— M —0,
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la cual es una w-resolucién de M. Del Lema y su notacién, tenemos
que X, € wyaque Gp—1, E, := W,, € wy w es cerrada por extensiones

0—X,—F,_1—-—F Fy— M — 0.

~N S
X1

Por lo tanto, para la sucesion exactang : 0 = X1 — Fy — M — 0, tenemos
que Fy € wNSy X; € w"; probando que w N S es un generador relativo
en w”. Notese que resdim,, (X;) = n — 1, ya que resdim,, (M) = n.

Ahora bien, para mostrar que wNS es w”-proyectivo, usaremos [MS06,
dual del Lema 2.13 (a) y Observacién 1.2 (a)] como sigue

pds(wNS) = idyns(W”) = iduns(w) = pd,(wNS) =0

Por lo tanto, w N S es un generador relativo w/\—proyectivo en w’.
(b)Sean:0— A — B — C — 0 una sucesion exacta, con Ay C' € w”.
Para probar que B € w”, usaremos induccién en n := resdim,(4). Si
n = 0, el resultado se sigue por el Lema
Sea n > 1. Por (a), existe una sucesiéon exacta0 - K - P - C — 0
con P e wNSy K € w". Considera el siguiente diagrama pullback

A

A

I
E

K
P (3.2.4)
C.

| »

como pd s(w N S) = 0, el segundo renglén en (3.2.4) se escinde y asi
Ex2AoP.

Ahora, por (a) de nuevo, hay una sucesién exactan : 0 - E; — Wy —
A — 0,con Wy € wN Sy resdim, (E;) = resdim, (A) — 1. Tomando n y
su suma directa con D!(idp), junto con la segunda columna en y el
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90 SECCION 3.2. Pares de Frobenius y Contextos AB cortados

altimo isomorfismo, construimos el siguiente diagrama pullback

E1:E1

S—Wyd»P — B (3.2.5)
R

K ApP B.

Considerando la primera columna en el diagrama anterior y usando que
resdim,, (E;) = resdim,, (A) — 1, obtenemos por hipétesis de induccién que
S € w”. Notemos que Wy & P € w ya que w es cerrada por extensiones
(en particular, por coproductos finitos). Entonces, el segundo renglén en
(3.2.5) es una w-resolucién de B y por lo tanto B € w”.

(c) Supongamos que C := C; @ Cs € w” y sea m := resdim,,(C') < .
Probemos por induccién en m, que C; € w”. Notemos que w” es cerrada
por isomorfismos. Mds atin, podemos suponer que m > 1, ya que w es
cerrada por sumandos directos.

e Caso inicial:

Por el inciso (a), existe una sucesién exacta corta 0 — Z, — Zy —
C —=0conZyecwnSyZ; €w. Luego, parai = 1,2, tenemos una
sucesion exacta

niZO—>K¢—>Zo—>Ci—>0.

Tomando la suma directa de 11 y 172, obtenemos una sucesién exacta
corta

meéen:0->KidKy—Zy® Zy—C —0,

donde Zy ® Zy € w ya que w es cerrada por extensiones. Considere-
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mos el siguiente diagrama conmutativo y exacto (ver Lema 3.21)):

n: Z Zo C

S

m o ne: Ki®Ky—— Zy® Zy — C
%: Coker(k) ——— Zy,

donde k es el morfismo inducido por la propiedad universal del nt-
cleo. Usando que w es cerrada por extensiones, obtenemos K1 G Ky €
wyasi Ki, Ky € wya que w es cerrada por sumandos directos. Por
lo tanto, resdim,,(C7) < 1.
e Casom > 1:
Supongamos que, para cada D € C tal que resdim,, (D) < m, todos
sus sumandos directos pertenecen a w”. De (a), existe una sucesiéon
exacta
n:0—->K—Zy—C—0,

con Zy € wN Sy resdim,, (K) < resdim,,(C). Entonces, parai = 1,2,
tenemos una sucesion exacta

n;:0—> K; —» Zyg— C; — 0.
Procediendo como en el caso inicial, obtenemos una sucesion exacta
n:0-K—K ®Ky— 7 —0,

con Z € wNS. Notemos que, por el inciso (a), ' se escinde ya que
pd s (wNS) =0y entonces K; & Ky = K & Z. Luego, resdim,, (K7 &
Ky) = resdim, (K @ Z) < resdim,,(K) < m, ya que w es cerrada por
coproductos finitos y Z € w. Finalmente, por hipétesis de induccién

K, € w’. Por lo tanto, C € w’.
(d) Como S es cerrada por conticleos de monomorfismos entre sus ob-
jetos, es claro que (w N S)" C w” N S. Por otra parte, sea M € w" NS

y
O—-W, =Wy q—-Wpo—= - =>W) ->Wyg—>M—0
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una w-resolucién de M. Si n = 0, el resultado se sigue debido a que w es
cerrada por isomorfismos. Ahora bien, supongamos quen > 1. Como S es
cerrada por ntcleos de epimorfismos entre sus objetos, por el Lema [3.22)
existen sucesiones exactas cortas n; : 0 — X1 — F; — X; — 0 con
X;eSyFjewnSparatodo0 < j <n—1. Masatn, X, € wNS yaque
Gn—1, En :=W,, € wy w es cerrada por extensiones. Entonces,

0—-X,—>F 1= —F—=>F—>M=0
es una (w N 8)-resoluciéon de M. Por lo tanto, M € (w N S)". O
Lema 3.25. Sean w, S dos clases de objetos en una categoria abeliana C y
0—-+A—=B—-C—=0

una sucesion exacta corta con A € w) y C € w. Si una de las siguientes dos
condiciones se satisfacen:

(1) w es cerrada por extensiones y sumandos directos en C, y w NS un genera-
dor relativo w-proyectivo en w;

(2) w es cerrada por coproductos finitos con id,,(w) = 0,
entonces B € w{l\ para cadan > 0.

Demostracion. (1)Sean: 0 — A5 B B, ¢ —5 0 una sucesi6n exacta corta
enCcon A € w"yC € w. Supongamos que resdim,(A) < n. Entonces,
existe una w-resolucion finita para A de longitud n, digamos

P 0= Xn I X o X I X 2 A0

con X; € w para cada 0 < k£ < n. Por otra parte, como w NS es un
generador relativo en w, existe una sucesioén exacta corta

g0 XEwhoso

conW ewnNSyX € w. Depy &, construiremos una w-resolucion finita
de B usando un procedimiento similar al Lema de la Herradura.
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Primero, como wN S es w-proyectivoy A € w”, se tiene por [MS06, Le-
ma 2.13] que Ext} (W, A) = 0, y entonces existe un morfismo r: W — B tal
que p = 3 o r. Usando la propiedad universal del coproducto, obtenemos
que existe un tnico morfismo

ho::(aofo r):XOEBW—>B

tal que hOOiXO = aofo y hDOiW =, donde iXo : Xo — XoW y iw: W —
Xo @ W son las inclusiones naturales del coproducto X, & W. Usando
esta propiedad universal de nuevo, tenemos que 3 o hy = p o Ty, donde
mw: Xo ® W — W es la proyeccién natural en W asociada al biproducto
Xoe W.

Ahora consideremos la inclusién natural ix, : X1 — X; @ X y la pro-
yeccién natural 7y : X16X — X en X. Entonces existe un tinico morfismo

h1::<{)1 2)X1@X—>X@@W

tal que hyoix, =ix, o f1 y mw o h1 = komx. Luego, tenemos la siguiente
w-resolucion de B:

05X, 5 X, 1= 25X X10X N Xoaw ™ B0

que aparece en el renglén central del siguiente diagrama conmutativo con
renglones y columnas exactas:

Xl Xy g
| I N
X, Xn_1 X Xl@X%XO@Wg»B
I | ] |, L
0 0 0 X k C

(2) Primero, notemos que Ext}>(C,w”) = 0 para cada i > 0 debido a [MS06,
dual de Lema 2.13]. Luego, la sucesiéon exacta0 - A - B — C — 0 se
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escinde, y entonces B ~ A @ C. Por una parte, tenemos una sucesioén
exacta
E0—-W,=>Wo g = > W =Wy —>A—0

donde W; € w para cada 0 < ¢ < n. Por otra parte, consideremos el com-
plejo
DYC): 00— CH% 0.

Tomando la suma directa £ @ DY(C), obtenemos una sucesion exacta corta
EaDC): 0-W, =Wy 1 — - =W - WydC —B—=0

la cual es una w-resolucién de B, ya que w es cerrada por coproductos
finitos. ]

Observacién 3.26. Usando el Lema anterior, podemos dar otra prueba del Le-
ma (c).

En efecto, supongamos las hipdtesis del Lema (c). Sean C :=C1 & Ca €
w” y m = resdimy, (C) < oo. Al igual que en la prueba del Lema [3.24] podemos
suponer que m > 1. Consideremos

n:0—-K—2Zy—C—0,

con Zy € w y resdim,, (K) < resdim,,(C'). Procediendo como en el caso m > 1,
obtenemos una sucesién exacta corta

n:0—-K—-K ®Ky— 7 —0,

con Z € w. Usando el Lema obtenemos que resdim,, (K1 @ K2) < m. Luego,
continuando con la prueba el resultado se sigue.

Observacién 3.27. Notemos que si cambiamos la propiedad “ser cerrada por
coproductos finitos” por “ser cerrada por extensiones y sumandos directos” en
el inciso (2) del Lema anterior, este inciso es consecuencia del anterior tomando
S:=C.

Con estos resultados, estamos listos para dar la definicién de par de
S-Frobenius. Primero recordemos la definicién de par de Frobenius iz-
quierdo en [BMPS19].
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Definicién 3.28. [BMPS19, Definicién 2.5] Sea (X,w) un par de clases de ob-
jetos en una categoria abeliana C. Decimos que (X ,w) es un par de Frobenius
izquierdo en C si X = Thick™ (X)), w es un cogenerador relativo X-inyectivo
en X, y w es cerrada por sumandos directos en C. Se dice que un par de Frobenius
izquierdo (X ,w) es fuerte si w es también un generador relativo X-proyectivo
en X. Dualmente, decimos que un par (v,Y) de clases de objetos en C es un par
de Frobenius derecho en C si JJ = Thick™(Y), v es un generador relativo
Y-proyectivo en ), y v es cerrada por sumandos directos en C. Si ademds, v es
también un cogenerador relativo Y-inyectivo en Y, se dice que (v,)) es un par
de Frobenius derecho fuerte.

Definicién 3.29. Sea X,w y S clases de objetos en una categoria abeliana C.
Decimos que (X ,w) es un par de S-Frobenius izquierdo en C si satisface las
siguientes condiciones:

(1) X = Thick™ (X).
(b) (XNS,wNS) es un par de Frobenius izquierdo en C.
(c) wN S es un generador relativo w-proyectivo en w.
(d) w es cerrada por extensiones y sumandos directos.
Dualmente, tenemos la nocién de par de S-Frobenius derecho (v, ) en C.

Observacioén 3.30. Notemos que [BMPS19, Definicion 2.5] se obtiene de la De-
finicion haciendo S := C.

Ejemplo 3.31. Para cualquier anillo R, el par (X,w) := (Mod(R), P(R)") es
un par de GP(R)-Frobenius izquierdo (ver [BMPS19, Seccién 6.1]) el cual no
necesariamente es un par de Frobenius izquierdo en C.

Observacion 3.32. Sea (X, w) un par de S-Frobenius izquierdo en una catego-
ria abeliana C. Entonces, los siguientes enunciados se cumplen.

(1) wN S es cerrada por extensiones y coproductos finitos. En efecto, se sigue
de Definicion b) y IBMPS19, Proposicién 2.7 (2)].

(2) w es cerrada por isomorfismos por la condicion (d) en Definicién [3.29,
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(3) Los enunciados del Lema son ciertos si S es cerrada por niicleos de
epimorfismos y coniicleos de monomorfismos entre sus objetos.

El ejemplo anterior puede verse como un caso particular si considera-
mos clases resolventes cerradas por coproductos.

Ejemplo 3.33. Sean R un anillo e Y una clase resolvente de Mod(R) cerrada
por coproductos. Entonces, (Mod(R), V") es un par de GP (p(g),y)-Frobenius
izquierdo.

En efecto, sean (X,w) := (Mod(R), V") y S := GPp(r),y)- Primero, por
[Tam11) Proposicién 3.9] tenemos que w NS := Y N GP p(r),y) = P(R).

Ahora bien, la condicién (a) en la Definicién es clara. Para probar las
condiciones (d) y (c), notemos que P(R) es un generador relativo Y-proyectivo
en Y ya que Y es una clase resolvente y Mod(R) tiene suficientes proyectivos.
Mds aiin, sabemos que ) es cerrada por sumandos directos por [Hol04, Propo-
sicion 1.4]. Luego, del Lema tenemos que Y es cerrada por extensiones y
sumandos directos, y P(R) es un generador relativo Y"-proyectivo en Y. Final-
mente, de [Tam11} Teorema 3.11, Observacion 3.6 y Proposicién 3.81, obtenemos
que (X NS, wNS) = (GPp(r),y), P(R)) es un par de Frobenius izquierdo.

El siguiente teorema establece condiciones en el par anterior para que
sea un par de Frobenius izquierdo en Mod(R).

Teorema 3.34. Sean R un anillo e Y una clase de objetos en Mod(R). Entonces,
las siquientes condiciones son equivalentes:

(@) (Mod(R),Y") es un par de Frobenius izquierdo en Mod(R);
(b) Y =Z(R).

En caso de que alguna de las condiciones anteriores se cumpla, si ) es una clase
resolvente entonces R es un anillo quasi-Frobenius.

Demostracion. (a) = (b): Como id(Y") = 0 se sigue que V" C Z(R). El
siguiente paso es mostrar Z(R) C Y. Sea I € Z(R). Como V" es un
cogenerador relativo en Mod(R), existe una sucesiéon exacta 0 — [ —
W — M — 0con W € Y”" la cual se escinde debido a que I € Z(R).
Luego, I € Y.

(b) = (a): Notemos que (Mod(R),Y") = (Mod(R),Z(R)) el cual es
evidentemente un par de Frobenius izquierdo en Mod(R).
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Si ademads, ) es una clase resolvente se tienen las contenciones P(R) C
Y C Y = Z(R). Luego, R es un anillo quasi-Frobenius por [Rot09, Pro-
posicién 4.39]. O

Centrando nuestra atencién en la prueba anterior, notamos que este re-
sultado puede ser extendido a un contexto més general. Especificamente,
cuando C es una categoria abeliana. Para esto, necesitaremos la siguiente
definicion.

Definicién 3.35. Sean X e ) clases de objetos en una categoria abeliana C. La
clase de X-inyectivos en Y, denotada por Zx (), se define como:

Ix(y) = {Y ey: id)((Y) = 0}

Proposicién 3.36. Sea C una categoria abeliana y sea (X,w) C C? tal que
wh C X, X = Thick (X), w es cerrada por sumandos directos y un cogene-
rador relativo en X. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

(@) (X,w") es un par de Frobenius izquierdo;
(b) w=Zy(X).
Mds aiin, si una de las condiciones anteriores se cumple, entonces w = w”.

Demostracion. Supongamos que (X,w”) es un par de Frobenius izquier-
do. En particular, 0 = idy(w") = idx(w) y entonces (X,w) es un par de
Frobenius izquierdo. Usando [AB89, Lema 3.7], obtenemos w = Zx (X').
Por otra parte, si w = Zx(X) entonces idy(w) = 0. Luego, (X, w) es un
par de Frobenius izquierdo. Como w” C X, por [AB89, Lema 3.7], tenemos
w=XNw"=w. O

El segundo contexto, donde el Ejemplo puede ser visto como un
caso particular, es considerando pares de cotorsién completos y heredita-
rios en Mod(R).

Ejemplo 3.37. Sea (X, )) un par de cotorsion completo y hereditario en Mod(R)
yseaw := X' N Y. Entonces, (Mod(R),w") es un par de GP x . -Frobenius en
Mod(R).

En efecto, notemos que w es cerrada por extensiones, sumandos directos y
coproductos finitos debido a que (X,)) es un par de cotorsién. Mds aiin, como
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(X,Y) es hereditario y completo, por el Lema también tenemos que w es
un generador relativo w"-proyectivo en w”, y w” es cerrada por extensiones y
sumandos directos. Ahora bien, de [Xul7, Lema 4.1y Proposicién 3.7], obtenemos
la igualdad w™ N GP (x ., = w, w es un cogenerador relativo GP x .-inyectivo
en GP(xw) Y 9P (xw) = Thick™ (GP(xw)). Por lo que, podemos concluir que
(GP (x w),w) es un par de Frobenius izquierdo.

Todos los ejemplos presentados hasta ahora fueron considerando una
clase resolvente S. A continuacién, damos un ejemplo que no cumple esta
propiedad.

Ejemplo 3.38. [ZX19, Ejemplo 5.3]. Sea A el cociente de k-dlgebra de caminos
dada por el carcaj

1 >2<—3,
3 v

con relaciones af = 0 = [a. Los A-mddulos proyectivos inescindibles son

3 . . . . . 3
2, 1 Y 2 .Los A-mddulos inyectivos inescindibles son 2, ' , ° y3.El

carcaj de Auslander-Reiten de mod (A), la categoria de los A-mddulos izquierdos
finitamente generados, es

N
ST,

donde los dos vértices 1 representan el mismo médulo simple.

Sea Z = add(1® ! ®©2@ ;). Entonces 2 es cerrada por extensio-
nes y una subcategoria de Frobenius de mod(A). Mds aiin, la clase de objetos
proyectivos-inyectivos en X es la siguiente P(2") =add ( ; & 7).

Afirmamos que (mod(A),P(Z")) es un par de Z -Frobenius izquierdo en
mod(A). Notemos primero que 2" no es una clase resolvente en mod(A) debido
a que no contiene a todos los A-mddulos proyectivos inescindibles.
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Por una parte, es ficil ver que (a), (c) y (d) de la Definicién se cumplen
ya que P(Z) C P(A), y £ es cerrada por extensiones y sumandos directos.
Entonces, solo necesitamos probar que (2", P(Z")) es un par de Frobenius iz-
quierdo.

Primero, probemos 2~ = Thick™ (Z"). Como 2 es cerrada por extensiones
es suficiente probar que es cerrada por niicleos de epimorfismos entre sus objetos.
Sea0 - X — Y — Z — 0 una sucesion exacta en mod(A) con Y,Z €
2. Usando que 2 tiene suficientes proyectivos, podemos construir el siguiente
diagrama pullback

7' ==27

-
BE

X

p (3.2.6)
Z

con P e P(Z)yZ € 2. Notemos que L € Z debido a que 2 es cerrada
por extensiones, y Y y Z' pertenecen a 2 . Mds aiin, como P(Z") C P(A) el
segundo renglon en se escinde y entonces L = X & P. Luego, X € &
ya que 2 es cerrada por sumandos. Las condiciones restantes para ser un par
de Frobenius izquierdo se siguen del hecho de que 2 es una subcategoria de
Frobenius de mod(A).

A continuacién, presentamos el concepto de S-contexto de Auslander-
Buchweitz (S-contexto AB) y damos algunos ejemplos relacionados a pa-
res de cotorsion completos y hereditarios. Al final, damos ciertas condi-
ciones para que estos ejemplos sean contextos de Auslander-Buchweitz.
Empecemos con la siguiente definicién en [BMPS19].

Definicion 3.39. [BMPS19, Definicion 5.1] Sea (A, B) un par de clases de ob-
jetos en una categoria abeliana C, y sea w = A N B. Decimos que (A, B) es
un precontexto de Auslander-Buchweitz débil izquierdo (precontexto AB
débil izquierdo) en C si:

(a) Elpar (A,w) es un par de Frobenius izquierdo en C;
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100 SECCION 3.2. Pares de Frobenius y Contextos AB cortados

(b) B = Thick™(B).
Si ademds:

e (A, B) satisface B C A", entonces decimos que (A, B) es un contexto AB
débil izquierdo en C;

e (A, B) satisface A" = C, entonces decimos que (A, B) es un contexto AB
izquierdo en C.

Las nociones de precontexto AB débil derecho, contexto AB débil derecho y con-
texto AB derecho se definen dualmente.

En la siguiente definicién, proponemos una generalizacion de la defi-
nicién anterior tomando S := C.

Definicién 3.40. Sea (A, B) un par de clases de objetos en una categoria abeliana
C,yseaw := AN B. Decimos que (A, B) es un S-precontexto de Auslander-
Buchweitz débil izquierdo (S-precontexto AB débil izquierdo) en C si:

(a) Elpar (A,w) es un par de S-Frobenius izquierdo;
(b)) BNS = Thick"(BNS).

Si ademds, (A, B) satisface BNS C (AN S)", entonces decimos que (A, B)
es un S-contexto AB débil izquierdo en C. Dualmente, tenemos la nociones de
S-precontexto AB débil derecho en C y S-contexto AB débil derecho.

Observacion 3.41. Dado (A, B) C C?, un S-contexto AB débil izquierdo en una
categoria abeliana C, se tiene que (ANS, BNS) es un contexto AB débil izquierdo.
Luego, (ANS, BNS) es un par de Thick(ANS)-cotorsion con id 4ns(BNS) =0
y (ANBNS)N = BN S [BMPS19, Definicién 3.4 y Proposicién 5.5 (1)].

Ejemplo 3.42. Sea R un anillo. Entonces, para cualquier par de cotorsion com-
pleto y hereditario (X,Y) en Mod(R), los pares (X,Y) y (GP (x ), V) son X"~
contextos AB débiles izquierdos en Mod(R), donde w := X N ).

En efecto, para el par (X, ), la condicién (a) en la Definicién [3.40]se sigue
del hecho de que (X, )) es un par de cotorsién completo y hereditario en Mod(R),
mientras que (b) se debe a [Xul7, Lema 4.1]. La contencién restante Y N X" C
(X N XM para ser un X"-contexto AB débil izquierdo es clara.
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Ahora bien, veamos que (QP( Xﬁw),y) satisface todas las condiciones en la
Definicién tomando S := X"
En efecto, por [Xul7, Lema 4.1 (2),(4), (3)], tenemos las igualdades

GPxwyNS=X y w'=YNS=Thik" (YNS).

Luego, GP(x )y N Y NS = GP(x ) NW" = w por [Xul7, Lema 4.1 (1)] y
ynS = wh €8 = (GPxw) NS)". Entonces, es suficiente mostrar que
(GP(xw)» 9P (xw) NY) es un par de S-Frobenius izquierdo en Mod(R).

Por una parte, de [Xul7, Proposicion 3.7], tenemos que GP (x ., es gruesa a
izquierda y entonces GP (x ., N es cerrada por extensiones y sumandos directos.
Ahora bien, como (X, )) es un par de cotorsién completo y hereditario, obtenemos
que (GP(xw) NS, GP (x ) NYNS) = (X,w) es un par de Frobenius izquierdo.
Entonces, falta revisar que w es un generador relativo (GP x . N V)-proyectivo
en QP( xw NY. En efecto, como (X,)) es un par de cotorsién completo, para
cada M € GP (x ) N Y hay una sucesion exacta corta

0->M —-X—->M-=>0

con X € wC QP(,Y,M) y M' € Y. Usando de nuevo [Xul7, Lema 4.1 y Proposi-
cion 3.7] tenemos que M’ € GP(x ) N Y y esto implica que w es un generador
relativo en GP (x .,y N Y. Mds aiin, como (X, ) es hereditario, también tenemos
que pdg’P(XWJ)my(W) = 0. Entonces, w es un generador relativo (GP (x ) N V)-
proyectivo en GP (x .,y N Y. Por lo tanto, (GP (x ., V) es un S-contexto AB débil
izquierdo en Mod(R).

Observacion 3.43. En general, para un anillo R, la clase de R-médulos Go-
renstein proyectivos no coincide con la clase de R-mddulos proyectivos [Tam11)
Ejemplo 3.7]. En este caso, los pares anteriores, dados por el par de cotorsion
completo y hereditario (P(R), Mod(R)) en Mod(R), son diferentes.

Proposicién 3.44. Sean R un anillo, (X,)) un par de cotorsion completo y
hereditario en Mod(R), y sea w := X N Y. Entonces, los siguientes enunciados
son equivalentes.

(@) (GP(xw), V) es un contexto AB débil izquierdo en Mod(R).
(b) ¥ C A"
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(c) (X,Y) es un contexto AB débil izquierdo en Mod(R).

Mds aiin, si alguna de las condiciones anteriores se satisface entonces X =
GP(xw):

Demostracién. (a)=-(b): Por [BMPS19, Proposiciéon 5.5] se tiene la igualdad
idgp (YY) = 0. Luego,

XCGPxw CHY=2X

y entonces X’ = GPx . Por lo tanto, Y C gP(AX,w) = X",

(b)=(a): Bajo las hipoétesis de que (X', )) es un par de cotorsién here-
ditario y (b), tenemos que Y = Thickt (V) y Y C X" C gPE\X,w)‘ Entonces,
solo necesitamos probar que (GP(x ), GP(xw) N V) es un par de Frobe-
nius izquerdo. Para probar este hecho, veamos que w = GP(x ) N V. En
efecto, de [XulZ, Lema 4.1] y (b), tenemos las siguientes inclusiones

wCGPwxwNY CGPxw) Nt =2x.

Entonces, w C GP(x,)NY C XNY = wy laigualdad es cierta. Finalmente,
de [XulZ, Lema 4.1 y Proposicién 3.7], obtenemos que (GP(x ., w) s un
par de Frobenius izquierdo.

Por otra parte, es claro que (b) y (c) son equivalentes. O

3.3. Correspondencias entre pares de cotorsion corta-
dos

En esta seccién, consideraremos una subcategoria S, en una categoria
abeliana C. Primero daremos una correspondencia entre pares de Frobe-
nius cortados y contextos AB cortados. Para esto, definimos dos relaciones
de equivalencia; una en la clase de los pares de S-Frobenius izquierdos,
otra en la clase de los S-contextos AB débiles izquierdos y probamos que
existe una correspondencia biyectiva entre las clases de equivalencia que
inducen estas relaciones. Empezaremos probando el siguiente lema el cual
es la version en el contexto cortado de una parte en [BMPS19, Teorema
3.6].
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Lema 3.45. Sean X,w y S clases de objetos en una categoria abeliana C, tales
que w es cerrada por extensiones e isomorfismos, w N S es un generador relativo
en w, wNS es cerrada por sumandos directos, w NS C X NS, X NS es cerrada
por niicleos de epimorfismos entre sus objetos y id xns(w N S) = 0. Entonces,

wNS=XNnuw'NS§S.

En particular, si (X, w) es un par de S-Frobenius izquierdo entonces la igualdad
anterior se cumple.

Demostracién. La contencién w NS € X Nw” N S se sigue de la inclusion
wNS C XNS. Para la contencién contraria, sean M € X Nw" " NS y

O—-W, =Wy q—-=>W) =>Wyg—->M-—>0

una w-resolucién de M. Sin = 0 entonces M € w NS ya que w es cerrada
por isomorfismos. Por lo que, podemos suponer que n > 1. Ahora, como
X NS es cerrada por nucleos de epimorfismos entre sus objetos, por el
Lema [3.22] tenemos sucesiones exactas

n;:0—= X411 — F; — X; =0,

donde Xg = My X; € X NS paratodol < j < n — 1. Notemos que
X, € wN S debido a que G,—1, E,, := W,, € w. Luego, 1,—1 se escinde y
Xn—1 €ewnNSyaqueidyns(wNS) =0y wnNS es cerrada por sumandos
directos. Usando de nuevo el argumento anterior, obtenemos X; € w NS
para todo 1 < j < n.Porlo tanto, 9 : 0 = X; — Fy = M — 0 se escinde
y entonces M € wN S. ]

Ejemplo 3.46. Usando [BMPS19, Proposicion 6.1] sabemos que el par (X, w) :=
(Mod(R),P(R)) esunparde S := GP(R)-Frobenius izquierdo en Mod(R), pa-
ra cualquier anillo R. Notemos que la igualdad X N w" = w no necesariamente
es cierta mientras que X Nw" NS = wN S lo es por el Lema3.45]

A partir de ahora, §s y €s denotaran a la clase de los pares de S-
Frobenius izquierdos y a la clase de los S-contextos AB débiles izquierdos,
respectivamente.

Definicion 3.47. Sean S una clase de objetos en una categoria abeliana C. Sean
(X,w), (X' ) eFs,y (A, B), (A,B) € Cs. Decimos que:
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(a) (X,w) estd S-relacionadoa (X', w')enFssiX NS =X'NSywnS =

(
w' NS. En tal caso, escribimos (X, w) ~z (X', w').

(b) (A, B) esta S-relacionadoa (A", B')en€ssi ANS =A' NSy ANBN
S=A'NB'NS. En tal caso, escribimos (A, B) ~¢ (A, B').

Notemos que ~z y ~¢ son relaciones de equivalencia. Denotamos por [X , w|z
a la clase de equivalencia de (X,w) en §s/ ~z . Similarmente, [A, Ble denotard
a la clase de equivalencia de (A, B) en €s/ ~¢ .

El siguiente resultado es una generalizacion de [BMPS19, Teorema 5.4].

Teorema 3.48. Sea S una clase de objetos en una categoria abeliana C, cerrada
por niicleos de epimorfismos y coniicleos de monomorfismos entre sus objetos.
Entonces, existe una correspondencia biyectiva

Ps : Fs/~g — Cs/~e dadapor [X,w]e — [X,w"],,
con inversa
Us : Cs/~g — Fs/~5 dadapor [A,Blg — [A, AN Bl

Demostracion. Primero, probemos que ®s y Vs estan bien definidas.

Por una parte, para Vg, se sigue que (A, AN B) € §s por la defini-
cién de S-contexto AB débil izquierdo y es claro que ¥s no depende de
representantes.

Por otra parte, ®s no depende de representantes por el Lema [3.45
Ahora, probemos que si (X,w) € Fs entonces (X,w”) € €s. Necesitamos
probar:

1. (X, X Nw") es un par de S-Frobenius izquierdo.

(a) Se sigue que X = Thick™ (X) por la definicién de par de S-
Frobenius izquierdo.

(b) Por el Lema[3.45/tenemos que (XYNS, XYNw”NS) = (XNS,wNS)
el cual es un par de Frobenius izquierdo debido a que (X,w) €

Ss-
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(c) Sea M € X Nw”. Del Lema (a), hay una sucesion exacta
corta
0—-M —-P—M-—0

con P € wnSy M’ € w".Como X = Thick™ (X) ywnS C XNS,
obtenemos que M’ € X Nw". De nuevo, por Lema (a), se
tiene que pd A (w N S) = 0. Entonces, w N' S es un generador
relativo (X Nw”)-proyectivo en X Nw”.

(d) Como (X,w) € Fs, tenemos por la Observacién (3) que
los enunciados del Lema son ciertos para w y S. Entonces,
usando que X = Thick™ (X), obtenemos que X Nw” es cerrada
por extensiones y sumandos directos.

2. w"NS = Thickt (W' NS) yw NS C (X NS\

Por [BMPS19, Teorema 5.4] obtenemos que (w N S)" = Thick™ ((w N
SN ywnS C X NS debido a que (¥ NS,wNS) es un par de
Frobenius izquierdo. Ahora, usando que (X,w) € s, tenemos por

la Observacion (3) y el Lema (d) que w* NS = (wNS)".
Luego, w* NS = Thick (W NS) yw NS = (wnNS)" C (XNS)".

Finalmente, probemos que ¥ s y ®s son inversas una de otra.
Por una parte, sea (X,w) € §s. Entonces,

Uso (I)S([X)W]S) = \IJS([X’WA]ﬁ) = [X,X ﬂw/\]g = [Xvw]37

donde la igualdad [X, X Nw"|z = [X, w]; es cierta por el Lema
Por otra parte, sea (A, B) € €s. Entonces,

P50 Us([A Ble) = ®s([A, AN Blz) = [A, (AN B)e = [A, Ble,

donde la ultima igualdad se sigue del Lema[3.45]y el hecho de que (A, AN
B) €3s.- ]

Ejemplo 3.49. Sean R un anillo, (X,Y) un par de cotorsion completo y he-
reditario en Mod(R) y S := X". Sabemos por el Ejemplo que (X,Y)y
(GP(xw), V) son S-contextos AB débiles izquierdos que estdn S-relacionados en
Cs, dondew := XNY y S es una subcategoria gruesa de Mod(R) [BMPS19, Sec-
cion 6.1]. Por lo tanto, del Teoremam tenemos que [GP (x u), GP (xw) V)5 =
(X, w]%'
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La segunda parte de esta seccién, estd dedicada a probar que existe
una correspondencia biyectiva entre contextos AB cortados y pares de co-
torsion cortados relacionados a una subcategoria gruesa S de C. De igual
manera como en la primera parte, definimos una relacién de equivalen-
cia pero ahora en la clase de pares de cotorsién cortados a lo largo de la
subcategoria mds pequefa gruesa que contiene a la clase izquierda del
par, junto con algunas condiciones extras que dependen de S. Para pre-
sentar la segunda correspondencia que mencionamos, daremos primero
los siguientes resultados relacionados a pares de cotorsién cortados. El
siguiente lema generaliza algunos resultados de [BMPS19].

Lema 3.50. Sean C una categoria abeliana y (F,G) un par de cotorsion cortado
a lo largo de Thick(F), con idx(G) = 0. Entonces, los siguientes enunciados se
cumplen.

(@) (F,FNG)esun parde Frobenius izquierdo en C.

(b) FNG = FLinF = FA(FNG)", (FNG)" = FNFy F» = Thick(F).

(©) (FNG)" =GN Thick(F).

Demostracién. (a) Para probar que (F,F N G) es un par de Frobenius iz-
quierdo, necesitamos mostrar que:

(1) F = Thick™ (F);
(2) F NG esun cogenerador relativo F-inyectivo en F;
(3) F NG escerrada por sumandos directos en C.

Primero, como (F, G) es un par de cotorsién cortado a lo largo de Thick(F),
tenemos que la igualdad F = +1G N Thick(F) se cumple. Por lo tanto, F
es cerrada por extensiones y sumandos directos en C. El hecho de que
F es cerrada por ntcleos de epimorfismos entre sus objetos se sigue de
id#(G) = 0. En efecto, sea

0-A—>B—->C—0
con B,C € F.Sea G € G. Entonces tenemos una sucesion exacta
Ext(B, G) — Ext(A,G) — Ext3(C,G)
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donde Ext}(B,G) = 0y Ext3(C,G) = 0 ya que id#(G) = 0. Luego, A €
11G. Por otra parte, A € Thick(F) debido a que Thick(F) es gruesa y
B,C € F C Thick(F). Por lo tanto, A € +1G N Thick(F) = F, probando
(1).

Para la parte (2), la condicién id (G) = 0 implica que idz(F N G) = 0.
Entonces, es suficiente probar que 7 N G es un cogenerador relativo en F.
Sea F' € F. Usando que (F,G) es un par de cotorsion cortado a lo largo de
Thick(F), existe una sucesion exacta

0>F—-G—F —0

conG € Gy F' € F.Masaun, G € FNG ya que F es cerrada por extensio-
nes. Por lo tanto, (2) se sigue. Finalmente, de la igualdad G N Thick(F) =
F11NThick(F), obtenemos que FNG = F1NF. Por lo tanto, (3) se sigue
de (1).

(b) Ya hemos probado, en el inciso anterior, que F NG = FX1 N F.
El resto de las igualdades se obtienen de (a) y [BMPS19, Teoremas 2.11 y
3.6].

(c) Como (F,G) es un par de cotorsion cortado a lo largo de Thick(F),
por el inciso (b), tenemos que

(FNG)" = FtnFr c FhrnFY = F1 0 Thick(F) = G N Thick(F).
Por otra parte, por el inciso (b) y la condicién id 7(G) = 0 obtenemos que
G N Thick(F) € F* N Thick(F) = FXnF" = (FNg)".

Por lo tanto, se sigue (c). O

Lema 3.51. Sean S una subcategoria gruesa de una categoria abeliana C y (F,G)
un par de cotorsion cortado a lo largo de Thick(F), conidz(G) = 0. Si FNGNS
es un cogenerador y generador relativo en F N G, entonces (F,F N G) es un par
de S-Frobenius izquierdo en C.

Demostracién. Supongamos que F NGNS es un cogenerador y generador
relativo en 7 N G. Necesitamos mostrar que las condiciones de (a) a (d) en
la Definicion se cumplen para X' := Fyw :=FNG.

107



108  SECCION 3.3. Correspondencias entre pares de cotorsién cortados

En efecto, las condiciones (a) y (d) se satisfacen por el Lema Aho-
ra, idz(G) = 0 implica que idrrgns(F NG) =0y idrns(FNGNS) = 0.
En particular, (c) se cumple.

Probemos que (b) se cumple, esto es, (F NS, FNGNS) es un par de
Frobenius izquierdo en C. Notemos primero que F NS = Thick™ (F N S)
debido a que F y S son subcategorias gruesas izquierdas de C. Més atn,
por el Lemab), tenemos que FNGNS = FHNFNSyasi FNGNS es
cerrada por sumandos directos en C. Finalmente, como idrngns(F NG) =
0, es suficiente probar que 7 NG NS es un cogenerador relativo en 7 N S.
Sea F' € F N S. Por la completitud relativa de (F, §) existe una sucesién
exacta

0F—>G—>F -0

con G € Gy F/ € F.Maés aun, G € F NG ya que F es cerrada por
extensiones. Usando que 7 NG NS es un cogenerador relativo en 7 N G,
podemos construir el siguiente diagrama conmutativo y exacto

F G F

|-

F L K (3.3.1)
G =G

conL e FNGNSyG € FNG. Notemos que K € F NS debido a que F
es cerrada por extensiones y S es una subcategoria gruesa de C. Luego, el
segundo renglén en (3.3.1) es la sucesiéon buscada para F'. Por lo tanto, el
resultado se sigue. O

Definicién 3.52. Sean (F,G) y (F',G') pares de cotorsion cortados a lo largo
de Thick(F) y Thick(F’), respectivamente, en una categoria abeliana C. Para
S C C fija, decimos que (F,G) estd S-relacionado a (F',G’), denotado por
(F.G) ~p (F,G),siFNS=F NSyFNngnS=Fngns.

Notese que la definicién anterior induce una relacién de equivalencia.
En las siguientes lineas, [F, Gl denotaré la clase de equivalencia de (F, G)
respecto a esta relacion.
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Definicién 3.53. Para cualquier subcategoria gruesa S de una categoria abeliana
C, consideramos la clase

. o FNGNS es un generador y cogenerador relativo
Ps 1= {(f’ 9)CC oy F G, Thick(F) € Cuts(F, ) e idy(G) = 0

Teorema 3.54. Para una categoria abeliana C y una subcategoria gruesa S C C,
existe una correspondencia biyectiva

As :Bs/~p — Cs/~¢ dada por [F, g]m — []:, (FnN g)A}@
con inversa
Ys:Cs/~e¢ — Ps/~yp dadapor [A, B, — [AﬂS,BﬂS};B.

Demostracién. Primero, probemos que Asy T s estan bien definidas.

Por una parte, supongamos que (F,G) ~q (F',G’). Por el Lema [3.5]]
y el Teorema tenemos que (F,(F N G)") y (F,(F ngG)") son S-
contextos AB débiles izquierdos en C. Mds atn, por el Lema tenemos
las igualdades

FNGNS=FN(FNG ' NnSyF ngnS=Fn(FnNGg)"ns.

Luego, [F,(FNG)"e = [F,(F N G)"e y entonces As no depende de
representantes. Por lo tanto, As estd bien definida.

Por otra parte, de la correspondencia dada en Y, y de las definiciones
de ~q y ~¢ se sigue que Ts no depende de representantes. Ahora bien,
sea (A,B) € €s. Notemos que la primera condicién de la clase Ps se
cumple trivialmente para el par (ANS, BNS) mientras que las condiciones
restantes Thick(ANS) € Cuts(ANS,BNS)yidars(BNS) = 0 se siguen
por la Observacién [3.41] Por lo tanto, Y5 estd bien definida.

Finalmente, veamos que As y Ts son inversas una de otra. Sea (F, G) €
PBs. Entonces,

TsAs([F,Gly) = Ts([F, (FNG)e) = [FNS, (FNG)" NSy,
donde [F NS, (FNG)" NSy = [F,Gly por el Lema[3.50| (b).

[F (FNG) e
y \
[F.Glyp [FNS, (FNG)" NSy
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Ahora, sea (A, B) un S-contexto AB débil izquierdo. Entonces,
AsTs([A, Ble) = As([ANS, BN Sly) = [ANS, (ANBNS) e,

donde [ANS,(ANBNS) e =[ANS,BNS]e = [A, B¢ por la Observa-
cionB3.47]

ANS, BN Sy
y K
[A, Ble [ANS,BNS]e
Por lo tanto, el resultado se sigue. O

Observacion 3.55. Considerando el caso S := C obtenemos lo siguiente.

(1) Laclase € coincide con la clase de los contextos AB débiles izquierdos en C.
Mds avin, para cualesquiera (A, B), (A’, B') € €¢, tenemos que (A, B) ~¢
(A", B)si,ysolosi, A=A yAnB=ANB si,ysolosi, A=Ay
B = B’ por [BMPS19, Teorema 5.4 y Proposicién 5.5]. Por lo tanto, cada
clase de equivalencia en €¢/ ~¢ tiene un solo elemento y

Ye: Cc/~e — Pe/~q estddadapor [A, Ble — [A,Bly.

(2) La clase B¢ coincide con la clase
{(F,G) CC?: Thick(F) € Cuts(F,G) eidr(G) =0 }

y para cualesquiera (F,G), (F',G") € Pc tenemos que (F,G) ~p (F',G')
si,ysolosi, F =F yFNG=F NG'. Mdsain, por el Lema se
tiene que (F N G)" = G N Thick(F). Por lo tanto,

Ac : Be/~p — Ce/~e estddada por [F,Gly — [F,G N Thick(F)] .

(3) Sea Pc|rer la subclase de Pe cuyos elementos son los pares (F,G) en Pe
que satisfacen G C Thick(F). Entonces, P/ coincide con la clase

{(f,g) cc?:

(F,G) es un par de Thick(F)-cotorsién en C
e id]:(g) =0

110



CAPITULO 3. PARES DE COTORSION CORTADOS 111

(ver [BMPS19, Definicién 3.4]). De nuevo, por el Lema para cuales-
quiera (F,G),(F',G") € Bc|re tales que (F,G) ~q (F',G’), se tienen
las siguientes iqualdades G = (F N G)" = (F'NG")" = G'. Es decir, cada
clase de equivalencia en Pe|.; / ~sp tiene un solo elemento y la restriccion

Ac : Belrer [~p — Ce/~e  estddadapor [F,Gly — [F,Gle,

lo cual muestra a [BMPS19, Teorema 5.4 (2)] como un caso particular del
Teorema

Ejemplo 3.56.

(1) Sea R un anillo. Por el Ejemplo sabemos que los pares (F,G) :=
(GP(R),P(R)") y (F',G') := (P(R),GP(R)*") son pares de cotorsién
cortados a lo largo de GP(R)" y P(R)", respectivamente. Mds aiin, es-
cribiendo S := P(R)", obtenemos que ambos pares satisfacen todas las
condiciones de la clase *Bs en la Definicién (ver [MP11, Proposicion
3.14]). Entonces,

[GP(R), P(RK
P(R)" |y [P(R), P

[GP(R), (R)" g

/[737(R)’ P(R)A]G\A
As Ts
Iy [P(R),P

[P(R),GP(R)*!

(R)" sy

(2) Sean (X,)) un par de cotorsion completo y hereditario en una categoria
abeliana C y w := X N Y. Consideremos los pares (X,Y) y (GP(x w), V)
como X"-contextos AB débiles izquierdos (ver Ejemplo . Entonces,

/[X; a X%\
Ts As
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(X, YN XNy

[GP (xw), Ve (X, we

3.4. Aplicaciones

Teoria de Auslander-Buchweitz

Previamente hemos mencionado que en [BMPS19] los autores con-
sideran una nocioén relativa de pares de cotorsién (a saber, pares de S-
cotorsion) pero con més restricciones comparada con la que presentamos
en esta seccion. Un ejemplo de tal par de S-cotorsion es construido de las
nociones de cogenerador relativo en Teoria de aproximacion de Auslander-
Buchweitz. A continuacién especificamos condiciones bajo las cuales ob-
tenemos pares de cotorsién cortados usando Teoria AB y construiremos
tales pares con cogeneradores relativos inyectivos y generadores relativos
proyectivos. Empezaremos con el caso inyectivo.

Proposicién 3.57. Sea w una clase de objetos en una categoria abeliana C, cerra-
da por extensiones y sumandos directos en C, y tal que id,,(w) = 0. Entonces w”
es cerrada por sumandos directos en C.

Demostracién. El resultado se sigue, como en el Lema c), consideran-
do S :=C. O

En [BMPS19, Teorema 3.6], los autores prueban que si (X, w) es un par
de Frobenius izquierdo, entonces (X,w”) es un par de X”*-cotorsién. El
siguiente teorema establece el mismo resultado en el contexto cortado.

Teorema 3.58. Sean X y w dos clases de objetos en una categoria abeliana C. Si
X es cerrada por extensiones y sumandos directos en C, y w es un cogenerador re-
lativo X-inyectivo en X, entonces X" € Cutsy(X,w"). Si ademds, w es cerrada
por extensiones y sumandos directos en C, entonces X" € Cuts, (X, w").

Demostracién. Por hipétesis X es cerrada por sumandos directos en C. Mas
aun, por [AB89, Teorema 1.1], para cada C' € X A existen dos sucesiones
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exactas cortas:
n0-Y—=>X—-C—-0 vy e0-C=Y 25X -0

con X, X' e XyY,Y' € wh.

Veamos que X NX" = L1(wN)NA", estoes, X = 11 (w")NAX". Como w
es X-inyectivo, tenemos por [MS06, dual de Lema 2.13] que Exté(X YY) =
0 paracadaY € w"y X € X, y entonces la contencion C es cierta. Ahora,
sea C € 11(w") N X" y consideremos una sucesién exacta corta 17 como
arriba. Como C' € +1(w”"), tenemos que 7 se escinde y entonces C' es un
sumando directo de X € & Por lo tanto, C' € & y obtenemos la igualdad.

Para la segunda parte, supongamos que w es cerrada por extensiones
y sumandos directos en C. Por la Proposicién tenemos que w” es
cerrada por sumandos directos. Entonces, solo falta probar la igualdad
WwhNN AN = XN X7, esto es, w = X1 N XN, La contencién C se sigue
usando de nuevo [MS06, dual de Lema 2.13]. Ahora, sea C € X+ n X" y
consideremos una sucesién exacta corta e como arriba. Notemos que € se
escindeyaqueC € X L1 Luego, C es un sumando directo de un objeto en
w”. Por lo tanto, C' € w”. O

Observacion 3.59. La diferencia entre el Teorema [3.58y la aproximacién desa-
rrollada en [BMPS19], usando pares de Frobenius, es que la subcategoria X" no
es necesariamente gruesa. Este hecho, que no se necesita en el contexto de pa-
res cortados, se deduce de la condicion de que si (X,w”) es un par de Frobenius
izquierdo, entonces X es una subcategoria gruesa izquierda.

Ejemplo 3.60. Sean R un anilloy (A, B) := (GZ(R),Z(R)). Se sabe que la cla-
se GIZ(R) de R-mddulos Gorenstein inyectivos es gruesa derecha (ver por ejem-
plo [MP11, Proposicién 2.10]). Por el Teorema anterior, tenemos que (A, B) =
(GZ(R),Z(R)) es un par de cotorsién cortado a lo largo de GZ(R).

Ahora trabajaremos el caso proyectivo. Mostraremos que si w es un
generador relativo X'-proyectivo en X', donde w es cerrada por sumandos
directos, entonces (w, X"*) es un par de cotorsion cortado a lo largo de X"

Proposicién 3.61. Sea X' una clase de objetos en una categoria abeliana C ce-
rrada por extensiones y sumandos directos en C, y w’ un generador relativo X-
proyectivo en X. Entonces, X" es cerrada por sumandos directos.
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Demostracion. El resultado se sigue, como en el Lema (c), consideran-
dow:=XyS:=uw. O

Teorema 3.62. Sean X y w dos clases de objetos en una categoria abeliana C.
Si X es cerrada por extensiones y sumandos directos en C, w es cerrada por
sumandos directos en C y un generador relativo X-proyectivo en X, entonces
X" € Cuts(w, XM).

Demostracién. Por hipétesis y la Proposicion tenemos que w y X"
son cerradas por sumandos directos en C. Probemos la igualdad w N X" =
LM N AN, estoes, w = 11 (X)) N X" ya que w C X. La inclusion C es
clara ya que w es X-proyectivo (ver [MS06, Lema 2.13]). Ahora bien, sea
C € 11(X") N X\, Entonces, existe una sucesién exacta corta

EO0O—-K—-X—-C—=0

con X € Xy K € X" Como C € +1(X"), tenemos que & se escinde
y entonces C' es un sumando directo de X. Se sigue por hipétesis que
C € X. Luego, como w es un generador en X, existe una sucesién exacta
corta

:0=X =W —=>C—=0

con W € wy X’ € X. De nuevo, usando que C € 11(X"), tenemos que 1
se escinde, y asi C' es un sumando directo de W. Por lo tanto, C € w.

Es clara la igualdad X N & = w't N X" y también la completitud
a derecha. Para probar la completitud a izquierda, sean C € X"y n =
resdimy (C). Entonces, tenemos una sucesion exacta corta

n:0-KSx 5050

donde X € X y resdimy(K) < n — 1. Como w es un generador relativo en
X, existe una sucesion exacta corta

p: 0 X LW X0
conW € wy X’ € X. Tomando el pullback de a y p obtenemos el siguiente
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diagrama conmutativo y exacto:

X ==X

w’ w C
=
K X C

Veamos que W’ € X", Sea
0=-Xp1—-Xpo2—=>—=2X1=2>Xo—>K—=0

una X-resolucién finita de K de longitud n — 1. Tomando el pullback de
W' — Ky Xy — K obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con
renglones y columnas exactas:

X ==X

Xp1—— Xpo X1 X0 w’
|

Xn1—— Xpo X1 Xo K

el cual genera una X-resolucién finita de W’ (notemos que X/, € X ya
que X es cerrada por extensiones). Por lo tanto, concluimos que (w, X”)
es completo izquierdo. O

La Conjetura de la dimensién finitista

Dentro de las conjeturas homolégicas estudiadas hoy en dia, probable-
mente la Conjetura de la dimension finitista es la mds importante, ya que ésta
implica la validez de otras conjeturas, tales como la Condicién Nunkzﬂy la

Ver Apéndice
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Conjetura de Nakayama generalizada. La Conjetura de dimension finitista fue
establecida por H. Bass en 1960 [Bas60] y dice que la dimension finitista pe-
quefia de un algebra de Artin es siempre finita. Este problema permanece
abierto todavia, pero ha sido resuelto en varios casos particulares, como
por ejemplo:
e En 1991 por E. L. Green y B. Zimmermann-Huisgen, para élgebras
de Artin con radical al cubo cero [GZH91].
e En 1991 por E. L. Green, E. Kirkman y J. Kuzmanovich, para dlgebras
monomiales de dimensién finita sobre un campo [GKK91].
e En 2005 por K. Igusa y G. Todorov, para dlgebras de Artin con di-
mension de representacion finita < 3 [IT05]].
Dado un anillo R, las dimensiones finitistas grande y pequefia de R
estdn definidas, respectivamente, como sigue

Findim (R) := sup{pd(M) : M € Mod(R) y pd(M) < oo},
findim (R) := sup{pd(M) : M € mod(R) y pd(M) < co}.

Algunos ejemplos de pares de cotorsion cortados nacen en el contexto de
las dimensiones finitistas grande y pequefia. En las siguientes lineas, men-
cionaremos ejemplos de pares de cotorsién cortados correspondientes a
ciertas dimensiones, y probaremos una caracterizacién de la conjetura en
términos de pares de cotorsién cortados. Para esta meta, referimos al ar-
ticulo [CEG12] de M. Cortés Izurdiaga, S. Estrada y P. A. Guil Asensio.
Empecemos dando la notacion y resultados en los que nos apoyaremos.

Un par de cotorsion (F,G) en Mod(R) es cogenerado por una clase de
moédulos X si X1t = G. Cuando esta clase X' es un conjunto, se sabe que
cada moédulo tiene una F-precubierta especial y una G-preenvolvente es-
pecial [GTO06, Teorema 3.2.1]. En este caso, el par de cotorsién es completo.

Sean n un entero positivo y M un R-mdédulo izquierdo, una n-presentacion
finita de M es una sucesién exacta de la forma

F,L—-F_ 14— —=F—=>F—-M-=0

donde F; es un R-mdédulo izquierdo finitamente generado y libre para
cada 0 < i < n. En este caso, M se dice que es finitamente n-presentado. De-
notamos por FP,,(R) a la subcategoria de todos los R-médulos que tienen
una n-presentacion finita y por FP.(R) a la subcategoria de R-mddulos
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que tienen una resolucién de R-moédulos libres finitamente generados, es-
toes, M € FP(R) si existe una sucesion exacta

=Py F == = Fy—>M—0,

donde F; es un R-mdédulo izquierdo finitamente generado y libre para
cadai > 0.

Observacion 3.63. Notemos que la condicién “ser libre” en la definicién de la
clase FP o (R) puede cambiarse por “ser proyectivo”. En efecto, esto se sigue de
aplicar el truco de Eilenberg [[Pas91, Proposicion 18.1] en su versién para R-
médulos finitamente generados (esto es, si P es un R-mddulo proyectivo finita-
mente generado, entonces existe un R-médulo P’ tal que P & P’ es libre y de
rango finito).

Observacion 3.64. Bajo ciertas condiciones sobre R se puede asegurar que la
clase FP o (R) coincide con mod(R), la clase de R-mddulos finitamente genera-
dos, por ejemplo, si R es un anillo Noetheriano.

A continuacion, recolectamos varias propiedades que usaremos en la
dimension finitista y pares cortados.

Proposicion 3.65. Sean R un anillo y (F,G) un par de cotorsion hereditario
cogenerado por un conjunto. Entonces, los siguientes enunciados se cumplen

(1) [CEG12, Proposicién 1.11] Para M € Mod(R), se tiene que pdg(M) < n
si, y solo si, M € FJ.

(2) [CEGI12| dual de Proposicién 1.11 y la Observacién 1.6] Para M € Mod(R),
se tiene que fibdim g(M) < n si, y solosi, M € G,'.

(3) [CEG12, Teorema 2.2 y Corolario 2.7] (+1(B<>), B<>®) y (+1B, B) son
pares de cotorsion hereditarios cogenerados por un conjunto, donde B<> :=
(P(R)" NFPw(R))* y B = (P(R)")".

En lo que sigue, consideraremos el par (F,G) := (P(R),Mod(R)) el
cual es cogenerado por el conjunto {R}. Usando la Proposicién y
[CEG12, Teorema 3.2] podemos dar la siguiente caracterizaciéon cuando
Findim (R) < oo.

117



118 SECCION 3.4. La Conjetura de la dimensi6n finitista

Proposicién 3.66. Para un anillo R, B := (P(R)")* y un entero no negativo
n, los siguientes enunciados son equivalentes.

(1) Findim (R) < n.
(2) (P(R)A U+1B) € Cutsy(P(R)A, B).
(3) Existe S C Mod(R) tal que S € Cuts,(P(R),BY) con RF) ¢ 8.
(4) P(R)) =11B.
Demostracion.

(1)=(4): Por [CEG12, Teorema 3.2], sabemos que (1) es equivalente a que
la contencién 1B C P(R)) sea cierta. Luego, P(R)) C P(R)" C
118 C P(R)). Por lo tanto, obtenemos la igualdad P(R)) = +15.

(4)=-(2): Como suponemos (4), tenemos que (P(R)), B) = (+1B, B) el cual
es un par de cotorsién completo y hereditario en Mod(R) por la Pro-
posicién [3.65(3). En particular, es un par de cotorsion cortado para
cualquier clase de objetos en Mod(R).

(2)=(4): Es consecuencia de la condicién (b) en la Definicién (3.1

(4)=(1): Usando de nuevo [CEG12, Teorema 3.2] tenemos que (1) es equi-
valente a 113 C P(R).

(1)=(3): Por [CEG12, Teorema 3.2] y la Proposiciéon tenemos que
B, = Mod(R). Entonces, (P(R),B,)) = (P(R),Mod(R)) y claramen-
te es un par de cotorsion derecho cortado a lo largo de S := Mod(R).

(3)=>(1): Supongamos (3). En particular, By NS = (P(R)*'*' NS = S.
Luego, Rf) ¢ S C BY lo que es equivalente a fibdim z(R")) <
n por la Proposicion [3.65(2). De nuevo, por [CEG12, Teorema 3.2]
obtenemos que Findim (R) < n.

O]

Corolario 3.67. Sea R un anillo perfecto izquierdo y coherente derecho, y sea
B := (P(R)")*'. Entonces, Findim (R) < n si, y solo si, existe S C Mod(R)
tal que S € Cuts,(P(R),B)), con R € S.
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Demostracion. Se sigue de [CEG12, Corolario 3.3] y la Proposicién O

La referencia [CEG12, Teorema 3.4] es ttil para establecer el siguiente
resultado de la Conjetura de la dimensién finitista pequefia. Para esto,
damos la siguiente definicion.

Definicién 3.68. Sea R un anillo. La FP-dimension finitista pequefa de R
es
FPfindim (R) := sup{pd(M) : M € P(R)" NFP(R)}.

Proposicién 3.69. Para un anillo R, B<® := (P(R)" N FPw(R))*! y un
entero no negativo n, los siguientes enunciados son equivalentes.

(1) FPfindim (R) < n.

(2) (P(R)AUL1(B<*®))NFPy(R) € Cutse(P(R)), B<>).

(3) Existe S C Mod(R) tal que S € Cuts,(P(R), (B<*)Y) con R ¢ S.
(4) P(R)) NFPy(R) = 11(B<*®) N FP4(R).

Demostracion.

(1)=(4): Supongamos que FPfindim (R) < n. Por [CEG12| Teorema 3.4]
se tienen las inclusiones P(R)" N FP(R) C 11 (B<®) NFP(R) C
P(R)A NFPy(R). Luego, P(R)) N FPy(R) = +1(B<®) N FPy(R).
Por lo tanto, se sigue (4).

(4)=(2): Como suponemos (4), solo falta justificar la condicién (c) en la
Definicién En efecto, por (4) también tenemos que (P(R)) U

L1(B<®)) NFPy(R) = P(R)) NFP«(R) C P(R)). Luego, la com-
pletitud a izquierda se sigue de la tiltima contencién.

(2)=(4): Se sigue de la condici6n (b) en la Definicién 3.1}

(4)=-(1): Veamos que se cumple la condicién (2) en [CEG12, Teorema 3.4],
esto es, que pd(M) < n para cada M € +1(B<>). Como el par
de cotorsion (+1(B<%°), B<®) es cogenerado por un conjunto, (ver
[CEG12, Seccién 2]), se tiene que los médulos en +1(B<*) son su-
mandos directos de moédulos (P(R)" N FP(R))-filtrados. Sea N
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un R-médulo (P(R)" N FP«(R))-filtrado y M un sumando direc-
to de N. Entonces existe un ntimero ordinal A > 0 y una familia
{Nq : @ < A} de R-médulos izquierdos tales que:

e N = Ua<)\Na/

My C Moy paracadaa+1 < ),

No, Not1/No € P(R)* NFPo(R) paracadaa+1 < ),

Ng = Uq<gN, para cada ordinal limite 5 < A.

Como P(R)" NFP(R) C 1 (B<*°) NFPy(R) = P(R)) NFP(R),
obtenemos que pd(Np) < ny pd(Na+1/No) < nparacadaa+1 < A.
Luego, N esta filtrado por la clase P(R)/. Usando [Ausb5, Proposi-
cion 3], tenemos que la clase P(R)/ es cerrada por filtraciones, y
entonces N € P(R)). Se sigue que pd(M) < n para cada M €
11(B<*), 1o cual es equivalente a FPfindim (R) < n [CEGI12, Teo-
rema 3.4].

(1)=(3): De [CEG12| Teorema 3.4] y la Proposicién obtenemos que
(B<*) = Mod(R). Entonces, (P(R), (B~*>),)) = (P(R),Mod(R))
y claramente es un par de cotorsién derecho cortado a lo largo de
S := Mod(R).

(3)=-(1): Supongamos (3). En particular, (B<*)Y NS = (P(R))1'NS = S.
Luego, R) € S C (B<*)Y. Por la Proposicic’)n esto es equiva-
lente a fibdim g<e (R¥)) < n. Por lo tanto, findim (R) < n [CEGI2,
Teorema 3.4].

O

Corolario 3.70. Sean R un anillo coherente izquierdo y B<>° := (P(R)" N
FPOO(R))LI. Entonces, FPfindim (R) < n si, y solo si, existe S C C tal que
S € Cuts,.(P(R), (B<*))) con R € S.

Demostracion. Se sigue de [CEG12), Corolario 3.5] y la Proposiciéon O

Corolario 3.71. Para un anillo artiniano R, los siguientes enunciados se cum-
plen.

(1) Findim (R) = n si, y solo si, n es el menor entero positivo tal que existe
S C Mod(R), con R € S,y (P(R),B)) es un par de cotorsién derecho
cortado a lo largo de S.
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(2) findim (R) = n si, y solo si, n es el menor entero positivo tal que existe
S C Mod(R), con R € S,y (P(R),(B<*>))) es un par de cotorsion
derecho cortado a lo largo de S.

Demostracién. Se sigue de Corolario 3.6], Proposicion [3.66]y Pro-
posicién 3.69] ya que al ser R artiniano se tiene que FPo(R) = mod(R).
O

Figura 3.1: Esquema ilustrativo de la Proposicion 3.66]

derecho

Findim (R) < n = \Q@

iz rl\uurduﬁ

> @0

donde B :=

Figura 3.2: Esquema ilustrativo de la Proposicién

derecho 3s
FPfindim (R) <n <7 ai
izquitsrtlfil}

—:IH LE)NEP 1]:

& - D

donde B> := (’P(R]'A NFP.(R))
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Pares cortados inducidos en complejos de cadena

En esta seccion, inducimos pares de cotorsién en complejos de cadena
en el sentido de Gillespie [Gil04, Gil08] dentro del contexto de pares corta-
dos. A saber, consideramos un par cortado (\A, B) en una categoria abelia-
na C alo largo de una subcategoria S C C, y estudiamos condiciones para
S bajo las cuales es posible construir pares cortados en Ch(C). En [Gil04,
Proposicién 3.6], se prueba que si (A, B) es un par de cotorsién en C con
suficientes A-objetos y suficientes B-objetos, entonces (A, dgB) y (dgA, B)
son pares de cotorsién en Ch(C), donde dgA y dgB denotan las clases de
complejos diferencialmente graduados asociados al par (A, B) (ver la Ob-
servacion [2.70). En el contexto cortado, necesitamos determinar la sub-
categoria de Ch(C) en la cual las clases A, Chacy(.A B), By Chacey(A; B)
formen un par de cotorsién cortado. Una buena propuesta para esta sub-
categoria viene de [YL11a, Lema 3.4], donde los autores prueban que si
(A, B) es un par de cotorsiéon completo y hereditario en Ch(R), con R un
anillo, entonces cada complejo exacto tiene una A—precub1erta especial y
una B-preenvolvente especial. Esto sugiere que la clase S puede ser con-
siderada como posible corte. A continuacién, estudiamos las condiciones
para A, By S bajo las cuales los pares (A, Chacy(j; B))y (Chacy (A; B), B)
son pares de cotorsién cortados a lo largo de S.

Proposicién 3.72. Sean Ay B dos clases de objetos en una categoria abeliana
C, cerradas por extensiones y tales que Exty(A,B) = 0 para cada i = 1,2.
Entonces, los siguientes enunciados se cumplen para cualquier S C C.

(1) Si S € Cutsy(A, B) en C, entonces S € Cutsy(A, Chacy(ﬂ; B)) en Ch(C).

(2) SiS € Cutsy(A, Chacy (A; B)) en Ch(C) y 0 € S, entonces S € Cutsy(A, B)
en C.

Demostracién. (1) Es claro que la clase A es cerrada por sumandos direc-
tos. Ademds, siguiendo la prueba de la Observacién[2.17] obtenemos para
cada S € S una sucesion exacta en Ch(C) de la forma

Ng:0—B*— A*—>S5—0

donde A® ¢ A y B* € BC Chacy(A B). Por lo que es suficiente probar
la igualdad A N S = Ll(Chacy(.A B)) N'S. Por una parte, considerando
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ng como arriba, para S € Ll(Chacy(ﬂ; B)) N S, tenemos que ng se escin-
deyasi§ e AN S. Por lo que, la contencién O es cierta. Para la otra
contencién C, dado que Ext}(A,B) = 0, tenemos por el Lema 1),
Extéh(ﬂ, Chacy(j; B)) = 0. Por lo tanto, AnSch (Chacy(j; B))N S.

(2) Veamos primero que A es cerrada por sumandos directos. Sea A =
A1 ® Ay con A € A. Como D°(A;) @ D°(Ay) = D°(A) € ;ly A es cerrada
por sumandos directos, se tiene que DY(4;) € A para cada i = 1, 2. Luego,
A; € Aparacadai=1,2.

Probemos la condicién (c) en la Definicic’)n Sea S € §. Notemos que
DY(S) € gya que 0 € S. Como S € Cutsy(A, Chacy(ﬁ; B)) en Ch(C), existe
una sucesion exacta corta ns : 0 — B®* — A®* — D%(S) — 0 en Ch(C), con
A*c Ay B* € Chacy(ﬂ; B). Entonces, la completitud a izquierda se sigue
considerando la 0-ésima entrada, 772* :0—= By =+ Ay — S5 —0,yaque A
es cerrada por extensiones.

Finalmente, veamos que A NS = L1 N S. Por una parte, sea S €
118N 8. Por lo anterior, existe ng como arriba, la cual se escinde debido
aque S € 11BN S. Luego, S € Aya que A es cerrada por sumandos
directos. Por otra parte, para la contencién C, usamos que A C 11B. [

Proposicién 3.73. Sean A, By S clases de objetos, en una categoria abeliana C,
con A cerrada por extensiones y 0 € S. S5i S € Cutsy(A, Chyey(A; B)) en Ch(C)
y DY(B) € Chacy(A; B) para cada B € B, entonces S € Cutsy(A, B) en C.

Demostracion. Veamos que ANS = 11BN S. Para probar la contencién C,
sean A € ANSy B € B. Por [Gil04, Lema 3.1] y la Proposicion 3.5 se tiene
que

Extl(A, B) & Extg,(DY(A), D'(B)) =0

debido a que D°(A) € ANSy D'(B) € Chyey(A; B). El resto de la prueba
se sigue como en la Proposicién[3.72] O
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Pregunta abierta

Sea S := mod(R) la subcategoria de Mod(R) de R-médulos finitamen-
te generados. Consideremos las clases

A:={M € Mod(R) : M es finitamente presentado} = FP;(R),
B:={N € Mod(R) : N es absolutamente puro} = (FP;(R))*.

Esto es, un R-médulo izquierdo N es absolutamente puro si Extp(M, N) =
0 para cada R-médulo M € FP;(R). Para estudiar bajo que condiciones
(A, B) es un par de cotorsion cortado a lo largo de mod(R), necesitamos
recordar algunas nociones de presentacion de médulos.

La dimension de presentacion de M estd definida como el mayor entero
n para el cual existe una n-presentacion finita de M, esto es:

A(M) := sup{n > 0: existe una n-presentacioén finita de M }.

En el caso de que M no sea finitamente generado, escribimos A(M) := —1.

Dada una sucesién exacta corta 0 -+ A — B — C — 0 en Mod(R),
podemos calcular la dimensién de presentacién de cualquiera de los mé-
dulos A, B y C si conocemos la dimensién de presentaciéon de los otros
dos. Esto puede verse a detalle en [Gla89, Teorema 2.1.2]. Podemos apli-
car este resultado para probar que A es cerrada por sumandos directos
en Mod(R). En efecto, sea A’ un sumando directo de A € A. Entonces,
existe una sucesion exacta corta que se escinde 0 — 4’ — A — A" — 0,
y en este caso, se tiene que A(A) = inf{\(A4’), \(4”)}. Por lo que A’ tam-
bién es finitamente presentado. Por otra parte, es claro que los médulos
absolutamente puros son cerrados bajo sumandos directos, ya que son el
complemento ortogonal derecho de A.

La condicién (b) en la Definicién 3.1| para el par (A, B), es una conse-
cuencia del siguiente resultado, cuya prueba puede encontrarse en [Gla89,
Teorema 2.1.10] y es enunciado literalmente.

Teorema 3.74. Sean R un anillo y M un R-mddulo finitamente generado que
satisface Ext}h,(M, N) = 0 para todos los médulos absolutamente puros N. En-

tonces M es un R-mddulo finitamente presentado.
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El teorema anterior puede reescribirse como la igualdad A = BN,
con § := mod(R), ya que cada médulo finitamente presentado es finita-
mente generado. Por otra parte, es claro que la igualdad BNS = A1 NS
se cumple.

Pares de cotorsion cortados de la forma anterior pueden construirse de
manera similar para cada n > 1. Esto se debe a la siguiente generalizacion
de [Gla89, Teorema 2.1.10] probada en [BP17, Lema 5.2] por D. Bravo y M.
A. Pérez.

Lema 3.75. Sea R un anillo y n > 1. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes para cada M € Mod(R).
(i) M es finitamente (n—1)-presentado y Ext (M, N) = 0 para cada médulo
FP,,-inyectivo N.
(ii) M es finitamente n-presentado.

La clase de médulos FP,,-inyectivos se define de manera similar a los
absolutamente puros, esto es, un R-médulo izquierdo N es FP,,-inyectivo
si Exth(M, N) = 0 para cada R-médulo izquierdo M que sea finitamente
n-presentado.

Entonces, si definimos

S' = {M € Mod(R)
A’ :={M € Mod(R) : M es finitamente n-presentado},
B :={N € Mod(R) : N es FP,-inyectivo},

: M es finitamente (n — 1)-presentado},

tenemos que las condiciones (a) y (b) de la Definicién[3.1]se cumplen para
el par (A, B') y 8’ en Mod(R).

En general, no sabemos si los pares (A, B) y (A, B') cumplen la condi-
cion (c) de la Definiciéon pero mencionaremos algunos hechos relacio-
nados al par (A, B). Se sabe por [BP17, Corolario 4.2] que cada R-médulo
izquierdo (y en particular cada R-moédulo izquierdo finitamente genera-
do) tiene una ! B-precubierta especial y una B-preenvolvente especial.
Con respecto a precubiertas, tenemos que para cada S € S existe una su-
cesi6n exacta cortan: 0 -+ B —+ A - S — 0con A € 1'By B € B.
Como el par de cotorsién (+13,B) es cogenerado por un conjunto (ver
[BP17, Proposicién 4.1]) tenemos que 1 B coincide con la clase de suman-
dos directos de médulos A-filtrados, y entonces A es un sumando directo
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126 SECCION 3.4. Pregunta abierta

de uno de estos médulos. Por lo que la completitud se reduce a saber para
cuales anillos R la clase de médulos finitamente presentados es cerrada
por filtraciones, o si es posible restringirnos a una subclase de S en la cual
afirmemos que A en 7 es finitamente presentado.
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Capitulo 4

OBJETOS m-FUERTEMENTE
(A, B)-GORENSTEIN

En este capitulo, presentamos dos definiciones con el propésito de ge-
neralizar el comportamiento de los R-médulos n-fuertemente Gorenstein
proyectivos mostrado en [ZH11]. Antes de dar las definiciones con las que
trabajaremos, establezcamos la siguiente notacién para fines practicos.

Sean un entero m > 1y sea (A, B) un par de clases de objetos en C.
Supongamos que para M € C existe una sucesion exacta

e 0—>M—>Am1fm—l>Am2—> —>A1—>A0—>M—>O

(4.0.1)
< m — 1. Definimos Lo(M) := My

donde A; € A para cad i
(fi) paracada 1 < i < m. Notemos que

a
Lz' = Lz(M) = Ker(fi_l)
Ly, :=Lypy(M) =Im (fp,) = M.

0 <
= Im

4.1. Objetos m-fuertemente (A, B)-Gorenstein proyec-
tivos débiles
Empecemos recordando la definicién de D. Bennis y N. Mahdou que

buscamos generalizar a lo largo de esta seccion.

Definicién 4.1. [BM09, Definicion 2.1] Sea n un entero positivo. Un R-médulo
M es n-fuertemente Gorenstein proyectivo (o un R-mdédulo n-SGP) si existe
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128 débiles

una sucesion exacta de R-modulos
n:0—-M-—=>P,_1—--—=FP—=M-=0,

donde cada P; es proyectivo y tal gue Homp(n, Q) permanece exacto siempre que
Q sea un R-médulo proyectivo. Denotamos por n-SGP(R) a la subcategoria de
Mod(R) que consiste de los R-mdédulos n-fuertemente Gorenstein proyectivos.

Teniendo lo anterior en mente, proponemos la siguiente definicién.

Definicién 4.2. Sean m > 1y (A, B) un par de clases de objetos en una ca-
tegoria abeliana C. Decimos que M € C es un objeto m-fuertemente (A, B)-
Gorenstein proyectivo débil (0 un objeto m-SWGP 4 ) si M € +B y exis-
te una sucesion exacta ny; como en [#0.1), donde Tm (f;) € ‘B para cada
1 <i < m — 1. Denotamos a la clase de todos los objetos m-fuertemente (A, B)-
Gorenstein proyectivos débiles por SWGP (4 Bm)-

Observacion 4.3. Algunas consecuencias de la Definicién[d.2)son las siguientes:
(1) Tm (f;) € SWGP (a5,m)paracadal <i < msi M € SWGP 4 5m)

(2) Encaso A = B := P(R), tenemos que la clase SWGP 4 5 m) estd conte-
nida en m-SGP(R) para cualquier m > 1. De hecho, se tiene la igualdad.
En efecto, cualquier M € m-SGP(R) es un R-mddulo Gorenstein proyec-
tivo por [ZHT1, Teorema 3.9]. Luego, M € +P(R) e Im (f;) € *P(R)
para cada 1 < i < m — 1 [Hol04, Proposicién 2.3].

(3) Si A es cerrada por coproductos finitos, entonces SWGP (4 5 m) también
lo es.

En general, la contencion SWGP (4 5m) © m-SGP(R) podria no ser
una igualdad en Mod(R) como lo ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4. Retomaremos [ZX19, Ejemplo 5.3]. Sea A el cociente de la k-
dlgebra de caminos dada por el carcaj

1 >2<—3,
5 v
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con relaciones a8 = 0 = Pa. Los A-mddulos proyectivos inescindibles tienen la
2

siguiente estructura P(1) = , ,P(2) = % y P(3) = % . Los A-médulos in-

3
yectivos inescindibles tienen la siguiente estructura I(1) = 2 ,1(2) = vyl

y I(3) = 3. El carcaj de Auslander-Reiten de mod (A), la categoria de los A-
médulos izquierdos finitamente generados, es

=N
[CR

I

[

\

\

\

|

[

[

\

I

—_

donde los dos vértices 1 representan el mismo médulo simple.

Sea ' :=add(1® ; ®2& , ). Entonces X es cerrada por extensio-
nes y una subcategoria de Frobenius de mod(A). Mds aiin, la clase de objetos
proyectivos-inyectivos en X es la siguiente P(Z") =add ( ; & ;).

Denotemos por P(i) al A-médulo proyectivo inescindible correspondiente al
vértice i y consideremos (A, B) := (P(Z"), P(Z")). Notemos que, en este ejem-
plo, cada objeto en SWGP (4 5m) es un A-médulo m-fuertemente Gorenstein
proyectivo ya que P(3) es inyectivo y que P(3) es un A-mddulo 1-fuertemente
Gorenstein proyectivo.

Afirmamos que P(3) ¢ SWGP (4 ,m) para todo entero m > 1. En efecto, si
P(3) € SWGP(4m) para algiin entero m > 1, entonces existe una sucesién
exacta corta

n:0— P3)— Ap-1— Lp—1(M)— 0,

con Am—1 € P(Z) C Z'. Luego, n se escinde ya que P(3) es también un
A-mddulo inyectivo. Por lo tanto, P(3) € 2 debido a que 2 es cerrada por
sumandos directos, lo cual es una contradiccion.

El siguiente resultado caracteriza a la clase SWGP (4 ), cuando se
tiene una relaciéon de ortogonalidad entre las clases A y B.
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Proposicién 4.5. Sea (A, B) un par de clases de objetos, en una categoria abelia-
na C, con Exty (A, B) = 0 para i > 1. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes, para cualquier M € Mod(R) y cualquier entero m > 1.

(1) M e SWQP(A7B7m).
(2) Existe una sucesion exacta

nM:0—>Mf—m>Am_1fm—_l>Am_2—>~--—>A1f—1>Aof—O>M—>0,

con A; € A, para 0 < i < m — 1,y tal que Im (fs) € B para algiin
1<s<m-—1.

Demostracién. La implicacién (1)=>(2) es clara. Veamos (2)=-(1). Notemos
primero que M = Im(f,,) = Im(fy) y que tenemos sucesiones exactas
cortas

nj: 0 — Im (fj—i—l) — Aj — Im (fj) —0

para 0 < j < m — 1. Aplicando Hom(—, B), con B € B, a la sucesién an-
terior y usando que Ext} (A, B) = 0, obtenemos que Ext}(Im (f;11), B) =
Ext5™ (Im (f;), B) para i > 1. Luego, se tiene que Im (fj+1) € 1B pa-
racada s < j < m — 1. En particular, M = Im (fo) = Im(f,,) € *B.
Ahora bien, aplicando Hom(—, B) con B € B a 1) y repitiendo el procedi-
miento anterior, podemos concluir también que Im (fj11) € B para cada
0<j<s—1 O

Objetos (A, B)-Gorenstein débiles

G. Zhao y Z. Huang estudiaron en [ZH11, Teorema 3.9], la relacién en-
tre médulos m-fuertemente Gorenstein proyectivos y médulos Gorenstein
proyectivos. Especificamente, ellos probaron que, para cualquier médulo
m-fuertemente Gorenstein proyectivo, es posible obtener un médulo 1-
fuertemente Gorenstein proyectivo el cual es también un médulo Gorens-
tein proyectivo [ZH11) Teorema 3.9]. Recientemente, en [BMS18], V. Be-
cerril, O. Mendoza y V. Santiago definieron el concepto de objeto (X, ))-
Gorenstein proyectivo débil, para dos clases de objetos & y ) en una cate-
goria abeliana C, generalizando las nociones de objetos Gorenstein proyec-
tivos, Ding-proyectivos, Gorenstein AC-proyectivos y Cohen-Macaulay,
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entre otros. En esta seccién, probaremos que el Teorema de G. Zhao y Z.
Huang se puede extender usando las nociones de objeto m-fuertemente
(A, B)-Gorenstein proyectivo débil y objeto (X, ))-Gorenstein proyectivo
débil. Comencemos recordando la siguiente definicién en [BMS18].

Definicion 4.6. [BMS18| Definicién 3.11] Sean C una categoria abelianay (X,Y) C
C2. Para M € C, decimos que M es un objeto WGP, x y) (0 un objeto (X,))-
Gorenstein proyectivo débil) si M € +Y y existe una sucesion exacta

E:0-M—-> X0 x5

con Xt € X yIm(X® — XY € LY para cualquier i > 0. Definimos la
subclase WGP x y) de C cuyos elementos son los objetos (X,))-Gorenstein
proyectivos débiles.

Observacion 4.7. Para cualquier entero m > 1y cualquier par (A, B) de clases
de objetos en C, se cumple la contencién SWGP (4 5.m) € WGP (45)-

Lema 4.8. Sea (A, B) un par de clases de objetos en C. Si WGP (4 ) es cerrada
por extensiones, entonces también es cerrada por sumandos directos.

Demostracién. Sea A & C = B € WGP 4 - De la definicion de la clase
WGP (4 5), tenemos que A € - By existe una sucesion exacta corta

0—-B—Xqg— FEg—0,

donde Xy € Ay Ey € WGP 4 ). Luego, podemos construir el siguiente
diagrama conmutativo y exacto

Cl
Xo Ky

H l .11)
Ey

Qe e
£
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y por el Lema de la Serpiente tenemos que C' = C". Considerando la ter-
cera columna en (¢.1.1) y sumando la identidad en A obtenemos una su-
cesion exacta corta de la forma

0—-AC - A® Ky — Ey — 0,

donde A& C" =2 AeC = By Ey € WGP 45 C B,y asi Ky € *B.
Dado que WGP (4 ) es cerrada por extensiones tenemos que A & Ky €
WGP (a5 Usando que A ® Ko € WGP 4 5), construimos el siguiente
diagrama conmutativo y exacto

K() X1 1

] H l (12)
A@K() X1 El

A

con By e WGP (a5, X1 € Ay A= C'. Consideremos la sucesion exacta
0> A0 Ky— K19 Ky— EF1—0.

Como E1, A® Ko € WGP 4 ), tenemos que K1 & Ko € WGP (48 C 1B.
Por lo tanto, K; € +B. Ahora bien, podemos hacer el mismo procedimien-
to con K & Ky, que hicimos con A @ K, para obtener la sucesion deseada

0—-A—=>Xo—> X1 > Xog—---.
O

Proposicién 4.9. Sea (A, B) un par de clases de objetos en una categoria abeliana
C, con A cerrada por coproductos finitos. Entonces, los siguientes enunciados son
equivalentes, para cualquier M € Mod(R) y cualquier enterom > 1.
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(1) M € SWQP(AB,m).

(2) Existe una sucesion exacta

M O%Mf.m>Am,1M)Amfg—)"'—)Alil—)Aoio—)M—)O,

con Aj € A, para cada 0 < j < m — 1, y tal que ®7,Im (f;) €
SWGP (45,1)-
(3) Existe una sucesion exacta

fmfl

A 0—>M£"—>Am_1—>Am_2—>~-—>A1£>A0f—°>M—>O,

con Aj € A, para cada 0 < j < m — 1, y tal que @7 Im (f;) €
WgP(A7B).
Si ademds, VWGP 4 ) es cerrada por extensiones y WGP (4 5y N A" = A,
entonces las condiciones anteriores son también equivalentes a:
(4) Existe una sucesion exacta

MM : 0—>Mf—m>Am_1MAm_Qﬁ--~—>A1£>AOf—O>M—>O,

con Aj € A", para cada 0 < j < m — 1, y tal que 7, Im (f;) €

Demostracion.
(1)=(2): Sea M € SWGP (4,5,m)- Entonces, M € 1By existe una suce-
sion exacta

?7M:0—>Mf—m>Am_1fm—71>Am_2—>"-—>A1f—l>A0f—0>M—>0,

donde A; € Aparacada0<i<m—1yIm(f;) € Ll’)’paml <i<m-1.
Luego, para 1 < i < m — 1, tenemos una sucesién exacta
0 — Im (fz) % Ai—l ft)l cee Q AO fdo Am—l fm—;l tee fi—+>1 AZ & Im (fz) — 0.

Considerando la suma de estas sucesiones exactas, junto con 7, obtene-
mos la siguiente sucesién exacta

m m—1

0> Pm(f)-5P AL A 1040 @ Apy — -,

=1 1=
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donde o = diag{an,,...,an} y f = diag{fmfo, f1,..., fm—1}. Luego,
existe una sucesion exacta corta

m m—1
0= PIm(fi) - Ai—Im(f) =0

i=1 =0

donde Im (f) = @ Im(f;) y &%, Im(f;) € 1B, lo cual implica que
@, Im (fz) c SWQ'P(A,BJ)-

(2)=(3): Supongamos que &7, Im (f;) € SWGP 4 5,1)- Entonces, exis-
te una sucesién exacta corta

n:0— @7 Im (f;) = Ag B @72 Im (f;) — 0,
con Ay € Ay tal que @7 ,Im (f;) € +B. Luego, usando n podemos cons-

j =
truir una sucesion exacta

7]’:0—)@;‘?1:11111(‘]0]‘)—>A0£>A0£>A0—>H-

como en la Definicién 4.6

(3)=>(1): Basta probar que M € By que Im(f;) € B, para cada
1 < j <m—1.Sin embargo, esto se sigue de la contencion WGP 4 5 C B
y de que M = Im (fp,).

Para la segunda parte, supongamos que WGP 45 N A" = Ay que
WGP (4,) es cerrada por extensiones.

(4)=(3): Por el Lema WGP 4, es cerrada por sumandos directos.
Luego, Im (f;) € WGP 45, para cada 1 < j < m. Considerando las
sucesiones exactas 7; : 0 — Im (fj11) = A4; — Im(f;) — 0, y usando
de nuevo que WGP 4 ) es cerrada por extensiones, obtenemos que A; €
WGP (45 NA" = Aparacadal < j <m — 1. Por lo tanto, (3) se cumple.

(3)=(4): es clara. O

Corolario 4.10. Sea (X,Y) un par de cotorsién completo y hereditario en una
categoria abeliana C y sea w := X N Y. Entonces, los siguientes enunciados son
equivalentes, para cualquier M € Mod(R) y cualquier entero m > 1.

(1) M € SWGP (x o m)-
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(2) Existe una sucesion exacta

nm - 0—>Mf—m>Am71fm—71>Am72—>"-—>A1f—l>Aof—O>M—>0,
con Aj € X, para cada 0 < j < m — 1, y tal que ®7,Im (f;) €
SWGP (x.w,1)-

(3) Existe una sucesion exacta

Nn . 0—>Mf—m>Am_1fm—71>Am_2—>~-—>A1£)A0f—O>M—>O,
con Aj € X, para cada 0 < j < m — 1, y tal que &7 Im (f;) €
WGP (x w):

(4) Existe una sucesion exacta

nn - 0—>Mf—m>Am_1fm—_l>Am_2—>~--—>A1f—1>Aof—O>M—>0,
con Aj € X", para cada 0 < j < m — 1, y tal que @gnzllm(fj) €
WGP (x -

Demostracién. El resultado se sigue notando que las igualdades WGPy ) =
GPxw) Y 9GP w) N X" = X son ciertas por [BMSI8, Teorema 3.32 y Co-
rolario 4.15 (c)], y que WGP x ., es una subcategoria gruesa izquierda de
C [BMS18,, Corolario 3.33]. O

Relaciones de ortogonalidad

En [ZH11], G. Zhao y Z. Huang probaron que la condicién de ser pro-
yectivo, para un médulo m-fuertemente Gorenstein proyectivo, depende
de la auto-orgonalidad del médulo. Esto es, un R-médulo m-fuertemente
Gorenstein proyectivo M es proyectivo si, y solo si, Exti(M, M) = 0 pa-
ra todo ¢ > 1 [ZH11, Proposiciéon 3.7]. En esta seccién, probamos que el
resultado de G. Zhao y Z. Huang tiene una versién para un par (A, B) de
clases de objetos en C. Especificamente, probaremos que podemos reem-
plazar la clase de objetos proyectivos por A, si existe una relacién de auto-
ortogonalidad en ella y elegimos adecuadamente una subclase de obje-
tos en SWGP (4 8,m)- Empezamos definiendo la subclase de SWGP (4 5.m)
que usaremos para dar la generalizacion de este resultado.
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Definicién 4.11. Sean m > 1y (A, B) un par de clases de objetos en una ca-
tegoria abeliana C. La clase de los objetos m-fuertemente (A, B)-Gorenstein
proyectivos débiles exactos, denotada por SWGP() 5 ., €5

SWGPE By := SWGP (4 8m) N AL

Observacién 4.12. 5i A = P(C), entonces SWGP 7 g ) = SWGP (48,m)
para cualquier clase BB de objetos en C.

Proposicién 4.13. Sean m,n enteros tales que 1 < m < n, y sea (A, B) un
par de clases de objetos, en una categoria abeliana C, con A cerrada por sumandos
directos y Exté(A, A) = 0, para cada 1 < ¢ < n. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes, para cualquier M € SWGP g .-

(1) M < A.
(2) Exté(M,M) =0paracadal <i<m.
(3) Exth(M, M) = 0paracadal <i < n.

Demostracién. Las implicaciones (1)=-(3)=-(2) son claras. Solo necesitamos
probar (2)=-(1). En efecto, sea n); como en (4.0.1)). Consideremos la suce-
sion exacta

7]10—>L1(M)—>A0—>M—>0

Aplicando el funtor Hom(—, M) a 7;, obtenemos la siguiente sucesién
exacta de grupos abelianos

Ext{(Ag, M) — Ext&(Li (M), M) — Exti™ (M, M) — ExtS™ (Aq, M).
Luego, Exté (L (M), M) = Oparacadal <i<m—1,yaque M € Aty
Exty (M, M) = 0 para cada 1 < i < m. Ahora bien, repitiendo el argumen-
to anterior con la sucesién exacta

772:O—>L2(M) —)Al —>L1(M) —>0,

y usando que Ext4 (L1 (M), M) =0, paracada 1 < i < m— 1, tenemos que
Exte(La(M), M) = 0, para cada 1 < i < m — 2. En general, continuando
con este procedimiento, obtenemos que Extg(L;(M), M) = 0 para cada
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1<j<m-—1lyparacadal <i < m — j. En particular, para j = m — 1,
Extg(Ly,—1(M), M) = 0. Entonces, la sucesién exacta

M :0—=>M — Ap—1— L1 (M) —0

se escinde, y por lo tanto M € A, ya que A es cerrada por sumandos
directos. O

Notemos que la prueba anterior funciona incluso cuando n = oco. Gra-
cias a esto, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.14. Sea (A, B) un par de clases de objetos, en una categoria abeliana
C, con A cerrada por sumandos directos y Ext(A, A) = 0 para i > 1. Enton-
ces, las siguientes condiciones son equivalentes, para cualquier entero m > 1y
cualquier M € SWGP g 1n)-

(1) M € A.
(2) Exth(M, M) =0paracadal <i<m.

(3) Exti(M, M) = 0 para cada i > 1.

Intersecciones

Las clases de R-mé6dulos m-fuertemente Gorenstein proyectivos tie-
nen un buen comportamiento tomando intersecciones. A saber, la inter-
seccion entre dos de ellas es de nuevo una clase de este tipo. En esta sec-
cién, probamos un resultado similar al de G. Zhao y Z. Huang [ZH11,
Teorema 3.5] en nuestro nuevo contexto.

Lema 4.15. Sean m,n enteros tales que 1 < m < n y sea (A, B) un par de
clases de objetos, en una categoria abeliana C, con Exty(A, A) = 0 para cada
1 < ¢ < n. Consideremos ny; como en (4.0.1). Entonces,

Exté (A, Lj(M)) = Extst (A, L1 (M)),

paracada 0 < 5 < m —1ycadal < i < n — 1. En particular, si M € At
entonces Ext} (A, L;j(M)) = 0, para cada 0 < j < m.
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Demostracién. Consideremos 7,7, como en (4.0.1), y sean
nj: 0— Lj+1(M) — Aj — Lj(M) — 0,

las sucesiones exactas que aparecen en 7,7, con 0 < j < m — 1. Notemos
que Lo(M) = M = L,,(M). Aplicando Hom(A, —), con A € A, a cada su-
cesion exacta, obtenemos la siguiente sucesion exacta de grupos abelianos

Ext{ (A, Aj) — Exté(A, Li(M)) — Exti™ (A, Ly (M) — Exti (A, A;).

Luego, Ext( (A, L;j(M)) = Ext;™ (A, Lj11(M)), paracadal < i <n—1,
ya que Exty (A, A) = 0, para cada 1 < i < n. Por lo tanto, la primera parte
se sigue.

Para la segunda parte, de los isomorfismos anteriores, obtenemos el
siguiente arreglo

Exti(A, Lin—1) = Ext(A, M)

Exty(A, L) = = Ext} '(A, Lin—1) = Ext}(A4, M)
EXté(A, M) = Eth’(AaLl) Eth(A, L’I’I’L*l)

12
12

Ext} (A, M) = ExtZ(A, L),
y la siguiente cadena de isomorfismos de grupos abelianos
Exti(A, Lj(M)) = Exti ™ (A, Lip (M) - = Ext} 7 (A, Ly, (M),

para j > 1. Por lo que, podemos concluir que Ext}:(A, L;(M)) = 0 para
cadal§i§n—1,debidoaqueLm(M):MGAL. O

Lema 4.16. Sean n > 1y (A, B) un par de clases de objetos, en una categoria
abeliana C, con A cerrada por coproductos finitos y Ext’(A,.A) = 0, para cada
1 < i < n. Para cualesquiera k,m enteros tales que 1 < k < m < n, k {
mym = rk+s, con0 < s < k, usando la notacion en {.0.1), si M €
SWGPE 5.k NVSWGPEL g entonces existen A, A" € Atales que M & A =
Ly,(M)® A
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Demostracion. Sean

mr: 0=-M— Ay 1= =AM —0,
My:0—=M—=A | = — Ay - M-—0,

sucesiones exactas como en (4.0.1). Consideremos el siguiente diagrama
pullback

Li(M) =—=—= L1(M)

]
L (M) Ey Ao
|
Ly(M)

Al M.

Por la Proposicién [4.15] tenemos que L} (M) ® Ay = Ey = Li(M) & A,

Ahora bien, usando que L} (M) & Ay = L1(M) & A, y tomando, por
una parte, la suma directa de las sucesiones exactas 0 — Lo(M) — A; —
Li(M) - 0y 0 — Ay — Aj — 0;y por otra parte, la suma directa de
0— Ly(M) — A} — LY(M) -0y 0 — Ay — Ay — 0, construimos el
siguiente diagrama pullback

Lo(M) =—= Ls(M)
| |
L4 (M) Ey A @ A
|
Ly(M) —— Al ® Ay — L1 (M) @ Aj.

De nuevo, por la Proposicion [4.15, obtenemos Ly(M) & A1 & Aj = E; =
Ly(M) & A} @ Ap. Continuando con este procedimiento, tenemos que
L (M)oAFY) = By = L (M)2 A donde A#—1) y A+=1) pertenecen
a A. Notemos que L}, (M) ~ M. Entonces, si 7 > 1, podemos empezar de
nuevo este procedimiento, tomando L;_ (M) := L;j(M) y considerando
como sucesion inicial la sucesion exacta 0 — Lj (M) — Ay — M — 0.
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Luego, tenemos que L, (M) @ AP~ = By = Lo (M) @ A=Y donde
ARE=1) v ACk=1) pertenecen a A. Una vez mas, tenemos que L), (M) =
L, (M) ~ M. Sir > 2, podemos continuar con este procedimiento, defi-
n1endo Ly, (M) := Lj(M). Después de r pasos, obtenemos el resultado
deseado. O

Observacion 4.17. En caso, k | m y m = kr se tiene que
En efecto, esto se sigue considerando 1y como en (4.0.1) y “pegdndola” r veces.

Proposicién 4.18. Sean n > 1y (A, B) un par de clases de objetos, en una ca-
tegoria abeliana C, con Exté(A, A) = 0para cada 1 < i < n. Para cualesquiera
k, m enteros tales que 1 <k <m <n, ktmym=rk+s,con0 < s <k,si
A es una clase pre-resolvente, entonces

SWGPE (ABk) N SWngjﬁm c SWQP(ABS)

Demostracién. Notemos primero que, como A es cerrada por extensiones,
también es cerrada por coproductos finitos.

Sea M € SWGP g1y N SWGP( g m)- Por el Lema podemos
construir el siguiente dlagrama pullback

A ————— A’
er-l-l(M) X Mo A

Lo
er:-i—l (M) Ark er:(M)v

con A, A’ € A. Notemos que X € A, ya que A es cerrada por extensiones.
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Ahora bien, consideremos el siguiente diagrama pullback

er—i—l(M) Y M

|~ |

Lyppi(M)—— X — > M@ A

|

A A,

donde Y € A, debido a que A es una clase pre-resolvente. Por lo tanto,
obtenemos la sucesién exacta

0—-M—>Apq1— = Ap1 —>Y > M—0,
y podemos concluir que M € SWGP( 5 . O

Teorema 4.19. Seann > 1y (A, B) un par de clases de objetos, en una categoria
abeliana C, con Exty (A, A) = 0, para cada 1 < i < n. Para cualesquiera k,m
enteros tales que 1 < k < m < n, si A es una clase pre-resolvente, entonces

SWQP?X&,C) N SWgP(eﬁvam) == Swgpfj,[)’,d)’
donde d denota el mdximo comiin divisor de k y m.

Demostracion. Supongamos que A es una clase pre-resolvente y sea d el
maximo comun divisor de k y m. En el caso, k | m, el resultado se sigue

por la Observacion[4.17]
Supongamos que k { my m = rok + so, donde 0 < sy < k. Por la

Proposicién .18} tenemos que
SWGPa sy N SWIPCas.my S SWIP (45 50)-

En caso, so | k, el resultado se sigue de nuevo por la Observacién
Supongamos que so { ky que k = riso + s, donde 0 < 51 < sp < k <
n. Luego, usando de nuevo la Proposiciéon obtenemos las siguientes
inclusiones:

SWQPE‘Z,B’,C) N SWgPa’&m) - SWgP?ﬁl,B,k) N SWgPa’B?SO)
g SWg ?ﬁl,B,sl)'

141



142 SECCION 4.2. Objetos m-fuertemente (A, B)-Gorenstein proyectivos

Continuando con el procedimiento anterior, existe un entero ¢t > 0 tal que
5t = T44+25t+1 Y St+1 = d. Entonces,

SWg ?ﬁ,B St n SWg .A B St+1) C SWg ?ﬁ78,5t+1)'
Por lo tanto,

Por otra parte, como d divide a k£ y a m, la contencién contraria también
se cumple por la Observacién O

Corolario 4.20. Sean n > 2y (A, B) un par de clases de objetos, en una cate-
goria abeliana C, con Exty(A, A) = 0, para cada 1 < i < n. S5i A es una clase
pre—resolvente, entonces

SWgPEﬂ’B’nil) N SWQ’PEQZ’BW) — SWgP?ﬁLB’l)

En particular,
() SWGPE 5y = SWGP i s.1)-

m>2

Demostracion. La primera igualdad se sigue del Teorema [4.19] Para la se-
gunda parte, notemos que SWGP 5y € SWGP(F 5y, para cada m >
1. Por otra parte, sin > 2, se tiene que

() SWGPE gmy € SWGPE 31y N SWGPE 5.y = SWGPE 5.1y

m>2

O]

4.2. Objetos m-fuertemente (A, B)-Gorenstein proyec-
tivos

En esta seccién, presentamos una definicién que extiende el concepto
de R-médulo n-fuertemente Gorenstein proyectivo de otra manera. Pro-
baremos que varios resultados de la seccién anterior se obtienen en es-
te nuevo contexto. Especificamente, veremos que existen versiones de la
Proposicion #.9] la Proposicién[4.13)y el Teorema[4.19adaptadas a esta no-
cién. Comencemos dando la definicién que trabajaremos a lo largo de la
seccion.
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Definicién 4.21. Sean m > 1y (A, B) un par de clases de objetos en una ca-
tegoria abeliana C. Decimos que M € C es un objeto m-fuertemente (A, B)-
Gorenstein proyectivo (o un objeto m-SGP 4 )) si existe una sucesion exacta
nar, como en (B.0.1), y tal que nyy es Hom(—, B)-aciclico, para cualquier B € B.
Denotamos a la clase de todos los objetos m-fuertemente (A, B)-Gorenstein pro-
yectivos por SGP (4 B,m)-

Observacion 4.22. Algunas consecuencias de la Definicién|4.21|son las siguien-
tes:

(1) Con la notacion en @0.1), si Extj (A, B) = 0y M € SGP (4 5,m), enton-
ces Exté(Li(M), B) =0,paracadal <i < mycada B € B. En efecto,
este hecho se sigue de que Ext}(A, B) = 0y n es Hom(—, B)-aciclico,
paracada B € B.

(2) SWGPaBm) S SGPa8m) S GP(aB), para cualquier entero m > 1.
Mus adelante, veremos en la Proposicion que la primera contencion
puede ser estricta.

(3) Si A es cerrada por coproductos finitos, entonces SGP (4 g ) también lo
es Yy A C SGP (4,5,m), para cualquier enterom > 1. En efecto, sea A € A.
Consideremos la sucesion exacta que se escinde

n:0—-A—>AdA—-A—0.

Notemos que 1 es Hom(—, B)-aciclico, para cada B € B, ya que n se es-
cinde. Luego, A C SGP 45,1y € SGP (4,B8,m)-

(4) Im (f;) € SGP 4 Bm), paracadal <i < m,si M € SGP (4B m)-

(5) Para cualquier anillo R y cualquier entero m > 1, la clase SGP (4 5,m)
coincide con la clase de R-médulos m-fuertemente Gorenstein proyectivos
siA=B="P(R).

Objetos (A, B)-Gorenstein

Para dar la versién de la Proposicién 4.9 en este nuevo contexto, nece-
sitamos el siguiente resultado en [BMS18].
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Proposicién 4.23. [BMS18, Proposicién 3.14] Sea C una categoria abeliana.
Para cualquier par (A, B) C C?, los siguientes enunciados se cumplen.

(1) Sipdg(A) =0, entonces GP(4.8) € WGP (4 ) B
(2) Si0 e Ay GPan S WGP 4z, entonces pdg(A) = 0.
El siguiente resultado es una generalizaciéon de [ZH11) Teorema 3.9].

Proposicion 4.24. Sea un entero m > 1y sea (A,B) un par de clases de
objetos, en una categoria abeliana C, con A cerrada por coproductos finitos y
Exty (A, B) = 0, para cada i > 1. Entonces, las siguientes condiciones son equi-

valentes.
(1) M € SGP(4,Bm)-
(2) Existe una sucesion exacta

I 0—>M—>Am1M>Am2—> —>A1 A0—>M—>O

con Aj € A, para cada 0 < j < m — 1, y tal que ®7,Im(f;) €
SgP(A,B,l
(3) Existe una sucesion exacta

I 0—>M——>Am1fm—1>Am2—> —>A1—>A0—>M—>O

con Aj € A, paracada 0 < j <m— 1,y tal que &7 Im (f;) € GP (4 5)-

Demostracion.
(1) = (2) Siguiendo la prueba de la Proposicién obtenemos una

sucesion exacta corta de la forma
m m—1 m
n: 0— @Im(fj)g @Aj — @Im(f]) — 0
j=1 =0 j=1

Por la Observacién 1), tenemos que Exté(@?“zllm (fj),B) = 0, para
cualquier B € B, y en consecuencia, 7 es Hom(—, B)-aciclico para cual-
quier B € B. Por lo tanto, &7 Im (f;) € SGP 45,1
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2) = (3) Supongamos que &, Im (f;) € SGP (4 51)- Entonces, existe
una sucesion exacta corta

n:0— @;n:llm (f5) = A S @gnzllm (fj) =0,

con Ay € A,y tal que n es Hom(—, B)-aciclico, para cualquier B € B.
Luego, usando 7, podemos construir una sucesion exacta
’17/: —>A()£>A0£>Ao—>
como en la Definicién

(3) = (1) Por la Proposiciéon tenemos que &7, Im (f;) € 1B, ya
que &7 Im (f;) € GPa5) y Exte(A, B) = 0, para cada i > 1. En particu-
lar, Ext}(Im (f;),B) = 0 para cada 1 < j < m. Luego, 1 es Hom(—, B)-
aciclico, para cada B € B. Por lo tanto, M € SGP (4 5,m)- O

La proposiciéon anterior se extiende, con otro inciso, cuando se con-
sideran pares GP-admisibles que cumplen cierta condicién. Para probar
esto, recordemos la siguiente definicién de [BMS18].

Definicién 4.25. [BMS18| Definicién 3.1] Sea C una categoria abeliana. Un par
(X,Y) de clases de objetos en C es GP-admisible débil si pdy,(X) = 0y tiene
suficientes X-objetos en C (esto es, si para cualquier C' € C existe un epimorfismo
X — Ccon X € X). Si ademds, el par (X,)) satisface las siquientes dos
condiciones

(a) Xy Y son cerradas por coproductos finitos en C, y X es cerrada por exten-
siones;

(b) w:=XNY esun cogenerador en X;
decimos que (X,)) es GP-admisible.

Proposicion 4.26. Sean m > 1y (A, B) un par GP-admisible en una categoria
abeliana C tal que GP (4 5) N A" = A. Entonces, los siguientes enunciados son
equivalentes.

(1) M e SQP(A7B7m).
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(2) Existe una sucesion exacta

nn . O—)Mf—m)AmflE)Amfg—)"'—)Alf—%Aoﬁ)M—)o,

con A;j € AN, paracada 0 < j < m—1,y tal que @;”lem(fj) € GP(4,B)-

Demostracién. Por una parte, supongamos que las hipétesis en (2) se cum-
plen. De [BMS18, Corolario 3.33] tenemos que GP 4 5) €s gruesa izquier-
da, y como &L Im(f;) € GP(45), se sigue que Im(f;) € GP(4 ), para
cada 1 < j < m. Notemos que M = Im(f;,) = Im(fy). Luego, de cada

sucesion exacta
0— Im(fj+1) — Aj — Im(fj) — 0,

obtenemos que A; € GP (45 N A" = A, paracada0 < j <m — 1. Porlo
que la condicién (3) de la Proposicién se satisface y asi (1) se sigue.
Por otra parte, (1)=(2) se sigue de la Proposicién [4.24] O

Observacion 4.27. Sea (A, B) un par de clases de objetos en una categoria abe-
liana C. Entonces, una de las siguientes dos condiciones son suficientes para ob-
tener la igualdad GP (45 N A" = A :

(1) el par (A, B) es GP-admisible en C, A es GP (4 p)-inyetivo y una clase
cerrada por sumandos directos;

(2) (A,B) = (X,w)dondew := X N Y, para algiin par de cotorsién completo
y hereditario (X,)) en C.

En efecto, para (1), usamos [BM09, Corolario 4.15 (c)] para obtener GP (4 ) N
AN = A. Por otra parte, si (2) se satisface, por [Xul7, Lema 4.1 (4)] obtenemos
esta igualdad.

Corolario 4.28. Sea (X', )) un par de cotorsion completo y hereditario en Mod(R)
ysea w := X N Y. Entonces, los siquientes enunciados son equivalentes, para
cualquier entero m > 1.

(1) M € SGP (x wm)-
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(2) Existe una sucesion exacta

fm—l

i 0= M x, I X xS xS Mo,

con Xj € X, para cada 0 < j < m — 1, y tal que ®7,Im(f;) €
SGP (xw,1)-

(3) Existe una sucesion exacta

mar: 0= MAIm x, Iy xS x 2 o,

con X; € X, paracada 0 < j <m — 1,y tal que &7 Im(f;) € GP(x o).
(4) Existe una sucesion exacta

mp: 0 M Iz I g oz Iz o,

con Zj € X", para cada 0 < j < m — 1,y tal que &7 Im(f;) €
SGP (xw,1)

(5) Existe una sucesion exacta

mp: O M Iz I g oz ISz o,

con Zj € X", paracada 0 < j < m—1,y tal que &7 Tm(f;) € GP(x o

Demostracion. Si (X,)) es un par de cotorsion completo y hereditario en
Mod(R), entonces (X,w) es un par GP-admisible. Mds atin, de la Obser-
vacion se tiene que GP(y,) N X" = X. Usando que SGP(x 1) C
GP (x w), concluimos el resultado por las Proposiciones .24y O

En general, la clase SGP (4 5,,) podria no ser cerrada por sumandos
directos. Podemos ilustrar mejor este hecho con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.29. Sea (A, B) := (P(Z), P(Z")) como en el Ejemplo[4.4, Denota-
mos por S(i) al A-médulo simple correspondiente al vértice i.
Notemos que para S(1) tenemos la siguiente sucesién exacta

n:0—S(1) - P(2) — P(1) - S(1) — 0,
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donde S(1),5(2) € 1B, ya que 2 es una subcategoria de Frobenius de mod(A).
Luego, n es Hom(—, B)-aciclico, para cualquier B € B. Por lo tanto, S(1) €
SGP(a,8,2); Y por la Proposicion [£.24) tenemos que S(1) ® S(2) € SGP(4,5,1)-

Afirmamos que S(1) ¢ SGP (4 5,1)- En efecto, si S(1) € SGP (4 5,1y, enton-
ces existe una sucesion exacta

n:0—S51)—=P—S(1)—=0,

con P € P(Z"). Usando el carcaj de Auslander-Reiten de mod(A)y la férmula de
Auslander-Reiten [ASS06, IV.2 Lema 2.12], se tiene que Ext} (S(1), S(1)) = 0.
Por lo tanto, 1) se escinde y entonces S(1) € P(Z"), lo cual es una contradiccion.

Relaciones de Ortogonalidad

Para la version de la Proposicion[4.13en términos de la Definicion[4.21]
necesitamos primero definir el andlogo de la clase m-SWGP 5 .,y Co-
mencemos dando la definicién que usaremos a lo largo de esta seccién.

Definicién 4.30. Sean m > 1y (A, B) un par de clases de objetos en una ca-
tegoria abeliana C. Decimos que M € C es un objeto m-fuertemente (A, B)-
Gorenstein proyectivo exacto (0 un objeto m-SGP () p) si existe una suce-
sion exacta nyr, como en {@.0.1), y tal que nas es Hom(—, B)-aciclico, para cual-
quier B € By Hom(A, —)-aciclico, para cualquier A € A. Denotamos por
S QPE”;’L B,m) @ la clase de todos los objetos m-fuertemente (A, B)-Gorenstein pro-
yect1vos exactos.

Observacion 4.31.

(1) En caso, A = P(C) tenemos que SGP 7 g ) = SGP(a,8,m), para cual-
quier clase B de objetos en C.

(2) Si A es cerrada por coproductos finitos, entonces
AC SGPgm)y € SGPaBm) € GPaB)-
En efecto, la prueba se sigue como en la Observacion y las definiciones.

Lema 4.32. Sean m > 1y (A,B) un par de clases de objetos, en una ca-
tegoria abeliana C, con Exts(A, A) = 0. Si M € SGP(4B,m)s Se tiene que
Extl (A, Ljs1(M)) =0, paracada0 < j <m — 1.
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Demostracion. Sea A € A. Consideremos la sucesién exacta
nj - 0— Lj+1(M) — AJﬁL](M) — 0,

con0 < j <m — 1, como en (4.0.1). Aplicando el funtor Hom(A4,—) an;y
usando que Exté(A, A) = 0, tenemos la sucesion exacta

Hom(A, A;) = Hom(A, L;(M)) — ExtL(A, L1 (M)) — Extb(A, 4;) = 0,

donde o} := Hom(A4, ;) es un epimorfismo ya que nys es Hom(A, —)-
aciclico, para cada A € A. Por lo tanto, Ext(lj(A, Lj11(M)) =0y el resulta-
do se cumple. O

Proposicion 4.33. Sean m,n enteros tales que 1 < m < ny sea (A, B) un par
de clases de objetos, en una categoria abeliana C, con Exté(A, A) =0, para cada
1 <4 < n. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes, para cualquier
M € SGP(a.8,m)

(1) M € SGPE 5.0-
(2) M e N, AL
En particular, SGP{} ) € MNiza At

Demostracion. Usando la notacion en (@.0.I), por el Lema se tiene
que M € (i, Ati si, y solo si, Exts(A, Lj(M)) = 0, para cada 1 <
j < mycada A € A Por lo que, la implicacién (1)=-(2) se sigue del
Lema Por otra parte, supongamos (2) y sea 1y como en (4.0.I). En-
tonces, Ext}(A, L;(M)) = 0, paracada 1 < j < mycada A € A. Luego, se
sigue que 1y es Hom(A, —)-aciclico. Por lo tanto, M € S gPa, Bm)- O

Corolario 4.34. Sean m,n enteros tales que 1 < m < n y sea D una subcatego-
ria (n + 1)-cluster tilting en una categoria abeliana C. Entonces, SGP(D p .,y =
D.

Demostracion. Sea D € D. Notemos que podemos construir una sucesion
exacta corta de la forma

0—=D—=D&®D—D —0,
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150 SECCION 4.2. Relaciones de Ortogonalidad

la cual es Hom(D, —)-aciclica y Hom(—, D)-aciclica ya que Ext} (D, D) = 0.
Por lo que, se tiene la contencién

D C SGPD 1) E SGPD D m)-

Finalmente, la otra contenci6n se sigue de la Proposicién[4.33] O

Proposicién 4.35. Sean m,n enteros tales que 1 < m < n, y sea (A, B) un
par de clases de objetos, en una categoria abeliana C, con A cerrada por sumandos
directos y Exth(A, A) = 0, para cada 1 < i < n. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes, para cualquier M € SGP 5 -

(1) M e A
(2) Exté(M, M)=0paracadal <i<m.
(3) Exté(M,M) =0paracadal <i<n.
Demostracién. La prueba se sigue, como en la Proposicién usando la

Proposiciény reemplazando la condicién M € A+ por M € N, Ati.
O

Al igual que en la Proposicion el resultado se puede extender
cuando n = oo. El siguiente corolario es una generalizaciéon de [ZH11,
Proposicién 3.7].

Corolario 4.36. Sean m > 1y (A, B) un par de clases de objetos, en una cate-
goria abeliana C, con A cerrada por sumandos directos y Extg (A, A) = 0, para
todo i > 1. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes, para cualquier
M € SGP{ gy

(1) M € A

(2) Exthb(M, M) =0 paracadal <i <m.

(3) ExtL(M, M) = 0 para cada i > 1.
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Intersecciones

El propésito de esta seccion es dar la versién del Teorema en el
contexto de los objetos m-fuertemente (A, B)-Gorenstein proyectivos. Em-
pecemos con el siguiente lema.

Lema 4.37. Sean n > 1y (A, B) un par de clases de objetos, en una categoria
abeliana C, con A cerrada por coproductos finitos y Exts(A,.A) = 0, para cada
1 <4 < n. Para cualesquiera k,m enteros tales que 1 < k <m <n, ktmy
m =rk+s,con0 < s < k, usando la notacion en {4.0.1), si M € SgP‘fiB’k) N
SGP (4 p,m). entonces existen A, A" € Atales que M & A = Ly(M) & A'.

Demostracion. Se sigue usando el Lema[4.32} en lugar de la Proposicion[4.15]
en la prueba de la Proposicién[4.16] O

Observacion 4.38. En caso k | my m = kr, se tiene que
SGP ) S SIP A sm):
En efecto, esto se sigue considerando nys como en (4.0.1) y “pegdndola” r veces.

El siguiente resultado es una generalizaciéon de [ZH11) Proposicién
3.4].

Proposicion 4.39. Sean n > 1y (A, B) un par de clases de objetos, en una ca-
tegoria abeliana C, con Exté(A, A) =0, para cada 1 < i < n. Para cualesquiera
k,m enteros tales que 1 <k <m <n, ktmym=rk+s,con0<s <k,si
A es una clase pre-resolvente, entonces

SGP s NSGPam) € SGP (4 B.s)-

Demostracién. La prueba es andloga a la dada en la Proposicién reem-

plazando el Lema por el Lema O

El siguiente Teorema es una generalizacion de [ZH11) Teorema 3.5].

Teorema 4.40. Seann > 1y (A, B) un par de clases de objetos, en una categoria
abeliana C, con Exty (A, A) = 0, para cada 1 < i < n. Para cualesquiera k, m
enteros tales que 1 < k < m < n, si A es una clase pre-resolvente, entonces

SGP sk NSIPasm = SIP(as.a)

donde d denota el mdximo comiin divisor de k y m.
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152 SECCION 4.2. Intersecciones

Demostracion. La prueba hecha en el Teorema[4.19|funciona reemplazando
la Observacion por la Observacion y la Proposicién por la

Proposicién [4.39 O

Corolario 4.41. Sean n > 2y (A, B) un par de clases de objetos, en una cate-
goria abeliana C, con Ext(A, A) = 0, para cada 1 < i < n. Si A es una clase
pre—resolvente, entonces

SGP U Bn-1) VSGP sy = SGP(4B1)

En particular,

ﬂ SGP smy = SGPlas1):

m>2

Demostracion. La prueba se sigue como en el Corolario[d.20} usando el Teo-

rema O

Ejemplo 4.42. En el Ejemplo[d.29} probamos que S(1) € SGP a2 y S(1) ¢
SGP(4,8,1)- Mds aiin, la sucesion 1 considerada ahi es Hom (A, —)-aciclica, para
cada A € A, ya que A = P(Z") y n es una sucesion exacta en 2 . Por lo
que, S(1) € SGP{ B,2)- Dado que P(Z') es una clase pre—resolvente (ver el

Ejemplo [3.38] u por el Teorema obtenemos que S(1) ¢ SGP( .y, para
cualquier entero impar m > 1.

Observacion 4.43. Notemos que la implicacién contraria del Corolario no
necesariamente es cierta. En efecto, por el Corolario para cualquier subcate-
goria (n+1)-cluster tilting de C, tenemos que el par (A, B) := (D, D) satisface la
igualdad en el Corolario[4.41] Sin embargo, D podria no ser una clase resolvente
(ver la Observacion [2.64).

Terminamos esta seccién mencionando algunos hechos y resultados
relacionados con subcategorias cluster-tilting, pares GP-admisibles y pa-
res de n-cotorsion.

Proposicion 4.44. Sean n > 1y D una subcategoria (n + 1)-cluster tilting de
una categoria abeliana C, con suficientes proyectivos e inyectivos. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

(1) Existe un enterom > 1 tal que SWGP p pm) = SGP (pDm)-
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(2) D="P(C) =Z(C).

En particular, si alguna de las condiciones anteriores se cumple, entonces C es
una categoria de Frobenius.

Demostracion. (1)=(2): Por la Observacion4.22] tenemos las siguientes con-
tenciones
D C SGPppm)y = SWGPppm C *D.

En particular Ext(D, D) = 0, para cada i > 1. Luego, el resultado se sigue
por la Proposicion[2.63]

(2)=(1): Notemos que la inclusion SWGP (4 5m) C SGP (4,5,m) €S cier-
ta, para cualquier par de clases de objetos (A, B). Por otra parte, si D =
Z(C), cualquier objeto M € SGP p p ) satisface las condiciones en la De-
finicién Por lo tanto, se tiene la igualdad para cualquier m > 1. O

Proposicion 4.45. Sea (A, B) un par GP-admisible en una categoria abeliana C.
Entonces, para cualquier entero m > 1, se tienen las siguientes iqualdades

SGP(GP s Bm) = GPaB) = GPaBr) = SGP(GP 4 5,8 m)-

Demostracién. Sea m > 1. Por [BMS18, Teorema 3.32] tenemos que el par
(GP(4,8), B) es GP-admisible y QP%A’B) = GPgpup B = 9P ) En-
tonces,

GPaB) € SGPGP g Bm) S GPGPs B = IPAB)

por la Observaciéon (3). Por otra parte, de [BMS18, Teorema 3.34 (a)],
sabemos que el par (A, B") es GP-admisible y GP (4 5) = GP(45~) cOMO
consecuencia de [BMS18, Observacion 3.13 y Proposicion 3.16]. Finalmen-
te, el resultado se sigue aplicando la primera igualdad al par GP-admisible

(A, BY). O

Teorema 4.46. Sea (A, B) un par de clases de objetos en una categoria abeliana
C. Entonces, los siguientes enunciados se cumplen.

(1) Si (A,B) es un par GP-admisible en C y w := A N B es cerrada por su-
mandos directos, entonces

w=38G ((ii,[g’m) NB= SgP(A,B,m) nB= gP(A,B) N B’
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para cualquier entero m > 1. En particular, si gP( AB) C B, entonces

w=S8GP 4 gm) = SIPABm) =GPAB):

(2) Si m,n son enteros tales que 1 < m < ny Exth(A, A) = 0, para cada
1 <1 < n, entonces

Y ABm _ﬂn 1"4J_ mSglpAl’j’m)

En particular, si A = P(C), entonces SGP( i 1y = SGP (a,8,m), para
cualquier entero m > 1.

Demostracion. (1) Por la Observacion tenemos que
AC SGP G Bm) S SIPBm) S IPUB):

Luego, w C SgP(A,B,m) NnBC SQP(AB,m) NnBC QP(AB) N B = w, donde
la tltima igualdad se sigue de [BMS18, Corolario 3.25 y Teorema 3.32].
Por otra parte, (2) se sigue de la Proposicion [4.33] O

Corolario 4.47. Sea C una categoria abeliana, con suficientes proyectivos, y sea
B una clase de objetos en C cerrada por sumandos directos y coproductos finitos.
Entonces, para cualquier entero m > 1, se cumplen las siquientes igualdades

PC)NB=S8G P(C) B,m) NnB= QP(p(C)ﬁ) NnB.

Demostracién. Bajo las hipétesis, obtenemos que el par (P(C), B) es un par
GP-admisible, con w := P(C) N B cerrada por sumandos directos. Luego,
por Teorema obtenemos el resultado O

Corolario 4.48. Sea (A, B) un par GP-admisible en una categoria abeliana C,
conw := ANB cerrada por sumandos directos. Si (A, B) es un par de n-cotorsion
derecho y Extp (A, A) = 0paracadal < i < n,entonces S ngff" Bm) = W, para
cadal <m <n.

Demostracién. Como (A, B) es un par de n-cotorsion derecho, se sigue del
dual del Teorema2.7|que B = N*_; A*i. Por lo tanto, por el Teorema

w=DBnN SQP(AB,m) = ﬂ?zlAJ'i N SQP(ABm =8¢ ABm
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Apéndice A
Apéndice

En esta seccion recopilamos los conceptos y resultados que utilizamos
a lo largo de esta tesis dando las referencias donde pueden ser consulta-
dos.

A.1. Algebra Homolégica

Lema A.1 (Lema de la Serpiente). Sea C una categoria abeliana. Consideremos
el siguiente diagrama conmutativo y exacto en C

0—>L—>N—sM—>0
|k
0— L — >N — = M —>0

Entonces, existe una sucesion exacta en C

0 — Ker(a) — Ker(8) — Ker(y) — Coker(a) — Coker() — Coker(y) — 0.
Demostracion. Ver [Rot09, Teorema 6.12]. O

Definiciéon A.2. Sean C una categoria abeliana, con suficientes proyectivos e
inyectivos, y M € C. Consideremos

Py=---Pp . s p o (A.1.1)
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una resolucion proyectiva de M. Para cada i > 0, la i-ésima sizigia de M en Py,
la cual denotaremos por Qp (M), es

b, (M) :=Ker(fi—1).
Q(M) denotard a la clase de todas las i-ésimas sizigias de M. Esto es,
Q' (M) := {Qlp,, (M) : Py es una resolucion proyectiva de M}.

Dualmente, para cada i > 0y cada corresolucion inyectiva Ip; de M, denotare-
mos por Q' (M) a la i-ésima cosizigia de M en In; y por QM) a la clase de
todas las i-ésimas cosizigias de M.

Lema A.3 (Lema del Corrimiento). Sean C una categoria abeliana, con sufi-
cientes proyectivos e inyectivos, y k,n > 0. Se tienen los siguientes enunciados.

(1) Ext2™ (M, N) = Ext5(X, N) para todo X € Q"(M).
(2) ExtZ™ (M, N) = ExtE(M,Y) para todo Y € Q™"(N).

Demostracién. Ver [Argl7, Lema 1.33] o [Rot09, Proposicién 8.5]. O

A.2. Anillos
Definicién A.4 ([Rot09])). Sea R un anillo. Decimos que:

1. R es artiniano izquierdo (respectivamente, derecho) si R es un R-mddulo
izquierdo (respectivamente, derecho) que satisface la condicién descendente
de cadena. Es decir, decimos que un R-mdédulo izquierdo (respectivamente,
derecho) M satisface la condicion descendente de cadena si para cada cadena
descendente de submodulos

M =My M 2My2D---
existe un entero n, donde M,, = M,,;, para todo i > 1.

2. R es noetheriano izquierdo (respectivamente, derecho) si cada ideal izquier-
do en R (respectivamente, derecho) es finitamente generado.
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3. R es coherente izquierdo (respectivamente, derecho) si cada ideal izquierdo
en R (respectivamente, derecho) finitamente generado es finitamente pre-
sentado.

4. R es perfecto izquierdo si cada R-médulo tiene una cubierta proyectiva, o
equivalentemente, cada R-mddulo plano es proyectivo (ver [Bas60, Teorema

P]).
Definicién A.5. [Rot09] Sea R un anillo.
(1) La dimension global proyectiva izquierda de R es:

IpD(R) :=sup{pd(A4) : A € Mod(R)}.

(2) La dimension global inyectiva izquierda de R es:

liD(R) := sup{id(B) : B € Mod(R)}.

(3) La dimension débil izquierda de R es:
IwD(R) := sup{fd(A) : A € Mod(R)}.

donde pd(A), id(A) y fd(A) denotan la dimension proyectiva, inyectiva y plana
de A, respectivamente.

Teorema A.6. [Rot09, Teorema 8.14] Para cualquier anillo R se tiene [pD(R) =
IiD(R).

Teorema A.7. [Rot09, Teorema 8.19] Para cualquier anillo R se tiene IwD(R) =
IwD(ROP).

Definiciéon A.8. [Rot09] Sea R un anillo.

(1) La dimension global izquierda de R es:
ID(R) := IpD(R) = liD(R).
(2) La dimension débil de R es:
wD(R) := IwD(R) = IwD(RP).
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A.3. Conjeturas Homolégicas

Sea A una k-algebra de dimension finita sobre un campo algebraica-
mente cerrado k. Denotamos por mod(A) a la categoria de A-mdédulos iz-
quierdos finitamente generados. Denotamos por D = Homy(—, k) la dua-
lidad estdndar con respecto al campo. Entonces D(A 4) es un cogenerador
inyectivo para mod(A). Sea Z C mod(A) la subcategoria plena que contie-
ne a los A-médulos inyectivos finitamente generados. Sea K*(Z) la cate-
goria de homotopia de complejos acotados sobre Z. Sea D’(A) la catego-
rfa derivada de complejos acotados sobre mod(A). Consideramos K°(Z)
como una subcategoria plena de D’(A). Definimos K°(Z)'0 = {X €
D*(A) | Hom(I, X) = 0, para todo I € K*(Z)}.

Lo siguiente es una lista que muestra la conocida jerarquia de algunas
de las conjeturas homoldgicas.

(1) Conjetura de Auslander: Sea M € mod(A). Entonces, existe algtn
nyr > 0 tal que cumple lo siguiente: Supongamos que para N €
mod(A) existe nys n > 0 tal que Ext’(M, N) = 0 para todo i > njs n-
Entonces, Ext’(M, N) = 0 para todo i > nyy. (result6 ser falsa, ver
[Sma06]).

(2) Conjetura de la dimensién finitista pequefia:

findim (A) := sup{pd(M) : M € mod(A) y pd(M) < oo} < oo.

(3) Conjetura del anulamiento: K*(Z)*0 = 0.

(4) La condicién de Nunke: Para un A-médulo M, existe i > 0 tal que
Ext’y (D(A4), M) # 0.

(5) Conjetura de Nakayama generalizada: Para un A-mdédulo simple

S, existe i > 0 tal que ExtY(D(A4),S) # 0.

(6) Conjetura de Nakayama: Si en una resolucién inyectiva minimal de
A
0-A—>Iy—>1H—- -

todos los I; son proyectivos, entonces A es una algebra autoinyecti-
va.

158



APENDICE A. A.4. MODULOS 159

Para un anillo R, denotamos por (A, B) (respectivamente, (A<, B<>))
al par de cotorsion cogenerado por la clase P(R)" (respectivamente, P(R)"N
FPoo(R)).

Teorema A.9. [CEGI12| Teorema 3.2] Para un anillo R y un niimero natural n,
las siquientes afirmaciones son equivalentes.

(1) Findim (R) < n.

(2) pd(A) <n,paracada A € A.

(3) coresdimp(M) < n, para cada M € Mod(R).
(4) coresdimp(R®)) < n.

Teorema A.10. [[CEG12| Teorema 3.4] Para un anillo R y un niimero natural n,
las siquientes afirmaciones son equivalentes.

(1) FPfindim (R) < n.
(2) pd(A) < n, para cada A € A<,
(3) coresdimp<e (M) < n, para cada M € Mod(R).

(4) coresdimp<oo (R(®) < n.

A.4. Mébdulos
Definicién A.11. [Rot09] Sean R un anillo. Decimos que:
(1) M € Mod(R°P) es plano si M ® g O es un funtor exacto; esto es, si
0B 4%BLB" =0
es una sucesion exacta de R-mddulos izquierdos, entonces

0= MorB "' MeorB"S? M or B =0

es una sucesion exacta de grupos abelianos.
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160 SECCION A.4. Médulos n-fuertemente Gorenstein projectivos

(2) M € Mod(R) es finitamente presentado si existe una sucesion exacta
R — R"— M — 0,
conn,m € N,

Definicion A.12. [Rof09] Un anillo R tiene la condiciéon IBN (invariant basis
number) si R™ = R" como R-mddulos implica m = n. Si R satisface la condi-
cion IBN, entonces el niimero de elementos en una base de un R-médulo libre F
es llamado el rango de F' y es denotado por rank(F").

Médulos n-fuertemente Gorenstein projectivos

Definicién A.13. [BMO09, Definicion 2.1] Sean R un anillo y n un entero positi-
vo. Un R-médulo M es n-fuertemente Gorenstein proyectivo (o un R-médulo
n-SGP) , si existe una sucesion exacta de R-médulos

n:0—-M-—-PFP,—.---—P—-M—=0,

donde cada P; es proyectivo y tal gue Homp(n, Q) permanece exacto siempre que
Q sea un R-mddulo proyectivo. Denotamos por n-SGP(R) a la subcategoria de
Mod(R) que consiste de los R-mddulos n-fuertemente Gorenstein proyectivos.

Teorema A.14. [BMS18| Teorema 3.5]
m-SGP(R) Nn-SGP(R) = (m,n)-SGP(R)
donde (m,n) denota el mdximo comziin divisor de m y n.

Proposicién A.15. [BMS18, Proposicion 3.7] Sean R un anillo,n > 1y M €
Mod(R) un R-médulo n-fuertemente Gorenstein proyectivo. Entonces, los si-
guientes enunciados son equivalentes.

(1) M es proyectivo.
(2) Extin(M, M) = 0 para cualquier i > 1.
(3) Extih(M, M) = 0 para cualquier 1 < i < n.

Teorema A.16. [ZH11), Teorema 3.9] Para cualquier anillo R, M € Mod(R) y
n > 1, los siguientes enunciados son equivalentes.
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(1) M es n-fuertemente Gorenstein projectivo.

(2) Existe una sucesion exacta

o-MIup e, IR o,

en Mod(R), con P; proyectivo, para cualquier 0 < i < n — 1, tal que
;" , Im f; es 1-fuertemente Gorenstein proyectivo.

(3) Existe una sucesion exacta

o-MIvp e, IR P,

en Mod(R), con P; proyectivo, para cualquier 0 < i < n — 1, tal que
;" , Im f; es Gorenstein proyectivo.

(4) Existe una sucesion exacta

o-MIvp e, IR o,

en Mod(R), donde P; tiene dimension proyectiva finita, para cualquier
0 <i<n—1,tal que @; | Im f; es 1-fuertemente Gorenstein proyectivo.

(5) Existe una sucesion exacta

osMIp, b s P I Py L o,

en Mod(R), donde P; tiene dimensién proyectiva finita, para cualquier
0<i<n-—1,tal que @?:1 Im f; es Gorenstein proyectivo.

Corolario A.17. [ZHT1], Corolario 3.6]
n-SGP(R) N (n+ 1)-SGP(R) = 1-SGP(R).

En particular,

() n-SGP(R) = 1-SGP(R).

n>2
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A.5. Objetos Gorenstein relativos en categorias abe-
lianas

Definicion A.18. [BMS18, Definicion 3.1] Un par (X,)) de clases de objetos,
en una categoria abeliana C, es GP-admisible débil si pdy,(X) = 0y X' es X-
epic en C (esto es, si para cualquier C € C existe un epimorfismo X — C' con
X € X). Siademds, el par (X,Y) satisface las siguientes dos condiciones

(a) Xy Y son cerradas por coproductos finitos en C, y X es cerrada por exten-
siones;
(b) w:= X NY esun cogenerador en X;
decimos que (X,)) es GP-admisible.

Observacién A.19. [BMS18, Observacién 3.13] Para cualquier (X,)) C C?,
se tiene que WGP (x y) = WGP (x yn).

Proposicion A.20. [[BMS18, Proposicion 3.16] Sea (X, Y) un par GP-admisible
débil en una categoria abeliana C. Entonces, para M € C, las siguientes condicio-
nes son equivalentes.

(ﬂ) M € QP(X,y).

(b) M € 1Yy existe una sucesion exactae : 0 — M — X% = X! — ...,
con X' € X y tal que € es Hom(—, Y')-aciclico, para cualquier Y € ).

(C) M e ngp()(7y).

Corolario A.21. [BMS18| Corolario 3.25] Sean (X,Y) un par GP-admisible en
una categoria abeliana C y w := X N Y. Entonces, los siguientes enunciados son
ciertos.

(a) La clase w es cerrada por extensiones, un cogenerador relativo GP (x y)-
inyectivo en GP x y) y idy(w) = 0.
(b) Siw es cerrada por sumandos directos en C, entonces w = Y N WGP, y).

Teorema A.22. [BMS18, Teorema 3.32] Sean (X,Y) un par GP-admisible en
una categoria abeliana C y w := X N Y. Entonces, el par (QP(XQ;),J?) es GP-
admisible y

WGP xy) = WGP wy) = GPxy) = GPlry) = WGPy y)-
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Corolario A.23. [BMS18| Corolario 3.33] Si (X, )) es un par GP-admisible en

una categoria abeliana C, entonces GP x y) es una subcategoria gruesa izquierda
de C.

Teorema A.24. [BMS18, Teorema 3.34] Para un par GP-admisible (X,Y) en
una categoria abeliana C y w := X N Y, los siguientes enunciados se cumplen.

(a) Los pares (GP(x y), V), (GPxyy,w) y (X, V") son GP-admisibles.

(b) Sea Y cerrada por sumandos directos en C'y Y C GP (x y). Entonces,
(QP( X)) Y) es un par de Frobenius izquierdo, los elementos en ) son su-
mandos directos de objetos en X y V" es una subcategoria gruesa derecha.

(c) Siw es cerrada por sumandos directos en C, entonces GPxyyNY =w.
(d) Si Y™ wy X NY" son cerradas por sumandos directos en C, entonces
GPxy) =GPy Y GPaynY =w=xnY"
Corolario A.25. [BMS18, Corolario 4.15] Sea (X,Y) un par GP-admisible en
una categoria abeliana C. Entonces, los siguientes enunciados son ciertos.
(a) SiY es cerrada por sumandos directos en C, entonces
(a1) Gpd(y y)(M) = pdy(M) = pdy (M), para cualquier M € QP?X’J,),
(a2) gtpé\x,y) N L.y = gP(x,y) = gPE\X,y) N L(y/\).
(b) Siw:= X NY es cerrada por sumandos directos en C, entonces

(b2) Gpd(x y)(M) = resdim,, (M) = pd, (M) = pd,» (M), para cual-
quier M € w”,

(03) GPx )" = wy GP(y y)Nw = GPxy) = GPy 3N (W").
(c) Si X es GP-inyectivo y cerrada por sumandos directos en C, entonces

(c1) Gpd(x y)(M) = resdimy (M) = pdy (M) = pdys (M), para cual-
quier M € X",

(c2) g,P(X’y) NN =X.
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A.6. Pares de Cotorsion

Lema A.26 (Lema de Garcia-Rozas). Sean C una categoria abeliana, con sufi-
cientes proyectivos e inyectivos, y (A, B) un par de cotorsion en C. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) A es resolvente,
(2) B es corresolvente,

(3) ExtiC(A,B) =0paratodoi >1, Ac Ay B e B.

Demostracién. Ver [Argl7, Lema 2.19] o [Gar99]. O

A.7. Teoria de Auslander-Buchweitz

Definicién A.27. Sea (X,w) un par de clases de objetos en una categoria abelia-
na C. Se dice que w es X-inyectivo si Exth(X,w) = 0 para i > 1. Decimos que
w es un cogenerador relativo en X si w C X y para cualquier X € X existe una
sucesion exacta corta

0=-X—-W-—=X —0,

con W € wy X' € X. Dualmente, tenemos la nocion de X-proyectivo y genera-
dor relativo en X.

Pares de Frobenius en categorias abelianas

Definicién A.28. [BMPS19, Definicién 3.4] Sea S una categoria gruesa de una
categoria abeliana C, y F y G dos subcategorias de S (pensadas como categorias
exactas). Decimos que (F,G) es una par de S-cotorsion izquierdo en C si
F = 115G .= 111G N Sy si para cada objeto S € S existe una sucesion exacta
corta

0—-G—>F—=5—0,

con F € Fy G € G. Similarmente, tenemos las definiciones de par de S-
cotorsion derecho en C. Finalmente, (F,G) es un par de S-cotorsién si es
ambos un par de S-cotorsion izquierdo y derecho en C.
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Teorema A.29. [BMPS19, Teorema 5.4] Sea C una categoria abeliana. Conside-
remos las siguientes clases de objetos en la categoria C?:

§ = {(X,w) : (X¥,w) es un par de Frobenius izquierdo en C},
¢ := {(A,B) : (A, B) es un contexto débil izquierdo AB en C},
B :={(F,G) : (F,G) es un par de Thick(F)-cotorsién en C con idr(G) = 0}.
Entonces, las siguientes condiciones se cumplen:
(1) Existe una correspondencia biyectiva
® : F — €dada por (X,w) — (X,w"),

con inversa

U : € — §dada por (A, B) — (A, AN B).

(2) ¢ =P,
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corresolvente, 4] inyectiva, 35|

cubriente, inyectiva relativa a,

envolvente, 3] proyectiva, B5]

pre-corresolvente, @ proyectiva relativa a,

pre-resolvente, corresolucion,

precubriente, deébil,

precubriente especial, Ding proyectiva, 1]

preenvolvente, global,

preenvolvente especial, global absolutamente pura,

resolvente, [4] global inyectiva,
cogenerador relativo, global proyectiva,[157]
compatible, Gorenstein inyectiva, [13]

derecha, Gorenstein plana,

izquierda, Gorenstein proyectiva, [12]
complejo plana,

con términos en, [61] resolucion,

ortogonal grado a grado,
complemento ortogonal total
derecho,

Hom interno, [61]

Lema

izquierdo, de la Serpiente, [155]
contexto del corrimiento, [156

AB débil derecho, {100 Garcia Rozas, [T64]

AB débil izquierdo,

AB derecho, [T00] moédulo

AB izquierdo, n-SGP,[127,[160]
corresolucién, FP,-inyectivo, @]
corte mas grande, absolutamente puro, 124

derecho, finitamente n-presentado, 116

izquierdo, absolutamente puro,
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Ding inyectivo, 0] AB débil izquierdo,
Ding proyectivo, [40] propiedad de factorizacion tnica, 20|
finitamente presentado, {160 »
Gorenstein inyectivo, [T2] resolucion,
Gorenstein plano, subcategorfa

Gorenstein proyectivo, [12]
plano, 159

objeto
m-SgP(A,B), 143
m'Sg t(?i78), 148

m-SWGP (45,128

par
GP-admisible,

GP-admisible débil,

par de
cotorsién cogenerado, (116
S-Frobenius derecho,
S-Frobenius izquierdo,
n-cotorsion, [7]
n-cotorsién derecho, [7]
n~-cotorsién hereditario,
n-cotorsién izquierdo, [7]
cotorsién completo, [6]
cotorsion cortado,

cotorsién derecho completo, |§|
cotorsion derecho cortado,

cotorsion hereditario,

m-cluster tilting,
m-rigida,

sucesién exacta pura, [49]
suficientes X-objetos,

cotorsion izquierdo completo, 6]
cotorsién izquierdo cortado,

Frobenius derecho,

Frobenius derecho fuerte,

Frobenius izquierdo,

Frobenius izquierdo fuerte,

precontexto
AB débil derecho, [100
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