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Índice general

Introducción III

1. Formalismo de helicidad 1
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Introducción

Este trabajo aborda una nueva aproximación al cálculo de las amplitudes de dispersión a nivel
árbol. Se introduce el formalismo de helicidad, el cual es la base de este método y se apoya, en
lugar de los usuales espinores de Dirac, de espinores de Weyl construidos a partir de los anteriores.
Las amplitudes bajo este formalismo utlizan sólo estados f́ısicos externos que estén on-shell y se
basa en que los campos de esṕın 1 transforman en la representación

(
1
2 ,

1
2

)
del grupo de Lorentz

por lo que estos campos quedan simbolizados por biespinores (pȧb). En lugar de trabajar con cam-
pos espinoriales, los objetos con los que se construye este formalismo son espinores constantes de
valores reales o complejos llamados espinores de helicidad, es decir, dobletes transformando en las
representaciones

(
1
2 , 0
)

y
(
0, 12
)

del grupo de Lorentz, por lo cual ya no hay dependencia de las
coordenadas xµ, es decir, no hay localidad. Dichas amplitudes son muy espećıficas, pues sólo se to-
man en cuenta procesos entre gluones en una teoŕıa N = 4 SYM (sin considerar la supersimetŕıa)
que entran en una clasificación de vértices de máxima violación de helicidad, que por sus siglas
en inglés se conocen como MHV; estos vértices son aquellos que tienen la primer configuración de
helicidad no trivial que da un valor para la amplitud distinto de cero. Tales configuraciones están
regidas por el ordenamiento de color de los gluones.

Los vértices MHV dan lugar a construir funciones que se denominan on-shell, las cuales como
su nombre lo dice toma de bloques los estados on-shell de las part́ıculas que las componen. En
particular dentro de toda la gama de este tipo de funciones se toman las descritas por Britto, Ca-
chazo, Feng y Witten, es decir las relaciones BCFW [1, 2], las cuales consisten en reescribir un par
de las variables de momento como cantidades complejas creando subamplitudes en los vértices de
las amplitudes MHV. Todo este proceso da lugar a un fórmula que hace el cálculo de amplitudes
de n−gluones a nivel árbol muy sencillas comparado con el método usual que utiliza las reglas de
Feynman y las variables de Mandelstam; dicha fórmula recide el nombre de fórmula de Parke-Taylor.

Lo interesante de contar con esta forma de calcular las amplitudes más allá de simplificar los
cálculos con la fórmula mencionada anteriormente, es poder observar una simetŕıa que de otra
manera seŕıa algo complicada: la simetŕıa dual conforme. Para lograr describir esto es necesario uti-
lizar coordenadas duales, las cuales se definen a partir de diferencias de momentos de las part́ıculas
involucradas en el proceso que se quiere describir, creando con éstas un poĺıgono en el espacio
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dual el cual brinda de una relación ćıclica entre las coordenadas que nace a partir de lo que en el
espacio on-shell seŕıa la condición de conservación de momento. Los generadores de esta simetŕıa
son los mismo que se encuentran en la simetŕıa de Poincaré añadiendo además una transformación
conocida como inversión, la cual al aplicarla a la amplitud MHV de Parke-Taylor se descubre una
propiedad de éstas que, tentativamente, no existe en otros tipos de amplitudes de gluones en la
parte no supersimétrica de N = 4 SYM.



Caṕıtulo 1

Formalismo de helicidad

1.1. Los grupos de Lorentz y Poincaré.

Debido a su relación con la relatividad especial, una teoŕıa cuántica de campos debe permanecer
invariante ante transformaciones bajo el grupo de Lorentz O(1, 3) y en particular, al buscar que la
teoŕıa sea unitaria, bajo el subgrupo cuyos elementos tienen determinante igual a uno, SO(1, 3).
Las transformaciones de Lorentz actúan sobre los elementos del espacio xµ = (t, x, y, z) mediante
matrices Λ que preservan la métrica g de la forma

gµνΛµρΛ
ν
σ = gρσ. (1.1)

En el caso de la relatividad especial g es la métrica de Minkowski, la cual se escribe como gµν =
ηµν = diag(−1,+1,+1,+1).

De la ecuación (1.1) se tiene inmediatamente que Λ ρ
ν Λνσ = δρσ, mientras que por definición se

debe cumplir que (Λ−1)ρνΛνσ = δρσ. Por lo tanto:

(Λ−1)ρν = Λ ρ
ν . (1.2)

Infinitesimalmente, las matrices Λ se escriben de la forma Λµν = δµν+ωµν+O(ω2) con un tensor
antisimétrico ωµν = −ωνµ. Por otra parte, los generadores de la simetŕıa se representan con opera-
dores unitarios U (Λ), que de manera infinitesimal se escriben como U (1 +ω) = 1 + i

2ωµνM
µν con

los operadores Hermitianos Mµν = −Mνµ actuando en el espacio de Hilbert de la teoŕıa cuántica
de campos en cuestión. Estos son los generadores del grupo de Lorentz [3, 4].

Los operadores U cumplen:

U (Λ)U (Λ′) = U (ΛΛ′) , U (Λ)−1U (Λ′)U (Λ) = U (Λ−1Λ′Λ).

Tomando el lado izquierdo de la segunda igualdad, con Λ′ = 1 + ω′, se tiene que:

1



2 CAPÍTULO 1. FORMALISMO DE HELICIDAD

U (Λ)−1U (1 + ω)U (Λ) = U (Λ)−1(1 +
i

2
ω′µνM

µν)U (Λ) = 1 +
i

2
U (Λ)−1ω′µνM

µνU (Λ).

Mientras que para el lado derecho:

U (Λ−1(1 + ω′)Λ) = U (1 + Λ−1ω′Λ) = 1 +
i

2
(Λ−1)ρµω

′
ρσΛσνM

µν .

Igualando la última parte de los dos desarrollos anteriores y tomando en cuenta que se satisface
(1.2) aśı como el hecho de que ω′µν es antisimétrico, se tiene finalmente que:

U (Λ)−1MµνU (Λ) = ΛµρΛ
ν
σM

ρσ. (1.3)

Debido a lo cual cada componente de M se transforma con su propia Λ, por lo que se puede deducir
la existencia de un P que satisfaga una relación similar pero cambiando con una única Λ.

U (Λ)−1PµU (Λ) = ΛµνP
ν . (1.4)

Los Pµ son llamados operadores de momento (donde P 0 es el Hamiltoniano y los P i son los com-
ponentes del vector de momento de tres dimensiones) y fungen como los generadores del grupo de
traslaciones, los cuales junto con los Mµν del grupo de Lorentz, generan el grupo de Poincaré.

Tomando Λ = 1 + ω con ω arbitrario se obtienen las relaciones de conmutación para los gene-
radores M y P :

[Mµν ,Mρσ] = i(gνρMµσ + gµσMνρ − gνσMµρ − gµρMνσ), (1.5)

[Mµν , P σ] = i(gµσP ν − gνσPµ), (1.6)

[Pµ, P ν ] = 0. (1.7)

Con lo anterior se definen los operadores de momento angular Ji ≡ 1
2εijkM

jk y los boosts
Ki ≡M i0 y mediante (1.5) y (1.6) se obtienen las siguientes relaciones:

[Ji, Jj ] = iεijkJk,

[Ji,Kj ] = iεijkKk,

[Ki,Kj ] = −iεijkJk,
[Ji, P0] = 0,

[Ji, Pj ] = iεijkPk,

[Ki, P0] = iPi,

[Ki, Pj ] = iδijP0.

Estas últimas relaciones forman el álgebra de Poincaré.



1.2. ESPINORES. 3

Las representaciones irreducibles del grupo de Lorentz pueden construirse a partir de las repre-
sentaciones irreducibles de SU(2). A partir de los generadores Ji y Kj se construyen:

J+
i ≡

1

2
(Ji + iKi), J−i ≡

1

2
(Ji − iKi),

los cuales satisfacen:

[J+
i , J

+
j ] = iεijkJ

+
k ,

[J−i , J
−
j ] = iεijkJ

−
k ,

[J+
i , J

−
j ] = 0.

Las relaciones de conmutación anteriores indican que el álgebra de Lie del grupo de Lorentz
tiene dos subálgebras:

su(1, 3) = su(2)⊕ su(2),

en donde cada representación irreducible de su(2) está representada por un número semientero j.
Las representaciones del grupo de Lorentz están representadas por dos números semienteros m,n,
en donde la representación (m,n) tiene (2m+1)(2n+1) grados de libertad. Dado que Ji = J+

i +J−i ,
se tienen como valores restringidos de esṕın j a |m− n|, |m− n|+ 1, . . . ,m+ n [5].

Las siguientes son las representaciones más usadas:

(
0, 0
)

= escalar,(
1
2 , 0
)

= espinor izquierdo,(
0, 12
)

= espinor derecho,(
1
2 ,

1
2

)
= vector.

1.2. Espinores.

En analoǵıa con el caso escalar, en donde se tiene que un campo transfoma como:

U (Λ)−1ϕ(x)U (Λ) = ϕ(Λ−1x),

se puede escribir una relación similar para un campo vectorial Aµ agregando una matriz Λ a la
transformación aśı como en (1.4):

U (Λ)−1Aµ(x)U (Λ) = ΛµνA
ν(Λ−1x). (1.8)
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Como en el caso vectorial, también se puede escribir un campo espinorial ψ que se transforme
siguiendo las mismas reglas. Para comenzar, se considerará a ψ en la representación (12 , 0), es decir
será tratado como un espinor izquierdo. Partiendo de lo más general, dicho campo se transformaŕıa
con alguna combinación de las matrices L b

a (Λ) de la siguiente forma:

U (Λ)−1ψaU (Λ) = L b
a (Λ)ψb(Λ

−1x), (1.9)

donde las matrices L b
a están también en la repesentación (12 , 0).

Una propiedad con la que cumplen estas matrices es la llamada regla de composición de grupo
L b
a (Λ′)L c

b (Λ) = L c
a (Λ′Λ). Para una transformación infinitesimal se tiene

L b
a (1 + ω) = δ b

a +
i

2
ωµν(SµνL ) b

a , (1.10)

donde (SµνL ) b
a = (SνµL ) b

a es un conjunto de matrices de 2× 2 que obedecen (1.5). Aplicando esto a
(1.9) se tiene la siguiente relación de comutación:

[ψa(x),Mµν ] = −i(xµ∂ν − xν∂µ)ψa(x) + (SµνL ) b
a ψb(x). (1.11)

Dado queM ij = εijkJk y evaluando (1.11) en xµ = 0 se tiene que εijk[ψa(0),Mµν ] = (SijL ) b
a ψb(0),

de donde se define: (SijL ) b
a = 1

2ε
ijk(σk)

b
a , con σk las tres matrices de Pauli:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

En cambio, si se hace un tratamiento similar partiendo de los boosts Kk = Mk0 se llega a que
(Sk0L ) b

a = 1
2 i(σk)

b
a . En general:

(SµνL ) b
a =

i

4
(σµσ̄ν − σν σ̄µ) b

a , (1.12)

con (σµ)aḃ = (1, σi)aḃ, (σ̄µ)ȧb = (1,−σi)ȧb.

Ahora, es sabido que la conjugación hermı́tica intercambia las dos álgebras su(2) que com-
prenden el álbegra de Lie del grupo de Lorentz, por lo que al conjugar el espinor izquierdo ψa se
obtiene un ψ†ȧ en la representación

(
0, 12
)
, es decir, un espinor derecho. Dicho campo transforma

bajo Lorentz como:

U (Λ)−1ψ†ȧ(x)U (Λ) = R ḃ
ȧ (Λ)ψ†

ḃ
(Λ−1x), (1.13)

donde la matriz R en
(
0, 12
)

juega el mismo papel que L en
(
1
2 , 0
)

transformando análogamente a

(1.10) pero con una matriz (SµνR ) ḃ
ȧ tal que (SµνR ) ḃ

ȧ = −(SνµR ) ḃ
ȧ . Como en el caso (1.11) para xµ = 0

se tiene:
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[ψ†ȧ(0),Mµν ] = (SµνR ) ḃ
ȧ ψ
†
ḃ
(0). (1.14)

Al conjugar esta ecuación se obtiene: [Mµν , ψa(0)] = [(SµνR ) ḃ
ȧ ]∗ψb(0), la cual al compararlo con

(1.11) es notorio que se debe sarisfacer que (SµνR ) ḃ
ȧ = −[(SµνL ) b

a ] donde ahora:

(SµνR )ȧ
ḃ

= − i
4

(σ̄µσν − σ̄νσµ)ȧ
ḃ
. (1.15)

Con esta última igualdad y (1.12) se puede armar una matriz:

Sµν ≡

(
+(SµνL ) b

a 0

0 −(SµνR )ȧ
ḃ

)
=
i

4

(
(σµσ̄ν − σν σ̄µ) b

a 0

0 (σ̄µσν − σ̄νσµ)ȧ
ḃ

)
. (1.16)

Esta matriz es una representación del álgebra de Lorentz que será retomada más adelante.

1.2.1. Ecuación de Dirac.

Para construir un Lagrangiano a partir de dos campos espinoriales izquierdos ψi,a (con i = 1, 2
y a el ı́ndice espinorial) se requeriere que dicha expresión sea invariante bajo transformaciones de

Lorentz y que sea hermitiano, también debe ser cuadrático en ψi,a y ψ†i,a para que la ecuación de mo-
vimiento sea lineal y con soluciones de onda plana, esto último para poder describir part́ıculas libres.

Para esto se buscan términos sin derivadas y en este caso los candidatos obvios son

1

2
mψai ψi,a =

1

2
mεabψi,bψi,a,

1

2
m∗ψ†ȧi ψ

†
i,ȧ =

1

2
m∗εȧḃψ†

i,ḃ
ψ†i,ȧ, (1.17)

donde se entiende que hay una suma impĺıcita al repetirse los ı́ndices y se agregaron los términos
constantes 1

2m,
1
2m
∗ a ψai ψi,a y ψ†ȧi ψ

†
i,ȧ respectivamente pues estos representan términos cinemáti-

cos y por lo tanto deben ir acompañados de un término de masa.

Ahora se busca un término con derivadas que cumpla hermiticidad. Tomando para tal fin:

iψ†i,ȧ(σ̄
µ)ȧb∂µψi,b, (1.18)

se tiene:

(iψ†i,ȧ(σ̄
µ)ȧb∂µψi,b)

† = −i(∂µψ†i,ḃ)(σ̄
µ)ḃaψi,a

= iψ†i,ȧ(σ̄
µ)ȧb∂µψi,b − i∂µ(ψ†

i,ḃ
(σ̄)ḃaψi,a).

Es notorio que el segundo término de la última igualdad estorba para la hermiticidad, sin
embargo también lo es el hecho de que es una divergencia total, por lo que no contribuirá en el
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lagrangiano. Por lo tanto se puede concluir que (1.17) y (1.18) son términos que conforman el
lagrangiano, en el cual, si por simplicidad se toma m = m∗, queda como:

L = iψ†i,ȧ(σ̄
µ)ȧb∂µψi,b −

1

2
mψai ψi,a −

1

2
mψ†ȧi ψ

†
i,ȧ. (1.19)

Se definen los campos auxiliares

χa ≡
1√
2

(ψ1,a + iψ2,a), ξa ≡
1√
2

(ψ1,a − iψ2,a), (1.20)

con los cuales el lagrangiano (1.19) se reescribe como:

L = iχ†ȧ(σ̄
µ)ȧb∂µχb + iξ†ȧ(σ̄

µ)ȧb∂µξb −mχbξb −mχ†ȧξ†ȧ. (1.21)

El siguiente paso es utilizarlas ecuaciones de Euler-Lagrange para hallar la ecuación de movi-
miento:

0 = −∂L

∂χ†ȧ
= −i(σ̄µ)ȧb∂µχb +mξ†ȧ, (1.22)

0 = −∂L

∂ξa
= −i(σµ)aḃ∂µξ

†ḃ +mχa. (1.23)

Se pueden escribir las ecuaciones (1.22) y (1.23) en una sola con ayuda de matrices de la siguiente
manera:

0 =

 mδ ba −i(σµ)aḃ∂µ

−i(σ̄µ)ȧb∂µ mδȧ
ḃ


χb
ξ†ḃ

 =

−i
 0 (σµ)aḃ

(σ̄µ)ȧb 0

 ∂µ +m1


χb
ξ†ḃ

 , (1.24)

donde γµ ≡
(

0 (σµ)aḃ
(σ̄µ)ȧb 0

)
y Ψ ≡

(
χb

ξ†ḃ

)
son las matices y el campo de Dirac, respectivamente.

Con ayuda de las dos definiciones anteriores se puede reescribir (1.24) como:

(−iγµ∂µ +m)Ψ = 0, (1.25)

ésta es la ecuación de Dirac.

Tomando el conjugado hermitiano de Ψ: Ψ† ≡ (χ†ȧ , ξ
a) se construye Ψ̄ ≡ Ψ†β = (ξa , χ†ȧ)

donde β ≡
(

0 δȧċ
δ ca 0

)
. Cabe mencionar que la distinción entre las matrices β y γ0 es solamente la

estructura de ı́ndices. Con lo anterior (1.21) queda escrito como:
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L = Ψ̄(iγµ∂µ −m)Ψ, (1.26)

y aśı como para Ψ se satisface la ecuación de Dirac (1.25), para Ψ̄ se cumple la ecuación adjunta
de Dirac:

i∂µΨ̄γµ +mΨ̄ = 0. (1.27)

Las matrices γµ cumplen con un álgebra. La relación de conmutación que satisfacen es:

{γµ, γν} = 2gµν , (1.28)

donde, al definirse (J ρσ)µν = i(gµρδσν − δρνgµσ), se cumple con esta propiedad: [γµ, Sρσ] =
(J ρσ)µνγν la cual se puede leer de manera equivalente como:

(1 +
i

2
ωρσS

ρσ)γµ(1− i

2
ωαβS

αβ) = (1− i

2
ωρσJ

ρσ)µνγ
ν , (1.29)

con Sρσ definida en (1.16) la cual, ahora que se tienen las matrices γµ, se puede reescribir en térmi-
nos de éstas de la forma: Sµν = i

4 [γµ, γν ].

Definiendo Λ 1
2

= exp(− i
2ωµνS

µν), a la ecuación (1.29) se le puede aproximar por:

Λ−11
2

γµΛ 1
2

= Λµνγ
ν , (1.30)

donde Λ 1
2

es la representación espinorial de la transformación de Lorentz Λ que permite transformar

los campos como: Ψ→ Λ 1
2
Ψ y Ψ̄→ Ψ̄Λ−11

2

, con lo cual se puede comprobar la invarianza de Lorentz

de las ecuaciones (1.25) y (1.27). Para la primera de éstas:

[iγµ∂µ −m]Ψ(x) → [iγµ(Λ−1)νµ∂ν −m]Λ 1
2
Ψ(Λ−1x)

= Λ 1
2
Λ−11

2

[iγµ(Λ−1)νµ∂ν −m]Λ 1
2
Ψ(Λ−1x)

= Λ 1
2
[iΛ−11

2

γµΛ 1
2
(Λ−1)νµ∂ν −m]Ψ(Λ−1x)

= Λ 1
2
[iΛµσγ

σ(Λ−1)νµ∂ν −m]Ψ(Λ−1x)

= Λ 1
2
[iγν∂ν −m]Ψ(Λ−1x)

= 0.

Y para la ecuación anjunta se logra lo mismo con un procedimiento análogo.

Finalmente, al considerar ondas planas como solución de la ecuación de Dirac, se tiene que Ψ y
Ψ̄ deben ser de la forma:
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Ψ(x) ∼ us(p)e
+ipx + vs(p)e

−ipx,

Ψ̄(x) ∼ ūs(p)e
−ipx + v̄s(p)e

+ipx,

donde el momento p está on-shell, es decir, satisface que: p2 ≡ pµpµ = −m2 y s = ± representa el
esṕın si se elige una base en la cual estos espinores son los eigenestados de la componente z de la
matriz de esṕın.

Si se quiere resolver (1.25) se necesita que:

(/p+m)us(p) = 0, (−/p+m)vs(p) = 0, (1.31)

aśı como para (1.27):

ūs(p)(/p+m) = 0, v̄s(p)(−/p+m) = 0, (1.32)

con /p ≡ γµpµ. Estas ecuaciones son la mismas ecuaciones de Dirac y adjunta de Dirac pero en el
espacio de momentos y cada una de estas tiene dos soluciones independientes identificadas con el
sub́ındice s.

En su forma de matriz la contracción γµpµ se escribe como: /p =

(
0 paḃ
pȧb 0

)
, en donde se han

definido paḃ ≡ pµ(σµ)aḃ y pȧb ≡ pµ(σ̄µ)ȧb, objetos los cuales pueden verse como dos matrices de
2× 2 cuyo determinante es un invariante de Lorentz: det p = −pµpµ = m2.

1.2.2. Ecuación de Weyl.

El enfoque que se tomará a partir de este momento es para fermiones sin masa; en este caso los
sub́ındices de los espinores u±(p) y v±(p) represetan la helicidad de la part́ıcula.

En los diagramas de Feynman los espinores u(p) y v̄(p) representan fermiones y anti-fermiones
entrantes, respectivamente, mientras que ū(p) y v(p), los salientes (ver reglas en Apéndice A). La
simetŕıa de cruce hace cambios entre fermiones y anti-fermiones aśı como entre part́ıculas entrantes
y salientes y además intercambia el signo de la helicidad, por lo que para el caso de masa cero se
tiene que estos espinores satisfacen: u± = v∓ y v̄± = ū∓ [6].

Entonces, las ecuaciones de Dirac (1.31) y (1.32) pasan a ser de la forma:

/pu±(p) = 0, /pv±(p) = 0 y ū±(p)/p = 0, v̄±(p)/p = 0, (1.33)

en donde u± y v± se escriben de manera muy conveniente como:
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v+(p) =

(
|p]a
0

)
, v−(p) =

(
0

|p〉ȧ

)
, (1.34)

ū−(p) = (0 , 〈p|ȧ), ū+(p) = ([p|a , 0). (1.35)

Por obvias razones, a los nuevos espinores [ · |, | · ], 〈 · |, | · 〉 se les llamará cuadrados y an-
gulares y estos serán tales que satisfagan un conjunto de ecuaciones que enseguida serán presentadas.

Para llegar a éstas, se toma en cuenta la forma matricial de /p en (1.33), obteniendo aśı las
llamadas ecuaciones sin masa de Weyl :

pȧb|p]b = 0, paḃ|p〉
ḃ = 0, [p|apaḃ = 0, 〈p|ȧpȧb = 0. (1.36)

1.3. Introducción al formalismo.

La helicidad es la componente del esṕın en la dirección del 3-vector de momento ~p. En el caso
de los fermiones los hay con helicidad +1/2, llamados derechos y con helicidad −1/2, llamados
izquierdos. Como ya se hizo notar en la sección anterior, todo el trabajo se hará en un contexto en
el cual las part́ıculas se traten como si no tuvieran masa. Esta aproximación es válida en un ĺımite
de enerǵıas muy altas, es decir, tomando los valores de las variables de Mandelstam mucho más
grandes que los del cuadrado de la masa de las part́ıculas [3].

Se puede elegir una base tal que en el marco de reposo los espinores u± y v± denoten los
eigenestados de la componente z de la matriz de esṕın, con lo cual ± representa el esṕın hacia
arriba o hacia abajo a lo largo del eje z. Para el caso m = 0 se tiene entonces que el sub́ındice
± denota la helicidad [6]. Con lo cual en este formalismo se pasa de trabajar con us(p) y vs(p)
a hacerlo con 〈p|ȧ, |p〉ȧ, [p|a, |p]a; dichos objetos no anticonmutan y son también conocidos como
twistores, los cuales tienen como ventaja que no es necesario conocerles una representación expĺıcita
para trabajar con ellos, es decir se pueden tomar como objetos abstractos.

1.3.1. Notación y herramientas del formalismo.

Para comenzar, los espinores cuadrados y rectangulares suben y bajan ı́ndices mediante el tensor
antisimétrico de Levi-Citiva ε:

[p|a = εab|p]b, |p]a = εab|p]b,

|p〉ȧ = εȧḃ〈p|ḃ, 〈p|ȧ = εȧḃ|p〉
ḃ.
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Por otro lado, se puede hallar una relación entre los espinores cuadrados y angulares de acuerdo
a lo siguiente:

(0 , 〈p|ȧ) = ū−(p) = v̄+(p) =

(
|p]a
0

)
= (0 , (|p]a)∗),

∴ 〈p|ȧ = (|p]a)∗ y análogamente [p|a = (|p〉ȧ)∗ para pµ real. (1.37)

Otra herramienta útil para poder utilizar este formalismo es la relación de completez:∑
s=±

us(p)ūs(p) = −/p+m,
∑
s=±

vs(p)v̄s(p) = −/p−m, [3]

donde en este caso m = 0. Es fácil ver que en la base de helicidad lo anterior se ve como:(
0 |p]a〈p|ḃ

|p〉ȧ[p|b 0

)
= −/p,

∴ paḃ = −|p]b〈p|ḃ, pȧb = −|p〉ȧ[p|b. (1.38)

Abusando de la notación se puede escribir una relación que llegará a ser útil más adelante:

−/p = |p〉[p|+ |p]〈p|. (1.39)

Como los espinores son antisimétricos se cumple que: 〈pq〉 = −〈qp〉 y [pq] = −[qp] en donde
para simplificar las cuentas ha escrito que 〈pq〉 = 〈p|ȧ|q〉ȧ y [pq] = [p|a|q]a para dos momentos pµ y
qµ. [7] Usando lo anterior y (1.38) se tiene que:

〈pq〉[pq] = −〈pq〉[qp] = −(|q〉ȧ[q|b)(|p]b〈p|ȧ) = −qȧbpbȧ
= −[qµ(σ̄µ)ȧb][pν(σν)bȧ] = −qµpν(σ̄µ)ȧb(σν)bȧ

= qµpν [−Tr(σ̄µσν)] = qµpν [2gµν ]

= 2p · q,

y como p2 = −m2
p = 0 y q2 = −m2

q = 0, entonces se puede escribir:

〈pq〉[pq] = (p+ q)2. (1.40)

En ocasiones, en los diagramas, aparecerán objetos de la forma: ūs(p)γ
µvs′(q), los cuales en el

formalismo de helicidad se ven como:

ū−(p)γµv+(q) = (0 〈p|ȧ)
(

0 (σµ)aḃ
(σ̄µ)ȧb 0

)(
|q]b
0

)
= 〈p|ȧ(σ̄µ)ȧb|q]b,

ū+(p)γµv−(q) = ([p|a 0)

(
0 (σµ)aḃ

(σ̄µ)ȧb 0

)(
0

|q〉ḃ

)
= [p|a(σµ)aḃ|q〉

ḃ,
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mientras que los casos en los que s = s′ sucederá que 〈p|ȧ(σ̄µ)ȧb|q〉b = 〈p|a(σµ)aḃ|q〉
ḃ = 0.

Ahora, sabiendo cómo se suben y bajan los ı́ndices de los twistores, se obtienen las siguientes
identidades:

〈p|ȧ(σ̄µ)ȧb|q]b = (εȧċ|p〉ċ)(σ̄µ)ȧb(εbd[q|d) = [q|d(σµ)dċ|p〉ċ.

Para mayor comodidad en los cálculos a realizar, en próximas ocasiones se abusará de la notación
escribiendo 〈p|ȧ(σ̄µ)ȧb|q]b ≡ 〈p|γµ|q] y [p|a(σµ)aḃ|q〉

ḃ ≡ [p|γµ|q〉, tal que la identidad anterior queda
escrito como:

〈p|γµ|q] = [q|γµ|p〉. (1.41)

además, por obra de (1.37):

[p|γµ|q〉∗ = [q|γµ|p〉 para pµ, qµ real. (1.42)

Con lo que se acaba de construir se puede llegar a esta importante identidad:

〈p|γµ|q]〈p′|γµ|q′] = 〈p|γµ|q][q′|γµ|p′〉 = {〈p|ȧ(σ̄µ)ȧb|q]b}{[q′|c(σµ)cḋ|p
′〉ḋ}

= 〈p|ȧ|p′〉ḋ[q′|c|q]b{(σ̄µ)ȧb(σµ)cḋ} = 〈p|ȧ|p′〉ḋ[q′|c|q]b{−2δbcδ
ȧ
ḋ
}

= −2〈pp′〉[q′q],

∴ 〈p|γµ|q]〈p′|γµ|q′] = 2〈pp′〉[qq′]. (1.43)

ésta es la identidad de Fierz.

Otra identidad útil es la identidad de Schouten. Comenzando tomando tres espinores |pi〉, |pj〉
y |pk〉, se puede escribir, para algunas a, b:

|pk〉 = a|pi〉+ b|pk〉,

aśı, 〈pipk〉 = b〈pipj〉 y 〈pjpk〉 = a〈pjpi〉. Entonces:

|pi〉〈pjpk〉 = a|pi〉〈pjpi〉 =
(
|pk〉 − b|pj〉

)
〈pjpi〉

= |pk〉〈pjpi〉 − |pj〉
(
b〈pjpi〉

)
= |pk〉〈pjpi〉 − |pj〉〈pkpi〉,

∴ |pi〉〈pjpk〉+ |pj〉〈pkpi〉+ |pk〉〈pipj〉 = 0. (1.44)
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Que al multiplicar por la izquierda por un espinor arbitrario 〈pl| se llega finalmente a lo que se
queŕıa, la identidad de Schouten [8]:

〈plpi〉〈pjpk〉+ 〈plpj〉〈pkpi〉+ 〈plpk〉〈pipj〉 = 0. (1.45)

Cabe mencionar dos cosas: la relación anterior también es válida para espinores cuadrados y
como conclusión de esta identidad se tiene algo obvio: tres vectores en un plano no pueden ser
linealmente independientes.

Ahora, en el caso de tener otro momento kµ, se tiene que:

〈p|k|q] = 〈p|ȧkȧb|q]b = 〈p|ȧ(−|k〉ȧ[k|b)|q]b = −〈pk〉[kq], (1.46)

para k2 = 0, caso contrario se tendŕıa que: 〈p|k|q] ≡ kµ〈p|γµ|q].

Una regla importante que hay que llevar al lenguaje de este nuevo formalismo es la conservación
de momentos en los diagramas de n part́ıculas. Partiendo de que pȧb = −|pi〉ȧ[pi|b, pȧb = pµ(σ̄µ)ȧb

y
∑n

i=1 p
µ
i = 0 (la regla en su forma convencional) se tiene que:

−
n∑
i=1

|pi〉ȧ[pi|b =
n∑
i=1

pȧbi =
n∑
i=1

pµi (σ̄µ)ȧb =

(
n∑
i=1

pµi

)
(σ̄µ)ȧb = 0 =⇒

n∑
i=1

|pi〉[pi| = 0.

Utilizando ahora (1.46) para cualesquiera q y k vectores tales que q2 = k2 = 0, lo anterior se ve
como:

n∑
i=1

〈qpi〉[pik] = 0. (1.47)

ésta es la regla de conservación de momento en el lenguaje de helicidad para un sistema de n-
part́ıculas [8].

Por otro lado, si se tienen todos los momentos salientes, las variables de Mandelstam quedan
definidas de la siguiente manera:

sij = −(pi + pj)
2, sijk = −(pi + pj + pk)

2, etc., (1.48)

en donde, en particular, s = 212, t = s13, u = s14.

Finalmente, en la teoŕıa de Dirac hay objetos que son llamados los vectores de polarización,
los cuales se asocian a los fotones que aparecen en alguna de las patas de los diagramas. Dichos
vectores están definidos como resultados de una corriente de Dirac Ψ̄γµΨ, es decir:
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εµ−(p; q) =
ū−(p)γµu−(q)

2
√
q · p

, εµ+(p; q) =
ū+(p)γµu+(q)

2
√
q · p

. [9]

Bajo este formalismo, dichos vectores toman la forma:

εµ−(p; q) = −〈p|γ
µ|q]√

2[qp]
, εµ+(p; q) = −〈q|γ

µ|p]√
2〈qp〉

, (1.49)

donde q 6= p es un espinor de referencia arbitrario y es justo esta arbitrariedad del momento q la
que guarda la invarianza de norma en este formalismo. Además el resultado final no dependerá de
ninguna manera de este momento auxiliar; sin embargo, una vez hecha la elección para q se deberá
mantener igual durante todo el proceso del cálculo.

En los diagramas, con estos vectores usualmente habrá una matriz de Dirac con la que se haga
contracción εµ±(p; q)γµ = /ε±(p; q). Bajo el formalismo de helicidad, esto se ve como:

/ε−(p; q) = −〈p|γ
µ|q]√

2[qp]
γµ = − 1√

2[qp]
〈p|ȧ(σ̄µ)ȧb|q]b

(
0 (σµ)cḋ

(σ̄µ)ċd 0

)
= −〈p|ȧ|q]b√

2[qp]

(
0 (σ̄µ)ȧb(σµ)cḋ

(σ̄µ)ȧb(σ̄µ)ċd 0

)
= −〈p|ȧ|q]b√

2[qp]

(
0 −2δbcδ

ȧ
ḋ

−2εȧċεbd 0

)
=

√
2

[qp]

(
0 |q]c〈p|ḋ

|p〉ċ[q|d 0

)
≡
√

2

[qp]
(|p〉[q|+ |q]〈p|),

pudiéndose obtener de manera análoga /ε+(p; q), quedando entonces:

/ε−(p; q) =

√
2

[qp]
(|p〉[q|+ |q]〈p|), /ε+(p; q) =

√
2

〈qp〉
(|p]〈q|+ |q〉[p|). (1.50)

Ahora bien, con todo lo anterior se puede ver que el cálculo de amplitudes será un trabajo más
sencillo, teniendo que para realizarlo se satisfacerá:

〈|An(p1, . . . , pn)|2〉 =
∑
h1...hn

|An(ph11 , . . . , p
hn
n )|2, (1.51)

con pi una part́ıcula, ya sea un fermión, antifermión, fotón o escalar, siendo que en ese último caso
como la helicidad es cero, ésta no participa en la suma.
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Estudiando el caso de tres part́ıculas (sin masa), la conservación de momento establece que
pµ1 + pµ2 + pµ3 = 0, entonces de (1.40):

〈p1p2〉[p1p2] = (p1 + p2)
2 = p23 = 0, (1.52)

por lo que 〈p1p2〉 = 0 o [p1p2] = 0. Suponiendo que 〈p1p2〉 6= 0 entonces, por (1.46) y la ecuación
de Weyl (1.36) se tiene:

〈p1p2〉[p2p3] = −〈p1|p2|p3] = 〈p1|(p1 + p3)|p3] = 0,

y asÃ: [p2p3] = 0. De manera análoga, [p1p3] = 0, por lo que [p1p2] = [p2p3] = [p3p1] = 0, es decir:

|p1] ∝ |p2] ∝ |p3]. (1.53)

Alternativamente, si se parte de la suposición de que [p1p2] 6= 0, entonces:

|p1〉 ∝ |p2〉 ∝ |p3〉. (1.54)

Por lo que, como conclusión se tiene que para tres part́ıculas sin masa on-shell que satisfacen
la conservación de momento, los espinores cuadrados y angulares asociados deben satisfacer (1.53)
o bien (1.54) y como consecuencia una amplitud de este tipo sólo puede depender sólo de espinores
cuadrados o angulares pero jamás de ambos.

Aśı, han quedado sentadas las bases del formalismo de helicidad, con lo cual es ahora posible
continuar a realizar algunos ejemplos y compararlos con los procedimientos y resultados del método
convencional para el cálculo de amplitudes. (En el Apéndice B se encuentras otras caracteŕısticas
y propiedades de los espinores).



Caṕıtulo 2

N = 4 Super Yang-Mills

2.1. Supersimetŕıa y el modelo estándar.

Las interacciones entre las part́ıculas de esṕın uno y los quarks y leptones están dictaminadas
por la invarianza de norma del modelo estándar, SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y , en donde, para cada
uno de los factores del grupo de norma hay una constante de acoplamiento independiente (g1, g2,
g3), sinedo la constante de estructura fina α y el ángulo de mezcla débil θW combinaciones de los
acoplamientos g2 y g1.

En el modelo estándar no hay candidato alguno para algún par supersimétrico de part́ıculas, sin
embargo, las simetŕıas en este modelo se rompen espontáneamente, lo que significa que las leyes de la
f́ısica son invariantes bajo cierta simetŕıa pero la soluciones a las ecuaciones no lo son. Para lograr la
supersimetŕıa, el espectro de part́ıculas del modelo estándar debe ser extendido. La manera mı́nima
de lograrlo es introduciendo el menor número posible de part́ıculas suplementarias, a esto se le
llama el Modelo Estándar Mı́nimo Supersimétrico. Básicamente, a cada part́ıcula no supersimétrica
o ya conocida, se le proveé de un hipotético compañero supersimétrico con la excepción de que la
supersimetŕıa requiere de al menos dos campos de Higgs [10, 11].

2.2. Álgebra (super)simétrica.

La supersimetŕıa ampĺıa el álgebra de Poincaré incluyendo espinores de supercarga:

I = 1, . . . ,N


QIa espinor izquierdo de Weyl,

Q̄ȧI = (QIa)
† espinor derecho de Weyl.

donde α = 1, 2 indica el número del espinor, N es el número de supersimetŕıas independientes del
álbegra complexificada de Lorentz.

15
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Las supercargas Q transforman como espinores de Weyl en SO(1, 3) y son invariantes bajo
traslaciones, es decir: [Pµ, Q

I
a] = 0. Las estructura algebráica del superálgebra de Lie es:

{QIa, Q̄ḃI} = 2paḃδ
I
J ,

{QIa, QJb } = 2εabZ
IJ ,

donde, por construcción, ZIJ = −ZJI definiéndose Z como una carga central ya que conmutan con
todos los generadores del álgebra supersimétrica [12, 6].

Este álgebra se deja invariante bajo rotaciones de fase globales de todas las supercargas QIa
formando aśı un supergrupo U(1)R, además, cuando N > 1 se tiene que las distintas supercar-
gas pueden ser rotadas entre śı bajo una transformación unitaria perteneciente a SU(N ). Estas
simetŕıas del álgebra supersimétrica son llamadas simetŕıas-R [10].

En el caso de part́ıculas sin masa, al considerar representaciones unitarias, en las cuales sucede
que las QIa actúan en un espacio de Hilbert positivo definido, se tiene que:

a = ḃ = 2, I = J : {QI2, Q̄2̇I} = 0 =⇒ QI2 = 0, ZIJ = 0.

a = 2, ḃ = 1̇

{
QI1 baja el valor de helicidad por 1/2,
Q̄I

1̇
eleva el valor de helicidad por 1/2.

Juntas, QI1 y Q̄I
1̇
, con I = 1, . . . ,N forman una representación de dimensión 2N del álgebra de

Clifford asociada con el álbegra de Lie SO(2N ).

Para una teoŕıa en la cual el espectro de part́ıculas es simétrico bajo el cambio en el signo de
helicidad, tomando N = 4 se tiene que:

Helicidad Número de estados

1 1
1/2 4
0 6

-1/2 4
-1 1

16 estados en total

Tabla 2.1: Número de estados sin masa asociados a los valores de helicidad para N = 4 [10].
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2.3. Contenido de campos.

Los campos en teoŕıas supersimétricas con esṕın menor o igual a 1 son campos de norma de
esṕın 1, fermiones de Weyl de esṕın 1/2 y campos escalares de esṕın 0 restringidos a entrar en
multipletes de las superálgebras [10].

Para N = 4 SYM el multiplete está conformado por un vector (Aµ), cuatro espinores de Weyl
([p|, |p], |p〉, 〈p|) y seis escalares reales (ΦI con I = 1, . . . , 6), tales que la acción de dicha teoŕıa es:

S =

∫
d4x Tr

(
−1

4
FµνF

µν − 1

2
(DΦI)

2 +
i

2
Ψ̄ /DΨ +

g

2
Ψ̄ΓI [ΦI ,Ψ] +

g2

4
[ΦI ,ΦJ ]2

)
. (2.1)

donde ΓI =

(
0 σI

(σI)−1 0

)
son las matrices gamma del álgebra de Clifford y Dµ = ∂µ − ig[Aµ, · ]

es la derivada covariante [6, 13].

Bajo una transformación de norma U en la parte bosónica de la teoŕıa, el campo Aµ y los
escalares ΦI transforman como:

Aµ −→ U AµU
† − i

g
(∂µU )U †, ΦI −→ U ΦIU

†.

Resultando para éstos las ecuaciones de movimiento [14]:

DµFµν = ig[ΦI , DνΦI ], (2.2)

DµD
µΦI = g2[ΦJ , [ΦJ ,ΦI ]]. (2.3)

2.4. Ordenamiento de color.

La parte de la teoŕıa que describe a los gluones está descrita a partir del primer término de la
acción (2.1) mediante el lagrangiano:

L = Tr

{
−1

4
FµνF

µν

}
, (2.4)

donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig√
2
[Aµ, Aν ] y Aµ = AaµT

a, tomando el grupo SU(N) yendo de los 3

colores en QCD a N tal que los ı́ndices del color son a, b, . . . = 1, 2, . . . , N2− 1. Los generadores T a

satisfacen las siguientes relaciones:

Tr(T aT b) = δab,

[T a, T b] = if̃abcT c,
(2.5)
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donde f̃abc =
√

2fabc son las constantes de estructura de SU(N) normalizadas. [6, 15]

Definiendo ahora Hµν = ∂µAν − ig√
2
AµAν , el lagrangiano (2.4) queda reescrito como:

LGN = −1

2
Tr(H µ

µ )2 = Tr

(
−1

2
∂µAν∂

µAν − i
√

2g∂µAνAνAµ +
g2

4
AµAνAµAν

)
. (2.6)

La definición de Hµν es la elección de la norma de Gervais-Neveu. A partir de (2.6), las reglas de
Feynman dan un propagador para los gluones de la forma: −iδab gµν

p2
[6, 16]. Tal manera de escribir

el propagador en esta teoŕıa permite utilizar los vectores de polarización (1.49) como una corriente
en la cual los espinores Ψ̄ y Ψ representan quarks de masa cero.

Las amplitudes constrúıdas a partir de estas reglas pueden organizarse entre distintas teoŕıas
de grupo cada una caracterizada por un factor cinemático como por ejemplo los factores de color,
que para los canales s, t y u quedan dados por:

cs ≡ f̃a1a2bf̃ ba3a4 , ct ≡ f̃a1a3bf̃ ba4a2 , cu ≡ f̃a1a4bf̃ ba2a3 ,

dichos factores satisfacen una identidad de Jacobi: cs + ct + cu = 0, por lo que en realidad sólo se
tienen dos factores que son realmente independientes.

En términos de los generadores, a partir de (2.5) se puede escribir que:

Tr(T a[T b, T c]) = Tr(T aif̃ bcdT d) = if̃ bcdTr(T aT b) = if̃ bcdδad = if̃abc,

mientras que, por otro lado:

Tr(T a[T b, T c]) = Tr(T aT bT c−T aT cT b) = Tr(T aT bT c)−Tr(T aT cT b) = Tr(T aT bT c)−Tr(T bT aT c),

por lo tanto:

if̃abc = Tr(T aT bT c)− Tr(T bT aT c).

siendo aśı que los factores de color quedan escritos en términos de trazas como por ejemplo:

cs = f̃a1a2bf̃ ba3a4 = Tr(T a1T a2T a3T a4)−Tr(T a1T a2T a4T a3)+Tr(T a1T a3T a4T a2)−Tr(T a1T a4T a3T a2),

con lo cual, la amplitud de cuatro gluones queda entonces como [6]:

A4 = g2
(
A4[p1, p2, p3, p4]Tr(T a1T a2T a3T a4) + perms(234)

)
, (2.7)
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donde las amplitudes parciales A4[p1p2p3p4] y sus permutaciones son llamadas amplitudes ordena-
das por colores las cuales para diferenciarlas de las no ordenadas se escriben con corchetes en lugar
de con paréntesis.

Ahora para aplicar lo ya expuesto se calculará el valor de la amplitud de tres gluones que
será útil más tarde; este vértice se puede observar en el segundo término de la última igualdad
del lagrangiano (2.6). Para comenzar tal cálculo, hay que elegir la configuración de helicidad del
conjunto de part́ıculas, en este caso se hará p+1 , p+2 y p−3 , siendo aśı:

A3[p
+
1 , p

+
2 , p

−
3 ] = −

√
2[(ε+1 ε

+
2 )(ε−3 p

+
1 ) + (ε+2 ε

−
3 )(ε+1 p

+
2 ) + (ε−3 ε

+
1 )(ε+2 p

−
3 )]

=
√

2
〈q1|γµ|p1]√

2〈q1p1〉
〈q2|γµ|p2]√

2〈q2p2〉
〈p3|γν |q3]√

2[q3p3]
pν1 +

√
2
〈q2|γµ|p2]√

2〈q2p2〉
〈p3|γµ|q3]√

2[q3p3]

〈q1|γν |p1]√
2〈q1p1〉

pν2

+
√

2
〈p3|γµ|q3]√

2[q3p3]

〈q1|γµ|p1]√
2〈q1p1〉

〈q2|γν |p2]√
2〈q2p2〉

pν3

=
〈q1q2〉[p1p2]

〈q1p1〉〈q2p2〉[q3p3]
〈p3|p1|q3] +

〈q2p3〉[p2q3]
〈q2p2〉[q3p3]〈q1p1〉

〈q1|p2|p1]

+
〈p3q1〉[q3p1]

[q3p3]〈q1p1〉〈q2p2〉
〈q2|p3|p2]

= −〈q1q2〉[p1p2]〈p3p1〉[p1q3] + 〈q2p3〉[p2q3]〈q1p2〉[p2p1] + 〈p3q1〉[q3p1]〈q2p3〉[p3p2]
〈q1p1〉〈q2p2〉[q3p3]

,

donde en la tercera igualdad se utilizó la identidad de Fierz (1.43) y en la cuarta, la propiedad
descrita en (1.46). Considerando ahora la dinámica especial de tres part́ıculas (|p1〉 ∝ |p2〉 ∝ |p3〉)
(1.54) se tiene que 〈p3p1〉 = 0, por lo que el primer sumando del numerador desaparece, quedando
la amplitud como:

A3[p
+
1 , p

+
2 , p

−
3 ] = −〈q2p3〉[p2q3]〈q1p2〉[p2p1] + 〈p3q1〉[q3p1]〈q2p3〉[p3p2]

〈q1p1〉〈q2p2〉[q3p3]
.

Aplicando ahora la conservación de momento (1.47) se tiene que: 〈q1p2〉[p2p1] = −〈q1p3〉[p3p1],
entonces:

A3[p
+
1 , p

+
2 , p

−
3 ] =

〈q1p3〉〈q2p3〉([p2q3][p3p1] + [q3p1][p3p2])

〈q1p1〉〈q2p2〉[q3p3]
.

Recordando la identidad de Schouten (1.45), se puede escribir lo que está dentro del paréntesis
en el numerador como:

[p2q3][p3p1] + [q3p1][p3p2] = −[p2p1][q3p3],

con lo cual la amplitud se escribe ahora:
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A3[p
+
1 , p

+
2 , p

−
3 ] = −〈q1p3〉〈q2p3〉[p2p1][q3p3]

〈q1p1〉〈q2p2〉[q3p3]
= [p1p2]

〈q1p3〉
〈q1p1〉

〈q2p3〉
〈q2p2〉

.

Finalmente, recurriendo de nuevo a la conservación de momento, se tiene que para los productos
de espinores se satisface que:

〈q1p3〉[p2p3] = −〈q1p1〉[p2p1] =⇒ 〈q1p3〉
〈q1p1〉

=
[p1p2]

[p2p3]
,

〈q2p3〉[p1p3] = −〈q2p2〉[p1p2] =⇒ 〈q2p3〉
〈q2p2〉

=
[p1p2]

[p3p1]
,

y sustituyendo esto en la amplitud se llega al resultado final:

A3[p
+
1 , p

+
2 , p

−
3 ] =

[p1p2]
3

[p2p3][p3p1]
. (2.8)



Caṕıtulo 3

Vértices MHV y funciones on-shell

3.1. Vértices MHV.

Es importante estudiar ciertos vértices muy particulares, dichos son los vértices MHV por sus
siglas en inglés Maximally Helicity Violating, es decir, vértices de máxima violación de helicidad.
Lo que esto significa es que estos vértices son los últimos que permiten “violar” la helicidad sin
hacer cero la amplitud.

A partir de las definiciones de los vectores de polarización (1.49) es fácil ver que:

ε+i · ε
+
j ∝ 〈qiqj〉, ε−i · ε

−
j ∝ [qiqj ], ε−i · ε

+
j ∝ 〈piqj〉[pjqi].

Si se eligen todas las qi tales que sean igual a una misma q, entones se tendrá que: ε+i · ε
+
j = 0,

por lo que la única manera de que los vectores del polarización con helicidad positiva figuren en el
numerador de una amplitud de gluones es mediante el producto ε+i · pj y para una amplitud de n
gluones con todas las helicidades positivas se necesita que todos los ı́ndices de Lorentz se contraigan
de esta manera, lo cual daŕıa un numerador que tenga potencia n debido a todos los momentos que
figuran en ella. Sin embargo, haciendo un simple análisis dimensional se puede ver que un diagrama,
el número de vértices y propagadores crecen linealmente con n siendo que el número de vértices es
n− 2 mientras que el de propagadores es n− 3. Aśı que:

[An] ∼ (masa)n−2

(masa2)n−3
∼ (masa)4−n, (3.1)

por lo tanto, la amplitud con todas las helicidades positivas no es posible, es decir:

An(p+1 , p
+
2 , . . . , p

+
n ) = 0. (3.2)

Ahora, para una amplitud An(p−1 , p
+
2 , . . . , p

+
n ), eligiendo q2 = q3 = · · · = qn = p1 se tiene que

ε+i · ε
+
j = 0 y ε−1 · ε

+
j = 0, por lo que de nuevo se tienen n factores de ε+i · pj en el numerador de la

21
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amplitud, aśı que se vuelve a concluir que:

An(p−1 , p
+
2 , . . . , p

+
n ) = 0. (3.3)

Análogamente, para signos volteados se tiene el mismo resultado, es decir:

An(p−1 , p
−
2 , . . . , p

−
n ) = 0, An(p+1 , p

−
2 , . . . , p

−
n ) = 0. (3.4)

El siguiente caso es el de la amplitud An(p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ), para la cual la elección de q’s que

maximiza el número de productos entre vectores de polarización en el numerador que se hacen cero
es: q1 = q2 = pn y q3 = q4 = · · · = qn = p1, con lo cual εi ·εj = 0 excepto ε−2 ·ε

+
i para i = 3, . . . , n−1,

haciendo aśı que deban haber (n− 2) factores de (εj · pk, satisfaciéndose entonces las dimensiones
de masa necesarias para que exista la amplitud, por lo que ésta queda como:

An(p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ) ∼

∑
diagramas

∑
(ε−2 · ε

+
i )(εj · pk)n−2∏
P 2
J

. (3.5)

Con esto se concluye que {−,−,+, . . . ,+}n y {+,+,−, . . . ,−}n son las primeras configuracio-
nes de helicidad para las cuales las respectivas amplitudes no son cero bajo el entendido de que
menos gluones de helicidad negativa (positiva) resultan en amplitudes que no son posibles. Por lo
tanto las demás que tengan una mayor cantidad de gluones con helicidad negativa (positiva) están
permitidas siempre y cuando haya al menos dos estados de helicidad positiva (negativa), siendo la
única excepción el caso de tres part́ıculas tal y como se demostró en (2.8).

Resultando que las amplitudes descritas por (3.5) son justo las amplitudes MHV, mientras que
en el caso contrario ({p+1 , p

+
2 , p

−
3 , . . . , p

−
n }) las amplitudes son llamadas anti-MHV. Como agregado,

es prudente mencionar que para los casos donde K + 2 part́ıculas tienen helicidad negativa y el
resto (n −K − 2) positiva, las amplitudes serán llamadas amplitudes NKMHV, por sus siglas en
inglés Next to Maximally Helicity Violating [6].

3.2. Funciones on-shell.

Las funciones on-shell dependen de datos que describen la f́ısica en los estados externos, descritos
por cantidades como el momento, la masa, el esṕın y la helicidad. En este caso, las part́ıculas cuyo
momento cumple la relación de Einstein p2 = −m2 (o bien, p2 = 0 para el caso a tratar) se dice
que están on-shell [17].

3.2.1. Relaciones de recursión.

Las relaciones de recursión proveen de un método para calcular amplitudes complejas a partir
de otras más sencillas. Estas relaciones on-shell utilizan información sólo de objetos invariantes de
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norma y se ha demostrado que son una herramienta muy poderosa para poder ver la estructura
matemática de las amplitudes de dispersión [6].

Para comenzar, se introducen n vectores complejos rµ tal que:

(i)
∑n

j=1 r
µ
j = 0,

(ii) rj · rk = 0 para toda j, k = 1, 2, . . . , n. En particular, r2j = 0,

(iii) pj · rj = 0 para cada j (no hay suma).

Con ayuda de estos vectores rµj , se construye un momento desplazado:

p̂µj ≡ p
µ
j + zrµj con z ∈ Z. (3.6)

Además, se tiene que [6, 18]:

(A) De (i) se sigue que
∑n

j=1 p̂
µ
j = 0 (conservación de momento desplazado).

(B) De (ii) y (iii) se sigue que el momento desplazado está on-shell, es decir: p̂2j = 0 .

(C) Se define Pµj =
∑

j∈J p
µ
j para un subconjunto de momentos {pj}j∈J tal que al menos 2 y no

más de n− 2 de ellos cumplen que P 2
j 6= 0. Para lo cual:

P̂ 2
J =

∑
j∈J

p̂j

2

=

∑
j∈J

pj

2

+ 2z

∑
j∈J

pj

 ·
∑
j∈J

rj

+ z2

∑
j∈J

rj

2

≡ P 2
J + 2zPJ ·RJ ,

en donde RJ ≡
∑

j∈J rj y el término que acompaña a z2 se hace cero por (ii). Ahora, al

definir zJ = − P 2
J

2PJ ·RJ , se tiene que:

P̂ 2
J = −

P 2
J

zJ
(z − zJ).

Por (A) y (B), las amplitudes An se pueden reescribir ahora en términos de los momentos
desplazados p̂µj en lugar de los pµj . En particular esta amplitud desplazada se puede ver como una

función de z como Ân(z) en donde An = Ân(z = 0) ya que la estructura anaĺıtica de las amplitudes
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está determinada por sus polos. Dado que los propagadores están como 1/P̂ 2
J , entonces, por (C),

los polos simples en las amplitudes están en z = zJ .

Tomando en cuenta la función Ân(z)
z , eligiendo un contorno que rodee el polo simple en el origen,

el residuo en este polo es entonces la amplitud no desplazada. Deformando el contorno para rodear
los polos restantes, el teorema de Cauchy resulta en:

An = −
∑
zJ

Res
z=zJ

Ân(z)

z
+Bn, (3.7)

donde Bn es el residuo en el polo z =∞.

Se puede ver que en el polo zJ el propagador 1/P̂ 2
J se va on-shell. En ese ĺımite, la amplitud

desplazada se divide en dos subamplitudes (ÂL, ÂR) que también están on-shell :

Ân(z)
z cerca de zJ−−−−−−−−−→ ÂL(zJ)

1

P̂ 2
J

ÂR(zJ) = − zJ
z − zJ

ÂL(zJ)
1

P 2
J

ÂR(zJ), (3.8)

con esto es fácil evaluar el residuo en z = zJ :

−Res
z=zJ

Ân(z)

z
= ÂL(zJ)

1

P 2
J

ÂR(zJ) = , (3.9)

donde las burbujas L y R correponden a las subamplitudes ÂL(zJ) y ÂR(zJ), respectivamente.
Además, opuesto a lo usual, en este caso, el propagador está on-shell (P̂ 2

J = 0) y como Ân(z)→ 0
para z →∞, entonces se tiene que Bn = 0. Dado lo anteior, entonces:

An =
∑

diagramas J

ÂL(zJ)
1

P 2
J

ÂR(zJ) =
∑

diagramas J

. (3.10)

La relación de recursión (3.14) da una construcción invariante de norma de las amplitudes de
dispersión, por lo que se le considera un “prototipo” general de relación de recursión on-shell para
amplitudes a nivel árbol bajo un desplazamiento adecuado a los momentos externos [6, 19].

3.2.1.1. Relaciones BCFW.

Las relaciones de recursión BCFW (Britto-Cachazo-Feng-Witten) [1, 2] se derivan usando mo-
mentos desplazados. La elección es tomar dos momentos externos y hacerlos complejos mientras
todos los demás se mantienen sin cambio alguno [20]. Sea z la variable compleja que deforma los
momentos p y k; retomando (3.6) se tiene que:
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|p̂] = |p] + z|k], |k̂] = |k], |p̂〉 = |p〉, |k̂〉 = |k〉 − z|p〉. (3.11)

A esto se le conoce como un desplazamiento−[p, k〉. Hay que notar que [p̂q] y 〈k̂q〉 son lineales en z
para q 6= p, k mientras que 〈p̂k̂〉 = 〈pk〉, [p̂k̂] = [pk], 〈p̂q〉 = 〈pq〉 y [k̂q] = [kq] se mentienen sin ser
desplazados.

Bajo esto mismo, los vectores de polarización cambian a:

ε̂µ+(p; q) = εµ+(p; q) + z 〈q|γ
µ|k]√

2〈pq〉 , ε̂µ−(p; q) = εµ−(p; q) [pq]
[qp]+z[qk] ,

ε̂µ+(k; q) = εµ+(k; q) 〈qk〉
〈qk〉+z〈qp〉 , ε̂µ−(k; q) = εµ−(k; q) + z 〈p|γ

µ|q]√
2[qk]

.
(3.12)

La validez de estas relaciones requiere que el término de frontera Bn definido en (3.7) esté
ausente, lo cual se satisface cuando la amplitud desplazada Ân(z) tiende a cero para z → ∞. El
comportamiento para valores grandes de z puede entenderse a partir de una expansión de 1/z que,
de acuerdo a [21], para dos momentos adyacentes pi, pj :

[pi, pj〉 [−,−〉 [−,+〉 [+,+〉 [+,−〉

Ân(z) ∼ 1/z 1/z 1/z z3.

En el caso de que pi y pj no sean adyacentes, entonces la amplitudes crecen por un factor de
1/z dejando aśı sólo los primeros tres casos como amplitudes válidas.

3.2.2. Fórmula de Parke-Taylor.

A partir de las relaciones anteriores se puede construir una fórmula que ayuda a calcular con
suma facilidad las amplitudes de gluones en una teoŕıa de (Super) Yang-Mills; dicha fórmula recibe
el nombre de fórmula de Parke-Taylor.

Recordando (3.2) y (3.3) se tiene que An[p+1 , p
+
2 , . . . , p

+
n ] = 0 y que An[p−1 , p

+
2 , . . . , p

+
n ] = 0,

respectivamente. Por lo que se procede a trabajar con la amplitud MHV: An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ],

quedando definida la fórmula de Parke-Taylor:

An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ] =

〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉
, (3.13)

la cual se demuestra mediante inducción.

Para comenzar con la demostración, primero se hace un desplazamiento−[p1, p2〉 con lo cual se
tiene que considerar [19]:
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1. El ordenamiento de color debe preservarse en las dos subamplitudes.

2. Las patas correspondientes a los momentos desplazados (p̂1 y p̂2, en este caso) deben perte-
necer a distintas subamplitudes, de lo contrario la ĺınea interna PJ no estaŕıa desplazada, es
decir, no habŕıa contribución del polo a la función.

3. Las helicidades de la ĺınea interna PJ deben ser opuestas para las dos subamplitudes.

Aśı, los únicos diagramas que contribuyen a esta amplitud son:

An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , n

+] =

= Â3[p̂
−
1 ,−P̂

+
1n, p

+
n ]

1

P 2
1n

Ân−1[P̂
−
1n, p̂

−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n−1]

+ Ân−1[p̂
−
1 , P̂

−
23, p

+
4 , . . . , p

+
n ]

1

P 2
23

Â3[−P̂+
23, p̂

−
2 , p

+
3 ],

en donde Pij = pi + pj y P̂J está evaluada en el residuo z = zJ tal que P̂ 2
J = 0.

A partir de la amplitud de tres puntos anti-MHV (2.8): Â3[p̂
−
1 ,−P̂

+
1n, p

+
n ] = [P̂1npn]3

[pnp̂1][p̂1P̂1n]
, tomando

en cuenta que P̂µ1n = p̂µ1 + pµn, se tiene que:

0 = P̂ 2
1n = (p̂1 + pn)2 = 〈p̂1pn〉[p̂1pn] = 〈p1pn〉[p̂1pn],

dado lo anterior, la única manera de hacer el final de la ecuación cero, es elegir un valor de z (3.11)
tal que [p̂1pn] = 0. Aśı:

|P̂1n〉ȧ[P̂1npn] = −P̂ ȧb1n|pn]b = −(p̂1 + pn)ȧb|pn]b = |p1〉ȧ[p̂1pn] = 0,

por lo tanto: [P̂1npn] = 0. Análogamente se puede llegar a que [p̂1P̂1n] = 0 y aśı, Â3[p̂
−
1 ,−P̂

+
1n, p

+
n ] =

0, por lo que la contribución del primer diagrama también se hace cero. Dejando aśı la amplitud
como:

An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , n

+] = Ân−1[p̂
−
1 , P̂

−
23, p

+
4 , . . . , p

+
n ]

1

P 2
23

Â3[−P̂+
23, p̂

−
2 , p

+
3 ].

Suponiendo que (3.13) es válida para amplitudes de n− 1 puntos y sustituyendo para la primer
subamplitud retomando a la vez (2.8) para la segunda subamplitud, se tiene que:

An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , n

+] =
〈p̂1P̂23〉4

〈p̂1P̂23〉〈P̂23p4〉〈p4p5〉 · · · 〈pnp̂1〉
1

〈p2p3〉[p2p3]
[p3P̂23]

3

[P̂23p̂2][p̂2p3]
, (3.14)
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de donde:

〈p̂1P̂23〉[p3P̂23] = −〈p̂1P̂23〉[P̂23p3] = 〈p̂1|P̂23|p3] = 〈p̂1|(p̂2 + p3)|p3] = 〈p̂1|p̂2|p3]
= −〈p̂1p̂2〉[p̂2p3] = 〈p1p2〉[p2p3],

y también: 〈P̂23p4〉[P̂23p̂2] = 〈p4|P̂23|p̂2] = 〈p4|p3|p2] = −〈p4p3〉[p3p2] = −〈p3p4〉[p2p3].

Sustituyendo lo anterior en (3.14), se llega finalmente a lo que se queŕıa, es decir:

An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ] =

−〈p1p2〉3[p2p3]3

(−〈p3p4〉[p2p3])〈p4p5〉 · · · 〈pnp1〉〈p2p3〉[p2p3][p2p3]
.

Finalmente, la conservación de momento entra en juego en esta fórmula mediante la distribu-
ción delta δ4(

∑n
j=1 p

ȧa
j ) ≡ δ4(P ) multiplicando a la amplitud (3.13), quedando entonces que las

amplitudes MHV a nivel árbol con desplazamiento−|p1, p2〉 se escriben como:

An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ] =

〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉〈p3p4〉〈p4p5〉 · · · 〈pnp1〉
δ4(P ). (3.15)

Hacer cálculos con esta fórmula es mucho más sencillo que calcular las trazas para cada diagra-
ma, lo único que faltaŕıa hacer para cada caso particular es pasar al lenguaje de las variables de
Mandelstam lo cual se logra fácilmente mediante (1.48).

En el Apéndice C está el desarrollo para una amplitud de cuatro gluones siguiendo las reglas de
Feynman con los elementos del formalismo de helicidad. El resultado que se encuentra es el mismo
que se obtendŕıa al sólo aplicar la fórmula de Parke-Taylor, lo cual es evidentemente mucho más
sencillo.
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Caṕıtulo 4

Simetŕıa dual conforme

4.1. Espacios duales.

El espacio dual V ∗ es un espacio vectorial que consiste de todas las funciones lineales en el
espacio V φ : V → F (espacio de funciones lineales) con las operaciones de adición y multiplicación
por un escalar:

(φ+ ψ)(x) = φ(x) + ψ(x),

(aφ)(x) = aφ(x),

para cualesquiera φ, ψ ∈ V ∗, x ∈ V y a ∈ F .

En este caso el espacio V es es espacio on-shell (〈p|, |p〉, [p|, |p]) y el espacio dual correspondiente
V ∗ es aquel cuya base la forman (y, [p|, |p]) y será discutido en la Sección 4.3.

4.2. Transformaciones conformes.

Una transformación conforme de las coordenadas es un mapeo invertible xµ → x′µ = xµ + εµ(x)
tal que deja invariante el tensor métrico.

dxµdx
µ → Λ(x)dx′µdx

′µ. (4.1)

El conjunto de transformaciones conformes generan un grupo que tiene como subgrupo al gru-
po de Poincaré. Estas transformaciones no afectan los ángulos entre dos curvas arbitrarias que se
cruzan entre śı en algún punto, de alĺı el nombre de conforme [22].

29
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Para hallar una solución general a (4.1) se toman en cuenta para la transformación de las
coordenadas: traslaciones aµ, rotaciones mµν = −mνµ, dilataciones λ y transformaciones especiales
conformes bµ tal que la transforamación queda como:

xµ → x′µ = xµ + (aµ +mµνx
ν + λxµ + 2bνx

νxµ − bµxρxρ),
= xµ + aνδ

ν
µ +mρσ(xσδ ρµ − xρδ σµ ) + λxνδ

ν
µ + 2bνx

νxρδ
ρ
µ − bνxρxρδ νµ ,

= xµ + aν∂
νxµ +mρσ(xσ∂ρxµ − xρ∂σxµ) + λxν∂

νxµ + 2bνx
νxρ∂

ρxµ − bνxρxρ∂νxµ,
= [1 + aν∂

ν +mρσ(xσ∂ρ − xρ∂σ) + λxν∂
ν + bν(2xνxρ∂

ρ − xρxρ∂ν)]xµ,

≡ (1 + iaνP
ν + imρσM

ρσ + iλD + ibνK
ν)xµ.

donde se han definido:

P ν ≡ −i∂ν 4 traslaciones,
Mρσ ≡ i(xρ∂σ − xσ∂ρ) 6 rotaciones,
D ≡ −ixν∂ν 1 dilatación,
Kν ≡ −i(2xνxρ∂ρ − xρxρ∂ν) 4 boosts conformes especiales.

(4.2)

Los anteriores son los generadores del grupo conforme, los cuales satisfacen las siguientes rela-
ciones de conmutación:

[Pµ, P ν ] = 0,

[D,Pµ] = iPµ,

[D,Kµ] = −iKµ,

[Kµ, P ν ] = 2i(gµνD −Mµν),

[Kµ,Mρσ] = i(gµρKσ − gµσKρ),

[Pµ,Mρσ] = i(gµρP σ − gµσP ρ),
[Mµν ,Mρσ] = i(gνρMµσ + gµσMνρ − gµρMνσ − gνσMmuρ),

ésta es el álgebra conforme.

En el caso infinitesimal, para los boosts conformes especialesKν se tiene que las transformaciones
finitas correspondientes están dadas por [13]:

xµ → x′µ =
xµ − bµx2

1− 2bνxν + b2x2
, (4.3)

donde se puede escribir x′µ/x
′2 como:

x′µ
x′2

=
xµ − bµx2

1− 2bνxν + b2x2

(
1− 2bρxρ + b2x2

xσ − bσx2

)2

=
xµ
x2
− bµ,
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con lo cual, al definir una operación de inversión:

I : xµ →
xµ
x2
≡ x−1, (4.4)

se logra ver que la transformación (4.3) es una composición de una inversión, una traslación por
(−bµ) y otra inversión. Cabe mencionar que las inversiones ayudan a determinar las consecuencias
de la simetŕıa conforme en funciones de correlación; sin embargo hay que recalcar que no existe un
generador de grupo asociado a esta transformación.

Para continuar hay que escribir los generadores (4.2) en el espacio de momentos. Tomando en
cuenta que pν = −i∂/∂xν y xν = i∂/∂pν , éstos quedan como:

P ν = pν ,
Mρσ = i(pρ∂σ − pσ∂ρ),
D = i(pν∂ν + 1),
Kν = −2(pρ∂ν∂ρ + ∂ν) + pν∂ρ∂

ρ.

(4.5)

donde ∂ν es ahora la derivada respecto al momento pν .

Para poder pasar al formalismo de helicidad es necesario deshacerse de los ı́ndices de Lorentz;
para lo cual se contrae lo escrito en (4.5) con las matrices de Pauli [6].

P ȧb = P ν(σ̄ν)ȧb = pȧb,

M b
a = i(pρ∂σ − pσ∂ρ)(σρσ̄σ − σσσ̄ρ) ba

= i(pρ∂σσρσ̄σ − pρ∂σσσσ̄ρ − pσ∂ρσρσ̄σ + pσ∂ρσσσ̄ρ)
b
a

= i(pρσρσ̄σ∂
σ − pρσσσ̄ρ∂σ − pσσρσ̄σ∂ρ + pσσσσ̄ρ∂

ρ) ba

= 2i(pσσσσ̄ρ∂
ρ − pσσρσ̄σ∂ρ) ba

= 2i(paċ(σ̄ρ)
ċb − (σρ)aċp

ċb)∂ρ,

M ȧ
ḃ

= i(pρ∂σ − pσ∂ρ)(σ̄ρσσ − σ̄σσρ)ȧḃ
= i(pρ∂σσ̄ρσσ − pρ∂σσ̄σσρ − pσ∂ρσ̄ρσσ + pσ∂ρσ̄σσρ)

ȧ
ḃ

= i(pρσ̄ρσσ∂
σ − pρσ̄σσρ∂σ − pσσ̄ρσσ∂ρ + pσσ̄σσρ∂

ρ)ȧ
ḃ

= 2i(pσσ̄σσρ∂
ρ − pσσ̄ρσσ∂ρ)ȧḃ

= 2i(pȧc(σρ)cḃ − (σ̄ρ)
ȧcpcḃ)∂

ρ,
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D = i(pν∂ν + 1),

Kaȧ = (−2(pρ∂ν∂ρ + ∂ν) + pν∂ρ∂
ρ)(σν)aȧ

= −2(pρ(σν)aȧ∂
ν∂ρ + (σν)aȧ∂

ν) + paȧ∂ρ∂
ρ.

Ahora hay que escribir las contracciones con ı́ndice de Lorentz en términos de ı́ndices de espi-
nores. Por ejemplo:

pν∂µ = pν∂µp
ȧb ∂

∂pȧb
= pν(∂µp

λ(σ̄λ)ȧb))
∂

∂pȧb
= pν(σ̄λ)ȧbδ λµ

∂

∂pȧb
= pν(σ̄µ)ȧb

∂

∂pȧb
.

Si en el procedimiento anterior se elige paḃ en lugar de pȧb, se llega a que: pν∂µ = pν(σµ)aḃ
∂

∂paḃ
.

Por lo que pν∂µ queda escrito como:

pν∂µ =
1

2
pν
(

(σ̄µ)ȧb
∂

∂pȧb
+ (σµ)aḃ

∂

∂paḃ

)
, (4.6)

y de manera particular:

pν∂ν =
1

2

(
pȧb

∂

∂pȧb
+ paḃ

∂

∂paḃ

)
. (4.7)

Además, ahora es posible escribir la derivada con respecto a pµ en términos de derivadas respecto
a pȧb y paḃ:

∂µ =
1

2

(
(σ̄µ)ȧb

∂

∂pȧb
+ (σµ)aḃ

∂

∂paḃ

)
, (4.8)

con lo cual:

∂ρ∂
ρ =

1

2

(
(σ̄ρ)

ċb ∂

∂pċb
+ (σρ)cḃ

∂

∂pcḃ

)
1

2

(
(σ̄ρ)ėd

∂

∂pėd
+ (σρ)eḋ

∂

∂peḋ

)
=

1

4

(
(σ̄ρ)

ċb(σ̄ρ)ėd
∂

∂pċb
∂

∂pėd
+ (σ̄ρ)

ċb(σρ)eḋ
∂

∂pċb
∂

∂peḋ
+ (σρ)cḃ(σ̄

ρ)ėd
∂

∂pcḃ

∂

∂pėd

+ (σρ)cḃ(σ
ρ)eḋ

∂

∂pcḃ

∂

∂peḋ

)
=

1

4

(
−2εbdεċė

∂

∂pċb
∂

∂pėd
− 2δbeδ

ċ
ḋ

∂

∂pċb
∂

∂peḋ
− 2δ dc δ

ė
ḃ

∂

∂pcḃ

∂

∂pėd
− 2εceεḃḋ

∂

∂pcḃ

∂

∂peḋ

)
= −1

2

(
∂

∂pċb
∂

∂pbċ
+

∂

∂pċb
∂

∂pbċ
+

∂

∂pcḃ

∂

∂pḃc
+

∂

∂pcḃ

∂

∂pḃc

)
,
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∴ ∂ρ∂
ρ = − ∂

∂pċb
∂

∂pbċ
− ∂

∂pcḃ

∂

∂pḃc
. (4.9)

Mientras que por otro lado:

(σρ)cḃ∂
ρ =

1

2
(σρ)cḃ

(
(σ̄ρ)ėd

∂

∂pėd
+ (σρ)eḋ

∂

∂peḋ

)
=

1

2

(
−2δ dc δ

ė
ḃ

∂

∂pėd
− 2εceεḃḋ

∂

∂peḋ

)
,

∴ (σρ)cḃ∂
ρ = −2

∂

∂pḃc
, (4.10)

y análogamente:

(σ̄ρ)
ċb∂ρ = −2

∂

∂pbċ
. (4.11)

Para los espinores angulares:

|p〉ȧ ∂

∂|p〉ḃ
= |p〉ȧ ∂p

ċd

∂|p〉ḃ
∂

∂pċd
= −|p〉ȧ

(
∂

∂|p〉ḃ
|p〉ċ[p|d

)
∂

∂pċd
= −|p〉ȧ[p|dδ ċ

ḃ

∂

∂pċd
= pȧd

∂

∂pḃd
,

y de la misma manera para los demás espinores:

〈p|ȧ
∂

∂〈p|ḃ
= pdȧ

∂

∂pdḃ
, |p]a

∂

∂|p]b
= paḋ

∂

∂pbḋ
, [p|a ∂

∂[p|b
= pḋa

∂

∂pḋb
.

Con lo cual las derivadas en términos de los espinores quedan como:

∂

∂|p〉ȧ
= −[p|b ∂

∂pȧb
,

∂

∂〈p|ȧ
= −|p]b

∂

∂pbȧ
,

∂

∂|p]a
= −〈p|ḃ

∂

∂paḃ
,

∂

∂[p|a
= −|p〉ḃ ∂

∂pḃa
. (4.12)

Con todo esto es fácil obtener los generadores conformes en términos de espinores cuadrados y
angulares:

P ȧb = −|p〉ȧ[p|b,
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Mab = εbdM
d
a

= 2iεbd

(
paċ(σ̄ρ)

ċd∂ρ − 1

2
(σρ)aċp

ċd

(
(σ̄ρ)ėf

∂

∂pėf
+ (σρ)eḟ

∂

∂peḟ

))

= 2iεbd

(
−2paċ

∂

∂pdċ
− 1

2

(
−2pċdδ fa δ

ė
ċ

∂

∂pėf
− 2pċdεaeεċḟ

∂

∂peḟ

))

= 2iεbd

(
−2|p]a

∂

∂|p]d
+ 2pċd

∂

∂pċa

)
= 4iεbd

(
−|p]a

∂

∂|p]d
− [p|d|p〉ċ ∂

∂pċa

)
= −4iεbd

(
|p]a

∂

∂|p]d
+ [p|d ∂

∂[p|a

)
= −4i

(
|p]a

∂

∂[p|b
+ |p]b

∂

∂[p|a

)
,

Mȧḃ = εȧċM
ċ
ḃ

= 2iεȧċ

(
pċd(σρ)dḃ∂

ρ − 1

2
(σ̄ρ)

ċdpdḃ

(
(σ̄ρ)ėf

∂

∂pėf
+ (σρ)eḟ

∂

∂peḟ

))

= 2iεȧċ

(
−2pċd

∂

∂pḃd
− 1

2

(
−2pdḃε

dfεċė
∂

∂pėf
− 2pdḃδ

d
eδ
ċ
ḟ

∂

∂peḟ

))

= 2iεȧċ

(
−2|p〉ċ ∂

∂|p〉ḃ
+ 2pdḃ

∂

∂pdċ

)

= 4iεȧċ

(
−|p〉ċ ∂

∂|p〉ḃ
− 〈p|ḃ|p]d

∂

∂pdċ

)

= −4iεȧċ

(
|p〉ċ ∂

∂|p〉ḃ
+ 〈p|ḃ

∂

∂〈p|ċ

)

= −4i

(
〈p|ȧ

∂

∂|p〉ḃ
+ 〈p|ḃ

∂

∂|p〉ȧ

)
,

D = i

(
1

2

(
pȧb

∂

∂pȧb
+ paḃ

∂

∂paḃ

)
+ 1

)
=

i

2

(
pȧb

∂

∂pȧb
+ paḃ

∂

∂paḃ
+ 2

)
=

i

2

(
|p〉ȧ ∂

∂|p〉ȧ
+ |p]a

∂

∂|p]a
+ 2

)
,
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Kaȧ = −2

(
pρ
(
−2

∂

∂pȧa

)
1

2

(
(σ̄ρ)

ċb ∂

∂pċb
+ (σρ)cḃ

∂

∂pcḃ

)
− 2

∂

∂pȧa

)
+ paȧ

(
− ∂

∂pċb
∂

∂pbċ
− ∂

∂pcḃ

∂

∂pḃc

)
= 2

(
pċb

∂

∂pȧa
∂

∂pċb
+ pcḃ

∂

∂pȧa
∂

∂pcḃ
+ 2

∂

∂pȧa

)
− paȧ

(
∂

∂pċb
∂

∂pbċ
+

∂

∂pcḃ

∂

∂pḃc

)
= 2

(
∂

∂pȧa
pċb

∂

∂pċb
− ∂pċb

∂pȧa
∂

∂pċb
+

∂

∂pȧa
pcḃ

∂

∂pcḃ
−
∂pcḃ
∂pȧa

∂

∂pcḃ
+ 2

∂

∂pȧa

)
− ∂

∂pċb
paȧ

∂

∂pbċ
+
∂paȧ
∂pċb

∂

∂pbċ
− ∂

∂pcḃ
paȧ

∂

∂pḃc
+
∂paȧ
∂pcḃ

∂

∂pḃc

= pḃc
∂

∂pȧc
∂

∂pḃa
+

∂

∂pȧa

= −|p〉ḃ[p|c ∂

∂pȧc
∂

∂pḃa
− δḃȧ

∂

∂pḃa

= −|p〉ḃ ∂

∂|p〉ȧ
∂

∂pḃa
− ∂|p〉ḃ

∂|p〉ȧ
∂

∂pḃa

=
∂

∂|p〉ȧ

(
−|p〉ḃ ∂

∂pḃa

)
=

∂

∂|p〉ȧ
∂

∂[p|a
.

Finalmente, para reflejar la localidad de esta simetŕıa, es necesario ver a los generadores como
sumas de los operadores anteriores en cada pata externa j de los diagramas. Siendo aśı a que los
generadores del grupo conforme toman la siguiente forma:

P ȧb = −
∑

j |pj〉ȧ[pj |b,

Mab = −4i
∑

j(|pj ]a∂[pj |b + |pj ]b∂[pj |a),

Mȧḃ = −4i
∑

j(〈pj |ȧ∂|pj〉ḃ + 〈pj |ḃ∂|pj〉ȧ),

D = i
2

∑
j(|pj〉ȧ∂|pj〉ȧ + |pj ]a∂|pj ]a + 2),

Kaȧ = −
∑

j ∂|pj〉ȧ∂[pj |a .

(4.13)

Ahora sólo hace falta comprobar el comportamiento de la amplitud MHV (3.15) bajo estos
generadores, para lo cual es útil ver que, para cualesquiera dos momentos q y k:
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n∑
j=1

|pj ]a
∂

∂[pj |b
〈qk〉 = 0,

n∑
j=1

〈pj |ȧ
∂

∂|pj〉ḃ
〈qk〉 = εȧḃ〈qk〉,

y para la delta de conservación de momento:

n∑
j=1

|pj〉ȧ
∂

∂|pj〉ḃ
δ4(P ) =

n∑
j=1

pȧd
∂

∂pḃd
δ4(P ) =

n∑
j=1

(
∂

∂pḃd
pȧdδ4(P )− ∂pȧd

∂pḃd
δ4(P )

)
,

∴
n∑
j=1

|pj〉ȧ
∂

∂|pj〉ḃ
δ4(P ) = −2δȧ

ḃ
δ4(P ), (4.14)

análogamente:

n∑
j=1

|pj ]a
∂

∂|pj ]b
δ4(P ) = −2δ ba δ

4(P ). (4.15)

Entonces:

P ȧaAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ] ∝

n∑
j=1

|pj〉ȧ[pj |aδ4(P )

= 0,

MabAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ] ∝

n∑
j=1

(
|pj ]a

∂

∂[pj |b
+ |pj ]b

∂

∂[pj |a

)
δ4(P )

=
n∑
j=1

(
εbc|pj ]a

∂δ4(P )

∂|pj ]c
+ εac|pj ]b

∂δ4(P )

∂|pj ]c

)
= (−2εbcδ

c
a − 2εacδ

c
b )δ4(P )

= −2(εba + εab)δ
4(P )

= 0,
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MȧbAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ] ∝

n∑
j=1

(
〈pj |ȧ

∂

∂|pj〉ḃ
+ 〈pj |ḃ

∂

∂|pj〉ȧ

)
〈qk〉δ4(P )

=
n∑
j=1

(
〈pj |ȧ

∂〈qk〉
∂|pj〉ḃ

+ 〈pj |ḃ
∂〈qk〉
∂|pj〉ȧ

)
δ4(P )

+ 〈qk〉
n∑
j=1

(
εȧċ|pj〉ċ

∂δ4(P )

∂|pj〉ḃ
+ εḃċ|pj〉

ċ∂δ
4(P )

∂|pj〉ȧ

)
= (εȧḃ + εḃȧ)〈qk〉δ

4(P ) + 〈qk〉(−2εȧċδ
ċ
ḃ
− 2εḃċδ

ċ
ȧ)δ

4(P )

= (εȧḃ − εȧḃ)〈qk〉δ
4(P ) + 〈qk〉(−2εȧḃ + 2εȧḃ)δ

4(P )

= 0,

DAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ] ∝

n∑
j=1

(
|pj〉ȧ

∂

∂|pj〉ȧ
+ |pj ]a

∂

∂|pj ]a
+ 2

)
〈qk〉δ4(P )

=
n∑
j=1

(
〈qk〉|pj〉ȧ

∂δ4(P )

∂|pj〉ȧ
+ εȧċ〈pj |ċ

∂〈qk〉
∂|pj〉ȧ

δ4(P ) + 〈qk〉|pj ]a
∂δ4(P )

∂|pj ]a

+ 2〈qk〉δ4(P )

)
= −2〈qk〉δȧȧδ4(P ) + εȧċεċȧ〈qk〉δ4(P )− 2〈qk〉δ aa δ4(P ) + 2〈qk〉δ4(P )

= −2〈qk〉δ4(P ) + 2〈qk〉δ4(P )− 2〈qk〉δ4(P ) + 2〈qk〉δ4(P )

= 0.

Habiendo calculado ya cómo actúan estos cuatro generadores sobre la amplitud, falta calcular
KaȧAn[p−1 , p

−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ] pero ésto se hará más adelante con otras herramientas.

Experimentando ahora con las derivadas (4.14) y (4.15), si se toma su diferencia se puede definir
un operador Oj

Oj ≡ |pj ]a
∂

∂|pj ]a
− |pj〉ȧ

∂

∂|pj〉ȧ
,

tal que al aplicarlo a la amplitud se tiene que:
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OjAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] =

〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉
Ojδ

4(P )

− δ4(P )|pj〉ȧ
∂

∂|pj〉ȧ
〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉

=
〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉
(−2δ4(P ) + 2δ4(P ))

− δ4(P )|pj〉ȧ
∂

∂|pj〉ȧ
〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉

= −δ4(P )|pj〉ȧ
∂

∂|pj〉ȧ
〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉
,

y, por ejemplo, si se toma j = 1, es decir uno de los dos gluones con helicidad negativa (h1 = −1),
entonces:

O1An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] = −δ4(P )|p1〉ȧ

∂

∂|p1〉ȧ
〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉

= −δ4(P )
|p1〉ȧ

〈p2p3〉 · · · 〈pn−1pn〉
∂

∂|p1〉ȧ
〈p1p2〉3

〈pnp1〉

= −δ4(P )
|p1〉ȧ

〈p2p3〉 · · · 〈pn−1pn〉

(
3〈p1p2〉2(−〈p2|ȧ)〈pnp1〉 − 〈p1p2〉3〈pn|ȧ)

〈pnp1〉2

)
= −δ4(P )

−3〈p1p2〉2〈p2p1〉〈pnp1〉 − 〈p1p2〉3〈pnp1〉
〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉〈pnp1〉

= −δ4(P )
3〈p1p2〉4 − 〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 . . . 〈pnp1〉
,

∴ O1An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] = −2An[p−1 , p

−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ], (4.16)

mientras que si se toma un gluón con helicidad positiva, por ejemplo j = 3 (h3 = +1):
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O3An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] = −δ4(P )|p3〉ȧ

∂

∂|p3〉ȧ
〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉

= −δ4(P )
|p3〉ȧ〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p4p5〉 · · · 〈pnp1〉
∂

∂|p3〉ȧ
1

〈p2p3〉〈p3p4〉

= −δ4(P )
|p3〉ȧ〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p4p5〉 · · · 〈pnp1〉

(
1

〈p2p3〉

(
− 1

〈p3p4〉2
(−〈p4|ȧ)

)

+
1

〈p3p4〉

(
− 1

〈p2p3〉2
〈p2|ȧ

))

= −δ4(P )
〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉

(
〈p4p3〉
〈p3p4〉

− 〈p2p3〉
〈p2p3〉

)
= −An[p−1 , p

−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ](−1− 1),

O3An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] = 2An[p−1 , p

−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ]. (4.17)

Aśı, se puede concluir que:

(
|pj ]a

∂

∂|pj ]a
− |pj〉ȧ

∂

∂|pj〉ȧ

)
An[p−1 , p

−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] = 2hjAn[p−1 , p

−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ], (4.18)

donde el término hj referente a la helicidad de la part́ıcula j está alĺı pues se busca construir una
función que dependa tanto de los espinores como de la helicidad de la part́ıcula, que en este caso
toma los valores ±1 [23]. Por lo tanto se puede definir un nuevo operador, el operador de helicidad
[18]:

H =
1

2

n∑
j=1

(
|pj ]a

∂

∂|pj ]a
− |pj〉ȧ

∂

∂|pj〉ȧ

)
, (4.19)

tal que

HAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] = hAn[p−1 , p

−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ], con h =

n∑
j=1

hj la helicidad de la amplitud,

y como en este caso h1 = h2 = −1 y h3 = · · · = hn = +1, entonces:
∑

j hj = (2)(−1)+(n−2)(+1) =
n− 4. Por lo tanto:

HAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] = (n− 4)An[p−1 , p

−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ]. (4.20)
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4.3. Surgimiento de la simetŕıa dual.

En la simetŕıa de Poincaré, las traslaciones no actúan linealmente sobre los espinores. En el
espacio de momentos, estas transformaciones corresponden a conservación de momento y están
asociadas a las amplitudes mediante la distribución delta:

δ4

 n∑
j=1

pȧaj

 .

Para decodificar esta información es necesario incluir nuevas variables [6, 24]. La conservación
de momento se pude representar gráficamente como en la siguiente imagen:

Figura 4.1

Eligiendo representar el contorno anterior mediante sus vértices, entonces se definen:

(yj)
ȧa − (yj+1)

ȧa = (pj)
ȧa, (4.21)

dichos vértices se encuentran en un espacio dual y por consecuencia son llamadas coordenadas
duales o bien, variables de zona o región, por lo cual no son coordenadas del espacio-tiempo, sino
variables duales de momento con dimensión de masa uno. Es decir:

yµj 6= (t, x, y, z).

Es posible también describir las coordenadas duales yj a partir de un punto arbitrario en el
espacio dual, por ejemplo y1:

(yj)
ȧa = (y1)

ȧa −
j−1∑
k=1

|pk〉ȧ[pk|a. (4.22)

En el espacio dual la conservación de momento de un sistema de n part́ıculas corresponde a la
condición de periodicidad: yn+1 = y1 [18, 25]. Se puede ver que el arreglo de momentos influye de
manera fuerte en las definiciones de las coordenadas duales por lo que se necesita una convención
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al respecto, la cual en el caso de (Super) Yang-Mills es el ordenamiento de color, el cual permite
definir:

yjk ≡ yj − yk = pj + pj+1 + · · ·+ pk−1.

Con las descripciones hechas hasta ahora se puede estudiar una nueva simetŕıa conforme en
las coordenadas duales y llamada simetŕıa dual conforme. Debido a que (4.21) es invariante bajo
traslaciones, se garantiza que las amplitudes sean traslacionalmente invariantes en el espacio-y,
donde Pµ es el operador correspondiente y Kµ = IPµI es el generador de los boosts. Dado lo anterior,
la propiedad dual conforme de la amplitud puede ser extráıda simplemente de estudiar cómo la
amplitud transforma bajo inversiones I (4.4) para lo cual hay que observar cómo transforman cada
uno de los objetos que la componen, como las coordenadas en śı:

I[yaḃ] =
ybȧ
y2
≡ (y−1)bȧ, (4.23)

tal que:

I2[yaḃ] = I

[
ybȧ
y2

]
=

yaḃ/y
2

(yaḃ/y
2)2

=
yaḃ/y

2

1/y2
= yaḃ, i.e, I2 = 1.

Mientras que la resta de éstas:

I[(yjk)aḃ] =
(yj)bȧ
y2j

− (yk)bȧ
y2k

=
(yj)bȧy

2
k − y2j (yk)bȧ
y2j y

2
k

= −(yj(yj − yk)yk)bȧ
y2j y

2
k

= −
(yjk)bȧ
yjyk

= −(y−1k )bċ(yjk)
ċd(y−1j )dȧ = −(y−1j yjky

−1
k )bȧ,

donde en el caso k = j + 1 sucede que:

I[(yj,j+1)aḃ] = −(y−1j+1)bċ(yj,j+1)
ċd(y−1j )dȧ. (4.24)

Contrayendo (4.21) con los espinores cuadrados y angulares, por la ecuación de Weyl se tiene:

(yj,j+1)
ȧa|pj ]a = [pj |a(yj,j+1)aȧ = 0,

〈pj |ȧ(yj,j+1)
ȧa = (yj,j+1)aȧ|pj〉ȧ = 0,

(4.25)

entonces:

0 = I[〈pj |ȧ(yj,j+1)
ȧb] = −(y−1j+1)

ḃc(yj,j+1)cḋ(y
−1
j )ḋaI[〈pj |ȧ],

por lo que se necesita que (y−1j )ḋaI[〈pj |ȧ] ∼ |pj〉ḋ para que se satisfaga una de las ecuaciones (4.25),
o bien:

I[〈pj |ȧ] = κj(yj)aḃ|pj〉
ḃ y equivalentemente I[|pj〉ȧ] = κj〈pj |ḃ(yj)

ḃa, (4.26)
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donde κj es un factor arbitrario de peso que depende de y. Con lo cual se puede calcular la inversión
de un producto de espinores angulares:

I[〈pjpj+1〉] = κj+1〈pj+1|ḃ(yj+1)
ḃaκj(yj)aċ|pj〉ċ

= κjκj+1〈pj+1|ḃ(yj+1)
ḃa(yj+1)aċ|pj〉ċ

= κjκj+1〈pj+1|ḃ(yj+1)
ḃa
(
− (yj+1)

ċ
a 〈pj |ċ

)
= −κjκj+1〈pj+1|ḃ(y

2
j+1)

ḃċ〈pj |ċ
= −κjκj+1〈pj+1|ḃy

2
j+1|pj〉ḃ,

∴ I[〈pjpj+1〉] = κjκj+1〈pjpj+1〉y2j+1. (4.27)

A partir de (4.21) se puede ver que (yj,j+1)
ȧa = −|pj〉ȧ[pj |a y además (yj,j+1)aȧ = −|pj ]a〈pj |ȧ,

expresiones las cuales si se contraen con 〈pj+1|ȧ y |pj+1〉ȧ respectivamente, queda entonces para
[pj |a y |pj ]a:

[pj |a =
〈pj+1|ȧ(yj,j+1)

ȧa

〈pjpj+1〉
, |pj ]a = −(yj,j+1)aȧ|pj+1〉ȧ

〈pjpj+1〉
, (4.28)

por lo que es claro que en este espacio dual los espinores cuadrados y angulares no son independientes
y entonces ya es posible ver cada una de las bases para losdistintos espacios:

Figura 4.2: Bases en los distintos espacios

Como (4.24), (4.26) y (4.27) muestran la inversión de cada uno de los elementos de las expre-
siones (4.28), entonces la inversión de [pj |a queda como:
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I[[pj |a] = I

[
〈pj+1|ȧ(yj,j+1)

ȧa

〈pjpj+1〉

]
=
−(y−1j )ȧb(yj,j+1)bḋ(y

−1
j+1)

ḋaκj+1(yj+1)aċ|pj+1〉ċ

κjκj+1〈pjpj+1〉y2j+1

= −
(yj)

ȧb(yj,j+1)bḋδ
ḋ
ċ|pj+1〉ċ

κjy2j y
2
j+1〈pjpj+1〉

=
1

κjy2j y
2
j+1

(yj)
ȧb

(
−(yj,j+1)bċ|pj+1〉ċ

〈pjpj+1〉

)
∴ I[[pj |a] = κ̃j(yj)

ȧb|pj ]b y equivalentemente I[|pj ]a] = κ̃j [pj |b(yj)bȧ, (4.29)

con κ̃j = (κjy
2
j y

2
j+1)

−1.

Aśı, análogamente a (4.27) se puede calcular la inversión de un producto de espinores cuadrados:

I[[pjpj+1]] = κ̃j+1[pj+1|b(yj+1)bȧκ̃j(yj)
ȧc|pj ]c

= κ̃j κ̃j+1[pj+1|b(yj+1)bȧ(yj+1)
ȧc|pj ]c

= κ̃j κ̃j+1[pj+1|b(yj+1)bȧ
(
− (yj+1)

ȧ
c[pj |c

)
= −κ̃j κ̃j+1[pj+1|b(y2j+1)bc[pj |c

= −κ̃j κ̃j+1[pj+1|by2j+1|pj ]b,

∴ I[[pjpj+1]] = κ̃j κ̃j+1[pjpj+1]y
2
j+1. (4.30)

Finalmente, para construir las amplitudes los objetos deben ser funciones invariantes de Lorentz
que dependan sólo de yj , 〈pj |, |pj〉, [pj | y |pj ] constrúıdas a partir de las transformaciones duales
conformes definidas anteriormente. Eligiendo κj ≡ 1/y2j [26] se llega a que κ̃j ≡ 1/y2j+1. Por lo tanto
(4.26) se escribe como:

I[〈pj |ȧ] = 1
y2j

(yj)aḃ|pj〉
dotb = (y−1j )aḃ|pj〉

ḃ,

I[|pj〉ȧ] = 〈pj |ḃ
1
y2j

(yj)
bȧ = 〈pj |ḃ(y

−1
j )ḃa,

(4.31)

mientras que (4.29):

I[[pj |a] = 1
y2j+1

(yj)
ȧb|pj ]b =

(yj+1)
ȧb

y2j+1
|pj ]b = (y−1j+1)

ȧb|pj ]b,

I[|pj ]a] = [pj |b 1
yj+1

(yj)bȧ = [pj |b (yj+1)bȧ
y2j+1

= [pj |b(y−1j+1)bȧ.

(4.32)
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Además, para (4.27) y (4.30) se tiene que:

I[〈pjpj+1〉] = 1
y2j

1
y2j+1
〈pjpj+1〉y2j+1 =

〈pjpj+1〉
y2j

,

I[[pjpj+1]] = 1
y2j+1

1
y2j+2

[pjpj+1]y
2
j+1 =

[pjpj+1]

y2j+2
.

(4.33)

Sin embargo todas las demás contracciones 〈pjpk〉 y [pjpk] tales que k 6= j + 1 no son covariantes
bajo la simetŕıa dual conforme.

Resumiendo:

I[yaḃ] = (y−1)aḃ,

I[〈pj |ȧ] = (y−1j )aḃ|pj〉
ḃ, I[|pj〉ȧ] = 〈pj |ḃ(y

−1
j )ḃa,

I[[pj |a] = (y−1j+1)
ȧb|pj ]b, I[|pj ]a] = [pj |b(y−1j+1)bȧ,

I[〈pjpj+1〉] = 〈pjpj+1〉/y2j , I[[pjpj+1]] = [pjpj+1]/y
2
j+2.

(4.34)

Aśı, se tienen tres distintas descripciones para la amplitudes que sin embargo son equivalentes
en el espacio on-shell (〈p|, |p〉, [p|, |p]), el espacio completo (y, 〈p|, |p〉, [p|, |p]) y el espacio dual (y,
[p|, |p]) [26, 27].

4.3.1. Amplitudes

Recordando la fórmula de Parke-Taylor para amplitudes MHV de gluones a nivel árbol (3.15):

A[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ] =

〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉
δ4(P ),

se puede ver que todos excepto uno de los elementos del lado derecho son de la forma 〈pjpj+1〉. El
elemento que no está descrito por lo anterior es el 〈pnp1〉 por lo que hace falta ver cómo éste se
comporta ante inversiones.

Para esto hay que retomar la condición ćıclica: yn+1 = y1 teniendo aśı, a partir de (4.21), que:

(yn)aȧ − (y1)aȧ = (pn)aȧ

∴ (yn)aȧ|pn〉ȧ = (y1)aȧ|pn〉ȧ.

Siguiendo la misma ĺınea que llevó a encontrar (4.27) se llega a:
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I[〈pnp1〉] = κ1〈p1|ḃ(y1)
ḃaκn(yn)aċ|pn〉ċ

= κ1κn〈p1|ḃ(y1)
ḃa(y1)aċ|pn〉ċ

= κ1κn〈p1|ḃ(y1)
ḃa
(
− (y1)

ċ
a 〈pn|ċ

)
= −κ1κn〈p1|ḃ(y

2
1)ḃċ〈pn|ċ

= −κ1κn〈p1|ḃy
2
1|pn〉ḃ,

∴ I[〈pnp1〉] = κ1κn〈pnp1〉y21. (4.35)

Y como κj = 1/y2j , entonces:

I[〈pnp1〉] =
1

y21

1

y2n
〈pnp1〉y21 =

〈pnp1〉
y2n

. (4.36)

Aśı, juntando (4.27) y (4.36) se puede obtener la inversión de una amplitud de gluones MHV a
nivel árbol:

I

[
〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉

]
=

I[〈p1p2〉4]
I[〈p1p2〉]I[〈p2p3〉] · · · I[〈pnp1〉]

=
〈p1p2〉/(y21)4

(〈p1p2〉/y21)(〈p2p3〉/y22) · · · (〈pnp1〉/y2n)

=
y21y

2
2 · · · y2n

(y21)4
〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉

∴ I

[
〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉

]
=

1

y81

 n∏
j=1

y2j

 〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉
. (4.37)

Considerando ahora la amplitud completa, es decir, metiendo en juego la conservación de mo-
mento, se debe hacer ver a ésta como una condición de las coordenadas duales. Lo anterior es
realmente sencillo, pues la equivalencia yace en la relación ćıclica que estas coordenadas satisfacen:
yn+1 = y1, por lo que:

δ4

 n∑
j=1

pj

 −→ δ4(y1 − yn+1).

Como esta delta satisface
∫
d4y1δ

4(y1 − yn+1) = 1 y dado que I[d4y1] = (y−21 )4d4y1, con y−81

el jacobiano, entonces se necesita que para que la relación integral se siga satisfaciendo bajo la
inversión la delta transforme como [6][26]:
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I[δ4(y1 − yn+1)] = y81δ
4(y1 − yn+1), (4.38)

por lo que, juntando (4.37) y (4.38), la inversión de la amplitud de gluones MHV a nivel árbol
queda como:

I[An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ]] =

1

y81

 n∏
j=1

y2j

 〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉
y81δ

4(y1 − yn+1)

∴ I[An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ]] =

 n∏
j=1

y2j

An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ]. (4.39)

Con lo cual se observa que bajo inversión dual conforme la amplitud (3.15) transforma co-
variantemente con el mismo peso en cada pata del diagrama correspondiente, a dicho peso se le
conoce como peso conforme; sin embargo es importante notar que las contraciones 〈pipj〉 tales que
|i− j| > 1 no son covariantes.

Aśı, las amplitudes de gluones MHV donde los gluones de helicidad negativa no están en puntos
adyacentes no son conformes duales, por lo tanto las amplitudes con un desplazamiento−|p1, p2〉 y
otras amplitudes de gluones se comportan de manera distinta ante la simetŕıa dual conforme.

Y es justo el operador de inversión el que genera la simetŕıa dual conforme a partir de la simetŕıa
de Poincaré, por ejemplo se tiene que [6]:

Kaȧ = IPaȧI, (4.40)

donde, en analoǵıa con las coordenadas del espacio tiempo se puede tomar el operador de trasla-
ciones en el espacio dual como [18]:

Paȧ =

n∑
k=1

∂

∂yȧak
.

Entonces:
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KaȧAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] = IPaȧI

[
An[p−1 , p

−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ]
]

= IPaȧ

 n∏
j=1

y2j

An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ]


= I

 n∑
k=1

∂

∂yȧak

 n∏
j=1

y2jAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ]


= I

[ n∑
k=1

∂

∂yȧak

n∏
j=1

y2j

An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ]

+

n∏
j=1

y2j
〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉

n∑
k=1

∂

∂yȧak
δ4(y1 − yn+1)

]

como f(x)δ′(x) = −f ′(x)δ(x), se tiene:

KaȧAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] = I

[ n∑
k=1

∂

∂yȧak

n∏
j=1

y2j

An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ]

−

 n∑
k=1

∂

∂yȧak

n∏
j=1

y2j

 〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉 · · · 〈pnp1〉
δ4(y1 − yn+1)

]

= I

[ n∑
k=1

∂

∂yȧak

n∏
j=1

y2j

An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ]

−

 n∑
k=1

∂

∂yȧak

n∏
j=1

y2j

An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ]

]
= 0,

∴ KaȧAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] = 0,

la cual era la última relación que haćıa falta para concluir que todos los generadores de la simetŕıa
dejan invariante las amplitudes de gluones MHV a nivel árbol.

Finalmente, a manera de resumen podemos escribir que los generadores de Poincaré mantienen
invariante la amplitud mientras que aplicar los operadores de helicidad y de inversión la hacen
covariante. Matemáticamente esto se ve como:
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PaȧAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] = 0,

MabAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] = 0,

MȧḃAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] = 0,

DAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , . . . , p

+
n ] = 0,

KaȧAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] = 0,

HAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] = (n− 4)An[p−1 , p

−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ],

IAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ] =

(∏n
j=1 y

2
j

)
An[p−1 , p

−
2 , p

+
3 . . . , p

+
n ].

(4.41)



Caṕıtulo 5

Conclusiones

Como se pudo observar a lo largo de este trabajo, el formalismo de helicidad es un método
alternativo para el cálculo de amplitudes de gluones que no sólo se presenta como uno más simple
al usual cálculo de trazas, sino que también permite estudiar la simetŕıa dual conforme en dichos
procesos. Cabe mencionar que se puede trabajar también en un régimen en el cual las part́ıculas
tengan masa para lo cual se han de redefinir los espinores 〈 · |, | · 〉, [ · | y | · ] agregándoles un
término que incluya las masas de las part́ıculas que se quieren describir. También cabe mencionar
que este formalismo no se limita a gluones, sino que las amplitudes constrúıdas a partir de estas
reglas se pueden aplicar a otras teoŕıas como la propia QED, la misma N = 4 SYM pero ahora
considerando sus partes fermiónica y/o supersimétrica o hasta supergravedad, teoŕıa en la cual, co-
mo se puede ver en: [6], los cálculos de amplitudes se pueden calcular como volúmenes de politopos,
los cuales son la generalización de un poĺıgono en dimensiones ≥ 4.

Como se ve en (3.15), bajo el formalismo de helicidad, las amplitudes a nivel árbol son funciones
racionales de 〈pipj〉 o [pipj ] tales que tienen una dimensión de masa (enerǵıa) finita, como se ve
en (3.1). Sin embargo, hay restricciones a estas funciopnes dadas por la f́ısica del problema, como
por ejemplo el tipo de polos que tienen, los cuales se estudian en las relaciones de recursión que
permiten después obtener la fórmula de Parke-Taylor. Tales relaciones utilizan sólo información
de objetos invariantes de norma y su funcionalidad es exponer la estructura matemática de las
amplitudes.

Finalmente, la simetŕıa dual conforme emerge de una manera tal que se pude observar que con
el cambio que se le ha realizado a los objetos que representan las part́ıculas la información se ha
mantenido, es decir, se ha demostrado que los generadores de la simetŕıa conforme dejan invariantes
las amplitudes bajo el formalismo de helicidad aśı como sucede también en una base de esṕın y sin
utilizar los objetos aqúı introducidos. Más allá de eso, lo que este formalismo nos ha permitido en
este apartado es poder utilizar sólo grados de libertad on-shell manteniendo una simetŕıa global,
pues de manera común se utilizan grados de libertad de este estilo en normas de cono de luz o de
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conos tipo espacio pero en tal caso dichas normas no son invariantes de Lorentz [28].



Apéndice A

Reglas de Feynman

Para construir los diagramas y poder calcular las amplitudes correspondientes es necesario seguir
una serie de convenciones conocidas como las reglas de Feynman. [16]

1. Notación:
Se asignan flechas a las ĺıneas de la siguiente manera:

En las ĺıneas externas las flechas que apuntan hacia el vértice indican part́ıculas en-
trantes o antipart́ıculas salientes, mientras que las que apuntan en dirección contraria
corresponden a part́ıculas salientes o antipart́ıculas entrantes.

Las flechas en las ĺıneas internas se colocan de tal manera que se siga el flujo de las
flechas en las ĺıneas externas.

2. Ĺıneas externas:
La contribución de cada part́ıcula a las ĺıneas externas está dada por la siguiente regla:

Fermiones y quarks : Entrantes (u±(p)c),

Salientes (ū±(p)c†).

Antifermiones y antiquarks : Entrantes (v̄±(p)c†),

Salientes (v±(p)c).

Fotones : Entrantes (ε∗µ),

Salientes (εµ).

Gluones : Entrantes (εµ(p)aa),

Salientes (ε∗µ(p)aa∗),
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donde c, c† son factores de color para quarks y antiquarks son

1
0
0

,

0
1
0

 y

0
0
1

 para

los colores rojo, azul y verde, respectivamente, mientras que para el caso de fermiones y
antifermiones este factor no se toma en cuenta. Mientras tanto a es también un factor de
color pero para los gluones el cual se define análogo a c pero con vectores de 8 filas.

3. Factores de vértice:
En QED la aportación a la amplitud de cada vértices está dada por un factor

igeγ
µ,

donde ge es una constante que depende de la teoŕıa.

Por otro lado, para QCD se tienen varios casos:

Quark-gluon : −igs
2
λaγµ,

Tres gluones : −gsfabc
[
gµν(p1 − p2)ρ + gνρ(p2 − p3)µ + gρµ(p3 − p1)ν

]
,

Cuatro gluones : −ig2s
[
fabef cde(gµρgνσ − gµσgνρ) + fadef bce(gµνgρσ − gµρgνσ)

+facefdbe(gµσgνρ − gµνgρσ)
]
1,

con gs la constante de la teoŕıa y λa las matrices de Gell-Mann.

4. Propagadores:
La contribución de cada part́ıcula a las ĺıneas internas está dada por la siguiente regla:

Fermiones, antifermiones, quarks y antiquarks : i
/q +m

q2 −m2
,

Fotones : −i
gµν
q2
,

Gluones : −i
gµνδ

ab

q2
.

1Hay una suma impĺıcita sobre e.



Apéndice B

Propiedades de los espinores

Usando la convención de la métrica ηµν = diag(−1,+1,+1,+1), se definen:

(σµ)aḃ = (1, σi)aḃ, (σ̄µ)ȧb = (1,−σi)ȧb, (B.1)

donde σi son las matrices de Pauli.

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (B.2)

Los ı́ndices de los espinores con dos entradas se suben y bajan usando:

εab = εȧḃ =

(
0 1
−1 0

)
= −εab = −εȧḃ, (B.3)

tal que εabε
bc = δ ca .

De lo anterior, se obtienen las siguientes propiedades:

(σ̄µ)ȧa = εabεȧḃ(σµ)bḃ, (B.4)

(σµ)aȧ(σµ)bḃ = −2εabεȧḃ, (B.5)

(σµσ̄ν + σν σ̄µ) ba = −2ηµνδ ba , (B.6)

Tr(σµσ̄ν) = Tr(σ̄µσν) = −2ηµν . (B.7)

Para 4-momentos pµ = (p0, pi) = (E, pi) con pµpµ = −m2, se definen los espinores de bi-
momento:

paḃ ≡ pµ(σµ)aḃ, pȧb ≡ pµ(σ̄µ)ȧb, (B.8)
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donde su determinante es:

det p = −pµpµ = m2. (B.9)

El conjugado de Dirac Ψ̄ se define como:

Ψ̄ = Ψ†β, β =

(
0 δȧ

ḃ
δ ba 0

)
. (B.10)

Nótese que la matrix β es la misma que γ0 pero con diferente estructura de ı́ndices.

Existen otras identidades que los espinores satisfacen, las cuales se enlistan a continución:

[p|a = εab|p]b, |p]a = εab|p]b,

|p〉ȧ = εȧḃ〈p|ḃ, 〈p|ȧ = εȧḃ|p〉
ḃ,

paḃ = −|p]a〈p|ḃ, pȧb = −|p〉ȧ[p|b,

〈pq〉 = 〈p|ȧ|q〉ȧ, [pq] = [p|a|q]a,

〈pq〉[pq] = 2p · q = (p+ q)2, (B.11)

[k|γµ|p〉 = 〈p|γµ|k], [k|γµ|p〉∗ = [p|γµ|q〉 para p, k reales,

〈p|P |k] = 〈p|ȧP ȧb|k]b, 〈p|y1 · y2|k〉 = 〈p|ȧ(y1)ȧb(y2)bċ|k〉ċ,

〈p|q|k] = −〈pq〉[qk], 〈1|γµ|2]〈3|γµ|4] = 2〈13〉[24].

Los espinores conmutan anaĺıticamente:

| − p〉 = −|p〉, | − p] = −|p]. (B.12)

La relacion entre los espinores angulares y rectangulares está dada por:

[p|a = (|p〉ȧ)∗, 〈p|ȧ = (|p]a)∗, (B.13)

si pµ es real.



Apéndice C

Cálculo de A4[p
−
1 , p
−
2 , p

+
3 , p

+
4 ]

A partir de las reglas de Feynman (Apéndice A) se puede construir la amplitud para 4 gluones.
Eligiendo los momentos de referencia q de los vectores de polarización ε como q1 = q2 = p4 y
q3 = q4 = p1 se tiene para la amplitud MHV:

iAn[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , p

+
4 ] =

(
i√
2

)2(−i
s12

)(
ε−1 · ε

−
2 (p1 − p2)µ + (εµ2 )−ε−1 · (2p2 + p1)

+ (εµ1 )−ε−2 · (−2p1 − p2)

)(
ε+3 · ε

+
4 (p3 − p4)µ + (ε+µ )4ε

+
3 · (2p4 + p3)

+ (ε+µ )3ε
+
4 · (−2p3 − p4)

)
= − 2i

s12
(ε−2 · ε

+
3 )(ε+1 · p2)(ε

+
4 · p3)

= − 2i

s12

(
−2

2

[p4p3]

[p4p2]

〈p1p2〉
〈p1p3〉

)(
− [p4p2]〈p2p1〉√

2[p4p1]

)(
+
〈p1p3〉[p3p4]√

2〈p1p4〉

)
= −i 〈p1p2〉[p3p4]2

[p1p2]〈p1p4〉[p1p4]
,
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−
1 , P

−
2 , P

+
3 , P

+
4 ]

Recordando que 〈pjpi〉 = −〈pipj〉, [pjpi] = −[pipj ], 〈pipi〉 = [pipi] = 0, además
∑

i[pjpi]〈pipk〉 = 0
y que s34 = s12 se tiene que:

An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , p

+
4 ] = −〈p1p2〉(〈p2p3〉[p3p4])([p3p4]〈p3p4〉)

[p1p2]〈p2p3〉〈p3p4〉〈p1p4〉[p1p4]

=
〈p1p2〉(−〈p2p1〉[p1p4])([p1p2]〈p1p2〉)

[p1p2]〈p2p3〉〈p3p4〉〈p4p1〉[p1p4]

=
〈p1p2〉3

〈p2p3〉〈p3p4〉〈p4p1〉
,

∴ An[p−1 , p
−
2 , p

+
3 , p

+
4 ] =

〈p1p2〉4

〈p1p2〉〈p2p3〉〈p3p4〉〈p4p1〉
, (C.1)

el cual es el mismo resultado que el dado por la fórmula de Parke-Taylor (3.13).
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