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Introduccion

Este trabajo aborda una nueva aproximacion al calculo de las amplitudes de dispersiéon a nivel
arbol. Se introduce el formalismo de helicidad, el cual es la base de este método y se apoya, en
lugar de los usuales espinores de Dirac, de espinores de Weyl construidos a partir de los anteriores.
Las amplitudes bajo este formalismo utlizan sélo estados fisicos externos que estén on-shell y se
basa en que los campos de espin 1 transforman en la representacion (%, %) del grupo de Lorentz
por lo que estos campos quedan simbolizados por biespinores (p?). En lugar de trabajar con cam-
pos espinoriales, los objetos con los que se construye este formalismo son espinores constantes de
valores reales o complejos llamados espinores de helicidad, es decir, dobletes transformando en las
representaciones (%,0) y (O, %) del grupo de Lorentz, por lo cual ya no hay dependencia de las
coordenadas z,, es decir, no hay localidad. Dichas amplitudes son muy especificas, pues sélo se to-
man en cuenta procesos entre gluones en una teoria .4 =4 SYM (sin considerar la supersimetria)
que entran en una clasificacion de vértices de méaxima violacién de helicidad, que por sus siglas
en inglés se conocen como MHYV; estos vértices son aquellos que tienen la primer configuracion de
helicidad no trivial que da un valor para la amplitud distinto de cero. Tales configuraciones estan

regidas por el ordenamiento de color de los gluones.

Los vértices MHV dan lugar a construir funciones que se denominan on-shell, las cuales como
su nombre lo dice toma de bloques los estados on-shell de las particulas que las componen. En
particular dentro de toda la gama de este tipo de funciones se toman las descritas por Britto, Ca-
chazo, Feng y Witten, es decir las relaciones BCEFW [1, 2], las cuales consisten en reescribir un par
de las variables de momento como cantidades complejas creando subamplitudes en los vértices de
las amplitudes MHV. Todo este proceso da lugar a un férmula que hace el cédlculo de amplitudes
de n—gluones a nivel arbol muy sencillas comparado con el método usual que utiliza las reglas de
Feynman y las variables de Mandelstam; dicha férmula recide el nombre de formula de Parke-Taylor.

Lo interesante de contar con esta forma de calcular las amplitudes més alla de simplificar los
cédlculos con la féormula mencionada anteriormente, es poder observar una simetria que de otra
manera seria algo complicada: la simetria dual conforme. Para lograr describir esto es necesario uti-
lizar coordenadas duales, las cuales se definen a partir de diferencias de momentos de las particulas
involucradas en el proceso que se quiere describir, creando con éstas un poligono en el espacio
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dual el cual brinda de una relacién ciclica entre las coordenadas que nace a partir de lo que en el
espacio on-shell seria la condicién de conservacién de momento. Los generadores de esta simetria
son los mismo que se encuentran en la simetria de Poincaré anadiendo ademads una transformacién
conocida como inversion, la cual al aplicarla a la amplitud MHV de Parke-Taylor se descubre una
propiedad de éstas que, tentativamente, no existe en otros tipos de amplitudes de gluones en la
parte no supersimétrica de .4 =4 SYM.



Capitulo 1

Formalismo de helicidad

1.1. Los grupos de Lorentz y Poincaré.

Debido a su relacién con la relatividad especial, una teoria cuantica de campos debe permanecer
invariante ante transformaciones bajo el grupo de Lorentz O(1,3) y en particular, al buscar que la
teoria sea unitaria, bajo el subgrupo cuyos elementos tienen determinante igual a uno, SO(1,3).
Las transformaciones de Lorentz actian sobre los elementos del espacio x* = (¢, z,y, z) mediante
matrices A que preservan la métrica g de la forma

gMVAMpAVo' = gpo" (11>
En el caso de la relatividad especial g es la métrica de Minkowski, la cual se escribe como g, =
N = diag(—1,+1,+1,+1).

De la ecuacién (1.1) se tiene inmediatamente que A,”A” = §”,, mientras que por definicién se
debe cumplir que (A~1)?,A¥_ = 6”,. Por lo tanto:

(A7), = A, (1.2)

Infinitesimalmente, las matrices A se escriben de la forma A¥, = §*, +w", + 0 (wz) con un tensor
antisimétrico wy,, = —w,,. Por otra parte, los generadores de la simetria se representan con opera-
dores unitarios % (A), que de manera infinitesimal se escriben como % (1 +w) = 1+ £w,,, M* con
los operadores Hermitianos M*” = —M"* actuando en el espacio de Hilbert de la teoria cuantica
de campos en cuestién. Estos son los generadores del grupo de Lorentz [3, 4].

Los operadores % cumplen:

UNUWN)=%AN), %N UN)U(N) =% (AN,

Tomando el lado izquierdo de la segunda igualdad, con A’ = 1 + &/, se tiene que:
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UM U A +0)%(N)=%(N) L+ %%,,MW)%(A) =1+ %@/(A)*leZ,M“”%(A).

Mientras que para el lado derecho:

_ _ { - o v
UANTA+N) =271+ AN =1+ 5 (A NP who A7, MM
Igualando la dltima parte de los dos desarrollos anteriores y tomando en cuenta que se satisface

(1.2) asi como el hecho de que wiw es antisimétrico, se tiene finalmente que:

U (N MM U (N) = A N M (1.3)

Debido a lo cual cada componente de M se transforma con su propia A, por lo que se puede deducir
la existencia de un P que satisfaga una relacién similar pero cambiando con una tnica A.

U (N)"LPRUY (A) = AR PV, (1.4)

Los P* son llamados operadores de momento (donde PY es el Hamiltoniano y los P’ son los com-
ponentes del vector de momento de tres dimensiones) y fungen como los generadores del grupo de
traslaciones, los cuales junto con los M#*” del grupo de Lorentz, generan el grupo de Poincaré.

Tomando A = 1 + w con w arbitrario se obtienen las relaciones de conmutacién para los gene-
radores M y P:

[MH MP?] = i(g"P MM + gl MYP — g”7 MHP — ghP MV, (1.5)
[P*, P"] = 0. (1.7)
Con lo anterior se definen los operadores de momento angular J; = %ijMjk y los boosts

K; = M™ y mediante (1.5) y (1.6) se obtienen las siguientes relaciones:

[Ji, J;] = icijidr,
i, K] = ek,
[Ki,Kj] = —iEiijk,

[Ji, P)] = 0,

[Ji, Pj| = iijuly,
[Ki, ] = iP;

(K, PJ] = 10;; .

Estas ultimas relaciones forman el algebra de Poincaré.
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Las representaciones irreducibles del grupo de Lorentz pueden construirse a partir de las repre-
sentaciones irreducibles de SU(2). A partir de los generadores J; y K se construyen:

1 1
los cuales satisfacen:
[T = ey
[Ji ] = deiedy s
+ 71
[Jz an ] = 0.

Las relaciones de conmutacién anteriores indican que el algebra de Lie del grupo de Lorentz
tiene dos subdlgebras:

su(1,3) = su(2) & su(2),

en donde cada representacion irreducible de su(2) estd representada por un nimero semientero j.
Las representaciones del grupo de Lorentz estan representadas por dos niimeros semienteros m, n,
en donde la representacién (m,n) tiene (2m+1)(2n+1) grados de libertad. Dado que J; = J;" +J;,
se tienen como valores restringidos de espin j a |m —n|,|m —n|+1,...,m+n [5].

Las siguientes son las representaciones mas usadas:

= escalar,

—~
= O
o O

S— N N

espinor izquierdo,

espinor derecho,

= vector.

TN N/~
Ni= O
D= N[

1.2. Espinores.
En analogia con el caso escalar, en donde se tiene que un campo transfoma como:

U (M) rp(@)% (A) = p(A ),

se puede escribir una relacién similar para un campo vectorial A* agregando una matriz A a la
transformacioén asi como en (1.4):

U (N)TLAR ()% (A) = A* AV (A L), (1.8)
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Como en el caso vectorial, también se puede escribir un campo espinorial ¢ que se transforme
siguiendo las mismas reglas. Para comenzar, se considerard a 1 en la representacion (%, 0), es decir
serd tratado como un espinor izquierdo. Partiendo de lo més general, dicho campo se transformaria
con alguna combinacién de las matrices L,%(A) de la siguiente forma:

U (D) " (M) = L, (M)ihp(A™ '), (1.9)

donde las matrices L, estdn también en la repesentacién (1,0).

2
Una propiedad con la que cumplen estas matrices es la llamada regla de composicion de grupo

LL(AN)L,¢(A) = L,S(N'A). Para una transformacion infinitesimal se tiene

i

2

donde (S}, = (S7"),° es un conjunto de matrices de 2 x 2 que obedecen (1.5). Aplicando esto a
(1.9) se tiene la siguiente relacién de comutacion:

Lab(l + w) = 6ab + wuV(Sgy)aba (110)

[Ya(@), MH] = —i(2"0” — 2" 0")pa(@) + (S7¥)a"¥s(2). (1.11)

Dado que M = ¢k J; y evaluando (1.11) en 2* = 0 se tiene que ¥ [¢),(0), M*] = (Sij)abwb(O),
de donde se define: (S})," = 3e¥*(0y),?, con oy, las tres matrices de Pauli:

L (01 s (0 —i 5 (1 0
"_(1())’ U_<i 0)’ 7=\ -1)°

En cambio, si se hace un tratamiento similar partiendo de los boosts Kj = M* se llega a que
(S59),0 = 2i(ok),’. En general:

(SP)a = S(0"e” = "5\, (112)

con (o), = (1,0%) 5, (0")% = (1, —0")%.

Ahora, es sabido que la conjugacién hermitica intercambia las dos algebras su(2) que com-
prenden el albegra de Lie del grupo de Lorentz, por lo que al conjugar el espinor izquierdo 1, se
obtiene un zpl en la representacién (O, %), es decir, un espinor derecho. Dicho campo transforma

bajo Lorentz como:

2 ()l (M) = R (W] (A ), (1.13)

1

)

(1.10) pero con una matriz (S%)," tal que (S%”).> = —(SH"),. Como en el caso (1.11) para z# = 0
se tiene:

donde la matriz R en (0 ) juega el mismo papel que L en (%, O) transformando analogamente a
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[5(0), M™] = (SW), 0] (0). (1.14)
Al conjugar esta ecuacion se obtiene: [M*,1),(0)] = [(S%) di’]*d)b(O), la cual al compararlo con
(1.11) es notorio que se debe sarisfacer que (S%"),> = —[(S4"),"] donde ahora:
vya . v —V a
(SR = —Z<O'MO' —a’al)%. (1.15)

Con esta ultima igualdad y (1.12) se puede armar una matriz:
g = (T2 U (05" = a"5t),’ 0 . (1.16)
0 —(S% )% 4 0 (ato” —avak);

Esta matriz es una representacién del élgebra de Lorentz que serd retomada méas adelante.

1.2.1. Ecuacion de Dirac.

Para construir un Lagrangiano a partir de dos campos espinoriales izquierdos ; , (con i = 1,2
y a el indice espinorial) se requeriere que dicha expresién sea invariante bajo transformaciones de
Lorentz y que sea hermitiano, también debe ser cuadrético en ¢; 4 y d)Z ., bara que la ecuacién de mo-
vimiento sea lineal y con soluciones de onda plana, esto iltimo para poder describir particulas libres.

Para esto se buscan términos sin derivadas y en este caso los candidatos obvios son

1 1 1, o+ 1o, i
g bia = Gmeipbia,  gm oltel, = gmreyl ol (1.17)

donde se entiende que hay una suma implicita al repetirse los indices y se agregaron los términos

1 1, % a ta, ,t . , . . s
constantes 3m, sm” a Viia y U, d)L ; respectivamente pues estos representan términos cinemati-
cos y por lo tanto deben ir acompanados de un término de masa.

Ahora se busca un término con derivadas que cumpla hermiticidad. Tomando para tal fin:
i} 4(5") 0,y (1.18)
se tiene:
(1] 4 (") 0utri) = i@ ) (@) i
i) (G0 — 10, (1, (3)"41.a)-

Es notorio que el segundo término de la ultima igualdad estorba para la hermiticidad, sin
embargo también lo es el hecho de que es una divergencia total, por lo que no contribuird en el
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lagrangiano. Por lo tanto se puede concluir que (1.17) y (1.18) son términos que conforman el
lagrangiano, en el cual, si por simplicidad se toma m = m™*, queda como:

. G 1 1 :
L = i) (5") POy — S0 im@%;d. (1.19)
Se definen los campos auxiliares

o= S5t itad. &= (e = it (1.20)

con los cuales el lagrangiano (1.19) se reescribe como:
L = ixj-l(&“)db@uxzj + ifl(&“)dbﬁuﬁb — mXbﬁb — mXTdEJL. (1.21)
El siguiente paso es utilizarlas ecuaciones de Euler-Lagrange para hallar la ecuaciéon de movi-
miento:

0L ; ;

0 = oF = —i(5")% ), xp + meT, (1.22)
Xa

0 = —g?j = —i(0") 0™ + M. (1.23)

Se pueden escribir las ecuaciones (1.22) y (1.23) en una sola con ayuda de matrices de la siguiente
manera:

miy —ileg0| [ 0 (o), o
0= o = | “16, +mi . (1.24)

—i(em)®g,  mot gtd (G 0 gtd

By
donde y* = < (6‘(‘)) b (o 0)ab> y V= <§%> son las matices y el campo de Dirac, respectivamente.

Con ayuda de las dos definiciones anteriores se puede reescribir (1.24) como:

(=iv 0y +m)¥ =0, (1.25)
ésta es la ecuacion de Dirac.
Tomando el conjugado hermitiano de ¥: ¥t = (Xl , &%) se construye ¥ = WUig = (¢2, Xl)
a
donde 8 = < 500 60‘3). Cabe mencionar que la distincién entre las matrices 3 v 4° es solamente la
a

estructura de indices. Con lo anterior (1.21) queda escrito como:
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L =V(iv"9, —m)¥, (1.26)

y asi como para W se satisface la ecuaciéon de Dirac (1.25), para ¥ se cumple la ecuacién adjunta
de Dirac:

iO*Ty, + m¥ = 0. (1.27)

Las matrices v* cumplen con un algebra. La relacién de conmutacién que satisfacen es:

{77} = 28", (1.28)
donde, al definirse (_Z°7)", = i(g"?6%, — 6”,g"7), se cumple con esta propiedad: [y#,S°7] =
(_ZP)H,~4" la cual se puede leer de manera equivalente como:

i i i ,

(1+ Swpo ST (1 = 5waﬁsaﬁ) = (1= woo S )", (1.29)
con SP7 definida en (1.16) la cual, ahora que se tienen las matrices 7#, se puede reescribir en térmi-
nos de éstas de la forma: S* = Z[y#,4"].

Definiendo A 1= exp(—%wwS“” ), a la ecuacién (1.29) se le puede aproximar por:
ATIAHA L = AP Y, (1.30)

3 2

donde A1 es la representacion espinorial de la transformacién de Lorentz A que permite transformar
2 - —
los campos como: ¥V — A1 Uy U — WAT!, con lo cual se puede comprobar la invarianza de Lorentz
] 1

2
de las ecuaciones (1.25) y (1.27). Para la primera de éstas:

[iv'0, —m]¥(z) — [i'y“(A_l)”M&, — m]A%\I/(A_lx)
— A%Agl[wﬂ(Afl)V#ay - m]A%qJ(Aflm)
2
= ALIATIY AL (ATY,0, — m]P (AT )

|

= A% [iA“ayo(A_l)”“&, —m|U(A )
= A% [iv" 0, — m]W (A )
= 0.

Y para la ecuacién anjunta se logra lo mismo con un procedimiento analogo.

Finalmente, al considerar ondas planas como solucion de la ecuacién de Dirac, se tiene que ¥ y
U deben ser de la forma:
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U(z) ~ us(p)et™ + vy(p)e ™,
U(z) ~ uas(p)e ™ + v5(p)et ™,

donde el momento p esta on-shell, es decir, satisface que: p? = pip, = —m? y s = %+ representa el
espin si se elige una base en la cual estos espinores son los eigenestados de la componente z de la
matriz de espin.

Si se quiere resolver (1.25) se necesita que:

(p+m)us(p) =0,  (=p+m)uvs(p) =0, (1.31)

asi como para (1.27):

Go(P)(p+m) =0, B(p)(—p+m) =0, (1.32)

con p = yp,. Estas ecuaciones son la mismas ecuaciones de Dirac y adjunta de Dirac pero en el
espacio de momentos y cada una de estas tiene dos soluciones independientes identificadas con el
subindice s.

. . . 0 ;
En su forma de matriz la contraccién v#p, se escribe como: p = <pab P 8b>, en donde se han
definido p_; = pu(o*),; ¥ pit = pu(z?")"lb, objetos los cuales pueden verse como dos matrices de

2 x 2 cuyo determinante es un invariante de Lorentz: det p = —pt'p, = m2.

1.2.2. Ecuacién de Weyl.

El enfoque que se tomara a partir de este momento es para fermiones sin masa; en este caso los
subindices de los espinores uy(p) y v4(p) represetan la helicidad de la particula.

En los diagramas de Feynman los espinores u(p) y v(p) representan fermiones y anti-fermiones
entrantes, respectivamente, mientras que u(p) y v(p), los salientes (ver reglas en Apéndice A). La
simetria de cruce hace cambios entre fermiones y anti-fermiones asi como entre particulas entrantes
y salientes y ademads intercambia el signo de la helicidad, por lo que para el caso de masa cero se
tiene que estos espinores satisfacen: u4 = v y v+ = ux [6].

Entonces, las ecuaciones de Dirac (1.31) y (1.32) pasan a ser de la forma:

pur(p) =0, pue(p)=0 vy ux(p)p=0, vx(p)p=0, (1.33)

en donde u+ y v+ se escriben de manera muy conveniente como:
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vi(p) = ('2;]“) , v(p) = <’p(;d> : (1.34)

a_(p) = (0, (pla), @) = (pl° . 0). (1.35)

Por obvias razones, a los nuevos espinores [ - |, | - |, ( - |, | - ) se les llamara cuadrados y an-
gulares y estos seran tales que satisfagan un conjunto de ecuaciones que enseguida seran presentadas.

Para llegar a éstas, se toma en cuenta la forma matricial de p en (1.33), obteniendo asf las
llamadas ecuaciones sin masa de Weyl:

PPl =0, plp)’ =0, [p%p,; =0, (plap™ =0. (1.36)

1.3. Introduccidon al formalismo.

La helicidad es la componente del espin en la direccién del 3-vector de momento . En el caso
de los fermiones los hay con helicidad +1/2, llamados derechos y con helicidad —1/2, llamados
izquierdos. Como ya se hizo notar en la seccién anterior, todo el trabajo se hard en un contexto en
el cual las particulas se traten como si no tuvieran masa. Esta aproximacién es valida en un limite
de energias muy altas, es decir, tomando los valores de las variables de Mandelstam mucho maés
grandes que los del cuadrado de la masa de las particulas [3].

Se puede elegir una base tal que en el marco de reposo los espinores u+ y v+ denoten los
eigenestados de la componente z de la matriz de espin, con lo cual + representa el espin hacia
arriba o hacia abajo a lo largo del eje z. Para el caso m = 0 se tiene entonces que el subindice
+ denota la helicidad [6]. Con lo cual en este formalismo se pasa de trabajar con us(p) y vs(p)
a hacerlo con (pla, [p)%, [p|% |pla; dichos objetos no anticonmutan y son también conocidos como
twistores, los cuales tienen como ventaja que no es necesario conocerles una representacion explicita
para trabajar con ellos, es decir se pueden tomar como objetos abstractos.

1.3.1. Notacién y herramientas del formalismo.

Para comenzar, los espinores cuadrados y rectangulares suben y bajan indices mediante el tensor
antisimétrico de Levi-Citiva &:

Pl =®lply,  Ipla = €anlp]’,

V ab b
)" =e®(ply,  (Pla =€4P)"
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Por otro lado, se puede hallar una relacién entre los espinores cuadrados y angulares de acuerdo
a lo siguiente:

(0. (pla) = 1(p) = 54 (p) = (“ﬂ) — (0, (1pla)"),

(pla = (Ipla)* v andlogamente [p|* = (|p)*)* para p* real. (1.37)
Otra herramienta til para poder utilizar este formalismo es la relacién de completez:
> ui(p)is(p) = —p+m, D> vi(p)0s(p) =—p-m, [3]
s==+ s=+

donde en este caso m = 0. Es facil ver que en la base de helicidad lo anterior se ve como:

0 Iplaply) _
(m%rb 0 ) 4

Py = —IPlo(pl;, P = —Ip)%[pl". (1.38)

Abusando de la notacion se puede escribir una relacién que llegard a ser tutil mas adelante:

—p = Ip)pl + Ipl{pl. (1.39)

Como los espinores son antisimétricos se cumple que: (pg) = —(qp) y [pq] = —[gp] en donde

para simplificar las cuentas ha escrito que (pq) = (pla|q)® v [pq] = [p|*|qla Para dos momentos p* y
¢". [7] Usando lo anterior y (1.38) se tiene que:

(pa)lpa) = —(pa)lap) = —(l9)*[al”)(|Pls(Pla) = —¢*Pra
= —[gu(@)®lpo (0" i) = —qupn(5")* (6" )1a
= qupu[-Tr(6"0")] = qupu[29""]
= 2p-q,

y como p? = —mf, =0y ¢’ = —mg = 0, entonces se puede escribir:

(pg)[pal = (p+ a)*. (1.40)

En ocasiones, en los diagramas, apareceran objetos de la forma: us(p)y*vy (q), los cuales en el
formalismo de helicidad se ven como:

(P vi(q) = (0 (pla) ((Ug)db (af:))af,) <|q]b> (el
it (p)y"v-(q) = ([P 0) <(5—/9)db (U‘S)ab)(
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mientras que los casos en los que s = s sucederd que {(p|q(7*)%|q), = (p]a(a“)ab@i’ =0.

Ahora, sabiendo c¢émo se suben y bajan los indices de los twistores, se obtienen las siguientes
identidades:

(pla(@)*laly = (2aclp)*) (") (epalal®) = [al*(o")aclp)".
Para mayor comodidad en los célculos a realizar, en préximas ocasiones se abusara de la notacién

escribiendo (p4(6#)%|qly = (p]v*|q] ¥ [p|*(c*),3|20)® = [p]7*|q), tal que la identidad anterior queda
escrito como:

(pIv*la] = [al"[p)- (1.41)

ademds, por obra de (1.37):

DIV g)" = [g|7"|p) para pt, ¢* real. (1.42)

Con lo que se acaba de construir se puede llegar a esta importante identidad:

<p\’Y”\(J].[q/!7u|p/> = {<P!a(5“)db\(ﬂb}{[ql\c(.%)cd'\z?'ﬂ}
= (plal)1d'1als{(8")* (00) o} = (Plalp’)[d'|%|als{ —26"6%}
= —2(pp")[d'ql,

(plv*lal (0’1l d]

(Pl [vuld'] = 2(pp") [aq']. (1.43)

ésta es la identidad de Fierz.

Otra identidad 1til es la identidad de Schouten. Comenzando tomando tres espinores |p;), |p;)
¥ |pk), se puede escribir, para algunas a, b:

Ipk) = alpi) + blpk),
asi, (pipk) = b(pip;) vy (pjpk) = a(p;pi). Entonces:

lpi)(pjoR) = a\pi><pjpi>=(ka>—b\pj))<pjp¢>

= |pe){pjpi) — Ipj) <b<pjpi>) = |px)(pjpi) — i) {Prpi),

i) (pipk) + |pj) (Prpi) + pk) (Pipj) = 0. (1.44)



12 CAPITULO 1. FORMALISMO DE HELICIDAD

Que al multiplicar por la izquierda por un espinor arbitrario (p;| se llega finalmente a lo que se
queria, la identidad de Schouten [8]:

(pupi) (pipk) + (pips) (Prpi) + (Pipr) (Pipj) = 0. (1.45)

Cabe mencionar dos cosas: la relacién anterior también es valida para espinores cuadrados y
como conclusion de esta identidad se tiene algo obvio: tres vectores en un plano no pueden ser
linealmente independientes.

Ahora, en el caso de tener otro momento k*, se tiene que:

(plkla] = (plak®|qly = (pla(—1k)*[k|")|qls = —(pk)[kq], (1.46)

para k? = 0, caso contrario se tendria que: (p|k|q] = Eu(plv*|q]-

Una regla importante que hay que llevar al lenguaje de este nuevo formalismo es la conservacion
de momentos en los diagramas de n particulas. Partiendo de que p® = —|pz‘>a[pz‘|b7 ptt = p“(&u)ab
y > Pt =0 (la regla en su forma convencional) se tiene que:

=3 ) pil® =D pit =" pl(e.)® = (Zﬁ) @)® =0 = > |p)lpil =0.
=1 i=1 =1 i=1 i=1

Utilizando ahora (1.46) para cualesquiera ¢ y k vectores tales que ¢*> = k? = 0, lo anterior se ve
como:

n

> lapi)lpik] = 0. (1.47)

i=1
ésta es la regla de conservacion de momento en el lenguaje de helicidad para un sistema de n-
particulas [8].

Por otro lado, si se tienen todos los momentos salientes, las variables de Mandelstam quedan
definidas de la siguiente manera:

sij = —(pi +05)%  sije=—i +pj + ) ete, (1.48)
en donde, en particular, s = 219, t = 513, U = S14.
Finalmente, en la teoria de Dirac hay objetos que son llamados los vectores de polarizacién,

los cuales se asocian a los fotones que aparecen en alguna de las patas de los diagramas. Dichos
vectores estan definidos como resultados de una corriente de Dirac WA*W, es decir:
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' (piq) = N Y (psq) N [9]

Bajo este formalismo, dichos vectores toman la formas:

PPN ¢ ol ) BN 'l o)1)

=) v2[qp]’ “+id) V2(qp)’ (149
donde g # p es un espinor de referencia arbitrario y es justo esta arbitrariedad del momento ¢ la
que guarda la invarianza de norma en este formalismo. Ademads el resultado final no dependerd de
ninguna manera de este momento auxiliar; sin embargo, una vez hecha la eleccién para ¢ se debera
mantener igual durante todo el proceso del calculo.

En los diagramas, con estos vectores usualmente habrd una matriz de Dirac con la que se haga
contraccién €y (p; q)y, = ¢ +(p; ). Bajo el formalismo de helicidad, esto se ve como:

M e (0 (00
R R v U GO (VR )
alg

= (e )
V2[gp] \(a")*(7,,)° 0

__ (plaldls 0 —24b §d.

 V2[gp) (—25"10‘51”1 0 d)

V200 delpl,
= <|p>é[q|d 0 d)

[ﬁupnq\ +1ale]),

pudiéndose obtener de manera analoga ¢ +(p; q), quedando entonces:

¢_(piq) = [\q/j(lpﬂq +dll), ¢ (pg) = <q\/;(lp] (gl + la) [pl)- (1.50)

Ahora bien, con todo lo anterior se puede ver que el calculo de amplitudes serd un trabajo mas
sencillo, teniendo que para realizarlo se satisfacera:

(An(pr, - opn)P) = D 1A, . i), (1.51)
hi...hn

con p; una particula, ya sea un fermién, antifermién, fotén o escalar, siendo que en ese iltimo caso
como la helicidad es cero, ésta no participa en la suma.
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Estudiando el caso de tres particulas (sin masa), la conservaciéon de momento establece que
plf +pg —I—pg = 0, entonces de (1.40):

(p1p2)[p1p2] = (11 + p2)? = p3 =0, (1.52)

por lo que (p1p2) = 0 o [p1p2] = 0. Suponiendo que (p1p2) # 0 entonces, por (1.46) y la ecuacién
de Weyl (1.36) se tiene:

(p1p2)[p2p3] = —(p1lp2|ps] = (p1l(p1 + p3)Ips] =0,
y asA: [p2p3] = 0. De manera andloga, [pip3] = 0, por lo que [p1p2] = [p2ps] = [p3p1] = 0, es decir:

[p1] o< [p2] o |ps]. (1.53)

Alternativamente, si se parte de la suposicién de que [p;pa] # 0, entonces:

Ip1) o |p2) o< [p3). (1.54)

Por lo que, como conclusion se tiene que para tres particulas sin masa on-shell que satisfacen
la conservacién de momento, los espinores cuadrados y angulares asociados deben satisfacer (1.53)
o bien (1.54) y como consecuencia una amplitud de este tipo sélo puede depender sélo de espinores
cuadrados o angulares pero jamas de ambos.

Asi, han quedado sentadas las bases del formalismo de helicidad, con lo cual es ahora posible
continuar a realizar algunos ejemplos y compararlos con los procedimientos y resultados del método
convencional para el célculo de amplitudes. (En el Apéndice B se encuentras otras caracteristicas
y propiedades de los espinores).



Capitulo 2

A =4 Super Yang-Mills

2.1. Supersimetria y el modelo estandar.

Las interacciones entre las particulas de espin uno y los quarks y leptones estan dictaminadas
por la invarianza de norma del modelo estandar, SU(3)c x SU(2)r, x U(1)y, en donde, para cada
uno de los factores del grupo de norma hay una constante de acoplamiento independiente (g1, g2,
g3), sinedo la constante de estructura fina « y el angulo de mezcla débil fy combinaciones de los
acoplamientos g2 y g1.

En el modelo estandar no hay candidato alguno para algin par supersimétrico de particulas, sin
embargo, las simetrias en este modelo se rompen espontdaneamente, lo que significa que las leyes de la
fisica son invariantes bajo cierta simetria pero la soluciones a las ecuaciones no lo son. Para lograr la
supersimetria, el espectro de particulas del modelo estandar debe ser extendido. La manera minima
de lograrlo es introduciendo el menor numero posible de particulas suplementarias, a esto se le
llama el Modelo Estdndar Minimo Supersimétrico. Basicamente, a cada particula no supersimétrica
o ya conocida, se le proveé de un hipotético companero supersimétrico con la excepcién de que la
supersimetria requiere de al menos dos campos de Higgs [10, 11].

2.2. Algebra (super)simétrica.
La supersimetria amplia el dlgebra de Poincaré incluyendo espinores de supercarga:

Q{l espinor izquierdo de Weyl,

I=1,..../ )
Qa1 = (Qé)T espinor derecho de Weyl.

donde o = 1, 2 indica el nimero del espinor, A4 es el nimero de supersimetrias independientes del
albegra complexificada de Lorentz.

15
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Las supercargas () transforman como espinores de Weyl en SO(1,3) y son invariantes bajo
traslaciones, es decir: [P, Q!] = 0. Las estructura algebréica del superalgebra de Lie es:

{Qéa Qb[} = 2pal}5[J7
{Qéa QZ)]} - 2€abZIJ7

donde, por construccién, Z!/ = —Z7! definiéndose Z como una carga central ya que conmutan con
todos los generadores del dlgebra supersimétrica [12, 6].

Este &lgebra se deja invariante bajo rotaciones de fase globales de todas las supercargas Q!
formando asi un supergrupo U(1)g, ademds, cuando .4 > 1 se tiene que las distintas supercar-
gas pueden ser rotadas entre si bajo una transformacién unitaria perteneciente a SU (/). Estas
simetrias del dlgebra supersimétrica son llamadas simetrias-R [10].

En el caso de particulas sin masa, al considerar representaciones unitarias, en las cuales sucede
que las Q! actiian en un espacio de Hilbert positivo definido, se tiene que:

a=b=2T=J: {Q)Qs}=0 = Q=0 27 =0.
9 i Q! baja el valor de helicidad por 1/2,
@=s0= Q{ eleva el valor de helicidad por 1/2.

Juntas, Q! y Q{ ,con I =1,...,.# forman una representacién de dimensién 2*¥ del algebra de
Clifford asociada con el élbegra de Lie SO(2.4").

Para una teoria en la cual el espectro de particulas es simétrico bajo el cambio en el signo de
helicidad, tomando .4 = 4 se tiene que:

Helicidad | Numero de estados
1 1
1/2 4
0 6
-1/2 4
-1 1
16 estados en total

Tabla 2.1: Nuimero de estados sin masa asociados a los valores de helicidad para .4 = 4 [10].
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2.3. Contenido de campos.

Los campos en teorias supersimétricas con espin menor o igual a 1 son campos de norma de
espin 1, fermiones de Weyl de espin 1/2 y campos escalares de espin 0 restringidos a entrar en
multipletes de las superdlgebras [10].

Para .4/ =4 SYM el multiplete estd conformado por un vector (A4,), cuatro espinores de Weyl

(Ipl, Ipls Ip), (p|) y seis escalares reales (&7 con I =1,...,6), tales que la accién de dicha teoria es:
s= [dam(-1F F“”—E(D<1> )2+f@zp@+9@r1[¢ \1/]+f[<1> ® ]2 (2.1)
- 4 72 9 I 9 9 I, A I, *J . .
0 ol . .
donde I'! = (o)1 0 son las matrices gamma del dlgebra de Clifford y D,, = 9, —ig[A,, -]

es la derivada covariante [6, 13].

Bajo una transformaciéon de norma % en la parte bosénica de la teorfa, el campo A, y los
escalares ®! transforman como:

Ay — AU - @)U, © — WU
g
Resultando para éstos las ecuaciones de movimiento [14]:

D'F,, = ig|[®r, D,®], (2.2)
D, D"®; = ¢*[®,, [P, 0/ (2.3)

2.4. Ordenamiento de color.

La parte de la teoria que describe a los gluones esta descrita a partir del primer término de la
accién (2.1) mediante el lagrangiano:

1 74
,?:'I‘r{—4F#yF“ }, (2.4)
donde F),, = 0,A, — 0, A, — %[A#,AU] y Ay = AT, tomando el grupo SU(N) yendo de los 3
colores en QCD a N tal que los indices del color son a,b,...=1,2,..., N? — 1. Los generadores T

satisfacen las siguientes relaciones:

Te(TeT?) = 6%

[Ta’ Tb] — ’ifabCTC, (25>
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donde f¢ = /29 son las constantes de estructura de SU (N) normalizadas. [6, 15]

Definiendo ahora H,, = 0,4, — %AMAV, el lagrangiano (2.4) queda reescrito como:

1 1 , o ” 9
Loy = _§Tr(HH“)2 —Tr (_2auAyaﬂA — V290" AV A A, + A AMAZ,> . (2.6)

La definiciéon de H,,, es la eleccién de la norma de Gervais-Neveu. A partir de (2.6), las reglas de
Feynman dan un propagador para los gluones de la forma: —i5“bé;‘—2” [6, 16]. Tal manera de escribir
el propagador en esta teoria permite utilizar los vectores de polarizacién (1.49) como una corriente
en la cual los espinores ¥ y W representan quarks de masa cero.

Las amplitudes construidas a partir de estas reglas pueden organizarse entre distintas teorias
de grupo cada una caracterizada por un factor cinematico como por ejemplo los factores de color,
que para los canales s, t y u quedan dados por:

Cs = falagbf‘baga;;’ cr = f~a1a3bf~ba4a2’ Cy = J?ala4()fboz2a37

dichos factores satisfacen una identidad de Jacobi: ¢s + ¢; + ¢, = 0, por lo que en realidad sdélo se
tienen dos factores que son realmente independientes.

En términos de los generadores, a partir de (2.5) se puede escribir que:
Tr(Ta [Tb, TC]) — Tr(Taibede) — ibedTl"(TaTb) — ibed(Sad — ifabc’
mientras que, por otro lado:
Te(TT°, T¢) = Te(TT T — TT°T®) = Te(T*T°T¢) — Tr(TT°T®) = Te(T*T°T¢) — Te(TPTT°),
por lo tanto:
if2 = Te(TT°T°) — Te(TPTT®).
siendo asi que los factores de color quedan escritos en términos de trazas como por ejemplo:
;= farazb fbasas — Tr(TT2TST)=Te(TT?TUT)+Te (T TS T T?)=Te (T T T*T*?),
con lo cual, la amplitud de cuatro gluones queda entonces como [6]:

Ay = g2 <A4[p1,pg,pg,p4]Tr(Ta1Ta2Ta3Ta4) + perms(234)), (2.7)
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donde las amplitudes parciales A4[p1papsps] y sus permutaciones son llamadas amplitudes ordena-
das por colores las cuales para diferenciarlas de las no ordenadas se escriben con corchetes en lugar
de con paréntesis.

Ahora para aplicar lo ya expuesto se calculara el valor de la amplitud de tres gluones que
sera util mas tarde; este vértice se puede observar en el segundo término de la dltima igualdad
del lagrangiano (2.6). Para comenzar tal cdlculo, hay que elegir la configuracién de helicidad del
conjunto de particulas, en este caso se hara pf, p; Y P3 , siendo asi:

Aslpl v 5] = V2l &) (e p]) + (G 6)(ep3) + (56 ) (e p3)]
_ il felvlpe] (pslwlasl | 5 leebulpe] sy las] (anlwlp]

V2{aip1) V2(gap2) V2lasps) V2(ap2) V2lasps) Vaapn)
5{Pslles] (V" p] (aallpa]

! V2[gsps] V2(qip1) V2(g2p2) 3

_ (q192) [p1p2] (q2p3) [p23]

= Tarn apalawal PP apadlaapallaipn PP
(p3q1)lq3p1]

i [g3p3]{q1p1){q2p2) {azlps|p2]

_{q192)[p1p2){p3p1)[p1a3] + (@2p3) [p243](q1p2) [P2p1] + (P3q1)[asp1](g2ps) [Pspo]
(q1p1){(g2p2)[g3ps]

9

donde en la tercera igualdad se utilizé la identidad de Fierz (1.43) y en la cuarta, la propiedad
descrita en (1.46). Considerando ahora la dindmica especial de tres particulas (|p1) o< [p2) o |p3))
(1.54) se tiene que (psp1) = 0, por lo que el primer sumando del numerador desaparece, quedando
la amplitud como:

(q2p3) [P243]{q1p2) [p2p1] + (P3q1)[q3P1](92D3) [P3D2]
(q1p1){q2p2)[q3p3] .

Aplicando ahora la conservacién de momento (1.47) se tiene que: (qip2)[p2p1] = —(q1p3)[p3p1],
entonces:

A3[p—1’—7p3_7p$_] ==

(q1p3){q2p3) ([p293][p3p1] + [a3p1][p3p2])
(q1p1){q2p2)[q3p3] ‘

Recordando la identidad de Schouten (1.45), se puede escribir lo que estd dentro del paréntesis
en el numerador como:

As [Pl » Do ,pd]

[P23][p3p1] + [g3p1][papa] = —[p2p1](asps],

con lo cual la amplitud se escribe ahora:
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+ . (q1p3) (q2p3) [P2p1][g3p3]
Aslpi iP5 ] = (@1p1)(g2p2) [g3p3]

Finalmente, recurriendo de nuevo a la conservacién de momento, se tiene que para los productos
de espinores se satisface que:

= [p1p2]

(q1p3)[paps] = —(q1p1) [p2p1] = égizji - {Z:ijj

(q2p3)[p1p3] = —(qap2) [P1p2] = ézzizi - {i;iﬂ’

y sustituyendo esto en la amplitud se llega al resultado final:

[p1p2)?

Aslptp3opg] =~ —

 [paps]psp1]’ (28)



Capitulo 3

Vértices MHYV y funciones on-shell

3.1. Vértices MHV.

Es importante estudiar ciertos vértices muy particulares, dichos son los vértices MHV por sus
siglas en inglés Mazimally Helicity Violating, es decir, vértices de maxima violaciéon de helicidad.
Lo que esto significa es que estos vértices son los tltimos que permiten “violar” la helicidad sin
hacer cero la amplitud.

A partir de las definiciones de los vectores de polarizacion (1.49) es facil ver que:

& -6 o), € -6 o laiggl, € € o< (pigj)[pjail-
Si se eligen todas las ¢; tales que sean igual a una misma ¢, entones se tendré que: ef . e;r =0,

por lo que la inica manera de que los vectores del polarizaciéon con helicidad positiva figuren en el
numerador de una amplitud de gluones es mediante el producto e;r -pj vy para una amplitud de n
gluones con todas las helicidades positivas se necesita que todos los indices de Lorentz se contraigan
de esta manera, lo cual daria un numerador que tenga potencia n debido a todos los momentos que
figuran en ella. Sin embargo, haciendo un simple anélisis dimensional se puede ver que un diagrama,
el nimero de vértices y propagadores crecen linealmente con n siendo que el niimero de vértices es
n — 2 mientras que el de propagadores es n — 3. Asi que:

(masa)" 2

[A] ~ ~ (masa)™", (3.1)

(masa2)n—3

por lo tanto, la amplitud con todas las helicidades positivas no es posible, es decir:

An(pf,p3 - 5p) = 0. (3.2)
Ahora, para una amplitud A, (p;,py,...,p,), eligiendo g2 = g3 = -+ = g, = p1 se tiene que

+ .+ _ -t : + ..
€ € =0ye -€f =0, por lo que de nuevo se tienen n factores de € - p; en el numerador de la

21
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amplitud, asi que se vuelve a concluir que:

An(py 3, p8) =0. (3.3)

Anélogamente, para signos volteados se tiene el mismo resultado, es decir:

An(py,py,---50n) =0, An(pi",p;,...,p;) =0. (3.4)

El siguiente caso es el de la amplitud A, (p] ,p; , pg, ...,p}), para la cual la eleccién de ¢’s que
maximiza el nimero de productos entre vectores de polarizacion en el numerador que se hacen cero
es:q1 =q2 =Dny 3 =q4s = -+ = qn = P1, con lo cual ¢;-¢; = 0 excepto 62_~e;r parai=3,...,n—1,
haciendo asi que deban haber (n — 2) factores de (¢; - py, satisfaciéndose entonces las dimensiones
de masa necesarias para que exista la amplitud, por lo que ésta queda como:

- - So(eg &) (e pr)" 2
An(py,py 03, )~ Y 2 i_[P; : (3.5)
diagramas J
Con esto se concluye que {—, —,+,...,+}, vy {+,+,—, ..., —}n son las primeras configuracio-

nes de helicidad para las cuales las respectivas amplitudes no son cero bajo el entendido de que
menos gluones de helicidad negativa (positiva) resultan en amplitudes que no son posibles. Por lo
tanto las deméds que tengan una mayor cantidad de gluones con helicidad negativa (positiva) estan
permitidas siempre y cuando haya al menos dos estados de helicidad positiva (negativa), siendo la
Unica excepcién el caso de tres particulas tal y como se demostrd en (2.8).

Resultando que las amplitudes descritas por (3.5) son justo las amplitudes MHV, mientras que
en el caso contrario ({p},p3,p3,--.,p, }) las amplitudes son llamadas anti-MHV. Como agregado,
es prudente mencionar que para los casos donde K + 2 particulas tienen helicidad negativa y el
resto (n — K — 2) positiva, las amplitudes serdn llamadas amplitudes NS MHV, por sus siglas en
inglés Next to Mazimally Helicity Violating [6)].

3.2. Funciones on-shell.

Las funciones on-shell dependen de datos que describen la fisica en los estados externos, descritos
por cantidades como el momento, la masa, el espin y la helicidad. En este caso, las particulas cuyo
momento cumple la relacién de Einstein p? = —m? (o bien, p? = 0 para el caso a tratar) se dice
que estan on-shell [17].

3.2.1. Relaciones de recursion.

Las relaciones de recursion proveen de un método para calcular amplitudes complejas a partir
de otras maés sencillas. Estas relaciones on-shell utilizan informacién sélo de objetos invariantes de
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norma y se ha demostrado que son una herramienta muy poderosa para poder ver la estructura

matemaética de las amplitudes de dispersién [6].

Para comenzar, se introducen n vectores complejos r# tal que:

(i) X5y ry =0,

(ii) rj-ry =0 para toda j,k =1,2,...,n. En particular, rjz =0,

(ili) pj - 7; = 0 para cada j (no hay suma).

Con ayuda de estos vectores 7"? , se construye un momento desplazado:

A Iz
p; =p; +zr;  con ze”Z.

Ademas, se tiene que [6, 18]:

(A) De (i) se sigue que 37, 13? = 0 (conservacién de momento desplazado).

(B) De (ii) y (iii) se sigue que el momento desplazado estd on-shell, es decir: ]5]2 =0.

(C) Se define Pi" =3, ;p para un subconjunto de momentos {p;};es tal que al menos 2 y no

mas de n — 2 de ellos cumplen que Pj2 # 0. Para lo cual:

2

2 2
]53: Zﬁj = ij + 2z ij . er + 22 er EP3+2ZPJ-RJ,

jed jedJ jed jed jeJ

en donde Ry = ),

. P2 .
definir z; = _ﬁ’ se tiene que:

. P?
P = —"L(z—2)).
zJ

) , . ~ 2 ..
jeg iy el término que acompana a z* se hace cero por (ii). Ahora, al

Por (A) y (B), las amplitudes A,, se pueden reescribir ahora en términos de los momentos
desplazados ;62.‘ en lugar de los pé»‘ . En particular esta amplitud desplazada se puede ver como una

funcién de z como An(z) en donde A,, = An(z = 0) ya que la estructura analitica de las amplitudes
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estd determinada por sus polos. Dado que los propagadores estan como 1/ ]53, entonces, por (C),
los polos simples en las amplitudes estdn en z = z;.

Tomando en cuenta la funcién An ( ) , eligiendo un contorno que rodee el polo simple en el origen,

el residuo en este polo es entonces la amplitud no desplazada. Deformando el contorno para rodear
los polos restantes, el teorema de Cauchy resulta en:

A,z
—E Res
z=zj
zJ

donde B,, es el residuo en el polo z = oo.

(3.7)

Se puede ver que en el polo z; el propagador 1/ ]53 se va on-shell. En ese limite, la amplitud
desplazada se divide en dos subamplitudes (Az, Ar) que también estan on-shell:

N z cerca de z N 1« ¥4 N 1
Au(2) z AL(ZJ)PQAR(zJ) =— _JZJAL(ZJ)ﬁAR(zJ), (3.8)
J J

con esto es facil evaluar el residuo en z = z:

re 24,0 e (3.9

z=ZzjJ

donde las burbujas L y R correponden a las subamplitudes AL(z J)y AR(Z J), respectivamente.
Ademaés, opuesto a lo usual, en este caso, el propagador estd on-shell (P? = 0) y como A, (z) — 0
para z — oo, entonces se tiene que B, = 0. Dado lo anteior, entonces:

M= Y Mgt = Y (3.10)

diagramas J diagramas J

La relacién de recursién (3.14) da una construccién invariante de norma de las amplitudes de
dispersion, por lo que se le considera un “prototipo” general de relacion de recursién on-shell para
amplitudes a nivel arbol bajo un desplazamiento adecuado a los momentos externos [6, 19].

3.2.1.1. Relaciones BCFW.

Las relaciones de recursiéon BCFW (Britto-Cachazo-Feng-Witten) [1, 2] se derivan usando mo-
mentos desplazados. La eleccién es tomar dos momentos externos y hacerlos complejos mientras
todos los demds se mantienen sin cambio alguno [20]. Sea z la variable compleja que deforma los
momentos p y k; retomando (3.6) se tiene que:
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6] = p) + 2K, K=K, |D)=Ip), k)= Ik)— z[p). (3.11)

~

A esto se le conoce como un desplazamiento—|p, k). Hay que notar que [pq] y (kq) son lineales en z

para q # p, k mientras que (pk) = (pk), [pk] = [pk], (pq) = (pq) v [kq] = [kq] se mentienen sin ser
desplazados.

Bajo esto mismo, los vectores de polarizacién cambian a:

~ Mk ~
piq) = ei(pra) + 290 & (pia) = ¢ (p3 ) gl (31
M (ke ) = € (k- (qk) M (ke q) = € (k: q) + »2"d] :
6—1—( aQ) 6—1—( aQ) kY +z ) 6—( aQ) 6—( aq) z :

(ak)+2z{ap) V2[gk]

La validez de estas relaciones requiere que el término de frontera B, definido en (3.7) esté
ausente, lo cual se satisface cuando la amplitud desplazada An(z) tiende a cero para z — oo. El
comportamiento para valores grandes de z puede entenderse a partir de una expansién de 1/z que,
de acuerdo a [21], para dos momentos adyacentes p;, p;:

[piapj> [_’ _> [_a +> [+a +> H’a _>
Ap(z)~  1/z 1/z 1/z 23.

En el caso de que p; y p; no sean adyacentes, entonces la amplitudes crecen por un factor de
1/z dejando asf sélo los primeros tres casos como amplitudes vélidas.

3.2.2. Férmula de Parke-Taylor.

A partir de las relaciones anteriores se puede construir una férmula que ayuda a calcular con
suma facilidad las amplitudes de gluones en una teoria de (Super) Yang-Mills; dicha férmula recibe
el nombre de formula de Parke-Taylor.

Recordando (3.2) y (3.3) se tiene que A,[p],p;,...,p] = 0y que A,[py,p5,...,p] = 0,
respectivamente. Por lo que se procede a trabajar con la amplitud MHV: A, [p;,py ,pi}f, oo,
quedando definida la férmula de Parke-Taylor:

(p1p2)*
p1p2)(paps) - -+ (Pnp1)’

la cual se demuestra mediante induccién.

Para comenzar con la demostracién, primero se hace un desplazamiento—[py, p2) con lo cual se
tiene que considerar [19]:
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1. El ordenamiento de color debe preservarse en las dos subamplitudes.

2. Las patas correspondientes a los momentos desplazados (p; y p2, en este caso) deben perte-
necer a distintas subamplitudes, de lo contrario la linea interna P; no estaria desplazada, es
decir, no habria contribucién del polo a la funcién.

3. Las helicidades de la linea interna P; deben ser opuestas para las dos subamplitudes.

Asi, los unicos diagramas que contribuyen a esta amplitud son:

i : 5 1 ;
e + _ PJ 7 nt s PI B
n n—-1 4 3

N . 1 - L
= A3[p17_P1—~;17p7+1]P72An—1[P1n7p27p§_7“'7p:;_1]
In
o oA 1 - . L
+ An—l[pl ;P237pj1_a cee 7p’;~7,_]P72A3[_P2—57p2 7p;,_]7
23
en donde P;; = p; +p; y P estd evaluada en el residuo z = z; tal que ]53 = 0.

A partir de la amplitud de tres puntos anti-MHV (2.8): Ag D1, —]Sltl,p,ﬂ — _[Prupal®

= . tomando
[pnﬁl][ﬁlpln} !

en cuenta que P, = p' + ph, se tiene que:

0= P2, = (p1 +pn)? = (P1n) [P1Pn] = (P100) [P100),

dado lo anterior, la inica manera de hacer el final de la ecuacién cero, es elegir un valor de z (3.11)
tal que [pi1pnp] = 0. Ast:

’P1n>d[ﬁ)lnpn] = _P{iﬂpn]b = _(ﬁl +pn)db|pn]b = |pl>d[ﬁ1pn] =0,
por lo tanto: []Slnpn] = 0. Andlogamente se puede llegar a que [151151n] =0y asf, Ag 12 —P{';L,p;f] =
0, por lo que la contribucion del primer diagrama también se hace cero. Dejando asi la amplitud
como:

~ ~

+] - Anfl[ﬁli7p273apiavpjz_}

1 . AL
PTAS[_P;g’,’]DQ apgr]
23
Suponiendo que (3.13) es véalida para amplitudes de n — 1 puntos y sustituyendo para la primer
subamplitud retomando a la vez (2.8) para la segunda subamplitud, se tiene que:

An[pf>p;ap§rv cees

= (91 Paz)? 1 [p3 Pag)? , (3.14)

An[p_7p_7p+7"‘7n . A ~ - A R
b (1 Pa3)(Pa3pa) (paps) - - (pnpn) (P2p3)[P2ps] [Pagpo][paps]
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de donde:
(D1 Po3)[paPas] = —(p1Pa3)[Poaps] = (p1|Paslps] = (p1|(B2 + pa)|pa) = (B1]p2|ps]
= —(p1D2) [P2p3] = (P1p2)[p2p3),
y también: (Pysps)[Paspz] = (pa| Pas|pa] = (palps|pal = —(paps)[pap2] = — (p3pa)[paps)-

Sustituyendo lo anterior en (3.14), se llega finalmente a lo que se queria, es decir:

—(p1p2)®[p2ps]®
—(p3p4) [p2p3]) (paps) - - - (Pnp1) (P2p3) [p2p3][p2ps]
Finalmente, la conservacién de momento entra en juego en esta férmula mediante la distribu-
cién delta 54(2?:1 p?a) = §*(P) multiplicando a la amplitud (3.13), quedando entonces que las
amplitudes MHV a nivel drbol con desplazamiento—|p1, p2) se escriben como:

Anlpy py py. . 0] = (

(p1p2)?
P1P2)(P2p3) (P3pa) (Paps) - - (PnD1)
Hacer calculos con esta féormula es mucho més sencillo que calcular las trazas para cada diagra-
ma, lo Unico que faltaria hacer para cada caso particular es pasar al lenguaje de las variables de
Mandelstam lo cual se logra facilmente mediante (1.48).

sY(P). (3.15)

An[pfup57p§ra" . 7p:] = <

En el Apéndice C est4 el desarrollo para una amplitud de cuatro gluones siguiendo las reglas de
Feynman con los elementos del formalismo de helicidad. El resultado que se encuentra es el mismo
que se obtendria al sélo aplicar la férmula de Parke-Taylor, lo cual es evidentemente mucho maés
sencillo.
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Capitulo 4

Simetria dual conforme

4.1. Espacios duales.

El espacio dual V* es un espacio vectorial que consiste de todas las funciones lineales en el
espacio V ¢ : V — F (espacio de funciones lineales) con las operaciones de adicién y multiplicacién
por un escalar:

(@+v)(x) = ox)+Y(x),
(a)(x) = ad(x),

para cualesquiera ¢, € V¥, x € Vya € F.

En este caso el espacio V' es es espacio on-shell ((p|, |p), [p|, |p]) v el espacio dual correspondiente
V* es aquel cuya base la forman (y, [p|, |p]) y serd discutido en la Seccién 4.3.

4.2. Transformaciones conformes.

Una transformaciéon conforme de las coordenadas es un mapeo invertible z,, — :UL =z, +€u(x)
tal que deja invariante el tensor métrico.

drydat — A(x)dr),dz’™. (4.1)

El conjunto de transformaciones conformes generan un grupo que tiene como subgrupo al gru-
po de Poincaré. Estas transformaciones no afectan los angulos entre dos curvas arbitrarias que se
cruzan entre si en algiin punto, de alli el nombre de conforme [22].

29
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Para hallar una solucién general a (4.1) se toman en cuenta para la transformacién de las
coordenadas: traslaciones a,, rotaciones m,, = —m,,,, dilataciones \ y transformaciones especiales
conformes b,, tal que la transforamacién queda como:

T, =, =zt (ap+mua” + ey, + 20,37z, — bz,

Ty + ayd, +mpe (276, — xP0,]) + Ax,6, + 2,20, — byxpalsy

zy + a0y + mpe (2 0Pz, — 2P0%x,) + A2, 0" 2, + 2b,2" 2,07, — byx a0z,
1+ a,0” + mps(x°0” — 207) + Ax,0” + b, (22" 2,0 — x,2°0")|x,,

= (1+ia,P" + impeM? +i)D + ib,K")z,.

donde se han definido:

) S — —10" 4 traslaciones,

Mr = i(xP07 — x70P) 6 rotaciones, (4.2)
D = —ix,0" 1 dilatacién, '
K" = —i(22"2,0” —x,2P0") 4 boosts conformes especiales.

Los anteriores son los generadores del grupo conforme, los cuales satisfacen las siguientes rela-
ciones de conmutacion:

[PH P = 0,
[D,P*] = iP",
[D,K" = —iK",
K" PY) = 2i(g"D — M),
K" M) = i(g"K" — g K"),
[PH M) = i(g"P7 — ghPP),
M MP) = (g MPT 4 g MY — gAY — g M),

ésta es el algebra conforme.

En el caso infinitesimal, para los boosts conformes especiales K” se tiene que las transformaciones
finitas correspondientes estan dadas por [13]:

2
;o x, — by

B — v, + b2a?

Ty —T (4.3)

donde se puede escribir 2/, /2" como:

ﬂ: xu—beQ 1—2bp:cp—|—b23:2 2::1:7#_13
x? 1 —2bx, + b2x2 Ty — byx? 2 1
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con lo cual, al definir una operacién de inversién:

I:z, — % =z 1 (4.4)

se logra ver que la transformacién (4.3) es una composicién de una inversién, una traslacién por
(—=b*) y otra inversién. Cabe mencionar que las inversiones ayudan a determinar las consecuencias
de la simetria conforme en funciones de correlacion; sin embargo hay que recalcar que no existe un
generador de grupo asociado a esta transformacion.

Para continuar hay que escribir los generadores (4.2) en el espacio de momentos. Tomando en

cuenta que p¥ = —id/dx, y x¥ = i0/Jp,, éstos quedan como:
Pr= v,
Mo = i(pP07 — p?0°),
D = I8, + 1), (4.5)
K¥ = —=2(pPd”0,+ 0") + p”0,0".

donde 0¥ es ahora la derivada respecto al momento p,,.

Para poder pasar al formalismo de helicidad es necesario deshacerse de los indices de Lorentz;
para lo cual se contrae lo escrito en (4.5) con las matrices de Pauli [6].

de — pv (5_V)('1b — pdb,

M) = i(pPd7 = p’0)(0p05 — 00,)

= i(pf0°0,0, — p’0° 056, — p°0°0,05 + p apagap)b
= i(pPo,0,0° —p0,6,0° — p°0,0,0° +p agopap)f
= 2i(p°0,6,0° —p O'pO'Uap)ab

= Qi(paé(a'p)éb - (Up)aépéb)apv

Mé = i(pPo° — p°0°) (0,04 — 600,])‘%
= i(pP0°0,0, —p*0°Gs0, — p°0°G 05 + pgf)pﬁaap)ab
= i(pP5,050° — P G,0,0° — p°G,0,0" + pgﬁgapﬁp)db

= 2i(p°5,0,0° —p"é’pag@p)d[}

= 2i(pdc(0p)cb - (5p)dcpcz’))apa
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D = i(p’d, +1),

Koo = (—2(p0"0,+0") +p"0,0°)(0v)aa
_2<pp(0u)a[zauap + (Uu)aday> + pa(zapap-

Ahora hay que escribir las contracciones con indice de Lorentz en términos de indices de espi-
nores. Por ejemplo:

v 14 1 6 v — . a v/ = o 6 V= : 6
p’0,=p ppabapab =p (aﬂpk(m)ab))apdb =p (Jx)abélfapab =p (ap)“bapab.
Si en el procedimiento anterior se elige p_; en lugar de p®, se llega a que: p¥ Oy =¥ (Uu)ab%ﬂ.
Por lo que p”d,, queda escrito como:
1 o, 0
p’0 :p”<a Ww_—_ 4 (o -), 4.6
o 2 ( H) apab ( H)ab apab ( )
y de manera particular:
1( O 0
pl/ay e (pa - +p b) . (4.7)
2 op ~ “ebop

Ademsds, ahora es posible escribir la derivada con respecto a p* en términos de derivadas respecto
ab :
ap”y pu

1/, 9
= 5 (0" 55 + i) (@3)

con lo cual:

1 g O 0 \1 g O 0
P — (5 . [ (r)€d Py .
000 = 5 (@5 + @iz ) 5 (0 5+ gy )

R P N I A T VRN A ¢ (apyed 0O
- 4 ((U/’) (U ) 8péb 8péd + (JP) (U )edapc'b aped + (Up)cb(a ) 51765 8péd

b (00400 a)

“10p,, Opd
1/ e d 0 R Y I o 0
= (ptgee 99 _ggpge 99 gsdge ¢ 9 o 9 9
4( ©C opt apid % ddp o, <% dp,; op EeeCi dp; Op,.;

__1(3 8+6 0+8 8+8 8)
2 \ Op® Opye ~ Op® Oppe ~ Opy, Opbe  Op, dpbe )
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0o 0 o 0

0,00 = —— — —. 4.9
P Op Ope.  Op,j, Opbe (4.9)
Mientras que por otro lado:
1 _ved O 0
s = 5 (05 + )
1 , 0 0
= = (=2696f—— — 20 i— |,
2 < e % gped — “CecChd 3p6d.)
(0p) ;0 -2 9 (4.10)
PJch 8]?60’ .
y andlogamente:
: 0
_\éb
0,0 = -2 : 4.11
( P) apb{: ( )
Para los espinores angulares:
a 0 aapéda a 4 értd 9 apdse O ad_ 9
= =g = P | oz I»lp 7 = D)0 o = P
D =g = ( P ) gy = I G =
y de la misma manera para los demas espinores:
0 0 0 0 . 0 da O
a - a ) Dla = Dud ’ =D i
Pedtoh =Py Pl ey, Papr =P g0
Con lo cual las derivadas en términos de los espinores quedan como:
0 p O 0 0 0 0 0 p O
- = — —, = — R :—p-77 :—p —_—. 412
a‘p>a [p| 8pab a(p’a |p]bapbd a’p]a < |bapa[7 a[p’a | > apba ( )

Con todo esto es facil obtener los generadores conformes en términos de espinores cuadrados y

angulares:

P® = —[p)*[pl’,
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ab

d
EbdMa

; 5 )¢ 1 ed  (apnef O 0
e (p“é(ap) or 5(@p)acp ’ <(0") f@péf + (ap)ef'é’p'))
ef

0 1 o , o
2 —9p . 2Cd5fé‘e 9 od .
1€bhd ( Pac Opac By ( 729 y D Eae€ Tpef‘

0 ., 0
2igpq _2‘]7]&7 + 2p%? -
| la op

tizh (I ﬁ—w 05 )
e (Il + 01 )
4 (\p]aa&b - \p]ba[;a) :
gaeMS

0lp)°

0 0
—44 <<p|a8|p>i’ + <p’l}a|p>a> )
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Kaa

(e () o

0o 0

O 0,0
8pc'b PJch apci) ap[za

.<_ B 0 0 )
Paa \ " 0p® Opye O,y ophe

o (0 o 9 9 ., O9N_ (8 8
p 8pda apc'b Dep 3paa 8pci> apaa Daa 8pc'b 8pbc'

ap 9

o 0 )
Op,, Opbe

ap_a_%&a 28)
apaa cb apd.) apda apd.) apaa

N .
apial apt T Gpia gpod
0

0 Opaa O 0 0 Opaa O
T o opy. T Op® Ope Opy opbe — Op.j opbe
_ e 0 0 9
- apdc api,a apda
e 0 O p O
= —Ip)’lp| o g A o
y 0 9 olp) o
I B e~ Blp) aphe
0 p O
d|p)? ~Ip) 8pi’“>
0 0
dlp)* dlp|*

Finalmente, para reflejar la localidad de esta simetria, es necesario ver a los generadores como
sumas de los operadores anteriores en cada pata externa j de los diagramas. Siendo asi a que los
generadores del grupo conforme toman la siguiente forma:

Pt = — >, 1pi)[psl°,

Mo = =43 ;(Ipjladp,p + 1Pjle0p; ),

My, = =43 ;((pjlad, i + (Pili)p,)e); (4.13)
D = 53(p) 0,0 + Ipiladip,1. +2);

Ko = = 225 Op;)2 O o

Ahora sélo hace falta comprobar el comportamiento de la amplitud MHV (3.15) bajo estos
generadores, para lo cual es 1til ver que, para cualesquiera dos momentos ¢q y k:
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n

jgl |Pj]aa[pj|b<Qk> =0, ;<pj|dw<qk> = e, (qk),

y para la delta de conservacién de momento:

i Ipj)® 4 _54(P) = ipadi(s‘l(zﬂ) = i <8.pad(54(P) — W54(P)) ,
= d|p;)° ophd Hphd ophd

- a O a
S Ip) 64 (P) = 20454 (P), (4.14)
j=1 )
analogamente:
- 0 4 bsd
> |pj]am5 (P) = —2626%(P). (4.15)
=1 DPjly
Entonces:

n
PaaAn[pl_,pQ_,p;_,...,p:] o< Z’pj>a[pj’a54(P)
7=1
= 0’

— — n a a
MabAnlpy:pysp55- - pn] - E <|pj]aa[,’b + |pj]b8[,’a> 5*(P)
j=1 Pj Dj

854 P 8(54 P
= 3 <€bc|pj]a@|p<j]c) + Saclpilo 3\p(g‘]c)>

= (=20 — 246,°)6%(P)
= —Q(Eba +5ab)54(P)
= 0,

i=1
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n

MapAnlpy Py 0353 D) o Z(@;Ia |]i> <pg|ba‘8> ><qk>54(P)

j=1

N (. 9lqk) 9(gk) \ w4

= ; <<p]|a(9‘pj> < |b3‘ > ) 6°(P)
(P asP)

+ <qk>; <5a0‘pj> 8|pj>i’ + €jelpj) 3|pj>a>

= (g4 T €45) (ak)6*(P) + (qk)(—2¢4s6 — 264,6%)5*(P)

= (5(11) ai;) <qk>(54(P) + <qk>(_25ai) + 25@1})54<P)

=0

3 v

-+ Moo a0 9 4
DAT 77 5] o 3 (12503 + ooy +2) (k)3
_ N 1a04(P) d(gk) .4 054(P)
= 3 (@l G + il g8 P) + e

1

.
Il

n 2<qk>64<P>)
gk (P) + e (gh)H(P) — 2(qk)5 5N (P) + 2(qk)5 ()
gkt (P) + 2(gh)5H(P) — 2(qk)5*(P) + 2(gk)5*(P)

= 0.

Habiendo calculado ya como actiian estos cuatro generadores sobre la amplitud, falta calcular
KaoAnlpy,py s pgr, ..., p}] pero ésto se hard mds adelante con otras herramientas.

Experimentando ahora con las derivadas (4.14) y (4.15), si se toma su diferencia se puede definir
un operador O

0 o O
05 = |pﬂam — |pj) 5|Tj>""

tal que al aplicarlo a la amplitud se tiene que:
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R S e’ sy
e (p1p2)(p2p3) -+ - (pap1) *

4 o 0O <p1p2>4
O (P)lps) lp;)% (p1p2) (p2ps) - - - (pnp1)
_ <P1p2>4 (—264(P)+254(P))
(p1p2)(P2p3) - - - (Pnp1)
4 a 0 (p1p2)*
o (P)lps) dlp;)% (p1p2) (p2p3) - - - (Pnp1)
0 (p1p2)*
Opj)® (p1p2)(pap3) - - - (Pnp1)’

= —04(P)lpy)"

y, por ejemplo, si se toma j = 1, es decir uno de los dos gluones con helicidad negativa (h; = —1),
entonces:
S , O (p1p2)?
ﬁlAnp N 7p+7p1J1r = _54P P1 “ -
PPy pg ol Pler) B Torpa) oaws) -~ (onpn)
T Ip1)¢ 0 ' (p1p2)?
(p2p3) - - (Pn—1Pn) O|P1)® (Pup1)
= 0 p1)" (3<p1p2>2(—(p2|a)<pnp1> - <p1p2>3<pn\a)>
(p2p3) - - (Pn—1Pn) (Pnp1)?

— (P —3(p1p2)*(p2p1) (Pnp1) — (P1p2)* (Pup1)
(p2p3) - -+ (pnp1) (Pnp1)
_ _s4p 3(pip2)* — (p1pa)*
(p1p2)(p2ps) - - - (pup1)’

OV Anlpy, 03,05 - P ] = —2An[pT 03,03, Db ], (4.16)

mientras que si se toma un gluén con helicidad positiva, por ejemplo j = 3 (hg = +1):
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O3Anlpy 0y pe -.,pt] = —04P)|ps)? 9 (p1p2)*
e o 0|p3)® (p1p2)(p2p3) - - - (Pnp1)
— _syp [p3)® (p1p2)* 0 1

(p1p2) (Paps) - - - (Pup1) Olp3)® (p2p3) (P3pa)

— st p3)* (p1p2) 1 R
= —0°(P) (p1p2)(paps) - - - (Pnp1) <<p2p3>< <p3p4)2< <p4!a)>

X
1
* <P3p4>< (p2p3)? p2a>>
(paps3) <p2p3>>

. (p1p2)* _
= (P (p1p2) (p2p3) - - (pnp1) <<p3p4> {pa2ps)
= —Aulpr,py.pf, R l(=1-1),

O3A,py Dy .05 - pt] = 24,[p7 P55 - Db - (4.17)

Asi, se puede concluir que:

0 . 0 _ _

(’pj]aa‘pj]a - ij>“W) Anlpy 03,03 - 0] = 2hi Aulpy 0305 - o, (4.18)
donde el término h; referente a la helicidad de la particula j estd alli pues se busca construir una
funcién que dependa tanto de los espinores como de la helicidad de la particula, que en este caso
toma los valores +1 [23]. Por lo tanto se puede definir un nuevo operador, el operador de helicidad
[18]:

n

1 0 . 0
H = B Z (pj]aa‘pj]a = |ps) 8|pj>fl> ; (4.19)

Jj=1

tal que

HAupy 03,05 -, 05 = hAn[pT 03,05 ---,p)], con h= Zhj la helicidad de la amplitud,
j=1

y como en este caso hy = hy = =1y hy = --+ = h, = +1, entonces: ) h; = (2)(—=1)+(n—2)(+1) =
n — 4. Por lo tanto:

HALpT  p3,p5 - ph] = (n—4)Anlpy, 03,05 -, D] (4.20)
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4.3. Surgimiento de la simetria dual.
En la simetria de Poincaré, las traslaciones no actiian linealmente sobre los espinores. En el

espacio de momentos, estas transformaciones corresponden a conservacién de momento y estan
asociadas a las amplitudes mediante la distribucién delta:

n
2
Jj=1

Para decodificar esta informacién es necesario incluir nuevas variables [6, 24]. La conservacién
de momento se pude representar graficamente como en la siguiente imagen:

Yn—1
Figura 4.1

Eligiendo representar el contorno anterior mediante sus vértices, entonces se definen:

()* = (yi+1)* = (pj)™, (4.21)
dichos vértices se encuentran en un espacio dual y por consecuencia son llamadas coordenadas

duales o bien, variables de zona o regién, por lo cual no son coordenadas del espacio-tiempo, sino
variables duales de momento con dimensién de masa uno. Es decir:

y; # (t,z,y,2).

Es posible también describir las coordenadas duales y; a partir de un punto arbitrario en el
espacio dual, por ejemplo y;:

j—1
()™ = (W)™ = > |pe)*[pe|*- (4.22)
k=1

En el espacio dual la conservacién de momento de un sistema de n particulas corresponde a la
condicién de periodicidad: y,+1 = y1 [18, 25]. Se puede ver que el arreglo de momentos influye de
manera fuerte en las definiciones de las coordenadas duales por lo que se necesita una convencion
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al respecto, la cual en el caso de (Super) Yang-Mills es el ordenamiento de color, el cual permite
definir:

Yjik =Y — Yk = Pj tPj+1 + -+ Pr-1.

Con las descripciones hechas hasta ahora se puede estudiar una nueva simetria conforme en
las coordenadas duales y llamada simetria dual conforme. Debido a que (4.21) es invariante bajo
traslaciones, se garantiza que las amplitudes sean traslacionalmente invariantes en el espacio-y,
donde P* es el operador correspondiente y K* = IP*I es el generador de los boosts. Dado lo anterior,
la propiedad dual conforme de la amplitud puede ser extraida simplemente de estudiar cémo la
amplitud transforma bajo inversiones I (4.4) para lo cual hay que observar cémo transforman cada
uno de los objetos que la componen, como las coordenadas en si:

Yova -
Iyl = 2 (v bar (4.23)
tal que:
4 Yai/V: Y)Y .
Ply,) = [yb]: " = =y, de, P=1
[ ab] y2 (yab/y2)2 1/y2 ab

Mientras que la resta de éstas:

I e wedea . Wiea¥i — v e (ui (s — we)uke  (Wikdea
[(Yjk)as] = 2 2 2,2 - 2,2 -
Yj Yi Y5 Y5 YiYk

= = ee(vin) W Naa = — (W vy Dbas
J J

donde en el caso k = j + 1 sucede que:

(y5500) i) = =5 )be i) (5 e (4.24)

Contrayendo (4.21) con los espinores cuadrados y angulares, por la ecuacién de Weyl se tiene:

(Y7,5+1)pjla = [Pj1*(Yjj+1)aa = O, (4.25)
(Pila(ys+1)" = (Yjj+1)aalpi)® = 0,
entonces:
0 = 1[(pjla(yiir)™ = =) " (Wig41) (w5 )™ 1pjlal,

por lo que se necesita que (y}l)da1[<pj|d] ~ ]pj>d para que se satisfaga una de las ecuaciones (4.25),
o bien:

1[(pjla) = kj(y;),5|p;)° v equivalentemente I[|p;)*] = r;(p;|;(y;)", (4.26)
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donde x; es un factor arbitrario de peso que depende de y. Con lo cual se puede calcular la inversién
de un producto de espinores angulares:

Upgpien)] = w9700 (0)aclps)?
= ”j“j+1(Pj+1’g(yj+1)ba(yj+1)ae\pj>é
= "‘j"””j+1<29j+1|‘(yj+1)ba( — (yj+1) S (pjle)
= _ﬁJH]+1<p]+1| (y]+1) <p]‘c

= —KjKj+1 <pj+1 ‘i,yj—i-l \p;‘) )

1(pjpj+1)] = Kjkj1(Pipi+1)Vii1- (4.27)

A partir de (4.21) se puede ver que (y; ;+1)%% = —\pj)‘%[pj\“ y ademads (y;j+1)aa = —|Pjla(Djla,
expresiones las cuales si se contraen con (pji1la y |pj+1)® respectivamente, queda entonces para

[p;|* ¥y |pila:

o = (pila(yjjr1)™
o =

 (Yjg+1)aalpj+1)® (4.28)
(pjpj+1)

<Pjpj+1>

) ‘j]a:

por lo que es claro que en este espacio dual los espinores cuadrados y angulares no son independientes
y entonces ya es posible ver cada una de las bases para losdistintos espacios:

E%pacio completo

(y. {pl, [p). [Pl Ip))
Espacio on-shell Espacio dual
((pl; [p). [pl, [p]) (. [pl [p))

Figura 4.2: Bases en los distintos espacios

Como (4.24), (4.26) y (4.27) muestran la inversiéon de cada uno de los elementos de las expre-
siones (4.28), entonces la inversion de [p;|* queda como:
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iootel — 1| Pitla(wii40)®™
[pil] = —
<p]p]-‘rl>
—(U; ) (Y5511)0d W) 1 (Y4 1) aelpin)©
Kk +1(DjP+1)Y5 1
()P (Yjj+1) g0 %IPj+1)°
KiY7YF 1 (PiDj+1)
1 ; (Y54 1)bc|pj41)°
(y;)® (— Jud 200

RiY3Y7 (pjpj+1)

J

1[[p;]%] = & (y;)®|p;]s v equivalentemente I[|p;la] = #;[p;|°(y;)bas (4.29)

con kj = (/ijyjzyjzﬂ)_l.

Asi, andlogamente a (4.27) se puede calcular la inversién de un producto de espinores cuadrados:

pjpjrall = Ryl Wis)vafis (v) |psle

= RjRja1[pjs | (Wie1)ba (Y1) Ipjle

= Rifjlpinl @) (= (95400)%0p51°)

= =Rl (W5 )eelps©

= —RjRj1 [Py} alpsle,

[pjpjr1l] = ki lpipialyi - (4.30)

Finalmente, para construir las amplitudes los objetos deben ser funciones invariantes de Lorentz

que dependan sélo de y;, (pj], |pj), [p;j| v |pj] construidas a partir de las transformaciones duales

conformes definidas anteriormente. Eligiendo x; = 1/ yjz [26] se llega a que k; =1/ y]2- 1 Por lo tanto
(4.26) se escribe como:

I[(pjla] = y%z,(yj)az;lpﬁd”tb:(yjl)ai,lpﬁb,
(4.31)
Ilp;)*] = <pj\z;y%z(yj)b“=<pj|5(y]1)b“,
mientras que (4.29):
. yab T
psl) = @) ™lpsle = "= Ingls = (071 ol
(4.32)
Mplad = il W30 = [y P82 = oy (3
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Ademas, para (4.27) y (4.30) se tiene que:

I(pjpj+1)] = %ﬁ(pjpﬁﬁyjzﬂ = LZ#“),
(4.33)
1[[pjpj+]] Ao P pipnlyia = [p;?%ﬂ-

Sin embargo todas las demas contracciones (p;pr) v [p;jpk] tales que k # j + 1 no son covariantes
bajo la simetria dual conforme.

R(ESHIIl'lelld()Z
y R — y*l -
I[ ab] ( )ab

(pslal = ( Daslen)®s  Tpi) = (sl (w7 ),
(4.34)
1p1") = (i) ®Ipsle: Ulpilal = iP5 eas

(pjpj+1)) = ipj+1)/y7,  Ulpjpjeall = [pjpical/v3 o

Asi, se tienen tres distintas descripciones para la amplitudes que sin embargo son equivalentes
en el espacio on-shell ((p], |p), [pl, [p]), el espacio completo (y, (pl, [p), [p], [p]) el espacio dual (y,
[pl, [p]) [26, 27].

4.3.1. Amplitudes

Recordando la férmula de Parke-Taylor para amplitudes MHV de gluones a nivel drbol (3.15):

(p1pa)*

4
p1p2><p2p3> o <pnp1>5 (P)7

se puede ver que todos excepto uno de los elementos del lado derecho son de la forma (p;p;11). El
elemento que no estd descrito por lo anterior es el (p,p1) por lo que hace falta ver cémo éste se
comporta ante inversiones.

Para esto hay que retomar la condicién ciclica: y,+1 = y;1 teniendo asi, a partir de (4.21), que:

(Yn)aa — W1)aa = (Pn)aa

(Un)aalPn)® = (Y1) aalpn)®.

Siguiendo la misma linea que llevé a encontrar (4.27) se llega a:
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[(pap1)] = r1(P1l;(1) " kn(Yn)aclpn)©
= R1kn (Pl (11)2 (1) aclpn)
= mrrn(p1ls ()" (— (1) Epale)
= —r1kn(p1 ] (WD) (Pl

= —kK1kn(p1 ’i,y%‘pny):

I[<pnp1>] = Klfin<pnp1>y%- (435)

1 /a2 .
Y como r;j = 1/y;, entonces:

1

I[<pnp1>] = y%ylz@nm)yf _ <pnpl> '

Y2

(4.36)

Asi, juntando (4.27) y (4.36) se puede obtener la inversién de una amplitud de gluones MHV a
nivel arbol:

I [ (p1p2)* } _ I[(p1p2)?]
(p1p2) (P2p3) - - (Pnp1) I[{p1p2)|1[{p2p3)] - - - 1[{pnp1)]
_ <p1p2>/(y%)4
a ((plp2>/y%)(<1?2p3>/y%) - ((pnp1) /y2)
y%y% T y’r27, <P1p2>4

(y%)‘* (p1p2)(P2p3) - - - (Pnp1)

(p1p2)* 1 n 2 (prpa)?
[<p1p2><p2p3>-“(pnp1>} o ]Hly] (p1p2) (pap3) - - (pap1) (4.37)

Considerando ahora la amplitud completa, es decir, metiendo en juego la conservacién de mo-
mento, se debe hacer ver a ésta como una condicién de las coordenadas duales. Lo anterior es
realmente sencillo, pues la equivalencia yace en la relacién ciclica que estas coordenadas satisfacen:
Yn+1 = Y1, POr lo que:

D pi | — 8w — ynn)-
j=1

Como esta delta satisface [ d*y16%(y1 — ynt1) = 1 y dado que I[d*y1] = (y;?)*d*y1, con y;®
el jacobiano, entonces se necesita que para que la relacién integral se siga satisfaciendo bajo la
inversion la delta transforme como [6][26]:
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1[5 (y1 — ynt1)] = Y364 (y1 — Yns1), (4.38)

por lo que, juntando (4.37) y (4.38), la inversién de la amplitud de gluones MHV a nivel arbol
queda como:

_ 1 (p1pa)? 8 cd
IATLp , P 7p+7"‘7pi = 3 2 5 — Yn
Anlpropz s ) 8 [l oY aps) - (papry 10 W1 T 1)

n
APy 0705, oi ) = | [T v7 | Anlpr 0708, 0. (4.39)
j=1

Con lo cual se observa que bajo inversién dual conforme la amplitud (3.15) transforma co-
variantemente con el mismo peso en cada pata del diagrama correspondiente, a dicho peso se le
conoce como peso conforme; sin embargo es importante notar que las contraciones (p;p;) tales que
|i — 7] > 1 no son covariantes.

Asi, las amplitudes de gluones MHV donde los gluones de helicidad negativa no estédn en puntos
adyacentes no son conformes duales, por lo tanto las amplitudes con un desplazamiento—|p1, p2) y
otras amplitudes de gluones se comportan de manera distinta ante la simetria dual conforme.

Y es justo el operador de inversién el que genera la simetria dual conforme a partir de la simetria
de Poincaré, por ejemplo se tiene que [6]:

Koo = 1P, (4.40)

donde, en analogia con las coordenadas del espacio tiempo se puede tomar el operador de trasla-
ciones en el espacio dual como [18]:

0
Padzza —.

a
=1 9Yk

n

Entonces:
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KaaAnlpy 03,08 - o] = 1Pl [Anlpy, s, 05 - 0t

(4,
= 1P [(Hyf Anlpy 0305 D)
j=1

n 8 n
2 _
=1 Oyae HyjA”[plvp%p:J{--wpm
k=1 7k \j=1
n a n
2
- I[ ayda Hy] A [p17p27p3 7pn]
k=1 7k j=1

n 4 n
+ H yj2< (p1p2) > Z 85]%(1 54(y1 o yn+1)]

=1 (pp2) (paps) -+ (pap1) £

<

como f(x)d'(z) = —f'(x)d(x), se tiene:

- ~ 0 T _
KaaAulpy 03,08 - 0p] = I[ By [1v; | Anlpy.pz.08 - 0]
k=1 J=1
~ 9 2 <p1p2>4 4
: Sy — yn
( < Jype JHly’ (p1p2)(P2p3) - - (Pnp1) W1 = tnt1)

—

l

a n
8 y A p17p27p3 7pr—~;]]
=1 y 7=1
0

n n
9 2
Hyin yi | Anlpy, 07,05 -, D)
k=1 j=1

n

Q

Ka[zAn[pl_vp2_7p;_ s ?p:] = 07

la cual era la dltima relacion que hacia falta para concluir que todos los generadores de la simetria
dejan invariante las amplitudes de gluones MHV a nivel arbol.

Finalmente, a manera de resumen podemos escribir que los generadores de Poincaré mantienen
invariante la amplitud mientras que aplicar los operadores de helicidad y de inversién la hacen
covariante. Matematicamente esto se ve como:
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PaaAnlpy 03 0% 0] =0,
MapAnlpy,py 505 - 0] =0,
M Anlpy,py 05 - 0] =0,
DAn[py py 05,0 =0, (4.41)
KaaAnlpy 03,05 - 0] =0,

HAnlpy py 05 - o] = (n = 9 Anlpy . py 05 - i),

LA [y, 0303 - s 0] = (l_[?zly?) Anlpy 0305 - D]



Capitulo 5

Conclusiones

Como se pudo observar a lo largo de este trabajo, el formalismo de helicidad es un método
alternativo para el cdlculo de amplitudes de gluones que no sélo se presenta como uno més simple
al usual cédlculo de trazas, sino que también permite estudiar la simetria dual conforme en dichos
procesos. Cabe mencionar que se puede trabajar también en un régimen en el cual las particulas
tengan masa para lo cual se han de redefinir los espinores ( - |, | - ), [ - |y | - | agregdndoles un
término que incluya las masas de las particulas que se quieren describir. También cabe mencionar
que este formalismo no se limita a gluones, sino que las amplitudes construidas a partir de estas
reglas se pueden aplicar a otras teorias como la propia QED, la misma .#* = 4 SYM pero ahora
considerando sus partes fermiénica y/o supersimétrica o hasta supergravedad, teoria en la cual, co-
mo se puede ver en: [6], los cdlculos de amplitudes se pueden calcular como volimenes de politopos,
los cuales son la generalizacién de un poligono en dimensiones > 4.

Como se ve en (3.15), bajo el formalismo de helicidad, las amplitudes a nivel drbol son funciones
racionales de (p;p;) o [pip;] tales que tienen una dimensién de masa (energfa) finita, como se ve
n (3.1). Sin embargo, hay restricciones a estas funciopnes dadas por la fisica del problema, como
por ejemplo el tipo de polos que tienen, los cuales se estudian en las relaciones de recursién que
permiten después obtener la féormula de Parke-Taylor. Tales relaciones utilizan sélo informacion
de objetos invariantes de norma y su funcionalidad es exponer la estructura matematica de las
amplitudes.

Finalmente, la simetria dual conforme emerge de una manera tal que se pude observar que con
el cambio que se le ha realizado a los objetos que representan las particulas la informacién se ha
mantenido, es decir, se ha demostrado que los generadores de la simetria conforme dejan invariantes
las amplitudes bajo el formalismo de helicidad asi como sucede también en una base de espin y sin
utilizar los objetos aqui introducidos. Mas alla de eso, lo que este formalismo nos ha permitido en
este apartado es poder utilizar sélo grados de libertad on-shell manteniendo una simetria global,
pues de manera comun se utilizan grados de libertad de este estilo en normas de cono de luz o de

49
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conos tipo espacio pero en tal caso dichas normas no son invariantes de Lorentz [28].



Apéndice A
Reglas de Feynman

Para construir los diagramas y poder calcular las amplitudes correspondientes es necesario seguir
una serie de convenciones conocidas como las reglas de Feynman. [16]

1. Notacién:
Se asignan flechas a las lineas de la siguiente manera:

= En las lineas externas las flechas que apuntan hacia el vértice indican particulas en-
trantes o antiparticulas salientes, mientras que las que apuntan en direccién contraria
corresponden a particulas salientes o antiparticulas entrantes.

= Las flechas en las lineas internas se colocan de tal manera que se siga el flujo de las
flechas en las lineas externas.

2. Lineas externas:
La contribucién de cada particula a las lineas externas estd dada por la siguiente regla:

Fermiones y quarks : Entrantes (u(p)c),
Salientes (7 (p)c').
Antifermiones y antiquarks : Entrantes (74 (p)c'),
(p)e).

Fotones : Entrantes
Salientes

Gluones : Entrantes

(
(
(
Salientes (v
(
(
(
(

Salientes

51
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1 0 0
donde ¢, ¢! son factores de color para quarks y antiquarks son [0], [1] v [0 ] para
0 0 1

los colores rojo, azul y verde, respectivamente, mientras que para el caso de fermiones y
antifermiones este factor no se toma en cuenta. Mientras tanto a es también un factor de
color pero para los gluones el cual se define andlogo a ¢ pero con vectores de 8 filas.

3. Factores de vértice:
En QED la aportacion a la amplitud de cada vértices estd dada por un factor

Z'ge’}/'“,

donde g, es una constante que depende de la teoria.

Por otro lado, para QCD se tienen varios casos:

Quark-gluon —1i % A%t
Tres gluones : _gsfabc [glu/ (pl - pZ)p + gyp(p2 - pS)M + gpu(p?) - pl)l/] ’
Cuatro gluones : _193 [fabedee(gupgya - g;w'gup) + fadefbce (guygpa - gupgua)

db 1
+facef e<gu0'g1/p - gp,ugpaﬂ )
con g, la constante de la teoria y A* las matrices de Gell-Mann.

4. Propagadores:
La contribucién de cada particula a las lineas internas estd dada por la siguiente regla:

+m
Fermiones, antifermiones, quarks y antiquarks : i%,
q>—m
.8
Fotones : —z%,
q
5ab
Gluones —ig“ VQ .
q

'Hay una suma implicita sobre e.



Apéndice B

Propiedades de los espinores

Usando la convencion de la métrica 7, = diag(—

1,41,+1,+1), se definen:

(0" = (1,0) g3 ()% = (1, =)™, (B.1)
donde o son las matrices de Pauli.
S R () N ) B
Los indices de los espinores con dos entradas se suben y bajan usando:
gab _ ab _ <_01 (1)) = —eap = —E4, (B.3)

bc:(sc

tal que eqpe o

De lo anterior, se obtienen las siguientes propiedades:

Para 4-momentos p*
momento:
Py = Pu(0") g P

53

— gabedb(ap)bb’ (B4)
= —2eqy (B.5)
— _277uy5ab, (B.G)
= 2. (B.7)
p'py = —m?, se definen los espinores de bi-
o = pu(a"u)aba (B.8)
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donde su determinante es:

det p = —pl'p, = m2. (B.9)

El conjugado de Dirac ¥ se define como:

=0l p= <50b 5§> . (B.10)

Nétese que la matrix 3 es la misma que 7° pero con diferente estructura de indices.

Existen otras identidades que los espinores satisfacen, las cuales se enlistan a continucién:

pl* =y, |pla = avlp]’,
)" = e ply (Pl = 24lp)Y,
Pay = —IPla(plyy 2 = —Ip)*Ipl",
(pa) = (plal)®  [pal = [p|*l]a;
(pa)lpal = 2p-q = (p+q)%, (B.11)
[k|v[p) = (pV"|K],  [kIv"[p)" = [pI""'|q) parap,k reales,
(p|PIk]) = (plaP™ K]y,  (ly1 - y2lk) = Bla(y1)? (y2)nel k)C,
(plalk] = —(pa)lak],  (1]7"|2](3|vul4] = 2(13)[24].

Los espinores conmutan analiticamente:

|—p)=—Ip), [—pl=—Ip (B.12)

La relacion entre los espinores angulares y rectangulares estda dada por:
pl* = (p)M)*  (pla = (Ipla)", (B.13)

si p* es real.



Apéndice C

Calculo de Aylp; ,py,p5. 01 ]

A partir de las reglas de Feynman (Apéndice A) se puede construir la amplitud para 4 gluones.
Eligiendo los momentos de referencia g de los vectores de polarizacion € como q1 = qa = pg y
q3 = q4 = p1 se tiene para la amplitud MHV:

PLEr

s

512

iAnlpy Py .03, Pf] = (é) <_Z) (61 “e5 (p1 — p2)! + (e5) "er - (2p2 +p1)
+ (e))7ey - (—2p1 — ( 1+ (p3 — pa)u + (€1)a€g - (2ps + p3)

+ (6)3€eq - (—2p3 —pa)

\/v

= _5712(65 e3)(ef - p2)(ef - p3)
20 [ 2[paps] (p1p2) [pap2](P2p1) (p1p3) [p3pal
B 812 < 2 [pap2] (p1p3) ) ( \f[p4p1 ) (+ \/§<p1p4) >

(p1p2) [p3pa)?

pp2l(p1pa) [p1pal”
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Recordando que (pjp;) = —(pip;), [pjpi) = —[pipj], (Pipi) = [pipi] = 0, ademas >, [p;p;](pipi) = 0
y que S34 = S12 se tiene que:

Anlpr,pg.ptipt] = — (p1p2) ((p2p3)[p3pa]) EEZ;]&;?)
(

[p1p2](p2p3) (P3p4)
(p1p2) (—{p2p1)[P1p4]) ([P1P2] (P1P2))
[p1p2]{P2p3) (P3p4) (Pap1) [P1P4]
(p1p2)®
(p2p3) (P3p4) (Pap1)’

(p1p2)*
p1p2) (p2p3) (p3pa) (pap1)’ (C.1)

el cual es el mismo resultado que el dado por la férmula de Parke-Taylor (3.13).

Anlpy.py .0y pi] = <
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