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Introduccion

En la presente tesis analizaremos algunas cualidades del modelo matemético conocido
como protocolo Aloha. Dicho modelo es una red de acceso aleatorio, que intenta resol-
ver un problema en especifico: ;Como podemos evitar, que al tener varias estaciones de
transmision que envian paquetes de informaciéon a un mismo destino, estos caigan en una
colision?. Un ejemplo de esto, es cuando varios teléfonos moviles intentan conectarse a
una estacién base. Una forma en la que podemos proceder para evitar las colisiones, es
la de etiquetar las estaciones en un orden ciclico, una por una, cada estacion transmitira
su respectivo mensaje hacia su destino. Cuando esto suceda, transmitirda un mensaje in-
dicando que se acabd la transmision, lo que permite a la siguiente estacion transmitir. Si
la estacion no tiene algin paquete para transmision, simplemente manda el mensaje de
que no tiene nada que transmitir para que el ciclo continue. Naturalmente nos podemos
preguntar qué tipos de dificultades presenta este enfoque. Una dificultad es que, si existe
una cantidad muy grande de estaciones, nos tomara mucho tiempo pasar el mensaje entre
todas las estaciones. Aqui es donde entran los protocolos de transmision.

El objetivo de esta tesis consiste en presentar un problema al que dificilmente se le asocia
con la rama de los procesos estocasticos, pero que tenga una soluciéon usando herramien-
tas usadas en los procesos. Para que podamos estudiar los protocolos a traves de las
matematicas, en el primer capitulo veremos resultados que tienen que ver con la recu-

rrencia positiva en Cadenas de Markov. Presentaremos algunos resultados basicos como



el teorema de Foster para recurrencia positiva de Cadenas de Markov y la propiedad fuer-
te de Markov. Para el segundo capitulo analizaremos resultados que tienen que ver con
Teoria de Colas (puesto que el protocolo Aloha puede modelarse como una Cola discre-
ta), necesarios para llegar al teorema de Burke. Ya en el tercer capitulo estudiaremos de
lleno el protocolo Aloha, construyendo el modelo con sus supuestos y sus probabilidades
de transicion. También probaremos que este protocolo no es positivo recurrente y lo que
implica esto en términos de los paquetes de informacién. En el cuarto capitulo propondre-
mos una variacién al protocolo para poder hacerlo estable, asi como otro modelo, similar
al Aloha, llamado protocolo de Resolucién de Colisién, que también es estable y mas
realista que la variacion. Por tdltimo, presentaremos una simulacion, usando el lenguaje
R de programacion, de los tres Protocolos, para comprobar que la teoria concuerda con
los ejemplos ntimericos que proveen las simulaciones. También haremos una simulacién
de algunos modelos vistos en el capitulo dos, como por ejemplo el modelo de Erlang. Esta
implementacion computacional se hace a través de cédigos de mi autoria, realizados para

la presente tesis.



Capitulo 1

Recurrencia en Cadenas de Markov

En este capitulo estudiaremos algunos resultados bésicos, pero a la vez importantes
que tienen que ver con que una Cadena de Markov a tiempo discreto sea irreducible, tran-
sitoria o recurrente. Posteriormente revisaremos criterios de recurrencia positiva; estos
criterios nos seran tutiles en los capitulos tres y cuatro, para los sistemas de transmisién
del Aloha y sus variaciones. Las definiciones y resultados utilizados en este capitulo fue-
ron publicados por [Brémaud, [2013].

Denotaremos como p(i, j) a la probabilidad de transicién en un paso del estado 7 al estado
Jjyap(i,j)™ ala probabilidad en n pasos. Estamos suponiendo que todas las Cadenas
de Markov en esta tesis son homogéneas, por lo que omitiremos mencionarlo de aqui en

adelante.

Definicién 1.0.1 El tiempo de retorno (o de regreso) a un estado i € E es
T, = inf{n > 1|X,, = i}.

Definicién 1.0.2 Los tiempos de retorno sucesivos a un estado i € E son aquellos



que cumplen:

7 = Inf{n > T;| X,, = i},

Tm = Wf{m > 7, 1| X, = i}.

Definicién 1.0.3 Un tiempo de paro con respecto a un proceso estocastico {X,;} es
una variable aleatoria T, que toma valores en N U {oo} tales que para m > 0, el evento

{T =m}, se expresa en términos de Xo, X1, ..., Xpn—1, Xpm.

Observacién 1.0.1 Un tiempo de retorno es un tiempo de paro.

Demostracion. Sea T; el tiempo de regreso a ¢ € E con E el espacio de estados de un

proceso estocastico, entonces

{E:m}:{X()?éZ,Xl #Z,XQ %Z,,szl}

El conjunto anterior depende de la informacién del conjunto { Xy, ..., X, }, por lo que T;

es un tiempo de paro. m

Definicion 1.0.4 El tiempo de retorno (o de regreso) a un espacio de estados F

se define como

T =f{n > 1|X, € F}.

De manera anédloga podemos demostrar que estos tiempos de retorno, también son tiem-

pos de paro.



Veamos a continuacion, que las Cadenas de Markov satisfacen la propiedad fuerte de

Markov.

Teorema 1.0.1 (propiedad fuerte de Markov) Sea {X,},>0 una Cadena de Mar-
kov (abreviado C.M.), con un espacio de estados E numerable y T un tiempo de paro.
Para todo i € E, dado que X, =1 se cumple que:

a)El proceso posterior a T es independiente del proceso anterior a T.

b)El proceso posterior a T es una C.M.

Demostracién. Sea {X,,},>0 una C.M.H. con 7 un tiempo de paro (abreviado t.d.p) y
{ig, ., 4, j1,..,j} C E con E el espacio de estados .
Parte a).

Notemos que

P(XT+1 = J1, "‘7X7'+TL = ]|X‘r = Z.7)(7'/\0 = 1o, ooy Xrpn = Zn) = (11)

P(XT+1 — jl, "'7XT+TL — j, XT — Z', XT/\O - i07 "'7XT/\’n — Zn>
P(XT = Z‘7)(‘1'/\0 = 10, -y Xoan = Zn) ‘

El numerador de la expresion anterior puede escribirse como

S P(r=r,Xei1=J1,00, Xon = 5, X = 1, Xono = G0y oo, Xypn = ). (1.2)

r=0

Cada sumando de la expresion anterior puede escribirse como

P(T =T, XT+1 = jl? ...7X7—+n = j, XT = i,XT/\O = 7:0, ...,XT/\n = /Ln) =

P(X,:=1d,.... Xopn0 = ln, T =T)
P(X,=1i,... Xopo = i, T =T7)

P(T =T, X7—+1 = jl, ...7X7—+n = j, XT = Z',XT/\O = 7:0, ...,XT/\n = /Ln)

P(XT+1 = j17 "'7XT+71 = ]|X’T = Z.7)("7'/\0 = iO? "'7XT/\n = in7T = T)P(X’T = i7 "'7X7'/\0 = 'L.OaT = 'I").



Ahora, dado que 7 An < n, para toda n en los naturales y {7 = r} es un t.d.p., entonces
al evento

B = {XT/\07 “'7X7'/\n’ T = T}
lo podemos expresar en términos de los siguientes eventos

(Xo, o X, 3, {7 = 1) (1.3)

Por lo tanto

B e o{Xoy, ... X;, T =1}

Como los eventos en 0{ Xy, ..., X, 7 = r} se cumple la propiedad de Markov. Le podemos

aplicar dicha propiedad a B y se obtiene

P(XT+1 = J1, ""X’T+n = j|XT =0, X7p0 = 105 s Xan = ln, T = T) =

P(Xri1 = j1s s X = |1 X = 0) = p"(i, 5). (1.4)

Entonces, sustituyendo la ecuacién (1.4) en la expresion (1.2), se obtiene

ZP(T =T, XT+1 = jl) “"X7'+TL = ijT = Z‘7)(7'/\0 = Z.Ov "'7XT/\n = Zn) =

> P(Xoi1 =1, eoes Xoin = JIXr = 6, Xopo = G0y oo, Xonn = 1, T = 1) P(X; =4, .., Xopo = G0, T =7) =

(1.5)

S50, J)P(Xy = iy, Xopo = g, T = 1) =

r=0



pn(i,j) ZP(XT =y, Xopo = 0, T = 7”).

r=0

Realizando otra sustitucién en la ecuacién (1.1), se sigue que

pn<l7j)P(XT = Z.7)(7'/\0 =10, -+ Xopn = Zn)

= p"(3, 7). 1.6
P<XT :iaXTAO :i07"'7XTAn:in) b (Z j) ( )
Por otro lado usando que {X,} es una C.M., ocurre
P(XT+n:j>“-7XT+1 :jl‘XT:Z) :pn(iaj)a (17)
por lo que (1.6) y (1.7) son iguales. Se concluye que
P(X7-+1 - jl, "'7X‘I‘+7“L — ]|XT - 7;7 XT/\O - Z'O, ...,X‘,—/\n — Zn) - pn<fl,j) - (18)
P(XT+H = j7 "'7XT+1 = jl’XT = Z)?
que es lo que deseamos.
Parte b).
Definamos
Tan =T+N (1.9)
para cualquier n no negativo. Como 7 es un t.d.p., entonces {r = m} depende de

{Xo, ..., X;n}, ¥y puesto que 7 = m < m + n = 7,, esto implica

O'{Xo, ceey Xm} C O'{Xo, ceny Xm—i—n};

entonces

O'{AXV()7 ceny Xm} U O'{AXV()7 ceny Xm+n} - O'{X(), ceey Xm—i—n}y
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lo que implica que

{Tn <n+m} e {Xo, ..., Xogm}

Por lo tanto 7, es un tiempo de paro.

Entonces

P(Xrini1 = k| Xpsn =G, s Xp = i) = P(Xp 41 = k| Xpej, . Xr = i) = P(X, 41 = k| X, = j).
(1.10)

Concluimos que usando la Parte a), tenemos la independencia de los procesos futuro y
pasado condicionados a X, = j. Por otro lado, la ecuacién (1.10) no es mas que p(7j, k).
Concluimos que el proceso futuro es una Cadena de Markov.

Por lo tanto se cumple que el proceso posterior y anterior del proceso con respecto a 7

son independientes y que el proceso posterior es una C.M. m

Teorema 1.0.2 Sean {X,},>0 una Cadena de Markov con espacio de estados E y
{mh<k una sucesion de tiempos de regreso sucesivos y finitos casi sequramente de un
subconjunto F C E. Se define el proceso {Y,}ns0 como Yo = Xog =i € F yY, = X(1,)

para n natural. Entonces {Yy tnso es una Cadena de Markov con espacio de estados F.

Demostracion.

P(Yn—H = ]n|Yn = jn—lv 7}/2 = j17Y1 = .]) = P(X(Tn—i-l) = jn|X(7—n) = jn—1> -"7X(7—1) :j)
(1.11)

Por definicion, y utilizando la propiedad fuerte de Markov, tenemos que la expresién

anterior es igual a

P(X(Tnr1) = nlX(70) = Jn1), (1.12)

11



esto prueba que tenemos una Cadena de Markov. Notemos que entre el proceso {X;|t <
Tni1} tiene la misma distribucion que el proceso {X;|t < 71} pues tienen el mismo punto

de inicio y las mismas probabilidades de transicién. Por lo tanto:

P(X(Tt1) = Jnl X(70) = Jn-1) = P(X(11)| X0 = jn—1). (1.13)

Lo que prueba que las transiciones

P(YnJrl = Jn’Yn = jnfl)

no dependen de n, con esto probamos la homogeneidad de la Cadena. =

Lema 1.0.1 Sea {Y, },>0 una sub-cadena de Markov de la Cadena de Markov irreducible
{ X, }nz0, suponemos que el espacio de estados de {Y,}n=o €s finito y estd contenido en

el espacio de estados de {X,,}n>0. Entonces la Cadena {Y,}n>0 debe ser irreducible.

Demostraciéon. Haremos la siguiente demostraciéon por contrapositiva, por lo que su-
ponemos que la Cadena de Markov {Y,},>0 tiene un espacio de estados F' C E con
|F| = k+ 1y es reducible.

Entonces existen dos estados, digamos yg, yi que pertenecen a F' tales que para toda m

no negativa se cumple que p™ (o, yx) = 0. Por hipdtesis, podemos afirmar que

k

> p(yo,y;) =1,

J=0

lo que implica que para todo estado xs que no pertenezca a F', se sigue que p(yo, xs) = 0.
Calcularemos la probabilidad de transicion que va de yy a y, pero esta vez usando estados

que puedan o no puedan pertenecer a F' (puesto que F' esta contenido en el espacio de

12



estados de la otra Cadena). Para cualquier m no negativa podemos aplicar la formula de

Chapman-Kolmogorov

P Wo. k) = > p(Yo, T )P (@, yr) =

(W0, )p™ @ Yi) + P(Yo, Tra ) D™ Tty Yi) + oo+ (W0, v)P™ (Wi yk) F e

En la expresion anterior, para cada sumando hay dos posibilidades.

Caso 1.0.1 Primeramente, que la probabilidad de transicion sea del estado yy a uno xg,

es decir, que no se encuentre dentro de F, por lo que

p(y(b xs)pmil(xsa yk) = OJ

porque p(yo, xs) = 0 para cualquier x,.

Caso 1.0.2 La siguiente posibilidad tiene que ver con que la probabilidad de transicion

vaya de yo a otro estado y;, es decir, el sumando toma la forma

Yo, i)™ (yi, yr)-

Aplicamos el hecho de que la Cadena es reducible y tenemos la desigualdad

"™ (Yo, uk) = (Yo, ¥i)P™ (Vi i),

13



entonces,

0 = p(yo, vi)p™ " (vi, yk)-

Concluimos que p(yo, y)p™ (v, yr) = 0.

Por lo tanto

pm(y07yk> = 07
y como yo, yx € F' C E para un m arbitrario, la Cadena {X,, },>¢ es reducible. =

Lema 1.0.2 Sea {X,},>0 una C.M. irreducible con F un subconjunto de cardinalidad
finita del espacio de estados E. Definimos a 7(F) como el tiempo de regreso a F. Si
E;[7(F)] < oo para cualquier j que pertenezca a F, entonces la Cadena es positiva

recurrente.

Demostracién. Sean i € F'y T; = inf{n > 1|X,, = i}, que es el tiempo de regreso
de la Cadena a 7, definimos Yy = Xy = ¢ junto con Y,, = X, y aplicamos el Teorema
1.0.2, por lo que se cumple que {Y;,},>0 es una C.M. con espacio de estados F. Dado
que {X,},>0 es irreducible, entonces {Y,,},>0 lo es, y como |F| < oo, esto implica que
{Y,}n>0 es positiva recurrente.

Definimos a J; = inf{m > 1|Y,, = X,, = i} como el tiempo de regreso de {Y, },>0 a 1.
Ahora, la recurrencia positiva de la Cadena asegura que E;[J;] < oo, también se definen

So=T1y Sk =71 — T parak > 1y f € F, por lo que

T; = > Tikesy Sk

k=0
entonces

Ei(Ti] = > Eillrey Sil, (1.14)

k=0

14



lo que implica a su vez que,

Ei[ﬂ{k<Ji}Sk] = Z Ei[Skl[{k<Ji}]I{Yk=XTn:f}]-
fer

Ahora,

Ei[Skltk<silivi=x,, =1} = EilSelircsnnvi=s}) =

PYe=f,k < )
PV = k< J)

B[Sk o= Ed(Sulk < Ji, X, = fIP(k < Ji. X,,). (1.15)

Utilizamos la propiedad fuerte de Markov (Teorema 1.0.1) en el proceso { X, }, junto el
t.d.p. 7, y observando que el evento {k < j;} pertenece al pasado del proceso, la ecuaciéon
(1.15) es igual a

E:[Sk| Xr, = fIP(Xrzp, k < Ji). (1.16)

Es necesario ver también que se cumple lo siguiente,

Ei[Sk| Xe, = f] = Ei[th11 — | Xr = []. (1.17)

La igualdad (1.17) significa que es el tiempo esperado de que en el tiempo 73 se encuentre
el proceso en el estado f € F' y se regrese a algin estado perteneciente al conjunto F,

por lo que (1.17) es Ep[7(F')]. Acotamos esto por su maximo

Ef[r(F)] < I}{lggEf[T(F)]-

15



Regresamos a (1.14)

Ei[T; ZE Sk]l{kd} Z ZE Skﬂ{k:<J }ﬂ{XTk—f}])
k=0 k=0 feF
SO ESXr, = 1Pk < Ji, Xo, = 1)) < DO EilSkl X, = fIP(k < i) =
k=0 feF k=0 feF

S (S EL[r(F)P(k < ) ZP (k< J) S Eifr

k=0 feF feF

Ji] Y Efr(F)] < (M maxEg[r(F)])E;[J;] < oo.

feF fer

Donde |F| = M puesto que es un conjunto finito.
Por lo tanto

Ei[Ti] < (M max Ey[r(F)])EilJi] < oo.

Concluimos que la Cadena es positiva recurrente. m

Teorema 1.0.3 (Foster) Sea P la matriz de transicion de un espacio de estados E

numerable, que sea irreducible y supongamos que existe una funcion

h:E—R

tal que inf; h(i) > —oo0 y que

Z pirh(k) < oo

keE

16



para cada k en el conjunto F.

> pish(k) < h(i) — e, (1.21)

keF

para todo i que no pertenezca a F.

Con |F| < oo y e >0 entonces la C.M. es positiva recurrente.

Demostracién. Sea X = (Xo, ..., X;,), y por hipétesis, tenemos que inf; h(i) > —oo.
Podemos afirmar que h es no negativa (se le puede sumar a la funcién una constan-
te en caso necesario). Sea 7 el tiempo de regreso a F'y definimos Y, = h(X,)Ifn<ry.

Demostraremos que la ecuacion (1.21) es E;[Y,,;1|X{]. Tomando i ¢ F ocurre

E; [Yn+1|Xg] = Ei[Yn+1H{n<r}|X6L] + Ei[Yn+1H{n>T}|X(?] =

Ei[Yoiilinery [ X0+ Ei[A(Xn1) g1 <ry Ln=ny | X0 ] =

B[ Y1 Linery | Xo] + Ei [ Xng1)lp| Xg] = Ei[Yoiilinery | Xg] =

E; [h(Xn+1)]I{n+1<T}H{n<T} |Xg] =

Ei[A(Xng1) min{lgn s1.<7y, Lnery X S Eil /(X)) Lnery [ Xo] =

]I{n<‘r}Ei [h(Xn-i-l) |Xg] = ]I{n<‘r}Ei [h(Xn-H) |Xn] : (1-22)

El lado izquierdo de la identidad (1.22) se sigue de que 7 es un tiempo de regreso, entonces
es tiempo de paro por lo que depende de X, lo que implica que 1, sea una funcién

de X{. El lado derecho de (1.22) es consecuencia de la propiedad de Markov.

17



Por la definicion de esperanza condicional obtenemos

H{n<T}EZ[h(XTL+1)|X61] - ]I{n<7'} Z h(Xn)pi,ja

jJEF

y por la hipotesis (1.21) se tiene

]I{n<7-} Z h(Xn)pi,j < ]I{n<7}(h(Xn) — 6) = ]I{n<.,-}h(Xn) — ]I{n<.,-}€. (1.23)

JeEF

Esto es cierto porque X,, ¢ F' con una probabilidad p; siempre y cuando se cumpla el

evento {n < 7}, por lo que

Ei[Yn+1|X6L] < H{n<7-}h(Xn) — H{n<7-}€ = Yn — H{n<7-}€, (1.24)

entonces

B (Ei[Yn1]|Xg]) < Ei[Ya] = €Ei[Inery] = Ei[Yy] — ePi(n < 7),

lo que implica que,

0 < EiY,] < E[Y,] — ePy(n < 7). (1.25)

De la desigualdad (1.25), iteramos empezando en n = 0 ;

0 < Ei[Vi] < BifYo] — eP(0 < 7),

0 < EiYs] <Ei[Yi] — eFi(1 < 7),

18



Entonces,
n+1 n n
k=1 k=0 k=0
lo que implica que,
n n+1 n
0< ZEz[Yk] — ZEz[Yk] — eZH-(k: <7),
k=0 k=1 k=0

Yy que,
0 < E;[Yo] — Ei[Yoia] — €Ei[7],

por lo que concluimos,

0 < B[] < EiYo] — eEi[r]. (1.26)

Ya que empezamos en el estado i ¢ F', con Yy = h(i), entonces para toda i ¢ F' se cumple

que

0 < h(i) — el;[T],

lo que implica

entonces

h(i). (1.27)

Para un j arbitrario que pertenezca a F' y aplicando el analisis de primer paso se obte-

19



nemos

Ejlr] =1+ p;Elr|Yo = 1],
i

entonces

i¢F i¢F i¢F

La desigualdad se sigue de (1.27) y podemos afirmar que 1+ €3 ,qp p;:h(i) < oo por la
hipétesis (1.20).
Por lo tanto el tiempo de espera que empieza en F' y regresa a F' es finito y cuando

usamos el hecho de que F' tiene cardinalidad finita, se cumplen las hipétesis del Lema

1.0.2, con esto podemos asegurar que se da la recurrencia positiva. m

Lema 1.0.3 (Pakes) Sea {X,}n>0 una C.M. irreducible con espacio de estados E = N

tal que para todo i que sea elemento de E, se cumple que

E[X, 1| X,] < 0o (1.29)

limsup E[ X1 — X,,| X, = 7] < 0. (1.30)

iToo

Entonces la Cadena es positiva recurrente.

Demostracién. Sea {X,, },>0 una C.M. irreducible con espacio de estados N que cumple

las condiciones (1.29) y (1.30). Entonces para algin € > 0 se sigue que

limsup E[X,, 11 — X,| X, = 1] = —2e.

iToo
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La hipdtesis (1.29) se puede ver en términos de una sucesién de nimeros reales, es decir,
{E[X,11|X,]} = {an}, y usando el hecho de que para una sucesiéon de nimeros reales,

existe un ny natural tal que para toda n mayor a ny pasa que

liminfa, — € < a, < limsupa, + €. (1.31)

11— 00 n—oo

Obtenemos para cualquier ¢ que pertenezca a los naturales y que sea mayor a una ig, se

cumple que

E[X,11]|X, =i <limsupE[X,, 11| X, =i] + €= —2e+ €= —e. (1.32)

1—00

Por lo que definimos una funcién h(i) = ¢ para cualquier ¢ natural y un conjunto F' =

{i|i <ip}. Entonces,

E[Xpi1|Xn =1 < —e<h(i) —e=i—e (1.33)

Con esto, conseguimos las hipotesis para aplicar el teorema de Foster y concluir que la

Cadena es positiva recurrente. m
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Capitulo 2

Una introduccion a la Teoria de

Colas

En este capitulo estudiaremos los procesos estocésticos conocidos como Colas, presen-
taremos varios resultados, basicos dentro de esta teoria, que tienen que ver con estacio-
nariedad y reversibilidad de dichos procesos, asi como varios ejemplos de Colas, como la
Cola M/M/1 o el modelo de Erlang. Por ultimo enunciaremos y probaremos el teorema
de Burke.

Los resultados y ejemplos de las primeras cinco secciones, asi como el ejemplo dado en
la dltima seccién fueron publicados por [Kelly, |1979]. La prueba del teorema de Burke
se basa en la demostracion dada por [Konstantopoulos, 2016]. Empezaremos con algunas

definiciones.

Definicién 2.0.1 Sea (Xy,, X3,,...X4,) un proceso estocdstico que tiene la misma dis-
tribucion que el proceso (Xy yr, Xigiry ooy Xt1r) Vi, oo tn, 7 € F, con F el espacio de

estados, a dicho proceso se le llamarda estactonario.
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Definicién 2.0.2 Un proceso se dice que es homogéneo en el tiempo cuando la pro-

babilidad P(X;y . = k|X; = j) no depende de t.

Definicién 2.0.3 Sea p(j, k) = P(X11 = k| X = j), donde se tiene que > cpp(j, k) =
1 con j € F para el caso discreto. Para el caso continuo se define q(j, k) =

lim,_, M con j # k.

Una distribucion de equilibrio, es una distribucion que cumple lo siguiente: 0 < m(j)

Vi € F, cuya suma sea uno y ademds que para j € F

©(j) = >_ m(k)p(k, j),

keF

en el caso discreto. Para el caso continuo en lugar de la ecuacion anterior se debe cumplir

que

w(7) > al k) = > w(k)q(k, ). (2.1)

keF keF
Definicion 2.0.4 Un proceso es reversible cuando (X, Xy, ..., Xys,) tiene la misma

distribucion que el proceso (X, _y,, ..., Xoy,) Vi1, to, ...sty, € F y con T natural.

2.1. Resultados basicos

Teorema 2.1.1 Un proceso que es reversible es estacionario.

Demostracién. Sea (X, Xy, ..., X;,) un proceso reversible, entonces tiene la misma
distribuciéon que el proceso

(Xs—trs s Xos)s (2.2)
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para todo 0,ty,%s, ..., tn, j1, .-, Jn pertenecientes a F y con 7 natural.

Proponemos a 7 = 0 y obtenemos que los procesos

(X4, Xiyy oony X1,)

(X*t17 X*tza ceey X*tn)

se distribuyen de la misma manera.
Al proceso reversible le asignamos los siguientes subindices j; = t; + 7 con 1 < i < n,

entonces

(Xj17 ceey Xjn) - (Xt1+’ru ceey th-l—T)'

Por lo que el proceso tiene la misma distribuciéon que

(XT—(t1+T)a "'7XT—(tn+7’)> = (X—tla "'7X—tn)'

Por lo tanto (X3, X4, ..., X3, ) tiene la misma distribucién que (X, 47, ..., Xy, 4.), €s decir,

es estacionario. m

Teorema 2.1.2 Una Cadena estacionaria de Markov es reversible si y solo si existe una
coleccion de nimeros positivos w(j), tales que sumen uno y cumplan las ecuaciones de

balance detalladas
m(7)p(j, k) = 7(k)p(k, j). (2.3)

Demostracion. Primeramente, suponemos que la cadena es reversible y estacionaria.
Puesto que es estacionaria P(X; = j) no depende de ¢, entonces definimos 7(j) = P(X; =

j)- Es claro que la suma de todos los niimeros 7(j) es uno. Como la cadena es reversible,
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definimos 7 = 2¢ 4+ 1 y observamos que el vector (X}, X2, ) tiene la misma distribucién

que

(XiftJX‘%f(tJrl)) = (X21t+17t7X22t+17(t+1)) = (Xt1+17Xt2)'

Entonces, se sigue que P(X; = j, X;11 = k) = P(X; =k, X411 = 7).

Esto implica que

P(Xt+1 =k, X, = ]))
P(X; =j)

P(X, =j)

(por ser reversible)

L PXy =k X =) P( Xy =k)
P p =) P=h)

o
s
|
o>
|

T(k)P(Xp1 = j|Xe = k) = w(k)p(k, j).

Esto demuestra la primera implicacion.

En el regreso suponemos que la existencia de las 7(j) positivas que sumen uno, en-

tonces al sumar sobre k la expresion (2.3), obtenemos que

Y mw()pQ, k) = m(k)p(k, j).

k k
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Entonces

lo que implica

m(j)(1) = gﬂk)p(k,j),

que es la distribucién de equilibrio de la Definicion 2.0.3.

Se consideran los estados jg, j1, ..., jm € F, por lo que

P(Xt = jO;XtJrl = j17 -'-7Xt+m = jm) = 1m+1P(Xt = jO?Xt+1 = jla "'7Xt+m = ]m)

P(Xt = jo) P(Xt+1 = jlaXt :jo) P(Xt+m = jm7 ---,Xt+1 :jbXt = jo)

P(X; = jo) P(Xet1 =71, Xt = Jo)  P(Xism = Jmy ooy Xe1 = J1, Xt = Jo)

P(Xt = jOaXt—‘rl = j17 "'7Xt+’m = ]m) =

P(X, = j )P(Xt = Jo, Xe41 = J1) P(Xy = jo, Xeg1 = J1o ooy Xiwm = Jm)
t — JO . B B . -
P(Xt = ]0) P(Xt = ]o,Xt+1 =J1, -~-7Xt+m—1 = ]m—l)

W(j())P(Xt—I—l = j1|Xt = ]O)P(Xt+m = jm‘Xt—l—m—l = jm—lu -"7Xt = ]0) -

(usando el hecho de que es de Markov)

(o) P( X1 = 1| Xi = jo)-- - P(Xiym = Jm| Xeym—1 = Jjm-1) =

7(J0)P(Jos J1)--P(Jm—1, Jm)-

De manera analoga, usando otro tiempo s, deducimos que

P(Xs = jma ---,Xerm = JO) = W(jm)p(jmajmfl)--'p(jlajO)'

26

(2.4)



Dado que se cumple la ecuacién de balance detallada 7(7)p(7, k) = w(k)p(k, j), entonces

W(jo)p(jo, jl)"'p<jm—17jm) = ﬂ-(jm)p(jma jm—l)"-p(j17j0)’

lo que implica que
P(Xs - jm7 "'7Xs+m - .]0) - P(Xt - jOaXt-i-l - j17 "'7Xt+m - ]m)a (25)

es decir, estos vectores deben tener la misma distribucién. Poniendo que 7 =t 4+ s + m,

se sigue que
(XT—t7 XT—t—17 ~'~X’r—t—m) = (Xt+s+m—t7 a3 Xt—l—s—l—m—t—m) - (Xs+m7 Xs+m—17 X) Xs)

Concluimos que los vectores (X, 4, X7 ¢ 1,...Xrt-m) ¥V (X4, .oy Xiom) son iguales en

distribucion, por lo tanto el proceso es reversible. m

Teorema 2.1.3 (Version continua) Un proceso de Markov estacionario es reversible

si y solamente si existen w(j) que sumen uno y que w(j)q(j, k) = n(k)q(k, 7).

Demostracion. Suponemos que el proceso es reversible y se define, de manera igual que

en el Teorema 2.2.1 a 7(j) = P(X; = j) y de manera andloga deducimos que
P(Xt - j, Xt+7— - k) - P(Xt - k',Xt+.,— - ])

Entonces

P(Xt+T - k)

P(X; = j .
( t ].)P(Xt_LXt_,_T—k)—m—:k)

PX, =k Xin,=79) =
P(Xt:]) (t y Nt J)
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7 ()P (Xer = KX, = ) = T(k)P(X, = j|X14r = ),
lo que implica

7r(j)P(‘thJrT = k|Xt :.7) :ﬂ(k)P<Xt :j|Xt+T = k)

T T

Haciendo 7 tender a cero, se obtienen las ecuaciones deseadas.

En el regreso suponemos la existencia de la coleccién de 7(7), con i en F', que cumplen
la igualdad 7(j)q(j, k) = w(k)q(k,j) y que al sumar sobre k, se obtienen las ecuaciones
de la Definicién 2.0.3, por lo tanto la coleccién es la distribucién de equilibrio.

Consideramos el comportamiento de X; para t € [—T,T]. El proceso puede iniciar en
t = —T al estado j; y se queda en ese estado por un periodo de tiempo H; = h;, antes
de saltar al estado j, donde, igualmente, espera un tiempo Hs = hsy antes de saltar al
estado j3, de esta forma iteramos hasta llegar al estado j,, en el tiempo ¢ = T. Por lo
que la funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria H; es de una variable

aleatoria exponencial con pardmetro q(j;) = Y rcr q(Ji, k), es decir
q(jl)e_Q(jl)hl. (2.6)

La probabilidad de que 7, sea el siguiente estado, después de j; es

Q(jlan). (2.7)

La probabilidad de que el proceso se quede en estado j,, al menos por un periodo de
tiempo h,, es

e~ 4Um)hm (2.8)
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Por lo que la densidad de probabilidad del comportamiento descrito es

m(g1)e UM gy, Ga)e 192Gy G3)...q (1, m)e U, (2-1)

esto es la densidad respecto a hy, ha, ..., hy,.

La relacién 7(7)q(j, k) = q(k)q(k, j) implica que

W(jl)Q(jth)'--Q(jmflajm) = W(jm)Q(jm>jmfl)---Q(j27j1)>

y asi la expresién (2.8) es igual a la densidad de probabilidad de que el proceso inicie al
tiempo t = —T en el estado j,, y que se quede por un periodo de tiempo h,, hasta saltar
al estado j,,_1, iteramos de esta manera hasta llegar al estado j;.
Por lo que el comportamiento probabilistico de X; y X _; es el mismo y (Xy,, ..., X;, ) se dis-
tribuye igual que (X _4,, ..., X 4, ), pero esto tiene la misma distribucién que (X, 4, ..., X;¢,)
puesto que el proceso es estacionario, por lo tanto es reversible. m

Se entendera como "flujo de probabilidad" de un estado j a otro k, a la expresién
m(j)p(d, k) = w(k)p(k, j).
Para los siguientes dos teoremas es conveniente que pensemos una grafica G' asociada al
proceso, donde el conjunto de nodos de G representan al espacio de estados F', y que entre
dichos nodos haya una arista siempre que ¢(j, k) o q(k, j) sean positivas. Una cortadura

de la grafica representa la division del espacio de estados en dos conjuntos.

Teorema 2.1.4 Para un proceso de Markov que estacionario, el flujo de probabilidad se

equilibra en cada extremo, esto es para cualquier A C F

oo w(GaG k)= > w(k)ak,j). (2.10)

JEAKEF—-A JjEAKEF—-A
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Demostraciéon. Se tienen las ecuaciones de balance, por lo que

(7)Y q(s, k) =Y w(k)q(k, j),

kel keF

entonces

Yo w(i)als, k) =D w(k)q(k, j).

keF keF

Al sumar sobre j € A, obtenemos

o> w(i)ali k)= >0 > w(k)alk, 7). (2.11)

JEAkEFR JEAkEF

Tenemos la identidad (de intercambiar el orden de la suma):

Yo w(i)al, k) = > w(k)q(k, )

jEAKEA jEAkeA

y restando (2.11) con (2.12)

> 2 m(aG k) =2 > w(aG k) =3 > m(k)q(k.j) = > > w(k)q(k, 5).

JEAKEF JEAKEA jEAKEF jEAkeA

Concluimos con la siguiente expresién

SN w(haG k) =Y Y w(k)q(kg),

JjEAkKEF—-A JjEAkKEF—-A

que es precisamente la ecuacion (2.10). m

Teorema 2.1.5 Cuando la grifica G asociada a un proceso de Markov estacionario es

un drbol, entonces el proceso es reversible.
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Demostraciéon. Sean j y k estados del proceso, entonces son dos nodos de la grafica G,

si dichos nodos no estan unidos por una arista entonces, la expresion

m(5)a(j, k) = 7(k)q(k, j)

se cumple de manera trivial puesto que tanto ¢(j, k) como ¢q(k, j) deben valer cero. Ahora,
suponiendo que existe una arista que une a los nodos j y k, al borrarla, se crean dos
componentes conexas de GG, pues se estd suponiendo que es un arbol (es conexo), asi
se cumplen las condiciones del teorema anterior, y a su vez, al aplicarlo se cumplen las

ecuaciones de balance detallado, por lo que es reversible el proceso asociado a G. m

2.2. Ejemplos de cadenas de nacimiento y muerte

Los procesos de nacimiento y muerte, son aquellos cuyo espacio de estados es F' =
0,1,2,..., donde ¢(j, k) = 0 a menos que |j — k| = 1, es decir solamente hay movimiento
entre los estados j a j — 1, o bien, de los estados j a 7 + 1. Si suponemos que el proceso
es estacionario, entonces deberia ser reversible, pues al proceso se le puede asociar como
una grafica de tipo arbol gracias al teorema anterior. Por lo que se deben cumplir las

ecuaciones de balance detallado que, por como fue construido el proceso, son de la forma

m(7)q(G,7 = 1) =7(G =gl = 1. 5).

Por ser estacionario, su distribucion es de la forma



Ejemplo 2.2.1 Cola M/M/1

La Cola simple es un proceso de nacimiento y muerte. Una cantidad de clientes llega
a una Cola (el proceso de llegada) formando un proceso Poisson con pardmetro v, con la
condicién de que en la Cola solamente hay un cajero que atiende a las personas formadas,
y los tiempos en que son atendidas las personas por el cajero se distribuyen de forma
exponencial, siendo independientes de cada uno y del proceso de llegada, con media u~!.

Por ultimo se define n(t) como el nimero de clientes en la Cola al tiempo t.

Siendo un proceso de nacimiento y muerte, tiene las siguientes asignaciones:

q(j,j —1) = u (2.13)

(sale el cliente de la cola)

q(j,j+1) =v (2.14)

(entra el cliente a la cola).
Suponiendo que v < u, calcularemos su distribuciéon de equilibrio;
gracias al hecho de que la distribucion de este tipo de procesos es

q(r—1,7)
q(r,r—1)’

w0 11"

r:l

esto se convierte en,



Por la condicién de que v < u, se sigue que 7 < 1, esto es una serie geométrica,

‘ v\’  m(0)
1=r() =X r0) (2) = 5%
=0 =0 u T
entonces
1= 71'(0)1)7
1=
lo que implica que
v
0)=1-——
w(0)=1-",

ae aigue que
v\ /v\’
N=(1—=)(—) .
0= (1-3) ()
Tomando en cuenta que el proceso de llegada es Poisson, la probabilidad de que en el

intervalo (¢, to + dt) un cliente llegue y se encuentre con j clientes es de
m(j)v(dt) + o(6t) = m(j)(q(4, 7 + 1)t) + o(6t),

por ser un proceso Poisson. La probabibilidad de que en el intervalo un solo cliente llegue

es de

> 7w (4)(vét) + o(6t).

j=0
Por lo que, definiendo a B como el evento en que solamente un cliente llegue a la cola, y

A como el evento en el que se encuentren j clientes antes que €l en la cola, ocurre que

P(A,B) _ w(j)(vdt) + o(5t)
P(B)  ¥jom(j)(vt) + o(6t)

P(A|B) =
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Calculamos el limite

T()st) +o(dt) _ wG ot
o0 5o m(7)(W01) + 0(81) o (j)v o0 Ot

Ejemplo 2.2.2 Intercambio telefonico

Supongamos para este ejemplo que las llamadas son iniciadas en puntos en el tiempo,
el cual forma un proceso Poisson de tasa v, pero el intercambio solamente tiene K lineas
disponibles, asi que una llamada que entra justamente cuando K llamadas estdn en
progreso, se pierde. Suponemos también, que las llamadas que esten conectadas duran
por longitudes de tiempo, que son independientes y distribuidas de forma exponencial
con media !, Entonces el niimero de llamadas en progreso al tiempo t es una cadena

de nacimiento y muerte con

g, j+1)=v j=1,.,K—1. (2.16)

Como en el ejemplo anterior, la distribucién de equilibrio para F = {1,..., K} es

Ioq(r—1 q(r —1,1) 1Y\ /o)’
=n0) | = (> . 2-2
1;[ (r,r—1) 7T(><]!> U (2-2)
Por lo que en equilibrio, el nimero de llamadas en progreso tiene una distribucién Poisson
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trunca. Falta calcular 7(0),

entonces

por lo que

1
"0 =S Iy

Una llamada se pierde cuando el niimero de llamadas en progreso es K por lo que

(2.18)

()= (1) (Z)K K(lm (2.19)

g\

representa la probabilidad de que una llamada se pierda cuando el sistema es estacionario.

2.3. Criterios de Kolmogorov

Teorema 2.3.1 Una Cadena de Markov estacionaria es reversible si y solamente si las

probabilidades de transicion cumplen que

(71, J2)s s PUm=15 Gm)P(Gms J1) = P(G1Jm)PGms Gm—1)---P(J2, J1) (2.20)

para una cantidad finita de estados.

Demostraciéon. Suponemos que la Cadena es reversible, por lo que las ecuaciones de
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balance detallado se cumplen

m(j1)p(i1, Jo) = 7(j2)p(j2, J1),

W(jm)p(jm>j1> = W(jl)p(jl,jm)7

entonces multiplicamos las expresiones anteriores.

m(J0)p(G1; 32) 7 (G )P (Gms 1) = 7(52)P(G2, 1) (721)P (1 Jm),

al cancelar todas las (i) se encuentra la expresion deseada.
Para el regreso, supongamos que para una cantidad finita de estados dentro de una

Cadena estacionaria se cumple que

p(]la j2)7 7p<]m—17jm)p(jm7.]1) - p(]ljm)p(jmajm—l)p(j27 ]1) (221)

Tomamos un estado jy como referencia y debido a que la Cadena es irreducible, existen

estados 7, jm, ---, J1,Jo que van de j a jo tales que

La igualdad (2.21) implica
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Es decir, podemos dividir porque la expresion no es cero, y proponemos

o\ pP(oJ1)-s P(ms J)
) = B )b Ut o)

La probabilidad 7(7) no depende de la sucesién de estados, pues si se eligen otros estados
que van de j a jy, como por ejemplo, j, Sp, ..., S1,jo tales que p(j, $m)...p(s1,j0) > 0,

conseguimos que

L = PUssm)--p(s1:50) _ PUos r)-s P(ims J)
P(jos 51)--D(8ms3) (s 3)--P(1, Jo)

Falta ver que se cumple la ecuacion de balance detallado.

Sea p(k,j) >0y
_ p(]07]1)7p(]maj)p(]7k)
) = B e )bt o)

entonces

p(jOajl)"'?p(jmaj)p(k>j)
P(Jms 3)--p(1; Jo)

p(jO,jl)"'ap(jmaj)p(j7 k)

m(k)p(k,j) = B P(Jm, 3)---p(41, Jo)

p(k,j) =B

P, k) = m(4)p(J, k).

Por lo que el proceso es reversible. m
Ejemplo 2.3.1 Cola con dos cajeros

Sea una Cola con dos cajeros, donde el proceso de llegada es Poisson con media v. Los
dos cajeros pueden que difieran en eficiencia, suponemos que cada cajero se distribuye de
forma exponencial con media u;' v uy !, donde u; + uy > v.

Si el cliente ve a los dos cajeros libres, tiene la misma probabilidad de escogerlos. El
estado n es la cantidad de clientes en la Cola con n = 0,2,3,.. y los estados 1A, 1B

corresponden a un cliente que va en el cajero uno o dos. Debemos verificar que se cumpla
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q(0,1A4)q(1A,2)q(2,1B)q(1B,0) = q(0,1B)q(1B,2)q(2,1A)q(1A,0). (2.22)

La ecuacion (2.22) es cierta porque
q(0,14)q(1A, 2)q(2, 1B)q(1B,0) = %vulug - gvmul = ¢(0,1B)q(1B,2)q(2, 1A)q(1A, 0).

Aplicando el calculo de la distribucién de los procesos de nacimiento y muerte estacio-

narios, observamos que

q(0,1A) 5 v
14) = = 2 = 2.2
r(14) = w(0) S0 gl = (O = 5o (2.23)
De manera similar se obtiene
v
1B) = —.
7(1B) = 7(0);.
Calculamos ademas
B Soq(r—1,7) vov Sgr—1r)
m(n) = m(0) 11;[1 qir,r —1) m(0) 211 2us 71;[2 qir,r —1)

(y aplicando el mismo razonamiento que cuando se calcul6 la distribucién para el proceso

de nacimiento y muerte)

v v n—2
0)—— .
ﬂ-( )2u1 2u9 (ul +UQ)

2.4. Procesos reversibles truncados

Teorema 2.4.1 Cuando las tasas de equilibrio de un proceso de Markov reversible, con
su distribucion de equilibrio w(j) sean alterados por una constante ¢ > 0, de q(j, k) a

cq(j k), conj € AykeF —A. Ocurre que el proceso es reversible en equilibrio y tiene
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la distribucion de equilibrio, Bw(j), con j € A y Ben(j) conj € F — A.

Demostracion. De acuerdo a las hipotesis, se verificara que se cumplen las condicio-
nes de balance detallado (Teorema 2.2.3). Dado que el proceso es reversible, se cumple

queparaj e Ayke F— A

m(7)aG, k) = n(k)q(j; k) = Ber(§)a(d, k) = Ber(k)q(k, j)-

Donde B es una constante normalizadora de la distribucion, dada como

1

B =
djeA m(j) + CZjeF—Aﬂ'(J)

Por el Teorema 2.2.3 el proceso sigue siendo reversible, solo falta ver que suma uno la

distribucion propuesta. Lo mostraremos a continuacion:

ZBW(j)-l— Z Bcw(j):B(Zﬂ(j)+c Z W(j)) =

jEA iCF—A jeA iCF—A

1 . SN
(ZjeA T(J) + X jer_a W(j)) (%ﬂj) " Cie;Aﬂj)) e

Concluimos que suma uno, por lo que es una distribucién. m

Corolario 2.4.1 Dado un proceso de Markov que sea reversible y con su distribucion de
equilibrio w(i). Al truncar y normalizar su matriz de transicion a un subconjunto de A

del espacio de estados, ocurre que el proceso obtenido asociado a tal matriz truncada es

39



reversible con distribucion estacionaria

7(j)
> keA (k) hed

Demostracién. Usando el Teorema 2.5.1 y proponiendo ¢ = 0 en caso de que ¢(k, j),

con j € Ay ke F — A, el proceso sigue siendo reversible y

BY w(j) = = Yw(i) = 1.

JEA 2 jea jEA

Esta es la distribuciéon estacionaria. m

Para el siguiente ejemplo necesitamos de este lema.

Lema 2.4.1 Sean {X;}i>0, {Yi}is0 dos procesos reversibles e independientes de Markov,

entonces el proceso {( Xy, Y:) b0 es reversible.

Demostracién. Sean {X;}+~o, {Y:}+>0 dos procesos reversibles e independientes de Mar-

kov, entonces definimos el proceso {(Xy, Y;) hiso. Sean tq,...,t, y

P(Xy, 0 Xe,, Y, Ya,) = P(Xyy, o, X0, )P(Yeyy o Y2,) =

(usando la independecia de los procesos para separar)

P(XT—t17 "‘JXT—tn)P<YT—t17 "'7}/7'—tn) = P(XT—t17 "'7XT—tn7YT—t17 ""7YT—tn)

(ambos procesos son reversibles y usando la independencia otra vez),
para alguna 7 € F'.

Ambos vectores tienen la misma distribucion, por lo tanto es reversible el proceso. m
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Ejemplo 2.4.1

Este es el ejemplo de las dos Colas con una sala de espera conjunta, aqui se van
a considerar dos Colas simples e independientes, ambas con sus parametros de entrada
vy, vy v de salida u;*, us b, tomando ny, ny como el niimero de clientes en cada una de las

colas, el proceso (ny,ns) es reversible por el Lema 2.5.1 con

o) = (=) () () )

Supongamos que ambas Colas tienen que compartir una sala de espera conjunta de
tamano R, asi que cuando un cliente llega y encuentra R personas esperando por el cajero,
se va sin ser atendida. Esta dindmica corresponde precisamente a un proceso que se trunca
en un subconjunto A del espacio de estados, donde A es el conjunto donde no mas de R

clientes estan esperando ser atendidos. Entonces el proceso tendra la distribuciéon

m(0,0) ()™ (2)" V1™ [ va\"2
mlm, mz) = O;kemk) = (0.0 (1) <u2> !

con ny,ng € A.

2.5. Procesos de Markov reversos

Teorema 2.5.1 Sea {X,}i>0 un proceso de Markov estacionario con sus q(j, k) j, k € F,

— m(k)q(k,j)

entonces el proceso reverso {X,._i} es estacionario, con Q(j,k) = ) Y con la mis-

ma distribucion de equilibrio.

Demostracién. Sea {X;};>o un proceso de Markov estacionario con sus q(j, k) j, k € F
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y se tiene que
P(Xipn = k)P(Xy = j|Xepn = k) = P(Xy = ) P(Xen = k| Xi = j),

entonces

. P(X;=
P(Xt:J\XHh:k):(t:jl)g

P(Xynh =kl Xy =7
P(Xt+h ) ( t+h | t j)’
lo que implica

P(Xy = j|Xewn = k) _ 7(j) P(Xen = k[ X = j)

h (k) h !

por lo que

P(Xt = j|Xt+h = k’) W(j) m P(Xt+h = k|Xt = j)
(k)

s h ~ (k) ho h

Ahora, el proceso reverso es estacionario porque como el proceso original es estacionario,
para los estados —ty, ..., —t,, T que pertenecen a F', (X_,,..., X4, ) tiene la misma dis-
tribucion que (X _¢ 47y ooy Xp,4r)-

Que tengan la misma distribuciéon de equilibrio, viene de que tienen la misma distribuciéon

estacionaria, aunque de igual manera verificamos las ecuaciones de equlibrio.

") Y QUK = () X "k, ) =

keF keF (] )

k) o 7(j)
k;FW(J)W(k)Q(Jak) k;ﬂ(/ﬂ)%q( k)
> w(k)Q3, k)

Por lo tanto tienen la misma distribuciéon de equlibrio. m
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Teorema 2.5.2 Sea {X;}1>0 un proceso de Markov estacionario con tasas de equilibrio
q(j, k), si se puede encontrar una coleccion de nimeros s(j,k), tales que q(j) = s(j)

(donde q(7) = > 1er q(4, k) ) y una coleccion de nimeros positivos w(j) que sumen uno y

m(7)a(, k) = m(k)s(k, 7).

Entonces s(j,k) son las tasas de transicion del proceso enreversado y w(j) la distribucion

de transicion.

Demostracion. Usando las hipodtesis se nota que como

m(7)q(4, k) = m(k)s(k, j),

entonces

> m()aG k) = > w(k)s(k, j) = (k) 3 s(k,j) = m(k)s(k) = m(k)q(k).

jer jEF jEF

Por lo que las 7(j) son la distribucién de equilibrio de {X;}s~0 y aplicando el teorema
anterior, se cumple que s(j, k) es la tasa de transicion. m
Algunas veces no tenemos un proceso reversible, pero si hacemos un intercambio de

indices en los estados, lo tendriamos. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.5.1 Supongamos que para cada estado j € F' de un proceso estacionario

de Markov, se le asocia un conjugado j+* € F tal que (j5)* = j. Entonces el proceso
{X:} es dindmicamente reversible si {X;} tiene la misma distribucion que [X;_,]*

COMoO Proceso.

Teorema 2.5.3 Un proceso estacionario de Markov con q(j) = q(j 1), es dindmicamente
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reversible si y solamente si existe una coleccion de nimeros positivos (j) tales que sumen

uno y que cumplan que

m(j) =7(") (2.24)

m()q(j, k) = m(k")q(k™, j7), (2.25)

con las w(j) como la distribucion de equilibrio.

Demostracién. Primeramente suponemos que el proceso cumple que s(j, k) = q(k™, j1),

por lo que

: : m(j) ..
S(]a k) - 7T(j+)Q(j7 k) - @Q(L k)

Aparte,

s() =" s(,k) =D q(t k") =q(i") = q(j).

kEF kEF
Entonces las tasas de transicién s(j, k) cumplen las ecuaciones del Teorema 2.6.1 y
por ese mismo teorema se tiene la distribucién de equilibrio en 7(j). El proceso reverso
{X,_:} tiene dichas tasas de transicién, como s(j, k) = q(j, k"), se sigue que el proceso
{X;} es dindmicamente reversible.

Para el regreso, suponemos que el proceso es dinamicamente reversible, se propone a
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Por lo que se w(j%) = P([X,_¢]T = j), con esto se demuestra que m(j) = mw(jT). Por
ultimo

7(7)q(j, k) = w(k)q(k, j) = (k" )q(k*, 57).

Es lo que buscabamos. m

2.6. Teorema de Burke

Teorema 2.6.1 (De Burke) Para una Cola estacionaria M/M/1 denotada por @), los
siguientes objetos aleatorios Qo, Aw,cc) Y D(—000) son independientes. Mds ain D es un

proceso Poisson con parametro .

Demostraciéon. Sea ) una cola estacionaria M/M/1 con un proceso de arribo A ~
Poisson(A) y uno de servicio D ~ Poisson(u). Al principio probaremos que el proceso
{Qi,t € R } con X\ < p es reversible, definiendo P(Q; = i) =: w(i), donde 7(7) es la
distribucion que se propone como estacionaria.

De la Seccién 2.2., ya habiamos calculado el valor de 7(i) para una cola M/M/1, dicho

valor es (i) = (1 - ﬁ) (%)Z Por lo que

4 (AT (N
T+ 1)q(G +1,5) = (u) (1 - u) q(j +1,5) = (/ﬂ“ - uﬂ'”) p=

=2 (-Y)- (A)j (1-23) A= rtidati + 1)

pio ot I It It

Es importante mencionar que si |i — j| > 1, el resultado es trivial pues ¢(i,j) = 0 de

acuerdo a como se define un proceso de nacimiento y muerte.
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Dado que estamos usando un proceso estacionario de Markov, podemos aplicar el Teo-
rema 2.5.1, para asi poder obtener la tasa del proceso reverso de la Cola,
7(j)

Luego el proceso reverso tiene las mismas tasas de transicion que el proceso original

porque

. ©(j) . 1 N 1 . )
k,j)=—"%q(j, k) = —— k) = ——(mw(k)q(k =q(k,j).
s(k, j) W<k)Q(J, ) W(@W(J)Q(J, ) ) (m(k)q(k,5)) = a(k, )
Puesto que tienen las mismas tasas de transicion, entonces tienen las mismas probabili-

dades de transicién. Por lo que el proceso es reversible.

(Qo; An,0)) ¥V (Qo, D(—s0,0)) tienen la misma distribucién por la reversibilidad del
proceso, se sigue que D(_q ) ~ Poisson(\).
Se puede reemplazar el 0 por cualquier tiempo 7 en el proceso D, es decir D(_u -) y sigue
siendo Poisson ().
Ahora, dado que A es proceso Poisson, entonces tiene incrementos independientes,

por lo que

P(QO;A(O7t7,L)> — P(QO - 7:7Qt1 - QO = T1y.-ey th — th71 = ‘/L‘m)’

para 0 <t < ... < 1p,.

Lo que implica

P(Qo, Awotn)) = P(Qo =1,Q, — Qo = 1, ..., Qp,, — Qury = T) =
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P(Qo =1)P(Qt, — Qo = 1), ..., P(Qr,, — Q4,,_, = Tp) =

P(Qo) P(A(t,)) = P(Qo) P(D(-t,,.0))- (2.27)

Por lo tanto @)y es independiente de A ) y de D(_o ).
Falta ver la independencia de A(g ) y de D(_ 7). Usando el hecho de que 0 es un tiempo

de paro y esto es una Cadena de Markov

P(A0+tm = Tmy -y A0+t1 = 951’@0 =1, Aomtl, ---:AO/\ftm) =

P(A0+tm = Ty oeny A0+t1 = .CE1|Q0 = ’i, D,tl, ceey thm> =

P(Aost,, = Ty oy Aoy = 21|Q0 = 1). (2.28)

Lo que prueba independecia condicionando al estado ().
Por lo tanto los objetos A(gsc), Qo, D(~c,0) son independientes. m
En pocas palabras lo que el teorema dice es que las llegadas futuras, las salidas y el

estado actual en la cadena son independientes.
Ejemplo 2.6.1 Una sucesion de colas simples (M/M/1)

Una aplicacion del teorema de Burke es a una sucesion de J colas con un cajero. Estas
Colas estan acomodadas de tal manera que cuando un cliente salga de la Cola, se una a la
siguiente Cola, hasta que haya pasado por las J. Se supone que para la llegada a la cola
1 se distribuye Poisson con tasa v, y los tiempos de atencion en la cola ¢ se distribuyen
exponencial con media u; ' y v < u; ', Estamos considerando que los tiempos de servicio
son independientes, entre distintos clientes o para el mismo clientes en colas diferentes.

También consideramos que el proceso de llegada a la Cola 1 es independiente de todos
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los tiempos de servicio.

Sea n;(t) el ntimero de clientes al tiempo ¢ en la cola ¢, la cola 1, vista por separado es una
cola simple, el proceso de salida es Poisson igualmente, y usando el teorema de Burke, el
proceso de llegada a la siguiente cola es Poisson igualmente. Al ver por separado la cola
2, resulta ser también una M/M/1.

Repitiendo este andlisis otras j — 2 veces, se observa que cada cola tiene un proceso
Poisson como arribo, entonces tenemos una sucesion de colas M/M/1, en la que la Cola

7 tiene distribucién estacionaria

mi(n;) = (1 - 5}) (;)n (2.29)

Para calcular la distribuciéon conjunta de (nq,ng,...,n;), se va a fijar el punto ¢y en el

tiempo y se considera:
1. La cantidad nq(tp).
2. Salidas desde la cola 1 antes del tiempo t.

3. Los tiempos de servicio de las colas 2,3, ..., J

Por el teorema de Burke, las condiciones 1 y 2 son independientes, y por construccion

los tiempos de atenciéon de las colas 2, ..., 7 son independientes del proceso de arribo y su
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tiempo de servicio, por lo que la condicién 3 es independiente de 1 y 2.

Las condiciones 1, 2, 3 son mutuamente independientes, en particular 1 es independiente
de 2 y 3, y como la cuarta condiciéon esta en funcién de 2 y 3, se sigue que 1 y 4 son
independientes. De forma andloga para cada i entre 1 y j hay una independencia de n;(to)

con respecto al vector (n;11(to, -..,n;(tp)) y concluimos que

m(ny,ng, ...,n;j) = H mi(ni). (2-3)

La conclusion es interesante: la distribucion estacionaria es un producto de distribu-
ciones estacionarias, a pesar de que es el sistema tiene una alta dependencia entre sus

componentes.
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Capitulo 3

Protocolo Aloha

El objetivo de este capitulo es el de presentar el modelo conocido como protocolo
Aloha, junto con sus supuestos, su construccion y la demostracién de algunos resultados
de interés con lo que podemos contestar a la pregunta sobre la estabilidad del protoco-
lo. Las Secciones 3.2., 3.3.y 3.4. se basaron en [Kelly y Yudovina, 2014], salvo las

transiciones de la Cadena, que fueron publicadas en |[Brémaud, 2013].

3.1. Motivacion del protocolo Aloha

Se menciona en [Abramson| [1970], que durante el mes de septiembre de 1968, la Uni-
versidad de Hawaii empezo6 un programa de investigacion, cuya objeto de estudio fuera la
comunicacion via radio de computadoras a computadoras, y de consolas a computadoras.
El objetivo principal de la investigacion era proporcionar una posible solucion para deter-
minar cuando eran més efectivas las comunicaciones basadas en radio transmisiones con
respecto a las transmisiones que dependian de cableado. Las comunicaciones cableadas
presentaban problemas, uno de ellos era la falta de redes de cableado de buena calidad,

problema que se encontraba en varias partes del mundo. Por este motivo, el programa
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de investigacion desarrollé un método de comunicaciéon aleatorio, al que se nombré como

protocolo Aloha.

3.2.

1.

2.

Supuestos

Suponemos que el tiempo se va a dividir en forma discreta.

Se define el conjunto de estados de los canales como Z;={0,1,*} con t € N. Se
da el caso Z; = 0, si no hubieron intentos de transmision al tiempo ¢. El caso
Z; = 1 representa cuando hubo exactamente un intento de retransmisién, y final-

mente Z; = % pasa cuando hubieron 2 o mas intentos de transmision.

Durante cada tiempo ¢, el niimero aleatorio de los paquetes recién llegados, se dis-
tribuye Poisson con parametro v. Una vez que el paquete se transmite con éxito, la

estacion sale del sistema.

. Sea Y; la variable aleatoria que representa el nimero de paquetes que han llegado

al tiempo ¢t — 1, con una distribuciéon Poisson(\). Estos se encuentran en nuevas
estaciones. Se agrega el supuesto de que al tiempo ¢, todos las nuevas estaciones
transmiten y se permite que las estaciones que fallaron al transmitir al tiempo ¢ —1
puedan retransmitir al tiempo t. Como se menciono en el supuesto anterior, el in-
tento de transmisiéon es exitoso con Z; = 1, si pasa que Z; = %, entonces hubo una

colision que impidié la transmision.
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5. El paquete nuevo de informacién que llegue al nodo, inmediatamente se intenta

retransmitir.

3.3. Protocolo Aloha

Después de un intento fallido de transmision, una estacién intenta una retransmision
luego de un retraso, que se distribuye geométricamente con media v~!, independiente
de todo lo demas. De forma equivalente, la estaciéon retransmite independientemente el
paquete con una probabilidad v en cada tiempo ¢, hasta que sea un éxito.

Se define X; como el nimero de paquetes que llegaron antes del tiempo ¢ — 1 y no han
sido transmitidos con éxito.

Entonces el nimero de paquetes que llegaron y que intentan retransmitir al tiempo t se
distribuye como una Binomial (X;,v). Se observa también que la variable X; evoluciona
como

X1 = Xe + Y — Tiz—1y.

Recordando que Z; = 1 representa que hubo exactamente un intento de retransmision,
como se mencioné en el segundo supuesto de la seccion anterior.

Se define

donde se asume que X; = n y el subindice r en la probabilidad ¢,(¢) se usa por la palabra

retransmision.
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1. El valor a; es la probabilidad de que ¢ paquetes que no pertenecen al conjunto de
paquetes que llegaron antes del tiempo ¢ — 1 y no han sido transmitidos con éxito,

transmita en un tiempo dado.

2. La expresion ¢,(i) es la probabilidad de que i paquetes dentro del conjunto de pa-
quetes que llegaron antes del tiempo ¢ — 1 y no han sido transmitidos con éxito,

transmitan en un tiempo dado.

Podemos entonces calcular la probabilidad de transicién del proceso {X;}, del valor

n al valor n 4+ 1 como sigue:

a; 2<1<m—n
ai(1—¢,.(0)) 1=1
a1q-(0) + ag(l —q.-(1)) =0
s g @00+l = (1) o)
aogy(1) i=-1
0 1< —2

Procederemos ahora a mostrar las justificaciones del calculo de las probabilidades de

transicion, analizandolas caso por caso.

pn,n+i)=a; 2<i<m—n. (3.2)

Cuando dos o mas paquetes son transmitidos en un tiempo t, todos los paquetes se
pierden debido a colision en el canal y asi el nimero de paquetes a retransmitir sube

otras 7 unidades.
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p(n,n+1) =a(1 — ¢.(0)). (3.3)

Mandar un nuevo paquete, junto con uno o mas paquetes esperando retransmision
resulta en la pérdida de los paquetes por colisiéon y el nuevo paquete que se perdié aumenta

el nimero de paquetes a retransmitir en una unidad.

p(n,n) = a1¢,(0) + ao(1 — ¢,(1)). (3.4)

Se describen dos situaciones mutuamente exclusivas donde existe el mismo nimero
de paquetes esperando retransmisién. Primeramente a1¢,(0) el paquete recién llegado se
transmite y ninguno de los que han esperando retransmisiéon lo hacen. En el otro caso
ao(1l — ¢,(1)), no hay paquetes recién llegados transmitidos, mientras que cero o dos o

més se transmiten (cuando dos o mas paquetes se transmiten hay una colision).

p(n, n-— 1) = aOQT(l)' (35)

Se transmiten cero paquetes recién llegados y se retransmite exactamente un paquete

esperando retransmision.

Teorema 3.3.1 La Cola de paquetes que intentan transmision bajo los supuestos del

protocolo Aloha es una Cadena de Markov.

Demostraciéon. Para demostrar esto, basta comprobar que a la Cola se le asocia una
matriz de transiciones. Para todo estado j > —2, se sigue que p(n,j) = 0 y por lo tanto

la suma de estas probabilidades es de cero. Para el caso en que —1 < j sumamos de la
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siguiente manera;

m

S p(,) = aoar(1) + 01.(0) + ag(1 — g, (1)) + a1(1 = 4,(0)) + a2 + .. + iy =

j=—1
aoqr(1) + a1¢-(0) + ag — aogr(1) + a1 — a1g-(0) + az + ... + ay, =
aoqr(1) — —aogqr (1) + a1¢,(0) — a1g,(0) +ao + a1 + ... + am =
apg+a1+...+a, =1

La ultima igualdad es cierta porque cada término de la suma es una probabilidad que
definimos anteriormente. Puesto que a la Cola se le asocia una matriz de transiciones, es

una Cadena de Markov. m

3.4. Analisis del protocolo

En esta seccién analizaremos a la cadena de Markov dada por el niimero de paquetes
en espera en el protocolo.

Empezaremos con un resultado que tiene que ver con la deriva del proceso.
Proposicién 3.4.1 E[X,,; — Xy|X; =n] =X — e (nv + (1 —v)A)(1 —v)"!

Demostracién.

Sea {X;}i>0 la cadena del protocolo, se calcula la deriva a continuacion:

E[Xt+1 — Xt|Xt = n] = E[Xt + }/t - I[{thl} — Xt|Xt = n] =

E[Y; = Lz=1|X: = n] = E[Y}|X; = n] — E[l{z,=1}| X; = n] =

%)



v —E[ljz,-1}| Xt =n] =v - P(Z; = 1|X; = n).
Es necesario observar la igualdad de eventos
{Z;, =1} ={Y; =1 y cero intentos de retransmisién}U{Y; = 0 y un intento de retransmision}
y que estos dos tltimos eventos son independientes:
P(Zy =1|X; =n) = P({Y; = 1,0} U{Y; = 0,1}|X; = n) =

P({Y: = 1,0}|X; = n) + P({Y; = 0,1}|X; = n) =

P(Yy = 1)P(0|X, = n) + P(Y, = 0)P(1|X, = n) =

e_’\)\<g> (1 — )"0 e (T)vl(l —o)" =
e N1 —v)" +eMon(l—v)"t =
e Mnv+ (1 —v)A)(1 —v)"

Concluimos que
EX — XX, =n]=A=P(Z, =1|X,=n) =X —env+ (1 —0v)\)(1 —v)" ",

que es lo que necesitabamos. m
Del resultado anterior podemos ver la siguiente observacion.
Observacién 3.4.1 E[X;,; — X|X; = n| > 0 siempre y cuando A > e *(nv + (1 —

V)AL — o)
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Calculemos el limite

lim e (nv+ (1 —0)A)(1 —0)" ' = lim e A1 —v)" + e Mon(l —v)" ! =

n—oo n—oo

lim e A(1 —v)" 4+ lim e *vn(1 —v)" .
n—oo n—oo

Usando el hecho de que 1 — v < 1, puesto que v es una probabilidad, obtenemos que

lim e *A(1 —v)" + lim e *on(l —v)" ! = e *A(0) + lim e Pon(l —v)" ' =
n—00 n—00 n—0o0

? -\ n—1 __ —X\ z _o\n—1 __ /=X _
dim e on(1 - V)" =e v im n(l —v)"" = (e7*)(0) = 0.

Intuitivamente esto sugiere que, para cualquier tasa A > 0 de paquetes, si la cantidad
de los paquetes que no han sido transmitidos con éxito, es lo suficientemente grande, se
espera que crezca aun mas, es decir que la Cadena es posiblemente transitoria.

Aunque es necesario recalcar que hay cadenas con deriva positiva que son recurrentes.
En lo que sigue veremos que el cuadrado del incremento (condicional al valor anterior)

es uniformemente acotado. Calculemos
E[( X1 — X0)?| X = B[X7 ) — 2X 1 X, 4+ X7 | X)) = E[X74|Xe] — 2E[ X1 X | Xy + E[X7| X
Se calcula cada término por separado:

E[X7|X.] = X}

—ZE[Xt+1Xt’Xt] - —2XtE[Xt+1|Xt] - —2XtE{Xt + 1/;5 - H{thl}’Xt] -
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—2X(B[Xe | X] + E[Yi|X] — Ellz,-13[ Xe]) = —2X(Xe + A = P(Z; = 1[Xy)).

Por dltimo falta calcular la esperanza condicional para el término X7 ;. Lo hacemos a
continuacion:

X = (Xe+ Y, —Lz-1y)® =
X7+ XY, — Xiliz,eny + Vi Xo + Y2 = Vil g1y — Lizn Xy — Lizmy s + H%thl},

lo que implica

E[X?|X:] + E[X:Yi| X)) — E[X 2,13 | X + E[Y, X | X/]

HE[Y2 X)) — B[Yillz,-1}|X:] = Ellizy X Xi] = E[Yill{z,-1) | Xi] + E[l},_3|Xi] =
X?+ XEY|X)] — X E[lz,y|X)] + X, E[Y|X)] + E[Y?]|X,] = 2E[ViI[{z,-1y | X/]
—XiE[liz|Xi] + E[l{z,]Xe] =
X7+ XA — XeP(Zy = 1|Xy =n) + X))+ (N 4+ N) — X, P(Z, = 1|Xy)
—2E[Y;l(z,—1y| X/ + P(Z = 1| X,).

Por lo que se obtiene

E[(Xi1 — Xo)?| X)) =
X2+ XA =X P(Z, = 11X, =n)+ XA+ (M + X)) — X, P(Z, = 1|1 X))
—2EYlz,—iy| Xe] + P(Z; = 1|Xy) — 2Xe(Xs + X — P(Z, = 1|Xy)) + X} =
X2+ X A= XeP(Z; = 1X; =n) + XA+ (VP + X)) + P(Z, = 1|X,) — X, P(Z, = 1|X;)

—2X} —2X AN+ 2X,P(Z, = 1|X;) + X? =
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—2E[Y 7,13 Xi] = X+ N> + P(Z, = 11X;) — 2E[Y; 17,13 | X4

Claramente A\? y A son valores positivos y acotados, al igual que la probabilidad P(Z; =
1|X;) es acotada y no negativa. Ahora notando que Yil;z,—1; < Y}, se deduce que
E[Yilz,-13|X:] < E(Y3|X:) < oo. Entonces se propone una M positiva dada por M =

A+ A2+ 14 2E[Y;|X,], lo que implica

IE[(Xe+1 — Xo)*| X = A+ X+ P(Z, = 1|X;) — 2E[Y 17,13 X:]| < M. (3.6)

Concluimos que el incremento cuadratico es uniformemente acotado.
Utilizando las propiedades que hemos probado (la positividad de la deriva, y el acota-

miento uniforme del incremento cuadrético) podemos probar el siguiente teorema.
Teorema 3.4.1 FEl protocolo Aloha es una cadena transitoria.

En lugar de proceder a su prueba, mostraremos un resultado mas especifico (la Pro-
posicion 3.3.2) que muestra que la Cadena de Markov asociada al protocolo Aloha no
solo es transitoria, sino que a partir de cierto momento solamente sube (es decir, se vuel-

ve incapaz de transmitir nada). Para ello, utilizaremos el siguiente resultado clasico de

probabilidad.

Teorema 3.4.2 (Primer Lema de Borel-Cantelli) Si una sucesion de eventos {A,}
cumple que Yo% 4 P(A,) < oo, entonces la probabilidad de que ocurran infinitamente mu-

chos eventos es cero.

Demostracion.
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Sea {A,} una una sucesién de eventos como en las hipdtesis y se define A={nimero

de eventos que ocurren}, entonces

E[A] =E[>_(I4,)] = > E[ls,] = > P(An) < 00

n n n

Es decir el nimero de eventos que ocurren tiene una esperanza finita, entonces el nimero
de eventos que ocurren debe ser finito con probabilidad 1, por lo tanto la probabilidad

de que ocurran infinitos eventos es cero. m

Proposicién 3.4.2 (Atoramiento de paquetes) Consideremos el protocolo Aloha con
una tasa de llegada X\ > 0 y una probabilidad v € (0,1) casi seqguramente existe un tiem-
po (aleatorio) J que es finito, en el cudl siempre se tendrd que Zy = * después de dicho
tiempo J. Esto es, el protocolo Aloha transmite solamente una cantidad finita de paquetes

y luego se atasca para siempre.

PEJ<oo:Z, =Vt > J)=1
Observacion 3.4.2 J no es un tiempo de paro, puesto que J puede ser visto como
J=méx{t >0: 27, = 1,0},
por lo que el evento es igual a
{J=t}={X; ={1,0}, Xs11 = %, Xyy0 = %, ... }.

Claramente esto depende de estados mayores a J =t , es decir, no se encuentra dentro
de la informacion anterior al tiempo t, entonces no pertenece a la filtracion del proceso

(J es un dltimo tiempo de salida conocido en inglés como 'last exit time").
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Demostracion. Se considera la probabilidad de que el canal se desatore antes de que

la cantidad de paquetes que intenten restransmisiéon aumente;
p(n)=(3J <o0: X4y, X0 =n,7, =0,1| Xy =n). (3.6)

Para calcular p(n) uno puede pensar esto como un juego con tres posibilidades:
1. Se gana, cuando al tiempo t ocurre que Z; =0 o Z; = 1, entonces T = t.

2. Se pierde, cuando X; > ny Z; = *.

3. Existe el inténtalo de nuevo, en el caso X; =ny Z; = x.

Se define pg(n) como la probabilidad de ganar en exactamente k intentos
p(n) = pi(n), (3.7)
k=1
y se observa que ;

)k—l

pr(n) = p(intentarlo de nuevo)® "p(ganar en un intento),

entonces

o0
p(n) =Y p(intentarlo otra vez)* 'p(ganar en un intento) =
k=1

o0
p(ganar en un intento) » _ p(intentarlo otra vez)k~1

k=1
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o0

p(ganar en un intento) Y _ p(intentarlo otra vez)* =
k=0

1 p(Ganar)

ntent - :
p(ganar en un intento) -— p(intentarlo) 1 — p(intentarlo)

Por lo que se obtiene,

B p(Ganar) B p(Z;=0 o 1|Ny=n)
1 —p(intentarlo) 1 —p(Xyp1 =n,Z, = *|X; =n)

p(n)

P(Z,=0|X,=n)+P(Z,=1|X,=n) P(Z,=0X,=n)+e*nv(l—0v)" '+ xe1—-v)"
1-P(Xp1=n2Z =X, =n) 1— P(Xyp1 =n, 2, = %|X; = n) -

P(Y; =0, 0 retransmisiones|X; = n) + e *nv(1 —v)" 1+ Xe (1 — v)"
1 - P(Xiyp1=n,Z = *|X; =n) a

P(Y; = 0)P(0 retransmisiones| X; = n) + e *nv(1 — v)" 1 + Xe (1 — )"
1 - P(Xyp1=n,Z = *|X; =n)

e (Z)vo(l —0)" O+ e ol — o)+ Xe M1 —0)"
1= P(Xpp1 =n,Z; = x| Xy = n)

e M1 —v)" +e vl —v)" L4+ Xe ™1 — )"
1 - P(Xip1 =n,Zy = x| Xy =n)

(I—v)"(e*+xe ) +e vl —v)"t  (1—0v)"(1+Ne*+e no(l —o)"t

1_P<Xt+1:n>Zt:*‘Xt:n) B 1—P(Xt+1:n,Zt:*\Xt:n)

(1—=v)"(1+ Ne* +ePno(l —ov)" ! B
1 — P({Y; = 0 y més de 0 retransmisiones} — {¥; = 0, {0 ret} U {1 ret}}| X, =n)
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(1—v)"(1+Ne*+env(l —v)"?

1—-(PHY;=0,ret 20X, =n)— P{Y, =0,ret >0}}N{Y; =0,{0ret} U {1l ret}}| X, =n))

(1—o0)"(1+Ne ™ +e*no(l — )" )
1— (P({Y; = 0,ret > 0}| X, = n) — P({¥; = 0,{0 ret} U {1 ret}}|X; = n))

(1 —v)"(1+Ne*+env(l — )"t
1= (P(V = 0)P(ret > 01X = ) = (¥ = 0)P({0 ret} U {1 ret})

(1—-w
L= (e (Xheo (1) 0"

"1+ Ne ™ +e*nu(l — )"t

) _
(

(1—v)"(1+Ne+ePnv(l —ov) ! (1—v)"(1+Ne+ePnv(l —ov) !

1— (e 1) —e?nv(l —v)nt —e M1 —v)n)  1—eMl—nv(l—v)"1—(1—-0v))

Tomando el limite cuando n crece a infinito obtenemos

(=01 +Ner +ePno(l —v) !
lim =
nso0 1 —e M1 —nov(l—v)"1 —(1—v)")

i (1 —v)"(1+ Ne™? ) e (1 —v)n ! _
no0 ] —e Ml —nu(l —v)" P = (1—ov)?) noe ]l —e Ml —nv(l—v)"t—(1-0v)")

(0)(1 4 e . e (1 — o)t B
l—e?1-0-0) nwel—eMl—nv(l—v)"t—(1-0v)")

- 1— n—1 0
0+ lim e"nu(l —v)

A T e I —mo(l— o) = (I—o))  1—edi—0-0) "

El limite existe, esto ayudara a ver que la serie sea convergente, es decir, Y7 p(n) < oo.
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Usando el criterio de D”Alembert tenemos que

(1—v)" L (14+N)e e (n4+1)v(1—v)™
l—e=*(1—(n+1)v(1—v)"—(1—v)nt1)

(1—v)" L (1+N)e A e (n+1)v(1—v)?
1—e=*M1—(n+1)v(1—v)?—(1—v)nt1)

lim,, 00

, An1 R
nh_g.lo a. nh_{go (1—v)"(1+N)e~ 2 4e P nv(l—v)n—1 m (1-v)"(1+N)e A He P nv(l—v)n—1
" l—e=*(1—nv(l—v)"—1—(1-v)7) n—=00 e Al-nv(l—v)"~1-(1-v)?)
e M (n+)v(1—v)"
0+ limy o A= A (1 —0) e v on+1, (1—v)"
A pu(1—v)n—1 = lim Y n—1 = hm( Y (7)( )( n—1
0+ lmy, oo “— "€ nv(l — o) n—00' e v on (1—wv)
n 1 n 1 1
im (D)) + =)A= v) = (1—v) lm 24 = =(1—0) lm 14~ =
Jim (M) + )1 —v) = (1 —v) lim —+— = (1 —v) lim 1+~

(l—v)r}ir{iolz(l—v)(l):(l—v)<1,

por lo que converge la serie.

Es necesario definir a los valores récord que lleguen a tiempos récord. Sean R(1) =1

y R(T + 1) = inf{t > R(T) Xy > XR(r)}-

Se afirma que los tiempos récord son tiempos de paro. Sean B = {1} y A = {X; >
Xp(} dos conjuntos, que son claramente numerables, entonces para el primer valor se
tiene que

{R(1) =1} = {X, € B},

y paran > 1

(Rr+1)=n}={Xod A, X5 ¢ A, ... X, € A}.

Esto implica que solamente depende de {Xs, ..., X, }, (va que R(r+1) es el infimo de los
valores) como se requiere para ser tiempo de paro.

Hay que notar que por definicién solamente se llega a cada valor récord una vez y que
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la sucesion de valores récord es infinita, por lo que la cantidad de paquetes atrasados
no esta acotada.

Ademas, dado que {Xg(r)} C N, se cumple que

f:lP(XR(r)) < iP(n) < 00. (3.8)

M(r) es el evento de que el canal se desatore antes de que la cantidad de paquetes
atrasados llegue a su r-ésimo valor récord. Gracias al primer lema de Borel-Cantelli
existe solamente una cantidad finita de eventos de M(r) que puedan ocurrir. Como se
llegd al r-ésimo valor récord en un tiempo finito, quiere decir que habran solamente

una cantidad finita de transmisiones con éxito;

PEJ<o0:Zy=xVt=J)=1,

para cualquier tasa de llegada A > 0. m

Como vimos en este capitulo, el protocolo Aloha tiene la propiedad de inestabilidad
(transitoriedad): existe un momento aleatorio a partir del cual hay un atascamiento de
paquetes y el protocolo deja de transmitir informaciéon. En el capitulo siguiente explora-

remos variaciones del protocolo buscando estabilidad.
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Capitulo 4

Estabilidad del protocolo

Presentamos las variaciones necesarias para hacer del protocolo una Cadena estable.
Ademas estudiamos otro modelo, que es mas eficaz que el protocolo modificado, pues
no requiere de cierta condicién que es fundamental en el protocolo modificado. Tanto la
variacion al protocolo Aloha, asi como el modelo del protocolo de resolucién de colision

fueron tomados de |[Brémaud, 2013].

4.1. Protocolo Aloha estable

Recordando que el protocolo Aloha con probabilidad fija de retransmision v era ines-
table, se cambiard la probabilidad de retransmisién v por una v(k) donde k es el nimero
de paquetes atrasados, es decir por una funcién que depende de k. Por lo que se van a
dejar los supuestos del modelo original tal como estaban, salvo que se sustituye a v por

v(k). Recordando la Proposicién 3.4.1, teniamos que

E[X 1 — Xo| X, = k] = A= (e k(1 — )1 4+ Xe (1 — 0)P).
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Sustituyendo e™*\ = a; y e = ag y de acuerdo con el lema de Pakes (lema 1.2.3),

es necesario encontrar una funcién v(k) que garantice que
A< ’lqiTm(aokU(l — )" a1 —0)F) —¢ (4.1)

para alguna e > 0.

Definamos la siguiente funciéon
ge(v) = agkv(1 — v)" ! + a1 (1 —v)*~. (4.2)
Se calculard la derivada de gi(v) para k > 2

d k-1 B k d k _
%aokv(l —0) " Hag(l—v)Y) = alﬁ((l —v)¥) + aok%(v(l —v)F—=1)=

ark(1 — v)klazj(l — )+ agk(;i((l — )" Yo+ (1 - v)klc;i(v)) =

ark(1 — )1 (=1) 4+ aok((1)(1 —0)* 7t + (k- 1)(1 — v)k_2v(jv(1 —v))) =

—ark(1 —v)" 4 apk((1 — o)L+ (=) —v)" 20k — 1)) =
—ark(1 — ) 4 agk(1 — ) —apk(k — 1)(1 —v)" 20 =
—ark(1 — )" + agk(1 — v)F !+ (—agk?(1 — v)F 20 + agk(1 — v)F20) =
(1 —v)* Y (=ark + agk — agk®v(1 —v) ™ + agk(l — v) 1) =
k(1 — o) (—a1 + ag — agkv(1 — v) " + agu(l — v)™Y) =
k(1 — 0)*2((—ay + ao)(1 — v) — agkv + agv) =

k(1 — )" 2(—ay + a1v + ag — agv — agv — agkv + agv) =
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k(1 —v)"2((ag — ay) — v(kag — ay)). (4.3)
Se va a suponer que ag > a; y se propone

v=uv(k)= i

k?ao — al'

(4.4)
Al sustituir la funcién v(k) por la expresion (4.4) en la derivada, se anula como lo mos-

tramos a continuacién:

;igk(v) = k(1 = v)"*((a0 — ar) — v(kao — a1)) = k(1 — v(k))**((ao — a1) — v(k)(kao — a1)) =

aogp — a an — a an — a
k(1 - k;ci)o _ él)kd((ao —a1) - ﬁ(l{:ao —a1)) = k(1 - ﬁ)kd((ao —ay) — (ag — ay)) =
ap — a1 g2
k(l— —— 0) =0.
( k(lo — CL1) ( )

Al evaluar la funcién g en el punto v(k) obtenemos lo siguiente:

ge(v(k)) = (1 = v(k)*ar + (1 = v(k))*aokv(k) =

Qg — a1 g

)a1+(1— g — Q1 \p_1, G0 — Q1

ag =

kag — ay kag — ap kag — ay

kao — a ag — ay g — ap
— )kal + ( - kilCLo k
]{?ao — ay ]{?CLO — kao — ap

]CCLO—CLO k I{ZCLO—CLO k—1 g — ap
U Ty A
kag — al) G+ kCLO — o I{ZCLO — CLl)
E—1 E—1 -
ao( ) \k 1+<a0( ) B g0k o — 1 _
k’ag—al k’ao—(ll k’ag —
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iwk

1
EM k—1

( aq —+ ( aOk

k—1
(m)kal + aok

ao
k—1
<l€—‘Ll

ao

k—1

</€—€Ll)

kayg — a; o

Ve (agk o

kao — ap

ap — aq ao(k_l)

ap — a1

kao —

ag — a1 E—1 -

g — a1 E_1

/{Z—ﬂ»:

ag

(k — o )kil (aok

ao

k_l kao(ao—a1)+ala0(k_1)

kag — aq 1 P

) =

(k—ﬂ)k_l(

) =

) =

0 kag — aq
(::éﬁAWMH%_Zit?®—n
e = Sk
(:—_é)k_l(aom _
k—1

(k‘ _a )k_l(ao).

ao

Al tomar el limite cuando k crece a infinito obtenemos que

k—1
lim g (v(k)) = lim(———)(ay) =
k:Toogk( ( )) kToo(k_ Z—é) ( 0)
bol..  nm
ao lim . o
0 k’Too(k a1 ) 0
ao
aq 6_)‘)\
1 2 )\7
ao e~
entonces
— a1
)\ < aoe 1+a0 — 67)\671+A _ 671'

(4.5)

(4.6)



La ecuacion (4.6) es condicién suficiente para la estabilidad del protocolo dado que

E[Xt+1 - Xt|Xt = k} < 00

limsup E[ X1 — X¢| Xy = k] = limsup A — g (v(k)) =
kToo kToo

A —limsup gp(v(k)) =X —e ' <0.
k1Too

Por el lema de Pakes concluimos que la cadena es positiva recurrente.

4.2. Protocolo de resolucion de colision

Antes de definir el nuevo protocolo, mostraremos un resultado clasico de probabilidad

que utilizaremos mas adelante.

Lema 4.2.1 (Wald) Sea {X,}n>1 una sucesion de variables aleatorias idénticamente
independientes con media finita y sea T un tiempo de paro tal que E[T] < oo, entonces

E[X) + ... + X7] = E[X1]E[X7].

Demostracion.

T 00 0o
E[Xl + ...+ XT Z E[Z XnH{T2n} Z X ]I{T>n}

n=1 n=1

o0

ST EEX T rony | X1, ooy Xo1]l-
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Es importante notar que Iy7>,y = I — [i7<,—1), esto quiere decir que 1;75,) es una
funcién de {Xy, ..., X,,_1} porque {T" < n — 1} depende de tal informacion.

Notemos ahora que

S E[E[X, Iz | X, ... =3 Bl EX | X1 oy Xoa]l = 3 Bl B[] =
n=1 n=1 n=1

Z El7>nyE[X1]] Z Lir=ny|E[X1] = E[X] Z Elirsny] = E[X1] Z P(T

n=1 n=1

(4.7)
Como T es un tiempo de paro, es una variable aleatoria y en este caso, toma valores en

los naturales, por lo que su esperanza puede calcularse como,

E[T] = 1P(T = 1)+ 2P(T =2) + 3P(T =3) + ... =

Al sumar las columnas se obtiene que

ET]=P(T>1)+P(T>2)+..=% P(T >n), (4.8)
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por lo tanto al combinar las ecuaciones (4.7) y (4.8) se obtiene que
E[X; + ...+ X7] = E[X;] 3 P(T > n) = E[X,JE[T].
n=1

Esto es lo queriamos demostrar. m
Protocolo de resolucién de colisiéon

En este protocolo, cuando una colisiéon ocurre, todas las peticiones nuevas son puestas
en espera hasta que todos los mensajes envueltos en la colision hayan logrado una forma
de salir de ella. Ya que los mensajes hayan resuelto su problema de colision, los mensajes
en espera intentan retransmitir. Estos mensajes a su vez, tal vez entren en una colision
y después la resuelvan.

El tiempo se dividira en peridédos sucesivos, que se llamaran intervalos de resolucién
de colision (I.R.C.). Los mensajes que llegan al primer tiempo del I.R.C., son lo que
llegaron al final del anterior [.R.C.. Todos ellos intentan retransmitir al primer tiempo
del L.LR.C. por lo que, si hay dos o més mensajes, una colisiéon ocurre (en caso contrario el
[.R.C. solamente duré un tiempo y el nuevo I.R.C. inicia al siguiente tiempo). Usando el
volado de una moneda justa (es decir, una distribucién Bernoulli) para cada mensaje que
participa de la colisién, cuando cae cara, el mensaje se une a la capa 0 del apilamiento
de los mensajes, en caso contrario, el mensaje se va a la capa 1.

Al siguiente tiempo, todos los mensajes de la capa 0 intentan el enlace, si no hay colision
(existen los casos en que la capa estuviera vacia, o que hubiera un mensaje) la capa 0 se
elimina, y la capa 1 (que es la de abajo) sube y se convierte en la nueva capa 0. Por lo
contrario hay colision porque en la capa 0 hay mas de dos mensajes, los mensajes que
estan en dicha colision tienen que lanzar el volado otra vez, los que tienen cara, forman
una nueva capa 0, los sobrantes forman una nueva capa 1 y la capa 1 de antes baja a ser

la capa 2 del apilamiento de mensajes.
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Inicio del I.R.C. Fin del I.R.C.
A A E E A Vv A E E Vv

Capa O ’ :8 ® O [ ] [ ] LN ® O [ ] [ ] I ‘
Capa 1 [ N J [} [ N J [ N J [}
Capa 2 .o

A= atasco de paquetes, E= éxito de transmisién ,V= capa vacia.

Figura 4-1: Diagrama de lo que pasa en el [.LR.C.

En general, en cada paso del modelo, solamente la capa 0 intenta retransmitir, si no hay
colision las capas 1,2, 3... se convierten en las capas 0, 1, 2, .... Con la colision la capa 0 se
parte en la nueva capa 0 y en la capa 1 y las antiguas capas 1, 2, 3, ... son ahora las capas
2,3,4,.... Se hace la observacion de que cada mensaje sabe en que capa estd, solamente
por escuchar en qué canal estd dando la informaciéon, por lo que hay colisiéon o no hay
colision.

Una vez que la colision se resuelve, es decir, cuando todas las capas desaparecen, un
nuevo [.R.C. comienza. Con los mensajes que inician en este I.R.C. son los que llegaron

en el anterior.

Se supondra que las solicitudes nuevas al tiempo ¢ son variables aleatorias indepen-
dientes idénticamente distribuidas, {X;}s>0, donde X, es la longitud del t-ésimo I.R.C.

Sea Z; el niimero de llegadas recientes en el t-ésimo I.R.C.. Se tiene

E[X1lix,_]

E[Xt+1|Xn - 7’] - P(Xt — ’l)

1=
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E[Xt+1]I{Xz=i}] P(Xt — 'i, Zt - k)

P(thl) P(Xt:’L,Zt:k)

E[XtJrl]]:{Xt:i}] P(Xt - ?:, Zt - kf) .
P(Xt:Z,Zt:k) P(Xt:'l)

= B[ Xl =1L z=ky) :
: P(Z,=k|lX,=1) =
kgo P(Xt:/l,Zt:kf) ( | )
Z E[Xt+1’Xt == i, Zt == /{?]P(Zt - k‘Xt - Z) (410)
k=0

Se define E[X;1|Z; = k) = Li]. Dadas las condiciones de este protocolo, con cero o
un paquete al inicio del I.LR.C. no hay colisiones, de lo que se sigue que Ly = L; = 1.
Cuando ocurre k£ > 2 se da la colisién y los k£ paquetes lanzan un volado. Dependiendo
del resultado se separan en dos conjuntos, el de la capa 0 y el de la capa 1, entre estos k

usuarios, ¢ obtienen cara con probabilidad

(k) = (T) (;)k (4.11)

la longitud promedio del I.R.C., dado que hay k > 2 paquetes en el inicio y dado que la

primer capa 0 contiene ¢ paquetes es,
Ly; =14 Li+ L.

La intepretaciéon de la ecuacion anterior es la siguiente: al primer tiempo dentro del
[LR.C. se da una colision, los i paquetes en la primer capa 0 entraran en los tiempos

L; promedio para resolver su colision, y Lj_; tiempos seran necesitados para los k£ — ¢
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paquetes en la primer capa 1. Notemos que

k !
L= qi(k)Lr; =>_ qi(k)(1 4+ L; + Ly—;) =
=0

=0

Resolviendo para Ly:

L,=1+ éQ(k)(Li + L) =
1+ qo(k)(Lo + L) + ... + qu(k) (L, + Lo) =
L+ qo(k)Lo + qoLx + ... + qr(k) Ly + qr(k) Lo =
1+ qo(k)Lo + qi(k)Lo + .. + qe—1(k) L1 + q1 (k) L—1 + qo(k) Ly, + qx(k) Ly,

si y solo si

1+ (qo(k) + qr—o(k)) Lo + ... + (qr—1(k) + qe—(r—1)(k) Lr—1 = Lx — Liqo(k) — Liqr(k),

si y solo si

1+ (qo(k) + qr—o(k)) Lo + ... + (qr—1(k) + @r—x—1)(F) Li—1 = Li(1 — qo(k) — qr(k)),

so y solo si
S (qi(k) + qr—i (k) L;
Ly = . 4.12
CT T = o) — aulR) (4.12)
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Se define el conjunto

Yo (Li + D)(qi () + g5-i(5))

A= {a;|a; = = : ., J>m}.
T i:o1 i(qi(J) + q5-i(7))
A continuacién verificaremos que A es acotado.
Sea a; € A, entonces
m—1 : .
o (L + 1) (g i—i .
im0 (Li +1)(@:(7) + g5 (J)), i>m.

i = 2ot i(@i(7) + a5-i(4))

Claramente el denominador es mayor que cero, puesto que es una suma finita de productos
de naturales con probabilidades mayores a cero, y en el caso del numerador pasa lo mismo,
por lo tanto se sigue que a; > 0.

Para todo 5 mayor que m,

S LA D@0 + 40 = X (Lt Dal) + (Lt Darm) =
m__ qi(7)Li + mz__: ai(j) + mz__: qj—i(j)L; + mX__: qj-i(J) < iQi(j)Li +1+ iq]'i(j)[zz’ +1 < oo,

puesto que son sumas finitas de productos de probabilidades con nimeros. Ademas ocurre

que,
S i)+ 40)) = 3 )+ ia40) < i) +i0) = X ial) + i) < oo,

pues ambas sumas son finitas. De lo anterior se sigue que a; < oo. Entonces para cada
J > m existe un M; tal que a; < |M;|. Definamos M = sup M;, tal niimero es una cota

superior para el conjunto A.
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Ya que A es un conjunto acotado debe tener supremo. Se supone que para m = 2y q,,

ocurre que
a,, > sup 2= 7ol (L + D)) + q5-i()) (4.13)
m g (@) + 45-i(9)
pasa que
Ly, < apm—1. (4.14)

Se probara por induccién que se cumple para Vm < n.

Supongamos que fue valido paran = m,m+1,...,j — 1, j. Usando la igualdad (4.12)

podemos calcular

L;(1 = q0(j) — 4;(j) —1+Z G(7) + g5 (§) Li =
LS (@) + o) B+ 3 l) + () <
1+ 3 @)+ s @)+ s = 1) =
1+n§(q¢(j>+%'i(j))[z +o+i (4:(5) + qj—i (7)) (i — 1) =

1+ [Lo(qo(5) + ¢;(5)) + - + Ln-1(gm-1(J) + ¢j—m-1)(4)]+
(= (0) + 1)(qo(4) + ¢;(4)) + (m(0) = 1)(q0(4) + ¢;(5)) + -

(=am(m) + 1)(gm-1(7) + 4—m-1) (7)) + (@n(m) = D(gm-1(5) + ¢j-m-1)(J))+
]Z_:(qz-(j) +¢j-i(9)(ami = 1) = 1+ [Lo(qo(7) + ¢;(7))+

i=m

(=am(0) + (@ () + ¢;(7) + - + Ln-1(@m-1(4) + ¢j-m-1)(7))
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H(=am(m = 1) + 1)(@n-1(0) + ¢j-@m-1)(4))] + 2(%()‘) +¢5-i(7)(ami = 1) =
L+ (q0(7) + 45(7)) [Lo = am(0) + 1]+ . 4 (@m—1(1) + G—m—1) () [Lm—1 — o (m — 1) + 1]+

j—1

;}(Qi(j) +¢j-i(7)(ami = 1) + (q(5) + ¢; (7)) (=ami — 1) = (¢0(4) + ¢; (7)) (—amj — 1) =

m—1 7

1 X (@) a5 )it 11+ 3 0)05-40)) (i =)~ )+ () (i 1) =

m—1 J J

L+ (06(5) + @5—1()[Li — ami + 1]+ qi(f)[amt — 1] + D gj—1(j) [omi — 1]

=0 =0 1=0

m—

—(00) + () (—amj = 1) =1+ Z 7) + ¢ — ami +1]

J J

+> (g5(7)ami — qi(5)) + Y _(g-i()mi — 4-i(§)) — [a0(7) + @;())](ami — 1) =

i=0 =0

1S (@) + g DI~ i 1+ a3 i)~ S+

=0 i=0

amZ(] QJ z ZQJ —1 J)+QJ(]>](amj_ 1) -

1+’jz:<qi<j>+qj_1<j>>[Li—ammwmum—1+am<1—p>j—1—[qo<j>+qj<j>1<amj—1> -

1+ti01 3)+ G510 L= i+ 1] =2+ € (9) + (L= )~ 0(5) + 05 (7)) (um— 1) =

1+T:L:01(qz(])+q]‘—1(j))[[/z‘_ami+1]_2+am(jp)+amj_amjp_[qO(j)+Qj(j)](amj_1) =
1+ 5000+ I = i+ 11+ i =2~ i+ gl — 1) -
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(por lo que recordando (4.12))

(1= 0000) = )L = Tl + 454 <
(amj—1) +m§: N+ qG-iGNLi —ami+1] —1+1—q+gj)(amj — 1) =

m—1
(amj —1)(1 = qo(4) _QJ +Z +QJ (7)) Li — apmi+ 1] +0,
=0

entonces
2o (qi() + 45— () [Li — ami + 1]

Ly < (amj — 1)+ 1—q0(j) — 4;(j)

(4.15)

Y para que L; < a,,j — 1, basta ver que

m—1

S (@) + gj—i())[Li —ami+ 1] <0 Vj>m,

1=0

pero la desigualdad (4.13) lo garantiza.

Con esto la desigualdad (4.14) se cumple. Ahora tenemos que
E[Xt+1|Zt = k] = Lk < Oémk —1 < Oémk -+ 1,
entonces

k:O

k=0

o Y kP(Zy = k| Xy =1i)+ Y P(Z, = k|X; = i) = 0, E[Z| X, = i] + 1. (4.15)
k=0 k=0
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Con el lema de Wald (4.2.1) obtenemos
=i

Por lo tanto

Elzi1 — Xt\Xz:i] = E[Xi 1| Xi = 1] = E[X;| X, = i] <

lo que implica

Con esto se observa que la primera condiciéon del Lema de Pakes se cumple, es decir

]E[Xt+1 — Xt‘Xt = Z] < Q.

la sucesién de ntmeros {a;} = {E[X;;1 — X{|X; = ]} tiene limite superior porque es

acotada por arriba y la segunda condicién se da porque

ya que Aa,, < 1.

Por lo que A, — 1 < 0, y a su vez se cumple que i(Aa,,, — 1) < 0. Por lo tanto

limsup E[ X} — X¢| Xy =] <limsup 1+ i(Aa,, — 1) = 1 4 limsup i(Aa,, — 1) < 0.

iToo iToo iToo

(4.17)

Concluimos que el protocolo es estable.
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Estudiamos una variaciéon al protocolo Aloha que permite hacer estable al modelo. Dicha
variaciéon consiste en hacer de la probabilidad de transmision, en una funcién que dependa
del niimero de paquetes atrasados. Por esta misma razon, la variacion no es muy ttil en la
realidad, pues no es posible saber con exactitud la cantidad de paquetes atrasados a cada
tiempo t. Se propone otro modelo estable, que no depende de la cantidad de paquetes

atrasados.
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Capitulo 5

Simulacion

En este capitulo presentaremos los resultados que obtuvimos al simular algunos de
los procesos presentados a lo largo del este texto. El objetivo de esto fue el de comprobar
que la teoria que estudiamos en los capitulos dos, tres y cuatro es verificable, al menos
computacionalmente. Para todas la simulaciones, utilizaremos el mismo valor de tres
unidades de tiempo, en el caso continuo. Las graficas de las simulaciones se encuentran

después de la explicacion de cada uno de sus respectivos modelos.

5.1. Cola M/M/1

Caso 5.1.1 Primeramente analizamos el modelo de la Cola M/M/1, suponiendo que el
parametro de arribo A sea menor al pardmetro de salida j1, numéricamente propusimos
los valores A = 20 y = 90. Los datos que surgieron de correr el programa sugieren, que
durante la mayoria del tiempo, entraba un cliente, e inmediatamente era atendido por el
cajero. Esto sugiere que la longitud de la Cola nunca va a ser muy grande. En este caso,
su longitud mdxima fue de cuatro clientes esperando ser atendidos. En la Figura 5-1 se

puede apreciar la grdafica de este caso particular.

82



longitud de la cola

Cola M/M/1

\ \
50 100

observaciones

Figura 5-1: Simulacién 1.
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Caso 5.1.2 Proponemos el caso contrario, con A =70 y = 17, suponiendo que X\ es el
pardmetro de arribo y i el de salida. Esta vez, los datos nos indican que la longitud de la
Cola tiende a crecer, puesto que de vez en vez, dicha cantidad baja un poco, nunca llega a
bajar al punto en que hayan cero personas esperando. Con esto inferimos que la longitud
de la Cola va tender a una cantidad infinita de clientes esperando que sean atendidos
por el cajero. Es importante que hagamos hincapié en que este caso es el menos ideal y
presenta un contraste muy grande con respecto al Caso 5.1.2. Es claro que necesitamos
de la condicion primordial A < p (como lo supusimos en el Capitulo 2), para que
podamos calcular la distribucion estacionaria de una Cola M/M/1. En la Figura 5-2

podemos apreciar la grafica que modela los datos que obtuvimos de esta simulacion.
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Figura 5-2: Simulacién 2.
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Caso 5.1.3 Suponemos que los parametros tienen el mismo valor, es decir, A = p = 40.
Los datos obtenidos, nos indican que la Cola no es tan rapida atendiendo a los clien-
tes, como en el Caso 5.1.1, pues su longitud mdxima es mucho mayor, que cuando
teniamos a A como el parametro menor. Notemos también, que varias veces a lo largo
de la simulacion, la longitud de esta Cola supera la longitud mdzima de la Cola del caso
anterior, por lo que es mejor tener al pardmetro de entrada con valor mds chico. Las
simulaciones no permiten inferir lo que en teoria se sabe: que el régimen es inestable y
la cola eventualmente se atasca. En la Figura 5-3 presentamos la grifica que nos dio al

utilizar estos parametros en el codigo.
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5.2. Modelo de Erlang

Caso 5.2.1 Para la el modelo de Erlang, necesitamos contar con el pardmetro k, que re-
presenta la cantidad de cajeros disponibles para atender. Con esto proponemos los valores
para A =55, p =90 y k = 30.

De manera similar que con la Cola M/M/1, podemos notar que la longitud mdzima de
la Cola fue de cuatro clientes, los datos también nos muestran que los clientes fueron
atendidos de forma rapida, pues durante buena parte de la simulacion, la cantidad de
clientes que estdn en la Cola se encuentra entre los valores cero y uno, de hecho pocas
veces se llega a la cantidad de cuatro clientes. En la Figura 5-4 mostramos la grdfica

de esta simulacion.
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Caso 5.2.2 Manteniendo el mismo valor para k, suponemos ahora que A = 100 y pu = 17,
la simulacion con estos pardmetros nos indica que un crecimiento considerable en la
longitud mdxima de la Cola con respecto al caso anterior, puesto que obtuvimos una
longitud mayor a diez clientes en mds de una ocasion, ademds de que durante casi toda
la simulacion, la longitud de la Cola fue mayor a cuatro clientes. Claramente la Cola
se atasco de clientes, puesto que solamente una vez hubo un cliente formado y de hecho
solamente al inicio de la simulacion se llego al valor cero. En la Figura 5-5, mostramos

la grifica de este experimento.
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Caso 5.2.3 Vamos a utilizar los valores A\ = p = 47, junto con k = 30, de manera
similar al caso de la Cola M/M/1, la longitud mdzima de la Cola aumenté con respecto
al Caso 5.2.1, asi como se llega al valor cero de la Cola menos veces de las que uno
podria pensar, gran parte de los datos nos sugieren que la longitud se encuentra entre los
valores uno y cinco.

La simulacion no permite tampoco inferir que en este caso la Cola es inestable, pese a

que lo sabemos de manera tedrica. La Figura 5.6 representa la grdfica de la simulacion.

92



longitud de la cola

Modelo Erlang

90

\ \ \
100 150 200

observaciones

Figura 5-6: Simulacién 6.

93

250




5.3. Protocolo Aloha y protocolo Aloha estable

Para las siguientes simulaciones, vamos a hacer una aclaracién, debido a que en el
lenguaje R, las columnas y los renglones de las matrices se numeran a partir del uno,
entonces en las gréaficas el estado cero se vera representado en las graficas por el uno, el

primer estado se representara por el dos, y asi sucesivamente.

Caso 5.3.1 (Protocolo Aloha) Para realizar esta simulacion necesitamos de un pard-
metro A\ = .9, que es la tasa de la variable aleatoria con distribucion Poisson mencionada
en la Seccion 3.1, asi como necesitamos de los pardmetros de una variable aleatoria que
se distribuye Binomial de tamano n =7 y probabilidad p = 0.7. Claramente necesitamos
de la matriz de transcion asociada al protocolo, en este caso serd de 7 X 7. A continuacion

presentamos la matriz

b a pr p2 p3s p1 ps
c b a p1 p ps M
0 c b a pr p2 ps
00 ¢ b a p1 po
00 0 ¢ b a pm
00 0 0 ¢ b a
00 0 0 0 ¢ b

donde b es la probabilidad de quedarse en un estado, a de saltar del estado i al i + 1, ¢
de ir del estado @ al i — 1. Las p; son las probabilidades de ir del estado ¢ +1 al 1 + 1+ j.
La simulacion nos indica que la Cadena, después de 2000 observaciones, se queda casi
stempre en los ultimos tres estados, asi como nunca baja al estado inicial ni al estado

uno. La Figura 5-7 muestra esto.

94



longitud de la cola

Protocolo Aloha

\ \ \
500 1000 1500

observaciones

Figura 5-7: Simulacién 7.

95

2000




Caso 5.3.2 (Protocolo Aloha estable) De este caso hicimos varias simulaciones, pues-
to que agregando la funcion v(7), pudimos comprobar que efectivamente, hay mas saltos
de los ultimos estados a los primeros, solamente que no es tan comin que lleqguen a
los dos primeros estados (justamente es nuestro interés), pero si llegan. Mantuvimos el
mismo valor para \ que en el caso anterior, simplemente cambiamos el valor de p por
p=v(7) =.0207.

La Figura 5-8 muestra precisamente que hubo mas veces que el proceso salté a los es-

tados tres, cuatro y en especial al dos (justo como queriamos).
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5.4. Protocolo de resolucion de Colision

Caso 5.4.1 Simulamos para 70 observaciones y utilizando la probabilidad qs(20) definida
en la Seccion 4.2. Los datos arrojados por varias simulaciones no fueron tan buenos,
puesto que, aunque st llega a bajar al estado inicial la longitud de la Cadena eventual-
mente, esta varia entre las longitudes cuatro y siete con mucha oscilacion. La Figura

5-9 nos muestra la grifica de una de las simulaciones realizadas.
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Conclusion

La Cadena de Markov asociada al protocolo Aloha presenta un problema fundamental
para que el modelo funcione de manera 6ptima; la Cadena es incapaz de bajar a par-
tir de algiin momento (aleatorio), lo que provoca que los paquetes de informacién no se
transmitan (o retransmitan). Existe una forma de resolver este atascamiento de paquetes,
la cual consiste en conocer la cantidad de paquetes atrasados y definir una funcién que
dependa de dicha cantidad. La probabilidad de transmision del protocolo se sustituye por
esta funcion. Con esto podemos asegurar la estabilidad del modelo. Desafortunadamente,
esta solucion en la practica no es viable, puesto que seria necesario saber la cantidad de
paquetes atrasados siempre. Por eso, verificamos otro modelo alternativo, que es estable
y en el cual no es necesario conocer informacién concerniente a la cantidad de paquetes
atrasados. Es necesario notar, que los modelos que estudiamos en los Capitulos 3 y 4,
al ser redes de acceso aleatorio, disenadas para transmitir informacion, tienen una poca
probabilidad de que fuera del campo de las comunicaciones, puedan tener una adaptacion
util a otras ramas, como por ejemplo, en la rama de transporte de bienes de un lugar a
otro, porque existen diferencias entre el tiempo de llegada de un paquete de informacion
de una computadora a otra y el tiempo que requiere algiin transporte de carga en llegar
a su destino.

Actualmente existen adaptaciones hechas al protocolo Aloha, un ejemplo de esto se puede

encontrar en [Badgotya y Rai, [2018], donde se expone la utilidad de modelos de acceso
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aleatorio, en particular del protocolo Aloha, para la implementacién de aplicaciones ba-
sadas en el internet de las cosas.

Del presente trabajo se espera que ilustre el uso de herramientas que existen dentro de la
teoria de los procesos estocasticos para resolver problemas de ramas que aparentemente

no tienen relacion con esta teoria, en especifico con las telecomunicaciones.
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Apéndice A

En este apéndice presentamos los codigos usados para las simulaciones en el Capitulo

5, dichos codigos fueron escritos en el lenguaje R.

Cola M/M/1

#Programa 1
#Simulamos una variable aleatoria exponencial de parametro lambda.
lambda=
generaexp<-function(lambda){
u<-runif (1)
E=log(1-u)/-(lambda)

return (E)

#Programa 2
#Cola M/M/1, con lambda la tasa de entrada,

#mu de salida y T el tiempo

cola_ M M uno<-function(lambda ,mu,T){

tiempo=T
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#la cola no esta vacia

t=0

historia_cola=0

s=0

#se genera un arribo con tasa lambda
#Programa 3

tl=generaexp (lambda)

cola=1

tiempos_eventos=tl

t=t1

num_evento=1

while (t<tiempo){

#la cola ya no es vacia,

#entonces es una llegada o una salida

num_evento=num_evento+1

if (cola>0){
tl=generaexp(lambda+mu)
p=runif (1)
historia_cola[num_evento]=cola

cola=ifelse(p<lambda/(lambda+mu),cola+l,cola-1)

3

#en este caso, llegan arribos pues la cola
#esta vacia

elseq{

ti=generaexp (lambda)
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historia_ colal[num_eventol=cola

cola=1

}
t=t+t1l
tiempos_eventos [num_evento]=t1

s=s+tl*xhistoria_cola[num_evento]

}

return(historia_cola)}

Modelo de Erlang

#Programa 3
#tparametro de tasa de entrada lambda,tasa de salida mu,
#tiempo T y numero de servidores k
modelo_Erlang<-function(lambda ,mu,T,k){

tiempo=T

t=0

historia_cola=0

s=0

tl=generaexp (lambda)

cola=1

tiempos_eventos=tl

t=t1

num_evento=1

while (t<tiempo){

num_evento=num_evento+1
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if (cola==0)1{
tl=generaexp (lambda)
historia_cola[num_evento]=cola

cola=0

if (cola==k){tl=generaexp (mux*k)
historia_cola[num_evento]l=cola

cola=k-1

}

elseq
tl=generaexp (lambda+mu*(cola))
u=runif (1)
historia_cola[num_evento]=cola

cola=ifelse (u<lambda/(lambda+mu*(cola)),cola+l,cola-1)

b

#en este caso solamente llegan arribos
#pues la cola es vacia

t=t+t1l

tiempos_eventos [num_evento]=t1

s=s+tl*xhistoria_cola[num_evento]

3

return(historia_cola)}

Cadena de Markov a tiempo discreto
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#Programa 4
#Cadena de Markov a tiempo discreto que
#depende de una matriz de transiciones y de la cantidad
# de observaciones n
markov <- function( matriz, n ) {

estados<- numeric(n)

estados [1]<- 1

for(i in 2:n) {

a<- matriz[estados[i-1], ]
estados[i] <- which(rmultinom(1l, 1, a) == 1)
}

return(estados)

Protocolo Aloha

Usamos el programa anterior junto con la matriz de transiciones definida para el pro-

tocolo Aloha.

#Protocolo Aloha
#entradas de la matriz y parametros lambda y de las

#distribuciones binomiales negativas

lambda=
a=dpois(l,lambda)*(1-dbinom(0,size=,prob=))
q= dpois(1,lambda)*dbinom(0,size=,prob=)+dpois (0, lambda )

b=q*(1-dbinom (1, size=,prob=))
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d=dpois (0, lambda)*dbinom(l,size=,prob=)

#matriz de transiciones para el caso 3x3

matriz_aloha<-matrix(c(b,c,0,a,b,c,dpois(1l,lambda),a,b,nrow=3)

#se utiliza el programa 3

markov (matriz_aloha,n)

Variacion del protocolo Aloha
De igual manera, se utiliza el programa tres, pero con la matriz que se le asocia a la
variacion
#Variacion del protocolo Aloha

#Parametro lambda

lambda

#definimos la funcion v que depende de la cantidad k de estaciones

v<-(dpois (0, lambda)-dpois(1l,lambda=) / k*dpois(0,lambda)-dpois(1l,lambda ))

#entradas de la matriz

a=dpois (0, lambda)* (1-dbinom(0,size=,prob=v))

g=dpois (0,lambda)*dbinom (0, size=,prob=v)+dpois(1l,lambda)
b=gq*(1-dbinom(1,size=,prob=v))

c=dpois (1,lambda)*dbinom(l,size=,prob=v)

#matriz de transiciones en el caso 3x3

matriz_aloha_estable<-matrix(c(b,c,0,a,b,c,dpois(l,lambda),a,b,nrow=3)

#programa 3
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markov (matriz_aloha_estable,n)
Protocolo de resolucion de colisién

#Definimos la probabilidad que separa a los paquetes en las capas,
#es decir, la probabilidad de que k usuarios,

#a i usuarios tengan cara

probabilidad<-function(i,k){
a<-(.5)"k * factorial(k)/(factorial(i)*factorial(k-1i))

return (a)

#calculamos la transicion de un estado j al siguiente
transicion<-function(j){

5=0

j=0

u<-runif (1)

while (s<u){
s=s+ probabilidad(j,k)
j=j+1

}

return(j)

#lo automatizamos para hacerlo en N observaciones y
#obtenemos una simulacion del protocolo de resolucion de

#colision
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#Programa 4
resolucion_colision<-function (N){
a<-0
for(i in 1:N){
alil<-transicion (i)
}

return(a)
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