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Resumen

El presente documento contiene los detalles del desarrollo tedrico de una ecua-
cién de transporte para la entropia, con la cual puedan ser estudiados los flujos
de mezclas constituidas por gases y particulas sélidas. Flujos de este tipo se pre-
sentan en diversos sistemas naturales e industriales. Por ejemplo, en erupciones
volcénicas, en dispositivos de transporte neumaético, en reactores quimicos, en
procesos de inyeccion, etc.

El caso que motiva el presente trabajo se refiere, en particular, a la produccién
de gas metano en yacimientos con arenas no consolidadas. Al reducirse la presion
en la tuberia de produccién, ingresa al conducto una masa de gas que se expande
rapidamente, acarreando consigo una cierta cantidad de sélidos (polidispersos).
Aunque este trabajo se limita a un medio granular monodisperso como prime-
ra aproximacion, el proceso considerado es general en cuanto a que el flujo es
turbulento y se puede considerar el caso compresible.

El tratamiento para obtener la ecuacién de transporte para la entropia se
apoy6 en el la teoria cinética de gases, asi como en la teoria de mezclado. Es
importante recalcar que en la literatura cientifica disponible no ha sido reportada,
hasta el momento, una ecuacion de transporte para la entropia de la mezcla. A
modo de prueba preliminar de la ecuacion, se realizé una evaluacién de la entropia

de la fase solida con los datos experimentales obtenidos en el laboratorio.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Flujos de mezclas gas-sélido

El estudio de los flujos bifasicos constituidos por una fase gaseosa y una com-
puesta por particulas solidas tiene gran relevancia en las aplicaciones industriales.
Al remitirse a la literatura cientifica donde se analizan casos como el presentado
en éste trabajo, se encontraran diversos temas que motivan dichas investigacio-
nes: los lechos fluidizados en reactores quimicos, las tuberias de produccion, el
control de la generacién de contaminantes, sistemas de generacién geotérmica, el
transporte neumatico, los procesos de inyeccién de polvos, la mineria del carbon,
ete. [3]. Por ejemplo, los lechos fluidizados estéan presentes en un proceso de gran
importancia en la refinacién de petréleo, el craqueo catalitico. A través de los
tubos de produccién (pozos y tuberfas ascendentes) se realiza la extraccién de
gas y petréleo, elementos centrales para la generacién de energia y aprovechados
por la industria en general. Asimismo, en el transporte de granos dentro de la
industria agricola, y el procesamiento de agentes quimicos y medios granulares
en las industrias farmacéutica, quimica y de alimentos, constituyen procesos fun-

damentales en dichos ambitos.

En la naturaleza, por otra parte, se encuentran diversos ejemplos de fendmenos

que involucran interacciones de gases con particulas. En este ambito encontramos




1.2 Motivacion

problemas como la dispersion de polen, de polvos, de arenas, y de contaminantes,
en la atmésfera y en la hidrosfera. La figura 1.1 ilustra dos casos particulares:
una realizacion experimental de chorros de alta velocidad de material granular
mezclado con aire, y un proceso natural representado por la erupcién del volcan

de Colima, México, ocurrida en 2018.

(a) 12.4m/s (b) 29.8m/s (c) 64.7m/s

(a) (b)

Figura 1.1: Dos extremos de flujos rapidos con mezclas gas-sélido: (a) Realizacién
experimental de chorros granulares [21]. (b) Erupcién del volcan de Colima, México
(foto: Sergio Tapiro).

1.2. Motivacion

Un caso que reviste una importancia especial en el &mbito nacional es el que
concierne a la produccién de gas metano en aguas profundas del Golfo de Méxi-
co. La configuracion de un sistema tipico de produccién se ilustra en la figura
1.2a. La relevancia viene dada, entre otras cosas, por los enormes voliimenes de
produccién involucrados, por los costos asociados y, sobre todo, por los enormes

problemas y retos técnicos asociados a su extraccion.




1.2 Motivacion

En México se tiene una complejidad particular en estos procesos, porque los
yacimientos sedimentarios usualmente estan constituidos por rocas carbonatadas
y areniscas no consolidadas. A causa de la fuerte caida de la presion que sucede
durante la produccién, el gas se expande rapidamente, creando un esfuerzo que
separa dichas arenas. Como resultado de ello, la corriente de gas acarrea una
cantidad muy significativa de particulas finas con distribuciones especificas de
tamano. A pesar de que las terminaciones de los pozos se disenan previendo la
instalacion de cedazos y trampas (p. e]. ciclénicas) para retener estas particulas,
en la practica una parte de ellas no logra ser filtrada y fluye junto con el gas. Adi-
cionalmente, una fraccién finita de agua puede ser arrastrada desde los acuiferos

colindantes.

Lo anterior conlleva una serie de procesos que merman la capacidad de produc-
cién y reducen la vida 1util de las instalaciones. Por ejemplo, se presentan efectos
de erosién exacerbada en algunos puntos del sistema de produccién, depdsitos en
equipos y accesorios, etc. (Fig. 1.2b) Mas importante, sin embargo, es el problema

de la formacién de hidratos de metano.

Figura 1.2: (a) Sistema de produccién en aguas profundas. (b) Tren de vélvulas
para un sistema de produccién en aguas profundas.




1.2 Motivacion

En presencia de agua, el gas metano puede dar lugar a la formacién de estruc-
turas moleculares muy estables, gracias a su regularidad geométrica, conocidas
como caltratos. A partir de estas estructuras bésicas, comienza el crecimiento de
los cristales que conforman los hidratos de metano. Algunos especialistas en el
tema, han externado la sospecha de que la presencia de los granos de arena y
arcillas sirven como centros de nucleacion para la formacién de dichos hidratos;

es decir, que su presencia incentiva la formacion de hidratos de metano.

Tras su formacién, los hidratos contintan fluyendo a lo largo del aparejo de
produccién. En ese trayecto pueden recorrer distancias que van de 1 a 3 kiléme-
tros, incluso mas dependiendo del sistema, de modo que los procesos dindamicos
del flujo les llevan a formar agregados de particulas (Fig. 1.3a). Con un tiempo de
residencia suficientemente elevado, el proceso de aglomeracién eventualmente da
lugar a la formacion de grandes depdsitos y tapones que pueden llegar a bloquear
el conducto por completo. La fotografia de la figura 1.3b muestra una tuberia

bloqueada por un tapén.

Evidentemente, hay una importancia econémica asociada a este fenémeno, y
los riesgos inherentes a las operaciones de desbloqueo de las tuberias pueden tener

consecuencias catastroficas.




1.3 Antecedentes
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Figura 1.3: (a) Procesos de formacién de hidratos de metano en presencia de
agua. La figura muestra también el crecimiento de capas adheridas a la pared de
la tuberia su crecimiento como funcién del tiempo (ver, por ejemplo, [33] [6]). (b)
Tapén formado por la aglomeracion de hidratos de metano dentro de una tuberia
de Petrobas (Imagen tomada de Sloan, D. 2011) .

Claramente, los flujos que se establecen en dichos sistemas de produccion, so-
bre todo en los pozos, conciernen a las mezclas de gases y sélidos. De acuerdo con
algunos datos publicados (p. €j. [19] [8]), los flujos en los pozos pueden ingresar en
el régimen compresible tenue. Bajo estas condiciones se puede asumir que dichos

flujos ocurren en un régimen turbulento totalmente desarrollado.

1.3. Antecedentes

El estudio tedrico de los flujos multifasicos requiere extender los conceptos y
métodos que se emplean en el andlisis de flujos de una sola fase [3]. Técnicamente
esto implica considerar las leyes fundamentales de conservacion, expresadas por

medio de las ecuaciones de transporte, y el conjunto de relaciones constitutivas




1.3 Antecedentes

que cierran el problema. En este sentido, se entiende que un fase esta constituida
por una sustancia con propiedades fisicas y quimicas que la distinguen de otras
sustancias. Pueden caber, entonces, las siguientes dos situaciones: 1) que dos fases
correspondan a dos estados de agregacion diferentes de una misma sustancia, y

2) que dos fases correspondan a sustancias totalmente diferentes.

En principio, las leyes de conservacion se aplican igualmente a cada una de
las fases y el acoplamiento se da a través de condiciones de cierre. Por ejemplo, la
formulacién general para cualquiera de las ecuaciones macroscépicas de transporte

adopta la forma [12]

d
aﬂk% + V- (prYr ) + V- I — pip 9, = 0.

La interaccién entre las fases se manifiesta como un intercambio de masa, mo-
mento, energia, etc. a través de la interfase. Dicho intercambio se expresa por

medio de las condiciones de salto
> i o+ - T+ ¢ = 0.
k

Las cantidades ¥, Ji, ¢r, v ¢7 representan, respectivamente, a la propiedad es-
pecifica que se transporta, al flujo y a los términos fuente (en la fase k y en la

interfase 7).

De acuerdo con lo anterior, el desarrollo de una formulacién continua para el
transporte de la entropia pasa por considerar la relacion formal entre la energia

y la entropia U; = U;(S;, v;). De ella sigue que

AS; _ 1dU, | Pdv;
dt T, dt T, dt’




1.3 Antecedentes

donde se identifica a U; como la energia interna, a T; como la temperatura y a v;

como el volumen especifico de la fase en cuestion [11].

Como es de esperar, este tipo de modelado encuentra serias complicaciones
en muchas situaciones de interés. Por una parte las interfaces, que son tantas
como los medios involucrados en el proceso, estdn cambiando constantemente.
Por otro lado el intercambio de las propiedades (masa, momento, etc.) a través
de las interfase puede ser muy complejo, y puede requerir modelos especificos
para cada uno de los términos no homogéneos. También debe hacerse hincapié en
que, aun para el flujo mas simple posible, el nimero de variables y parametros
pasa de 5 en el caso monofasico, a 13 en el caso bifasico. Por supuesto el espacio
paramétrico puede ser considerablemente mayor en los problemas mas generales.
Estas complicaciones han dado lugar a que las formulaciones rigurosas cedan el
paso a las siguientes dos grandes tendencias de modelado: las formulaciones pro-
mediadas (que derivan en los balances locales instantédneos) y las formulaciones

mecanicistas.

En el caso concreto de los flujos bifasicos dispersos, donde la fase discreta se
distribuye en el seno de la fase continua, tales formulaciones suelen ser imprac-
ticables debido al elevado ntumero de particulas involucradas en la mayoria de
los casos. El flujo que nos ocupa es un claro ejemplo de esta categoria. Debido a
esto se emplean formulaciones promediadas como una alternativa que simplifica
el tratamiento. No obstante, prevalecen diversos obstaculos de dificil resolucién.
Por ejemplo, cuando la fase dispersa esta formada por burbujas, o por gotas, las
interfases se deforman y surgen los procesos de ruptura y coalescencia. En cambio,
si la fase dispersa esta constituida por particulas solidas, se hacen muy relevantes
otros grados de libertad y factores tales como: la esfericidad de las particulas, la
geometria superficial, las distribuciones de tamanos, las propiedades fisico-quimi-

cas, las rotaciones, etc.




1.3 Antecedentes

En vista de las problematicas expuestas, han surgido vertientes mas sofistica-
das de modelado y analisis. Estas conciernen la aplicacion de la teoria cinética
de gases diluidos introducida y expandida por Maxwell y Boltzmann en el si-
glo XIX, y posteriormente continuada por Chapman y Enskog a principios del
siglo XX [2]. En este sentido, la fase granular del flujo bifasico se trata como
si fuera un gas de particulas macroscépicas con propiedades determinadas. Es
importante senalar que, a diferencia de los gases moleculares y atémicos, los ga-
ses de particulas macroscépicas implican diferencias sutiles pero importantes. En
especial se debe reconocer que las particulas macroscopicas convierten energia
mecanica en energia térmica cuando ocurren las colisiones inelasticas. Esto cam-
bia drasticamente el comportamiento colectivo del medio granular, dando lugar

a procesos colectivos tales como la formacién de aglomeraciones.

Los primeros esfuerzos para modelar flujos rapidos de granulares se apoyaron
en el trabajo de Bangold [11], [3]. Bangold dedujo que la presién del gas granu-
lar es proporcional al cuadrado del gradiente de velocidades, al tamano de las
particulas y a la densidad de particulas. Inicialmente estos esfuerzos fueron de
tipo empirico y heuristico. Después la vertiente tedrica recibié un gran impulso
en las décadas de los anos ochenta y noventa. Entre los principales exponentes
de la aplicacién y desarrollo de la teoria se encuentran Savage y Jeffrey [16], y
Jenkins y Savage [29]. A partir de entonces, autores como Gidaspow, Jackson,

Sinclair, Pita, Sundarean, Lun y Savage, hicieron contribuciones importantes.

En particular el trabajo publicado por Lun et. al. en 1984 [23] muestra con
mucha claridad los elementos centrales del tratamiento tedrico de los medios gra-
nulares desde el punto de vista de la teoria cinética de gases. En forma resumida
el programa de Lun et al. establece que [3], la temperatura de la fase granular

se define a través de las componentes de la velocidad fluctuante C promediadas

10



1.3 Antecedentes

sobre el ensamble (indicado por el simbolo < - >):

T=-(<Ci>+<Ci>+<C;>).

Wl

Entonces, la ecuacion de la energia se puede expresar en términos de esta tempe-

ratura como sigue

2 DT 8qi an
— SOC— e _

Oij —T.

La manera en la que se modelan el flujo de calor g;, el tensor de esfuerzos o;;, y
la funcién de disipacién I, difieren de un autor a otro. En la propuesta de Lun
estas cantidades adoptan las siguientes formas: para el vector de flujo de calor

granular se tiene que

oT Oa
G = —psD| gsT*—— + g T ,

mientras que el tensor de esfuerzos granulares viene dado por la expresion

471'1/2

Ou;
Oij = (psng - psa2(1 + 6)90T1/2 au )5”
X

1 1
—2pSDg2T1/2 <§(UZJ + Uji) - gukk52]> )
y la funcién de disipacién por

_ :0595T3/2

r
D

Por otra parte, la funcién de distribucion radial de particulas es

go = (1 - a/a*)—Q.Ba*’

11



1.3 Antecedentes

donde o* es la fraccion maxima de solidos que pueden ser sometidos a cortan-
te. Las cantidades ¢1,92, g3, g4, ¥ g5, son funciones tinicamente de «, la fraccion
de particulas, y €, el coeficiente de restitucion. Sus formas funcionales explicitas
pueden ser consultadas en [23] y [3]. Aqui solamente se senala que para ciertos
tipos de flujos las expresiones se simplifican enormemente; por ejemplo en flujos

planos tipo Couette.

Uno de los problemas méas complejos de modelar es de las interacciones particula-
particula y particula-gas. Este tltimo tipo de interaccion es el dominante y por
tal motivo ha merecido mucho la atencién de diversos investigadores. Los mo-
delos mas conocidos para el arrastre son los propuestos por Gidaspow, Syamlal
O’Brien y Hill Koch Ladd [24]. De los mencionados, el modelo de Hill Koch Ladd
se obtiene a partir de simulaciones numéricas a diferencia de los otros que tienen

un sustento experimental.

Asimismo, se puede mencionar el trabajo de Sinclair y Jackson (1989) [31],
en el cual se considera un flujo completamente desarrollado e interacciones por
colisiones entre particulas. Sinclair y Jakcson hacen notar que las velocidades del
fluido y las particulas tienen componentes locales promediadas y aleatorias, y que
son precisamente las interacciones entre la parte fluctuante y la parte promedio

de su movimiento las que generan esfuerzos en el medio.

Pita y Sudaresan, tres anos méas tarde, resuelven computacionalmente el mo-
delo propuesto por Sinclair y Jackson y realizan una comparacion con resultados
experimentales [26]. Las relaciones constitutivas que usan las retoman de los tra-
bajos de Lun y Savage, asi como los de Ding y Gidaspow. Pita y Sudaresan con-
firmaron que al considerar las colisiones entre particulas como eldsticas, surgen

importantes discrepancias entre la prediccion teorica y la realidad experimental.

12



1.4 Consideraciones preliminares

Finalmente cabe comentar que los trabajos numéricos orientados a resolver
las ecuaciones (dindmica computacional de fluidos) se dividen en dos enfoques
principales: el enfoque Euleriano-Lagrangiano y el enfoque Euleriano-Fuleriano.
En el primero las ecuaciones se resuelven para cada particula de los fluidos, mien-
tras el segundo considera las dos fases como continuos. Los sistemas de ecuaciones
en ambos casos se cierran usando las relaciones constitutivas propuestas por los
autores mencionados en esta seccién, con correcciones propias a cada caso de

estudio.

1.4. Consideraciones preliminares

La razon fundamental para abordar el problema propuesto desde el punto
de vista cinético es la rapidez del proceso de flujo y sus detalles. En estos casos
coexisten multiples escalas de tiempo, y el tratamiento mesoscépico en el que la
escala de tiempo del flujo esta mas proxima a la escala de tiempo de relajacion
del medio granular sugiere adoptar un punto de vista estadistico . De esta forma
los procesos rapidos pueden ser calculados mediante derivaciones de funciones de

distribucién que estan muy préoximas a sus formas de equilibrio.

Cabe reconocer que las ecuaciones cinéticas pueden ser derivadas de la ecua-
cién para la entropia, aunque esta via no es usual. De hecho, la ecuaciéon de Bol-
tzmann misma puede ser derivada de una expresion para la produccién de la en-
tropia, previo conocimiento detallado de las interacciones binarias entre particulas
[34].

Con el objeto de desarrollar la ecuacién de transporte para la entropia del
flujo bifasico considerado, se toma como punto de partida el trabajo de Lun et.
al. publicado en 2003 [22]. En esencia se considera a la fase granular como un gas

de particulas macroscépicas inmersas en otro gas microscépico, el cual se trata
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1.4 Consideraciones preliminares

separado como un medio continuo, y se procede a desarrollar la ecuaciéon de evo-
luciéon para una propiedad arbitraria aplicando los conceptos de la teoria cinética

de gases.

El tratamiento expuesto permite, en principio, estudiar flujos de gases con
particulas dispersas en el régimen diluido. Para efectos de modelado se conside-
ra una correccién a las contribuciones debidas a las interacciones gas-particula
y particula-particula, cuya expresion se da a través de la integral de colision.
Dichas contribuciones constituyen, en tltima instancia, los términos fuente que

representan la produccién local de entropia debida a ambos tipos de interaccion.

El flujo considerado esté confinado dentro de una tuberia vertical de seccion
transversal circular. Este se produce por el desplazamiento de una masa de aire
a una velocidad relativamente elevada, de modo que el régimen de flujo es turbu-
lento (Figura 1.4). Esta corriente de aire contiene una fracciéon volumétrica finita
de particulas esféricas. Como primera aproximacion orientada a simplificar los
procedimientos matematicos se asume que el gas granular es monodisperso, es

decir, que todas las particulas tienen el mismo tamano.

Asimismo, se supone que las interacciones entre particulas se dan por efec-
to de colisiones binarias elasticas. En otras palabras, iinicamente participan dos
particulas en cada colisién y no existe correlacion entre ellas previa a las coli-
sion. Segun se deduce de las observaciones experimentales y de las simulaciones
numéricas, la aproximacion de esferas rigidas es adecuada en regimenes de flu-
jo elevados y diluidos [3]. En las interacciones que existen entre el gas y las
particulas, domina el régimen inercial. Esto significa que las fuerzas de arrastre

son importantes. La figura 1.4 esquematiza las caracteristicas del sistema de flujo.
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1.5 Objetivos
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Figura 1.4: Esquema del proceso de flujo analizado.

Con el objeto de realizar una primera evaluacién de la ecuacion de transporte
derivada, se desprecian las interacciones particula-particula. Lo anterior es vélido
en el régimen diluido, que es el que se verifica en el experimento con el que
se valida el modelo. Es importante mencionar, que la ecuacion se evaliia en un
dominio de dos dimensiones (2-D) que corresponde al plano focal donde se realiza

la medicién experimental de las velocidades granulares.

1.5. Objetivos

El objetivo general del trabajo es presentar un sistema completo de ecuaciones
de transporte para estudiar el flujo de mezclas de gases con particulas. El objetivo
particular, es derivar una ecuacién de transporte conjugada para la entropia de la
mezcla. Cabe comentar que, hasta donde se ha podido averiguar, dicha ecuacién

no ha sido reportada en la literatura cientifica disponible.

El alcance del trabajo incluye la evaluacion de la entropia correspondiente a
la fase granular con los datos experimentales disponibles. Esto permitira hacer
una primera estimacion de las variaciones de la entropia en las condiciones de

flujo que interesa investigar.
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1.5 Objetivos

Como hipétesis de trabajo se plantea lo siguiente: la entropia de la fase gra-
nular contribuye relativamente poco al incremento de la entropia general del flujo
bifasico, debido principalmente a que la temperatura granular se mantiene rela-

tivamente baja durante el flujo.
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Capitulo 2

Marco Teorico

En el afio 2003 Lun C.K. y Savage S.B. [22] publicaron un articulo en el que se
desarrollan las ecuaciones que describen flujos inerciales de suspensiones turbulen-
tas compuestas por dos fases: una sélida y otra gaseosa. Se llega a un conjunto de
ecuaciones para ambas fases. Como se mencioné anteriormente el modelo realiza
un planteamiento estadistico para llegar a las ecuaciones de transporte de la fase
solida. Para la fase gaseosa primero se consideran las ecuaciones que describen
el fluido completo conformado por ambas fases, dadas por la teoria de mezclado.
Por lo anterior, en este capitulo se presentan las ideas principales de la de la fisica
estadistica asi como de la teoria de mezclado. Estos conceptos seran usados mas

adelante para desarrollar las ecuaciones de transporte que describen el fenémeno.

2.1. Funciones de distribucion

Cuando el resultado de un experimento no puede ser determinado de forma
exacta, ain las condiciones de éste se mantengan lo mas similar posible, se tiene
que recurrir a probabilidades. Cada que se realiza un experimento se obtiene un
solo resultado, a esto se le llama evento simple. Si se realiza un experimento N

veces, vy vemos que un evento ¢ ocurre n; veces, podemos obtener la frecuencia
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2.1 Funciones de distribucion

con la que se repite dicho evento

F = (2.1)

nZ
N.
La frecuencia es, por lo general, diferente para distintos grupos de experimentos
(la repeticién de N experimentos). Lo que se quiere es eliminar la dependencia
de la frecuencia del niimero de experimentos. Si suponemos que el experimento
se realiza siempre de la misma forma y se realizan varios experimentos, de tal
manera que N sea extremadamente grande, equivale a quitar tal dependencia.
Con lo anterior la frecuencia tendera a un valor limite, al que se conoce como

probabilidad. La probabilidad de que suceda un evento 7 esta dada por

P, = lim F, = lim

N—oo N—oo

(2.2)

Lo que tenemos entonces es una coleccion de N sistemas idénticos, en el sentido
de que no se pueden distinguir los sistemas uno del otro. A la coleccién de estos
sistemas se le conoce como ensamble. Lo anterior se puede ver equivalentemente
como haber realizado un experimento en cada miembro del ensamble [15]. La

probabilidad debe cumplir con dos propiedades

P>0 y P =1 (2.3)

Supongamos que tenemos un experimento con s eventos simples, cada uno con
su probabilidad asociada. Tenemos entonces que la probabilidad depende de que
evento s tomemos, es decir P(s), la cual se le conoce como funcién de distribucién
de la probabilidad. La funcién P(s) establece la forma en la que se distribuye la

probabilidad sobre los eventos s.
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2.1 Funciones de distribucion

P(x, Ax)

[ ] I

Figura 2.1: Registro a manera de histograma de las particulas que golpean la
pantalla.

En un caso mas general, podemos tener un experimento en el que se tenga un
rango de eventos posibles. Tomemos por ejemplo un gas que escapa de un conte-
nedor para el cual queremos conocer la probabilidad de que un dtomo que sali6
vaya en cierta direccién [15]. Para esto, se ubica una pantalla fluorescente que
se ilumina cada que un atomo la golpea. Los dtomos pueden golpear cualquier
parte de la pantalla. Para poder llevar un registro de los atomos lo que se hace es
dividir la pantalla en franjas de ancho Az, de forma que cuando un dtomo golpee
la division se sabra por dénde paso y se puede contar. Cada franja corresponde
a un evento posible, por lo que entonces tenemos un rango de eventos posibles.
Haciendo lo anterior se tiene un niimero de golpes por franja, al que dividido por
el total de atomos detectados en toda la pantalla corresponde a la probabilidad

(o frecuencia) de que un atomo llegue a dicha franja (Figura 2.1).

Si el nimero de atomos totales aumenta, tendremos la probabilidad de cada
evento usando la definicién dada por la ecuacién (2.2). Si las franjas se hicieran
cada vez mas delgadas, se podria conocer con mas detalle el fenémeno, pero a su

vez la probabilidad de que un atomo golpee una franja se reduciria, tendiendo a
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2.2 Transporte irreversible

cero en un caso critico. Esto se considera formalmente como

f(z)dz = P(zx,dx). (2.4)

A f(z) se le conoce como funcién de distribucién de probabilidades o funcién de
distribucién (Figura 2.2). Esta idea se puede extender a mas de un evento, que
en el ejemplo podria corresponder a determinar la probabilidad de que un atomo
caiga entre dos puntos x y y. Asi, en lugar de una franja en donde las particulas
colisionan, tenemos un area en donde pueden ubicarse. La probabilidad seria en-

tonces dada por

P(z,y,dv,dy) = f(z,y)dzdy. (2.5)

flz)dr = P(r. dx)

Figura 2.2: Funcién de distribucién de probabilidad.

2.2. Transporte irreversible

Durante el proceso de flujo, el medio granular evoluciona de manera irrever-
sible. Desde el punto de vista mesoscépico dicha evolucién se da en términos del

tiempo de relajacién caracteristico para la duracién de las interacciones (colisio-
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2.2 Transporte irreversible

nes) entre particulas 7 = r,/c, que es mas rapido que la correspondiente escala
de tiempo hidrodindmica ¢ = L/u (escala macroscépica). La cantidad r, es el
radio de colisién, A la trayectoria libre media, L la longitud caracteristica, ¢ la
velocidad térmica media de las particulas, y @ ~ ¢ es la velocidad local del sonido.
Como rg < A < L, entonces 7 < t < t, en el que t; claramente corresponde
al tiempo promedio entre colisiones. En este contexto, el régimen cinético es el
que esta proximo al estado de equilibrio, y los procesos irreversibles que sufre el

medio granular son bien descritos por ecuaciones cinéticas.

Las ecuaciones cinéticas, a su vez, determinan la evolucion de la distribucién
de probabilidad del ensamble de particulas [34], [11]. Sigue que las propiedades

del fluido se obtienen a partir de las soluciones de las ecuaciones cinéticas.

El teorema de Liouville determina la evolucién de la funcion de distribucién de
velocidades del medio granular f (7, d;t) cuando es para un solo un componente.
En presencia de una fuerza macroscépica externa F capaz de cambiar el estado de
movimiento de las particulas, la variacién total de la distribucion de velocidades
con respecto al tiempo, en el marco de referencia de las particulas, esta dada por
8_f L of = Of

i L4 F.2L (2.6)

DI =5 or i

En esta expresion f es la distribucion de velocidades, 4 las velocidades de las
particulas, y 7 las posiciones de las particulas. Conforme el flujo desplaza al
numero de particulas fdu contenidas dentro del volumen elemental du, la varia-
cién total de f debe ser equilibrada por la tasa de cambio en f relacionada con

la dispersion de particulas, hacia adentro y afuera del volumen, a causa de la

b~ (2). -

colisiones
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2.2 Transporte irreversible

Aqui es importante hacer notar que el primer miembro de la ecuacion representa
cambios asociados a efectos macroscépicos, mientras que el segundo miembro se

debe a efectos puramente microscépicos. Obviamente las colisiones entre particu-

of
ot

de la irreversibilidad en la evolucién. Cuando el medio granular fluye en el régi-

las son irreversibles, de modo que (%), es el término que efectivamente da cuenta
men diluido, como en el presente caso, las interacciones son de corto alcance y
la distincién entre los dos términos es adecuada. Evidentemente, el problema que

queda es el de establecer la forma funcional de (%)c.

Cabe mencionar que el teorema de Liouville constitutye el medio a través
del cual es posible establecer las caracteristicas del transporte para cualquier
propiedad ¢; = ¢;(7, i, t). Tomando en consideracién los momento senalados en
la seccién anterior se puede demostrar que [34]

one — = ~ 0¢ af

— + V- (nv¢p +ncop) + nF - — = — | du. 2.8

BN (nv¢ + ncg) B 2 5 ) (2.8)
Este resultado contiene explicitamente los términos de la velocidad promedio y

sus fluctuaciones, es decir, © = ¥ + €.

En 1872 Boltzmann dio a conocer la forma funcional del segundo miembro
en (2.7) con base en los detalles de las colisiones binarias. Esta integral de co-
lisién fue derivada bajo el supuesto de que las particulas involucradas no estan
correlacionadas en el espacio de velocidades, lo cual significa que las particulas no
tienen dependencia alguna antes de la colision. Sigue que la probabilidad de que
una particula colisione con otra es proporcional al producto de las funciones de
distribucién para una sola particula ( f (i)) dado por f® @) El supuesto de que la
probabilidad conjunta no esté sujeta a correlaciones preexistentes es conocido con

el nombre de hipédtesis del caos molecular (concepto introducido por Boltzmann).
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2.2 Transporte irreversible

Para ser concretos, y como preambulo al desarrollo propuesto, delineamos
aqui el planteamiento de Boltzmann (los detalles se pueden consultar en [2], [11]

y [34]). Considérense colisiones entre particulas de distintas clases en el régimen

con Cy; = C(f9, fV) indicando las contribuciones causadas por colisiones entre

diluido, tal que

particulas de las clases ¢ y j. Las particulas se aproximan con una velocidad
relativa

—

U; — Uy = gijki;
antes de la colision, y se alejan con velocidad relativa

—/

—~
Uy —U; = gijkz’j
después de la colisién. Los vectores unitarios ki; y ki; indican ambas direcciones.
De igual forma, las velocidades de los centros de masa, antes y después de la

colision, estan dadas por

77

donde la M; = m;/(m;+m;) y M; = m;/(m;+m;). Por conservacién de momento

lineal y de energia, la colisién es simétrica, y por tanto
Gij = géj Yy Gij = G;j-
Ahora, g;; f () dii; es el nimero de particulas que se aproximan a la particula j

por unidad de tiempo, a través del cono de angulo sélido dlgij. Dado que hay un

nimero f (j)dﬂ’jdr_" en el elemento de espacio fase dudr, la tasa total de colisiones
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2.2 Transporte irreversible

esta dada por

Por otra parte, la trayectoria de dispersion después de la colision /;:ZJ puede tener
cualquier orientacion. La probabilidad de que la colision cambie la direcciéon Ez-j
(contenida en la seccién de dispersion conica definida por dl;ij) a l;;j (contenida
en la seccién de dispersiéon conica definida por d/ng) esta dada por
(kZ] ’kzﬁ gz]>dkz.7
Por lo tanto, el nimero de particulas que abandona el elemento du;dr debido a
colisiones con particulas j tal que o; y /;;j se encuentran en los intervalos dii; y
dki; es
dﬁld?[-f(l)f 9ij (klj |k:z]7 gzg)dk;jdﬁj]7

y el numero total de particulas perdidas por unidad de tiempo para todas las

velocidades y todas las direcciones es

andr [ [ 109 g, W Fy B, ), (2.10)

De la misma forma pueden producirse colisiones que hacen ingresar particulas ¢

al elemento de volumen du;dr’ cuando —u;, — ;. Por consiguiente
adr [ [ 710G WE, | - i g)dEyd, (2.11)

La simetria de las colisiones implica que las ecuaciones son invariantes frente
a inversiones temporales (¢ — —t), por lo cual las secciones eficaces de dispersion
se mantienen inalteradas. Adicionalmente, como las fuerzas de interacciéon son

centrales (e.g. tipo Coulomb) también hay simetria con respecto a la inversién de
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2.2 Transporte irreversible

coordenadas. Se concluye, entonces, que

)

W (Fij|Kly3 9i5) = W (=ky| = kigs 9i3) = W (K ki 935).-

Estas consideraciones permiten combinar las expresiones (2.10) y (2.11) en la
forma dii;diC (), f), donde

C(f9, f9) = / / (O D — FO 100 gi W (Kij K g3y AR i (2.12)

es la integral de colisién de Boltzmann. La ecuacion integro-diferencial que resul-

ta cuando se incorpora este funcional en (2.7) es la célebre ecuacién de Boltzmann.

Como se mencioné anteriormente, la dificultad técnica estriba en resolver la
integral de colisién. Por esta razén se han desarrollado diversas aproximaciones
utiles que permiten realizar una integracion simplificada. El esquema mas sencillo
se refiere al modelo de relajacién propuesto por Bathnagar, Gross y Krook en

1954. Considerando unicamente interacciones binarias entre particulas de una

(%)C . yes (2.13)

donde C; representa las contribuciones debidas a las colisiones indicadas. En

sola clase 7 se tiene

vista de que el régimen esta cercano al estado estacionario, la discrepancia entre

la distribucién del estado actual con respecto a la distribucién de equilibrio es

f = e
Iz

< 1. (2.14)

Esto permite hacer la aproximacién BGK como sigue

Df = ZCJ = ZVj(ffq — f3); (2.15)
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2.2 Transporte irreversible

donde v; es la frecuencia de colisiones. De la misma manera se pueden considerar
colisiones binarias entre particulas ¢ y j de un sistema de dos o mas componentes,

en cuyo caso se tiene
Difi = Zcij = Zyij(fjeq = [)- (2.16)
J J

Es importante senalar que esta aproximacion es muy tutil para realizar los calcu-
los de la tasa de produccién de entropia. Sin embargo, los trabajos mas recientes
superan el modelo BGK en funcién del nimero de detalles relacionados con las

colisiones.

El modelo de Fokker-Planck permite abordar detalles desde una perspectiva

mas amplia. Para un solo componente

A
(2) -2 o

con J representando en este caso al término de flujo. Este término de colision se

puede desarrollar, via un desarrollo de Taylor a segundo orden, como sigue

o 0 .. 18 -
<E)C = = (Af) + 5 (BY) (2.18)

En la seccién 3.2 se establecen los detalles del vector A y del tensor B para el

CasSo que 1nos ocupa.

Es especialmente importante observar que la formulacion de Fokker-Planck
puede ser extendida de inmediato para tomar en cuenta interacciones distantes;
por ejemplo, en el caso en el que se tienen particulas cargadas eléctricamente.

Aqui se recurre a este mismo esquema con el propésito incluir las perturbaciones
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2.2 Transporte irreversible

del campo debido a la presencia de otras particulas con las que no necesariamente
se producen colisiones. Estas interacciones se denotan como interacciones sélido-
gas. Debe considerarse ahora que la distribucién de velocidades f se modifica
en funcién de dichas interacciones. La forma en la que sucede el cambio estd
dictado por la probabilidad de transiciéon P(i/Aw) de que la particula cambie su

velocidad en Au en un cierto tiempo At. Es decir
fu,t) = /f(f[ — Ad,t — At)P(u — Au|Au)d(AW). (2.19)

La cantidad Au representa los cambios acumulativos en la velocidad. Estos cam-
bios se mantienen pequenos en comparacion con la velocidad media. La forma de

los tensores de Fokker-Plank estd dada por [34]

- < AU > 1
A= ——— = — | AuP(u|Au)d(Au 2.2
2 = U [ napamda), (2.20)
' AuAU 1
B=——7"—=— | AuAuP(u|Au)d(Au). 2.21
N =y [ Aasp@anaan (2.21)

Estas expresiones se detallan mas adelante en el marco del desarrollo de la ecua-

cién de transporte para la entropia (seccién 3.2).

Flujos isentrépicos

Con el fin de establecer claramente lo que significa que el medio granular
evolucione fuera del equilibrio, contrastamos brevemente con caso limite en el
que dicho sistema alcanza un estado de equilibrio. Consideremos nuevamente la

ecuacion de Boltzmann

D = [[ (7070 — 0 100 (i s )R, .
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2.2 Transporte irreversible

En el régimen isentrépico la integral de colision se desvanece

af® B
(7).

de forma que Df® =0, es decir,

(%) (4) o (@)
of L ofY o of

a T4 or o7 0

Esto implica, en otras palabras, que la evolucién del medio granular en el flujo
queda sujeta puramente a efectos macroscépicos de tipo reversible. Aunque no se
ha insistido mucho en ello, es indispensable reconocer que la integral de colision
representa, en efecto, los términos de producciéon de entropia. Una forma de ver

con claridad lo dicho, es invocando al teorema H de Boltzmann

dH 1
—_— = — — <
dt k/Sdr_O’

cuya esencia es equivalente al principio macroscépico postulado por Clausius en

1854. En este caso la entropia estd dada por (p. ej. [34])

s ==k 30 [ [ [ 1 FOF 97 — 5O $0010 (i 1) st
donde k = 1.38x107%3 J /K es la constante de Boltzmann. La cantidad s solamente
puede hacerse cero cuando f@fW) = £ fU) implicando ello la condicién de
equilibrio. Bajo estas circunstancias

Df% — Df“ =0,

en la que f° representa a la distribucién de equilibrio de Maxwell.
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2.3 Teoria de mezclado

Se concluye entonces, que la integral de colisién define completamente el pro-
ceso de incremento (produccion) irreversible de la entropia a nivel cinético, y que
fuera del equilibrio la distribucién no puede ser la de Maxwell. Se postula enton-
ces que la funcion apropiada para el proceso de flujo difiere en alguna medida de

esta ultima

f=r"1-9), ¢ < 1.

La forma de la funcién ¢ puede ser determinada a partir de la relacién anterior y
de las expresiones para D f que ya se discutieron. Por ejemplo, en la aproximacion
BGK se tiene que ¢ = —t;D1n ¢, de la que se obtiene
¢ = —t me S\ g+ iz ve
=— — ——|c-Vin —cc: Vu|.
"IN2KT 2 kT
La cantidades que aparecen tienen el significado usual, y Z¢ es un tensor de

segundo orden sin traza.

2.3. Teoria de mezclado

La clasificacién de los flujos bifésicos, siguiendo a Ishii [14], puede hacerse
segun las fases presentes en la mezcla o bien con base en las estructuras en
la interfase asi como su distribucién. La primera clasificacion resulta sencilla

considerando solo tres estados de la materia; los tipos de mezcla son entonces:

Gas-solido

Gas-liquido

Liquido-sélido

Liquidos inmiscibles
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2.3 Teoria de mezclado

La mezcla entre liquidos inmiscibles no esta compuesta por dos fases, pero para

fines practicos se puede trabajar como tal.

Dado que el cambio de las interfases se da de forma continua, la clasificacién
a partir de las estructuras presentes en la mezcla es méas complicada. Son tres
clases posibles para los flujos bifasicos a partir de la geometria de las interfases:
flujo separado, de transiciéon o mezclado, y flujo disperso. Estos a su vez tienen
subclases. Los flujos separados incluyen peliculas y flujos estratificados, asi como
regimenes anulares y chorros. La clase de flujos dispersos se clasifica dependiendo
la fase en la que esté la parte dispersa, con lo que se tienen: flujo de burbujas,
gotas o vapor, y de particulas. Los flujos de transiciéon o mezclado, se da cuando
hay tanto flujos separados como dispersos, y se pueden dividir de acuerdo a las

fases presentes en la dispersion.

Como se habia mencionado antes, los problemas que involucran tener maéas
de una fase se caracterizan por la presencia de varias interfases que separan los
componentes. Si se usa la teoria de medio continuo, se tendria que considerar un
campo dividido en regiones de una sola fase con fronteras cambiantes. Se llegarian
asi a las ecuaciones de transporte para cada fase, siendo necesarias las condiciones
de frontera y continuidad apropiadas. Bajo ese razonamiento, el problema queda
formulado en términos de variables instantdneas locales. Los problemas que se
presentan al tratar de ésta forma a los sistemas bifasicos son: la existencia de
multiples interfases deformables cuyo movimiento es desconocido; el surgimiento
de fluctuaciones de las varibles debido a la presencia de turbulencia y el movi-
miento de las interfases; y la existencia de discontinuidades en las propiedades

cuando se estd sobre la interfaz.

Lo anterior hace que resolver las ecuaciones instantaneas sea algo virtualmente

imposible. La forma en que se abordan entonces estos problemas es promediando
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2.3 Teoria de mezclado

las ecuaciones a resolver, con los que se pueden despreciar las fluctuaciones ins-
tantaneas. Las formas de promediar se pueden dividir en tres grupos: Euleriano,
Lagrangiano, y estadistico de Boltzmann. Estos a su vez tienen subdivisiones de-

pendiendo de la variable por la cual se esté promediando.

La idea principal del promedio Euleriano, es que las coordenadas espaciales
y temporales se consideran como variables independientes, que es el tratamiento
estandar para obtener las ecuaciones de la mecdnica de medio continuo. Al tra-
tarse de operadores integrales, el efecto de realizar el promedio a las variaciones
instantaneas o locales es que éstas se suavizan en el dominio de interés. El pro-
mediado Lagrangiano, que se realiza en el marco de la descripcién Lagrangiana,

estd relacionado con la dinamica de las particulas de forma individual.

Cuando tenemos particulas involucradas en la dindmica de un fluido, cuantas
mas haya mas sera la influencia que tengan sobre el fendmeno. Para éstos casos es
que se usa el promediado estadistico de Boltzmann. La forma en que esto se hace
es escribiendo una ecuacién de balance para la funciéon de densidad de particula,
llamada ecuacion de Boltzmann. Este tipo de promediado es el que se usa en el

presente trabajo para las correcciones de las ecuaciones de la fase granular.

Aparte de los grupos anteriormente mencionados, los promediados se pueden

dividir segin el operador con el cual se realice:

(1) Promedio Euleriano
Funcién: F = F(t, %)

Promedio temporal: 7 [, F(t,Z)dt
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2.3 Teoria de mezclado

Promedio volumétrico: 3w [, F(t, Z)dV

(1) Promedio Lagrangiano

—

Funcién: F(t, X); X = X(Z, 1))

Promedio temporal: 3; [, F(t, X)dt

Promedio volumétrico: ALV Jay F(t, X)dV

Independientemente del tipo de promediado, cuando se hace temporalmente po-
demos definir reglas de promediado, (como aparecen en [18], corroboradas por el

autor) donde las barras indican que se habla del valor promedio:

1.

ll
ISl

~

2. =0

3. ka = ka con k constante.

a+b

-
S

+b

5. ab = ab+ ad'l/
6. abc = abe + ab'c' + ba'd + ea'll + a'b'd

7. abed =abed + dea't + bda'd + dab'd + da'Vc + bed'd + acb/d + ea'b'd + bac'd'

+ba'dd + ab'dd + a'b'dd

Ja  Oa

9 da\'  0d
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Capitulo 3

Ecuaciones para la fase granular

Las ecuaciones que describen la dinamica de la fase granular se desarrollan con
base en los conceptos presentados en el capitulo anterior. Primero se establecen
las consideraciones principales para la fase solida. Inmediatamente se llega a la
ecuacion “maestra”de transporte, denominada asi ya que se obtiene una expresion
general al usar el ensamble promedio para cualquier propiedad del granular. Se
cierra el capitulo presentando las ecuaciones de transporte de masa, momento,

energia cinética, y entropia.

3.1. Consideraciones de modelado

La transferencia de energia y momento en un fluido con particulas inmersas,
se da de varias formas: la fuerza de gravedad, esfuerzos entre particulas y fluido,
y las fuerzas generadas por el fluido mismo. En este caso el fluido continuo, que es
el aire, es turbulento, con o sin la presencia de particulas. El nimero de Reynolds
del sistema, con una longitud caracteristica esta dado por Rey = wy,,L/v¢, don-
de uysy, y vy son la velocidad media y su viscosidad cinematica, respectivamente.
La fuerza predominante para la interaccion entre particulas y el fluido es la de
arrastre, por lo que no se toman en cuenta las fuerzas de sustentacion y otras

debidas a rotaciones de las particulas. Del primer aspecto, surge el problema de
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3.1 Consideraciones de modelado

las condiciones de continuidad en las interfaces, que con las fluctuaciones obligan
a usar tratamientos estadisticos. Es importante senalar que las discontinuidades

introducen cambios drasticos espaciales y temporales de las variables.

Las variaciones de la fuerza de arrastre para el Reynolds particular de una

particula esférica de didmetro d esta dada por

f='(a@; - o), (3.1)

donde ﬁ} es la velocidad de aproximacién del gas a la particula, ¢ es la velocidad
de la particula, 7, es el tiempo de relajacién de arrastre 7, = 7,/ (aoRe;), el cual
depende del tiempo de relajacién viscoso, y Re, es el nimero de Reynolds para
la particula dado por Re, = pfcﬂﬁ} — d/py, con py la densidad del fluido. Los
valores constantes a, y 7, estan determinados por los cambios del régimen de

Stokes al de Newton

ap =1 v=0 Re, <1
ap =1 v =0.27 1 <Re, <3
ap=04 =054 30 <Re, <10

El tiempo de relajacién viscoso para una sola particula se define como 7, =

pSJZ /1841y, con iy la viscosidad dindmica.

Para el caso turbulento, no se tiene una forma especifica para definir la velo-
cidad entre el fluido y la particula. Se asume que el niimero de Reynolds para la

particula Re, se puede remplazar por un Reynolds promedio local, dado por

Rey, = pydlily — i) /py, (3.2)
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3.2 Ecuacién maestra de transporte para la fase granular

con iy y U las velocidades promedio locales del gas y particulas, respectivamente.
Con esto, lo que se logra es aproximar el tiempo de relajacién para cada particula
individual por un valor local promedio. Bajo este supuesto la ecuacién (3.1) se

puede descomponer en una parte promedio y una fluctuante dadas por

Jm =75 (U — ), (3.3)

con el tiempo de relajacion de arrastre dado por
T4 = To/ (a0 Re],). (3.5)

En las ecuaciones (3.1) y (3.4) los sufijos f y s son para la fase del fluido y sélida
respectivamente. Las cantidades primadas son las cantidades fluctuantes, y las

del sufijo m son los valores promedio.

3.2. Ecuacion maestra de transporte para la fase

granular

La teoria granular de transporte se usa para obtener las ecuaciones de con-
servacion correspondientes al medio granular. Se sigue lo realizado en el articulo
de Lun et.al. 1984 [23] y en el libro de Hirschfelder et.al. [13]. Lo primero que se

define es el ensamble promedio para una propiedad v

w) =+ [ertEand (3.
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3.2 Ecuacién maestra de transporte para la fase granular

donde f(l) (7, & t) es la funcién de distribucién de velocidad para una sola particu-
la, y n es la densidad de niimero de particulas. El ensamble promedio corresponde
a realizar un promediado de Boltzmann, como el que se menciona en la seccién
2.3. En el presente trabajo se consideran interacciones binarias, es decir, entre dos
particulas. La funcién de distribucion f establece las velocidades de las particu-
las como funcién de la posicion, la velocidad instantanea y el tiempo. Si se tiene
fO(7, & t)drdé, 1o que tenemos es la probabilidad de que la particula esté dentro
dr situada alrededor de r y con velocidad dc, situada alrededor de ¢ al tiempo ¢
(ver seccién 2.1). En ausencia de colisiones, las moléculas se mueven de forma tal
que, a un tiempo t + dt, sus posiciones estan dadas por [z + cdt] y el momento

por [¢+ Zdt], por lo que
fOF E t)drde = fO([F + édt), [¢+ 7dt), [t + dt])drde. (3.7)

Cuando existen colisiones y también se considera la interaccién con el fluido, las
particulas no terminan en las posiciones y velocidades al tiempo ¢ + dt. Podra
pasar que particulas abandonen su estado normal de acuerdo con la distribucion,
y otras que no estaban originalmente en ese estado lo adquieran. Estas perdi-
das y ganancias se representan usando dos términos I'C)drdédt y TP drdédt |

respectivamente. Se sigue que la funcion de distribucién se pueda escribir como

FOF + @dt, [¢+ bdt/m), [t + di])didé = fO(7, &) drdc+z P -1 drdpat.

(3.8)
La funcién de evolucién para la distribuciéon de velocidad de una sola particula
se obtiene al expandir el término izquierdo de la ecuacién anterior (3.8), y pos-

teriormente derivarla con respecto al tiempo. Introduciendo este concepto en el
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3.2 Ecuacién maestra de transporte para la fase granular

teorema de Liuville se obtiene

ofM) L of) 3
/ +E-Vf(1)+b-%_Z[F(‘»“—F(‘)]. (3.9)

J

Los términos de perdidas y ganancias se van a sustituir por propuestas particula-

res para el problema. La expresion que se tiene para la ecuacion de de evolucién

) L 9fW & ()
agt +&- VW 4. o _ (af ) + (af ) : (3.10)
fs ss

es

oc ot ot

en la que b son las fuerzas de cuerpo. Podemos reconocer una ecuacién tipo Bol-
tzmann en el resultado anerior. Los dos términos del lado derecho de la ecuacion,
que sustituyen a las perdidas y ganancias en (3.9), corresponden a tasas de cam-
bio de f(V) debido a las interacciones fluido-particula (sufijo fs), y debido a las

interacciones particula-particula (sufijo ss).

La consideracion debida a la turbulencia del fluido debe entrar en las interac-
ciones fluido-particula. En este caso las particulas tendran un cambio de momento
al interactuar con el flujo en su vecindad después durante un intervalo 7 de tiempo.
Si se asume que la turbulencia es completamente aleatoria, cabe anticipar que no
habra histéresis. Esto se traduce en que las interacciones particula-fluido se pue-
den considerar como procesos de Markov, en los que las funciones de distribucién
s6lo dependen del estado actual. Es mediante la ecuacién Chapman-Kolmogorov

que un proceso de Markov se introduce al modelo
f = / fI(E = AC t — 7)T1;,(CAG, AG)d(AC) (3.11)

con Il;,(CAE, Ac) la probabilidad de transicién para que una particula cambie
su velocidad en una cantidad A¢ en un tiempo 7. El integrando de la ecuacién

(3.11) se puede expandir en series de Taylor a primer orden en 7 y a segundo
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3.2 Ecuacién maestra de transporte para la fase granular

orden en AC

r@n = [aaafrenmnesn - -neas (3.12)
L ofll 1—— 02%fI1
—AC- ‘Afg + §AcAc : 85‘7;5 +-- (3.13)

Dividiendo entre 7 en el limite en que este tiende a cero obtenemos la ecuacion

de Fokker-Planck

ot ¢ 2 0c0¢ T

en la que (A¢) ¢ y (AGAC) s son los ensambles promedio del momento y el cambio
de energia del fluido. La ecuacién Fokker-Planck estd asociada a la evolucion de
la funcion de densidad de probabilidad de velocidad de una particula bajo la in-

fluencia de fuerzas de arrastre, principalmente.

Se asume que la hipétesis ergddica es valida en este caso. Esta implica que
los promedios temporales de las propiedades en ensambles de sistemas similares
en un instante de tiempo dado, es equivalente a los promediados temporales de
las propiedades instantaneas de un sélo ensamble. Con dicha consideraciéon el

promedio del ensamble de la fase gaseosa es igual promedio temporal

(AC) 1 [t de  » =
= | =t (3.15)
t—1

donde la barra denota un promediado temporal, y podemos ver que aparecen

las fuerzas de arrastre promedio y fluctuantes. De la ecuacién (3.4), la parte

fluctuante del promedio temporal se reescribe como

Fe —r16. (3.16)
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3.2 Ecuacién maestra de transporte para la fase granular

El término f,, se considera como una fuerza externa a la fase solida, y se incluye

al vector de fuerzas de cuerpo que aparece en (3.10). Se tiene entonces que

b=G+ fm, (3.17)

donde ¢ es la gravedad.

El segundo término de la ecuacién de Fokker-Planck se puede relacionar a la

parte fluctuante del primer término[34]. La relacién correspondiente

B =27,'T6, (3.18)
donde & es el tensor de Kronecker, T = (C2)/3 la temperatura granular, y
5/2 = % es la tasa de transferencia de energia cinética a la fase parti-

culada del flujo via las fluctuaciones de las fuerzas entre fases.

Por otra parte el término que describe las interacciones particula-particula en
la ecuacién (3.10) se obtienen siguiendo el trabajo de Lun et. al. [23]. La con-
sideracién que se hace es para particulas duras e ineldsticas con un didmetro d.
Cuando dos particulas con velocidades ¢; y ¢ colisionan, la distancia entre los
centros de las mismas es de d. Si el centro (O2) de una de las particulas se loca~
liza en 7 (vector de posicién), el centro (O;) de la otra estard ubicado en 7 — dk,
donde k vector unitario a lo largo de la linea que une los centros O; y Oy (figura
3.1). Un tiempo 0t después de la colisién, la particula con centro O; se habra
desplazado una distancia ¢120t con respecto a la particula O, siendo ¢ = ¢ — G
la diferencia de velocidades entre ambas particulas antes de la colisiéon. Para que

la colision ocurra, la particula O; debe de estar en un rango Jzélg(é’m . E)&t.

El nimero probable de colisiones tal que O, cae dentro del volumen dr, para
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3.2 Ecuacién maestra de transporte para la fase granular

Figura 3.1: Esquematizacion de la colisién entre dos particulas.
los que ¢i, Ca, y k queda dentro de los rangos 6¢;, dcs y Sk estd dada por
(o - k) fO(F — dk, @; r, Ty t)0k6T, 65, (3.19)

Después de la colisién, las propiedades 17 y ¥9 asociadas a cada particula, habran

sufrido un cambio siendo ] y ¥ los valores después de la colision.

Tomando el caso en que las particulas estan por colisionar (¢i2-k > 0), la taza
de incremento para el valor medio de ¢, serd la misma para ambas particulas.

Esta taza por unidad de volumen es
6o = & / (W — ) (@rn - BV fO(F — dF. G v, o, ) dRdES,  (3.20)
512-E>0
para la particula Os. Si nos fijamos en la otra particula, la taza es
b = JQ/ () — 1) (Gra - k) fOF, &1, 7+ dk, &, t)dkdé das.
Las dos ecuaciones anteriores se pueden manipular. Expandiendo la primer expre-

sion en serie de Taylor, y sumando a la segunda se pueden obtener dos términos

para las contribuciones debido a las colisiones entre particulas. Los términos que
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3.3 Ecuacion de conservacion de masa

se obtienen de la interaccién particula-particula son un flujo de la propiedad

debido a las colisiones

0=—— [ (b —)(@ok)kfO(F—Ldk, &, 7+ Ldk, &, t)dkd e, (3.21)

2 C12-k>0

y una fuente o sumidero por colisiones

JQ

Y = (W 4+ ) — 1 — o) (Cra - B) fO(F — dk, @1, 7, o, 1) dKdT, dGy. (3.22)

2 512~E>0
Asi, tendriamos las expresiones para las interacciones gas-particula (ecuacién
(3.14)) y particula-particula (ecuaciones (3.21) y (3.22)) que aparecen en la ecua-
ci6én (3.10). Multiplicando por v, que es cualquier propiedad transportada de la
fase granular y sacando el ensamble promedio, llegamos la ecuacion general para

el cambio temporal cualquier propiedad de la fase sélida

a<gtw L4V (nd) — (nDv) = (- 22) + 1B : 2) — V- 6(0) + x(v), (329
donde ) )
D¢=a—f+8-v¢+6-a—?

3.3. Ecuacion de conservacion de masa

En este caso sustituimos ) por la masa de la particula, » = m. Como la masa

no tiene dependencia temporal ni de la velocidad

om - Om

= Om 1/= *m
<f'%>_§<3‘8565>_0‘
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3.4 Ecuacion de conservacion del momentum

Si se supone que no hay cambios en la masa de las particulas después de la colisién

—

V- 6(m) = x(m) =0,

los 1inicos términos que sobreviven son

d(nm)
ot

y V- <n5m>7

por lo que para 1 = m la ecuacién (3.24) se reduce a

I(psars)
ot

+ V- (épsas) = 0.

Se debe tener en cuenta que {psa) = psas por la definicién del ensamble prome-

dio, y por la hipétesis (¢) = u;. La ecuacién de continuidad es entonces

a(psOCS)
ot

+ V- (épsasiis) = 0. (3.24)

3.4. Ecuacion de conservacion del momentum

En este caso la propiedad transportada es el momento lineal, por lo que se
sustituye ¥ por mc. El primer término en la ecuacién maestra (3.23) que es la

derivada temporal queda como

8(nm5} - 8<Oés[755> o a(aspSQS)
o ot ot
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3.4 Ecuacion de conservacion del momentum

El siguiente término de la ecuacién, V - (némé), queda como

V- (némc) = V - (psascc) =V - (asps(ce)) =
=V - (aspsiisiis) + V- (asps<éé>),

recordando que la velocidad se descompone en una parte promedio y otra fluc-
tuante ¢ = U, + C. Los productos que pudieran aparecer del tipo ﬁsé se eliminan

cuando se realiza el promediado [32].

El término que contiene la derivada material se reduce a

d(mc)
ot

d(mc)
oc

-

(nDm@ = (nmb) = apsb,

D(mé) = +Z-V(mé) +b- =b-m

ya que ¢ es la velocidad instantdnea de la particula. Asi mismo los términos

debidos a la interaccion gas-particula se simplifican de la siguiente manera

-

(F'-52) = (F - m) = (~'mC) = 0,
<§ 32(m€)> = 0.

1
9\ " ocoE
De los términos que toman las contribuciones por colisiones 6 y x, sélo contribuye
el término
d3
O(mé) = —— m(¢) — @) (Gro - k)kfP(r — 3dk, ¢1, 7 + dk, &, t)dkdcdes.
2 C12-k>0
Expandiendo nuevamente la velocidad en su parte fluctuante y promedio y dado
que 6 es un promedio, los términos que van a quedar son los productos entre

fluctuaciones y entre fluctuaciones y promedios. Lo anterior se muestra al poder
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3.5 Ecuacién de conservacion de la energia

expresar 6 como

3
Q(mé) = —d— m(C{ - Ol)(glg : k?)k?f(2) (7” — %dk, 81, T+ %dk’, 527 t)dk'dgldgg

2 c12-k>0

De lo anterior, la ecuacién de conservacion del momento queda como

a<aspsﬁs)

5 + V- (aspstisily) = aspsl;— V- P, (3.25)

En esta ecuacion P, = P, + P, el cual identificamos como un tensor que toma
los esfuerzos totales, siendo el subindice sk la contribucién cinética y el subindice

sc la contribucién por colisiones. Dadas por:

Py, = ayps(CCY, P, = 0(mC). (3.26)

3.5. Ecuacion de conservacion de la energia

La ecuacion de transporte de la energia cinética se obtiene al substituir ¢ por

mc?/2 en la ecuaciéon maestra (3.23). Su forma final es

30(aspsT) 3 . .
QU\EPst ) | O T = _ P - Y .q —
5 5 2V (cuspstisT) s 1 Viig — V- qs — s
— — 1 — —
+ agps(f - C) + 5045,03(3 2 0), (3.27)

P, = Py + Py es el tensor que se definié para la ecuacién de momentum (3.26),

V @s = qsk + Ssc €s el flujo total de energia traslacional

sk = 045P5<C2C_;>/2, Gsc = g(m02/2)
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3.6 Ecuacién de transporte para la entropia

El término ~,, se identifica como la tasa de energia disipada por colisiones por

unidad de volumen
Vs = —X(mC2/2).

Por otro lado, la primer derivada temporal que aparece se obtiene de realizar

d(nmc?/2)  OapsT)

ot ot
recordando que T' = (C?) /3.

El segundo término del lado izquierdo %V - (agpstisT), asi como V - qs, v s,

se obtienen del término

V- (n@mc?) = V - (agps/2(E2) = V - (agps/2((T1s + C)?)
= V- (aups[(i@c®) + (CP)]) = V - (aops[3/2(,T) +1/2(CC?)).

—_ — — —
Los dos tltimos términos a,ps(f - C) y sasps(B : §), se obtienen de hacer el pro-

mediado después de considerar las partes fluctuantes y promedio de la derivada.

3.6. Ecuacion de transporte para la entropia

Para obtener la ecuacion de transporte para la entropia se hace la sutitucién
de ¢ por msg, agregando m para que a,p, aparezca en la ecuacién. Se hace un
analisis similar al que se hizo para obtener las ecuaciones de continuidad y de
momento. La entropia también estara compuesta por una parte promedio y una

fluctuante s = 5, + S,.

Con lo anterior, la primer derivada temporal que aparece en (3.24) queda
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3.6 Ecuacién de transporte para la entropia

CO1mo

8(nm55> . a(asps<35>) o 8(0‘59858)

ot ot ot

Los siguientes términos de la ecuacién son

V - (néms,) = V - (ps(@ss)) = V - (asps (s + C)(35 + S,))) =
V - (QopsiisSs + Sy + C54 + CS) = V- (upsiisSs) + V - (asps (CS,)).

Como s, no tiene dependencia temporal, espacial, ni de la velocidad (s; serfa la
entropia instantdnea), el termino que contiene la derivada material no aparece,

_0(mss) | d(ms;)

Los dos primeros términos del lado derecho de la ecuacién corresponden a la
interaccién de las particulas con el gas. En el primer término, aparece la fuerza
de arrastre y en el segundo la temperatura del granular, la cual esta relacionada

con los tiempos de relajacion de las particulas

d(mss)
oc

d(mss) >
acoc

— —
{f ) (B
Estos términos no pueden ser despreciados, ya que estrictamente existe una rela-
cion entre la entropia y la velocidad instantanea de la misma, via la temperatura
granular.
Pero la entropia de la particula cambia, en principio, después de que se da una
colision. Por lo que 0 toma la forma de

- d3

O(mss) = -5 m(s., — se1)(c12 - K)kf@(r — %dk, c1, T+ %dk;, ¢, t)dkdeydes,

que al igual que con el momento, considerando la parte promedio y fluctuante se
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3.6 Ecuacién de transporte para la entropia

reduce a

0(mS,) = —5 [ m(Sh = Sa)(erz - Kk f@(r — L1dk,ci,r + 1dk, co, t)dkdeides.

El término y quedaria no tiene una simplificacién inmediata. La ecuacién para la

entropia de la fase granular se escribe entonces como

0 QsPsSs . = = 0 mss = 0 msSg
%*V'(asmusss) =V (8 + (T - (35 )+ (5 ((9535>>
+ V- 0(mS,) + x(ms) (3.28)
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Capitulo 4
Ecuaciones de transporte para la fase

gaseosa

Para obtener las ecuaciones del aire, se sigue nuevamente el trabajo de Lun
y Savage [22], salvo para la ecuacién de transporte de la entropia. Para llegar a
las ecuaciones de continuidad, momento y energia del aire, se usan las ecuaciones
para la mezcla. Es decir que se consideran ambas fases al mismo tiempo. Estas
ecuaciones vienen dadas por la teoria de mezclado y su forma general es conocida.
Para la entropia se considerd solo la fase gaseosa, y se desarrolld la ecuacién de
transporte completa con los términos promedios y fluctuantes. El desarrollo para
ésta ultima se comparé con la ecuacién presentada por Krammer-Bevan [18] en

su trabajo de tesis.

4.1. Ecuaciones de la mezcla

Las ecuaciones de continuidad, momento y energia para la mezcla, se pueden
consultar en los libros de Ishii [14] o Kolev [17], y los términos particulares para
esfuerzo cortantes y contribuciones de colisiones se pueden consultar en el articulo

de Lun [22]. Las ecuaciones instantdaneas son
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4.1 Ecuaciones de la mezcla

0
rt Pty + aspsC) +V - (appstiy + aspsc) = 0, (4.1)

0 ke k%
a(afpfuf + asp55)+v : (afpfufuf =+ O‘spsgg)

= (afpf + aspsg) -V (O‘fﬁ;) - CI)C(mE),
(4.2)

0 1
57 (st + 0ups®) 5V - (apppu Ty + apac’d)

N[ —

= afpfg-E—V~ (Oéfﬁjc P;) +Oéfp}k : Vl_bb;c
1 - .
+ <I>C(§m02) + aspsf - (C—u}) + By
(4.3)

En las ecuaciones anteriores anteriores, P; es el esfuerzo molecular instantaneo
en el fluido, @, son las contribuciones instantaneas debidas a las colisiones entre
particulas, y F, es la produccion de energia cinética debido a la presencia de

particulas.

Las ecuaciones anteriores se les realiza un promediado temporal y de Boltz-

mann, obteniendo asi

0 . .,
57 s+ asps) £V - (agpyily + aspsiis) = 0, (4.4)

0 . . L -
a(afpfuf + aspsuS) +V- (afprf’LLf + aspsusus)

= (appstasps)i—V - (apP) = V- (ayfy) =V - Py, (4.5)
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4.1 Ecuaciones de la mezcla

0 3 3
En (afpfk: + 5a5p8T> +V - (afpfﬁfk: + éaspsﬁsT)
= —Oéfo_"f : Vﬁf - V'(Offcff) - U’fV : (afp}) - ﬁs : Vﬁs -V q_;

—stagps(f - (C =) + (Eu). (4.6)

La energia cinética turbulenta especifica se define como k = u_’fz/ 2. Al sustituir las
ecuaciones para la fase sélida (3.24),(3.25) y (3.27) en (4.4)-(4.6) respectivamente,

se llegan a las ecuaciones solamente del aire

0 . s
a(@fpfuf)JrV ~(ayppyiiy) =0, (4.7)

a N 5 — = =4 -
E(Oéfpfuf) + V- (aypppiigiiy) = apprg — aspsfm — V- (apPr) + V- (a0y),
(4.8)

0 . . . = =
—(apprk) +V - (appgiisk) = —apop : Vi — V- (apqy) —w'p- V- (apP'y)

ot
— %asps <§ : g> — Oésps<f' : ﬁ’f> + <éw> . (49)

En estas ecuaciones, aparece el tensor medio de esfuerzo molecular del fluido
Py = ps0 =25y, (4.10)

donde S; = (@ ., T Uy,.)/2 es el tensor medio de presion. El tensor de esfuerzo

turbulento de Reynolds se define como
Gr = prupdl, ——gkg—Q,u S (4.11)
i flrths 3 TR f .

donde pr es la viscosidad del remolino para la fase gaseosa. El flujo de energia

cinética turbulenta es ¢y = pyii fil’s /2.
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4.2 Ecuacion de entropia

4.2. Ecuacion de entropia

Para la ecuacién de transporte para la entropia del gas (continuo) se parte de

la ecuacién enunciada por Bird e.t al. [1]

dsp | O(sv;p) o (1or\ T (0T 21 9y
ot + Jz; ka:vj Tal’j =72 oz, —i-TTZJaxj. (4.12)

Considerando que las propiedades estan compuestas por una parte promedio y
fluctuante (& = & + ¢, siendo ¢ cualquier propiedad), realizando un promedio

temporal y usando la ley de Fourier ¢; = —k——, tenemos

a.Tj

- U < /ol
T2 8ZL’j +Tz]8$]‘ ot (p8+p8)
a , -
+ 8_1:3 (p;s + puss' + ujp's' + suip' + p’u;s’)
o (_1 o (,1
— | &= — I\ = ). 4.13
* 8xj < ]T) + al'j <qu,) ( )

Esta ecuaciéon se puede simplificar bajo las reglas para el promediado que se de-

tallaron en el capitulo 2.3.

Los primeros dos términos de lado izquierdo de la ecuacion (4.13) se simplifican
asumiendo que el flujo es incompresible y que no hay fluctuaciones en la densidad.
Con esos supuestos se tiene que esos términos se reducen a

0 -
. —g + /SI
5 (P5 +15)
0 -
+a—$j (ptij5 + puls’ + up's’ + sulp + pus’) = p
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4.2 Ecuacion de entropia

Para los términos restantes, nos remitimos a la tesis de Kramer [18], que obtiene

expresiones simplificadas para las mismas.

La contribucion a la produccién de entropia por un gradiente térmico, esta

dada por
_ 4 0T
T2 8!Ej '
Haciendo las sustituciones
oT olnT 10T

—q]'—>]{7

I -
8.17]" Y 83:]- Tal'j’

antes de realizar el promediado temporal, se tiene

a5 oT kalnTalnT

e Oz, Or; Oz,
OnT olnT N k@(ln 7)Y o(InT)
Ox; Ox; Ox; ox;

(4.15)
La produccién de entropia por esfuerzos viscosos se simplifica como

1\ Ow; Ou; 6u 8u ou; 1\ ou

— — : 4.1
(T) 0z 8x] < > Oz, amj Oz, (T) Oz, (4.16)
(L "ol 6u 8uj Ou;; Ouj

T (9% 81’] 895] (’3351 (’33:j ox;

n ou; 1 8u (9uj 1 ! oul; Ou

0x; \T 81’1 8:1:1 81:] T 83:j ox;
2 ((Lyouou (T %%+ 0w (1Y05, (137040

3 Ox; Oy, T ) Ox; Oz ax 0T T) Ox; 0x | |

Los términos de difusion se simplifican usando la ley de Fourier para transferencia

Ti]’ 8uz

8xj a

52



4.2 Ecuacion de entropia

de calor por conduccién y usando la regla 8:
_|_i —.I + i ’i — 9 (%)
an q] T ('3azj qj T n al‘z T

81111 [T (1 + %)] (4.17)

Los términos que se obtuvieron en las ecuaciones (4.14), (4.15), (4.16) y (4.17)

-k

se sustituyen en la ecuacién promediada que se tenia originalmente (4.13), con

lo que se llega a la ecuacion de transporte promediada temporalmente para la
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4.2 Ecuacion de entropia

entropia de la fase gaseosa

_|_

K3

0 (psuj + ps'u’; ul — kln
x;

@m
\/

+ 1

+

alnTﬁlnT N k@(lnT)’ o(InT)
an 813] 8xj @l’j

T ) Oxj Ox; 8x] 3%

8@(1)’8% (1) oul; ou,
2 (= + (=

oz, oz, Oz, Ox;

1Y\ ou; 8uj (1Y oul O

T 093] 67:17z 8:10] 8902
8u1 1 + o " ou
8% T 83:Z ox; T Ox;

1\ ou

T) oz; 8:1:1

1\ ou; (9uk n 8u ou,
T ) Ox; Oy, Ox; Oz,

Wil

[N}

n du; (1 /8u§6+ 1 lﬁugﬁuﬁc
ox; \T ) Oxy T) Ox;0x;, ||

(4.18)

Con esta ecuacién, en conjunto con la que se obtuvo en la seccién anterior para

la fase granular, se puede obtener una ecuacion para la mezcla. Falta realizar un

promedio de Boltzmann a (4.18).
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Capitulo 5

Aplicacién a un flujo experimental

Con el fin de probar la ecuacion de entropia para el gas granular, se realizé una
evaluacién de la ecuacién (3.28) utilizando datos experimentales. En el presente
capitulo se describe brevemente el experimento del cual se obtuvieron dichos da-
tos, asi como la manera en que se manipularon las ecuaciones para ser evaluadas.

Se termina con una discusion de los resultados.

5.1. Experimentos

El experimento del que produjo los datos utilizados para la evaluacién de la
entropia del gas granular fue realizado por Echeverria (2019) como parte de su
investigacion doctoral, y consiste en un tubo vertical de 5.7m de longitud con
un didmetro de 24.8mm y un espesor de la pered de 3.5mm, por el cual se hace
pasar un flujo de aire al que después se le inyectan particulas de vidrio. A lo largo
del tubo se tienen ubicados en cinco secciones, transductores de presiéon y cinco
termopares expuestos tipo K para medir la temperatura. Un par de ellos esté
ubicado a la entrada del aire, antes de la camara de particulas. El flujo base se
caracteriz6 usando el factor de compresibilidad Z(1 — 0.9996, = m, asi como
i [RT

la ley de gas ideal y la definiciéon del niimero de Mach M = P .
o
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5.1 Experimentos

En una seccion del tubo, se tiene ubicada una camara rapida, con la que, mediante
la técnica Particle Shadowgraph Tracking Velocimetry (PSTV) [7] se obtienen
las velocidades y tamanos de las particulas inyectadas. Las particulas se inyectan

mediante un dispositivo con el que se tiene control del flujo mésico de pariculas.

Figura 5.1: Foto que muestra el montaje de la zona de grabacién.

La técnica PSTV consiste en iluminar al flujo mediante una fuente localizada
frente al conducto, en oposicién a la lente de la cdmara (figura 5.1). Lo que se
visualiza y estudia son las sombras que producen las particulas al pasar la seccion
de estudio. A pesar de la curvatura del tubo, el tamano de la secciéon de estudio
y la ubicacién de la camara, son tales que, permiten que los rayos no sufran una
desviacién representativa. Lo importante para el andlisis, es la ultra profundidad
de campo (UDOF por sus siglas en inglés), que es la distancia en la cual las

particulas estan enfocadas (figura 5.2).

i Ultra profundidad de campo

LED __— Camara Miro M310

10 em 13 cm

Figura 5.2: Esquema del PSTV
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5.1 Experimentos

La profundidad de campo se determina moviendo particulas pegadas a una la-
minilla desde el plano focal de la camara tanto para las particulas dentro del
tubo como fuera del mismo. En el plano focal las particulas estan en foco, pero a
ciertas distancias antes y después de dicho plano, las particulas se pueden seguir
viendo enfocadas. Para poder decir que particulas estan en foco y cuales no lo
estan, se procesan las imagen digitalmente de forma tal que sélo se resalten cier-
tas particulas. Echeverria et. al. [7], propone dos criterios para el procesamiento
de las imagenes: uno de minima deteccién y otro de maxima. Se tienen entonces
tres profundidades distintas, una para el caso base sin el tubo, y dos con el tubo
usando los dos procesamientos diferentes. En el presente trabajo se usaron los

datos obtenidos del método de la minima deteccion.

En la figura 5.3 se presenta un cuadro de grabacién del gas ya con particu-
las presentes, en la que se puede notar lo mencionado anteriormente, particulas

enfocadas y fuera de foco.

Figura 5.3: Instantanea del flujo. La imagen muestra a las particulas del medio
granular mientras son arrastradas por el flujo de aire a gran velocidad.

En la figura 5.4 se muestra un esquema que ejemplifica el estado del gas granular

en dos tiempos consecutivos en el experimento, lo cual corresponde a dos cuadros
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5.2 Discretizacion de la ecuacion de transporte

del video. El volumen de estudio esta formado por la ultra profundidad de campo
y el tamano del area de grabacion (8.338mm x 6.336mm x 3.55mm ). Después de
aplicarle los filtros al video (lo mencionado anteriormente de minima deteccién),
se procede a realizar es comparacion de tamanos para asegurar que sean las mis-
mas particulas las que aparecen en ambos cuadros. De ser las mismas, se procede
a determinar la velocidad con la que se desplazé cada particula (de haber mas de
una) entre un caudro y otro. Lo anterior es posible ya que se conoce el tiempo
transcurrido entre cuadros, dado por frecuencia de grabacion de la camara, y la

distancia que se desplazo.

(QS}OSgSJI ® (&'spsgsh
® ) W), ®
)

.L o At

ANy #

I Ax I

Figura 5.4: Diagrama de la evolucién temporal de las posiciones de las particulas
entre dos cuadros.

5.2. Discretizacién de la ecuacion de transporte

Para evaluar la entropia del medio granular, es necesario restringir el volu-

men de evaluacion a la secciéon de medicion experimental senalada en la seccion
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5.2 Discretizacion de la ecuacion de transporte

anterior. La ecuacién de transporte para la entropia que se obtuvo fue:

O(aspsSs) L - = O(mss) = d(mss)
A\ PsPs%s) . —_V- : B
at _'_ v (Ozspsusss) V (a5p5<CS5>) + <f a(—:' > + < 85‘85 >
+ V- 0(mS;) + x(ms).
. —=t
Como se establecié anteriormente, los términos V - (asps(CSs)) + (f - 8(:;—;3))

5 . O(mss . L, ) . _—
(B : @> corresponden a la interaccién particula-gas, mientras que los térmi-
ococ ’

nos V - 0(msSs) y x(ms) son debidos a las colisiones entre particulas.

Dado que en el caso experimental se tiene un gas diluido, es posible asumir que
las colisiones entre particulas no contribuyen de manera significativa al incremen-
to de la entropia granular. Lo anterior nos permite, como primera aproximacion,

despreciar los dos términos debidos a colisiones.

Por lo tanto, solo se consideran interacciones de las particulas con el fluido.
Adicionalmente, puede considerarse que dicha interaccién presenta una contri-
bucién mayor debido al arrastre. Para poder usar los datos del experimento en
la evaluacién de la ecuacién, se condensan las contribuciones de la interaccion

gas-particulas en un solo término, al cual denominaremos F',.
Por otra parte, dado que del experimento tinicamente se conocen velocidades
en un plano, podemos reducir la ecuacion de la siguiente forma

davspsSs n daspstusSs O psvsSs

ot or oy

= Fyq, (5.1)

donde s = (ug,vs) respresenta los valores de la velocidad promedio en cada di-
reccion y Fyq es el término que toma en cuenta las contribuciones debido a las

interacciones gas-particula.
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5.2 Discretizacion de la ecuacion de transporte

El experimento nos arroja un nimero finito, lo que se puede interpretar como
una discretizacion del problema, es decir, ya no se esta trabajando en un continuo.

De lo anterior, podemos tomar la ecuacién (5.1) en su forma discreta, esto es:

Aaspsgs + AO‘spsusgs AO‘spsvsgs

L - = Fre (5.2)

Como se esquematiza en la figura 5.4, se puede obtener As, entre dos tiempos
del experimento, lo cual corresponderia a dos cuadros del video. El tiempo At se
conoce por la frecuencia de la grabacion y es una constante. Para el caso en que

se considere una evolucién temporal, la ecuacién apropiada seria

(aspsgs)Q - (aspsgs)l + (aspsus§s>2 - (aspsus§s>1
At Az
(aspsvsgs)Q - (Oéspsvsgs)l

+ Ay

= AFy,. (5.3)

La expresion para el término Fy; se obtuvo de realizar un analisis de dimensional
de la ecuacién (5.2). Para que la ecuacién sea dimensionalmente correcta, las
dimensiones que deber tener spm [Fj4] = [kg-m™' - s7% . K™']. Tomando en
cuenta las consideraciones hechas para el modelo y, por analogia a la expresion
para el arrastre de un cuerpo inmerso en un fluido, se propuso la siguiente forma

para Fyg:
Fra=207.4 5.4
ra = f iy, (5.4)

g

donde p, y T, son la densidad y la temperatura de la fase gaseosa, f son las
variaciones de la fuerza de arrastre en la ecuacién (3.1) y uy la velocidad de la

fase gaseosa.
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5.3 Estimacion de la entropia granular

5.3. Estimacién de la entropia granular

El video con el que se trabajo tiene una duracion de 0.007686s con una sepa-
racion temporal entre cuadros de 400ns, lo que da un total 19,215 cuadros. De
ese total de cuadros, en 1,559 cuadros hay particulas presentes. Como se habia
mencionado con anterioridad, para poder calcular las velocidades de las particu-
las es necesario usar cuadros consecutivos donde aparecen las mismas particulas,
se toman parejas de cuadros. Dichas parejas se tomaron de cuadros impares con
pares consecutivos. De los 1559 cuadros donde hay particulas, los cuadros rela-

cionados y donde hay velocidades diferentes de cero son 265 pares de cuadros.

Mediante el andlisis de los cuadros consecutivos se obtienen las velocidades
us para la velocidad en la direccién x y v, en la direccién y (figura 5.4). También
se conocen los tamanos de las particulas en cada cuadro. Para ademés poder
determinar las fracciones volumétricas de ambas fases, se considera que el volumen
compuesto por el area de grabacion y la profundidad de campo de la camara es
el volumen representativo. Entonces, con el diametro medido de las particulas y
asumiendo que tienen una excentricidad uno (que son perfectamente esféricas),
se se procede directamente a calcular el volumen de la fase sélida. Haciendo uso

de la definicién de fraccion volumétrica, sigue que
as=— y a;=1—a,, (5.5)

donde Vj es el volumen de la, o las particulas, y V, es el volumen representativo o

de interés, las fracciones volumétricas de ambas fases quedan totalmente definidas.

Para trabajar con la ecuacién (5.2) de forma completa, se tienen que tomar
el total de cuadros del video. El total de cuadros se divide en grupos de forma

tal que se obtienen cantidades promedio para las velocidades y las fracciones vo-
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5.3 Estimacion de la entropia granular

lumétricas. La distancia temporal entre grupos promediados At, es un parametro
conocido. Las velocidades promedio us y vs se calculan para cada grupo de cua-

dros de igual manera.

El problema que se encontré al querer hacer el andlisis mencionado, fue la
gran cantidad de cuadros sin particulas. Ello implica que hay un gran cantidad
de pares de cuadros donde la velocidad de la fase granular es 0. Al hacer los
promedios de los valores, dicha cantidad de ceros hacia que los valores promedio
de las velocidades tuvieran una diferencia de hasta 2 ordenes de magnitud con
las velocidades instantaneas. Al evaluar términos como el nimero de Reynolds

de las particulas, se obtenian valores fuera de lo esperado para el fenémeno.

Se optd por considerar un caso “estacionario”, lo cual tiene validez si se con-
sidera la duracion del experimento asi como que el tiempo que toma el flujo en
desarrollarse son pequenos. Los cuadros que se usaron para evaluar la ecuacion
fueron los 256 pares con presencia de particulas con velocidades distintas de cero.

Bajo estas condiciones, removiendo el término local de la ecuacién (5.2), queda

Aaspsusgs Aaspsvsgs

Ax Ay

= Fpa. (5.6)

Esta ecuacion se puede evaluar sin mayor dificultad, con los datos proporcionados
por el experimento. Esto se debe a que se conocen las fracciones volumétricas,
las velocidades promedio en ambas direcciones, los intervalos de longitud Az y
Ay son constantes , y la densidad de la fase sélida se considera constante durante

todo el experimento.

El valor de Fyq queda bien determinado ya que, la velocidad y la temperatura
de la fase gaseosa son conocidas. Ademas, con el objetivo de facilitar el calculo,

se considera el caso en que el gas es incompresible. El valor de f, dado por (3.1),
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5.3 Estimacion de la entropia granular

se reduce a (3.16) cuando se realiza el promediado. La velocidad fluctuante del
solido se obtiene de la de la distribucién estadistica de velocidades medidas en el
laboratorio. Como el niimero de particulas medidas en el régimen diluido es bajo,

se utilizan las expresiones para pequenas muestras de datos

c=id+C =i+ (5.7)

v

donde z es el “factor de cobertura”, o es la desviacion estandar y n; el nimero
b

de datos.
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Capitulo 6

Resultados

Para evaluar la ecuacion se consideraron cuatro formas diferentes de evaluar
los promedios: tomando el total de los datos se usaron zo (como caso limite)
y zo//n; para evaluar, haciendo 2 grupos para promediar de 133 cada uno (la
mitad del total), y dividiendo en 5 grupos, que era el minimo divisor en que se

usaban todos los datos; los dos ultimos casos, usando zo /,/n;.

El objetivo fue el de establecer la sensibilidad de la variacion de los valores
obtenidos para la entropia, asi como para el nimero de Reynolds y los tiempos de
relajacién, con respecto al nimero de datos que se usaron al hacer el promedio.
El valor de la velocidad fluctuante depende también de como se esta realizando
el promedio, y de si se considera la totalidad de la muestra o solamente una parte
de ella. Nuevamente esto se ve reflejado en el uso de zo para toda la muestra, y

de zo/\/n; para submuestras.

Mediante este procedimiento se obtuvieron los valores para el numero de Rey-
nolds, los tiempos de relajacion viscoso y de arrastre, de la fuerza de arrastre
(3.16), y del valor asosciado al arrastre que se introdujo para cerrar la ecuacién
de la entropfa (5.4). En las tablas 6.2-6.5 se muestran los valores mencionados

anteriormente, junto con las velocidades en ambas componentes (us y v;), las ve-
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locidades fluctuantes y las desviaciones estandar que las generaron, las fracciones

volumétricas de las particulas y el gas (a5 y ), y los didmetros promedio d.

Asi mismo, en la tabla 6.1 se muestran los valores que se mantienen cons-
tantes durante el experimento: la velocidad promedio del gas, la viscosidad y
densidad del aire (correspondientes a 273.15 K), la densidad de la fase granular,
la temperatura medida durante el experimento del gas, y el volumen de la seccion

experimental que se tomo6 como el volumen representativo.

Tabla 6.1: Valores de las propiedades de los fluidos en la secciéon de medicion.
Estos valores se mantienen constantes en dicha seccion.

up(m/s) | p(Pas) | py(kg/m3) | ps(kg/m3) | T aire(K) | Vi(m?)

132 1.71E-05 1.29 1509.33 293.90 1.87E-07

Como era de esperarse, la influencia que el nimero de datos disponibles o con-
siderados tiene en las velocidades fluctuantes, es el més significativo. Los valores
de las velocidades fluctuantes, salvo en el caso mencionado, son todos del mismo
orden. Por la forma en que se estiman dichas velocidades, es de esperarse que

crezca su valor al ser mas pequena la muestra.

En contraste las velocidades promedio no presentan variaciones considerables
en la componente axial, a lo largo del eje x, lo cual indica que, los valores ob-
tenidos en el experimento no son muy diferentes entre si. Lo anterior se puede
constatar viendo los valores obtenidos para la desviacién estandar. Las componen-
tes transversales de la velocidad, a lo largo del eje y tienen desviaciones estandar
mas grandes por lo que hay variaciones mas grandes entre los valores obtenidos.
No obstante, todas las velocidades de la componente a lo largo del eje y son del

mismo orden de magnitud.
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Tabla 6.2: Valores obtenidos de promediar todos los datos y calcular las velocidades fluctuantes usando zo /{/n;.

us (m/s)

Og

C, (m/s)

vs(m/s)

Oy

Cy(m/s)

Qs

Qg

Re

To (8)

To (8)

0.724

1.219

0.147

125.927

26.827

3.236

1.917E-5

0.9999808

1.22E2

1.57E-04

2.93E-5

Tabla 6.3: Valores obtenidos de promediar todos los datos y calcular las velocidades fluctuantes usando zo.

us (m/s)

Oy

Cp (m/s)

vs(m/s)

Oy

Cy(m/s)

Qg

Qg

Re

7o (8)

To (8)

5.724

1.219

2.39

125.927

26.827

52.58

1.917E-5

0.9999808

1.22E2

1.57E-04

2.93E-5
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Tabla 6.4: Valores obtenidos de promediar dividiendo los datos en dos grupos.

uy (fs) | on | Co(m/s) | vsm/s) | o | Cymfs) | a ay dm) | Re | 7 (s) | m(s)
5.942 4.887 0.222 130.27 | 28.618 4.882 2.0996E-5 | 0.999979 1.94E-4 8.9E1 | 1.58E-4 | 3.5E-5
5.506 1.099 0.188 121.126 | 24.186 4.882 2.083E-5 | 0.9999791 | 1.933E-4 | 1.78E2 | 1.57E-4 | 2.39E-5

Tabla 6.5: Valores obtenidos de promediar dividiendo los datos en cinco grupos.

ug (mfs) | ox | Co(m/s) | vemfs) | o, | Cylm/s) | a a dm) | Re | 7(s) | 7 (s)
6.243 1.255 0.338 137.348 | 27.604 7.431 2.133E-5 | 0.9999786 | 1.959E-4 | 1.21E2 | 1.61E-4 | 3.01E-5
5.811 1.508 0.406 127.846 | 33.176 8.932 2.079E-5 | 0.9999792 | 1.927E-4 | 1.04E2 | 1.56E-4 | 3.17E-5
5.718 0.937 0.252 125.805 | 20.614 5.55 2.132E-5 | 0.9999786 | 1.95E-4 1.24E2 | 1.59E-4 | 2.95E-5
5.407 0.918 0.247 118.961 | 20.198 5.438 2.126E-5 | 0.9999787 | 1.947E-4 | 2.07TE+2 | 1.59E-4 | 2.23E-5
5.44 1.23 0.331 119.676 | 27.058 7.284 1.936E-5 | 0.9999803 | 1.895E-4 | 1.93E+2 | 1.50E-4 | 2.2E-5




Los valores que se obtienen para el nimero de Reynolds de las particulas,caen
también dentro de los 6rdenes de magnitud esperados para el fenémeno. El tinico
valor del nimero de Reynolds que tiene una diferencia considerable corresponde
al caso en el que la velocidad de la particula en y es muy cercan a la del gas. Esto

concuerda con la expresién para el Re.

Es importante recalcar que los tiempos de relajaciéon son todos del mismo
orden de magnitud y tienen valores que no varian mucho entre si. Lo anterior, es
coherente con la forma en que los tiempos estdan dados. Por ejemplo, si se diera
el caso limite en que todas las particulas fueran del mismo tamano, el tiempo
de relajacién viscoso seria el mismo para todas ellas. Esto explica el porque al
no haber grandes variaciones en el diametro de las particulas no hay grandes
variaciones del tiempo de relajacion viscoso. Lo mismo sucede para el tiempo de
relajacion viscoso, el cual tiene una dependencia con el Reynolds de la particula

y este no varia mucho.

Los resultados obtenidos para la entropia de la fase granular se muestran en la
tabla 6.6 junto con las valores para el término asociado al arrastre. Lo que pode-
mos observar es que, al ser mas grande la “fuerza” debida al arrastre, la entropia
del del medio granular se incrementa. El caso en que la velocidad fluctuante se
obtiene usando el total de la muestra, arroja un valor bastante grande para el
arrastre y para la entropia. Se concluye que, a mayor arrastre, mayor serd el valor
de la entropia. Cabe senalar que el arrastre depende de la velocidad fluctuante y
del tiempo de relajacion asociado. Una velocidad fluctuante grande, o un tiempo

de relajacién muy pequeno, dan como resultado un cambio mayor en la entropia.
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Datos Frq S

256 1.04E6 | 1745.116

256 | 6.39E4 | 107.404

132 | 8.09E4 | 119.549

132 1E5 161.012

23 1.43E5 | 198.121

23 1.63E5 | 249.243

53 1.09E5 | 164.817

53 1.41E5 | 226.932

53 1.92E5 | 331.889

Tabla 6.6: Valores obtenidos para el término asociado a la fuerza de arrastre
propuesto, asi como para la entropia. Cada bloque corresponde a un manejo de
datos diferente.
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Conclusiones

En esta tesis se desarrollé un sistema de ecuaciones de transporte apropiadas
para estudiar flujos bifasicos, constituidos por fases gaseosas y medios granulares.
El sistema considera las interacciones gas-particula, asi como colisiones inelasti-
cas entre a lo més dos particulas de dicha fase. El resultado principal de dicho
desarrollo es la formulacién de una ecuacion de transporte para la entropia del
medio granular, con la que se busca obtener una ecuacién para la mezcla junto
con el medio gaseoso. La ecuaciéon de entropia para el medio granular se evalué

usando datos experimentales, lo que permitié un primer analisis del fenémeno.

Del trabajo realizado, se tienen los siguientes resultados:

= Las ecuaciones de continuidad, momento, energia y entropia para las fases

solida y gaseosa.

= Las ecuaciones de continuidad, momento y energia para la mezcla, es decir,

para el sistema combinado gas-particulas.

= Evaluacién de la entropia de la fase granular haciendo uso de datos experi-

mentales.

Es importante destacar que la ecuacion de la entropia para la fase granular, no
ha sido reportada en la literatura cientifica hasta donde se ha podido averiguar.

Como parte del esquema general de andlisis, también se recuperé la ecuacion de
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entropia para la fase gaseosa monofasica. Con la ecuacién de la entropia para la
fase granular en conjunto con la de la fase gaseosa monofasica, se puede obtener
la de la mezcla con el mismo procedimiento usado por Lun para los casos de

continuidad, momento y energia.

La forma en que se evalué la ecuacién de la entropia, a pesar de las simplifi-
caciones realizadas, parece recuperar el fenémeno y dar un panorama entrépico
adecuado del proceso. El término que se propuso para tomar en cuenta los efectos
del arrastre, tiene el comportamiento esperado para el fenémeno fisico: cuando
los valores crecen la entropia también presenta un incremento. Lo anterior resulta
coherente cuando se considera el arrastre como una “perdida” y por tanto existe

un mayor cambio en la entropia.

Se debe hacer notar que la forma en que se manejan los datos experimentales
para evaluar la entropia a partir de la ecuacién, influye drasticamente en los re-
sultados que se obtengan. Queda pendiente llevar a cabo més divisiones del grupo
de muestra, asi como variaciones al orden en que se toman los datos. Posterior-
mente, accediendo a un conjunto mas amplio de datos experimentales, se podria
realizar un tratamiento estadistico mas completo, asi como poder hacer uso de la

ecuacién que contempla una evolcuién temporal (5.2).

La mayor complicacion que se presentd en la evaluacion de la ecuacién de
transporte para la entropia, fue dar una expresion explicita a los términos rela-
cionados con las colisiones. En este caso se hace necesaria una expresion para la
entropia que dependa de la velocidad para poder integrar los términos y y 6 como
establece la teoria. Con base en dicha dependencia , también se verian modifica-
dos los términos que dan cuenta de las interacciones con el gas. Aqui se plantea la

posibilidad de que una expresion asi podria obtenerse de las ecuaciones de estado.
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Cabe resaltar la importancia de profundizar en la interpretacién de los térmi-
nos contenidos en las ecuaciones de transporte, asi como en las implicaciones
que tienen las diversas simplificaciones realizadas sobre ellos. También es nece-
sario ampliar la discusién concerniente a las condiciones iniciales y de frontera.
En particular, las condiciones iniciales representan un tema importante cuando
se considera el caso general que depende del tiempo, es decir, cuando se quiere

determinar la evaluacion del campo de entropia del medio granular.

Finalmente, el valor de contar con una ecuacién de transporte para la entropia
(sea para el medio granular, para el gas, o para la mezcla) reside en el hecho de
que, usualmente, el campo de entropia se calcula mediante un postproceso de los
campos de temperatura y de velocidades. Investigaciones desarrolladas en otros
contextos han establecido que tal forma de proceder conlleva errores significati-
vos (p. €j. ver préxima publicacién de A. Baez-Diaz et al., 2019). En este sentido,
la formulacion propuesta en este trabajo es lo suficientemente general como pa-
ra abarcar diversos casos de estudio que pueden ser esencialmente distintos del

proceso experimental considerado en esta tesis.
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