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Resumen

Este trabajo de tesis tiene como objetivo generalizar un resultado de la teoria de cuerdas
cerradas, [24], a una nueva teoria llamada la teoria de campo doble, [15], [14]. La accién que
describe la dindmica de una cuerda cerrada sumergida en un espacio-tiempo D-dimensional,
tiene un contenido de D campos escalares X?(7, o) que dependen de los dos pardmetros, (7, o),
necesarios para describir la superficie que barre la cuerda; adicionalmente, las simetrias entre
estos campos permiten construir una accién contrayendo los indices i con tres campos (tenso-
riales) de fondo que dependen de X'(7,0); un campo simétrico y sin traza, g;j(X), un campo
antisimétrico, b;;(X) y un campo escalar ®(X). La accién efectiva de la teorfa de cuerdas ce-
rradas describe la manifestaciéon de los efectos de cuerdas cudnticas a bajas energias, esta se
puede calcular perturbativamente con diagramas de Feynman; es una acciéon de los campos de
fondo tipo gravedad sobre el espacio-tiempo D-dimensional y las simetrias entre los campos
X% definen simetrias sobre 9ij, bij, ®. Para calcular esta accién efectiva es necesario pasar por
un proceso de renormalizacion de la accion de la teoria de cuerdas, que implica el calculo de
las funciones § del grupo de renormalizacion, estas definen las ecuaciones de movimiento de
la accion efectiva, ademds son compatibles con las simetrias y satisfacen ciertas identidades de
integrabilidad, [8], [9], [24]. Gracias a que las funciones 8 de la teoria de cuerdas definen de
forma sencilla las ecuaciones de movimiento de la accién efectiva, existen identidades de con-
sistencia para las ecuaciones de movimiento de la accién efectiva. Lo interesante de esto es que,
las identidades de consistencia que satisfacen las funciones 5 de la teoria de cuerdas escritas en
términos de las ecuaciones de movimiento de la accién efectiva, son identidades de consistencia

relacionadas con las simetrias de norma de la accién efectiva y se conocen como identidades de

e
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Noether, [13]. Esto ultimo muestra que la consistencia de las simetrias de norma de la accién
efectiva son equivalentes a las condiciones de integrabilidad de las funciones [ de la teoria de
cuerdas, [24]. El enunciado reciproco anterior también es valido; las identidades diferenciales, es
decir, las condiciones de integrabilidad de las funciones 3 de la teoria de cuerdas estdn sujetas
a la consistencia de las simetrias de norma de la accién efectiva, es decir, las identidades de
Noether.

Otro aspecto importante de la teoria de cuerdas es la introducciéon de un nuevo nimero
cuantico llamado nimero de enrollamiento que esta relacionado con la capacidad que tienen
las cuerdas de enrollarse en dimensiones compactas.Tener niimero de enrollamiento es una dife-
rencia crucial entre cuerdas y particulas puntuales. Existe una muy relevante simetria entre los
estados cudnticos etiquetados con momento p y nimero de enrollamiento w y se llama dualidad-
T. Para comprender mejor las implicaciones de esta dualidad se quiere hacer manifiesta para los
campos, X' y para esto es necesaria la adicién de nuevos grados de libertad, X, que jueguen
el papel de variables conjugadas al nimero de enrollamiento, lo que implica tener un doble
contenido de campos en la teoria de cuerdas y un espacio-tiempo del doble de dimensiones en la
accion efectiva. Ademads la dualidad entre momentos y nimeros de enrollamiento implica una
dualidad entre, X’ y X;, que a su vez implica una relacién entre diferentes fondos, (9i5, bij, ),
para la teoria. La teoria doble de campo se construye bajo el supuesto de que la dualidad-T
es una simetria fundamental de la teoria y se propone escribir una accién para los campos de
fondo dependientes del espacio doble, (X i,X'Z-) y que sea manifiestamente invariante bajo el
grupo de simetria de las dualidad-T, O(D, D), [15]. Es muy interesante ver que esta construc-
cién se puede hacer en un formalismo no geométrico pero que sin embargo, es muy similar a la
geometria diferencial usual, [14].

En el contexto de DFT, se puede escoger el marco de, O(D, D), en el que, Xi =0 y se
recupera la accién efectiva de la teoria de cuerdas, por lo que es natural pensar en una posible
teoria de cuerdas doble que de como accion efectiva la accién de DFT. Por ser una simetria de
norma y que sus transformaciones cierran en una interesante estructura algebraica, es posible

calcular las identidades de Noether en DFT asociadas a las transformaciones de O(D, D), [5]. En
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esta direccién y a partir del ansatz de que existe una equivalencia entre identidades diferenciales
e identidades de Noether, es posible definir ciertas funciones 8 en DFT que sirven como una
propuesta consistente de unas funciones 8 del grupo de renormalizacién asociadas a una posible
teorfa de cuerdas doble, [3] [10].

Este trabajo desarrolla esta propuesta y se dan explicitamente las funciones S en DFT,
junto con una generalizaciéon de las identidades diferenciales, que se pueden interpretar como
condiciones de integrabilidad para las funciones S de una posible teoria de cuerdas doble.
Ademsds se muestra la consistencia de dicha generalizacién con las resultados ya conocidos de
una teoria de cuerdas cerradas y bosénicas. Los encantos de la construccién dada en esta tesis, es
la forma sencilla en la que se definen dichas funciones 3 y que a pesar del cardacter no geométrico
de DFT es posible utilizar las técnicas algebraicas de teorias de norma y constricciones para

construir las identidades de Noether generalizadas [5], [19].
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Capitulo 1

Introduccion

En la biisqueda de entender como funciona el universo, una de las preguntas mas importantes
que se hace la fisica es, ;de qué esta constituido el mismo universo? Saber de qué esta constituida
la materia es un primer problema que resolver para llegar a la respuesta. El concepto griego
de atomo fue formulado como una de las primeras respuestas a esta pregunta y partiendo de
particulas indivisibles y puntuales se formularon teorias como la mecédnica clasica e incluso la
fisica cudntica con una interpretacién probabilista, es una abstracciéon més del concepto de
particula puntual. Sin embargo, como ensena la relatividad general, el espacio y tiempo dénde
se encuentra la materia es un sélo objeto dindmico que interactua con la materia. Entonces,
es natural preguntarse, jde qué estd hecho el espacio-tiempo? Esta pregunta llevé a los fisicos
modernos a formular una teoria que implementara los aspectos relativistas de la fisica en un
régimen cudntico, conociendo esta drea como teoria cuantica de campos. Desafortunadamente,
los misterios del espacio-tiempo mostraron ser mas complejos de entender que los constituyentes
de la materia. En este esfuerzo colectivo de la fisica por entender mejor como funciona el espacio-
tiempo, una de las propuesta més exitosas ha sido la teoria de cuerdas que fundamentalmente
cambia la nocién de particula indivisible; de una particula puntual a un objeto extendido en
una dimensién, es decir, una cuerda.

La accién de una cuerda se construye tomando inspiracién en la construccién de la acciéon de

una particula relativista. La accién que describe la dindmica de una cuerda cerrada sumergida
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en un espacio-tiempo D-dimensional, tiene un contenido de D campos escalares X (7, o) que de-
penden de los dos pardmetros, (7,0), necesarios para describir la superficie que barre la cuerda;
adicionalmente, las simetrias entre estos campos permiten construir una accién contrayendo los
indices i con tres campos (tensoriales) de fondo que dependen de X*(7,¢); un campo simétrico
y sin traza, ¢;;(X), un campo antisimétrico, b;;(X) y un campo escalar ®(X). La trayectoria
de una particula relativista es invariante bajo reparametrizaciones del tiempo y debido a que
una cuerda barre una superficie llamada hoja de mundo, se pide que la accién sea invariante
bajo reparametrizaciones de esta, esto permite incluir nuevos grados de libertad de norma em-
paquetados en un campo auxilia, 7,3(7, o) que se puede interpretar como una métrica sobre la
hoja de mundo. La diferencia a relucir aqui es la simetria bajo rescalamiento locales sobre la
hoja de mundo con la que cuenta esta métrica, diferencia crucial en la dindmica de una cuerda
respecto a la de una particula puntual y que es implicacién directa de trabajar con un objeto
extendido en una dimensién. En el siguiente paso que es cuantizar la teoria, esta simetria por
ser de norma implica complicaciones que deben reflexionarse a detalle.

En la tarea de entender mejor la teoria de cuerdas es necesario investigar los efectos cuanticos
que tienen a bajas energias. La accién efectiva describe la manifestacion de los efectos de cuerdas
cudnticas a bajas energias y se puede calcular perturbativamente con diagramas de Feynman;
es una accién de los campos de fondo tipo gravedad sobre el espacio-tiempo D-dimensional
y las simetrfas entre los campos X* definen simetrias sobre gij, bij, ®. Este dltimo resultado,
implica pasar por un proceso de renormalizacién y calcular ciertos objetos llamados funciones 3
del grupo de renormalizacién, estas definen las ecuaciones de movimiento de la accion efectiva,
ademas son compatibles con las simetrias y satisfacen ciertas identidades de integrabilidad
interesantes. Mas atin, la observacién de que las ecuaciones de movimiento de la accién efectiva
son una combinacién lineal de las funciones beta de la accién de cuerdas, permite obtener
identidades de para las ecuaciones de movimiento que resultan ser identidades de consistencia
para las simetrias de norma de la accién efectiva llamadas identidades de Noether.

Otra consecuencia de proponer particulas extendidas en una dimensién es la necesidad de

incluir una etiqueta para los estados cuanticos llamado ntimero de enrollamiento. Este niimero



Capitulo 1. Introduccion 3

cuantico estd relacionado con la capacidad que tiene una cuerda de enrollarse en dimensiones
compactas, por ejemplo en fondos toroidales. Esto lleva a encontrarse con la dualidad-T, simetria
entre los estados cudnticos etiquetados con momento p y nimero de enrollamiento w. Estados
con momento grande y numero de enrollamiento pequeno estan relacionados con estados con
momento pequeno y nimero de enrollamiento grande. Para comprender mejor las implicaciones
de esta dualidad se quiere hacer manifiesta para los campos, X’ y para esto es necesaria la
adicién de nuevos grados de libertad, X;, que jueguen el papel de variables conjugadas al
numero de enrollamiento, lo que implica tener un doble contenido de campos en la teoria de
cuerdas y un espacio-tiempo del doble de dimensiones en la accién efectiva. Ademas la dualidad
entre momentos y nimeros de enrollamiento implica una dualidad entre, X? y X, que a su
vez implica una relacién (no lineal) entre diferentes fondos, (gij, bi;j, ), para la teoria y se dice
que son T-duales. Un atrayente resultado es la existencia de esta simetria incluso en fondos no
compactos y con interacciones.

La teorfa de campo doble ! se construye bajo el supuesto de que la dualidad-T es una
simetria fundamental de la teoria y se propone escribir una accién para los campos de fondo
dependientes del espacio doble, (X, )NQ) v que sea manifiestamente invariante bajo el grupo de
simetria de las dualidad-T, O(D, D), [15]. Recientemente DFT ha sido una teoria interesante
que estudiar pues no cabe en el formalismo de geometria diferencial usual debido a la no
linealidad de las transformaciones de, O(D, D), sobre, (g;j,b;j, ®). Sin embargo, en términos
de un empaquetamiento de (gij, bi;, ®), llamado métrica generalizada H sy es posible estudiar
su estructura en el formalismo de constricciones y teorias de norma debido a la estructura
algebraica de las transformaciones de O(D, D); diferentes estudios han investigado los aspecto
no geométricos de DFT y una generalizacién consistente de la geometria diferencial usual en la
que DFT esté bien definida en el sentido de escoger el marco de, O(D, D), en el que, Xi=0 y
recuperar la accién efectiva de la teoria de cuerdas, por lo que es natural pensar en una posible
teoria de cuerdas doble que de como accién efectiva la accién de DFT y que tenga funciones

que definan las ecuaciones de movimiento para DFT.

IDFT por sus siglas en inglés ” Double Field Theory”
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El desarrollo de este trabajo inicia por la construccién de la teoria de cuerdas cerradas y se
muestran los resultados preliminares para entender las implicaciones que tienen las simetrias
de la teoria, desde la parte cldsica hasta su cuantizacion, [7] [18], [22], [25]. Se muestra que las
funciones 8 de la teoria de cuerdas estan relacionadas con las ecuaciones de movimiento de la
accién efectiva respectiva y como es que esta relacion implica las identidades de Noether de la
accion efectiva. Después, se continua a las 2 construcciones modernas de DFT, [14], [15], dénde
se discuten los aspectos no geométricos relevantes de esta teoria. Ya que la accién de DFT
contiene consistentemente a la accién efectiva de la teoria de cuerdas y tiene identidades de
Noether bien definidas, tiene sentido preguntarse por la existencia de una posible accién doble
de cuerdas que tenga como accion efectiva la accion de DFT y que sus funciones § sean las que
se dan como resultado final en esta tesis, [3], [10], [12].

Al final, el resultado principal de esta tesis parte del ansatz de la relacién entre funciones g y
ecuaciones de movimiento de la accién efectiva, [24], para definir unas funciones § en DFT que
sean consistentes con los resultados de la teoria de cuerdas cerradas. Esto da como resultado
funciones [ generalizadas que satisfacen ciertas identidades que se pueden interpretar como
condiciones de integrabilidad y deberian ser las funciones 8 de una posible teoria de cuerdas

doble, [12].



Capitulo 2

Cuerda bosonica cerrada

En este capitulo se busca exponer la construccién de una teoria de cuerdas bosonicas ce-
rradas, principalmente basado en [18,22,25]. No se pretende hacer un extenso resumen acerca
de todos los aspectos de esta construccién. Se muestran de forma clara los puntos més impor-
tantes y necesarios para continuar con el argumento de este trabajo. Iniciando con presentar la
accién cléasica de la teoria hasta su cuantizacion y accién efectiva respectiva. También se discute
la aparicién de los nimeros de enrollamiento o winding numbers y como estos introducen la
dualidad-T, que seran conceptos importantes para la presentacion de la Teoria de Campo Doble
o Double Field Theory en el siguiente capitulo 3. Finalmente se mostrara la relaciéon que tienen
las funciones 5 del modelo-o y las ecuaciones de movimiento de su accién efectiva, resultado

fundamental para este trabajo y del que parte el capitulo final de esta tesis 4.

2.1. Accion clasica

La accion de una cuerda relativista que se mueve en un espacio-tiempo, también conocido
como espacio objetivo, asi como con la linea de mundo de una particula relativista, se construye
exigiendo la invarianza bajo reparametrizaciones de la hoja de mundo, que es la superficie 2-
dimensional que barre la cuerda en el espacio objetivo en el que esta encajada. La accidon que

se obtiene de esto se le conoce como accién de Nambu-Goto y en unidades naturales esta dada
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por,
1
2ma!

Sng = —

/dza\/Th, (2-1)

donde, h es el determinante de h,g la métrica inducida por el espacio objetivo sobre la hoja de
mundo, definida como,

hag = gijaaXi(T, a)@ng(T, o), (2-2)

con g;; la métrica del espacio objetivo y X i es el encaje de la cuerda. Los fndices latinos van
de 0 a D — 1 la dimensién del espacio-tiempo, los indices griegos de 0 a 1 y representan las dos
coordenadas 7 y o con las que se parametriza la hoja de mundo. Se utiliza la notacién d?¢ como
una forma répida y sencilla de escribir drdo. Finalmente para que la accién sea adimensional,
se introduce la constante o’ con unidades tales que el término 1/27’ tiene unidades de fuerza
y se interpreta como la tensién de la cuerda, ademas a partir de ella se puede definir la longitud
de la cuerda I, = V.

Sin embargo, como sucede con la particula relativista, la raiz cuadrada en la accién complica
la cuantizacion de la teoria y esta situacién mejora al trabajar con una accién equivalente. La

accién con la que se suele trabajar en teoria de cuerdas es la acciéon de Polyakov, dada por,

1
4o/

Sp = /d20\/—’y 'yaﬂaaXngngij, (2-3)
donde se ha introducido 7,4 una métrica definida sobre la hoja de mundo.

La accién de Polyakov (2-3) es invariante bajo transformaciones de Poincaré y reparame-
trizaciones en la hoja de mundo, simetrias que también tiene (2-1). Ademads, (2-3) tiene una

simetria que no tiene (2-1), es invariante bajo transformaciones de Weyl,
Vo = €2W(T7U)’Yaﬁy (2_4)

con w(7,0) una funcién arbitraria que se conoce en la literatura como factor conforme. Estas
transformaciones son rescalamientos locales y relacionan distintas métricas sobre la hoja de

mundo, es decir, existe una ambigiiedad en la eleccién de dicha métrica. Se puede mostrar
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que la métrica inducida (2-2) sélo difiere de v,4 por un factor conforme, es decir, (2-1) es el
resultado de escoger una norma en (2-3).

Uno de los resultados mas importantes de tener esta nueva simetria en la teoria es que al
hacer la variacion de la accién respecto a la métrica ,3 se obtiene que la traza del tensor de

energia momento es cero,

0Sp

T % ~ — =0 2-5
6] ’70&5 5’705& ( )

2.1.1. Ecuaciones de movimiento y modos de oscilacion

En dos dimensiones y con una topologia trivial en la hoja de mundo, siempre es posible a
partir de una métrica arbitraria 7,3, obtener una métrica plana a través de una transformacién
de Weyl. En el caso de teoria de cuerdas es la métrica de Minkowsky. A esta eleccién de norma
se le conoce como norma conforme y en adicién a esta, las coordenadas del cono de luz seran

de utilidad, definidas de la siguiente forma,
&t =740, & =1—o0. (2-6)

Entonces las componentes de la métrica son,

Y+ =7-- =0, V- =T+ =5 (27)
y con derivadas,
By = %(37 L a,). (2-8)
En la norma conforme la accién de Polyakov es,
Sp=2T / d*€0, X'0_XIn;;, (2-9)

donde T'= 1/2ma/ es la tensién de la cuerda. Las ecuaciones de movimiento de (2-9) son,

0,0_X'=0. (2-10)
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Después de fijar la norma, la ecuaciéon de movimiento de la métrica impone que,

Top =0, (2-11)
equivalentemente,
L ’ [ 2
Tio =101 = §X - X'=0, Too =111 = Z(X + X ) =0, (2—12)
y se pueden reducir la expresion,
(X+X)=0. (2-13)

Estas identidades se conocen como las Constricciones de Virasoro. Ademaés, en términos de

las coordenadas del cono de luz las componentes del tensor de energia-momento son,

1 1
T++ - 58+X . 8+X - 0, T__ - 58_X . 8_X - 0 T+_ - T_+ - O, (2—14)

estas tltimas expresiones son compatibles con (2-5) y trivialmente satisfacen la conservacién de
T, p, es decir,

VT = 0. (2-15)

Para la cuerda cerrada hay que imponer la condiciéon de periodicidad,
X'(r,0 4 27) = X'(1,0), (2-16)
y la solucién periddica mas general para (2-10) se puede escribir como,
Xi(r,0)=XH1+0)+ X5(1 —0) (2-17)

donde X} y X}, se conocen como componentes izquierda y derecha respectivamente y en modos
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de Fourier son,

Xi—‘r_li 1/i+ : ﬁ/ lz’—mﬁ 2.18
I(g )_235 +2ap§ +1 92 Znane ) (_ )
n#0

Xh(e) = %x + %a’ﬁ'g* + 2\/? > %@;e*mf’. (2-19)
n#0
donde ¢ y p’ son la posicién y momento del centro de masa de la cuerda y of, y &, son
coeficientes de Fourier arbitrarios.

Cabe mencionar que es posible mostrar que p es de hecho, la cantidad conservada asociada
a la invarianza bajo traslaciones X* — X’ + a’. Ademads, ya que X° debe ser real, entonces se
tiene que, p’, ' deben ser reales también y se obtiene unas condiciones de realidad para los

coeficientes de Fourier,
(0l)* = o (@) =ab,.

n —n)

(2-20)

2.2. Cuantizacion

Para cuantizar la teoria es necesario escribir el hamiltoniano. Haciendo la transformada de
Legandre usual se obtiene,

H= g/da(XQ + X", (2-21)

que en términos de coeficientes de Fourier, se ve como,

1
H=3 Z’;(an Oy 4 Ay - ). (2-22)
ne

Los operadores de Virasoro se definen en términos de las componentes del tensor de energia

momento en las coordenadas del cono de luz,

27 21
Ly =2T [ doT__e™ | Lm=2T | doTy e, (2-23)
0 0
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e igualmente en términos de los coeficientes de Fourier son,

1 . 1
D D D Y
neN neN
y satisfacen,
Ly = Lom, L= L. (2-25)
Por lo tanto,
H = Lo + Lo, (2-26)

por las contricciones de Virasoro (2-14) se obtiene H = 0 una constriccién clésica [13]. Asi
como el hamiltoniano genera la evolucién temporal, la otra constriccién Ly — Ly = 0 genera
las traslaciones en la direccién o y su significado fisico es que la cuerda no tiene ningin punto
privilegiado. Esta ultima constriccién serd importante mas adelante para la construccién de
DFT y a nivel cudntico se conoce como condicion de emparejamiento de niveles.

Finalmente se puede calcular la masa de la cuerda usando la relacién relativista y las ex-

presiones en modos (2-18,2-19),

2
M? = —p'pi= 23 0n n+ 0y . (2-27)

n=1
2.2.1. Cuantizacién del cono de luz

Como es usual, para cuantizar la teoria se propone que le paréntesis de Poisson entre X y

P sean un conmutador entre operadores,

[X'(1,0), P(1,0)] = id(0c — 0" )17, (2-28)
y [X, X] = [X, X] = 0. Usando la expansién en modos se puede deducir que,
i

[amv O[zl] = [@inv @%,] = m5m+n,077ij7 (2_29)
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con [al,ad] =0y [aF, p/] = in'. Es facil ver que el algebra de los modos es la misma que la de
los operadores de creacién y aniquilacién del oscilador arménico. Con esta interpretacion, o',
juega el papel de un operador de creacién y se define al estado base como el que es aniquilado
por a,.

Sin embargo, debido a la signatura de la métrica existen estados de norma negativa. Pa-
ra desacoplar estos estados fantasmas de la teoria es necesario imponer las constricciones de

Virasoro, pidiendo que los estados fisicos |¢) sean aniquilados por los operadores de Virasoro,
L,,|¢) =0, m > 0. (2-30)

Ya que L, se puede escribir en modos (2-24), a nivel cudntico se necesita ademds imple-

m 2 : : n—n ] ( 3 )

con una expresién similar pero barrada para L. Sin embargo, por (2-29) se tiene una ambigiiedad

en el ordenamiento normal de Ly y Lg. Por esta razén, se redefinen asi,

1
Ly = 504(2) + Z:l a_p - ap —a, (2-32)
n—=

. ; ! .z . . =
es decir, Ly — Lo — a, con oy = 1/ 5 p' y una expresién similar pero barrada para Ly.
Se puede calcular el dlgebra de Virasoro a través de la definicién de L,

Sm(m? — 1)dmsn0, (2-33)

(L, Ln] = (m —n) Lygn + 12

y se puede ver que (2-30) es consistente con (2-33).
La ¢ que aparece en el dlgebra de Virasoro (2-33) se llama carga central y en la teoria de
cuerdas bosdnica es igual a la dimension del espacio objetivo o el niimero de campos escalares

en (2-3).
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Si se toma la diferencia entre Ly y Ly, es decir la condicién de emparejamiento de niveles,

las constantes que aparecen por el ordenamiento normal desaparecen y se tiene,
(Lo — Lo)|$) =0 (2-34)

que como se mencioné antes juega un rol crucial en la construccién de DFT.

En términos de los operadores de niimero,

N = Z SO Qi (2-35)
n=1

y una expresion similar pero barrada para N; la relacién de dispersién (2-27) se vuelve, debido

a la constante que aparece por el orden normal,
o M? =2(N + N — 2a). (2-36)

Con un analisis detallado se puede mostrar que los fantasmas desaparecen de la teoria con
los valores D = ¢ = 26 y a = 1. Este resultado se conoce como teorema de no fantasmas y si se

trabaja con estos valores se dice que se esta en la dimension critica.

2.2.2. Espectro no masivo

En la dimensién critica si se toma N = N = 1, se tiene el estado no masivo oﬁ;lo’zj_ 110) y
en SO(D — 2) se puede descomponer en un singulete, un tensor simétrico sin traza y un tensor
antisimétrico. Estos se conocen por el nombre de dilatén, graviton y tensor de Kalb-Ramond
respectivamente y es el sector no masivo de la teoria de cuerdas bosénica y coincide con el
sector no masivo de supergravedad que llaman sector Neveu-Schwarz.

La manifestacion del sector NS es la dinamica que atrapa la accién efectiva a bajas energias
del modelo-o que se verda més adelante y que es solamente agregar a la teoria, consistentemente
con las simetrias, al dilatén y al tensor de Kalb-Ramond, ademés se permitir tener una métrica

arbitraria en el espacio objetivo. Esta accion efectiva coincide con la accién de supergravedad.
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2.3. Compactificaciones y dualidad-T

Como se menciona en la seccién anterior, la dimensién en la que esta bien definida la teoria
de cuerdas es la dimension critica D = 26. En el caso de supercuerdas es D = 10. Sin embargo,
sélo son detectables cuatro dimensiones, tres espaciales y una temporal. Esto lleva al problema
de cémo se pueden recuperarse sélo cuatro dimensiones a partir de las veintiséis de la teoria de
cuerdas.

Un camino para resolver este problema es pensar que las dimensiones extras estan enrolladas
en circulos muy pequenos o muy grandes tales que, a bajas energias son indetectables. A esto
se le conoce como compatificacion toroidal o compactificacion de Kaluza-Klein. Para entender
las consecuencias de compactificar las dimensiones extras en toros, basta compactificar una ya

que los resultados para compactificar mas de una son analogos.

2.3.1. Cuantizacién del momento, nimero de enrollamiento y modos de os-
cilacion
Sabiendo que el momento es el generador de traslaciones y que el operador de traslacién se

puede escribir asi,

T =e ", (2-37)

tal que, traslada a un estado en una direccién una longitud a con momento p. Si un estado se
traslada en una direccién compactificada una distancia a = 2w R, deberia ser el mismo estado,
es decir,

e 2P| z) = |2), (2-38)

de donde se obtiene la cuantiaciéon del momento,

, neN. (2-39)

donde a n se le llama ezcitacion de Kaluza-Klein

En la teoria de cuerdas, a diferencia de una teoria de particulas puntuales, si se tienen
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dimensiones compactificadas, una cuerda cerrada podria estar enrrollada en esta dimensién un
numero de veces w, propiedad que no pueden tener las particulas puntuales. Debido a la con-
dicién de periodicidad, si tiene una cuerda enrrollada w-veces en la dimensién compactificada,

se debe satisfacer que,
X(r,0+2m) = X(1,0) + w(27R), w € N. (2-40)

y se conoce a w como numero de enrollamiento
Supongase ahora que la dimensién compactificada es la X25, en este caso la expansién en
modos para las demds direcciones no compactificadas es como en (2-18) y (2-19). Debido a

(2-40), la expansién en modos de la direccién 25 serd,

/ 1 i / 1 )
X®(1,0) = 2% +2d/p* 1+ 2Rwo +iy % Z Eaffe_m(ﬂra) +i4/ % Z 50_53156_“1(7_0). (2-41)
n#0 n#0

v ya que se puede descomponer en modos derechos e izquierdos, se puede mostrar que,

\/§a35 _ \/an wR V2a2 — \/an B wR

= — 2-42
R + \/a’ O‘O R \/a ( )

que claramente cuando w = 0 coinciden. La relacién de dispersién (2-27) se convierte en,
n\? wR\? =
o M?=d [(R) + (,) ] +2N + 2N — 4. (2-43)
a

De (2-43) se deduce que la condicién de emparejamiento de niveles debe cambiar. Ademas,
si la excitacion de Kaluza-Klein es cero, el estado atn asi podria tener energia debida al nimero
de enrollamiento, esto es la energia que toma enrollar la cuerda en la dimensién compactificada.
Por otro lado, se pueden estudiar los limites R — 0 y R — oo. En el primero se observa como los
modos de momento tienden al limite continuo y los modos de vueltas se vuelven infinitamente
pesados, en el segundo se tiene un comportamiento intercambiado. Esta tltima observacién

permite dar una reinterpretacion de la teoria; se puede pensar en una cuerda enrollada w-veces
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con momento p en una direccién compactificada con radio R, pero también se puede pensar en
una cuerda enrollada n-veces con momento proporcional a w en una direccién compactificada
con un radio,

R+ R = n < w, (2-44)

a/
R’
esta propiedad de la teoria es lo que se conoce como dualidad-T y relaciona dos teorias, una
en la que el radio de compactificacién es pequeno y otra donde es grande. Esta simetria es
clara de (2-43), sin embargo es posible probar que es una simetria de toda la teorfa incluso con

interacciones.

Debido a la presencia de la dualidad-T en la teoria, vale la pena agregar el operador dual,

/ /
25 _~25 1 25 .o 1 95 —in(t40) | : | ¥ 1 95 —in(r—0o)
X(r,0) =27 4+2a'p* 0 +2RwT 414/ 5 Z € +iy 5 Z —ane , (2-45)
n#0 n#0
donde #?° juega un papel similar a 22 en (2-41). Sin embargo, la nueva intepretacién es que &2
tiene como momento conjugado wR/a’ y niimero de enrollamiento a/n/R? en una dimensién

compactificada con radio R = o//R.

2.3.2. Condicién de emparejamiento de niveles

Ahora se muestra como la condicién de emparejamiento de niveles (2-34) es modificada
por el nimero de enrollamiento y la inclusién de los campos tilde en la teorfa. Como (2-3)
es invariante bajo reparametrizaciones y transformaciones de Weyl; es natural pensar que la
accién mas general es la que contiene todos los términos que son invariantes bajo estas simetrias.
Ya que la métrica del espacio objetivo contrae los indices espacio-temporales simétricamente,
él primer término que podria intentarse implementar es la contraccién antisimétrica de los
indices espacio-temporales con una 2-forma b;;. A este nuevo campo de fondo se le conoce como
Campo de Kalb-Ramond y efectivamente es compatible con las simetrias de la teoria. En la
dltima seccién de este capitulo se discutird con méas precisién la accién que incluye a todos los
términos compatibles con las simetrias, sin embargo, por el momento basta considerar al campo

de Kalb-Ramond.
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Se considera un espacio-tiempo con dimensién critica, con n dimensiones compactificadas

en un toro y d sin compactificar, es decir, D = d + n = 26. Entonces, la accion es
1 . A , .
S=- / o0, X 05X gij + P9, X 05 X7b;5), (2-46)
por simplicidad se est4 tomando o/ =1y

0 0 O
€7=-1 gij = e ; bij = ; (2-47)

0 Jab 0 bab
donde g, es la métrica en el toro y by, es constante. Los indices griegos denotan las direcciones no
compatificadas mientras que los indices latinos a y b representan las direcciones compactificadas.
Imponiendo las condiciones (2-16) y (2-40) se pueden calcular los modos cero de oscilacién

en términos del momento y el niimero de enrollamiento,

ap = ﬁg” (pj — Exjw”), ap = \ﬁg” (pj + Ejrw”), (2-48)

dénde &;; = g;; + b;;. Como es usual en mecdnica cudntica el operador de momento se puede

escribir como p; = —id;; es natural definir entonces,
w' = —id", (2-49)

la derivada tilde es la derivada respecto a X. Como el momento conjugado de los campos tilde

es w se pueden definir,

i _ i - i -
EDJ" Qip = —%(aj +E0) = VoA (2-50)

1 ~
;0 — —7(6]' — 5k]ak) = —

V2

donde el indice de las derivadas maytsculas se suben y bajan con la métrica g;;.

Con esto se puede calcular la modificaciéon de la condiciéon de emparejamiento de niveles
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(2-34),
0=Lo—Lo=N—N + 88" (2-51)

Si se considera el sector no masivo, es decir N = N = 1 con su respectivo gravitén, campo de

Kalb-Ramond y dilatén, la condicién que se debe cumplir es,

9;0' = 0. (2-52)

Cuando esta condicién se impone para los campos se le llama constriccion débil, mientras que
si se impone para cualquier producto de campos se le llama constriccion fuerte.
2.3.3. O(n,n,Z): Grupo de transformaciones de T-dualidad

La condicién de emparejamiento de niveles en términos de p y w es, N —N = p;w’. Definiedo

el nuevo vector de dimensién 2D,

v = (2-53)
pi
la condicién de emparejamiento de niveles es,

_ T 01
N — N =v"nu, n= . (2-54)

10

El hamiltoniando toma la forma
1 _

H=_v"HEw+ N+ N+ .. (2-55)

2

los puntos suspensivos denotan términos que no son relevantes para este discusion. La matriz
H(E) estd dada por,
g—>bg~1b bg1

H(E) = (2-56)
—g~1b g1

que en el lenguaje de DFT se le conoce como métrica generalizada.
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Ya que se requiere que la fisica en distintos marcos de referencia no cambien, es necesario

que la teoria sea invariante bajo transformaciones,
v=0T (2-57)
con O una matriz invertible y con entradas enteras, lo que implica,
v =vTonoTv = n=ono?. (2-58)

Con esto se puede concluir que el grupo que generan las transformaciones O es O(n,n,Z).
Claramente, si todas las dimensiones son compactificadas, el grupo que se tiene es O(D, D, Z).

Ademds, también es necesario la invarianza del hamiltoniano (2-55), lo que implica,

H(E') = OH(EHOT (2-59)

es decir,

£ = (a& +b)(cE+d)7! (2-60)

con a, b, c,d matrices D x D tales que,

0= € O(D, D, Z). (2-61)

Dada la forma en la que transforman los campos de fondo, con un andlisis mas detallado se
puede escribir explicitamente las transformaciones de los campos, que no son triviales debido a

su no linealidad, [7].

2.4. Modelo-o, funciones [ y la accién efectiva

Como se mencioné en la seccién anterior, el sector no masivo de la teoria de cuerdas se puede

descomponer en un tensor simétrico y sin traza, un tensor antisimétrico y un campo escalar.
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Considerando que la teoria mas general debe tener un lagrangiano con todos los términos

compatibles con las simetrias de la teoria; la accién més general que se puede escribir es,

1 o ; . 1 i o
T dndd /dZ"ﬁV 70 X037 9ij — 4m,/d2€ V= big (X)0a X9 X7 e

1
- 4 [ Pev=Re0)

S =
(2-62)

donde identificamos al graviton, al campo de Kalb-Ramond y al dilatén, como la métrica del
espacio objetivo, una 2-forma y un campo escalar respectivamente. El escalar R®@ es el escalar
de curvatura de la hoja de mundo que puede ser curva pero no dindmica ya que estd definida
hasta una transformaciéon de norma. A esta accién se le conoce como modelo-c no lineal.

Notese que el tltimo término de (2-62) no es invariante bajo transformaciones de Weyl,
esto es debido a que existe una anomalia que involucra esta simetria y la técnica usada para
repararla es usar al dilaton para absorberla. Esta anomalia tiene como nombre anomalia de
Weyl y viene de que la ecuacién (2-5) ya no se satisface e nivel cudntico, [22], [24]. Por otro
lado, también es claro que el orden en o’ del dilatén es diferente al del gravitén y el campo del
Kalb-Ramond. Esto quiere decir que en una serie perturbativa en o' el dilatén contribuiréd a
diferentes 6rdenes.

Ademas el campo de Kalb-Ramond tiene una ambigiiedad maés, ya que es una 2-forma, asi

como en en electromagnetismo el campo fisico relevante serd su derivada exterior,

bij — b;j = b;j + 0;cj — Oj¢y (2-63)

Hiji = Obj) = Hijp- (2-64)

y efectivamente serd el campo que aparece en las ecuaciones de movimiento y en las funciones

beta, de las cuales se discutira a continuacion.
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2.4.1. Funciones [

Las funiones beta del grupo de renormalizacién en teoria de campos son funciones que
describen el cambio en las constantes de acoplamiento respecto a la escala de energia. Estas

estan definidas asi,
oA

A(In(p))

dénde A es una constante de acoplamiento y p la escala energética.

g = (2-65)

Ya que el modelo-o no lineal es una teoria de campo sobre la hoja de mundo, se puede
pensar que el gravitéon, el campo de Kalb-Ramond y el dilatén como campos de fondo dados,
son constantes de acoplamiento de la teoria en 1 + 1. Con esta idea tiene sentido entonces
calcular las funciones 8 de la teoria.

Por otro lado, la anomalia que hay que arreglar viene de (2-5), ya que a nivel cudntico se
tiene que,

oy _ € p) )
(T19) = R (2-66)

v debido a que si se hace ¢ = 0 representa una teoria vacia, es decir sin campos y no dindmica
y R?) =0 es una hoja de mundo sin curvatura. La forma en la que se arreglard debe ser més
genérica aun. A través del método de Faddeev-Popov se puede mostrar que los fantasmas de la
teorfa contribuyen a la carga central con cf., = —26 que claramente con dimension critica, es
decir 26 campos escalares en 141 se obtiene ¢ = 0 lo cual resuelve el problema de la anomalia.

Ademsds, como el modelo-o no lineal es invariante conforme, la teoria debe ser la misma a

todas las escalas energéticas. Este argumento concluye que,
b ®
=8 =8"=0 (2-67)

y se puede mostrar qué, los coeficientes de la traza del tensor de energia-momento a nivel
cuantico son estas funciones beta, [8], [9].
La técnica para calcular estas funciones 3 es calcular entonces el valor de expectacién del

vacio del tensor de energia-momento. Esto se hace a través del método de expansién en campos
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de fondo [1], [20], que basicamente es una expansién al rededor de una solucién clésica de las
ecuaciones de movimiento, lo que permite calcular con diagramas de Feynman y propagadores

de espacio plano el valor de expectacién necesario, [24]. Finalmente se obtiene qué,

1
BY = Rij — §HMH]-“ +2V,V,;® (2-68)
1
b = _§v’fHkij + VEo (2-69)
Be = (V)% - Ly2p - Lo (2-70)
2 24

que usando las identidades de Bianchi respectivas se puede mostrar que satisfacen las identidades

diferenciales,

Vigh —2VieBY =0 (2-71)

— 2V, + V8% + AVIepY, + HF Y — 4V ;8 = 0. (2-72)

2.4.2. Accién efectiva

La accién efectiva que se obtiene de integrar los modos pesados de la teoria [8], es,
1
S = / d*° X \/—ge 2® <R +4(VP)? - 12H2> : (2-73)

con ecuaciones de movimiento,

1 1 1
Ry = 5GuwR = ; [Hﬁl, — GGWHz] +2G,, V2P — 2G,, (VD) - 2V, V,®, (2-74)
1
§VAHAW =V ®H),., (2-75)
1
EH2 = R+4V?® — 4(V®)?, (2-76)

dénde claramente la primera ecuacion son las ecuaciones de Einstein. Esto muestra que la

gravedad es emergente como accion efectiva de la teoria de cuerdas.
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Ademsds hay que notar que estas ecuaciones de movimiento fuera de la capa de masa estan

relacionadas con las funciones § de la siguiente forma,

;gi = —V—ge (B T 426" (B® - iﬁg/’)), (2-77)
ff.. = —V=ge 2B, (2-78)
ij
05 _ — oaipe Lo ]
56 = Ve (BT = 185 (2-79)

Esta accion efectiva viene de una teoria de cuerdas bosénicas, sin embargo es posible gene-
ralizarlo a una teoria de supercuerdas y el espectro no masivo sigue coincidiendo con lo anterior
de este trabajo.

Otro aspecto a considerar acerca de esta accién son las simetrias que tiene, ya que las dos
simetrias de norma que tiene el modelo sigma-o no lineal, reparametrizaciones y transforma-
ciones de Weyl son sélo transformaciones de los campos X* y de la métrica sobre la hoja de
mundo; en la accién efectiva donde ya no aparece la métrica sobre la hoja de mundo y los cam-
pos encaje ahora son las coordenadas, las transformaciones de norma del modelo-o no lineal se
absorben en la accién efectiva como difeomorfismos locales. Entonces la accion efectiva tiene
dos simetrias de norma, difeomorfismos locales y las transformaciones de norma del campo de

Kalb-Ramond (2-63).

2.4.3. Identidades de Nother

En una teoria de norma genérica se puede escribir la transformacién de norma de los campos
como,

36" (x) = R’ 4¢*(x), (2-80)
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donde, R, son operadores diferenciales actuando sobre los pardmetros infinitesimales y locales

€“. Entonces la condicién de minima accién se ve como,

S S
o 2 i 2 i _
08 = /d a—6¢i5¢ /d J—&biR €4 (), (2-81)

después de una integracién por partes y haciendo cero los términos de borde, implica,

. 88

vs5 =0 (2-82)

es decir, que cierta combinacién diferencial de las ecuaciones de movimiento es idénticamente
cero, incluso fuera de la capa de masa. A estas identidades se les llama identidades de Noether

[13].

2.4.4. Identidades diferenciales e identidades de Noether

Para finalizar este capitulo se muestra el resultado principal de este trabajo y que se pretende
generalizar para DF'T en el dltimo capitulo. Debido a que existe una relacién entre las ecuaciones
de movimiento fuera de la capa de masa y las funciones g, (2-77), (2-78), (2-79), es valido
preguntarse que pasara con las identidades diferenciales (2-71), (2-72), cuando se insertan dichas
relaciones.

Las identidades para las ecuaciones de movimiento que se obtienen son,

08
oS 08 09
. . Id-= — 0. -84
2V, S + Hjir o Vs =0 (2-84)

qué coinciden en ser las identidades de Noether, ya que al multiplicar cada ecuacién por un
vector arbitrario (*, &', respectivamente, se pueden identificar las simetrias de norma de la teoria

asi como en (2-82),

8bi; = Vi), (2-85)
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8gij = V&), Sbi; = € Hyj, 50 = £Fv, @, (2-86)

que son la simetria (2-63) y las derivadas de Lie de los tres campos de fondo respectivamente.
Por dltimo, analizando el contenido de las identidades diferenciales o equivalentemente las

identidades de Noether se puede observar en (2-71) o (2-83) que es necesario que se satisfaga,
V'V Hyj =0, (2-87)

lo que efectivamente sucede debido a la identidad de Bianchi del tensor de Riemann, R;;; = 0.

Mientras que de la identidad (2-72) o (2-84) muestra que deben satisfacerse,

V'R;; — V;R=0, (2-88)
L 1
HI* ) Hyj — 6VZH2 =0 (2-89)

que efectivamente sucede pues son las identidades de Bianchi respectivamente para los dos
tensores.

Esto muestra que efectivamente las identidades diferenciales del modelo-o no lineal y las
identidades de Noether de la accion efectiva son equivalentes y son parte de la consistencia de
la teoria. Resultado que sélo es valido debido a que existe la relacion entre las funciones 3 del
modelo-o no lineal y las ecuaciones de movimiento de la accién efectiva. Sin embargo, en el
altimo capitulo de este trabajo se generaliza este iltimo resultado en DF'T, lo que parcialmente

demuestra que DFT es una teoria consistente y que podria ser la teoria efectiva de un modelo-o

doble.



Capitulo 3

Teoria de campo doble

En esta seccién se exponen los resultados preliminares de la construccién dada en [14] y [15].
El desarrollo de DFT se centra en la idea de construir una accion de los campos de fondo sobre el
espacio-tiempo doble manifiestamente invariante bajo el grupo de T-dualidad. Incluso en el caso
donde no existe alguna compactificacién, es decir, el momento y el niimero de enrollamiento no
estan cuantizados y son etiquetas de un continuo. El grupo continuo que contiene las simetrias
de T-dualidad en la teoria es O(D, D), el cual si se compactifican d direcciones se rompe en
O(n,n) x O(d,d; Z) y consistentemente, si se considera la contriccién 9;9" = 0 que significa que
los campos no depende de los dos tipos de coordenadas (27, %;), el grupo O(n,n) se rompe en

el grupo de Lorentz SO(n — 1,1), [11].
3.1. Formalismo &
La accién de DFT en términos del campos &;; = g;; + b;; y e 2 =\ /—ge 2% es,
1 ., . 1 . . .
S = / drdz e [ — Zglkgﬂppgklpp&j + Zg"?l (DIEYDEj + DIELDE,)

(3-1)
+ (D'd DI&;j + D'd DIEy;) + 4D'd Dyd |,

25
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con las derivadas definidas como en (2-50). Esta accién se puede separar en tres términos
S =580 452 4§ dénde los indices entre paréntesis denotan el niimero de derivadas tilde
que tienen. Ya que S© no depende de ninguna derivada tilde, se puede mostrar que coincide
con (2-73), conluyendo asi que es una buena extensién de la teoria de cuerdas bosénicas del
capitulo anterior.

Como se muestra en [14], las transformaciones,

08;; = Di€; — Dj& + (60, + §,0%)E; + Dig" &y + Dk €,

1. e o (3-2)
dd = —531'52 +£'0;d — 532&' +&;0'd,
dejan invariante a (3-1). Estas transformaciones se pueden escribir como,
8gij = Legij + Legij + (0" — 0'€") (gribji + grsbun), (33)

Sbij = Lebij + Lebij + 0:&j — ;& + gin(9'€" — 8¢ gij + bir(9"' = 3'¢F )by,

donde se pueden identificar con las derivadas de Lie usuales en cada espacio, es decir, espacio y
espacio tilde, ademas de términos no lineales entre g y b. Estas simetrias cierra en un paréntesis

llamado paréntesis-C' y se les llama derivadas de Lie generalizadas.

3.1.1. Paréntesis-C

El paréntesis-C se define como,
Le, Loo) = —Lig eule (3-4)
dénde L es la derivada de Lie generalizada,
LeAnr = EP0pAnr + Apdye? — ApdFens, (3-5)

con,

(61, &)t = 26 Oneyl — enpo™e)). (3-6)
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Ahora los indices mayuscula corren hasta 2D y representan las entradas de tensores que
transforman bajo O(D, D). Se utiliza el nombre generalizado debido a que las derivadas (3-
5) tiene la forma usual de una derivada de Lie, sin embargo, esta definicién implementa las
transformaciones (3-3) que claramente no son las definiciones clasicas para las derivadas de Lie.

La matriz invariante y con la que se suben y bajan los indices maytsculas es,

0 1
MN = (3-7)
10
y los vectores y derivadas estan definidas como,
XM= , Oy = , M = (3-8)
'’ i 3

3.1.2. Ecuaciones de movimiento

Usando la notacién que se introdujo anteriormente, se propone la accién de DFT a ser de

la forma,

S = / dzdie 2R (3-9)
donde R juega el papel de un escalar de Ricci generalizado, definido asi,
. o 1, . . L
R(E,d) =2 (V'Did + V'Did) + 3 (V'DYE;j + VID'E;)
1 .. _ _ 1 .. _ _
+ Zg” (Dk&j 'Dlgki + 'Dkgjl 'Dlgzk> — Zg” <Dlglj 'Dk&m + Dlgjl ’Dkglk)
1 ., . S _ ) .
— Zgzkgﬂp’f&j Dy — (D'E;; DId + DIE;; D'd) — AD'd Dyd.
este nuevo término de curvatura sélo difiere en una derivada total respecto a (3-1). En [14] se
muestra que en O(D, D), los escalares que difieren por derivadas totales, lo hacen en cualquier
marco de O(D, D). Esto implica que es posible escoger el marco d = 0, es decir, en el que la

accién de DFT coincide con la accién efectiva (2-73) y ver que (3-1) difiere de (3-10) por una

derivada total.
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A través de variar la accién, se pueden calcular las ecuaciones de movimiento,

R(E,d) =0, (3-10)

1 o . _ _
KCij :Z(vkpkeij + VFEDLE — 2VF D& — 2VFD;E) — (VDid + ViD;d)
1

_ 1 _ 1 _
1 9" (DjEm D™ E . + ipjglkplgm + D;E ;D&Y + §Di5kﬂ>’5nj) (3-11)
1

_ 1 - 1_ 1 _
4(Dkgljplgik + §D15klpk5ij + ipl&jpkgkl) - Zgnkgmlpjgnmpigkl = 0.

La notacién V representa las derivadas covariantes en O(D, D), definidas asi,

Vi(D)A; = DiA; - Tk 4, V;(D)A; = DjA; — T 4, (3-12)
con
ol = = [ e
Fl} = 59 (Diglj + ngil — Dlgij>a ng = 59 (Digjl + ngli — Dlg]z) (3—13)

En el contexto del formalismo £ es en el que se generaliza el resultado del capitulo anterior.
Sin embargo, existe una generalizacién mas moderna para la construccién anterior. A este otro
formalismo se le llamard formalismo-H y por completes de este trabajo se considera adecuado

tomar el espacio de discutir estas ideas a continuacién.

3.2. Formalismo H

Con base en la idea de los indices mayuscula, se puede construir un campo que transforme
naturalmente y linealmente bajo O(D, D). Este campo debe tener los grados mismos grados
de libertad que £ y si tuviera mas, habria que tener constricciones de norma para que existan

ambigiiedades que recuperen el nimero original de grados de libertad. Como se mencioné antes,



Capitulo 3. Teoria de campo doble 29

este campo serd la métrica generalizada (2-56),

g b
Hun = | ! : (3-14)
bikg™  gij — birg™ by,

La accién para la métrica generalizada y el dilatén d es,

1 1
S = /d:L‘dfce_Qd(SHMNaMHKLaNHKL — i'HMNaM'HKL(%(HNL
(3-15)
— 200 dONHMY + AHMN 9y dONd),

que se puede probar que contiene a (3-1). Ademds, también se pueden escribir las transforma-

ciones de simetria de la forma,
LeHMY = 5 HMN = PopHMN + (0Mep — Ope™YHPN + (0Mep — apeM)HMP,  (3-16)

que también contienen consistentemente a las transformaciones (3-3) y es muy interesante notar
que en esta forma la no linealidad quedé empaquetada en H y estas transformaciones tienen
una forma lineal.

Por otro lado, la métrica generalizada satisface una relacién junto con 7, el tensor invariante
de O(D, D),

HMN = MBS g™, (3-17)

lo que implica que las variaciones de H no son independientes, mostrando la existencia de
constricciones en la accién y por esa es la razdén, calcular las ecuaciones de movimiento de la
métrica generalizada a partir de la variacién de la accién no dard directamente las ecuaciones

correctas.
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3.2.1. Paréntesis-D

Asi mismo, el paréntesis-C también tiene una natural generalizacién en este nuevo formla-
lismo. Si se define el paréntesis-D,

[A,B]p = LB (3-18)

se puede probar que satisface las relaciones,
1
[4, Bl = [4, B¢ + 50" (B Ay), (3-19)

[A, B]lp — [B, Alp = 2[A, B]¢ (3-20)

y también tiene identidad de Jacobi,
[Av [B7 C]D]D + [C, [A7 B]D]D + [37 [07 AHD =0. (3'21)

3.2.2. Ecuaciones de movimiento

Dadas las definiciones anteriores, se pueden calcular las ecuaciones de movimiento. Al igual
que en el formalismo &, se puede definir un escalar de Ricci, que contiene consistentemente a,
la definicion en el formalismo £ y al escalar de curvatura usual.

El escalar de curvatura generalizado es,

R =4HMN 9 0nd — 00 ONHMY — AHMN 9y rdONd + 400 HMN Ond

) ) (3-22)
+ g’HMNﬁM’HKLaNHKL — §HMN3M’HKL8K/HNL
y se puede ver que sélo difiere por una derivada total del lagrangiano (3-15),
Lprr = e 2R + oy (e XN HMN — anMN ond]). (3-23)

es claro que R es un escalar en O(D, D) y difiere de (3-15) por una derivada total en O(D, D),

entonces difieren por una derivada total en cualquier marco de O(D, D).
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La ecuacion de movimiento asociada a d, al igual que en el caso del formalismo & es,
R(H,d) = 0. (3-24)
Por otro lado, al tener que las variaciones de H no son independientes,
OHN +ndH =0 (3-25)

es necesario proyectar las ecuaciones de movimiento con ambigiiedades una vez que se ha hecho
la variacién de la accién,

68 = / drdie 2y noHMN (3-26)
Las soluciones mds generales para (3-25), son de la forma,

1 1
THMY = Z(5MK +HMOMEEGN, = HY ) + Z(‘SMK — HM)MEEEGN 1Y) (3-27)

con M una matriz 2D x 2D simétrica arbitraria. Entonces las ecuaciones de movimiento para

Hyrn son,

1 1
RMN = Z(dMK + HM)KER (0N = 1Y) + 1(5MK —HMKRE N, + 1Y) =0 (3-28)

dénde RMN es el tensor de Ricci generalizado y

1 1
Kun EgaM'HKLﬁN'HKL — Z(OL — 2(6Ld))(HLK8K7{MN) + 200N d ( )
3-29
1 1
- ia(M%KLaLHN)K +5(0r - 2(00d)) (" O Hyk + HX 10k H )

Notese que en este nuevo formalismo, el tensor de Ricci generalizado y el escalar de curvatura
generalizado no estan relacionados como en relatividad general, es decir, a través de trazar el
tensor de Ricci.

Finalmente, el problema que hace falta estudiar es la derivada covariante compatible. Esta

es la derivada que, como en el caso de relatividad general hace V,/—g = 0, en este caso sera
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necesario Ve~ 2? = (. Este es el problema que se presenta en la siguiente seccién.

3.3. Derivada covariante

Para finalizar este capitulo se discute el concepto de derivada covariante. Como se ha mos-
trado antes, se pueden definir distintos tipos de derivadas en DFT. Sin embargo, como es bien
conocido, en geometria riemanniana existe una unica derivada compatible con la métrica y esta
satisface que la derivada de la métrica es cero. Esto implica que es posible integrar por partes
a pesar de tener la medida \/—g, o bien en el caso de DFT \/—ge™2® = ¢7%¢ y las identidades
de Bianchi estan estrechamente relacionadas con esta propiedad.

Como se mostré en el final del capitulo 2, el principal resultado que pretende generalizar este
trabajo tiene como uno de sus pilares, debido a la necesidad de calcular identidades de Noether;
la propiedad que tiene la derivada covariante usual de poder integrar por partes. Es por esta
razén que, para poder generalizar dicho resultado es necesario tener una derivada covariante
consistente que permita integrar por partes.

Las construccién adecuada para lograr esto se hace con precisién en [16] y [23]. Estas ideas
estdn basadas en el formalismo de marcos de relatividad general.

En O(D, D), la matriz invariante 1y induce una métrica local,
Gap = ea™es™ nun, (3-30)

dénde se han introducido los marcos e4™ y los indices planos A y B corresponden a GL(D) x

GL(D),

€ai
eaM = , (3-31)

los indices M = (;,') estdan en O(D, D), mientras que los indices A = (a, @) estdn en GL(D) x
GL(D).
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Ahora se pueden definir las derivadas,
ea =eaMoyy, (3-32)
y la derivada covariante,
VaVe =eaVp 4+ wac®Ve, VAVE = e VB —wyo PV (3-33)

donde se a introducido la conecciéon wap y se considera que la derivada covariante es libre de
torsién.

Teniendo esto, ahora es necesario que la derivada covariante sea compatible con la métrica
y esto por definicién es,

VaGec =0 (3-34)

ademads se requiere que sea posible integrar por partes, es decir,
/ e 2y, VA = — / e VAV = — / e 2y e,V (3-35)

dénde claramente no se estan considerando los términos de frontera. Estas dltimas condiciones
implican que,

wpal = 762d3M(eAMe_2d) = —Onea™ + 2e4d. (3-36)

Como se mencioné la secciéon anterior, el contexto en que se muestra el resultado de esta
tesis es en el formalismo £. Sin embargo, la deduccién de derivada covariante anterior esta en
el formalismo H. Ahora es necesario escribir la coneccién (3-36) en el formalismo .

El formalismo H al tener méas grados de libertad que el formalismo £, es una teoria con
constricciones tales que recuperan los grados de libertad originales. Es decir que, si se quiere

escribir resultados del formalismo H, en términos del campo &£, se necesita fijar la norma.
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Una forma de fijar la norma es hacer la eleccién,
. (2
ea = | = . (3-37)

esto es identificar los indices espacio temporales i con los indices en GL(D) x GL(D), es decir,

e, = 04", que es equivalente a e’ = 65"

Una vez fijada la norma es posible ver que las derivadas (2-50) coinciden con (3-32),
. _ .M _ A 5 oo o M _ A
Da = €q = €q4 8]\/[ = 8a — 5(118 y DEL =€z = €5 8M = 8{1 + 87,(—18 s (3—38)
y sabiendo que £(;j) = gij, se puede escribir ahora,

—29 O
Gap = ¢ : (3-39)
0 29

Usando una redefinicién de los pardmetros de norma £ y 5 ,
o= &+, m o= &G+E;, (3-40)

se pueden reescribir las transformaciones de norma de £ y d.

La variacién de £ dada en (3-2), se puede escribir asf,
& = Vi(D)i; + V;(T)mi, (3-41)

dénde las derivadas V(I') son las definidas en (3-12). Usando los nuevos pardmetros se obtiene
que,

085 = Vallg + Vina, (3-42)

dénde V es la derivada covariante (3-33). Esta ltima expresion es més familiar ya que tiene la
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forma de las variaciones (2-85) y (2-86). Dado que,

_ 1 _ _ 1 _
y
i _1p; i_Lpi

la coneccion queda definida como,

E_ k
wij - sz )
k k
. Sy (3-45)
wji? = =T + iDJ&j +2D;d,
. 1. _
WEJ = — F%Z + ipjgji + 2D;d
obteniendo finalmente que,
1 o1
con
1 _
Vi = V() — 5(2)’“5% + 4D;d). (3-47)

Los resultados (3-41) y (3-47) seran fundamentales para el siguiente capitulo. Como se hizo
en el capitulo anterior, es necesario calcular las identidades de Noether, para eso serd de gran

ayuda conocer la derivada compatible con la métrica y las variaciones de £ y d.



Capitulo 4

Identidades de Bianchi e
indentidades diferenciales

generalizadas

Para finalizar este trabajo, como se prometid, se generaliza el resultado que se muestra al
final del capitulo 2 usando las herramientas que se desarrollaron en el capitulo anterior, [12].
Debido a la cantidad de ideas en la mesa se considera conveniente hacer un breve sumario de
las ideas preliminares para continuar a dicho resultado.

La historia de esta tesis inici6 con la accién de Polyakov (2-3) que, debido a las simetrias
que tiene, difeomorfismos y transformaciones de Weyl, se puede extender al modelo-o no lineal
(2-62). El modelo-o tiene una anomalia ya que el valor de expectacién del tensor de energia-
momento en el vacio no es nulo. Ademds, gracias a la simetria conforme, las funciones 8 deben
ser cero y son los coeficientes en cada término de la traza del tensor de energia momento; ademas
de satisfacer las identidades diferenciales (2-71) y (2-72). Por otro lado, las funciones /3 definen
las ecuaciones de movimiento de la accién efectiva del sector no masivo de la teoria, debido a
(2-77), (2-78) y (2-79). Al utilizar estas dltimas relaciones en las identidades diferenciales se

pueden encontrar las identidades de Noether asociadas a la accién efectiva (2-83) y (2-84), que

36
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recuperan las simetrias de norma de la accion efectiva y contienen a las identidades de Bianchi.

Ademsds, en la cuantizacién del cono de luz, es posible calcular el espectro de la teoria y
se prueba que es modificado debido a la capacidad de las cuerdas cerradas de tener nimero
de enrollamiento no nulo en fondos toroidales (2-43). Entonces una teorfa de cuerdas suficien-
temente general debe contener esta informacién. Por eso se agregan los campos X y se piden
que sean variables conjugadas al nimero de enrollamiento y se puede ver la existencia de la
dualidad-T con grupo de transformaciones O(D, D). Con el propdsito de hacer manifiesta en la
accién esta dualidad, [14] y [15] dan una construccién no geométrica tal que, cuando se apagan
las coordenadas tilde se recupera la accién efectiva del modelo-o no lineal.

Debido a que las funciones 8 del modelo-o y las ecuaciones de movimiento de la accién
efectiva son equivalentes. Las identidades diferenciales y las identidades de Noether también
lo son, es decir, a partir de unas se puede llegar a las otras. Por eso, también es valido iniciar
con las identidades de Noether y a través de la relacién entre ecuaciones de movimiento( de la
accién efectiva) y las funciones § (del modelo-o) obtener las identidades diferenciales. El método
a seguir sera este, ya que lo que se tiene en manos es la accién de DFT y sus transformaciones
simetrias bajo O(D, D). Esto resultard en unas identidades diferenciales generalizadas que se
puede interpretar como una condicién de integrabilidad de las funciones 5 de un posible modelo-
o doble [3], [4], [10].

Las relaciones (2-77), (2-78) y (2-79) no son realmente complicadas, sin embargo existe una
forma de escribirlas en una forma mucho mas sencilla que serd conveniente para los préximos

caculos. Es ahf donde entra en juego la definicién del nuevo dilatén e=2¢ = \/—ge=2%.

4.1. Nuevo dilaton

La definicién del nuevo dilatén es bien conocida en la literatura y como una redefinicién
de campos, tienen sentido definir d a pesar de no estar en DFT, es decir, que s6lo depende de
las coordenadas sin tilde. Lo que se pretende mostrar ahora es que esta definicién modifica las

relaciones (2-77), (2-78) y (2-79) dejandolas en una forma muy sencilla y esto serd muy util
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para aplicarlo a DFT.
Si se tiene la definicion,
e 2 = /=g, (4-1)
se puede mostrar que,
9:® = O + 2T, = Vid r, =1 = Lgkg 4-2
i® = 0id+ ST = V; i =14 = 597 %igir, (4-2)
usando esto en la accién efectiva se obtiene que,
1
Sy = / dxe=2d [R + 4(Vd)? - Efﬂ] (4-3)
y tomando la variacién de Sy,
6Sg = — / dre=2 <5gij59w' + 6bi; BY + 5dﬁd>, (4-4)
con,
1
B = Rij — ZHEJ. +2V,V;d, (4-5)
1
By = _§kakz’j + Hy; Vo, (4-6)
d 1 2 1 . 2
BY = _Z(R —4(Vd)* — EH +4V=d). (4-7)

Notese que estas funciones /3, a excepcién de 3%, son iguales a las mostradas previamente

en el texto y 4% a cambiado a,

1
d_ po 1+
B =p 459.

(4-8)

sin embargo, esta redifinicién de la funcién S8 del dilatén es consistente con la redefinicién de

campos (4-1).

Entonces, las identidades diferenciales toman la forma

VBl —2Vid B2 =0,

(4-9)
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—2V' 3% + 4B%V d + Hyp 7 — 4,8 = 0, (4-10)

y en consecuencia a esto las funciones beta del modelo-o y las ecuaciones de movimiento de la

accion efectiva satisfacen,

0,

—2d o d

e B = 547" (4-11)

_ 0Sq

e Qdﬁzbj = _5b”’ (4_12)
16S

—2dpd _ 994 _

e “p% = 3 5d " (4-13)

expresiones mucho maés simple que las originales. Mas atn, si se sustituyen en las nuevas iden-

tidades diferenciales se obtiene,

054
— = 4-14
obu 0’ ( )

08, 08 1,.08,
2vi2d + Hjjp—— + (0;d + 58])57; =

547 T 0, (4-15)

de doénde se identifican nuevamente las simetrias de norma correctas de la accién efectiva,

0gij = V(ifj)7 (4-16)

Sbij = E" Hrijy  Ogbij = Vii(jy, (4-17)
1.

5d = —5OE + £ (4-18)

tal y como se esperaba.
Ahora, conociendo las consecuencias que tiene esta redefinicion en la teoria, serd més sencillo

generalizar este resultado y dar unas identidades diferenciales dobles.

4.2. Identidades de Bianchi generalizadas

El célculo de las identidades de Noether de DFT y su consistencia se puede encontrar en [5]

y [19]. En el contexto del formalismo de marcos, se puede definir la variacién en el espacio
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plano,

Ay =egMbeqn. (4-19)

Ademsds la constriccién que recupera los grados de libertad fisicos, en los marcos es,
G5=0 = ey +eples' =0, (4-20)
entonces la variacion de la accién es,
35S = / dzds e~ (—25dR+Aeal—,Ra’3) (4-21)
con ecuaciones de movimiento,
R =0, R = 0. (4-22)
Las simetrias de la accién en términos de los marcos son,
seea™ = —epM (Va8 —VB¢), (4-23)
entonces, las simetrias de los marcos son,
Aup =Vpéa+ Vs, (4-24)

doénde las derivadas son la derivada covariante compatible con la métrica. Como hay que fijar

la norma con la prescripcién (3-37), las inicas componentes relevantes son,

Aal_) = Véga + vagé' (4—25)



Capitulo 4. Identidades de Bianchi e indentidades diferenciales generalizadas 41

Tomando la variacién de la accién,

05 = / dodi 7 ((Va&" + Vag®) R + (Via — V&) R)
) (4-26)
- / dwdi e <£a (VaR + vaal_)) +&° <V¢1'R — VbRba)) )

lo que implica que,

VaR+VR; =0,  VaR— V'R =0. (4-27)

Estas son las identidades de Bianchi generalizadas en DFT y también son las identidades
de Noether asociadas a la accién. Notese que, si se considera sélo el gravitéon en el modelo-o no
lineal, la identidad de Noether coincide con ser la de Bianchi para el tensor de curvatura. Por
esta razon, (4-27) tienen esta forma familiar en el formalismo de marcos.

Después de fijar la norma, las identidades de Noether son,
i 1 B _,j 1
V'Rij + 573]'73(5, d) =0, VIR;j + 52),73(5, d =0 (4-28)

que se pueden escribir como,

A 1 ., _ 1_
[VZ(F) - 5g““(Dlg,d + 4Dkd)] Kij + 5DiR =0, (4-29)
= L ik mi = 1
& (F) — ig] (D Ei + 4Dkd) K:ij + §DZR = 0. (4—30)

Siguiendo la contrucciéon dada previamente, se proponen como ansatz que las funciones (8
sean,

’Cij = aﬁij, R = bﬂd, (4—31)

dénde las constantes a y b se pueden fijar al imponer que, cuando 0 = 0 las identidades (4-29)
y (4-30) coincidan con las identidades de Noether del formalismo estdndar. De esto se obtiene

a=—1y b= —4, y entonces las identidades diferenciales generalizadas son,

ViBi +2D;87 =0, VB +2D;87=0 (4-32)



Capitulo 4. Identidades de Bianchi e indentidades diferenciales generalizadas 42

Estas ecuaciones una vez que se impone 0 = 0, coinciden con las identidades diferenciales
estandar y las ecuaciones de movimiento K;; = 0 y R = 0, también contienen a las ecuaciones

de movimiento de la accion efectiva del modelo-o no lineal.

L

4.2.1. Apagando la dependencia en

Finalmente, al apagar la dependencia en T es posible probar que las ecuaciones de movi-
miento, las identidades diferenciales y las identidades de Noether coinciden consistentemente
con los resultados para el modelo-o y su accién efectiva. Esta también es la forma de fijar los
coeficientes a y b que aparecen anteriormente en (4-31).

Notese primero que las derivadas (2-50), cuando se impone d = 0, se reducen a,
D; = D; = 0;, (4-33)
entonces, de (4-29),
Vi(T) - %gil(@k&k +4Dd)| Ky + %Dﬂz 0, (4-34)

el mismo tratamiento puede ser aplicado a (4-30) para obtener los mismos resultados.

Usando las definiciones de los simbolos de Christoffel generalizados, se obtiene,

; 1 1 _ _ 1 - 1
g™ | DukCij — §g“fz>n5ik/clj — 5 (Dnij + Djnk = Dinj)Kit — 5 (D" Enr + 4Dnd)Kis | + ;DR = 0.
(4-35)
y finalmente apagando la dependencia den Z y usando que, &;; = gi; + bij v el ansatz (4-31),

resulta,

. , b . :
VB — a2V'dpY — gHﬂiﬁb 4 508" + aV'Bl — a2viag) = o, (4-36)

dénde B9 y 3° son las partes simétricas y antisimétricas de Bi; respectivamente y para recuperar

los identidades diferenciales del modelo-o es necesario fijar a = —1 y b = —4.
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Con esta solucién para los coeficientes de (4-31), los resultados coinciden con [15],

, 1
R|. =R+4(V'Vid— (Vd)?) - ﬁH’Z, (4-37)

entonces la ecuacion de movimiento para el dilaton d se reduce a,
d i oy Lo
B¢ =—4(R+4(V'V,d — (Vd)*) — EH ), (4-38)

que es consistente con los resultados obtenidos en las secciones anteriores.

Por otro lado, la ecuacién de movimiento KC;; coinciden con los resultados de [19],

1 1
]Cij 5o — Rz‘j — ZHilejkl + QVZ‘de] — | = ivkﬂkij + Hkijvkd R (4—39)
de donde se pueden identificar,
’Cij 50 = —Bg - 5 (4'40)

Por tdltimo, las identidades de Bianchi generalizadas también se reducen a,

17, 1 . 1 | 1

B [VanHm'j + <§HJ”V1 jin — mVjHQ)} + < — VZRz'j + 2VjR> =0, (4—41)
1 1 . 1 . 1

A viA vicl = A —gingig., _ T x7.12 _\VR.. L V. — _

> {v V" Hpij + <2HJ Vi Hip = 5 Vil )} + < VIR + 2V,R> 0, (4-42)

de dénde es posible reconocer las identidades del tensor de curvatura y del tensor antisimétrico,

respectivamente (2-88), (2-89).






Conclusiones

Esta tesis se enfrenté al problema de la generalizacion de un resultado de la teoria de cuerdas
cerradas, en el contexto de DFT, [12]. La accién de la teoria de cuerdas es una generalizacién de
la accién de una particula relativista. Sin embargo, la teoria de cuerdas cuenta un una simetria
bajo rescalamientos locales, una simetria de norma que se rompe a nivel cudantico y es necesario
curar la anomalia. Para esta tarea hay que pasar por un proceso de renormalizacién y calcular
perturbativamente objetos llamados funciones 5 del grupo de renormalizacién. Las funciones
B del grupo de renormalizacién asociadas al fondo en el que se sumerge la cuerda satisfacen
ciertas identidades diferenciales,(4-9), (4-10) y definen las ecuaciones de movimiento de la ac-
cion efectiva. Al destacar la relacién que tienen las funciones 3 del modelo-o no lineal con las
ecuaciones de movimiento de la accién efectiva, (2-74), (2-75), (2-76); se muestra que las iden-
tidades diferenciales coinciden ser las identidades de Noether de las ecuaciones de movimiento
asociadas a las simetrias de norma que tiene la accién efectiva del modelo-o no lineal, (4-14),
(4-15). Este resultado expone la relacién intrinseca y de consistencia que tiene la gravedad con
la teoria de cuerdas.

Es posible generalizar este resultado a DFT, que es una extensién tedrica consistente a la
accién efectiva del modelo-o que hace manifiesta la dualidad-T. Esta generalizacién no es nada
trivial debido al caricter no geométrico de DF'T, ya que no es obvio que las técnicas de teorias
de norma y constricciones sean aplicables en este caso, sin embargo, debido a que la estructura
algebraica de las simetrias de la teoria es tal que las derivadas de Lie generalizadas cierran
en parentesis-C y D respectivamente sobre la constriccion fuerte, es posible aplicar técnicas

de [13] en DFT. Ademads, se muestra que cuando se restringe DFT a d =0 se recuperan

45
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consistentemente los resultados de una teoria de cuerdas cerradas asi como aspectos cinematicos
como las identidades de Bianchi, [5], [19].

Finalmente se dan expresiones explicitas de las identidades diferenciales generalizadas que
deberian satisfacer las funciones 5 de un posible modelo-o no lineal doble, (4-32). Estas identi-
dades diferenciales tienen una forma que se ve familiar y puede relacionarse con ciertas condi-
ciones de integrabilidad para las funciones 3, que podrian ser comparadas con las condiciones
de integrabilidad dadas en [3], [10]. Expresiones nuevas y completamente determinadas que este
trabajo considera como una aportacion al desarrollo de DFT.

Como a trabajo futuro, es interesante pensar en como la forma de fijar la norma en DFT
que se da en el texto es consistente con el método de constricciones de Dirac. Existen trabajos
en esta direccién estudiando la formulacion ADM de DFT, [21]. Por otro lado, también se puede
pensar en la cosmologia que surge a partir de la dualidad-T y como esto afecta a la formulacién
de una particula puntual en fondos T-duales, [6]. También el estudio de la construccién no
geométrica de DFT para generalizar la geometria de distintas teorias como Exceptional Field

Theory y el formalismo de Double Space es un camino muy interesante que estudiar, [2], [17].
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